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NOTAÇ {J E S

f (n) :: O (g (n) ) cxi.star constantes no>0 e c>0 tais que para

todo nono' f(n) <. cg(n)

existent constantes no>0 e c>0 tai.s que para
todo n»no' f(n) : cg(n)

f (n) : O(g (n)) e f(n) = ía (g (n))

f (n) = s] (g Cn) )

f Cn) = É) (g (]}) )

tgx

[ x J

[x l

bin (n)

maior i.ntei.ro itlenor ou igual a x

menor inteiro maior ou igual a x

representação binária de n
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CAPITULO O

O JOGO DAS PEDRAS

Neste trabalho estudaremos o chamado ''jogo das pedras''
definido em [H['70] e [lVa71]

O jogo é realizado por um Único jogador sobre um grafo o-

rientado fmi.to acTcli.co (vi.de defina-ção na Seção 1.1). th lan-

ce consiste em ocupa ul vê/t,tece, isto é, colocar uma pedra so-
bre ele, ou deuocup(u clp?t uélx/2ce, isto é, remover uma pedra que es-
tá sot)re ele. Diremos que um vértice está ocupado em dado ins-
tante do jogo sse nã uma pedra sobre ele

Os lances estão sujeitos a duas regras

1. ui]] vértice pode ser desocu])ado enl (qualquer instante;

2. um vértice sõ pode ser ocupado (com uma pedra que não

esta sobre nenhum vért.ice) se todos os seus predeces-
sores estão ocui)ados

Inicialmente, nenhum vértice esta ocupado. O objetivo do

Jogo é acülicUt o g,lado, isto é, ocupar cada um de seus vértices pe-

)

}'iÍ\u ra O .l
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lo llieiios unia vez. Note que não é necessári.o que todos os vér-

tices do grato estejam ocupados em alfluln instante ou ao final
do jogo

Como exem])lo vamos apresentar duas estratégias para ocu-

par o grifo da Fi.gul'a 0.1, identi.fi.cálido as pedras por 1, 2}

3 ,

ESTRATÉG l A l

ocupe vl com l
ocupe vn com 2

ocupe vJ+ com 3

desocupe v.
desocupe v,)

ocupe v. com l
ocupe vc com 2

desocupe vl
desocupe vZ+

ocupe v9 com l

ocupe vÉ corri 3
desocupe vo
ocupe v-7 com l

n numero de liutces paira se ocupar luii grifo (; usando uma estra-

tégia é o .(eil?foo da estiatõgia e nÚiieio dc pedras utilizadas , o espaço
da estratégia

No exemplo anterior, íi Estratégia l gasta tempo 13 e es-
paço 3 e a listratégia 2, tempo 10 e espaço 4

A ocupação de um grato por uma estratégia pode também ser
desci ita pela seqtiencia dos vértices ocupados após cada lance

IJin ta] cojunto de vértices ocupados é uma callá,águia-ação.

Se f'or i)ei'nítido que varias pedras sejam colocada

. , Tr = == - -T. ...+

S num

ESTRATÉGIA 2

ocupe vl com l

ocupe v2 com 2
ocupe vZ+ com 3
desocupe v.

ocupe v3 com l

ocupe v5 com z+

desocupe v3
desocupe v4
ocupe v6 com l
ocupe v7 cona 3



3

vértice então UIT13 configuração é um inuJ-ti.-conjunto, onde cada

verti(-e tem por inult:iplicidade o ntiiliero de pedras que o ocu-
1) ii íl}

A coll6,iguAação }lo liü,tarde, t da estratégi.a, Ct' é a configu-
ração imedi,ataillente após o t-ésiino lance e antes do lance se-

guinte. O mime,/to de ped a:s no ga-aáo Hcr ,{nó,farda t é ICt 1 . Note qt.te

as regras do jogo garantem que Ct :Ct-lulv} ou Ctuty} :Ct.l
No pri-mei.ro caso, v e ocupado no instante t e

I'redG( {v}) ÇCt. l

ão 1.1). No segundo caso, v é desocupado(i ef:i i] i c ãoCna Seçy

no ilis tarte t

O jogo foi introctuzido [)or Flewitt GPaterson ([llP70]) no

estudo de es(luenlas recursivos, filas apenas para arvores biná-

rias. Cook ([Co73]) uti]iz.ou as ]neslnas i-déi.as para tentar pro-

var sua conjectura de club PSESPAÇO(lg')

IValker ([[\Va71]) !:eneralizou o jogo e aplicou-o ao estudo

de calculo eficiente de cx])rcssões.Scthi ([Se73]) uti.]izou o
jogo em alocação eficiente de registradores

A ideia t)ásica destas duas aplicações e outras posters.a-
res ê associar a unia computação uin É:rufo orientado acÍclico.

Cada vértice representa ull\a certa informação e as arestas i.n-

(ficam quais informações l)recisarn estar disponíveis para que u-

ma outra seja conlputada. A ocupação de ull\ vértice representa

l conlputaçao e o i[['niazena]nento (]a informação correspondente a

ele. As folltes do grifo representam as entradas e os sorvedou-

i'os , as SÜ Idas da cóinnutaclia
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i.ntc ref;se, então, foi o de de-

ara se ocupar un} grifo com ]i

lno d se fi.xarJnos o espaço E

oraln fei.tas para resolver este

], [Rci78]) até que Lengauer

, 0 ( n/f: )E2'

1,,!ais recentemente, o jogo tem sido utilizado para deter-

iltinar relíiçoes entre tetnpo e esl)aço eln Complexidade Concreta
([Vii76 ] , [To78] , [Ja80])

O Cd})Ítulo l deste trabalho é dedo.Gado à Teoria dos Gra-

f'os. Na Senão 1.1 introduz:amos alguns conceitos básicos sobre

8lafos oric,citados, visando princip:tlmente apresentar a noinen-

clatuiíi c il liotíição ({uc ildoLareinos. Na acção 1.2



tudamos uma família de gratos chamados superconcentradores que

são de grande utilidade na determinação de limites inferiores

em alguns problemas relacionados com o Jogo das Pedras

No Capítulo 2 estudamos as funções Ed(n) e no Capítulo
trabalho de Lengauer sobre tempo vs. espaço no jogo.

Finalmente, no Capítulo 4 apl'esentamos algumas aplicações
do jogo à Teoria da Complexidade

3 , 0



CAPÍTULO l

GRATOS E SUPERCONCENTRADORES

VLI >
G

V

GRIFOS

Um gimÍja o/úei'dada G consiste de uln conjunto VG de elemen-
tos chamados vêl/t,üca, um conjunto aG de elementos chamado (ua-

{m e um par ordenado (tG,+G) de funções de aG em VG.

Paira todo aeaG, IG(cl) é chamado ex,:C/tRaIo ,CpúcZaZ de a e q)G(a) ,

Qxe'toiro á,éncü de cx. Di.zeinos ainda que a óaéde tG(a) e chega em
+G(a)

Um 8rafo orientado G é Ó,éFt,C,Co se VG e aG são fi.netos. Pe-

lo termo ''grafo'' entenderemos um grifo orientado finito.

Sobre VG vamos definir uma relação que chatnaremos de ,te-

,ração de p ecedêncla:

sse existe ct em aG tal que

tG(c-) : u

#G ( cl )

Se u ---«.G v dizemos que u é p,tedecuóoa.de v e v é ,Saca,6a,t

de u. Se IG(a) ;+G(cl) dizemos que cl é um laço. Caso contrario
ct Õ urna (',lgüçííü.

o ,{mtidHto cle uüi grato G é o inteiro IVGI + jaGI

Para tido V'çVG, deDotaremos ])or SucG(V') o conjunto dos
6-

C



uccssores dos vértices (]e V', isto é,

Suco(V') ; lvÉ;vC: ]uÉ;V' lu -"''G vl

Aniilo gíiine nte,

PredG(v') : lvÉ;vc: ]uÉ;v' v -+G ul

Para todo V' ,V''sVG, denotaremos por aG(V' ,V'') o conjunto

das ilrestas (lue saem de algum vértice de V' e chegam em algum vértice
de V'', isto é

aG (V',V'') clGaG t G ( a) É;V ' e 4)G (cl) GV

Um grifo G é b,él3cl,ft,;Cada se existe Lona partição {V' ,V''} de VG tal
(luc a(;(V' ,V'') = aG.

Um grifo (;' é ,6ubg4a6o de um grato G, G'sG, se VG'çVG, aG'saG e

tG'e (l,G' são, rcspecti\ran\ente, as restrições de tG e @G a aG'

l)ara todo V's\rG, o .subgxa(Ía deGga.ado por V', G[V'], é o
sul)}!i'giro G' de G tal (lue VG'=V' e a(I'=aG(V' ,V')

O grau de eri{ ada Ig,'Lau de ,õc;Ú(ül dc um vért:ice v de G é o

nüiliero de ai'estas que chegam em (saem de) v. Uma áol'úe l,sa,'tve-

dou,qol Ó tim või t.ice cona grau de entrada (sal'da) nulo.

IJni grita'o (; e .blmpZcu sc não [)ossui laços nem arestas mú]-

tiPliis, isto Õ, arestas distintas com mesmo extremo inicial e
ntesíno extrêtno fil)al

Uin pmÁe,Zo em G é uma sequência fmi-ta não vazia (v0'al'

v] ,cl2'v2'''''cxn'vn) (n20) tal que v0'vl'''.,v.:GyG,al'

e pai'a to'lo j (lsjsn) tG(aj) :vj-l e 'bG(aj) :vj ou tG(clj):vj

Dizemos que este passei.o ,Uga vO a Vn' Se
v0€V' SVG e VnGV''sVG,

cl GaG
r]



3 0 passeio liga V' a V''. O inteiro n

afo é cmlexo se quais(quer dois de seus \
I' l,im passeio. Se um grato leão é conexo:

ifos conexos maxi.mais é chamado componen,

p,éttho ox,Cüit,Cada eln G é um passeio (v0'ctl

,vl'''.,Vn são dois a dois distintos e

(aj) :vj-l e 'bG(clj) :vj' I'or simplifica
im caminho orientado apenas por ''comi.nl

caminhos são ct4lzlurüo,s se não tem um vél

Ãfuxo é um conjunto de k caminhos doi,s ê

:cm,fo em G é um passeio(v0'ctl'vl'''',(
z [ ta] que (v0'al'vl''' ',an-l'v:..l) é

@G(c'c,.) ;:v., e vO : vn' Um grafo é ac,Z

:uitos I'oi' G(n,d) deliotaremos a família

=oin n vél-tices e grí:iu dc el-Ltrada mãxii

A não ser (lue esteja explícito o contra

t i'al)alho (lue d 2 2 .

i'deDUção vl'v2' ' '' ,vlVGI dos vért:i.ces -
ra todo i. i rlÉi.iÉIVGI) v. --..->,. v. Iml

resultados básicos sol)re grafos acícli.

:los T)or nÕs .

r)llr)]r...,.R+ ..vn(:n rí:;,.]+n] ..n:nl=nn +.n.

di.zelos que o pass

p/tátlerücJ do lmó,õ eZa.

Um grifo é conexo se quaisquer dois de seus vértices são

ligados por um passeio. Se um grato não é conexo, cada um de
seus subgrafos conexos maximai.s ê chamado componerüe do grafo

Uln cm)i,anho ax,(ail,fado em G é um passeio (v0'al'vl' ' ' ' ,an'vn)

tal que v0'vl'''.,Vn são dois ít dois distintos e para todo j

(lsjçn) IG(aj) :vj-l e 'bG(aj) :vj' Por simplificação, vamos nos

referir a um caminho orientado apenas por ''comi.nho''

Dois caminhos são cti,ÓJurzZ0,6 se não tem um vértice em co-

]nuln. Um k-6fuxa ê um conjunto de k caminhos doi-s a dois disjun-
tos

Uln c,éitcuCto em G e um passeio (v0'al'vl'''',an'vn) de com-

primento nzl tal que (v0'ctl'vl'''',an-l'v:l.l) ê um caminho,

IG(an) :vn-] , d'G(cln) :v., e vO :vn' Um grafo é ac,Zc,Caca se não

l)ossui circuitos Por G(n,d) denotaremos a família dos grafos
aciclicos com n vert.ices e grau dc entrada máximo menor ou i-
gual a d. A ttão ser (lue esteja explícito o contrario, supore-

mos neste trabalho que d 2 2

Uma ordenação vl'v2'''' ,vlVGI dos vértices de G é ,topo.ea-

g,[ca se para todo i, j (]çi,jçjVGI) vi --'"G vj implica i>j
l)ois resultados básicos sobre grafos acÍclicos serão mu

to utilizados por nÕs

I'EOR]iNIA ] - Quu]quer grafo (finito) acÍc].ico tem pelo menos u-
ma fonte e pc'lo menos um sorvedouro. []

chêunadov' v'' ()lira i nte) To n leeio

l

rEO RENA 2 Lim gfufo (f:mito) G é acÍclico sse G admite mla or



!)

denação tipológica de seus vértices. []

As demonstrações serão deixadas a cargo do leitor

v'çc t

2 - SIJ í)E l\CONCEBIA RADO RES

Uma família de grifos que tem especial i.llteresse no es-

tudo do Jogo das I'edras é a dos chamados superconcentradores

Lln\ (N,M)-óüpe.4concert,C/md04 e um grato acÍclico com N fon-

tes e bl sorvedouros tal club para todo k (IÉkÉN,b'l) , quaisquer

k fontes do grifo estão ligadas a quais(luar k sorvedouros por
um k-f].uxo.

Quando N

p caco }i cen,ü,adia.

Superconcentradores tem sido muito utili.zados na deter-
minação de l:inlites; inferior'es no .lago das Pedras e ern algumas

de suas aT)licações. A útil i.z.ação se bziscia, principalmente,nos

resultados (lue ;apresentaremos anais adiante.

Um caminho num grifo G esta ,Uv,Re de })ed/taó nulíi instante t
se nenhum de seus vértices está em C

l)or ''os verti.ces de V'ÇVG são ocupados durante um inter-

valo r'' entendemos que para todo vç;V', existe tGT tal (lue

veCt' Iras )lão necessariamente existe t'eT tal que

LEblA 1 - Par{3 todo E (0ÉE<b'l,N), se E vértices de um (N,f«l)-su-

perconcentrados S estão ocupados num instante t e Y é um con-
junto de E+l sorvedouros de S, então existem N-E fontes de S

[igadas a \' ijo]' a]gtJn\ camin]\o ],ivl-e de pedras no instante t

bLÊÍoü9'ffiÃÇÃo - Qualquer conjunto X de E+l fontes de S é liga-

dechamaremos gríifo a.breviadamente N]0

t



1 o

do a Y por um (E+l)-fluxo e, portanto, pelo menos uma fonte de

X está ligada a Y por um caldinho li.vre de pedras no instante t

Logo, o conjunto das fontes de S que não estão ligadas a \'

por um caminho livre de pedras no instante t tem no máximo E
e.Lenlentos

l,UNIA 2 (Lema Fundamental) - Para todo E (0ÉE<N,M) , se E+l sor-

vedouros de um (N,M)-superconcentrador S são ocupados durante

uni interva[o T =]]tl't2] ta] que ICt.-ll :E então pe]o menos

FJ-E fontes de S ((lue não estão em Ct,-l) são ocupadas durante
7

DllNÍONSTRAÇAO - I'elo Lema 1, no instante t].-l existem pelo me-
nos N--E fontes de S ligadas aos E+l sorvedouros por algum ca-
minho livre de pedras. Durante T cada. Mina destas fontes é o-

cupada pelo llienos uma vez. [l

O Lcn\a Fundamental pode se apresentar sob outra forma

LEl\ÍA 15 - Se S é um CN,M)-supeiconcentrador então são equiva-
l nTI t '- L'

1. 0 Lellla Fundamental

2. Para todo Ej 'Ef (0ÉEj
aqui us de S são ocupa(] os

O$f:i+llf<N ,M), se Lj+lif+l sorve-

duralite u[n inteiva]o T = [t. ,t7]

então pelo menos N-Ej -.E4:

fontes de S são ocupadas e desoc.rapadas durante I'

l)ElçlONSI'RAÇÃO - 1 -%:' 2 - Sejam EI ,Eíf e T nas condições de 2

Seja T'çT ü [tl't2] o sub-i.ntervalo de T que compreende os
instantes dê t] at.õ aquele em que o (E:+l)-ésimo sorvedouro de

tal quc IC ' lct El ft ll 2

] Sejam E
----Ub

'''l ) eslmol
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ocupado. Aplicando 1. a T' temos club dt.prante T'ST pelo me-

nos N-Ei fontes de S são ocupadas. Como apenas Ef vertices de

S estão ocupados ao final de T, l)clo menos N-lii-Ei daquelas
fontes são desocupadas durante T

Sej am E, r lias condições de l

número de pedras em S ao final de T, isto é

2 -o

Seja j o

Removendo estas l)cdl'its do },rufo, obtclí.os um interva-

[o Etl't2+j] durante o cllta] ]:+] sorvedouros de S são ocupad
C . . l = [i e l C . . :l=0

Poi 2., N-ll fontes de S são ocupadas e desocupadas dtiran

teltl't2+j:l.(:omo sÓ hã desocupações durante]t2+],t2+j], as

fontes são ocupadas duranteEtl't2].[]

l.LAIA 4 - Se todos os sorvedouros de um (N,hl)-superconcentrador

S são octipitdos dlirante um intervalo [[,T] eJn espaço E então

' M (N-F!) / (E+l)

J)libiONSI'RAÇÃO - vamos supor, sem perda de generalidade, que cad-

a sorvedouro é ocupado apenas uma vez

Para i=1,2,...,M, seja ti o instante cm (ltie o i-esimo
sorvecloui'o e ocupado

Como S é lim (N,l\l)-superconcentrador, cada fonte de S é

ligada a cadil uln dos seus sorvendottros. Assim, durzu]te [],t.-]]

todas as fontes de S são ocu])abas e, portallto, t.-] ? N.

ljtiralltc [tl t],tE+2], [i+] sorvedouros de S são ocupados

Como ICti l $ E, 5égt,ie do Lema Fundamental que durallte [tl+],tE+2]
pelo ítlefldg N-:l: I'ühteS de (= são ocupadas e, portanto

os,

: [i e IC
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tE+2'tl 2 N-E.

/\plicando este racioclanio sucessivamente temos

(N- E) L(M-i )/ ( E-'' l)j

2 N -'- (N-E) (M-E-] )/ (E.l)

(N-E) [l+ (M-E- ] ) / (E*]) ]

N'] (M - ]:) / (!: -- ] ).

Uma faHIÍ] ia {SN}Nzl de N-st.tperconcentradores e ,e.,éneaa. se

1. existe uln natural d tal que para todo N (N>1), o grau

de entrada máximo de SN é menor ou igual a d;
existe tina constante positiva c ttll que para todo

N(N?l) IVSKJ l É cN.

v'aliant C[Va76]) mostrou que existem famílias lineares cle

N-su])cl coi]cent ra(]oi es, mas sua demonstração nao e construtiva.

['optei iormeilte, T)ippenger ([Pi77]) construiu uma família li-

ncai (le N-supci'concentradores, mas uín dos passos da construção

l)aseia-se cm argumentos de corltagem. Esta construção será vis-

ta ]llills acliallte. Gabber G Ga]i] ([GG79]) construiraln explici-
tamcnt:c N-slipei c:onceíltradores, para N qua.driido perfeito

SCjílnl N, d, cl' c2 Inteiros positivos tais que-!sci/c2<1,
cl 2 2 e cl divide c2cl. Seja d' =c2d/cl' Um(N,d,cl'c2)-concen-

Crzda õ uiít gl'Ítfo l)ipartido com N fontes e cl [N/c2] sorvedou-
i'o s ta l (ILic

1. cada fonte tem grau de saída no ]nãxinto d;
2. cddd SÜl-vCdoliFÓ tcnl grau de entrada no máximo d

1 1
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3. todo conjunto X de fontes do grifo tíil que IXI < N/2
está li.gado a pelo menos IXI sorvedouros

1.11b'IA 5 -- Se X ó uin conjunto de fontes de um (N,d,cl'c2) -con-
centrados C tal que IXI ÉN/2 então existe uin IXl-fluxo de X

pai'a algum conjunto de sorvcdouros de C.

DliblONSTRAÇAO - Seja Y = St.icC(X). l)a definiç

segtic (lue IX' É ISucC(X')l, para todo X'SX

Como SucC(X')ÇSuc(X) : Y, para todo X'SX, aplicando o Teo-

ienlit de llii[[ ao subgrafo C[XuY] de C t.elnos que existe uln em-

pílrcJhalnellto neste grato que cobre X e, portanto, um lxl-flu-
xo de X para algum subconjunto de Y. []

tloltCctttFítclol'cs l)odes ser usa(los [)ara uma construção rc-

cttrsivii dc lanilÍllas linciircs dc N-superconceiltradores

sciii ,\(N) : clrN/c2]. Seja k=cl(c2-l)/(c2-cl). É fácil iiios-

lue kz3 que parir todo N > k , À (N) < N

valjlos c'instruir recursivamente uma família lsN}N;zt da seg-
tiilltc ma n ei ra

se N Ék, SN e o grato [)i.partido si.mp]es com N fontes
e N sorvedouros tal (]ue toda fonte é ]igada a todos
o $ sorveclouros;

ge N > k, SN e composto por lulKI cÓ])ia CI -le llm (N,d,cl'c2)-
cõnceiltrador, uma cópia C2 de C. com as as arestas in-

vct tidas c olha cópia S (lc lili} XCN) - supercollcentrador

l i giidíis c olmo nt[ ]'i gnr a ] . l

llolillNI/\ 6 - [iul'ü todo N (N>1), SN c

i)rNI(.)NSTl{/tcAC) -; lyol' i ílíllf(.5n snllt'r- N

clc idoscoilce nl:rao

ti (

)

N super'concent radoTl l (

copia Cl
C com

S
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I'ara N -- k, o teorema e cviclcntcincilte valido

l)ara N > k, seja X utn conjunto de fontes dc SN e seja Y Lun

cotljttttto de sorvedouros de Y tais cine XI = IYI. Vamos mostrar (lue

existe uni IX 1- f] uxo de X pal-a Y

Seja Y' o conjunto dos sorvedouros de SN correspondentes
Is folltes dc X e seja X' o conjunto tias fontes de X cujo sor-

vctlotii'o coi'responclcnte está em YnY'. É intcdi.ato cltte IX' l = IYnY' l e

x-x'l= IY-Y' l g N/2. Também õ imediato que exist:e t.un IX'l-fluxo

dc X' para YnY' (composto por caldinhos de coílipriitlento 1). Pa-
ra ol)t:ermos o teoretna, l)esta mostrar que existe uni IX-X'l-fluxo

dc X- X ' para Y- Y'

l)clo l,ema 5, existe uln IX-X' l-fluxo de X-X' para um con-

jtiilto X'' dc X-X' foiltescle S e outro dc: uin conjunto Y'' de :$or"

veclot[i os de S para Y-Y' . (=o]no S é un] supcrconcentrador, exis-

te tina X-X' j-fllixo (lc X'' l)ara Y'' eíl} S. A colicatenação destes

[']tixo'; idos (]ít llln IX-X' l-r]Ltxo c]c X-X' T)ara Y-Y'.[]

)ala i iiltcit-o positivo, vamos definir À'(N) por

À](N) : À(N) e Ài(N) : À(ÀI'l(N)), para i>l

i'iii a todo i. > ] e todo N 2 l1. 11NI/\

À l (N) É (c./c.) iN -F
1- (c l/c 2) l

1- (c l /c2)

1)1:NIoNSI R/\(,l.\O - [)OI indução sobre i

PR(]Í'OS]ÇA0 8 - 1'lira t.odo i »] e todo N zl,

Ài(N) < (cl/c2)IN + k

í)LiNiONSTÍ{ÃÇÃU - gêgue do l,ente 7

[]

D



I'l10RLib'IA 9 - Para todo N ? l

VSN
++

DEbjONSTRAÇAO - Pol' indução sobre N.

Para N$k, IVSml =2N e, portanto, a tese é válida

Para N>k, temos IVSNI :2N+ IVSX(N)I' Aplicando repeti
dailieilte esta fórmula obtemos

IVSNI : 2(N -'- À(N) ' À:(N) ' ... .- Àr(N)
on(]e r é o menor inteiro tal que

À r (N) $ k

[)e] a ])ro po s içar 8 ,

( 1 )

l ' l

VSN ' 2N >1 (c]/c2)J + 2rl(

2N --q111lÍlllz-- + 2rk

2rk

I'amando

(cl/c2)iON< 1. Pela P}'oposição 8

[.o QO

S

()

À ( N) $ k

k+l . is to é



1 7

l lg N l lg N

''"' ; =a;D '"'==;a
Como N > k 3, N/!g N é crescente e, portanto k2g N ç N Êg k

k tg N N Zg k
É N +

Êg(c2/ cl) tg(c2/cl)

I'o ] t a i] t o

«:~ ' [-]q*«*«#Po):~. -

:OliOI,Ária lo - /\ família lsN}N>i é uma família l i.iteai' dc N-su-
l)ct'co nc et\t rtlclore s

+ tÉ

1)11NIONS'l'RAÇÃO - Segue do I'eol eíila 9 c' de que todo SP..l tetn grau de
ci[ti- ida i]tax:fino limitado superiormente por inaxtd' ,k} .[]

Vel'eiras a seguir o resultado (Je Pippengcr sobre a exis-

têllcia de (N,6,'1,6)-concentradores.

[[[o]iL]N].A ]] - ]'íu'a todo j ? ], existe uin (6j,6,4,6)-concentrados

[)I']']ONS]'R/\ÇAO - Para cada perTnutação lí de D = {0,1... .,3ój-]},
virmos definir o grifo GCTr) como sendo o grifo simples biparti

clo caiu õj fontes {(l,z): Osz« 6j-l} c 4j sorvedoui'os {(2,z)

0:;z É ój-i}, tal que (l,z inocl ój) -'-G(T) (2,"(z) ínod 4j), pa
ra to(lo zGI). (lidi} J'olhe cle G(ü) teiii grau de salda no máximo 6 e cada sorve
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clouLO gi iu dc ciltr(idi no máximo 9

l)i.remos que (;(n) é bor?i se não existem um conjunto X de i

fontes (i.S3j) c um conjunto Y (]e i sorvedouros de G(n) tais
quc toda aresta quc sai de X chega em Y. Note que se G(n) é

bon!, então C;(n) é um (6j ,6,4,6) - concentrador

f.lostraremos que existe rt tal que G(n) é bom determinando

um limo.te superior menor que l para a razão entre o número de
pcrmutações cujo grato não é bom e o número total de permuta

çoes

Cada conjunto X de i fontes corresponde a uln conjunto A
de 6i clen\ditos de 1) e cada conjunto Y de i sorvcdouros cor-
resl)Olldc a um conjunto 13 de 9i. elclnentos de D. Se todas as

n'estas (lue saem de X chegam c)[t Y Õ porque n leva cada elclllen
to de .4 dum e lcincnto de B

Para cada A e B, clãs (3(ij)! l)crlnutações de D existem

(9i)(9i-l) ... COi-Ú)i+1)(3ój-6i)! quc satisfazem a conde.ção ac.i

ma. ['ara cada i, existem (OJ) escolhas ])ara A c (4:) escolhas
para B. Assim, a razão cnt:re o número de permutações cujo grg
fo não é bom c o nunicro total cle pcriltutações e, no inaximo )

'' ::: Pl?P ) (9 i) (9 j.-1) .. . (9i-6i'''1)(36 ] -6i) !

(3ój) !

;{ !q,';?b ü!
p:l.)

O nulncro dc ntaneiras de escolher 6i entre 36j objetos É;

inalar ou i.qual ao nt3niero de ínalleiras de escolher i objetos en
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tre os pl'imeiros ój, i. entre os 4j seguintes e 4i. entre os
t ]nios 2ój . Assitil ,

p:l.) d{) P:{)

Dai segue que

:j : 'j : i:: ''l?/P:l.)
Xranlos detcri;lunar o maior termo de J: , Para cada i,

(9i)/(26i). Escrevendo a razão Li+l/Li na forma

seJ a

[, l

Li+l
L .l

e O:::(!jlJL .
(ói'ó) .. .(ói+l)(n':9. ..(si'i)(zój-4i). . . (zój--4i-s)

!)odeinos vel'iflcar que ela cresce com i e,portanto, o maior ter

o for LI então

sj (:) s0 24

: 3j í'i : -' :z: i3(zój-i)(2õj-2)(zõj-s)

0 terrairia ].o T

, 30 24

].3 x 2 5 x 24 x 2 3

Sc o lrtaior tcrino for 1,, então
J

3j -(Z-a)..lllZj..l.llU
(i8j) ! ( oj) ! (2õj) !
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Usam\do a fórmula de Stirli.ng na forma

(2nn)1/2 e-n nn « n! . c1/12n (2nn)1/2 e-n

C

z ]e < ---=-
],- z

para z<l

obtemos

.: ! .
]. 2 n - l

(2nn)1/2 e-n

Substitui.ndo na desi.gualdade acima temos

Jj <- 3j L3j

s 3j --g-94j-- ..1.1.4.j.. ..l.gê.j. rZ.Z3J:g:.!.!\ i/z
3 24j -1 144j -l l õ8j "I \26* 9*1 8/

\

27 27i 2i 2i 4i 4 lj
. 1

zó 2ói 8' 8 99 ,l

Podcittos veria-cair quc .Jl<1 c J2<1 calculando-os. Para
j=3, po(lcilios vcrifi.car (luc o l i.)Rito superior aci.ina é incnorque

l calculando-o diretaincntc. Para j>3, o li.lnitc tainl)ém e menor

quc l jã quc sc j aumenta de 1, o prii11ei.ro fatos aumenta de

ulil fíltor dc no máximo 4/3, os três fatores seguintes decrcscan

c o ultimo fatos decresce de um fatos maior que 2

Asse.m, para todo j>.1, 1.i<1 e, portanto, existe uma per-
inutação n de D tal que G(n) é bom, i.e., ê um (6j,6,4,6)-con-



COROA.BRIO 12 - Para todo N (N:ll)
orador

l)LbtONSTRAÇÃO - Se N<.6, basta tornar o grato bipartido con\ N fal

tes c 4 sorvedouros tal que toda fonte é li.gado a todos os sol
vedouros.

Sc N>6, seja m:2 ta.L que 6(m-l)<Ns6m e seja j;6ln-N. Seja
C uln (6m,6,4,6)-concentrador. A remoção de j fontes de C gera

ujn (N,6,4,6)-concentrados, a não ser que \im de seus sorvedou-
ros sc torne uma fonte (sc todos os seus predecessores estão

entre as font.es removidas). No entanto, veremos que é possil-

vel contornar este problema. Vamos considerar dois casos

Caso 1: existem j sorvedouros em C com grau de elltrada
maior ou igual a j+i

Para obter o (N,6,4,6)-concentrados, basta remover j prg
deccssorcs desses sorvedouros

Caso 2: o iiíiincro de sorvedouros dc C colei grau de entrada

maior ou igual a j+l É; }lo ]náxi.mo j-]. []

O número de arestas de C é no máximo j(4m-j+1)+9(j-l).Cg
mo j e uin intei-ro entre 0 e 5, l)odemos verificar facilmentecpe

este valor õ ináxiino para j=S. Colho mZ2, podcrllamos acrescentar
l C ate 36in-1 5(4itl-4)+361= 16m-161:4ln arestas, obtendo ainda um

(6ln,6,4,6)-conceil'orador. Acresccntaildo um número suficientelnen

t.c grau\de de arestas recaÍlllos no Caso l, []

Os resultados (le Pippcnger nos garantem a existêl\cia de

uma família linear de N-superconcentraclores {S.~l} com grauN>l
le cl\traja mãxiino 10 e no }llãxi.mo 22N vértices (víae Teorema10)

I'aía o cgttido clc liínitcs inferiores seria intcrcssanb (lue

21
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tivcsscjüos [q-:;u})(;l'conccntradorcs com (lua]qtier grau dc entrada

maxiino . Ein particular, N--superconcentradores com grau de en

trada inãxi.mo 2 jã que G(n,2) c. G(n,d), para todo n?ll e todo

E possxvcl construir tais N-superconcentradores a parti.r
dos de Pippcnger, colho no teorema abaixo
I'l10RllbTA 13 - Para todo N>1, existe uln N-

SN G G(190N,2)
l)EbíONSTRAÇÃO -

SN de Pippen!!cr

VíÀlnos supor que SN tenha uln vértice v coll} grau de entra-
da d'>2. Substituindo as arestas que chegam eijt v por uma ãrvo
re binária com d' folhas e identi.fi.bando v cona a rai.z da ãl-vo

re c seus predecessores caIR as folhas, obtemos um N-supercon-

centrador caiu d'-2 vi;rtices a mais que SN e no qual v tem oral.i
de entrada 2. A Figura 1.2 ilustra esta operação para d'=5

2 2

supcrconcentradol] l

Seja N>l considel'elmos N superconcentradore l 0 )

V V V2l 3 4 5S a a vl v2 v3 v4 v5

Fi.Bufa 1.2



Note qttc cada vc rtice acrescentado tem grau de entrada 2

Repetindo esta operação para todo vértice de SN com grau
dc entrada (ein SN) maior que 2 obtemos uin N-superconcentrador
com grau dc entrada mâxiino 2. Este grifo tem, no inãximo, 22N+

+ 8(22N-N) : 190N vértices. Substituindo uni comi.nho de colnprJ:

mento l por um Galhinho suficientcincnte comprido obtentos St..,

23
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CAPTTUL0 2

O NUMERO MÍNIMO DE PEDRAS

INTRODUÇÃO

Muitas das aplicações do .Jogo das Pedras sugerem o pro-

blema de deter'minar o espaço Ed(n) necessário para se ocupar
(qualquer grato de GCn,d) , para d 2 2. Para d =1: é i-mediato que

ll.l(n) ; 2 , l)a r a t odo n 2 l

(:ook (l Co731)mostrou ({ue E2(n) : fàCnx/'') . Posteriormente
llopcloft, Pau.[ G Valiant ([HPV77]) mostraram que

Ed(n) ; O(dn/tg n)

l)e sua demonstração podemos derivar un\ algoritmo que ocupa

(luaJquer grato de G(n,d) em espaço O(dn/2g n) , que é apresen-
tado na Seção 2 deste capitulo

Pau[, Tarjas G Ce]oni. ([P'rC77]) construiraln, para todo

n z 1 , um grafo de G(n,2) cuja ocupação n(per espacoQ(n/2g n) .Assim,

o ali:oritmo al)resentaclo na Seção 2 Ó Ótimo a menos de um fa

tor constante, isto é, Ed(n) :0(n/Êg n)

2 UM 1.1 MIRE SUPERA 0R PARA E.(n)

Nesta seção Talhos apresentar um algoritmo que chamaremos

hllILllOR-OCUPAÇÃO e que ocupa qualquer grifo G de G(n,d) com
O(dn/[8 n) l)edl'a s

24



]ilic:ialliicntc. vamos descrcvê-lo informalmente

Se G é ''pequeno'', seus vórtices são ocupados em alguma or
dela topologica. Apos a ocupação de uln verti.ce v qualquer, to

dos os vél'ti.ccs ocupados cujos sucessores em G são anteriores
l v ou o próprio v são desocupados

Se G é ''grande'', parti.dona.mos VG em dois subconjuntos
VG'' tais que

2 S

VG e

1. aG (VG'',VG') : H

2. m/2 + m/tgm S jaG(VG,VG'')l S m/2 + m/tgm+d,l l)

onde m = jaG

Como {V(;' ,VG''} é uma partição de VG, segue que VG'u VG''=
VG e V(;'n VG'' = g

Uma tal l)artiçãoI' '' ' 'A 3'''''' 1''"'''' -'\-' X \./t./ ÇJ-\.L(X \-.v.I.\l\-CIIIU,\,J'=)Ç: J.JJ..I.L.J.d.IIIIt:JI

tc todos os vórtices em VG' e transferindo-se vértices de VG'

l)ara VG'' ein ordeiit topologica rcversa até (lue a condição 2 de

(1) seja Satisfeita. Note (luc cada verti.ce transferido para
VG'' acrescenta dc 0 a d arestas a aG(VG.VG'') e nada a aG(VG'',Va)

Sejam (;'=GLV(;' c G''=GIVG''J. Seja A=aG-(a(;'uaG''). Note que

{G',G'',A} é uma pztrti.ção de G

Se A Ó ''])e(lueno'', o algori.tmo é aplicado a G' para ocular
l)erlnanentcmente os vértices dc G' quc são predecessores dc al

guin verti.ce dc (;''. Todas as pedras cln G' , excito as permanen-
tes, sao rciltovidas e o algoritino é aplicado a G''

Se A Õ ''grande'', o algoritmo Õ aplicado a G''. Sempre que

o l)t'oxi.ino Verti.ce dc G'' a ser ocupado tiver predecessores em

(I' ; o algoritnio Õ apli.cada a G' para ocupa-los e todas as pe-
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dias eln G', excito as dos predecessores. são removidas. Apósa

ocupação do vértice de G'', todas as pedras eju G' são removidas

e o algoritlno prossegue eln G''. Após a ocupação de G'', todas as
l)edras cin G'' são removidas e o algoritlno é aplicado a G'

Urna (tescri.ção irai.s detalhada de NIELFIOR-OCUPAÇÃO é dada a

seguir. O parâmetro V e uln conjunto de véi'vices de VG que não

develit sel' desocupados durante a anual chamada do algoritmo. A

constante ]no scrÊI determinada fetais adiante

O algoritino uti.liza uma pilha auxiliar que armazena tri

pias (G',V',Z), onde V'=VnVG' c Z:{(IG(a), +G(a)) :a G A},cria
das pelas chamadas rec\Jrsivas do algoz'i.tino
[lELFIOli-OCUPAÇÃO (G,V)

Seja m = jaGI

blOI. Se inSmo' para todo v G VG cm ordem topologica que nã
esta ocupado faça

1. U::tu:u nâo esta ocupado e(u,v)GZ para algullta tri-
pla (G',V' ,Z) na pilham ;

2. para cada(G' ,V',Z) da pilha, se VG'nU?é P
f.IELllOli-OCUPAÇÃO (G' ,VG ' nU)

3. ocupe v;

4. desocupe os verti.ce s de U ;

S. dcsocupc os vórtices dc VG-V cujos sucessores ern G

forem aJlteriorcs a v na ordem topologica ou o prÓ-
prJ-o v

Se in>üio' particionc G eín G' ,G'' c A sati.sfazendo a con-
dição (1)

0

chame

N10 2
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Sejam V' = ynyG' e V'' = VílVG''

b102.1. Corte Pequeno

Se IAI S 2m/lgm , seja U = {\G(a):aGA}
Chailte b'IELllOR-OCUPAÇINO (G' ,y' uU)

Chame bIELFIOIZ-OCUPAÇÃO (G'' ,y'')

l)csocul)e os vértices dc U-V '

ht02.2. Corte Grande

Se IAI > 2m/lgm, seja
llilipilhe (G ' ,V ' , Z)

Chame bIELllOR-OCUPAÇÃO(G'',y'')

Descmpilhe (G ' ,V ' , Z)

Chame FIEL.flOR-OCUI'AÇÃO(G' ,y')

{ ( \G (a) , +G (a) ) :aGA}

Seja Go É; G(n,d) . I'lostraremos que a chamada l\MELHOR-OCUPA

PIÃO (Go'P) com a pilha inicialmente nazi.a ocupa G.

Vamos fi.xar uma ordenação topológi.ca vl'v2, . '.,Vn dosvél
vices dc VGo ({uc seta utilizada pelo algoritmo

Uin subgl'afo ll de Go é bom se exi.steln i,j (ISi.SjSn) tai.s

que Vll ::Ívi'vi+l'''''vj-l'vj} e }]: Go ]-VF]]. Neste caso, v3.
lhos denota r j por j (11)

1,líbIA 1 - Seja CEGO boné e seja VSVG. Consideremos uma configu-
ração inicial C de pedras no grato. Consi.dereinos, ainda, uma

configuração ini.cial da pilha e seja G'=ÍG':(G',V',Z) esta

ila ])ilha}.SuponliaTnos que para todo (G',V',Z) na pilh
1. G' i; bom;

2. V' c VC-;

n

a

( 2)

(3)
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3. para todo (u,v)eZ, u -'G v, uCVG' e0

j (11) 'j (GoEvJ)

(4)

Suponhamos, ainda, que para todo GtCG'utG}

4. PredGo(VGI) - C Si VGlu(G' ,U. ,ZlunaGpilvaVGo tq'(u,v)eZ}
(5)

Então a cltainada f,{ELllOR-OCUPAÇÃO (G,V) para, deixando a

pillla coiH sua configuração ini.cial, ocupa G (i.e., os vértices

de VG-C) e os vértices de Go quc ficam acusados quando ela pg
ra são os de (C-VG)uV

DEblONSTRAÇÃO - Por indução sobre (j(G),lago), consi.durando a
ordem lexi.cográfica

Se(j(G),laGI) :(1,0), o vértice vl é ocupado sem que a
pilha seja usada e o teorema segue trivialmente

Se(j(G),jaGI) ,(1,0),vamos considerar dois casos

Ç31âg..!: l aG S m

Seja v o l)rímel.ro vértice de G em ordem topológica que
nao esta ocupado (se existir)

Por (S), cada predecessor de v em Go que não esta ocupa'
do está eln VG' para algum G' em G'. Um tal G' satisfaz j(G')<

<j(G)(por (4)). AIÕrn disso, G', C, VG'n U e a cona.guração i

ni.cial da pilha satisfazem as condições do lema. Por hipi;tese

de indução, a c})amada l.{ELllOli-OCUPAÇÃO (G' ,VG'n U) para, dei.xap.
do a pilha com sua configuração original e os vértices de
V(;' n U ocul)idos

Assim, as Chamadas sucessivas a vários G' ocupam todos os

predecess(irás de v em Gn que nâo estão em VG, dei.xando a pi-

0
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Iha caIR sua configuração i.nici.al. blais ainda, uma chamada não

altera o resultado de uma anterior porque U perllianece constan

te. O vértice v pode, então, ser ocupado

Note que as remoçÕes de pedras enl G são feitas de tal ina

fieira que imediatamente após a ocupação de um vértice de G os

predecessores em G do proxi-mo vértice de G a ser ocupado es-

tão todos ocupados. Assim, os arguJnentos acima podem ser repe
tidos para cada vértice de G ocupado durante esta chamada

Como VG Õ fmi.to, a chamada para, dei.xando a pilha cola
sua configuração inicial e ocupa G. A finitude de VG-V e a de

socupação de seus vÉ;rti.ces coinpletain a demonstração.
Caso; 2: aGl> nl

O grafo G é parti.cionado em G' , G'' e A satisfazendo (1)

Note (luc i(G'')=j(C) e a escolha de ino' que será feita no Teo-
rema 3, nos 8ai'antirã j(C')<j(C) e jaG''l< jaGI. Além disso,G'
c (;'' são bons. Vamos consi.gerar dois casos

Caso 2.]-: Corte Pequeno

O algoritmo é apli.capo a argumentos CG' ,V'uU), onde V'

VG'nV e IJ i; o conjunto dos verti.ces de PredG(G'')n VG'
Por construção, I'rccIGo(VG')nVG''=g. Portanto, G', y'uU, C

c a configuração inici.al da pilha satisfazem as condições do
reina. ]'or Jii])ótcsc dc i.ndução, a chamada ]\IE].flOR-ocupAÇÃO (G',

V'u IJ) para, deixai)do a pilha com sua configuração i.nicial, o

cul)a G' c os vórtices de Go que ef;tão ocupados quando ela pe.
rci sao os dc (C-yG' ) u (y' ulJ)

Eni seguida, o algoritmo é aplicado a (G'',V''), onde V''
= VG''n V

0
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(como os vértices de PredGo(VG'')nVG': U estão ocupados,G'',
V'', (C-VG')u(V'uU) c a coltfiguração i.nicial da pilha satisfa-

zem as condições (to lema. Além disso, jaG''l < jaGI. Por hi.põtg
se de indução, a chateada bIELllOR-OCUPAÇÃO (G'',V'') para, deixan

do a pi.Iha com sua configuração inicial, ocupa G'' e os vérti-

ces de Go quc estão ocupados quando ela termina são os de
(C -VG) u (\ruU )

Assillt, apo) c'l'v-) clD uuaD \.-li.d.l11d.CLci5 \J lul u(:upa(ío (1) a pzliia es

ta com sua configuração i-nicial. A fi.nitude de IJ-V e a desocu

l)açao dc seus vértices completam a clelnonstraçao
Caso 2.2: Corte Grande

tripla ((I' ,V' ,Z) 8 cinA

(G'',V'')
pilhada c o algoritmo aplicado a

l)elas discussões fei.tas no Caso 2.1, é fácil feri.ficarque

(;'', V'', C e a configuração inici.al da pilha satisfazem as con

(lições do lema. i\lÓm disso, jaG''l < jaGI. Por hipótese dc inda

çzio, a cllaruada l\lELllOR-OCUI'AÇÃO (G'',V'') para, deixando a pi.Iha

com a nova coiifi.guraçâo, ocupa G'' e os vértices de G. que eg.
tao ocupíidos (luaildo ela termina são os de (C-VG'')u V''

O dcsem])ilhaincnto de (G' ,V' ,Z) deixa a pilha com sua con
íi.aura ç ão i.iiici al

Eilt segui.da, o algoritmo 8 aplicado a (G',V'). Analogamen

te ao caso 2.1, l)odcmos apli.car a hipotese de indução a esta

:ipl i-cação. I'ortaiito, a chamada MELllOR-OCUPAÇÃO (G' ,V') pára ,

deixando a pillla com sua Configuração inicial, ocupa G' e os
verti.ces dc G.. quc estão ocupados quando ela terlni.na sã0 os



I'EORl111A 2 - A chamada bIELllOR-OCUPAÇÃO (Gn'g) com a pilha vazia

c confiei.oração inicial C=g ocupa Gn
1)1:1,10iJSTRAÇ.NO - Segue do LeIRa l
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)m0

n

Vamos, agora, analisar a coinplexi.dado do algoritmo

Tl10RElIA 3 - Seja d:12. Então existe uma constante c tal que bIE

LllOR-OCUPAÇÃO ocupa qualquer grifo acÍcl i.co com m arestas e

grau de entrada máximo d enl espaço cni/lgin.

DEFÍONSTRAÇÃO - Seja q(m) o maior espaço utilizado por l*qELllOR-

-OCUPAÇÃO para grifos com m arestas e grau de entrada ijlãximod.

Seja mo o ntenor i.nteiro tal quc zg ino ?l 12, mo :l 16d e

d S ino/2(-tg mo)'. Seja c=2lg mo' Vamos mostrar, por induçãosg
bre m, que (l(in) <. cin/t8m

Sc }n S ]no' os vórtices clo grelo são ocupados cm ordem to
polo8i.ca. Sempre quc um vértice não tiver sucessores a serem

ocupados, clc é desocupado c assim perntanece até o fi.nal do

ilgoritmo. Assim, o numero de pedras cm G em cada instante da

cstrategia íiuiica excede m-rl

Portanto

q(m) S m+l S 2m ::: (c/tg

)

S cm/Zg m

;e in : ino' vamos considerar dois casos
Caso 1: Corte I'eqtlcno

q(m) S q(m/2 + d + m/lgm) + 2ln/!gnt

'- 't'

[ g (ni/ 2) t g (m/ 2)



3 2

cm( 1/ 2 + ct/m+ l/ l8m+ 2/ c )

ZBm - l

12 e m ). in.. Z 16d, temos

q(m)<. --ÇU---(1/2+1/16+1/12+1/12)
29m-l

cm (35/48)
tgm-l

3/4
t gin- l

S cnt/z gm

GrandeCaso z : L;arte (;

lqeste caso ,

aG''l S !n/2 + m/tgln + d - IA

/l ,.. /n ,... .L -l

Logo,

({(m) :l q(m/2+d-m/tgin)+q(m/2-m/!gm)+d

. c (in/2+d-ln/tgm)
Z8(nt/2-ln/!gin) tg(in/2-m/tgin)

8in+t g (1/ 2- 1/ Zgin)

cm (l+d/m+d t gm/cm- 2/t gm)

[ gln + Ê g (1/ 2-1/z gln)

+ çJ!!g2-m/IBID)



Colho 2 P,gln :l c temos que d/in S 2d lgm/cm e, portajlto,

33

d/m + d lgiii/cm S (3/c) d tgm/in S d Zgm/m

(lgm.) ' S m/2 (Êgm) " segue que
l

l)e d

d tgm/n! - 2/1gm S -3/2tgln

Além disso,

l g (1/ 2 l/tgin)>. tg(1/2--1/12)=zg(5/12) :l 3/2

Portanto,

cl (m) cm(1-3/2z
= cm/2 gm<

Zgn] - 3/2
n

Ed(n) : cdn/tgn,(:oltOI.JÃli10 4 - Seja d:2. 11ntão para todo n:ll
onde c É; a constante do Teorema 3

l)El\TONS'l'RAÇÃO - Para todo n:l

li.l(n) S cl(dn) S cdn/zg(dn) S cdn/t8n
Ü

Ult L ! Ftt T E FIZER l OR PARA E. (n )

l)ara mostrar (lue o algoritino htELllOR-OCI.JPAÇÃO e otimo ame

nos tlc uin fatos coilstaittc, vamos construir uma fami'lia de gra

fos cuja ocupação requer es])aço s2(n/Zgn)

liliciallnciltc, felinos constr\Jir urna famx'lia {G(k)} k> s a
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partir da família (SN}N.>1 de N-supcrconcentradores do Teorema
1 . 2 . 1 3

1 . G (5) : S32

2. para k?5, G(k+l) é; contposto de uin conjunto de fontes

(xf+i: l 5 j -< 2k+l} , u,n conjunto de sorvedouros {yf+t: l .<

-< j .< 2k+l}, duas cópias SI e S2 de S2k e duas cópias GI e G2
dc G(k), ligados como na l:i.Bufa 2.1

Ê imediato que IVC(5) l ; 190x25 e para todo k3 5,

VG(k+1) = 2( IVG(k) l+ 189x2k

2 IVG(k) + 191x2k+l

Rcsolvelido a i'ocorrência obtemos

VG ( k) (190+191 (k-5) ) 2K para todo k35

Para analisar o espaço nccessári.o pal'a ocupação destes

grifos, v'alhos utilizar constantes cl'c2'c3'c4>0 tais que

1/32

c2

2c2

c 2

(DO) 3 2c l ' 32c 2 32c. É; IN e c

    cl c 2' c 3 < 1

(D2)     4c2 ' c3

(D3)     c3 < 1 -

(D4)     2c4 S c ,

(D5)     4c2 < cl

(D6)     c] < 1 -

      2c] < c,
- J

(d 8)     c] S c:5/ 2
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{xj+l:l <- j $ 2k}
G ( k'''l ) { xk+l: 2k+l < j < 2k+l}

[= ' ]

)s'

: j : 2K}

indica ídeiltifiCação de vórtices correspondentes

---=.. indica at estas ligando vértices correspondentes

ITi gu r a 2 . 1

k+lk+l
{ y J



Um exemplo de constantes que bati.sfazem estas desigualda

des é cl : 9/32 , c2 : 2/32, c3 : 22/32, c4 : 1/32

O lenta abaixo estabelece um limo.te infere.or para o espa-

ço necessário pai'a a ocupação dc G(k). Sua demonstração consis

te, basicaincnte, eln aplicar o Lema Fundamental a subgrafos de

G(k). Nela suporemos, sem perda de generali.jade, que uma es-
tratégia que ocupa G(k) durante um intervalo [l,TJ satisfaz a
coitdição

36

para todo t G [l,T-IJ, Ct # g

Caso contrario, para todo t € [1,T-]] ta] que Ct=g, exig.
tem u, v C VG(k) tais que u é desocupado no i.nstante t e v é

ocupado no instante t+l; i.nvertendo a ordelR destes dois lances,

para todo t, obtemos uma nova estratégi.a que ocupa G(k) no ies

mo espaço e no mesitlo tempo de estratégi.a original e que satis
fa z (1 )

1,1il\ÍA 1 - Para todo k.5, se pelo incnos cl 2k sorvedouros de

G(k) são ocupados durante uln intervalo T :: l.tl' t21 tal que

Ct..ll S c2 2k, então exi.stc um sub-i.ntervalo T' de T tal
(lue pelo mcilos c3 2K fontes de G(k) são ocupadas durante T' e

l)a ra todo t É: r l , ICt i : c,,i 2 k

l)EhlONSTRAÇÃO - I'ol' i.ndução sobre k

Suponha)nos (lue 13 sorvedouros de G(5) são ocupados duran

tc un! Intci'vala T a partir de uma cona.duração de 3 pedras no

grato. Sela T' o menor sub-intervalo de T durante o qual os

primeiros 4 sorvedouros são ocupados. Pelo Lema Fundamental ,

pelo iiicilóg 32 = 29> 26 fontes de G(5) são ocupados durante

(1)



r'. Além disso, eln cada instante de T' hã pelo ]nenos uma p!
dra ein G(5)

Suponllainos a tese vãli.da para k c consi.detemos um inter-

va[o T : [tl't2] ta] que pelo menos cl 2k+l sorvedouros de

(l(k+l) são ocupados durante r e ICtl-ll S c2 2k+l
Vamos consi.durar 4 casos

Caso 1: Lxi.ste uin intervalo ].t3't4]sT tal que pelo menos

2k-l fontes de GI são ocupadas durante [t3't4J e para todo
t C [t3't4J, ICt 1 : c2 2k

É fãcit ver que os subgrafos G(k+l)[VSlu {xk+l:l<.jS2k]Je

G(k+l) [VSI utxj+l: 2k+] S i <. 2k+lJ] de G(k+l)'são 2k.supe.L
concentradores

Seja t5 o último instante anteri.or a t3 tal que ICt. S
S c2 2k+l. l)uratite Lt5+l, t4 l pelo menos c3 2k'l > c2 2kSIQ)or
(1)2)) fontes cte GI (sorvedouros de SI) são ocupadas. Asse.m, a
1)1j.cíilldo o Lojita Fundamental aos dois subgrafos acima e utili-

zando a desigualdade (1)3) temos quc durante ít5+l, t4 l peloi11ç

nos 2(2k-c2 2k+l) = (1-2c2)2k+l 1: c3 2k+l fontes de G(k+l)são
ocupadas. Além disso, para todo tGLt.+],ta], IC. > c. 2k >
: c4 2k+l (por (1)4))

Caso 2: Existe unl i.ntcrva]o Lt3't4]ST tal que pelo ]nenos

2k-l fontes (te G2 são ocupadas durante [t3,t4J e para todo
t É; l t 3 ' t 4 l, IC t - : c22K

É fácil vei' (luc para todo iZ 5, existe uln 2z-fluxo (lue
liga as fontes dc G(i) a seus sorvcdouros

O sllb!,í'al'o dc (;(k+l) Seta(to pelos vórtices de SI

37
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l S j <. 2k} , os vértices de um 2k.fluxo que liga as fontes

de Gt a seus sorvedouros e as fontes de GZ e um 2k.supercon(nt

trador. Também o sul)grafo gerado pelos verti.ces de SI, {xk+l

2k + ] <. i S 2k+l}, os vértices de um 2k.fluxo que liga as
fontes de Gi a seus sorvedouros e as fontes de G?

O resto (]a (demonstração deste caso é análoga à do Caso l.

Caso 3: Existe uni iiiterva]o Lt3't4]ST tal que pelo menos

cl 2" sorvedouros de G(k+l) são ocupados durante [t3,t41 e pg
ra todo t G [ t3't41J, IC tl : c2 2k

[)urante [t3't4] cl 2k'l sorvcdouros de {yf+l:lSj<.2k} ou

2k-l sorvedouros de {yl:+l: 2k+l :l j S 2k+l são ocupados.Sy.
ponhamos, scili perda dc generalidade,qt.ie ocorre o primeiro.

O sul)grifo de G(k+l) gerado pelos verti.ces de SI e S2,os
dc liln 2K-flllxo blue liga as fontes dos sorvedouros dc GI c ou.

troca(;2,{xk+l:15j:2klc {yj+l:lli jS2kli; um

2K-sul)erconcentradOT. Tainbem o subgrafo gerado pelos vértices

de SI c S2, os cle ujn 2k.fluxo que liga as fontes aos sorvedou

ros de GI c outro ein G2, {xk+l:2k+l:j:l2k+l} e {yk+l:l:j=12k}
O resto da demonstração deste caso é análoga ã do Caso l,

utilizando-se as desigualdades (D3), (D4) e (D5)

Caso 4: Neíiliulil dos casos anteriores ocorre

Como o Caso 3 nâo ocos're, cxi.stc t3 G 7' tal que menos de
cl 2" sorvcdouros de CI(k+l) são ocupados durante [t.,t.J e

ICt31 « c2 2K. Senão, seja to o instante em que o (cl 2k)-és.L

mo sorvcdotiro Õ ocupado. ])ara todo t É; [tl'to-]], t :l c22k

(:Diria no instaiitc to uma pedra é colocada iio grato, o interva-
lo Itl; tol s;atiSfaz as condições do Caso 3

38



l)urantc [t3+], t2J pe]o menos cl 2K sorvedouros de G(k+])

são ocul)idos. Portanto,durante [t3+], t2] cl 2k'l sorvedoun)s

de {yl+l: l '. j S 2k} ou cl 2k'l sorvedouros de {yt+l:2k+lS
S j <. 2"''} são ocupados. Suponhamos, sem perda de generalidg
de, que ocorre o printeiro

O subgrafo G(k+])[VS2 ufy:+l: iS j S 2k]] de G(k+l) É;

um 2k.superconccntrador. Durante [t3+], t2J pelo menos cl 2k'l
» c2 2" (por (D5)) sorvedouros deste subgrafo são ocupados

Como IVG2 nCt, <. c2 2k segue do Lema Fundamental que duran-

te [t3+], t2J' pelo menos(l-c2)2k : cl 2k(por (D6)) fontes
de SZ (quc são os sorvedouros de G2) são ocupados. Pela hipó-

tese de indução, existe [t4't5J : [t3+], t2J tal que pelo me-
nos c3 2" fontes de G'; são ocupadas durante [ta,tç] e para tg

do t € ilt4't51, IV(;2n Ct :. c4 2k

Colho o Caso 2 não ocorre, existe t6 G [t4't511 tal que mÊ.

2k-l fontes de G2 são ocupadas durante [t4't61 e
C t, l «c, 2

l)urante (t6+l,t5) pelo menos (c3/2)2k - c2 2k >. cl 2k(por
(D8)) sorvedouros de GI são ocupados el VGln Ct 1< c7 2k. Pe-

la liipotese dc indução, existe It7't81 c (t6+l' t5J tal (lue
l)elo menos c3 2k fontes de GI (quc são os sorvedouros de SI)
são ocupados cluranteEt7'tRI c para todo t c llt7,tnl, IVG' n
n C. > Ca 2K

Como o Caso l não ocorre, existe t9 € [t7't8 ] tal que mg.

2k'l fontes de GI são ocupadas durante [t9't71 e

39
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Durante Lt9+l, t8J pelo ]nenos c3 2k'l> c2 2k (por (D2))

sorvedouros de St são ocupados. Como IVSI nCt.l .< c2 2k, se-
gue da aplicação do boina l;undamental aos doi.s sut)grafos do

Caso l, (lue durante [t9+], t8J pe]o menos 2(1-c2)2k=(1-c2)/+13
: c3 2'''' (por (D3)) fontes de G(k+l) são ocupadas. Além dis

se, para todote [t9+], t8J S [t7't8J SEt4't5J, ICtl ?
3 IVGln Ctl +lVG2 meti ? c4 2k+l, já .lue VGln \rG2 : g

TEOREbIA 2 - Para todo n32, existe Gn G G(n,2) ct-tja ocupação zg
(luar e spaço n(n/Zgn)

DEbtONST[iAÇÃO - ]'ara n < IVC(S) 1 , o teorema Õ vãli.do pois a al.i
l)ação dc llm grato (dual(luar de G(n,d) requer espaço l >
? (l/ IVG (5) 1)n/lgn

I'ara n 3 IVC(S) 1, seja k tal (luc IVCI(k) 5 n<jVG(k+l)l
Seja G:. o grato ol)tido pelo acréscimo dc n-lVG(k) i vértices a

G(k) É i.medi.ato (lue Gn G; G(n,2). Pelo Lema 1, a ocupação de

Git rc({ucr espaço c4 2

l)a ra todo k35, tcinos

k

VG (k+1) = (]-90+191 (k

s 5 IVC(K)

As situ, n/5 < VG (k) l S ii, i .e

ív5 S (190 + 191 (k-5)) 2k « n

fÉÍci.] ve]. (lue ]( S lgn Portanto,



d

4.L

.. 2k :
c4n

5 (1 90+1 91 (k- 5))

c4
905

>

c4
5(191 k)

n

>

n

] aD

Logo, escolllendo uma constante suficientemente pequena (&
temos o teorema

Para todo d:2. Ed (n) : sz(n/lgn)

Segue de Ed(n) : E2(n), para todo n:ll e do Teg

n

COliOLÃlil0 3

DEhlONSTRAÇÃO

re11ia 2

U

i'ara todo d:2, E,,(n) : 0(n/lgn)
Segue do Corolari.o 3 e do Corolãri.o 2.2.4

D

COltOLÃRIO

DEblONSTRACÃO



CAPITULO 3

TEMPO vs ESPAÇO NO JOGO DAS PEDRAS

NTnoouçAO

No Capa'tule 2 vimos que qualquer grifo de G(n,d) pode

ser ocupado em espaço E se ç2(n/Zgn) S E $ n . No entanto, ne-

ílhttnta consideração :foi feita a respeito do tempo necessáüo pg.
ra cs ta oc upaçiio

É imediato que (quanto menor o espaço disponível,maior' o
telllpo necessário para a ocupação. Surge, então, a pergunta de

colilo o tcnlpo 'l' aumenta ã me(ti(]a que o espaço disponível E d]

ll] } l)u ]

Ni! Scçiio 2 iil)rcseiltiiitlos ulli algoritmo que ocupa qual(luar

gi'tifo dc G(n,d) eni espilço E : n(n/2gn) elli tempo

Ç <

1 . 2 . 3

, (d+ 1) n/l:)
1' : 0(E 2' )

Ni{ Senão 3 c'onstruimos Ilha família de grifos cuja ocupa
10 cm esl)aço 1: S 0(n) requcl- tempo

, ç2 ( n/ E )6 '
I' :lsz(l: z' )

IJsiirêniOs ã vct süo do l,ente Fundamenta] do ].ema
4 2
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UH L IFI ITE SIJPER l OR

Nesta seção a])resetltamos uin algoritíno que chan)arelnos

OCUPAÇÃO-RÁ!)IDA que ocupa eficientemente qualquer grafo de

G(n,d) elli es])aço (pré-fixado) ]il = í2(n/.tgn)

A analise do algoritlno lias leva a 11111 limite superior da
J;orça

Ccl+ 1 ) n/[

E(c7d) c8<

){lra o tempo utilizado pelo mesmo para ocupar qualquer grifo

.]e G(n,d) em espaço E, onde c7' c8 são constantes positivas
O algoritlno c sua analise dependem de constantes positi

vais rllie satisl'azcm ils seguiitt.es eles:igualdades:

(D2)

c3 < 2c2

2c2 < c]

/2<+c
Z

2c 2cl 2
<C 3

2 (1 -c ] )

( 1)5)
2

n:n3T: n?n



g(] / 2-cl

44

)g('
3c5

1/2

l ]+

\ '' " / '

(D7)

( D8) (1'''Êgc4) (1ili-(2:;:Õ?) $ cS

(1)9) 1 + Êgc4 < c 5

(D10) 3c6 : (2c2-c3) - 3 '!!'&SSJ

/c6 <. c7(c8c3.2)c8'c3

< c 7 'c8

« (l - - c8(R'nc7)(Znc8)
c8

C i) L z)

(D1 3)

(1)1/i) 6 < c 4

([)1 5) 5 < c 2 c 5

ílm excínl)lo dc constaill-es (luc siltisfazen} estas desigual
(

1 ) 2 1 / 2o0 1 / 5 53c2 4 0 0c4 C

c[ {.i (] c
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c6 1/ 34 3, c7 29, c8 : 4 0

O algoritmo OCUPAÇÃO-RÁPIDA é baseado ent MELllOR-OCUPAÇÃO,

colei três di.ferenças. Unia delas é o ponto onde o corte é feito.

Outra Õ no Corte Grande, onde o algoritmo utiliza a função

C2c2-c3)Ez - 2(d+l)l
dm

l)Cd ,m , E)

1){11'a d : 2, m > 1 e E > ] c que será dcnotada simplesmente por

1). A recursão e feita sobre o tamanho do grafo.

A seguir dcscrex/erros informalmente o algoritm

G c: G(n,d) com E pedrzis

0 que ocupa)

OCUPAÇÃO-KÁP l DA (G , E)

Seja in = IVG + jaG

o l{ l

o1{2

Sc m < IJ, ocupe G cin ordem topologica dos vértices,sem

reTiloçoes

S;c ili > li, Flirt-icjoilc (; cm dois subgrafos G' e G'' c llm

conjunto A de arestas (como enl bIELFIOR-OCUPAÇÃO) tais
(lue

ím/2 d < jaG' + IVG' l S [m/2 lc2E
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Corte Pe(luenoOR2.]

Se IAI < LcIE J,particione as E pedras em dois conjuB

tos P' e p'' com [(l-cl)E] e LcIEJ pedras, respectiva-
ntente. Chíime OCUPAÇÃO-RÁPIDA (G' , Í' (l-cl)E l)usando as

pedras cle P' ; durante esta chamada, sempre que um pre'
clecessol' de algum vértice de G'' tiver que ser ocupado,

utilize uma pedríi de p'' parei faze-lo e não a remova
até o fin\ da chamiida. Remova as pedras de P' de G' e g

tilize-íis para chamar OCUPAÇÃO-RÁPIDA(C'',r(l-cl)EI)

OR2.2. Cort e (;randc'

Se IAI > LciEJ , kart:icioíle as E pedras em dois conju.B

tos I'' e p'' de l (E-dp)/2J pedras cada e um conjunto P

dc 1:-2 L (ll-dp)/21 = dp pedras. Chame

OCIJPAÇÃO-RÁPIDA(G'', L(E-dp)/2J) usancto as pedras de

l)''. Scinl)rc quc o proximo vert:ice de G'' a ser. ocupado

tiver pi cdccessol'cs ttão-ocupados em G' , suspenda tempo

rarialnente a oc\ipiição de G''. Chame

OCUPAÇÃO-RÁP[DA(G' ,] (E-dp)/21) usando as pedi'as de p';
dui ailtc esta chamada, liso as pedras de P para ocupar

os (não anais (luc dp) l)redccessores dos próximos p vér'

ticcs clc G'' a serem ocupiitlos e não as remova até que

üs 1) x/ór vices sejam ocul)lidos. Em seguida, prossiga a g

cullação de G'', i'einovendo todas as pedras cle G' após a
oCt.ii)ac ao (los D vert ice s

1 1



47

Antes cle iniciarmos a analise do algoritrno, vamos intrg

algumas notações

Se OCUPAÇÃO-RÁPIDA for chamado com argumentos (G,E) , o!!

cle IVGl+ jaGl=m, diremos que OCUPAÇÃO-RÁPIDA foi chamado com

ct4gurliellÍa,s de {alliaiiho (n\,E). Durante sua execução,o algoritmo

cllama a si próprio para ocupar grifos G' e G''. Denotaremos o

líiniíii lio (lo :irguíncnto correspondente por (nl' ,E'). Assiiii, m' pg

dc scr IVG'l+laG'l ou IVG''l+jaG''l c E' pode ser r(l-cl)EI ou
( li-c1l)) / 2 1 .

Seja ino : c4cl. O número mo indica o ponto a partir do
(dual o algoritmo torna-se não-trivial, como veremos mais adi-
tilt c

duzil

l.El~IA 1: Coilsidci'erros unia cllatnada de OCUPAÇÃO-RÁPIDA com arg.g

ntcntos de tamanho (m,E). Suponhamos que m > E : 1, m > mo e,

se ocorrer o Corte Grande, que p : 1. Então para toda chamada

rccursiva do iilgoritino com argumentos de tatnanho(m',E'),E':l

e m'/ll' S in/ E - c I'

l)ENIONSTRAÇÃO - Vailtos considerar dois casos

(lasoj: (1ot'tc I'(\(lticilo

Dii dcJ:itiição do algoritnio segue (lue na chílmada em G'

.... Im/21-1c 21:l (m/2+1)-(c2[:-]) . m/2+c2E+d===.. < .- ----: < ': <

Li' [(l-cl)]J] ' (]-cl)E ' (]-cl)E

(' i] i} ctlniüíi(} l Cm G'
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l m/2J+L c2E J + d líi/2+c2E+d

l-cl) EI ' (l- cl)EI

Utilizando (DS) temos

. 2d
]n > m = c .d >

' o q ' (1-2cl)-[2c3([-cl)+2c2]

e, como m > 1],

2d l (1-2cl)m [ 2c 3 (l-c ]) + 2c2] E

Rearranjalldo os termos da desigualdade e somando m aos

doi s lados da mesa;] obtemos

m + 2c 2(1 <. 2 ( 1-cl)m 2c3(l-cl) E

1 . c

T -'- ':- -. - : ( 'H c 3) ([- cl)]]

I'ortiiilto. m'/ll' : in/ll-c 3

AIÓín d Isso, c olho 0 (por ([)3) ) temos

11 ' [( 1 - c l) ]! ] ? ]

(la se 2 : (:ol tc Gi'iind(

Pel definição do algo ritmo,



q :/

m' S inox {Lm/2J+Lc2EJ + d

Uti.lizando (D2) obtemos

L in/2J + [ c7E J + c] - (Lc

<. m/2 + c2E + d

in/2 + (c2-cl) E + d

m/2 - c?E + (d+l)

ut ro ladoI'oT 0 )

C

CLcIEJ+]) , f'm/2] L c 2EJ}

[ n}/2 ] - L c2EJ< in/2 - c2E + 2

! in/2 - c2E -'- (d+l)

Assilii, tltlríiiltc a ritual chamiitla (}o algoritlno sempre terá
IT\0 S

m' $ i:l/2 - c2E + (d+l)

l)n (lc finição de p segue que

[((2c 2-c 3) E - 2 (d+ ]))
dm

Remir(illjiilldo os termos da desigualdade temos
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2Cc1+1) - 2c2E : -Cm/E)(dp+d) - c3E

- (m/E) ((tp+l) - c3E

somando n\ a cada lado

m + 2(d+1) - 2c2E : m - (m/E) Cdp+l) - c3E

Como p : l

m - 2c2E + 2(d+l) : in - (m/E)(dp+l)-c3(E-dp

e

m - 2c2E + 2(d+l) <. (m/E - c3)(E-dp-l)

Portanto, m'/E' < m/E - c 3

Para post)'al que l!' > 1 bíista provar que dp S E-2
ito. ut i] i zitildo (1)]) c (D3)

( 2c2-c3) [!' ' 2 (d+])E
In

li((2c2-c3) (E/m) - 2(d+l)/m)

E( 2c 2- c 3' 2 ( d+ l) /in)

! il( 2 c 2 ; cli)

+ 1'+: T# {fvu l - :

e

f

1)

De
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O Lema ] nos garante que, sob cert.as condições, a razão
m/E teíl\ liln declínio mínimo constante ã medida em que descemos

ila. Te Clip silo

LENU Seja (m,E) tal que E 1: c5(Êgd)m/tgtn Então

1. se Ht : mn então E : n} (i.e. , problemas de tamanho (m,E)
})ão envolvem chatTtddüs recursivas)

2. se in > ]ll
0 m então p > l

3. sc m > lno m então para toda chmnacla recursiva con\

irguinentos de tamanho (m',l:') temos E' 1: cK(Zgd)m'/Zgnt' ,
i.c. , ii c-otlt]içao sobre ]! c m dii hil)ótesc do ]eiila é hcrcdi.

1)1iblON S'l'liAÇÃ0 É l)u raitieilt e t é clli ca

]. Dc cno), (1 1: 2 ein 5 mo : c4dsegue(luc

c.Êgd (l+l,gc4)l gd (l+lgc4)Êgd
E > x, Jii .ó- 4 ' 'e'' ' in

Z . l)c (1)8) s;Ógtta (lEIa
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1/ 2
6

c4 (2c2-c3)

0

!gmo L + Zgc4

I'or (DI/+) , ni. : 12 e , por tant

2

(c5 tgd)
(' $ ---; c4 (2 c 2 - c 3)

- m /d
C 2c2-c3) (c5tgd) '

(c5Êgd)2 m
(. (2c -c3) ------''tT-

hipótese de que E ? c5(tgd)m/Zgm segue
l

( 2c 2 -c 3) E'
--------=---==-- > 6

din

ín c d > 2 segue (luc

1) : -1''2 ..3'' . 2(d+l) Cl!/m) «- 2

Da

1:

que

C ]e
2

(2c 2-c 3) L 6- 3 2

3
Sej a ni] ;m/2

(:aso 1 : 111 > inl

l)c (lj7) s c gtic

Vamos cona i gerar dois casos



-" : ". : '.- : { e : ";' t :'e
a hipótese de que E <. n] e de (D2) segue que

«' : «- ({ - :ig - }l )

: m( { * k2-'i) : - -(4;1)- )

«. 4 * ': - .: - -a:,n )

: «-( { - '1)

t i ] i zail(lo ( D6) telhas

Êgnt' : agiu + Êg (1/2 - cl) : lgln - c3 cS

elo ].ema ] e ])ela parte 2 deste lema

iii'/l:' < m/E - c ,
' J

a llipõtcsc de quc E : c5(Zgd)m/Êgm seg

t : : - '. : ::Tk ' '.

53

Lie que

Êgd
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Logo, E' : c5(Zgd)m'/tgm

Caso 2

Neste caso, ln' é o tamanho de G''. Vamos

sjderar doi s casos.

Caso 2.]: Corte Pequeno

De E < m c da desigualdade

m' : [m/2 1 + [ c.]

1: (m/2-1) + (c2E-l) - cIE

1: m/2 - (cl-c2)FI

> (1/2 - cl+c2) E

> 2 c .ll

(:colHO 11 > c. (tgd) m/Êg' J ''

2 c.c.(2gd)mm- >
tgm

> 2 c .c
' z

(D3) segue que

111

(D] 5) )opor

novamente con



, ml/Zgml : m'/2gm'

E' > c.(Êgd) ---:!L- > c5(Zg d) --!C'' )' ' tgml ' ') R'glr

Caso 2.2: Corte Grande

Neste caso,

iil'+ IAI > 1. m/2J + Lc2E 1 > m/2

Como o grau de entrada máximo do grato é d temos

m' : trh- (m/2 ' c2E - 2)

De E : c5Ctgd)m/Êgm, in -> mo e das desiguctld
(D]5) segue que

] m. clc c (!gd)m
"-' : aiT ( f ' --:-:-ri;ií-- - 2)

c . d

= tÍ:-i ( --t-- ''' c2c5 - 2)

tí-h (3d ''' 5 - 2)

do lCasodemonstraçãoPelaPortallto

l

odes e

gm

C+ c
2 5

+ 5
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O Lema 2 nos dã a correção (]o algoritlno

Seja T(G,E) o tempo gasto por OCUPAÇÃO-RÁPIDA para ocu-

par o grato G ent espaço E : cS(zgd) m/lgm, onde m:lVGl+jaGje
d é o grau de entrada máximo de G

I'EOlillhlA Sejam G, E corno cleflnidos acima Então

'8
c 7]' ( G , E )

D[NIONSTRAÇÃO - Por indução sobre j = [(m/E-l)/cX]

Se j<.0 então m<.E e, portanto, o problema não envolvecha
i'ec\lesivas. Assim (G.E) < E e o teorema scptle triviali)}a (l íi s

mellte

Sc j>0 então m>E. Neste caso, o algori.tino chama a si. p:i.É

Frio recursivamelltc com argumentos de tamanho (m',E'). Pelo

[,cmít 2, 11i' : c5 (Êg(]) iit'/ç,gm' e clo l.cata l segue que
in' / L' < m/ E

/\ s s i ill )

[ (in'/E' - l) /c,

! Í (m/l! - c 3 l- l)/c31

(m/ E - l) /c,
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l.ogo, o teorema pode ser aplicado illduti.vamente nas cha

nadas recursivas. Vamos considerar doi.s casos

Caso ]: Corte Pequeno

São feitzls clt,13s chamadas reco.trsi.vas, uma em G' e Olttra

em G'', anil)as com f(]-cl)E l pedras. Portanto,

T(G ,E) < 'r(G'

m/Elni C 3 l C2 82 Ed< C
7

m/c l
32(2/d) cl E

m/c lE
3

2
d E<

E
3

]

C

[ (l-cl) E]) + T'(G'' [' (]- c 1) E ])

< 2 d2(m/E'c3)/c3 .l E c7c8

'8
c7 '

Como t1 > 2 temos

'8
c7 'T(G,E)

c , c 01110

m/c
I'(G , E) < d '

c m/E
'8

7

(:aso 2: Corte Gríindc

Pelo i,cfníi 2, reinos l) : l A s s :i in
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a

P : l(Z'Z''S' E dm l ' ' '2''3' E

poi s ] Z] - 1 > Z/ 3, se Z > 2

Da hipótese de que E : c5(tgcl)m/tgm e de m
gue que

3d d I'gm d Êgmo
:;; < 3 ---- < 3

cS(2gd)m ' cS(2gd) (c4d)

E2
3dm

se

Êgc4+ggd < 33

'4' 5 ~

izalldo (D10) , temos

- : ':': - .. - =E, á : ..á '"'
Da (cfinição do algoritmo segue que

I'(G,E) = 'r(G'',L(E-dp)/2J)+T(G' ,L(E-dp)/2 1 r T(G',L(E-dp)/21)/p

AI)]icaitclo a }lipótcsc dc iilclução, o Lema l e (1) ob

nl/c,li-l
< .12 ') -1

,"''.--''" ' ','*«'"''' l«,: .:"'':'-:': ' ',';"'''''

gd C 4c5

utile ,

t e rn o s

(G ]
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Eliminando a função [ 1 , ap]icaildo a distributividade e
reunindo tet'lhos semelhantes obtclnos

lb/E-cl/c E l 33 l E +C
7

Em/c
3 l2

d
(l/c6) E

lcc,n) < 2 d'

(m/E) c 2c8m/E'c3

De (D12) e de in/E : l segue que

I' (G ,E) < l E(l+l/c6) (m/E) ( 2)

Pítra obtermos a fÕrinula desejada cievelnos eliminar de (2)

o fatos (]+]/cr)(m/E) na linha da base, o fatos 2 no expoente

c7 e a subi ração de c3 no expoente de c8' I'al'iJ tanto, va-

mos mostrilr Lítio íi ÍJdlção de c3 ilo expoente de c8 nos permite
ciiilcc[ar o filial C]+]/cA)(m/E) na linha (]a base e o fator2 no

expoente de c7
Vamos mostrar que sc m/r! > 1 então

/li-(C 33
( c 2) c8 8 >c7 ;' (] + l/c6) (in/[)

A {lcrivíi(líi (líl função (de Z) jlZ-- õ

( 3)

!!--x (EDIL Znl) Z bZ - l)z'
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Se está-t deT :ivada for positiva para todo Z > 1, o mínimo

da útil)ção p{)ra Z > 1 seta seu valor no ponto Z = 1. Fazendo

b
c8 c Z : m/E obtemos

{--- = (] + 1/c,) ]ado esauer(]o de r3)
Z ' '' '6 lado direito de (3)

Z

( 4)

As desigualdades (D12) e (D]3) nos garantem que a deri-

vada de (4) õ positiva para m/E : 1. Assim, o mínimo da fun-

ção c scu valor para nt/E : ]. Da desigua].dade cntl) segue que

este valor é Inalar que l + l/c6' o que prova (3) e o teorema
n

COlqOLÃRI0 4 Nas conde.ções do Teorema 3

. (d+]) n/E

(G,l:) '! E(c7d) 8

1)]1bqOr-JS'l'RAÇÃO - Seja m = lago + IVCI

onde n = IVG

IJo I'cortina 3 c clc (1)13) segue quc

m/c
(G,l!) < d'

m/E
7

cl(2] /c3)m/E c7c8m/E

8
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m/EC
8

S l:(c7d)

c (d' 1) n/E
S ]:(c7d)'8

n

3 - UH LIFliTE INFERIOR

Nesta seção va[[[os consta'ui] uma fami'lia de gratos cuja

ocupação em espaço t! S O(n) requer tempo

-l' > ('- '10

c9' c10 sao constantes positivas. Como na Seção 2.3,
vaDIos utilizam- il fatttÍlja {Sr..} do Teorenltt 1.2.11

Para estudar a oct-ipação daquela família utilizaremos cona

c]0 > 0 que satisfazem as seguintes desigual
(la de s

( DI) c l

9c2 e c l

( 1)3) c./4

cl 1 1 - 6c 3

(D5) C4 : c3/2
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c5 < c4/2

' 6 '

l-c6

[l/c51(1+c,)+ 2c-rl/c-l 2 c6
(l-c6) Ên2

(D7)

(D8) c7 ? 57 0
zn2

(D9)

(DIO)

c8 : 22'4c5/c4

c9 <- 2c6/c7

(Oll)
1- 2c.<

'10 :

Um cxcrnl)lo cle constantes quc satisfazem estas proprieda
des õ

9/11, c2:]/ll, c3:1/44, c4:1/88, c5:1/180,

c6 : 1/2, c7 : 1(57211, c8 : 1'03, c9:1.000001, c10:42.

IniciaJntcnte, l/amos estudar íi fantÍliatG(N,k):k >1 e N

ó mílltiplo inteil-o dc fl/c21 2k} construída indutivamente (ta
scgu l lltc ma nc i ]'il

1. CCN ,l) : ÉN
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2. para k>1, G(N,k) é coiitposto de três cópias S], S2e

SS de SN e duas cópias GI e G2 de G(N/2, k-l), ligados como

na Figura 3.1

É imediato que IVC(N,1)l=190N e para todo k>1,

VG(N,k)l: 3(190N) + 2lVG(N/2,k-l)l. Deixaremos a cargo do

leitor a verificação de que IVG(N,k) ; 190N(3k-2), para todo
k>1 e todo N múltiplo inteiro de r]./c.>1 2k

Se desdobrarinos a definição da fami'lia,veremos que G(N,k)
tem 2k+l-3 subgrafosdois a dois disjuntor que estão na família
{Srt.} . Assim, G(N,k) pode ser renresentfid

'' N > ]
er represen) o por um grafo de

barras, onde cada barra representa um superconcentrador ( sem

]s arestas entre superconceiltradores). A Figur;3 3.2 mostra um

giílfo de barl~as representando G(N,4) com a respectiva numera-
ção dada pela definição abaixo.

A cadii su])crconccntrador S (]c {SN}N > 1 cm G(N,k) vamos

:itl il)uii liiii rliitlreao de }lZvef v.,(S) cla seguinte maneiraK

k=J então S=G(li,l) e vk(S) :l

k>1 então

v..(S ')
l\

para todo S cm G', vk (S):v...(S)+l

vk(S2) :: 2k.l;

l)ara todo S en] Gz, vk(s):vk.l(S)

vk(S3) = 2k'll-3.

l sc

) sc
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G (N , k) , k > ]

sl

» inclicii íii estas ljgantlo vórtices correspondentes

}iigu ra 3.1



l

2

3

4

5

6

8

9

10

1 1

1 2

1 3

14

1 5

1 6

1 7

l

[::::::]

[=:]
1 8

19

20

21

2 2

2 3

24

2 5

26

2 7

28

Reprêsentaçãó csqucinãtica de G(N,4) cola números de ni'vel
Fiflura 3.2
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])a(iui ])al-a frente denotaremos o subgrafo de nível i por

Si' l)iremos que Si p acede Sj ou Sj sucede Si se i< j
Vamos introduzir mais alguns conceitos sobre os supercon

centradores S

Seja i> 1 e consideremos o superconcentrador SI
O pa,é de Si é o superconcentrador de maior nível que prg

cede Si e é maior que S]., se existir; senão, o de mesmo taina-
nl)o. O fecho transitivo desta relação será chamada ,te,eaçãcr de
a ri c e ,6 ,{,'t a ,e ,{ d a d e.

Seja Si o l)ai dc Si' A vizinliiinça de Sj. i; {SI,: j<. t<. i}

Note club o pai de Si é maiorque Si anão ser que
2k . l o.. i = 2k+l . 3

Vamos assumi-r E < cS N. Como na Seção 2.3, vamos estudar
l (listribuiçãc) das pedras í\o grafo.

Consideremos uln intervalo de tempo T

Um N-superconcentrador Sj é bam em T se para todo sub-i.n
tervalo de T' de T dt.prante o qual pe]o menos rc?N] sorvedouros

cle Sj são ocupados, o número de pedras na viziithança de Sj

rlieilor qtlc Lc3NJ en] algum instante de T'
Unt N-supcl'coi\centrados S: é ii,tZ,e em I' sc S. e todos os

seus ancestrais sao bons ein T e pelo menos rcINI sorvedouros

de Sj são ocupados durante T

Seja S' o l)ai do N'-superconcentrador SI' Vamos supor

(ltic S'/Sj.I' l)iremos Lítio S' ã õf:,Creia para S{ em T se S' é útil

cm T c em ca(]a instante de T há pelo menos Lc4N'J pedras na vi
ziilha n çii d c S

l

l

l



Note que cle E <. c.N , (DI

é úti[ no intervalo [[,T] de toda a ocupação dc G(N,k)

lxlostrainos a seguir blue se S] é Útil em T, existem dois

sub-intervalos disjuntos de T em cada um dos quais S] é útil
ou seu pai é ótimo para ele. Isto vai nos permitir iterar o l,e

ma Ftmdamental de S k+l.l para SI

67

) (D5) C segue que)
'2k'l-3

Note que para todo N múltiplo inteiro de rl/c712,[c?N]>2
Além disso, por (D2)

rcIN ] 6Fc.N ( 0)

LEF\IA ] - Considerelltos um grifo G(N,k) tal que k>1. Seja i;'l

Vaittos supor que durante um intervalo T, rc9N'l sorvedouros do

N'-superconcentrador Si são ocupados, iniciando e terminando o

1)1'0cesso com menos de 1 2c3N' l pctlras na vi.zinhança de Sj ' Vamos

sul)or, ainda, que o pal cle Sj seja u]]] N''-superconcentrador. EB

tão pelo menos rcIN'' l sorvcdouros do pai de Si são ocupados d.g
]-íi n t. c T

1)11blONSTliAÇÃO - I'clo Lema Funclaiiicntiil c por (D3) , pelo menos

[(1-4c3)N' ] fontes (]e S{ são ocupadas e desocupadas duranteT
vamos considerar. então, três casos.

Caso 1: S: é um Si

Neste cago, opas deSi õ Si-l ' avizinhançadeSi é
{Sj.I' Si} c N'';2N'. Utilizando (D4) temos que, durante T pelo

menos [(]-4c3)2N'] ':12c3N'J l:r(1-5c3)2N'l j:rc12N'l ;fcIN''l sorve-

]
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s cle S;.l são ocupadosl -- l l

Caso 2 - S. é uin S'

Neste caso, seja S' o S" correspondente, i.e

S' : Si-2kN''/N'-2' Devido às arestas de S' para Si' pelo menos

[(1-6c3)N']:rcIN ] sorvedouros de S' são ocupados durante T

Se S' é o pai de SI ' o lema esta provado. Caso contrário,

o pai de S' é o pai de Si e a vizinhança de S' esta contida na

vizinhança de Si' Por (O), durante T pelo menos rcIN'l:rc2N'l
sorvedouros de S' são ocupados, i.niciando e terminando o pro-

cesso cair menos de L2c3N' J pedras na vizinhança de S'. Aplicam
do o Caso l a S' obtemos o lema

douto
l

l

Caso 3 - S. Ó um S,
1 .)

Análogo íio C aso 2 n

LEF'm 2 - Consideremos um grafo G(N,k) tal que k > 1.Seja i>l
Se o N'-superconcentrador S: é útil num i.ntervalo T entãoexis-

tcni TI' T2 E 7 clisjuntos t.ais que o pai de Si é Útil em TI e

1)11MONSTRAÇÃQ - Seja S' o N''-superconcentrador que é o pai de

S.. Todos os ancestrais de Si são bons em T e, portanto,em to-
do sub-jntcrvalo de T. Como os {incestrais de S' são os de S.

resta-nos apenas provar c]ue existem TI' T2 S T: [tl't2] disjuB
tos tais quc pelo ntenos [cIN''] sorvedouros de S' são ocupados
clu rantc cad a tiij\ deles

Por (O)

l

6[c.N '] i.é, pelo menos 6fc?N'l sorve



s de SI são ocupados durante T

Sejam t3' t4' t5 tais que durante cada um dos intervalos

[tl't3], [t3+],t4] e [t4+],t5] , exatantente fc2N'] sorvedouros
de SI são ocupados

Como Si é bom em T, existem t6t:]tl't3] e t7c]t4+], t5 ]

nos quais hã menos de Lc3N'J pedras na vizinhança de Si'Duram
te Tl:rt6+],t7].?rt3+],t4], pelo menos rc2N'l sorvedouros de Si
sao ocupados, iniciando e terminando esse processo com menos

de Lc3N'J pedras na vizinhança de Si' Pelo Lema 1, pelo menos

[cJN'' ] sorvedouros de S' são ocupados durante TI
Analogamente, exi.ste íZ S [t5+],t2] durante o qua] pe]o

menos [cIN''] sorvedouros de S' são ocupados

dobro

D

Ll:f.IA 3 - Considere u]n grafo G(N,k) ta] que k>1. Seja i>1. Se

ja Si um N'-superconcentrador Útil num intervalo T. Então e-

xistent TI' T2 STdisjuntos tais quc para j=1,2, Si.l é útil
cin Tj ou o pai de S; é; Ól-imo para S: em T

l)EblON;$TRAÇÃO - Sc Si.l õ o pai de Si' o lema segue diretamen-

te do [.ema 2. Vamos supor, então, que SZ.l não Õ o pai de Si'

Neste cioso, IVSil : 21VSi.ll. Como Sj é Útil cm T, pe-
lo menos 6[c2N'] sorvedouros de Si sãoocupados durante T(por (O»

Seja TI o lneilor slib-intervalo de I' em que os primeiros 3rc? N'l
sorvcclotii os (lc Si são ocupildos e seja T.2 o menor sub-interva-

lo dc T cin (luc os últimos 3rc2N'l sorvedouros de Sj são ocupa
dos. Os argumentos abaixo podeiit ser aplicados a TI ou T7 e vg

mos, sem pei'dít (le gcileralidade, considerar apenas T.
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Seja tl o primeiro e t2 o último instante dc TI em que

menos de L('3N' J pedras estão na vlzinltança de Si' Como Si é

bom, pelo menos rc2N' l sorvedouros de Si são ocupados durante
[tl+], t2] . Vamos consi.deram dois casos

Caso.] - Si-l ''não é bom'' en] [t.+], t2]

Existe [t3't4]'rtl+],t2] durante o qua] pe]o menos rc2N'/21
sorvedouros de SI.l são ocupados e em cada instante do inter-

valo pelo menos Lc4N' J pedras estão na vizinhança de Si.l
Seja t5c [tl't3] o último instante em que existem me-

nos de Lc3N'J pedras na vizinhança de Si'Seja t6cLt4't2] o
primeiro instante em que existem menos de Lc.KN' J pedras na vi

zinlliJnça dc Si' l)t'Tanto [t5+], t6] pe]o menos fc2(N'/2) 1 se.!
vc(louros dc Si.l são ocupados, iniciando e terminando o pro-

cesso com nieilos de Lc3N' J : L2c3(N'/2)J pedras na vizinhança

de Si (e, portanto, na de Si-l) . Pelo Lema l,pelo menos fcIN'l

sorvedouros do pai de Si-l são ocupadas durante [t5+], t6]
I'ot' (O), fcIN'1 > 6rc2N'l. Assim, podemos aplicar novamente o

l.enla l para obter que pelo menos [c.(2N')] sorvedouros do avõ

dc Si-l' i.e., pai de Si são ocupados durante]t5+], t6]. Por

lli[)otcse, em ciic]íi instante c]e [t5+], t6] ha pelo menos [c4N'J
l)c(Ir iis ini vizitiltíil)çii clc S.. (:oiíio os íiilcestrais dc S; incluem

os dc seu pai c St Õ Útil cm TI' segue que o pai de SI é óti-
iilo l)(it {i S; cjn l t.+ 1 , t. l

l 5 ' ' 6

(l:aso 2 = Sj:.l c ''bom'' em [tl+], t2]

Em qtialt[uer sub-ií]tcrva]o de [tl+], t2] durante o qua]
pelo menos rc2N'/2i gotVcclouros dc Sj.l são ocupados existe



uill instante em que há menos de Lc4N'J<. Lc3N'/2J pedras na viz.}.
nhança de S

Neste caso, S: . Õ bom eín T. . Vamos considerar dois casos

Caso 2.] - O pai de SI tem o mesmo tamanho que S

O pai de Si Õ o pai de Si.l e, portanto, todos os

trais de Si.l são bons em TI' Durante [tl + ], t2]
[c2N'] 1: r4c3N'1: 2Lc3N'J + ] (por (D3)) sorvedou

ros de Si são ocupados, ini.ciaildo e terminando o processo com

menos de Lc3N'J pedras em S].. Pelo Lema Fundamental,pelo menos

N'-2Lc3N'Jl:t(1-2c3)N'l fontes de Sj são ocupadas durante

tl+], t2]. Devido ãs arestas de Si-l para Si' pelo menos

[(]-4c3)N'/21l: r(1-6c3)N'/21>. rcIN'/21 (por (D4)) sorvedouros

de Si-l são ocupados durante [tl+], t2] S TI' Logo, Si.l éúti]
em T.

7 1

]l

l
aTlces

!!e...Z.:.g - O pai de Si e maior que Sj

Novamente, ralhos considerar dois casos

Caso 2.2.] - O pai de Si.I''não é bom'' eni]tl+], t2]

[ixiste [t3't4] l:ftl+],t21 durante o qua] rc2N'lsorvedoy
os do pai de Si.l são ocupados e em cada instante do interva-

o há l)clo ücílos Lc4N'J pedras na vizinhança de Si
/\ dcinonst-ríiçlio c]este c-aso Õ iinã]oga ã do (caso ]

Ça.g.g...l!.!.ê.,!Z - O pai clc Si.l é; ''bom'' eln [tl+], t2]

l:m (]ualqticr sub-interva]o de [tl+],t2] durante o qual

[c2N' ] sotvcdotll'os do pai de Si.l são ocupados, existe um ins-

tante en} quc iá Menos de Lc4N'J pedras na vizi.nhança de Si



Neste caso, o pai de Si.l é bom em I'l e, portanto, Si-l e

seus ancestrais são bons em TI' O resto da demonstração é ang
Ioga ã do Caso 2.1

7 2

n

Para estudarmos as relações entre o tempo e o espaço de

uma estratégia qualquer para ocupação de G(N,k) vamos associ-
ar a ela olha !árvore binária

Seja T o tejnpo gasto por uma estratégia para ocupação de

G(N,k) em espaço E. A esta estratégia valllos associar uma ar-

vore binária R tíil que cada um de set-is vértices é uin par (i,T)
onde [ < :i < 2"'i-3 e ]' c [[,T] e

l

2

a raiz de R é (2k+l-3 ] ,T ])

cada vórtice (i,T) tal que i.>1 tem dais filhos

(ij,rl)(j=1,2), onde T: é definido no Lema 3 e

il = i-l, se S{.l é Útil eln Tj, ou o nível do pai de

Si' sc este é Óti.mo para Si

onde

3 cada vértice (],T) ó uma follla

As folhiis dc R são vórtices (l,TI) onde os Tj são dois

l dois disjuntor c SI é útil cm cítda umdeles. Por(O), pelo

Hienas 6fc2NI ! rcINI sorvcdotiros clc SI são ocupados em cada

um tios Tj ' Apl.iciii)do o Lcilta l:undamental duas vezes ein cada I'

(veja cleiílonstração do Lema 2) temos que 2r(1-2cX)NI fontes de
SI são ocupad:l$ cluT3nte Ti ' Assim, se o número de folhas de R

é pelo illenos b, o húinero de ocupações de fontes de SI é pelo
TPenos 2r(l-zc.i)Nlb (que tíimbóm é um limite inferior para 'l')

l



Vailtos determinar un\ limite inferior para b.

LENTA 4 - Um caminho qualquer da rai.z cle R até uma de suas

lhas tem compra.mento maior ou igual a

(1 - 2c5/c4) 2k+l- 3

73
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DEMONSTRAÇÃO - Consideremos um caminho arbitrário ein R cujos

vórtices são(i]'T]), (i2'T2),...,(ir'l'r), nessa ordem, e tal

que il : 2" '-3, TI :EI,Tle (ir'Tr) é uma folha,

Esao l
l 2 ' ' 2

k+ l
2 [l ,Tje (3

I'r c.TT-l S ..' c. TI e il > i2 >..-> ]'

Seja l= {il'i2'.'''ir} e seja J =Í1,2,...,2k+l-3} -1

Para cada j E:J, existe Ê(l <. Ê < r) tal que il, > j > il+l

/\léin dj.sso, S.. . é o pai de Sj (caso contrario iZ+l: iP,+ l
o (lue Õ iinpossÍvc]). Portanto, Si. . é otimo para Si. em TI,
Segue que se S{ Ó um (N/2k-P)-superconcentrador, em cada ins-

tante de TZ há pelo menos Lc4N/2k'PJ pedras na sua vizinhança
lista tcm, ilo iniiximo, 2P+l-2 ..Ívcis. Todos estes níveis excito

iZ e il+l estão em J. Assim, a razão entre o número mi'nimo de

pedras na vizinhança de Si. durante Tg e il+l-iZ-l é pelo me-
do s k+l

Como T Tr p' para todo Ê(l S Z<r), o limite inferior

acima vale para I'r' Note (luc algumas pedras que estão no grafo
foram consideradas em duas vizinhanças diferentes (as que es-

tão nos S; tais cine 1< 2<r). Portanto, cada ni'vel deJ tem,

cm mó(lla, pelo iflcnos c,N/2k+2 pedras cm cada instante de T .Lo
go. o numero ntÍiliino de nedríls no prrlfn dlirante T 8 ní:.l 0 menosr



7 4

'il..~,:*':l
por hipótese, E < c.N

' J

JI S ;Í zk'''z

Conto segue que

e, portanto ,

(1 - 2 c 5'/c'4)
n

l.EbM numero de folhas de R é pelo menos

(] -2c5/c4) 2k+l-3

l)ENIONSTRAÇÃO - Segue do Lema 4 e de que cada vértice de R que
não é folha tem dois fi])los.

D

TEORl:hIA 6

(ltic r t cilipo
ocupação de G(N,k) (k>1) com E S c.N pedras re

(] - 2c 5/c4) 2k+l

DFIN{ONSTRAÇÃO - Se k=1, o limite inferior acima é menor que
SNI ; [90 N. Sc k>1, segue do Lcnla S

D

Sejam p naturais tais qlte p/ÊgP < E < P Seja



k= rc6p/EI e seja N o Único mÚlti.plo inteiro de [l/c212k en-
tre ll/crIE e rl/CRIE + [l/c?j2K-]. Defina G'(p,E):G(N,k).O n.y
mero de vértices de G'(p,E) é, no maxi.nlo

7 5

1 2''- 1[ l/c
2

c.p/E+l
570Nk S 570 Cc6P/E+l)(rl/c51E +rl/c212'6l'''''')

570 (rl/c51 c6P + c6[l/c21E [ l/c.IE

+rl/c212c6P/E+l)

c,-] c,-]
570 P(rl/c51 (1+c6)+2c6r]/c2'llgpp'6 '+2r]/c2]P'6 ')

c,-l
570 P( rl/c51(1+c6)+2[1/c21P o(]+c6Zg P))

A função (de p) 2rl/c2 l Pt'6 Zg p) tem máximo

l-' 6 ]

z '6 tn22 c 6t l /c 2 1 . ''''' '

( 1 - ch)! n 2

Porá:isto IVG'(p,E)l S c7 p, onde

c 7 c limíi coilstiiíttc (luc satisfaz (1)8)

Tl:TREMA 7 - A ocupação de G'(p,E) em espaço E requer tempo T
ta] que
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T > c- '10

onde n = lvG'(p

l)EMONSTRAÇÃO - Pelo Teorema 6,

11- 2 c 3) r l/c l E5
(2-4c5/c4)2c6n/c7E

L

O resto da (]enionstração segue de (D9), (D]0) e (Dll)
D



CAPTTUL0 4

O JOGO DAS PEDRAS E COMPLEXIDADE DE ALGORITMOS

INTRODUÇÃO

Estudaremos neste capiltulo algumas aplicações do jogo das

pedras à Complexidade de AlgoritTnos. A i.déia bãsi.ca das aplica
çoes e construir gratos que representant cornputaçõcs e, estudan

do as estratégi.as de ocupação destes grifos, obter resultados

a respeito de tempo c espaço como recursos computacionais

Na Seção 2, estudamos o problema de reconhecer linguagens
recursivas por maquinas de Turina (MT) . A nomenclat.ura e a no

tação utilizadas são as de [Si79J com a ressa]va de que, a me

nos que seja especificado cm contrario, entenderelnos por I'IT
villa bíT dcterminística, com fita de entrada e vãri.as fitas de
trabalho infi.xiitas dos doi.s lados

Como cxeinplo dc aplicação à Complexidade Concreta, esco-

lhemos uma aplicação à ]nultiplicação de matrizes, que é apre-
sciltada na Scção 3. Apenas l)ara i.introduzir as idÓi.as, estuda-

mos i.ni.cialütentc a inulti.plicação de uma matriz por um vetou

JOGO 0AS PEDl<AS E MÁQUINAS DE TURING

Um probleljin Central ein Complexa.dade de Algoritmos é o de

relacioAaf 6 tdfnjiO e o espaço necessári.ospara reconhecer uma

7 7



liii8uagem recursiva qualquer. IJm resultado imediato nesta a-

rca c que, para toda função t de IN em IN, TEbÍPO(t) : ESPAÇO

(t), já (lue o níiinero de células utilizadas por uma l\ÍT em cada
ujjla de sitas fi.tas numa computação não pode exceder o número

de passos dc computação

Paterson ( [Pa72J) mostrou que se L é uma linguagem re
coiihecivel cm tempo t ; n(n') por uma MT de uma Úni.ca fita de

entrada/trabalho, então L é reconhecível em espaço tl/2. Para
obter este resultado, Paterson utilizou seqUênci.as de cruza-

mentos ( vede [Sj. 79]) para simular a MT original
Infelizmente, o coJlceito de sequências de cruzamentos a-

parentemente não se generali.za para maquinas com varias fi.tas.

Assim, leão se coithcce nenhum resultado semelhante ao de Paper

son para maquinas com várias fitas. lim particular, não se sa-

bia sequer se era possível melhorar o resultado tri.vial até

qtic llopcroft, Paul e Valiant ( [llPV771) mostraram que TEhlPO

(t) S ESPAÇO (t/lgt), para toda função t de IN em IN , utilizan

do o Jogo das Pedras. Este resultado é apresentado nesta se
çao

Um b.Coco e uJn conjunto de células consecutivas de uma

fita. O ex,t.Reino dl4e.lIXo (eóque4dol cle unt bloco é sua célula mais

a direita (cs(iuerda). o h-b,coco ié o bloco de células de pg
s ições ik, ik+l, . . ., (i+l) k- l

Seja T Unia função de IN eln W . Uma MT ,'te,6peZ,Ca T-b,eoc0,6

se para toda éntracla w, durante a computação de },l sobre w a

frollteira entre dois r(lwl)-blocos quaisquer de cada fi.ta só

é cruzddd êM in$títntês (iue são múltiplos i.nteiros de r(lwl)

78



Uma bIT com um T-,'LeZig,Co é uma bIT com duas fitas de entra

da: uma delas contém uma palavra w sobre o alfabeto de entra-

da; a outra, que chamaremos de relógio, contém um bloco de

T(lwl) células marcadas (que pode ser vista coiro uma represeB
tação uniria de r(lwl)). Ini.cialmente, a cabeça de leitura do

relógio esta sobre seu extremo esquerdo. Quando a computação
se ini.ci.a, esta cal)eça passa a se mover em direção ao outro ex

tremo. Sempre (lue alcança uin dos extremos do bloco (em instan

tes que são múltiplos inteiros de r(lwl)), a cabeça passa a

se ]nover em direção ao outro extremo. Utilizando o relógi.o des

ta maneira, a l\IT determina os instantes da computação que são
mtiltiplos inteiros dc v( lw l )

LENTA ]. - Sejam t, T funções de IN cm ]N tais que para algum

natural Zo' :(Z) : t(Z) para todo Z ?l Zo' Seja )l uma bÍT limo.-
toda em tempo por t. Então existe ullla MT cojn r-relogi.o M' que
respei.ta r-blocos e que simula M eln tempo 0(t)
DEblONSTliAÇÃO - Vamos constrliir b'li

Para cada fitit de trabalho de bl, M' terá uma fita de tra

balho com 4 trilhas. Além di.sso, i\l' teta uma fi.ta de trabalho
:adicional, cuja litilidade será vista mais adi.ante

Seja \.r uma entrada (qualquer para M

A ideia central da si.anulação (que seta ligeiramente are

roda posteriormente) é que se após mx(lwl) passos da computa-

ção dc í'l ])ara w o conteúdo de sua j-Ósima fita for
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oitdc lwi : r( wl), o conteúdo da fita correspondente de l.I' g.
l)os cm T ( lw 1 ) passos seta

r r r2 l 2 k-l
l 2 3
r r4 W
2 3 4

onde xr representa o reverso de x. ihlais ainda, se a cabeça da

fi.ta dc i~l está.vcr sobre sua p-ésima cé].ula, a da fita de f.I'
também estará

Para (luc os extrcntos dos blocos possam scr detetados, co

locareinos neles símbolos especial.s, uti.lizando para isto a
trilha l dc cada fita

A seguir, Talhos descrever a siiltulação. Por simplicidade,

van\os nos fixar numa fi.tíl F de f4, jã que o procedimentos igual
para todas as fitas

Inicialmente, bT' marca os liilii.tes do pri.melro bloco da

fita F'dc NI' (luc col'respoJlde a F, dei.xando sua cabeça na pos.L
çâo original ((lue i; o extremo esquerdo do bloco)

Vamos suÍ)or (luc após ]n .r(lwl) passos de r,l, a cabeça de F

esteja sobre sua p-õsi.ma célula e que, após a simulação des
tes passos, a cabeça de ]:' também esteja (isto é verdad
ili = rt \

Lendo lniciallicntc a trilha 3, 1,1' simula diretamcnte os

prõximõg tClwl) iiassós de l-í. Durante esta simulação, ao in-

e para



v8s dc cruzar as fronteiras clo bloco, hl' passa a ler a tri.Iha

correspondente no mesmo bloco

Em seguida, dc acordo com a i.déia original, br' deverá.a a

tualizar os l)locos vizinhos. Este processo e, eln grande parte,

desnecessãri.o embora só aumente o tempo de simulação de um fa

tor constante. Na verdade, sÓ é necessário atualizar o proxi

iiio bloco a ser vivi.todo e se este não foi o que acabou de ser

visitado. Vaittos supor, scm perda de generalidade, que o prÕxi
ino bloco é o da direita

A cabeça de F' marca a cólt.ila ein que esta (que será a

proxi.ma ca ser li.da) c se move até o extremo esquerdo do bloco.

Eni seguida, move-se até o cxtreino di.Feito do bloco, copiando-

-o na fita adicional, c fica aguardando o próximo i.nstante nÚI

tiplo i.nteiro de T(l\rl) parir cruzar a fronteira. Percorre, en

tao, o novo bloco atuali.zango-o e marcando seus li.mi.tes. Final

mente, posiciona a cabeça na pri;xi.ina célula a ser li.da e fi.ca

:aguardando o próxiiito instante inúlti.plo de r(lwl) para simular

os próximos r(lwl) passos de f.{. Esta atualização custa 4 r(lwl)
.]éllS s o s

Assim, cada i.ntervalo de T(lwl) passos de bl é simulado

por f'í' e]n, ]lo máximo, ST(lwl) passos. Portanto, a simulação to

cla (incluindo ini.ci.alizaçõcs) pode ser feita em tempo 2T(lwl)+

Vamos descrever, agora, uma bIT MI que será usada como

proccdilncnto pior outra l,IT (lue construiremos mais adiallte. A

entrada de f.ll c una Codificação de um grafo G de G(n,d) e sua

saída õ u ge(iuêllcid (!os lances da estratégia l\IELllOR-OCUPAÇÃO

8]
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l)ara a ocupação de G

A I'IT Nll tem uji\a fita de entrada/trabalho onde para cada
vértice i de G (l5iSn), hã um bloco da rotina

onde il' i2, ..., zk sâo os verti.ces iniciais das arestas que
chegam ein i. Os blocos são arinazcnados segundo alguma ordena-
ção topológi.ca

O campo c(i) ilidi.ca se o verti.ce i. esta ou não ocupado.O

campo p(i) é utilizado quando o vértice i pertence a alÍlum

conjunto V criado pelas chamadas recursivas do algoritmo.

A bIT l\'ll possui tainbéITI duas fitas de trabalho que são uti

li.zadas como pilhas e que chamarcrnos de PI e P7

A pi.Iha PI será utilizada para a sin\ulação das chamadas

recursivas do algori.tmo. Uitt contador kl é usado como aponta.
dor para o tol)o dc PI' Em cReIa eleincnto desta pilha e armaze-

nado uin endereço de retorno Lp,. Assim, ''empilhar (G, V, L.)em
I']'' sj.gniflca escrever o ])cimeiro e o Último vértices de G e

[ cin ]'l, SOülãí l eiii kl e fazer p(i)'kl para todo ieV tal que
p(i.)=0 (alguns destes verti.ces podem estar em outro conjunto
correspondente a a18ulna chamada anterior do algoritlno). Além

disso, llm espaço O(dlgn) é reservado para armazenar o conjun-

to U quando o gfãfo tiver no máximo mo arestas. Indicareinc8pa'

bin(i) ' bin(il) ' bin(i2) * ... * bi.n(ik)

I' L -- J



(C(j),V(j),L(j)) a tripla que está na posição j desta pilha
A pilha P2 armazena os subgrafos G' (i.e., seu primeiros

ültinlo véi'tices)cujos cortes corresÍ)ondentes são grandes. Na

te que o correspondente V' não precisa ser guardado pois seus

vértices estão no conjlinto V da chamada que gerou o grafo G'

l)ara ocut)ar ou desocupar um vértice i. fçll altera o campo
e(i.) e registra o lance Bi-i fita! de saída. Além disso, faz
p(i) '"0 ]ia desocupação

A NIT }ll será utili.zada ]la ocupação de grifos com a seguin

te propriedade: para todo i (ISí<n), i é predecessor de i+l

Isto nos pci'mitirá simplificar a construção de bll pois, quan-
do o grifo for pequeno, i.e., tiver mSm.. arestas, ele terá no

máximo ln+l vórtices e, portanto, pode ser ocupado com m+l pe-
dras, seno dcsoctil)ações (veja delnonstl'ação do Tcorelna 2.2.3)

Alõnl disso, quando o grifo 8 particionado e o corte gerado for

&:Falido, existe pelo illenos uma aresta de G' para G'', não sendo,

l)ortanto, ilecessaria a ocu])a.çâo de G' apor a ocupação de G''

A fl.T btl procede de acor(]o com o seguinte algori.tmo

83

l ní c i o

empillie (C,g, L,]) ein I']

m : = 1 a(= (kl) l ;
ie iH < m. f3ntão0

í n Í c í Q

Q CCkl) est;i ocul)ado entãoL .)
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í n Í c i o

desocupc os verticcs de VG

vã para L(kl) ;

e na o

ínÍ c io

seja i o priJneiro vértice

(k?-v(kl) ; (1 )

(eln ordem topológica) de

VG(kl) não ocupado;

e não esta ocupados;

' (j)nÍuGU:u não esta ocu-

pados # g então

U:=tk:k é predecessor de i

se3 G' (j) em P2 tal quc VGL4

0

e (G' (j) ,V' (j)uU,

va l)ara L2;

desempilhe PI

va para L4;
f íín

se nao

í n Í ci

í n Í c í

0

cillpilh

f

L3) em PI (2)

L5

ocupe i;

dcsocupc os vórtices de U-VG(kl);
va para L3;

fím

3€3n a o

(3)
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l nlc lo

deterininc o últi.lno verti.ce de G'

se IA 1 : 2m/tgin então
in Íc ío

IV : :{ l G (a) :aeA} ;

cinpilhe(G' ,(V(kl)nVG')ulV. L6) em Pl;
va para L2;

descmpilhe Pl;

empilhe (G'', V(kl)nVG'', L7) eln Pl;
va para L2;

desempilhe Pl;

dcsocupe os vi;rticcs dc }V-(V(kl)nVG') ;
va para L(kl) ;
fím

senão

í n Í c í o

cmpillic G' cin P2

eml)ilha (G'',V(kl)nVG'', l.8) eln Pl;
va pa ra l.?;

dcscmpilltc P2
descml)illlc P.l

va píi rí' L (kl)
+' í rTI ;

flm

fim

(2)

L6

L7

(4)

(3)

(4)

I'8

LI



(1) são os vértices i. dc VG(kl) tais quc p(i):0
(2) o conjunto de vÉ;rtices empilhado 8 U, pois

outros vórtices i são tais que p(i) # 0

(3) são os vértices i do grafo tais que p(i):kl+l
(4) o conjunto de vértices empilhado é g, pois os

outros vértices i são tais que p(i) / 0

Para todo m31, seja r(m) o maior nível de encaixalnentodas

chamadas recursivas de b4ELllOR-OCUPAÇÃO para grifos com m ares
tas e grau de entrada máximo d

É fácil ver que

os

r (m) : 1, se in«m
- 0

inaxfr (m/2-m/!gm) ,r (m/2+m/lgm+d) } .

r(m/2-in/tgm)+r(m/2-m/lgm+d)}. se m> m0

Da dcinonstração do Teorema 2.2.3 segue que r(m)50(m/tgm)

Assim, a pilha PI pode ter O(n/lgn) elementos e seu arma
zcnamento pode ser fei.to cin espaço O(n) . Este também é um li-

mite superior para o espaço necessário para arlnezenar PI. Na

fita de entrada/trai)alho o espaço utilizado é O(n tgn). Este

espaço õ Suficiente para os cálculos de m, IAI e 2m/lgm

Portanto, o espaço uti-lizado por f'íl é O(n lgn)

Ll:P.IA 2 - Sejaiii t, r funções de IN cm IN tais que para algum

Z 3 Zo, 2 ! 1g2(t(Z)) S T(Z) 5 t(Z)1/2 para todo Z 3 Zo' Seja
N{' uma bIT cójn t-relógi.o que res])Cita .r-blocos e limo.fada em

tempo por tCZ) . Elltão existe uma l\IT l,I'' com T-relógio que reco
nltece 'r(bl') ctii egilaça O(t/tgt)



NSTliAÇÃO - Vamos construir i\l''

A ideia bãsi.ca da construção é associar a cada computa@o

de b'l' um grifo e, utilizando a estratégi.a MELHOR-OCUPAÇÃO pa-

ra ocupa-lo , simular bÍ' eln espaço O(t/lgt)

Seja d o número de fi.tas de trabalho de NI' . Para cada

uma destas fi.tas, bl' terá Mina fita de trabalho

Para desci'evcr a si.mulação, vamos consi.dotar uma entrada

w para hl' c vaíllos dívi.di.r a computação de M' sobre l.r CiR n=

: rt(lwl)/v(lwl)l intervalos de v(lwl) passos cada. A partir
desta divã.são corLstruirelnos o grafo

A cada intervalo de tcinpo A vamos associar um vértice

v(A). O grifo tem, portanto, n vértices. Para cada j (ISjSd)e

cada intervalo de tempo A, vamos denotar por A] o Último i.nter
velo anterior a A em que a cabeça da j-ésilna fi.ta de bl' visa.-
ta o mesmo [)]oco que em A, se existir; caso contra

supor, por conveniência, quc Â.i=0

As arestas do grafo são tai.s (lue para todo A' ,A(ISA' ,A<.n),

v(A') -' v(A) sse A' : A-l ou existe j tal que A'=A:. É imedia

to que o grato está ein G(n, d+l)

A cada vértice v(A) do grato, vamos associar i.nformações
h(A), b(A) c (l(A) definidas abaixo

Seja h(j ,z\) a posição da cabeça da j-ésima fita de bl' ao

termino do intervalo A. Seja }i(A):lh(l,A),h(2,A),...,h(d,A)Je

seja h=Lh(1),h(2), . . ..h(n) 1. A partir de h é possível constnlt

o grato, jã quc durante o i,ntervalo A»l a cabeça da j-ésimafi
ta visita o bloco Ih(j,A-l)/T(lwl)J

Seja b(j;A) d CÕhtdÚdo do bloco visa.tado pela cabeça da

8 7

D1:110

TIO, vamos
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j-ésiina fita de l.I' durante o i.ntervalo A, ao término deste.Se

ja b(A) : [b(l,A), b(2,A),..., b(d,A)]
Seja q(A) o estado de bl' ao térmi.no do intervalo A e se-

ja (l= [q(1), (1(2),..., q(n)J. Para sabermos se M' aceita ou

não w Õ suficiente determinar (l(n)

Conto bl' é determi.nística e respeita blocos, segue que

(l(A), h(A) e b(A) podcin ser univocamente determinados a par-

, b (Ad) , pela simulaçãotir de q(A-l), h(A-l), b(AI), b(A2),
direta de T ( lw 1) passos dc bl'

I'ara que ltí'' construa o grato da computação sobre \.r seria

necessário (luc cla conhecesse h antes de i.niciar a simulação,
o quc não õ l)ossível. Para contornar este problema, f.{'' gera

cnl orcleiít lexi.cogrãfica,candidatos a h. Para cada candidato ge

rUJo, bl'' o sul)oc corrcto e tenta simular a com:)utaçao dc l\l'
sobre w. Sc o candidato não é o corrcto, bl'' deteta o erro e

gera a próxima sc(luência; caso colltrãrio, a computação de }.í'
sobre w e s iiitulada

A f'TT bt'' uti.li.za bll como uma co-rotina. A execução dc bll
ocori c l)or etapas, cada etapa correspondendo a um lance do

jogo. Assim, cada vez (lue o controle É; passado a bll , ele é de

volvido (luandó }.ll grava cln sua fita de saída. Nesse i.nstante,

fl'' guarda em seu controle fi.Dito o estado em que b'll parou. Ag
tes de chamar bíl na prÓxitna vez, bl'' posiciona a cabeça da fi

ta dc saída cle NTI na sua célula mais ã esquerda. A computação
de bll prossegue então a partir de onde parou na chamada ante

Flor. Note (lt-ic fl'' não altera o conteúdo das fitas de l\{.
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Para feri.ficar se u]]] candidato h' é correto, lvl'' primeira

mclltc consta'Ói unt grafo a parti.r de h' e procede da seguinte
iiiíillc i ra

í nÍ c lo

enquanto v(n) não estiver ocupado faça
í rlÍ c í o

chame i\ll;

se o pl'ÕxiJlto lance ó ''ocupe v(AF' então
lilÍ c Í o

cojnpute c arinazcne h(A), b(A) c q(A) ;

e [l'(A) / ]l(A) então tente nova sequência
f Im

senão {proxilno lallce e''desocupc v(AIJ9
apague li(A) , q (A) e b (A) das fitas

fím

se L](n) é final então aceite w senão rejei.te w
f írn

A existâlicia das arestas de v(A-l) para v(A) garantem que

o intel'vala A não será si.mulado sem que os intervalos 1,2,...,
A-l jã tenham sido si.pulados alguma vez e, portanto, sem que

ja tiiilla sido'verificado que ll'(1) : h(1), h'(2) = h(2)
li' (A - ] ) = ]1 ( A

Vamos lnostFar que (quando Bll e chamada pela i-esi.ma vez

bl'' tem comi)utddo e ai'mazenado {b(Â), q(A): v(A) esta ocupado
no i.estante i da e$trategia l~IELllOR-ocupAÇÃO}

De fatal; linfa íÉO a afirmação é verdadeira

l



l)ara i>0, vamos considerar dois casos

Sc o (i-l)-Õsimo passo da estratégia i; ''desocupe v(AF'en

tão antes da l)r8xima chamada de MI' b(A) c q(A) são apagados
da fi.ta e, da ]iipõtese de indução, segue a tese

Se o (i-].)-É;signo passo da estratéfli.a é ''ocupe v(AF' en-

tão, no installte i-l de }ÍELllOlt-OCUPA\çÃO, v(AI), v(A2),.. ,V(Ad)

e v(A-l) estão ocupados. I'or hipótese de indução, b(At),b(A2ll
, b(ad) c q(A-l) estão armazenados. Como h(A-l) também es-

ta armazenado, }.I'' llode si.pular os x(lwl) passos de bl' do in-
tervalo ])ara colHI)utar t)(A) e cl(A). Assim, também neste caso a
tese õ valida

O armazenamento dos blocos pode ser feito em espaço

O(T(lw)n/Zgn), o da sequência h cnl espilço O(n tgt) c o da se

quencia (l eln espaço O(n). Corno jã vimos antes, hl. utiliza es
l)aço de traball\o tJ(n lgn) . O espaço gasto em s\Ja fita de saí-
da É; O (2gn)

Para todo Z:Zo' 2 :l lg(t(Z))2 S .t(Z) S t(Z)1/2 e, portal.

90

to

rt(Z)/T(Z) ] : I''-t(Z)/T(Z) S 2t(Z)/T(Z)

Assim , ]){ir;l to(lo Z>Z 0

cl n lg(t(z)) S 2 cl t-iÍ{ !g(t(z))

S 2 cl Zg (t (Z))
tg ' (t (Z) )

< 2 c. . t (Z ) .
t8 (t (Z) )
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e

c2 T(Z) --B-- S 2c2 T(Z) - t(Z)/'t(Z)' l gn ' z g CZt (Z)/ r(Z))

S :'2 .:(2tU):/5

S 4c2' Êg (t (z))

l,otic', o espaço gasto por l*Í'' é O(t/Êg t)
D

[Jina função t de [N em IN Õ boa se ela é construtível em

tcinpo i)or uma hl'r flt limita(ta enl espaço por O(t/tg t)

Tl:OliEbl.Q 3 - Seja t uma íullção l)oa e seja T(Z) = rt(Z)1/21. sc
t e T satisfazcin as conde.çoes do le)na anterior e f.l e ullla htT

limitada cnl tempo l)or t, então existe uma lvIT que simula NI em
espaço O(t/tg t)

DEb[ONST[iAÇÃO - ])e].os lemas l e 2, existe uma bIT hT'' com T-relê

gio (iuc Siiliula t.t cm espaço O(t/zg t) . Para obtermos o teorema,

basta c liminar o t'clógi.o

A Fi.Bufa 4.1 ntostra uma bíT colll uma Úili.ca fita tal que pa
i'a todo Z:0, após Z passos bl? teiit marcado cm sua fita UiH blo
co .]e r Z 1/ 21 células

Ligando f.l2 eín paralelo coill iNlt ol)temos urna bIT que constl6i

uln bloc'o de Ít(Z)1/21 : t(Z) células na fi.ta de b12 em espaço
0 (t/ t!! t)
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l.igantlo esta btT cln s8ric coil\ NI'' de tal lnancira que a fi-

ta dc t.l2 seja o relógio de i\l'' obtemos uma rIT (lue simula b{ em

espaço O(t/IR t)
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COROLÃR.[0 4 - ])ara toda função t t]e ]N em IN , DTEblPO(t) S DES

PAÇO (t/!8 t)

Dllf,TONS'rT{.AÇÃO - Sej a t um

limo.ta da cllt t eilll)o por t

Se t satisfaz as condições do teorema anteri.or, o corola

rio segue trivialmcnte. Caso contrário, podemos construir uma

htT (lue faz toda a si)iiulação do lelria anteri.or para t(Z)=1,2,
ate {itin8ii' uln c:;tudo dc amei.tição ou rejei.ção e sem exceder o
espítço O (t/lg t )

n

função de IN INa MIeni e sejaL

l)aul c Rcj.sclluk ([l'R781) obtiveram uin resultado semelham

te para nta(]uiíias de acesso a].eatÓrio

D

APLICAÇÕES À COftPLEXIDADE CONCRliTA

ta seçao al)resentamos algumas aplicações do Jogo das
Pedras visítndo ol)ter limites inferiores para o tempo necessário

para o calculo de certos conjuntos de funções dependendo do es

})aço di.sponÍvc]. ]Zstes resultados são, portanto, ].imi.tes nas

relações dc troca entre tempo e espaço como recursos coinputa
c.ioiia i s

A téCniCa qtle apreselttamos consiste em mostrar que gra

fos (iue repr©seiltdln cel'tos conjulltos de funções contém subgra
fos que sã.o (N,bf)-guperconccntradores e aplicar o Lema Funda

Nes
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N
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iliental a estes subgrafos

O modelo (te computação }uai.s apropriado para estas aplica

çoes e o de programas em linha Teta. Seja D um conjunto qual-

clucr. Seja f um conjLmto de operações sobre i) que contenha a

função-identidade ll)((t):d, para todo dGD. Um pxogxaltía e,tn ,e,é-

}llta /eZa ab e F consiste de unt conjunto cle entradas {xl,x,,
e olha se(luência fillita de atei.buições a regi.strado-

res, cada urna da forma Ri'" xj ou Ri' f(Rjl'Rj2'''''Rjk)(klo),
onde feF e Rjl' Rj2'''''Rjk a])arecem do lado esquerdo de al
13uina atribuição anterior. Além di.sso, cada entrada aparece PS.
lo iitenos uma vcz do lado direito de alguma atl'il)unção.

Um [)rogralni ein linha Teta Õ uma codifi.cação de um progra
ina cujii execução cona;late em, uma vcz atribuídos valores às

entradas, executar as atrlbuiçoes ]la ordem cin (lue elas apare
cem. l:xccutar umii {!trio)liição significa armazenar no i'egistra
clOF o valor da cxl)rcssão ã direita

I'i'ograinas clu lii\ha Teta são pro!!ramas scm instruçocs de

desvio. Uma tias razões pelas qual.s este modelo 8 aditado Õ quc

cin intuitos programas as instruções dc desvio servem apenas pg

ra fazer com {luc certos trecllos do programa sejatn repetidosum

certo ilÚincl'O (]c vezes. Duplicando estes trechos quantas vezes

íorein i\ccessirias obtemos programas em li.nha rota equivalentes
]os oi'i8inais

o lluiiic r o cl scruçoes ac ulli l)rogran\a erll .Linha Teta e o

{elrllio clo i)roga'ilha e o ilulnero (tc regi.stradores dista.ntos (lue ne

]c al)arccciit c o p6toaço do programa

O pro&1l'íimd collilu.{ um conjunto F

C

de fim,-A" c
A U''l-VV 0 10se , para



clo gÉ;li, existe ul:!a atribui.çâo a um regi.strador R.i tal quc pg.

ra toda entrada(xl'x2'''',xN) € D''ç, após a execução dessa a-

tribuição, ]Zj. arntazenarã o valor dcg(xl'x2'''',xN). Note (lue
este valor l-tão precisa necessariamente ficar armazenado em R

até o final da excct.ição do programa. Isto corresponde a imag.i

nar (luc o valor de g, Mina vez armazenado em Rj, poderia ser
ilitprcsso. As :Lnst-rações dc iin])cessão não fazem parte do mode-

lo ])oi.s, do palito de vista da Cola\plcxidade, elas no máximo do

bramiam o tempo do prograríla e, portanto, não alterariain sua
ordem cle grandeza

Suporenlos, scm l)arda dc !;cneralidade, que programas cm

l i.nela Teta sol)re um conjunto F não tcrn atribuições da forma

R.*- f(.. . ,Ri'. . -) . Atribuições deste ti.po podent ser eliminadas

de uln programa caIR o ztuxÍlio de uill novo registrador R.i e a

substi.traição dc cada atribuição Ri '- f(...,Rj,...) pelas atr.L

l)uições iij' f(''.,Ri'''') e Ri' Rj' desta ordem. O espaço do
novo prograiita (5 o do programa original mais l c o tempo e no
máximo o dobro, nao sendo, portal\to, alteradas as ordens de
8i anclc za tle aliibos

l)odes:ios associar um grato acíclico a uin programa em li-

nha rota dü seguinte altaneira: a cada entrada x.i correspondera
uma fotltc dc 8rafo; a cada iltstrução do tipo R;+- f(R; ,R; ,...,

Rjl.) , corresponc]crã uln vórtice no qua] para todo p(ISPSk),chg
ga unia {tresta (luc sai do vÉ;rtice correspondente a xj se a Úl-
tima atei.l)unção a Ri e Ri .-.x; ou do vértice correspondente à

ultima atribuição a íil ' eln caso contrario. Este grato será

cllalnudo dê gÀdgo aÁÓTJcZado ao programa.Abaixo, tentos um cxcm-
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plo dc uni programa e o grifo associado a ele

!{ ,) 1- xl

R< 'üR.+R.

Ro 'çx.

RI ''R3+R2
R. +"x,

RI 'R3+R2 x4 0-

Note que vários programas em li.nha Teta são associados a

unl !mesmo 8rafo. Al-ém di.sso, tlm programa eju linha retca induz

ujua cstrati;gi.a para ocupação do grato associ.ado a ele, sc as-

sociarmos unia pedra a cada regi.strador. Reco.procaineiite, uln 13ra

fo acíclico que representa uma computação de uin conjunto F de

fuílções usando operações de F, c uma estratégia perra sua ocy.

nação i.ílduzeln uni programa cill l i.nha rota sobre F que cornputa F

O tclnpo clo ])rograina e o numero de ocupações cla estratõgi.a e o

espaço é o espaço da estratégia. Note que o tempo do programa

está entre T'/2 e T' , onde T' é o tempo da. estratógi.a

Assim, a Ol-dela de grandeza do ten\po T necessári.o para se

conlputar um conjunto F de funções de Diw em D em espaço E é a

mesma do tempo necessário para se ocupar algum grifo que rc-
l)rcsenta uin i)rograina que computa F com E pedras

Nesta acção. vamos clctermi.nar limites infcrio

produto ET, fixado um conjunto F

\raliios considerar um progra)na quc comptJta F e seu lirafo as

sociado. PcidéMÓS supor'i Sem l)arda dc gcncrali.dado, que o prg

RI +'X 9

res para 0r

xl0-.



grama não tem atribuições (lue não são usadas para a computação

cle i;. Cada sorvedouro do grifo corresl)on.de a l-ima atri.buiç3o do

valor de algunta função de F nas entradas. No entanto, o cálcy.

].o dc alguma função f de F pode ser utili.fado para o calculo(b

outra ft.unção de ];, e o verti.ce correspondente à atribuição do

valor de f a uni registrador R.i não seta um sorvedouro. Imedia

temente apor esta i.nstruçao, vaillos acrescentar uma atribuição

Kj''Ri' onde Rj 6 um registrador quc não aparece no programa g
ri.final. O grato associ.ado ao novo programa assim obti.do é o

associado ao pro8rana original acrescido de um sorvedouro e

(te uma aresta. Rcl)etilido est:a operação tctntas vezes quantas iE
ccssãrias, obtcinos uin programa club con\puta F em espaço E+l e

tein])o no maxi.ino 'l'+IFl:2T. Ambos tem, re$pctctivalnente, a lllesina

ordem cle grandeza do espaço e do telnl)o do programa ori.final

f;cja K o corpo dos nún\elos real:; ou o dos nÍinleros coinplg.

9 7

(

)eja /\ uma matrJ.z b'lxN sobre K. Para. cada l=til<i2<'''<:ik} -
: {1,2,...,bl}(k:l) e cada J = {jl<j2<...<jll:Í1,2,...,N}(IZI),
vailios denotar ])or AIJ a matriz

a . .
l IJ l

xos

IJ 2

a

i

l

'::j . l
l 2J l

1. xkJ l ikJ 2

Uri18 ta] matriz seta chaílla(]a ,subttt«,C,tZz cle A.

l)il'amos (ltlc ,\ e a(fn},é6:5,Zve.[ se todas as suas submatrizes

':k' ' la
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(luiidrildas são não-singulares

Seja F um conjullto de operações sobre K. Sc toda função
de F É; linear, unl programa cnl li.nha Teta sobre F seta chamado

li og4anía ,Clnea,t. O grifo associado a ele seta chamado ga.a6o

C,Zlnea,t

Vamos estudar, agora, o produto y=Ax. onde xeKN. Supondo,

sciii perda dc gencrali.dado, quc as linhas de A são 2 a 2 distin

tas, podemos co)lsiderar o cálculo do produto y=Ax con\o o de

,l funções lineares nas variáveis xl'x2'''',xN' IJm grafo li.ng
]r que rel)rcscnta este produto t:cn l)clo menos N fontes, que

corrcsl)oildcm ãs entradas e as atei.bui.ções do tipo Rj çO (a fup.
ção nula i; a íillica função constante quc Ó li.cear) . Além disso,

l)odeilios supor, scni perda cle generalidade, que tal grato tcin bl
sorvcdouros

O tcoretitii :irai.xo not; seta dc !lande utilidade para mos-
trar (late certos }!tufos são supercollcentradorcs

TEORE''IA l (Tcorclna de l~lenger) - Seja G um grifo acÍclico. Se-
jam \r',V'' subconjuntos disjuiltos e não-vazios de VG. Então

inaxÍk:] uin k-fluxo de V' para V''} = mi.ntÊ:] ! verti.ccs em G

tais (lue todo calminho de V' para V'' passa por um dcles}
l)EblONS]'ILAÇÃO - Vice [Be 791, pg. 167

TljOREblA 2 - Seja G um grifo linear que representa o produto y=

=Ax. Sejam l SÍ1,2,...,bT} e J S {1,2,...,N} taisquc lll=
= IJI . Scjaül X o conjunto das fontes correspondentes aos

xj(jCJ) e Y o conjunto dos sorvedouros correspondentes aos

yi(i€1) ' Se AiJ 8 não-si.nÍlular então exi.ste um IXl-fluxo de X

Ü
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l)ara \'

l)EblONSTRAÇÃO - \ramos supor, sem perda de generalidade, que os

x.i(jgJ) são llulos. Neste caso, llodeinos considerar os y:(iÉ;l)
coljto funções lineares de KIJI em KI

A ]natriz AIJ é a ]natri.z de representação dos yi em rela-
ção a L)ase caliÕnica do espaço das funções lineares de KIJI em

K". (=olno AT.J e nÉio'singular, segue que os y: são linearinent
independentes

Se cxistireln IXl-l vértices eni G cuja remoção desconecta

Y de X, cada um dos yi(iÉ;l) pode ser escrito coIRo combinação
linear tias funções lineares cujo valor fica armazenado após a

execução (las atribuições corres!)ondcntes a esses IXl-l vérti-

ces. Isto coltt:radiz a independencia linear dos y{
i\ssi.m, pelo incnos IX vértices dcveln ser remova.dos de G

!)ara dcscoilectar Y de X. Pelo Teorema 1, existe um jxl-fluxo
de X para Y

e

n

COROLÁRIO 3 - Seja G um grafo linear que representa o produto
y = Ax. Se /\ e admissível então G tem um subgrafo que é um

(N,bl)-supercoilcentrador cujas fontes são as correspondente às
entradas e os sorvedouros são os de G

1)1:hlONSTRAÇÃO - Segue do Tcoreina 2

COltOLÃlil0 4 admissível então o calculo do produto y=

:Ax poi' um programa ].i.cear em espaço E requer tempo

D

T , E + W(NI.g
E+l
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Vamos, agora, generalizar estas idéias para o produto de

matrizes C = AB, onde A e 13 são, respectivamente, matrizes bíx
xN e NxP sobre K

Supondo, scm perda de generali.jade, que as linhas deAsão

dua!;aduiis distintas, podemos considerar o cálculo deste produ-

to coijto o de l\íP funções lineares nas variáveis bl.i' Um grifo
li.riear quc repl'ementa este produto tem pe].o menos NP fontes

A].éin di.sso, ])ode)nos, sem perda de generalidade, supor que tal
grifo tem f.ll) sorvedouros

Seja G uin grifo linear que representa o produto C=AB. Pa

ra todo i (ISiSI'), seja Xi o conjunto das fontes de G cor

respondentes aos elementos da i-ési.ina coluna de B e seja Yj o
conjunto dos sorvedouros de G correspondentes aos elementosda
i-êsi.lha coluna de C

I'EORENIA S - Sc A é ad ssivc.l ente\o para todo i (ISiSP), exig

te uln subgrafo Si de G que é u)n (N,It{)-superconcentrador cujo
conjunto de fontes é Xi e cujo conjunto de sorvedouros é Y
l)EblONSTRAÇÃO - Seja i. tal quc l<.i.SP

A i-ésiüia coluna de C é o produto (de matriz por vetou)de
A pela i. ima coluna de B. Asse.m, fazendo todas as entradas

cle 13 iluld$ erecto as da i.-É;silna coluna e eliminando osvértices

dos qua:is não sai nenhum caminho que chega em YI, obtemos um

subgrafo dõ G (lue e um grifo associado a uln programa que com
putÍI o produto de olha nlatri.z por um vetar

AI)licahdo o Corolário 3 a este subgrafo

n

l

obtemos tesea
D
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(:Orou.ÁlqlO f) - Sc A Ó admissível então a ocupação de G eill espa

ço ]1 (0 < E < N,b{) rc(quer tempo T tal que

]' » PE -. PM(N ]4

DENtONSI'RAÇÃO Sej a i tiil que 1 < i < P

Uma estriltõgia })ara ocupação de G en! espaço E induz uma

estratégia pal a ocupação clc SI ' Pela demos\stração do Lema 1.2.4,
:i ocupação de G requer pelo menos E + g11g=-EI ocupações de fon

E + l
tes de S

Coiiio os conjuntos das fontes dos Sj são dois a dois disjtU
tos, tcnlos que a ocupação de G requer tempo

l

T > r'E + ll?!!(N-+!)
E + l

n



CAPITULO 5

CONCLUSÃO

A demonstração da existência de (N,6,4,6)-concentradores
e a consta'uçao t ecursiva de N-st.tperconcentradores são de

I'ippengel' (rPi771). Pippcnger também mostrou que seus N-su

perconcent] odores tem no máximo 40N vórtices. A contagem do

nilmero de vórtices que apreselltainos aqui., além de mais genéri
ca, nos leva íi um limite superior dc 22N para o número de vér

vices (lo N-supercoiicentradol' de Pippenger. O Leira ].2.1 é de

Pilli],'l'íirjili\ c (:clone (1 1''1 (1771). O l,ema Fundaiiiental e o T.ema

1.2.4 t;ão dc 'l'oínl)a (ITo781). A versão alternativii do Lenn Fun

tliimcntíll ã (lc l.cngauer ([Lc791)

llol)ci'ol:t, I'anil c Valiant ([[[['V77]) mostraram que
E.](n) : O(n/Zgn). De sua clcnloilstração, Paul,Tai'jai] c Celonide

livílranl {i pi ilncirii versão clo algoz itmo ATEI,HOR-OCUPAÇÃO. A ver

são de l\lEI,11011-OCUPAÇÃO apl'esentacla aqui é do autor, bem como

l clemotlstrêição dc sua corrcção. A análise do algoritmo é es-

sencialmente a (]ue aparece cm [P]'C77] . Paul, Tarjas e Celo-

ni mosto'afaül, ainda, que lid(n) : Q(n/Zgn)
As relilçõCg elltre te)tipo e espaço no Jo

(le l,cilgíitic I'

(] ]'esultíitlo (tü Corolãi io 4.2.4 é de flopcroft, Paul c Va-
Jiant. llm sua deijíollst-Füção cJcs utilizaram uma NIT não-determi.

10 2

das Pedrasgo Silor
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istica l)íil íi gel'i.ir os lances da ocu])ação do grifo e as técni
L.as (lc Savitch ([Sa70]) para tol'ná-la determinÍstica. A cons-

ta ração da NIT bll õ do autor. A]Õm di.sso, introduzimos o modelo
cle bIT com relógio cair a intenção de tornar mais claras as de-
ttionstrações dos Lemas 4.2.1 e 4.2.2

As relações entre programas em linha Teta e grafos acÍcli
cos e o 'Fcol'Chia 4.3.2 são de Valiant C[Va76]). O Corolário

4.3.6 apai ece em [Ja80] . No ontaíito, nos parece que sua de-

monstração exige uma ]lipõtese a mais, o qt.te o torna mais fra-

co. A dcnlonsti açao (lue apresentamos é do autor

IJiiia víiriação do jogo foi introduzida por book e Sethi

([CS701). As l)e(]i'as podelti ser brancas ou pretas; as pedras
l)bancas reprcseiltaíit passos não-deterininl'sti,cos cle algoritmos

Otite:l variação ó (lcvicla a llm(lc-Boas e ].eeuwen ([EL79]). Nela

uma terceira regi'a ó acrescida ãs do jogo ori.ginal:se todos os

1)1'edecessores de uni vértice v estão ocupados então uma pedra
l)odc scr movida de um predecessor de v para ele. Elnde-Boas e

Leeuweil provaram que um grifo pode ser ocupado em espaço E se-

gundo as novíls regras ssc ele pode ser ocupado em espaço E+l
e8uil(lo [is i'egriis OI'iginíl:is.

Paul c Rcjschuk ([PR7Ç)]) obtjvcrant un} resultado semelhan

tc ao CorolÍíi'ia 4.2.4 para a simulação de Mina máquina de aces
se a l eiitófio l)or uma NIT

Valiant !íT)ligou õs resultados sobre o Jogo das Pedras à

Transforntadl lJiscreta de Fotirier e Ja' Ja' à Multiplicação de

Nlatrizc's c' :i ltlvot'são de Matriz.es. Outras relações do Jogo das
l)c(li'iis CÕfTI (:Óifii)IC#icld(lê Concreta aparecem em [T07811 e [CS79]

11
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Outros aspectos da colltplex:idade do jogo são encontradas
ctu [Se751 ,[].j.78] eIGL'r79]

Alguns pl'oblemas relacionados com o Jogo das Pedras per-
]nanecem, ainda, cm aberto:

1. construção expl:Ícita de (N,d,cl ,c?)-concentradores;

2. determinação das constantes ótilnas dos Capítulos 2 e 3;

3 . TllF«IPO ê ESPAÇO(t/ ggt)

4. i]p]icação do .Jogo (]as Pedras a outros problemas de

Cotnplexidacle Concreta Cp. ex. , Calculo do Deterininan
t c)

9
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