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CAPTTULO 0
0 JOGO DAS PEDRAS

Neste trabalho estudaremos o chamado "jogo das pedras",
definido em [HP70] e [Wa71].

0 jogo € realizado por um Unico jogador sobre um grafo o-
rientado finito aciclico (vide definigao na Secdo 1.1). Um lan-
ce consiste em ocupar wn vertice, isto €, colocar uma pedra so-
bre ele, ou desocupan um verntice, isto 6, remover uma pedra que es-
ta sobre ele. Diremos que um vértice estd ocupado em dado ins-
tante do jogo sse ha uma pedra sobre ele.

Os lances estao sujeitos a duas regras:

L. um vértice pode ser desocupado em qualquer instante;

2. um vértice so pode ser ocupado (com uma pedra que nao

esta sobre nenhum vertice) se todos os Sseus predecés—
sores estao ocupados.

Inicialmente, nenhum véertice esta ocupado. O objetivo do

jogo e ocupar o grafo, isto &, ocupar cada um de seus vértices pe-
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Figura 0.1



lo menos uma vez. Note que nao € necessdrio que todos 0s vér-

tices do grafo estejam ocupados em algum instante ou ao final

do jogo.

Como exemplo vamos apresentar duas estratégias para ocu-

par o grafo da Figura 0.1, identificando as pedras por 1, 2,
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0 numero de lances para s¢ ocupar un grafo G

tegia

da estrategia.

usando uma estra-
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No exemplo anterior, a Estratégia 1 gasta tempo 13 e es-

pago 3 e a BHstratégia 2, tempo 10 e espaco 4.

A ocupagao de um grafo por uma estratégia pode também ser

descrita pela seqliencia dos vértices ocupados apés cada lance.

Um tal cojunto de vértices ocupados & uma congiguracdo .,

Se

for

permitido que varias

pedras

sejam

colocadas num



N

vertice entao uma configuracdo & um multi-conjunto, onde cada
vertice tem por multiplicidade o numero de pedras que o ocu-
pam.

A configuragao no instante t da estratégia, C., € a configu-

t )
ragao imediatamente apds o t-ésimo lance e antes do lance se-

guinte. 0 numero de pedrias no grafo no instante t & |C Note que

el

as regras do jogo garantem que Ct =C _1u{v} ou Ctu{v} =

t t-1°

No primeiro caso, v € ocupado no instante t e

PredG({v})Sthl

(na definigao na Se¢ao 1.1). No sepundo caso, v & desocupado
no instante t.

O jogo foi introduzido por Hewitt §Paterson ([HP701) no
estudo de esquemas recursivos, mas apenas para arvores bina-
rias. Cook ([Co73]) utilizou as mesmas idéias para tentar pro-
var sua conjectura de que PSESPACO(1g?).

Walker ([Wa711) generalizou o jogo e aplicou-o ao estudo
de calculo eficiente de expressoes. Sethi ([Se731) utilizou o
jogo em alocagao eficiente de registradores.

A ideia basica destas duas aplicacOes e outras posterio-
res € associar a uma computagao um grafo orientado aciclico.
Cada vertice representa uma certa informagao e as arestas in-
dicam quais informagoes precisam estar disponiveis para que u-
mia outra seja computada. A ocupacao de um vértice representa
a computagao ¢ o armazenamento da informagao correspondente a
ele. As fontes do grafo representam as entradas e os sorvedou-

I

aidas da computacio.
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Um problema que surgiu foi o de determinar o espaco Ed(n)
necessario para se ocupar qualquer grafo com n vértices e grau
de entrada maximo d. Hopcroft, Paul § Valiant ([HPV771) mos-
traram que Ed(n) =0(dn/2g n) e, utilizando este resultado,que
para toda fungao t de N em N, TEMPO(t)SESPACO(t/%g t), onde
TEMPO(t) e ESPACO(t/fg t) denotam as classes de complexidade
de Maquinas de Turing limitadas em tempo por t e em espaco por
t/g t, respectivamente. Paul, Tarjan § Celoni ([PTC771) mos-
traram, através da construgdo de uma familia de grafos de di-

ficil ocupacao, que E,(n) =@(n/%g n) e, portanto,
Ed(n) = 0(n/%g n).

Um problema que despertou interesse, entao, foi o de de-
terminar o tempo T necessario para se ocupar um grafo com n
vértices e grau de entrada miaximo d se fixarmos o espaco E
disponivel. Varias tentativas foram feitas para resolver este
problema ([PT771, [EL781, [Li78], [Rci78]1) até que Lengauer

(I Le79]) mostrou que

,0(n/E)
T = E2° .

Mais recentemente, o jogo tem sido utilizado para deter-
minar relagdes entre tempo ¢ espaco em Complexidade Concreta
(Lva7ol, [To78], [Ja8071).

O Capitulo 1 deste trabalho & dedicado a Teoria dos Gra-
fos. Na Sec¢ao 1.1 introduzimos alguns conceitos bdsicos sobre
grafos orientados, visando principalmente apresentar a nomen-

claturd ¢ o notagao que adotaremos. Na Seccao 1.2 es-



tudamos uma familia de grafos chamados superconcentradores que
sao de grande utilidade na determinacdo de limites inferiores
em alguns problemas relacionados com o Jogo das Pedras.
No Capitulo 2 estudamos as funcoes Ey(n) e no Capitulo
3, o trabalho de Lengauer sobre tempo vs. espaco no jogo.
Finalmente, no Capitulo 4 apresentamos algumas aplicacgoes

do jogo a Teoria da Complexidade.



CAPTTULO 1

GRAFOS E SUPERCONCENTRADORES

I - GRAFOS
Um grafo ornientado G consiste de um conjunto VG de elemen-
tos chamados ventices, um conjunto aG de elementos chamado ares-

e um par ordenado (1G,$G) de fungoes de aG em VG.

Las
Para todo a€aG, 1G(a) € chamado extremo inicial de a e ¢G(o) ,
extremo final de a. Dizemos ainda que a saide 1G(a) e chega em

¢G(a) .
Um grafo orientado G € #inito se VG e aG sao finitos. Pe-

lo termo "grafo'" entenderemos um grafo orientado finito.

Sobre VG vamos definir uma relacao que chamaremos de #e-

tacao de precedencia:

vV sse existe o em aG tal que

[ R S
G

u

1G(a)
e

dG(a) V.
vV € sucesson

Se u —~. v dizemos que u ¢ predecessonde v e

3
Se 1G(o) =¢G(a) dizemos que o € um lago. Caso contrario,

de u,
a € uma

({gagao.,
O tamanho de un grafo G € o inteiro |VG| + |aG|.

Para todo V'¢VG, denotaremos por SucG(V') o conjunto dos
—6-



- ¥'a

sucessores dos vertices de V', isto @

]

sSucG (V")

il

{VEVG: Juev' |u 0 v}.

Analogamente,

1]

PredG(V") {VGVG: Juev' |v “a u}.

Para todo V', ,V'"¢V(G, denotaremos por aG(V',V") o conjunto
das arestas que saem de algum vértice de V' e chegam em algum vertice
de V", isto &,

aG(v',v") = {aGaG: 1G(a)EV' e ¢G(Q)GV”}.

Um grafo G ¢ bipartido se existe uma particdo {V' ,V"} de VG tal
que aG(v',v") = agG.

Un grafo G' € subgrago de um grafo G, G'cG, se VG'<VG, aG'caG e
1Ge ¢G" sao, respectivamente, as restri¢oes de G e ¢G a aG'.

Para todo V'sVG, o subgrago de G gerado por V', G[V'], é o
subgrafo G' de G tal que VG'=V' e aG'=aG(V',V').

0 grau de entrada (ghaw de salda) de um vértice v de G & o
numero de arestas que chegam em (saem de) v. Uma fonte (s01ve-
dowte) ¢ um veértice com grau de entrada (saida) nulo.

Un grafo G ¢ 4dmples s¢  nao possui lagos nem arestas mul-
tiplas, isto €, arestas distintas com mesmo extremo inicial e
mesmo extremo final.

Um  passeio em G € uma seqlléncia finita ndo vazia (vO,al,

0 s Vose a0 LV ) (n20) tal que v

,V_EVG, o
2 n’ n n

0,vl,... 1,...,an€aG,

¢ para todo j I<j<n) 1CG L) = V. e ¢G(a.) =v. ou 1G(a.) =v.
1 J (l<j=n) (aJ) jop €0 (GJ) ; (aJ) 3

c ¢U(ﬂj) VL Dizemos que este passeio Liga v, a v . Se

0 n
VUEV cVG e VHGV”gVG,



dizemos que o passeio liga V' a V". O inteiro n € chamado com-
preinento do passedo.

Um grafo & conexo se quaisquer dois de seus vértices sao
ligados por um passeio. Se um grafo nao € conexo, cada um de
seus subgrafos conexos maximais & chamado componente do grafo.

Um caminho onientado em G € um passeio (Vo“ﬁfvl""’%fvn)
tal que VgsVyseresVy sao dois a dois distintos e para todo j
(1<j=n) 1G(aj) =vj_1 e ¢G(aj) =V Por simplificacao, vamos nos
referir a um caminho orientado apenas por ''caminho'.

Dois caminhos sao disfuntos se ndo tem um vértice em co-
mum. Um k-4luxo € um conjunto de k caminhos dois a dois disjun-
tos.

Un cirewito em G € um passeio (VO’al’Vl""’an’Vn) de com-
primento n > 1 tal que (VO’al’Vl""’anml’Vn—l) € um caminho,
1Gla) =v gy 0G(o) =v e Vg =V,+ Un grafo & aclelico se nao
possul circuitos Por G(n,d) denotaremos a familia dos grafos
aciclicos com n vértices e grau de entrada maximo menor ou i-
gual a d. A nao ser que esteja explicito o contrario, supore-
mos neste trabalho que d = 2.

Uma ordenacgao ViaVas sV yg) dos vértices de G € +topolo-
gica se para todo i, j (1=i,j<|VG]|) Vi =hp vj implica 1 > j.

Dois resultados basicos sobre grafos aciclicos serao mui-

to utilizados por nos.

TEOREMA 1 - Qualquer grafo (finito) aciclico tem pelo menos u-

ma fonte e pelo menos um sorvedouro. 0

TEOREMA 2 - Um grafo (finito) G € aciclico sse G admite uma or-



denacdo topoldogica de seus vértices. 0

As demonstracoes serao deixadas a cargo do leitor.

2 - SUPERCONCENTRADORES

Uma familia de grafos que tem especial interesse no es-
tudo do Jogo das Pedras & a dos chamados superconcentradores.

Un (N,M) - superconcentradon € um grafo aciclico com N fon-
tes e M sorvedouros tal que para todo k (1<k<N,M), quaisquer
k fontes do grafo estao ligadas a quaisquer k sorvedouros por
um k-fluxo.

Quando N =M chamaremos o grafo abreviadamente de  N-su-
perconcentnadon,

Superconcentradores tem sido muito utilizados na deter-
minagao de limites inferiores no Jogo das Pedras e em algumas
de suas aplicagoes. A utilizacgao se baseia, principalmente, nos
resultados que apresentaremos mais adiante.

Um caminho num grafo G esta £iwre de pedras num instante t
se nenhum de seus vértices esta em Ct'

Por "os vertices de V'SVG sdao ocupados durante um inter-
valo T'" entendemos que para todo VvEV', existe LET tal que

veC, . mas nao necessariamente existe t'€T tal que V'ECt,.

LEMA 1 - Para todo E (0<E<M,N), se E vértices de um (N,M)-su-
perconcentrados S estao ocupados num instante t e Y € um con-
junto de E+1 sorvedouros de S, entdao existem N-E fontes de S

ligadas a Y por algum caminho livre de pedras no instante t.

DEMONSTRACAD - Qualquer conjunto X de E+1 fontes de S & liga-
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do a Y por um (E+1)-fluxo e, portanto, pelo menos uma fonte de
X estda ligada a Y por um caminho livre de pedras no instante t.

Logo, o conjunto das fontes de S que nao estao ligadas a Y
por um caminho livre de pedras no instante t tem no maximo E

elementos.

LEMA 2 (Lema Fundamental) - Para todo E (0<E<N,M), se E+1 sor-
vedouros de um (N,M)-superconcentrador S sao ocupados durante

um intervalo T =[t,,t,] tal que |C 1[ =E entao pelo menos

t, -
1
H-E fontes de S (que nao estaoc em Ce 1) sao ocupadas durante

1
T.

DEMONSTRAGAO - Pelo Lema 1, no instante t,-1 existem pelo me-

1
nos N-BE fontes de S ligadas aos E+1 sorvedouros por algum ca-
minho livre de pedras. Durante T cada uma destas fontes é o-

cupada pelo menos uma vez. 0
O Lema Fundamental pode se apresentar sob outra forma.

LEMA 3 - Se S & um (N,M)-superconcentrador entdo sao equiva-
lentes:

1. O Lema Fundamental.

) e . - o D) <R D) <R o | . 3 < N —

2. Para todo Li,Lf (O_Ej,Ef, O.Li+ﬁf<N,M),M,LJHi#l sorve
douros de S sido ocupados durante um intervalo T=[t1J7]

tal que lctlnll =L, e |C, | =g, entao pelo menos N-E;-E.

2
fontes de S sao ocupadas e desocupadas durante T.

DEMONSTRACAO = 1 == 2 - Sejam E;» Ep e T nas condigoes de 2.
Seja T'sT ﬁttl,t7] 0 sub-intervalo de T que compreende os

instantes de ti até aquele em que o (Ei+1)~ésimo sorvedouro de
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S & ocupado. Aplicando 1l.a T' temos que durante T'ET pelo me-
nos N~Ei fontes de S sao ocupadas. Como apenas E_f vertices de
S estao ocupados ao final de T, pelo menos N-H1~Ej daquelas
fontes sao desocupadas durante T.

2= 1 - Sejam E,T nas condicoes de 1.

Seja j o numero de pedras em S ao final de T, isto &,

Removendo estas pedras do ¢rafo, obtemos um interva-
lo [t],t7+j] durante o qual E+1 sorvedouros de S sao ocupados,

,Ctl—l’ =L e |Ct2+jl =0,

Por 2., N-E fontes de S sao ocupadas e desocupadas duran-
te Ltl,t2+j]. Como so ha desocupacdes durante [t7+1,t2+j], as

N-I fontes sao ocupadas durante [tl’t2]° 0

LEMA 4 - Se todos os sorvedouros de um (N,M)-superconcentrador
S sao ocupados durante um intervalo [1,T] em espago E entao

T > E + M(N-E)/(E+1).

DEMONSTRAGAO - Vamos supor, sem perda de generalidade, que ca-
da sorvedouro e ocupado apenas uma vez.

lara 1 =1,2,...,M, scja ti 0 instante c¢m que o i-esimo
sorvedouro ¢ ocupado.

Como S ¢ um (N>M)-superconcentrador, cada fonte de S &
Ligada a cada um dos seus sorvendouros. Assim, durante [1Jj"1]
todas as foiites de S sao ocupadas ¢, portanto, tl—]::N.

Nurante [t1+1,tE+2], E+1 sorvedouros de S sao ocupados.
Come lCt | <&, segue do Lema Fundamental que durante [tl+1,t

|
pelo mends N=I fontes de ¢ sio ocupadas e, portanto,

E+2]
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tE+2—t1 > N-E.

Aplicando este raciocinio sucessivamente temos :

AV

N+ (N-FE) [(M-1)/ (E+1) |

A%

N+ (N-E)(M-E-1)/ (E+1)

E+ (N-E)[1+(M-E-1)/ (E+1) ]

il
=

S M(M-E)/ (+1). 0

Uma familia {SN}V‘l de N-superconcentradores & Linear se:

N2
L. existe um natural d tal que para todo N (N21), o grau
de entrada maximo de Sy ¢ menor ou igual a d;
Z. existe uma constante positiva ¢ tal qQue para todo

N(N=1) IVSN’fTCN.

Valiant ([Va70]) mostrou que existem familias linearcs de
N=superconcentradores, mas sua demonstracao nao ¢ construtiva.
Posteriormente, Pippenger (LPi77]1) construiu uma familia 1i-
near de N-superconcentradores, mas um dos passos da construcao
baseia-se em argumentos de contagem. Esta construgao sera vis-
ta mais adiante. Gabber § Galil ([GG791) construiram explici-
tamente N-superconcentradores, para N quadrado perfeito.

Sejam N, d, Cis €,y inteiros positivos tais que—%s<&/c2<L
c,z2e Cy divide czd. Seja d' =c2d/cl. Um (N,d,c],cz)—cmwen—
tradon ¢ um grafo bipartido com N fontes e <y fN/CZT sorvedou-

ros tal que!

I'. cada fonte tem grau de saida no maximo d:

)

|

cadd sorvedouro tem grau de entrada no maximo d';



5. todo conjunto X de fontes do grafo tal que |[X]| < N/2

esta ligado a pelo menos |[X| sorvedouros.

LEMA 5 = Se X e um conjunto de fontes de um (N,d,c],cz) - con-
centrador C tal que |X| sN/2 entao existe um |X|-fluxo de X

para algum conjunto de sorvedouros de C.

DEMONSTRACAO - Seja Y = 5ucC(X). Da definicdo dec concentrador
segue que |X'| < |SucC(X')]|, para todo X'<X.

Como SucC(X')SSuc(X) =Y, para todo X'SX, aplicando o Teo-
rema de Hall ao subgrafo C[XuY] de C temos que existe um em-
parclhamento neste grafo que cobre X e, portanto, um |X|-flu-
xo de X para algum subconjunto de Y. 0

Concentradores podem ser usados para uma construcao re-
cursiva de familias lineares de N-superconcentradores.

Seja A(N) =CI[N/CZT. Seja kf:cl(czml)/(czucl).Elﬂcﬂ,mmr
trar que k=3 que para todo N>k, A(N) < N.

Vamos construir recursivamente uma familia {SN}NZI da se-
guinte maneira:

1. se N <k, SN ¢ o grafo bipartido simples com N fontes

¢ N sorvedouros tal que toda fonte ¢ ligada a todos
os sorvedouros;

se N>k, SN e composto por uma copia Lﬁ de um (N,d,cl,cz)—

]
.

concentrador, uma copia C, de C.1 com as as arestas in-
o
vertidas ¢ uma copia S de um AM(N) = superconcentrador,

Pigadas como na lFigura 1.1.

TEOREMA 6 - Puara todo N (N=1), SN ¢ oum N-superconcentrador.

DEMONSTRAGAO = Por indugio sobre N



1°1 2an314

§901319A 9p 02580TITIUSPT BOIpPUT

s93u2puodse1100 $9DTII2A OPUBSTI] SBISOIB BOTPUT ~e

14 -

r




Para N2k, o teorema ¢ cvidentemente valido.

Para N> k, seja X um conjunto de fontes de SN e seja Y um
conjunto de sorvedouros de Y tais que Ix| = lyl. vamos mostrar que
existe um |X|-Ffluxo de X para Y.

Seja Y' o conjunto dos sorvedouros de SN correspondentes
as fontes de X e seja X' o conjunto das fontes de X cujo sor-
vedouro correspondente esta em YnY'. [ imediato que |X'|=|YnY'] e
|X=X"| = |Y=-Y'| <N/2. Também €& imediato que existe um |X'|-fluxo
de X' para YnY' (composto por caminhos de comprimento 1). Pa-
ra obtermos o teorema, basta mostrar que existe um |X-X'|-fluxo
de X-X' para Y-Y',.

Pelo lLema 5, existe um |[X-X'|-fluxo de X-X' para um con-
junto X" de |[X=-X'| fontesde S e¢ outro de um conjunto Y'" de sor-
vedouros de S para Y-Y'. Como S e um superconcentrador, exis-
te um [X-X'"|-fluxo de X" para Y'" em S. A concatenacao destes

fuxos nos da um | X=X'"|=(luxo de X-X' para Y-Y'. 0
Para 1 inteiro positivo, vamos definir AN por
| P | i _ i-1 .
AT(N) = A(N) e AT (N) = A(a (N)), para i>1.

LEMA 7 = Para todo 1 >1 ¢ todo N=z=1,

C l-—(c.l/cz)i

AI(N) s(cl/cv)lN-FEl(C7~l)
2 l"((-.'-l/\:z)
DEMONSTRAGAO - Por inducdo sobre i. N

PROPOSICAO 8

Para todo 1 =1 e todo N=1,

Ai(N) < (cl/cz)jN + k

DEMONSTRACAD - Seégue do Lema 7. 0



TEOREMA 9 - Para todo N~ 1,

; 1 ; g k :
/¢ < | -+ 1 - - 2N
V)l = 1—c17c2+J +Rg(cszI)_J
DEMONSTRACAO - Por inducgdo sobre N.
Para N <Kk, |VSNI==2N e, portanto, a tese € valida.

Para N>k, temos IVSNI = 2N+ | VS Aplicando repeti-

A(N)l'

damente esta formula obtemos:

(VS| = 2(N+ A(N) + A2 (N) + ..o+ ATN))

onde r ¢ o menor inteiro tal que

AT(N) < k. (1)
Pela Proposigao 8,
r-1 i
: 2 D
|VbN| < uNizn(Cl/Lz) + 21k
s N
) I~(L1/L2)
= 2N T 7o + 2rk
c/c,
< 2N — } — + 2rk
l~c]7c7

Tomando

. [,_w]
Qg(c7/cl)
o ro -
temos (Cl/cz) N < 1l.Pela Proposicao 8, X "(N) < k+l, isto e,
-

A O(N) <k. Logo,



Como N> k>3, N/eg N e crescente e, portanto, kegN<N2gk

Assim,
Lg N k Lg N N 2g k
kr <k|1 +———| sk + e < N+ ——
Qg(cz/clj Qg(cz/cl) Kg(cz/cl)
e k
= |1 + =——————|N.
Qg(cz/cl)J

Portanto,

7 P | : gk \
|\/‘SNI ;[l—c.]c, * +Rg(c,7b 3)2A' 0
1 2 2 1
COROLARIO 10 - A familia {SN}N>1 ¢ uma familia 1inecar de N-su-

perconcentradores.

DEMONS TRACAO = Segue do Teorema 9 ¢ de que todo S, tem grau de

N
cntrada maximo limitado superiormente por max{d', k}. U

Veremos a seguir o resultado de Pippenger sobre a exis-
tencia de (N,0,1,06)-concentradores.

TEOREMA 11 - Para todo j =1, existe um (6j,6,4,6)-concentrador.

DEMONSTRACAO - Para cada permutacao n de D={0,1,...,36j-1},

vimos definir o grafo G(w) como sendo o grafo simples biparti-
do com 6j fontes {(1,z): 0=<2z<06j-1} ¢ 4j sorvedouros {(2,z):
0<z = 4j=-1}, tal que (1,z mod hj)’*G(ﬂ) (2,m(z) mod 4j), pa-

ra todo z€D. Cada fonte de G(m) tem grau de saida no maximo 6 ¢ cada sorve-
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douro grau de entrada no maximo 9.

Diremos que G(N) €& bom se ndo existem um conjunto X de i

fontes (1<3j) e um conjunto Y de i sorvedouros de G(I) tais
que toda aresta que sai de X chega em Y. Note que se G(N) e
bom, entao G(M) ¢ um (6j,6,4,06) - concentrador.

Mostraremos que existe I tal que G(M) & bom determinando
um limite superior menor que 1 para a razdo entre o numero de

permutagoes cujo grafo ndo € bom e o nimero total de permuta-

Cada conjunto X de i fontes corresponde a um conjunto A
de 01 clementos de D e cada conjunto Y de i sorvedouros cor-
responde a um conjunto B de 9i clementos de D. Se todas as
arestas que saem de X chegam em Y ¢ porque T leva cada elemen
to de A num elemento de B.

Para cada A e B, das (36j)' permutagdes de D existem
(91) (91~1)...(91-61+1)(36j-6i)" que satisfazem a condigao aci
ma . Para cada i, existem (Gg) cscolhas para A ¢ (41) escolhas
para B. Assim, a razdo entre o numero de permutacdes cujo gra

fo nao ¢ bom e o nimero total de permutacées &, no maXimo,

[
n
] e

0jy 43y (91)(9i-1)...(91-61+1)(36j~61i)"
o *hdd .
1=1 (363) ¢

6] 43 91.
35 CHOD
5 : -
= 30j.

O numero de maneiras de escolher 6i entre 36j objetos e

maior ou igual ao numero de manciras de escolher i objetos en
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tre os primeiros 0j, i entre os 4j seguintes e 4i entre os ul

timos 20j. Assim,
30] 63 49+ 2067
e 2 CH D ED

Dai segue que

j
1, <J. = = (01)/(26J)

Yamos doterminar o maior termo de Jj” Para cada i, seja

_ .4.6) T S v o E s ey
L. = (1)/( ) Escrevendo a razao Li+l/Li na forma

Pl (9049 .(9347) (9146). .. (954 ]) (4i+4) (4349 .. (4i41)

L. 6i+6) . .. (6i+1) 3i+3)...(3i+1) (26§-4i) . . . (26j-4i-3)

podemos verificar que ela cresce com i e, portanto, o maior ter

mo de tJj ¢ L, ou I,

. 3.
: j
Se o maior termo for L1 entao
550 3024
J. = 3. Ll = S = <
. ) (“37)  13(26j-1) (26j-2) (26]-3)
. 3024 <1

13x25%x24x23

5S¢ o maior termo for L3. entao
J

55 (270
0 Ggy) o (273)1(125) 8 (145)
- (2613 (185)1( 93)1(265)!

-
A
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Usando a formula de Stirling na forma

2 = 12 -
(Znnjl/“ e It < nt o< cl/l2n (Znn)l/2 e ™ gl
e
e’ « L : para z<1
1-2
obtemos
n. < AZm (2ﬂn)1/“ ¢ M

12n-1

Substituindo na desigualdade acima temos

J. 33 L.
<35 324 144 1687  f27x12x14\1/2
- 3245-1 144j-1 168j-1 \26x 9x18
272712121414 ]
(
26261818 9)
Podemos verificar que Jy<l e J,<1 calculando-os. Para

J=3, podemos verificar que o limite superior acima & menor que
1 calculando-o diretamente. Para j>3, o limite também ¢ menor
que 1 ja que sc j aumenta de 1, o primeiro fator aumenta de
un fator de no maximo 4/3, os tres fatores seguintes decrescan
¢ o Gltimo fator decresce de um fator maior que 2.

Assim, para todo j>1, I.<1 e, portanto, existe uma per-

Oy~

mutacdo I de D tal que G(1) bom, i.e., & unm (6j,6,4,6)~con-

centrador. {1
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COROLARIO 12 - Para todo N (N>1), existe um (N,6,4,6)-concen~
trador.
DEMONSTRAGAO - Se N<G, basta tomar o grafo bipartido com N fm
tes ¢ 4 sorvedouros tal que toda fonte ¢ ligada a todos 0S SOT
vedouros.

Se¢ N>6, seja m>2 tal que 6(m-1)<Nsbm e seja j=6m-N. Scja
C um (6m,6,4,6)-concentrador. A remogao de j fontes de C gera
um (N,6,4,6)~-concentrador, a nao ser que um de seus sorvedou-
ros se torne uma fonte (se todos os seus pred€cessores estao
entre as fontes removidas). No entanto, veremos que € pPOSS1i-
vel contornar este problema. Vamos considerar dois casos.

Caso 1: existem j sorvedouros em C com grau de entrada
maior ou igual a j+1.

Para obter o (N,06,4,0)~concentrador, basta remover j pre
decessores desses sorvedouros.

Caso 2: o numero de sorvedouros de C com grau de entrada

maior ou igual a j+1 e no maximo i U

O numero de arestas de C & no maximo j(4m-j+1)+9(j-1).Co
mo j ¢ um inteiro entre 0 e §, podemos verificar facilmente que
cste valor ¢ maximo para j=5. Como m>2, poderiamos acrescentar
a C ate 36m=l 5(4m-4)+361= 16m-16>4m arestas, obtendo ainda um
(6m,6,4,6)~concenirador. Acrescentandc um niumero suficientemen
te grande de arestas recaimes no Caso 1. 0

Os resultados de Pippenger nos garantem a existéncia de
uma {amilia linear de N-superconcentradores {SN}N . com grau

>

de entrada maximo 10 e no maximo 22N vértices (vide Teorema 10)

Para o estudo de limites inferiores seria interessant que
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Livesscnos N-supcrconcentradores com qualquer grau de entrada
maximo . Lm particular, N-superconcentradores com grau de en
trada maximo 2 ja que G(n,2) < G(n,d), para todo n>1 e todo
d>2.

[ possivel construir tais N-superconcentradores a partir
dos de Pippenger, como no teorema abaixo.

TEOREMA 13 - Para todo N>1, existe um N-superconcentrador

Sy € G(190N,2).

DEMONSTRACAO - Seja N»1 e consideremos o N-superconcentrador
SN de Pippenger.

Vamos supor que SN tenha um veértice v com grau de entra-
da d'>Z. Substituindo as arestas que chegam em v por uma arvo
re binaria com d' folhas e identificando v com a raiz da arvo
re ¢ seus predecessores com as folhas, obtemos um N-supercon-

centrador com d'-2 vértices a mais que SN e no qual v tem grau

de entrada 2. A Figura 1.2 ilustra esta operacdo para d'=5.

Vi V2 Vs

Figura 1.2
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Note que cada vértice acrescentado tem grau de entrada 2.
Repetindo esta operagao para todo vertice de SN com grau
de entrada (em SN) maior que 2 obtemos um N-superconcentrador
com grau de entrada maximo 2. Lste grafo tem, no maximo, 22N+
+ 8(22N-N) = 190N vertices. Substituindo um caminho de compri
mento 1 por um caminho suficientemente comprido obtemos §N‘
]



CAPTTULO 2

0 NUMERO MINIMO DE PEDRAS

1 = INTRODUCAO

Muitas das aplicacoes do Jogo das Pedras sugerem o pro-
blema de determinar o espaco Ed(n) necessario para se ocupar
qualquer grafo de G(n,d), para d=2. Para d =1, & imediato que
Hd(n) =2, para todo n =1,

1/

Cook (lCo731)mostrou que Ez(n) = Q(n’% . Posteriormente

Hopcroft, Paul & Valiant ([HPV77]) mostraram que
Ed(n) = 0(dn/%2g n).

De sua demonstracao podemos derivar um algoritmo que ocupa
qualquer grafo de G(n,d) em espago O(dn/%Lg n), que & apresen-
tado na Secao 2 deste capitulo.

Paul, Tarjan & Celoni ([PTC77]) construiram, para todo
n =1, um grafo de G(n,2) cuja ccupagao requer espaco Q(n/%g n) JAssim,
0o algoritmo apresentado na Segﬁo 2 ¢ otimo a menos de um fa-

tor constante, isto &, Eq(n) =0(n/2g n).

2= UM LIMITE SUPERIOR PARA Ed(n)

Nesta secao vamos apresentar um algoritmo que chamaremos
MELHOR-OCUPACAO e que ocupa qualquer grafo G de G(n,d) comn

O(dn/f%g n) pedras.
- 24 -
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Inicialmente, vamos descreve-lo informalmente.

Se G ¢ '"pequeno'", seus vértices sdo ocupados em alguma or
dem topologica. Apds a ocupagdo de um vértice v qualquer, to
dos os vertices ocupados cujos sucessores em G sao anteriores
a4 v ou o proprio v sao desocupados.

Se G ¢ "grande', particionamos VG em dois subconjuntos

VG' e VG" tais que

1. aG(vVG",vG') = ¢,

(1)
2. m/2 + m/tgm <

aG(VG,VvG") | < m/2 + m/ng+d,J

onde m = |aG]|

Como {VG',VG"} € uma particio de VG, segue que VG'u VG'"=
= VG e VG'n VG'" = f.

Uma tal partigao pode ser obtida colocando-se inicialmen
te todos os vertices em VG' e transferindo-se vértices de VG'
para VG" em ordem topologica reversa até que a condicdo 2 de
(1) seja satisfeita. Note que cada vértice transferido para
VG" acrescenta de 0 a d arestas a aG(VG,VG") e nada a aG(VC",VG).

Sejam G'=CLVG' | e G"=CLVG"]. Seja A=aG-(aG'vaG"). Note que
{G",G",A} € uma partigdo de G.

Se A ¢ "pequeno", o algoritmo ¢é aplicado a G para ocupar
permanentemente os vertices de G que sao predecessores de al
gum vertice de G'". Todas as pedras em G', exceto as permanen-
tes, sao removidas ¢ o algoritmo € aplicado a G".

Se A ¢ "grande'", o algoritmo & aplicado a G". Sempre que
0 proximo vértice de G'" a ser ocupado tiver predecessores em

il

'y 0 algoritmo ¢ aplicado a G' para ocupa-los e todas as pe-
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dras em G', exceto as dos predecessores, sao removidas. Apésa
ocupacao do vertice de G", todas as pedras em G' sao removidas
¢ 0 algoritmo prossegue em G'". Apos a ocupacao de G'", todas as
pedras em G" sao removidas e o algoritmo e aplicado a G'.

Una descrigao mais detalhada de MELHOR-OCUPACAO ¢ dada a
seguir. O parametro V & um conjunto de vertices de VG que nao
devem ser desocupados durante a atual chamada do algoritmo. A
constante m, sera determinada mais adiante.

O algoritmo utiliza uma pilha auxiliar que armazena tri
plas (G',V',Z), onde V'=VnVG' ¢ Z={(1G(a), ¢G(a)) :a € A}, cria
das pelas chamadas recursivas do algoritmo.

MELHOR-OCUPACAO (G,V)

Seja m = [aG].

MOT . Se m<m_, para todo v € VG em ordem topologica que nio
esta ocupado faga

I. U:={u:u nao esta ocupado ¢ (u,v)EZ para alguma tri-

pla (G'",V',Z) na pilha} ;

9]
“

para cada (G',V',Z) da pilha, se VG'ny# # chame
MELHOR-OCUPACAO (G',VG'nU);

5. ocupe v;

4. desocupe os vertices de U

5. desocupe os vértices de VG-V cujos sucessores em G
forem anteriores a v na ordem topologica ou o pro-
prio v.

Q

MO2. Se m>mo. particione G em G',G" e A satisfazendo a con-

dicao (1).
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Sejam V' = VoVG' e V' = ynvVG",

MOZ.1. Corte Pequeno
Se [A| < 2m/lgm , scja U = {{G(a):a€A}.
Chame MELHOR-OCUPACAO (G',V'ul),
Chame MELHOR-OCUPACAO (G'",V').

Desocupe os vertices de U-y',

MOZ2.2. Corte Grande
Se [A] > 2m/lgm, seja 7 = {(1G(a),9$G(a)) :aBGA}.
Empilhe (G',v',Z).
Chame MELIOR-OCUPACAO (G"™,v').,
Desempilhe (G',V',Z).
Chame MELHOR-OCUPAGCAO (G',V').
]
Seja GO € G(n,d). Mostraremos que a chamada MELHOR-OCUPA
RO (Go,ﬂ) com a pilha inicialmente vazia ocupa GO.

Vamos fixar uma ordenacdo topologica VisVys«..,v  dosver

n
tices de VG que sera utilizada pelo algoritmo.

Un subgrafo Il de GO ¢ bom se existenm i,j (l<i<j<n) tais
que VI = {Vi’vi+1""’vj~1’vj} ¢ H =G  LVHI. Neste caso, va
mos denotar j por j(H).

LEMA 1 - Seja GSGO bom ¢ seja VcVG. Consideremos uma configu-
ragao inicial € de pedras no grafo. Consideremos, ainda, uma

configuracao inicial da pilha e seja G'= {G':(G'",V',7) esta

na pilhal.Suponhamos que para todo (G',V',Z) na pilha:

B
(O

L

=

)

bom; (2)
2. V' e VG (3)

1N
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3. para todo (u,v)€EZ, u g Vo uevG' e (4)

Q
7)< (G v )

Suponhamos, ainda, que para todo G,€G'u{G}

4. PredG_(VG,) - C < VG,u u {u€VG' : veVG . tq.(u,v)EZ}
© 1 B 1 (G',V',Z) na pilha °
(5)

Entao a chamada MELHOR-OCUPACAO (G,V) para, deixando a
pilha com sua configuracao inicial, ocupa G (i.e., os vértices
de VG-C) e os vertices de G, que ficam acupados quando ela pa
ra sao os de (C-VG)uV.
DEMONSTRACAO - Por indugdo sobre (j(G),|aG|), considerando a
ordem lexicografica.

Se (j(G),laG|) =(1,0), o vértice vy e ocupado sem que a
pilha seja usada e o teorema segue trivialmente.

Se (j(G),

Caso L: |aG| ¢ m

aG|) >(1,0), vamos considerar dois casos:

Scja v o primeiro vertice de G em ordem topolbgica  que
nao esta ocupado (se existir).

Por (5), cada predecessor de v em GO que nao esta ocupa-
do esta em VG' para algum G' em G'. Um tal G' satisfaz j(G')<
<j(G) (por (4)). Aléem disso, G', C, VG'n U e a configuragdo i
nicial da pilha satisfazem as condigoes do lema. Por hipotese
de indugdo, a chamada MELHOR-OCUPAGAO (G',VG'n U) para, deixan
do a pilha com sua configuragao original e os vertices de
VG'n U ocupados.

Assim, as chamadas sucessivas a varios G' ocupam todos os

predecessores de v em GO que nao estao em VG, deixando a pi-
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lha com sua configuracdo inicial. Mais ainda, uma chamada nio
altera o resultado de uma anterior porque U permancce constan
te. O vértice v pode, entdo, ser ocupado.,

Note que as remogoes de pedras em G sio feitas de tal ma
neira que imediatamente apos a ocupagao de um vertice de G os
predecessores em G do proximo vértice de G a ser ocupado es-
tdo todos ocupados. Assim, os argumentos acima podem ser repe
tidos para cada vértice de G ocupado durante esta chamada.

Como VG ¢ finito, a chamada para, deixando a pilha com
sua configuracao inicial e ocupa G. A finitude de VG-V e a de
socupagao de seus vértices completam a demonstragﬁo.

Caso 2: |aG|»> m

O grafo G € particionado em G', G" e A satisfazendo (1).
Note «que JG")=j(G) e a escolha de m o, que sera feita no Teo-
rema 3, mos garantira j(G')<j(G) e |aG"|< laG|. Além disso,G'

¢ G'" sao bons. Vamos considerar dois casos.

=

:as0_2.1: Corte Pequeno

O algoritmo e aplicado a argumentos (G',V'ul), onde V' =
=VG'aV e Uec o conjunto dos vértices de PredG(G")n VG'.

Por construcdo, PrchO(VG')nVG”=ﬂ. Portanto, G', V'uU, ¢
¢ a configuragao inicial da pilha satisfazem as condicoes do
lema. Por hipotese de inducao, a chamada MELHOR~OCUPACAO (G',
V'u U) para, deixando a pilha com sua configuracao inicial, [}
cupa G' e os vertices de GO que cstao ocupados quando ela pa
ra sao os de (C-VG H)u(v'uly,

En seguida, o algoritmo & aplicado a (G",V'), onde V' =

= VG''n V.
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Como os vertices de PredGO(VG”)nVG'= U estao ocupados,G",
Vi, (C-VG')u(V'uU) e a configuracdo inicial da pilha satisfa-
zem as condigoes do lema. Além disso, |aG"| < |aG|. Por hipdte
se¢ de indugao, a chamada MELHOR-OCUPACRO (G',V') para, deixan
do a pilha com sua configuracgdo inicial, ocupa G" e os verti-
ces de GO que estao ocupados quando ela terminz sio os de
(C~-VG)u (Vul).

Assim, apos as duas chamadas G foi ocupado e a pilha es-
ta com sua configuragdo inicial. A finitude de U-V ¢ a desocu

pacao de secus veértices completam a demonstracgao.

Caso 2.2: Corte Grande

A tripla (G',V',Z) ¢ empilhada ¢ o algoritmo aplicado a
(G, V"),

Pelas discussoes feitas no Caso 2.1, & facil verificar que
G", V', C e a configuracio inicial da pilha satisfazem as con

di¢oes do lema. Além disso,

aG'"| < [aG|. Por hipdtese de indu
Gao, a chamada MELHOR-OCUPACAO (G",V") para, deixando a pilha
com a nova configuracao, ocupa G" ¢ os vertices de GO que es

tao ocupados quando ela termina sio os de (C-VG")u V"

O desempilhamento de (G",V',Z) deixa a pilha com sua con
figuragao inicial.

Em seguida, o algoritmo & aplicado a (G',V'). Analogamen
te ao caso 2.1, podemos aplicar a hipotese de indugao a esta
aplicagao. Portanto, a chamada MELHOR-OCUPACAO (G',V') para ,

deixando a pilha com sua configuragao inicial, ocupa G' e os

vertices de GO que estao ocupados quando ela termina sio 0Ss

de (C-VG)uv. 0



~ 31 -
TEOREMA 2 - A chamada MELHOR-OCUPACAO (Go,ﬂ) com a pilha vazia
e configuracao inicial C=f ocupa Gy e

DEMONSTRACAO - Segue do Lema 1.

Vamos, agora, analisar a complexidade do algoritmo.
FEOREMA 3 - Seja d>2. Entao existe uma constante c tal que ME
LHOR-OCUPAGCAO ocupa qualquer grafo aciclico com m arestas e
grau de entrada maximo d em espaco cm/%gm.

DEMONSTRAGAO - Seja q(m) o maior espaco utilizado por MELHOR-
~OCUPACAO para grafos com m arestas e grau de entrada maximod.

Seja m, o0 menor inteiro tal que f%g my o> 12, myoz 16d e
d < mO/Z(Rg mo)z. Seja c=2ug m - Vamos mostrar, por indugao so
bre m, que q(m) < cm/2gm.

Seom < om o, 0s vertices do grafo sdo ocupados em ordem to
pologica. Sempre que um vértice ndo tiver sucessores a serem
ocupados, ecle ¢ desocupado ¢ assim permanece até o final do
algoritmo. Assim, o numero de pedras em G em cada instante da
estratégia nunca excede m+1.

Portanto,

qgm) < m+l < 2m = (c¢/tg mo)m

cm/%g m

A

Se m

v

m_, VAmMos considerar dois casos.

Caso 1: Corte Pequeno

q(m) < qm/2 + d + m/tgm) + 2m/Lgm

c(m/2 + d + m/egm) N 2m
Lg(m/2) 2Lg(m/2)

1A



s B3 e

_cm(1/2+d/m+1/gm+2/c)
Lpm - 1

Como fem > ggm_ > 12 e m > m, > 16d, temos

A

qm) < <% (1/2+1/16+1/12+1/12)
Lgm-1

cm

= ———— (35/48)
egm-1

_3/4
epm~1

< cm

A

cm/egm

Caso 2: Corte Grande

Neste caso,

[aG" ] < m/2 + m/egm + d - |A]
<m/2 - m/egm + d
Logo,
q(m) < q(m/2+d-m/2gm)+q(m/2-m/2% gm)+d
< c(m/2+d-m/egm) . c(m/2-m/2 gm) & d

Log(m/2-m/9 gm) 2g(m/2-m/2 gm)

c(m+d-2m/2gm)+d £gm
Lom+lo (1/2-1/2gm)

< cm(l+d/m+d ¢ pgm/cm-2/9 gm)
T oovgm + tg(1l/2-1/1 gm)
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Como 2 %gm > ¢ temos que d/m < 2d fgm/cm e, portanto,

d/m + d egm/cm < (3/c) d egm/m < d Lgm/m

5
mO/Z (ngo)2 < m/2(2gm)” segue que

De d <

d tgm/m - 2/2gm < =3/2%gm

Além disso,

gg(1/2 - 1/egm) > 2g(1/2-1/12)=0g(5/12) > =3/2

Portanto,

cm(1-3/22gm) = cm/%gm
Lgm - 3/2

q(m) <
0

COROLARIO 4 - Seja d»>2. Lntao para todo n>1, Ed(n) < cdn/fgn,
onde ¢ ¢ a constante do Tecorema 3.
DEMONSTRACAO - Para todo n>1,

Ed(n) < ¢(dn) < cdn/2g(dn) < cdn/%gn

3 - Ul LIMITE INFERIOR PARA Ed(n)

Para mostrar que o algoritmo MELHOR-OCUPACAO ¢ otimo ame
nos de um fator constante, vamos construir uma familia de gra
fos cuja ocupagao requer espaco Q(n/fgn).

Inicialmente, vamos construir uma familia {G(k)}k>5 a



partir da familia (:SN}N}1 de N-superconcentradores do Teorema

) - .

i
[Op]

1. G(5) -

2. para k>»5, G(k+1) € composto de um conjunto de fontes

{x?+1; 1 < j = 2k+1} , um conjunto de sorvedouros {y?+1: 1 <
<j = XYy duas copias sl ¢ 52 de S,k e duas copias ot e G

de G(k), ligados como na Figura 2.1.

L imediato que |VG(5)]| = 190x2° e para todo k> 5,

VG (k+1) | 2(1VG (k) |+ 189x2% + 2Ky o

k+1

0

ZIVG(k)] + 191x2
Resolvendo a recorreéncia obtemos
IVG(K) | = (190+191(k-5))25 , para todo k»5

Para analisar o espago necessario para ocupagao destes

grafos, vamos utilizar constantes Cl’CZ’CS'C4>O tais que

(D0) 32cq, 32¢,, 32c3 € IN e Cy = 1/32
(D1) Cl’ Cos Cqg < 1

(D2) 4c2 < Cq

(D3) Cg < 1 - <,

(D4) Zc4 )

(D5) 4c2 <y

(D6) c; <1 - 2c2

(D7) 2¢; < Cq

(d8) c; < c3/2 - ¢,
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; . k+1
K< j <2y Glk+d) {x]j“lzzkﬂ <j e
<
\\/
Sl
Gl
;
GZ
2
S
B - '\\\\
//// \‘\\\
o ) \\
I 4///___ _] L Sa
el G ' . _ k+1
{yﬁil: I < j < Zk} {y?41:2k+1 < j <2 !

————— indica identificag50 de vertices correspondentes
—————% indica arcstas ligando vértices correspondentes

Figura 2.1
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Un exemplo de constantes que satisfazem estas desigualda

des e ¢, = 9/32 , C, = 2/32, Cq 4

O lema abaixo estabelece um limite inferior para o ecspa-

= 22/32, ¢ 1/32.

¢o necessario para a ocupacao de G(k). Sua demonstracao consis
te, basicamente, em aplicar o Lema Fundamental a subgrafos de
G(k) . Nela suporemos, sem perda de generalidade, que uma es-
tratégia que ocupa G(k) durante um intervalo [1,T] satisfaz a
condigao

para todo t € [1,T-11, Ct # (1)

Caso contrario, para todo t € [1,T-1] tai que Ct=ﬂ, exis
tem u, v € VG(k) tais que u ¢ desocupado no instante t e v &
ocupado no instante t+1; invertendo a ordem destes dois lances,
para todo t, obtemos uma nova estratégia que ocupa G(k) no mes
MO es5pago ¢ no mesmo tempo de estratégia original e que satis

faz (1).

LEMA 1 - Para todo k_5, se pelo menos Cq 2K sorvedouros de
G(k) sdo ocupados durante um intervalo T = Ltl, t2J tal que
o

1Cy _1! < ¢, 27, entao existe um sub-intervalo T' de T tal
1 2

que pelo menos ¢ 2k fontes de G(k) sdo ocupadas durante T' e
Sk

o2 Cy 27,

DEMONSTRAGAO - Por indugao sobre k.

para todo t € ', |C

Suponhamos que 13 sorvedouros de G(5) sdo ocupados duran
te um intervalo T a partir de uma configuragao de 3 pedras no
grafo. Seja T' o menor sub-intervalo de T durante o qual 0Ss
primeiros 4 sorvedouros sio ocupados. Pelo Lema Fundamental

pelo menos 32-3 = 29> 26 fontes de G(5) sdo ocupados durante
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F'. Alem disso, em cada instante de T' hd pelo menos uma pe

dra em G(5).

Suponhamos a tese valida para k ¢ consideremos um inter-

k+1

2 sorvedouros de

pk*l

valo T = Ltl,tzl tal que pelo menos <y

G(k+1) sao ocupados durante T e |Ct1- < €

1ls e

Vamos considerar 4 casos.

Caso 1: Lxiste um intervalo Ltg,t4]gT tal que pelo menos

Cq kal fontes de Gl sao ocupadas durante [tg,t4l e para todo

k

A |
tE Leg,t, ), [C ] > c, 2

E facil ver que os subgrafos G(k+l)[VSlu {x?+1:1§j§2
1 U{x§+li k . k+1

k}ie
G(k+1) (VS

2°+1 < j < 27 7}] de G(k+1) sao Zk—supez

concentradores.

Seja tS o ultimo instante anterior a t3 tal que [C_ | <

t -
. . 5
< c, 2% gurante Ltc+1, t, ] pelo menos sy ZARE <, 2k*1 por

&

(D2)) fontes de Gl (sorvedouros de Sl) sao ocupadas. Assim, a
plicando o Lema Fundamental aos dois subgrafos acima e utili-

zando a desigualdade (D3) temos que durante Lt5+1, t4| pelo me

2k+1 k+1 2k+l

nos 2(2k~c2 ) = (1~2c2)2 > Cq fontes de G(k+1)sdo

ocupadas. Além disso, para todo tGLt5+1,t4J, ICtI > c, 2k >
> oy 2 (por (04)).

Caso 2: lLxiste um intervalo Lt<,t,lcT tal que pelo menos

¢, 27" fontes de G° sao ocupadas durante [ts,t4J e para todo
3 1 I 2 l . k
t € l13,t4., ‘Lt' > c, 2.

o
- L
- . ; . A1
[ facil ver que para todo i > 5, existe um 2 -fluxo que
liga as fontes de G(i) a seus sorvedouros.

O sub:ralfo de G(k+1) gerado pelos vertices de SI,{xk+l
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2

1 < < 25} , 0s vertices de um Lk-fluxo que liga as fontes

- k
de ¢! a scus sorvedouros e as fontes de G2 e um 2 -superconcn
2N 3. &= - . . 1 { k+l
trador. Tambem o subgrafo gerado pelos vertices de S, xj :
NS
2krly,

FLINE <j <

os veértices de um Zk—fluxo que liga as
2
5"

O resto da demonstragao deste caso & analoga a do Caso 1.

fontes de Gl a seus sorvedouros ¢ as fontes de G

Caso 3: Lxiste um intervalo [tz,t4]gT tal que pelo menos
<y ¥ sorvedouros de G(k+1) sao ocupados durante [ts,t4J e pa

| . Kk
ra todo t € Lts,tdl, | tl > c, 27,

Durante [tz,t4l <y g1 sorvedouros de {y?+1:1§j§2k} ou
¢y pk~1 sorvedouros de {y§+1: 2k+1 < o< ¥+l sao ocupados.Su

ponhamos, sem perda de generalidade, que ocorre o primeiro.

O subgrafo de G(k+1) gerado pelos vértices de S1 e Sz,os

de um Zk—fluxo que liga as fontes dos sorvedouros de Gl c ou-
) . " .

tro em G (xg*]: L < j < A {y?+1 1 < j < 25} ¢ um

k . - oy
2 -superconcentrador. Também o subgrafo gerado pelos vertices

de sl c Sz, os de um Zk—fluxo que liga as fontes aos sorvedou
ros de G! ¢ outro em GZ, {x?+1:2k+1§jf2k+l} e {y?+1:1jj52k}.

O resto da demonstragdo deste caso é anialoga a do Caso 1

utilizando-sc as desigualdades (D3), (D4) e (DS).

Ca§5 4 : Nenhum dos casos anteriores ocorre.

Como o Caso 3 nao ocorre, cxiste ts € T tal que menos de

€y Zk sorvedouros de G(k+1) sdo ocupados durante [t

1
1,t3 e
|Ct>] < C, Zk. Sendo, seja t, o instante em que o (Cl Zk)~ési
5 “ -
mo sorvedouro ¢ ocupado. Para todo t € [t],to—ll, £ 2 c22k ‘

Como no instante t, uma pedra ¢ colocada no grafo, o interva-

io !tl, tol satisfaz as condicoes do Caso 3.
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Durante [t3+1, tZJ pelo menos c Zk sorvedouros de G(k+l)

1
sao ocupados. Portanto,durante [t3+l, (. <y Zk*l sorvedouros
de {y?+l: 1 < j < Zk} ou ¢y anl sorvedouros de {y§+1:2k+15

< j 2k+1} sao ocupados. Suponhamos, sem perda de generalida

1A

de, que ocorre o primeiro.

¥ 1 < j < Zk

0 subgrafo G(k+1) [vs? U{ylj(+ }1 de G(k+1) e

um 2k~superconccntrador. Durante Lt3+l, tZJ pelo menos c Zk_l

1
>, Zk (por (D5)) sorvedouros deste subgrafo sao ocupados
Como ]V(}2 ﬂCt l < c, Zk seguce do Lema Fundamental que duran-
te Lt3+1, tzJ? pelo menos (l~c2)2k > ¢y Zk (por (D6)) fontes
de s° (que sao os sorvedouros de Gz) sao ocupados. Pela hipo-
tese de indugao, existe [t4,t5J < lt3+l, t2J tal que pelo me-
nos ¢ 2% fontes de 6% sio ocupadas durante [t,,t.) e para to

9
do t € lt,,t.l, [vePn € | » ¢, 2K,

475 4 -
Como o Caso 2 nao ocorre, existe t, € Lt,,tc! tal que me
5 o) -
nos de Cq a1 fontes de G° sao ocupadas durante Lt4,t6J e
. k
1€ | <c, 2.

. k k k
Durante (t6+1,t5) pelo menos (c3/2)2 -, 2= ® Cq 27 (por

(D8)) sorvedouros de G1 sio ocupados e | VGlﬂ Ct | < c, 2k.
6
la hipotese de inducgdo, existe Lty gl < [t6+1, t.l tal que

Pe-

pelo menos € Zk fontes de (}1 (que sao os sorvedouros de Sl)

sao ocupados durante [t7.t8| e para todo t € [t7,t8|, VG n

n C | > ¢ 2k,

Como o Caso 1 ndo ocorre, existe ty € Vt7,t8J tal que me

nos de ¢, 2 fontes de G' sdo ocupadas durante lt,,t., ] e

97
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Durante Lt9+l, t8J pelo menos Cq Zk_l> ¢, Zk (por (D2))

sorvedouros de S1 sao ocupados. Como VSl nCt < <, Zk, se~-
9

gue da aplicagao do Lema Fundamental aos dois subgrafos do

Caso 1, que durante [tg+l, t8J pelo menos 2(1—c2)2k=(L£2M%ﬂf
k+1

> €y 2 (por (D3)) fontes de G(k+1) sdo ocupadas. Além dis

50, para todo t € [tg+l, tgl ¢ Lty tgl e [ty tol, ]Ct| >
9 -

> iVGln Ctl +|VG*© nCt[ > ¢y 2L+1, ja que vela ve? = f.

TEOREMA 2 - Para todo n>2, existe Gn € G(n,2) cuja ocupagao e
quer espago  Q(n/fgn).
DEMONSTRACARO - Para n <|VG(5)| , o teorema & valido pois a oo
pagao de um grafo qualquer de G(n,d) requer espaco 1 >
> (1/|]VG(5) |)n/2gn.

Para n > [VG(5) ]|, scja k tal que [VG(XK) | < n<|VG(k+1) | .
Scja G o grafo obtido pelo acréscimo de n-|VG(k) | vertices a
G(k). [ imediato que Gn € G(n,2). Pelo Lema 1, a ocupacgao de
k

Gn requer espago ¢, 2

4

Para todo k>5, temos

IVG(k+1) | = (1904191 (k-4))2K*1

1}

A

5 VG (k) |

Assim, n/5

LA

]VG(k)[ < n, i.e.,

n/5 < (190 + 191 (k-5)) 2% < n

IA

E facil ver que k < f2gn. Portanto,



c,n c
¢ )k > 4 > 4 "
5(190+191(k-5)) 5(191 k)
N
© 905 lgn

Logo, escolhendo uma constante suficientemente pequena ob

temos o teorema.

COROLARIO 3 - Para todo d>2. Eym) = a(n/ign).
DEMONSTRACAO - Segue de Ed(n) > Ez(n), para todo n>1 e do Teo

rema 2.

COROLARIO 4 - Para todo d>2, Ey(n) = 0(n/1gn).

DEMONSTRACAO - Segue do Corolario 3 e do Corolario 2.2.4.



CAPITULO 3

TEMPO vs ESPACO NO JOGO DAS PEDRAS

I~ INTRODUCAO

No Capitulo 2 vimos que qualquer grafo de G(n,d) pode
ser ocupado em espago E se Q(n/%gn) < E < n . No entanto, ne-
nhuma consideracao foi feita a respeito do tempo necessario pa
ra csta ocupacgao.

E imediato que quanto menor o espaco disponivel ,maior o
tempo necessario para a ocupacido. Surge, entdo, a pergunta de
como o tempo T aumenta a medida que o espaco disponivel E di-
minui.

Na Sccao 2 apresentamos um algoritmo que ocupa qualquer
grafo de G(n,d) em espago E > Q(n/%gn) em tempo

5 (d+1)n/E)
< 0L 27 ).

Na Secao 5 construimos uma familia de grafos cuja ocupa

cao em espaco B < 0(n) requer tempo

ZQ(_n/B)
(1 2 )

|

Usarenos a versdo do Lema TFundamental do Lema 1.2.3.

- 472 -



2 - UM LIMITE SUPERIOR

Nesta segdao apresentamos um algoritmo que chamaremos
OCUPAGCAO-RAPIDA que ocupa eficientemente qualquer grafo de
G{n,d) em espago (pré-fixado) I = Q(n/2gn).

A analise do algoritmo nos leva a um limite superior da
forma

(d+1)n/E
Cg
T < E(c7d)

para o tempo utilizado pelo mesmo para ocupar qualquer grafo
de G(n,d) em espaco E, onde Cns Cg sao constantes positivas.

O algoritmo ¢ sua andlise dependem de constantes positi

vas que satisfazem as scguintes desigualdades:

(D3) c,+c < 1/2

(ha) o € om0 B

] 2
( l ) o ) VG P TG P Y A Bt wa— [> ) < C
P P 4
ol
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(D6) ~CiCc < lg(]/z—cl)

aS

(Db7) 3/2c2 < ¢y
6 172
(D8) (l+£gc4)(EfT7€f:E“j) < c.
4 2 3
(1)9) 1 + Q/gC4 < C,;
3 PN 1+2gcd
(D10) 3cg ¢ (2c,-c ) - 3 S
475
C l-c
, . (C8 3~2)c:8 3
) \ )
(D12) < ey
L 5 m ‘
(D13) 1 < (1 - =) c8(2ng7)(£nu8)
“g
(D14) 6 < ¢,
(D15 5 < coc,

Um exemplo de constantes que satisfazem estas desigual-

dades ¢

¢, = i1/50, €, = 21/200, ¢, = 1/5, ¢, = 53, c. = 400,



Ce = 1/343, c, = 29, c, = 40.
0O algoritmo OCUPACAO-RAPIDA ¢ baseado em MELHOR-OCUPAGAO,
com tres diferencas. Uma delas ¢ o ponto onde o corte € feito.

Outra ¢ no Corte Grande, onde o algoritmo utiliza a funcao

(2c2~C3)E2 - 2(d+1)E
p(d,m,E) = -1

dm

para d > 2, m > 1 ¢ E > 1 ¢ que sera denotada simplesmente por
p. A recursao ¢ feita sobre o tamanho do grafo.
A seguir descrevemos informalmente o algoritmo que ocupa

G € G(n,d) com E pedras.

OCUPACAO-RAPIDA (G,E)

Seja m = |VG| + |aG

ORT. S5¢ m < i, ocupe G em ordem topologica dos vértices,sem

remogoces.

OR2. Sem > I, particione G em dois subgrafos G' e (" ¢ um
conjunto A de arestas (como em MELHOR-OCUPACAO) tais

quce

Im/21 - ¢, B - d < JaG" | + VG| < m/21 - |c
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OR2.1. Corte Pequecno

Se |A] < lclE J,particione as E pedras em dois conjun

tos P' ¢ P'" com F(l—cl)E1 € [C1EJ pedras, respectiva-
mente. Chame OCUPACAO-RAPIDA (G', F(l—cl)ﬁ1)usando as
pedras de P'; durante esta chamada, sempre que um pre-
decessor de algum vertice de G" tiver que ser ocupado,
utilize uma pedra de P" para fazé-lo e nao a remova
até o fim da chamada. Remova as pedras de P' de G' e u

tilize-as para chamar OCUPACKO~RAPIDA(G”,Y(1—c1)E1).

OR2.2. Corte (Grande

Se |A] > Lclﬁj , particione as E pedras em dois conjun
tos P' ¢ P" de | (E-dp)/2] pedras cada e um conjunto P
de -2 | (E-dp)/2| > dp pedras. Chame
OCUPACAO-RAPIDA(G", | (E-dp)/2)) usando as pedras de

P'". Sempre que o proximo vertice de G" a ser ocupado
tiver predecessores ndo-ocupados em G', suspenda tempo
rariamente a ocupacao de G". Chame
OCUPACAO-RAPIDA(G' ,L (E-dp)/2]) wusando as pedras de P';
durante esta chamada, use as pedras de P para ocupar
os (nio mais que dp) predecessores dos proximos p ver-
tices de G" a scerem ocupados ¢ nao as remova ate que
0os p vertices secjam ocupados. Em seguida, prossiga a o
cupacao de G", removendo todas as pedras de G' apos a

ocupacao dos p vertices.



Antes de iniciarmos a analise do algoritmo, vamos intro
duzir algumas notacgoes.

Se OCUPACAO-RAPIDA for chamado com argumentos (G,E), on
de |VG|+]aG|=m, diremos que OCUPACAO-RAPIDA foi chamado com
argumentos de tamanho (m,E). Durante sua execugao,o algoritmo
chama a si proprio para ocupar grafos G' e G'". Denotaremos o

tamanho do argumento correspondente por (m',E'). Assim, m' po

de ser |VG'[+|aG'] ou |VG"|+|aG"| ¢ E' pode ser [(1-c)ET ou
[(E-dp)/2 1.
Seja moo= c4d. 0 numero m indica o ponto a partir do

qual o algoritmo torna-se nao-trivial, como veremos mais adi-

ante.

LEMA 1: Consideremos uma chamada de OCUPAGAO-RAPIDA com argu
mentos de tamanho (m,E). Suponhamos que m > E > 1, m > m e,
se ocorrer o Corte Grande, que p > 1. Entao para toda chamada
recursiva do algoritmo com argumentos de tamanho (m',E'),E'>1

c m'/E'" < m/E - Cg.
DEMONSTRAGAO - Vamos considerar dois casos.

Caso 1: Corte Pequeno

Da definicao do algoritmo scguc que na chamada em G'

Y- It (e T S
w' fm/2 | |L2L| (m/2+1) (LZL 1) m/2+L2L+d

< <

/“

(A I (1-c Dk - (1-c )k - (l-c )k

¢ na chamada em G"



m' Lm/2J+LCZE,I+d . m/2+c2R+d
L' F(l—C])E1 (1—cl)hl
Utilizando (D5) temos
m>m = c,d > 2d
- 0 4= -

(l-2c1)—[2c3(1~cl)+2c2]
e, como m > Ii,

< - - § -
2d < (1 ch)m LZCS(I L1)+2C2]E

2

Rearranjando os termos da desigualdade e somando m

dois lados da mesma obtemos

m + Zc, B o+ 2d < Z(l—cl)m - 2C3(1~c1)E

—
=

+ @& . L. I 8
5 t (ZI, + d < i (.3) (1 (,])L
Portanto, m'/BE’ m/li-c, .
<)
Alem disso, como L > 1 ¢ l—c,l > 0 (por (D3)) temos

s T(1-c)B 1> 1.

Caso 2: Corte Grande

Pela definicao do algoritmo,

L > E-dp-1
- 2

aos
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C m' < max {Lm/ZI+LC2EJ +d - (LeyEl+1), [(m/21- LCZEJ}
Utilizando (D2) obtemos
Llm/2) + ICZE ]+ d - (Lclﬁj +1)
< m/2 + CZE +d - c B
< om/2 + (cz—cl)E + d
< o m/2 - CZE + (d+1)
Por outro lado,
I'm/2 ]-l,czEji m/2 - CZE + 2
< m/2 - czli + (d+1)
Assim, durante a atual chamada do algoritmo sempre tere
mos

m' < m/2 - E o+ (d+1)

2
Da definigcao de p segue que
Ef(ZCZ—C

JE - 2(d+l))—

P <

-1
dm

Rearranjando os termos da desigualdade temos



A

2(d+1) - ZCZE < =(m/L) (dp+d) - C3E

A

-(m/E) (dp+1) - c3E

e somando m a cada lado,

fato,

m + 2(d+1) - ZC7E <m - (m/BE) (dp+l) - c,E
Como p > 1,

m - ZCZE + 2(d+1) < m - (m/E)(dp+1)—c3(E—dp—1)

m - 2c, L+ 2(d+1)

1A

(m/E - CS)(E—dp—l)
Portanto, m'/E' < m/L - Coge
Para mostrar que E' > 1 basta provar que dp < E-2.

utilizando (D1) ¢ (D3)

(ZC?—CK)HZ—Z(d+l)E
dp + 1 < d A - 1 + ]
= dm .
(2c2—c7)n2 - 2(d+ 1) E
)

m

= “((ZCZ—Cg)(D/m) - 2(d+1)/m)

N

E(ZCZ—CS—Z(d+1)/m)

u(zczacz)

Ii

De



vl
-
1

i.e.,

dp < E-2

t

O Lema 1 nos garante que, sob certas condicgoes, a razao
m/E tem um declinio minimo constante a medida em que descemos

na recursao.

LEMA 2 - Seja (m,E) tal que E > cg(ﬁgd)m/lgm. Entao

1. se m < m entao E > m (i.e., problemas de tamanho (m,E)

nao envolvem chamadas recursivas);

3]
.

sem >om e B <om entao p > 1;

3. sem > m ¢ I < m entdo para toda chamada recursiva com
argumentos de tamanho (m',E') temos E' > cs(lgd)m'/lgn'
i.c., a condicao sobre I ¢ m da hipotese do lema @& heredi

taria.

DEMONSTRAGAO I puramente tcécnica.

. bDe (DY), d > 2 ¢em < moo= cﬂd segue que

cskgd . (1+2gc4)2gd

— M
Lam - ngo

(1+2gc4)2gd
Qgc4+£gd =t

m =

_.
<
HIAV

2. De (D) segue que



- L/2
C[‘).QJ_%]_(l_ > —_E.S —_— > 6
Lam 1+ Lgc, C4(2C2-—C3)
Por (D14), m_ > 12 e, portanto,
2
((‘.qﬁgd)
6 < »};im )2 <y (Zc2 - CS)
8m
m_/d
= (ZCZ—CBJ(CSng)Z ___2___.__5
' (2¢gm)
(Csﬂ,gd)z .
E’. (ZC —C'g) d l'».-z
) (£gm)

Da hipotese de que B > cr)(flgd)m/,‘lgm segue que

9

(2¢,-c )E"
Z 5 :
z > 0O

dm

¢ de B < me d > 2 segue que

"
(Zc,-c_)L" :
. 3 2(d+1 o o
RS N L :53 § RTY PR > 6-3-2
dm d
5. Scja 1i1]=m/2 - ¢, li-d. Vamos considerar dois casos.
- L
Caso 1: mo> m,

De (D7) scpue



- B3 o

d o (d+l) d _ d+1
€9 € €2

m>m_ = c4d > %

Da hipotese de que E < me de (D2) segue que

C.,E
woem -2
E d+1
2 m(d e teprep § - 2D
1 B o (d+1) -
> m( 3 *c, <y e )
> m( % - Cl)

Utilizando (D6) temos

Lgm' > Qgm + Lg (1/2 - cl) > Lgm - ¢z Cg Lgd

Pelo Lema 1 e pela parte 2 deste lema

m' /LY < wm/B - Cq

Da hipotese de que G > Cg(ﬁgd)m/ﬂgm segue que

P e el
L ’ : Ce 2gd
1 -
= —=— (fgm - L3€5 Legd)
ccogd i
fgm'

{IVAN

CSQ,g(]
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Logo, E' > cg(zgd)m'/ﬂgm

Caso 2: m < m

Neste caso, m' ¢ o tamanho de G'". Vamos novamente con

siderar dois casos.

Caso 2.1: Corte Pequeno

De £ < m ¢ da desigualdade (D3) segue quec:

m' > Im/2 + le Il - lc. I

2 1

v

(m/2-1) + (CZB—l) - ¢, B

v

2 - (¢ - =
m/2 (Ll CZ)L 7

Vv

(1/2 = ¢ *c,)E - 2

Como i > cg(ﬁgd) m/Lgm

2 c,c(2gd)m
m' > - = = 9

o

> 8 (por (D15))
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= 55 =

Portanto, ml/SLgm1 > m'/2gm'. Pela demonstragao do Caso 1,

E' >

Caso 2.2:

Neste caso,

il
TI m'

¢ (2gd) > c.(2g d)

ngl 2gm

Corte Grande

m' AL > Im/2g 4 Le il > m/2 + c,BE - 2

2

Como o grau de entrada maximo do grafo ¢ d temos

m'

1
>y (m/2 + c b - 2)

De E > cg(ﬂgd)m/ﬁgm, m > m, e das desigualdades (D14) e

segue que

m' >

v

0 testo da

1 : TQ . czcs(ﬁgd)m . 7
d+1 2 Lgm
y 1
1 S
a1 2 * Ggte - 2)
1 r
(T"—I (3(] *+ 95 = 2)

demonstracao ¢ analoga a do Caso 2.1. 0
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O Lema 2 nos da a correcao do algoritmo.
Seja T(CG,E) o tempo gasto por OCUPAGAO-RAPIDA para ocu-

par o grafo G em espago E > c. (Zgd) m/%gm, onde m=|VG|+]|aG|e

d &€ o grau de entrada maximo de G

TEOREMA 3 - Sejam G, E como definidos acima. Entao
2m/c3L- o C8m/E
T(G,E) < d VB,
DEMONSTRACAO - Por inducao sobre j = [(m/E—l)/C31 .

Se j<0 entao m<E e, portanto, o problema nao envolve cha
madas recursivas. Assim (G,E) < E e o teorema segue trivial-
mente.

Se j>0 entao m>L. Neste caso, o algoritmo chama a si pro
prio recursivamente com argumentos de tamanho (m',E'). Pelo
Lema 2, E' > Ce (2d) m'"/2gm' e do Lema 1 segue que
m' /LB < m/E - Cy-

Assim,

' ?(m'/ﬁ' - l)/c3|

.
I

A\

{(m/ﬁ - CS’* l)/CBJ

11

[ (m/L - J)/C%W -1



l.Logo, o teorema pode ser aplicado indutivamente nas cha

madas recursivas. Vamos considerar dois casos.

Caso 1: Corte Pequeno

Sao feitas duas chamadas recursivas, uma em G' e outra

em G'", ambas com [(l—cl)EW pedras. Portanto,

T(G,E) < T(G", f(l-cl)ﬁ1)+ T(G", F(l—cl)E1)
(m/E-c.)/c m/E—CS
2 S | g
< 2 d E c
- 7
2m/cSE—l_1 C8m/[z
< 2 d E ¢
- 7
2m/csl,:—l C8m/E
= (2/d) d I c
7
Como d > 2 temos
) 7m/csh—] C8m/E
'(G,L) < d° L oc,
C, conu)ln/c31£ >0,
7m/c3Fz_1 C8m/b
T(G,B) < d° g oe
- 7
Caso 2: Corte Grande

Pelo Lema 2, temos p > 1. Assim,



, 2 2
p = \‘(ZC -C .- _é_(_(}i_l_)_ lj_. 7= l 2 2C2—C3— ‘_SEEI_ .};:‘._
2 "3 E dm _ 3dm

pois [Z] - 1 > Z/3, se Z > 2.

Da hipotese de que E > CS(di)m/Qgh e de m > m,o2 3 se-

gue que
2d d 2gm d Rgmo
T 58 o
! CS(Rgd)m CS(di)(c4d)
Qgc4+di (1+2gc4)
=3 ——— < 3
C4Cs Lad €4Cc

¢, utilizando (D10), temos

L+ teey | 2

Da definig¢ao do algoritmo scgue que

T(G,E) < TG, L (B=dp)/2)+T (G', 1L (E=dp)/2 | [ T(G",L (E~dp)/21)/p]

Aplicando a hipotesce de inducao, o Lema 1 e (1) obtemos

m/c_li-1 ) m/H~c3
. 2+ - 8
I'(G,B) < d I c +
- 7
mpe -1 m/E-c., m/c.,E-1 ~m/E-c
2 7 =1 . "8 2 | dm 2 5 1. ©8 5
(] B Cw —‘*“‘2— d E c
7 I 7
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Eliminando a funcao [ 1, aplicando a distributividade e

reunindo termos scmelhantes obtemos

7m/c3h-1”1 C8m/l:-c3
T(G,E) < 2 d° E c, +
2m/cBE chm/E-cs
(1/c,.) E d (m/E)c
6 7
De (D12) e de m/E > 1 segue que
m/cE ? m/h~C3
- 2 S €8
I'(G,E) < d E(1+l/c6)(m/E) C (2)

Para obtermos a formula descjada devemos eliminar de (2)
o fator (1+l/c6)(m/E) na linha da base, o fator 2 no expoente
de €, coa subtracgao de C, MO expoente de Cg- Para tanto, va-

mos mostrar que a adigao de Cq a0 cxpoente de ¢, nos permite

8

cancelar o fator (l+l/cb)(m/ﬁ) na linha da basc e o fator 2 no

expoente de Cqe

Vamos mostrar que se m/LE > 1 entao
C m/li-c
(cg 4-2) Cg : | e - ’ (3)
g7 > ( + /L())(m/ V)
qbé

A derivada da funciao (de 2) 5?—7 ¢

hZ

d

— (fna 2nb 2 hz - 1)

-

(&3
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Se esta derivada for positiva para todo Z > 1, o minimo

da fungao para Z > 1 serd seu valor no ponto Z = 1. Fazendo
C
-2/cq
a = c71 2/cg ., B = Cg © Z = m/E obtemos
bZ
a- (1 + 1/C6) lado esquerdo de (3) (4)
VA lado direito de (3)

As desigualdades (D12) e (D13) nos garantem que a deri-
vada de (4) e positiva para m/E > 1. Assim, o minimo da fun-
¢ao ¢ scu valor para m/E = 1. Da desigualdade (D11) segue que

este valor ¢ maior que 1 + 1/c6, 0 que prova (3) e o teorema.

U
COROLARIO 4 - Nas condig¢oes do Teorema 3
(d+1)n/E
TG, By < (e, d) & , onde n = |VG].
DEMONSTRACAO - Scja m = |aG| + |VG]| .

Do Teorema 3 ¢ de (D13) scgue que

Zm/CSh_l e m/k
T(G, 1) < d L oc, 8

(2]/C3)m/ﬁ C m/L
Idr"”

A



o m/ L

8

< E(c,d)

7

v(d+1)n/E

C
8

< E(cqd)

3-UM LIMITE INFERIOR

Nesta sec¢ao vamos construir uma familia de grafos cuja

ocupacao em espaco E < 0(n) requer tempo

an/h

onde cg, €9 g sao constantes positivas. Como na Secao 2.3,

vamos utilizar a familia {§N} do Teorema 1.2.11.

Para estudar a ocupacao daquela familia utilizaremos cons
tantes €y CoverenCyg 2 0 que satisfazem as seguintes desigual

dades:

(b1) . c; < 1

(D2) 9¢, < ¢

(D3) €z < C2/4
(Da) . < <1 - ()C3
(D5) €4 < CS/Z



des

O

(D6) Ce < C4/2
(D7) ce < 1
1—C6 1
2c.[1/c,1 C h n2
(D8) ¢, > 570 Fl/c51(l+c6)+ 6 "2 5 0 a
- (1-c,)an2
6
2-4¢_/c
(DY) cgc2 &
c /c
(D10) cg <207
1—2C3
(D11) ¢ < i fl/cSW

Um exemplo de constantes que satisfazem estas proprieda

9/11, €, = 1/11, Cqg = 1/44, Cy = 1/88, Cg = 1/180,

2 S = 2 = N =
1/2, o 167211, Cg 1.03, g 1.000001, <10 42.

Inicialmente, vamos estudar a familia {C(N,k):k >1 e N

P , _k P
¢ multiplo inteiro de Il/cz] 27} construida indutivamente da

scguinte maneira:

1. G(N,1) = §
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2. para k>1, G(N,k) & composto de trés copias S], g% 5

2

-

s” de SN e duas copias G1 e G° de G(N/2, k-1), ligados como

na Figura 3.1.

E imediato que |VG(N,1)|=190N e para todo k>1,
|[VG(N,k) |= 3(190N) + 2|VG(N/2,k-1)|. Deixaremos a cargo do
leitor a verificacao de que |VG(N,k)| = 190N(3k-2), para todo
k>l e todo N miltiplo inteiro de fl/céle.

Se desdobrarmos a definicao da familia,veremos que G(N,k)

k+1

tem 2% -3 subgrafosdois a dois disjuntos que estao na familia

{gN} - Assim, G(N,k) pode ser representado por um grafo de
N > 1

barras, onde cada barra representa um superconcentrador ( sem
as arestas entre superconcentradores). A Figura 3.2 mostra um
grafo de barras representando G(N,4) com a respectiva numera-

cao dada pela definicdo abaixo.

A cada superconcentrador § de {SN} em G(N,k) vamos
N > 1

atribuirv um nameno de nivedt vP(S) da seguinte mancira:
AN

1. se k=1 entao S=G(n,1) ¢ vk(S)=1;

3]

s¢ k>1 entao
-
VT(S J = 1:
I\
, |
para todo S em G | Vi (S)=v (5)+1;

v (8% = 2k.q,

k-1

para todo S em GZ, vk(s)=vk_1(S)+2k—1;

k+1‘

vk(SS) = 3 3,
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C(N,k) , k > 1

wn

/ e

indica arestas ligando vértices correspondentes.

Figura 3.1
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8 [ ]
9 I
10 ]
11 ]
12 L1
13 L]
14 [ |
15 |
16 [ |
17 -
18 1]
19 (]
20 L]
21 L]
22 [ ]
23 ]
24 ]
25 (]
26 [
27 L]
28 | ]
29 L ]

Représentag§0 esquematica de G(N,4) com nimeros de nivel.

Figura 3.2
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Daqui para frente denotaremos o subgrafo de nivel i por
5;. Diremos que S, precede Sj ou Sj ducede S, se i< j.

Vamos introduzir mais alguns conceitos sobre os supercon
centradores Si'

Seja 1 > 1 e consideremos o superconcentrador Si-

O padl de Sy ¢ o superconcentrador de maior nivel que pre
cede Si e ¢ maior que Si’ se existir; senao, o de mesmo tama-
nho. O fecho transitivo desta relacgao sera chamada nelacao de
ancestnalidade.

Scja Sj o pai de 5, A vizinhanga de Si ¢ {SSL: i< < i}

Note que o pai de Si ¢ maior que Si a nao ser que

2k 2k+1

-1 ou i = = 3.

Vamos assumir E < Ce N. Como na Segao 2.3, vamos estudar
a distribuicao das pedras no grafo.

Consideremos um intervalo de tempo T.

Um N-superconcentrador Si € bom em T se para todo sub-in
tervalo de T' de T durante o qual pelo menos FCZN1 sorvedouros
de S5 sao ocupados, o numero de pedras na vizinhanga de Si e
menor que LCSNJ em algum instante de T',

Um N-superconcentrador S; ¢ utif em T se S, e todos  os
scus ancestrais sao bons em T e pelo menos Fc1N1 sorvedouros
de S, sao ocupados durante T.

Scja S' o pai do N'-superconcentrador Si' Vamos supor
que S’#Si_l. Diremos que S' ¢ atdimo para S, em T se S§' e util
cm T ¢ em cada instante de T ha pelo menos LC4N'J pedras na vi

zinhanca de Si
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Note que de E < ¢ N, (D1), (D5) e¢ (D6) segue que S

5 2](+1__3
¢ util no intervalo [1,T] de toda a ocupacao de G(N,k).
Mostramos a seguir que se S, ¢ util em T, existem  dois

sub-intervalos disjuntos de T em cada um dos quais Si e util
ou seu pai € otimo para ele. Isto vai nos permitir iterar o Le

ma Fundamental de Szk+1-3 para bl.

Note que para todo N multiplo inteiro de /c,12,rc,N1>2.

Além disso, por (D2)
FeyNT > 9¢,N > 6lc, N | (0)

LEMA 1 - Consideremos um grafo G(N,k) tal que k>1. Seja i >1.
Vamos supor que durante um intervalo T, FCZN'1 sorvedouros do
N'-superconcentrador S, sao ocupados, iniciando e terminando o
processo com menos de IZCBN'J pedras na vizinhanca de Si' Vamos
supor, ainda, que o pai de S; seja um N'"-superconcentrador. En
tao pelo menos ¢ N'"1 sorvedouros do pai de Si sao ocupados du

rante T.

DEMONSTRACAO - Pelo Lema Fundamental ¢ por (D3), pclo menos

I(l~4cz)N'| fontes de Sy sao ocupadas e desocupadas durante T.

Vamos considerar, entao, trés casos.

. ] L 1
Caso 1: Sj e um S .

Neste caso, o pai de S; ¢ Si.q » @ vizinhanga de S, e

{Sj—l’ Si} ¢ N"=2N'., Utilizando (D4) temos que, durante T pelo

menos F(1—4C§)ZN'1;LZCSNKIif(l-ch)ZN’12FC12N‘1=FC1N”1 sorve-
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douros de S, | sao ocupados.

. 2
Caso 2 - S.1 ¢ um S°.

Neste caso, seja S' o S1 correspondente, i.e.,
S' = Si-ZkN”/N'—Z' Devido as arestas de S' para Si’ pelo menos
F(l—ﬁcS)N'13Fc1N1 sorvedouros de S' sao ocupados durante T.

Se S' e o pai de Si’ o lema esta provado. Caso contrario,

o pai de S' € o pai de S.

; © a vizinhanca de S' esta contida na

vizinhanca de Sj. Por (0), durante T pelo menos [c,N'1>[c N']

1 2
sorvedouros de S' sao ocupados, iniciando e terminando o pro-
cesso com menos de LZCBN'J pedras na vizinhanca de S'. Aplican

do o Caso 1 a S' obtemos o lema.

Caso 3 - S.1 ¢ um Sz .

Analogo ao Caso 2. (]

LEMA 2 - Consideremos um grafo G(N,k) tal que k > 1.Seja i>1.
Se o N'-superconcentrador Sy ¢ Gtil num intervalo T entdo exis-
tem T, T, < T disjuntos tais que o pai de S, ¢ util em T, e
em T

2
DEMONSTRACAO - Seja S' o N'"-superconcentrador que é o pai de
Si' Todos os ancestrais de Si sao bons em T e, pertanto,em to-
do sub-intervalo de T. Como os ancestrais de S' sao os de Si ,
resta-nos apenas provar que existem T]’ T2 g T= [tl,tzj disjun
tos tais que pelo menos FclN”1 sorvedouros de S' sao ocupados

durante cada um deles.

Por (0), fclN']z 6FCZN'] , i.€, pelo menos 6FCZN'] sorve
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douros de Sj sao ocupados durante T.

Sejam tg, t,, t¢ tais que durante cada um dos intervalos

[tl,t3], ft3+1,t4] e [t4+1,t5] , exatamente FCZN 1 sorvedouros
de S sao ocupados.

Como S, ¢ bom em T, existem t_ e[t i

6 1’ 5
nos quais ha menos de Lc N"J pedras na vizinhanca de Si.Durag

t3] e t7€[t4+1, t

te T]=[t6+1,t7]3ft3+1,t41, pelo menos fCZN'] sorvedouros de S-1
sao ocupados, iniciando e terminando esse processo com menos
de LCSN'J pedras na vizinhancga de Si' Pelo Lema 1, pelo menos
fclN”1 sorvedouros de S' sao ocupados durante Tl'
Analogamente, existe T2 = [t5+1,t2] durante o qual pelo

menos FCIN”1 sorvedouros de S' sao ocupados.
0

LEMA 3 - Considere um grafo G(N,k) tal que k>1. Seja i>1l. Se

ja Si um N'-superconcentrador ttil num intervalo T. Entdo e-

e util

Xxistem Tl’ T2 ¢ Tdisjuntos tais quc para j=1,2, Si—l

cm Tj ou o pai de Si ¢ otimo para Si em Tj.

DEMONSTRACAO - Sec Siq ¢ o pai de §., o lema scgue diretamen-

te do Lema 2. Vamos supor, entdo, que Si 1 nao ¢ o pai de Si’

Neste caso, |VS. | = ZIVSi_II . Como S, ¢ util em T, pe-
lo menos (jFCZN' I sorvedouros de Si, sao ocupados durante T(por (0)).
Scja Tl 0 menor sub-intervalo de T em que os primeiros SFCZN'1

sorvedouros de S sao ocupados e scja T2 o menor sub-interva-

lo de T em que os ultimos 3I¢,N'"l sorvedouros de S, sao ocupa

dos. Os argumentos abaixo podem ser aplicados a Tl ou TZ e va

mos, sem perda de generalidade, considerar apenas Tl'
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Seja t, o primeiro e t, o Gitimo instante de T, em que

1 2 1
menos de lCSN’J pedras estao na vizinhanga de Si' Como Si e
bom, pelo menos fc7N‘1 sorvedouros de Si sao ocupados durante

[t1+1, tZJ . Vamos considerar dois casos.

Caso 1 - Si—l "mao € bom" em [t,+1, t2] .

Existe FtS,t ]cftﬂ&,ti]dunune o qual pelo menos FCZN‘/21

4

sorvedouros de Si 1 sao ocupados e em cada instante do inter-

valo pelo menos LC4N'J pedras estao na vizinhanca de Si—l'
Scja tge [t],t31 o Gltimo instante em que existem me-
] 0

nos de chN'J pedras na vizinhanca de Si.Seja t,oel

t,,t
6 4° "2
primeiro instante em que existem menos de LCSN'J pedras na vi

zinhanga de Si’ Durante [t +1, t_] pclo menos Fc2(N'/2)1 sor

5 6

vedouros de Si~1 sao ocupados, iniciando e terminando o pro-

cesso com menos de LCBN'J = LZC%(N'/Z)J pedras na vizinhanca
de Sy (e, portanto, na de Si—l)' Pelo Lema 1,peh3nwnosfc1N'1
sorvedouros do pai de Si—l sao ocupadas durante [t5+1, t6]

Por (0), FclN‘T > GFCZN'l Assim, podemos aplicar novamente o
Lema 1 para obter que pelo menos fcl(ZN')1 sorvedouros do avo
de S;_1» 1.c.. pai de Sy sao ocupados durante [t5+1, tgl. Por
hipotese, em cada instante de ft5+l, tﬁ] ha pelo menos [CAN'J
pedras na vizinhanca de Si" Como os ancestrais de Si incluem
os de seu pai ¢ S, ¢ util cm T&, segue que o pai de S, c oti-

mo para Sj cm lt§+l, tﬁl.

Caso 2 = c " e Tt +] .
Caso 2 H|=l ¢ "bom" em ltl , tz]

Em qualquer sub-intervalo de [t]+1, tZJ durante o qual

pclo menos ¢, ,N'/21 sorvedouros de S,_y sao ocupados  existe
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um instante em que ha menos de Le,N'I< chN'/ZJ pedras na vizi
nhanca de S. .
¢ i-1
Neste caso, §S. 1 ¢ bom em Tl' Vamos considerar dois casos.
i-1

Caso 2.1 - O pai de S; tem o mesmo tamanho que Sy-

O pai de Si ¢ o pai de Si-l e, portanto, todos os ances-
trais de S. sao bons em T.. Durante L, +1, t, ]
i-1 1 1 2
fczN'1 > F4C3N'1 > 2Lc3N'J + 1 (por (D3)) sorvedou

ros de Si sao ocupados, iniciando e terminando o processo com
menos de LCSN'J pedras em Si' Pelo Lema TFundamental,pelo menos
N'—ZLCKN'JEF(l-ch)N'] fontes de S_.1 sao ocupadas durante

|t1+1, t21. Devido as arestas de Si— para Si’ pelo menos

1
F(]—dcs)N'/21§ [(1-6C3)N'/212 FclN‘/21 (por (D4)) sorvedouros

de S. | sao ocupados durante Lty+l, t,1 < T,. Logo, S. 4 e util
cm Tl'

Caso 2.2 - O pai de S. & maior que S

Novamente, vamos considerar dois casos.

Caso 2.2.1 - O pai de S; ,"ndo & bom" em [ty+1, t,].

Existe lt3,141 < [t1+1,t2

ros do pai de Si 1 sao ocupados ¢ em cada instante do interva-

1 durante o qual FCZN'WsorvedoB

lo ha pelo menos lch'1 pedras na vizinhanca de Sj.

A demonstracao deste caso ¢ analoga a do Caso 1.

Caso 2.2.2 - 0 pai de S, ¢ "bom" em [t +1, t,].

2
Em qualquer sub-intervalo de ft1+l,t2] durante o qual
[c,N"] sorvedouros do pai de Si—l sao ocupados, existe um ins-

tante em que hd menos de LC4N'J pedras na vizinhanca de Si'
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Neste caso, o pai de S bom em T1 e, portanto, S. e

i-1

O resto da demonstracao € ana

i-1
seus ancestrais sao bons em T].
loga a do Caso 2.1.

Para estudarmos as relacoes entre o tempo e o espaco de
uma estratégia qualquer para ocupacgao de G(N,k) vamos associ-
ar a ela uma arvore binaria.

Seja T o tempo gasto por uma estratégia para ocupacao de
G(N,k) em espaco E. A esta estratégia vamos associar uma ar-
vore binaria R tal que cada um de seus vértices & um par (i,T)
2k+l_

onde 1 < 1 <

3eTc[1,T] e

k+1

1. a raiz de Rée (2 -3, 1,1
2. cada vértice (i,T) tal que i>1 tem dois filhos
(ij,TJ) (j=1,2), onde Tj ¢ definido no Lema 3 e
ij = j-1, se Si—l ¢ util em Tj’ ou o nivel do pai de
S., sc este ¢ 6timo para S. em T.;
i 1 J
3. cada veértice (1,T) & uma folha.

As folhas de R sao vértices (I’Ti) onde os Ti sao dois

a dois disjuntos c Sl ¢ util em cada um deles. Por (0), pelo

menos O c,N1T < [ClN] sorvedouros de Sl sao ocupados em cada

um dos Ti' Aplicando o Lema Fundamental duas vezes em cada T
(veja demonstracao do Lema 2) temos que ZF(l—ZCS)N1 fontes de
5, sao ocupadds durante Ti' Assim, se o numero de folhas de R

¢ pelo menos b, o nimero de ocupacoes de fontes de S, € pelo

1

menos 2((1—Zc§)N1b (que também ¢ um limite inferior para 1)



- 73 -

Vamos determinar um limite inferior para b.

LEMA 4 - Um caminho qualquer da raiz de R até uma de suas fo-
lThas tem comprimento maior ou igual a

k+1
(1 - 2cg/c, )2 =3

DEMONSTRACAO - Consideremos um caminho arbitrario em R cujos

crtices sa i i e, (i : tal
vertices sao (11,T]), (12,T2), ,(1r,Tr), nessa ordem, e a
k+1

que i, = 2 3, T1 = [1,Tle (lr’Tr) e uma folha,
Tr ETr~] € ... C T1 c '11 > 12 >L...> ir = 1.
. . . . . k+1
Seja I = {11,12,...,1T} e seja J ={1,2,...,2 -3} -1I.

Para cada jeJ, existe £(1 < & < r) tal que i2 > j > 1
Além disso, S. ¢ o pai de S. (caso contrario i
i i
L+ 1 2
o quc ¢ impossivel). Portanto, S, ¢ otimo para Si em TR'
L+ 1 L
Segue que se Si ¢ um (N/Zk p)—superconcentrador, em cada ins-
2

tante de T, ha pelo menos LC4N/2kth pedras na sua vizinhancga.

2+1°

ge1” gt 1

b

~ - . )+] -« . -
Esta tem, no maximo, 21 -2 niveis. Todos estes niveis exceto
i% e i£+1 estao em J. Assim, a razao entre o numero minimo de

pedras na vizinhanca de Si
k+ 1

. durante T2 e 12+1—1£—1 e pelo me-
nos tch/Z

Como Tr c TQ, para todo (1 < £<71), o limite inferior
acima vale para Tr' Note que algumas pedras que estao no grafo
foram consideradas em duas vizinhancas diferentes (as que es-
tao nos Sl tais que 1 < % <r). Portanto, cada nivel de J tem,

% 2

- o k+ y
cem media, pelo menos C4N/Z pedras em cada instante de Tr.Lo

go, o numero minimo de pedras no grafo durante T. e pelo menos
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IJI[C N/2k+2J
4
Como, por hipotese, E < CSN segue que
c
4

e,portanto,

ro= 2K s g > (1-2C5/c4)2k+1—3

LEMA 5 - O nltmero de folhas de R & pelo menos

(1-2¢./c 2K+l <
, 5/¢y

DEMONSTRACAO - Segue do Lema 4 e de que cada vértice de R que

nao ¢ folha tem dois filhos.

TEOREMA 6 - A ocupacio de G(N,k) (k>1) com E < CSN pedras re

quer tempo

. k+1
- - s e .
. .(l ZL3) '(l L‘LS/(/‘) 2
N &
DEMONSTRACAO - Se k=1, o limite inferior acima ¢é menor que
]SNI = 190 N. Se¢ k>1, seguc do Lema 5.

Sejam p,E naturais tais que p/tgp < E < p. Seja
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, . : ray - s : ; k
k= Ic6p/b1 e seja N o unico multiplo inteiro de Fl/cz]Z en-
trefl/c51E e fl/c51E + Fl/CZWZk-l. Defina G'(p,E)=G(N,k).0 nu

mero de vertices de G'(p,E) &, no miaximo,

c . p/E+1
26

570Nk )

I'A

570 (cﬁp/E+l)(F1/c51E +F1/C21

p C6p/E+1
570 (Fl/cs]cop + c6fl/c21E 2 + Fl/c51E

I

c6p/E+1
+fl/c212 )

co-l C6-1
< 57()1)(F1/CS1 (1+c0)+2c6r1/c212gpp +2r1/c,1p )

6—1

1

C
570 p(I1/c 1 (1+c )+2M1/c,Ip (1+ce22 p))

cb—l

A fungao (de p) 2[1/c, 1 p (l+ce g p) tem maximo

l—ch 1
2 c . [1/c,1 c._ )
6 T2 2 b tne . Portanto, |VG'(p,E)| < Co P onde
(1-¢,)in2
O
c7 ¢ uma constante que satisfaz (D8).

TEOREMA 7 - A ocupacio de G'(p,E) em espaco E requer tempo T

tal que



onde n = |VG'(p,E)|

DEMONSTRAGCAO - Pelo Teorema 6

2

c6n/c7E
1-2c¢ (2—4C5/C4)2

: 3 . .
r > (——~4——) rl/c,s 1TE 2

O resto da demonstracao segue de (D9), (D10) e (D11).
0



CAPTTULO 4
0 JOGO DAS PEDRAS E COMPLEXIDADE DE ALGORITMOS

I = INTRODUCAO

Estudaremos neste capitulo algumas aplicagoes do jogo das
pedras a Complexidade de Algoritmos. A idéia basica das aplica
¢oes ¢ construir grafos que representam computagoes e, estudan
do as estrategias de ocupagao destes grafos, obter resultados
a respeito de tempo e espago Como recursos computacionais.

Na Secgao 2, estudamos o problema de reconhecer linguagens
recursivas por maquinas de Turing (MT). A nomenclatura e a no
tagao utilizadas sdo as de [Si79) conm a ressalva de que, a me
nos que seja especificado em contriario, entenderemos por MT
uma MT deterministica, com fita de entrada e varias fitas de
trabalho infinitas dos dois lados.

Como cxemplo de aplicagdo a Complexidade Concreta, esco-
lhemos uma aplicacdo a multiplicagao de matrizes, que é apre-
secntada na Segao 3. Apenas para introduzir as iddias, estuda-

mos inicialmente a multiplicacdo de uma matriz por um vetor.

2 - 0 JOGO DAS PEDRAS E MAQUINAS DE TURING

Un problema central em Complexidade de Algoritmos € o de

relacionat 6 tempo e o espaco necessariospara reconhecer uma

- 77 -
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linguagem recursiva qualquer. Um resultado imediato nesta a-
rea ¢ que, para toda funcdo t de IN em IN, TEMPO(t) < ESPAGO
(t), ja que o namero de células utilizadas por uma MT em cada
uma de suas fitas numa computacdo nio pode exceder o namero
de passos de computacgio.

Paterson ( [Pa72]) mostrou que se L & uma linguagem re
conhecivel em tempo t = Q(nz) por uma MT de uma Unica fita de
entrada/trabalho, entdo L € reconhecivel em espaco t1/2 para
obter este resultado, Paterson utilizou seqliéencias de cruza-
mentos ( vide [Si 791) para simular a MT original .

Infelizmente, o conceito de scqllencias de cruzamentos a-
parentemente nao se generaliza para maquinas com varias fitas.
Assim, nao se conhece nenhum resultado semelhante ao de Pater
son para maquinas com varias fitas. Em particular, ndo se sa-
bia sequer se era possivel melhorar o resultado trivial ate
que Hopcroft, Paul e Valiant ( [HPV77)) mostraram que TEMPO
(t) < ESPACO (t/lgt), para toda fungao t de IN em IN, utilizan
do o Jogo das Pedras. Este resultado & apresentado nesta se-
gao.

Un bloco e um conjunto de células consecutivas de uma
fita. O extremo dineito (esquendo) de um bloco & sua célula mais
a dircita (esquerda). O k-bloco i 6 o bloco de celulas de po
sigoes ik, ik+1, cea, (i+1)k-1.

Seja t uma funcao de IN em IN. Uma MT hespedta t-blocos
Se¢ para toda entrada w, durante a computacgao de M sobre w a
fronteira entre dois t(|w])-blocos quaisquer de cada fita so

¢ cruzddd em instdntes que sao multiplos inteiros de t(|w]).
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Una MT com um t-xelogio & uma MT com duas fitas de entra
da: uma delas contém uma palavra w sobre o alfabeto de entra-
da; a outra, que chamaremos de relogio, contém um bloco de
t(|w|) c€lulas marcadas (que pode ser vista como uma represen
tagao unaria de r(lwl)). Inicialmente, a cabeca de leitura do
reldogio esta sobre seu extremo esquerdo. Quando a computacao
se inicia, esta cabega passa a se mover em direcao ao outro ex
tremo. Sempre que alcanga um dos extremos do bloco (em instan
tes que sao multiplos inteiros de t(|lw|)), a cabega passa a
se mover em direcao ao outro extremo. Utilizando o relogio des
ta manecira, a MT determina os instantes da computacdo que sao
mialtiplos inteiros de t(|w]).

LEMA 1 - Sejam t, v fungGes de IN em IN tais que para algum
natural ZO, T(Z) < t(Z) para todo Z > Zo' Seja M uma MT limi-
tada em tempo por t. Entao existe uma MT com t-relogio M' que
respeita t-blocos e que simula M en tempo 0(t).

DEMONSTRAGCAO - Vamos construir M'.

Para cada fita de trabalho de M, M' tera uma fita de tra
balho com 4 trilhas. Alem disso, M' tera uma fita de trabalho
adicional, cuja utilidade sera vista mais adiante.

Seja w uma entrada qualquer para M.,

A idéia central da simulagao (que sera ligeiramente alte
rada posteriormente) & que se apos mt(|w]) passos da computa-

Gao de M para w o contetdo de sua j-csima fita for

[ Wl W_Z, ‘W-Z)V Wk
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onde lwil = ¢(|w]|), o conteudo da fita correspondente de M' a

pos cm ¢(|w]) passos scra

e e e
2 I
3 Wi Wo W ] Wy

4 wg wg WZ _________

onde x' representa o reverso de x. Mais ainda, se a cabeca da
fita de M estiver sobre sua p-ésima célula, a da fita de M
tambem estara.

Para que os extremos dos blocos possam ser detetados, co
locaremos neles simbolos especiais, utilizando para isto a
trilha 1 de cada fita.

A seguir, vamos descrever a simulagdo. Por simplicidade,
vamos nos [ixar numa fita F de M, ja que o procedimento é igual
para todas as fitas.

Inicialmente, M' marca os limites do primeiro bloco da
fita F'de M' que corresponde a I', deixando sua cabega na posi
gao original (que ¢ o extremo esquerdo do bloco).

Vamos supor que apos m t(|]w]) passos de M, a cabeca de F
esteja sobre sua p-csima célula ¢ que, apos a simulacio des
tes passos, a cabega de F' tambem esteja (isto é verdade para
m=0) .

Lendo inicialmente a trilha 3, M' simula diretamente o0s

proximos t (!w]) passos de M. Durante esta simulacao, ao in-
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ves de cruzar as fronteiras do bloco, M’ passa a ler a trilha
correspondente no mesmo bloco.

Em seguida, de acordo com a ideia original, M' deveria a
tualizar os blocos vizinhos. Lste processo €, en grande parte,
desnecessario embora s6 aumente o tempo de simulagao de um fa
tor constante. Na verdade, so & necessario atualizar o proxi
mo bloco a ser visitado e se este ndo foi o que acabou de ser
visitado. Vamos supor, sem perda de generalidade, que o proxi
mo bloco € o da direita.

A cabega de I'' marca a cclula em que esta (que sera a
proxima a ser lida) ¢ se move até o extremo esquerdo do bloco.
Lm seguida, move-se até o extremo direito do bloco, copiando-
~0 na fita adicional, ¢ fica aguardando o proximo instante mil
tiplo inteiro de t(|w|) para cruzar a fronteira. Percorre, en
tdo, o novo bloco atualizando-o e marcando seus limites. Final
mente, posiciona a cabega na proxima célula a ser lida e fica
aguardando o proximo instante maltiplo de t(|lw]) para simular

os proximos t(|w]|) passos de M. Esta atualizagao custa 4t (|w])

Assim, cada intervalo de t(|w|) passos de M & simulado
por M' em, no maximo, St(lw|) passos. Portanto, a simulacio to

da (incluindo inicializac¢oes) pode ser feita em tempo 27t (|w]|)+

+ St(lw|). U
Vamos descrever, agora, uma MT M1 que sera usada como
procedimento por outra MT que construiremos mais adiante. A

entrada de My ¢ uma codificacao de um grafo G de G(n,d) e sua

saida ¢ a sequéncia dos lances da estratégia MELHOR-OCUPACAO



para a ocupacao de G.
A MT Ml tem uma fita de entrada/trabalho onde para cada

vertice i de G (1<i<n), ha um bloco da forma

bin(i) * bin(il) * bin(iz) ¥ ewe * bin(ik)

.
e (i)
p(i)
onde il’ i2, o« i ik sdo os vertices iniciais das arestas que

chegam em i. Os blocos sao armazenados segundo alguma ordena-
¢ao topologica.

O campo ¢ (i) indica se o vertice i esta ou niao ocupado.O
campo p(i) € utilizado quando o vértice i pertence a algum
conjunto V criado pelas chamadas recursivas do algoritmo.

A MT My possui também duas fitas de trabalho que sdo uti
lizadas como pilhas e que chamarcmos de Py e PZ'

A pilha Pl sera utilizada para a simulagao das chamadas
recursivas do algoritmo. Um contador kl e usado como aponta
dor para o topo dec Py« Em cada elemento desta pilha €& armaze-
nado um enderecgo de retorno LR. Assim, "empilhar (G, V, Lt)em
P1" significa escrever o primeciro e o Gltimo vértices de G e
L cm Pl‘ somdar 1 em k] e fazer p(i)*kl para todo i€V tal que
p(i)=0 (alguns destes vertices podem estar em outro conjunto
correspondente a alguma chamada anterior do algoritmo). Aleém
disso, um espac¢o O(degn) é reservado para armazenar o conjun-

to U quando o grafe tiver no maximo m, arestas. Indicaremaos por
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G(j),V(i),L(j)) a tripla que esta na posicao j desta pilha.
A pilha PZ armazena os subgrafos C' (i.e., seu primeiroe
ultimo vértices)cujos cortes correspondentes sdo grandes. No
te que o correspondente.v‘ nao precisa ser guardado pois seus
vértices estdo no conjunto V da chamada que gerou o grafo G'.
Para ocupar ou desocupar um vértice i M1 altera o campo
e(i) e registra o lance na fita de saida. Além disso, faz
p(1)«0 na desocupacgao.
A MT M1 scra utilizada na ocupagao de grafos com a seguin
te propriedade: para todo i (l<i<n), i & predecessor de i+1 .
Isto nos permitirda simplificar a construgao de M1 pois, quan-
do o grafo for pequeno, l.e., tiver mem, arestas, ele tera no
maximo m+l vértices e, portanto, pode ser ocupado com m+l pe-
dras, sem desocupacées (veja demonstracio do Teorema 2e243)
Além disso, quando o grafo ¢ particionado e o corte gerado for
grande, existe pelo menos uma aresta de @' para G'", nao sendo,
portanto, necessaria a ocupagao de G' apos a ocupacgao de G'",

A MT My procede de acordo com o seguinte algoritmo:

inicio
empilhe (G,ﬂ,L]) em P

Lys mi=laG(k))];

J,"

s2 M < m_ entao
- 0

inicio

Lot se G(ky) esta ocupado entao



inicio
desocupe os vertices de VG(kB~V(k1); (1)
va para L(ky)s
fim
senao
inficio

seja i o primeiro vértice (em ordem topologica) de
VG(kl) nao ocupado;

Ui={k:k & predecessor de i e ndo esta ocupado};

L,: sed G'(j) em P, tal que VG'(j)n{u€U:u ndo estd ocu-
pado} # # entao
infcio
empilhe (G'(j),V'(j)uU, L3) em Pl; (2)
va para Los
Lt desempilhe Pl;

va para L4;
fim
senao

inicio
ocupe 1i;

desocupe os vertices de U-VG(ky); (3)
va para LS;
fim
fim
fim

senao
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inicio
determine o Ultimo veértice de G';
se |A] < 2m/egm entdo
inicio

W:={1G(a):a6A};

empilhe (G',(V(kl)nVG’)uW, L6) em Pl; (2)
va para L;

LG: desempilhe Pl;
empilhe (G', V(kl)nVG”, L7) em Pl; (4)
va para L,s

L7: desempilhe Py
desocupe os vertices de W= (V(ky)nVG'); (3)

va para L(ky);
fim
senao
infcio
cempilhe G' em I’Z;
empilhe (G”,\f(kl)fWVG'ﬂ Lg) em P (4)
va para Los
Lg: desempilhe P
desempilhe l’l;
va para L(kl);
Fim;
fim;

le fim
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(1) sao os vertices i de VG(ky) tais que p(i)=0.

(2) o conjunto de vertices empilhado ¢ U, pois os
outros vertices i sdo tais que p(i) # 0.

(3) sao os vértices i do grafo tais que p(i)=k +1.

(4) o conjunto de veértices empilhado ¢ @, pois os
outros vertices i sdo tais que p(i) # 0.

Para todo m>1, seja r(m) o maior nivel de encaixamento das

chamadas recursivas de MELIIOR~-OCUPAGCAO para grafos com m ares
tas e grau de entrada maximo d.

L facil ver que
r(m) = 1, se msm

r(m)51+max{max{r(m/2-m/£gm).r(m/2+m/lgm+d)},

r(m/Z—m/zgm)+r(m/2—m/£gm+d)}, se m>m

Da demonstracao do Tecorema 2.2.3 segue que r(m)<0(m/Lgm).
Assim, a pilha Pl pode ter O(n/2gn) elementos e seu arma
zenamento pode ser feito em espago O(n). Este também 6 um 1i-
mite superior para o esSpago necessario para armezenar PZ' Na
fita de entrada/trabalho o espago utilizado e O(n 2gn). Este

espago ¢ suficiente para os calculos de m, Al e 2m/egm.

Portanto, o espago utilizado por Ml e O(n lgn).

LEMA 2 - Sejam t,+ fungoes de IN em IN tais que para algum
222,02 ¢ 1g8(02)) < «(2) < t(2)Y? para todo 2 » Z_. Seja
M' uma MT com t-reldgio que respeita t-blocos e limitada em

tempo por t(Z). Lntao existe uma MT M" com t-relogio que reco

nhece T(M") em espago O(t/egt).
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DEMONSTRAGAO - Vamos construir M.

A ideia basica da construgdo ¢ associar a cada computacio
de M' um grafo e, utilizando a estrategia MELHOR-OCUPACAO pa-
ra ocupa-lo » simular M' em espago O (t/2gt).

Seja d o numero de fitas de trabalho de M'. Para cada
uma destas fitas, M' tera uma fita de trabalho.

Para descrever a simulagdo, vamos considerar uma entrada
W para M' c¢ vamos dividir a computacdo de M' sobre w em n =
= Tt(|lw])/*(]w])1 intervalos de t(|w|) passos cada. A partir
desta divisao construiremos o grafo.

A cada intervalo de tempo A vamos associar um vértice
v(s). O grafo tem, portanto, n vértices. Para cada j (l<j<d)e
cada intervalo de tempo A, vamos denotar por Aj o ultimo inter
valo anterior a A em que a cabega da j-ésima fita de M' visi-
ta o mesmo bloco que em A, se existir; caso contrario, vamos
Supor, por convenicncia, que Aj=0.

As arestas do grafo sio tais que para todo A',A(lgA',AgD,
v(a') » v(a) sse &' = A-1 ou existe j tal que A’=Aj. E imedia
to que o grafo esta em G(n, d+1).

A cada vertice v(a) do grafo, vamos associar informacoes
h(a), b(a) e q(a) definidas abaixo.

Seja h(j,a) a posigio da cabegca da j-ésima fita de M' ao
termino do intervalo a. seja h(a)=lh(1,8),h(2,4),...,h(d,n) e
seja h=Lh(1),h(2),...,h(n) . A partir de h & possivel construir
o grafo, ja que durante o intervalo A>1 a cabecga da j—ésimafi
ta visita o bloco Lh(j,a=-1)/<(|w]|)J.

Seja B(j;A) 0 conitc¢udo do bloco visitado pela cabeca da
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j-eésima fita de M' durante o intervalo A, ao término deste.Se
Ja b(A) = [b(1,a), b(2,8), ..., b(d,a)l.

Seja q(a) o estado de M' ao téermino do intervalo A ¢ se-
ja q= Lq(1), q(2),..., q(n)J). Para sabermos se M' aceita ou
nio w ¢ suficiente determinar q(n).

Como M' ¢ deterministica e respeita blocos, segue que
q(A), h(a) e b(a) podem ser univocamente determinados a par-
tir de q(a-1), h(a-1), b(Al)’ b(AZ),..., b(Ad), pela simulagao
direta de t(|w]|) passos de M'.

Para que M'" construa o grafo da computagao sobre w seria
necessario que cla conhecesse h antes de iniciar a simulacgao,
0 que ndo ¢ possivei. Para contornar este problema, M" gera
em ordem lexicografica,candidatos a h. Para cada candidato ge
rado, M" o supoe correto ¢ tenta simular a computagao de M’
sobrec w. Se¢ o candidato nio & o correto, M" deteta o erro e
gera a proxima scquéncia, caso contrario, a computacao de M’
sobre w ¢ simulada.

AMT M" utiliza Ml como uma co-rotina. A execugao de M1
ocorre por ctapas, cada etapa correspondendo a um lance do
jogo. Assim, cada vez que o controle ¢ passado a Ml, ele e de
volvido quando Ml grava em sua fita de saida. Nesse instante,
M" guarda em seu controle finito o estado em que Ml parou. An
tes de chamar M1 na proxima vez, M'" posiciona a cabeca da fi
ta de saida de My na sua cc¢lula mais a esquerda. A computacdo

de Ml prosscguc entdo a partir de onde parou na chamada antec

rior. Note que !M'" ndo altera o contelido das fitas de My .



- 80 -~

Para verificar se um candidato h' & corrcto, M" primeira
mente constroi um grafo a partir de h' e procede da seguinte

maneira:

inicio
enquanto v(n) nao estiver ocupado facga
inicio
chame hll;
se 0 proximo lance & "ocupe v(A)" entéo
inicio
compute ¢ armazene h(a), b(a) ¢ q(a) ;
se h'(A) # h(A) entdo tente nova sequencia;
Fim
sendo {proximo lance ¢'desocupe v(A)Y}
apague h(a), q(A) e b(a) das fitas
fim
se q(n) e final entso aceite w sendo rejeite w

fim.

A existéncia das arestas de v(A-1) para v(a) garantem que
O intervalo A ndo sera simulado sem que os intervalos 1,2,...,
A-1 ja tenham sido simulados alguma vez e, portanto, sem que
ja tinha sido verificado que h' (1) = h(1), h'(2) = h(2),... ,
h'(a-1) = h(a-=1).

Vamos mostrar que quando Ml ¢ chamada pela i-ésima VEZ,
M™ tem computdado ¢ armazenado {b(a), q(a): v(a) esta ocupado
no instante i da estratégia MELHOR~OCUPACAO} .

De fato; para i=0 a afirmacio & verdadeira.
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Para i>0, vamos considerar dois casos.

Sc o (i-1)-Csimo passo da estratégia & "desocupe v(4)"en
tao antes da proxima chamada de Ml’ b(s) ¢ q(A) sao apagados
da fita e, da hipotese de indugdo, segue a tese.

Se o (i-1)-esimo passo da estratégia & "ocupe v(A)" en-
tao, no instante i-1 de MELIIOR~-0OCUPACRO, V(Al), V(AZ)"'”V@H)
e v(A-1) estao ocupados. Por hipdtesc de inducgdo, b(Al),b(Azl

- h(Ad) ¢ q(d-1) estao armazenados. Como h(A-1) também es-
ta armazenado, M'" pode simular os t(|w|) passos de M' do in-
tervalo para computar b(a) ¢ q(A). Assim, também neste caso a
tese ¢ valida.

O armazenamento dos blocos pode ser feito em espago
OCt(|lwln/2gn), o da sequénecia h em espago O(n 2gt) e o da se
quencia ¢ em espago O(n). Como ja vimos antes, Ml utiliza es
pago de trabalho U(n %£gn). 0 espaco gasto em sua fita de sai-
da ¢ Y(zgn).

Para todo ZiZO, 2 < lg(t(Z))2 < t(Z2) < t(_Z)l/2 e, portan

to,

no= Tt(2)/c(2) ]

IA

e (2)/«(2) < 2t(2)/<(2)

Assim, para todo L22

cpmoag(e(z)) < 2 ¢p HEL pie(z)
Tot(Z)
s 2 —HEL e
v (t(2))
, t(Z
5 Z ('1 4.._..—...£.——_)—._._

L (t(Z))



e
c, T(2) L < 2¢, 1(2) t(2)/x(2)
“ L gn Lg(2t(Z)/<(Z))
< Zc2 £(%)

vg(2t(2) /%)

t(2)
< 2C

T T gt
< de, LD

Lg(t(Z2))

Logo, o ecspago gasto por M" € O(t/eg t)
U

Una fungdo t de IN em IN & boa se ela & construtivel em
tempo por uma MT t, limitada em espago por O(t/eg t).
TEOREMA 3 - Seja t uma fun¢ido boa c seja 1(Z2) = rt(Z)]'/N. Se
t e v satisfazem as condigdes do lema anterior e M & uma MT
Limitada em tempo por t, entdo existe uma MT que simula M em
espaco O(t/ge t).
DEMONSTRAGAO - Pelos lemas 1 e¢ 2, existe uma MT M" com t-relo
gio que simula M em espaco O(t/%g t). Para obtermos o teorema,
basta eliminar o relogio.

A Figura 4.1 mostra uma MT com uma Unica fita tal que pa
ra todo Z>0, apds Z passos M, tem marcado em sua fita um blo

f71/21

co de celulas.

Ligando £, em paralelo com Mt obtemos uma MT que constioi
FA

1/21

um bloce de [t(Z) ©(Z) ceclulas na fita de MZ em espago

O(t/eg t):
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Ligando c¢sta MI' em scrie com M'" de¢ tal mancira que a [i-
ta de M, scja o relogio de M" obtemos wma MT que simula M em
espago O(t/eg t).

t
COROLARIO 4 - Para toda fungao t de IN em IN, DTEMPO(t) < DES
PACO(t/2g t).
DEMONSTRACAC - Seja t uma funcio de IN em IN e seja M uma MT
limitada em tempo por t.

Se t satisfaz as condigoes do teorema anterior, o corolé
rio segue trivialmente. Caso contrario, podemos construir uma
MT que faz toda a simulagao do lema anterior para t(2)=1,2,...
ate atingir um estado de aceitagao ou rejeicdo e sem exceder o

espaco O(t/eg t).
0

Paul ¢ Reischuk ([PR781) obtiveram um resultado seme lhan

te para maquinas de acesso aleatdrio.

3 - APLICAGOES A COMPLEXIDADE CONCRETA

Nesta secao apresentamos algumas aplicagoes do Jogo das
Pedras visando obter limites inferiores para o tempo necessario
para o calculo de certos conjuntos de fung¢ées dependendo do es
pago disponivel. Estes resultados sao, portanto, limites nas
relagoes de¢ troca entre tempo e espago Como recursos computa-
cionais.

A técnica que apresentamos consiste em mostrar que gra
fos que representam certos conjuntos de fungoes contém subgra

tos que sdo (N,M)-superconcentradores e aplicar o Lema Funda-



mental a estes subgrafos.

O modelo de computagdao mais apropriado para estas aplica
¢oes ¢ o de programas em linha reta. Seja D um conjunto qual-
quer. Seja F um conjunto de operagoes sobre D que contenha a
fungao-identidade ID(d)=d, para todo d€D. Um programa em L£i-
nha reta sobre F consiste de um conjunto de entradas {xl,xz,.
«-+» Xyl e uma sequéncia finita de atribuigbes a registrado-
res, cada uma da forma R. < x. ou R.<« f(R, ,R., ,...,R. )(k»0),

> J ! J1 )2 k B
onde f€F e R. , R. ,...,R. aparecem do lado esquerdo de al
J1 2 Ik -
guma atribui¢ao anterior. Além disso, cada entrada aparece pe
lo menos uma vez do lado direito de alguma atribuigao.

Um programa em linha reta ¢ uma codificacao de um progra
ma cuja execugao consiste em, uma vez atribuidos valores as
entradas, exccutar as atribuicdes na ordem em que eclas apare
cem. Lixeccutar uma atribuigdo significa armazenar no registra-
dor o valor da expressdo a dircita.

Programas cm linha rcta sido programas sem instrugoes de
desvio. Uma das razées pelas quais este modelo & adotado ¢ que
em muitos programas as instrugoes de desvio servem apenas pa
ra fazer com que certos trechos do programa sejam repetidos um
certo numero de vezes. Duplicando estes trechos quantas vezes
forem necessarias obtemos programas em linha recta equivalentes
aos originais.

O ndmero de instrugoes de um programa em linha reta ¢ o
Cempo do programa e o numero de registradores distintos que ne
ITe aparccem ¢ o espaco do programa.

O programd cemputa um conjunto I de fungoes se, para to-
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do g€lI', cxiste uma atribuicgao a um registrador Ri tal que pa
ra toda entrada (xl,xz,...,xN) € DN, apos a execugdo dessa a-
tribuicao, Ri armazenara o valor dcg(xl,xz,...,xN). Note que
cste valor nao precisa necessariamente ficar armazenado em Ri
ate o final da execugdo do programa. Isto corresponde a imagi
nar que o valor de g, uma vez armazenado em Ri’ poderia ser
impresso. As instrugoes de impressao nao fazem parte do mode-
lo pois, do ponto de vista da Complcxidade, elas no maximo do
brariam o tempo do programa e, portanto, ndo alterarianm sua
ordem de grandeza.

Suporemos, sem perda de generalidade, que programas em
linha reta sobrc um conjunto F nao tem atribuicdes da  forma
Ri+ f(...,Ri,...). Atribuigoes deste tipo podem ser eliminadas
de um programa com o auxilio de um novo registrador R. e a
substituigao de cada atribuicgdo R« f(...,Ri,...) pelas atri
buigoes Rj+ f(...,Ri,...) e R« Rj’ nesta ordem. O espaco do
novo programa ¢ o do programa original mais 1 e o tempo & no
maximo o dobro, nido sendo, portanto, alteradas as ordens de
grandeza de ambos.

Podemos associar um grafo aciclico a um programa em 1li-
nha reta da seguinte maneira: a cada entrada xj correspondera
uma fonte de pgrafo; a cada instrugao do tipo Ri+ f(R. ,R.

12
), corresponderd um vértice no qual para todo p(l<p<k),che

3% e ey

.
Ik
ga uma aresta que sai do vertice correspondente a x. se a ul-
tima atribui¢ao a R. e R. «x. ou do vértice correspondente a
. ~ J[) Jp

ultima atribuigdo a R. , em caso contrario. Este grafo sera

; D
chamado dé grafe associado ao programa. Abaixo, temos um exem-
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plo de um programa e o grafo associado a ele.

- \
= / ~— 4+
Ry “Rg*R, x; O .-
R, «x T
2 4 //
+ —
Ry, R +R, x, O

Note que varios programas em linha reta s3ao associados a
um mesmo grafo. Além disso, um programa em linha reta induz
uma estratégia para ocupagio do grafo associado a ele, se as-
sociarmos uma pedra a cada registrador. Reciprocamente, um gra
fo aciclico que representa uma computagao de um conjunto F de
fungées usando operagées de F, e uma estratégia para sua ocu
pagao induzem um programa em linha reta sobre F que computa F.
O tempo do programa ¢ o nimero de ocupagoes da estratégia ¢ o
cspaco ¢ o espago da estratégia. Note que o tempo do programa
esta entre T'/2 ¢ T', onde T' & o tempo da estratégia.

Assim; a ordem de grandeza do tempo T necessario para se
computar um conjunto F de funcgoes de N em D em espago E € a
mesma do tenmpo necessario para se¢ ocupar algum grafo que re-
presenta um programa que computa F com E pedras.

Nesta scgao, vamos determinar limites inferiores para o
produto ET, fixado um conjunto F.

Vamos considerar um programa quc computa F e seu grafo as

sociado. Pademos supor; sem perda de generalidade, que o pro
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prama nao tem atribuigoes que ndo sdo usadas para a computagao
de F. Cada sorvedouro do grafo corresponde a uma atribuigao do
valor de alguma fungdo de F nas entradas. No entanto, o calcu
lo de alguma fungdo f de F pode ser utilizado para o calculode
outra fungao de F, e o vértice correspondente a atribuicao do
valor de £ a um registrador R; ndo sera um sorvedouro. Imedia
tamente ap5s csta instrugao, vamos acrescentar uma atribuicao
Rj+Ri, onde Rj ¢ um registrador que nao aparece no programa o
riginal. O grafo associado ao novo programa assim obtido ¢ o
associado ao programa original acrescido de um sorvedouro e
de uma arcsta. Repetindo esta operacdo tantas vezes quantas ne
cessarias, obtemos um programa quec computa F em espago E+1 e
tempo no maximo T+|F|[<2T. Ambos tem, respectivamente, a mesma
ordem de grandeza do espaco e do tempo do programa original.

Scja K o corpo dos nlimeros reais ou o dos nimeros comple
XOS .

Seja A uma matriz MxN sobre K. Para cada I={il<i2<nwd }e

k
< {l,2,...,M} (k»>1) e cada J = {jl<j2<...<jL}§{l,2,...,N}(23D,

vamos denotar por AIJ a matriz
ay ag . ceooay ]
(lJ a . “ s a
291 1202 t2dy
a; a: . . a, .
e S Tkl 2 ke

Uma tal matviz sera chamada submatriz de A.

<

Diremos que A ¢ admissivel se todas as suas submatrizes



quadradas sao nao-singulares.

Seja F um conjunto de operagoes sobre K. Se toda fungao
de F e linear, um programa em linha reta sobre F serd chamado
programa Linear. O grafo associado a ele sera chamado grago
Linean.

Vamos estudaf, agora, o produto y=Ax, onde XGKN. Supondo,
sem perda de generalidade, que as linhas de A sao 2 a 2 distin
tas, podemos considerar o calculo do produto y=Ax como o de
M fungoes lineares nas variaveis X oXos eoe s Xye Umn grafo 1line
ar que representa este produto tem pelo menos N fontes, que
correspondem as entradas e as atribuicfes do tipo R;«0 (a fun
¢ao nula ¢ a Unica fungido constante que 6 lincar). Além disso,

podemos supor, sem perda de generalidade, que tal grafo tem M
sorvedouros.

0O teorema abaixo nos sera de grande utilidade para mos-
trar que certos grafos sao superconcentradores.
TEOREMA 1 (Teorema de Menger) - Seja G um grafo aciclico. Se-
jam V', V' subconjuntos disjuntos e ndo-vazios de VG. Entao
max{k:3 um k-fluxo de V' para V'"} = min{2:3 & vértices em G
tais que todo caminho de V' para V' passa por um deles}.
DEMONSTRACAO - Vide [Be 791, pg. 167.

a

TEOREMA 2 - Seja G um grafo linear que representa o produto y=

.o Sejam I c{1,2,...,M} e J ¢ {1,2,...,N} tais que |I|=

i

[Jl. Scjam X o conjunto das fontes correspondentes aos
xj(jGJ) ¢ Y o conjunto dos sorvedouros correspondentes aos

y;(i€l). se Ajy € nao-singular entdo existe um |X|-fluxo de X



para Y.
DEMONSTRAGAO - Vamos supor, sem perda de generalidade, que o0s
xj[jEJ) sao nulos. Neste caso, podemos considerar os yi(iGI)
A . . I 1
como fungoes linecares de K em K.

A matriz Ayg € a matriz de representacao dos y; em rela-
- - . ~ ; lJ
¢ao a base canonica do espago das funcdes lineares de K | em
'S - - . ~ ;
K™, Como AIJ ¢ nao-singular, segue que os y; sao linearmente

independentes.

Se existirem [X

~1 vértices em G cuja remocao desconecta
Y de X, cada um dos yi(iGI) pode ser escrito como combinac¢ao
lincar das fungoes lineares cujo valor fica armazenado apos a
cxecugao das atribuigdes correspondentes a esses |[X|-1 vérti-
ces. Isto contradiz a independéncia linear dos Yi-

Assim, pelo menos |X| vértices devem ser removidos de G
para desconectar Y de X. Pelo Teorema 1, existe um |X|-fluxo
de X para Y.

B
COROLARIO 3 - Seja G um grafo linear que representa o produto
y = Ax. Se A ¢ admissivel entdo G tem um subgrafo que € um
(N,M)-superconcentrador cujas fontes sdo as correspondentes as
entradas ¢ os sorvedouros sao os de G.
DEMONSTRACAO - Segue do Tcorema 2.

8]
COROLARIO 4 = Se A & admissivel entio o calculo do produto y=

=AX por um programa linear em espago E requer tempo

M(N-E
E+1

T > E +
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DEMONSTRAGAO - Segue do Coroldrio 3 e do Lema 1.2.4.
]

Vamos, agora, generalizar estas ideias para o produto de
matrizes C = AB, onde A e B sdo, respectivamente, matrizes Mx
xN e NxP sobre K.

supondo, sem perda de generalidade, que as linhas de A sio
duas a duas distintas, podemos considerar o calculo deste produ-
to como o de MP fungoes lineares nas variaveis bij‘ Umn gratfo
linear que representa este produto tem pelo menos NP fontes .
Alem disso, podemos, sem perda de generalidade, supor que tal
grafo tem MP sorvedouros.

seja G um grafo linear que representa o produto C=AB. Pa
ra todo i (l<i<P), seja X, o conjunto das fontes de G cor
respondentes aos elementos da i-6sima coluna de B e seja Y. o

i
conjunto dos sorvedouros de G correspondentes aos elementos da

i-esima coluna de C.
TEOREMA 5 - Se A ¢ admissivel entdo para todo i (1<i<P), exis
te um subgrafo Si de G que & um (N,M) -superconcentrador cujo
conjunto de fontes & Xi e cujo conjunto de sorvedouros e Yi.
DEMONSTRAGAO -~ Seja i tal que 1<i<P.

A i-¢ésima coluna de C & o produto (de matriz por vetor)de
A pela i-ésima coluna de B. Assim, fazendo todas as entradas
de B nulas cxceto as da i-ésima coluna e eliminando osvertices
dos quais nio sai nenhum caminho que chega em Yi, obtemos um
subgrafo de G que e um grafo associado a unm programa que com
puta o produto de uma matriz por um vetor.

Aplicande o Corolario 3 a este subgrafo obtemos a tese.
U
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COROLARIO 6 - Se A ¢ admissivel entio a ocupagao de G em espa-

¢o I (0 < I < N,M) requer tempo T tal que

PM(N-E)
E + 1

T o> PE o+

DEMONSTRACAO - Seja i tal que 1 < i < P.

Uma estratcgia para ocupagao de G em espaco E induz uma
estratcégia para ocupacgao de S;. Pela demonstracgao do Lema 1.2.4,

M(N-E)
E + 1

a ocupacao de G requer pelo menos E + ocupagoes de fon

tes de Si

Como os conjuntos das fontes dos Si sao dois a dois disjun

tos, temos que a ocupacao de G requer tempo

T > PE + ———=
Lo+ ]



CAPTTULD 5

CONCLUSAO

A demonstracao da existéncia de (N,6,4,6)~concentradores
¢ a construcao recursiva de N-superconcentradores sao de
Pippenger ([Pi771). Pippenger também mostrou que seus N-su
perconcentradores tem no maximo 40N vértices. A contagem do
nimero de vértices que apresentamos aqui, alem de mais generi
¢a, nos leva a um limite superior de 22N para o namero de ver
tices do N=-superconcentrador de Pippenger. O Lema 1.2.1 ¢ de
Paul . Tarjan ¢ Celoni (IPTC771). 0 Lema Fundamental e o l.ema
I.2.4 sao de Tompa  ([To78!). A versio alternativa do Lema Fun
damental ¢ de lLengauer (IlLe791).

Hopcroft, Paul ¢ Valiant (IHPV771) mostraram que
hd(n) = 0(n/%gn). De sua demonstracao, Paul,Tarjan c Celoni de
vivaram a primeira versio do algoritmo MELHOR-OCUPAGRO. A ver
sao de MELIOR-0CUPACKO apresentada aqui e do autor, bem como
a demonstracio de sua correcdo. A andlise do algoritmo ¢ ecs-
sencialieite a que aparece em [DPTC777 . Paul, Tarjan e Celo-
ni mostraram, ainda, que Ed(n) = Q(n/Lgn).

As relactes entre tempo ¢ espaco no Jogo das Pedras sao
de Lengauer.

O resultado do Coroldario 1.2.4 & de Hopcroft, Paul e Va-
Liant. Fm sua demonstracio cles utilizaram uma MT nao-determi

- 102 -
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nistica para gerar os lances da ocupagao do grafo e as técni
cas de Savitch ([Sa701) para torna-la deterministica. A cons-
trucao da MT M, ¢ do autor. Além disso, introduzimos o modelo
de MT com reldgio com a intencdo de tornar mais claras as de-
monstracgoes dos Lemas 4.2.1 e 4.2.2.

As relacoes entre programas em linha reta e grafos acicli
cos ¢ o Teorema 4.3.2 sido de Valiant ([Vva761). 0O Corolario
4.3.06 aparece em [Ja80] . No entanto, nos parece que sua de-
monstracao exige uma hipotese a mais, o que o torna mais fra-

co. A demonstragao que apresentamos ¢ do autor.

Una variacao do jogo foi introduzida por Cook é Sethi
(1CS761). As pedras podem ser brancas ou pretas; as pedras

brancas representam passos nao-deterministicos de algoritmos .
Outra variagao ¢ devida a Emde-Boas ¢ Leeuwen (LEL791). Nela
uma terceira regra ¢ acrescida as do jogo original:se todds os
predecessores de um vértice v estio ocupados entao uma pedra
pode scr movida de um predecessor de v para ele. Emde-Boas e
Leeuwen provaram que um grafo pode ser ocupado em espaco E se-
gundo as novas regras sse ele pode ser ocupado em espaco E+1
scgundo as regras originais.

Paul ¢ Reischuk ([PR797) obtiveram um resultado semelhan
te ao Corolario 4.2.4 para a simulacao de uma miaquina de aces-
50 alecatorio por uma MT.

Valiant aplicou os resultados sobre o Jogo das Pedras a
Transformada Discreta de Fourier o Ja' Ja' a Multiplicacdo de
Matrizes e a liversio de Matrizes. Outras relacoes do Jogo das

Pedras com Coniplexidade Concreta aparccem em [To78] e [CS79]7.
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Outros aspectos da complexidade do jogo sao cncontradas

cm [Se75

b [Li78) e [GLT797.

Alguns problemas relacionados com o Jogo das Pedras per-

manecem,

[R)

ainda, em aberto:

construcao explicita de (N,d,c cz)—concentradores;

1 2

determinagao das constantes 6timas dos Capitulos 2 e 3;

f)
TEMPO = ESPACO(t/ggt)

aplicagao do Jogo das Pedras a outros problemas de
Complexidade Concreta (p. ex., Calculo do Determinan

te).
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