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PRÓLOGO

A Teori.a dos Âutâíflat:os Finitos surgir! Hiü década de
SO coma unia tentativa de criar uiR modelo matentã+..ico para
estuda do pensainenta humano e ao mesmo teatro et/idenciar
tas estruturas atei.s ã construção dc computadores

Posteriormente, c.onl a introdução por Chomslty das
gralnát=icas e ].inguagens formais, a Teoria dos AutÓntatos foi
para-a].inerte absorvida por estas. A partir daí, duas tendo?:
das di.stiiltas apareceralTI pal'a o dc$cJlvol\riRctlto da teoria

A prinleil'a, essencialmente al-gÉibr:ica, em que pro'
priedades dos o.utã:hiatos e conjulltos par e].es reconhecidos e
ra!} re].acionadas com propl'iedades de semiglnWos a eles associados . Re-
sulta.dos =Eortes sril)re seniigntf)os farmf! obt.idos para.lelall\el'tc

A outra, dent,ro d.a 'l'eorin de l.inguagens Formal-s,OB
de os dutÕnlatos foram stibstituidos por estruturas mais
fisticadas de forma a se ooder definir fa.ni+].ias ntai.ares de
li,nóaLiagens. Dentro desse estudo, surgiu o mÉ;toda das sê;cães
forniai.s, onde, eln princípio, se associava alma mulitiplicida-
de a ca.da paléi\rra prodiizida por uma gramática. Os passos :i-
niciais neste sentido foram dados por Chomsky e Schutzenl)e!
ger [CS[[: [S3] e [S4]: 11sse método enriqueceu a teoria cona

métodos algébricos qi-le generalizar'ain alguirias propl'iedades de
operações com subconjuntos de um conjunt.õ. A:lém disso,resta.!
todos ante!'lares foram generalizados e assuntos atéelltão in
tratãvei.s t=i.veta,n! campo aberto para se desenvolver. U)a ele-
mento unificador de vários desses resultados foi a introdu--
ção da multipllicidade eja senlianéis, e de K-E-auti3nlatos como
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A Teoria dos Aut6matos Finitos s urgiu na d~cada de 

50 como uma tentativa de criar um modelo rnatemãtico para o 

estudo do pensamento humano e ao me smo ten~o eridenciar cer 

tas estruturas fiteis i construção de computadores. 

Posteriormente, com a introdução por Chomsky das 

gramiticas e linguag ens formais, a Teori a dos Aut6matos foi 

parcialmente absorvida por estas. A ~artir daí. duas tend6~ 

cias di~tintas apareceram para o desenvolvimento da teoria: 

A primeira, essencialmente algfbrica. em que pro

priedades dos aut6mato s e conjunto~ por eles reconhecidos e 

ram relacionadas com propriedades de semigrupos a tcles associados. Re -

suJ.ta.dos fortes sobre semigrupos foram obtidos paralel.amente. 

A outra . dentro da Teoria de Linguagens Formais. o~ 

de os autômatos foram s ub stituídos por estruturas mais so-

fisticadas de forma a de 

1 . Íl • ' 1nguagens. uentro aesse estudo , surgiu o m~todo das s~rie s 

formais, onde, em princípio, s e assoctava uma mu.ltipJicida

de a cada palavra produzida por uma gramitica. Os passos i

niciais neste sentido foram dados por C110mskv e Schutzenber ·- / ·-·-

g e r [CSlJ. [S3] e [S4 J . Esse mi todo enriqueceu a teoria com 

métodos algébricos que generalizar am algumas propriedades de 

operaç.õe s com subconjuntos de um conjunto. A1ém d.isso,resu_l 

tados anteriore s foram generalizados e assunt os até entã.o i_n 

trativeis tiveram campo aberto p ara se desenvolver. Um ele

mento unificado r de viri as desses resultados foi a jntrodu

ção da multip licidade em semian6is. e de K-~-aut3matos como 
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V

a generalização natural (]e raut6platos

C) primeiro tratamento sistemático dessa teoria }la
forma cle livro é a obra recente de S. Eilenberg, ''Autmnata,
Languages and Machines'' Vo]. A [El] que é a referência pa-
drão no Fiosso trabalho. Muito do que aqui fizc:mos foi. suge-
rido a partir da leitura desse livro e a ele nos referimos
constantemente no texto. As citações são tanta.s cIMa ílãa co-
].acabas CKt geral o inda.calor [E],], ficando subentende.do que
as referênc.ias a Eilenberg tem por fonte o livro citado.

D collteúdo e disposiçã.o do trabalho são o seguinte:
Na ('apítzu.Zo l são introduzidos os conceit.os c nota

ções l)ãsicos. Hotlve a preocupilção de fixa-los, poi.s não e-
xiste ainda uma. pu(tronização. neste sentido no cartlpo, e além
disso ist.o perdi-te a leít.ura do texto sen\ ter (lue recarrai-
a tni.itras fontes para. esse tipo de deta].he. Nos oiriitimQS na
definição e notação ejn ob:fetos de presença usual eln b-latenlá-

tica, por seu uso estar jã pad.z'onizado. /\s três printeiras
secçoes sao necessárias por t.odo o texto. As duas últin\ls
são referidas a parti.r de meados da secção 11.2

No Capz+t;z.IZo ll são apresentados as fatos básicos da
Teoria dos Autõlliatos Finitos e UHi tratamento extens:ivo das
séries formais (tajllbé)!! chamadas K-sutlconjuntos) reconhecí-
vel.s. O tratamento dado é basicairiente o de Ei].enberg,com PÊ
quenas di.ferenças devidas a preferirmos a apresentação ma-
tei.cLal de K-E-autómatos e ca não nos restringirmos a sernia-
néis comutati.vos. É i.mportante notar que ula autõinéito finito
(E-autómato) é uma abstração de algoritmos que utilizam\ uma

rneTilõria fixa e instl'rações .de desvio somente. A passagem pa-
ra K-E-autómatos se faz permitindo, dentro das illstruções,a
execução de certas operações aritméti.cas ent quantidade lin\i
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a generalização natural de aut6matos. 

O primeiro tratamento sistemitico dessa teoria na 
forma de livro é a obra recente de S. Eilenberg, "l\u toma ta , 
Languages anel Machines" Vol. A [ElJ que é a referência pa 
drão no nosso trabalho. Muito do que aqui fizemos foi s uge
rido a partir da leitura desse livro e a ele nos referimos 
constantecicnte no texto . As citações sao tantas que não co
locamos em geral o indicador [El], ficando subente nd ido que 
as refcr~ncias a Eilenberg tem por fonte o livro citado. 

O cont eGdo e disposição do tr~balho são o seguint~ 

_No Capítulo I são introduzidos os conceitos e not! 
çoes b~sicos. Houve a preocupação de fixi-los, pois não e
xiste ainda uma padronização. neste sentido no campo , e a l ~m 
disso, isto permite a le i tura do texto se~ ter qu e recorrer 
a outras fontes para esse tipo de detalhe. No s omitimos na 
definição e not ação em objetos de presença usual e m Matemfi
ticn , por seu uso estar ji padronizado. As tr~s primeiras 
secções sã.o nece ssárias por · todo o texto. As duas Úl t :imas 
·sao referidas a·partir de meados da s~cçâo II.2. 

No Capltulo II sã.o apresentados os fatos básicos dn 
Teoria dos Aut6matos Finitos e um tratament o ext ens ivo das 
s~ries formais (tamb~m chamadas K-subconjunto s ) reconhecí
veis. O tratamento dado 6 basicamente o d . Eilenberg ,com p~ 
quenas diferenças devidas a pre ferirmos a apresentação ma- . 
tricial de K-I-autBmatos e_ a não nos restringirmos a semia
nf~s comutativos. B importante notar que um aut6mato finito 
(E-aut6mato) e uma abstraçio de algoritmps que utilizam uma 
mem6 ria fixa e instruç6~s de desvio somente. A passagem pa
ra K-E-aut6matos se.faz permitindo, den tro· das instruç6es,a 
execução de certas operaç.ões aritméticas em quantidade limi 
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fada

O aapt+í;zíZo 111 particulariza os K-subconjuntos pg
ra o caso em que o gemi.anel é urR corpo. Três resultados são
apreseíltados

-- O Teorema da Igualdade, de Eilenbel'g- Scllutzenbergel',
que permite a decisã.o a].gorítmica de certas questões concel
nerites a K-X-autómatos, fundamental.mente, 3 decisão quanto ã
igtlaldade do colüpertaraenta de dois K-il.-;autómatos dados.

-- O 'teorema da Estrela, de Jacob, que generaliza uma prg
priedade bela conheci.da de at tâmatos finitos, dando inforKla-
ção sobre o suporte de t(-subconjt.intos reconhecíveis. .Apre-
sentamos uma demonstração consi.deravellaente mais si.lnples que
a oi'ig.mal

-- O Teorema de Fliess sobre ]natrizes de Hankel, que dá.y
nla caractere.zaçãa algébrica de K-subcQnijuntos reconhecz+veãs,
cam importantes consequências. Esse resultado pel'mi.tiu-nos
construir ulü exemplo que prova. urra conjectura de Eilenberg
além disso, combinando-ó caIR o Tcorelna da ]gua].dado, obtcrÊ
mos um resultado que encolltrará aplicação no Capi'tule IV

O Cczpz'ü7iZo IV consiste essencialmente de resul-to-
dos novos. A partir da relevância Ti3 teo).ia de íq-subconjup:
tos e f4-subconjuntos reconhecíve:i.s de imagem! finita e da te2
tativa de aplicar os métodos a].gébricos da Teoria de Autân\a
tos Finitos, romãs levados a definir K-subconjuntos limita-
dos, aqueles cujos inonóidcs sinta.tido ê finito. Vári.asco
racteri.zaçõcs e propriedades desses K-subconjuJltos são aprg.
sentadas. Uma destas é a de que 'LODO K--sulcam.junto lixtitada
é reconheci-\rel e de imagem finita. (:omo a recíproca vale pg
ra a].gulls sen-lianéis particulares , tentamos veria:i.car se es-
sa era ulTtâ propriedade de sentianéi.s. Não conseguimos uma re!
pOS'La para i.sso, e po!' isto estudamos a classe dos sentia-né:i.s
com essa propriedade (''l-ilnitadores'') , a qual se mostrou bem
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tada. 

O Capítulo III particulariza os K-subconjuntos p~ 

ra o caso em que o semianel ~ um corpo. Tr~s resultados são 

apresentados: 

- O Teorema da Igualdade, de Tiilenberg - Schutzenbe.rge:r, 

que pe1·mi te a decisã_o algorítmica de certas questões concer 

nentes a K-I:-autômatos, fundamentalmente, a decisão quanto ã 

igualdade do comportamento éie dois K-E·-autômatos dados. 

- O Teorema da Estrela,. de .Jacob, que generaliza uma pr_<2_ 

priedade bem conhecida de aut6matos finitos, dando informa

ção s obre o suporte de K-subconjuntos reconh ecíveis. Apre

sentamos uma demonstração consideravelmente mais simples que 

a original . 

- O Teorema de Fliess sobre matrizes de Hankel , que dá :i.:: 

ma caracterizaçio algfbrica de K-subconjuntos reconhecíveis, 

com i 1~o rtantes conseqµ~ncias . Esse resultado permitiu-nos 

construir um exemplo que prova uma c onjec tura de Eilenberg; 

além disso, combinf:lndo-6 com o Teorema da Igualdade, obter~_ 

mos um resultado que encontrari aplicação no Capítulo IV. 

O Capitulo IV consiste essencialmente de resulta

dos novos. A partir da relevância na teor ia de N-s ubconj U!~ 

tos e M-subconj u ntos reconhecíveis de imagem fíni ta e da te~ 

tativa de aplicar os m~todos alg&bricos da Teoria de Aut8ma 

tos Finitos, fornos levados a definir K-subconjuntos· limita

dos, aqueles cujos mon6ides _si~titico & finito. Viriasca 

racteri zações e propriedades desses K-subcon juntos sao apr~ 

sentadas. _Uma destas é a de que todo K--subcon.junto l imitado 

f reconhecfvel e de imagem finita. Como -a recíproca vale p~ 

ra alguns semianêis particulares, ten tamos verificar se es

sa era uma propriedade de semianéis. Não consegui mos uma re~ 

posta para isso , e por ·isto estudamos a classe dos semi.anéis 

com essa p ropriedade ("limitadores"), a qual se mostrou bem 



ampla.. Na secção 4 deste capa'tÍlIa encontra-se a pzLrte n\ais
importante desta di.ssertação. J\ll' estudamos a passibiiidade
de decidi) efetívamente se um f!--subconjuJlto é limitado. Es-
se problema é reduzido ao de {llecidir se um conjunto fi.mito
de D'l& t:Tizcs quadradas sobre fJ geram um monãide multiplicar.!
vo finito. Isso nos levou a caracterizar efetivantente ma.tri
zes periódicas com coefici.entes em N e também a caracteri-
zar submonÓides finitos de }4..(N) . Estas caractel'izações fo-
ram conseguidas por dois iTlétodos essenciúlinente diferentes ,
uln inteiramente combinatória e otJtro puramerlte algébrico.Ob
tivemos talnbéi\ unia forma canónica para míltri.zes periódicas
eln }{.(N) , bem coltla extensões dos resultados para senlianéis
graduados e corpos. Esses res.untados foram obtidos comafor
te colaboração do Prof. 1. Simon. Por fim, a secção 5 apre-
senta o$ SUbCOnjUn-LOS quase-periõd:i-cos de um tnonó=ide livre
:i.sto é, aqueles que satisfazem L" ::; (lul)n para algum nÉ;N. 8
].I' enqtladramos unl trabalho isolado de 1. Si.mon dentro da teg
ria que desenvo[vemos. O prob].ema (]e decidir se um E-auto)ng
to tens contportamento quase-periódico é reduzido ao de deck.-
dir se o monóide de um A4.-E-autómato é finito. Algum.s I'csul-
tados parciais são apresentados, lilás os métodos da secção 4
não são suficientemente fortes para obter res\.irados análo-
gos na 5, e assim, o problema de dec:i.di.r se um conjuntciéqua
se-periódi,co continua cxi abet'to.

Os capa'tu].os são desatados por números romanos. As
secções e dentro de cada secção os teoremas, proposições
etc. , sãa numerados sequencialmente. Para referênci-as, por
exemplo, a, Proposição 4 da secção 11.2 será referidopelong
n\ero 4 det\tro da mesma secção, por 2.4 no resto do capítulo
[[ e como Proposição 1] .2.4 cln outros capítu]os.

Ao final do trabaltto encc>nt.ram-se a bibliografi.a,
onde procuramos calücar as fontes dos principais resultados
que apresentamos e o índice de definições.
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R.mpla. Na secçao 4 dest e capítulo encontra-se a part e mai s 

importante desta diss e rtaçã o. Alf estudamos a possibilj_dade 

de decidir efetivamente se um N-subconjunto e limitado. Es

se probl e ma é r e du zi do ao de decidi1· se urn conjunto finito 

de matrj zes quadr adas sob re N geram um mon6ide multiplicat! 

vo finita. Isso nos levou a caracterizar efetivamente matr i 

zes peri6dicas com coeficientes em N e tamb~m a caracteri 

zar submonóides finitos de M (N) . Estas caractetizacões fo-n . • 
ram conseguidas por dois método s e ssencialmente diferentes , 

um inteiramente combinatório e outro puramente algébrico.OE_ 

tiveios tamb~m uma forma can6~i~a para mat rizes per i6dicas 

em }.1n (N), bem como exte nsões dos r es ul tados para semi anéis 

gn1duados e corpos. Esses res.ultados forarn obtidos com a for 

te colaboraçio do Prof. 1. Simon. Por fim , a secção 5 apre

senta os subconjuntos qua se-peri6dico s de um mon6ide livre, 

isto€, aqueles que satisfazem L* ~ (l uL)n para a lgum n6N. A 

J.í enquadramos um tra·balho iso lado de I. Simon dentro da teo 

ria que desenvolvemos. O problema de decidir se um E-aut6ma 

to tem comportamento quase-peri6dico ~ reduzido ao de deci

dir se o mon6ide de um M-Z-aut6mato ~fini to.Alguns resul 

tados parciais são apresentados, mas os mitodos da secçio 4 

nao são suficientemente fortes para obter resultados anãlo

gos na S, e assim, o problema de decidir se um conjunto équa 

se-peri6dico continua em aberto. 

Os capítulos são denotados por numeres · romanos. As 

secçoes e dentro de cada secç~o os teoremas, proposiç6es, 

etc., sio numerados sequencialmente. Para refer~ncias, por 

exemplo, a Proposição 4 da secção II. 2 será referido pelo n§. 

mero 4 dentro da ~e sma secçio, por 2. 4 no resto do capítulo 

II e como Proposição II . 2.4 em outros capítulos. 

Ao final do trabalho encontram-se a bibliografia, 

onde procuramos colocar as fontes dos principais resultados 

que apresentamos e o indice de definiç6es. 
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ÂBSTRÂCT

Recognizable K.'subsets of 11* al'e introcluced and
studied by mearls of K-E-automata along the li.nes of Ei-len-
berE[El]. Tais i.s dome in charters ] and ]]

Chapter lli is dedicated to the special case whoTi

the coefficient semiring K is a field. liilenbcrg-Schutzen-
berger's Equa]ity Theorem [E].], Jacob's Sta.r Theorenl [.J]]
and F[iess 'Thec.rem on Haí\ke] Matrices [F2] are presentes.}Ve
gire a sirüplified proof of the Star- Theorem, whicllisit gene!
alization of the ''Pumping Lemma'' :for recognizable K-SUbSe'L$.
Based on Fliess'Theorein, we prove Eilenberg's conjecture that
RecNE i.s nat c].ased by min and max, where min(A,B) ; vrún(xA,xB):!
and max(A,B) : >jmax(xA,xB):X. A consequence of Fliess'Theoreíl\
is t:he existence of reduccd autoutata with a gi-ven behavíor
in Reco,11. Using the Equality Theorem we prescnt an effective
construction of suco a reduced 8utoHl8toD

The last chapter :i-ntroduces the syntatic 3nonoid of a
K-subset of E:'. Lilnitcd K-subsets a.re defined a.s thosewhose
sintacticmonoid is finito, and solda properties of these are
studied. .[n section ]V.3 we investigate semirings for which
a[\y recognizab]-e K-subset of fmi.te inlage is ]-ilnited. It is
shows that these include ahy subsemiring of a field#and any
fmi-te semiring has this propcrty. l\re leave open the ques-
tion 'çvheter a.]]. semirings have the abate property.In sectiol\
[V.4 ]i.mited f4-subsets are studied. We show that it is de-
cidable \çhether anN-ll-a.utolnaton has a limitei behavior.Tais
isacolascquellce of our mai.n theorem caracterízing eflcectixFely

lx

ABSTRACT. 

Recognizable K~subsets of r* are introduced and 
studied by means of K-E - automata along the lines of Eilen

berg[ElJ. Thls is done in chapters I and II. 

Chapter III is dedlcated to the special case when 
the coefficient semiring K is a field. Eilenberg-Schutzen
berger1s Equality The orem [El], Jacob 1s Star Theorem [J l ] 

and Fliess'Theorem o~ Hankel Matrices [F2J are presented.We 
give a simplified proof o~ the Star Theorem, whichisa gener 
alization of t he "Pumping Lemma 11 fo-r recognizable K--subset s. 

Based on. Fliess 'Theorem, we prove Eilenberg' s conjecture tha t 

RecNE is not closed by min _anel. rnax, where mi n(A,B) = Inún(xA,xB)~ 

and_ max(A,B) = Imax(x.A,xB)_!. - A consequence of Fliess 'Theorem 
ls the existence of reduced automata with a given behavior 
in RecKE. Using the Equali ty Theorem we present an effective 
construction of such a reduced automaton . 

The last chapter :i.ntroduces the syntatic morióid o f a 

K-su.bset of E*. Limited K-subsets are defined as those whose 

sintacticmonoid is finite. and . some properties of these are 

studied. In section IV.3 . we investigate semirings for which 

any recognizable K-subset - of finita image is limited. It is 
shown that these include any subsemiring of a field,and any 
fini te semiring has this property. We leave open the ques
tion wheter a.11 semirings have the above property. In section 
IV .4 limited N-subsets are studied. We show that it is de

cidable whether anN-E-a.utomaton has a limited behavior.This 

is aconsequence of our main theorem caracterizing effectively 
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rinite submonoids of b{.(N) generated by a finito set
Two ente.rely different proofs are presented: the first one,
combinatorial, leadíng to a canonical forra for periodic elg.
menos of hl.(N) and usi.ng Ramsey's Theorem; the second, alga
braic, uses blcNaugi\ton-Zalcstein's I'tleol'em which answers
Bur11side's Problelrt fal' seniigroups of }natrices ater a field.
Each proof leads to a different algorithul and generalizes
to a differen:t direction. In senti.on IV.5, quase-periodic
subsets af E;'' .are definem as tllose for wich (lul)ri=L* far
soube integer n, and the possibility of effectively decidíng
whether a given subset is quase-periodic is studi.edbymeans
of !\l->1-automata and li.mited A$-subsets of }l''', as i.ntrodu.ced
by Simon [S6]. Partia.]. resu]ts are pl'esented

Our maia resu].t can be stated as fo]].otfs

The semiring No has as carrier {ü,].,2}, sjJin aoob
rninfa+b,2}, product ae7b =minÍab,2}: defined i.n terEIs of

tt)e operati.ans and arder cf N. lnenote by :PI the monoíd epi-
morfisnl $2: !''Ín(N) - Mn(N2) (multipl i.cativa }nonoids) giveí} by

(AW2)ii ; min(AÍ.Í '2). A.n eJ-eiRe]]t ]n of a manoid is idempo'cenaÚ' J- } 1. i

if m=hza]]d 2-potent if ]rlz = m"

THEOREh4 4.1' - Given a fi.note subset XçB4,.(N) the subillono:id
X" of !v!,.(N) generated by X is fi-note if and

only if every itleí;lpotent of X':W,7 is 2-potent as &lt eles\cnt
of M. (N)

A consequence of our combinatorial praof i-s í:.hat,
given positivo integers k, ]], there only exista a fi.nítenum
ber of fmi.te submolloids of Ni,.(N) , generated by at !nast k
e l ámen ts .

- X -

finite submonoids of M (N) generated by a finite ·set. 
n 

Two entirely different proofs are presented: the first one, 

combinatorial, leading to a canonical form for periodic el~ 
ments of Mn(N) and using Ramsey's Theorem~ the second, alg~ 
braic, uses McNaughton.-Zalcstein's Theorem which answers 

·Burnside 1s Problem for semigroups of matrices over a field. 
Each proof leads to a different algorithm and generalizes 
to a dif fe rent di rec tíon , I n sec tíon IV. 5, quas i-periodic 
subsets of 1: * are defined as those for wich (luL)n=L·k for 

some integer n, a.nd the possibility of effectively deciding 
whether a gi ven subset is quasi-periodic is studied by rneans 

of M-~ -automata and limited M-subsets of E*, as introduced 
by Simon [S6J. Partial results are p resented. 

Our main result can be stated as follows: 

The sern.iring N2 has as carrier {0,1,2 }, s um aei 2h"' 
= mín{a+b,2}, product a@ 2b =min{ab,2}, defined i n terms of 

the operations and orde r o f N. Denote by ~ 2 the monoid epi
morfism 1µ 2 : Mn (N) ·>- Mn (N 2 ) (mul t iplicat ive monoids) gi ven by: 

(Aw,.,) . . = min (A . . , 2). An element m of a rnonoicl is idempotent 
• 'L. lJ lJ -
if m:::m 2 and 2-potent if m 2 ==-m 3

• 

THEOREM 4 .1 1 
- Gi ven a fini te subset Xs::M (N) the submonoid n -

X* of M (N) generated by X is finite if and n 
only if every idempotent of X*1µ 2 is 2-potent as an element 
of M fW'J. n , 

A consequence of our combinatorial proof is that, 
given positive integers k, n, there only exists afinitenum 

ber of finite submonoids of Mn(N) . generated by a t most k 
elements. 

- o -



Nrorne é nora,e; nào precisa lla)r
Eom c] ''nonlado" .QüindZ/?'.'. . . CCJRO sç3ín

pre fui a botcldeira de normas iá üo sl'
tia, rEso].vü balizar o fitlclcgFontQ ã3

iín -" e prctnto:
Montei a J,abata

"ElnÍlía no País da Grarnáticü"

rü].tnçllii

CAPTTtJLO l

COl-lCEITOS Básicos. E NOTAÇÃO

ALGUMAS CONVElqCOE$

Na decorrer deste texto, não fareitos distinção no-
taciona.] entre un! colam\Jeito uni.tãrio e seu {inica elemento.As
si.m, gera]Tnente escrevere]nos x no ]-usar de {x} , e considera.
remos, pai'a efeito de notação, XSPCx) , l?ara todo conjt.tnt.o X.

Dados conjuntos X, Y e uma função f:X'-Y, se xçX,a
i.mugem de x por f seta denotado xf. Se f: X-»Y, g; Y'»Z,são
funções, a composta fg: X-, Z é defin.ida, para todo xGX,par.:

x(fg) = (x{)g,
sendo, portanto desnecessário o uso de parênteses

Uilla reZczçãa R: X'' Y é uma ftmçãc, de P(X)
satisfazendo , para todo AEX

em P (YI)

AR = U xR

([[íirê.tenente, R fica determinada pe].a si-t3 }estriçãa
a X. Se yexR, escrevemos tainbéii xRy, que é a notação !naif y
fada, Uma função f: X--Y pode ser nzituralmellte csteRtÍI.dâ a
urna relação de X em Y. Também nesse caso, não fal'eli\os dis
unção entre esses dois ob.jetos, e convidei'arenas funções cg

]

Nome é nome; não preci:rn t er r eJ. flÇ~lD 
com o "nornarJo" , Cr?uinà-t'.m.' • •• Corno snm
p re fui a bo t adeira de nomes l á do s í 
ti o, r F?.s olvo batizar e, r:ln l1 ceronte as 
s lm - e pront o'. 

Montei r o Lobato 
ttÉmÍlia no País da Gram~ticaº 

CAP!T ULO I 

CONCEITOS BÃSICOS . E NOTAÇÃO 

1. 1 - ALGUMAS CONVENÇOES 

No decorrer- deste texto, nao faremos distinç.ã o no·
taciona.1 entre um conjunto unitário e seu Único elemento .As 
sim, geralmente escreverernos x no lugar de {x}, 1.:: considera 

remos, para efeito de notação, X~P(x), para todo conjunto X 

Dados conjuntos X., Y e uma função f : X->-Y , se xSX,a 

imagem de xpor f será denotada xf. Se f : X-+Y, g : Y-+Z,são 

funç6es, a composta fg: X-+ Z ~ definida, para todo xGX,por~ 

:x:(fg) = (xf)g, 

sendo, portanto desnecessirio o uso de par~nteses. 

Uma ri e lação· R: X+ Y é uma função de P(X) em P(Y") 

satisfazendo, p ara todo A~X: 

AR = LJ xR. 
x8A 

Claramente, R fica det e rminada pela su::1 r e s triçâo 

a X. Se y€xR. es c r evemos tarnb~m xRy, que ~ a notaç ão mals u 
sada. Uma função f: X ~r Y pode ser naturalment e estendida a 

uma relação d e X ern Y. Tamb ém nes se ca s o, não faremos dis-

tinção entre es s es do is ob_j e tos, e con s ide-rarernos funçÕe '.3 CQ_ 

- 1 -J _ 
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.mo reJ-açõe$ pai'titulares, enl que a i.!nagen} tlc cada conjunto
unitãr:ia é unitÉir:ia

$e R; );+Y ê nula relação, a ralação inveí'sa }l"' : Y-'X
é definida. pat'a cada yGY por

yR'l ; {xCXlxRy}

O conjunto de todas as í'ilações dc ulR conjuílto Xclll

s:i mesmo é denotado po)' Re](X) . A re].ação IXÉ;Rel(X) é defl
n:i-da, para todo x por

Se R,S: X-tY são I'ilações, colocam!!as RcS separa tg
do xeX, xRcxS.

Uma ./'união pczreÍaZ é uma relação en que a ima.gene ãe
cada conjunto unitário é uln conjunto unJitãrio GU \razia. CoD
posição de relações esta def:i.ninfa e é denotado colllLn coniPos.}
ção de funções

Definições e .propriedades geral.s se:)re relações de
equivalênc.ia e rel-ações de cnFdCIH podem ser encont.fados no ].!
vro de Jacy »!arltei-ro [1'{3]

Eíli particular, se - õ un\a relação de equix/alêncie!
sobre un! conjunto X, (!enol:.arcluos por X/- a cnunjunto das cla.â
ses de equiva].êncíü, também chamado cc} ?.Janto quoeÍerlt;e. Se
xÉ;X, [x] denota a c].asse de equivalência de x Cedi geral, fi
cara subentendida qual a re].ação). Ã aplicação lí: X->X/- dg
da por XT = [x] é ch&Eiãâa p!"o]eção cazÕ72 ca. O Iria ce dc u)Tla

rel-ação de equival-ência é a cardillalidade do ccnnjunto que'
cie:lte

A ctlrdinalidade de unl conjunto x será denotiLda IXI
O símbolo l i seta usaiie com outros .si.gnificados, selado que
o.contexto não deixara dúvidas.

Os símbo].os lg, Z, Q, R, C denotam os.conjuntos dos
números naturais, inteiros, racionais, reais e complex-as

- 2 -

._,mo relaçõe s prirti.culnres , em qu e 3 imagem de c ndn c onjunto 

uni t á rio é unitâ ria. 
.., 

Se R; X + Y é u mn r elnçao, a relaç8o .i.nvcrsa n.••J. '. Y + X 

e definida, para ca da y8Y por; 

R- 1 - nyl i·· } YJ "' { Xt.::., X{y . 

O conj unto de todas as re1. aç.õe s de um c onjunto :X em 

s i mesmo e deno tado por Rel( X) . A rel ação l xSRe l (X) f defi

nida , para to do x p or: xlx = x. 

Se R,S: X ➔- Y são relações, c olocamof. Rc.S se par a to 

do xf:X, x:RcxS. 

Uma fu nção parcial ê uma relação em que a imagem de 

cada conjunto unitâ-r.i.o é urn conjunto unit á rio ou vazi o. Com 

posição de relaç ões está de f:i.nida e 8 denot ada c omo comp os!_ 

ção de funções. 

De f iniç6es e prop r iedades gerais sobre rel ações de 

equivalência e re l ações de ordem podem se r enc ontrados n o Jj 

vro de Jacy Monteiro [M 3J. · 

Em particular, se~ 6 uma re lação d e equival~ncia 

sobre um conjunto X, d ,~ no ta remo s por X/,-- o conjunto das ela~_ 

ses de · equivalência, tamb,fm chamado conjun. !.=o :.f-:.1o c·í ,; n te. Se 

xSX, [xJ denota a classe de equi val~ncia de x ( em ge ral, fi 

c ara s ubenten<lida qual a relação ) . A ap l ica~;ão TI: X, ->- X/~ da 

da por xrr = [x J é chamada pi-'oj eção canôm~ca . U lndi ee de urna 

relação de equivalência é a cardinalidade do conjunto quo

ciente. 

A cardinalidade d e um conjunto X ser:i denotada IX !. 
O simbolo I l seri usado com outros significados, sendo que 

o .contexto não deixari dfividas. 

Os simbolo s N~ Z, Q, R, C denotam os -conjuntos dos 

numeras naturais, inteiros, racionais, reais e complexos. 
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Se n é ulR inteiro positi\ro, n denota o conjurlto
{1 , 2 , . . . ,}t}

A expressão ''sse'' será usa.da como atrevi.atura
'se e stnlncRtc $e''

de

MONõl DE S

Um eraigPZ.{po é um conjun'LO não 'Fazia dotado de uma
operação binária associativa. Um nota(5 de é um semigrupo em
quc existe ulri ele3nento neutro, denotado em geral por 1. Fa-
tos em geral sobre monÓI.des e seínigrupos podem ser encontra
dos eln Cl-ifford G Preston [CP2] e Arbib [Al].Apresentam'etnos
aqui os res[.]ltados e conceitos que utilizaremos norlDalinente.

Dados moílÓides M. e bl?, um nz02'.filolz?o de M. ejn M? é
uma função @: Mi -- l\{, bati.sfazen.do

a) l$

b) Vm,m'eMI, (!nm')Ó ; (mÕ)(!n'+)

Um mora.smo seta dcnonlinado niononlo],./'Chamo, ePÍmor-
fZo??o ou iso?n02''.fase?o se for respectivamente, uma função in-
jetora, sobrejetora ou bijetora

No que se segue, M é suposto unl monóide

Um subconjunto de b4 é um submonõide se for :fechado
em relação ã operação de I'{ e contiver' o elemento l\outro.

Se A,BSNÍ, AB= {abjaGA, bÉ;33}. Isso transforma P(M)
ejn uln nionõide, co]ü e]entcnto neutro {].}. Se .AÇh{, defin:i:nos
Ao = {1}, An =A.An'] , para n> 0. En! partia.i].ar, se mÉ;M, está
definido mn, para todo nGN

Uma relação de equivalência - sobre M é un\a aúng?
anata sse para todo x,y,mehl, x«'yinplica inx«lny é xm-ym. Neste ca--

se, ]l4/-, é LtM Dnnóide co]h a operação [x]. [y] + [xy] , .denominado lrinná de

qzaeÍe?zte de M l)or '- é.;:a: pl'ojeéão canónica é uni epiJmrfismo.

3 

Se n ~ um inteiro positivo, n denota o conjunto 

{1,2, ... ,n}. 

A expressao "sse" será usa.da como abreviatura de 
"se e somente seº . 

1.2-M0NÕIDES 

Um semigPupo ~ um conjunto nao vazio dotado de uma 
operaçao biniria associativa . Um mon6ide ~ um semigrupo em 
que existe um elemento neutro, denotado em geral por 1. Fa
tos em geral sobre monô:i.de s e semigrupos podem ser encontr~_ 
dos em Clifford & Preston [CPZJ e Arbib [AlJ.Apresentaremos 
aqui os resultados e conceitos que utilizaremos normalment~ 

Dados monóides M1 e M2 , um morfismo d.e M1 em M2 
uma função q-1: M

1 
+ M

2 
satisfazendo 

a) lcp=l , 

b) Vm , m'E:M
1 , (mm')qi = (m(j)){m'q,) . 

Um morfismo seri denominado mon omorfismo~ e pimor
fismo ou 1:somo1•fisrno se for respe ct ivamente, uma função in
jetora, sobrejetora ou hijetor a . 

No que se segue. M € suposto um mon6ide. 

Um subconjunto de M ~ um submon6i de se for fechado 
em relação ii operação de Me contiver o elemento neutro. 

Se A .B~:M , .AB={ablaGA, . bGB}. Isso transforma P(M) 
em um mon6ide , com elemento neutro {1} . Se A~M. definimos 

o } n n-1 A = {J. , A "' A.A , para n > O. Em par ticular, sé m6M, está 
n definido m, para todo nSN . 

Urna relação de equivalência ~ sobre M é uma 4'd',;'4ff1'1!:_ 

ência sse para todo x,y,m€M, x~yimplica mx"'llly é xm"·ym. Neste ca
so, M/~ é um monóide COlíl. a operação [xl· [y] :e: [:Ky]' ·denominado monoide 
quoa·i.en-te de M por ~ e · él: proj eçãp canônica é um epimorfismo. 



Se N e u$ !nç)notde e $: Jxi->N e um epiinortzs iQ, a re
loção +$'LGReJ-(B4) é unia congruência e b{/#@'l é isomoi'fo
a N. Se R,S são congruências sobre M, RcSe r:N4-+b;i/R,s:$!-#M/S
são as projeções canõhicas, então exi.ste um epiínorfisíno
@: h!/R-,M/S tal- que r(b :; s. Eiü particular

PROPRIEDADE 2.1 - Seja +: h'l-»N um epilnol'fi.smo de ntonÓi.des,n
unia congruêiicia sobre hT e suponhamos que

para todo x,y en] ht, x+ = y$ imp]ica x-y. ]lintão existe um bpiiíor
asno @:N'' Bq/- tal que o epiJml:fismln $@ :B{'bbl/:. ;q .a prajeção cán8ni.ca

l)ado uin conjunto Açi'í, a relação 'A' dada por

'P para todo u ,vGM uxxçA sse uyveA,

é uma congruê1lcia , denominada aoJzgl'zl;riavla sÍnztát{.3u d.e A. O
nlonóide quociente M/-A é denominado //lorlóÍde íHtát-íc'o de A

Ainda cair Acl'í, o submonõide gerado por /4, denotado
A*, é a intersecção de todos os submonéides de N! contendo A

É claro que A* = llnzOA':. Em particu].ar, g* = 1" = 1, e, para tg
do Acha, (A'')* =A"; ali.ãs, A=A* sse A for uln submonõide de
hí. Também definimos. A' =ÂA'': =A*A; ]\' É; o menor subsemigrllpo
de M contendo A. A operação uniria A t---b A* é de;nonlinada es-
trela

Para toda conjunto X, c, conjunto Rel(X) é uln monÓI
de, com a operação de composição. O conjunto FP(X) das fun-
ções parciais de X em X é ulti submoílÓide de ]tel(X) , bem como

o conjunto X" das funções de X em X.

MONõ} DgS LIVRES

Dado um conjunto E, o ;nona de Z UPê E* gerado por
X é defi-1lido da segui.nte forma. Os e,!enlentos de >1* são a$ se
quências f.inatas

(3.1) x ; (al 'a2,''''an) r\ z 0

·- 4 -

Se N é .um monó ide e rp: M ➔ N é um epimorfismo , a re 

lação ,~/ -1GRel(M) e u ~rn ~.ongruência e M/q:, 9-l é is omorf~ 

a N. Se R,S são congru"ências sobre M, RcS er :M+M/R,s:M-,·M/S 

são as projeções can6nicas, então ex i ste um 

cp: M/R->- M/S tal qu e rcp = s. Em particular: 

ep imorfi smo 

P R O P R I E D A D E 2 • 1 - Se j a </J : M -+ N um e p i mor f i s mo d e mo n ô ides , ~ 

uma congruência s obTe Me suponhamos que 

para todo x, y em M, x<P = y(j) implica x ~ y. Então existe utn epimo!_ 

.fisnKJ 1J1 :1'1->- M/~· tal que o epimcri''fismo qnµ :J\1,..,. M/:' :ê a proj~çJo canôru,ca. 

Dado um conjunto ASM, a r elação ~ dada po r : 
.A' 

~ uma congruªncia, dehominada congFuincia sint5tica de A. O 

mon6ide quociente M/~A f denominado mon5ide sint~ti e o de A. 

Ainda com AcM, o submon6ide gerado por A, denotado 

A*, ~ a intersecção d e todos os submon6i<les de M contendo A 

E claro que A ·k "' 'l·I 0An E t · J 11i, lJ. 1 t n ~ . .;m par .1cu .ar , y..,·· = . " = . ,. e, par a -~-

do AcM, (A~')* ·::: A·r.; aliâs, A= A'~ sse A for um submonóidc de 

M. Tambêm de:f in:imos A+ ::: A.A ·/, == A* A; A+ é o meno r s ubsemigrupo 

de M contendo A. A ope r açio uniria A~• A*~ denominada e s

trel a . 

Para todo coniunto X, o conjunto Rel(X) é 
de, com a operaça.o de campos ição. O con_i unto FP ( X) 

ç6es parciais de X em X f um submon6 i <l e de Rel(X) , 

o conjunto XX das funções de X em X . 

. 3 - MONÕIDES LIVRES 

~. 
um mono i 

elas f un

bem como 

Dado um c onjunto r, o monó-ide li1J1'~ í~ * gerado po r 

Z e definido da seguinte forma. Os e_lernentos de 1-i, são as se 

qu~ncias finitas 

(3.1) n ~ O 
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de elementos de E:. Ein particular, toros a se({uência vazia O . O inteiro
n é o co/WI'ímentc' de x, e é denotado ixl . Se y= (1-l'r2' '' ' 'l..) é outro
elelmnto de }l'':: o produto xy é definido por concatenação

xy = (a].,a2' ' ' ',an'XI''t2'' .. ,rm)

Esse produto é c],arairente associativo, e a sequência vaza.a é o neutro,
sel\do também denotado por ]-. Tenras então que 1].1 = CI e jxyl : lxl tjyl

Ao iiwés de escrevemos (a) , denot:!i'eTnos esta sequência de
cumpri.nKnto l por a. Dessa foríin, (3.1) po(!e .ser escrito

x ; all'i2'''an'

se n> 0. Devido a isso, o elemento x õ dito l.ma paZaum, cada aGE é chia

nado Ze+:,r.z e Z é chanuido aZ/abeto.

CAIR a convenção (a) =a, podemos considerar xçE*. l)aí st} jus-

tifica a 110tação E*, lma vez que este é o única subnlollóide do rí(lnóide l.i
vre colltelldo X.

Con toda estrutura algeari.ca li.vre, os monãides livres tela
a seg.tin.te propriedade fundaltlenta]

PROPRIEDADE 3.1 - Seja E un alfabeto e f.4 ui! }mnói.de. Então tonta função
+:E -, b{ se estende de fomlii {h.ica a un nnr:f:isbn

+-x' : - . E + 'F :'': .

Para demonstrar proposições sobre o lnonóide livre, e defina.[
ltDS fwlções ou rcn].ações do imnÕide livre eln alga«un conjunto ,utiliza:r'eíws:
PRINCÍPIO DE INDUÇÃO PARA 0 t40Nó[DE LIVRE: Seja E+ o ]ín]).lide ].ivre gera

do por E e P un\n propriedade
monovalente de pala.Trás. Se P(x) é váli.da parti toda paJ-aura x de colnprl
lento n c se para toda paga-wa y e ]-etríl a, P(y) válida impl-icaPCya) vá
lida, então P(x) é vãli.da para toda palavra x de coinprimtlento z n.

, x.,.tGE +:, dizemos queSe x=xlx2'' ' n' Com .X iXI'x2j:
x. é uma /ato.rízçlio de x

Se I'cE, defina.lms a aplicação l . lr: E:'-b.N iEdutivâitlen'ce por

xlx2
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de elementos de t . Em partícular, temos a sequência vazia (). O inteiro 

n é o corrrprimeni;o de x, e ê denotado jx J . Se y::.: Ct1 ,T2, . .. ,Tm) e outro 

elemento ele z:: ·1<, o produto xy é definido por concatenação 

Esse produto é claramente associativo, e a sequência ~vazia e o neutro, 

sendo também denotado por 1. Temos entã~> que J 1 I "" O e I À'Y 1 = · 1 x j + ! Y 1 . 

Ao invés de escrevermos (a ) , denotaremos est4 sequência de 

comprimento l por 0. Dessa forma , ( 3, l) pode ser escrito 

x = 0
1

0
2 

. . • cr , , n 

se n> O. Devido a i sso, o e l emen t o x é elita uma palavAz, cada o6Z:: e cha 

ma.do le-t.ra e I é chamado al,fr.;,beto. 

Com a convenção (a) =a, podemos conside1·ar >-:~J:: 1
'. Daí se jus

tific.a a notação E'~, uma vez que este é o Único submonóíde do monóide li 

vre contendo t . 

Como toda estrutura algébr.ica l :i.vre ., os monóides livres tem 

a seguinte propriedade :fundament al: 

PROPRIEDADE 3. l - Seja E um alfabeto e M um monóide. Então toda f unç.üo 

<t, : " ➔ M se estende de for.ma unica a um morfismo 

. ·4i·>.- : E*+ M. 

Para demonstraT proposições sobre o m.onóíde liv-re, e defini]: 

mos funções ou relações do monóide livre em algum conjunto, utilizaremos: 

PP: I NCfP ! O DE _l,NDUÇÂO PARA O MONOIDE LIVRE: Seja t-* o monóide livre ger~ 

do por E e P uma propriedade 

monovalente de palavras . Se P (x) e válida par-a toda palavra x de conq)1·_-:!:_ 

mento n e se para toda palavra y e letr a CT, P(y) vá.lida implica P(ya) v~ 

lida, então P(x) é válida para toda palavra x de comprimento~ n. 

Se x =X1Xz··,,x, c om. x,x.L,Xz , · ·.- · ,X GI:1<, n . ~ . n 
dizemo s que 

x,x2 . .. x_ ~ uma fatorac~o de x . r . n . ~ 

Se r cI , definimos a aplicação 1. lr: r ·k+N i ndutivamente pOI' 



lx'l,
lxlr se a@F

lxlF+l se aeF

Em particular, lxl.E
clãs da letra a em x.

lxl e lxl.r (brota o nú,wlo de ócotrén

Vale a pena ainda frisar as segui1ltes propriedades

Seja x unn palavra.
a) Para cada sa].ução da equação

i,+i.+ tk !*1

i 8eí $$i; l :lúiÉãti:lü#; :ê Btçi:: ú: ü.ica fatoraçh

xlx2'.'xk' ccnn lxjl :ij' j:i,2,...,k.
b) Se x=ulvl ':u2v2 e lut l É iu21 , então existe uíM Única palavra w

ta]. que

\ u2w e v2 mpl

S EM }ANÇ } $
&n

Lhn 8é;iMcmeZ (cola uM.jade) é tan conjtmto R.,com dois elementos
distinguidos e dista.ntcí;0 e 1, e duas operações binárias +e' ,satisfazem
do o seguinte:

a) + é assaci.atava, comutativa e tem 0 caiba elemento neutro
b) . é associativa e tem l com elelíento neutro
c) ' é distributiva ã direita e ã esquerda eln relação a +
d) i).k = k.0 =0, para todo keK.

l.hn semiailel é dito comzítat#lpo se a operação .o for

Ern particular , todo anel comi un.idade é um selnielilel

Subsemianéis , ímrfisnns , sonos diretas finitas e infini.tas
são definidos de maneira análoga à para anéis.
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lllr - o 

lxcrj r 
"' { 1 x ! r se a~r . 

lxlr+l se oEr 

Em particular, 1 x !-~ -
cias da letra a em x. 

1 x I e I x I denota o número de ocorrên-
. (J 

Vale a pena ainda frisar as seguintes propriedades: 

Seja x uma palavra. 
a) Para cada solução da equação 

i,+i2+ ••• +ik = !xi 
.l , 

. . . ·~ -., .- ' -. 

::' -~~i.Jn.t~J-i:{),s::.n~◊f4te'gâlivos- ~ ,;ii$t~ · :vma "imica fatoração . ' :~· ·.• .. . .. · :;- ··. -.;,· . . . . . 

x = x1x2 • . • xk, com· lxj ! =íj , jc::1,2, •• • ,k. 

b) Se x=u1v1 ""u.2v2 e !u1 1 s Ju2 !, então existe uma única palavra w 
tal que 

1.4 - SEMIANl:IS 

lful semianel (com tmidade) ê t.nT1 conjunto K,com dois elementos 
distinguidos e distint.a3 O e 1, e duas opera<;oes binárias +e~, satisfazeE: 
do o seguinte: 

a) + é associativa, comutativa e tem O como elemento neutro 
b) • ê associativa e tem 1 como elemento neutro 
e) · e distributiva ã direita e ã esquerda em relação a+ 
d) O .k = k.O "' O, para todo kE:K. 

Um semianel é dito comutativo se a operaçao •o for. 

Em particular, todo anel com un_i_dade é um semianel. 

Subsemianê.is, morfismos , somas diretas finitas e infinitas 
sao definidos de mane.ira análoga à para anêís. 



Seguem alguns exemplos de seM.anéis que não são anui.s ,alguns
dos qual.s sei'ão cit8tlos posterio'nnente :

n+,Q+,u , caIR as operações usuais.
O semiaae]. de Boo]e, B = {0,1}, onde ].+l =1 fde resto, as operações
tem resul-todo detenninado pelos axiomas)
A/ =Nt/«, onde as operações restritas a lq são as usuais e

'"+d:::&'t'":'" , a'":w'â.:'m se a#0 e 0-.«=m.0 =0.

Ainda podeíK)s estender a ordem cle N , colocaitdo,para todo aGN,

M=f4u«, cü]] somlla: aob =minCa,b) e produto caem =a+b, andem.ne+ são
toJmdos ein H.

Para cada nGN,considere a função +.:Num'- {0,].,

fx se xeÍO,l,...,n,m}
-n oua contrário

l
,n:m} ,dada. prJr:

X'#n

temor; nwis os sei@íméis :

Nn : {0,]. , . . . ,n,'.} ,a+nb : (a+b)'$n' a'nb : (a'b)+n' (+e';jsão .BS opera'
ções de A/)

Mn: {0,1,... ,n,w}, aonb - (aob)4'n' aonb - (a©b)+n(o e e' são as opera
ções de M)

Ainda po(!enns apresenta.r
R ;'R+um , com operações alãlogas às de M.

ÍÃn semianel É; pos í;íoo se ele satisfaz as seguintes
çoes para todos e].enniitos x,y=

a) Se x+y = 0 então x=y=0
b) Se x.y ::: 0 então x H (i OU

conde-

Nenhum. anel é positivo, e todos üs semialéis apresentados aci.ma são po-
siti.vos. Se K ê um seio-anel positi-vo, a aplicação T: K'-Bj definida por

O1' = 0, x'l' = 1 se xp0

é um morfismo de seüi.anéis Observe o leitor que usaremos o
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Seguem alguns exemplos de semianéis que nao são anéis,alguns 
dos quais serão citados posteriormente: 

R+ ,Q+ ,N, com as operações usuais. 
O senúanel de Boole , B :a: { O , 1} , onde 1 + l = l ( de resto , as operaçoes 
tem resultado determinado pe los axiomas). 
N = Num, onde as operações restritas a N sao as usuais e 

oo+a=a+oo==oo a•co::::co•a::::oc se a;tO ª O•co:::::oo• O == O. 

Ainda podemos estender a ordem d.e N , coloccJndo, para todo aGN, 
a < ro. 

M == N LJ<X>, com soma : a&b = min (a , b) e produto a@b = a +b , onde mín e+ sao 
tomados em N. 
Para cada nGN, considere a função <Pn: N u00 + {O, 1, .•• , n, 00 } ,dada por: 

(X se xG{O,l , • .. ,n,oo} 
xcp = ~ 

11 ln cas·o contrário 

terros mais os sew.j;Jtné:i.s : 

Nn = fü, 1, ••• ,n,00 } ,a+ nb = (a+b) qJn, 

--_ções de N) • 
as operá-:· 

Mn = { O , 1 , . . . , n. , oo} , 

ç<.)es de M). 

rur; b ::i (aeb)cji , ª®nb =:: (a@b)<j>
11

(6l e ® sao as oper~ n n 

Ainda podemos apresentar: 
R ::: , R+u00 , com operações análogas as de M. 

Um semianel é posit1:vo se ele satisfaz as seguintes 
çoes para t odos elementos x;y: 

a) Se x+y = O então x = y == O 

b) Se x • y == O então x = O ou y =- O. 

con<li-

Nenhum anel e positivo, e todos os semianéis apresentados· acima sao po
sitivos. Se K é um semianel positivo, a aplicação T: K-+ B; definida por 

OT ~ O, xT = 1 se x~o 

é um morfismo de se1nianéis. Observe o leitor que usaremos o 



]nesmo sínlbalo T com +uodos os selaianéis pasiti.vas
Dados conjuntos não va.fios P,Q e uin seiuianel K, u-

ma aplicação Â: PxQ-* K é DIRÁ Hüt;Ju'í= PxQ com aoef c entes em
K. Eln geral-, no lugar da notação Cp,q)A, usaremos a notação

.~.. tina ]natriz ExQ é chamada. vetar ].inca e uma IBa'riz Qxl

é'denominada vetar coluna. Se A é um vetou linha, denotamos

Ala por Aa' e analogamente para. vetores coluna. Observe que
os cio:is ti.pos de vc'Lotes podem ser identificados com fun--
ções Q-- K

Para matrizes eln K' ' '{ defiile3a-se da forma u$ua]. mu].

tiplicação por esci1lar (keK) -e soma

]

(kA)pq (Ak)pq : Apq'k: l

( â.'.B) .. . ; A.. . -'B
' 'Pq Pq i)q

Se P,Q:R sáo conjuntos finit.os, A
B Õ uma matriz Q>:K: caIR coef:i.cientes em K,
ma n\a.tri z PxR definida por

urna iTlatriz PxQ,
produto AB é .E

(AB),... .... B
'pr qÉ;Q pq qr

Verifica-se imediatamente que se AeKPÚQ, BeKQxR
CGKRxS, então

(AB) C - JX (BC)

Ul1la mau-iz PxQ é quadl'ada se P::Q. Vamos denotar
par f'Ín(K) o conjunto das matrizes quadradas QxQ'' K. Se Q é
finito, bln(K) com as operações de soma e produto é um se
ne[. Existe um i.solBorfislno natura]. entre b]l(K) e K, que
da matriz associa seu único coeficiente. Por ideia (teste iso
lnorfisl130 vamos identificar esses dois selnianéis

Qualado nos referirmos a l.ín(K) como monõi.de, estará
Dias stlbentendendo a operação de lnultipl i-cação.
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mesmo símbolo T com todos os semian~is positivos. 

Dados conjuntos nao vaz ios P , Q e um semianel K. u

ma aplicação A; PxQ + K é urna matr·z'.z PxQ com coeficientes em 

K. Em geral , no lugar da notação (p,q)A, usaremos a notação 

A , Uma matr iz lxQ f chamada vetor linha e uma matriz Qxl 
_pq -
e denominada vetor coluna. Se A e um vetor linha, denotamos 

A1q por Aq• e analogamente para vetores coluna. Observe que 

os dois tipos de vetores pode m ser identificados com fun

çoes Q-► K . 

Para mat-r-izes em KPxQ definem-se da forma usual mul 

tiplicação por escalar (kEK) .e soma: 

( kA-J = k·A , (Ak .;' = A ·k, 
pq pq pq pq 

Se P,Q,R são conjuntos finitos, Afuma matriz PxQ 

B 6 uma matriz q xR, com coeficientes em K, o produto AB eu 

ma matriz PxR definida por: 

Verifica-se 
rc·KRxS -~,o_,. , entao , 

(AB) = l A ·B 
· pr rr~ pq qr 

·-t f:,'-< 

ime d.ia tarnen te que se 

(A.B)C '"' A(BC). 

Urna matri z PxQ é quad1:·aâa se P ::e Q. Vamos denotar 

por MQ ( K) o conjunto das matrizes quadradas QxQ-)· K. Se Q e 

finí to, MQ (K) com as operações de soma e produto é um semi a

nel. Existe um isomorfismo natural entre M1 (K) e K, que a e~ 

da matriz associa seu ~nico coeficiente. Por meio deste isa 

morfismo vamos identificar esses dois semianéis. 

Quando nos ref~rinnos a MQ(K) como mon6 i de, estarc 

mos subentendendo a operaçao de multiplicação. 
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Finalmente, u:l:a oioserva.ção: no estud.o usual dc ma-
trizes, rlo lugar de conjulltos arbitrários P,Q. costuma-se B
tili.zar conjuntos do tipo ri. A razão de utilizarmos conjun-
tos arbitrários õ, principalmente, de eliminar a que seria
uma ordem irrelevante íio conjunt;o .dos estados de ulíl autóma-
to (ver Capítulo 11) . 7,{as, quando for conveniente, ut.i].iza-
rell\o$ matrizes de 1'4.(K) , da fol-ma apresentada por llofflaan e
Ku1lze [HK.i.]

K-S UBCONJUNTOS

Consi.del-e !iM conjunto X e ulrt subconjullto A. Este fi
ca determinada pela .funzção caraat;erz'ética XA: X->B, onde
xxA * l sse xeA. Em certos casos, a cada elemento do conjun-
to A associamos uma certa multiplicidade (como no conjunto
de rax+zes de um polinõmio) , que é um numero natural. Isto é
fei.to por llieio de uma generalização da função cata.cterísti-
ca: e, par meio de operações converiiententente de:finitas, ob-
têm-se uma ã]gebra de funções que ].embra em vário!; aspectos
Urna ãlouebra booleana. A estrutura que permite essa general.}
cação, unificando B e N é justalbente a de semianel

Seja K un\ setnianel e X uín conjunto. Uln K-oubcolzJ
í;o de X é uma aplicítção A: X-» K. Para cada xÉ;X, xA é suanzz4.Ê

tipZÍcÍcíade. O conjunto s(A) :: {xeXlxAP0} é chamado sz/poz'te

de A. O B-subconjunto XA' dado por XXA; l sse xes(A) é cha-
ma.do 23--oubcon.j nto aal'a."d;erz'6tEc-o de A; se !ÇI ê posit.ivo,
xA:A'T Colho temos sempre a inclusão de conjuntos 8cK, xA
pode ser interpretado coIRo um K-.subconjunto. ÍJm K-subconju.B
to A é não--ambz'guo se A=XA; nesse caso, ele fica deterJning.
do pel-o seu suporte, e t.Calos A = XA : XsCA)

O K-subconjunto vazio g é definido pol- xg : 0.VxeX

Se xeX, hall\o! indicar por 3: o K-s.ubconjunto defina
do por:

Finalmente, uma observação: no estudo us u a l de ma

trizes, no lugar de conjuntos arbitririos P ,Q , costuma-seu 
tilizar conjuntos do tipo n. A razão de utili z a ·nno s conjun

tos arbitririos ~. principalmente, de eliminar o que seria 

uma ordem irrelevante no conjunto _dos estados de um aut6ma
to (ver Capítulo I I). Mas, quando for conveniente, utiliza

remos matrizes de M (K), da forma apresent ada por Hoffman e n 
Kunze [HKJ. J. 

1.5 - K-SUBCONJUNTOS 

Considere um conjunto X e um subc onjunto A. Este fi 

ca determinado pel a função car•a ater-Ís tica xA: X-+ B, onde 
xxA :.,: 1 ss e x8A. Em certos casos, a cada elemento do conj un

to A associamos uma certa multiplicidade (corno no conjunto 
de raízes de um polinômio), que é um número natuTal. Isto é 
:fei to por meio de uma generalizàç ã o da funçfio característi

ca, e, por me io de operações convenientemente definidas, ob
tem--s e uma álgebra de funções que lembra em vá.r ios aspectos 

uma ilgebra booleana. A estrutura que p ermite essa generali 

zaçao, unificando B e N ~ justamente a de semianel . 

Seja K um semianel e X um conjunto. Uin K- subcon,ju!:':.. 

to de X e uma aplicação A: X+ K. Para cada xEX, xA é sua mul 

t'ip lici dade. O conjunto s (A) = { x€X I xA7'=0} é chamado s uporte 

d.e A. O B-subconj unto xA, dado por xxA t:: 1 sse x~s (A)_ ·é cha
mado B-aubconjunto caracterís t ico de A; se K f · ~ositivo, 

xA = A T. Como temos seri1pre a inclusão de conjuntos BcK, XA 

pode ser interpretado como um K- suhconjunto. IJm K-sub c onju.!?_ 

to A é não--amb{guo se A=== XA; nesse caso, ele fica determina 

do pelo seu suporte, e temo s A= XA = x
5 

(A) : 

do por: 

O K--.subconjunto vazio 0 é def i nido por xç, =O, VxGX . 

Se xSX , vamos indicar por x o K-subconjunto defini 



y.x : {
1.0 se y # x,

que seta chamado de K-subconjunto unzÍt.ária

Também defin:im.os o K-subconjunto não
1, pal'EI todo xÊX.

anlbJ'guo pa7

Se A,B são K-subconjuntos de X.. kÉ;K, os
jun-cos k.A, Ak, Ap}3 e AnB são defina.dos por

x(k,4) = k. (xJÂ) , x(Ak) = (xA) k

xCA'FB) = xA+xB , x(AnB} = xA'xB.

K-si.ibcon

Observe que 0A = A{)

Dada uma famz+lia indexada {A:l;.. de K-subconjun-
tos de X, podemos, sob cel'tas condições, definir o K-subcon
j unto . )l A.i por

(5 . 1) :à:*":
Para isso, algumas condições develll ser satisfeita.s para que
a $olna ã direita, c'n! (5.1j} esteja t)eil) de:f:i.nada. Ei-!enberg ]:
presente a nação de ser?7 üne21 compZ a, comc} sendo uín senlia-
nel K, tal que para toda farol'lia {lx;l;cr de eleiaentüs de K
esta bem definido uln elemento }lx; , satisfazendo cer.tas pro"
priedades usuais. Por exemplo, 8,N,l,{ são sem:ianéis co)ítple-
tos. Para o nosso estudo, é mais conveniente restringir adg
fmi.ção em (5.1) para o casa eni que a faí1lília {A:} é ZocaZ-
me?zte f }z2ltcz, isto é, para cada xeX, existe uma quantidade
finita de z'ndices, tais que xA; #O. Neste caso, a soiilü e)n

(S.l) tens signifi.cada bem claro, e valem, cn'tFC outras, as
propriedades

*:à:": :à:",
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{l se y::: X 

y~ -

lº se y IX, 

que sera chamado de K-subconjunto uni t ário. 

Também <le f inimos o K-s ub c onj unto nao ambíguo X por 

xX = 1 , para todo xEX. 

Se A,B sã.o K-·subconjuntos de X., kfK , os K-subcon·

jw1tos kA, Ak, A+ B e AnB são definidos por : 

tos de 

junto 

( 5 .1) 

x(kA) = k·(xA) 

x (A+ B) "" xA + x B 

Observe que OA == AO = 0 . 

x(Ak) = (xA) · k, 

x (AnB) = x.A·x.B. 

Dada uma família indexada {A:l-r~ de K-subconjun
.L 1.:-.l 

X, podemos, sob certas condiç5es, definir o K-subcon 

I A. por: 
if:I l 

Para isso , algumas condições devem ser satisfeitas para que 

a somai direita, em (5.1) esteja bem definida. Eilenberg i 
presenta a noção de semianei completo, como sendo um semia

nel K, tal que para toda família {x . } . 0 T de elementos de K, 
- l l.c.t 

e~ti bem definido um elemento Ix., satisfazendo certas pro-
l 

priedade s usuais. Por exemplo, B,N,M são semianéis comple-
tos. Para o nosso estudo, é mais conveniente restringir a de · 

finição em (5.1) para o caso em que a família {Ai} f local

mente finita, isto€, para cada xSX, existe wna quantidade 

finita de Índices, tais que xA. ;z O. Neste caso, a. soma em 1 . 

(5.1) tem significado bem claro, e valem, entre outras, as 
propriedades 

k IA. = . ,, I l 
.lc. 

I kA., 
i8I 1 



}l )l A;
jCJ i€1.i ''

onde {ijJjÇJ e uma partição de

Se A é uín K-subconjunto de X, a famx'lia {CxA)]lJxGX
é ]ocalntente finita!, e claramente

( 5 . 2) A = >1 (xA)g
x€X

No caso de K-subconjuntos de um monõide ]vl,vaDIos in
t:reduzir um produto, qtle !'estrito aos uni.táxi.os é a opera-
ção de M, e que dã a K'': uma estrutura de semianel,quando coB
binado com a solHÜ j ã definida

Defina.!aos para A,BGRlm o produto ::i)\iêl!:; por

xCAB) >l yA'zB
yz'x

Isto nem sempre faz sentido, pois padeiros ter infi
Ritos pares (y,z) tai.s que x=yz. No caso em que o seinianel
é caaipleto, não hã restrições a fazer. Enl outros casos, cos
tuna-sc restringe.r ao estudo de K-subconjuntos d.e suporte f.{
}lito (alnõis dc grupo, por exemplo)

tina outra possibilidade éa de nos restringirmos a
ntonõides em que para toda pal:ivra x exi.st.e un} coJ\junto fi.ni
to de pares (y,z) tais que x=yz. Isto é o quc farerrtos aflui,
trabalhando com íno11óides livres. Em desenvolvimentos da teo
ria além dos li.mi.tes do nosso tuba:Lho, utilizam-se tambént
produtos diretos fi.Ritos de tTJOBÕ].d.cs ].ivres

No caso de um monÕide livre EI'';, a família dos seus
K-subconjuntos é decotada K<<E>>,quecoln a soirta e produto a-
cima defi.nados tem unia estrutura de senha.nel. Devido ã ex-
pansão (5.2), K<<ll>> é tambén} chamado de s.emianel das gá-
z'íes J'ormaz:s ?zas uar ápe mão Cola tat lias E, ao? ooe/ícZe2
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l I A. e l A ·, 
·e; iG~I. 1 iEI 1 
J . . J 

onde {I.}. 63 fuma partição de I. 
J J 

Se A~ um K- subconjunto ~e X, a família {(xA)~}xSX 
_. 
e localmente finita, e claramente: 

( 5 .. 2) A == l (xA) X• 
x8X -· 

No cas o de K-s ubconjunto s de um monô i de M,vamos iE_ 

t r oduzi r um produto , que restrito aos unitirios 6 a opera
ção de M, e que dá a KM uma estrutura ele semi anel ,qµ.an.do com 
binado com a soma j i definida. 

, M . 
Definimos para A, BGK o p roduto J\Bf-; por: 

x (AB) :r.. L yA• zB . 
y z=x 

Isto nem sempre faz sentido, pois podemos t e r infi 
ni tos p ares (y, z) tais que x:::: yz. No caso em que o s emianel 
é c ompleto, não há restri,ções a fazer. Em ou tros casos, cos 
tuma-- se r e stringir a o estudo de K- sub conjuntos de suporte ±i 
nito (anéis de grupo, p or exemplo). 

Uma outYa possibi l idade É~ a de nos restringirmos a 

monó ides em que paTa toda paf,ivra x existe um con junto fini 

to de pares (y,z) tais que x==yz. I sto é o . que faremos aqui, 
trabalhando com mon6ides livres . Em desenvolv i mentos da teo 
ria além dos l i mites do nosso trabalho, utilizam-se também 
produtos diretos fi nitos de mon6ides livres. 

No caso de um mon6ide livre E*, a famí lia dos seus 
K-subconjuntos é denotada K<< i'.> > , que c om a soma e produto a

cima definidos tem uma estrutura de semianel. Devido i ex
pansão (5 . 2), K<<2~> > ê também chamado de s.e miane l das se
ries formais nas vari~veis n5o co mutativas E~ c om coeficie~ 



:1 2

í;e6 em K. Nc} caso eiii qlue K é um anel, verá:f:ica-se imediata-
nieilte que K<<E>> é t.im anel-. e uma ãlgebra sobre K, se K :for
coJnutatix/o. Um elemento de K<< 1>> de su])arte fi11i.to é chama
do poZiln l?zic2 Qili E; os polinõniicls forrüant um subselnianel de
K<<X>>, denotado K<>1>. Observe que pa!'a todo keK, AÉ;K<<E>>,
kA = (t;lJA, onde l é o K-subconjunto unitãri.o associado a
lç;ll+. Em particul-ar, K<>1> é fechad.o por }nultiplicaçãopor e.!
calares de K (ã esquerda e ã direita)

Se KI é uJn subsemiane! de Ko, convidei'arenlosde for
ma natural K.<<El>> um subselni.anel de Ka<<E>>

IJm K-subconjunto de E+ é dito qzla-ae-Ínüel"sz'ucoZ. se
lAMa. Se A é quase inversx've], a farol']i.a {An]nGN é ]ocal-
nlente finita, e definiinas

A+

Á* : >1 An
nz0

l+A +

A série A' é chamada quaüaé?-#lnuez.a:z de A, e satisfaz
a identi.dado

(5 . 3) A+ = A+AA+ = A+A+A

.A razão deste íionle é que quando K é um Einel e Aé qua
se=inversÍvel, l-A é i.nxersz'vel e saca inv'erga é l+A.+

Dado AeK<<E>>, sua pCzrte quase-inpe2'sz'ueZ BCK<.éli>>
é definida por

*' : {T :: :::,
Então (IA).!+B, e B é qtla.se inversl'vel
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tes em K. No caso e m que K f um anel, verifica-se imediata
mente que K<<2:> > é um anel, e uma álgebra sobre K, se K for 
comutativo. Um elemento de K< <r> > de suporte finito f chama 
do polin3mio em I; os polin6mios formam um subsemianel de 
K<<I>>, denotado K< t > . Observe que para to do kSK, AGK<<E>>, 
kA = (kDA, onde 1:. ê o K-s ubconjunto unitâTio a ssociado a 
1ez*, Em particular, K<I> é fechado por mul tipJ icação por e~ 
calares de K (i esquerda e i direita). 

Se K1 é um subsernianeJ de K2 , consideraremos de for 
ma natural K.,<<L>> um subsemianel de K2<<}:> >. 

j_ ' 

Um K-subconjunto de 2:·1r é dito quas e-inversível, se 
]A O ~ A - . - 1 F '1· rAn} , 1 .~ = • ._,e e quase inversive , a :..ann 1a t nf:N e .1.oca -
mente finita, e definimos: 

+ A ' A· n l . G 

n~l 

A* = L An -· + l+A . 
n2:0 

A - . /!+ ,:; ser J.e ."\ .., chamada quase-inversa de A, e satisfaz 
a identidade : 

( 5 . 3) A+ == A+M+ :::: A+A+A. 

.A razao deste nome e que quando K é um anel e A é qu.':: 
se~inversível, 1-A é inversível e sua inversa é l+A+. 

Dado AGK<<E>>, sua parte . .. -quase-1,nver's1,.ve l 
-e definida por: 

{xA 
se X ':1! 1 

xB -

o se X"' 1, 

Então A= (1A) _1:,+B, e B é quase inversível. 



].3

Se +: KI '» K2 é um morri.smo de selaianéis,e AGKl<<il>>,
a fullção composta A'$ é um K?-.subconjunto de :F*. e valem an.s

seglJintes propri.idades, para todo A,BÉ;Kl<<2:>>, keK:

(kA) + k@A@',

A$+B$ ,

(.AnB) Ó

(AB) +

A@nB$

Cünforlne observamos no início da secção, exi.ste u

]na correspondência bi.t,unívoca que a cada LS:g* associa

XT.GB<<E>>

Assinalalnos as seguintes propriedades, válidas pzlra todo
L,L'ÇE"

(5.4) Xi.uL- : XL + XI.

(5.5) XLnL' : XLnXL'

(S'6) XLL, ; XLXL,

(5.H x,,-- : xl
(5-8) XL* : XÍ
sendo as duas últimas para LSEt

Xi.ul,

XI.nL'

Finalmente, um comentário :t'eiacionado com a seccãa
anterior. Collforme observamos, uln vetar em KlxQ ou KQ':l po
de ser convide:r'ado uma função de Q em K. Portanto, um vetor
é também uln K-subconjunto de Q: Além disso,as de:fillições de
de soma e multiplicação por escalar são concordantes para KQ
illterpretado como conjunto de vetores ].i,nha, ou vetores co
lona ou K-subconjuntos de Q. Pol' isso DCJS permitiremos t.ca-
tar um vetar ora como vetar, ora como K-st.i-bcoiljunto.
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Se <P: K
1

-+ K1 é um morfismo de semianêis ,e AGK1 <<t:> >, 
~ ... 

a função composta A<f> é um K2-subconjunto de]:*, e valem as 
seguintes propriedades, para todo A,B6K1<<t>>, kSK1 : 

(kA) cp ::, k</>A<P, 

(A+·B) ~ -- Acp+ Brp, 

(AnB) </l :::: A.<f; n Bqi , 

(AB) </) - AcpBcp. 

Conforme observamos no inicio da secçao, existe u 

ma correspond~ncia biun!voca que a cada L~t * associa 

Assinalamos as seguin tes propriedades, vãlidas para t odo 

·r I -lCE *· ..1 ' :....., - ,. 

(S.4") 
Xr.uL' 

::: x1+xL' ' 
( S. 5) 

XLnL' -· XL nxL '' 

( 5. 6) XLL' - XLXL,, 

( 5. 7) + 
Xt+ :::: 

X L 

(S. 8) xv~ -· * XL 
...... 

sendo as duas. Últimas para L ~ >~, . 

Finalmente, um comentirio relacionado com 
t . e· f b . .,..l xQ an e-r 1or. ,on ~arme o servamos , um ve t or em 1, ou 

a s eccao 
KQ.x 1 ;o-

de ser considerado uma função de Q em K. Por t anto, um veto r 
é também um K-subconjunto de Q! Al ém disso,as d~fínições de 
de soma e multiplicação por escalaT ·são concordantes para KQ 
interpretado como conjunto de ve tarei linha, ou vetores co
luna ou K-s ubconjuntos de Q. Por isso nos permitiremos tr a 
tar um vetor ora como vetor , ora como K-subconjunto. 

- o -



"Ele nãt) o reconheceu; porque corno
ã suas ílãos estavelü} c'DbQF't8s de
pele), pare:coram-lhe torna seíne-
!hântes às dü ma:is vç?lhc,"

(;êi cse 27 : 23

CAP rTULO i!

CONJtfNTOS E K-SUBCONJUNTOS ÊECOt4HECTVEiS

tl.l - E-ÁUTÕt4ATOS E CONJUNTOS RECOtiHECTVEl$ (REStjMO)

Daqui enl diante, seta suposto uín conjunto finito
irão:;.lpazio

Um E.-a t;t;?Hü&o é uma quãdrupla A ÍIQ,i,P,E) , onde

Q é um conjunto finito, de estados,
içQ, é chamado conjuntos dos cotado inÍeÍai8,
PÇQ, é chamado conjtlnto dos esÉadc'e .fínaÍ8
E é uma aplicação E'- Rel(Q)

Denotaí11as por E' a extensão de E :«fãg.: llm IHorfismo
}l'''FREI(Q) , dado pela Propriedade 1.3.1. Na descrição de uiu
E-autâulato substituirelnos ocaso.anal.mente a {lplicação E pelo
morfislilo E';. isto tem a vantagem de permitir uma generaliza
ção da teoria para monÕides não ]i\ires, ma$ não desenvo].ve-
remos este aspecto na nosso trabalho. Qua.ndo não houver po.E
sibilidade de confusão, onlitiremos a referência ao alfabeto,
dizendo silnplesmenite autómato.

l

Se p e q são estados e q€1paE, dizemos que a tripla
(p,a,q) é nela az'esta de A, dirigida da {nzício, p, ao tál'Hi-
no q , com I'õt;ztZo a

Costuma-se representar graficamente uni autómato do

"Ele nao o re conhe cBu; por-que como 
as suas mãos es tavam cobert as de 
pelo, parece r am- lhe todas seme 
lhantes às do mais ve.lho," 

Gênesé 27: 23 

CAP IT ULO II 

CONJUNTOS E K-SUBCONJUNTOS ~ECONHECIVEIS 

11 .1 - E-AUTÔMATOS E CONJUNTOS RECONHECÍVEIS (RESUMO) 

Daqui em diante, I sera suposto um conjunto finito 

ú.ão :·yazio. 

Um "i.-autôma·to é uma qu~drupla A::: (Q, I , F, E) , onde 

Q ã um conjunto finito, de estados, 

ISQ, € chamado conjuntos dos estados iniciais , 

FSQ, e chamado conjunto dos estados finais, 

E é uma aplicação I->- Rel (Q) . 

Denotamos p or E* a extensão de E · :à , ,. ·um morfismo 

r*+Rel(Q), dado pela Propriedade I.3 .1. Na descrição de um 

I-autBmato substituiremos ocasionalmente a aplicação E pelo 

morfismo E*. Isto tem a vantagem de pennitir um~ generaliz~ 

çio da teoria para mon6ides não livre s, mas não desenvolve

remos este aspecto no nosso trabalho. Quando nio houver po~ 

sibilidade de confusão, omitiremos a refer~ncia ao alfabet~ 

dizendo simplesmente autômato. 

Se p e q são estados e qSpcrE, dizemos que a tripla 

(~,a,q) e uma aresta de A, dirigida do in{aio, p, ao tirmi

no q, com r 5tuZô a. 

Costuma- se representar graficamente um aut6mato do 
- 14--· 
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segui.nte modo: aos estados fazem-se corresponder pequenos
círculos. Para cada par de estados . p,q tal- que exi.ste unia

aresta dil-igida de p para q, coloca-se uma setaapontando do
círculo correspondente ca p para o círculo que corresponde a
q. Essa seta é ro+.u].ada cair todos -os rótulos de arestas di-
rigi.das de p para q. Coloca-se uma seta apontando pardo ci'r
Guio de cada estada inicial, e um círculo rodeando cada es-
tada final. Por exemplo

A=(Q,i,F,E), Q=t1,2,S,4}, 1=Í1,2}, F=Í1,3}, E=(a,T}

a.T

á'

p 1 ]. 1 2

paE lÍz,3ll l

3 k

l3

{l3,4li Ü
Q

a
a

b a,'r

Uma tP 27za em A é uma sequência finita 'r=a.a.. . .a

de arestas ta]. que o t6rmi.no de a:i é iéua.l ao irlício
ai-kl' i::l,...,n-]. Se param. çiçn, ai=(pi.I'ai'pi) , di

zelos que I' vai de pO para Pn' SOZêtPQnzdO x = ala2'''an' AP.g
lavra x ê também chantada o r.5í;aZo de 'r. Se I' é umatrilhade
p para q sol-etrzindo x, denotamos

n

T: P ----Z--.. q,

e, eveíltt-ialmente, ontitirelno:; a. referênci.a ao rótulo de T.Pa
ra cada estadc: p, a sequência va.zia de arestas é uma trilha
de p para p soletrando 1, e é chamada trzlZha órÍuZàZ.As tri
lhas são si.mplesmente palavras d.o::pdBóide livre gerado pe-
las arestas de A, e ]lessa condição esta claro o que é conca
tenação de tri.lhas. Porém,se T: p ------'-> q e S: r --.X--+ s são
trilhas, a concate:nação TS seta uma trilha sse q =1'. Nesse
caso, TS: P -- xy:+- s.

O Campo?t;a//?ent;o do autânato A (Q,l,F,E) é o con
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seguinte modo: a o s estados fazem-se corresponder pequenos 
círculos. Para cada par de estados p,q tal que existe uma 
aresta dir igida de p para q, coloca--se uma. seta apontando do 
círculo correspondente a p para o círculo que corresponde a 
q. Essa seta; rotulada com todos -os r6tulos de arestas d i
rigidas de p pa-ra q. Coloca-se uma seta apontando para o cÍ_!_ 
cu lo de cada estado inicial, e um círculo rodeando cada es
tado final. Por exempl o : 

A. == ( Q, I , F·, E) , Q = { 1 , 2, 3, 4} , I = { 1 , 2} , F = { 1 , 3} , 1: = { Cf, T } 

p 1 2 3 L[ 

paE {2,3} 1 3 l 

pTE 3 {2,4} {3,4} 0 

Uma trilha em A~ uma sequ~nc\~ f~ni~a T=a1a 2 ... an 
de arestas tal que o término d.e a . ê igual ao início 

l 
de ª·+l' i==l , .• ,, ,n-1. Se para l:;; i :;; n, a . =(p. 1 ,0. ,p.), d i -1 ]_ 1 - J. 1 
zemo s que T vai de Po para p , sol e tr•ando x = o 1o,., .. . a . A pa - n 6 n ·--
lavra x é também chamada o róf;u l o de T. Se T é uma ti-ilha. d,,_ 
p para q soletrando x , denotamos: 

e, eventualmente, omitiremos a referência ao rótulo de T.Pa 
ra cada estado p, a sequ~ncia vazia de arestas f uma trilha 
de p para p soletrando 1, e f chamada t r ilha trivi~Z.As tri 
lhas s ão simplesmente palavras do ,!'u.Õn.óide livre gerado pe 
las arestas de A, e nessa condição esti claro o que~ cone~ 
tenação de trilhas. Porém, se T: p ~ q e S: r ~ s sao 
trilhas, a concatenação TS será uma trilha sse q = r. Ne sse 
caso, TS : p 2L.+ s ._. 

O comp oY.'t amen to do autômato A = ( Q, I, F, E) é o con-
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junto jAI = {xÉ;E'/lxE'nF;'g}. Um conjlunte i.ÇE* é reaon;zecz'-PeZ
sse ele fo)' o comportamento de alguií! autómato

E.Bgl9.!:!.S.Ag..!.J - Sejam p,q estazdos de A ; (Q,i,P,E) ,xÉ;E". nP:

tao

a) qÉ;pxE" s$e existe uma trilha de p pari! q soletrando

b) x€1AI sse existe olha trilha dur! estai.o inic.i.al para
un\ estado fi.nal soletrarxdo x

DEMONSTRAÇÃO - Suponhamos que existe uma- trio.ha T: p -"--"> q,
orlde

)..,

'r : ($à:P ,al '#1) (% ,a2 '$2) (Pn-l'an'Pn:q) , e x:alar

Pela defina.çãode arestas, piGpi-].aE, i=1,2,.. .,n l)aÍ vem

plepOaE,

p2€pla2}3'(pOaIEI) a2E : püalEa2E '

e, prosseguindo stice$sivamen'ue,

pnÉ;pOa].Ea2E...anE : pO(alar

portanto, qçpxE
Ágata vamos provar que, dados p,x, se qGpxE:' então

existe ulrlii trilha T: p ----"--> q. Isto será feita par indu-
ção, para todo xeFl*: Se lxl = 0. x = lel-E' : IQ' I'qas ptQ..: p
e temos a trilha trivial T: p--l+p- Se #üya e qGpxEI' : pyE+aE,
entãGI existe uln estado r tal que rÉ;py'E e qeraE. Pela hipó-
tese de indução, existe uma trilha T: p----Z--*r, e ternos tanl-
bénl a aresta (r,o ,q) . Então, T(r,a,q)

No caso em que xÉ;lAi, ].xE*nF#g, seja q€1xE"nF. Cg
mo lxE*=Un€1pKE*, ex:isto pÉ;l tal que qepxE'. Segue, pela
parte anterior, que existe uma trilha do estado inicial-ppg
ra o estado final q soletrando x: I'or outro lado, se e-Riste
t.al tril]la, qepxE*nFclxE"nF. i]
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junto !Ai= {x8E*/IxE*n F;,':0L Um conjunto u n::* é reaonhec-Í.•1iel 

sse ele for o comportamento de algum aut6mato. 

PR OPOS.I_ÇÃO 1.1 - Sejam p, q estados d.e A= (Q,I ,F,E) ,xSE*. En 

tão: 

a ) qSpxE* sse existe urna trilha de p para q soletrando 

X, 

b) xEIAl sse existe uma trilha dum estado inicial para 

um estado final soletrando x . 
X 

DEMONSTR AÇAO - Suponhamos que existe uma trilha T : p--------+ q, 

onde 

Pela def:iJüçãoéle a.restas , P/'Pi_ 1crE, i::::1,2, ... ,n. Daí vem: 

P18pocrE , 

PzE:P1ª2Ec(pOO'lE) u zE = Poª1BvzE, 

e, prosseguindo sucessivamente, 

portant o, qEpxE*. 

Agora vamo s provar que, dado s p,x, se qEpxE* então 
• • 1 X . ~ 

existe uma triL1a T: p ---:.....,,. q. Isto sen-1 feito p o r indu-

çao, para todo x8E*: Se lx! == O, x"' 1 e lE* == ln. Mas pl,,.., = p 
] ~ * ~* 

e temos a trilha trivial T: p _- .::.~>-p-Se ·x "'y0 e q8pxE · = pyE ·CíE, 

então existe um estado T tal que r6pyE* e q8rcrE. Pela hip6-

tese de indução, existe uma trilha T: p ...-1_ r, e temos tam

bém a ar e s ta ( r , o , q ) . Então , T ( r , a , q ) : p __ _,~->- q . 

No caso em que xS!Aj, JxE*nFi:0, seja qEixE·-"nF. Co 

mo I xE * == lJpSI p xE * , existe p 8I ta. l que q 8pxE --~-. Segue, pe 1. a 

parte anterior-, · que existe uma tr ilha do estado inicial p p~ 

ra o estado fina l q soletrando x. Por outro ·1ado, se existe 

tal tri l ha, qEpxE *nFc l xE*nF. D 
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C) ?/zonJÍde do autõl?lato A, denotado }4., é o subinonãi
de de Rel(Q) gerado pelo conjunto {aE/aÉ;E}. Equiv'aleiatemen-
te, MÁ é a i.ntagein de E* pelo lltorfisino E*

Um aut8niato é dc?terinl:nz+ fico se existe um único es
tado inic:ia]., e, para cada ].etra ü, aE é uma função parcial
Nesse caso, xE* é uma fuTição parcial, para toda pal-aura x
isto é, MAsFPCQ) lata significa que dado t.im estado p e uma
palavra x, existe no máximo uma trilha soletrando x a par-
tir de p. Um autÕmatc> determina'suco é ao???pZ to se aE é unia
função para cada aÉ;ll

Lembremos (ver 1.2) que dado tlm conjunto LcEl*, a
congruência sintética de L, definida por

x'Ly e:::o para todo u,vÉ;E'í, u)w61. sse uyvGL

pKOPOStÇ/!0 1.2 - Seja LÇE+. São equivalentes
a) L é reconhecível
b) L é o comportamento de um aut6matodeterminÍstico coilt

pleno.
c) O nionóide si.ntãtico M, é finito.
d) Existe uma congruência de i'ndice finito sobre }l" 'tal

que L é união de cl-asses de congruênci.a.
e) Existe um rüonÓide finito M e unl epimorfisrno

$ :E" ---+ M tal - que !, :: L#$'i

(A equiva.lência entre (a) e Cc) é deva.da a Myhill e aparece
em Rabi.n and Scott [RSl])

DEMONSTRACAO - Provaremos de acordo cair Q esquema
Ca) » (c) :o (d) » (e) » (b) » (a)

(a) impl-ica (c) - Seja Á = (Q,i,P,E) um autómato recolhe
cendo L. Consi.dera o epimorfismo E+: .E*->?q,,
Se xE* =yE*, .então para todo u,veE*,(uxv)E"=(uyv)E*
Portanto, ](uxv)E* = 1(uyv)E*, donde uxvG]. sse uyvGL
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O monóide do autômato A, denotado MA, é o submonô_:i:_ 
de de Rel(Q) gerado pelo conjunto {oE / a Sf }. Equivalentemen 
te M é a imagem de í.: * pelo moTfismo E*. ' A 

Um aut6mato f determin{stico se existe um Ünico es 
tado inicial, e , para cada letra a, aE é uma funçiio parciaL 
Nesse caso, xE* ~ uma função parc i al, para toda palavra x, 
isto é, MA<.::FP(Q). Isto significa que dado um estado p e uma 
palavra x, existe no miximo uma trilha soletrando x a par
tir de p. Um aut6mato determinístico; compl e to se oE e uma 
função para cada a8E. 

Lembremos (ver I.2 ) que dado um conjunto Lct* , a 
congru~ncia sintitica de L, definida por: 

x~rJ <===!> para todo u , vEE *, uxvGL sse uyvBL. 

PROPOSI ÇAO 1.2 - Seja Lsr*. São equivalentes: 

a) L e reconhecível. 
b) L é o compo·rtamento de um autômato determinístico com 

pleto. 

e) O mon6ide sintitico M1 ~ finito. 
d) Existe uma congru~ncia de Indice fini t o sobre r* tal 

que L 6 união de classes de congru~ncia .. 
e) Existe um mon6ide finito Me um epimorfismo 

* -1 qi : E -➔ M ta 1 · que L = L cf, ◊ . 

(A equivalência ent:re (a) e (e) é devida a Myhill · e a.parece 
em Rabin and Scott [RSlJ). 

DEMONSTRAÇAO - Provaremos de acordo com o esquem~ 
(a) ⇒ (e) ~ (d) ~ (e) ⇒ (b) ⇒ (a). 

( a) implica (e) - Seja A = (Q,I,F,E) um autômato reconhe
cendo L. Considere o epimorfismo E*: . r. * -·>-MA. 
Se xE*=yE*, .então para todo u,v€E * 1 (uxv )E*=(uyv)E*. 
Portanto, I(uxv)E* = I(uyv)E-"", donde uxv8L sse uyv8L . 
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Segue que x''Ly, e pela Propriedade 1-2.1, existe uíü
epimorfisTlto @:MA'' ?'iL' Cano I'lAcReI(Q) é finito, vem
qtle hl. t.ambêm é finito.
i.aplica (d):-Colho ML é finito, -.L tem ílldice fi.nato;Z
[ém disso, a definição de -l iinp].ica :qtié], x€1 s$e
[x[ç[. Portanto, L = UxGLEx]
implica (e) - Seja - uma congruância nas condições de
(d).Então M= E*/- é \lln monóide finito. Se +:E::' -. M é

a projeção canónica, para todo x, x#$'" = [x]. Mas co
mo L é união de c].asse$ de xÉ;L implica l.xlçl. Por-
tanto x$$ 'ç], para toda xGL, donde ].$+ 'çl. A inclu-
são LÇL@+ ' é ti-ivia].
implica (b) - l/a.iras defi.ni.r o autâinato Á = (f-'i,l,L@,E)
onde para todo meb{, aGE, lllaE in (a+). Claramente, oE
é unia função para cada letra a, e temos u)r! Único es-
tado inicial, logo Â é deterulinl'suco completa.É ime
diat.o que, pa.ra todo xÉ;E*e mGN!,

J

(c)

(d)

(e)

ín(xE'') = n:. (xO) ,

donde

xC IA l '=-=' 1 (xE*) nL@pló

.a:::o x$É;L$

d=:=' x€1,4$

'e:::o x€1 ,

po.rtzlnto L a IÁI
b) implica a) - Nada a demonstrat' D

l)ado um autómato Á B (Q,l.,r,E) rec.onhecendo .L, podo
mos construir diretamente um aut8nla.t.o deteriiinísti.co

A ' : (Q',I',F' ,E)
reconhecendo L da :;eguinte faina

Q' : P(Q) , i' - .[(eQ') F : = {XCQ' /XnFPÇó}
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Segue que x~Ly, e pela PropTiedade I-2.l, existe um 

epíntorfismo cp :MA ➔ ML. Como MA cRel (Q) é finito, vem 

que ML tamb6m 6 finito. 

( e) implica (d) - Como ML é finito, L tem índ ice finito;~ 

lém dis s o, a definição de ~1 implica qué. - xGL sse 

[xJSL. Po·rtanto, L=U__,.crCxJ • 
.,,:\ .. t':j J-1 

(d) implica (e) - Seja ~ uma congruência nas condições de 

(d) .Então M= 'f.*/~ é um monóide finito. Se q,:E* + M é 
1 

a proj eção canônica, para todo x, xcpcp -·-'- = [ x J . Mas co 

mo L; união de classes de ~,x6L i~> l ica [xJsL. Por-
- 1 -- 1 

tanto x<!>"<P -'-çI, para todo xGL, donde Lcprfi SL. A inclu-

são LSL~cp- 1 f trivial. 

(e) implica (b) - Vamos definir o aut&mato A= (M, l, L~.E) 

onde para todo mGM, oSE, mcrE=m· (oi). Claramente, oE 

6 uma função para cada letra a, e temos um Ünico es

tado inicial, logo A é determinístico completo . .G ime 

dia to que , para todo xGE*e mSM, 

m(xE*) = m· (x.qi), 

donde 

xEL, 

portanto L =: 1 AI • 
b) implíca a ) - Nada a demonst1·ar. D 

Dado um autômato A = (Q, I , F, E) reconhecendo . L, pod5: 

mos construir diretamente um autBmato determinís tico 

A ' = ( Q' , I ' , F' , E) 

reconhecendo Lda seguinte forma: , -

Q' '-"" P(Q) , I' '-"t(i/q •) ,_ · F'_:: {X€Q'/XnF;.:0} 



e: para todo aÉ;E, a relação aEeRel{.Q) ÉI intel'pregada comia

função de Q' clm Q', Esta construção será referida. pelo l\olhe

de ooHii' [l,tzç?ão dos subcon.j tantos.

A fama'lia dos subconjuntos recon.hecx'Leis de }l' éde
notada Reco. A seguinte propüsi.çãà apresenta o.lgunlas propriÊ
dados básicas de Reco

e@NJJ:{4.L.] Sejant A,BÉ;Reco. Então AuB, AnB, .A :: E*-A,AB,
A' e A" são reconhecíveis

DEMONSTRACA0 - Cam exceção da afirmativa referente ao com
pleiüento, todas essas propriedades serão de

monstradas na secção 3, a partia' de Mina formul-ação mais ge
ra].

Vamos demonstrar que se A É; reconltecívcl, Ã: também

Q é. Seja A = (Q,q,P,E) uin autómato determinístico completa
reconhece1ldo A, que existe pela proposição a.nterior. Então
A é reconhecido por Ã = (Q,q,Q-r,E). Com efeito, conto A ê dg.
dêtetüíllTstico, )Ê* duma função para cada xc

xÉ;l A i @#-:+ qxE*nFvg

':t-=» qxE*GF

e--» qxE *gQ-r
@ í't

LJ

O seguinte teorema mostra que todo conljlmto reco-
nhece'vel pode ser obtido a partir de uli} conjunto finito d.e

palavras, por mci.o de um rtiimero tPinito de operações. Seta
também demonstrado em formulação mais geral na secção 3 (Teg
rema. 3.11)

TEOREt4A 1 .4 - (Teorema de K]eene [K2])-. Rec>1 é a. menor fama']ia de

subconjuntos de E" conten-
do os subconjuntos unitários e fechada por união, concateng
ção e estrela

- 19 -

e, para todo oSE. a relação crESRel(Q) 6 interpretada como 
função de Q' em Q'. Esta constTuç~o serã referida pelo nome 
de aons -t Puçã..o dos sub c onjuntos . 

A família dos subconjuntos reconhecíveis ele t·.1: é de 

notada RecI:. A seguinte proposiçãó apresenta algumas propr i~ 

dades bâsicas de Re I. 

PROPOSIÇAO _1.3 - Sejam A,B6Rec2.:. Então A uB, AnB, .Ã..=):*-A ,AB, 

A+ A. - h .., . e • sao recon ec1ve1s. 

·DEMONSTRACAO - Com exceção da afirmativa referente ao com

plemento, todas essas propriedades serio de
monstradas na secçã.o 3, a parJ:ir ·de uma formulação mais ge·

ral. 

Vamos demonstrar que se 1\ é reconhecível, Ã também 
o é. Seja A= (Q,q ,}~,E) um áutômato determinístico completo 
reconhecendo A, que exist~ pela proposiçio anterior. Entio, 
A é reconhecido por Ã =- (Q,q,Q -F,E ). Com efeito, como A Ó de 

determ111ístico, xE* é uma função para cada. X e; 

<- ::::;,. qxE*llQ -F 

<;=-:!:> X~ 1 A 1 • o 

O seguinte teorema mbstra que todo conjunto reco
nhecível pode ser obtido a p.artir de um con junto finito de 

palavras, por meio de um niimero finito de operações. Serã 

também demonstrado em formulação mais geral na secção :s (Te~ 
rema 3.11). 

TEOREMA 1 . 4 - (Teorema de Kleene [K2J)- Recl'. é a menor família de 

subconjuntos de I* conten

do os subconjuntos unitários e fechada por: união, concatena 

çao e estrela. 
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Para encerrar esta secção, xalnos apresentaruma con
dição necessária bata um conjunto ser recon])ecl'vel. Essa
condição tem urna general i.cação parcial no Teorema 111.3.1,e
perDlite apresentar certos exerflplos de conjuntos ] ão recolhe.
cíveis,#

PROPOS}ÇA0 1,5 - Seja L uln subconjurlto Fecal'Lhccl''çrcl de E'':

Então, existe um inteiro positivo k ta]. que
toda palavra xCÍ., com lxl zk pode ser fa+-brada na forma
x:uvw, com 0 < lvl $ k, de moda que uv 'hrÇI

.l?.ç:ygNS.rnAÇ.AO - Seja A = (Q,i,r',E) uln autómato reconhecendo L

e seja k = IQI . Se x€1, existem uln estaílo in.i
cial p, um estado final q e un\a trilha

T : (p0::p,al'pl) (Pn .l 'an 'l'n ::q)

Se ii = ixi >k, a sequência de estados p0'pl'''',pk contém al-
gum\a !-epetição. Sejam O $ :i < j É k tais que p{ :p-i. Então a'Pg
de ser fatorada na forma T=T.T7Tx, onde

Tl: Po --'-'=''» Pi' u : al

T2 : pi --""'""'"+ pj ' v : ai+l

T3: Pj -"' '' Pn' u : aj+.I'''an
Comia 0 <j Ék, C < lvl =j-iKk. Além disso, pi 'p4 implicaque
para todo nz 0, TITnT3 é uma trilha de p para q soletrar\do
uvnw, Portanto uvnw€1, para todo na 0, o que equivale ã te-

Essa condição, embora necessária, não ê sua.ciente
para ga.ranti-l- que unl subconjunto de E* é z'ec03)heci'vel-. Por
exe)nplo, caIR E = {a, t}, considere os conjuntos
(1.1) A {an'tn/n z (}} ,

(1. 2) B xÇ;X*/l xl .:-i xl ,}

- 2 O •. 

Para encerrar esta secç.ao, vamos apTesentar uma con 

<lição necessiria para um conjunto ser reconhecíve l . Essa 

co~dição tem u~a g~neral izaçüo parcial no Teorema III.3.1,e 

permite apresentar certos exemplos de conjuntos nao reconhe 

cíveis, · 
, - ; . -

PROPOSICAO 1 .5 - Seja. L um subconjunto reconhecível de 

Entáo, existe um inteiro positivo ktalque 

toda palavra xE:L, com ! x 1 ~ k pode ser fatorada na forma 

x = UV'N, com O < 1 v I s k, de modo que uv ·-~wcL. 

DEI-WNSTRAl~1'\0 - Seja A= (Q,I ,F,E) um autômato reconhecendo L 

e seja k= !QI, Se x.SL, existem um estado ini 

cial p, um estado final q e uma trilha 
...,. 

T = CPo9J,ª1,P,) ... (p ··l'º ,P =q): P ~-+ q. 
J.. _ n n n 

Se n == 1 x 1 ~ k, a sequência de esta.do s p 0 , p 1 , .. - , pk 

guma repetição. Sejam O~ i < j $ k tais que pi::: pj, 

de ser fatorada na forma T = T 1 T 2 T 3 , onde 

.,, u • a . . 1 1 Po p. , u -- (j _ • . 
.J. 1 .L l . 

T p. V = .o pj ' 
V 0 . 1 . . ' 2 l 1+ J 

T 3: 
w p . --~,. Pn, u ,:: 

Cij+l' . .(J 
J n 

contém al 
,.., . - 'J' r:.nrao . P::'_ 

Como O< j s;k, O < Jv l =j-i :c::k. Além disso, pi "'Pj implica.que 

d O 'T' mTI-- - • ] ' } . d 1 , para to o n ~ , , h J. 
2
,-i-3 e uma t.r1 . ia e p para q so et-r ancio 

uvnw, Portanto uv1w8L, para todo n2 O, o que equivale ã_ te-· 

se. o 

Essa condição, embora nE:lcessâría, nao é suficiente 

para garanti r que um subconjunto de E* é -reconhecível. Por 

exemplo, com E "' {o, -r}, cons ídere os conjuntos 

(1.1) 

(1. 2) B = { x8E * / !' X 11· ==-
11 X! } • 

: O 'T 
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AMIbas não estão em Rec E , pois o subconjuntoa* gg
ra um conju1lto ínfi.nato de clcasses de congruência, tarro p3.

ra -A coJ110 para 'B' Portanlto, MA e MB são infinitos. No en-
tanto, B satisfaz a condição da Proposição 5, bastando to-
mar k = 2. .Já, o conjunto A é o exemplo clássico d.e conjunto
que não sa.tisfaz a dita condição. Para isto basta verificar
que dado k> 0, tomando«-se ln> k/2, a"'t"'É;A, e para toda fato-
raçãa únlrm:l. com vz 1, uvnwgA, para todo n>l

FORi@ FUTRI CIAL DE UM AUTõlUTO

Seja Q um conjunto finito e feRel(Q). Podemos re
presentar f pela matriz f'eMn(B) do seguinte modo

ÍI se qGpf

10 caso contrai'io
LembrentoÉ que a semianel B = {0,1}, com l+l = 1 (ver

Pq

Essa correspondência é biunl'vaca, pois dada uma mg
triz AelvíO(8) , e:Riste uma üni.ca relação f tal que f' =A. A-
lém di-sso, é fácil vel'ificar que, para todo f,gÉ;Rel(Q)

(1 . 3) (fg) '

onde do lado direi.to tciftos u]\ ]Jrodt.]to de ]natri.zes.Segue que
a aplicação ':RelCQ) -' Mn(B) é um isbn\orfismo de lnonÓides.

Considere agora unl autómato A = (Q,i ,F,E) .Valtns cons-
truir

Uln tutor li.nha 1'GB'"'<, onde 1,1. = 1 sse qGI

Um vetou coluna F'GBv"' , onde F.'. ': l sse q€1i

Uma aplícaçãoE' :E -''l''ln(B) , dada por aE':(aE) '

G81 xQ o1lde
q
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Ambas nao estão em Re c t:: , p o is o subconjunt o 0* g~_ 

ra um conjunto infinito de classes de congru~ncia , tanto p~ 

ra ~A como para ~B. Por tan to , MA e MB são ínfinitos . No en
tanto , B satisfaz a condição da Proposiçã o 5, bastando to
mar k=2 . .Já, o conjunto A é o ex~mpJ.o clássico d.e con junto 
que não satisfaz a dita condição ~ Para i sto basta ve r i fi car 
que da do k ~ O, tomando·-se m ;:;,; k/2, om-i:mEA, e para toda fato-

- m m n rl raç ao d T = uvw, com v ~ 1, uv wv:,A, para todo n > 1 . . 

1 1 • l • A - FORMA MATR ICI AL DE UM AUiÔMATO 

Seja Q um conjunto finito e f6Rel(Q·) . Podemos re 

presentar f pela matriz f'8MQ(8) do seguinte modo 

__ {1

0 

se q6pf 
fl 
pq 

ca s o contrário. 

Lemb remo s que o semian.el B = {0,1}, com l+l = 1 (ver 

I. 4). 

Essa correspond~ncia 6 biunívoca, pois dada uma ma 
t riz A8M

0
(B), existe urna única relação f ta l que f' == A. A

l f m diss~, 6 ficil verificar que, para t odo f,gGRel(Q), 

(1. 3) (fg)' ::: f'·g', 

onde do lado d ireito temo s um produto de ma trizes.Segue que 

a aplicação ':Rel (Q) + MQ (B ) e um iso morfismo de monó ides. 

Considere agora um autômato A == (Q, I , F, E) . Vamos cons

truir: 

Um vetor 1 inha I '(;B 1 xQ . onde I' = l sse qGI , q 

Un1 Vetol. ] 1~•r• BQx1 d F' - i c ·1-~ co .una e , on e - .,. sse q,., 
q 

Uma aplicação E' :r. + MQ (13) , dada por a.E ' °" (aE)' . 
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Em vista do íaorfismo .(1.3) , segue que para toda palavra x
xE'*= (xET);'. onde E'*:E*'-hln(B) é o morfisnlo que estende
f! ' . Afirlnamas então que :

(1 .4) {xGE "/l ' ( xE- "',) F' =1}

Com efeito, I'(xE'*)F'=1 sse existem p,q tais que
1.: = (xE ' '':)... = F: = l
P ' 'Pq q

Isto equivale a dizer que p€1, qGF e qÉ;pxE*, o que pel-a Prg
posição l equivale a xGJAI

Por outro ].ado, revertendo-se essa construção, po-
demos concluir que um coi-ajunto L é reconhecível sse existe
um c:onjunto finito Q, um vetar linha ieBl"Q, ..m vetar colu-
na FGBQxl e uma aplicação E: }l-»Mn(B) tal que

L = {xGll */.[ CxE*) F=1}

Observe que, para todo semianel K, BcK, como con-
juntos. Então, podemos supax' que os vetou'es I' ,F' , e as ma-
trizes aE' tem coeficientes em K. SÓ que nesse caso,nem sep
pre (1.4) seta válido.

1 1 . 2 K-SUBCONIUNTG$ RECONt+ECÍVEIS

Na .Teoria daÉ: i.inguagens Formais (Sa]omaâ [S[-]) eã

mudam-se stlbconjuntos de unl )aonõide livre, ali chamados Zín
gzíagens. Um dos mecanisn\os dessa teoria consiste na$ gra3aã-
ticas; certas classes de linguagens podem ser descritas por
gl'amãtÍcao, que são conjuntos de axiomas e regras de i.nfe-
rência que permitem demonstra.r se uma palavra esta numa ].ip:
guagem. Acontece que conforme a granlãtica, para citda pala-
vra pode existir. um número di.gerente de demonstrações de que
ela esta na li.nguagem. A partir dessa observação,. Cholnsky o
Schutzenberger [CS[-] introduziram a ideia de associar a uma

gramãti.ca não simplesmente um subconjuTlto de }í*, Hi8s uma fug
\ f

•. 2 2 -

Em vista do morfismo (1 .3), segue que ~ara toda palavra x, 
xE' *;:: (xE"'.}', _onde E ' * :t*-+ MQ(B) é o morfismo que estende 

E'. Afirmamos entio que: 

(1. 4) IAI = {x8í:*/I'( xE1 ·A- · )F'=l}. 

Com efeito, I'(xE'*)F'=l sse existem p,q t ais que 

I ' = ( xE ' *) = F ' == 1 . p pq q 

Isto equivale a dizer que p8I, q6F e qGpxE*, o que pela Pro 

posição 1 equivale a xS!AI. 

Por outro lado, revertendo-se essa construção, po
demos concluir que um conjunto L 6 reconhecível sse existe 

um sonjunto finito Q, um vetor linha ISBl xQ, um ve t or colu
na FSBQxl e uma aplicação E: E ➔ MQ (B) tal que 

L = {x6E*/I(xE*)F=l}. 

Observe que, para todo semianel K, BcK, como con
juntas. Então·} podemo~ supor que os vetores I' , F' , e ·as ma

trizes aE' tem coeficientes em K. S6 que nesse caso.nem sem 
pre (1.4) seri vilidó. 

1 1 • 2 .- · K - S U BC O N J UNTO S RECO N H E C f V E l S 

Na Teoiia das _ Linguagens Formais (Salomaa [SlJ) es 
tudam-se subconjuntos de um monóide livre, ali chamados li!!.. 

guagens . Um dos mecanismos dessa teoria consiste nas grami

ticas; certas classes de linguagens podem ser descritas por 
gramaticas, que são conjuntos de axiomas e regras · de infe- · 
_rência que permitem demonstrar s e uma palavra está numa liE_ 
guagem. Acontece que cortforme a gramática . para cada pala~ 
vra pode existir .um nfünero diferente de demonstrações de que 
ela está na linguagem. A partir dessa observação , . Chomsky e 
Schutzenbciiger [CSlJ in~roduziram a idfia de associar a uma 
gramâtica não simplesmente um subconjunto de E*, i:nas uma fun 
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ção de E* em N, cujo valor para cada palavra é o nú)neta de
dentonstraçõels naque].a grajnãti.ca que a palavra está na lirl-
guagelni considerada (sendo 0 se a pa.lavra hão estiver)

No caso de conjuntas reconhece'fieis, ocorre algo SS.
meliante. Se ulu conjunto reconheci'vel A é doado por um autõ-
ntato A, sabemos que uma palavra xGA se e somellte se existe
em À uma tri.Ihíi de um estado i.l\ici.al para wtl estado final- sg
]etrando x. Assim, cada uma dessas trilhas pode ser considg
Fada uma demonstração de que xGA. Uma forma dê estuda;amos i2.
to é associ.brutos ao autómato A uma função A:il''-+N, dada por
xA =nÚmero de tri.lhas de um esttldo inicial para um final se

letrando x

Vários exemplos interessantes de funções
$er definidas dessa rotina

podem

xÂ : lixa:l .C«-l)-- r,-"''l' ond. «:lxl.

A'

n-ésinlo número de Fibonacci, dado por

aO : al a.n-2 se i} 2 2

- 23 -

çao de E* em N, cujo valor para cada palavra€ o nfimero de 

demonstraçôe s naquela gram5tica que a palavra est& na lin

guagem considerada (sendo O se a palavra não estiver). 

No caso de conjuntos reconhecíveis, ocorre algo se 

melhante . Se um conjtmto reconhecível A~ dado por um autB

mato A, sabemos que uma palavra xGA se e s omente se existe 

em A' uma trilha de um estado inicial para wn estado final so 

letrando x. Assim, cada uma dessas trilhas pode ser consid~ 

ra<la uma demonstração de que x8A. Uma foTma cl'é estudarmos i~ 

t o é associarmos ao autômato A uma função Ã: 1: ·i, + N, dada po r 

xÃ = número de tTilhas de um estado inicial para um final so 

1etrando x. 

Virias exemplos interessantes de funç6es 

ser definidas dessa forma: 

xÃ _ _!:_( r- l) · · · (r-·n_::_U __ onde T -
n; 

e o n-fsimo nfimero de Fibonacci, a dado nor n' I:' 

ªo = ª1 = 1, a =.: a . + a se n ;,; 2 . n n-J. n - 2 

(' 
A" - --+ (Ô)1t.lª 

~ 

podem 
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."Ã'- : 1, VneN.

Asse.m, Á' e A'' tens o mesmo comportamento comia reco
nhecedores de subconjuntos de Z*(IÁ' i= iÁ''i =E::') , porém a
forma como o FCCOHhCCiUICEJtO se processa, que é ra.zoavelmen-
te exposto por A' e A'', é essencial.lrlcHtc diferente nos dc,is
casos.

Um subconjunto Ágil'' fica perfeitamente deter'íilinado
pela sua :função característica XA' Assim,podenlóÉt:::substitui.r
A pela função XA: E+'FB' sem perda de informação. l)a )nesína
forma, na situação anterior, nada se perÍde stibls'Eituilido-se
Q comportamento IÃI pe].a função A. O cabecita queuni:ficou pro
priedades de N e B de írlodo a estender o estudo de subconjun
tos pa.ra fui]ções fai o de semiane]. (1.4). Eilellberg introdg
zi.u a noção de K-subconjuntos (1.5) , e outros stinianéi.s fetos

tratam ser relevantes no estudo de subconjuntols de ã:* (por
exemplo, N,R+, e, de modo inesperada, M) . Assim, cabe ouse.!
var que o i.nteresse fundamental da presença de semianéis na
Leal'i.a é o de unificar unia série de restlltad.os ãsolítdos. O
estudo algébrico de semianéis nãa é, por enquanto, nela dis-
ciplina estabelecida.

A rotina de estender a noção de subconj\unto reconhg
cíve]. para a de K-subconjunto reconheci'v-el, de forlnaquepoj.
saídos, por exemplo, .estudar a número de tri.lhas num autõlüa-
to é dada pela construção na st.ibsecção l.A

A partir de agora, K ê suposto uín scíilianel e X" o
nlonãide livre gerado pelo alfabeto =

Um K-E-auto?na-&o é uin8. quãdrupla Á = (Q,l,F:E) onde

Q é um conjunto fi.mito de e fados
leKlxQ é o D.atar. inicial

KQxl é o oetol" .fizzaZ
E-, b{.(K) uma função.
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n:i·11 _ l a .... - Vn8N. 

Assim, A' e A" tem o mesmo compo-rtamento como reco 
nhecedores de subconjuntos de ~ ·,\- ( 1 A' 1 = i Á" i 0~ : ,,.} · , porém a 
forma como o reconhecimento se processa, que 6 razoavelmen
te exposto por X• e Â", ê essencialmente diferente nos dois 
casos. 

Um subconjunto Af ~* fica perfeitamente determinado 
pela sua funçio característica XA• Assim,podemol~su~stituir 
A pela função xA: I * ➔ B, sem perda de informação. Da mesma 
forma, na situação anterior, nada se perde substituindo-se 
o comportamento IA I pela função Á. O conceito 0ue unificou prS: 
priedades de N e B de modo a estender o estudo de subconj l~ 
tos para funções foi o de semianel (I.4). Eilenberg introd~ 
ziu a noção de K-subconjuntos (I.5), e outros semian~is mo~ 
traram ser relevantes no estudo de subconjuntos de Z* (por 
exemplo, N,R+, e, de modo inesperado, M). Assim, cabe obse_E. 
var que o interesse fündamental da presença de semian;is na 
teoria~ o de unificar uma sfrie de resultados isolados. O 
estudo algébrico de semianéis não é, por enquanto, uma dis
ciplina estabelecida . 

A forma de estender a noçao de subconjunto reconhe 
cível para a de K-subconjunto reconhecível, de forma que po_:: 
sarnas, por exempío ,. estudar o num.ero de trilhas num autôma
to~ dada pela construção na subsecçâo l . A. 

A partir de agora, K é suposto um semianeJ e T,* o 
mon6ide livre gerado pe lo alfabeto r. 

Um K-'i.-autômato é uma quâ.drupla A= (Q,I,F,E) onde: 

Q 6 um conjunto finito de estados 

I rKlxQ - ... . e. e o vetor Ln~ c ~al 
KQ x l -F8 e o vetor f ·inal 

E: 1: ➔ MQ (K) uma função. 



e Observe que ple$1ío en\ termos de def=i.niçã.o,esta é (:ua.-

se uma reformulação da defi.feição de E-autõK\ato, po:i.s l e F
poder! ser iiiterpetrados coIRo K-subconjuntos de Q, c tea"ía
mos o$ K-sut)conjuntos de estadcls iniciais e final-s. Veremos
adiante que a part.i.r de E se estende a. noção de aresta de
E-aut8j:na.to dc: forma bastante 1latural

Quando nãa houver possibi]ida(]e de confusão, vamos
nos ref'emir a uln K-=-autómato caldo K-autómato ou silnplesnie3
te autómato. A expressão }l--autómato fi.cara reservada para os
autólBatos da. secção ]-

])anotamos, como se:npre, por E'': E* -' bln(K) a exteil-
sãa de E a um morfisino. Unl K-Fl-autÕnlato será a$ vezes des-
crito por uma quãdrupla (Q,.t,r,+), on(te @: X : "' i'ln(K) é; um
horfzs!!o

L'amos ut.ili.zar a notação (xE")pq : xEpq' con! p
Essa el i.íninação de parên.teses alivia certas expressões
lén} disso, para cada t),qCQ, padeiros considerar E;q como t-ul\

st.ibcoiljllnto de E''

O co !Ê)ol'tan?anta de A é o K-sut:lconjunto IAI de }l* dg
do por

xlAI = lxE*F, VxGE".

Um subçonjunto de E* é z'Ceou/z:?ce'oeZ sse ele for o
coplportanlento de uln K-E-aut6míLto A, c nesse caso e:].e ê Teca
n/leal:do pol' A. A família dos K-subconjuntos reconheci'leis de
}l + é denot.adü Rec.>:

St3 K. é um subseniiaiiel de K7, todo K.-E=atit6mato é

um K2-E-autómato. Segue que RecKIEÇRecK2E' Veremos posters
oriente que, ein geral,

( 2 . 1 ) E<<E>>nRecl K2KI

- 2 5 .• 

• Ob s eTve que mesmo e m ter mos de d e fi n ição ,esta ê qua --· 

• 

s e uma r efo n nuJ ação da de f i niç.ã o de I:-a utô ma.t o, po :i. s I e F 

pod e m s er i nt. erpe t r ados como K-s ub c on:Juntos de Q , e ter-Ía·· 

mo s o s K-s ubconj untos de estados inic i ais e fina i s. Ve r e mo s 

adian t e que a paT ti r de E se estende a noção de a resta <le 

E- aut 6ma to de f orma bas t an t e nat ura l . 

Quando nã o houv e r po s si b :ilicla d e <le confusão , va mo s 

nos refe r i r a wn K-E- aut6ma to como K-au t 6mato c u s implesme~ 

te autôma t o . A expre s s ão 2:>au t ôma t o f i c a r á res e rva dc1 p a r a o s 

aut 6matos da se cç ao 1 . 

Deno t a.mos , c omo s e mpr e, por E*: E* + 1'-fQ ( K) a ex t e n--

sao de E a um morfismo . Um K--I: - aut ômato ~,erâ a s ve zes des-

c r i to por uma quádrupla (Q , I ,F ,q; ) , on de cp : r:·-'-· + MQ ( K) e um 

morf is mo . 

Vamos uti .L iz Hr a not ação ( :xE*) = xE'"' , co m 11 .nGQ. pq p q . ' , . 
Es sa elimina çio de p a r ~nteses a l ivia c e rtas e xpressões, e a 

16m disso, para cada p,q6Q, pode mo s cons i de r ar E* c omo um pq 
s ub conj unto de E* . 

O compor t: ame n to de A e o K-subco n jun to JAI de r. ·k da 

do por 

x\ AI = lxE *F, Vxf. f.*, 

Um s ub ç onjunto de E; ~ reconh~ c {vel s se e l e fo r o 

c omp ortament o de um K- Z- autôma to A, e ne s se c a s o el e ê .r-eco 

n.hecldo por A. A famíl i a dos K- subconj untas · :re conhecí veis de 

E* f denotada Re cKE . 

Se K1 ~ um subsemjanel de K2 , todo K1- E~a~t&matb e 

um K2- z-aut6mato. Segue que Rec,, rsRecK E. Veremos poster i. 
fI 2 . -

ormente que, em geral , 

( 2.1 ) . Rec
1
. r. ~ K1 <<E>>nRecK r 

· '-1 . 2 
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AGKl<<11>>nRecK E diremos que A é K2-:'É?-

co?ihc.=ÍoenZ. No (aso K]. :'K2' Kl-reconllecl'vel equivale ao coy.
c.eito do sneconbeci.vcl

Se K CK e
2!

FROpaSlcA0 2.x - Um col\junto LÇE" Õ reconliecl'vel sse

XLGRecBl=

ÜEmONSTn.êÊ.AO - E dada peça construção ]la subsecção ]..A. {]

Seja Â= (Q,i,r,E) un] K-E-autõlnato. Data tr:mpla
{lp,a,q)É;Qxl:xQ é uma alaesta de A se aE.,.70. ua peco p é a K-
subconjunto de QxExQ dado por {lp,a,(Dp = aE.,.; obsel-ve que da
do E, fica determinado p e vi.ce-versa. O Z:onceito de trilha
e a$ observações satlxe coilca.tenação de tri.lhas vistas na sec
ção l continua.In \Falidas. Se 'l' = (p0:li]'P]) .. . (Pn-].'an'Pn) él
uma trio.ha, seu pe lo tajiLbén] denota.do p, é definido por:

iTtl(pi.I'ai'pj)p : a.IEpOpla2Eplp2' ' 'an Pn.IPn'

e denotado

--!-g:''-: '.
on.de x é a palavra soletrava por T. E'lreHtu8llítcHtc oili:i.ti.!'e-
Hlos Tp au x ao Liti'iizarnas o sílnbo].c acima. Observe (41.le a de
finição de peso de unia trilha é parte (ta cxtcnsãnu da função
p: QxExQ 'K a uln irai-cismo do ííionÓide lix;l-e (Q»(ExQ)': ao mo-
nõide ]aultiplica"uit/c K. Para cada estado p, temos a trilha
tri.via]. T: p --=!:--!---"+ .P

Representamos pictorialn\ente un\ K-E-autómato de for
ma, análoga a E-aut8lElatos, isto é, com círculos para üs esta
dos e setas para as arestas. (:olo.ca-se uma setêl. coar TÓtulro
1.. apontando para o círt:ulo correspondente a p se 1. H i). Se
Fn x 0, ocx'óculo }) seta assinalado como estado final' e
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Se K1 ~K 2 e A8K1<<E>>nRecK~E diremos que A~ K2-re-
Í,, 

conhect. ve l. No caso K
1 

"" K
2

• K1-rec:onhecíve 1 equivale ao con 

ceito de -reconhecível. 

conj unto LçI* 6 reconhecíve l sse 

DE_M0NSTRAÇ,~ ~ :8 dada pela construção na subsecção l.A . O 

Seja. A== (Q,I,F,E) um K-~:-autômato. Uma tripla 
(p,o,q)E:QxI:xQ é uma m~esta de A se oE .r.O. O peso p e o K-pq 
s ubconj unto de Qx ):X Q dado por (p, a ,q)p == oEpq ~ observe que da 
do E, fica determinado p e vice-versa. O conceito de trilha 
e as observações s obre concatenação ele tril ha s vistas na sec 
çao l continuam válidas . Se T "' (p 0 , a1 , p 1 ) ... (p _1 , a , Pn) e , 1. . . n . n 
uma trilha, seu pet:o também denotado p ., é def:inido por: 

Tp -
n 
IT (p. , ,CT. ,p . )p = 

i"'J. - 1-1. 1 l 

e denotamos 

' I' . : Po 
Tp,x 

+ p n 

onde x e a palavra soletrada por T . Eventualmente omiti.r~
mos Tp ou x ao utilizarmos o símbolo acima. Observe que a d~_ 
f inição de pese de uma trilha ê parte da e xtens~fo d·a funçào 
p: Qx ExQ -~ K a um morfismo do monóide livre (QxixQ) ·k ao mo·
n6ide multipl i cativo K. Para cada estado p, temos - a trilha 
trivial T: p 1 •1 _p. 

Representamos pictoríalmente um K- }>aut.ômato de fo:r 
ma a~~loga a E-aut6matos , isto 6, com círculos para os esta 
dos e se tas para as arestas. Coloca-se uma seta corn rótulo 
I apontando nara o cirtulo correspondente a p s e I ~O.Se p . p 
F -;t. O, o círculo p será a ssinalado como estado final, e enp 
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tre os dois círcu].os colocado o rótulo Fo' Enl geral, jse IP
ou F. : 1, não colocamos explicitam\ente esse rótulo. Se (p,a,q)
é t.lma aresta caIR peso k, na seta comi'espondente colocamos o
rÓtu].ü ko, ou a se k= 1. Por exemplo:

Z
} {1 , 2 , 3 ,4 }

'ã' Êl: ,' : [Ê ê ã

2a,4T

(2,1 ,O,O) ,F

0}

Vamos dar agora wla interpretação para o colnportaiwnto de lm
K-E:autómato que mostrara que quando K =N e Á é um B-E-auto
mato i.nterpretado como N-E-autómato, A = IAI

PROPOSIÇÃO 2.2 - Sejam p,q estados do K-E-aut6inato (Q,l,F,E}
Então, para toda palavra x,

E'p

onde T percorre o conjunto de todas as trilhas de p para q
que soletram x

pç#Q!$1t.BAç:8g - Por indução .

Se x = 1 , tri.vial

Se x =ya, toda trilha T: p --l"-> q pode SQr fatora
da na forma T :T](r,a,q) , onde T].: p --ZI'""+ r, para algum es
taco r.. Por outro lado, dada uma trilha Tl: p -"z--.-+ r, se
(r,a,q) é uma aresta, então TI(r,a,q): p --g-"-- q. DaÍ segue
que

{T/T U {T(r,a,q) /T

'/'E,q'0

---------- ---
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. t re os dois círculos colocado o r6tulo F . Em geral, se I 
. p .. p 

ou Fp = 1, não co locamos explicitamente esse rótulo. S~ - (p,0,q) 

~ uma arésta com peso k, na seta correspondente colocamos o 

rót ulo ko, ou o se k =- 1 . Por e xemp lo: 

K: Z, Q = {1,2,3,4} 

20,4T 

I = (2,1,0,0),F 
= [6~] 

[
o o 1 º] O 3 O 2 

TE= O O 4 1 
o o o o 

Vamos dar agora uma interpretação para o comportamento de lIDl 

K-I~autôrnato que mostrará que quando K :::N e A é um 8-E-autô 

mato interpretado . como N-E-autômato, A= IAI . . 

PR0POSIÇAO 2.2 - Sejam p,q estados do K-E-autômato ro,r,F,E~ 

Então, para toda palavra x, 

xE * = l Tp, pq 

onde T percorre o conjunto de todas as trilhas · de p para q 

que soletram x. 

DEMO~STRAÇAO - Por indução. 

Se x = 1 , trivial. 

Se x = ya, toda trilha T: p ~ q pode ser fatora

da na forma T=T
1

(r ,a ,q), onde T
1

: p --2.-+ r, ·parp. algum es

tado r. Po1· outro lado, dada uma trilha T1 :_ p _y___,,_ r, se 

( ) - - '( ) X .,. r,cr,q e uma aresta, entao 1
1 

r,cr,q : p ~ - q. Dai segue 

que 
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Portanto,

xE'
Pq ,àe v%,'EL

,'.#li. '';ra:l.

Tp'l (r.a,q)p (pela hipótese de indução)
r

}l 'p B

çg.Bg.1:4B..!.Q...!:!3 - Se ;#;= (Q,i,P,S) é um K-Ê-autómato, para to

da. palavra x,

xlAI : }l
p,qeQ (IP ' q).

DEMONSTRACAD - Fica a cargo do leitor

Se qGA, .!q é o vetar

D

ficando o contexto encarregakio de eiclarecet' se se trata de
vetar linha ou vetou coluna:; é simplesmente uma notação ve-
torial para os K-subconjtmto:s uni:tãrios de Q.

Um K-ll-autómato é di.to }zr9rmaZ fado se existirem es
tados i.,f, distintos tais que

1 = õz; F : 6X; aEqi : aEfq ; 0, VqCQ

Portanto, 

xE* = l yE* aE* 
pq _r€Q - pr rq 

:::: 

= 
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o 
{· .· ... ;,·:-.~ ... 

t~;_::~'.~_~7. -
C0R0LÃRlô 2,3 - S_e 'if = (Q,I,F,E) é um K-t-a,ut.ômato, para to

da. palavra x, 

x!AI = ·I 
p,qEQ 

l (IP Tp F q). 
T:p~q 

DEMONSTRAÇA~ - Fica a cargo do leitor. 

Se qEA, óq e o vetor 

p=q 

se p ~ q 

o 

ficando o contexto encarreg~:do cfe e~clarecer se se trata de 

vetor linha ou vetor coluna'; é simplesmente uma notação ve 
torial para ~s K- subconjunto's · uriitãrios de Q. 

Um K-r-:-autômaio é dito no1~malizado se . existirem e·s 

tados i,f, distintos tais que 
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EB:ge95.!.ÇAg .;.:.! - Seja A um K-subconjunto reconhecx'vel de E''
Então, existe um autómato normali.zado reco

nhecendo a parte qu.ase-i.nversÍvel d.e A

DEMONSTRACA0 - Seja A = (Q,l,F,E) um K-E-autómato reconhecen
do A. Vamos construir A' n(Q' ,I',F' ,E') da $g.

guinte forma
Q' :Quiuf, onde ie f são elementos dist:i.ntos e não es

tão em Q
: 6 " ;

é defi.nid9, para cada letra a porE'

(2. 2)

(2 . 3)
aEpq se p'qçQ

(laE)q se qCQ

(üEF)q se qçQ
laEl;

CZ . 4)

(2 . 5 )

(2 .6) Q pa.ra todo qCQ'

É c]aro que A' é normal.içado. Vamos demonstrar que

IA'l é a. parte quaseAi.nversívei. de A.

A partir de (2.6) segue imodi.atamente

(2 . 7) 0, VqCQ', VxGE'

Afirmamos que para .todo qCQ e todo xGE"

(2. 8) xEj.q : (lxE*)q

o que segue por indução, lembrando que

Q.)EIÜ .:i :::.lil :::j;P'i+r. 'q : ,EQ yeÚ''E:;.

.,•>, 
:~<' ·1 •• 

s;,;: 
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PROPOSIÇAO 2.4 - Seja A um K-subconjunto reconhecível de E*. 

Então, existe um autômato normalizado reco 
nhecendo a parte quase-inversível de A. 

DEMONSTR_AÇAO - Seja A= (Q,I ,F,E) um K-r: - autômato reconhecen 
do A. Vamos construir A'= (Q',I',F',E') dase 

guinte forma: 

Q' =Quiuf, onde i e f sao elementos distintos e nao es-
tão em Q. 

I, :s .l' i. F' = ôf. u ' ' 
E' é definidQ, para cada letra a por: 

... 
(2.2) crE' = óE . se p,q6Q pq pq 

( 2. 3) aE! 1q = (IaE)q se q€Q 

( 2. 4) crE'f = (crEF)q se q€Q -q -
(2.5) aEif = IcrEF 

(2.6) ·aB'. = oE' ::: º· para todo q€Q 1. 

q1 fq_ 

6 claro qu~ A1 ~ normalizado. Vamos demonstrar que 

IA 11 
~ . - . e a parte quase-invers1vel de A. 

A partir de (2.6) segue imediataménte: 

(2. 7) 

~+ Afirmamos que, para _t odo q8Q, e todo x8r: _, 

(2.8) xE~ = (IxE *)q, 1q 

o que segue . por indução, lembrando que 
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por (2.ó) e (2.7),e usando.,.5e. (2.3) para estabelecer a base.

Finalmente, se xGE*, calculemos xlÁ'l

Se x=1, xlA'l=1'F'.= 6z6f:0 pois i#f

Se x=aGll, xjA'l=1'aE'F' =aE:.r=laEF= aA.

Se lxl > 1, x = }'a, com yÉ;il,

xjA'l = 1'xE"'F'

}

e

+

if':'

..à.,'!ü':&.

b yF:ü'air por (Z'õ) e (2.7)

}l (lyE*)q(aEF)q por CZ'4) e CZ.8)

lyE*cíEF

]l)d:+F

Portanto, .IA' l é a parte quase-inversível de A.

EXEMPLO: Considere o N-la,rJ-. autómato

n

(J ,'t
a(2.9)

a,T
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por (2.6) e (2.7) ,e usando~~e (2 ,3) para estabelecer a basa 

Finalmente , se xfE*, calculemos x JA' 1: 

Se x=G8í:, xjA'I =I'0E'F 1 =0Eif= IaEF= 0A . 

Se I x 1 > 1, x = ya, com yEI:, e: 

xi A' 1 = I'xE'*P' ==xE!*. 
1f : 1 - --

,-

= I 
q8-Q' 

yE '. * 'àE' 1q ·qf 

= l yE':*aEt_ por (2.6) e (2. 7) 
q8Q 1q -qf 

."' I (IyE*) _ (0EF) por (2.4) e (2.8) 
qSQ .. q q 

= IyE1'aEF 

= IxE*F 

= xA. 

Portanto, 1 A' ! é a parte quase-inversível de A. O 

autômato EXEMPLO: Consi~ere o N- {cr,T} ~ 

Qa,TCJ 
(2.9) A = -+®--_.--~ 

<J • T 
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nado xf;X*, !)ar ca.da fatos-anão d:i .fon]a x : t,]ov tclíüs l.iH8 tr
..---+- q. n01't.an't0 , edis'i:e:lt Xã'L ÍtiÜI'it

tri.l.lhas de !) ]'lii!'í] t] sül trarão x, t::l(t3 iJíüU ('cl:TI in('SÜ !

C0'1'01ê,f''].{1} .3 , CÇ.bit'iQ .l :' Õ': . } ::: Õ
!

C
1].i'! ;] P -+'' F J

X

e
0i-{,o 3

{'

/

Apli.c-and:3 -sü a cons+.lução da I'l'oposi-ção 4 optem e

gl ,:óz,.
Á'

' tJ --

Ca ROI,ÃRI a 2. 5.Xale-à S c.h y t z cn b ei'ge r l:S 21i) K - !; ttb c úÜ í.halo

$ e '- :!

.L

iJn quj!.
tvcTsiívpi A dõ

e 1.} Êi ÍR0 3' :i'l. S 11{(Ç

+

e I'ü(:oJii\ccÍ'\reli sf e ê:xj.sl'te. UM ::..tlalT\ l

E+-»$1n(.K) ta] qt.!e xA xíl'.!.. VxÊll

1).C:MgtisTKÀ.ÇÃP - Se Â. é recanllécítel, seja
K-E-aul:õlila+uo nor:llali.azado !

ja n : IQI . PodelRos ent:ãa 11111jterar Q = {q: ,
q,, ' :í. l)llfinilaos CTit&o õ por

Á

J

{l(? , 6 ' . 5
eccnh.ece:

,qn},ande q. :: ].

x@ jt Í'
xEJ'

q :} 'i:k

feri.fica-se iílicdiütdR\ct\te (!ue? x$].r: : XT'if
Pot' outro lado: d.üdo o .l:toifjsiao $ { s c }ndi.çã{

cima, (n,rl:,i ,:ti.) é unl it-E-õ.i.ltcJRlâto {t:(: rc'c:ol)bege .f\
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1x: i 
; iJ 

tr].i.h a s de )) pn:ra q soletrar.do x. cada una co 111 peso i . Pc.to 

AI 

e 

COROLM,: O 1.5 -__ ,......._.... __ ~ ..... ~-~--

wr, 

ja n:::: 1 Q ! . Po demos então numerar 

a -- L Definimos então d: p or : 
'H 

Verifica-:.;e irn.ed ia tamente 



? ROP 0$ } C;\Ü 2. é

l

Se !,SE* é !econhecz'vel, elltãc = .f:.unção ca-

racterística x; í5 K-reconlleçi.vela })al'; t{(!o
selni.aae] K (aqui colisideraTnos í! {Tlc].usãc de conjuntos 8çK)
OEfscNSTRAÇAO - Seja Ã = (Q,],F,E] utlt =-ülit:ãlii?lto de'crlnitiíst.i

cc} (]lroi)osiçã.ü 1.2) reconheceTid.o L. A.}llicaí!--
do--se a construção da SLib$ecçãcn i,i\., ten.-se Á' :: {lQ,:':r',E')
onde para Lado p,q,a +ueln-se IÚ::rá,c'pq ' e t:cri-í?ica-seü $Ê
guiilte

(a) .As tri.lhas ãe Â' estão em corres!)o11dêi\cia bjunã-Foca
cole a$ dã Á-+

(b) Todas as ti-ilhas em A' teMI peso l

Copio A e:deteym:i.místico, i=!) e existe, para r-alia
x, no mãxim.o uma tr-ilha saletral\dó x a parti.r de p. }tas o vg.
tor inibi.11sx de A' é 5P: donde

xC!. .c--4, existe eín com qÇ;i'

exi.ste en P ; ;""->

Post:anta, se! xe;1[., xiA'l = õiITpr. = 1. Se xg]. OI.i não
exist:e tTjiÍig â p rt! de p so].eí:l'ando x en A ot.t existe
'r: P Ã q, cair qgr. fgeste cüs.un, F,.:=g e en! amt)üs $ ÇÜSÜ$

xlA'l*t). ?oltanto, xiÁ'lxi! se xeL"e Kl4'l=C e xgí,. Se-
g«' ü« IÁ: 1 * x;,. s

GD

B

ÜPERAÇC:S C b K+:UgÇOi,jJÇHTÜS !iEICCilHEÇfVÊi$
.r;Ca++.t: 2 u z rnn X P:ÂaV-bÜTP=a>> ;zzú.H,.h#PF+,nQiTT-- nt ;- -.'. 4.

(] obje+civo desta secção ê delnanst:í'ar o I'e }reya
K.Leerie-Sctliitzei\})efger , quc e a ge11elaj-j.zaçao pêíl'a .K;-subcoil
juntas de E: do Teorema ]..}. Desta for! a, aplEicanãa-sc al'rS
post.ção 2.} teremos unto catalã).ios ü Prcposiçãa 1.3
}eica 1.4. xia as identidades 1 (5.4)-($.8]

No ciêcQITCT de.hta sacçã.o , salão menção .+xp11 i:d:àEai
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PROPOS!CAO 2 . 6 - Se I.~ r * ~ reconhecível, então a função ca

ra.e t e ·r í.s t i e a 

semianel K (aqui c1_;nsideramos a i:nclus ~o de c m, j 1..11ü os f-iç K) . 

-
Di:MON51R~O ... r"e1·•~ 11 ..... {() -r 1~ -r:: ·1 li~ .._ .. ri•1 -r--;::, .~-.. n ·t-r• ,..::L_.\•i-"'"\r«1.! ~-· ~ ... -•-1· 

,) ·._ a , · · '-'·<, .L , .i , .CJ l 1l , .. ·•'-'-1- t.·,Jill•: I., . .J '-1...:.1.. t; 1, .l. ,,~.~: !, ..;.:. 

co (Pronosicio 1 . 2) reconhe cendo L. Aulican -
.... 1. -• .,. .; 

. do··se a const:rução da sub secçã.o LA, tem se A'"" (Q .::: ' ,F ,E ' ), 

guinte: 

( a) trilha s de A1 estão b:i un.1voca 

coJll as de A 9 

(b) Todas ~s trilhas em A' tem peso l. 

cada 

x, no rnâx.irn.o uma t1:iiha soletrai::,.do x a partir de p. Mas o ,re 
~ 1 A , .,,,. .-.--!) 

to r : n i e ia l a. e ,, e o~ , donde: 

. . 
e xiste 

Portanto., se xf:L, 

trilhe a partir de p 

·x 
p ----~ q 

' 
com 

X p -··-··+ q, com 

x· f A, 1 ~ 1:.f',rn ;1 ~ l \t 

-t. I i ~_.. !) ... ;-· ~ 0 

soletra~do; em A 

Se 

a8F 
1-

J] ::.-: 1 
q 

ou 

. 
ou na.o 

E:X.1.Ste 

~f; p __:_-..._> \.1,, C'.CH\ ae.F~ t~este caso ... p·_., ~ O e e1n t1mbos os C<.15 (;:3, 
.,_ ... . ... 

'-f . 
.,.-IA.Ili ~,n Do:rt·~n·t(· ..,..it, l "l """-1 c> r·~ -,,c:1 P, _._.,._i,Ati!_ ==ur! ~-,·e. ·v(/T Se•-
-~ i t, l -' • ' ' ,.. J ., •' 1 /, \ - ., ., A•~ .; - • - A~' , • ' ,_. 

cru.e o ue ! A 1 ! '"' ;;: , . D 
('? l. ~ . , . 1., 

! i .2..3 ~· OPER1i.t:ÕES COM K- SUBCONJUNTOS Rf:CQ:~kfCfVEi S ~-....... -~---•-l.---~~.-~----~-----~- ,......-,-~ 

O objetivo desta secrao ~ demonstraT o Tenrema de 

K- .,.., ~ ' -Jeene-~chutzenoerger, que e 

jun to s de J; · .... do Teorema 1.4. Desta forma, ap1icando-sc a Pr52_ 

posição 2.1, teremos como corolirios a Proposição 1 . 3 e Teo 

rema 1.4., via as identidades I (5.4) ··(S.8J . 

No decorrer de~ta seccao. 
, > • 

:.; aJ. vo mcnç ao 
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suporemos A e A' K-subconjuntos i'econhecíveis de }l:', sendo
A reconhecido por A:(Q,l,F,E) e A' por A' : (Q',i',F',E') e
QnQ' :g. Nas proposições que envolvem cclnstrução de uln at.i-
tõmato, apresent.arenlos esse aut6inato: e eln geral- deixaremos
ao leitor a maçante, mas fácil, tarefa de demonstrar que o
comportamento do autómato const:ruído é o que é afiríllado na
proposição

PROP0:Sl:ÇA0 3.1 - Se keK, então kA e AkeRecKE

DEMONSTRAÇÃO - kA é reconhecido por (Q,ki,F,E) e Ak é reco-
nhecido por (Q,],FX,E) . []

P ROGOS l ÇA0 3 . 2 : A+A ' É;Reco.E

OEmON$!134Ç4p - A+.A' é reconhecido por A+A' : (QuQ' ,J,G,H) ,OE
de

liq s' qcQ

l.ià se qCQ'

rFq se qCQ

l.Pb se qC;Q

J q
G

q

laEpq se p,qC;Q

aH = aEoaE' , isto é, aHpq : laEpq se p,qCQICI caso contrario. n

Obsert:e que se K é um anel, A-A' ::A+(-1)A' é r.eco
!\hecívcl. pelas proposiç:5es acima

COROLÁRIO 3.3 - Todo polinõmio é reconheci'vel

.9E.8g.N.}.!.BA&AO - Se x:ala2' ''anÉ;E ' coili aiÉ;'' l .t.2,...,n, o
K-subconjunto unit.ária x é reconhecido pelo

K-E-autómato

a
{s.i) --(D l---,(!). »

Aplicando-se as Proposições l e 2., obteln-se a tese.
Em particuJ-ar, se x:], o atltõmato em (3.].) é -(8'\ P

:g---*(ã
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suporemos A e A' K-subconjuntos reconhecíveis de E*, sendo 

A reconhecido por A= (Q,l,F,E) e A' por A'= (Q' ,I' ,F' ,E ') e 

QnQ' =0. Nas proposiç6es que envolvem construção de um au

t6mato, apresentaremos esse aut6mato, e em ge ral deixaremos 

ao leitor a maçante, mas ficil, tarefa de demonstrar que o 

comportamento do aut6mato construído é o que é afirmado na 

proposição. 

PROPOSIÇAO 3.1 - Se k6K , então kA e AkERecK~. 

DEMONSTRAÇAO - kA ~ reconhecido por (Q,kI,F,E) e Ak e reco-

nhecido por (Q,l,Fk,E). O 

PROPOSIÇAO 3,2 : A+A'ERecXr. 

DEMONSTRAÇAO A+ A ' é r e e o n h e e ido por A+ A ' = ( Q u Q ' , J , G , H) _, o~ 

de: 

Í Iq 

J = ~ q 
l I ' \ q 

0H = crE@Ó-E' , 

se q 6 Q 

se qEQ' 

isto e, 

G 

aH pq 

q 

(F se q6Q 
: q 

= i 
\ F' se qEQ' . q 

ÍªE se p,q8Q 
' pq 

= J
1
aE' se p,q6Q ' 

pq 
lO caso contririo . D 

Observe que se K é um anel, A-A' = A+ ( -1) A' é reco

nhecivel pel a s proposiç6es a c ima . 

C0ROLARIO 3.3 - Todo polin6mio ~ reconhe cível. 

D E MO N S T R AC ÃO - Se x = alo 
2

-. • • a n E E * , e o m o i E: [ , i = l , 2 , .• • , n .. o 

K-subconjunto unit~rio x ~ reconhecido pelo 

K- E-autômato 

Aplicando-se _ as Proposições 1 e 2_, 

Em particular, se x=l, o autôma to em (3 . 1) ~ 

obtem-se a 
➔ {ô) ,____,, 

tese. 

[! 



34

COROLÁRIO 3.b - Uma sério é recai'ihecíve]. sse sua par-Le qua
se inversa'vel o :é.

DEMGNSTRAÇAÜ ' Se A é recanhecl'vel, sua parte quase-inversa
v'el o é, pt)la Proposição 2.4.

Se BeRecKll é a parte qUaSe-iTIVerSI'Vel de A, então

A i (IA)l tB:e Recue B

PROPÔS l ÇAQ 3 :j - AA ' eRecx,.E

DEMONSTRAÇÃO - Seja AZIA, a' =lA', B e B' respectivamente
as partes quase inversíveis de A e A'. Então,

(3. 2) AA ' (al 'bB) (a ' l +B ' ) aa'! + aB; + Ba: B]3

Pelo' que jã foi demonstrado nesta secção,
aa 'l + aB ' + Ba 'eRecTa(E)

Pcrtailto, para compJ-içar, basta mostrar que BB' é reconheci,
vel. Para isso, sejam 6 ;:(R,â*,6t,H) e B' =(R:,õ: ,6t' , H')
autómatos normalizados reconhecendo B e B' (Proposição 2.4),
e podemos supor RnR' =ló. Então, BB' é reconhecido por

(RuR'-i'
onde

çHpq e p'qeR
aH;q se p,qeR'
aHi'q se p:f, qÉ;R'
Q caso contrario.

aG
Pq Í '

Em outras pal-avt-as, B é obtido unindo-se B e B' , i
dentificando-se i' e f e mantendo-se todas as arestas cola
o mesmo peso B

Seria interessante se pudéssemos provar que Reco.E
é fechado pel-a operação n. Porém, não conhecemos uma demons
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COROL.t\R lo 3. li - Urna série e reconhecível sse sua parte qua 

se · inversível o ·f. · 

_DEMONSTRAÇf\O S . - h .. -e A e reçon ec1ve1, sua par te quase-inversí 

velo é, pela Proposição 2 . 4. 

Se BSRecKr e a part e quase-inversível de A, então, 

o 

PROPOSIÇAO 3.5 - AA'8RecK[ . . 

DEMONSTRAÇAO - Seja a== lA, a '= lA', B e B 1 respectivamente 

as partes quase inversíveis d~ A- e A 1
• Entã~ 

( 3 . 2) 

Pe l o ·-que j â foi demonstrado nesta secçao, 

aa '.!_ + aB' + Ba'GRecK(E). 

Portanto, para completar, basta mos trar que BB' é reconheci 

vel. Para isso, sejam B = (R,ói ,c/ ,H) e B' == (R' ,õi' ,óf' , H') 

aut6matos normalizados reconhec endo B e B' (Proposiçio 2. 4), 

e podemos supor RnR' = 0. Então, BB' e reconhecido por: 

e = 

onde 

aG = pq 

. f l 
( n R, - . , .r l x - G) KU l , u , u , .J , 

0H se p·,q8R pq 
cH' se p,q6R' pq 
vH:, se p ~f , q8R 1 -i' 

1. q . 
O caso contririo. 

Em out ras palavras, B 6 obtido unindo-se 8 e 8', ! 
dentificando-se i' e f e mantendo-se todas asarista~ com 

o mesmo peso . o 

s_e_ria interessante se pudêssemos proya-r que · RecKr 

é fe chado pela operaçao n . Porém, não conhecemos uma demons 



trü.ção disso valida para todo semianeí K, ]lein sabentos se
ta e dali.do. .Acorltcce (ltic'. colllo vel'eTltrDS, l\iD./\' e TCCctriHCCI

K for ccmuta+.lvo. E os se iianéis (lue 'Leal mais impor
tânci.a atÉ; agol'a na teoria Ctq,R.,M,B) são tactos c.UHltJt8'avOS.
Assim, Eilenl)erg de priincl'pio define o conceito de K-'st.ibcon
junto rec.onheci'vel supondo K comlutativo; fica assim ressal-
tava a i.nlportãncia secundaria por elc (e outros autores) a
tribuída aos sem.ianéis conto estrutura. O que apresentaremos
é DIRÁ versão da ])3'0pri-idade referente ã n, que pode ser en-
cont).'acta eln F]iess [Fl]. onde a colaut.ativida.de do semianel
É; substitt;3'cla por uma condição um pouco iüais fraca. A par-
tir de resu]tados do Capa'tu].o IV (Proposição IV-2.6 e
pode-se provar cine se K é fmi.to, Recue é fecttado por n, iÊ
de!)endentcnment.e de sua estrutura.

PROF'0$fÇÃ0 3.6 - Se K. e KI são subsemiílnéis d.e K tais que to-
da ele)mento de K. coD\uta com todo clxeHlcilto

de K2' AeRecKIE, A'eRecK221, el\tão AnA'€1iecKE' ]l:ln. partia.içar,
se A' é não ambíguo e s(A') é reconheci'v'el, então

AnA'É;RecKl11

FirLalmente, se K é como-cativo, liecK.E é lccchd.do por n.

.l!.E.Eg!.::198.Ç/\O - Padeiros supor que /- é un} Kl-aut,Õlnatru e A'

uin Ko aut{5nlatíi. Então ÀnÀ' é reconhecido por
ÍR,.J,GJ,}i) , onde

ve! $e

R : QxQ'; J(q,q')

aH(P,P'

G :::

Cq , c! ' )
= aE

) (q , q ' l) PPq

F.{'F;,

Cair efeito, para +Lodo xeX", p,qCQ p' ,q'cQ'

xufp ,p ' ) « ,q '
xl!: .xE.:f . .Pq p'q'

].sto se verifica pox' indução cin x, lembrando que para todo

y,a,yE;;l.r'GK2' cíErqÉIKI' e porta.nto comutar.

traçã.o disso válida para todo sem:i.ane.1 K, nern sabemos se i.? 
to f vilido. Acontece que, como veremos, AnA' 6 reconhecí-

vel se K f o r comutativo . E O ,., e: ""' m -i ,i f) e·:;: i e: n 1 , e ,- e-:- n·, r11a i s i m11) o r -
..._ ~ --- ._ 1 \o .J..' • • • ~ '-t ••"' - 1 

teoria (N,R.., M,B) sã.o todos comutativos. 
·r 

Assim , Eilenberg de princípio define o conceito de K-subcon 

junto reconhecível s upondo K comutativo; fic::i. assim ressal

ta d a a impor t â n e i a s e e un d ã r ia por e 1 e ( e ou t T o s a uto Te s ) a ·· 

tribuida aos semianfis como estrutura. O que apresentaremos 

~ uma versüo da propriedade referente i n, que pode ser en

contrada em Fliess [FlJ , onde a comutatividade do semianel 

é substituída por uma condição um pouco mais fraca. A par

tir de resultados do Capítulo I V (Proposiçio IV-2.6 e 3.2), 

pode-se provar que se K ~ finito, RecKE ~ fechado por n, 1n 

depen<lentemente de sua estrutura. 

PRO POSIÇAO 3.6 ··· Se rc
1 

e K
2 

sáo subsemian é:i.s d.e K tais que to-

do elemento de K1 comuta com todo elemento 

de K J~r]~p - ~ A'rRec · ~ - ,h-0 A ''ÇJ) - 1~nl. ]J" aT~1.=r.·t.11.ar·, , 2· cC\C::L J(lt,, . u\."" Kzl. , e}11.,a nA ~,eCKJ.,. - . .., - • 

se A 1 é não ambíguo e s(A') é reconhecíve l , então 
r·,,A •r·Rec· Y' . .-\ , , e . K l _, . 

Finalmente, se K f comutativo, RecKt € fechado por n. 

DEMON STRAÇMJ - Poc.lernos supor que A é um K1 -autômato e A I e 

um K2 aut5mato. Então AnA' é rccon~ecido por 

AnA 1 
-· (R,.J ,G,H) ., onde: 

R == QxQ' ; J r c·1 c1 ' , = I (' • J c'1 ' , G (ci t·· , .) == F • F i ' : 
,_, 1) 1 1,·l C[ q 

0H ( · , 1 ( _ , ) == oE , 0E 1 
, , , p,p / q,4 pq p q 

. Com efeito, para todo x6r*, p,qSQ, p ' ,q'EQ ', 

xw~ -= xE * X E'* , 
'(p,p')(q,q ') pq p ' q' 

Isto se verifica por indução em x, lembrando que para todo 

y,cr,yE'p*_·•-r•GK 2 , crE* SK,. e nortanto comutam. rq .l. r 



C
r.(i , (i ' ,l =q

/\ssiln, pal'a todo x

.:,)'J(P:P')xl!(P,1l:) -:'-{. J

p:r'',{!,.*,Ibid' xEpq P'q' P P

,P',q' P': Pq P( ,'':E;.f.,F;.) (\lsil::.? * c?'"y.

í,i.:,* « «l l..!.l.:',-**;'«.'&.l
xÂ.x.&'

x(AnA')

Se A' e não ambíguo: e s(À') é reconheci'xel, a. PI'g.

post.ção 2.6 ncs }nastra .A' = X$(.A') é tanbéN um Kl-subcartjunta
I'ccnJHi\ccÍvcl , Fcccnnhccido por t!!!! atitâ)aa t:o OTlClie os coefici-e2
tes sãü zeros e .L's. Portallta, podel=tos r.onstrtlii' .á.í;ii.; üa -Fo]..

ma ttcinla. Ü

PROPD$ : ÇA0 3 . 7 Se i\ é quase'-in\rersÍv'el-, A''' e A:' são roco-
liheclív'eis

Seja CP,.S',.S' ,fi) !Dita aüt8nato i\aFInal.izadü re
conhecendo iS. (Pro!)clsição 2.4) . Q üt.lt{3 teta

o1lde

.1'
D E }$ a H S TRÃÇÂÜ

hn=;Hn»+hUa=-An-U3Hb-=T+PÜ

Ci'- f ,.Sz . F'i)

Pq

l.üiiP' se tl

se q # ].

recoRiiece Â'; !)or-ua?it\] recor1]1eci+ve] pejo t]:oro]ãrio '} .[]

Assim, pa ra todo x, 

* f (I xE* F '( 1 1 xE 1 * F1 
' ~ l . r) pq q J i) 1 p t Q f T) I J 

p , q,p' ,q ,. ~ •. • 1 

(us ando a comu 
ta ti vida.de) --

:::: xA•xA 1 
· -

= x (A nA' ). 

Se A' ê não ambíguo, e s(A•) é rGconh ecivel , a Pr ~ 

posição 2.6 nos mostra A'"' Xr.: ',·\') ·0 tamhém.1..un. K..,-subconjuntu 
- l - , .t 

reconhccÍv (: l, reconhecido por urn aut r3mato onde os cocficie~~ 

tes são zeros e 1 ' s. Po-rtnnto, podei~1os const:nür AnA I lh f or 

ma acima. D 

?RO POS ! ÇAO }.7 - Se A~ quase-inversível , 

nlie cíveis. 

'+ " . A. e !·\.,. sao reco--

-.; .r. 
DEMONSTRACAO - Seja (P ,8L, 6L 1 fl) uma aut6mato normalizado re 

h cl • (I) • - r, ,< ·) r, con ccenro A ropos1çao L . q • G a.u tô1:w to 

M) , onde 

reconhece portan to Coro l ári o ,.i . O 



LOílCIL/4a } 0 3 . Ü Se L é .1111 st.ibu-iii-ju?!to fccoltíl ü:Irei .,lc
c L' saio ti!\a})elnl :recon tcc=.v-.-:i

s€'
+ »

XL
+

B LPo s zç ao

D [ fq Q i; S T FIAM /\Ü
--g. .:--- X c quase-il},.-cl'sivLll, dond(

xl.+ e ]CÍ. = xÍ b. são recoiiheci])rc:ís,])c!.;i }'
],v' sao i'ec(}ni](;cilvel.s . :;(} ll.Gil..,

u (L-] ) '

sendo !)orta1lto reconhecíveis
PROP0$ !CA0 3 .9

n

Seja +: ]t-- Kt {m mora'is:-o de self:ian8is. Sc
Açlllec['X , ç)ni:ão/\+É;RecK].=

Ad, é o comportalBen+Lo (lo K].-aut8í:l:ito .©,J,G,}i)
o11(le

D [ F{ O }~! S T f{ /\ Ç AO

Jq l .:l'} ; 'l
T: ,h ,:, nli

' a*' ' "''P'a
!,]

COROLÁRIO 3.10 - Sc K e liT.\ selnia!\ei post 'Li.vo e AGitec},X Cii
t.ãc, s(,q) 8 u]]} :s\ibc071j«].co recoll1lcc:Í\;eJ- 'i(

Cc)mo K e !)ositivo, podçniitos aplic'ilr rJ RILoTJ:is-

)lio T : }(-"> 23, e pe]a !'ro1los].ção 9, A'f€1tccEE.Pe
la ])reposição 2.1, s(AI') : s(A) ã rüconilc?ciPvel

Um stlbsenianle]. de K<<E>> e a:eío?iaZ.?ilaate i:b:=/zo:dó s!
cotltÉ;in o (quase'- i.}'i»'cl-se de {,odes as seus cleulc:nto: LauaSe il!-
versÍveis.É imediato que a intersecção dc qu:Liguei faü.alia de
subseínl{ Réis racial itlrtlelxte fechados é u l si.It)sadia;\cl cair a
niesll\ü propriedade. O subsenli-ünell Rat.,E dos X- st.]})coí juntos ]%.
cÍoH«{oa e o menor s!!})SCTrti8BCtl r'acioua.l plante fechado.lüK<<fl>)
club caJltél11. os pcnlinÕmios, lÍ<E>. Ot)scF\rc que .se .AGRatl'2:,keK,
então [ç[\:: (k])AeRittX'E, pois k].G}(<E>

TEORES-]A 3.11 - (1<1eene-Schutzenberger [S2]) - Seja K ulâ

miallê]. e E uín ülf3bctro, EFit;ã0 8s faitlÍlias de
K-sullcon:i\Jntos rocon1lccívcis e rabi.anais de E* são .idê11t:ices.

l

D EMO N $ 'f RAC A O

fech ! . dü

COf{OL/\R ! O 3. Ü 
-t-

e J.J são tar1})l~.rn J·ecnn.hcc:~✓-!: •j ::: . 

fj [ 11 O ll S T P. /\ Ç /\ ü 
. --- ~---

p os IÇ,'.HJ 

se ndo portanto reco1ü1ccI veis. o 
-

PR OPO S!Cf.1 0 3 , 9 - um nor f i S:t'.O de 
. .. , -

s e rn 1 a n e J_ s • 

A (-~' /i (·' C ~- ->11 ~ a;~ O l\ {. i:;:n r., ,· • - .- 'i' 
. • \. _, Tr•·• t t., , (.. ' ( t.,1 .. 1I\'-•'-K-·-....:: .. 

i, l 

0EM0NST iil\U\ 0 - /\ (f, é o comr)oTtament.o ,.lu K1 -~autômato _(Q,J ,G,H) .;;.____ l 

ond e 

CO RO LÁRIO 3 . 10 - Se K 6 nm semiane.1 -r.>ositivo e J\f:='P c-c r e,1 --
- ~ . \ ,✓ r: -· 

tão s(A) é um subconjqnto rec onhcc:i"vcl d.e 

OEMO NSTR1~ÇÃ O Corno K ê p ositivo, podemos np.ljcar o morLis~· 

mo T: K-+ B; e pel~,1 Propo.siçiio 9, /\TGRE-cBI.P_~. 

!_ ,'-] "!>1·•c) "Y) O"; r--a·<J"' ! l ,- ( J'1·1''· ,:; r.- (A") -:.: Y"' ·· ,i·n ':<~c1 .. ,\l(" 1 
.... - J . - l . e, .J... ':,,· e: '-• • ' .,:'s - . J .. ) ,_ -· l- .... , L -- .t l. J '- ,, _., L "' iJ 

Um s ubseminne1 de K<<í::>> é ra.e ·ional-m,=:nt.;., fec:h,;;.do se 

contém o quase-inver so de todos os se1 s clenLntos qu~1sc---.in-

versíveis. E i mediato que a in.te-rseei:;ão d.0 qu:tlqucr _fo.m Í } i3. de 

sub semi a.nê i s r a e i o na 1 rn ente f e e h a d os é Ulil sub s 0 mi an e 1 e or,l a 

mesma proprieJade. O s ubscmianel Rat K2'. <los K- su1:iconj untos T~ 

c:ionai:3 é o menor subsern i anel r'aciorw.1mente fechaclcht.-'K<<f. >·> 

que contém. o s polinômios, K<r.>. Observ" qtte .se At=:Rat:(;:_:,kfK, 

ent ;::o l(" - ( 1r1 ')A•'R•t'-- <;"' t)O-'t s k 't ,,,r,.,• . ., 
ct . . t',. - t--..:; .. J e '-· '- L- K'--' ~ ,: .. -- ,.::. \..-., l \ ' /__, ,. • 

T E O R E H /\ 3 . 1 1 - ( K 1 e e n e - S e h u t z e n b e r g e r [ S 2 J ) - S e j a K um ::: e "' 

mi an·e1 e;,:; urn a l fabeto, Então as f;:imÍ1üiS de 

K-subconjunto s rcconhecf'veis e raci.onnis ele >.:''' são i dênt i cas. 



.gÉ!!gy.}11118.!;AO - As Proposições 2 e 5 nlostl'ain (li.ie fecHE
subselniaiie]., a Prole(sifão 7 í;lontra. que

ciorialKlcnte fec})ado, e o (llr.!TrolãTio 3 (iue K<E>':Íicc.}l . Por'tais
to, Rat,,Erre c,,=

cona-3ci-do por A : (Q,i,i;,S)
na].

\

Van\os
iltr.].u$ão i-í\\ farsa ,seja ÂÉ;Recue ,rÊ

{}.emoü.$tr;tr q\.ie

liedeno11\i.Hall-la os estados , })odenií-.s silpor (2:: ii. Con-

sidere os aut8matcls Á4 : (q,õ: ,r,E), i--!,...,n e seja .â.i '

IA. 1. Claramente, .A=Elj.Ai' portanto, se mostrarmos q\te
cada A.i é racional, següirã qt-!e Â é racional

Pal'a isso, en} primeirnJ lugar, va)]lo$ observar o se-

gui!ite: fixados i,j, E:i.i é uma aplicação E'''K, dado pol'

e cobro

E": onde
E;l pode ser considerado unt K-subconjunto de
Ci se xgE

Vamos provar que para cada i vale

( 5 , 3) Â.
l ; Kj.ja'j ''' C'i»'i)l

j

Para i sso: vamos ca].cllJ-ar xA: , para cada xÉ;X

0 : ve11}

l : il >lE: ;A;''(l.à:)l
H

Sc x# ]., x= ay. Nesse caso, lclibTCHuns q:ie para to(io j ': to

w'.A . - iS .) \(E'' !:
3

(wE*F) J

Então,

DEMONSTRA CAO - As Proposições 2 e 5 mostram que Rc cKt e um 

s uhs em:i.anel, a Proro s.iç:-io -7 nostra que e· 

cionalmente fecha.do, e o Coro1âri. o 3 q ue K< í>:-iRecKi:. Port::in 

.._ lJ Ct a. '\' C:: )'; e <" 
LO , r'\.c,.Ã.. L vL - r\e 1,rl... i; 

!\ i\. 

Para mostrarmos a incJ.us ã o inve':rsa,seja - . /.. e rac10~-

na.J.. 

Redenominando os estados, podemos supor Q= n. Con-

. ' - t ' ( r ~ J. r. E' ' . ~ . si0ere os automa os Ai= ·),o ,i', . ., , 1=1., . . . ,n e scJa A
i 

"' IA ! 
1 í i 1: 

guinte: 

e como 

t'.*, onde 

Clar<'lmente, 

é racional, 

A = I: I . A. , riortan to, se mostrarmos 
.· :L l . 
l. - ~ . 

seguira que A e racional. 

que 

Para isso, em primeiro lugar, vamos observar o se-

fixatlos 1 , J , E íj 
-e uma aplicação í.: ➔ K, d.ado por 

a ---+ a E . . 
1] 

E<::>..~•k; E .. pode ser consideraào um K-subconjunto de 
lJ 

xE .. "'-Üsex~í.:. 
lJ 

Vamos provar que para cada 1 val e 

h f' T; \ ('' ~1 
Í I - ·- l [.,. .t;, _ + .LA_.) ' 

l lJ J i -
J 

Para isso, vamos calcular xA .. Ilara cada xGE. 
1· 

Se x = l, como 

l E . . ~ O, vem 
J.J 

li\. 
l 

:::: 1 f \ ,, /~ + f 1 ,, -J 1 ) 
.L l / L . . l . l ..L 1·1

~ .. J.. ~ ,i 

·-: l .., 1 . l --) , .) -
J 

x = CJY. t1csse caso , lembremos 1ue para todo 1 e to ·-Se X ~ 
, 
J.. 

' 
do \li 

' 

wA . . , 
J 

Então, 



xÀ

2: H ''u j

( J-Aj ) '.}l
Portanto, o vetar (AI'Á2, - .',Â::)GK<<E:>>nxl
si.:ste t de equações lineares

ulíla. soltlÇ.ão do

X[ - E],].X] + Ei2X2 + ' . . 'h n]nXll '+ T]

X2 - 'E2ÍXI {' E22X2 +

RH.
+i 2''2

'+ }:2nX11 't T2

E;.]X] ' En2X2 ' T

onde Ti = C.l.Aj)i. OtlscTnFe club os coeficicnt:es E; ; são !)alara
mi.os quase-iliversl+ve:is (colllo K-subconj tantos d.e E*) ,o T H (T,,

Tn) Õ uln vetar (!t3 polin8lflios em K<E>. O t.eorcnla seguechs
i)rol)osiçoes adiante

PKOPOSiCÓ.g...!.:.!.! - Seja E uma n-.atroz !'txR de {(-sullconjuntcis
quase-.tiiverslx/ei.s de =+ e T ulll vetou' }lx i

dc [[<':E>> . ]::latão existe ilo ináxi.nlü t,tll \rotor XÉ'K<<?1>>n*
't:is füzon(ia

(3.4) X - ilX

DEF:tOt.!$TRA(:p.0 - Sulloiihürtüs que X e \' sejam\ s{)it.!çõcs dc (5.4)

,.. r; . 
- · l\ 0~ .. VJ\. . 

:,' l.J' J 
J 

Portanto, o vetor (A1 ,A~., ·•• sA )EK<<Z>>nxl é urna so1uç)-"io d.o _. L n 
sistema de equações lineares : 

Xl ·- EllX1 -1-
,~ V + + E X + Tl r.:. .. , ') 1\..--, 

l. ,:, ,:, ln Il 

X.., :::: r X ,;. E22Xz + + 1~ ;{ + r r, . :: / 1 J - , . . . J. ,, !, - ··· J. 2n n t-

onde T_.
1
.:::: (J/\.)J.. Observe que os c(;cficicnt.e:::: E . . sao pol:in.§. 1 ·-- 1.J 

nnos quase-inversíveis (como K~subconjuntos ·1e Ek) ,e T ~ (T1, 
• . . , T.J é um vetor de pol:i.nô Hios em K< ):>. O tc 1)1·em< sezu0 chs J .. 

proposiç6es adiante. 

PROPOS!Ct\ü 3. 12 --·-- Seja E uma matriz nxn de K~ s uhc~niuntos 
(.p.1.;1se--.i.nve-rs í ve i.s de E* e T urn vetor nx 1 

J:ntão 

X "" FX + T 

D E MOMS T l~t\Ç~,0 Suponh:.).mos que X e Y sejam sulLH; õcs J c (:S. 4 ); 



4Q

e vamos pro'L'ar que X ='í'. Po.ra -i.sso yãllios alo

trai qi.te pa-r'a toda palavra x {: trodo içn, xXj : x] .
Se x

- l(EX) +
k l

0 4- !T i

- ] (E'y) ll
IY l

xX l

]

((EX) { é quase-:iJI'ü'crst'vel)

Se x = ay,supondo,por

x(EX)i 'F xTi

':li'ij*jl ' "'
}ll".L;."'ij"*jl ''' "'i

j :j xj

j :i'jyVj ''' xT

xiEijl'j ''' *Ti

indução, yX; yY4 para toda i,

l

l 'L} i # ].

{ }

Y)

xY l

PROPOSIÇÃO 3,]3 - Nas cor]dições da proposição anterior, o
sistema telrt solução e se pal'a tapa i, j,

E:;, T. são K-.subconjuntos racionais de E'', e1ltão a scluçzlo
de (3.4) é uln vetar de K-subciJlljuntos racionais.

DEMONSTRÃCAQ Vamos provar por illdução eu} n

-- 4 O -· 

e vamos p-rova.r que X= Y . P~:i ra isso varnos mo s 

t rar que para toda palavra x e tod.o .i.Gn , xX . =-= YY J. . , - i . 

Se x: -:::: l, 

1v ·1 cr"'"'· -m 
j A - :;: .L. I'.,AJ • + .L l . 

l 1 l 

·- O+lT . 
l 

1 ( PY) J.. l'T' -=:: J . D . 1 l. 
1 l 

= lY , 
1 

((EX)~ e quase-imre rsível) 
.l. 

Se x = 0y, supondo ,po-r indução, ; Xi = yY i p ara todo 1, 

( r -, ) 

== , r l ' ·E· X 1 + xT . ..(\., l , .. - . . -
l j lJ Jj 1 

::::; I ( l uE . . vX. l + xT . e como uE .. "" O se ! u 1 

j 'uv=x lJ J 1 1 J.J 

°" \ -,-. V + :x: 'f . ,(Y C . ·)' "- · -
~ l. l l l J ·' ,. 

= ) o E . . v Y . + xT . 
,~ J.J' .) 1 
J . 

í'E V T =, Xl . .. . l . + X . 
. : 1 ·1 J l 
J . 

( 

-x !(EY). 
l 1 

= xY.: 
.l. 

o 

PROPOSIÇAO 3-1~ - Nas condiç6es da propos içã o anterior , o 

sistema t em solução e se para todo 1, J, 

Eii ' T i são K-~ubconjuntos racionais de E* , en t~o a solução 

de- (3.4) ~ um vetor de K-subconjunt os racionais. 

DEMONSTRACÃO - Vamos provar por indução em n. 



Sç} n o sís'tecla ( ! \i!] j $ ÍBi} }. e e ({ \i ii ç

3 . 5) X z E:{ + '{

L01}}0 !; C! qtiaSC -]]].'LTCI'S j.'\i

çãc (!e (l3.S) , poi.s iãE*'i'+'i- = (E'+l.)T - E:''i'

leais , c] aral11c ito =*'1'eRitt...E

Su!)anhalito! 1l > 1. Temas ent:i.o (lue

X

$e il

}llü''T

e 'i'

s o !},l

E X. -t C -l- '{
ni'\ íi }':i

ol'ld.c ' L!! (n- 1) X;, - l
Isto ê; utn caso ])aTEi.colar óe (3.S) , ptlrt.a!!t(

.À

!].

E+ fC-çT )

ntãci l)odciüos sutjsti.tuii )<1. lias o\.ttilLS c(
c obter\os o s.ilçtema (!e ]} -l. e(2ttétções e n-l! i71c5gnitas

, . . r-RT' ç .'l C

(3 . 4)

(3 . 7) E : Xt -} 'l. :

orlde

+ E. {:#: :j it ê SC-- i.HX/G'F3i\rC,: 11 e

(3 . 9) 'i' !] {' , -i- ]ll , }! $' '}3 11] nÍ'i

Pela i\:il-)i$t-. se de in(1lJÇlio, (3.7) i:cr so}.!.í(;3o. (lor.-
calculaçlo a l)artiT' (!e (3.6) , [,O]nos íi:ie i:3.31)1)].atando

ten! soluç;io
AiTida, coil\o os S.:,'l': s;ão raciana.i.s, (3.8) c (3.Pi

laostra (Lue as ]:.l j ,'T! talllbém o são. Pol-tant.ü, Xi.6Ra.EKE
.L s is n--l, pela }iilpótese de indução. A expressão (3.6) ímstra que
X Glbt,.= . Ün. K

iTida ,

çao 

onde 

1 7. ')) \ ... J 'Í l_ 

( 3 . 4) 

onde 

( 3 , 8 ) 

pletando 

- 41. --

X :::: E'.( 1·T . 

{' ,AJillO 

Su1:onhami):'; 11. > 1. Tc;nos entiío que 

E ,X
1

+ •• ,·d~ r .l.
1

X 
1

. 
lU. .. n ln - - ,, n. -

I s to f um caso particular de 

Então potleuos substituir 

E:. 
]_ J 

com X c alcu:l ,Hlo 
n 

S O J. L! ·-

1·ac i u 

tem ~;olução. 

Aind:1, com•J os r: 'f sao racionai.~;, f ~ . 8; e (_ :L J _) , . .i.,ij' .i 

mostra u_ue os f ' T' tarnb6~ o são. Portanto. X.SRatvr 
., i j ' i ' 1. A ' 

1:;; i ~ n -.1, pela hipótese de induç;10. A expressão (3.6) mostra que 

X GRatKL n 
- íl -

o 



ficar no teu corpo
tatuapeí11...'

Ec'L'taxlda

CAPITULA !11
+,r- -9=.Õ:=BÜÜB+ÍX'ÜRHU)BÜÜ.a

o Casa Eí4 QUE K É ijÍ{ carpa

-3A+rfÚ--=lre=;+'-+aqP4P41+:d.+.n=LHdn3--e-JPÜ

No caso en que o senti. ! el!. Je cocfir.iefitüs é \n cc-l
té(niciLS de álgebra. linear' pode ! ser aplicadas ãs maeri

zos e actores (!ue ocorrem nos K-=-a\ltâlnatos. Coi isso obter
-se resultados particulares: em alliurls c8srüs !nu:ito fol"tas
Neste cii])l+tulo apresentareKlos trât} (!eles. Àj-g:ins desses re-
su].fados tem apl-icação para seini.anais que sao si.ibsei!\i-alia
de um cora)o, llrit.re o ses destaca se de J:crEIa cspe(.]-i:!! f

)i11 secção 2, aijresciltare \cs ( teornnu da ]lgllalóacie:
devido a Eí].c be g e Sc]Lut.zellbergel i:E.!], {.iue tc'n! conto

e(itiêiici!{ â passibi'i i.(!ade de (icci-são a}.gciJ'Ê.)í.:l-ca ({i.janto
=ua].dado J.e K-:;iibcclnjul-tt.os rcc.c. \Legíveis

] contcÍiíio da secção 3 G c leal'ea\a l !sEreIa., t,ra
ba[ho (!e Jac.otl {]J].] , [J2] e c]l]e e uma g:!teraiiz;fçao ])arciai
d;t }'runposi.ção i!.1.5. AÍ)rcsentarenlos al+ urna s !nl)!ifiC=:irão
collsideráví-]. ãa demonstração ori}3ii\i l

!:inaJlnei:l+ue, -n secção 4 contém o re$ 1ltado ílt,il-ida !e2
t:t! (!e }:]!i.ess íi;].i, {.F2], sobra! matrizes de f-ialllie! , ilcn€1ra-
llizarido resuitíidüs :íéi ,&11ã.i.isç- clássica pü a séries m.'üci.anais

! o! slste TlxllitR c;lr:].ctel'iziição algébrica de K-s\lbconjtintos l-$1

1 l < 
• i 

po. 

CllPT1'1J' ,...) I ~ ,.. J,... \J III 

"Quero ficar no teu cc-vo 
·feito tatuagern . ~ ",: 

F. B. d.e H o 7- Z.crndo. 

O CASO EM QUE K t UM CORPO 

!Dt!AS CERA. IS 

Nc, caso ,:~m <-ttte o sern.ia11el de coef icie.ntes ê tnTt rcr· 

linear podem ser aplicnJas as nrn tri 

zc s e vetores que ocorrem nos K-E-ru1t6matos. Com isso obtem 

-se resu ltados pa rti~ulares, em alguns casos muito fortes. 

apresentaremos três de.íes. Alguns desses re

s1: t> s ernia r1ê is 

2, apresentaremos o 

devido a Li J.enbe-rg e Sch11tze-nberger UU J, que t01:1 como cc,n·· 

~ .... • -, <' - • J-·.:. 7 ·,• -1 • .:J · ·< l. -""I -l ·· · , - 7,, ~ ,., ~ n -, "'" ... ~• ,: .. l .. -1 - r seciue nc J_a â p,.;..:,;_:,l_, .i..l .d.dltf- C.(:. .. ~.-t:C.l ,ct,• ,:;.1_gv, 1 L. ,ótcCd. qu~tnt.o a i 

gu a1.cL1de ri.e K-subconj unt.os rcc.c-nh0c:Ívcis º 

d.a 

balho de Jacob [Jl] [.J21 e que 
_,,. "' . ~- ' . 
e urn~1 gen_e .. f:tJ 1za.t~ao 1;;1·rc-1 ai 

Ja Proposiç~o 11.1.5. u1na S ·i •TII' .. 1 .1· f.; ·• 'J. Ç :-j ( - ; ., . ...__ --~- J. . l_.. ~., (~) 

t a1. de FI:i. css Lfl J, LF2 J , so br e matrizes de Ha.ntc1, ;~c,ncr. a 

liza11<lo res11l t.:1.dos da J\Jt;ÍJ.ise clitss ica. 1JD:r0 sf;-rie~~ ·,~cion~1 is. 

Cons is t ,~ numa 



conhec.t'v'eis: caiu im!)ortantes consequenc:ias LcÓrica:}. tiese11-

va].vidas nos trabalhos ci-Lados :. Além nisso,perlliitiu-.n.GS colas
fruir ura exeltlp].o pe(!ido por rlilenberg ciR :çeu l.ivro.
bi.nação cona o Tcüi'e)!ia da .[gu;:t],diidc }lel-!n.itiii-flui, o])te
construção gÍ:etiv11: (}ti 8UtÕMãtCI red.tizi€1ü . nF:r'esentit:!o
Scittzc!\berrar e constrt Ído também na denlon$t rílçã dc

9

{.]

lj!] í) í.: {) ín

!'

po!'
}? iess

'Ío decorrer dest.o cüpl'trajo: }: sela sitlosto

D TEO RE},{Â. OA ! GiJAL OAI)E
;::;: bPFrrfÜe.iFZdr:%Bq

TECRE?,{Ã 2 , ]
V Ph hF U"fn TÓd# nn8V nZ HTZ KX\B ;-Pn=.HBJbKI Um K-E-autómato A = ((2,i,F,E) tens conlpot'taiTlei-L-

to IAl=P sse xlAl:'0 l)ara tod pal.aura x con
colili).ri)alento i=enol' que lal

&E.y.gE}.]..Bêg.&g - Seja n = IQI . Então KI':Q ê t::. espaço \rctoFiül
sobre K, de d=i.Imersão n. rElI.a {:ad:\ i.>0, se.}a.

Vi o subespaço de: Klx(} gerado pela-o colljunto

Yi { lvE */ i }: l g j. }

\r8.Mos definir

(Z.2) 1'; « {XCKl"Q/xp-o}

Por hipótese, lxE*F = 0 para to(!o x tã'i qlie lxl <n
Logo, ])a.ra todcl i<n: V.iÇ}V. I'amos !jartan"L0 3 seg.uil\te se
qi.l81icia de sul)espaços

(2 . 3) vo;v'l'

PLüdel:los sul)ar 1 0 e l;#0, pois nesses c;tso$ e ime-
díâttD (it.ie IÁI =..#. Pclrta.nto, din '\r0 : 1, cliin If;: ]l.-l. Co!:io t:c-

]l\os n sabes!)a.ços Vj crQ (2.3) , as i.nclusõcs não poãetn sq?r t:g

das prop3'iíts, donrlc,' para uln certo Osj<n-l; {!int V.udiH VÍ.tl
e daí vom V; = V;.. , Va!!tc,s n\ostras que V\. = V.i ,para todo kii

..... 4 3 .. 

conhecíveis, co m impor tan t e s 
, _ . 

corts eque rLC:La s 

tru.ir urn exem1,l0 pedido p or f: il enbcrg ein ,; cu 1 .ivT o , Un:a co m 

h1.·r1~ r· aZo ~0~1 ') 'l'n ,)~e1m ~ ~ • - (.t, ~ \ .., • }.<; I \. \,,..• lo. •"- ;l (À,. 

construç;o e f et iva do pc,r 
f'.1 ~ , ~ 1 0chtzenocrger e con s t r u1~0 t a mb ém u,; 

po (comutativo). 
V 

l I l 2 - O TEOREMA DA IGUALDADE 

TEOREMA 2 .1 - Um K·-E-a.utômato A-= (Q,I , F , EJ tem compot· t amen

to IA 1 = (/.1 sse x i Ai "" O para toda paJavra x ,:::o.m 

comprimento menor que !ol . 
.Qitl_QNSJg_ÇAQ_ ·· Seja n""' IQ 1. Então Ki xQ ,; um. espêÇO ve t orial 

sobre K, de dimensã o n . Pa ra cada i.? o, 
V. o subesr)aco .1. ~ 

( 2 , 1) 

'/" ,amos 

l x() .. de K < gerado peL□ conjunto 

Y. a {IvE*/lx!~i}. 
1 

definir 

Por hipôte::-,e, 

Logo, paTa todo 'i < n, v.sw . . , Temos nor t anto a s egµinte 
,L 

quência d.e subespaços 

( 2. 3) 

Po<lemos supor 1~0 e r~o. pois ne ss es 
.,. 

C ·J. S O S 0 

< n. 

i.me-

dia to que ! A 1 = PI. Portanto, dirn Vr,"' 1 , d.ill1 N =: n --1. Como t e-., 
mos n s ubespaços Vi ern (2. 3) , as inclusões n7io podem s er t _í?__ 

das pr6prias, donde,: para um cor t o O~jcn-1; dim v.~dim V- . 1• 
J J ~· .t 

e d.aí vern Vj""Vj+l" Vamos most1'ar que \\=V5,para todo k :d. 
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Por cionstrlição k â ' ,

Self ;-! entãc,
},íris V, ãg

k > j , e l/lEIo-s sul:-o!:'. por i-n(!t.lçaü

g T da T)íyl' \'k} e clara.! cn-ÜC \ralevk.l
}

'!. '' {X(cE) /XeY

Coülo 'rj:.I'v}:-.
donde Yl;ç'lÍ j

i' \'k'\'++]. : ;'!as pela escola\a (!e

gue (it-!e VtçXj
Dessa ftlllna. para todo }; 2 ü; vkÇ\''

todo k? í). ?ül' (]i :].) e (2 .2)

i. ' . .

çlg ; o {'lu:a i!
isso sc {l' ]. <.1.u zcéi Yi:çi:;, pal'a

onde iAI -.0''.
TEO RiitqA Z .2 {Teo reüla d a i $e a. ' }:;-il- atttõ

\ c : esta
xiÁ' l Wi-a ti /.* i ' ' et o$ respect.ivallleílte. iiln-cão iAI

díi pzt[avra x ta] q\J.e ixl < n+ll'

DEl4üN$TRÀCâaU.;k..Ü\ fliicüí\dcl-se as cüi! truçães das !'roi)üsiçõcs
ii.:5.1 e T.[.3.Z, ci)t(fitos un üt-!Loíltn.]'o !'üci')]]11c

cci'ido IAI - IÁ'i, col]] !!'ri\: estados. .r\ 't:está e: e11tao, (o11sc-
quencia Jo 'fe03'ena .]. []

üu [ o ['\ ;]. {'. o

Este e elni) }.O ] ]r]5 :1'a que ].in:iitaç.ão e a nlg3i.hor pos
'f lvIVei

Se:la í)< 1} (n iitteírus, E= a. A e /\; rfl{)i'esoilta:!oS
gi'aficame!\te flor

A - -..--Q JL--...*® :' : ---'--®

:®- .g--.-., ©
a ---©-'---©

.,,:--KJi" a
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Por con::-,truça o, 

v. ::: v. 
k·-1 J 

V, 
J( 

c:or:10 ~ri. 1 c ·v .l. ·1 
l'-..... 1 h .. .. i 

cscoll1:;i 

dor1Je Y, c; v. , e 
1( J 

Dessa O Cfl.Ie 

is::;c t. T<-l. (l112 

erP. 

,.:il"J l' ,J ,•:, 1 A ! "'" í,:( [ ·!,-
.. . <' ·•- J. 1 ,,._ . 

( Teo r e_ma da 

. , 
G.05 respecti vamente . .. - . A' í .. •n ·!- ,. , "'J 1 1 ,::: J..,.: ! L- C,.i..l i 

da r1alavra x. tal que ! xi < n+n'. 

DEMONSTRi\Cl\0 

c c,1<io ! A 1 - ! A'! , com :a-i·Jr' estados . .-\ tes,:; é, cntêio , cunsc-

qu~ ncia do Teorema l . o 

Este exemplo ·" e u.. rn.-:~ l !1(J J' r1 e; s 
... ~ 

si ve .1. . 

graficamente por: 
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Então, IAI : aí'. IA'
r l A , l

e
k B

para todo n "} ti\

Caída coro]ãrio do Teorema da ]gitn].dado vem:
Dados K->1-autõTüatos A e A' . e decid:Í'.rel $e

AI : IÁ ' l

TEÓRgHÂ Z,3

Eio particular: como NÇQ. o F:t'ablema de iflualdo.de de
N-subconjuntos recorihec.ív'eis é decidíxel. Co:no consequõnc.ia,
podemos, por exemplo, decidir se um N-E-autõrüato reconllece
um N-subconjunto não aatbíguo

Cola efe:ito, dano unt N-->1-aut8niato A reconllecendo A
pelo Coro[ãrio 11.3.10, 3(A) Õ reconheça've] , e a Proposição
11.2.5, nas dã a construção efetiva de uni N-:l-.autêlnat,o Á' rg
cohhcccHcio X./.l . AÍ, basta apl-i-car o Teorema 2 !)ara deci-
dir se iixl

1 } i . 3 O TEO RENA DÃ ESTRELA

TEORE}4À 3.1 - Seja A um K-subc.onjlJnto reconhecível de E';,caIR
suporte infinito. Então existe uni iHtCi.rO k tal que todz] T,!.
lav-ra pesCA), comi\ lxi >k, pode -se fatorilr [J8 f'ai'ma

x ': uvw, coií! v # ].

de i\lüd.o ciue o K--subconjunto (te a

>l (uvnw-A)g::

é reconheci'vel e tem suporte il-ifillito
Es+Lc teorema ê devido a Jacob [Jli

Antes de apresentarmos uma deinclnstração desse teo
rema, queremos tecer alguns comentários

Então, 1 Ai n 
= (T ' 

o· r I A ! ::.: r.l l A ) 1 • 
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-, 
} 

·, L, 
K 2'. 0 

n+mk 
a e , para todo 

Como corolirio do Teorema da Igualdade vem : 

r < n+w, 

IEOREMA . 2..:1 ~- Dados K-:,:-autômatos A e A1
, é decicFvei s e 

i Ai ,:: l A' ! • 1 1• 1 l 

Em particular, como N::Q , o p :r oblema de igualdade d.e 

N- s ubconjuntos reconhecíveis~ decidível. Como c onsequ~nci~ 

podemos, por exer~1o, de cidir se um N-t - autBmato reconhece 

um N-subconjunto nio ambíguo. 

Com efeito, dado um N- r-aut6mato A reco11hecendo A, 

pelo Corolirio II . 3.10, s(A) ~ reconhecível, e a Proposiçlo 

II. 2. 5, nos dá. a construção efetiva. de um N-t-·autômato A' re 

conhecendo Xs(A). AÍ, basta aplicar o Teorema Z para deci-

dir se IA l -= 1 A 1 
1 • 

111 .3 - O TEOREMA DA ESTRELA 

TEOREMA 3. l .. Seja A um K-subconjunto reconhecÍvi:!1 de 2°:* ,c em 

suporte infinito . Então existe uru inte i ro k tal que toJ a p~ 

lavra xSs (A) ; corn l xi > k, pode--se f a toTélr na fonna 

x =- uvw, com v ;e. 1. 

de mo do que o K-subconjunto de o * 

\' ( n A·. n 
l. UV W J:!._ 

n.2 0 

e reconhecivel e tem suporte infinito. 

Este teorema i devido a Jacob [JJJ . 

Antes de apresentarmo s uma demonstração des s e teo 

rema~ queremos tecer alguns comentirio s : 
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Sabemos que se S é um selniaítel positivo,todo S-sub
conjunto de 11* tens suporte ]'ccüDhtlcÍIFQ].. l)essa ftlrnia, +-c:mos

uma colidíção que permite prcu\ar que al!.duns S -sulca juntos não
são rec.onhecíveis. Por exenlpl-o; as séries formais

( 3 . 2) .: *(lxl.-ÍxiP

sobre E = {a,T} não são N-subcoiljuíltos reconhecíveis, poi.s
seus suportes não são conjuntos TCCOHhCCílFCiS (Cap..],(1.].)
e (1.2)) .No entanto, o Z-E-:.autómato

reconhece C =X(tela-txlT).5, (!onde B-CnCÉ
que

B € t1<<21>> nRec, E

.[sto ÊÊostra

sendo uín cxenlplo da situação referida eal J:r(2.1.l}
Pode;nos lexrantar a desista questão p?!ra a sél'ic /\. e

'['eoreína ]- permite-nos provar qtle ú]a não é uljl Q-subccn.junto
reconhecível, não esta.lido portanto elz Rec./2:. Com efeiLa, pg.
ra toda intcií-o positi\íü k, e toda fatal'ação a''r" =uvw,a
rie }l (uvnwA)gn é 'uín palinâmi-o

A deüaFistr3,ção de Jacob do Teüreina l dix:lde--se cíR
duas partes. A pr:i.!í\eira bons:l.ste num tcorenla sóbl-e rfiatrizcs,
de denionstraÇãcJ extTêEilâlíicDtc tÉ;calca, e quc faz o Tlapel da
descoberta da subtrilha. fec})adü .na proposição 11.1.6 (é o
Teorema 2) . 1-iãc, Tcoc'ciFCNos a del:icnstração aqui. e referi-

Sabemos que se Sé um serniane1 pos ítivo , t.odo S~suh 
• .., :1 ~ . . ' ,,. 1 y ) -r conJun~o i e ~r tem suporte reconnec1ve . ~es sa ~orma, te mos 

uma condição que perm:i te prov ar que alguns S--subconj un to,:: nao 

sao reconhecíveis . Por exen~lo, as s6ries formais 

(3.1) \ n I i 
l, na -r 

n:::0 

B ::: 

.b \' {. } 1' b . t ' · .,. . so re 1.., = a, -r nao sao 1~ - su conJ un os teconn.eci ve1s, pois 

seus supor t es não são conjuntos reconhecíveis (Cap_,.1,(1.]) 

e (1.2)).No entanto, o Z-Z-aut:ômato 

reconhece Isto mo s tra 

que 

Podemos 

Teorema l permite-nos provar que ela não ; um Q-suhconjun to 

reconhecível . . não estando portanto cm Rec ~E - Com efeito, p~ 
- L - k k ra todo inteiro positivo k. e toda tatoraçao a 1 = uvw , a se 

P( n -, ll - .. , . rie l _uv wAJ~ e um pol1nom10. 

A demonstração de .Jacob do T':'!orema 1 div:i d e -se cm 

duas partes . . A pr i mei ra. consiste num teore ma sobre rnatriz e--~ 

de demonstração ext r emamente têcnica , e que faz o pap e l da 

descoberta da subtr i lha_ fechada na p r opos i ção II.1 . 6 (f o 

Te orema 2). Nào repetiremos a. clemonstraçã.o aqu i , e r eferi -



Rios o leitor ao trabalho original- ])ar;l isso. !)e posse dt:sf.
t.eçnrema, completaremos 3 delnonstraçao: com ur!!a si.nlplifi.ca,-

da prolaa oligi.nalÇão

i)ara nonlenc].!atura e Tcs;.llruodüs sobre espaços \t
ri.ais o transformações lineares, iuti]..L=uFCE\os o livro de
Hofflllan c Kunze [ltK.].i. Usa.reino:; taíribém sua notação, ein par -
ticu].ar, a imagem de v pela. ;.aplicação li11cal T sel'á irai.cü.-
(ta l (v) ou 'Fv ({uanda l\ão touvel' püssibãlidade de con:fusão.

Seja V uni espaço vet.orial sobre }=, de dinlcilsão fi-
nita n. unia tranSfcJrnlaçãO 'r€1(V.V) ê dita p üzdo- ?'eguZal' se
V pode ser decoírlposto na saÍRa di!'C''La EI'pE-/ de subespaços iB
\r&ri&Rtc3 se!)re 'l: de torna. que

}' 1 . É; invers íx-e]. c
'1

TiE. é a i;tplicaçâa nul-ü/

i.fala !matriz é pset.tdo-regular se l:or selliü.! \al te ã se
]lla dilata de unia nlatràz :i.nversl'l'el c tllTl8 3}1atriz nula

?EÜR[F{A 3 . 2
U,+X+Z+?+N b-#4e-n.X=\.an rd+ B+TB Seja V ulTI essa,ço 'tíetorial soba'c K, ç:te d.iülcri-

sãtn finit.a n, E \!n a].-fabctc} fiuit.o ü ó:E+-+-L(V,V')
ultl ÍDol-irisRlo de nlonóides. Enl,:ão, edis'Le um iltteiro k, depen-
deindo sonicl\te de n e IZ , ta] ({ue toda !)a].avrü x,cole
e xO # 0 pode ser [atorada. x =uv\ç, {:on v / ] de }nodo (itic

ja ulilâ transformação pseudo-l'emular

Ganhe(:ido por Á :; i.Q,iE ,F,E) . PcldcHos

supor Q; ri, para algum n, rcdeltoiíinando exentuallnente os es
todos

Seja xGE*, e x : ulw alba :fatoraçãa. Coilsi:late o K-a-
autÕmato Â' = (n,luE*,wl;'F,E') onde aE' =vE*, É i.nlediato (!ue

4.' ; i(uvtl-A)gt

... 47 -

mos o le .i.t oT ao trabalh.o o-r:i gin.al p a ra 'Lss-o. De pü:;;e clt':S'.õe 

teorema, complet~remos a demonstraçao, com urna s1mplifica 

çao da prova original-

Para nomenclutura e rcs ul tados sob1.-e espaços veto ·· 

Tiai:::. t> trans..::ormações 1 :lnea·~-cs, ut:il.i. z. aremos o livro de 

Hoffman e Ku.nze [HKJ J. Usaremo:, t;;tmbém :~ua notaçi:io, em par---

ticn1.ar , a i nwgem de v pela hplicação ]í1iear T será i ncL1c 3-· 

da T(v) ou Tv quando não houver pos5jh :l.lidade de confusão. 

Seja V um espaço vetorial sobre K, de ctimcnsio fi-

nita n. Uma transformação ' f'f"l (V ') 
1 LI .LI . ~ J ., f.; dita pseudo -Fegular se 

V pode ser decompo sto na soma direta E.1$E~ de subespaços ln 
.J. ,!, 

variantes sobre T de forma que 

TI,.., é inversível e 
. r!, 

l. 

'1' 1,.- 1· - 1 .. e a ap 1caçao nu_a . 
. 1,2 

Uma matriz ê ps eud r·cegular se for semc·lhantr.~ a :-;o 

ma di r eta de uma mat-riz 1.1--rve ·:sivel e uma mat:1 i~:: nu1a. 

TEOREMA 3.2 - Seja V um cspu.ço vetorial sobre K , de dimen-

são f.inita. :o, J..'. um alfat)cto finito e cp : t1.-+L(V,V) 

um morfismo de monôídes , Então, existe um i ntei·ro k, depen·· 

dendo somente de n e !Z i tal que toda paJavra x .com !x 1 >k, 

e xqi ;t. O pode ser ·[a.turada x ""uJw, corn v .;t. 1 ele mod,J q u.0 vqi se 

ja uma transformaç~o pseudo-regular. 

DEMONSTRAÇJ\O _DO TEOREMA ·t - Seja .l\8RecK~ e suponhomo~~ que A e r c 

conhecido p o r A :.e. (Q, I, F, E) . PoJ.emos 

sup o-r Q = n, paTa algum n, redenominando eventuolmente o s es 

tudos . 

Seja xG>:*, e :x = uvw uma fatora~-.;:ão. Con sidere o K-o-

autômato A 1 0-= (n,IuE·.t, 1,,E* F,E ') onde aE' = vE-1.-. l'1 imediato que 

A' -- I (uv \vA) _<::t 



TDOTtãHto es$g. séri.e é recanllecz've!

Seja agora k digo pel-o 'Fec3'erra 2 cara
cinde identific:!!aos cada +-ransforinação ll-]iear co]n $i.]a I'ep!'e'
sentaçãc] na ]lase canõni-ca. Seja xes(A), cõ ! lxl > k; elltão
[xl3ü F # 0. donde xE+ r {}, asse-]a: pe].o Tcioreííla Z, x :; UVW, gri3
v # l e T = -trFl+ e psetidc.-a'egula!'

v:x
}

X

2

En.'tãc V ' Vl"V2
T

Vl e!

a2

onde

inxrers zve]. e

T. }'i 't} l a,

Esta decoínposiçiio induz \ ula decoi])osiçãü V' = \rlioLíl

do espaço di-ta]. V'', onde V? ê o adulador de VI ,.i:'1,2 . Coll-
sidere os \c-tofcs J = !uí!*, G::\eE"F, e seja. ll:K::''':-,v': o

}xol-fisKio que ao valor i.: associa o func:icna.] l:i.Doar LV;. tiil!
quc i]í,Ü} ÍX] = LX (pr disto -t,eto-r !inca po).' v'CtcJT c'.alinha.

Pod.emrls en.tão cscre\er de f03.üt;

!

ílí.ü} í

ul} 1 (: a

2

Ui

ODõ.e

in+ue].ro r.
G G,,eV

2 ', 3
'} ! l.ç;çl;; ; J2{,çvli ]es$a. fcríl\;t , pal'a üd<

l (iul.'' u U:*li rr

}l'' G

'.''i': * ':'';';
-r .pT

'lE 'l 'l

Queremos j-)Total- quc uv!'\rA/ t) para uma. infi.rtidacie de
lute:iras I'. ]suo segue da seguini:c ]eila

- 4-8 --

portanto - . essa serie e reconhccive-1. 

Se·ja dado pel, Teorema 2 para i ;_Knxl 
/-,L. 

onde identificamos cada transformação linear com sua reprc-

sentacão na base can6nica. s~ia xSs:·A) ., com 
~ ~ ' . 

j V: ) fr • 
i ./'-... 1 ..... > então_ 

IxB"'F,:. O, donde xE*:;,; O, assim, pelo Teorema .-: , x "' U\.-.v!, onde 

v 7- 1 e T = vE" é pseudo-·regular, 

T =• vF* 1 
2 ~ 'V? e nu1a. 

,_ 

Esta decomposição 

do espaço dual V*, onde V~ 

:induz. 11,.,,a d.o c.01JrP O s ~ .-·; ,-, v,1 ==- V n •'!•V 0 
.-. .u11_ ......, • J-·• • .l~ ~ ·~1 • .. ./ , L: '-.!.' 1 

-'-

sidere os vetore.;) J =- IuE*, 

ê o anula<lor de V~, i=l,2, Con
.,_ Í X ' ! 

G ::= ;-; E -:e F ~ e s e :I a 1j.: : K 1 

• ,. -:-, V ·:•: o i s e: 

morfismo q ue ao veto:c L associa o fu:ncicna.l L1_n~:ar L1t, t:al 

que (Li/;) (X) = LX (pr0àuto vetor J inha por ve to1· c.o_;_un2-). 

Podemos entio escrever de 

"l' ... -. l"' \ T onne G
1

, . .-
1

, 

i nte iro r, 

T -, 
LI -- J l 

-r ·r 
1.rv~·hr.~. •- I (11v ·'"1il.r E~\- 1 F 

,,.. T 'TI'(' 
~} 1 .t .., V-i 

3 l_ .L 

QueTemos provar que 

+ G,,., 
(., 

pois 

~ . 
1-.n11~.:a., 

7 ,_ '" Ü . • I. 

inteiros r. Isto segue do seguinte lema: 
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LERIA 3.3 - E;eia V i.IDt empa.çc -uetorial de dãntensãa finita ]\ $o

a])lic.ação linear iRvc'rsÍI/el,
uni funciorlal liilea.I' não nulo sobre V. Seja IKç'l/, til} (luc
í(v) * 0 . Entãa-

S;ej a 1.}Ht empa.ÇC 'u

bre K, T:V-} V umü

.f (IT:nv) / 0 ,

pa.I'i:! UHt& infini.dilde

D EMO NS r R A.ÊAg

lin te nos 111.

Suponhamos que a tese seja falsa. Então,exi.E
te mO à 0 tal que

f( 'l'pt0 v )

TlnOv. Então (3.].) se trtlrisforla cln;

(3 . 1 ) ü e f('rmv) 0 , Vnt>m0

Seja

(3. 2)

f(I'irh) * 0 , Vnlzl

Considere agora o {:spaça ]'"'cl'c].ico gefad.aJ por w,i.!
to ê: o subespaço V' de V geradcJ pelos velares {T":w/]n?01f.Sg
ja r = diln V' e

XT(X)
l

,!.,:*:'
o pa].iEiÕrnio característico de. T' = TI.tr. . Coirlo T é inversa''LrC'].,

T' também o é, logo aO ;det(T') # 0. Lembrando que para todo
X'r' C1'') : 0, vem:

k
k.; T'kh/= T e

XF'(T')(w) ; .>10'i (w)

T
À

aonde

l-_E~t- J.). - SejH V um espaço vetorial de ,11mcn:-ão tini.tanso 

brC' K, T : V ->- V uma ·-1·, ·1 i· e· "" e -::t· <~ 1 ~ : t r., ·.1.· 1· • n "P -r ~ --"1,re í r 0.,. .. -1.. .... -i..&-$ C. __ I _l_ _ \,_, e 1.. . \l :.J -..... • __ ., .1. 

um funcional linear não nulo sob r<:·: V. Seja v 1~V, 

f(v) ;,:! O. Enti°ío 

f (Tmv) :1; O, 

para uma in·inidade de inteiros m. 

que 

DEMONSTRAÇÃO - Suponhamos que a tese seja falsa. Entio,exi! 

te m
0 

~ O tal que 

(3.1) e 

S . Tmc1 leJét\i= . vf Ent[Io (:3 . 1) se transforma cm: 

( 3. 3) 

Considere agora o espaço 1 cíclico gerado por w,is 

b í r' d • . - 1 r 1'm . l ) .~ to e, o su espaço v ª~gerado pe .os vetores 1. w/m~G1.~! 

ja r ""tlim V' e 

X'í' (X) -
.J. 

o polinômio característico de- T' = Tí Vi. Como T é invers-Ív(•l, 

T' também o ê, logo a 0 :::. det (T t) ;t C. Lembrando que para todo 
:K·J• r."",,l~ 

k .' T · w == 1 w e X T , ( T ' ) = O , vem: 

r , 
Y a . T 1 1 (w"' -· 

. '-· 1. ) 
u=O · 

donde 

r . 
\' 'fl l a. w -· 

. 1 1 1:= 



SQ

portanto,
r
! a; r€1'':-.,) 't:{.-;

{f-' \ B

* :l f {l\.)

# Í)

COJltT&dizcExdQ (3,3) Ü

} l l .& - i$ATÊ} Z[S BE HÂ8KE}

])ada um K-SUbCCnjUll'LG A de E*, a Ãlat).Z de
K é definida ])or

Bctw,}.ü'{,

n (t\)

HÍÕI = vv/A'v.v

A !matriz H(AI) fornece uma. caracterização poderosa
dos K-sutlconjuntos reconhecíveis. No caso eln qtle }: é }i!iitá-
!'io, a relação entre ]Ba-cT.izc$ de fiailkel e séries raci.oilais
são clãssãcas (ver pa.i' exeínp]o Gailtmachel. [G:l],F. ü que aprg
sentarenlos e a genes'alizaçao de Fl:iess dc trübaltlas de Schu
tzentlergei' [S3]: i]e11er [Fil] e ÍH2]: Cara.},].e e Paz rcpiJ,P.g
ra. UEI alfabeto qualq!,ier

Caído K é uni corpo, K<< 1>> é llli! espaço vetoria}
PâTn- cada weXl#, definem-se a K-'subcorLjttntcls

E ( vIvA)! ,

>l (wv.ã)y ,

ou sela , L.. são a co]tma e a ].ilha do 5.ndice u de H(A)

- - - - -------------

-- 5 O -

portanto, 

r . 
l a~f(T\,,1) -== 

i=l "· 

, - d (7. 3' contrau1zer.LO J. J. 

1 1 1 . 4 -- MATRIZES DE HANKEL 

( r . 
l l f li Y a. T· w 1 

. '-' 1 1 
:L ·= l . , 

i] 

Dado um K-suhconjunto A de Ek, a Matriz de Hankcl 

H (A) : L'. *)< Z: * + K é defini d a por 

A matriz H(A) fornece uma caracterização poderosa 

dos em que 

rio, a relação entre matrjzes de Hankel e s5ries racionais 

são ciássicas (ver po:r exemple. Gantmacher 

senta.:cemo s ô a genera1ização de F1.iess de 

O qu.e apr_í:: 

trabalhos de Schu 

tzenberger rs:n, HeJ..le1· UH] e íH2J, Car1.yJ.e e Paz [CPlJ ,Pi'.-. 

ra um alfabeto qualquer. 

Como K f wn c or po , 

Para cada w8L*, definem-se o K-subconjuntos: 

a coluna 

a l.i.nha 

ou seja , C e L s ao a coluna e a l inha do Índice w de Hf A) . w ·w 



O p03#o de i](A) é a dimensão de seu espaço ].unha,o
qual é :igual à dimensão do espílço col\!na. É resultado da teo
rá.a e].enlentar de deterKlinantes (v. Hoffittall G Kunzc ]]í]K]]
que o posto e

fín to, i.g.ual- a zel'o se A::Ü.

.fÍlz?:-oo, i-qual a un! inteiro n> ü se t{(A) contém Urna sub-
]natriz quadrada inversa'vel de ordem n e
subnlíltriz (luadrítda de ordem 11taior que n é s].Tlgy

?z/ n to , caso mntrãrio
Esta teorema. é devido a F]iess [F[ ] e [i;21i

TEOREMA 4. ! - Seja K ur:] corpo e A un] K.-subcorlj\ lto não 11t.llo

de X+. U111a condição necessã!.ia e suficiente pg
rü que A seja rec.onhecível é que n'CA) '-LCRh'8. }10st.e finita n
Nesse caso, existe uli} K-E-autõlnato CCJlit n e:;todos rcconhace11
do A,e qualquer K-:-autÕlnato que reconheça A tem pelo ntení.}s
n estados,

D E }{ O N S TRÂ CA O A condição 6 .íxecessãri

Seja Á=(Q,l,F,E) tai- quc: IÁi -.\. {:onsidere

{rqlqCQ de K-subcnlnjuntos de }:'; defin:idos por
a fama ]. ia

ifTq ; (wE*F)q

Seja veE+ e considerem\os a linha í,\ ' Pa!"a todo -lvC:''

wLv - xwA = lvE*wE*F : qtQ E").{(wE*í;)q'; qàori '')qw'q

Segue que

v : qCQ( q q

Pol'tanto: o colljunt.o finito T gera o espaço-linha de H(A.)

O posto de H(A) f a dimensão de se u espaço linha,o 

qual é i gua1 ã dimensão do espaço coluna. É resu} tado da teo 

ria elementar de de terminantes (v. Hoffman & Kunze [HKlJ 

quG o posto e: 

fú·tit-o, igual a zero se A"' r/J. 

firdto, igual a um in teir-o n > O se H ( A) c.crntém uma sub-

matriz quadrada inversível de ordem n 

sub matriz quadrada de o-rdem maior que 

lar. 

e 
_, 

n e r., i·· I' cr11 ._ LÔ.:.:.. 

infi nito, caso contrãr io. 

Este teorema f devido a Fliess [FlJ e [F2J. 

!, 1 ' .. - Seja. K um corpo e A urn K.-subconjunto nàn nnl.o 

-de I:*. Uma condição necessária e sufi.c:ientc L~ 

ra que A seja reconhecível é que H(A) tenh'a. poste finito n. 

Nes·se caso, existe um K-~·-automato com n estados -reconheccn 

do A,e qualquer K-~-aut6mato que reconheça A tem pelo meno s 

n estados. 

DU10NSTRA_f!\0 - A condição é - . .r1cces :..;ar1::1: 

Seja A= (Q ,I,F,E') tal que JA 1 ::/\. Consjdere 

a f amília T ~ {Tq}q~Q de K-subconjunt os de ::.:·,, de:Lin.:i.dos por: 

wT ;:;= (wE*F) 
q - q 

Seja vf:E* e consideremos a linha 

wL = v,-vA = 
V 

Se_gue que 

\ (IvE*) T • 
L q a 

q8Q . 

L . PJ ra todo wfr·", 
V 

Portanto, o conj un ~o finito T gera o espaço - linha de H(A) . 
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donde esse espiiço tem dill\então finita ll g ITI :: IQI
/4 condição ê süfi ciente

Seja, J\ , 0 tal quc ff(.A) teí!! post-o fmi.to ]}. Então,
exísteín conjunt.as DH {dl,.. ,dn} e (]: {gl'...,gn} de pa].a'
Trás, ta] que a sui)matriz üx]) de H(A), B, é inversa,ve]

!sto signo.:fica que aS CrulUHRS Cã. são liitea!'ciente
mãe:pendentes, portanto geram o espaço-calulla. Asse.ltl, para
cada weE*, exi.ste un Único vetou' coluna lu(w) : (m:(w)

, m. (w) ) tal que

C
W

n
}l Cd:m4 (w)

Em outras palavras, pala todo v,weE*,

C4 . v'wh.
n

:!:"d:"

Vaiüos definir agora duas aplicações !u,X:E" M.(K)

(4 . 2)
)}çi ':*aj )

(4 . 3) pt.wd.A
'z J

Essas apl i.cações estão ligadas i)OI

(4 . 4) VXWV : vwX

l:ara provar)nos isto, calculemos

{lv'Xvru )
{x'Xj.k"üki

- gi'tn'd.iA

vwX
]-J]

liga'b'Huna mk(wdj)
por íl4 ,])

-· 5 2 -

dor1d.e esse espaço tem dirn.ensão fi r1ita 11 ~ í~f! -- JQ i . 

A condição 6 suficiente: 

Seja A~ O tal que H(A) tem posto f in.í.t o n . Então, 

existem conjuntos D ""' {d
1 , .. , ,d.} e C ;e {g

1 , .. . , g } d e pala ·-n _ m 
vras, tal que a s ubmatriz GxD de _H(A), B, ~ inversíve l. 

Isto significa que a s col1u1as Cdi são l i nearmente 
inde1,endentes, portanto geram o espaço-coluna. Assim, para 

cada. w8~ *, existe um Ünico retor coluna m(w) = 

que 

( ' ·1) . 4. •· 

por: 

( 4. 3) 

(4.4) 

n. 
e,.,, - > e d . m . e w) • 

"' . ~ 1 , l 
1"" -

Em outras palavras, para · todo v,w8t*, 

vwA "" 
n 
L vd.A 

i'-':l 1 

Vamos definir agora duas 

vx ' ij 

Essas aplicações estio l.igadas 

vxwµ = vwx. 

Par a provarmos :i.s to , c ·a1 cu.lemos: 

-- g.v1'1d . A p or (4.J.)" 
l ) 

::: V1VX; "1 .. 
, . J 



En! particu]ar, ]Xwll =v;x, e colho ]}( =B. qtle ã drive):sív't-]

W}J = Cl-XJ ''l !';X

!.qas então, y ê urí! morri.suta, pois

vlJ urp = (IX) 'lv)iwi.:

(IX)'lvwX

Considere agora o K-E-âUt8Ítlâ"LO À- ': (t},l,F,l.i) , oncÍe

ci.A e
Í

Vílntos ziclstrar que IA

Seja vie>1J'. Então,

wlAI = lwtlr

>l ( lvrP ) j rj

21liakp' "k("dj'lmj H

m : (]. )J

Portanto A é reconllecido por ulb K-X-.autârata com
posto de H(Jt) estados. n

Sobre essa dentonstração talhos alguns coi11üntãri.os a
fazer . Dizelüos que dois :ãiut6lããtüg ,A T.::(Q;!;.:F.ID: à At::.n (Q,it ' ,F' ,E')
são {eonnoz''.fos se existe ulíla matriz iate rsi-
vel PCIMnCK) tal que ..I' = !P, F' = P'J'F e wE'* =P''"wE+P,VwGE*

Verifica-se iJRcdiüt3zLeHtc que isto define uma reli..g

Em particul aT, lxwi.i ""wx, e c omo lx =: B , qu"' é inve-rsívr•l. 

WjJ "' 

Mas então, u e um morfi smo, pois 

--1 
- C 1 x) vwx 

Cons id e r e agora o K-i-autômato A -- (n ,I,F,v), onde 

Vamos mo st-rar que ! A! ""'A. 

Seja wSE *. Então, 

w!A I = IwuF 

- ) 1vd . 1\. Í ' "\ ,~ ., 11 i i.. J . J 
j .} ., 

PoTtanto A ~ reconhecido por um K-E-aut6mato com 

posto de H(A) estados. D 

Sobre essa demonstraçii o ternos alguns comentários a 

fazer . Dizemos- que dois àütômâtos A""-(Q;;-I , R,E) ·e A 1 -== (Q,I', F ' ,E 1 ) 

. . .... 
s ao isomorfos se exi ste uma ma t r iz 1nvers1-

vel P6MQ(K) tal que .I' ==I P , F 1 =P - lF e wE• ··:· =p- l -wE*P,Vwf;r,*. 

Verifica-se i mediatamente que isto define uma re l a 
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galo de equivalência. elü qualquer co-ajunto de K-E-íil.itâliutosta]
que todos os 11iegibi'os de cada classe rcco1lhecern o mesma K-slü
cona unto de = ':

a) Vamos mostrar que, a ;üelios de i.sairia.rf.i-saio ,o au
toniato que se optem na demonstração é único. Pa.ra isso: con
sidcre D,G,mejw),l,F,X,p,Á, ccJniü\ na de:]!o].st:ra-çâo e mais con--
juntos l)' = {di,...,d;}, G' = {gi,...,X;} de F,al-auras tais que

a sublnatriz G'xD' de H(A) é inversz+vel. De modo anãlogoãdg
rnanstração, obtemos vctrDFc$ n'(w),I',F:, e apli-cações X' e

Seja P a nata-iz inteT'sável cine transforma a base cr
danada (Cdl'.-. ,Cdn) do espaço coluna em (Cd!,':',Cdn) por

cd:

Q a alatriz iDvoFsÍIFel que transforma a base do esT)a.;o-li
) PC,I'

! {'';'j,
,n.

alia. Ctg ' ...'Lgn) ciH

L
gi

},

' ']

Sej a weE ': . Ca].culetnos

}

wd

!.wdik j gk

{Qikgt'fÚJÃ

{QiXgkwcd.l

11.Qj.kgkwCd!.plj

k,ÊQikgkwdlPzj

(QwxP)ij ,
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çao de equí val ê ncia em qualquer conjunto de K-T.- alltÔmatos t a1 
que todos os membros de cada classe reconhecem o mesmo K-s~ 
conjunto de Z.: *. 

a) Vamos mostrar que, a :menos de isomorfismo ,o au 
t6mato que se ob tem na demonstraçio f Gn ico. Para isso. co~ 
sidere D,G,m(w),f,F ,x,µ,A, como na demonstração e mais con-

.juntos D''°' fd 1 d' 1 ,.,, ::e{-,-• g' 1 ..... l 1. l ~ .. • ' n. .. ~ i.] . e, l , :. . ~ ., -r1 J 

a submatriz G'xD' de H(A) f inversível. 

d.e paJavra.s tais que 

De mod o análogo à d~_ 
monstração, h '- ..... j l·, ) T ' ·r: . Ot,~emos veLorcs m ~ ,i ,r ·, e e 

Seja P a matriz inversível que transforma a baseº.!. 
denada (Cd 1 , . .. ,Cdn) do espaço coluna em (Ca l, .•. ,cd;) por - l ,L 

e Q a matriz invt rsível que transforma a base do espaço -li-

L . "" \ Q . . L 
g: 4 1"i g. 

1 J .. J 

Seja wET.*. Calculemos 

r Q .. k· gkw d ,1 p º .; k,tl J >",:< • .) 

= ( QwxP) :i.j 



droBdc

wx' = QwxP

Pol'tanto,

AaoT8

lcd!l
EICd.iPj i
] '

Finalmente , lembrando que

satisfaze)ldo

cl : >lcÚ;'j

vem:

cl

l* (lx') WX
l!

P WXP
lP

d i

3

F - !n(1) õ o mini.co vetou

{Cdk(PF')k
donde

F : PF'

b) !)a rileslna folnln que usamos o espaço cor:na de H(A), com a

donde 

Portanto, 

Agora, 
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wx' ·- QwxP. 

·· 1 -- Cl x ') · wx 

I: =- d:A. 
l 1 

-- }d.A 
•: J 
J 

= IP. 

C} .t .• 
J J 

Finalmente, lembrando que F = m(l) e o único veto r 

satisfazendo 

vem: 

Cl == Ic l' F '. " e - ·1 J J . 

= l e, Pk.F'. 
. k nk / J r J .J • > • 

'C P r' - L d · k ... · k k • J J 

= l e~ e PF') .• k C,k ], 

donde 

F = PF'. 

b) Da mesma fo rma que usamos o espaçó coluna de H(A), com a 
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expresslio (4,L); poderia !cs construir e autãn ltc apara:i.rdo
empa.çro linha: co!!} as ine$ 10s corLjuntos 1) e G. Asse:il. poderia
Rios obter, par: cada palavra w iiu xetor .Ljnil;:i m'flv) tâl. que

Ly M ®g Z
]. }

3ÜEÇ3UÜ'C0 Ã' Ín , ! ' .. F' ,p ') , ond e

] ' = ui' (1) , F! = E ..A' l "I

e o utorfls!!:o y: dado por

(lwu ":l(gi")
Es tc alar f.isluo ztisfaz

1-; 1 '1\'lÍ : vh'X

onde X é a aplicação definida no teü-peiila

'lrerifica-se qu,3 A e d\; sãe ísonlor-
fos, sen(!o a li.g=çao feita pela atroz B !X
c) Ein \'isto das observações anteriores, chalTtanos de gütõrncz

/:a ré;d? 22:dc, de IX qlualqluer autõmat-a con posta de H(.â) es [a-

d) Schutze1lberger [S3] éá llnla co:ls-ci'ração coniplle amerlte -3i'fe
ren'e para un} autõnlâtc reduzido

Dados A,Befl<<Z>> , defiíteln-se os fi-stitJcanjurJ.t.üs

min(A,Bl} ' }i Ibid (xA,xB).K,

}ilax(A,B) :: }l ntax(xa.,xB)g;

Em sci.l ].ixro, Eilienbei'g conjectura aue Rcc.;E não g
fechado poi' nin e ]ri3x. A conjectura se baseia no seguiíl+uc
na ]fleslna secção da liv'ro encontra-se provado (})o! !'adução ac]
Problema {le Correspondência de Post) qiie dados N-E-at.!+üâma-
tos Á e B, é iÉid8cidl'vc] se ÍAlsli31,í$tcn ó, se xlAlsxIBI

e

expressa o construlr o aut3mato a parL:í.T do 
r:;spaço linha, com os mesmos conj untos D e G, Assim, po<lerfy_ 
mos obter, para ca<la püa.vra w um vetor linha m'(w) tal qu-;: 

L 
\il 

1' -· m'(l) , 

e o morf .ismo 1-1' d.ado por 

Este morfismo satisfaz 

onde x é a aplicação defini.da no teor'e11ia. 

Verifica-se que A e /4' sao 
fos. sendo a ligação feita pela matTi'L B=-0 lx . 

1somor-

e) Em vista da ~ observações anteriores, chamamos de autJma-
to r~duzido de A qualquer aut5mato com posto de H(A) 
dos. 

da uma cons tr-ucão completament, 
rente para um autô mato Teduz.ido. 

esta-

dife 

Daàos A, BGN<<)>>. defi.nem-se os N-subconjuntos 

:min(A,B) y . / A ~~ -= 11n.np:.' ,Xi )2.Ç_, e L, 

max(A ,B) -- z max (xi\, xB)_~• 

Em seu 1 i vro , Ei 1 eHberg conj cr..: tura que RccN 1: n2-o 0 

fechado por min e max. A conj ectura se baseia no segu.lnte: 
na me srna se:cçao do 1 ivro encon t?:a--s e provado ( por :redução 20 

Problema <le Corresnond~ncia de Po s t) que dadoi N-I-aut6ma
tos A e B , é inc1ecid.Íve1 se íA!;; !131 , isto ê, se x.!A !:,; xlBi 



pül'íl toda pal-av'ra x. f'!üs IAI ç IBI é edil.iiv'alento a
inax( IA i , !B l) : le

$

e:aind . eqt.li\valente a ínin(iAI,IBI) = IAI. I'o!:titnta, se Í)u-

désseflios construir, pr)r exemplo, em fq -ll-autõlnato recolltiecelg
da n\ax(IÁI , IBI) a decisão quanto ã igualdade poderia.! ser fei
ta, pelo Teorema da lgllaldade. Assiít, ultla e\.'en-tuas prova de
quc niax(Â,B) é reconheci\rcl, não pode!'ia ser construtiva, e
cln 'teoria de .\ut8rnat.üs istc} até agora 11ão existe

O exentplo que vamos mostríir éaplicação imediata da
condição nec.essária do Teorema ] aprova a conjectura de Eiler.
berg

Considere os f:-.subcon:juntos de {a ,'r}

xl..4 '

xl x,
reconhecíveis, poi' 11.(2.9). Vara:os mostrar que ma.x(A:B) pião

é Q-reconheci've], portanto, não é fl-recorlhccã.vel! ])odendo-
provar o mesmo de }nado análogo para min(A,B)

renas que C = niax(A,B) : E ilha:tejjxl.

Para cada inteiro positivo n, coltsi.date a seguindo
s t.lbmiitriz de r{ (C)

}

EÂ

.--HP+ n» +

a

a2
i' 2
2 2

i Í . . JEaH(j. ,.j ). . .n

na i !} n n !\ . . , n

para toda palavra x. Mas !AI s !Bi ~ equival~nte a 

rnax ( 1 A 1 , í B 1 ) -- 1 B 1 

e.ainda eq uivalen te a min(iA ! ,IBI) = !A!. Por t anto. se pu

déss emos construir, por exemplo, em N--·t-autôma to reconhecen 

do max ( 1 A 1 , 1 B 1) a dtCÍ sã o qua11to â igualdade pode r ia ser fe_~ 

ta, pe1o Teorema da lgu:.:l.ldado. Assim, @a eventual p Tova de 

que max (A,B ) ~ reconh AcÍvel, não poder ia ser construtiva, e 

em Te or ia <le Autômatos i.s to até a.go ra nao existe. 

O exemplo que vamos mos trar 6aplicnção i mediata da 

con<líção nece s sá.r ia do Teorema 1 e prova a conjectura de Ei len 

be rg . 

Considere os !1{-· s ubconjuntos de fo· ,·r} 

B - í~lx!T~' 

reconhecívei s , por I! .( 2.9) . Vamo s ruostrar que max(A,B) nao 

é Q-reconhecível , portanto, não~ N-reconheciveJ podendo-se 

provar o me smo de modo anãlogo para min(A,B ) . 

Temos 

Para cada inteiro positivo n, cons id:::\Te a s egu:.; n te 

submatri z de H(C): 

M -

1 

a 

a 2 

l a 

n a 

1 '[ 

o 1 

1 1 

2 2 

.L 1. 

n n 

. 
1 2 l J n 

T 

0 J D .t. 

2 J n 

2 j !1 

í . . ,max (j_ ) j ) . . . n 

n n n 
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\í3iDio$ 1110strar (lue diBt blz {). Pal-a isso, 'E:amcls apli-
car sucessiv'aine1lte, para i=Ci,l,. . . ,n-l a ape'ração clzcHCD'tüt

de linhas substiti:tição de Lar-i pür Loi!-i ' j'an-.i-l.Obl-euíús

2TT

2! D

0 Ca
2

!
0Ía

'Ü

Ü

M'

.í- l l. l Q

n i l

l)esenvol-v'onda Della Última coluna vem

det(1'1'1) = t-l)n-Fl:. : det(t4)

portailt.o &1 8 i1lvêísÍ\rü].. Assim, para cada n> 0: oxis'cc i.!!na

sttbmat.riz inversÍvel de ordem >n en f{(C) , (!onde í(C) tenra!
to infinito. e Feio -teorema, CgRecÜE. Coiro RecfjEÇRecOE, C
nã,o é N-recoahecíve!

existe

Unte otlt!'a rarEIa de provarmos quta ni.n<1,:\,R)gIRar.Gt
lembrar:do qut- alar(A,B] ;: f\+B-min(/\,B) . P.ssim,s'? iltin(A;B) fcs
se reconhecível, colmo }tec.E: é :l!! aTeI. nlax(A,B) o sel'la, em
contradíçã( com a (lue demonstramos

H

l:inalnlerte, por meio de orla combirlação feliz entre
o 'teorema 2.2 en CJ Teorema 1, ohtcnlos a possibilidade ãe iHÜ
constri.tção efeti\rü de un] {Luto]nato reduzido, ccn] con]])or'calnen
to i.dêlltico ao de u\ll an.u+.óMato dado

PRtOPOSlçA0 4.2 - Saia Á uirl K-E-autãjl\a+.o co11t k cstRtlos e colei

portamento ,qpiZ, e X= {xeE*Í ixl $ 3k-3}, üj!
tão: existeal conjuntrus D,GSX, iill = IGI =r, onde r-llosto r(Al}

-,n4Alb-nn=+ n'P

É
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Vamos mostraT que det M ,:e_ O. Para isso, vamo::; .3.p] i-

de linhas substituição de L
0
n-i por 

( 1 T T 2 , ~ n 
T -----:---~~---------·-------· ---- ------

'.!. ! O 1 2 
' 

CT 1 1 
CT 

2 1 

1. a 1 
.L 

Q o 

1 o • 

j_ 

J 

o 

o 

l se J_>.J 
O se i sj 

n 

o 

o 

n f 1 1 :l. 1 O 

De senvolvendo pela Última. c olune vem 

detl:~", .. ,_-
1
; , 1 ~n+l __ _ , . __ , 1,.,, 

, 1• -- L -~ __ J . ll - 1.1 e t l ' ! J , 

portanto M é i.1,versíveL Assim , para ca.da n > O, ex.i ::;te um,:1 

to infinito, e pelo teorema, 

não~ N-reco nhecivel. 

Uma outra forma de provar1nos 

r
i.., 

lembrando que max(A,B) "' i\+B-min(A,B), Assim,s8 nLi.ri(A,B ) fos 

se Teconhecível , corno RecQr. é um anel, max(A,B} o seria, em 

den10 .nstr- amos 1 

Finalmente, po1· mei o de urna combinação feliz cntrr.=, 

o Teorema 2.2 e o Teorema l , obtemos a possihj1itlade de uma 

construção ef et.i. va àe um aut ôma to reu u z. l do, :::cm com-portar'.le~ 

to id~ntico ao de um aut6mato dado, 

PROPOsIr1.,.o Li.2 --------~ ... ------- Seja A um K-E-aut5mato com k estados e com 

portamento A~(/;, e X= {xi::r.* i ixl ;; '.s k -J }. E!~ 

tão, existem conjuntos D,G:.:X, iD ! -=- !Gl = r, onde r~posto H(A). 
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tais que a utl!!iate'i.z GxD de H(A) é in\.'el'sável

DEMONSTR/QCAO -- Seja Hj a submati'iz XixXi (!e HC
X; = {xGX*i lxl:; i} , e .11; : i)oito i1l

0, entoa H. " 0, portanto lla:r'a toda 1)ül:lera wG
11 }

{} - (flm).., ! ::: w.\

oílâe
o, Se

Pelo Teorema 2.1, segue que A :ÇÓ, o que !\ão é nosso caso. Por
tanto, n.? 1. Podemos tara\t)éni supor in> 11, caso contrario ob-
viamente A é I'eduzido

Considere a sequência

n211t-2 É n2ni- l n2 ]ri+ l É n3:.n- 2 ç r

OFide nj É nj se i< j, pois Hi é submatx'iz dc nj ' ni ' r porque
fi: é sublnairiz de ff(A) e r $ 11t vale pelo 'i'eorena !. As
gualdad.es não ])odes ser todas estritas. e, ea particular
x.isto 2)n-2 s; Ê É 3n!- 3 rali- que ]lÊ : ng,.FI = Ei

É claro que ng!'. SejaRI l) : {dl'..-,dn}
,gn}, tai.s que D,GÇXZ e a sul)]natriz GxD de Hg ê illversi-

vel (isto existe pa:rque posto 111=n)- Então, colllo posto de
HÊ,+l ;n, as colunas {Cdi} forlnall! ulTtü base do espaço coluna
de l«l. ...

e

(;

Sega.ie que IE)ara todo l.v, Íwl $ Ê+l: exi.ste ulrl
n\(w)ÇKn*l ta]. que

vê'ta!

Cw !Cd j.mi (w)]
(colüóas restritas a X..[l)

o que significa (lue para todo. v ta] (lue lr l É !, -tl

(4 . S) v«i',.
>l v'diA mj CI'f) ,

Vamos construir uíH at.}tâlnato #.' : (n,l,F,E) por

diA; Fi ' mi(1) ; aEij : mi(ad : .))
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tais que a submatriz GxD de H(A) ~ in ver siv~l. 

DEM ON SlRi\~}\0 

n ::::Q, entao 
m 

·· Seja H_, a submatri.z 
J. 

x.xx. 
1 1 

X., "= { xE:Z -;, i i x 1 '.:{ j } , 
L 

H ==O, -001:·tanto 1)ara 
m -· 

e P "' ;),) s to i-1 i > o . 
' ' j_ , ·· ·1' -

tod3 pal~vra w6X , 
m 

O = íH ) == wA 
'"·mv1.,l. 

onde 

Se 

Pelo Teorema 2 .1, se gue que A= 0, o que nao e nosso caso . Por 

tanto, nm ?. 1. Podemos também supo-r m > l, caso contrário ob

viamente A ~ reduzido. 

onde 

H. é 
1. 

Considere a sequfncia: 

n. ~ n. se i < i, pois H. é submat.r:í.z de H. , n . < r porque 
1. J ~ · .1. J J. 

submatriz de /-/(A) e r sm vale pelo Teorema l. As des:i -

gualdades não podem ser todas estr:i.tas, e , em particular , e 

xiste 2m-2:;; _Q,:,: 3m-3 tal que n., = 11
0 

• :;- n. 
!l -~+ l 

í, c1a~·o ql"' n e· 1" <::.p·1··an1 o .. [d d 1- (" - { n 
,, " - J. '-" '-' l .:,, - • LJ ~ •• . - - l 1 > • • • ' ·n J ' d - . E., 1 ' • • • 

, • , gn.} , tais que D G<.::=XQ_ e a submat:riz GxD de H.í é in:vers-Í•· 

vel (isto existe porque posto H1
;n). Então, como posto de 

H ,Q.,+ 1 = n, as colunas { Cd
1

} formam u ma base elo espa ,~o co1 una 

de 1-l 
• Q, + l" 

Segue que pa-ra todo w, í w l ::; ,Q.,+ 1, existe um 

m(w) S'Kn )( 1 tal que 

e 
w = ~: Cd jmi (w) 

J. 

(colurtas restTitas a 

o que significa que, para todo v ta l que i vi ~ 9-+l, 

( 4. S) vwi\ ==- )vd. A m~ (w) , 
':! 1. .1. 
1 

Vamos t - ~ A' ( I r ..... , cons: ru1r um automato · == n, ,r ,DJ 

j_ • = d. A; F . :-:.: m
1
. (l "J :, t.JE. . == m. ( vd. 'j 

l ]_ l ' LJ 1 . J. 

ve tor 

por: 
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(conho laje g g , cvdjÉ;Xe.tl e m(adj) está de:fillido)

Agol'a, F'a.pa xÉ;Xf...:.l vela que (lxE';l).i ' xdjA. Cüm efe.{
to, se x= ! isto ê iinedãato; i11dutivaniente; sc x =ya

B
(lyE"aE")

}l C .ryE *) ; .uj- j

mã(odj) (por ]linpótese de i!\dução)adIA

; yudjA
= xd.Â

]

püi- (4 .5)

.Assim,

xlA'Í :: ixE*!

Txd.tA lnj (1)] '' '

xÂ por (;+ - 5)

para toda x ta] que ]xi $ i,+],. ,Coírlo :q,+l 2 2m-l: vele que
xiA 'l. - xA

parei todo x ta] que ]):i s; :]m-]., Colho .4. tem ín esta.aias e Á' t.c!!t

Hsiri estados, pe]o Teorema da ].guí!!dado l.teorema (2.2) 'retí!
({ue jA' l =.4. As:;i]n, pe]o TcoTCE'iã ]., devemos ter n> r. i)or--

taÉJto n : r . ].]

VaiTlos apresentar dois exei11plos dc autómatos reduzi
dos: sobre Q (e:ies serão Z.-autómatos, na ve:t'dado)

EXEFqPi0 4.1 - Collsidere o f:l-subçonjun"co de a*

A ::: E (n+J-)gn

Ele é o coTnportaulento do N-autãlítato
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(como [dj 1 .s 9,, adj GX l/, +l e m(vd/ estâ definido). 

Agora, paTa x8X"+i vem que (IKW;,) . '"' x:d.A. Com efBi Y, L J .. ) 
to, se X""l isto é imediato; indu tivamente: se x =-0 y0, 

,, 
_ , •yr1 Q & V- i , . 

1 

- yod_,A 
.i 

--- x,l .A. 
J 

Assim, 

m1 (udi) 
- .• 

(por hipótese de 

por ( 4. 5) 

x j A ' ! -· l xE '' F 

-- Yx<l .J m. Cl) 
L, - , J j J . 

== x.A por (ri. S) , 

i.ndução") 

p ar a todo x tal qu e lxi s t+l. -Co mo 9,+l ;;: 2m-l, vem que 

par a t odo x tal qu e !x ! s 2m-J.. Como A tem rn est2.Jos eA' tem 
n s; m e s tados, pelo Teorema da Igualdade (teorema (2. 2) vem 
que i AI l =-"A. Assim, pelo Te o rema J., devemos te:r n? r . Por-· 
t ant o n = T . [J 

Vamo s apyes enta r doi s exemplos <le aut6matos reduzi 
do s, s obr e Q (el e s ser io Z aut6mat os, na verdade ): 

EXEMPLO 4.1 - Consider e o N- s ubçonjunto de 0* : 

A -- }: ( n +J )an. 
n;;; o -

Ele ~ o compor tamento do N-aut6ma t o 
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\

.*©
e pode-se verificar que nonhun} f4.-autõínatc caIR
recontlece A .

Se considerarmos AÉ;Q<<a>> e construí.TRIos parte da
matriz de }ia1lkel

7

8

g

10

l

oel7 8 $ 1a l:L 12

tel'i.fi.cantos quem e].a tem pasto 2 e a sublnatriz {lça} x i.l,a}
é inversÍv'el.Canstruinda-se o Q-aut6nlato !eduzido ohterr!-se

e s 'í: a {} o i;)

l

653 h
]

]

6 752 3 q.a
2 86 753 4a
3 97 g5 6qa

7 9B5 6a
5 1 297 8a

13]

EXEbÍPL0 4.2 Considere o Q -XI aUtÕn\a tO C-.0H} 4 estadias

e pode-se verificar que nenhum N-au t 6mato com doi s estados 

reconhece A. 

Se considerarmos ASQ <<a>> e construjrmos parte da 

matri z de Hankel : 

j ~~ 
0 , 2 0 

G2 1 3 Lf 

a 3 l q 

5 

7 

5 

6 

7 

8 

3 

5 

6 

7 

8 

9 

5 

6 

., 
I 

9 

1 (l 

5 

6 

7 

C' _l 

9 

1 0 

-1 -1 
; .l 

6 

7 

8 

10 

11 

12 

'l 

8 

q 

10 

11 

.12 

1 ".) ., 

ver .i.ficamos que ela tem posto 2 e a subm;itrj_ ::: {L ;cd x 11,--r'f 

f inversivel. Cons truindo-se o Q-aut6mat□ red11zif o ohtem-sc 

EXEMPLO 4. 2 - ronsid~re o Q-r-aut6ma to com 4 estados 



seu cümportanlento .A é dado pclr

r 4 se n é par
{}

t- 2 $e il õ íí!\par

anA

Co!\strLlindo-se a submat!-iz {ll .a, , . . ,a::l' ãe }rCg\) ,\:e

ria.ca-se que esta +.eni posto 2 e ei)tem-se cn âU'LOEldtO l-edlJzi.
do.

-Liga. ''o.-:'
a

a partir da subnlatri,z inversÍvel {l,aixÍI,a}

Ü

- 6 2 -· 

se u comport amento A é dado por: 

Constru indo-se a s ubmatrjz 

r ifica- se que e sta te m p o•; to 2 e obtem-se o 2 ut ôma t o reduzi 

do, 

a partir da submat r i z i nversível {l ,a}x{l, a }. 



::l Élsk vou: st\eet child. lias
anyorie e'ver s ei! a G}'eüt: hltit.{
l\ioojy !h/iigga-!'/tlgEa on t.})e lilai is
of /usar k} an?'*

E.es } il? (:

Ei-!ter: ;r S

CA PÍTIJL O l V

K,,SiJ8 eQblJ UNTQS Lí?%íTÀOC

iV.] - !NTã9DÇeAO

O coil(eit.o de K-subconjunto limita(lo, na fo)')na co-
n\o estudaremos íleste capitulo, não acorre na literatlira,Nos
se estud.a ]loi motivado através de du:.IS i(téi.:!s disi-int:is.e o
conceito {].e '*lilnitado'' fü.í UHca .fox-3aa de tlítif.i.car nosso {3stli

}0

A primeira ideia surgia.l da relevârlcia ql,le te l na teoria! üs
K-subconjuntos reconhecíveis de inlageía finitét no casa pal't.i
calar dos seriia11éis :: e M, Para o seiiiianel N, ]]ossa atençãí]
foi ch?111ada por uiü t.eorema (]e Eilenberg. O seaiianel fa apara
ce no tratamento de uma (questão }\a 'Teoria dc Âutõniat.as Fmi
tOs

A segunda ideia consistiu na terltativa ãe genern.li
âr a toRÓidc sirlt.ãtlco pal'a K'-subconjuntos de E''. JA generg

libação que apresentaTlios, bastante eieinentar, não generalií-.
za cclmpletanente a propriedade fundalnerLtíil vista na ilropos.!
ção 11.1.2, au seja, a de que um sul)conjunto de 1l * é reco-
nheci'x/el sse seu HloDiõidc $iHitático é finita. /Alias, o noSSO
inonÕide sintético de uln K-subconjunto é fmi.to somente se G
di.to K-subconjunto for reconhecível e de imagem finita.Ocos

"I êisk you, S\'ieet. 1.:hild 1 b1s 
,nyor e:: ,~vE:r ::··"en ,;i. Grea.t Vk '.te 
1\Jooly i~iugg2-VJt:gg3 ~Jr1 tJ1e J.:'1.ôiJlS 
cf Astrakh,rn'r'' 

CAPITULO IV 

K- SLlBCONJUNTOS LIMITADOS 

IV.1 - !NTRODUCAO ·---- ·-~-

O cone.eito de K- subconjunto .limitado, na forma co"· 

mo , .,. 1 
estuaaremos neste cap1tu~ o , não ocorre na li ter atura. Nr,:'!. 

so estudo foi motivado atTavªs de duas id~ia_ Jistintas,e o 

cone eito de "limita de" foi urna f orma de unificar nos so t?-S ru 

do. 

l\ primeira ideia surgiu. da -relevância que tem na teoria o:-:. 
T" "1 • l,. ✓ • 1 ~- suoconJuntos recon11ec1ve1s ae imagem finita no caso p~rt\ 

cular dos semi an~is N e M. Para o semianeJ N, nossa atcnça0 

foi chamada por um teorema de Eilenberg. O semianel M auare 

ce no tratnmento de uma que s tão 11a Teoria de Aut6matos Fini 

tos. 

A l . d - " t, se gunc1a i .eia consistiu na tentativa de ~enerali 
(.,! ,__ 

zar o mon6ide sintãtico para K-subconjuntos de E*. A gener~ 

.l. ização que apres-::-ntarnos, bastante elementar, não g0nera1í

za completamente a propriedade fundamental vista na Propos! 

ç.ão II .1. 2, ou seja , a de que um subcorij unto Je I:._.,. é rec o

nhe civel ss e seu monóide sintático é f:in:i to, AJ.iâ.s, o nosso 

mon6ide sintãtico de um K-subconjunto ~ finito somente seu 

dito K-subconjunto for reconhecível e de imagem finita.Ocor 



r( (4xie r\os t](}ls seiilialieis citados cjííia \;'ültt a i'cCiPI'C)(
to ê. todo K-subcc.!!jílnto l:econtiecÍvel de int:tge:n íxnita
o nlonÕide siritático filhito. Isto !\os noEivou a definir K-sut
conjur-to lin.atado co«-o aquele cujo n!.!:pide s:Lntãtl(c é fmi.
ta., o que permite tarübém esperal~ ila íe].lição caIR o êstudodc
:u:tÉiiHlt.os por !mio de soBigl-tipos, !\s propried.ides dc K- slJbcoiljtintos
liHljtHdrlF; aparecem na secção 2

=r.ig}8 \rale a
.:'

}

t,C}E

Cedi:orbe obter-.Farias, qu:!lido K = ?! oi! K = Ã4, to.:lo K-
-sullmnjlinto reconhecível com iTnageni fina-ta é limitado.E na
tui'a]. pergui ta] se isto x/a]e pat'a clua]ql-ler semiaile] . Não l)g
demos responder g essa pergUn+La xla:;: na secção 3, del:itlii\d.ü
seirtianêis [i.i!!itadol-es conlc a({tie'ies que tcin a p)'opx'iedade c]
fada, pudemos provar qtle e]!es formam uma c].asse b&S'Laill:C am
p[a, inca.ui!-Ldo por e.xelrpi-o +codos os corpos. Unia propriedade
ütais fraca dos selfl:íanéis lintitadoles é de quc todo K-sltbcon
juntun nào-aiitbígi.iÍD tens suporte reconhecívo]

/\ secção 4 ocupa-se de (iicstoes partícula!'es scit)Te

fi-.sllb(c,njlili+.-Lns ]i !!itad:JS e tem sua Introdllção IJ lif:sRlc, ;;\.IÍ
cs'cãG Ü5 P i'i:)(:ipais !.'eÉlrltados de nosso trai)al!-ic:; -=tntre
quíiis !.fina caractcriziição :ie sublotl81des filli.t
tida por (!ois ntétados ante:iFamente distintos

!

Na secção 5 CS'LLldãHQS c:s subconjlintc,s }, de Zt itie
tem a prol)t'.iedade de, para algum! !ig?g.(:iu;L);: = [,*. Estes sã
L-hRB!&do$ de qliasc-l)eY if;:iicüs. e a -:8cn:i.cü abrase:l'''cada nuí;!;i
teritatixfa de (aractei-izÉi-:los efetivatnentc leva 10 stlldo de
1.4-stihco1ljtintüs limitados de ã:'

1' +
f..;

Estes

!qcsl:e capitulo, K volt.a a siínbcliza)- ]ln} sc:!tianel
q ;la. l. :q.{!e r

}V.2 O HOrqólDE SÍNTÃTICO {)E UFI K-SUBCOFJJUF.iTG l)E X

O }:iüiiÓide sintético é u:m lstr igleíitõ fulndalnental í o

re que nos dois semianfis cit ados 2c1~a vale a rccfproca.lJ 
1-· O - + -, 1( J • -, .. • l . ~ - - • _ e . LO~o .-su~conJunt o reco nnecJve1 Ge imagem L1n1(~ teil: 

o monÕ:i_de sintático finito. Isto 110s nüt _,·von c1 definir K-sub 

conjunto lün:ité.ldo como aque.le cujo mmii5id.c· sin t ,-it l ,.:c é fi_:ni 
1-0 . u~ c1 11e ·,101· 1·n•L. t-=' l'"Trt'oi-m ,c, .:: -l'f'-Y•r, , , 1 11[1 ":, ·1•e-J a· (';,, r.o.1r; ('., e~ __ '. tud n de i.,.. J 

O
• • _ • .._ , li '-" t,;:I . J . • - • •~ '-, __,. ." .-. U J. '-G e (~ • •.; t..~ ,_. - - _, 

autômatos por i,±,ío de ~crn:ig-ruvos. J-\s prop:r.iedades de K.--subc on j -untos 

limitados a:p arec:em na secção 2. 

Conforme obse-nramo s, quar do K"" N ou K = M .. todo K-

-sub conj unto reconhecível com imagem fi n i ta~ lirnitad o.B na 

tural perguntar se isto va]e para qualquer semiane1. Nã o p~ 
demo s resp nde r 

semi anéis limi tac1 o·re s corno aqueles q_ue tem a propriedade cl 

tada , pudemos p rovar que eles formam uma classe bastan1e am 
p la, inclui nele por exemplo todos. os co 1·po s . rima propY i e d a de 

mais fraca dos semianiis limitadores~ de qu ~ todo K-subcon 
junto 

- , .,. 
nao-1'1moiguo . , ~ ·1 tern suporte reconnec 1ve 1_. 

A s ecçjo 4 ocupa-se J e questões partlcula res ~ohre 
N-·subconj unto s J imita.d(J S e t. ern sua introduç ão 1 5 rn,.:,smo. -\.U 

-· e s u.1 o o: p r j ,1e· .i p ~! -i ~- r e s n 1 t a d os d. e no s s o t r ah a J h e_; , e n t n':' o e, 

q l} B Í S 

t ida po r ,h is métodos intt0 iramt;nte di .stjntc:-; . 

---
S30 

e a ti cn ic.8. ap1~0se 11.ta da 

tentativa de caracterizJ~J_os efetivomente leva ao ~studo de 
M-s nh conj untos l imi tad.os <le I: "' , 

~k ~~ te capítulo, K vo lt;., a si mb ol i z ar um scni.i_R ne l 

qualquer. 

1 V. 2 - O MONÔ IDE S l NTAT ! Cü OE UM K-SUBCONJUNT · DE >= 1: 

. - . sintatico e um .instrume-1to fundamental no 
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estudo de conjuntos reconhecível-s. A razão básica esta na
Proposição 11.1.2 que afirma que um subcon.junto de [* é re-
corihecz+vel $se seu 1110tlóide sina:ético é finita

Lel1lbralnos que se LSE*, a congruência sina.ãt
é definida nor

Í,

x-Í.y e--8' vu,veE", uxvÉ;L sse uyvGL

O nloílõide si.ntãtico ML é c/ quociente E*/'''L
Uma. collsequência iJüediata da defi-feição de congruê&

cia siiltãtica é:

(2.1) - Se +:El+-+b{ é um el)iniorfi.smo de monóidese L$0'':],,eB
tão existe uin epimorfislRO de õq

Em particular , temos

$e A = (IQ,i,r,E) é UK. :-autõlnato reco,nheceJ\do L, e-

xiste um epil110rfismo blÁ -+ML' onde M4, é o sublnonol
de de Re,l(Q) , imagem de E* por E'

Um estudo sistemático verti sendo feito, relacionan-
do propriedítdes algébricas de semigrupos -fillitos col\} prol)rig
dados de linguagens reconhecíveis. Para isso ver Brzozowski
ê Sinlon [BSl] ,Mcblaughton 6 Papert [hÍPl], Schutzenberger [S5],

Zalcstein [Z].],b]cNaughton 1.1-12] e Silnon [S7]

Ulil& \ez que K-subconjuntens reconheci+veis são urna gÊ
nera].izaçãü de conjuntos recallhecíveis, poder-be-i.a e.spe'
rar uma generalização ra.zoãvel do HOHLóidc sintético.Uma po!
sibiJ-idade õ o que faremos a seguir

Dado un] K-subconjunto A de }l*, a oorzg)'aãncÍa
fica -. de A sobre E': é definida por

( 2 . 2)

(2.3) x-Ay ':::'H' para todo u,vGE*, nEvA = uyvA.

O mo?zóíde s ntát eo MA é o quociente E*/
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e!:;t.uclo de conjuntos reconhec:fveis . A r.azao b ásica está na 

Propo siçjo II.1.2 que afirma que um subconjun to de E* e Te 

conhecível sse seu mon6ide sintitico ~ finito. 

Lemb ramo s que se L~E *, a congru~ncia sintitica 

é definida por 
L 

x~ r y <--=~- Vu, v8Z: *, uxvfL s se uyvGL . 
.L, 

O monóide sintático M
1 

é o o;uociente E ·k / ~1 . 

Uma. consequência imediata da definição de congrue!~ 

eia sintitica ;: • 

(2.1) - Se 4>: E* +M é um epimorfi smo de monôideseL,:Pcp-J==L ,e~ 

tão existe urn epimorfismo de M e m M
1

• 

Em particular. temos 

(2.2) - Se A=(Q , I,F ,E) é um t-aut ômato r econhecendo L , e·· 
.. 

xiste um epimorfismo MA + M.: , onde iV1A é o submonõi 

de de Rel(Q) , imagem de E* por E*. 

Um estudo sistemáti,..o vem sendo f eito, reíacionan

do propr ie dades algébricas de semigrupo s fi n í tos com propri~ 

dades de linguagens reconhecíveis. Para isso ver Brzozowski 

& Simon [ BSl J ,McNaughton & Papert LMP1 J, Scht1t zen be r ger [SS J, 

Zal cs tein [Z1J J.tcNaughton [M2J e Si mon [~7]. 

Urna v ez que K-subconJ· untos reconhecíveis sao uma cre 
""-

neralização de conjuntos reconhecíveis , poder-se-ia espe-

rar uma generalização razoãvel do mon6ide sintitico .Uma po~ 

sibilidade ~ o q ue fare mos a seguir. 

Dado um K-subconj unto Á de r:·1<, a cv.mgl'uência. sin .. tâ 

tiaa ~A de A sobr e E*~ definida por 

( 2. 3 ) 

O mon5ide s i nt&tieo MA f o quoci~nte E*/~A. O re-
r 1. 



pz'esp7ztador' de .A é o K-subcolljui!'co A de MA definido por

x:lÂ = xÂ

claro que Ã esta bem definida, e. se v;
a praleçao canon].ca:

lrA'â

l)ado um K-:-autómato A = (Q:i,r,E) o maná de de
denotado MÁ ê o sublionõide de MQ(K) imagelít dc E:* por
bl ê gerado poi- {aE/üÉ;11}

Deve estar claro que se A é não-ambíguo; 's (â.} e

MA : Ms(A)
A seguinte proposição general-i2a (2.]-) e (2.2)

PROPOSIÇÃO 2. 1 - Seja N{ lln inonóide, .A tnK K-subconjunto de E:''
Se +:E':->iq é ui11 epinEorfisnlo e existe um K-

-subconjunto A de M tal que A = #Ã' , então existe utlt epiinor-

fisluo @:M->MA' ta] que A' =-@Ã, E)n pa.rticu].ar, se À é reco-
nheci-do por Á : (Q,l,F,E) , existe uín epiinorf:ísn\o M,4. -' >''A

DEMONSTRACA0 - Se x,yeil+ e x$ =y@, então pal'a todo u,vÉIE*

uxv.A = (uxv)ÕÃ' = (uó)(x@)(v#)A' = (u+)Cy$)(v$)A' - (uw')ÓA.: : tjyvÀ.

donde x y. Peia Proposição ]1.2.!, existe um epimorfismo qJ: M-''MA, tal
que +lP = T

Dado xeb{, se yGE* é tal que y$ =x, temos que
Á

x@A = y$@A :; yA * y4)A' = nA'

portantc
A' = IP/\

No caso de Á, tei!\os E*:>1* + N{.

c:ida elemento xE* de MA pol'
xE*A' = lxE*F

e Â' definido para

n
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de A e o K-sui:,r·onjunto por 

[ xlÃ = x__,_A... 

B claro que Ã estâ bem def inido, 

a pro jeção can6nica, 

Dado um K->>autômato A== (Q,I ,F,E ) o monóiâe de 

denotado e o sub monóide imagem de E* por 

M e gerado por {oE/o6E}. 

Deve estar claro que se A ê não-ambíguo, N ""~ 
~ A s (A) 

P V 11
\\ '""' ,'!s (A) · 

•ft eegl11"ntP ~1' ~nnl.os1·~-~a;o• gene-a1~ ·z a l'? .t') e (J ~, '-\. __,_ - l.l<~- ., ~.1. .1. '-' • <..,, l.,j • 

A , 

e 

P~_s I Çt\0_2..:J. - Seja M um monóide, A um K-subco:njunto de I·k. 

Se (j-J:I*+M é um epimorfismo e existe um K-

-subconjunto A de M tál que A ::s q)A', então existe um epimor

fismo l/J: M +:MA, tal que A' = iµÃ. Em part :í.cular , se A 6 reco 

nhecido por A == (Q, I, F, E) , existe um epimod:ismo MA -+ MA. 

D E Mo N s T R A ç í~ o - se X ' y b E * e X qJ ,::; y </; • então p a T(l. to d o ll ' V G L * . 

uxvA "" (ux-v) ql!\' = (u</l) (xç) (v◊)A i == (uc~) (y<j'i) (v.t, )A' "' (uyv) cpA' = uyv!\ , 

donde x ~,A y. Pela Proposição I. 2. l, existe 1.m\ epimorfismo 1~: M ➔· MA, tal 

oue · r.p,/J = 11 • . A 

Dado x8M, que y(j) = x, temos que 

por.tanto 

No caso de A, temos E*:~,~+ MA e A ' definido para 

cada e lemento xE* de MA . por 

o 
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A defi.n:i.ção de comer\iência síntãti.ca feita aqui. para K-stlb
conju:Lto$ de E* pode ser feita para K-subcanjlmtos de l,m rmnoide qlJal
quer. Não nos ]preac]4)mns aqui caIR est;} posei-bi].idade de generalização

!?ecorder-los que, por definição, um K-su1lconjunto de
Z" é unia função X'':-*K. Ássi)}i, esta clara Q significado da i
agem de um K-subconjlinto A, .[jli A = {xA/xeE*}

A generalização dc nio11õide sintâti.co que apreserltg
mos não ].eva ülTt conta QOHtiuíü caspecta da estrutura 'jo selnia-
]le] . Caill efeito, se A é un: K- subcolljunto e 4 é unia aplica-
ção de K num seirtiane] K' que é injetora restrita ã ixtagetnde
A, claramente, !q. =i-{.. . Além disso, o inon€5ide silitãtico d,s
uin K-subconjullto não ref].cte sua estrut\lra. de modo tão bo
quanto ao !í:ovóide s;irlt.ético (!e um sueco!\junto de Et

E.!g.Egã.!.Ç.&2..Z.:.! - Seja. A -.im K- subconjulltc 'je a* com .l

macem llifinita. Então a c{.)ngruÕla.cita «.A "

triviali, e $!. = a*A

!!u a tl s T B;A;Ç4o Sejais! tO $ n < !n inteiros. Afirmara:s qlie a''e o'"

dão sãa congíuc1ltes m(5dulo ,-*. Se isso nãa t
conhecesse, nata toda rz 0 t.erían\os a ü -,.,aDIar, isto ê
ün+rA::om'trl\ í:Ías então a sequência. {akA}' set-ia pGT'iocil-
ca, cem pe:ríoda g m--n, e tei'ia, pol'tanto, olha quantidade fi
feita de t.ertnos d.ist.iHtcis. DaÍ terÍaítlos llí: A.= {a'~A/k(m) fin
ta, contra(!izcndo a hipótese

/\ssinl, r.ORt d].fãbetnJ unitário, pa ra K-subo'oiljunto:s
com i.macem infinita. o !Roríóidc sintiíti(o não triiz informa-
ção Ú'cil. Coli} alfabeto }í:piores, podela acorrer moral.des sin-
téticos não isomorfos, mas eles serão infi.mitos sempre (iue
a illiagetn do K-subconjunto for infini.ta (PruopcJsição 3),e com
estrutura independente dü K-subconjunto sel' ou nao reconhe-
cível

Valias então restringir-nos ao K-s.ubconjuntos Guio

- 6 7 .. 

A definj !)io de congruência sintática feita aqui pa;:·a K-sub

conju11tos de E* pode ser feita para K·-subconjuntos de um mo.no:i.de quaJ.·

queT. Nã.o nos p1"eocup~4JJ10s aqui com esta possibilidade de generaliza~;ão . 

Re ·ardemos que, por definição, um K-su;}conj unto de 

'i * é um a f u n ç ão ).~ ·.t· + K • As s i m , e s t â e 1 a r o o :; .i gn i f i e a d o d a 1 

magem de um K-subconjunto A , Jm A= {xA/x.GC"} . 

A generalização do mon6ide sint~tico que apresent~ 
mos nao leva em conta nenhum Et.Specto da estrutura do semia -· 

nel. Com efeito, se A 6 um K-subconjunto e t 6 uma aplicJ
ção de K n um semi anel K ' que é injetora restr i ta ã imagem de 

A , claramente, MA =M1\ .. Além disso, o monóide 5intâti c o de . ,rp 
um K-subconjunto nio reflete sua estrutura de modo t ã o Lom 

quanto ao monóide sintâ.t:i.c:o de u-m subconjunto c1c t"·. 

PRO POSIÇAO 2.2 - Seja 

magem 

A 1.1m K·- s ubconjrnito de u -;, com .1 

J2.f!1 O N S T Ri-\ Ç A O - Sejam O~ n < m í n t.e iTo s. A:f :irmmnc1 : ,: 
T1 i'.l 

q lJe Ci e o 

ni.10 são congr uent e s módu1o ·~
6

• Se is s o nno ,;_ 
... n r h1 r contocesse , para todo r ~ O ter1arnos u o- ,--.1 0 o i s to e, 

, }"\ 
n+r., m·"r .. K , . -- . u A'°' 0 A, Mas ent~io a sequenc i a l o Aj -k ~- seria p e1.1od1 -

ca , com período ~ m-n , e teria . portan to, 

n i t a d e termo s cl i s t i n t o s . D aí ter í amos T lli 
ta, contrad izendo L 

1 • -rnpote s e. 

~rl 
uma quant i dade :f i 
\ __ s k • 1 , . ✓ ~ ,. • --: · 

J.l •- L 0 1-\ , 1"'- ..... 1n J .t 1 n 1. 

,-. 
i.J 

Assim, com alfabeto lm itiirio, para K-s;ubconjunt.o s 

com imagem infinita, o mon6ide s i nt5tico não t raz informa

çao iitil. Com alfabeto maiores, podem ocorrer mon6idcs sin
t~ticos não isomorfos, mas eles serao infini t os sempre que 

a imagem do K-sub onjunto for jnfinita (Propo s içJo 3) ,e com 
estru tura independente do K-subconjunto ser ou não reconhe

cível. 

Vamos então restringir-nos ao K-~ubconj untos CUJO 



monÓidc é finito. O que se segue Iras'tTÜ que el-es têl11 Tela--
ção i'ntillla com conjuntos recoíiheci+veis.

IJm K-subconjunto de E* é limitado sse seu monõíde
sintético é finito, A faina']ia dos K-subcüiLjuntos ].imitados
é denotado Limpe, \rcl'G)Dos a.d.i.ante qi-ie Limo,-E não é um subse--
}niêine], de K<<:>>

PROPÜ$ $ (ÃÜ ' 2 . 3 Seja AÉ;Limpe
des;

Valem a$ seguintes propl'leda

(a) A é reconhecível (Li.mKEçRecKE)
(b) Im i. é finita
Cc) Pat'a todo keK, o conjunto kA'l {xÉ; */xA=k} é 'Fcr-o-

nheci've].

(d) Ã-kIwI tk2A2+..'knAn' caIR kiÉ;K, i;].,...,n, cada
AIGRecV.E, leão-alnbíg110, de suporte reconhece'vel, e

AI nA.i = 0 $e i z j

DEMONSTR.qÇAO - Ca)-Considere o K-=--aut6inata À = (M,6 L,F,H) , onde

rp. = aÃ, VaÉ;3{, ea

l se a' (x7rA) : b
}
10 caso contrario

( 2 . 3) xuab #'x€2:* a , bç;l'{

Verifá.ca-se imcdi.d'Lal:lORtC que u ã t2m HOFfà.slÊcn

Assifü, para tendo xÉ;E''' ,

{5xvAF

xzA.A

xA,

portanto /\ é reconheci-vel
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mon6ide e finito. O que se s egue mostra q ue ele s t~m rela

çao Íntima com conj un tos reconhecíveis. 

Um K·· subconjun to de [* é 7.-1'.mitado sse seu monôide 

sint5tico f finito. A família dos K-sub c onjuntos limjtados 

f denotada Li mKZ, veremos adiante que · LimKE nao e um subse
miánel de K<<E>>. 

PROP0SIÇA0 2.3 - Seja A€LimKE. Valem as se guin tes propried! 

eles ; 

(a) A é reconhecível (LimKEçRecK>=) 

(b) l m A 6 finita 
, ' p d kCK· , . - A-] r e ., / , l -} lC.J _ ara to o .., o c onJunto k' · = 1.xcE ''. _XAe:,r" e reco-

nhec:ível 
(d) t\ - L- A -'-k ,. . l, A 

• -
1"1 1 · '2'--\2 .,. • • • ''"n n' com 

- A.SRecvI, nio-amb íguo, de 
1 . , 

A.nA.=O s e i:;:J· · 
l J 

k .fK, i=l , ... ,n, 
] . . 

s upo rte reconhecivel, 

DEMONSTR'ACÂO - (aJ-Conside re o K-T,--aut.Ômato A"" (M~•SJ_, F , µ ) , ~----~--- . 

{ 1 s e a • C .x;r A) = b 

xµab - 1 VxSZ*, a,bSM. 
lü caso c ontrir io 

·veri fica ·-se i me dia tamente que µ e um morfismo. 

Assim, para todo xEE* , 

= XTI , A 
a 

"'xA, 

portanto A~ reconhecível . 

cada 

e 

011de 



(b)- Coma A= 'írAA e Ã t6m por domi+nio o conjulltu finito hl,
i Â in A ê :fmi-Ea

(c) Seja kGK. Se kÇ1lm A, ki\'l .: lã que õ reconheci'vel. Caso con
traria, coltsidere o B-E-autõlnato A., = (M,.5".:T;' ,p) , ande
p é definido ein C2.3) e

\

aÂ :: k

Segue imediatameílte q.ue xlA.,i = ]. sse xA = k, donde s(A)
; kA'l. Pela Proposição 11.2.1, $(A) Õ reconheci'vel-

(d) PodeTnos, em vista de (b), escrever

[m A = {k..

Por (c), k;A'l é um conjunto reconheci'vel, pa.ra cada i-
e claraineltte

(2 . 4) k.A'l',.k.A'l' @, se i;'j

Seja Ai :XkiA'lGRecKll, conforme a Propôs-ição 11.2.6. En
tão (2.4) se transforma em Alma.i 0 se i#j -e vcrifi.ca -se
que

+.k An n U

Un! K-El-cizito'mato daternz nz+ tido ê da fcJrlua

Á = (Q,l,F,E) , onde
(a) 1 = âq paira alguiB qCQ,

(b) Para todo aCt, p,qç;Q, aEpqe{ '1}
(c) ])ara todo aeE, pç;Q, cxis+cc no nlãximo uln estado q tal

t

que aE !Pq
As condições (b) e (c) são, con:juntamente, equina

].elites a

(b') Para todo xeE', p,qCQ, xE=,.G{0,1},
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(b)- Como A= n
1
J e f-1. têm por domínio o conjunto finito M, 

Jm A=Im Ã é finita. 

(e) Seja kGK. (' 1,[}1 A k·'·-l_r.~ o e l\ ~- m .'-\ , . ,;. •- w que é Teconhecível . Caso con 

trârio, considere o B-Z-autómato Ak = (M,6
1 

.. F' ,u), onde 

µ 6 definido em (2.3) e 

-F ' = l sse aA - k. 
a 

Segue imediatamente que xlÁkl :=1. sse xA=k, donde s(A)= 
--1 

= kA . Pela Proposição II.2.1, s(A) € reconhecível. 

(d) Podemos, em vista de (b), escreveT 

Im A = {k .
1

, . •. ,k}. 
. . 1l 

Por (e) , kiA-l ~ um conjunto reconhecível, para cada i, 

e claramente 

( 2. 4) ·1 A-1 k t. -1 '"" K-~ n. · .• \ 
1. J 

0 , se :i_;tj . 

Seja A., = X.k . A- 1 8Recyz:, conforme a Proposição II. 2. 6. En 
l J. ··'-

tã o (2 .4 )_ se transforma em A. nA . "'O .se i z J. -e verifica--se 
. 1 J 

que 

Um K-·"f.-autôma-to determin{;:;ti ea ê da forma 

A= (Q,I,F,E), onde 

o 

(a) I •= ôq para algum qGQ, 

(b) Para 

( e) Para 

que 

As 

lentes a 

todo 08í::, 

todo 06I:, 

0E = -1 

pq 
_._. 

condições 

p,qSQ, aE E{0,1}. pq 

p 6Q, e ·is te no máximo um esta.do q ta1 

(b) e (e) sao, conjuntamente , equiva-



(b') Para todo xGi:: , i)ÇQ, exi.ste no !Hiáxi.HO uln estado q
tal que xE=,. = l

PROPOSIÇÃO 2.& - Uln K-subconjunto de E* É; liJni+cado s$e fcjr
reconhecido por un} autiirnato deter'!jlinÍsti.co.

l)EMONSTRP.CAO - Sc AÉ;Li;!!KE, 0 8ut8Hta-co x'econhecendo A
traído na dali\olist)-ação da Proposição 3 (a) é

dctcrKiiHI'st.ico.

Se Á ê um autâlnato determinístico reconhecendo .A,

(b') mostra que h]ÁcMQ(B) (inca.usão de conjuntos), portanto
é finito. Pe].a Proposição 1, MA é i)}lagem homolnÓI'fica de
Logo MA é finita. i]

Uln fato usado [iâ ãelnonstração acima é ulli pléltaáo
s:ico, que \râ]c a pena ser i'essa].tacto
LEílA. 2.5 - Seja A uin K-=-autómato.. reconhecendo A. Se !v{,;

fmi.to então A é limitado.
e

PROPOSIÇÃO 2.6 Dados A,A'eLiiüv.E , kGK, os K-subulnju1ltos
kA, Ak,A+A' e ARIA' sãa lãmi.lados

.gE.BgN.!!Ba.ç.8.g - Sejam A = (Q,l,F,E) c Á' : (Q' ,l : ,F: ,E') , c:Jrn
nQnQ' ': @, autõnlatc6 (!eterTüinx'sticu re.=onheccil-

do

; ,

i-ecanheceO autõnlat:o deterlhinístíco Ak ; (Q,l ,Fk,E}
Ak e kA :: (Q,i,kF:E) reconhece kA, lltosHO quando K }lâo é coín}.l

t a tive .

Para A+A' te]ãos o autõrü:ito Á+A' , coHist.]'tiÍdo na Pro
posição 11.3.2, É imedia.t.o dll con.strução que

MÁ 4.Ar : }'ÍÁXh4Ar

COHlro A e Á' são determinísticos, seus ITioHÕides são
finitos, donde MA.tÁt é fin.ito. Pelo Leria 5, A+A' é limo
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(b ') Para todo x8L: *, pE:Q, existe no máximo um esta do q 

tal que xE * ;::, 1. pq . 

PROPOSlCAO 2.~ - Um K-subconjunto de E*~ limitado sse for 

reconhecido por um a~~Gmato deterministic~ 

l~~ONSTRfl,ÇAO - Se AE:U.mKt , o autômato reconhecendo A cons

truído na demonstraç~o da Proposição 3 (a ) ~ 

determinístico. 

Se A 6 um aut6mato determinístico reconhecendo A, 

(b') mostra que MA cM
0

(B 1 (inclusão de conjuntos) , portanto 

ê finito. Pela Proposição 1, MA é imagem homomórfi c a de MA' 
logo~¼ e finita. L.1 

Um fato usado na demonstraçio acima e um m~todo bi 
si co, que vale a pena ser ressaltado: 

LEMA. 2. 5 - Sej:1 A um K-L - autômato , reconhecendo A. Se MA e 

finito então A é limi tado. 

PR0P 0 SIÇA0 2.6 ·- Dados A,A'GLimK[, kfK, o s K···!c~uhconjun t os 

kA , Ak,A+A' e AnA' sao limi t ados. 

~!:1 O N S T R A ç /\ O - Se j am A =-0 
( Q , I , F ., E) e A 1 '°' ( Q ' , I ' , F ' , E ' } • e om 

QnQ ' ,e; (/J, autôrnata:; cleten1ü n í s ti c a; reconhecem -

do P. .. e A ' ~ 

O autômato deterjninístico A.k ~ (Q, I , .Fk ,E) reco n hece 

Ak e kA = (Q, I ,kF, E) reconhe ce kA, mesmo quando K náu é comu 
tativo. 

Para A+A' t emos o aut6mato A+A 1
, construído na Pro 

posição II . 3 .2 . Bimediato da construção que 

Como A e A' sã o determinísticos, seus mon6idcs sao 
finitos, donde MA+A ' ~-finito.Pelo Lema 5 , A+A' ~ limita
do. 
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Final.mente, o autÕülato ÁnÁ' construído na P)'oposi-
11.3.6 é determiliÍstico e recon1lece ALIA' }ilesmo se K não

for comutativo. !

Cabe aqui observa.r qt.te nem sempre o produto de K-
-subconjutos limitados é linlitíldo: Po{ exemplo, se consiJ.e-
rarmos o lq -subconjunto de E *

>l .l,
xGE''

reconhecido pelo autómato deteriliinÍstico

o N-subconjunto A' =>1 (lxl+l)-x não tela i)!iagolb finit.a, poJ'taj!
to não é ].iulitado.

PP.APOSIÇÃO 2.7 - Seja A upl K-subconjunto de E". São equiv'd-
entes

(a) Â. é lim:atado
(b) [ln A é fmi.ta e, para todo ]eGK: o con.junto, k!\ " õ

FCCOHihocÍvcl

(CJ A=kIAl+...KlnAn' kieK, AiGRecKE, não-ambã-gôtas, cola
suporte I'ecoíLhecÍvel, e ki#kj ' s(Ai)rls(Aj);g sc

(d) A ;klAl+'. -k:a-A,n' kieK, AiÉIRecKi:, não-ambíguos, com
suporte reconhecíxíe]

(e) A = 1(].A.:L' '' 'knAn' kieK, AieLimKil
(f) A é o camportan\en.to de un! K-->:-autâlliata de suspense

DEht01qsTRAÇÃ0 -. (a) i)aplica (b) , Proposição S.

(b) implica (c) , ver demonstração da Propaslção 3 (d)
(c) illlplica (d) , nada a demonstrar
(d) implica (e) Col\o cíi,da A.i é não-antbi+guo, MAj;Ms(Ai)'

e como s(A;) é reconheci'vel, bqA.i e fi.-
ni'co. Então cada A: e limitado.

l
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Finalmente. o autômato AnA' constTuÍdo na Proposi

çao I 1. ~,s. 6 é de ter mi nís ti co e reconhece AnA' mesmo se K não 

for comutativo. 

Cabe aqui observar que nem sempre o produto de K

-subconj utos limitadas~ limitado: Por exemplo , se conside

rarmos o N-suhconjunto der*. 

'i' X L __ , 
xGI:* 

reconhecido pelo aut6rnato determi nístico: 

o !l- subconjunto A 2 = Y ( 1 x 1 + 1) x não tem imagem finita, portan 
w -· 

to não~ limitado. 

PR0P05L~.9....l._. 7 -~ S_eja A um K-subconj-unto de L"'. S110 eq uiva -· 

lentes: 

(a) A~ limitado. 
(b) Im A~ finita e, para todo kEK , o conjunto, kA-l 

reconhecível. 

(e) 

(d) 

(e) 

( f) 

A·- k J1 + •( A í~ f:'K A ç.:pp,- í não - arnbíc_•.uos, corn - ·· 1 ·,1 • · • 1 n n' P. i ,. ' i ·-•-'- ~ ... K · ' f-. 

s upo rte reconhecível, e k. :!!k., s(A.)ns (A.1==0 se :u-J. 
l J ' l . . J" 

J\:;,;kl.AJ+ • •. k_ i\y , k.SK, A.:. E:RecvI: , n.ão-amb fguos, com 
. _ :U ,n 1 .1 1\. 

suporte reconhecivel. 

/
" _ 1, " -i 1,,. I' ·1- rv '-\ - 1•,._ ~l J--\ 'L • b ♦ e ..1:'\. ., -•~ , \.. • C l\. , 

L . n n i 

P f~ o f' o rr11 ) o ·1~ ·t ~ 1·1 1e·, r1 t n d e \. .. "--· -· 1 Cl- 1 .... -· • 
de s uspense, 

DEMONS!~~-!j_§_Âü - (a) irnplica (b ), Proposi.ção 3. 

(b) implica (e) 

(e) irnplic.:a (d) 

(d) . 1 . imp~1ca e E;) 

' 
, 

.. 

ver demonstração da Proposição 3 (dJ. 

nada a demonstrar . 

Como ectcla A. e não- ;:i.mbfgu o , MA.=-'Msrt\ ·), 
:L · 1 - 1.· ·l 

e como sfA.1 e reconhecível, MA• 6 fi -... l ~ll 

nito. Então cada A. ~ limitado. 
]. 
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(e) implica (a) , J\placa-se inda-i+uivaínente a Proposição 6.

(a) equivale a (f). Proposiç.ão 4. Í]]

}v SEFI Ê AFIA i S L l i4 ! TADORE$

A Proposição 2.7 diz, eni:re outras coisas, que se
A é ].in2itadü então !m .A é fi.Dita e A é reconhecível. É unia
questão releu'ante saber se todo K-subconjunto recontlecível
de inlagen finita é Ilimitado. Não ptidemas provar que isto va
le para todo spí:lianel K, nela encontramos um contra-exemplo.
O que rate)nas agora é estudam' a classe dos seiüiariéis para cls
quais essa recíproca é vá].i.da

O181ítuHos um! seillia.ltel K de ZÍTMtcaHgor se fado K-subcanjlinto re

conheci've]- de 11* can\ iinüge]n finita é ]initfido, qual.quer que
seja G alfabeto finito

PROPOSICAÜ 3.t - Todo subseM.anel de Wlsenlíane! lin\itador ê un!
semianel liniitador

.gE39111.8AÊA0 - ilDcdi.&-Lã a partir da. caracterização ]la Proa.g.
sifão 2 .7 (dl) . n

PRDPOSl:ÇÂ0 3.2 - Se K é fmi'Lo, então X é li.!ditador e
iie c .,}

Seja .AGRec.,E. Canto K é fi.ilito Ini A é fmi.ta
Se 4. é uni K-E:-autómato !econhecendo A ; }l:

é um HERÓI.de de matrizes c'OHI colcficicntes CTi] K, })O]'t8rJtO, e
fi.mito. Pc]o ].ewla 2.S, A é ]inlitado. Segue qtle K é limita-
dos e RccKESLámKt. A igual.dada decorre da Proposição 2.3,

BENGHSTRACÃÕ

Tina consequência desta proposição e da Proposição
2.6 é que se K é finito, Reco.x é fechado c!!i relação ã üper.g.

P RO ?ü$ ! ÇA0 3.3 Un senlianel é linlitadar sse t.odo su!)selnia
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(e) implica (a). Aplica-se indutivamente a Proposiç~to 6. 
(a) equivale a (f). Proposição 4. íl 

IV.3 - SEMIANÉ!S LIMITADORES 

A Proposição 2.7 diz, entre outras coisas, que se 
A~ limitado então Im A e finita e A 6 reconhecível. ~ uma 
questão relevante saber se todo K-subconjunto reconhecfvel 
de imagem finita ê limitado. Não pudemos provar qu8 isto VI 
le para todo semianel K, nem encontramos um contTa-exemplo. 
O que faremos agora é estudar a classe dos semianêis para os 
quais essa recíproca ê válida. 

Chamamos um serniane1. K de Z-úrrii;a.dür- se todo K-:-st1bconjunto 1~. 

conhecível de E* com imagem fin i ta~ limitado, qualquer que 
seja o alfabeto finito r. 

PROPOS I ÇAC~....L..!_ - Todo subsernianel de 11i--r1semíanel limitador é um 

semianel limitador. 

DEMONSTRAÇÃq - Imediata a partir da caracterizaçio na ·Propo 
sição 2.7 (d). o 

PROPOSIÇA~_J.2 - Se K ~ finito, entao K e limitador e 

LimKt: = RecKr, 

DEMONSTRAÇAO - Se ja AGRecKE. Como K ~ finito Im A~ finita. 
Se A ~ um K-Z-autBmato reconhecen.do A, i\A , 'A 

e um mon6ide de matrizes com coeficientes em K, portaLto, ~ 
finito . Pelo Lema 2.5, A 6 limitado. Segue que K ~ 
dor e RecKí: <:Li mKZ. A igualdade decorre da Proposição 
(a). [J 

Uma consequ~ncia desta propos1çao e da Proposição 
2.6 € que se K 6 finito, RecKr 6 fechado em relaçâo a oper! 
çao n. 

PR0P0S!ÇA0 3.3 - Um semianel e limitador sse todo subsemia.--
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n.e.]. i].n],ta.men,'te gerado o ioz

DEMOS:STRÂÇA0 - A parte ''só se'' fica por ccnta da Prolnosição

Se todro subselnianel fin:i.{,agente ge3-ado de K ê linii
tador , coíLsidêrc um K-subco]-ajunto A,recoMlecido ])or A=(Q,t,P,n) ,

caIR iinagern finit.a, Seja KI o sul)sela.anel- do K gerado por tcd
os caefici.ei\tes em l,F e das ÍRatrizcs aE. Então, Á ê um K.
-E-autómato, e AÉ;RecK]il. Corto K]. é finitaniente gel'ado, A é
lilrlit.ado. n

l

PRopt)SlcA0 3.4 - i)ado AÉIRec.,E c.onl itnagem fmi.ta: se exist ii'
um semianel lil\!itador K. e un! HOTfislãio

@:K-' K. , que seja injctor restrito ã imagem de A, então .q
é li.mít,ado, Portanto, se para todo subconjunto finito Fr-K !
Riste um semiane] K. e Ü:K-' K. injetor restrito a ]; então K
é li.111i tadol'

DEnoNSTK.8$A0 - Seja Im A: {kl'...,kn}. O Kl-sut)con:luilto Â@
É; reconhec31ve]. (Proposição 11.3.9) ,e ]Kt ]\iP=

: {klÜ,... ,kn$} é finita. CoRloJ KI é ]imitadar, .ãxP é ].im].+.a-
do . portanto A@ = k].WAl-b. ..+kn@Ar.' conforme a Prapc,lição 2.7,
comi s(Ai)ns(]'i) :ló se i#j. Observe '4ue, corno Üil...Ae injetg.
ra, kia,#k.iq/ se i.pj. Como s(Ai) é rcconhec lives

Ai ' XsCAi)eRecKE

É imcdi&tc] que A = kIAl4-. - . tknAn' e ê lín\atado, pela Prol)os.L

zRpresentamQS aqui alguns exemplos de seíni;anéis li
nlitadores infi.ni l:o s

Se FcZ é finiito, tomando-se p'maxljxjjxçP) ,o epi'

r1lorfislno canÕni.co Z-* Z2P+l é injet.or restrito {à F

Apliciindo-se a Proposição 4; vens que Z é limo.tadür

(ver secção 1.4). Se Fc#ü é finito, seja
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nel finitamente ger ado o for. 

DEMON STf{AÇ_Í\O - A parte "só se" fica por cunta d.2 Propo s ição 

1. 

Se todo subsemiane1 f:i.11itamente gerado de K é lirni 

tad or, cons iderc um K-subconj unto ·A ,reconheci do por A=" (Q, T ,r~ ,E) , 

com imagem fini ta , Seja K1 
o subsemianel ele K genido por todos 

os coeficientes em I ,F e das matrizes oE. Então._ A é um K1 -·
 

-r - autômato , e AERecK1L'.. Como K1 é finitamente gerado , A e 

limitado. 

PR0P_0~~\O 3.4 - Dado AGRecK>: com imagem finita , se existir 

um semianel limitadoT K1 e um morfismo 

i)J:K ➔·K 1 , que seja injetor restrito à imagem de A, entào /\. 

6 limitado. Portanto, se para todo subconjunto finito pçK e 

xiste um semiane1 Kí e 1p:K + K1 injetor restTito a F então K 

é limi ·t ador. 

- Se i a J rn A = { k ·r , • , . , k }. O K 
1

- s u b e o n ·j unto A \ÍJ 
J Á n · 

é re onhecível (Pr-opos:i.çã.o II.3 .9) ,e Im Ai!J= 

= {k1~ • . .. ,kn~} f finita. Como K1 6 limitador. At ~ limj_ta 

do , portanto A-,,. = k .1 1)JA 1 
+ ••. + k tbA . • conforme a Pron()s j cuo 2 . 1, 

'/' J.. .L 11 • 1l . ., 

com s (A.)ns(A.) =0 se j_ ;tJ,.;• Observe c_1ue , como ·iJii -1 ,, é inJ·eto 
· i - J · · .m ,t 

Ta, k.~~k.~ se i~i. Como s(A.) ~ reconhecível 
1. J - . l 

:E imediato pela Propo s j._ 

o çao 

Apresentamos aqui alguns exemplos de semian~is li

mitadores inf i nito s : 

Z - Se Fc Z ê finito, tom.ando-se p •• max{ i x l l xfF} , L"' 
' 

mcnf ismo canônico Z + Z ,
1 1 e inj ctor res t.rj to a 
~p+ 

Aplicando-s e a Proposição 4, vem que Z f limitador . 

N - (ver secçã.o I.4). Se FcN é finito, seja 

l 
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iilaxlxÉ;F/xgm}

0 HCITfislRQ +..:N'n definido por

corltrãrio

é injet.or restrito a F. Nax'alllente, pel-a Proposição
4, ?g é lilnitador

CI/er secção 1.4). Seja K unl subseibiallel de R, gera-
da pelc} canjuntcJ finito {k. ,...,k.}. Os eleinentosde
K são somas de produtos dos k: , Fias a soma eln i? é de
xcillidâ por

acb = minha.b)

pol'tanta, os elementos de K são produtos dos k; .hÍas
o produto em R ã a solltü de R.u'-, Cranianos de u o ínc
aQr entre cs k. nãa Diuli $

Seja agora FcK, filhito e n uin inteiro maior
que todosos nlbl-os de F-m . Seja

K. = {x(;lK/XÉn u x w}

3

Ql-ialquer snuMÜ dcs k; coDt mais de ]]/a parcelas ten'iva
lor niaicr que 11, portanto: K:. õ filhito. líamos dar a
K,. orla estrutura de semianel por

aeb : min(a ,b)

Ía.Fb se a+b É; K..
a ,b l

}n caso contrario

O epilllol'cismo $.:K+ K'. definido pela expressão CS-l.)
ê injetor I'está-íto a F. Aplicalldo-se a PTOPCJSi-çãCJ 4,
K ã [irnitador, e peia Proposição 3, R .é ].i.!!!itadol-
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n = max{x8F/x~00 }. 

O morfi srno cp : N ➔ N definido por n n 

( x se x ;,: n ou x = ú,) 

i 

Xtp =J 
n 1 

ln caso contr5rio. 
' 

é injetor restrito a F. Novamente, pela Proposição 
4. N i limitador. 

R - (ver secção I.4). Seja K um subsemianel de R, gera-
do pelo conJ·unto fíni to f1<: k 1 Oc: elementos de .__ .... 1~,. ... , rtJ .. ~ ...... 

K são somas de produtos dos k .• Mas a soma em f< é ele 
l 

finida por 

portanto, 

amb :::: min(a,b), 

os elementos de K sio produtos dos k. ,Mas 
l 

o produto em R f a soma de R+u 00 • Chamemos de a o me 

nor entre os k. não nulos. 
J.. 

Seja agora FcK, finito e num inteiro ma io·c 

que todos os membros <le F - 00 

K n 
, ·,K/ = ª ~,(- . X<Jl L ·" .... .L .., -

Seja 

Qualquer soma dos k. com mais 
}. 

de nJo. pan:: elas tem v~ 
lor maior que n, portanto, K - . ll ê finito . 
K uma estrutura de semianel nor· Il l , _ . 

a@b ""min(a,b) 

\ a+1) se 

= ) 
J 

ln caso 

a -;-b E: K n 

con trâTio. 

Vamos da:r a 

O ep :i.morfismo <jl : K -1e K definido nela expressao (3.1) n . n L 

e injetor restrito a F. Aplicando-se a Proposiçijo ~ 
K ~ limitador, e pela Proposiç~o 3, R -~ limitador. 



1] .- É; utü subse)niüne] r]ü 7{, e pela Proposiçã.c, ] é ]:imita
dor

PROPOSIÇÃO 3.5 - Todo corpo (cLomutativo) K é ].i]nitador

Dfr10f!$TRAÇAO - Seja AGRec.E com imagem fmi-ta. Voltemos a dSId-r.h-+++q+p-'-no4u-nn++n.+»--e«ü-;r ' n#.paÀu. A/ . :q . \.-F >n-

monstração do 'l'eoi'CHIA 111.4.1.Pax-a todo xÉ;E*,
a rnâtriz XXe(11Mx)nxt' onde r] é o posto da ]riâtt-iz de Uankel
H(A) , portalita, tentos um conjulltc' finita de matrizes XX Cg
mo xp = (IX)'xxX, existe uma quantid.;.!de finita de matrizes
xp, e o atltâmato Á, construí'do nesse teorema,recor].hecendoA,
tem o monóide finito. Peia Lema 2.5, A é limitado. !]

Observe que isto dá outra. demonstração de que Z é
liillítãdGJT

Ainda ilo caso de corpos, telíios uma caractei':i.2.anão
de K-subconjuntos ]iinitados em ter)fios da matriz de !!ankel

IJti.lizare1lias a notação da Teorema 111.4.1

P.ROPOSiÇAQ 3.6 - Seja K um corpo, A uli} K-sul)conjuntos.e E*
São equiva].entes:

Ca.) A é 11 imitado
(b) H(A) tem uma quantidade fi-feita de cülurias distiJttas
(cl} H(A) tem unte quantidade f:i.Dita de li.nuas di-sti.fitas
(d) H(A) tem pasto filtit.o e uma quantidade fi-feita de eB

iradas H(A) vw distintas
(a) implica {jb). Como A é lim:i-taco, H(A) teus

pasto fmi.tnu n e existem c-onjuntos

D ; {d. , .. . ,d } , G : { g,,.l in '-i

DEMOF{STRÂCAa

de pal-a\rias como no Teorema 111.4.1. Tod?l colulla Cw õ univg
comente determinada pelo vetar ni(w) , que satis:E[LZ

g (w) = Bín(p/)

Bij : gidj.A e g(w) é o vetar col-una (glwA,' . : ,gnw.A) . Cg

- 7 S -· 

M - e um subsemiane1 d e lê., e pe l a P-rop o s iç ão 1 e 1:imi ta 

do r . 

PROPOS!ÇAO 3.5 - Todo corpo ( c omutat i vo) K ê l imit ado r . 

DEMONSTRA_~_Ão_ - Sej a AERecK I: com :i magem fi:n it a. Voltemo s a de 

mons t raçio do Teorema III.4.1.Para todo xGE\ 
. rr ) n x n d ~ d . d •1 k l a matriz xxc'-ImA , on e n e o po s to a ma t r1z e 1,an .e ~ 

H(A), portanto . temos um conjunto finito de matrizes xx. C~ 

mo xµ:::: (lx) - 1xx, existe uma quantidade finita de matrizes 

xµ, e o aut6mato A, construído nesse teorema,reconhecendoA, 

tem o mon6ide finito. Pelo Lema 2.5, A~ limitado. O 

Observe que isto di outra demonstração de que Z e 

limitador. 

Ainda no caso de corpos, temos uma caracterizaç ão 

de K-subconj un.tos Jimi tados em termos da matriz de Hankel. 

Utilizarenws a notaçio do Teorema II I .4.1. 

P_ROP0SI çÃo }.6 - Seja K um corpo, A um K-suhconjunto de l:''. 

São equivalentes: 

(a) A é limitado 

H(A) tem uma quantidade finita 

H(A) tem uma quantidade finita 

de colunas dist:in t a s 

de l .'. nhas d i stintas 
(b) 

(e) 

(d) H(A) tem po s to finito e uma quan t idade finita de .n 

tradas H(A) distintas. 
"'J"Vl 

DEMONSTRf1ÇA_Q - (. - . ~ . rb) . a J l mp J..J_ e a \.. _ • Como A f l i mitado, 

posto finito n e existem conjuntos 

D== {d
1

, ••• ,d } , G '°' {g
1

, ... ,g} 
n ~ n 

H(A) tem 

de palavras como no Teorema III.4.1. Toda coluna Cw 6 univo 

camente determinada pelo vetor m(w) , . que satisfaz 

g(w) "' Bm(w) 
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mo B é i.nvers3+-t'el-, existe DIRÁ correspondência l)iunz'u'oca en-
te-e os vctroFes !8(w) e g(w). lias os coeficientes de g(w)
tão em l:lA que é fmi.ta. Portanto, existe uma quultichdc fi
feita desses valores e consequentemel\te de colulla$ distintas

(b) impl-ica (c) Sejam dl'... ,dk palavras tai.s que pal'a to-
do weE''', Cw :Cdi para algum!: i. Então toda

linha LW fica tleteT'minada pelo vc'uoF d(w) = (adIA, .,wlkA).}qas,
)/diA = ]C..di : ICdi - d.iA para algum j . Portanto, os coefi.cie9
tes dos vetores d(w) são extraídos do conjun+co adIA,...,dkAllg
gc: existe um numero finito d.e d(LV) 's. Portanto, número fmi
to de iíntlas .

(c) implica (d). Se H(A) tei11 número finito de linhas distin
tas, claramente tem posto finitcn. Ainda,se

gl'. ' . ,g.r são tais que Lgl'. . . ,Lgr são representantes ilc ta

das as linhas: para toda \ ,w, H(A)w.. :' w'.A = ILw, = ].Lgl : giA,
para a].gt.im i. Portanto, as entradas de }f(A)são agIA,...,gíP}
(d) ill\placa (a). Se nCA) feRI pos-to fi.Rito, Â é TCCTIH]lCCÍVC].

Como H(A) tela número fi.mito de ente'ada.s,
ILHA é finita. Jã que K é ]timi'apor (Proposição 5). Ã é ]-i-

PROPGS[çÀ0 3.7 - Se K é ]-imitados e /4€K<<E>> é não-ambíguo
entãc} A é recollhecx've] sse s(A) 8 uma lin

guageiit reconhecível

!E..Eglãl5ASIAg - Se s(A) é reconhecív'el, .À ê; recollheci-vel-, pg
la Proposição 11.2.6. Se À é não;-ãlnbíglJO,

]lili AçÍO,l} é fi11i.ta, e sel]dc A reconheci'xe]., como K ê liíüi-
tüdor, A é limitado. Pela Proposição 2.7, A = ].A.+QA? : A.
con\ s(AI) e s(A2) reconhecív'eis. Então s(A) é recon]:iecíve]

U
s (/q) é

E
KI

PRO posiçÃO 3.8 Se K é limitíldor e K. um sut)seinia)lel
então , Limo }lnK. <<E>>

K,

DEMONSTRÂeAG Dado A € Linlt,1lnK.<<E>.>, todo K-E-autânlato de
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mo B ê inve1·s:ível, existe uma correspondência biunívoca en
tre os vetores m(w) e g(w) . Mas os coeficientes de g (w) es
tão e m Im A que é finita. Portanto, existe urna at &7.tidad.e f i - " ·-
nita desses veto r es e consequentemente de colunas distinta~ 
(b) impli- a (e). Sejam d1 , .. . ,dk palavras tai s que para to-

' Sr•* e ,-, ·1 • 1' - - d uo wf,1~ · , w :: '-'dj_ para a, gum 1. r::ntao to _a 

linh a L
1

_ fi ca dete-rmina<la pelo vetor d(w) = (wd1A, .. ,vid,_A).Mas, 
~ K 

wd-A == lCwcl · = 1 Cd-i = d .A pa.r a alg um j. Portanto, os coe:Li.cien l J_ J J 
t.es elo s vetores d(w) sã.o· extra ídos do conjunto {cl1 A, . . . ,dkA}l~ 
go ex iste um n~mero fin i t o de d(w) 's. Portanto, nümero fi nj 
to de linhas . 

(e) imp l i ca (d). Se H(A) tem nümero .ç. . .,. 
.t..lill LO de linhas distin 

tas, claramente tem posto finito. Ainda. se 
g1 , ... ,gr sao tais que Lg1 , ... ,L gr são representantes de tQ 

d a s as .l í n h as . p ar a to d o V , w ' H ( J\) == VW 1\ = 1 L == 1 L rr' = g ' A ' - -- vw· V1v 6 -1. J_ 
para algum :í. . Portan t o , as ent r adas de H (A) são {g1A, . . . ,~/}. 
(d) implica (a) . Se H(A) tem post o finito, A é reconhecível. 

Como H(A) tem nfimero finito de entradas. 
IrnA é finita. Já qu e K é limitador (Propos ição 5), A ê li -
mi t ado . O 

- Se K é limi ta doT e Af:K<<E>> é não-ambíguo , 
então A ~ re conhecível sse s(A) € uma lin

guagem reconhecível. 

PROPOS!ÇAO '.1 ' .} • f 

DEMONST RA ÇAO - Se s(A) é reconhecível, A é reconhec.rve1 , p~ 

la Proposição 11 ~2.6. Se A ff nio~imbíguo , 
lm Aç{ O, l} e finita, e sendo A :re conhecíve l, como K é limi
tador, A f limitado . Pela Pr oposição 2. 7 , A = l A,+ OA~ = A1 , 

.L L 
com s(A1) e s(A 2) reconhe c ívei s. Então s(A) ~ r econhec í vel. 

[] 

PROPOSICAO 3,8 - Se K ~ limitador e K1 um subsemianel de K, 
~ r · ~ K f. 1- ~ entao, ,imKL,n, 1<< ~>> = imKi" • 
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terJninística q\)e recolnhece A é ulu Kl-E-autÕ-
mato determina'suco . []

PROPOR!ÇA0 3.$ Se K. e K,, são selni.anéis limitadúres, a sg
}na di.Teta K.la,K7 é uiti se3mianel limitados

.gEllg!.!:l..LIAS.8g - Seja A unl KloK2-subconjunto reconhecível de
E':, de imagem finita. Considere os suhsemia

fiéis de K].©K2, Kl:Kl©0 e K2 ; 0aK2' que são, respectivameB
te, isomorfos a KI e K2, portanto lilnitadores. Sejam

$i :Kl©K2 '» Ki, i;1 ,2J. J. af A

as projeções cz\nânicas. Então, A=A@l+A+2' co)no A é I'econhg
cível- de imagem finita, A+l e A(b2 também o são, e como Kii e
K; são ]-i.matadores, A$]. c A+2 são limitados. Portalnto, a $g
]na A tambélit o é . ]]

COROLÁRIO 3.10 - Se {KiliGI é unia fa11\í].ia qualquer de semi-
anéis ].imitadores, â soma di.Teta © Ki tap

bétít é uni seinianel liiliitador

EICbiONSTK/\CAO - Basta observar que todo sul)seinianel- fãni-ta-
iiiente gei'ado (]e .g.K.i é subsemiane] de uma soma

?.K.l , onde Jcl é finito e K:l é'um subsemiane-L de Ki' Basta
agora aplicar as Proposições 1, 9 e 3. i]

Para a proxima propriedade de gemia:réis linlitado-
res precisaremos de uln resultado d.e F]iess ]]F].]

j.e!

Considere uln conjunto finito Q e um sairia.nel K
ap].icação

À

$ : MQ (K) <<Z>> 'F MQ CK<<ii>>)

que a AÉ; bIQ(K)<< 1>> associa A$ dado por
x(AO).,. = (xA).., VxÉ;E', p,qCQ

'Pq ' 'Pq

é uin isomarfislno de. semianéis.

f;ROPOSICA0 3.11 - (F]iess [Ft])- A restrição da isomorfisnlo
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terminístico que reconhece A 6 um K1-E-aut5-

mato determinístico. O 

PR0POS!ÇA0 3,9 - Se K1 e K2 são semian~is limitadores, aso 

ma direta K1~K 2 ~ um semianel limitador. 

DEM0NSTRA~AO - Seja A um K1eK 2-su~conjunto reconhecível de 

E*, de imagem finita. Considere os subsemia

nêis de K1~K 2 , K:i_ == K16l0 e K 2 "" O@K 2 , que são, respect ivame~ 

te, isomorfos a K1 e K2 , portanto limitadores. Sejam 

<Pi:K1~K 2 +K1, i.=1,2 

as projeções canônicas . Então, A= Arp 1 +
A$ 2 . Como A é reconhe 

cível de imagem finita, A~ 1 e A~ 2 tamb6m o sao, e como K{ e 

K~ sio limitadores, A~ 1 e A~ 2 sao limitados. Portanto, aso 

ma A também o é. IJ 

COROLÁRIO 3.10 Se {K.}. 61 ~ uma família qualauer de semi-
1. 1 . - -

an6is limitadores, a soma direta m K. tam 
i6I 

1 

b&m ~ um semianel limitador. 

DEMONSTRAÇA~ - Basta observar que todo subsemianel finita

mente gerado de e K. é subsemianel de uma soma 
~ i€I 1 

m K! , onde Jcl S finito e K! ~ um subsemianel de K .. Basta 
:i.GJ l 1 l 

agora aplicar as Proposições 1, 9 e 3. O 

Para a pr6xi ma propriedade de semianfis limitado

res precisaremos de um resultado de Fliess [Fl]. 

Considere um conjunto finito Q e um semianel K. A 

aplicação 

que a A€ MQ (K) <<E>> associa A<p dado por 

x(A<I>) = (:xA) , Vxfr·r., p,qE:Q 
pq pq 

~ um isomorfismo de. semian~is. 

PROPOSIÇÃO 3.11 - (Fliess [F1J)- A restrição do isomorfismo 



78

acima a RecMQ(K)E é u": isg
ntorfisí:-c, entre RecMQ(K)E e MQ(Recue)' *
PROPOSIÇÃO 3.12 - Seja K un semianel liinit.odor e OI um con-

jt!nto finito. Então. G senil.anel Mn(K) é í.i
}lli 't odor : :

DEMGN$TRÂ
Seja AeRecMQ(K)E cow' imagem finita. Para ca
da p,qÉ;Q, o K-subconjunto de z* A.. defi.nado

por

xApq ; (xA)pq

tem imagem finita, e pela Proposi.ção 11, é reconhece'vel.Por
tanta, como K 8 1i.!ditador, cada A.. é ].ilimitado. Por :aei.o do
monomorfisn0 4-:K->MQ(K) dado por k+ =k.IQ' onde IQ é a ]lla-

triz identidade, temor que cadaA»q4) é 'umi'IQCK)'
subconjunto de: >1", ' ' ''

Considere agora a família {ePqlp,qÇQ'h4Q(K) dada por

ePq

Então,

se i=p e j=q

ca.sü co!!tt'aria

p>1- p" m..m ,
e é lílnitado pela Proposição 2.7

Se K ê um corpo, G um {]rupo finito ta] que
cara/'IGI então o anel- de grupo KG é ]-imita

l
U

COROLÁR i 0 3 . 1 3

dor

A definição de anel de gl'!.ipo e os Teorelllas de l.las-
chke e }-.!edderburn podem ser encontrados em Curtas 8 Reinar

DEHONSTRACÂa Pelos teoremas de blaschke e Wedderburn

--------
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acima a RecMq(K)Z: 
morfismo entre Req,1q (K) r e MQ (RecKí::) . . 

é LlTI1 i SO 

f>ROPOSIÇAO 3. 12 - Seja K um semianel limitador e Q um con-
· f · · t E11ta-.o ·o · 1 M ,·K'I · - 1..L..: Junto in1 o . sennane_ dQ l • 1 e 

mitador. 

DEM0NSTRAÇ~O - Seja A€Req-Iq(K)Í com imagem finita. Para ca 
da p,qSQ, o K-suhconjunto de E* A definido pq 

por 

= (xA) pq 

tem imagem finita, e pela Proposição 11, ~ reconhecfvel.Po! 
tanto, como K ~ limitador, cada A S limitado. Por meio do pq 
monomorfismo <j): K + MQ (K) dado por k$ = k · IQ, onde 
t-ri z identidade, temos que cada Apq(p é 
subconjunto de I*. 

Cons ídere a.gora a família { epq} ,~
0

cM'"' ( K) dada por p ,ql:'.'- !-.'. 

Então, 

uq e';. 
lJ 

contrário. 

e e limitado pela Proposição 2.7 . [1 

COROLARIO 3.13 - Se K f um corpo, G um grupo finito tal que 
carK/IGI então o anel de grupo KG~ limit! 

dor. 

A definição de anel de _g:rupo e os Teoremas de Mas·
chke e Wedderburn podem ser encontrados em Curtis & Reiner 
[CR1J. 

pEHON~TR AÇÃQ_ - Pelos teoremas de Maschke e Wedderburn, 
~ 

KG e 



lsomorfo à soma direta de anéis de ]natrizes
sobre o fecho a].gébi'ico de K, Este fecho é liinitador, ])ela
Preposição 5, e pela Proposição 12, cada anel de mütlizes ê
limitados. O reE;ultado segue então do Coro]ârio ]O. []

O que apresentamos nesta secçã.o consiste essencial
atente nfl busca de propriedades de semianéis iiinitadores e na.
tentativa dc encontrar a].guia semianel sem essa. propriedade
Isso aqui.valeria a apresentar um K-subconjunto i'ecanheci:vcl
A, caIR imagem filli''La tal que kA' t não fosse reconhecível pg.
ra algu11i kÉ; K. Não conseguimos esse exen\plo, iras, em contra.
partida, }aostrmnas que os sen\ialiéis ]-i.matadores íloriliam nula
classe belHi ampla

Outra possibi].idade que levamos etn canta neste trg
balhox ã a de que todo sentia)ael é limitados-. Acontece que,p.g
ra provarmos isto, casun seja vei'jade, a Úni.ca técnicadeque
dispomos é a de mostrar que toda séria forma]. Toconihecíve].,
cola imagem finita, é recollhccida por ullt K-E-autõnlato cujo ntg

nõide é finito. Fias temos exemplos de K-E-autâlüatos muita
sintples., cma manai.de infinito, qile sugerem que essa consta.E
ção pode dependcx- muito da estrlutura do senlianel-. Por exem-
plo, considere o Z-a-autómato Áa:: (2,1,F,E) , onde

ío} fz *- í]
1) . F = 1 1 . E = i 1 . aeZ , ií.l='t

ti] 1.0 a J

Para todo n 2 0 }

fl a"-ll

portanto MÀ é infi.nato. Mas anlÁal =1, para todo n
UHltâ outra forma. de tenta rios provar que todo seKli-

aiiel é limitados envolveria uma classificação cainpleta dos
semianéis. o blue foge do escapo deste tribal-ho

isomorfo i soma direta de anfis de matrjzes 

sobre o fecho alg6brico de K. Este fecho~ limitador, pela 

Proposição 5, e pel~ Proposiçüo 12, cada anel de matrizes e 

limitador. O resultado segue entio do Corolirio 10. D 

O que apresentamos nesta -secção consiste essenci~! 

mente na busca de propriedades de sem"i.anéis 1 imitadores e na 

tentativa de encontrar al gum semianel sem essa propriedade. 

Isso equivaleria a apresentar um K-subconjunto reconhecivel 
' 

A • -j- • • L 1 J. a - i_ - ,- 1 ,' 1 
, com imagem ~1n1~a ta que tA · nao rosse recon~ec1ve p~ 

ra algum k€ K. Não conseguimos esse exemplo, mas, em contn1 

partida, mostramos que os semianéis limitado r es formam uma 

classe bem ampla. 

Outr a possibilidade que levamo s em conta neste tra 

balho ~ade que todo semianel ~limitador.Acontece que ,p! 

ra provarmos isto, caso seja verdade, a Única técnica de que 

dispomos 6 a de mostrar que toda s6ria for mal reconhecível, 

com imagem finita,€ reconhecida por um K-E-aut6mito cu jo n~ 

nói.de é finito. Mas temos exemplos de K•-r-autômatos muito 

simples, com mon6ide infinito, que sugerem que essa constru 

çio pode depender muito da estrutura do semianel. Por exem

plo, considere o Z-a-autômato Aa o.-: (2,I ,F .,E), onde 

I == ( -1 1), F a8Z, 1 a 1 > 1. 

PaTa todo n ~ O, 

portanto MA é infinito, Mas crn!Aal:::: l, para todo n. 

Uma outra forma de tentarmos provar que todo semi 

anel é limitador envolveria uma classificação completa dos 

semian~is, o que foge do escopo deste trabalho. 



}V.4 - 0 CASO K:N

Ds N-subconjuntos de E* foram o pontão departidada
teoria. que levou ã generalização pal'a. senlianéis. Eles fo-
ra.m introduzidos por Chomski e Schutzenberger [C$1],como mé
ta-do para a estudo de linguagens formais, Mt3itos rest1ltados
apresentados nesta di.ssertação para gemi.anéis qu:}.iscluer, e
ãs vezes, pÉtra certas cl-asses particul-ares (anéis Gucorpos),
são generalização de resultados obtidos inicialmente para N,
Z ou Q

Eilenberg faz utR estua-O si.steírtãtico de Rec:.E rias
secções Vl-9 a 12 de seu livro. fiasse estudo ocorre o con-
ceito de íg--subconjunto cotado (''bouilded'') , sefldo que

Aeiq<<:>> ê cotado se existe Llm natura] p ta] ql-!e xÃ g p,
para toda palavra x.. Isso, para o se11iianel f! é equivalente
ao conceito de N-subcon:junto de imagem :finita. O$ 1'1-subcon--

juntos co'Lados reconhecíveis (portanto, limitad.os, })ois N é
].iitli.xctldor) têm um papc] especia] na teor].a geral en\vista do
seguinte ]'csxultãdo (Ei]enberg [El], teorema ] tí.]].])

TEOREMA - Se A,B são N.-subccnnjuntos TecouJhCCI'vos de E* e B
é cotadc>, então o i:l.-subconjunto

A-:n = Eniax(xA-xB ,0)x
é reconheci'vel

Observe qi.ie a hi.põtese ''cotado'' nãun pode ser total
dente e].in}.irada,pois ,se considerei-!!tos a$ séries eln RecfüÍa,Tl}

>ll xl. !,

temos que

A n J\ +B í] B i(i*lá'''i *l {) x
e
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1 V. li - O CASO K =N 

Os N-subconjuntos de I:* foram· o ponto de partida da 
teoria, que lerou ~ generalizaçio para semian~ i s. Eles fo
ram introduzidos por Chomski e Schutzenberger [CSlJ,como m~ 
todo para o estudo de linguagens formais. M1itos resultados 
apresentados nesta dissertaçio para semian~is quaisquer, e 
às vezes, para certas classes particulares (anéis ou corpos), 
são generalização rle resultados obtidos inicia l mente para N, 
z ou Q. 

Eilenberg faz um estudo sistemitico de RecNE nas 
secçoes VI-9 a 12 de seu livro . Nesse estudo ocorre o con-
ce:i.to de N-· subconjunto co-cado ("bounded"), 

A 8 N<<Z:>> é cotado se existe um natural p tal 

sendo que 

que Y..A :; p ~ 

para toda palavra x. Isso. para o semianel N f equivalente 
ao conceito de N- subconjunto de imagem finita. Os N-subcon
juntos cotados reconhecíveis (portanto, limitados, pois N ~ 
J. i mi taàor) têm um papel especial na teoria geral em vis ta do 
seguinte resultado (Eilenberg [ElJ. teor ema IV.11.1): 

TEOREMA - Se A,B são N-subconjuntos reconhecíveis de E* e B 
f cotado, então o N-subconjunto 

e reconhecível. 

Ob s erve que a hipótese "cotaào" nao pode seT tota.!_ 
mente e 1 imi na,ia, pois , se cons idcra rmos as séries e111 Re cN { cr ., T} : 

A= t,!xl,_ . x, B = I!x!· x 
/., O -~ 1 T ··- ' 

temo s que: 

C -· AnJ\+BnB 

e 



8}

D ,: 2(AnB) : }l ZI xi.i

sãnu recoílhec11veis, Dias

>l ( l x l xl.)'x

teiit suporte {x/ixl,,Klxl.}ePecX, portanto, não é recon.hecl'
vel, pois N é pOSitiXTO e pelo Coiolãri.o !.1.3.10, todo fl-,sub
conjunto TccoíthCct'\re]. tem suporte reconhecat'el

A demonstração do teorema acima depende de reslil-
tados profundas sobre relações racioilaá.s e de DIRÁ constou
ção que pernoite a partir de urn N-autâma+-o dado obter o\itro
cam o mesmo conlportaTüento, cm que os vc'cores i.llici.ai.s e fi-
nais são ! .subconjuntos não-a111bíguos do conjuntc} áe esta-
dos, e todas as a.Testas ten\ peso ].. Colijo nao vallios utilizar
esses result.aços no que se segue, nao os reproduzieremos a-
qui

[2uando tl:a.ba]hcamos com N - eito ])roblenas d.iscretos,
questões de decida.billidade tornant-se relevantes. i-llíl problc
nla que motivou nosso estudo e qtle cnfocdFclllos aqui ê o
guilil:e

1'4,]) ''Da(!o uln fl-atitãrlta.to , pode -se deck-di.r cfct:ivüJ1lerlto
se seu comportame[i+.-o é ]ir:] N-subconjuT]to ilnlí.todo?

A resposta que abtiveiilos é afirínat.iva, e 8 iim cor.g
latia da nossa caracterização ('Feorellta. 1) de ínollãides fini-
tamente gerados de matriz.es com cüef:icicntes eln N que são fi
Ritos

Inl,clalí1lente, na sul)secção A, provaTemos cine o prg
hiena de decidir se unl N-aut.õinato tem colnpcnl't.amellto ].:i.mita-
3o se reduz a.o prol)!ema de decidir se u)n dado canjutlto fin.i
to de inatri.zes quadrad.as em ?,{0(N) geram un\ submonói-de fini-

cle h],. (N)
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J') '> r A • B) 
- .t.. l_t-\.il 

sao reconheciveis, mas 

f:. ~•~ -'r· I ! 1 1 ,2 
~ '"" l,--li "' } 1 X, - , X I X 

G ,_ ' : (J · ! - T ,,. 

tem suporte {x /lx!, ~l,xi
1 

J~Re ci, nortanto. não e reconhecf-· 
. . 0 T , -

vel, pois N € positivo e pelo Corolirio II.3.10, todo N-sub 

conjunto reconhecfvel tem suporte reco,.hecível. 

A demonstração do teorema acima depende de resul

tados profundos sobre relações racionais e de uma constru

çao que permite a partir de um N-aut6mato dado obter outro 

com o mesmo comportamento, em que os vetores iniciais e fi

nais são N---subconj untos não-ambíguos do conjunto de e5ta·

dos, e todas as arestas tem peso 1. Como nio vamos utilizar 

esses res ul t.ado s no que se segue , nao os reproduz ierernos a-· 

qui.. 

Quando trabalhamos com N em problemas discretos , 

questões de decidabilidade tornam-se r elevantes . Um proble

ma que motivou nosso estudo e que enfocdremos aqui ~ o se

guinte: 

( 4 .1) "Dnclo um N- autéirnato, pode-se decidir efet:ivarnent-;; 

s e seu comportamento é rnn N··subcon junto limitado'?'[ 

lário da nossa caracterização (Teorema 1) ele monóides finj

tamenté gerado s de matrizes co m coeficiente s em. N que s ao fi 

nitos. 

In:i cia lment.e , na subsecção A, pYovaremos que o pY-.9._ 

h lema de dec id l r se um N-au tôma to t <:;m compOTt.amen to lirni ta ·

do se 

to de 

to ele 

-reduz ao 

matrize s 

Mr- (N) . 
~ 

prob lema d e decidir se um daào conjunto fi n~i 
quadradas em MQ(N) geram um submon6iJe fjni-

7 



J.ssitn teretlios a seguinte questão

(4.2) i)ado um conjunto finito de ulatrizes em !çío{lht)
é decidi'\lc] se c].e gera UF! su!)lnonÕide finá+co'

e a resposta afirmati-va. ã (l4.Z) implica na z'espQs"ca afim\a
uva para (4 . 1)

Para enunciar' nosso resultado fundamentali ,vamos
lelabrar que f;l? é o seiniai\el cujo conjunto suporte é {0,1,2},
cam soma ao2b : minÍa+b,2} e produto aa2b ;; minÍab,2 1 * def:ini
dos a pari.ir das operações e ordem de t:l, l\ aplica.ção(?7:N->N?
dada por a@flnj=nÍa,2} é uin rlarfi.smo de semianêis. Para +uodo con
junto finito Q, a aplicação PZ:MQ(N)'MQ(NZ) dada pol'
(A@2)pcl ;::Apq$2 é um uioTfisNO de nonóides. Além disso, valem!
as inclusõc3s de conjunitos N2'l'l e I'lQ(N2)cMO(N)& \..J' ü \.J

Para toda ínonÓide un e].ementa !!i é dde/npot üe $se
!n = u12. Dizeillcs que ni e pez'íodÍeo $se o subll\onoide iR$'= {nlK/}:€1Ni

é fin:ito. Isto aqui'Fale a dize!' que existem! naturfiisi..:j tait}
que m' =mJ e taíí.bé]n equivale ã exi.stê11c:ia de k>0 t.a]. (!ue ] k
é idelrlpotente (ver C]if11ord G Prestam, [CP2]).Uln monót:de é

pc:? Ód co se t.odes os seus clcHcn'uos c são; claramente,
cia ir.onÕide irillito é períõdi.ca.

O resul!.Lado princ:epal desta secção pode agora
enlinciada

TEOREMA h.l - iJr:l submonóide b! de MO(N) finitameQte gerado â
finito sse todo elemen+uo de !ae? <i.ue é ideDlpa-

tente colho ]í\atei.z eín MQ(r'ÍZ) é pari.ódico cedi }i\atroz elü hlO\ '}
Aprescn+careJllos duas demonstrações distintas pal'a o

'Feorclna 1, uma puramente corElbinatóriâ e outx-a i.fitei.Tangente
algébrica

Na subsecção B daremos a demonstração combinar.ó)'ia.
lista demonstração ó fci'-c& enl duas etapas . 'l'rilheiro date;los
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Assim teremos a seguinte questiio: 

( 4. 2) ''Dado um conjunto finito d.e matrízes em Mr/ N) , 
··-é decidível se ele gera um submonôide finito ?" 

f . •· (A 'J. e a r e sposta a · 1rmativa a ,. 'f. ,..J implica na re s pcstR afirma-· 

tiva para (4 . 1). 

Para enunciar nosso resultado fundamental.vamos re 
lembrar que N2 é o semianel cujo conjunto suporte é {O, l, 2}, 

b . r ' 2' d b · ' ' ? ' , .e· · com soma a@ 2 ""- m1nla+o, j e pro uto ª®z· =-min1.ao ,L, J- , nc,. 1n~ 

dos a parti ·r das operações e ord~m de N. A aplicRção rt,2 :N +N 2 
dada por a<P2=-min{a,2} é um morfismo de semianêís. Para todo C0?,2 

junto finito Q, a aplicação ~1) :M0 (N) ➔ MQ (N 2) dada por - ·, 
(Ai/J 7 ) _ =A cp

2 
é um morfismo de monóides. Além disso , va1em ,., pq pq , 

as inclus6e~ de conjuntos N2cN e MQ(N 2) cMQ(N) . 

Para todo monóide um elemento rn é -id,:-un-,:.iotent;e SS\:: 

2 ...,, ., ,,,. . • l ..>. - • ,,. K rt , '" m=m · . Dizemos quem e pey,·iod·reo :;se osu ;monoi.d e m,,.::: tm íKt:":l'L 

f finito. Isto equivale a dizer que existem na turai s i <j t ai s 
·L ; - . - ~ - _ k que m· = m-' e tambem equnrale a. existenc.1a de k> O ta}. que m 

ê idempotente (ve ·r Clif.for<l f} Preston, [CP2J ) . Um monó i'.de é 
peri6dico se todoJ os seus elementos o são; cJaramente, t o 
do monóide 

O resultado princjpal desta secçao pode agora 

enunciado: 

TEOREMA 4.1 - Um submonóid.e M de MQ(N) :finitamente gerado e 
fin ito sse todo elemento de M1} 2 qu e é idempo

tente como matTÍZ em MQ(Nz) ê ped.Ôd.ico com matr iz em Mqnn. 
Apresentaremos duas demonstraç6es di stintas para a 

Teorema 1, uma puramente cornbinat6ria e outra int e i ra ment e 
algébrica. 

Na subsecçio B daremos a demonstraç~o combinat6ria 
Essa demonst ração f · teita em duas etapas. Frimeiro dare mo s 
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Unia caract.e:i'ilação de matei-zes per:iÕdicas em !''in(N) que tem

Cc)il\o corolários a existência de tina :rotula canónica })ata
tas ma.trazes e a carítcter:ilação de mata-:iões iria n])otentes eln
B4,...(N) . isto será feito corlstruilido-se \ir;i í!-a-üut8lnato asso-
ciado a unia matriz dada e trabalhando-se cclnl as al'castas des
se autÕlna.to. ]]nl seguida.t dCRIOHStF&FCIROS o TQOTcliiR .L ilt:i.].i=tin
do o cj-ãssico Teorema de Rarnsey. Come)i.Dardo-se a caract.eri-
zação de matrizes periódi-cas com o Te.gre.ma 1, terelllos então
uln processo efetivo para de.cidir a.questão (4.2) , e pol-tan-
to a (questão (4.])

A utilização do 'i'eorcnta d:e tia.insey ]la sega-!nda etapa
de nof;sa denlónstração acentua seu. carãter conlbi.natõrio, Es
se taoretna qtJe é general-i.zação do :''Pri.:tlcípio da Casa do !)OD

bo'' dc [)iria'h]et , foi descoberto.por Ra.msey [Rl], que
tilizou cotna lema para obter resul.Lados en} Lõg:Lca. Sua
ínonstração foi aperfeiçoada 'pclr Efdt)s e Szekere:; [ESlll, (]!:e
].he deram um :contexto combinat6fio rata.is coerente. Es:;e Eeo-
renla deterniitÍa, para cada triplo (n\,n,k) de naturais um na-
tural l{(in,n,k) com unia certa propriedade, Acontece ({ue o vg
lor ntÍni.nlo Õ(m,n,k) para o qual :esta ])ropriedade coREi-lltla va.
lida sõ é conheci.do para poucas triplas, se:31do sua detenni-
naçao & fonte de uma área, atuallBente rauito am])la, em (:oilibi.
riatõria, a dos probJ-chás extretíios. bÍai.ares detaltles histõri
cos e técnicos podem ser encontrados eln Feofi]off [F0]

A subsecção C apresenta a demonstração.algébrica (!o
Teores\a 1, e '-tcjb como consequência. outro processo de deck-'
são p:l.ra (4.2) . A demonstração tmubéJl! serão fe:ita por et;3pa:«
fqa pri-m.eira, ca.racterizarentos matrizes periódicas sobre url\

COrpaJ cle caracteríÉtã.ca O ê111 função de seu polinÕiíiio mi.ni-
tnal. E}TI Seguida, hostrüremos qüe ulHÜ üiatri.z AeM..(N) é pe-
riódica sse A@2 é periódica Élln MOCN) . E:íi tercei-ro !ugar,prg
varetnos que UFI submonóide finit:alnente gerado de Mn(N) õ pe-
riõdi.co :sse el-e satisfa.z as corlgições do Teorema 1, 0 passo

\

-· 8 3 --

uma caracterização de ma tr izes per:iódicas em .r\
1
CN) que tem 

' · 
co mo co-rol.irios a existência de uma :forma cani:111j_ca pani es--

tas matrizes e a caracterização de matri1..es idempotentes (:rn 

MQ(N ). Isto serE fe ito construindo-se um N-o-au t 6mato asso

cia do a un1a ·n1att·i z dada e t .raba111a.:nd.o-se corn B.s a ·restas Cles 

se a ut ômato. Em seguida d e monst.raremos o Teorema 1 ut:i.1 i:::an 

do o cJ.âssico Te ore ma de Ramsey. Combínando-se a ca rac te r:í

zação de matrizes peri6dicas com o T~pr e~ a 1. teremos entio 

um processo efetj_vo para decidir a .questão (4.2), e poTta n

to a questão (4.1). 

A utilização do Teorema d'e Ramsey na segunda etapa 

de nossa demonstração acentua seu· car&t e r combina t6r io. Es 

se V)orema que é generalização do '."Pr:i:i1cípio ela Casa do Porn 

ho" de Dirichlet , foi descoberto"- por Ramsey [Rl ·J, que o u-

tilizou coino J.ema para obte r res'ultado s em Lógica. Sua r'te

monstraçio f6i aperfeiçoada~or Etdbs e Szekeres [ES l ] , q ~e 

lhe ··denun um ' contexto combinatório mais coerente . .Es~;e teo -

rema deteTmiTfa, pa-ra cada tr i pl'á (m,n,k) de natunüs um na 

tural R(m,n,k) com uma certa propriedade . Acontece que o v~ 

loi- mínimo p(m,n, k) para o qual 'e s ta pYopriedadc con tinuo vfi 

lida s6 ~ conhecido para pouca~ triplas, s endo sua determi

nação a :fonte de uma á re a, ·aturd.ment.e muito ampla, em Combl_ 

natória, a d.os problemas extre.mos. Maiores detalhes hist6r\. 

cose t~cnicos podem ser encontrados em Feofiloff [FOJ. 

A subsecção C apreserita a demonst-ração _algêbri.ca do 

Teorema ·1 , e tem como consequência outro processo de deci-

são par a ( 4. 2). A demonstração · também será fE.°d ·ta p o:r etapas. 

Na primei ra, ca rDcterizaremos 1nat:ti z es periódicas so·bre um 

corpo de característica O em função de seu pol i n6mio mini 

mal. Em ~;:eguicla, mos traremo s qüe uma mat-:rit A€MQ(N) é p e

ri6dica sse A~ 2 ~ peri6dica em M0 (N) . Em terceiro lugar,pr2 

varemos que um submonó:ide fini tm~ente gerado de M11 (N) é pe -
--<-

riÔdico ,s.se . ele satisfaz as conpições do Téo r e ma 1. O passo 
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fi-na]. é da.da co i o Teorema dê Metqd.tig+..çên. Za]çsteín ].M;]] .que
afirma (!ue ''toda inanóide periódico de hatTizes :am coefici-
entes nun! corpo é ].acalillente xziRito''-. (th ian6icle é local-
[uente fi.Dito se ta.düs os seus; monÓ].des finítanente gera(]os
são fj.nj.tOJo)

Este teore!!í{ que citaaios teh u]nü hi.stÕria i.]!tel'es-
$aHtO. O Problema de Burz3s:idü para grupos é a qt.icstão -sobre
se todo grupo periódico ã localmente finito. Êste plobl-ena
tem uma gelleralização Õbfia para semigrupos (müllÕides) : O
problema geral para seiniErupos {ai raspar.digo 12 gütivaHJente
em 1944 por bíorse e Hed]und [!-©Í] enquanto que o prob]epici p2
ra grupos sã frei respondido, também negati.vaniente/ en\ ].9CS
pür Novikov e Adja,n [NAl]. Porém, é jã unt Tesu]tüdo clássi-
co, devido a Sci]Lir ]:S2] (ver talnbé)a [CRl], SÕ.i]]* o de que

a problema ten resposta afirmativa para grupos de rtatl'iões
sobre os coilip]cxos. Este resu].lado fai estendido tece?ltener!
te por Kaplansky [Kl] para m;ltrizos com caefici.enteslãim co3..
po qualquer, e, como o resultzlda original,depellde füT+LcãL©H-

te da Teoria dc Representações. /\ deniünstração ãe bltj-h.ighton
e Zalçstein que gerierüli=a Kaplansky para scrnigruFo:s de ma-
trizes dependo fotteínente do resultado de Kapl-ans}(y-$(hur

Estas citações ''folclÓricils'' fornecem un sa})or üs-
pecia[ ao ][osso resultado. uma vez que ci].e te]11 demonstra-
ções essencialmente diferentes nos seus ntétüdos,São poucos,
por ellquanto. os resultados conhecidos oildc a pos:iibilidade
de troca entre nêtodos a.lgé;bricíDS e calllb:inatórios existem.;
cano cxcmp].ü leIRas a teoria de Krohrx-Rhodes [KR].] .de decowí-

posição de serüigrupos e certos resultados da Teori.a dos GI'q
fcs Crer iggs [B2]). Isto dã uln encorajamento para uma pe.ã
qui.sa no sentido de obter maior interligação entre esses
dois Tantos da !üateínãtica

Na :;ubsecção D apresentarmos duas dirüçõíls d.istiri-
tas para a$ quais nossas demoilstraçóes se generalízalü, cola
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final é da.dú com o Teorem.a de- McNá:t--1:gh'to,.-Zalcs teí n · [J .. 1Zl J que 
af i rrna que "todo monóide p eriód i co de ·inatri zes com ço.c.f ic i-
entes num corpo é localmente finito " -. ( T 1ffi '"lótlO~ Í l·'t •"'- e~ \.. \.1 h J.1 ...,. V , 

mente fini .o se to.dos os seus monóides flni t amente 
silo finitos). 

local
gerados ~-

Este tªorema que citamos te~ uma hist6r ia interes 
sante. O P~oblema de Burnside para grupos€ a questio -s obre 
se todo grupo periódico é loca1m.e·nte finito. Este problema 
tem uma generalizaçio 5b~ia para semigrupos (mon5ides). O 
problema geral para semigrupo~ foi res pondido negativamen.e 
em 1944 por Morse e Hedlund [MHJ enq_uf.into que o problema p~ 
ra grupos só foi respondido, também negativamente, em 1968 
por Novikov e Adjan [ NAlJ. Po1·ém, é j ii um Te sul tado clâs si
co. devid6 a Schur [S2J (ver tamb~m [CRlJ, 36.1), o de que 
~ problema tem resposta afirmativa para gru~os de matrizes 
sobre os complexos . Este resultado foi estendido recenternen 
te por Kaplansky [ Kl J .. para mat:ri zes com coef ici,entes num co!_ 

. . 
po qualquer, e, como o resultado original.depende fo rtemen-
te da Teor.ia de Representações. A demonstração de J\fo\laughton 
e Zalcstein que generaliza Kaplansky paTa semigrupos de ma

trizes depende fortemente do Tes ultado de Kap la· .sky- Sc.hu r 

Est-as citações ·"folclÔricas" fornecem um sa boT es
pecial ao nosso r esultado, uma vez que ele tem dcmonstr~
ções essencialmente diferentes n6i seus mitodos. Sio poucos, 
por enquanto, os result ados conhecidos onde a possib il idade 
de troca entre mftodos alg6bricos e combinat6rios existem ; 
como exemplo ternos a teoria de Krohn-Rhodes [KR11 .de decom
posiçio de semigrupos e cer tos resultados da Teoria dos Gra 
fos (ver B' ggs [BZJ ) . Isto <l i um encorajamento para uma pe~ 
qui sa no sentido de obter maior interligaçio entre esses 
dois ramos <la Matemitica. 

Na subsecç.ão D a presentamos du as d ireções distin
tas para as ~1ais nossas demonstraç5es se generalizam, com 



processos de decisão cüurrespondcnte. A demonstração conbiilg.
tór:i.a general.iza-se para seíuianei!; graduados. (!ue uli defi-
nirem\os e a demonstração algebri.ca para. qualquox' subsemia-
nel de un\ confio.

Fi la1lnente na suLusecção ]: npresel\tarrtos uma constrg
ção de exelaplos não triviais de N-aut8matas de corilportaTnen-
ta ].intitades

Cabe ainda uma observação. fJo scu tTabalhLn, Eilen-
berg, ao tratar de fq-s\!bcanjuntos cotados reconhecível.s, a-
pre36Eita uw13 caracterizaçãr] desses t!-subconjzintos. Estai Ce.-
racterizaçâo. )io entanto, não é efeti.va, Qtl seja, não dã um

algoriçmo para decidi.r (4 . 1)

E.89E.g:.!.Êâ2...4.2 - Um N-subconju!}.to reconb-ecível A de E* ã cg
todo s$e existe un! llattlra] p ta]. clu.e Á ê

soma de p í$-subcolljuntos nãa-ambíguo:i recouhecl+veis.

OEmOtiS.IB4S.4g - A parte ''sa'' é trivi.al. A ilí\plic:!ção contra-
ria se consegue, observ'ando que, se Á é cota-

do, tomand.o-se p*lttax inl A, pelíi Proposi.ção 2.7,

lsisP

oiade os A{ são não-anlb!águas, reconhecível.s c tem suportes
disjuntas dois a dois. í)efi.findo-se }larü cadÉI Igisp:

E

temas que cada Aj. é nÊío-ambíguro e A a A;+...+A:

l V . 4 .Á} - AUTÓMATOS COflEXOS

D

Seja K um senti.anel. Lembramos que todo vetar cola!

coeficientes em K é. taínbÓm iiH K.«subconjuntaJ, portanto tem
senti.da falarmos no seu suporte
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processos de decisão correspondente. A demonstração combin~ 

t5ria genera]iza-se para semian;is graduaias, que ali defi

niremos e a demonstração algébrica para qu,llqucr subsemia

nel d.e um co1~po. 

Finalmente na subsecção E apresentamos uma cons~ru 

çao de exemplos nao triviais de N-aut5matos de con~ortamen

to limitados. 

Cabe ainda uma observaçio. No seu trabalho, Eilen

berg, ao tratar de N-subconjuntos cotados reconhecfveis, a

presenta uma caracterizaç5o desses N-subconjuntos. Estaca

racterização. no entanto, nio f efetiva, ou seja, J io di um 
algo ritmo para decidir (4 .1 ): 

PR0P0S 1Si.A_.9~ - Um N-subconjun.to reconhecível A de I:* e co 

tado sse existe um natural p tal que A 

soma de p N-subconjuntos .não - ambíguos reconhecíveis. 

~.9t~~TR,'\ÇAQ. ~ A parte "se" é trivial. A ímpl :i.cação contrá ··· · 

ria se consegue, observando que, se A€ cota-· 

do, tomando- se p"" ma.x Im A. pela Proposição 2, 7. 

2 iA_ .• 
·1 • • • 1 1.::.:t~p 

onde os Ai sao nio -amb {guos, reconhecfveis e tem . suportes 

disjuntos dois a dois. Definindo-se para cada lsi~p. 

temos que 

f, y . \' • 
t\. ."" lA ., 

1 . . .1 
·1 ?: l 

cada A! e nüo-ambfguo e A= A!+ . .• +A?. 
1 1 p 

o 

S. ja K um semianel. Lembramos que todo vetor com 

coeficientes em K é- também utr1 K-subconjunto. portanto tem 

sentido falarmo~ no seu suporte. 

7 



{!11} K-E-aut6nlüto Â = (Q,l,F,E) ê di+.o

(a) Áce.sõz'ueZ se para todo qçQ, cais"cc pes(11) : tal que
existe i.tÍlIa +urilha de !) pat'a q

Cb) C'o ee st'ueZ $e para todo qCQ, existe pGs(F) ,tal que
exi.ste uma. trilha de q pargo i).

(c.) Caril o se for acessível e coacesszovel.

LEllA 4. 3 um K-=-autâmü.to cola colnportamen-cG naa vazios
oxi5'uc un] K-11-ilutõlna.+.o conexo CEDI o mesmo compoll

tairlenta. qi.ie pode ser construí'do efetiv'ii.nrellte

p.Ç.BglsTn4:ç4o - Seja Á (Q,i,r,E) e n ' iQI
VD.ditos constriii.r duas sequenciais dü subcanjuí\

tas de Q: {Pi,}l:*., {lij.ii={) dü seguinte rotina
Ü{P.,)

PO : s (i) para i>{), Pi : !)i-lufqGQ/aEP({':0
paro alg!.int cGE , pÉ;Pi-lJ;

RO : srF); para. i>C}, Ri = Ri-lu'quQ/aEqpPo
pai'a algum adIE: pera-].}

Cano iA1 0 fnoHg. A.iã'lTI disso 'tc!'Ros Cine

F;açPlç

e couto IQI ;:n, as inclusões }lão Rodela ser todas px$prias por
ta1ldo eKi.ste j<n tal quc P.i = P..l H P. Vadios provüz' quem 3e
pCQ ê tal que e.xi.ste pes(i) c un{ tri.Iha de p para q, então
I'! {'' !;

pxoprzas

Da defillição {ia seqjuêaciã {P4}, verifica-se i3}+edia

taluente que Pj H {qCQ/ existe uig.a trilha de compra)Benta Éi de
Etl-guirt pçs(1) até q}. $tli)onhamcs que a nossa afirnlati.va ací
nla fosse falsa, i.sto é, qtle cxist.isso pes(1), qçQ, uma tri-
].hzi T: p'»q e que qgP. Erltâo porei'iían\cs escolher p,q e T de
de fo.fina que T tenha cora\primenta !nz+niina, nessas co1ldições.
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Um K-í.:-autômato A== (Q,I,F,E) e dito 

(a) se para todo qSQ, existe p€s (I), tal que 
existe uma trilha de p para q . 

(b) Coaceaslvel se para todo q6Q, .existe p€s(F) ,tal que 
existe uma trilha de q para p. 

(e) Conexo se for acessível e coacessível. 

Dado um K-í::-autômato com comportamento nao vaz j_c1; 
existe um K- 1>autômato conexo com o mesmo compo2:_ 

tamento, que pode s er construfdo efetivamente. 

DEMONSTRAÇAO_ -· Seja A "' (Q,J ,F,E) e n: !Qi . 
Vamos construir duas sequ6ncias de suhconim-. 

~ --
·t os de O {n J-n íI' ,n , · - .e ,., ri·í=O' -\ti,,,O a.a seguint.e .1..orma: 

P0 = s(I); para i>O, P. = P. _u{q8Q/aE _~o 
l 1-1. P4 

para algum a€Z, p8Pi_ 1}; 

R0 - s(F}; para i>O, R. = R .. lu{q€Q/aE -o 
1 . 1- . qp 

Como 

e como ! Q l .:: n, as inclus6es não potlem ser todas 
tando 

p8Q é 
qGP. 

existe .-,: <n tal que P. ;!:: P. .. =.:: P. V::. mos ,_,)rova.r ~·1ue se . J J+l n 
tal que existe p6s(I) e uma trilha de p pare q, entio 

Da definição 
tamente que P_. = {q€Q/ 

.!. 
1 , (I) - ' aigum p6s ate qJ. 

d ~ 5Pn1•c-n- ~i·a. {D } yArif ~rª- S 6 ~Me~i~ _, ~-,,,.. _ .._. r :i_ , :,. . .L ~-u • ,.,, -<. , . U~-.::, 

existe rnn.a trilha de comprimento ~i de 
Sunonhamos c1ue a nossa afirmativa aci 

~ --
ma fosse falsa 1 isto i, que existisse p6s(I), qBQ, uma tri-
lha T: p ➔ q e que q~P. Entâo · poàe:ríamos escolr~er p,q e T d.e 
de forma que T tenha comprimento mfnimo, nessas condições. 
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Ca)}io P =P.i, de'ael\tos ter ITI > i. i-.{as então,se (r,a,(1)
tinta aresta de T, temos qtle T TI(r,a,q), onde TI : p

< ITI, rGP=PI' lias daí, coIRo (r,a,q) é uiva aresta,
vem que qePi+l' Como Pj+l :: P, isso é t11ila contradição

De forma análoga, detcrminanlos RSQ tal que

R ;' {qGQ/llpes(F) 'c8J- (lue existe T:q -,p}

Considere agora A' = (Q: ,i;,p' ,n

Q' : PnR, I' = lIQ', F' : rIQ'' aE' : gele'xQ'' VoG
Como IAÍ # ü, existe ao menos Tina. trio-ha de s(1) 1)g.

ra s(F), pelo Corolário 11.2.3, donde Q'#0 e A' é um K-=-
-autómato. Pe].a corlstruçãa, toda trilha em Á' Õ uma t3'ilha
eln A, com o mesmo peso, e além disso, A' é conexo. Agora,sc
uma trilha 'l':p-+q ela A é tal que lnTlnfa #O, fadas osseus
Lados dev.3m estar ein Q' . .Assim\, T é uttla trilha em. Á'
[.!TpF! =1...TPF.. ]Je].o Corolário ]11.2.3: IA'] :: IA]. n

LEMA. h.4 - Se K é um scmiaile]. positiva € A :'(Q,l,r,E) l$ unl

K-E-élutâ)nato. então
(a) A é acessível sse VqCQ, ;lxeE* tal que (lxE')a # 0
(b) A é coacessíve] sse Vqe(2,]xÉ;E* tal que(xE*F)a « 0

.Q.qBqXISt&AW - Vaiíios demonstrar (a) , sendo que (b) i; análo-
ga. Se Á õ acesso'vel e qç;Q, existe pes.(1) e

unia tri].ha T:p+q. Seja x o rótulo de T. Então xE:l..=TP'pllT'PJ
onde T' percorre as OU'tFRS trill\as T' :p --â-+ q (Proposi.çã.o

11.2.2). Como K é positivo, xEj;q# 0, e co)no pGs(1),lpxllpqzCI'
Agora :

Q

(lxE*')q .eQ ' 'q
]l xE*P Pq }l l,xE:F. * ',

ainda porque K é positivo

Por outro lado, se para todo qÉ;Q existe x taJ-
(lxE'),:. # 0, então, dados q e x nessas condições

qt-ie
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Como Pz=l\, devemos ter !T[>i. Mas então,se (r,cr,q) é a Úl 

tima aresta de T, temos que T:T1 (r,cr,q), onde T
1

: p+r, Co 

mo !T1 1 < iTI, r6P"-0 Pi. Mas daí. corno (r , cr,q) é uma aresta, 

vem que qSP .+i · Como P .. 1 =P, isso é urna contradiçiio. 
1 lT . 

De forma aniloga, determinamos RçQ tal que 

.R = {qfQ/jpEs(F) tal que existe T:q-.;.p}. 

Considere agora. A;= (Qr ,I' ,ri .E'): 

Q' = PnR, rr = IIQ'' F' = FIQ' , aE' = oEIQ'xQi' VcrGE 

Como IAI ~ O, existe ao meno s uma triJ.ha de s(l) Pl: 

ra s(F), pelo Co r olári o 116 2.3 , donde Q' 7- O e A' ê um K>I:

-aut3mato. Pela construçio. toda trilha em A' fuma trilha 

em A, com o mesmo peso, e al~m disso, A1 6 conexo. Agora,sc 

uma trilha T :p ->-· q em A é tal q ue IP Tpl\
1 

~O, todos os seus es 

tados devem estar em Q~. Assim, T ~ uma trilha em A' e 

I'ToFr == I TPF . Pelo Corolário IL2.3. 11A' '1 =!AI. O p ' q p q ' 

LEMA J.i.4 - Se K é um scmianel positivo e A:::: (Q,I ,F,E) é um 

K-E-aut6mato, entio: 

(a) A .. 1 11 .. ,. e acess1ve sse vq~Q . jxcr-.1- 1· a1 011e (TxF'~ ) -;1: O· . V ,. C ~ ·; ... __ . . - • q t 

(b) A ê coacessível sse VqE:Q,jxf.2:* tal que(xE*F ) q.,.o, 

DEMONSTRAÇÃO - Vamos demonstrar (a), sen<'o que (b) é análo-

ga. Se A f acessfvel e qEQ. existe pEs(I) e 

uma tr ílha T:p-+q. Seja x o rótulo de T. Então xE;q='J'p+f T
1

P: 

onde T ' percorre as outras trilhas T' : p .2:.+ q C l)ropos içào 

I.I.2 .2). Como K ê positivo, xP' ~o. e como pfs(I').I xE* .eO, pq , . p pq 
Agora, 

UxE*'1 = \ I 'E 1
' ~· I xE* + 

~ · ct l r· rc1· p ~a rEQ · · J i:' , 

. d K e~ ain a porque posit ivo. 

Por outro lado, se para todo qfQ existe x tal que 

(IxE.,,)q~o, então, dados q ex nessas condições, 



0 # (lxE*)q : }llPxEPq

Portan+uo, exi3"uc p tal que IP #O e xE;q #C} Pela Prol)osição
11.2.2, CXi:;'-LC uma "üTilÍla soletrarldo x , de pÉ;B(1) , para q

Logo, A é acesso'vel. !]

O Teorema 111.2.]., au a conistruçãQ di] Leira 3. (qz.18B
do Q' = Pa) permite-nos deck.dir efetivamente sc unl f!-X-autõma
ta tem comportamento @, Assim, daqt,ii por diante, suporemos
que os !4.-E-aut6ma+-as tem comportaírieí to nãa vazio.

LEI'tA tt.5 - Seja Â uni N-E-autómato collex.o. Então IÁI e limi-
tado sse lula é un1 3noriÓidc finito

.gg.!!g!!.!BêÊAO - Se b]Á é fi.Rito, IAI É; ].iln:i.t.adQ. pelo Leira 2.S
Se }-!,á é in:fi.mito, dado nÉ;N, existelii estados

p:q e ua\a pala\rra xÉ;Et ta:i.s que xE::,. ) n (caso cú1ltrãrio,

B'íÁçMQ(Nli) , que é finito). CoIRo A é'conexo e ?4 é po-si+uivo,pg.
lo Lema 4 existem palavl-as u e v tai.s que (luE';).> 0 e
(vE+F)a > 0. Logo

uxvlÁi = luE*xE'vE*F

r (!uE*)rCxE*)rs(vE"F)s

Club'')pxEpq(vE"F)p

e IAI não é cotado, })ortallto não é ].imitado Ü

LE}.ÇA l .6 - Se existe al-gorit11io para decidir se !m subconjup.
finito de hln(N) gera uít submonóide finito (pg

ra todo QI) então existe um alÉiol'atino para decidir se ujn N-
-X-au'câmato '.cli\ ccínportaínentü limo:fado(para. (l\lalquer alfa.bg
to finito }:)

DEMONSTRAÇÃO Supanhanlos que exista um allgorítme A para dg

------ ----------

.. 88 -

O~ (IxE*)c
1 

= II x~* ' ··p'~pq· p .. 

Portanto, existe p_ tal rme I ;-,: O e xE * ;,: O. Pe:La Pror;os i di.o . p pq . -
II. 2. 2, ex:i s te uma trilha solet.ra.ndo x·, de pfs ( I) , para q. 
Logo, A - .,. e acessivel. [] 

O Teorema III.2.1, ou a construçio do Lema 3 (qua~ 
do Q' = 0) permite-nos decidir efetivamente se um N-i.:-autôma 
to tem comportamento (/i. Assim; daqui por diante, suporemos 
que os N- 1:-autômatos tem comport amento não vazio. 

LEMA 4.5 - Seja A um N-E -aut&mato conexo. Então IA! ~ limi
tado sse MA~ um mon6ide finito. 

DEMONSTRA~A~ - Se MA~ finito, !AI ~ limj.tado, pelo Lema 2.~ 
Se MA~ infinito, dado nSN, existªm estados 

p,q e uma palavra xEE* tais que xE;q > n 
M1 sMn(N), que f finito). Como A f conexo 

f\ '-1. n 
lo Lema 4 existem palavras u e v tais que 
(VE *F·) > c·1,, 'i·oao · • q -•~ b • 

uxv!AI = IuE*xE*vE>~r 

(caso contririo, 

e N ~ positivo,pe 
(IuE*)q > O e 

1 (Tu.E*) ('xE · 'J rlvD*FJ' i ~r- rs s 
I• e: ,~ 

2 (IuE*J. xE* rvE*F) p pq'- p 

> n 

e !AI nao f cotado , portanto nao 6 limitado. o 
LEMA 4.6 - Se existe algoritmo para decidir se um subconju~ 

to finito de Míl(N") gera um submonóide finito (pa 
~ . -

ra todo Q) entio existe um algoritmo para decidir se um N-
- í.:-aut.ômato tem comportament_i limitado (p ara qualqucT alfabe 
to f i :n i to }: ) . 

DEMONSTRAÇA,Q. - Suponhamos que exista um algoritmo A para de 
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cidir se uln conjunto de Tnatr:iões gel"a uni mo-
nóide fi.Dito (4.2). Seja A ul11 N-::-aut6íilato. llüdclllos decidir
se IAI =ç!, pelo I'eorenta 111.2.1. Ses IAI Pg, podemos cons-
truir cfctivalneiite A' collexo ta]. ql.tc IÁ' l H ld.l (Lema SI). /\-

plicando-sc A, podcnlos deck-d.ir se .}4A' (gerado por {aE/oGE})
ê finito. Pello Lellia 5, isto decide se IA'! H IÁI é liltti.t;ado

Ü

Í V .b . 3) a] TE(}RE:MA, VERSÃO COi'tB:]úATOR]lq

Vamos dc.fluir a-lgunis conceitos atei-s sobre K-E-au-
t6inatos, que serão utilizados tambor:l na secção S. I'ara isso,
seja A ': (Q,l,i;,E) um K-E-autómato.

Colneçantos pela relação '+ sobre Q, def:i.ninfa por

p '»q sse exis'-e uma. trilht{ de p para q

Esta relação é reflexa.va e trajlsi.uva. Vadios também defii\ir
a relíJ.Ção -! por

p ; q sse p 'j" q e q -»p
Esta. é un]ü relação de equiva].ênc:ia. As c].esses de equivalê2
cia de ; são ctlcamadas ao/.ponen&ai} .foz'' ernepztó= conCHas de Á

(por ;lilalogi.a poli! o conceito do !ücstlo 110me para gratos dir.{
lidas, ver Harary í:111]) ,ou ct2PNpoHante8 /'oa'''êes

Dizciaos q\le uma. componente forte C cona;ám uma ares
ta Cp,a,q) sc p,qeC. Tod.a componente foTtçõ que não seja UEt

conjunto tlnitãrio contém tece:usaria:Rente ul.la aresta.Uma cop
poilente forte é trio aZ se não contiver nenhuma aresta

$e T ,al 'pl) (Pn.].,an'Pn) é unia trilh!! , de
fiRiMon$

QV
e'T

{P0'PI'''' ,Pn}, o cc1ljunto dos estados de T e
{(p0'al'pl).,...,CPn-l,aln'Pn)}, o conjunto das ares
tas de T

- 89 -

cidir se um c onj un t o de matrizes gera um mo

nóide finito (4 .2). Seja A um N-1:-autômato. Podemos decidir 

s e ! A l = 0 , pe lo Teorema II I. 2 . 1. Se IA.! t- 0 , podemos cons

t r ui r efet i vamente A• con exo tal que !Ai 1 = \AI (Le ma 3) . A

p licando -s e A, pod~mos decidir se ~A 1 (ge r ado por {a E/ aGI}) 

é finito. Pe lo Lema S. i s t o decide se IA 1 ! '°' i A! é limitado. 
[] 

IV .4 .B ) - O TEO RE MA, VERSAO COMBINATÓRIA 

Vamos definir alguns conceitos fiteis sobre K- r-au
t6mat os. que serio utilizados tarnb~m na secçao S. Para iss~ 

seja A m (Q,I, F ,E) um K-t-aut6mato. 

Começamos pela relaçãó + sobre Q, definida por 

p-+q sse existe uma trilha de p para q. 

Esta relação~ reflexiva e transitiva. Vamos tamb6m definir 

a 1·elação por: 

p t q sse p ➔ q e q + p 

Esta fuma relação de cquival;ncia. As classes de equival~~ 

eia de t sio chamadas aomponentes fortemente conexas de A 

(por analogia com o concei to do mesmo nome para grafos diri 

gidos, ver Harary [ Hl]} ,ou üom pon entG s for·tes. 

Dizemos que uma comp onente forte C cont~m uma ares 

t a (p,a ,q ) se p,q€C. Toda componente f or te que não seja um 

conjunto unit i rio cont6m necessariamente uma aresta.Uma com 

ponente forte~ tri vial se nio contiver nenhuma aresta . 

f ínimos 

QT = {p 0 ,p 1 , .•. ,pn}' o conjunto dos estados de Te 

eT - {(p 0 ,a1 .p1)_, ... , (p
11

_ 1 ,an,Pn)}, o conjunto das ares 

tas de T . 
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(b) QT = QS e eT ': eS

((') Se K é colTlutüti.vci. TP :$9
/\].éli} cLísso, sc S e T são cir(uit.os
rotação de S.

eT: então T é unia

B.gota cnstiiMos a])tos a caracteriz:il: m;.!tri.zcs
das süt)re i'e quc são peródicas

Sej;t Q tim conjunto fi-Rito e i.e!,ín(N) . V:pios coilstl'y.
ir o autâmüto de A, cujas arestas e trilhas rios d.anão as ip,
fonltaç;3es ílccessiiri.as srlbTC o coilportiunonto dü$ potências
dc A. Esse autÕlnato Õ o N-a-aut8nlat.o A.:= (QI,0,0,E), onde 0
e Q t:etor !\u].o e aE =À (na vcldade, o$ vetores Inicia.is e fl:
Dais são i-TFCIC\rUHt.QS aqu:í.) . Evi-denteínente , }.{AA:A ''tOejN) e

quadra

{

orE" '
Pq 'q

l)ara ficar !anis claro o enunr.i-ada a.diante,vmnos s!!
por Q totalmente ordenado

.!..E.g.E1.!118...!!=ã ' Seja AebíQ(N) e AA corno acima. São e(iuivalen-
tes

(a) B. é perié;dica

(b) Eni A/N leão ocorre
(1}.1) Um c:ircuito com peso ) ] , au

(t].2) Doi.s circui.tos S. e S?, (aln
tais que el:isto unl caTrtinilo de
ra p2CQSZ

(c) Existe urna ]natriz de pelmutaçãc l tal blue
escreve na forca de b}.ocas

6

e$eS #

2
!

pl.ÇQsl rJe.

onde Bll ee ;333 são tri.o.ngulares superiores con! dia

O 1122 B23
0 0 B'',

C4 . s)
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(b) QT = QS e eT = eS 

Se K ~ comutativo, Tp = Sp. 

Além disso, se Se T são cir c ui t o s e eS=eT, então T é uma 

rotação de S, 

Agora estamos ap tos a caracterizar mat rizes quadr~ 

das sob re N que sio per6dicas. 

Seja Q um conjunto finito e AE-:MQ{N). Vamos constr~. 

ir o a ut6mato de A, cujas arestas e trilhas nos da rão as ln 

f.Ol"l'l~r ~ ôS h~ 1·A5~ rly{a. c , 1 0-"'5'--'\. .> ,16\.J\.,.._, .J-l.. •. L .;.:> sobre o cornport~tmento das potências 

de A. Esse autümato 

5 o vetor nulo e aE 
~ o N-o-aut6mato AA= (Q,0.0,E), onde O 

=== •\ (na: ·•'CJ'd·1dr.. 0'' ,rof"o ·"''"S 1· ...,. ; r:. ,;;]· S "' f 1 
' .!. Y . !. · -..,, l ... , V \.... ~,,.. - 1. ...., J l .. L .... .l v . . .. \.. • . . :::. 

nais s:o i rrelevan tes aqui). Ev identemente , l·-i;_A"'A *~-:- MQ CN) e 
:r r '} E* ""b \ ·pq "pq . 

Para fie.ar mais c..laTo o enunciado adian.tc,vmnos 

por Q totalmente ordenado. 

Ti:OHEMA 4 .8 - Seja ASMQ(N) e AA como a.c i ma. 

tes : 

(a ) 
.. , 

i'i.. e per iódica. 

(b) Em AA nao ocorre 

(e) 

( 4 • 3 ) 

(b.1) Um c ircuito com pese> 1, ou 

(b. 2) Dois circµitos S, .,_ 

tais que exista um cnrninhc d-~ 

-1 
Existe urna matriz de permutaç.2io -rr tàl que rr A·rr 

escreve na f orma de b l ocos 

Bll Bl2 H 1 -:: 
· - ,.J 

o B22 Bz3 

o o B., :S 
~ ) 

onde B11 e B33 sio triangulares superiores com dia-



gana! nula e B7? e UÊ;i nia.tri.z de pe!'nlut.ação,Lande iil
gang áos blocos püdei! ser vàziuns

Sabre a conde.çãc (c) ê impor-cante o seguintes
ciaFeciMCH+LO: a co1ljugação por uma !aat ri-z de perinutaçãü e-
quíva].c ã uiníl ordenação dos estados, na qual. se baseia afor
!ü gráfica dcs b].ecos: ÍJma forma de enunciarslüs o resultado
$em I'eferélicia a E é d:i.zer que existe una !partição

Q]. uQ2 uQ 3

(a18uinas partes podeJido ser nazi.as) . defiõiTL(]nu o:; blocos B;
coIRo restrições Q*xQ: de A, e suba-ci t\2:indo a üfi.mm.ti\:a. stDb e
Bll e B.q.,a pela de quê essas nlatr=izes são nilLpoteíltes.
DEHOF+$TRA(AO

}

(a) i[:aplica (jb). \Filhos ]üos-tT&T cine .se (b.l!)
ou (b.2) não fül' satisfeita: P. nâa ; pe'

ri6dica. !)ara isso v'anos provar quc para ada ít1 0 existem
p,qÉ;Q e reN tais que .R:. > m

Suponharüos qt!{ (b.íl) nlãó ÉI satisfeita e exist.e {lnl
C: 't FC?} ] tn

cola SP à 2. !latão. ])ara tod.e n,

.n : P a'«.-+..- p e Snip * (SÍ))m

\Feia daí que para todo n}, A;l: z 2m >lí!, dGILdoc

n

B pel'iõdi

Si.!p; nhamõs agora quc fb.2) llãa Ó sãti3fci.t.ü, Ent?ic
existüiü ciícüitos Sj. c: S2' con eSIK e$2' pie QSi i=i,2, e
.P: Pl--> P2' S11bstituindo eventual.pieltLe cada S pol' uma FüteL-
ção, podemos su!)or Sl: pj--' p{

Seja !n> 0, Vai;ios \ostras que i\.:lnln+r..., da q:ie re
P'tq { ' ' -'

sultarã que Á nãü é !)eti6dica ''''

Existem í11pl pal'es {la,b) de naturais tais cine üpb=;ü

Para cada !)ar, $Ín2}lS2nl e un\a tri]ila de pl para p2 so].e-

---------
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gonal nula e B22 e wna matriz de permutaç~o .onde 

guns dos blocos podem ser vaz1.os. 

Sobre H condição (e) ~ importante o seguintes e~-
c.larecimen to; e-
qu.iva1e a uma ordenação dos estados, na qual se baseia a for 

blocos. Uma forma de enunciarmos o rest1J. taclo 
sem referência a 11 é dizer que existe uma pa.·rtição 

(algumas partes podendo ser vazias), definindo os b1ocos Bi 1 
"'Omo r~<:tri,~0es O v() de A e substituindo a afi111wtiva sobi-c "' , •• ,., •.• ~✓ 'i' '"'i '• 
B ~ B pc.:.J ;':j de· que .essas mat-rj zes são rLi.:lpotentes. · 11 - 3 3 •· ·· · e. 

0€,_MONST~~ç,Aq_ - (a) implica (b), Vamos mostrar que se (b,1) 

ou (b.2) niio fo::r satisfeita. A nao 
riódica. Para ísso vamos pl"ovar que para todo m ~ O existem 
p,q8Q e rEN tais que 1-? > m. pq 

Suponhamos que (b._) nao € sa~isfeita e existe um 
circuito 

com S p ~ 2, Entào, para todo n, 

Vem daí que para tono m, 
ca, 

nao 6 satisfeit3 . Bnt~o 

sultarâ 

Seja 

que f\ 

m > O. 
- -nao e 

Vamos mostnu 
. -'. periocnca. 

Existem rn+l pares ra ,b) 

que 

de natu rais 
Para , ca.n2u5bn1 e a o a par , ,) 

1 , 
2 e uma trilha de p~ para .l . 

do que re 

p ') 1., 
s ole --



y3

trarldo otl, oi\de d an2n 'kr'bbnln? mrillL.+r. Aleíft disso, colho
eSI #eS,, a pal'es di.stintas c:rurre$pondem trilhas dista.fitas
Portanto ex:i.stein })e]o ferias mh] trio.has de pl para pZ sole-
trando a". Segue que

Ali:nln2'pr ; }l'r p : »-'':*

(b) ililplica (c). Seja A tal que A. satisfaça (b.!) e

(b,2). Por (b.].) todo circu:tto tens pe'
se 1. Seja agunra C uni corilpon8nte forte nãa trivial. Bretão e.
Riste uma aresta (p,a,q) contida en C (pode sel' p :' q). Pela
def:i.niçâa de colaponente forte, cxisüce uma tri],hü de q para
p e pe.lo Lellta 7, existe u)n cílniinhc P:q'pp.Erl+-ão, $=Cp,a,qlP
ê um circuito. Seja agora (p',a,q') ujaa aresta en} C e supo-
11ha.mas que (p' ,a,q')eS. Pela ílGsli!& razão aciuna, üxistaulli ca
alinho p':q'--> p' tal que S' = (p' ,a,q')P' é um ci.rcui.to. Mas,
p,p'GC, .logo p'p* e existe un r.&lllinho I': p-->p' (LeIRa 7).Cg
mQ eS' seS, isso coFitYüdãz ejb.Z). Portanto, toda aresta. cen
tida en} C ê un\a aresta, de S: $egtte q\ic se pEC, existe \iií! u
laico qeC tal que (p,a:q) é u:na aresta, is'co é, Aon "nu e' Q-
mo $p 'l, devemos tcr (p,a,q)p aÃ...T ' :i

\

Sej an\ :

{pCQ/i:p3 é uma coml>oncnte :forte não trivialJ:

{!)CQ/p '-q para a].gu:i! püQZ},

Q - QluQz

Bi:Í a re!;trição de A a QixQj' i:'j€3.
Se Q7 #ÜI. as corsideraçães aci)Ba mostralt}. ail.ie B22 é

uma matriz de pexmutação, poi.s se pCQ?, existe t.ili! ullico
qCEplçQ2 tal que Apq# 0, e nesse caso APq *l e também, se
consi.dera.ralas o circuito; S: p"' p ta] que QS = [p], vcTCHOS

quç" existe uln Ün:].co .rGEp] ta]. que A,. :l. ÀI m di:sso, se
[Dl#EQ]. não nodelBos ter A #O. pais terzPamos a arestaPq

fl• 9 3 -

-1 
t:rando tr..._, onde d ""an 2n

1 
+r+bn

1 
n

2 
::.mn

1
n2+:r. Além cU.sso, como 

es1 ~es 2 , a pares distintos correspondem trilhas distintas. 

Portanto existem pelo 
d trando a • Segue que 

menos m+l trilhas de n, 
~ _,_ 

para 1),. sole, !., 

('·". ·1· ,. ' e::. /1. ·tal q1•e. A .- -:i 1·~c-C:--,ç~ (b.1 ';' (-' ,._OJ· 1mµ 1ca lC). vCJa" ~ _ ..1C "A ;;,u~-.l-vL•.:,.._,, .• _ ~ - -

(b.2). Por (b.l) todo circuito tem pe

so 1. Seja agora C um componente forte não trivial. Entio e 

xiste uma aresta (p ,a ,q) contida em C (p de ser p "'q). Pela 

definição de componente forte, existe uma trilha de q para 

p e pelo Lema. 7, existe um caminho P:q-+p.Entã.o, 

~ um circuito. Seja agora (p' ,a,q~) uma aresta em C e supo-
1 , ~ • ) (! ,. p· 1 - . , _ 11;.1amos que t.P ,o-,q· t,'0. _e a mesma -.razao ac1m.a, existe um e~ 

min.ho p i :q'-► p' tal que S' == (p' ,cr,qt)p., é um circuito. Mas, 

p,p 1 8C, logo p ➔ p w e existe um caminho '1.': p-·+p 1 (Lema 7) .C.:2_ 

mo eS t "#, eS, isso cont ra.diz (b. 2). Portanto, toda aresta co~ 

tida em e~ uma aresta de s Segue que se pSC, exist e um~-

nico q€C tal que (p,a,q) 5 uma aresta. isto&, A "'O e co-pq 
mo Sp :: 1 • devemos ter (p,o,q)p ::.A ""1. pq 

Sejam: . 

Q2 "" {pGQ/[pJ é uma. componente forte na.o trivial}, 

para 

Q3 = Q - Ql uQz • 

B •e, Tº·'<tr1·ça·~o d-.,,, A ' Q' ,n • 'r,1 , • u. ••·· •-· . ~ ....- a ' .;><- l{_;} 1· 7 )~ ..... lJ i J 

Se Q2 ;;! Ç!J, as conside1·a.ções acirna mostram que B22 é 

uma matriz de permutaçio~ pois se p€Q~, existe um 6nico 
;, 

q E[y;Jç0
2 

tal aue A ~o , e nesse caso A ==l e também~ se - ' pq pq 
cons 1derarmos o circuito S: p ·r p tal que QS "" [p], veremos 

a,ue existe um Único .rG[pJ tal º1.•ue A ~ 1 . Além d.isso, se rp . 
[pJ :e [q], não podemos ter A ~o, pois teTÍamo s a aresta 

pq 

7 
1 
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(p,a,q.l , que coíibiniada can ü$ circuitos en {lpl} e ein [q.i se"
ii.a uma contradição cowl (b.2)

$e Q.i #Ü, a relação -'> restrita a Q. é u! a unTdc ! p [

ci-a], pois se p -,q e q'' p con! p #q: temos que [11] = [qlé liça
tri'vi.al e pç;Q2' Além:l disse, não existe aresta (p,a.q) con! p
em Qi' pela mesTRa razão. alas ent:ão, -- pode ser í icrso !fuma

ordcín tota[ ÉI em nv {ver pc)r exem!)]õ Berre [Bl]),isco e, e-
xi.ste Dirá ürdüln s. tal que p'>q irnillica pá3. q. Assim,se coR
sideral'mos B]]. cola. a ardem l associada a QI' temos que
(B].l)pq ;0 se qs p, o que HOS'tT& q\te Bll é triangular supe-
ra.or caIR diiigo:la] Ruja. ])a nicsi;ia faxina, $e QS # @, obtejn-se
uma ordem ÉR e pl'Lnvã'-se a afirülativa sobre B.:;X'

Supondo que Q]. pg e QZ g, $e pç:Q2 e acQI não podem)s ter
Ai)a 0. (kBO cun1]tráTio, coiro q-> r para ülguM} reQ2, '''CeJHDS a tri.llmm T:q'- ]'
doílde (p,a,qyf: p"''t. Por (b,2) i-tão üederws ter í.r] # [p] , fogo [l'];= 1:p];

íhi. vem r'bp, e pela trü.n$itilHdade, q->p. i'bs então, p'''q e q'FP, don-
de qeEp] e deverá.aléns ter qÉQ?, a que é i,ü:la cantxadição. ijortalto, para
todo qli)QI e qçQZ' A q : 0, donde B?l :0

Se B,. cu B.., não fosi;enl nt1las. teríamos i\
}.l JZ ' pe{

ra a]gum qÊ(23, peqluQ2 isso ilrlp]!icin'ia üiH q-"r, par;} a].gun
rGQ2 oquecontraria a colis+-ração de QS' Diiqui segue a forõta
de blnocos {l4.3) , onde H matriz T correspon.de a qual-quer pe=
m.utação que ordeno Q, co].ocandc p < q se pCQ.; , qeQ.i (üJH i< j
e restrita a Qt e Q3 induza respectivalli<:n.te as orde11s sa e
<

3

(c) iml)]-ica (a). $upcllhiimas que Tf'JAv se escreva na

ma (4.3) , Eu4Lão , pa?a todo n z Q

';.
8

ã

CR

Ü

». ]i

( l, -lAv ) i}
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(p,a,q). que combinada com os circuitos em [p] e em [q] se
ria uma contradição com (b.2). 

cial, 

Se O- ;t: ili, a ·1 . 

pois se p-+q e 

- .. relaçao + restrita 
~ 

a Q-; e uma ordem P8:!:_ ., 
q-+ p com p ;-1: q, tep-ws que [ p J :: r, '7 ~~-;; 

L q_ .J e ,1àO 

tiivial e p€i~- Alfm disso. nfio existe aresta (p,a,q) com p ,. 
em Q1 • pela mesma razao. Mas então,-+ pode ser imerso numa 
o rdern total::-; 

1 
em Q (ver por exemplo Berge [BlJ) ,isto e, e-

xis te uma ordem ::~
1 

tal que p + q irnp-lica p 1
1 

q. Assim, se con 

siderarmos B11 com a ordem :_,; 1 associada. a Q1 , temos qne 
~~ ~ L 

(B11 )pq "'O se q s p, o que mostra que n11 é triangular sup<~-

rior com diagonal nula. Da mesma forma, se O:) -:t 0, obtem- se 
uma ordem s

3 
e prova-se a afirmativa sobre 

Supondo que Q1 :;t 0 e Q2 :;t ÇJ. se pEQ2 e qfX\ não podemos ter 

~q ;,: O. Caso contrário , corrrJ q + r pa-ra algum r€Q2 • temos a ttílha T: q + T 

donde (p,o,q)T: p+t. Pm· (b.2) nã) podemos ter [rl;,: [pJ, logo [ ·t] ::: [pl 

Daí vem r+p, e pela _,_ransitividade; q->-p. Mas então, p-+q e q ➔ p, don

de q_f:[pJ e deveríamos ter q€Q2 , o que é mna contradição. Por-tanto, para 

todo qEQ1 e q6Q7 • A _ '=O, donde B".>J "' O. - pq ,._. 

Se 13.n ou B., 2 não fossem nulas, teríamos A ,, O p~_ 
JL ~ P4 

ra algum q8Q 3 , p8Q
1 

uQ 2 . Isso implicaria em q ➔ 1', paro. algum 

r€Q 7 - o que cont raria a construção <le Q.,, Daqui :;eguc a forma 
- J 

de blocos (4.3), onde a matriz n corresponde a qualquer ~e~ 
mutação que ordene Q, colocando _p < q se pf:Q.; , qGQ_i com i < j 

_.__ 1 

e restr i ta a Q1 e Q3 induza respectivamente as oraens ~1 e 

~3• 

( e ) i mp l i e a (a) • ·• 1 Suponhamos que w ·Aw se escreva na for 
ma (4.3). Então, para todo n?:: O. 

r-n e D 13 11 l.i ~i ,, 
-1 n -1 Il ü Bn ,:: ·n· A ·ir = (rr A·n) = ,. '"I Ln_ 

l º 
/, I. 

o Bn 
'Z ~) .., • J 



onde Cn' Dn e En sao matriz.es, c11ja expressão 8TIR ternos dos
blocos oriÍiillais é irrelexvante

Col!!o Bll e B33 saa tr:i,ai\gulares superiores com di&
Boda! nula, eJ-as sãa nilpotentes. Assim, se rn=max(iQll,iQ21),

. = 0. Conto Bol g IPatriz de .pcTn1lutação, existe r tal
IQ7, a íi!&triz identi.dado. Se n é tal q.tle nr 2m, eB

Ç -c .& \J

B 11 3r
que ]322

0 C D
' 'nT nT

Í{ * lr-IAnrv :: lo 1 . Enr

i)0TtãEitQ

C,:r C.:. E:.r
T F' 'nr

e lla = 1-t3. Segue que lí'IA2nrw =-K-lA3nr d031dc A2nr=A3nr
tanto, A é pedi.õdic.a

coRÜLÁRlo !+.9 - tina :matriz AehtO(N) É; idem.E)otan'e sse existe
tuhl& }natriz de pernlutação R tal que T 'Av e

da forma em b].cacos

U

onde l é t11hiQ matriz identidade (alguns bl.aços podem ser va-
zios)

o l c l(4 .4) {

D[MON$1'RAÇÃO So v-IAv é da for)na (4.4) é imediato que A é
idCHDOtCTitC. Por outro ].ado, se A é idemt)a-

tente. é. enl particular, periódica, e existe letal qu
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· de l., "" e 1:: ~ ao ➔ .... • z on . ·n· "n Ln - ma~Ll es , cuja exp essao em termos dos 

blocos originais~ irrelevante. 

Como B11 e B33 sio triangulare s superiores com dia 

gonal nula, elas sã.o nilpotentes. Assim, se rn -"'max (!Q1 1,iQ21)~ 
Bm Bm o e R ... t · ·1 · - • t t i 
111 .-:1 33 ,.., . omo ,, 22 e ma riz ue _permutaçao, exis e r a.L 

Br I . . 1 · . ~ d S - -
que 12 = Q, .... , a matriz :1eenticia e. e n e ta.t que nr ~m, en ~.. ,:.. 

tão: 

o e D nr n-r 

H 
-1 111" o I E = 1T A rr ,:: 

111'.' 

o o o 

Portanto. 

Iº 
e e E nr nr nT 

H2 = o I E nr 

o o o 

• A -1 2n-.r. -1 3nr 2nr 3n-v· 
e H~ = H.::;. Segue que ;r A Tf "'-rr A 11, donde A · =A A ,pO.!_ 

tanto, Ai peri6dica. O 

COROLÁRIO li .9 - Uma ma.triz Af:M0
(N) ê idempotente sse existe 

... ~ -· l ... 
uma matriz de permutaçao n tal que~ An e 

da forma em blocos 

o B BCI 
(4.4) o I e 1 

1 
o o o J 

onde I fuma matriz identidade (alguns blocos podem serva

zios). 

DEMONSTRACA~ - Se n- 1An f da forma (4.4) ~ imediato que A g 

iderirnotente" Por outr-o lado. se A é idempo-

t t ~ . ·. 1 . ~ l . . ' t 1 - 1A 
en e, e, em part1cu ar, p~rioc ica, e exis ce 1r · a.,__ que TI' - 7f 



é dü torna (4.3). bíils entllo (n.-lÂn.)z = v'lP. T ,e caicula11dru,
a partir da roTIna elü blocos; telllos

}1

22

B B B!2 2211 !2
B B B Bi2 23}3 33 B13

B22B23 + B23B33 ' B23

Como B].] é nilpotente, BÍ] ' B],l implica Bll'" 0, e
analogamente, B,.z 'l); e con\o B22 é íaatriz dc pormt.ração,

- B22 imp].ica ]322 : ]' Âp]icando-sü c,ases resu].Lados obtg
Rios tan\bén} B13 :B12B23' ' Ü

.g.gB.Q.!::48:!.g...g.:.!.g - É decidív'el se L!!n& !matriz /\É;i-í,..(11) é neriõ-<

DEHON$TRACAO - Dada a matriz .R, os caíliinhas e circtlitos dc
AÜ sãõ ei!! número T'ini:''Lo, ü pedem ser enumera

; assim, podeiltos testar as condições (b.l) e <lb.Z) Chão

n9$ preocupamos aqui cam a e:ficiência do allgonrit la rc$ul-'.-&n
te B

COKCLAniO 1+.]1 - Se Ãe)!(,}rN2) e ide.mpotente e a].en\ disso é
unt eles:lc!\ta pari-6d:i-co de }íO(N) , ü=itão

(a) Existe uma rcatriz de perln{,ilação R tz!]. ({tlc t'lAv -
da for ia em b].ocos

']

oi\dü l g unia matriz identi.dado
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e da forma (4.3). r.1as TI , e calcuiando , 

a partir da forma em blocos, temos 

n2. 
ulJ. 

,::: 
Bll 

B ~ ,, "" B 
j ,J 33 

132 ::o Br 22 f, 

Como 13 11 é ni1potente, B~ ... ::. B- .. implica B., -, ,.,, O, e _ ii 11 , 
analogamente, B.,,z""Ü; e como IL~ 1 é matriz de permutação~ 

jJ ~-

B 2 - n ··, i11p 11· e ~ 13 - T Ap ~ "' e· a n d ,, s·· -. e ~ - -L t 1 ·· o ' 1 t- e 22-.D22 -·. --ª _; 22 -_,_. t·\...:1.1.. ... . . ,!l., - v •::.::,es resu. aaos o,. 

mos também B
13 

=B
12

n23 • fJ 

COROLÃRIO 4.10 - 6 decidível se uma matriz AGMQ(N) 
dica, 

e peri.Ó-

DEMONSTRAÇf,_Q - Dada a matriz A, os caminhos e circuitos ck: 
J, - ..-2 ' AA sao em numero finito, e poaem ser enumera 

dos; assim, podemos testar as condições (b .1) e (b. 2) (nãú 

nos preocupamos aqui com a eficiência do algoritmo resultan 

COROL~RIO 4 . 11 - Se é idempotente e 

um 

(a) Existe uma matriz de permutaçao ~ tal 

da forma em blocos 

o B 1'"') 
1..., i 

o I D 

o o o 

onde I e uma matriz identidade. 

além disso 
entao: 

q_ue 

f7 1_J 

-e 

.,,_ 
e 



(b) P.' elT! };ln(N)

Comc} A,, coma 311a.triz sobre i'{ é periódica, pe-
lo 'Feoreííla 8, edis te n t;.!]. que v' Lavo da fal

ina (4.3) i'as . K''É;l'iO(iq2) e o produto v'lAv aã o mesmo rg
su3.tapa seja sobre N au iqo Cobserxc que este produto cora'el
Í)onde â llína ordenação de Q\ . /xplicitndo-se a ]llesrna técnica
do CorolÉi:rio 9, übten!-se qtle í4 é da forma citada. []

c(}ReLÁR]0 4.12 - $ejala A,Bebia(N) e si!])ünl\Raios que para todo

implica Bpq s;Apqp,qcQ,

Entãc}, se IR é periódica, B tan\b6m o É;

OEmONSTj1.8&AO - CciHsideY'e os autõínatos AA e AB' .A hipótese:ím
pl-ica qlie tod,a aresta de An e uma arest:! dc

AÁ' Além\ disso, todo circuito de A]3 é um ci.rcuito de AAe cg
mo A. satisfaz (b.l), esse:; circuitos têm peso I' .Além! dis-
so, coito em Á. não existem caminhos ligando circuitos caIR
conjuntos di.stintos dc arestas, não cxisteni ttii-s camirihost3n
B, o B sala.afaz (b.2). Pe]un Teerenta 8, ]3 õ !)er:i.odica. ]]

Agora estádios qluase 3m cona.içÕes de demonstrar cJ
Teorema 1, precisando ainda d.o 'l'eorenla de Ramsc}« ([Rl:l, x/er
ta)nbénl Ryscr [R2]) , qUe CRiujtCiD]'cÍüos aqui numa fc,I'lna qu3e nos
seta üti.l

D [MÜ iq S T gÃÇÂÜ

TEaREiiÂ DE nAu$EV [Rl] - t)nãos inteiros positivos ü!,n,k, e
Riste ulit intei,ro R(}n,n,k) tal que

para tc'do conjunto X colei pela menos R(m,n,k) eleinaltos,e tg.
da partição da faina'].ia de subconjulltos de X caIR k elcinelltos
e:ln m partes XI' , . : ,Xm (algum as. ex-en.tua.Íman.t.e Vazia:;) , C'xj.s-
te umsLbconjunto X de Y com n c1lclnucHtos e uir:a parte Xi ta!
que todos üs subconjuntos de Y coil! k elejnentos elstão conti-
dos

Este Tearenla é um dos c].ássj.cos da cowbiTiâti5tia, ê
ãí atle vi nos dar é se!!ielhant:e a uma apli.cação paraapl i caç

( b) /i, 2 
"" A 3 em MQ ( N) ~ 

pEMONSTRAÇA~ - Como A, como matriz sobre N; peri6dica, pe-

1 .-- 8 . l - l C\ - 1· f o reorema , ex1s te ·rr ta que 1r r .1r e e a ·oE 
-1 -l ~ 

ma (4.3). Mas n,~ -sMQ (N 2) e o produto n - ·Au da o mes~o r~ 

sultatlo seja sobre N ou N~ (observe que este produto corre~ 
,t., 

ponde a uma ordenação de Q). Aplicando-se a mesma técnica 

do Corolirio 9, obtem-se que A G da forma citada. O 

C(·•noL •" n · o· 1. 12 ,, .· '"R.C:,i rru1 h t d 
· J1\ Ml\l '-!·.. - 0eJam A,L,.,f\,Q , 1 1 e supon. amos que para ·o o 

p,qSQ, A :S 1 implica B ::;A 
pq pq pq 

Então , se A~ peri6dica, B tamb[m o f. 

DEM0l:_JST~RA_ÇA0 - Consídere os autômatos AA e AB, A hipótese i~~ 

plica que toda aresta de A~ fuma are s ta de 
D 

AA. Além disso, todo circuito de AB ê um ci1·cuito de AA e c-9. 

mo AA satisfaz (b.1), esses circuitos t&m peso 1. Al~m dir

so, como em AA não existem caminhos ligando circuitos com 

conjuntos distintos de are stas, não existem tais caminhosen 

B I·3 . .!' e· 2. f 1 ln (1 E - . ~ i. 
, e sat1s.u1z b . -) • Je o ' eorema 'J, • e per10, :i.ca. o 

Agora estamos quase ~m condições de demonstrar o 

Teorema 1, precisando ainda do Teorema de Ramsey ([Rl ], ver 

também Ryscr [R2 J), que enunciaremos aqui numa :fcn ·nu1 que nos 

será Útil . 

TEOREMA De RAMSEY [kl] - Dados inteiros pos i tivos m,n,k, e-

.,dste um inteiro R (m ,n ;k) tal que 

para todo conjunto X com pelo menos R(m,n,k) c l ementos~e tf 

<la pa1·tiçãa da família de subconjuntos de X com k elementos 

em m partes x1 , ... ,Xm (algumas eventualmente vazias), exis

te um subconjtmto X ele Y com n elementos e uma parte X., tal 
.!. 

que t odos os subconjuntos de Y com k elementos estão conti-

dos em X .• 
J. 

Este Teorema f um dos c15ssicos da Combinat6ria, e 

a aplicação que vamos dar f semelhante a uma aplicação para 



semigrupüs fii\itüs, que pode $eF vis+Lâ eln [h{2]

Rf=peti.anos aqi-!i o enunciado dü Teorema 1, numa for-
ma mais fora.c. Para isso: vaíflGS dc:fiEiiT: i.!N elentcntü adc uin

moliãide é g-pota72z;e $e a: : &a

TEORn'!;b 4i . - Um subiüünéide h{ de MnejN) fmi.ta,mente gerada
ê f:mito $se todo elemento M+? que é idenlpo '

teiLte coma natri.z an MQ(N2) é 2-Potõntc cama DDâ"cfi.z eln
Mn (N )

íjemo STRACAÍ) - Suponhamos.'que bl seja fi.1lito, e seja BeM©7,
idelüpütente em }!í.:(N7) : Então, existe AGF.{ ta3.

quc A#2 HB. Cano 3{ é finito, A ê periódica, logo, pel-o Cara
lãri.c} íl, B é 2--patente em }4n(N)

Stiponhaínos aUnara que biBE', nde X é u)n subconjun-
to fmi.to dtü }!n(N) e M satisfaz ils condições do teorema. Se
ja E um alfabct:o com IXI = IXI e $:E:'-+X uraü bijeção. Então

se estendi: a unl lnorfislno 't*:Z' +hiO(N) e M :- {x'#"/xt;E+}. Pg.
ra LHOS'uF&TMcas qlie i':í é fmi.tnu, vamos lnüstrür que existe u11 in
toiro rx tal que pllra todo }!tÉA{, exi.ste xeE+ ccln lxl< Q ta.i
que !n =x+': (isto iaipii.cí{ quc IMI É lEIa.l)/(IEl-l)ll: Tonle-

a R(lx,4, 2) ,

dado pelos Teorema de Ramsey$ üllde n = IM$1l .

Seja x uma palavra ta.l que lxl 2 a. ValTiüs mostrar
que existe unia pala,vra y, core lyl < ixi tal que y@* = x+'. A-
plicando-se sucüssivalnente este result.3do, pode-se obter u-
ulDi8 palas'ra z, lzl < a e tal que z+# ::: xÕ':

Supanhantos elltão r = Íxl e que x nala9'..a,, com

alCE, Vier. Vamos rapa.rtir os subconjuntrus de t comi 2 ele-
}llcntos em n partes disjuntas, {P,,Im lí 2} da seguinte faena

{i,j}/í<j e(aiai+l'''al-l)'P'#'2 :nl.r
m 'j.'i+!
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semigrupos finitos, que pode ser vista em [M2]. 

Repetimos aqui o enunciado do Teorema 1, numa .for
ma ma.ts forte. Para isso, vamos definir: um elemento a àe um 
monóide é 2-po tente se a 2 = a 3 

• 

TEOREMA 4 J_'._ - Um submonóide M <le Mc1 (1\.!) finitamente gera.do 
~ <. -é filü to sse todo elemento Miv 2 que e idempo·-

_tente como matriz em MQ(N 2) é 2-potente com.o matriz em 

MQUO. 

DEMONSTRACAO 
. ;?-

que At!Jz .,,,, E. 

lário 11, I3 

- Su~onhamos que M seja finito. e seja B€M•2, 
idempotente em M,}Nz), Então, exis.te A8M tal 

e ... .e· . ~ . .. ,. 1 ~ orno Me i 1n1to, A e perioaica, logo, pe. o coro 
6 2-potente em Mn(N). 

'< 
Suponhamos agora que M "' X*. onde X é um subconj un

to finito de MQ(N) e M satisfaz as condições do teorema. S~ 
ja 1: um alfabeto com Jtl ""iXI e ,~;E*-;;.X urna bijeção. Então 
q, se estende a um morfismo q,* :i:* +l'•i0 (N) e M = {xq,-A'/x€E ·k}. P~ 

. < 
ra mostrarmos que M é finito, vamos mostrar que exíste um i[.: 
teiro a tal que para todo mGM, Pxiste xsr• com !xi' a tal 
que m=x<P* (isto implica que !MI:,; l>~ le; -l)/(!tl·-1)), Tome
mos 

rv :::: D(Il A ".t"\ 
V. .1'.. ' 'i- ' 4, } , 

dado pelo Teorema de Ramsey , onde n "' 1 Mlj; 2 ! . 
Seja x uma palavra tal que !x! :e:: i:t. Vamos · mostrar 

que existe urna palavra y, com !yl < 'ixl tal que yqi 1' =x(ji 11
• A-

plicando-se Stlcess:i..vamcnte este rcsu.l tado, 
uma palavra z, ! z 1 < a· e tal que z.qi* :.-: xcf; *. 

oode-se obter u-,. 

Suponhamos então r::., !xi e que x., a 1o 2 ... aT, com 
a.SI, Yi8r. Vamos repartir os subconjuntos dar com 2 eleJ. 

mentas em n partes disjuntas, {P lm6M~ 2} da seguinte forma m , 



g9

Co11to rza, existem isj<k<ÊÉr tais (4ue todos o$ subcoll-
juiltos cona 2 elementos de {i-,j ,k,Z} estão rio mesmo Pm para
a].guia ni .

xO

x].
x,}

x3

x4

a].
a' .]

ak

al,

ai-l

aj-l
ak-l

aT'

temos, denotando q)'WZ, e12t.re outra.s. igualdades. que

xle : x2i: (xlxPÇ " x3Ç

pois, {i,j},{j,k},{i,k},{k,&lgPm'

{as m: Qclx2)E-xl(lx2€:m ' portanto ]n él :idempü-
terite em i O(N2). Pela hipótese, m é 2-potente ent b{(}(N), pül
tanto pcríodico, e pelo Corolário 11, existe tina matriz de
penuutaçãa T tal que

Í' ' '' ]

i:l, Z ,3:Mas então, para cada xi

c. o.

IF 'l ( xi4' *) 'a

pois m - xie

DaÍ \rêde

Como r e:: a, existem i:,; j < k < .Q, ~ r tais que todos os subcon

juntos com 2 elementos de {i,j ,k,1} estio no mesmo Pm para 

algurn m. 

Fazendo: 

XÜ - a., a. l ~- 1. - . 

X "' a. Cí • 1 1 1 J - -

X - O-2 J 
. . . (f 

k-1 

X.., ,:; crk ª.t-1 .) 

X4 = (j . . . ºr• i 

temos, denotando ~ = <l>*riJ 2 , entre outras igualdades, que 

pois, { . . } { . k} { ·' v; { ,. o • c1, .l,J • J, , 1,,.;, _.!'.~,..J-\:::. m• 

tente 

tanto 

Mas. m ~ (x
1 

x 2) ~::: :x
1 

i;;x
2

l; :o: m2 , portanto m e :i.dempo .. 

em MÇ(N 2). Pela hip6tese~ m f 2-potente em MQ(N). Pº! 
periodico, e pelo Corolário 11. existe uma matriz de 

permutação Tí tal que 

o e 
-1 

-rr r.m = o I 

o o 

Mas entio, para cada xi' i=l,·2,3, 

pois m = xi t. 

Daí vem 

D 

e. 
]. 

I 

o 

E 

o 

D. 
1 

o 

1 



X'J-, IX2K3)'$*1T 'a 'L(xlX")'Ü'V'j' (X29)v'lt'''l (X3@':)V

cl
!

Q

":]

TI'
C.2

i

e

C3
T'i

Q
!

o J

cl
!

0

':';}

v' ]' (xl$ *) 'ií ' T 'l (x3Ó '' ) 'a

n''l(xlx3)#*x,

portallto

(xlx2x3)@* (xlx3)+*

SeglJe cque

(xOxl.x2x3x4)#+ :(xQxlx3x4)$*

e conto i <k, lx2i>0, aonde ixOxtx3x41 < lxl. isto campa.ota
a d nonstração. i]

Observe que se Eiü de c;nstpação t:o!!ãssemos

n( IMQ(uz1} 1 ' 4 , z) ,
no iügür do 'ç,a].or que taíüamos, obter'z+a !rOS Um ].ilí:i.tüRt.c stJpe
der p:lra ü nÍimero de c].©RloEltos de (lualquür sublFioHãido fi1li

i'tQ(N) co)ll k geradores, a saber Ck'-l)/(X-l). Isto int-
plica que dad09 n,ke N eais#e arena um ?zzímel'o .fInIto da
mígrupoc íabn"tpaóosJ eam' k gerad02'c?a, que t;era zm z'e?l''é?aai'?.-
tacão fiel e#l NÍ. (N)

Ü

- 100 -

11--
1 rx );' x )<P~' r.r . ~- 1 ·2· 3 - 1 = -1 -1 -1 w (x1w*)w•n (x 2•*)rr•w (x 3~* )w :ai 

o e D o Cz p ) o r 
'" 1 '·'3 1 J. L. 

1 
:::: o I E- o ,I Ez i . o ... 

.l l 
! 

o o o o o o i o o } 

o C~ 
J. ClE3 

~ o I E 3 

o o o 

portanto 

Segue que 

e como j < k , 1x.2 1 > O, donde 

a demonstração. 

< '1xl i'G'.'.,..o• ~ 11 J. ~ L 

Observe que se na demonstração 
~ 

to~n1a .. ssemos 

ti e R( !MQ(N 2) 1 ,4, 2), 

D7 
) 

.J 

E.z ::-,: 

.., 

o 

completa 
~1 
L. .. 

·no lugar do valor que tomamos, obteríamos um limitante sup~ 
rior para o número de elementos de qualquer suhmonôide fini 
to de MQ(N) com k geradores, a saber (kª-1)/(k -1). Isto im
pl :i. ca que dados n, k E N eo.;'is -te apenas um nÚ!!zePo finlto de B!!._ 

migPupos (abst ratos) com k geradores, quç tem uma repreaen

~açio fiel em Mn(N). 
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COROLÁRIO 4.13 - Diic]o um subconju.nte finito X dc }']n(N) ,é dg
cidx'vel se X é uln ]non8ide f:i.ílito.

nBÇ+.=P:-d7hH ''Basta'' construir a i)nagcm X*@2, que, utili-
zando a notação do teorema, é i.gunl a

{lx4''©2/x61:* e lxl g IMQCUZ)l ' 3IDIZ}.
selecianarinos os idempotentes: e verificarnlc.s se eles são
2-pato:ates como e].ementas den Mn(Nl} . l-lIRa o}.itra possibilidade
bem curiosa õ a seguinte: ca].cu].a-se

}{(SIQI',4,Z). : (tela.])/CIXl-])
sendo G dado pelo Tearcma de Ra111$ey efctivamente; e, sen.do
[r... a matriz dc identidade, venrifica-se se para a].gtiíü n s B,
(lnuX)ii - (lnuX)n+l. A$ 1i.citações apresentadas implicaut que

X# é :finito sse essa i.gua]dítde ocrlrrer, para a]guln ns B. í]

IV.4.C) O TEOREMA , VER$Aa ALGÊBR l CA

Seja K uni cc,rpo de característica zero

O poZ Banco eioZotõmiao 4'd, onde d é ilm inteiro pg
sitívo, é definido par

õd(x) : ]i (x-€1) ,

ande Ç pcrcori'e o cünjuiito das rai+zes p!'ilnàtivas d-êsimiLS(ka
uJ\idade.

$ão clássicos os seguintes fatos (vcr por exemplo
McCarthy [MI ])

(a) Se :l p.b. @& # $b'
(b) Os coeficientes de $(i são inteiras, para todo d,
(c) ®d õ érre(ãutível eln QtX3, para todo d,

(d) X''-l ; d/n d(X)
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C0R0LÃR!0 4.13 - Dado um subconjunto finito X de MQ(N ) ,f de 

cidÍvel se X*~ um mon5ide finito. 

DE.~~TR~.9_ - "Bastalf constru i r a imagem x~=t)J 2 , que, utili

zando a notação do teorema, i ipual a 
1 D1 2 

f.xqi"'v12/x6:E* e lxi s; jMQ(Nz) 1 "' 3 I 1 } • 

selecionarmos os idempotentes, e verificarmos se eles sao 

2-potentes com.o elementos de MQ(N). Uma outra possibilidade 
bem curiosa~ a seguinte: calcula-se 

~. RC31Q!
2

,4,2). a~ c!x !ª-1)/CIXl-1}, 
sendo a dado pelo Teorema de Ramsey efetivamente, e, sendo 

r0 a matriz de identidade, verifica-se se para algum n ~ B. 

(IQuX)n "'° (IQuX) 11
~

1 . As limitações apresentadas implicam que 

X* é :finito sse es sa igualdade ocorrer, pa.ra algum n ~ $. O 

1 V • !; • C ) .. .Q TE O R EM /l, , V E R S A O /\ L G t B R I C A 

Seja K um corpo de característica zero . 

O poZin5mio eiaZotbmioo td, onde d f um inteiro po 

é definído por 

onde t percorre o conjunto <las ra{zes primitivas d-gsimas~ 
unidade . 

S~o clissicos os seguintes fatos (ver por exemp lo 
McCarthy [MJ.J): 

(a) Se a"/! b . t <}la~ q)b, 

(b) Os coeficientes 

(e) <Pd 
.• 

irredutível e 

(d) n 
TI q>d (X) • X -1 -

d/n 

de 

em 

td sao inteiros~ para todo d, 

Q[X]. para todo d, 
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(e) O grau de õd(x) é 4(d)i onde $ é a função de Eulari
.[?Bgeg$.1ç.8g.]...11 - $tlja K ií:l corpo dc característica zela e

AaiQ(Ki). EHt.ãQ A g periódica sse súu poli.
hãHirD mi lIRa! for da torna

(4. 5) nA à X't'

ande P :él,um produto de p$1.ân8aios cic.IQtõHictns distintas
GEFqüliSíl;CÃü : $e A é püri5dic:a,: existem pliturais p< q tais

que Ap:iÁql: Segue que A é raiz do PQlinõnio
XP(Xq'P:J.:) ,: parta)lta, m. *:..que ã tm di;:v'iÉ:or deite polin6híü.
tem qi.ie sqr dü forma (4.S), por (d)

$e a polinanio minimal «i.(X) * X'+i : . . .+j: ., tünlandgQa; Gé' '-
ãlk,:vl;ã qu'l

\ecv v xvn .-evA u:4ilünn q.+© d#Lfi\Ab'.l

-se pata n];o m31nimo mÚ].;tiplo :cair\nii de d

nl:/X' (X;:-l) ,

pürtan,to, Ar ,Ârbn e A é pari-adira.

ç.qB:g.}4.B.],P. +.:.]j - Ê daçidz'xe! :se ÀGh{.(K) é pera,Ódi.ca.

DEt40HSTRAÇA0 - Obter-ae qt.!e ''decidÍvel:' aqlli subentende qua
as operações cü } eíe antas üe K são f'ü3.lizã-

veis ;ilgoritiuicanlente.. ruIM pcss!'ie.L 1lrücc$so dc ãecisã.o se-
ria calcular o polinÕmio cdTüct.CTÍstico de A: verificar 3e
$ua.s raz'zes sãa 0 e ra3.zes da unidade sor!!ente, e.eln scgüiãa
testar uil} ntiínero finito de ca.iididatcJS até obter n, , No en-
tanto, apresentaremos aqui. um resultado mais interessante,
qtle dã outra niêtodü. [l

Seja n= lal. Sabe-se (lue a grau dc mA(X) é sn. Se-
ja l). = {def{/$Cd)sn}. Por prcpri.ad;Ides coiihücidas da função
de Eu].er, D. é finito. Pai'a cada subconjunto B (te D., seja.

Ü

Ê - }l +(xl}
x€B
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~ -,p e a f unçao de 

nBm~o mihimal for 

Seja K um corpo de característica zero e 

AQvtQ (K). Então A é periódica sse seu poli, 

da. :forma. 

( 4-. 5) 

onde P- . é um produto de pôlinômios cic_lotômi,..os distintos. 

O.EMOfil;Q,AÇ~_O :- -Se A é pe:cióclica. e::ds-tem natura:i.:-; p < q tais 

An . ,f'- .. ,,. ..,. d i·.,... que ~ ·~ ~A 1.;;. S.egue que A e ra.12. o P0:-~1.norn.10 

xP( . .X.q--p~l); pottantó~ mA~ :que ·ã um divisor deste polinôinio, 

tem que sei da for~a (4.5)~ por (d); 

S~ o p.olinomio nünimál m .. (X) = Xri·a:·_ . . , • ~()d·; __ , tomando 
A ~ ~ 

-se para- n ;o mlnimo múltiplo comum de d ...• à,, vefü que · · 1 K 

. 'X:r r vn ~ ... fü,.f\_l J l,, A -.l _! • 

portanto, Ar==Ar+n e A é periódica. o 

_CO,R.9V:_S!0 :}-1.l.2. - E decidível -:· se AG.M0 (K) 
, ~ 

DEMONSTRACÂO - Obser.re que ndecidíve l ti éLqu.i subentende que -----~~.,,,..,.._ 
as operações com elementos de K são tealizi-

veis algoritmi camente .. Um possível processo de decisão se-

se 

suas raizes são O e raizes da unidade somente, e . em seguida 
.. 

testar um número fi.ni to de candidatos até obter m,,. No en·~ 
n. 

tahto , apresentaremos aqui um resultado -mais inter~ssante, 

que di outro rn~todo. o 

Seja n.= !Q!. Sabe-se que o grau de 

ja Dn ~ {d6N/f(d)sn}. Por propriedades conhecidas da função 

de Euler, Dn é finito. Para cada subconjunto B ele Dn '.< ·seja 
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Considere ágata o conjunto F.l :' {IBç])r:/B 6 n}. Â lnroposiçãe 13
i\as di.z que se A é uma laü.triz !)eriódica, existe BeF.,= :B
tal quc

mA(X) '; Xr*R. ©d,

o TiCSSC C:tSQ, s iÍÍ =m.m.c.B, A'xibr .Ar

ValKos def'unir f: N + N por.f"ú:E :n: úãxÍü;mid:LBI/BqÊt.}.
Observe quc} f i; \.]ma função çomputãvel de n, e vale o #égúiE.
te: Se A é Feri.Óciica, existem! inteiros z' < psnf, com r#n,
tais que Ar nAr+p, isto imp].ica. também que se A ê periei4íca,
A+ t-cn] ]lo nlãxi.mo nf + n elementos.

ObseYVQ que coíqQI Mh(N)$MÕ(Q) , a Propôs.içãa ].4 taxi-
bên! cêtàctarizü .matrj.zê$ :pe iÓdãcàÉ em Mn(N) , ;Vamos;;: v€5;ltar

%go.rp d N, éom cima dernaü#tração Mais algêbl'icü do Corólãrio
:4 , 1; .+:j:çüj a ebuilçiadg a:q$i :tepóti,úü9 .

g.gKg!;éj:.1.9..!:L].& :, $ej aú A:.Be {Ó(}i) : é ,:suponhamos -cluei :para: bode

p,(leA,l J\Pq :l iúpliê:a Bpq.KA$q
Enbãg.f: se .+ ê:: p? i8di.:ça. B tamb-õã..lo: é!

PE.i$P.$!!;R.ANÃO » Va.aios provar-. pare. o;';caso éh: qué existe : tnt! cli-

nico pat (p,q) iál; que A.l.. :fB..,. O::.resultado
geral següé deste i.ndut:iva.ínelite .

.b

Pq

Seja: então (p.ql) tal que:AP&# BPq

T * ;ii;:i;lt"=1: J ê ;l::l =:1*=':: ;ii l:l
de se.guo qtaü

{p:ls:/kçn ,í' , $êQ }

g fiaitó, pare:auto B é pe?,i6di::cã.

T)q . .. , .' . .L .. . .CASO 2: A « az2. Cansidel.e: 8 matrizl:A'eMn(NE#]).,obtida
d#: A substilt:uiindon.sé $.i:operada (p i.q)l.pala '!4riã
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Considere agora o conjunto F "' {BçJJ /B ~ nJ. A Proposição 13 n n __ 

nos diz que se A .~ uma matriz peri6dica, existe USFn• · r~n-D 
tal que 

e nesse caso, se 

UlA {X) 
r . 1?. x ITí).), , 

i ,..B o. ( t, . 

- m+ ·r T 
m '"m.m.c.B, A "'A • 

Vam,os definir f: N-->- N por -: ; nf l': rli~:.'dm·~m"c .• B/If~J\
1
). 

Observe que f é uma função · computãvel de n, e vale o seg'!;li!!_ 

te: Se A é periódica, existem inteiros t <pi. nf, com ·r-~n, 

t · Ar A1·+u - ' 1 · b ~ A .. . - ·t· • . ais que · ~ ,, • l s to 1.mp~ ica tam -em que se e perx.cc tca., 

A* tem. no máximo nf + n elementos. 

. _ Ob serve que COi~~:. MQO~) :iMq(Q ), a PToposição J.4· · tam~· 
<ttém c~\r-àcte·ti~a matr.ize-s periódicas em M0 (N) .. Vamos,. y~ltar 

·. agq.r~ à N, ê;om uma dernon,siração ma.is algJbrica do . (;orolâ:rio 

.. 4;..·lZ ., .<;uj o ~1.n,uü:ia.do acnB. · repét'.tnios. 
:- ! . , _:- - ' . \. - ., .• 

· ... ,co,~~$RJ.q_,.~ .. d.f... ·"'. Seja.ni AlB€M0 (N) e .suponhamos -que.: p:a;ra- todo 

p~q€A. Ap,,., -i:'"l implica. B,..,
0 

sA.,.._ ·,.• 
,1'-t . 1' ,V pl.t 

: ·. . _. .. ,_·:.' En:tãç,, ' se A. é,. per.iôd.i~a l -B tamb&m.- o é· •.. -., ·'. ..,.,. 
: ,. - . ~:- . t 

. . . . .· 

. J? .. ~1~.ó .. ~{S,-T ,R.~ .. Ç.~ ._ \Ta.mos pt·pvár· pa.1·a o · cáso ·em quê ex1ste : ttrii Ú-~ 
· nic·o rrnr ('b. q) tai- que A t;. B • O--Tesul túido . ,. . . pq . pq . 

· fieral segue deste Jndutfva.mente. 

CASO 

de segue 

' ' 

Seja êntão ('P ,.q) ta:t que . AfJq :.t Bpq. 

l: Apq · = l. Entãà '· ·B:eq "' ó~ .e _ para todo 

1\ .. s -:s; Ars. Mq,S <lai, para todo k :?! O, 

que 

:,, . ... ... 
e fJ;ni to, portanto B. é per-iod 1.ca. . ·· 

' 
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vo[ X, Ertãc para. +..ada keN, r,seQ, /\iils Pr,s,k(X)eN[X]. A-
firmét)nos que, coma A ê periód:ica, c conjunto de pülínântios

' *.{!,,;.tlTl} õ:5?ili*...c'" «:Fl:tTY...',, ,.T',;,1l:?..:?mo A é periódica, {A=. } é uíü cahjunto.: .finito, portanto
{Pr s.k(a)} é finito. Mas se P fosse infinito, existiria u-
!na sequei\cia {L].,L2,...} i!\finita de.elementos de P +cãi-s que,
ou Li(1) "( Li+l(1), para todo i, ou grau Li< grau.i Li+l para
todc} i. En! limbos o$ casos, ü sequência {Li(a)vier feri.a i.n-
fi.altas termos, coiitradizeltdo o fato de A ser periódica

hías $e Bpq:b, para toda keN, r,sGQ, B;js:Pr,s,k(b),
e como P é finito {B}./kGN, r,seQ} é finito. Portanto, Bé
periódica. a

A seguinte proposição tcn! aplicação na secção 5,CE
jüs métodos forais! o ponto de Í)artida para esta secção.

PRQPOSIÇA0.:b1l:.6: :- Sejallt iç{,S samigrupos (ou íüo11ãides) , S pe-
riódico, e d): M +S uín morfislna, Então h{ é

periãdi(o sse todo ]11ÊM, c\lja ilitagen Hl$ é i,de \potenl'ua, ã pc'
rloaico.

DÊIHONSTRAÇAO - B. parte ''sÕ se'' é trivial. Supcnnhamos então
q\íe M B # satisfaçam â condição, e seja !:!É;F{.

Vamos }nastrat que m É; periódico.

Com e:deito. como S é pedi;digo, existe k>0 tal que
(}u+)Ã é idempotente. PorEantai, l11''' é periódico, e existem ig
Leiras p e q tais que mkP =mkq. Segue quü n é periódico. n

Coalbinando-se o Corolário 12 com a Prcxposi.ção IG,
vens que :

''illb subia?i8ide $i de Mn(N) ÉI periódico s$e todo
der:tento de {V cine é ideia\patente cüilto matriz

em MQ(N2) ê periódico (aMO matriz ein bíQ(N) .''

Para isso. basta obter.var que WOCNZ) .é um llionõide
finito, porta31to periódico; de r$&to aplica-se o Corolário

- 104 -

v-el X. Então para. todo k8N, r,sEQ. A'\ :::: P. 1,(X)€N[XJ . A-
r::, r,s,x-. 

firmamos que, como A~ peri6dica, o con junto de polin6mios 

P 1 r r X) ' ... .e. • t r f . A.· k ""1 ( \ C 
. :,:, tl'..,. - t, t j (~ 1.ltd. O . vOTit c_:CltO, ""}- , UJ • -C! 

t. , ~ t L.. }· r s . r ~ s ., 1< .. .... .... 

mo A~ peri6dica. {Ar' } § um conjunto · .finito, portanto 
s . 

{P~ s ~(a )} i fini to. Mas se P fosse ~nfinito, existir ia u-
).. ~ ,A:\ 

ma sequência {J_.1 , L 2 , ••• } infiní ta de . el ementas de P tais que, 

ou Li (1) < Li+J (1) , para todo i, ou grau Li < grau L:i. + 1 para. 

todo i. Em ambos os casos, a sequ6ncia {L.(a)}~~~ teria in -
1. ' .L b !\í 

finitos termos, contradizendo o fato de A ser peri6dica. 

Mas se Bpq = t• pura todo k8N, r,s8Q, B;
5

==Pr ,s,k (b), 

e cbmo P ~ finito, {B _~ /kEN ~ r ,sSQ} f finito. Portanto, B f 
.t~ 

periódica. O 

A seguinte proposição tem aplicação na sccçio 5,c~ 

jos m~todos foram o ponto de partida para esta secçio. 

fR0P 0SIÇA0 4.16 - Sejam M, S semigrupos (ou mon6ides), S pe-

riódico, e <I>: M + S um morfismo. Então M é 

peri6dico sse todo mGM, cuja imagem mt & idempotente, 5 pe

riódico. 

DEMONSTRAÇÃO - A parte flsó se" é trivial . Suponhamos então -- . -~~ 

que Me$ satisfaçam a condição, e seja m6)L 

Vamos mostrar quem é periódico. 

Com efeito, como S g peri6d i co, existe k>0 tal que 
r )k ... ·a k ~ . ...... , 
lmf e 1 _empotente. Portanto, m e per1oct1co, e existem 1n 

k·p . l;q 
teiros p e q tais que m ·· "'m.r.. . Segue que :m é periódico. D 

vem que: 

( 4. 6) 

Combinando-se o CoroHir1o 12 com a Proposição 16. 

"Um submonóide M de MQ(N) ê per.iódico sse todo 

elemento de Mlj.i 2 que é idempotente como matri:~ 

~m MQ(N 2) é pe-riódico coino matriz em MQ(N ). n 

Para isso, basta observar que MQ (N 2) .é um monóide 

finito, po·ttanto periódico; de r~ito aplica-·se o Corolário 
·:'"•~ 



12 da oiesnia forrüa quü ]lo ini+cio da dewlonstraçâc, do Teorüina

A passagem de (4.6) para a Teorema l é; inlcdiata
vla

- Todo semigrupo Fe-

ri.ódico dc )actrizes
quadradas f;QnbTê um col-po é localmente fí1lito.

!v.4 .o} PO$Si81LIBÀBE$ De E$TE$Í$ÂQ
?#f::bqhqtB=-akH:U»p4:ÜiP

As duas dcitlonstraçõe$ que apresentam\os para t} Teo-
rema ]. são fuRdeidãS em conceitos iiltrinsêcantente di:Ecrentes,
e copio tal trazem posei.bilidades de venera.}.ilação coílipleta-
mente distin.tas

0 ],Gula 5, que díz que uin N-íiut6Bla.ta conexo talo coM
portamentc} limittido sse sêti íncnõide é fmi,t:o, con,tinha vãli
do se slibs+.i.tuipmõs N poz' um semiàne] graduüdr]. Um seria-ri.e].
K é graa] üão se existe ulüa função y : K +R.p :;ati.i;faze1ld.oo
guinte:

(a) í)y

(b) I'Y

e para todo x,yGK

(c) x'Í > ]. se x t') :l

(d) (x+y)v'z xy 't yy

( e:) (xy) 'r z XYr'Y

Por exQri\p]-o, pílra todo a].fabeto E, {} seinianel f< >
é grada.lado, com y dado 11)or

Í :::l* - i«:i*:l.
Ainda neste caso, todo mÉ;Lado da subsecção B pode
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12 da ml:lsma forma que no início da demonstraçiio do Teo:rema 
1 t • 

A passagem de (4 .6) para o Teorema l é in1ecliata 
via: 

TEOREMA DE McNAUGHTON-ZALCSTEIN [AZl] ~----.. -___.......--~- Todo semigrupo pe
ri5dico de matrizes 

quadradas sobre um corpo f localmente finito. 

As duas demonstraç6es que apresentamos para o Teo
rema J. sao f.ui1dadas em conceitos in trinse'camente diferentes, 

e como tal trazem possibilidades de generalizaçio co1@l~t~
mente distintas. 

O Lerna S, que diz que um N-autômato conexo tem corri 

portamente limitado ssc seu mon6ide ~ finito, con~inua vil! 
do se substituirmoi N por · um semianel iraduado. Um semianel 
K é gr•aduado se existe uma função y: · K-.- R+ satisfazendo os~ 
guinte: 

(a) Oy ~ O 

(b) 1 y = l 

e para todo x,ySK: 

(e) .xy > 1 se x ,;,, O , l 

(d) (x+y)y ·~ xy + yy 

(e) (xy)y >- xyyy. 

Por exemplo, pa:ra todo alfabeto E 1 . o semianel N<í:> 
.,. 
e graduado, com y dado por 

l' r a. .. x . ) y '"' r(l . 1 x . 1 • . 1-1 1 1. 
l 

Ainda neste caso, todo mftodo da subsecção B pode 



ser ap.Ligado, obtendo-se uma caras erização amai,uga para lng.

trazes rperiõdica.s, e a Ê!{ saio processo de decisão. Ãs nlodifi
cações esses(tais consistent em substituir o J)eso p !)alia -fug.
ção py e l certos coHtcx'cüs e substi'uir a função @2

pór @i: K -b H2' dada por

2

ÍO se x : 0

{l se x ; l
i.2 caso contrario

Já a denaonstraçãa a].gébri.ca necessita de uhi ponto
dc pa.rtidá distíi'L'có. ; la be generaliza para qual-quer subse
}nianel cie ulFi corpo em certos aspectos, a par' tir das seguin-
tes observações

Ca) - O Lema $ deixa de ter validade EJo ç;t$o geral. O E
xenlPlo 111.4.2 íno$tTa in ! Q-a-:autõrnato confIRa. re--

conhecendo tui\ Q bconjuilto !i.írlitaão, cuja monõi--
de é infinito. Pçlrén}, 8 Proposição 3.5 }nastra que
se K é ulTI corpo, um X-sllbcanjulta é militado $se
o nionÓidc de seu a\ltiilpa+ua reGI.i.i=idü ê :finito; í;ias,
digo ula K-aut.ãnlato Â, a Proposição illi.4,2 !ílostra
n+ue Õ possnel coJls'rt.!ir um K-aut8nato reduzido
reconhece1ldc. iÂ i e:fetivaTTlente

(b ) - Assim, no caso de UHI corpo, a prohiJ],efta de deciqíir
$e un K-subcanjunta rçcon]leci.vc] ê ].í \irado õ taE
bém equivalente a decidir se uln subcanjtxntõ fini-
to cle ).{r.(K) gera uã\ subi::icniâide finito

(c) Proposição la.- caracteí'iza IHã+LFizcs pedÓãicaã eEO

corpos de c8.]'3ct8TÍs'-bica {). Para corpos de c8.rac-
tex-i'ética p > 0 pode:-se scü} di:ficu].dado obter unlíl

classificação das po].inânli.os mini)ilais da !n.atfizeS
periÓ i.cüs eM }in(K) , e estas íarmaln certamente ula
conjuni&ua fiTiitü. Asi;im, â decidi-ve! clãs qua].quer CB
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ser aplicado, obtendo-se uma caracterização aniloga param! 

trizes peri6dicas, e o mesmo processo de decisio. As modi f f 

caçoes essenciais consistem em substituir o peso p pela fu~ 

çao py em certos contextos e substituir 

por $ 2: K + N2 , dada por 

ro se :x•-: 0 
1 . 

X(ÍJ z = 11 Se X = 1 

a funr· ão '!t 

lz caso contririo. 

Ji a demonstraçio alg;brica necessita de um ponto 

de pa.rtida distinto . . Ela se generaliza para qualquer subse··· 

mianel de um corpo em certos aspectos, a partir das seguin

tes observações: 

(a) - O Lema S deixa de ter validade no caso geral. O e 

xemplo II I.4.2 rnostra tim Q-cr-au t omato conexo, Te

conhecendo um Q-subconjun.t.o limitado, cujo monói-~ 

de; i~finito. Por~m, a Proposiçio 3 .S mostra que 

se K é um corpo, sse 

o mon6ide de seu aut6mato reduzido~ finito; mas, 

d ' l' - Á .,.,, . - I I - ' /'; .aao um 1.~-automato , a YTOposJ_ça.o · . . I .'i-~ 2 mostra 
- ... . 1 . ., -

que e poss J.ve_ constnnr um K- autmnato reduzido 

reconhecendo !A! efetivamente . 

(b) - Assim, no caso de um corpo , o problema de decidir 

se um K-subconjunto reconhecfvel; liMitado 6 tam 

bfm equivalente a decidir se um subconjunto fini

to de MQ(K) gera um submonôide finito. 

( e) - A Proposição 14 caracteriza matrizes pe·d .Ódic.as em 

corpos de característica O. Para co rpos <li carac

te-r.fs~ica p > O pode-se sem dificuldade obter uma 

classificaçio dos polin6mios minimais de matrizes 

periôdicas em· MQ(K). e estes fo-.cmam ·certa.mente um 

conjunto finito. Assim, é decicHvel em.qualquer ca 



se se uitla« matriz õ püriãdica.
O Teorema de McNaugl\tom-Zalcstei.rl permite estai)e-
cer a segtliiLte algoritmú para decidir-se um s\.ib-
conjunto fi.Dito X de l\ln(K) gera uni sub)iionÕide X''',
:EI.mito. Observe que

(d)

x* - IJ x:'
nz0

e qtle X* é finita s$e; para algum n,

X', H U Xn'0 ksn
(1)

(2)

(3)

Faça n = l

Se Xla ç !j Xk. então X+ n U Xn
0Ék<n Oçk<i!

Caso co[[trário, verifique $e todos {3].emerl-

tas de Xn- U Xn são periódicos. Se algum
Oçk<1}

não fúr, X* é infinito. Pare

(4) Faça n + n+l e volte: para (2)

O Teorcn\a de bãcNaughton-Za],citei.n gzlrante que o
algoritmo terl1lina sempre.

Se K é ul} êa:rpo de car cterz+stica p > 0 e tcd.as entra
das das ]r[atrizeüi; e!: X são c]amen.tos a].gébricos sg
bre o corpo prilnc GF(p) . o prob].unia torna 'se tr:i-
vial, pois to e !o$ X"çiq,.(K') aldc K'çK .é urna exten
são fillita .ie GF(.P)': Assim,X+ seta fi)fita.

(e)

X"çM0(!(

l v . 1+ . i; ) Ç !ÇêQ.gÇ..E.X:Ç::Ft;P.Lg}

É interessante ver-se a]guils exemp].os não triviais
de íq-E-aut6natos que reconheçam N-subconjuntos iiüil;tiadóg:;.Não
triviais significa conexas e se ! ser deEel%hnlmstiéag, oü soja,
co111 monãide finito, fol'nado por ma,trazes rá.zoate].mente ctülR-
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so se uma matriz~ peri6dica . 

(d) - O Teorema de McNaughton-Zalcstein permite estabe
cer o seguinte algori~mo para decidir-se um sub
conjunto finito X de MQ(K) gera um submon6ide X*, 
finito. Observe oue 

X* = U X11 

n~0 
... 

e que x •.1- e finito sse, para algum n, 

IJ X11 

O~k:;n 

(1) - Faça n"" 1 

(2) 

(3) 

Se X11 
ç; U ,.(vk, - "* l"J ·,vn " entao A = ,1.. 

O~k<n Osk<n 
e t .. . ·f · ... d - aso con rario, ver1 · 1que se LO os 

n U ,n - . ,. - . tos de X - X .s ao per 1.oct1cos. 
O~k<n 

nao for, x•; infinito. Pare. 

(4) Faça n + n+l e volte para (2). 

eJ.ernen-

Se alQ"um o 

O Teorema de McNaughton-Za.lcstein garante que o 
algoritmo termina sempre. 

(e) - Se K ê lm1 corpo /10 caracte.r.ística. p > o 
das das matrizes em X são elementos 

e todas entra 
a:l.!!ébrico$ so 

" -
bre o corpo primo ctF(p). o problema torna-se tri
vial, pois teremos X*çMQ(K 1 ) onde K'çK.~ uma exten 
sao finita de GF(.p}. Assim,X* será finito. 

l'.! interessante ver-se a.lguns. exemplos nao triviais 
de N--r.:-autômatos que reconhecem N-subco:njun.tos l:mlif.ad.ós .A~ão 
t.riv-ia.is significa conexos e sem ser dete:r.inlnísticos, 011 SBja,, 
com mon6ide finito. formado por matrizes rizoavelmente com-

1 



plicíLãas, l/úri;o apr sei taí' \iln8 const!'ração para i.sso
O z:aoeroo de u#tã palovri! x, ãçnütado ê {!efiltido

i11duti\r mente por { ;: l e Cyã) :;aÇ:. Vülp. ilnediatamentü
.':$-.(w)
LÇX - é 't =D rexaersa de tln conljunto Lçi:+ é [ - {;/xeL}. O rev'ergo de

K--subconjunto CK é um senlianõl- qualquer) /\
IÍ, dado i)or MÃ x,A. Se Â é o comp].cn)elltc} de A. = (Q,xr,F,E)
K é colnutativo, verifica.-se que Ã õ reconheci.dü par

ãl - (Q,rt,it,Ê)
QTidê Bt indica a transe)testa da n\Rtpi.z !3 e aÊ " {laE)': Vago

Um il-subcunnjunta não-a11ibi-guo
.fino se, nparã tarado xes(P) e xccdo y ;' 'l

.fÍ=ca se para todo xÉ;s(P) e todo y #l, yx!) =0
Se A (OZ.ç5P,F.ll;) ê uln íl-E-aut€5matí} der.erilü-Dístico co

nexo enl que F. T í) {)u ], p:lra (:3.d;t qCQ, G tü] que ilao existe
aresta cíuH iníc:i.o en $(F) (o atum eciliiva].e a dizer

r), VaÉ;X); então afirnlamüs que ÍÀI 8 !m !)refi=çc. Düixanlos
a ãeltonstração n cargo d.õ ].Citar. l.ogo, IÃI ê l:im si,ifixo

$e.ia S uin st.ifixo. Sc ].S :;:l, então:: i)arõ todo xç;F:

xS nC}, tãoRde S:: 1, e a mes:\ã cnuisâ vale para pl'cfixo,

?RÜPDSêçA{) h.17 .- Se S e un sufixo e $ # ! então $.+ é }lão-:am

f

q

}

.a}

P de 11* dl.to uni pr'ee

}-yP = o Ele

Que FoE

oiguo

0EnONSTK4çóa - Seja xGEl+. Então, xS+ :)l x].Sx2S.
a soBE! é sobre todas fax:oraçi5es x :xlx2'''xn'

x: PI, para todos os valores de n. S il)onhülncs que xGs($*)
Então, paí'a alguma fa'LOTaçãO, xlSx2S...xnS #O. c taRO S êl nã.o
anlt)íguo, xlSx2S. ' .xnS : l Considere alí.gulaa ctutFR :fal:arítçãc}
x :yly2'.'y::. distinta da- vista aci)na, :;eja r ü !nencr :índice
$ min(n:ni) tal que xr #yr e w ;:..xr+l'''xn'yr.pl:''yr,:. Então,
x'xl'''xrw:yl'..yrw. Podemos safar lxrl > jyvi(o caso coB.
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pl icadas, Vamos apresentar i.tma constTução para isso. 

. d . 1n ~utiv·. mente po-:r 
+--- ,q.. 

(ycr) ~ oy. Vale 

ch:ifinido 

imediatamente 

<--... +--..E-
(x,, J = YX~ 

O reverso de um conjunto O reverso de um 
v h • - e·, - - • ... 1 , 1,, A-su~conJunto Á e um sem1anei qua~quer; , 
i-- • d i"' '"'f- A . ~ - ·- ., L' -. -:.- ~ "r"'' 
A. ctar.o por XJ\ = XA. Se A e o comp i.emento a.e A "" l (<, .1, F, J~J 

K f comutativo, verifica-se que X~ reconhec i do por 

onde indica. a transposta da matriz B ti 
e ar.;"" 

Um N-subccnjun.to não-amhí'guo P de í:* é dito um PY.':!:_ 

f1::co se, para todo x8s (P) e teclo y ;t l. xyP = O. Ele é um su-

f-í;;co se para todo x6s (P) e todo y -;t'. l, yxP '°O, 

Se A !>! (Q , ôP, F, E) é um N-r-autômato determinístico co 

1)e1xamcs 

a demonstração a cargo do leito1·. Logo, !Ã~l é urn sufixe-. 

• ;-<, - l ...rCt•+ 
Seja S um sufixo. Se ls =l, cntao. para touo ~V~ , 

xS :::: O, 
.; r • 

vaie para prcr1xo . 

um sufixo 
.,. 
e nao-am 

bíguo . 

.Q_fU'10t!,_~_r_~!~Ç,,':\..9~ .. Seja x.€!;*. Então, xS'' = t x 1Sx.~S •.• x S, onde 
1.. n 

à C ., .. .-1 --: $ }· '" .U. t. i.- C' 1~.,..,·1· ·('-r• ~i:lC ·•· ..,.,- ,,,. 
., .-;O!n«- e . O . .JJ ,_ t.oc~a-" <.1.,.0, c.tÇ ... •,;,., X - "·1 Xz • • •-""·n' 

.xi ~ 1, para todos os valon~s de n . Suponhamos que xf:s cs •;;) . 
Entio, para alguma fatoração, x.JSx~S ... x~S ~o. Gomo S f n;o 

. L ,l 

.,mJ..) 1. .. -ri.te X C: Y. r..; V ;'' - 1 1,_,·~ r•n s ~ ·1 e ·r ,::. rl _J_ (/ •j -· ~ - u ;- ,. a ·f:-, ~l- o.,. ;i,.. a-: l-"> 
'-~ ! i::, J, 1'-'·'2 .... · ••An~' ··- • _, . . LU. •·'- ,: -~, , ll1a u ._J_ w . (,\, Á,-~-:s-

x =y 1y,, ..• y· distinta ela vista acima. Seja r o rnenor {nd ice 
- t. m 

$ min(n,m) tal que x .i" y e w ==.x _, 1 ••• x :-: y , ., ..• y . Então, 
• r . r . TTL D rv i ffi 

x =x1 ••• x 1
-.,w ""'Yi,. •-Y/·"· Podemos supor lxrl > IYr.l (o caso con 



traria é a.nãl-ago) , donde x, - Zy.r' COm Z # ].. falas conto S é ulll

s}.ifixo, se y.S = 1, teríamos Xr ' 0, a que é Lmn. comEraM.ção cc\M a escg
Iha da fa.Lotação x.x?.. .x.. Portanto, x$* : 1, e S" é }lão-ambíguo []

A parti.r de "Ã construí'do acima leconúeçendo unl sufixo S,

podeotos co)}truir A' reconhecendo SJ' da seguinte rotula

(Q-s (F) , âP , 6P , }: . ) ,

(FÇdÊ) t

Fica a cargo do :l$ik:cinto leitor o seguinte
(1): IA' l a S'
(2l} A' é conexo e conto ] uma õhi.ct componente :fc,z'tc

Hora.l ;A' não é Id6tãl;@i,õl#s.rica,

Eln vi.sta :ãe (1) e (2), }!À# é fi.Dito, pois A'
conexo e IA' l tem ima8eui ::fi.feita

PoT exenip].o, se partimos de

{la . 'ç . $ }

obtemos

e
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trãrio é a.náloQ"o ·J , donde x ::: zv . c:om z ,!- 1. Mas c o mo S é um 
~ r 'T. 

sufixo. se y S "" 1 _ te~cíamos x "" O, o a,ue é uma contradicâo com a esco 
' T ' r · ·• "-

lha da fa.to-raç;~.o x1_x2" •. xn. Po-rtanto , xS* = 1 ~ e S* é não-ambíguo O 

A pa:rt ir de A construído ac.ii.-na reconhecendo um s ufixo S, 

podemos contruir A' reconhecendo S* da seguinte forma : 

onde 

trD f ... uot :n 

' 

["Êqt Se q ~ p 

lcFtcrt)t se q :.:-,p. 

( 2) A' é conexo e contém uma Ütüca c:omponente forte. 

Em geral /A' não é -d·et)ê.r.min:i'.s tico ~ 

Em vista de (1) e (2), _MA, e finito, pois Ai e 

conexo e IA ' j tem imagem fin "ta. 

Por exemplo, se- partimos de 

obtemos 

e 



á.r

UiT! f$-E«.autõlnato é üat'.:Z o se não t:.iv'er çi.rcuitas.
Se A ':(Q,],F,E) ê aci-c]ico, para todo x ta]. que íxl > IQI
)cE+ = 0, portanto flÁ é finito.

Sejam QnR:6 e U: E -'lií..;(fl) , X: E '-t't»(N) e W:X+ NQ}''R

al)ligações : i)efinimas a 30iitã ligada

)

u +$ x: E ''' wQ.n(N)

}} 0 2'

Q R

o(u '.P x) ' QÍ'p a'pl:
Kt O .Xj

Considere A CQ,i,F,S) e A' = (nq:,}l
Seja ©: E+NQxQ' uma aplicação. DefinlmoQ':Q'

(Q Q',J,G,E+Ç,E'),

!q '' qcQ

l& se qÜQ' {::':: :::,Jq 'cq

Se é Q flinção nula, A':,;Á; :'Á+Á' (vex' 11.3.2). $ejaii! Á oAÍ
f!-E-aut81natos, e supanhühas que MA e MAt são íiQI.tos. [3eixâ
lno$ a cargo do leitor a- verificação de que:

(;}) &áA .Ail ,ü:é finita (ver PrüpüsiÇãnu 2.6)
(b) Se Á üu A.' é iicz'cl;i.co. então pata +üo:le :*'''.F'. ;@,

- -- - -----
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□~ N- t-autBmato ~ aa l cZiao se nao t i ver c1rcu1tcs. 
Se A ""(Q,I,F,E) é acíclico, para todo x tal que l x ! ~°! IQ! 
xE* "" O, portanto MA é finito. 

Süj am QnR "" yj e 11: I: -¾· r-'í.r (N), 
'-< 

aplicaç5es. Definimos a soma ligada 

por 

Q 

çr(µ + , v) =i tµ qJ J..,. 

R O 

R 

º*] ox 
e $ • 1 A ,.n T F D ') e . n' i = ((P T. r. l E t' on., :iü.e-.re , ,.:: <._ '---!, .. , -•~ é ,-.. '--l. , ,. , 1· , J J , 

,.,_ O, rA - "' _ L ~1QxO 1 
• - • ~n . =~-Seja~: ~ ~1, ~ uma apl1caçao. Definimos 

onde 

(T se qBQ (r S"" q€Q 1-q . q . .... 
T =- G = tP~ J q li t se qGQ' q 

se qfQ' 
''q q 

com 

Se ;J; é. a função 
N-1>autômatos, 

mos a cargo do 

nula, A+ At = A+A~ (ver II .:).2). Sej4m A e Ar· l/J . 
e suponhamos que MA e MAr · são finitos .• Deixa 
leitor a verificaçio de que: 
.,. 

(a) MA+A' e finito (ver Proposiçio 2.6) 

(b) Se A ou A' 5 acíclico, então para todo 



finito (bas'a prova:r que B{.q.....,Àt é períÓdi.c.a e &pli
car o TecrQnia de McNaugliton-Zalcstein)

Cc) $e A e Á' bão co11exos, para tc'da @,Á'.P/.' é con .o

iv CONJUNTOS Q.BASE-PER t ÕD I COS

Cbilsidere un carijunto LÇE* . 'remos qtlf!

].,i' = : iU' :Ln

veill que (IJ!-)nÇ (lul):*+l, paul todo n. e vale(blm (lul.)n = zulu.
tamt)éh

1.1 Club)::

tbu subconjtmto L de E'* 8 dito qmoe-peJ#õdZao se, para alga.m

L'

L* « (luar'.
Isto poWue deste :Caso (lul)n+l..; (lül)n,e lul ã tm! eleimnto

periódica de P(Et).
Nes-ta secção estudaremos a posei.bíl.idade de dec:i.

dir $c um conjunto recolil\ecl'vel- ê q!.tllse 'periódica, = })ílrtir
de unl autómato quü o reconhece. A técni.ca utili.za(!a consis
te elli construir uií! Al-=-autõma.ta Á' a partir da autâlnata da-
do A t&l que o M-subconjunto reconhecido pLaY A' e lilrtj.tudo
s$e o conjunto IAI é quase-Feria(!icü. Esse M-aut.âlnatü Â;
tem url papel importante, anal.ogo ao da N-E-autõnlato conexo
na secção anterior: IA'l é .liniitüdo sse MAt é finito. A pal
tir dai., o pl'ab]c la torna-se seme].hí+.nte ao do capítulo aite-
I'ior. As idéias aqui são devidas aa Prof. ].$imon ]:S6] e il
J.A.Brzozov/ski. tendo i.respirado c :!\êtodo utilizado )aa scc
ção anterior. O que apreselttarentos são resultados parciais,
por falta de 11m resultado üriáloga ao do Teoremadebíc.Naughtosrl
Zülcsteii\, ou de unia generalização razoável de nossa dem:)nã
oração combinatória

Antes dís:se, veremos alguns exenp].os.de conjuntos
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finito (bas ta provar ~ue M1 ., i peri6dico e apli-
.. . :', + ~i\ • ' 

caro Teorema de McNaughton-talcste1nJ 

rc ·_) s·•· A~ A' ~-~·.o t • · • •» 
... '" ;;; ::-v. conex.os,pa.ra onalfJ,",+,,., 

U,J 
e conexo, 

!V.5 - CONJUN TO S QUASE-PERtÔDICOS ~----... . ;, .. --- ----~---·-
Considere um conjunto LS::t*. Temos que 

L* [J L11
• 

n~O 

Como (luL)n"' l uLu ••• uL11
·, vem que (luL/1 ~ (luL)n+l, para todo n, e vale 

também 

L* - IJ (luL)
11

• 
n :::::0 · 

Um subconjunto L de I:* ê dito quase-periódüw se, pa:ra alg1.nn 

n >-: O, 

L* -· (luLl. 

I t . (J L)n+ 1 ,1 . D • ~ 
. s o porque neste caso .u ::';.; t,. uL) · ,e luL e llm elemento 

periódico de P(r.*). .. 
Nesta secçio estudaremos a possibilidade de deci-

dir se um conjunto reconhecível e quase-periódico, a yrnTti!· 

de um autBmato que o reconhece. A t6cnica utlliza<la consis

te em construir um M-r-aut6mato A' a partir do aut6mato da

do A tal que o M-subconjunto reconh~cido por A' f limitado 

sse o conjunto IA I é quase·-per:i.Ô<lico, Esse M-autômato A; 

tem um papel importante, anál.ogo a.o da N-·t ·· autômato conexo 

na secç io anterior: jA' 1 f .limitado sse MA'; f~nito. A Pª! 

tir daí, o problema torna-se semelhante ao elo capítulo ante·· 

r ior. As idéias aqui são devidas ao Prof. I .Simon [S6 J e a 

J.A.Br zozowski, tendo inspirado o m~todo utilizado ra sec

çio anterior. O que apresentaremos são resultados parciais, 

por fa}. ta de um resultado análogo ao do Teorema de McNaughton

Zalcs tein, ou de uma generalização razoável de nossa --lemons 

traçio combinat6ria. 

Antes disso. veremos alguns e.xemplos _de conjuntos 
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que qi-fase-Feri.Õdicos e de alguns que não a são.

Qi-iülqtzer subsenligrupo d'3 E' ê. uin conjunto quis:ü'pg
riÓdíco. ?or outro leda, qualquer =ubcG.injuJlto fmi.+o de ='
contendo unia palavra ilãf) vazia )ião é quase-Feria(!i.co. !Jn e-
xeinp[o nãc trivial. de can.ini\tas !ão quase'-periódicas ê o sg
gu int {=

{;m conjunto 8çE''' bati.afaz ndo $' : S É; u«- sut:'noilâi.-
de de =* (e é também clariüdo ostPaZa par Brzozo.lvski [Bl])
Uzi caliji.!nto R tal que lt: : S é: um gez'odor dc S. Piit-a toda eg
traia q

(5.1) ($+1) - (s-l)'

é unl gerador e esta coREi.dÓ eúl todos õs aut;ra$ geradores de
S; .R ê charada gez'aduz' mdnl{»raZ ée 3. A expl'casão (5.1L) mos-
tra que se S e x'econhecx+vel.. seu gerador mirlilíal tai\bém

TEQR[NA 5.t : {5i:pon:t.$é] -- Se R ê o gerador nliniínal- {íü uma.

estrela S conteildc, u)na palavra.
n.ão vazia, então R. nãa é quase-periódico.

Vo].tü9ios agora ao n.osso prob].emü, üu seja, o de üg.
cidir $e ui d:!da üutâu!&'uo reco11})ece uh ccnjun'o quase-Feri:o
digo. Em primeiro lugar, vamos fstnbel€1cer al.guwias idéiasW.
bre M:

G se!'i.anel ld têi« çülüo wl\j{,menu suptürte fé«", a sax:a
© definida por aa;b :'minta,b} e o ])rõãuto aõlb a+t), onde pa-
ra "' se observa que

a < m, Vaeil , w +' a :' :3 (o ,u , V'aÉ;Ãe

C)büêziualno qz4 e o naatz'o papa CP ou
do ain'iaFzeZ g 0 c nem:2'0 pa.z'c Q ou sala, a l do f:? anel.Ao
tl-abalha.i'!nos com A , operarelnos Eeraln\ente sabre í1lii" usan-
do ini.n ü 'p, e fazendo diretamente vida tradução dn notação B
sadú ünteriornie!\te. Assim. quando fa.lermos em tl e l esta,re-

. ~d. , 1 que sao quase-per1.o -1.cos e ue a.1..guns que llHO o 

Qualquer subsemigrupo de }'; * é. um conjunto quas.e~p~ 

ri6dico. Por outro lado, qualquer subconjunto ftinito de t* 

contendo uma palavra nio vazia nio 6 qµase-peri6dico. Um e

xemplo não trivial de conjuntos nã.o quase•-periôd.icos é o se 

guinte: 

Um conjunto SçE* satisfazendo S*::; S é um subinon.Ói ·~ 

de de E* (e f tambim chamado estrela por Brzozowski [Bl]) . 

Um conjunto R tal que R * "' S é um ge-r-aclor de S. Para toda es 

tre l a S, 

(5.1) 

& um gerador e esti c6ntidó em todos os outros geradores de 

S; R é chamado géz>ador m,lnima.l de S. A expressão ( S .1) mos

tra que se S ê .. teco:nhecível. seu gerador minüw.l também o é, 

TE OREMA 5 . 1 - {Simon [S6J - Se R ~ o gerador minimal de uma 
I ~ - - •~-~ ...... V .., '<! ~-

e s t r e 1 a S contendo una palavra 

ri. ~'' vaz1·a._ e"'t:a-" n ' 'ºO;;_ ru""'e p,::,.v•-i;:_c,t.;CO 
e - V , ~. - U f's H <... ,._, ,-J.. r.., .; • - " Y >. -• V l. L .1 < 

Voltemos agora ao nosso problema, ou seja. o de de 

cid ir se w~ dado autõ~ato reconheceu~ conjunto quase-perif 

dica. Em pr imeiro lugar. vamos estabelecer algumas id6iasw 

bre M. 

O semianel M tem como conjunto suporte Nu 00 , a soma 

e def i nida poT e.IDb ""min{a,bJ e o produto a~)b"' a+b, onde pa-
.,.. ., _. a. ,xi se observa que 

a< "°, 'VaGN, ,x, + a ::: a + ..., = 00 , Va8M . 

Observamos que oo i o neutro par-a~ ou seja~ o 
do semiane7, e O o neutl'o par-a w ou seja _, o l do aem·z:anel,Ao 

trabalharmos com M, ooerarcmos rreralrnente sobre Num usan-. ,, 

domine+, e fazendo diretamente uma tradução da notação~ 

sada anter l()rmen te e As s irn, quando falarmos em ü e 1 es ttu-e-
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iras nos Terei'i.ndo aos c].oínentos de ?ê. E3rl }õürtíctllar a !'ropg
si.ção !1.2.2 se transforma ell\:

PRapOSlçÃ0 5.2 - Seja A' (Q,l,F,E) ull! f.{-E-auto)}tatc,. Então,
para todo p:qeQ, xE;a " mj.nlITp/T:p-à(l},

sendo «, se não houver trilha de P para q so].etTâHtlo x, e sa

(p0'al (!'n-l:an'pn)

e!-Leão

Tp ' (P0'a]'P])p'p..'+(p::.].,an'l):,)p.

vamos agclra construí.r uírl M-=-õ.utÕDlatcJ associado a
i.!m conjunto reconhecível

Seja L ulh conjunto reconhecido pelo E-autõntato
(P..J,G,H) . O M-E-autómato AI.- (Q,l,F,E) Õ definida pcr

Q Pup(], ande pOgP

F ' 6pa
'P 'P

$e }

") Casa
: Po
contrarioIP

ÍO $e p ,qeP e qGlpalH au $e

aEpq ' ll se q = pa e pdFlnG i'0 oi.t
lco rios outros casos

Valem os seguintes fatos;

(a) Toda aresta de A É; tíBIa. aresta de AL' coÚ peso 0

(b) Uma aresta de AI teitt peso l sse seta estado terei.real
0

e qÇ;Jai:!

pD e JalqnG # ©

(c) O peso de uma trilha é nu número de arestas de peso
1, que nela ocorrent, portanto. o núiílero dc ocos're3.
clãs de Pn cclTto término de uma aresta. na trilha

(ej} xlAI.l Papo ê finita s$e existe u)na trilha

- 113 -

mo s nos refer indo aos elementos de N. Em particular a PropQ 

sic,;ão II.2.2 se transforma em: 

PRO.~O __ Sl,_ÇJ\O 5.2 - Seja A.~ (Q,I,F,E) um M- I:-autômato. Então, 

para todo p,qGQ., xE+-· :u min(Tp/T:p-~ ... q}, 
. ''pq 

sendo 00 se nao houver trilha de p para q s ol etrando x, e se 

T"" (Po,u· ,pJ) . • ,. (p7 1•ª ,p ), 
L . L-. n n 

então 

Vamos agora construir um M-I-aut6mato associado a 

um conjunto reconhecível. 

Seja L um conjunto r econhec ido pelo E-aut6mato 

A~ (P , J,G ,H). O M--t - autôrna1:o AL"' (Q,I,F~E) é de·cinido por 

p :r. Po 

ío se p ,q€P e q€paH ou se p Q p 0 e q8JoH 

crE ·- ~ 1 se q"' P,o e pcrHnG .:t 0 ou p ~ q"" 1-•o e .Jo-I-Ir.G -;t. 0 
pq ! ' 

tm nos outros cas os. 

Valem os seguintes fatos·: 

(a) Toda aresta de A~ uma aresta de A1 , co6 peso O. 
•4 

(b ) Uma a resta de A1 tem peso l sse seu estado terminal 

(e) O peso de uma trilha é o número d.e arestas de. peso 

1 , que nela ocorrem, portanto, o nfimcro de ocorren 

cias de p 0 como término de uma aresta na trilha. 

(e) xlALl1 
""x~·k · ·· ~PoPo e é finito sse existe uma tr ilha : 
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r:p8 -l-' po

f:B.C.P0l:!Ç$0.!:!! - Sejaltl L,ê. e Ã; corto aciíila. EFitão
$$e xeL:, ]. :

.2.EllglâlBâÊ#.0 - CcnDio IPO 'FP0 : Q, ilÁi,l : 0. Se x #l, stlpünh2
mos (!ue x€1. Então, existem pGJ, qÉ16 e ur!!â

'Filha T:p ---É+ q enl Á (Proposição í].]:.l). Seja

T : (p'l - p,c]..p2) (Pn.!,ai\-l

t;lrl+.o, (pO,a;1)0):. pO "':â+ pO caIR peso 1* e não existe trai.hi{
não trivia] ternii.mando enl pn cc'n peso {n, Pe].a Proposição Z
xlA..l

Se lxl > 1, Coiro Pn.lan-.IHnG Pg (pois çontétn Pn) ,tg.
Runs C!!i AL a aresta (Pn.l:ani-l:pOj cam peso 1, ü como

P2 € pliülí'i=Jnu'.H,

existe en! AL a aresta (pü'unl'P2) con! peso 0: Tod.as outras 3.
Festas de I' são arestas de ÁÍ r.OH peso 0. Então,

T ' : (pÜ , a]. ,p2) (}) 2 , a2 'p3.) (PJl-! ,an-l ;P0) :P0 -----'b PO

Portanto xlAi.i
1.)a !Resma foram, dado T: pn --':E"» Fó, ceEI

!\ s reverter o üx'gun n'tos encon.orando unia. trio.ha c(}nveni.ün
te eul A e müstraltão quí} xGI, Ü

poda

COROLÃRtÜ 5.4
;e=q#ÇB+qçaiJPe=- r++>-lBH.-,J' Üh.XR.n.l Ainda con! a$ nesnías hipótese

fminlnjxç(iul)n} se x€1L'

lu caso corJtrãrio.

Se xlALI.':i\( ü., cxis+Le unia trilha 'F:p0
com peso n.Pddémt $r nt4í$;:4éeom?or T;l'l

xl'4LI

D [haN ST RÂe .qÕ Y
-; Po
,'i'n,

- 1.1 4 -

T :p,, . 
. 1) 

P-R~P0.2....L.Çt\Q., 5..:1 ~ Sejam L}A e A.. 1 como ac ima . 

s se xfL-1~ 

Então x !A,! = l 
1..z 

OEMONSTRAÇAO ~ Como I po"'F1Jo ,:;: º· lJA,! ·.::O. S.e x-,,:1, suponha . - . .... ......... ~ t Ã.1 

nos que xSL. ~n tão , existem pfJ , q6G e uma 
trilha T:p 

não trívia.1 

X ___ ..,,.. q em A (Proposiç ão II. L 1). Seja 

T:; (p~ "-"·P, O'~ ,Pz) • • • (p ·1 wCT ~l ,D "'q ) . . t .1. • n-.l n~ ·n 

terminando em P ~i com peso O. Pela Propo s içio u 2 

Se I xi > l, como p 1a, 1Hí'l G 7- (/J (-oois n- l!.. . "· 
n) ,te 
'fi -

m~S AJr l a ~,-e--~ (I' o· r)' crm r:º"0 • 111,... V .l j'\L , .. , .. _ .,;;d.o. \. 'n-1 ' n-1 ~i 01 ..J .u, J v;:, , .:. , e como 

exis t e em A1 a a resta (p 0 ,a, .p 7 ) com peso O. Todas outras a 
J .!. ,e., 

restas de T são arestas de Ar com peso O. Entãc. 
LJ 

Por tanto x!ALt = 1. 
r .e . • -, ,~ - X 'T' -· ·, .da mesma. .1.o r a.rn, ctaao 1 : p

0 -----?· p 0 , com ·q1 -= .1. ~ poe1.~_ 

mos reverter o argumento. encontrando uma trilha convenien-
te em A e mostrando que xGL. 

. . .,. 
com as mesmas n1poteses: 

Jmin{nlx€(luL)n} se 

l ... . 
w cas o contrario . 

DE,M.Q.!i.?TR;~ÇAO - Se x!A~ 1.-"" n ~ ·iY.,t exi ste uma trilha 
.l, 

com peso n.P.odemos ·então , decompor 

o 
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onde cada 'r;i: p0'' pt0 ceDI peso 1. Sendo xi a pala\rré!
sa].Cerca

,~x
da por T.i, x46L-]. pela Proposição 3, logo x=x].-..xnÇ; (lu!-y'
e xGL+. Segue (lue xlAÍ.l =. n > rüi.n41mi/xE(].{iLl"'l}

Por outx'o lado, se xCL*, cntãcl KÉ;(liJL):' para al!-gi.im

]l nli'nimo. Portanto.. xnx x,,...x..., collt xqGL.], i=].,...,n, En
I''Z' ' ''ll; l B

tão, para cada 'xj t:Cílios ulit8 trilha Ti: pO -:=1"'" PD comi peso l

em AL, pela. Proposição 3. Segue que T = TI'. ''rri.:, PO """-="-p PÜ
com pesa n, Portctnto, xlALI sTp 'ntinÍin/xG(lul)'"}. U

Vej áRIas u!:i exenplc}

Dado o au.tÕmal:o

que recoilicce a+.,{y*.t+(lua-.fal) , canstruz+l110s

ÇA
]

---------- ---- --- ---- - -

- 11::i .. 

onde cada Ti: p
0 

+ p
0 

com peso 1. Sendo xi a palavra s oletr~ 

da p o r T., x ~GL- J ·1}ela Proposição 3, 1 020 X"-'XJ • • ,x 8 ( J. uL/
1 

l .1. -· • -~ • n 
nI * e 'A 1 · r / G ' ] L., m-. e x o ., · • ...:, e gu e que x I L ; :e. n ?. rru.-n -un x ~. l_ . u J .i • 

-n 
Por ou tro lado , se · xEl L"''' ., entã.o xG (1 uL)1'· para algum 

n m3:n i mo. PoTt anto, x""x
1

x 2 • • . x-i ·• com x/}L·· ;l • :i.:.:l, , .. ,n . E_!2 
- - .. . J. :1 .... .. 

tao, nara cada ·x. ternos uma trilha T . : p 0 ...... L i- p 1) com 1)0SO 1 
l-' ] ·1 1 - ): • 

em AL, .pela Prop(; s :i.ção 3. Segue qu""' 1' ,:: T1 ,. , Tn: ~ P O --~-- ~ Po 

· peso n P ~-t '' t·, • i f 1 < "°' ,,. n · {- /yG(-1 ,L '1111
l c·11 

com • o ... c1 n \,., x , ' L 1 .~ 1p ,.11n .m , , __ _,_1, J 1. 

Ve j amos um exemplo: 

Dado o autômato 

l L + , +. ( l i que r econ~ece . = 0 U0wT ~ucru OT , , construímos: 

' f\ . 
l 



o)lde a: arestas :indicadas por unia

as ind i.cad.as por se t:a dupla

í)bserve que .Le lítio e coãces$1v'el

Colega a.gota o esult.ado ({tíe liga o dance:ita de
j[intüs quase-pari.ããi.cas coí.] o de â]-t tbcó]tjtií].tos ].i]ü:t: dK)s

ra éíeito de notação, ]-enitlrelnos que Al:. é a semiaxlel

Á1;:. = {0 ,]-, . . ,m,a} ,

8 conto em it e o dado por a

caso (o: trã.r$,c}

dali.e para Lado m, a i!!alusão de! cünjuni:cns -H.,.:=M

.UqPqSIÇÃO::f.] - São equivalentes
(a) L é quase-periódico,

{lb) MÁ. é finit;a 3

(cl} l Á-: i é ].imitação

ÜEnousljlê{.âg - {a) i-lripl:ica í.b) : Sej n

L+ . va]!as u]o$'L]'aa'i- que õ'h! ç$b (R'n-P.l.J

p,qÇ(-l, xCE

qtn (l! tli.)!}

Para i-sso, sc'ja31

$e xE.r.. ='., 11ada a deinonst]'ar. Sertão xi!.IT. = }T <w, c e.xi.ste L]P(! ' . pl]
nla tri]1la T: p --.----- q com peso ] , e ne1lhtinla t.ri.Iha cüln peso
{ k CProposi.ção 2) . Pc'demos CHt.ãtü decanl])c13« :!'-:Í'!TZ - I'kTk+l'
!)nde 1) $ i$ k, Ti termina enl pO e -LCiR pesa l e l k.}] : p0"''X-+ q,

cola! peso 0. }:!as, daÍ, 'i'' : T2 -.'i"k: plJ '-'!:!-'---+ }lr' e como 'l' tela
peso !níniílio, T' ten peso k-] que É] ãíl i.ino entre as t.ri.lhas

p0' Portantos xlÁ, l =k-l s;it, pelo Corolário 4. Por-
ta.nte, 'l'p = k ç ntl, dclHdo xE.l . É; Ê{..~.. . O resu.atado segue, ljnla

vcz qlíe }lQ(Ê{.....]) õ fmi-to.
(b) in.l)] i-ca (c) . Lenta 2 . S

€ Ã4

onde as arestas indicadas por uma seta _simples tem peso 0 , e 

ObseTve que ele nio ~ coacessível . 

Chega agora o resultndo qoe liga o conceito de con 

ra efeito de notaç:io, J. embremos 

e, com.o em M e ® dado por a 

c,mtrâriu . 

Vale para todi) rn, a iru::lus20 de conjuntos 

P_ROPOS ! CÃO 5.5 -· São eauiva.lentf:;S: --~~-....:...J--·· ...... -- " 
(a) quase-peri6dico. 

(',) ,, D. MAL é fi.n.it.o, 

( e) ! A, 1 
l.; 

(a) implica 

demor1strar .. Sertão y·E~'< - 1·: < cü., e · .. rjq 
q_ cor.i peso k 1 e nenhuma t-ril h..-1 

< k ( Propo si f;ã.c 

onde O ::: i :,:. k , T. 
1 

com peso O. Mas, 

Podemo s 

peso mínino, T' tem peso k- 1 que e mí.niino entre as t.TiJhas 

P 
11 p Port --n ➔· ") '< 1 /. '1 - J, 1 • -1 rel - Co1:olâ:i·ío '1. PQr-~ - O ---+ O • ~ a . 1 ,_ L ' ,_ ! .-\ L - ·,,. .L :<, : ' r u 

tanto, Tp = k s n+], O resultHdo segue . uma 

vez aue M,íM 1 1 e finito. ' Cl '- rn+ .L, 

(b) implica (e). Lema 2.5. 



Cc) imp[icê} (a). Caído IAr 1. é ]i]nitüdo, temi i.ma eí!! :finita
man.do-se n maxCllni IA:l-") , pelo (:07.0lãrio

se xÉIL *, xe(1ti])n. Portal''co ].': = (]u].)''. []

l\esta foi'tida o problema-''do decidir se uül conjt.iítt,o
conheclíve] é quase'-periódico se trallsfo rma Flua l)ro])l,elila. ãe
decidi.I' se um certc} !nonóide fiTlitame1lte gerado de !nal,dizes
sobra? 14 é finito. Porém, a faiilx'lia de submon8i.des de }'íC)CÀ{)

que são da fortna híÁL e belo restrita, flois o$ gerétdcPre$ ba-
ti:;fazem certas condições es])eciai-s, conformo a construçae'
Asse)n, poderá.a. haver algum aJ-gorit]]].o especial pal'a esta cJ.as-

se de monÕ]t]es, ainda que o prob].Chia geral- se.ia i.! dccid]\rc]..
Não i.nvest.i.Batemos isto aqui

Note hein a semel l:!nça. entre o (lue
!aas etapas das denon. travões do Teo:rel:la. 'i-

PROPOSlçÃ0 5.5 - Seja A = (Q,í.r,n) u?n M-Z-autómato. Slic}

qLliva.lentes

para fode xeX*

segue e a!.

(a) MÁ é finito

(b) V(iCQ: anel'ê, VxeE", )=eEqqeA\n}

(c) 3TaÉ;i'i, V'qÊq, VxÉ;21':: xeilqq ç;Ã'ni

ütMOKSTKÀS.AO -. É r.].d.TO que (a) :implica. (b) e (hj
Para provará.os que Cc) i:nplic:a

inteiro ta]. quc aEpq É; á'lk para tod.o a:p,c!

Ll: xE;q.ÇM{) pala rucda x,p:q
0 , vários mostrar q\le

H
(a)

nlP! j ca ( c)

se:i í k it!{

$e k >

S . 2)( ÁSMTQ (M(inbk) IQ l

Para isso, sejam p,qÊQ e x«GE'. Se x ;l,. -", nãc}

nada a dei11anstrar, portant.o, podem!\as supor que existzi u la
t)od.8iTiG strilha ']': p '--"----«+ q,.carão peso igual a xE;a.' En'ãü

fatorar

- 11 'í --

(e) implica (a). Como !AL! i limjtado, tem imagem finita.1j 

mando -se n =- max (Jm iJ.)-(n), pcJ o Coro12rio 4, 
, , , n .1, • . . , Il . 

para todo xGt*, se xsv--, xE(ld, J Po rtanto 1,~ "'(luL; . (J 

Desta f orma o problema , de decüHr se um c i.mjunto 1''.2 

conhec ível i quase-peri6dico se transforma num problema de 

decidir se um certo monóide fiui.tmnente g,2radc, de matrizes 

sobre M é finito. Porêrn , a {a m.Íl ia de submonóides ac /vín (M) 
·;_ 

que sao da forma MAL 6 be m restrita, poi s os ge radores sa-

tisfazem certas condições especiais , conforme a construçao. 

Assim, poderia haver algum algoritmo (:Spe cia J para esta cJ.ns-• 

se de monóides, ainda que o prob 1ema geral se 5a indeci di°v el, 

Não investigaremos isto aqui. 

Note bem a semelhança entre o que s e segue e algu

mas etapas das demonstrações do Teorema 4.1 . 

f_~,OP 9l.l.~..9.íJ. - Seja/.= (Q,I ,F , E) urn M-2>at.n:om<1to. Sã o e·· 

qDivalentes: 

( e) j mGN, 

(a) .i mplica 

Para pr;::iva-rmos qu-s (e} :i.mp-U.cn 

inteiro 

Se 1- - (') xP ·>: c:: A' -... ,:, 1•"' ;-('·1··0 
\ . - • , .L, • - 1'/l o i-' <>. ~ ,._ ' '· ' pq_ 

Se k > O, vamos mos,-:-r ar q ue 

( 5. 2) 

Para isso, s ejam p,qSQ e xsr~. Se 

nada a demonstrar, portanto, podemos supor 
X • 

trilha T: p --~ q, _como peso igual a xE* . p q. 
fatoTar 

xE·k ::: ,,:-. na() J1â 
pq . 

ql1e ex _Lsta. unl<i. 

EJnão, pc:d-emc s 

7 



AITIA2T2

para algum n < iQI onde cada T é ténia trili\a. fechada e

é uín caldinho de p pal'a q (donde iAtA2'..Anl < IQI). (Para prg
v-ar isso, base.a considerar todas a$ 'LTilh&$ de
ruir por indução do comprimem-ua)

Ãn

se-

Segue que

Tp : }lAip ''' ETip

e colho Aip KkIAÍI e Tip sm, segue qt-!ie

Tp $ )1 1Ai 1 + mn

< k le l ''- !n IQ i :' (k'm) iQ l

xEj;q::::M(k+m) IQI' e MÁ. é finito. O
Vallios agora caracterizar as !matrizes elü f4n(M) que

são periódicas. Para isso, da(ia uma ina+Lriz AeM{)(IU) cons-
truí'lllos o l,{-a-autâlnato .4A de forltia análoga ã secção a!\te-
nor, i.A; CQ'"'",Z) on.de " indica o vetar cujas compojaentes

são m, e oE=A. Assim, para lado reN, p,qt;Q, arE=1. ;Ar., e
'n À '. \' })G Pq.

MAA : {.ü:'i nz0

TEOREMA S . 6 (S írrün [SG])

!

D

Portanto

Seja AÉ;bín(M). Então A é pari-õdica
se e soincnte se cada canlDon.elite for

temente conexa não trivial de ÁA contém ulr cite.uivo de peso

D.ÇjliONSTRAÇA0 - A condiçã.o é necessária

Suponhamos quua e:Riste uma componente forte G
que não contenha ncnhuln circuito de peso 0. Segue que toda
trilha caIR peso 0 contida em C tem camprimcnto <lCI , portal
to, toda tl'ilha contida ein C, com co:nprimento >nÍCI , o11de

Para a·1 P-Um n < 1 QI _,_ O l 1 ~ 
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T ~ ~ T A T A T ' 1 l ·-2 .l 2 · · · n ' n ' 

onde cada T. é uma trilha .fechada e 
)_ 

A] ÍL-, •• • A . '- n 

é um caminho de p para q (donde jA1A2 ..• 1\_l < IQI ). (Para pr~ 
v-ar isso, basta considerar todas as trilhas de p --->· q e se
gui r por indução do comprimento). 

Segue que 

T~ p s: m, segue que 
.L 

T p :5: > i A . 1 + mn t...,, l 1 

< k ! Q 1 + m l Q i "" (k+m) 1 Q ! • 
PoTtanto, xE* c: M1 k+ ) ,n

1
, e M.1_ é finito. O pq 1, Til l -~ M 

Vamos agora caracterizar as matrizes em M.O(M) que 
sao periôd:icas. Para isso, dada uma matriz A 6 M

0 (M)' cons-
' truímo s o M-0-autômato A.A de forma análoga à st:cç:ão ante-

rioT , AA =- (Q, 00 , c0 ,E) onde 00 indica o vetor cujas componentes 
- -. A. A • , '"'M ··q rE . ~ r sao 00 e ab :::i, • i-1.Ss1.m, D1 ara toao re.n, p .06 CJ " "'1-\ e , . . . ' po oa' ·n 1 , , t MAA == {J\'· n.2.0 } . 

l EO _~_E MA S. 6 (Simon [St,J) -· Seja /\ 8 }.\~ (M). Então A ê periódica 

se e somente se cada componente foT 
temen te conexa nao trivial de AA cont6m um circuito de peso 
o. 

DEMO NSTRA ÇA0 - A condição e necessiria: 

Suponhamos que existe uma componente forte~ 
que nao contenha nenhum circuito de peso O. Segue que toda 
trilha com peso O contida em C tem comprimento_ < 1 C! j porta~ 
t o , toda trilha contida em C, com comprimento >n !CI, onde 



nGig , tem peso zn Como C é não trivial, existe uirl circuito

canudo em C, com 0 < r!; ICI . Segue que para todo naturetl n,
existe uma trilha

S

com peso ?rn . Portanto ,

mos a palavra. ornjCI tal que

< '»a
Pq

Assim, para toda n , tg

!CIE* .
PP

portanto, A;:jCI
dica

pela Proposição 5, A não é periõ-

A coi\díção é suficiente. Para mostrar que MA é fi-
nito, basta, pela Proposição 5, THostT8T que dado qCQ, exis-
te mGN tal que para todo nz 0, anEqqeMm

Seja C a campal\ente forte de AA contendo q. Se C é
trivial, basta talhar m: 0. Se C é não trivial, existeumcx!
culto G contido em C, com peso Q,

G : P -=------+ P ,
r

onde pGC e 0 < r ç ICI. Desta forma,

Como qGC, existem! caminhas

Gl: p (j''l' P .3 G2: P

para todo nGN

e cairia G. e GI est.ão conta.dos em C, 0 ç

Segue que o conjunto
rl'r2 $ 1.C

R - {xeE*/xEqq<"}

é iníiriit.o. Observe que o que buscamos
que xE:. ç nl, para todo xGRqq

ê un natural nt tal

--------
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n€N, tem peso ?.n. Como C é nao trivial, existe um circuito 

r 
e.::. 0 
o. p - p 

contido em C, com 0 < r ~: l C 1. Segue - que para todo natural n, 

existe uma trilha 
r-· , e' n CT 111 ' 

s : p --- p, 

com peso ?.rn. Portanto, crrnlCIE* < 00 • Assim, para todo n,t~ 
rnlCI pq 

mos a palavra a tal que 

n :<;; r-n :;; 0 rn I C I E ·k < 00 

PP 
rn 1 ,. 1 

portanto~ Ap; '-' ~ Mn--l' e pela Proposição 5, A nao e perió-

dica. 

A condição e suficiente. Para mostrar que MA~ fi

nito, bas ta, pela Proposição S, mostrar que dado qSQ, exis

te m€N tal que para t odo n ~ O, 0nE '' 8 M . 
qq m 

Seja C a comp onen te forte de AA contendo q . Se C é 

trivial, basta tomar m=0. Se C é nao trivial, ex i steumcir 

cuito G contido em C, com peso O, 

or 
G: p --- p, 

onde pf:C e O < -r:,; 1 C 1. Desta forma, o·nrE.,.. "" O, para todo nGN. 
PP 

Como qSC, existem caminho s 

cll p 

e como G
1 

e G2 estão c ont idos em C, O $ r 1
, r 2 :;; !Ci. 

Segue que o conjunto 

R = {xSE* / xE* <00 } 
qq 

é infinito . Observe que o que buscamos e um natural rn tal 

que xE '.\· s; m, para to d.o x8R . 
qq 



Se considerarmos o M-a-autómato A' = (Q,6q,6q E) ,sg
gue imeditamente que R= s(iÁ1ll) (:lembrelilos que en M õ:l : o
se p;'q e " casa contrario). Co)na M ã positiva, pelo Catalã
ria !1.3.10, R é reconhece'vel

Seja Á IJn! E'aut8lnato determihÍslicg, comi g: es'adoé,
reconhecendo R, e sele!

m 4jcjat,

f

onde k é uln natural tal que aEeMO(Mk). Vamos
la, pa.ra tacão n tal que a''Gk

Se n 4jCja, não hã nada a delnanstrar,pois todatr.}
lula de cünlprinlento n teta peso <nk. Se n É alCja.i Vamos reler
brar que Á tem que ser da forma

proa'ar que

--, (D --g-'- (2) --l+
para algum 1, onde o$ estados finais não foram a,ssinal-ados
Coiro n> t! e a';ç; iAl* existe u.m inteiro a,lhas a: tal que o
estado a é final. tias sultão, fazendo 'iT = a-!,.+], é c].aro que
aa')'l G iAI =R, para todo natural y, e, elri particl.l].al' n=cl+13K,

para a] guia 6É;N

4 iCla -a
8

4 i C i-l ;

existe111 in+ue'aros não negati.vos y,õ, tal que

B"rl-r2 :' yr+(S

Porta.nto

a t 13lr : G + (rl pr2+yr+'5) n

H + '5lí +,(rl+r2+yr)w
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Se considerarmos o M- 0 - ri:utômato A1 
:= (Q,oq , ôq,E) ,s~ 

• 1 1 . o gue imedi tamente que R = s ( i A . ) ( l embr~mos qu e em M = ºp = O 

se p"" q e <0 caso contrário). Como M é posi t ivo, pelo Corolâ 

rio II.3.10, Ré reconhec í vel. 

Seja A um E- autômato determil'lístic~, com a estados, 

reconhecendo R, e seja 

m "" 41 C l ak. 

onde k ê um natural tal que crE € MQ (fJk) . Vamos provar q1.w 

crnE~q s m, para todo n tal que crnfm. 

Se n $ 4 1 C Ia , nao há nada a demonstrar ,pois toda tr_! 

lha de comprimento n tem peso :::;nk. Se n s 4 f C la ; vamos relem 

brar que A tem que ser da forma: 

para algum 1 , onde os estados finais nao foram assinalados. 

e n ,,... 'AI . · . . º l · ,omo n.>a e a b 1 , existe um 1nte 1ro a, .1v s;o,s c1., ta que o 

estado a é final. Mas ent ã o, faz e ndo ·rr = a--Q.+1 , é clé.~ro que 
0,+v1T 

a ' 8 1 Ai ::::: R, para t odo natural y, e, em particular n=0,+/311, 

para algum SGN . 

Como: 

B -

existem ín.teiros 

Portanto, 

n.-cx 
TI 

41Cla- a 
a 

nao negativos i,6, tal que ó< 

8-r1 ~r,., ""yr+ó. 
-'- L. 

- · O',+ 01T + (L + r
2
+yr) 1L . 

. !. 

.,.. -

.L. - IGI e 
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Agora, z :Ga''o" GR. Seja então Ti: q '-"-:"-> q, co:,a pesa mzn].
nio. Então, T.PÉ (CE+õK)ks (abra)kÉ.2jcjak

Portanto ,

I'l(GIG'rG2)'F: q ---g-..-- q

€ RZ G

e

[TI(G].G'YG2)TrJP: TIP + 'R'G2P 'F YT'GP

É 21Cjak + arlk + ar2k + 0

s 4 IClak

ni, como afirnap\cFS

CQROLAR10 5.7 - Um subconjunto reconllecz'vel a' (alfabeto u-

nitário) contendo al-gama palas'ra nao vazia
é qulisc-periódico .s$e for infinito.
DEFqOilSTRAÇAQ - Se:L é ãne:ihíto,reêonhecl+vel, toillando-se o a-aB

tomlâ.to deter"inibi:suco conexo A que )-econhece
L, é imediato que ele contém ulTt circuito. Construída:b
a pa.rtir de A, optem-se unia Única componente farto, o)lde o
circuito ori.gi.nal dc Á tela peso 0 U

O Teorema 6 tela! bons.equências análogas ãs do Teorg
lula 4 . 8

COROLÂRI 0 5.8
=:=.==L;;=LÉ.T==V W . ::==:=;!:=::;' É decidível $e uma !matriz eln MQ(M) é perió-

dica

caixa LÁ R } 0 5 ,9 Sejalll A,B € i\IQ(f'i) e suponha.}l\os que para todo
p,qcQ,

ilWlica

e

:impli.ca
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a+on ' . z .,. . 
Agora , z = o E R . Se J a e n tão Ti : q ----+ q , e o m p e s o m 1 n 1 -

mo. ·Então, T
1

o 5 (a,+ó·n-)k ~ (a+ra)k :;; _2jClak. 

Portanto, 

e 

s 4lClak = m, 

e anEqq ~ m, como afirmamos. o 

COROLÁRIO 5..:.J.. - Um subcon;unto reconhecível a* (alfabetou-

nitirio) tontendo alguma palavra nao vazia 

~ quase~peri6dico sse for infinito. 

E_Et10NSTRAÇ~o · - Se L é infinito,reconhecível, toman<lo- se o o-au 

tomâ.t o· determinístico conexo A que reconhece 

L, f imediato que ele cdntfm wn circuito. Construindo-se A1 

a pa.Ttir de A, obt.em- se uma Única componente forte, onde o 

circuito original de A tem peso O. O 

O Teorema 6 tem con~equ~ncias anil ogas as do Teore 

ma 4.8. 

COROLÁRIO 5.8 - f! decidível se uma matriz em MQ(M) é perió 

dica. 

COROLARIO 5.9 - Sejam A,B G MQ(M) e suponhamos que para todo 

p,q8Q, 

Á = 00 implica B = º'--' 
pq pq 

e 

A = O implj ca B "" O. 
pq pq 

l 
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Então, se A é periódica, B também o é

Os Corolários 8 e 9 t:em demonstrações análogas aos
Coro[ári.os 4,.LO e 4.].2

C01tOLÁR10 5. 10 - Dada um M-E-auto!!lato'A, é possa'vel dec:i.dir
$e MÁ é periódico.

.gEagEâllBêÊ8g - Anal-oga à do Teorema 4.1, versão algébrica
bastando substi.tuir $i2: N-+N2 por

e:1-;, : M -i MI

dada por

lx 'e xGMI

k.:@:caga . cog;traria
x'b'

a

Assim!, a problelila de decidir se iDn conjunto Teca--
nheci+ve]. é quase-periódico é deixado na dependo)]cia de l,nna

resposta afirmativa a,o problema de .!3unlside para matrizes
cair coeficiente em Af; porém lembralnes q.ue os doi.s problema.s
rtãa sã.o Ca+cé prata eTn contrario) equivalentes.
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Então, se A~ peri6dica , B tambfm o~-

Os Corolirios 8 e 9 tem demonitraç6es anilogas aos 
Corolirios 4.10 e 4.12. 

CÓROLAR!O 5, 10 - Dado um M-E-autBmato · A, e possível decjdir 
se MA e periódico. 

DEMONSTRAfÃO - Aniloga a do Teorema 4.1. versao algfhrica, 
bastando substitui T 1>2 : _ N + N 2 por 

dada por 

o 

Assim, o pToblema de decidir se um conjunto reco
nhecível ã quase-peri6dico € deixado na depend;ncia de uma 
resposta afirmativa ao problema de _Burnside para matrizes 
com coeficiente em M; por~m lembramos que os dois ~roblemas 
não são (at~ prova em contririo) equivalentes. 

- o -· 
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