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CAP fTULO l

!BT POOuç:4Q

É c].ãssi.co, em combinatória, o problema de colocar

marcas numa barra Teta de metal de um certo cumpri.mento. em

alguns de seus pontos inteiros, de forma que as distâncias
entre as marcas sejam di.stintas duas a duas. Para m marcas

o número de distâncias é (m) eportanto o comprimento da bal

ra deve ser maior ou i.gual a (!); pode-se mostrar que sem ê
maior que 4 então o comprimento da barra deve ser maior que
(2). Este problema tem seu aqui.valente na teoria dos gratos
que é o de associar números naturais aos m vértices de um

grifo completo de forma que a cada dois vértices sejam asse
dados números di.sti.ntos e as diferenças, em valor absoluto,

dos valores dos vértices sejam também di.stintas duas a duas;

o valor de cada diferença é associado ã correspondente ares.
ta que une os dois vértices.
Para m = 4 temos

6 2 q
gratobarra l
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Ringel, em 1963, conjecturou que um grafo completo,

comi 2n + l verti,ces, pode ser decomposto em 2n+ l gratos ar-

vores isomorfos a um qualquer dado grafa arvore, com n ares

Rosa, em 1966, provou o teorema ''Existe uma decom-

posição cíclica de um grato completo, com 2n+ l vértices,em
2n + l gratos i.somorfos a um dado grifo G, com n arestas, se

e somente se aos verti.ces de G pode-se associar números na-

turais, do conjunto de 0 a 2n, de forma que a cada dois vér

tices são associados números dista.ntos e as diferenças, mó-

dulo 2n+ 1, considerando para cada dois vértices unidos por

aresta tanto a di.ferença positi.va quanto a negati.va,são diâ
ti.ntas duas a duas.''

Este teorema, de Rosa, também tem seu equivalente

em combinatória, por conj.untos: Sejam o conjunto N2n dos n.!
turai.s de 0 a 2n e o conjunto C de todas as combinações de

números do conjunto N2n tomados dois a dois. ''Um subconjun-
to C' ,de C, com n combi.nações é tal que as diferenças, mÕdu

lo 2n+ 1, entre os números de cada combinação de C' , consi.-

derando para cada combinação tanto a diferença positiva qual

to a negativa, são distintas duas a duas se e somente se pg
de-se obter o conjunto C apartar de C' por somar 0,1.2,...2n,

)nódulo 2n+ 1, aos números de cada combinação de C' ,sendo ca
da combinação de C obtida uma e somente uma vez.''

Um caso parti-cular deste teorema, de Rosa, para qual:

tas



do G é umgrafo compl-eto commvértices e (m) arestas,é equi.VZ
lente a um conhecido teorema da combinatória,para k=me À=l

''Um conjunto de k resíduos {al'a2,...ak} é um conjunto de di
ferenças com parâmetros (v:2(k)+l,k,À) seesomente seos con

juntosÍal+i,a2+i,...ak+i.}(somas módulo v),i:0,1,2,...v-l,

formam um bloco ci'clico com parâmetros (v:2(})+1,k,À).''.Sip:
ger, em 1938, demonstrou que, sendo À=1, se k é da forma

pJ + 1, onde p é primo e j é natural, então existem tal con-
junto de diferenças e tal bloco cíclico como enunciados no
Ú].ti.mo teorema.

Este problema, no caso particular em que G é umgrl
fo completo com m vértices, também pode ser representadopor
marcas numa barra circular de metal de cumpri.mento 2(m) + l,
onde as distâncias entre as marcas são di.stintas duas a duas.
Para m = 2i + l = 3 temos

C' (01) (03) (13)} {0

{0
{1
{2

{5
{6

l

l
2

3

4

5

6

0

3}

5}

1}
2}

(mod

conjuntos

{al a2 a3}

{al'0 a2+0 a3+0}
{al'l a2+l a .+l}J

{al+2 a.+2 a,+2}J

7) {al+ 3 a2+3 a3+ 3)
{al+4 a2+4 a,+4}J

{'l''5 a.+5 a.+5}3

{al+6   a,+6}

(o l ) (0 3) (13)]
Ci 2 )   (24)

  (2 5) (35)
(34) (36) (46) }
(45) (40) (50)
(56) ( 5 1 ) (61)
     

(60) (6 2) (02)j



grato G, com n arestas,relacionadaàde

um grato completo,com 2n + l vórtices,
G é chamada p-numeração.

, GoJ-omb, Stanton e Zarnke estudaram tam-

de gratos, outras numerações chamadas

; restritas por mai.s propriedades, con

Também, nestas numerações, a associa

'vices do grato é dista.nta para cada

)ração das arestas ,dada por diferenças,

frestas. A a-numeração alemdas proprie
)ossui a propri.edade de que a numera-
precndo os números naturais de l a n.

, mais que a a-numeração a propriedade
vértices compreende números natural.s

sendo n o número de arestas; a conjec
rvores são 13-numerãvei.s foi e continua

. A a-numeração possui a mais que a

ade de que exi.ste um número x tal que,
rti.ces unidos por aresta, o número as
ces é menor ou igual a x e o nijmero as

ce é maior que x. Rosa, Kotzig,Golomb,

terizaram vãri.as classes de grafos que
es. Golomb e ErdCis estudaram uma el-

es para um grafo qualquer e estabele-
s extremos.
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Esta numeração de um grafo G, com n arestas,relacionadaàde

composzçao cíclica de um grato completo,com 2n + l vértices.
em gratos isomorfos a G é chamada p-numeração.

Rosa, Katzig, Golomb, Stanton e Zarnkeestudaram tanl.-

bém, na representação de gratos, outras numerações chamadas

a,B,a, de c].asses mais restritas por mais propriedades, con
ti.das umas nas outras. Também, nestas numerações, a associa

ção de números aos vértices do grafo é distinta para cada

doi.s vértices e a numeração das arestas,dada por diferenças,
ê dista.nta para duas arestas. A a-numeração alemdas proprie

dades da p-numeração possui a propriedade de que a numera-
ção das n arestas compreende os números natural.s de l a n.

A B-numeração possuí a mais que a a-numeração a propriedade

de que a numeração dos vértices compreende números naturais

do conjunto de 0 a n, sendo n o número de arestas; a conjec
tuta de que todas as arvores são 13-numerãvei.s foi e continua

sendo muito pesquisada. A a-numeração possui a mais que a

B-numeração a propriedade de que existe um número x tal que,
para qual.squer doi.s vértices unidos por aresta, o número as

soa.ado a um dos verti.ces é menor ou i.qual a x e o número as

saca.ado ao outro vértice é maior que x. Rosa, Kotzig,Golomb,

StantoH e Zarnke caracterizaram varias classes de grafos que
possuem essas numerações. Golomb e Erdõs estudaram uma ex-

tensão dessas numerações para um grafo qualquer e estabele-
ceram alguns resultados extremos.



bquitas das conjecturas feitas sobre estas numera-

çoes ainda conta,nuam a espera de solução. Consegui.mos resol

ver, aqui., somente alguns pequenos problemas; muitas das prg
vas aqui apresentadas foram fei.tas por nÕs



CAP rTUL0 2

Este capítulo contem conceitos e resultados. em ge
ral, conhecidos. Demonstrações e maiores explicações são en
centradas em [ fIR] e [V]

2 . 1

2 . ] . 1 gl3.Eg!:..!glgB©PS

Se X é um conjunto fi.nato, Xr2) denota o conjunto
de pares não ordenados de elementos de X, i.sto é, oconjunt
{ (x,y) tai.s que x # y}

Um g2'a.fo G é um par ordenado (VG,EG) formadopor um

conjunto fmi.to VG e por um subconjunto EG de VG(2). Os ele
mentes de VG são chamados uérí; ces e os de EG são chamados

az'estas do grifo G. O numero de elementos em VG é chamado

ordem do grato G. Se VG=g então o grafo G é chamado Halo.

Se (u,v) é uma aresta de G, os vértices u, v são chamados

suas pontas; dizemos ainda que (u,v) dlnc de em u e em v. Di

0

6



quç u:' verEI-ces u, v sao ad.Íaeent;es num grato G quan-
do exi.ste (u,v)eEG.

Se v é um verti.ce de G, chamamos g2'aa de v em G o

número de arestas em G que incidem em v. Um grafo G é chama

do reguZa2' de grau n se todos os seus vértices tem grau

n. Un vértice de grau l é chamado fera naZ. Uma aresta que
incide num vértice terminal é chamada terminal.

A figura seguinte representa o grafo ({u,v,w,x},

{(u,v),(u,w),(u,x)}). Neste grato, o grau de u é 3(u é ad-
u j acende aos decai s verti.ces) , os verti. -
4\

/l\ ces v, w, x não terminais, todas as ares
/ l \

/ l \ tas são terminal-s
v w x

zeros

H é szzbgrafo de G (HSG) se e somente se VHSVG e EHSEG.

Denotamos por GuH (respecti.valente GnH) o grato zz-

?zÍão (VGuVH, EGuEH) (respectivamente dnterseaç?âo (VGnVH,

EGnEH)) dos gratos G,H.

Sejam GI'G2,. . .Gn n grifos disjuntor, n> 1 e sejam

(v:,v:,.. .vT),(v:,v',.. .vy)... Cvi,vÊ,. ..ül!). kzl, m>2, k m-

-uplas de vértices, onde vg.CGt, para algum l, lslsn, em cada
m-upla não existem dois verti.ces de mesmo grafo G. e cada
vértice pertence no máximo a uma das m-uplas.Chamamos a?z ão

de GI' G2, ...Gn poz' {dent r caç.ão de z;á2'z;Ices segundo

(vi,vjl,. ..vT),(v:,vâ,. . .v;),.. .(vl,vÉ,...vl:) ao grato união
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ra cada i, l$i$k

Seja G um grafo e V'GSVG. o subgpafo ilndazdldo por
b'rG é o subgrafo de G(V'G,E'G), onde (u,v)eE'G se e somente
se (u,v) eEG e u,vÉ;y' G.

Sejam G um grafo e E'GSEG. o subgz'a/'o difez'e?zç?a

G-ETG é o subgrafo de G(VG,EG-E'G)

Seja G um grato e VGI'VGll uma partição de VG. O
conjunto {(x,y)GG tais que xeVGI e yeVGll} é chamado ao-/'z'o2

teZ2'a de G induzido por VGr, VGTT

Um grato G ê desconexo se e somente se contem dois

subgrafos não nulos HI, H2 tais que HlnH2 :g e HluH2 :G; G
é aoneao se não é desconexo. Uma componente de um grafo G é
um subgrafo conexo maxi.mal não nulo de G.

Os grifos G, H são {somoz'ros se existe uma bijeção
h: VG-' VH tal que (u,v)eEG se e somente se (h(u),h(v)) eEH

h é chamado {somoz'.físmo entre G,H.

Sejam x,y vértices de um grifo conexo G. A sequên-

cia finita de verti.ces distintos dois a dois x=u0,ul'' ' .un:y
tais que (ui,uj.+l)eEG, i=0,1,...n-l é chamado camin/zo de x
para y e n e seu comp2'imenso

PROPOSIÇÃO 2.1.1.1 - G não nulo é um grafo conexo se e so-

mente se existe caminho de xparay quais
quer que sej am x,yÉ;VG .

A proposição acima e a algumas das que seguem não é
feita referência explícita nos próximos cap31tulos

t 'i r-p pa
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Chamamos dd:st;areia entre dois vértices de um grafo
conexo o número que é mínimo do conjunto de todos os compra

mentes de caminhos entre os vértices. Denotamos por dÍat;ra,u;
a distâllcia entre os vértices u e v

Seja V'G o subconjunto de vértices terminais de G.

Chamamos bczse de G o subgrafo de G induzido por VG-V'G.

2. 1 . 2 - CERTOS GRAFOS

Um c?Írez{ t;o é um grato conexo regular de grau 2. O
aomPPdlmento de um circui.to é a sua ordem

PROPOSIÇÃO 2.1.2.1 - Um circuito contem pelo menos três vér
ti.ces. Seja u um vértice de um circui-

to G de comprimento n e sejam v,w os dois vértices adjacen

tes a u. Exi.ste um único caminho u=u0, V:ul''''w:un-l;tg
da aresta em G é igual ou a (u,w) ou a (u: ,u:..) para algum
i. , 0KI <n-l

Um grato é de zzZeP se todos os seus vértices tem
grau par

rKt) P( }S l ( :A(l 2 l 2 2

czrcui

Um grifo, sem vértices de grau zero, é
de Euler se e somente se é a união de

tos Gi' j.:1,2,....n, onde EGinEGi :g se i#j
Uma ãr.z;ol'e ê um grato não nulo conexo que não con-

tem circuito como subgrafo.

PROPOSIÇÃO 2.1.2.3 - Numa arvore G, IVGI =EGl+l
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PROPOSIÇÃO 2.1.2.4 - Uma arvore, que tem pelo menos dois vér
ti.ces, tem dois vértices terminais.

Um arco é uma arvore com no máximo dois vértices

terminal.s. O comer mento de um arco é seu número de arestas.

Um al'co enooZP do é uma arvore cuja base é um arco. IJma es-

bz'eZa ê uma arvore onde no máximo um dos verti.ces é não ter
final

PROPOSIÇÃO 2.1.2.5 - Numa árvore G,

k=3 k'2)'nk(VG)+2,

onde m é a grau máximo dos vétti.ces de G e nV(VG) é o nome

ro de vértices de grau k em G, k=1,2,...m

COROLÁRIO 2.1.2.6 - Num arco com pelo menos dois vértices

os vértices terminal.s ten grau 2. Se u,
v sao os vértices terminais de um arco G existe umÚnico ca

minha u=u0'ul'.''v'uIEGI e toda aresta em G é igual a
(ui'ui+l) para algum i, Ogi<jEGI

COROLÁRIO 2.1.2.7 - Se uma arvore tem 3 ou mais vértices en

tão tem uma estrela de ordem 3 como sub

nl(VG)

grafo.

Chamamos d âmetro de uma árvore o máximo das dis-

tancias entre cada dois de seus vértices. Chamamos cem;l'o
de uma arvore G ao conjunto

{vÉ;VG tais que max {dist(v,u)}smax {dist(.z,u)}
ueVG ueVG )
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para todo zeVG}

PROPOSIÇÃO 2.1.2 8

m

ll

Se o diâmetro de uma arvore é par seu
centro contem exatamente uln verti.ce.Se

o dJ-ametro de uma arvore é i.mpar seu centro contem exatamen
te dois verti.ces.

Seja G uma arvore e v um seu verti.ce de grau m. Os
m Subgrafos conexos maximais de G tais quevé terminal em
cada subgrafo são chamados ramos de v em G

PROPOSIÇÃO 2.1.2.9 - Sejam Rj., i:1,2,...m os m ramos do vé!
time v de uma arvore . Então

({v},g) se i#j e U R:

Sejam G uma arvore e (z,w)eEG. Dizemos que uma ar-
vore H pode ser obti.da de G por eontração da aresta (z,w) se

existe uma função h:VG-*VH tal que h(z') =h(w') se e somen-
te se {z',w'JUIZ,w} e (u,v)eEG-lz,w} se e somente se

(h(u),h(v))É;EH. Duas arvores G,H são &omeomoz'/as se ambas pg
dem ser obti.das de uma mesma arvore por uma sequência de con

trações de arestas em que pel-o menos uma das pontas é de
grau 2

R.nR.
]- J

Um grafo G é b pari do se existe partição de VG em

VGI, VGll tal que EG esta conta.do no conjunto C = {(x,y)
tais que xeVGI e yeVGll}. Se EG=C então G é chamado pipa?-
tido compl,eto
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PROPOS].ÇÃ0 2.1.2..10 - Um grafo é bipartido se e somente se

todo seu subgrafo que é circuito tem
compra.mento par

Um grato G é completo se EG = VG(2)

PROPOSIÇÃO 2.1.2.11 - Um grafo completo de ordem n é regu-
lar de grau n-l e tem n(n-1)/2 ares-

tas.

2 . 2 $EQUENC l A DE F l BONACC l

A

e Sn : sn-l

PROPOSIÇÃO

sequência sl,s2,'''sn'.. definida por sl :s2 : l
+ Sn-2, n > 3, é chamada oequâne a de i'ebonaco{.

2.2.1 - A soma dos n primeiros termos da sequên-

cia de Fib.onacci é igual a Sn+2 - l

2.2.2 - A soma dos n primeiros termos de ordens

i.mpares da sequência de Fibonacci é igual

PROPOSIÇÃO

a S2n

PROPOSIÇÃO 2.2.3 - A soma dos n pri.melros termos de ordens

pares da sequênci.a de Fibonacci é i.qual
a s2n+l ' l

PROPOSIÇÃO 2 . 2 .4
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NqTAÇAO

Dado um conjunto finito X, IXI denota seu número de
elementos

l)ado um numero real x, lul denota o valor absoluto

de x e LaJ denota o maior i.nteiro não superior a x
Denotamos por man (respectivalmnte ,mÍ?z) máximo

pectivamente, mínimo)

Dada uma função f, denotamos por ]mr.fJ a sua imagem.

Denotamos por N o conjunto dos números natural.s. De

notamos por Nm o subconjunto dos números naturais n tais que
0 É n $ m; convence.onamos N .

(res



CAP rTUL0 3

SOBRE CERTAS NunCKACÕE$ :pE GRATOS

DE F l N l CAI DO PKQPLEmA

Uma name2'anão doo uárt ces de um grato é uma função

fVG: VG->N. Dada uma função fVG uma função fEG: EG'»N, defj.
ni.da por fEG((v,u)) : IfVG(v) - fVG(u)l . é uma nudez'anão das

az'estas de G; o par (fVG'fEG) é uma nzzmez'aç?ão de G se fVG e
ft:c são injetoras

Seja (fVG'fEG) uma numeração para um grato G, com
n arestas. Consideremos as seguintes propriedades

(i) IP (fVG) S Nn

(j.i) Im (fVG) ç Nn

(iii) Im (fEG) : Nn - {0}
(iv) lm(fEG) : {xl,x2,'''xn}, onde xi :i ou xi : 2n+l-i
(v) existe x, xeNh' tal que, para toda aresta (v,u)

mintfVG(u) ,fVG(v) } g x < maxÍfVG(u) ,fVG(v) }

)
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(fVG'fEG) é chamada

ct-'zz'«geração se verifica (i), (iii), (v)

B-numepaçãc7 se verifica (i), (iii)

a-nume2'aç?'io se veria.ca (i i.) , (iii)

p-numel'anão se verifica (ii), (iv)

Se exi.ste cl(respectivamente, B, a, p)-numeração pâ
ra um grafo G dizemos que G é CE(respectivamente,B,a,p) - au-
merãoeZ. Denotamos a classe de grifos cl(respectivamente, 13

a, p)-numel''duais por aZ(a) , aZ(B), aZ(a), aZ(p)
É evidente que as quatro numerações formam uma hig

rarqui-a no sentido de que CI(a) S CI(B) SCI(a) S CI(p) ;mostra
remos a seguir que estas inclusões são próprias

É evidente também que x, que satisfaz a proprieda-
de (v) numa cl-numeração, é único. Chamamos x o oaZor médio

desta cl-numeração.

No restante deste capi'tule são apresentados resul-

tados gerais sobre essas nulnerações, a maior parte dos quais

será utili.zada nos capítulos que seguem

)

3 . 2 gE:E R/\OAO.; ;Qy E.;;ÇQN$Ç Ily8 JUHÇ RAÇÃO

TEOREMA 3.2.1 - Seja (fVG'fEG) uma a (respectivamente, B,a,
p)-numeração para um grato G. Então (fVG'fEd

definida por fVG(v) :max(lnCFVG)) - fVG(v), é também uma a
(respectivamente, B, a, p)-numeração para G.
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PROVA Basta verificar as propriedades segui.ntes

(i) fÇG é injetora; 0 É f.ÜG(v) çmax(ImCfVG)), V veVG.
(ii.) fÊG(e) : fEG(e), para todo eÉ;EG.

(iii) max(Im(fVG)) - x - l é valor médio de (fVG,fEG), on

de x é valor médio de (fVG,fEG)

(i) Sejam u,vGVG distintos. Se f.ÜG(u) :fVG(v) então

max(Im(fVG)) - fVG(u) : max(Im(fVG).) - fVG(v)

Então fVG(u) : fVG(v). Então fVG não é injetora.

Que 0 É fÚ.G(v) É mas(ImCfVG)) segue imediatamente da de
finição.

Seja (u,v)eEG. fl:G((u,v)) : i(nax(Im(fVG)) - fVG(u)) t
-(max(Im(fVG)) - fVG(v))l: IfVG(v) - fVG(u)l: fEG((u,v))

Para tod (u,v)GEG, sem perda de generalidade,fVG(u)gu
e fVG(v)>x. Portanto,

f.ÜG(u) : max(Im(fVG)) - fVG(u) > max(Im(fVG))-x-l e

f.ÜG(v) : nax(Im(fVG)) - fVG(v) g maxClm(fVG))-x-l
Ü

(iii)

3 . 3 SOBRE a NUljEB4ÇAQ

Resultados sobre ct-numeração foram obtidos , princi
palmente, por Kotzig. Fora referência contraria, os resulta

dos aqui. apresentados são encontrados em [Kl], para arvores

e foram generalizados por nÓs.
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3 . 3 . 1 O TEOKE#8.P4 CARACTERIZAÇÃO GEOMÉTRICA

Seja G um grifo bi.partido com partição de seus vél

tices em VGI e VGll' Dadas funções fvVGl: VGI'»N e flíVGll:

VGll '>N, a função flTEG:EG-FN é definida por

flrEG((v,u)) : fKVGI(y) + flrVGll (u)(veyGI ,ueyGll)

o par (frVGI'flíVGll;fvEG) é uma lr-numeração de G se as fun-
ções fTTVGI'fTryGll'fxEG são injetoras e

max(Im(fvVGI)) + max(Im(fvrVGll)) : IECI - l

Um grafo G é v-nz,mc?zúoeZ se existe v-ntzmração para G.
Uma li-z'ep2'e8entapão de um grafo G é una representa

ção geométrica de uma lr-numeração de G. Os exemplos 3.3.1.1,
3.3.1.2, 3.3.1.3 que seguem, são de lí-representações de grZ

fos; neles, R0' RI' R2 são Tetas paralelas de mesno sentido,

as di.stâncias entre ii0 e RI e entre iO e R2 são iguais, os
pontos sobre kl e li2 tem equi.-espaçamento A e os pontas so-
bre RO tem eqt-ii-espaçamento A/2 (esta última propriedade dg
corre das anteriores)

->

E XEl@L0 3 . 3 . 1 , 1

0 1 2 3

0 0 1 1 2 b.I'z \N'À b.I'z''''q12
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EXEb@L0 3 . 3 . 1 . 2

EXEb@L0 3 . 3 . 1 . 3

0 exealplo 3.3.1.4 apresenta mais quatro n-refresca
tições do grifo do exemplo 3.3.1.1

EXEMPLO 3.3.1.4

Como é fácil observar, c) (respectivamente, d)) é

obtido de b) por permutação de RI e R2 (respectivamente, mg
-+

9 ; g Í:... ;

    IJ..'
     o l g ii : '"
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dança de sentido de ÉI e R2)

LElvIA 3.3.1.S - Seja (fVG'fEG) uma a-numeração para um grato
G, com valor médio x. Então existem (ul'u2),

(vl'v2)eEG.tais que

fVG(ul) : x,fVG(u2) ; x+l,fVG(vl) : 0,fVG(v2) : REGI

Para o lema 3.3.1.5 basta observar que

{l,IEGllclm(fEG)

É fãcit observar que uma a-numeração (fVG'fEG),com
valor médio x, para um grato G induz uma partição de VG em

VGI, VGll tal que veVGI se fVG(v) g x ou veVGll se fVGCv) > x.
Chamamos tal partição de VG paz't;iç?ão E?zduzída poz' r.fV.a'fraJ.

TEOREMA 3.3.1.6 - Um grafo G é a-numerável se e somente se
é bipartida e lr-numerãvel

PROVA - Vamos mostrar as implicações seguintes.

a) Se existe a-enumeração (fVG'fEG) para G então
al) G É; bipartida;

e existe (füVGI' fvVGll; fvEG) tal que

a2) fxyGI' flryGll são injetoras em N;

a3) fITEi é injetora em N;

a4) max(Im(füVGI)) + max(Im(fKYGll)) : IEGl-l

b) Se G é b.ipartido e existe a-numeração (fTryGI,ftrVGll;fxEG)

para G então exi.ste (fVG'FEG) tal que



+

20

bl) fVG é injetora em N; 0É fVG(v) É REGI, para todo
veVG; existe valor médio para (fVG,fEG)

b2) fEG é iiijetora em N; IÉ fEG(e) g REGI, paro todo
eÉ;EG.

al) É fácil observar que G é bipartida com partição de

seus vértices, induzida par (fVG,FEG),em VGI e VGll'

Considerando a partição de VG, i.nduzida por (íVG'fEG),

em VGI e VGll' definimos, para todo veVG

fvVGI(v) : fVG(v) se veVGl;

yGll(;)": REGI - fVG(v) se veVGll

a2) Como fVG é injetora, por raciocz+nio análogo ao fei-
to na parte (i) do Teorema 3.2.1, fuGI' fyGll gãóiB
jetoras

a3) Mostraremos que flrEG é sobrejetora em NIEGl-l' mos-

trando então que fnEG é i.njetora em N.

Para todo yC;NIEGl-l existe (u,v)eEG tal que fVG(v)>
>fVG(u) e fEG(u,v) : IEGl-y. Mas se fVG(v) - fVG(u)
= 1 EG l -y então

fTryGI(v)+nryGll (u) : REGI - íVG(v)+íVG(u) : REGI - IEGl+y =y.

a4) Pelo Lema 3.3.1.S, max(Im(f yGI)) : x e max(lm(f VGll))
= jEGl-x-l. Então

max(lm(fuyGI))+max(Im(flrVGll)) : x+ IEGl-x-l : IEGl-l

b) Definimos, para todo veVG
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jr7rvCi (v) se veVGI
fVG(v) : {

lIEGj - flrVGll(v) se vGVGll

bl) Como max(Im(flíyGI)) : REGI - max(lm(fnyGll)) -l então

REGI - max(füVGll)) > max(Im(fvVGI)). Então

"Jvcil VG(") :'' .:liã fVG(v)

E por raciocínio análogo ao feito na parte a) daprg

va do Teorema 3.2.]., fVG é injetora. Além disso

min(Im(fVG)) : min(Im)fvVGI)) 2 0 e

max(Im(fVG)) : max(Im(fnVGll)) $ 1EGI

Além disso, max(Im(fxVGI)) é valor médio de(fVG'fEG).

b2) Mostraremos que :fEG e sobrejetora em NIEGI ' {0}, mos-
trando então que fEG é injetora e que, para todo
eGEG, l g fEG(e) É IRAI

Como max(Im(fTryGI)) + maxClm(füVGll)) : leal - l então

max(lm(fvEG) É REGI - 1. Como flrEG é injetora.em N en

tão max(lln(fere)) : REGI -l e flíEG é sobrejetora em

NjEGj-l' Então, para todo yeN)EGl-{0}, existe (u,v)eEG
tal que flíVGI(u) + fxVGll(v) : IEGj - y. Então

fEG(Cu,v)) : REGI - fnyGll(v) - firyGI(u) : REGI - ISGI +y =y. []

É fácil observar, pelo Lema 3.3.1.5 e pela simetria

das defi.ni.ções de lr-numeração e a.-numeração apresentadas no

teorema acima, que ,numa qualquer a-numeração (fn-VGI'fayGll;fTTEG),

)
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min(Im(flíyGI)) : min(Im(fTíVGll)) : 0

O exemplo seguinte ilustra a correspondência do teg
ram anterior

EXENPL0 3 , 3 . 1 . 7

Grato G

0 1 2

f

Í

$ . +s . l Õ q

0 1 2 3 4 5 6

0 1 2 3 q 5

0 0 1 1 2 2 3

T-numeração de G

6 5 4 3 2 1

0 6 1 5 2 4 3

cl-numeração de G

0 resultado da proposição seguinte será útil noprÉ
Elmo Capítulo, para arvores.

PROPOSIÇÃO 3.3.1.8 - Seja G um grato bi.partido con partição
de seus vértices em VG. e VG.. e com

IVGI = IEGI + 1. Se (flryGI' füVGll; flíEG) é umas-numeraçãode

de G então max(Im(MVGI)) : IVGEI -l e max(Im(fTrVGll)) : IVGlll -l.

PROVA - Temos que

max(Im(fxyGI)) 2 IVGll-l e max(Im(fvVGll)) 2 IVGill-l

Para mostrar que nas relações acima valem as igualdades baj.
ta observar que lnGI = IVGI - l implica

max(Im(flíVGT)) +lnax(]m(fvVGTT)) : IVGTl+ IVGT.rl- 2. []

0  T  
 . \ \  0 1 2 3
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A w-numeração é usada em muitos teoremas do próxi

mo Capl'tufo; a v-representação os torna mais visz'fieis

3 . 3 . 2 P ROPR l E DADE DA a- N.UME RAÇÃO

A proposi.ção seguinte encontra-se em [K2]; diz so-
bre conexidade das arestas numeradas 1, 2, 3 e das arestas

numeradas leal, leal-l, IEGl-2, na CE-numeração deumgrafo G.

PROPOSIÇÃO 3.3.2.1 - Seja (fVG'fEG) uma cl-numeração para um

grato G. Sejam as arestas el' e2, e3,

elEGI' elEGI-l' elEGI-2 de G tais que fEG(ei) :i, i:1,2,3,
leal , REGI -] , REGI -2. ]11ntão pelo menos uma das afi..reações al) e a2) e

pelo menos uma das animações bl) e b2) são verdadeiras.

al) el é adj agente a e2 e e3'

a2) e2 é adjacente a el e e3'

bl) elEGI é adjacente a ejEGl-l e elEGi-2
b2) elEGI-l e adjacente a elEGI e elEGI-2

PROVA - Seja x o valor médio de (:EVG,fEG). Por um lado, a g.
resta numerada l tem pontas numerados x e x+ 1, uma

aresta numerada 2 tem pontas numerados ou x-l e x+l

ou x e x+ 2, uma aresta numerada 3 tem pontas nume-

radas oux-2ex+l oux-l ex+2ouxex+3. E

então temos as únicas possibilidades
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x+l x+l x l x+l

2 7

x--2 x--l x+2 x-l x+3 x-l

x l x+l X x+l x l x+l

x-]. x+2 x+3

2

x+2 x-2 x+2

Por outro lado, uma aresta numerada IEGI tem pon-

tas numeradas IEGI e 0, uma aresta numerada REGI -l tem pog

tas numeradas ou REGI e l ou REGI -l e 0, uma aresta numera

da REGI - 2 tem pontas numeradas ou REGI e 2 ou REGI - l e l
ou REGI - 2 e 0

Nos dois casos o resultado se verifica B

3 . 3 . 3 0PERAÇOES QUE CONSERVAM CE-NUMERAÇÃO

TEOREhIA 3.3.3.1 - Seja CíVG'íEG) uma a-numeração para umgrg
fo bi.partido G com partição de seus vért.}

ces, induzida por (fVG'fEG), em VGI e VGll'Então (fVG'fEG),
definida por

max fVG(u) - fVG(v) se veVGIueVG.

ftG(v)
,!?x fVG(u) + n12: fVG(u) + 1 - fVG(v) se vWqi

ueVG.. '' ueVG.
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também uma a-numeração para G.

NOVA - Basta veria.car as propriedades seguintes

i) f$G é injetora

ii) fEG é i.njetora

iii) 0 çfVG(v) s max(Im(fVG)) , para todo veVG.
iv) lç fEG(e) g IEGI , para toda eeEG.
v) x, valor médio de (fvC,fp.c), é também valor médio de

(f+G'fÉ.)

i) Pelo Lema 3.3.1.5 sabemos que

"vC: íVG(") : 0 e .JÜn íVG("): ,.$ã íVG(")'l
Então temos

vev.,ít'(v) : .tl$à íVG(") ' .dlH íVG(") : .ev.,,fVG(")'
l l l l l l

"vclfVG(")'l- veVGll VG(v) : .JU% f+G(v)

Então, por raciocínio análogo ao feito na parte i) da

prova do Teorema 3.2.1, f.&G é injetora.

ii) Sejam (u,v), (u' ,v')eEG distintas,u,u'GVGI'v,v'eVGIF

Se f+G(u,v) : fÊG(u' ,v') então zmax íVG(z)+,c$ã fVG(z)+

'''l-fVG(")-,e;Ê fVG(')'fVG(u) : ,eVGll VG('),cvclÍVGC')'

+i-fVG(v')-,tl$x fVG(z)+fVG(u'). Então
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fVG(v) - fVG(u) : fVG(v') - fVG(u')

Então fVG não é injetora

iii) Pelo LeIRa 3.3.1.5 sabemos que

"CVGli VG(v) : .edil fVG(v) ' l
Então o resultado é :facilmente verificável

iv) Pelo Lema 3.3.1.5 sabemos que inax fVG(v) : REGI e

vénzn l fVG(v) : vmaxl fVG(v) + I' Então temos

min(in(fEG)) : vgltnli G(v) - vmaxlfVG(v)

v) Pelo Lema 3.3.1.5 sabemos que x, valor medi.o de (fVG'

fEG) ,é iguala max.rfVG(v) e também que min fVG(v):0

Pela parte i) deste teorema sabemos que max f+G(v) <

veVGllfVG(v) ; como também maxlfVG(v) :vmaxlfVG(v) ,
x é também valor médio de (ítG'fEC). []

É fácil observar que a relação existente entre as

CE"numeração (fVG.fEG) e (fVG,fEG), no Teorema 3.3.3.1, para

um grato G corresponde à relação entre duas v-representa-
ções para um mesmo grato, uma obtida da outrapor mudança de

sentido de R. e R? (Exemplo 3.3.1.3 b) e d)).Àpermutação eD.
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tre R]. e R2 (Exemplo 3.3.1.3 b) e c)) corresponde o Teorema
3 2 l

Deixantos ao leitor a formalização dos teoremas

3.3.3.1 e 3.2.1 em termos de rr-numeração; isto seta Útil no
próximo teorema

Chamamos aon.Ízznto p2"0.fzzndÍdade de um vértice v de

um grafo G ao conjunto DGru; = {fwyGI(v) tais que (fvVGI'
flryGll; flrEG) é v-numeração de G}

Seja neDG(v) e (fnyGI' flryGll; fvEG) tal que
f7ryGll(v) : n (veja Teorema 3.2.1 em termos de 'K-numeração)

Pelo teorema 3.3.3.1 em termos de lr-numeração,existe lr-num!.

ração para G tal que v é numerado max(Im(fKYGll)) - n; isto

é max(in(fnyGll)) - n também pertence a DG(v)

Sejam (fvyGI' fvVGll; flrEG) e veVGi (i:l,ll). Cha-
mamos p2'0/'zznd dada pooitÍOa (respectivamente negativa) de v

relativa a esta v-numeração ao número fvyGi(v) (respectiva-

!Rente, max(lm(flrVGi.)) - fn-VGi(v)).

Sejam G['G2 gratos di.sjuntos, x].,u]'v]eVG]' x2.u2,
v2€VG2, (ul'vl)REGI' (u2,v2)GEG2' Denotamos por alzuag2

(respectivamente, G(uZ'olluGr 2' 2 ) a união de GI'G2 por 2.

dentificação de vértices segundo (vl'v2) (respectivamente ,

(ul'u2),(v]'v2)). Denotamos por aZuG2ura],a2.l a união de GI'
G2 e aresta (xl'.x2). Estes gratos assim definidos são nus
irados no nrÕximo exemplo e tltil-izndnq nn nrf;rjmn t eorema
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EXEb4PL0 3 . 3 . 3 . 2

xl vl ul

GI

vlv2

Vs Va

representação de GlluG22

ulu2

G(ul,vl).G,"2' 2) GluG2u(xl'x2)

lr'representação de

G(ul,vl) .G(u2 ,v2)
T'representação de

GluG2u(xl'x2)

TEOREbÍA 3.3.3.3 - Sejam GI'G2 gratos disjuntos,
x['u]'v]eVG]' x2,u2'v2€VG2(u]'v].)eVG]'

(u2'v2)eEG2 e GlluG;2.G(ul,vl)uG(u2.v2), G .G2u(xl'x2) como
definidos anteriormente.
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a) Se r)eDGI(vl) e 0€DG2(v2) então GTiuCvZ é r-..umerável.

b) Se existem v-numcrações para GI'G2 tais ({ue (vl'ul) ,
(v2'u2) são numeradas zero então Gful'vl-)uG(u2,v2) é
?í-numeTavc].

c) Se l)GI(xl)nDG2(x2) # ló então GluG2u(xl'x2) é v-numero
ve],

PROVA - Os teoreJnas 3.2.1, 3.3.3.1 c a v-representação (ve-

ja Exemplo 3.3.3.2) tornam evidente o teorema. Suão

nhamos x-nunlerações (f+VGll'fvVGlll;fvEGI),(f'n\rG21'flrVG211;

fêEG2) com propriedades; em a),fvyGll(vl):n\ax(Im(f+yGll)) e

(v2) : o; em b) ,f4EGt((vt'ul)):max(Im(fã'EGt)) e

fZEG2((v2,u2)):0; en\ c), max(Im(f+VGlll)) - f+VGlll(xl)

: f#VG21(x2) . Va)nos, baseados na vi.são geométrica,construir

x-numerações (fvVGI'fvyGll;flrEG) para G; em a), G:GlluGv2

em b),G:GI(ul'vl).G(u2,v2) em c), G:GluG2u(xl'x2)

a) l;açamos

fvVG[(v) : fiyG].T(v) se veVGl]

füyGll(v) : f4yGltt(v) se veVGlll

\rGI(v) : max(Im(fJVGll))+fzyG21(v) se veV'G21

yGll(v) : max(in(flryGlll))+fTry(;211(v)+l se veVG211

É evidente que flryGI'flíVGll c fnEG são injetoras em

Além dis se ,
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nlax(Im(fKyGI)) 'max(Im(füV(;11)) : max(Im(fvyC;ll)) '

+ max(Im(fílyG21)) ' max(lm(f4vGltt))+max(Im(fKVGltt))+l

-l''' iEC2 l -i+i : leal - l

b) Façamos

fvyGI(v) : ftyGI.(v) se veVG].l

flíyGll(v) : f'lyGltt(v) se veVGlll

f7rVGI(v) : max(Im(f;yGll))+fvyG21(v) se veVG21

fxyGll(v) : max(in(f+yGlll))+fryG211(v) se veVG211'

É evidente que fnyGI,flryGll e fvEG são injelnras em
N . Além disse

max(in(flíVGI))+':ax(Im(fTTVGll)) : max(Im(f4'yGlt)) '

+ ]nax(Im(fgVG21))+max(in(f4yGltt))+max(Imf#yG21t))

IECil-i ' IECzl-t : leal - l

c) ]iaçamos

fvyGI(v) : fiy(;lT(v) se veVGll

fvyGll(v) : f+yGlll(v) se veV(;].ll

fvyGI(v) : max(Im(fKyGll))+fvyG21(v)+l se veVGll

füyGll(v) : tnax(Im(f+yGlll))+flíyG211(v)+l se veVG211

Então fvEG((xl'x2)) : fKVGll(xl)+fayGI(x2) : max(Im(f+yGlll)»

-f#yG2Í(x2)+max(lm(f4VGtt))+f#VG2T(x2)+l- : leal 1-1+1 : iEGll

V
1]
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e fica evi.dente que fTTVGI'fvyGll e :fvEG são injetoras em N.

Além disso max(Im(fTryGI))+max(Im(flíyGll)):max(im(f+VGll)) +

+max(in(f#yG21))+l+max(Im(f+yGlll)) + max(Im(flryG211)) +l

IEGil- l + IEG2l-1 + 2 = IECI - ]. []

$O B RE B - NUME RAÇÃO

3.4.1 - AS

ÇOM VÉRTICES ORDENADOS SOBRE A RETA

EXEb'lPL0 3.4.1.1

0
l \2 3 1 ''4 5 6

\' J \

EXEbÍPL0 3.4.1.1
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EXEb-íPL0 3'. 4 . 1 . 3

Jã sabemos que os gratos das Exemplos 3.4.1.2 e
3.4.1.3 são não a-numerãveis, poi.s não são bipartidos. O ge.

fo do Exemplo 3.4.1.1 também é não a-numerável; veremos a

prova disto em 4 . 2 . 2 .

3 . 4 . 2 PROPRI EPAL?!E P8 $;:NU:HERACAO

PROPOSIÇÃO 3.4.2.1 - A classe de gratos B-numerãveis contém
propriamente a classe de grafos a-nuns

raveis

A observaç

proposição 3.4.2.1

A proposição seguinte encontra-se em [K2]; diz se
bre conexidade das arestas numeradas lnGI,IECl-l,IEGl-2, na

B-numeração de um grato; sua prova e análoga à feitapara as

afirmações bl) e b2) da Proposição 3.3.2.1

PRO]'OSlçÃ0 3.4.2.2 - Seja (fVG'fEG) uma B-numeração para um

grifo G. Sejam as arestas

4 33 lExemplo aprovasegue 0queao
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elEGI' elEGI-l' elEGI-2' de G, tais que fEG(ei) : í,
i= REGI,IEGl-l,IEGl-2. Então pelo menos uma das afirmações

al) e a2) é verdadeira

al) elEGI é adjacente a elEGI-l e elEGI-2

a2) elEGI-l e adjacente a eIEGle elEGI-2
A condição do teorema seguinte foi enunciada por

Golomb [Gl] para í3-numeração. Observamos que essa condição
é vãli.da para a-numeração; em 3.5 encontra-se a prova do teg
rema 3 . 5 . 3 .3.

TEOREbíA 3.4.2.3 - Se um grifo G é Í3-numerãvel então tem uma
co-fronteira de cardinalidade

L ( [ EG 1 +]. ) /2 J

QPEB4UAP.QUE CONSERVA B NUMERAÇ4P

LEbíA 3.4.3.1 - Seja CíVC'fEG) uma B-numeração para um grato
G e seja H um subgrafo de G,com jvnl=IEnj-l,

tais que a imagem da restrição de fVG ao domínio Vll ê

NIVHl+n'Nn' para algum n 2 -l

Então a imagem da restrição de fEG ao domínio Et! é

NIElll - { O}

PROVA - Se eeEll.então l É fEG(e) s IVllj+n - (n+l) : IVill - l

= IEill . Como fEG é injetora a imagem da restrição de

fEG ao domi'nio EH é NIEUI - {01' []
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Sejajm G, (fVG'fEG) e H enunciados no Lema 3.4.3.1

Seja (f.;ll' ,f'EFI') uma B-numeração para um grato H' com
lvu'l = lvnl e IEn'l = IEul

Denotamos por G+ a união de G-EH,l-l' por identificação de vé:

tices segundo (vi'uj.), í:0,1,...lvnl-l, vieVH' e uiCVH tais

que fVll'(vi) : ie fVG(ui) : n+i, onde n:min fVG(z)' O grifo

G+ é ilustrado no próximo exemplo e utili.zado no pmximo teg
rema e em seu colorãrio .

EXEbíPL0 3 . 4 . 3 . 2

6 5 4 3 2 1
Õ 6 1 5 2 4 3

G

4 3 2 1
1 5 2 4 3

H

4 3

H'

TEOREbIA 3.4.3.3 - G+, como definido acima, é um grato B-nu-

merãvel

PROVA - Definimos f.ÜG+(v) : fVG(v) , para todo vGVG+ :VG. É

si.mples verificar que a+G+,íEC+) é uma B-numeração

para G+ e que, em consequência, G+ é um grifo B-numerãve].[]
O Teorema 3.4.3.3 é mai.s geral que o encontrado em

[SZ] para arvores

COROLÁRIO 3.4.3.4 - Sejam grafos G, H, ll' tais que 1{ é sub

grafo de G, IVlll = IElíl+l : IVH'lnlHiel+ l

e H' é B-numerãvel. Se existe (fVG'fEG), B-numerãvel de G,
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tal que a imagem da restrição de fvc do domz+nio VH é

NIVFll+n ' Nn' para algum n 2 l,
então G+, como defina.do acima, é um grifo B-numerável

O análogo do Teorema 3.4.3.3, que se obtem substi

tuindo B-numeração por ci-numeração, não é valido em geral

A prova do Lema 4.2.1.2 apresenta um caso em que a adapta
ção é possa'vel

s OB RE a- Num.E.B4Ç4p

3.5.t - !X}BPLO:E SUA REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA COM

VÉRTICES ORDENADOS SOBRE A RETA

EXEMPLO 3.5.1.1

,zç- ''''\ "~

\: \, \

''.'', \ '\ \ \
9 10 ll 13 14 15Õ 2 3 4 5 6

RÇÇ4Ç4Q ENTRE GRATOS B-NUMERÁVEIS E a-NUMERÁVEIS

O teorema seguinte encontra-se em [Kll; é ilustra

do pelo exemplo 3.5.1.1
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TliOREbIA 3.5.2.1 - Seja G um grato e seja G'' a sua base. Se

G' é um subgrafo de G que contem G'' e que
é B-numerãvel então G é a-numerável

PROVA - Sejam (f.}GI,fEG') uma 13-numeração para G'.Se eeEGEG

então e tem uma das pontas em G' e a outranão em G'
Se veVG-VG' então v é terminal em G e existe (u,v)eEG-EG'
com ponta u em VG'.

Seja 0 uma ordem total sobre os elementos de EG-EG'
tal que se (u,v) e (u',v') estão em EG-EG' com u e u' em VG'

e se f.&G'(u) < fVGt(u') então (u,v)0(u' v'). Para toda eeEG'

façamos fEG (e) : fEG'(e). Para todo veVG', façamos fVG(v) :
: f+Gt(v). Para toda eeEG-EG',façamos fEG(e) : lnG'l + i, on-

de ieNIEG-EG'l ' {0} é a ordem de e relativa a 0 (ordem de e
menor que ordem de e' se eOe'). Então, para todo veVG-VG',

façamos fVGCv) : fEG((u,v)) + fVG(u), onde (u,v) é a Única a-
resta incidente a v

Observemos que a construção de fVG implica em

fEGC(u,v)) : fVG(v) - fVG(u) para todo (u,v)eEG-EG'

Se G = G' o teorema é evidente Suponhamos, então,
G # G',

Basta verificar as propriedades seguintes.

fEG é injetora; l s fEG(e) g IEGI , para toda eeEG.

fVG é injetora; Os fVG(v) $ ZIECI , para todo veVG

i)

ii)
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i)
max fEG(e): IEG'l < IEG'l+l= mznEG.fEG(e). E é e-

vidente que fEG é injetora

min(Im(FEG)) ; emxn.fEG(e) : l

max(Im(fEG)) : eemaxEG'fEG(e)

Como (fVG',fEG') é B-numeração, existem, em G', vér-
tices numerados 0 e l EG' l

v21$G' VG(v) : IEG'l<lEG'l'ls VG-VG' VGcv)' E ég
vidente que fVG é injetora

min(Im(fVG)) : veVG. VG(v) : 0

max(Im(fVG)) : vGVGxVG'fVG(v) : veVG' VG(v) '

cCEG-EGt EG(e) : IEC'l+ leal <2IEGI. []

IEC'l+lECl-lSC' l=lECI.

ii)

PROPR l EDADES DA a RAÇÃO

PROPOSIÇÃO 3.5.3.1 - A classe de grafos a-numeração contem
propriamente a classe de gratos B-nuns.

haveis

O exemplo seguinte apresenta um grafo que é a-nuns.
rave[ e nao e B umerave]., o que prova a proposição

EXEbÍPL0 3 . 5 . 3 . 2
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O teorema seguinte enuncia a condição de Golomb

[Gl] para a-numeração (veja Teorema 3.4.2.3 e observação que

o antecede)

TEOREMA 3.5.3.3 - Se um grifo G é a-numeravel então tem uma

co-fronteira de cardinalidade

l c l EC l +i) /zJ .

PROVA - Seja CíVG.fEG) uma B-numeração para G. Vamos mostrar
que a partição dos vértices de G em VGI'VGll' tais

que veVGI se fVG(v) é par e veVGll se :fVG(v) é impar, induz
uma co-fronteira de G de cardinalidade L(IEGt+i)/21

Toda (u,v)eEG, com ueVGI e vGVGll ou uGVGlle veVGI'

é numerada impar por fEG e toda (u,v)eEG, com u,vCVGI ou u,
é numerada par por fEG' Então e como o número de a-

restas (u,v)eEG tais que fEG((u,v)) é impar é l-(tEGl+1)/21
esta provado o teorema. []

O grafo do Exemplo 3.4.1.3 é a-numerãvel; então,PÊ
to teorema acima satisfaz a condição de Golomb. Este fato é
i].ustrado no exemplo seguinte

EXEbíPL0 3.5.3.4

VGI : {vl'v2,v3}

VGll : {v4}
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3 .6 - SOBRE g..NPl4ÇIBA.Ç:AO

3.6.1 - Ç.XÇ#eÇO E SUA REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA COH yÉBIJÇg}

ORDENADOS SOBRE A CIRCUNFERENCIA

EXEMPLO 3.6.1.1

12 7

É uma consequência da conde.ção de Golomb (Teorema

3.5.3.3) que o grafo do Exemplo 3.6.1.1 não é a-numerãvel.

3.ó.2 - PnQPUÇlp4pE OA p:NUMERAÇÃO

PROPOSIÇÃO 3.6.2.1 - A cl-asse de grafos p

propriamente a classe de grafos a-numa.

]'avelã

A observação que segue Q Ex. 3.6.1.1 prova a proposição

3.6.3 - O TEOREMA DA CARACTERIZAÇÃO GEOMÉTRICA

Sejam G um grafo e f uma famz'lia de sub

contemnumeraveis

grafos deG
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F é uma decompor ção de G se f: é uma partição de G quanto ãs

suas arestas, isto é cada aresta de G pertence a um e sémen

te um dos subgrafos de G em F e F não contem grato com vér-
tice de grau zero.

Seja G um grato e sejam G',G'' subgrafos de G. Dada

uma ordenação i'0'vl''' 'vlVGl-l dos vértices de G, o {eomol'-

f amo ct'eZÍoo hm:VG' +VG'', mGNIVGI é o i.somorfismo entre G'

G'' tal que hm(vi) :viam(modlVGI) ' para todo viÊVG'
Seja G um grifo completo. Uma decomposição de G em

ré chamada eíoZdaa se,para alguma ordenação vO,vl' '''vlVGl-l

dos verti.ces de G, para todo grifo G'.eF e todo meNIVGl-t0}'
o grafo G'',isomorfo a G' pelo isomorfismo cz+clico h.,também
pertence a F e G' # G''

)

Nosso principal objetivo aqui é o teorema de Rosa

[RO] CTeorema 3.6.3.4) quê caracteriza a p-numeração em te!.
mos de decomposi.ção cz'dica de um grato completo

A comparação do resultado de Rosa com o resultado

que caracteriza conjuntos de di.ferenças em termos de blocos

cx'clicos como tanbém as proposições aqui apresentadas, que

anunciam prapri.edades da decomposição cz'dica de um bafo can

pleto (análogas a propriedades de blocos cíclicos) , foram
feitos por nÓs.

Embora a idéi.a para a prova do teorema de Rosa se

ja muito simples, apresentamos aqui. uma prova algébrica de
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talhada. Os três lemas seguintes são Úteis não somente para

o teorema de Rosa como tantbém para as proposições que o se-

guem.

A definição de composição cÍc]ica é mais geral. do

que o necessãri.o para o teorema de Rosa e proposições que o
seguem; numa decomposição cícli.ca dois quaisquer dos subgr2.

fos não são necessari.amante isomorfos; esta generalização

maior é útil para o último teorema desta secção (Teorema

3 .6 . 3.1 2)

O proxima lema diz sobre a neccsszdade de lvul ser
impar, para a decomposição cíclica de grata completo G. Ne2

se e nos próximos lemas todo par de números (i,j) é não or-
denado

LEI.IA 3.6.3.1 - Se existe decomposição cíclica de um grato

completo G então IVGI é impar

PROVA - Se k é par e j = i+lVGI/2 (nodlVGI) então (i+lVGI/2,
j+lVGI/2) :(i,j)(modlVGI). []

Seja um grato completo com k vértices v0'vl' ' 'vk.l
(note que podem estar assim ordenados sobre a circunferência) . O co?@'l'Z-

/unto cb aresta (v-i ,v-i) ,di.i ' é o número mintji-j i, k-ji-j l }.

0 lema 3.6.3.2 caracteriza comprimento de aresta

em termos de isomorfi.smo cíclica; o lema 3.6.3.3 caracteri-

za decomposição ci'dica de um grifo completo em F em termos

dos comprimentos das arestas dos elementos de F. Veremos,na
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prova do teorema de Rosa, que numeração das arestas na p-ng
meração de um grato e comprimentos das arestas de um grato

são conceitos próximos. Nas proposições sobre decomposição

cíclica de um grato completo não é usado o conceito de p-nE

meração, somente o de comprimento de aresta

LEMA 3.6.2.2 - Sejam G',G'' subgrafas de G, cujos vértices

são v0'vl''''vlVGl-l' e sejam(vi'vj)GEG',

Cvievj')eEG''.Então os comprimentos de arestas dij ' õi.ii.
são iguais se e somente se(i,j)=(i+m,j+m)(inodlVGI):(i',i'),

para algum meNIVGI

PROVA

a) Sejam (i,j) =(i+m,j+m)(modlVGI) =(i',j'), para algum

IVGI e i <j
Se j+m,i+m< IVGI ou j+m,i+m> IVGI então j'> i'

j+mz IVCI e i+m< IVGI então j' < i'
Também

Se

se j ' > i'

l j ' - i '
lj - il se j ' < i'

Em qualquer caso

{lj'-i'l,IVGl-lj'-i'll=tlj-il,IVGl-lj-il} e di'j

Sejam dij : di'j', i«j, i' < j', iSi'

Se dij :j-i e di'j' :j'-i' ou se dij : IVGI - (j-i)
di.j' : jvGl-(j'-i') façamos m :i'-i. Se dij : j-i

dij
b)

e

e
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di'j':lvCl-(j'-i') ou se dij:lVGl-(j-i) e dj.'j':j'-i'
façamos m = j ' -i.

Em qualquer caso

(i ,j) = (i+m .j +m) (mod IVG l ) (i ' ,j ') n

LEMA 3 .6 . 3 . 3

a)

b)

Se existe uma decomposi.ção cíclica de um grato com-

pleto G, com vértices v0'vl''''vlVGl-l' em F então,
para todo grato G' em F, IEG'lg (IVGl-1)/2, ouseja se
IVGI = 2n+l então IEG' l sn.

Sejam G grafo completo com 2n+l vértices e G' subgrg.
fo de G com n arestas. Existe decomposição cíclica de

G numa fama'lia F que contém G' se e somente se, para

alguma ordenação vO.vl''..V2n dos vértices de G,quais
quer que sejam as arestas (vi ,v.i)(v.i.,v.i.)eEG' dis-

tintas, seus comprimentos dij e dilj' são também diã
tintos.

PROVA

a) Pelo Lema 3.6.3.1. IVCI é impar. Pela definição de

comprimento de aresta, d.i.i g (IVGj-1)/2 para todos i,
j, 0 Si<j S 2n. Então, pelo Lema 3.6.3.2, o resulta-
do se torna evidente.

b) Que a condição é necessária vemos pelo Lema 3.6.3.2
Vamos mostrar, então, que a condição é também sua.
ciente.
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Consideremos F a família de subgrafos de G tal que
G''eF se e somente se existe isomorfismo cíclico en-

tre G' ,G''. Vamos mostrar (jue F é uma decomposição de

G mostrando que

bl) para todo (vi,vj)eEG, (vi,vj)eEG'' para algum G''
em F;

b2) se exi.ste (vi'vj)êEG tal que (vj.,vj)GEG''
(vi,v.i)CG''', G'',G'''eF, então G'' =G'''

bl) Por hipótese, existe aresta em G' de comprimento i

gual ao de (vi'vj). Então, pelo Lema 3.6.3.2, o re
sultado se torna evidente.

b2) Sejam (vi',vj')GEG' e meN2n tais que

(i ,j) = (i '+m,j '+m) (mod 2n+l)

Vamos mostrar que .não existe meeN2R (m'#m) tal que
(i.,j) = (i'+m',j'+m')(mod 2n+l). De fato, se tal n'

existe então i'+m=j'+m'(mod 2n+l) e j'+m=i'+m'
(mod 2n+l) e então i'-j' =j'-i' (nod 2n+l); como

2n+l é impar a ultima igualdade é impossível
Agora, para todo G''eF, se exi.ste isomorfismo cz'cli-

co entre G'',G''' (G''' subgrafo de G) então existe i-
somorfismo cíclico entre G' ,G''' . Concluímos, então,

que F é decomposição cíclica de G. ü

3.6.3.4 (de Rosa) - Sejam G um gvafo completo com

2n+l vértices e G' um grato com

TEOREMA
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arestas. Existe decomposição cz+cli.ca de G numa famÍli.a de

bafos isomorfos a G' se. e somente se G' é p-numerãvel

NOVA.

a) A conde.ção é necessária.

Sejam vO,VI''''v2n os verti.ces de G e, sem perda de
generalidade, suponhamos G' um dos grafos da decompg.

lição (subgrafo de G). Façamos fVGt(vi) :i, vieVG'
(queremos obter numeração (fVGI,fEG!)) . É evidente

que fVG. é injetora, que para todo veVG', OgfVGI(v)g
s2n e que. para toda eeEG', lsfEGI(e)s2n. Vamos ago-
ra mostrar que fEGt satisfaz (iv) da definição. Sen-

dij o comprimento da aresta (vi,vj) temos

Ídlj se li-j l g n
l i-j l : {

j2n+l-d.Í :i se ii.-j 1 > n.

Sejam (vi'vj),(vi.,vj')GEG' distintas. Se l i.- jl,
li'-j'jsn ou li-jl,li'-j'l> n,pelo Lema 3.6,3.3.b),

fEG. ((vi'vj))# fEG.(vi''vj'). Se li-jlsnel i.'-j'l>n

e se fEG'((Vi,v.)) : 2n+l-fEGe(vi'vj) , ou de forma e-
quivalente 2n+l-di.j' :2n+l-dij então di.j' : dij
(absurdo, pelo Lema 3.6.3.3,b)).

A condição é sua.ciente

fpr; . ( (vi , vl ) )

b)

Seja CfVG.,ÍEC') uma p-numeração para G'. Então fVGe

e injetora e,para todo veVG', 0 g f.i,n(v) g 2n.Consídere-
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mos G' cominsubgrafo completo de G (com 2n+l vértices),

compatl'vel com uma ordenação dos vértices de G em vn,

vl''..V2n tal que fVGt(vi) :i, para todo vieVG'.

Por racicz+nio análogo ao feito em a) (fEG' satisfaz
(iv) da definição) , conduz'mos que duas quaisquer a-

restas de G' tem comprimentos di.stintos. Então, pelo

Lema 3.6.3.3, b), o rêsu].tado segue. Q

O teorema 3.6.3.4. demonstrado por Rosa em 1966, é

uma generalização do conhecido teorema da combinatória para
X = lEHLl: ''Um conjunto de k resz'duos {a..a.,...a..}éum con

junto de diferença com parâmetros (v,k,À) se e somente se os

conjuntosÍal+Í,a2+i,'''ak+i}(somas mod v), i.=0,1.... v-l,
formam um bloco cíclico com parâmetros (v,k.X).''. Existe e-

quivalência entre este teorema da combinatória para À : l e

o teorema 3.6.3.4 para o caso particular em que G' é um grâ

fo completo; este caso particular é discutido em 4.4. A prg
posição 3.6.3.5 enuncia que o Teorema 3.6.3.4 é restrita a

A. =1. As proposições 3.6.3.6, 3.6.3.7, 3.6.3.8 e 3.6.3.9 são
são também generalizações da definição e de propriedades de

b[ocos ci'c]icos [HL] para X = 1. (Veja Apêndice A.])

PROPOSIÇÃO 3.6.3.5 - Seja F una decomposição de um grafo G.
Então, para toda aresta e em G, existe

um Único grafo G' em F tal que eGEG'

PROPOSIÇÃO 3.6.3.6 Se existe decomposição cíclica de um
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grato comp]eto G numa famÍ].ia.F de subgrafos isomorfos a G'

e G' é maximal em relação ã decomposição cz'cli.ca de Gem grâ
fos isomorfos então IEG'l =n e IVGI = 2n+l, para algum n.

PROVA - Pelo Lema 3.6.3.1. IVGI = 2n+l (impar) e. pelo Lema

3.6 .3.3,a) , IEG' l g n

Suponhamos G'GF tal que IEG'l <n. Então existe m,

l sms n, tal que m não é comprimento de qualquer aresta de

G'. Como F é decomposi.ção. existe G''eF tal que G'' possui a-

resta de comprimento m. Ainda como F é decomposição.pelo LS
ma 3.6.3.2, concluímos que o grafo G'uG'' não possui duas a-
restas de mesmo comprimento .

Conc[uimos, então, pe].o Lema 3.6.3.3.b), que exis-

te subgrafo de G, com n arestas, união de grafos em F que

contém G' e pertence a uma decomposição cz'dica de G. n

PROPOSIÇÃO 3.6.3.7 - Se F é decomposição cíclica de um gri-
fo completo G com 2n+l vértices e G' ,

com n arestas, pertence a F então as propriedades seguintes
se verificam.

i) Se G''eF então existe isomorfi

ii) l r'l = 2n+l.

PROVA

Ícl .tre G',G''.

i) É consequência de G' possuir aresta de todocomprime2.
to e do Lema 3.6.3.2.

ii) Por i.), cada grato em F tem n arestas Então basta ob
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servas que G tem (2n+l). n arestas

PROPOSIÇÃO 3.6.3,8 - Seja F uma decomposição cz'dica de um

grato completo G, com vértices v0'vl''
'',v2n' e G'Gf. com n arestas. Então cada vértice de G per-
tence a IVG' l gratos em F.

PROVA - Seja v um vértice de é e seja m o número de grafos
em F aos quais v pertence.

Pela Preposição 3.6.3.7, para todo grifo G''eF, exi.ste iso-

morfismo cíclico entre G' .G''. Então ms IVG' l .Mas para quais

quer m,n'eNIVGl-l distintos os grifos isomorfos a G' por i-
somorfismos cíclicos hm' hlnt são também di.sti.ntos. Então

m = ]VG']. []

PROPOSIÇÃO 3.6.3.9 - Seja F uma decomposi.ção cz'dica de um

grato completo G, com vértices vn,vl ...

IVGl-l' em gra:Éos com n arestas. Então, para quaisquer
gratas dista.ntos G' e G'' em F, IVG'rtVG''l zl.

PROVA - Pela Proposição 3.6.3.7, existe isomorfi.smo cíclico

hm entre G',G''. AI.ém disso (Lema 3.6.3.3,b)), exis-

te em G' aresta (vj.,vj). i< j, de comprimento dij' igual a
m se m É n ou igual a IVGl-m se m >n.

Se m= j-i então j = i+m e v.íGG',v.ieG'

Se m = IVGl-j+i. então i= j+m-lVGI = j+m (mod jvGI) e

veeG', v;eG''

Ri.nge] [Rl], em 1963, conjecturou que um grafo coE
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pleta, com 2n+l vértices, pode ser decomposto em 2n+l arvo-
res isomorfas a uma qualquer dada arvore com n arestas. Kot

zig [Kl] conjecturou que ta] decomposição pode ser cíclica.

O teorema segui.nte ilustra a decompasiçãa cz'dica

de grafos completos com 2kn+l verti.ces, keN-{0}, em grafos
isomorfos a-numerávei.s com n arestas.

Seja (fVG,fEG) uma a-numeração para um grato G esg

ja VGI,VGll a partição de VG induzida por (fVG,fEG). Sejam
G],G2...Gk k grafos isomorfos a G;h.i = VG +VGZ são isomo.réis

mos entre G, Gz, i=1,2,...k. Sejam (fugi.fugi) definidas,pg.
ra todo veVG, por

fugi (hj. (v) )

l

fVG(v) se veVGI

v) + (i-l')'lEGaVG

i:1 ,2.. . .k,

se veVG,

Denotamos 'por G' a união dos grafos GI.in1,2,...k,

por identi.ficação de vértices segue.do (hl(v), h2(v),...,
hk(v)). para todo veVGI' Os gratos Gz e G' são ilustrados
no próximo exemplo e uti.lizados nos próximos lema e teorema

EXEbÍPL0 3.6.3.10
REGI : 4 k : 3

5f 2

l0 8 Í 7 2
G2'

0 12 1 ÍÍ 2
G3

4 3 2 l
) . 4 1 3 2

  G  
) 4 l 3 2

   GI  
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.EMA 3.6. 3.11 - G', como definido aciim, é tm grato a-n\znerãvel

)ROVA - Seja (fÇ-G-,fEG') definida por fVG-(v) : fVGi(v),para
todo veVG'.Vamos nostrar as propriedades seguintes.

i) f.ÜG- é injetora; 0 É fVG-(v) g IEG'l, para todo veVG';
x, valor médio de (fVG'fEG) é também valor médio de
r'Ct ..ci \

VG'''EG'/

ii) l sfEG-(e) g IEG'l, para toda eeEG'; fÉG é injetora.

i) Seja VGI'VGll- a partição de VG induzida por. (fVG'fEG)

Seja, então, VG;.VGll a .partição de VG' tal que MGI (j:l,ll)
se MG' e existe v'EG.i tal que h.iCv') :v. Temos

veV(i. f$G- (v) > ítcr (v)
"wci

Seja v,v'eVGI são distintos, como fVG é i.njetora,en-

tão ftG-(v) * f.ÜG-(v').Se v,v'eVG'll são distintos.cg

mo fVG é injetora em NIEGI ' então f.ÜG-(v) e f.ÜG-(v')
ou tem módulos REGI distintos ou sua diferença é

i REGI (jCNk.l)-{0} e são portanto distintos.

Além disso, para todo veVG', 0 g f.ÜG-(v) g REGI +
+ (k-i)iECI = kjEGI = IEC'l

Além di.sso,é evidente que x, valormédio de (fVG'fEG)

é também valor médio de (fVG-:fEG-')
Seja eeEG'. Como f.ÜG-é injetora f;IG-(e) > 0; alén dis-
so fÉG-(e) smax(Im(fVG-)) g IEG'l

Vamos mostrar que fÊG- é sobrejotora em NIEG-l - {0},

ii)
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nostrando assim que fÉG- é ínjetora. Para todo

neNIEGl-Í0}, n=j'IEGl+n, Osj<k. lsmsIEGI. Como fEG
ê sobrejetora em NIEGJ'{01}. existe (v,u)GEG tal que

fEG((v,u)) :m; então fVG(v) :sl e fVG(u) :s2' com

s2'sl:m. Então, para i:j+l, ftGj.(hi(v)) : sl e
êVGi(hi(u)) : s2+(i.-l) IEGI. Então

fÊG-((hi(v),hi(u))):s2+(i-l) leal-st'j' IEGl+m:n. ü
TEOREMA 3.6.3.12 - Se G é un grafo a-numerãvel com n ares-

tas então existe uma decomposição cz'di-
ca de um grafo completo com 2kn+l vértices, keN-10},numa fZ
mi'lia de grafos isomorfos a G.

O Teorema 3.6.3.12 é consequência das Lona 3.6.3.11e
do Teorema 3.6.3.4.



CAPÍTULO 4

SOBRE NUbIERAÇÕES PE CER14$ CLASSES DE GRAFOS

4-1 - SOBA!! NgHEB4ÇOlj PÇ GRIFOS REGULARES OE

GRAU 2 COM COMPONENTES iSOMORFAS

Os resultados sobre numerações a e B para gatos rg
gu[ares de grau 2 foram obtidos inicialmente por Rosa [R0] e
desenvolvidos, para o caso de mais de uma componente, por
Kotzig [K2]; os resu]tados,aqui apresentados, sobre numera-

ções a e p para grifos regulares de grau 2 foram(i)tidos por
nós. Foram completamente .resolvidos os casos. seguintes: o ng

mera de componentes é l ou 2; o número de componentes é 3 e
a ordem de cada componente é par (para numerações a,B,a) ; a
ardem de cada componente é 3 ou S (para numerações a, B).

Um grifo G regular de grau 2 é denotado por G(P»8;
se possuir r componentes de ordem s.

O lema seguinte seta muito usado no restante desta
secção. 52



53

LEMA Seja G um grafo de Euler.

a) Se G é a-numerãvel então IEG l

(mod 4)

b) Se G é ü-numerável então. REGI

(mod 4) ou rEGi

(mod 4)

PROVA

a) Seja (fVG,fEG) uma a-numeração para G, onde REGI é l
ou 2 (mod 4)

Por um lado, como in(fEG) :NIEGI'eO}..e3EGfEG(e) é 2.
gual ou a (4k+1)(4k+2)/2 se REGI :4k+l ou igual a
(4k+2) (4k+9/2 se reGI = 4k+2. impar portanto.
Por outro lado (veja Proposições 2.1.2.1, 2.1.2.2).

para cada circuito, com vértices u0'ul''''un-l' eh G,
temos

n-/

iEOfEG((ui'ui+l)) + fEG((un-l,uO))

n
E .lfvG(ui) - fVG(ui+l) l+ lfVG(Un-l) - fVG(uO) l

par, portanto.

b) Se G é a-numerãvel Cveja propriedade (v) de a-nunerg
ção e tambén Proposições 2.1.2.1, 2.1.2.2) então leal
é par, pois não existe em G circui.to de comprimento

impar. Então basta unir este resultado ao obtido em
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Os três próximos teoremas aprece

)re numerações de grifos G(r.s). r= l

EOREMA 4.1.2 -

a) Se um grato G(l.s) é a-numerável então s= Oaü 3 (mod

4) .

b) Se s =0 ou 3 (mod 4) então G(l,s) é B-numerãvel.

PROVA

a) Decorre do Lona 4.1.1.a).

b) Seja u0'ul''''us-l um caminho que contém todos os vél
tices de G (veja Proposição 2.1.2.1).

Definimos (fVG'fEG) por

Íi/Z se i é p.ar

fVG(uj.) : 'ls-(i-l)/Z se i <s/2 e i.rapar

ls-(i+1)/2 se i > s/2 e impar.

Vamos mostrar que (fVG'fEG) é uma B-numeração para G.
mostrando as propriedades seguintes .

i) fVG é injetora; 0 sfVG(v) 5 Inca, para todo veVG.

ii) fEG é injetora; l sfEG(e) s leal, para todo eeEG.

";"r VG(ui) Si. :lil;,r VG("i) ' i.T;;l2 VG(ui) «
i.mpar

i<s/2 fVG(ui). E fica evidente que fVG é ihjetora.
impar

resultadosatam se
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E também evidente que 0 g fVG(v) g leal

Vamos mostrar que fEG é sobrejetora em NIEGl-{0}.
SejalsmsIEGI. Sem>s/2 façamos i =s-m; se

m< (s-1)/2 façamos i=s-m-l. Em qualquer caso

fEG((ui,ui+l)) : m.

Se m's/2. s :0(mod 4),fEG((us-l'u0)) :m.
Se m=(s-1)/2. s - 3(mod 4).fEG((us-l'u0))

ii)

#

O terrena acima (para B-numeração) foi enunciado

pof Rosa [R0]; Rosa apresentou nunerações dista.ntas para os
casos s nO (mod 4) e sn 3 (mod 4). ConstruÍnos uma numera-

ção üni.ca e demonstramos o teorema. O exemplo seguinte iluâ
tra a construção do teorema acima

EXEMPLO 4.1.3

GI (n-8) 5 8l
4

7

7

G2(n'7)
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O lema seguinte diz sobre a imagem de fVG de a-nu-

meração (fVG,fEG) para un grifo G(r,s); é Útil na prova do
Teorema 4.1.11,b).

LEMA 4.1.4 - Seja (fVG'fEG) uma a-numeração para um grato

G(s,r). Então in(fVG) é igual a NIEGI ' y, ye
elEGI/4 , SIEGI/4}.

PROVA - G é bipartida (Teorema 3.3.1.6). Seja VGI' VGll a
partição de VG induzida por (fVG,fEG) ;lvGll'lVGiil'

=lBcl/2.

Por um - lado,
REGI

.eEG 'G(e) : iE:i: (REGI/z)(leal'i)

Por outro lado, como cada vértice em G tem grau 2,

..à.:eE. ) zl vEc,,ívc(")
! 1

f (v) =

VGveVG

Se y = REGI/2 então

, - :t...:F;:.::!EGI

Z((leal/4) (SIECI/2'1) (IECI/41)d EGI/Z-i)) :

elEGI/2)(IEGl+2)#(REGI/2)(IECl+].) : .E..fEG(e)eeEG ''

Calculando, de forma análoga a fei.ta acima, para a
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hipótese y< REGI/2 (respectivamente y > leal/2). concluímos

que y =jEGI/4(respectivamente, y =3'IEGI/4). Ü

Relativamente ao lema acima, se temos uma a-numero.

ção para G tal que y = REGI/4. pela transformação do Teorema.

3.2.1, chegamos a uma a-numeração para G tal que y=S'REGI/4
e vice

TEOREMA 4.1.S - Um grafo G(l.s) é a-numerãvel se e somente

se s B 0 (mod 4)

PROVA - A necessidade segue do Lema 4.1.1,b). Para a sufi-
ciência basta observar que a numeração (fVG,fEG) , â

presentada na prova do Teorema 4.1.2,b) é também.uma a-numa

ração para G ; é evidente que s/2-1 é valor médio de (f\rG.fEG).

O exemplo seguinte apresenta uma v-representação p!.

ra o grafo GI do exemplo 4.1.3.
EXEMPLO 4.1.6

0

GI(n:8)

TEOREMA 4.1.7 - Um grafo G(l,s) é p-numerãvel.

PROVA - Pelo Terrena 4.1.2,b) , basta mostrar que G(l,s)

p-numefãvel para s : 1,2 (mod 4).

Seja u0'ul'' ''us-l um caminho que contém todos

e

os
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verti.ces de G (veja Proposição 2.1.2.1).

Definimos (fVG'fEG) por

0 se i = 0

i/2+1 se i 2 2 e par
s.-(i-1) /2+1 se i < s/2 e impar

s-CI 1)/2 se i 2 s/2 e impar

fVG(ui)

Deixamos ao leitor verificar que (fVG,fEG) é p-nu-
meração para G([,s) , s = 1,2 (mod 4). []

Os dois próximos teoremas apresentam resultados sg

bre numerações de gratos G(r,s) , r = 2.

TEOREb4A 4.1.8

a) Se um grato G(2,s) é a-numerãvel então s é par

b) Se par então G(2.s) é a-numerãvel

PROVA

a) 2s = 2 (nod 4) para s impar; então, pelo Lera 4.1.1,a),

o resultado segue

b) Construções de a-numeração para grifos G(2,s), com s
par, encontram-se nas pagã. 6-9 de [K2]; essas cons-
truções são baseadas na visão geométrica de v-numero

does. U

TEOREMA 4.1.9 - Um grifo G(2.s) é p-numerãvel.

PROVA - Pelos Teorema 4.1.8,b) e Exemplo 4.1.10, basta mos-
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trai que G.(2,s) é p-numerãvel, para s > 3 e impar

Sejam u0'ul''''us-l e v0'vl''''vs.l caminhos que
contem todos os vértices de G (veja Proposição 2.1.2.1)

Definimos (fVG'fEG) por

par
fVG(ui)

se i impar;

i/2+1. se i
=

2s- (i-1)/2

0 se i = 0

2s+l se i = l

(s+1)/2 se i> le i.mpar e se s= 1(nod 4) ou

s= 3 (mod 4) e i s (s+1)/2

(3s-i+3)/2 se 0 < is (s+1)/2 e par

(3s-i-1)/2 se i > (s+1)/2 e par e se

(mod 4)

(3s-i+2)/2 se i> (s+1)/2 e impar e se s= 3
(mod 4)

(s+i.+1)/2 se i> (s+1)/2 e par e se s= 3. (mod 4)

Deixamos ao leitor verificar que (fVG,fEG) é p-nu-
para G(2,s) ,s> 3 e impar. []

fVG(vi)

meraçao

EXEMPLO 4.1.10
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O nosso prÓxi.mo teorema apresenta resultados sabre
numeração de grafos G(r,s) , r: 3.

TEOREMA 4.1.11

a) Se um grato G(3,s) é a-numerãvel então s = 0 ou l (nad
4)

b) tem grato G(3,s) é a-numerãvel se e sonante se s=4k,
keN-tO,l}.

c) Um grato G(3,4) é B-numerãve]..

PROVA

a) e anecessidade, em b) . de s ' 0 (mad 4) para G(3,s)
a-numerãvel decorrem do Lema 4.1.1.

Construções.apresentadas nas págs. 11-14 de [K2] mo2

trem a existênci.a das numerações enunciadas em b) e

c); as construções das a-numerações são baseadas na
visão geométrica de v-numerações.

Para completar a prova de b) basta mostrarque G(3,4)
é não a-mDmrãvel. Suponhamos cl-numeração para G. Pela

Proposição 3.3.2.1, em G, existe circuito GI que co2
tém arestas numeradas 1,2,3 e existe circuito G9

que contém arestas numeradas 12,11,10; conclui-se tara

bém que a aresta numerada 4 pertence a GI' a aresta

numerada 9 pertence a G2 e os vértices de G2 são nu-
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melados ou 0,1,10,12 ou 0,2,11,12 ; pelo tea'ema 3.2.L

não perdemos generalidade em supor os vértices de G2
numerados 0,2.11,12. Então a aresta numerada 8 tem
pontas numeradas 1,9. Como existe vértice numerado 9
não existe vértice numerado 3 (veja Lema 4.1.4); -en-

tão a aresta numerada 7 tem pontas numeradas 1, 8 e
a aresta numerada 6 tem pontas numeradas 4, 10. Con-

cluímos. então ,que G tem circuito com vértices nume-

rados 1, 4, 8, 9, 10 (absurdo). []

Até hoje não se conseguiu encontar um grifo G(3.s)

B-numerãvel, para s i.rapar. Permanece em aberto a pergunta

de se tal grato existe ou não e se existe qual o s mínimo.
Pelo Teorema 4.1.11,a) sabe-se que se tal s existe então

4k+l, keN-{0} enunciaremos a seguir (Teorema 4.1.12) que

s # 5 e portanto s z,9

s =

Para completar os resultados sobre G(3,s); s par,
fica falta:ndo resultado sobre p-mnmração de gratos G(3,4k+2)
keN-lO}.

l

O próximo teorema apresenta resultados sobre numa

rações de gratos G(r,s), s = 3,5. Os comentários finais des

ta secção são sobre grafos G(r,s) , s = 4.

TEOREMA 4 . 1 . 1 2

al) Se um gi'afo G(r,s) é a-numerãvel então r=1 (mQd 4)

a2) Um grato G(r,3) ê.é-numerãvel se e somente se r=l
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a3) Um grifo G(r,3) é não a-numerãvel para todo r.

bl) Se um grifo G(r,s) é a-numerãvel então r=3 (mod 4)

b2) Um grato G(r,5) é não B-numerável,para todo r..
PROVA

al) Decorre do Lema 4.1.1,a)

a2) A suficiência decorre do Teorema 4.1.2,b).
Para a necessidade basta observar (Proposição

3.4.2.2). supondo B-numeração para G, que unidos cil
cui.tos de G é formado por arestas nuneradas REGI,

IEGl-l, leal-Z; cona uma aresta numerada leal tem

pontas numeradas 0, REGI e uma aresta numerada

leal-l tem pontas numeradas ou o. REGI

concluímos que IEGl-2 = 1 e portanto 3r-2 =1 ou r=1.

a3) Decorre de a2) e do Lema 4.1.1,b)

bl) Decorre do Lema 4.1.1,a)

b2) Sua prova encontra-se nas pág. 17-20 de [K2] e usa
as mesmas idéias da prova do Teorema 4.1.11.b) (pal
te que mostra que G(3,4) é não a-numerãvel). n

Jã sabemos que se r é igual a lou 2 então um G(r,4)
é a-numerãvel e que se r igual a 3 então um G(r.4) é não a
-ntzmrãvel Um prob]ema mencionado por Kotzig [K2] é desco-

brir se existe algum número r maior que 3 tal que um grafo

G(r,4) é não ct-numerãve]. Kotzig [K2] apresenta a-numera-
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ções para grafos G(r,4), r:4.5,...,10. Kotzi.g [K23 afirma,
sendo um resultado não publicado, que sê um G(r.4) é a-numa.

rãvel então GC4r+1,4) e G(5r+1.4) são também a-nuiwráveís; Kg
tzig [K2] afirma também, sendo também um resultado não pu-
blicado. que o conjunto de números r tais que G(r,4).é não
a-nunerãvel é finito, qualquer um desses resultados implica

em que o conjunto dos números r tais que G(r,4) é a-numerã-
vel é infinito.

4 .2 SOBRE NUMEB:AÇQES 'OE ÁRVOB:Ç$=

Árvores formam a classe de grafos que mais tem si-

do examinada em suas numerações. Kotzi.g [Kl] demonstrou que

uma classe muito grande de árvores é a-numerãve]. Rosa [RO]

apresentou uma classe i.nfinita de arvores nãa a-numerãveis.
Ainda permanece en aberto a conjectura de que todas as ãrvg

vares são B-numerãveis; se esta conjectura é verdadeira en-

tão são verdadeiras as conjecturas de Ringe] [Rl] e Kotzig

[Kl] sobre decomposição de grafos completos em arvores, meg

cionadas na intz'odução e em 3.6.3.

h . 2 . 1 É GRANOE A CLASSE 0E ÁRVORES a-NUMERÁVEIS

Sejam G uma arvore e e uma aresta de G. Denotamos

por a,rjJ a árvore que obtemosporsubstituir a
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aresta e em G por um arca de comprimento j , j 2 1. Denotamos

por S,(GJ a famz'lia infinita cujos elementos são arvores

c. (j ) , j = 1 , 2 ,. . ..

o exemplo que segue ilustra a construção de Ge(j).

EXEMPLO 4.2.1.1

G.(3)

O nosso objetivo aqui é mostrar que, dadas uma ár-

vore G e uma sua aresta e, existe k tal que Ge(j) é a-nume-

rãvel para todo j maior ou igual a k. Para isto demonstrará.

mos vários lemas ; o teorema 4.2.1.16 apresenta o resultado
desejado

Ge(2)

Seja G um arco envolvido com pelo menos três verti.
ces. benotamos por V'+G o subconjunto de VG tal que veV'G se
e, somente se v é terminal em G e é adjacente a umvêxtice de

valência menor que dois da base de G. Seja vCV*G e y adja-
cente a v; definimos V'PC; como {ylutzeVG tal que z é terminal
e adjacente a y em G}. Chamamos Gu o subgrafo de G i-nduzi-

do por (VG-VvG) uty}
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4 . 2'. 1 Um arco envolvido G é ct-numerãvel

A - se jvGI <3 o resultado é evidente. Suponhamos então
IVGI 23. Seja V'G o subconjunto de VG definido aci-

Vamos usar indução sobre o comprimento da base de G pa-

ostrar que para todo veV*G existe a-numeração para G tal
v é numerado 0.

O comprimento da base de G é zero (G é uma estrela).

Seja u o vértice da base de G. Para todo veV+G, exi2
te a-numeração para G tal que u é numerado jzGI e v
é numerado 0

0 DA INDUÇÃO - Suponhamos o resultado verdadeiro para
todo arco envolvido cuja base tem comer.i

mento menor que n, n z l.

Seja G um arco envolvido cuja base tem comprimento n.
Sejam veV'G, y adjacente a v e Gv como definido aci-
ma.

Seja G' uma estrela com REGI arestas (REGI 2 3). Sen'
do u o vértice não terminal de G' , pela base, exi.ste

a-numeração para G' tal que u é numerado IEG'l.Então,

pelo Teorema 3.3.1, existe a-numeração. (fVGt,fEGt),
para G' tal que .u é numerado 0. Seja G'' o ubgrafo de
G' induzido pelo subconjunto de VG' que contém todo

u' tal que fVG+(u') < IVGvl.
Pela hi.põtese da indução, existe ct-numeração para G"
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tal. que y e nunerado zero. Pelo Teorema 3.4.3.3. G',
união dos gratos G'-EG'' e Gv por identificação dos
vértices numerados zero, é B-numerãvel e éfãcil VS.

rificar que a B-numeração, obtida pelo Teor.3.4.3..3.

é uma a-numeração CíVG+,íEG+)
É fácil verificar que existe isonorfismo de G para

G+ tal que o vértice v de G e o vértice v' 'de G+ tal

que f.ÜG+(v') : lt3G+l se correspondem. Então existe a-
-nmeração para G tal que v é numerado. REGI . Então.pg

lo Teorema 3.2.1, existe a-numeração para G tal que
v é numerado 0

Rosa [RO] apresenta exemp]o de arco envolvido cola

numeração correspondente ã construção do Lema 4.2.1..2. Star.
ton-Zarnke [SZ] sugerem uma prova por indução como. a que íj;.
zelos .

0 fato de que um arco é v-numeráve]. (Lema 4.2.1.2
e Teorema 3.3.1.6) será usado nesta secção. Entres os lemas

seguintes, de 4.2.1.3 a 4.2.1.8, os lemas 4.2.1.5 e 4.2.1.8
apresentam .os resultados básicos sobre profundidades (bs vél
t.ices terminais de um arco.

LEMA 4.2.1.3 - Sejam G um arco e u,v seus vértices termi-

nais. Seja a partição de VG em VGI e VGll rg
cativa a bipartição de G e tal que ueVGI' Então

a) IVCll 2 IVGlil;
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b) IRAI : IVC:l ' IVCll l - l;

c) Se leal é impar então veVGI.[ e IVG]]l : IVC]l :
= (IEGl+1)/2; se lnGI é par então veVGI e IVGlll

lvall - l = IEcl/2.

Para o lema 4.2.1.3 basta observar a Proposição
2.1.2.3 e o Corolário 2.1. 2.6

Dizemos que um arco G é do tipo ] se REGI éimpare
é do tipo o se REGI é par.

Sejan G um arco e' u e v seus vértices terminais.Di
zelos que G possui denotam?âo admissz'zJeZ Cr{,J,kJ , kêt0,1},

iz 0, j 2 0, se G é do tipo k e existe 'n-nuneração para Gtal
que i, j são as profundidades positivas de u.v, relativas a

esta n-numeração .

\

G(i,j,k) e G(j,i,k) possuen o mesmo signifi.cada
pois não dista.nguimos os.vértices u,v

LEMA 4.2.1.4 - Se um arco G possui denotaçâo admissi'vel
G(i,j,k) então REGI =k+2(i+j).

PROVA - Seja, como no Lena 4.2.1.3, a partição de VG em VGI

e VGll relativa ã bipartição de G e tal que IVGll 2

> IVClll. Sejam u,v os vértices terminais de G, ueVGI e
(fxVGI, flrVGll; faEG) uma Tr-numeração para G tal que

VGI(u) : j., f'nVGI(v) (ou fn'VGll(v)) : j

)
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Pela defi.nação, f'nEG é sobre NIEGl-l

Pelas Proposição 2.1.2.3 e .Terrena 3.3.1.8, IVCll+
+jVGlll : IEGl+l, fvyGI é sobre NIVGil-l e fuVGll é sobre
Nlvclll-l

Em decorrênci.a, temos a igualdade

vcll'lvclll-z lvcll-i lcvlil-l
nl0 'z' j +2 }0 n+2. nll0 n

ou, de forma equivalente,

li"':i'i"':il- l: .:: . , . :lt":il. :li"::ill 2 J 'l2JlzJ
ou

( l VCI I' l VGll'l -l)( l VGI I'l VCxil-Z)

-Zi-Zj'2 ( l VGI 1) '-2 l VGI l '''2( l VCif 1) '-2 l VGil l

Sabemos,pelo Lema 4.2.1.3 e pela definição de G(i.j,k)

que REGI = lyGll+lVGlll-l e.k= IVClil-lVGll+l. Façamos

k' = 1-k = IVGi l-lVCill ;k' B (k'): ; (IVGi l)'+(IVGiil)'-2lVCi l IVCiil .

Temos então

(IZCI)' :(l VGi l):+(IVCill):+1+2lVCll IVClil-ZIVCI l-ZI VClll .

E portanto

IECI ; 2(i+j)-(IVGll)'-(IVCill)'+i+2lvCi l lvclll : l-k'+2(i+j) =k+Z(i+j).
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LEMA 4.2.1.5 - Sejam G um arco e u,v seus vértices terminais.

Seja a partição de VG em VGT e VGTT relativa

à bipartição de G e tal que ueVGI' Seja (flrVGI'fvVGll;fxEG)
uma lí-numeração para G. Então, relativamente a esta lr-nume-

ração, a profundidade positiva de u ê igual ã profundidade
negati.va de v e a profundidade positiva de v é igual à pro-
fundidade negativa de u.

PROVA - Temos que mostrar que se vGVGI (respecti.lamente,VGll)

então flrVGI(v) ' iVGI l-l-fwyGI(u) (respectivamente,

VGI(u) : IVGlll-l-fvyGll(v) e fTTVGll(v) : IVGll-l-fTTVGI(u))-

(Vej a Teorema 3. 3 . 1 . 8 . )

Façamos i : f7ryGI Cu) e j VGI(v) (ou fvVGll(v))

Pelos Lema 4.2.1.3,b) .e Lema 4.2.1.4 temos

IVGll + IVClil - l k + 2 (i'''j )

Juntando também o Lema 4.2.1.3,c) temos, para lnGI
par ou lmpars

2lVGll 2+ 2(i+j) ou i lvci 1 - 1 - j Ü

O exemplo que segue ilustra o resultado do lema an
tenor
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EXEMPLO 4 . 2 . 1 . 6

u v

Õ 2l

l vc:i : 4

VGI(u) IVGI l -l-f'üVGI (v)

VGI(v) IVGll-l-fvVGI(u)

LEMA 4 . 2 . 1

a) Para cada par de intei.ros não negati.vos i,j el( igual

a]. ou 0, se i#j,ou k=1 existe arco G quepossui dg.

notação admissível G(i,j,k)

b) Não existe arco G com denotação admi.sszavel G(i,i,0),

qualquer que seja i

PROVA

a) Vamos usar indução sobre a soma i+j

BASE al) Se i'j = 0 então i=0 ou j =0. Sem perda de genera-
lidade suponhamos i=0. Se existe um tal G, pelo Lg
ma 4.2.1.4, REGI =2j+k e, pela Proposição 2.1.2.3,
IVGI = 2j+k+l. Sendo u e v os vértices terminais de

G, consideremos o caminho u :u0,ul''' ' v'u2j+k (lilr

ja Corolário 2.1.2.6)

É fácil veria.car que (fvVGI, fvVGll; fTTEG' defina
da por



71

yGI (ut) : t/2 se t é par

yGll (ut) : (t-1)/2 se t é impar

é uma v-numeração e que f7ryGI(u) :0 e fvVGll(v) (ou
VGI (v)) : j

Seja i=j e k=1. Se existe um tal G, pelo Lema

4.2.1.4, REGI =1+4i e, pela Proposição 2.1.2.3,lvcl=

4i.+2. Sendo u e v os verti.ces temti.naus de G, considerenns

o caminho u = u0'ul'' ' 'v : u4i+l CVeja Corolário 2.1.2.6)

E fácil verficar que (f7íyGI' flryGll' flrEG) definida
por

a2)

i-t/2

3i-t/

i-(t+1)/2

3i- (t+l) /

se t g 2i e par
VGI(ut)

2+1 se t > 2i e par

se t < 2i e impar

flryGll(ut)
2+1 se t > 2i e impar

é uma lr-numeração e que fvVGI(u) i e fvVGll(v):l

PASSO DA INDUÇÃO - Suponhamos o resultado verdades.ro para
i-+j < n. n 2 2.

Consideremos, então, i+j =n, i#0, i<j .(veja ba-
ses. Pela hipótese da indução, existe arco G' conde

notação admissível G'(0,i,k) e existe arco G'' com

denotação admissível G''(i,j-i-l,l). Sejam u', v'
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vértices terminais em G' , u'',v'- vértices terminal.s

em G'' e lr-numerações tais que as profundidades po-

siti.vas de u',v' ,u'',v'' são, respecti.valente, 0, i.,
i, j-i.-l; então, considerando a mesma lr-numeração

para G' , as profundidades negativa de u' é i e po-
sitiva de v'é0 (Veja L. 4.2.1.S). Pela construção do

Teorema 3.3.3.3,c) , G'uG''u(u' ,u'') possui denotação

admi.ssÍvel G'uG''u(u' ,u'') (i,j ,k)

b) Concluímos que tais vértices terminais, da mesma prg
funda.dade positi.va, são um único vértice. []

LEMA 4.2.1.8 - Sejam G un arco, v um vértice terninal de

G, DG(v) a conjunto-profundidade de v. Então
OeDG(v) e(neN-Í0}) neDG(v) se e somente sojEGjz2n e IEGl#4n.

O lema 4.2.1.8 decorre dos lemas 4.2.1.4 e 4.2.1.7.

Os lonas seguintes tencomo objetivo o Lena 4.2.1.13,
que é um caso particular, caso em que a aresta e é terminal,
do objetivo final desta secção, o Teorema 4.2.1.16; esse le
na seta também úti.l na prova deste teorema.

LEMA 4.2.1.9 - Sejam G un grato uGVG, DG(u) o conjunto-pro-
fundidade de u, GI um arco, v,w os vértices

terninais de GI e GuuGlv o grafo união de G,GI por identifi

cação de vértices segundo (u,v). Se OeDc(u) ou se (neN-10})
neDC(u), IEGl1>2n e IEGlj#4n+l então existe Tí-numeração pa-
ra o grafo GuuGlv tal que uma das arestas de GI é numerada
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zero e w é numerado zero ou n, conforme o caso

Para provar o Lema 4.2.1.9 basta aplicar os lemas

4.2.1.8, 4.2.1.5 e as construções do Teorema 3.3.3.3,a) e c)

O exemplo que segue ilustra a construção do lena an
tenor

EXEMPLO 4 . 2 . 1 . 10

v' ' '! ' - 'w

GI 2n+ln3
G nnleD.(u)\J

U UGI

GuuGlv n=leDGuuGlv(w)

LEMA 4.2.1.11 - Seja G un grifo, e = (w,x)eEG, ueVG, pluma!

co com uma úni.ca aresta (v,v') Gl:(j)uGlv o

g.raio união de Ge(j) ,GI por identificação de vértices segundo
(u.v). Se existe Tr-numeração de G tal que (w,x) é numerada

o e u é numerado n, então. para j =4h-l. o grato Gl!(j)uGlv
é lr-numerãvel

PROVA Suponhamos existir lr-numeração (flíVGll ,fKYGll; flrEG)
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para G tal que fxEG(w,x) : 0 e flrVGll(u)

Pelos Lema 4.1.5, Teorema 4.1.6 e Teorema 3.3.1.6,

existe v-numeração (flTVGll'flTyGlll;f'REGI) para GI, ci.rcuito

de comprimento 4n, tal que ng Im(f+VGll) ; seja (y,z) a área

ta de GI tal que fliEGI((y,z)) = 4n-l (máximo de Im(flrEGI))

Seja G2 =G(w,x)uGI(y,z)a uni.ão de G,GI por i-dent.i

ficação de vértices segundo (w.y),(x,z). Pela construção do

Teorema 3. 3. 3. 3,b) , eü.ste w-n\zwração (flrVG21 ' f#yG211 ;flrEG2)

para G2 tal que f;EG2(e) : 4n-l (chanamos e a aresta identi-
fi.cada em G2), fTTVG211(u) :3n-l (u vértice de G tal que

VGll(u) :n), nÊlm(f#VG21). Sendo j u4n-l, o grifo G2-Íe} é
Ge(j) . E fácil verificar, então, que existe lr-numeração pa-
ra G:(j)uGlv,tal que v' é numerado n. []

O exemplo que segue ilustra a construção do lemaap:
temi.or.

EXEMPLO 4.2.1.12

1 2 u

G n=l

V ':---- .= V t

GI

Gl:(j)uGlv j=4n-1=3
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LEMA 4.2.1.13 - Seja G uma arvore e e uma sua aresta termi-

nal. Então existe k' , k'eN-Í0} tal que Ge(k')
ê u-numerãve ].

PROVA - Vamos usar indução sobre o.número de arestas de G

BASE - Se G tem uma úni.ca aresta então G é lí-numerãvel

PASSO DA INDUÇÃO - Suponhamos o resultado verdadeiropara ãl

vares com menos que n arestas, nz 2. Consideremos,e2

tão, G com n arestas. Seja e = (u,v) onde u é vértice
terminal e seja w um vértice terninal de G distinto
de u.

seja GI o subgrafo de G induzido por VG-tw}. Pela hi
pótese da i.ndução existe k'', k''eN-{0}, tal que

Gle(k'') é a-numerãvel
Pelo Lema 4.2.1.9, existe k''', k'''eN-{0}, tal que e

xisto lr-numeração para Gle(k''') tal que uma das ares.
tas do arco de comprimento k''' que substituiu e (a-
resta de GI) é numerada zero. Então, pelo Lema 4.2.1.11 ,

existe k' , k'GN-{0} , tal que Ge(k') é lí-numerãvel

LEMA 4.2.1.14 - Seja G uma arvore e e uma sua aresta termi-
nal. Então existe k, kGN-{0}, tal que toda

arvore G.(j) , j zk, é a-numerãvel

Para provar o Lema 4.2.1.14 basta aplicar outravez

o Lema 4.2.1.9 aó grifo Ge(k') do Lema 4.2.1.13; napiordas
hipóteses teremos k =k'+4d+2, onde d é o mínimo do conjun-
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to-profundidade DGe(k.)(x), x vértice terminal em Ge(k'),
pertencente ao arco de comprimento k' que substituiu r

O exemplo seguinte ilustra a construção do Lema
4 . 2 . 1 . 1 4.

EXEMPLO 4.2.1.15

G (k') k'=3e ' '

G (1 3)e

G (14)e

TEOREMA 4.2.1.16 - Seja G uma arvore e e.uma sua aresta. EI.
tão existe k, keN-{0} tal que toda arvo-

re Ge(j), j >k, é v-numerãvel (a-numerãvel)

PROVA - Sejam GI e G2 os subgrafos de G tais
e é aresta terminal em GI e em G2

GluG2que
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Por uln lado existem q,j ' ,j'' tais que qpertence aos

conjuntos-profundidade DGle(i ')(v') e DG2e(j'')(v''), onde v,
v' são, respectivamente, os vértices terminais em Gle(j'),
G2Ê(j'') pertencentes aos arcos de comprimentos j',j'' que
substituíram e. De fato, basta considerar .as profundidades

negativas de v' ,v'' na construção do Lema 4.2.1.14.

Por outro lado (veja Lemas 4.2.1.5 e 4.2.1.8) para
todo arco G3 de comprimento p > 4q exi.ste 7r-numeração tal que

seus vértices terminais u' ,u'' tem profundidade q (positiva

para un e negativa para outro)

Basta, então, aplicar 2 vezes a construção do Ter-

rena 3.3.3.3,c); o grafo resultante,

GluG3uG2u(v' ,u') u(v'',u'') ,

ê Ge(p+2+j '+j'') e lr-numerãvel (cl-nunerãvel, pelo Teorema
3.3.1.6). Então k«4q+3+j'+j''. []

O exemplo segui.nte ilustra a construção final

EXEMPLO 4.2.1.17

GI (6)e ' G2 (8)e '
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G (33)e '

G (34)e ' '

A construção deste exemplo segue a construção ge-

ral; é simples encontrar k menor que 33.

COROLÁRIO 4.2.1.18 - Seja G uma arvore e e uma sua aresta.
Então o conjunto de arvores em Se(G)

não a-numerãveis é finito.

É interessante veria.car, observando a demonstra-

ção do Teorema 4.2.'1.16, que existe um níimero n, função do
número de arestas em G, tal que k < n

Kotzig [Kl] formulou a seguinte conjectura: ''Seja
G uma arvore e C(G) a classe de todas as arvores homeomor-

fas a G. Então o número de arvores em C(G) não a-nunerãveis

é. finito.''

4.2.2 CLASSE DE ÁRVORES NÃ0 a-NUMERÃVEIS

Denotamos por L (2,4) a classe de arvores tal que
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uma arvore Ge 1-(2,4) se .e saaente se o diâmetro de G é 4 ea
base de G não é um 'arco.

O grato do Exemplo 4.2.2.1 pertence a L(2,4)

EXEMPLO 4.2.2.1

O teorema seguinte foi enunciado por Rosa pROl; sua
prova foi feita por nÓs.

TEOREMA 4.2.2.2 - Qualquer arvore 1.(2,4) énãoa-numerãvel

PROVA - Seja GG L (2.,4). Vamos mostrar que G é não ü-numerã-

vel (vej a Teorema 3 . 3 . 1 . 6)

Seja VGI' VGll a partição de VG tal que VGI contem

v, centro de G (veja Proposição 2.1.28) e o conjunto de vé.!

tices de G cuja distância a v é 2 e VGll é o conjunto devo!
vices de G cuja distância a v é 1; VGT-Ív} é um conjunto de
vértices terei.naus e VGTT contem pelo menos 3 vértices de
grau não menor que 2

Suponhamos lr-numeração (flrVGI ,fvVGll;flíEG) para G;

Im(fnEG):NIEGl-l' Então, para todo ueVGI tal queque
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fvyGI(u) < fxyGll(v) (respectivamente, flrVGI(u) > flryGI(v)),
u é adjacente a z tal que fnVGll(z) : 0 (respectivamente,

fxyGll(z) : max(Im(fvVGll))). Então não existem 3 vértices
de grau não menor que 2 em VGTr (absurdo)

L(2,4) é a Única classe de arvores a -numerãveis
conhecida

PROPOSIÇÃO 4.2.2.3 - Se uma arvore G é não a-numerãvel en-
tão IVGI ) 7

PROVA - De fato toda arvore não Q - numerãvel contem o grafo
do Exemplo 4.2.2.1 cona subgrafo; i.sto decorre do Le

ma. 4 . 2. 1 . 2

4 . 2 . 3 ÇÇ4$$Eg OE ARVORES 6-NUMERÁVEIS

4 . 2 . 3 . 1 4: ÇON;STBgÇÃg.PÇ. $TANTON-ZARNKE [SZ]

Stanton-Zanke defi.niram a construção de uma. classe
de arvores B-numerãveis.

Seja (fVU'fEU) uma B-nuneração para uma arvore U.
Sejam U(0),U(1),...U(r-l) r arvores isomorfas a U. Sejam

hi: U -""''" U(i) r isomorfismos deU para U(i), i=0,1....r-l e

seja v um dos vértices de U. Sejam rfrz'z',uJ P(tJ'/'{,r,u)#Pri;)
definidas, para toda UCz) , por
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+ i IVUI se dist(u,v) = 0 (JIDd 2)

f L' ' ' ' "Jvu(j-) (hi(u) )

+ (r-i-l) IVUI se dist(u,v) =1 (aod 2),

i=0,1,...r-l

É interessante verificar que se substituirmos vpor

v' , v'GVU, na definição anteri.or, então, para i=0,1,...r-l,

p(i,r,v)VU(i.) , f(i,r.v)Eb(i)) se

dist(v,v') = 0 (Hod 2)

f(i ,r ,v')VU(i.) .r(i 'r,v')EU(i» :le:(r-i-i,r,v) (r-i-l) ,'4;:'l ,r,v) (r-i-l))
se dist(v,v')=1 (mod ZI) .

LEMA 4. 2 . 3. 1 Sejam U,v,U(i) e (f(i,r,v)VU(i) ,f(i,r,v)EU(i)),
i=0,1,. . .r-l, como definidos anteriormente.

Então as cinco afirmações seguintes são verdadeiras.

a) 0 < f(i,r,v)VU(i)(hi(u)) < IVUI. r, para quaisquer ieNpl
e uGVU.

b) f(i,r,v)VU(i)(hi(u)) # f(j ,r,v)VU(j) (hi(u')) ,pára qual.

quer i,jeNr.l, u,u'CVU tais que i# j ou u#u'

c) l g f(i,x',v)EU(i) ((hi(u) ,hi(u')) ,para quaisquer iene-l e

(u,u')eEU.

d) f(i.,r,v)EU(i)((hi(u),hi(u'))) # IVUI'k,para quaisquer
i,keNr-l e Cu,u')CEU.

e) f(i,r,v)EU(i) (hi(u),hi(u'))) # f(j ,r,v)EU(j) ((h j(u'') ,hj(u'''))),
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para quaisquer i,jCNr.l, (u,u'),(u'',u''')eEU tais que
i # j ou Cu,u') # (U'',u''')

PROVA

a)

b)

Pela definição é facilmente verificãvet

Suponhanos u # u ' . Como íVU(u)#fVU(u') ,f(i,r,v)VU(i) (hi(u))-

fVU(u)(lüodlVUI) ,f(j ,r,v)(j) (hj(u')D:íVU(u') (nodlVUI)

então f(i,r,v)VU(i) (hi(u)) * f(j ,r,v) (j) Oj(u')) CwodlVUI).

Suponhamos u=u',i<j. Então f(j.r.v) (j)Ch.i(u))
: f(i.r,v)VU(i) (lb.:(u)) + (j-i.)IVUI se dist(u,v):0 (mod 2)

(i,r,v)VU(i) ab.(u)) :f(j ,r,v) (j)(hjj(u) + (j-i) IVUI se
dist(u,v) =1 (mod 2)

c) Decorre de a) e b)

d) Coro jã v:ims em b) , f(i,r,v)VU(i) (hi(u)#f(z'r.v)WCI) (hj.(u'))
(nDd IVUI) , se u # u'

e) O resultado segue das afirmações seguintes.

el) Sendo íVU(u) <fW(u') ,u,u'WU,então f(i ,r,v)EU(i)((hi (u),hi(u')))
.(md IVUI ) é igual ou a fVU(u')-fVU(u) ou a lwl-(fVU(u')-fVU(u)).

De fato,se f(i,r.v)VU(i) (h j(u)) < f(i ,r,v)VU(i) (hi(u')) então

f(i..r,v)EU(i) ((hj.(u) ,hj.(u'))) : fVU(u') - fW(u) (mod IVUI) , se

f(i,r,v)VU(i) (u) > f(i,r,v)VUCI) (u') então

f(i,r,v)EU(i) ((hi(u) ,hÍ(u'))) : IVUl-CíVU(u')-íVU(u»(aod( IVUI) .

e2) Se i# j # r-i-l,então para quaisquer arestas (u,u') ,(u'',u''')GEU

f(j ,r,v) U(j)((hj (u) ,hj(u'))) # fCz'r,v)EU(i)(Chi(u'') ,hi(u'''))).
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B fato, f(j ,r,v) U(j) ((hj (u) ,hj (u')» > :f(i-,r,v)EU(i) ((hi(u''),
h:.(u'''))) se j<M.nli,r-i-l} ou j > max {i,r-i-llf,

f(j ,r,v) U(j)((hj (u) ,hj Cu'))) < f(i,r,v)EU(i)(hj.(u'') ,hi(u''')))
se ]ninli,r-i-ll<j<maxli,r-i-l}

e3)Se i<j=r-i-l então para toda .aresta (u,u')É;EU,

f(i,r,v)EU(i)((hi(u),hiCu'))) # f(j ,r,v) U(j)((hj (u) ,hj (u'))).
De fato, um dos valores na última desi.gualdade é i-

gual, nodlVUI a l fVU(u')-fVU(u) jeémaiorque (r-2i-l)IVUI
e o outro é igual, mod IVUI,a IVUl-jfVU(u')-fVU(u)l e
é menor que (r-2i-l) lvul

De fato, supondo dist(u,v) par, dist(u',v) impar, tg.
mos as igualdades

f(i,r,v)EU(j-)((hi(u) ,hi(u'))) : íVU(u') - fVU(u) +(r-2i-l) jvUI

f(j,r,v) U(j) ((hj (u) ,hj (u'))) :fVU(u) - fVU(u') +(r-2i+l) IWI

Sendo fVU(u') maior ou menor que fVU(u), os valores
nas igualdades acima são tmdel-es maior que (r-2i..-l) IVUI

e igual, mod IVUI , a IfVU(u')-fVU(u)l eo outro menor

que (r-2i-l) IVUI e igual, modjvUI ,a IV[Jl-líVU(u')-fW(u) l

e4) Se (u,u'),(u'',u''')eEU, fEU((u'',u''')) :lVUI -fEUC(u,u')),
fEU((u,u'))#fEU((u'',u'''))(ou seja (u,u')#((u'',u'''))

então f(i,r,v)EU(i)((hi(u) ,hi(u')»# f(z'r,v)EU(i)((hi(u'') -
h.i(u'''))) De fato, um dos segui.ntes, e4.1) ou e4.2)
ocorre

e4.1) Um dos valores na Última desigualdade é maior e

e o outro é menor que klVUI para algtnn kGNr-l-t0},
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e ambos têm o mesmo módulo IVUI

e4.2) Os valores na Última desigualdade estão no in-

tervalolkjVUI,(k+l) IVUI), para algum kÉ;Nr- l
e tem módulos l VUI distintos

Para mostrar que e4.1) ou e4.2) ocorre, façaitns x:fVU(u) ,
y=fVU(u') , z:fVU(u''), w:fVtP'''), n:lVUI. Supo-

nhamos y > x, w > z

Então temos uma das ocorrências segui.ntes.

1) Se dist(u''' ,v) #dist(u',v) (mod 2) então,pg.

ra algum kGNr.l,

f(i,r,v)EU(i) ((hi(u) ,hi(u'))B : x+kn-y e

f(l 'r,v)EU(i)(Oi(u'') ,hi(u'''))) : w+kn-z ou

f(i,r,v)EU(i) C(hi(u) ,hj.(u'))) : y+kn-x e

f(z'r,v)EU(i)((hi(u''),hi(u'''))) : z+kn-w,

Então e4.1) ocos'e.

2) Se distCu''' ,v) =di.st(u' ,v) (lnod 2) então para algum

kai,.l,

f(z'r,v)EU(i) ((hi(u) ,hi(u'))) : y+kn-x e

f(i ,r,v)EU(i) ((hj.(u'') ,hi(u''') : w+kn-z ou

f(i,r,v)EU(i)(hi(u) ,hi(u'))) : xbkn-y e

f(i,r,v)EU(i)((hi(u'') ,hiCu'''))) : z+kn-w

Então e4.2) ocorre

e5) se i#j =r-i-l,Cu,u'),(u'',u''')eEU, fEU(u'',u''') : IVUl-fEU(u,u'),

então f(j ,r,v) U(j)((hj (u) ,hj(u')))#f(i,r,v)EU(i) ( (h i(u'') ,

hj. (u'' '))) .
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Isto decorre de e3) e e4); considerando módulo IVUI

e intervalo rklvul, (k+l) IVUI) , keNr.I' o que for i-
gua[ por e4) seta di.ferente por e3). []

Seja (fVS'fES) uma B-numeração para uma árvore S e
n,meN, m <n. Seja r/'(zz,mJ78'J:.rn,mJ8S; definida, para S, por

f(n,m)VS(u) = fVS(u) 'n+m, ueVS.

LEMA 4.2.3.1.2 - Sejan S e (f(n,n)VS'fCn,m)ES) como defini-
dos anteriormente. Então

a) 0 g f(n,m)VS(u) < IVSI 'n, para todo uGVS.

b) f(n,in)VS(U) g f(n,m)VS(u') , para quaisquer u,u'eVSdiã
tintos.

c) lsf(n,m)ES(e) < IVSJ'n, para toda elES.

d) f(n,m)ES(e) = 0 (mod n), para toda elES.

e) f(n,m)ES(e) # f(n,n)ES(e'), para quaisquer e,e'eESdis

PROVA -

a) Pela definição, é facilmente verificável

b) Basta verificar que, como n> 0, f(n,n)VS' como fun-

ção de fVS é injetora.

c) Decorre de a) e b).

d) Pela definição, é fao.Imente verificável

e) Seja (u,u')eES. Pela definição

tintos
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f(n,m)ES((u,u')) : IfCn,m)VS(u)-f(n,m)VS(u') l : lfVS(u) .ntm +

- (:fVS(u')'n+m) l : IfVS(u)-fVS(u') l 'n :fES((u,u'))'ó. Então, e

como n>0, f(n,m)ES' coam função de fES' ê injetora. O

Sejam U,v,(fVU'fEU) ,U(i) e (f(i,r,v)VU(i) ,f(i,r,v)EU(i)) 'i :

=o,l,...r-l, como defina.dos no início de 4.2.3.1 com IVuj=n

e fVU(v):m. Sejam S e (f(n,m)VS'f(n,n)ES), colho definidos ap.
tes do Lema 4.2.3.1.2, com IVSI =r. Denotamos por Surf) a y.

dão dos grafos S,U(i), i:0,1,...r-l, por identificação de

vértices segundo as r duplas de vértices (u,hi(v)),ueVS e

fVS(u) : i, i:0,1, . . .r-l

Dizemos que Su(v) é obtida por pendurar em cadavé!

vice de S uma cópia de U, por v

O exemplo seguinte ilustra a construção da defini-

ção anterior

E XEMPL0 4 . 2 . 3 . 1.3

lvsl : 5 !vul : 3
b

l

fvu(v) : 2

5
/

5

\

10

u ( 1) U ( 2 ) U ( 3) U ( 4)
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3
0 5

/

8 ,,." 6

73

S u (v)

TEOREMA 4.2.3.1.4 - Su(v), como definida anteriormente, é g
ma arvore B-numerãvel

O Teorema 4.2.3.1.4 é facilmente verificável a pa!
tir dos Lemas 4.2.3.1.1 e 4.2.3.1.2

COROLÁRIO 4.2.3.1.5 - Se S e U são arvores B-numerávei.s e

veVU, então SU(v) , como definida ante
dormente, é uwa árvore B-numerãvel

Sej am U,v,(fVU'íEU) ,U(i), (f(i,r'l,v)(i) ,f(i,r-l,v)EU(i)),
i=0,1,...r-2 como definidos no início de 4.2.3.1, com IVUl:n e fVU(u):0

Sejam S e (f(n,m)VS'f(n,n)ES) , como definidos antes no Lema

4.2.3.1.2, com VS =r e weVS tal que fVS(w) :r-l. Denotamos

por Sz4(U'zoJ a união dos gratos S, U(i), i=0,1,...r-2, obti-

da por identificação de vértices segundo as r-l duplas dever

tices(u,hj.(v)), ueVS e fVS(u) :i, i:0,1,...r-2

Dizemos que Su(v,w) é obtida por pendurar em cada
vértice de S, excito o vértice \ç, uma cópia de U, por v

O exemplo seguinte ilustra uma aplicação recursiva
da construção da definição anterior
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EXEb@L0 4 . 2 . 3 . 1 . 6

VU

!vsl:s
2l l0

S U

0 3

5 +

u(o)
2 1

u(1)

Neste exemplo U é isomorfo a S; fVU e fVS são re12

cionadas, conforme o isomorfismo, como fVG e fVG no Teorema
2 l3

7

(v',w)

Neste exemplo U' é isomorfo a SU(v,w); fVU' e

fVSU(v,w) são relaci.onadas, conforme o isomorfismo, .como fVG
e f+G no Teorema 3.2.1

É evidente que o processo i.terativo apresentado no

Exemplo 4.2.3.1.6 pode ser real i.fado indefinidamente

TEOREMA 4.2.3.1.7 - SU(v,w) , como definida anteriornente é

uma arvore j3-numerãvel

O Teorema 4.2.3.1.7 é facilmente verificável a pa.!
tir dos lemas 4.2.3.1.1 e 4.2.3.1.2.
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COROLÁRIO 4.2.3.1.8 - Sejam S e U arvores, wGVS, vGVU. Se g

xisto (fVS'fE$), B-numeração para S,

tal que fVS(w) : IVSi-l e existe (f.ÜU'fEU) , B-numeração para

U, tal que f.jru(v) :0 então SU(v,w), como definida anterior-
mente, é uma árvore B-numerãvel

Em [SZ] encontram-se provas por absurdo pardos Teg

Temas 4.2.3.1.4 e 4.2.3.1.7. Fizemos provas construtivas p&
ra estes teoremas.

Vamos,agora, mostrar em que condição a construção

de Stanton-Zarnke conserva a-numeração.Os Teoremas 4.2.3.1.11
e 4.2.3.1.12 foram enunciados por nÓs.

LEMA 4.2.3.1.9 - Sejan U,v,(fVU'fEU) ,U(]) . e f(i,r,v)VU(i)

f(i,r,v)EU(i)), i:0,1,...r-l, como defini-
dos no início de 4 . 3. 2 . 1

a) Se r é par então, para toda aresta (hi(u) , hi(u')),

iGNr-l e (u,u')eEU, ou f(i,r,v)VU(i)(hi(u)) s(r/2)'lVUl-l
e f(Ih'r,v) (i)® i(u)) ' (r/2)' lvui-t ou f(i,r,v)VU(i)(hi(u))>

>(r/2)' IVUl-i e f(i,r,v)VU(i)(hi(u'))s(r/2)' IVUl-l

b) Se r .é impar e (fVU'fEU) é uma a-numeração para U ep.
tão, para toda aresta (hi(u),hi(u')),iene.l e (u,u')eEU,

ou f(i,r .v)VU(i) (hi(u))sx+((r-1)/2) ' IVUI e :P 'r,v)VU(i)bi(u')ü>

> x+((r-].)/2) ' IVUI ou f(i 'r,v)VU(j-) (hi(u))>x'((r-1)/2) ' IVUI

f(i,r,v)VU(i)(hi(u')) g x+((r-1)/2). IVUi, onde x é
valor médio de (fVG'fEG)
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O lema 4.2.3.1.9 é facilmente verificável pela de-

finição do início de 4.2.3.1

LEMA 4.2.3.1.10 - Sejan S,@VG,fES),(f(n,m)VS'f(n,m)ES) , co-
mo definidos antes do Lema 4.2.3.1.2. Se

(fVS'fES) é uma a-numeração para S com val.or médio x então,
para toda aresta (u,u')eS ou f(n,m)VS(u)sx'n'm e f(n,m)VS(u')>

>x.n+m ou f(n,m)VS(u) >x'n+m e f(n,m)VS(u')gx'n+m.

Para provar o lema 4.2.3.1.10 basta verificar que,

como n> 0, f(n,n)VS' como função de fVG' éestritamente crer.
cente.

TEOREMA 4.2.3.1.11 - Sejam S e U arvores e veVU. Se as con-

dições enunciadas em a) ou as condi-
ções enunciadas em b) ou as condições enunciadas em c) se vg
rificam então SU(v), como definida antes do Ex. 4.2.3..1.3
é uma arvore a-numerãvel

a) IVSI é par, existe cl-numeração para S comvalor médio

igual a IVSI/2-1, U é 13-numerãvel

b) jvSI é impar, existe ct-numeração para U com valor mg
dio não menor que m (veja definição que antecede o E-

xemplo 4.2.3.1.3), existe a-numeração para S com va-

lor médio igual a ( l VS l -1) /2

c) IVSI é impar, existe ct-numeração para U com valor mÊ.

dio menor que m (veja defina.ção que antecede o ExeB
In 4.2.3.1.3) existe a-numeracaa oara S com valor

l

P
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médio igual a ( IVSI -1) /2-1

O Teorema 4.2.3.1.11 é facilmente verificável apal
tir dos lemas 4.2.3.1.1, 4.2.3.1.2, 4.2.3.1.9 e 4.2.3.1.10

TEOREMA 4.2.3.1.12 - Sejam S e U arvores, weVS, veVU. Se as

condições enunciadas em a) ou as conde

ções enunciadas em b) se verificam então SU(v,w) , como defi

nada antes do Exemplo 4.2.3.1.6, é uma arvore a-numerãvel

a) IVSI é impar, existe ct-numeração (fVS'fES) paras com

valor médio igual a (lvSl-1)/2-1 e fVS(w) : IVSl-l, g
xiste B-numeração (fVU,fEU) para U cojn f.ÜU(v) :0.

b) IVSI é par, existe a-numeração (fVS'fES) para S con

valor médio igual a ÍVSI/2-1 e fVS(w) : IVSl-l, exis-
te u-numeração (fVU,fEU) para U com f.ÜU(v) : 0

O Teorema 4.2.3.1.12 é facilmente verificável epal
tir dos lemas 4.2.3.1.1, 4.2.3.1.2, 4.2.3.1.9 e 4.2.3.1.10.

No Apêndice B encontram-se duas construções. rela-

ci.onadas com esta secção. A construção dos Cahit [Cl] (BI)
é uma numeração para uma classe de arvores B-numerãveis que

é subclasse de Stanton-Zarnke; a numeração dos Cahit é di.s-

tinta da de Stanton-Zarnke para esta subclasse, assemelhando

se ã construção derivada da prova do Lema 4.2.1.2. A cons-

trução de Gabow .[GA] (B2) para arvores, chamadas por e]e,de

Fibonacci usa a construção de Stanton-Zarnke.
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4 . 2 . 3 . 2 MAIS CLASSES DE ÁRvoRES B-NUmEKÁVEiS

O enunciado do Lema 4.2.3.2.2 assim como todas as

provas de lemas e teoremas desta secção foram feitospornós.

Os demais resultados desta secção foram enunciados por Rosa
[RO]

Denotamos por F a classe de arvores tal que uma ãl

vote G pertence a F se e somente se existe uü vértice veVG

tal que todos os n ramos de v em G são arcos envolvidos e
n-l desses ramos são isomorfos.

Sejam G e G'' gratos, vGVG, v''eVG''. Se exi2

te a-numeração (fVG'fEG) para G tal que
fVG(v) :0 e existe B-numeração (fVG,,fEG'.) para G'' tal que
fÇG'.(v'') : 0 então o grato G', uni.ão de G,G'' por identifica-
ção de vértices segundo (v,v'') , é B-numerãvel

PROVA - Seja x valor médio de (fVG,fEG); pelo Teor. 3.3.3.1
(note que fVG(v):0) existe a-numeração (fVG'fEG) p&

ra G tal que fÇà(v) : x. Seja VGI' VGll a partição de VG in-

duzida por (fVG'fEG). Vamos então construir uma ct-numeração

f;C.,f;C.) para G'

LEMA 4 2 23 l

fVê(u) se ueVGI

Cu) : 'lfvC(u) + IEC''l se uGVGll

f+G(u) : fVG'.(u) + x se ueVG''
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É fácil verificar que (f+G',fEG') é uma B-numera
ção para G'. []

O exemplo seguinte i.lustra a construção do Lema

4 . 2 . 3. 2 . 1

E)AMPLO 4 . 2 . 3. 2 . 2

4

0

(fVGpfEG)

12 1

(fiG'''BG')( íl;L , fl; b) (f;G"''EG")

E interessante observar pela prova do Lema 4.2.3.2.1,
que existe o seu análogo para a-numeração; de fato, a a-nu-
meração resultante aqui para G é a mesma obtida pelo Teore-
ma 3. 3. 3. 3 ,a)

TEOREMA 4.2.3.2.3 - Toda arvore G em F (Defi.ni.ção 4.2.3.2.1)
ê B-numerãvel

PROVA

a) Suponhamos que todos os ramos de v em G são isomor-
fos.

Seja V'Go subconjunto de VG tal que yeV'G se e somem:

te se dist(y,v), em G, é 1. Seja G' o subgrafo de G
induzido por {vJuV'G; G' é uma estrela. Pelaprovado
Lema 4.2.1.2 e pelo Teorema 3.2.1 vemos que existe
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13-numeração para G' tal que v é numerado IVG'l-l

Seja G'' um dos ramos de v em G e seja u o Único vér-

tice de G'' adjacente a v. Pela prova do Lema 4.2.1.2

e pelo Teorema 3.2.1 existe a-numeração para G'' tal

que v é numerado IVG''l-l e u é numerado zero. Então,

existe B-numeração para G''' , subgrafo de G'' i.nduzido
por VG''-lv}, tal que u é numerado zero.

Pelo Teorema 4.2.3.1.7(construção de Stanton-Zarnke)
e pelas observações feitas acima para G' e G''' temos

que G é B-numerãvel

b) Seja G' o ramo de G não i.somorfo aos demais ramos e

seja G'' a união dos ramos isomorfos.

Por a) e pela construção do Teorema 4.2.3.1.7 existe

B-numeração para G'' tal que v é numerado IVG''l-l. EB.

tão, pelo Teorena 3.2.1, existe B-nuneração para G''

tal que v é numerado zero. Como G' é um arco envolvi.
do (veja prova do Teorema 4.2.1.2) existe a-.numera-

ção para G' tal que v é numerado zero.
Pelo Lema 4.2.3.2.1 e pelas observações feitas acima

para G' e G'' temos que G é B-numerãve]. []

E interessante observar que o lema 4.2.3.2.1 é baâ

ante geral, bem mai.s do que o necessário para o Teorema

2.3.2.3. De fato, os ramos não necessitam ser arcos envol

idas; basta que satisfaçam as condições vistas na prova do
eorema 4.2.3.2.3 para as numerações com posições especiais
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para o zero.

Denotamos por u3 (respecti.vamente, u4 a classede ã!

voltes tal que uma arvore G pertence a U3 (respectivamente,

U4) se e somente existe um verti.ce veVG tal que v tem grau 3
(respectivamente, 4) e dois dos ramos de v são arcos e o te!

ceira ramo é um arco envolvido (respectivamente, os quatro
ramos de v sao arcos )

Seja G um arco e sejam u,z os seus vértices termi-

nais. Seja u=u0'ul''''z :uIEGI (veja Corolário 2.1.2.6) o c.ê
mi.nho único de u para z. l)enotamos por G.SI'zJ (Tespectivame:

te G.Íf'zJ) o subgrafo de G induzido por {vl, 0 sj si} (re2
pectivamente, {v.i, isjsIEGl}).

LEMA 4.2.3.2.4 - Seja G um arco e veVG.

a) Se o comprimento de G é di.gerente de 4 ou v não é o
centro de G, então existe cl-numeração para G tal que
v ê numerado zero.

b) Existe B-numeração para G tal- que v é numerado zero

PROVA

a) Sejam G,u,z,u:u0'ul''''uIEGl-l como enunciados na úl
tina definição. Sejam i tal que v =uiek=L]EGiu'z)]/2].
Se i i.qual a zero ou REGI então pela prova do teore-

ma 4.2.1.2 existe cx-numeração para G com v numerado

zero.
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Suponhamos, então, IEG!:'z)l > 1 e sem perda de gene

validade, IEG:lt?'z)l > IEGiu'z) 1. Vamos dividir a pro
va em partes .

al) IEGf!'')l » IEG::'')l
al.l) IEG!!'z)l * 4k+l

al.2) IEGf!'z)l : 4k+i

a.1.2.1) k * l ou IEG.l!'')

a.1.2.2) IEGÍIÍ'z)l :3

,2) IEGf!'')l : IEG:!,z)l

a.2.1) IEG.iu'z)l é impar

a.2.2) IEGiu'z)l é par e maior que 2.

a2.2.1) IEGI # 16.

a2.2.2) REGI = 16

al.l) ,a2.1) k pertence aos conjuntos-profundidade dos

vértices ui.l, em G(u:z)-, e uIEGI em Giu'z) (vejaLÊ.
ma 4.2.1.8). Então podemos aplicar a construção do

Teorema 3 . 3 . 3 . 3 ,c) .

al.2.1) Neste caso temos IEGl\l::l. limpar e não menor

IEGlil=lz)+l. Podemos então aplicar o mesmo raciocínio
feito para al.l), a2.1)

al.2.2) O Exemplo 4.2.3.2.5 mostra que exi.ste a-nuns

ração para este grafo com v numerado zero.
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a2.2.1) Vamos apresentar uma lí-numeração (veja Teorg

ma 3.3.1.6) para G(li+z)2-1)- tal que ui tem profundi-
dade negati.va l

Consideremos a partição dos vértices de G emVGI'VGll

com u0€VGI' Deixanos ao leitor a verificação das prg
priedades.

fvVGI(uo)

jflrVGI(uj-l)+l se 0 < j < i/2 ou j > i
VGll(uj) : 'jfvVGi(uj-l)-l se j =i/Z

(j impar) l.fvyGI(uj-l)-2 se i/2<j <i;

fnyGll(uj-l)+2 se 0 < j < 1/2 ou j > i
fxVGll(uj-l) se j : i/2

f'nyGll(uj-l)-l se 1/2 < j < i
.flryGll(uj-l) se j : i

Pelo Lema 4.2.1.8, o vértice ui+i/2' em G(u+i)2)+.tem
profundidade positiva l
Então podemos aplicar a construção do Teorema 3.4.3.5,(j

aos grifos ClljÍI,2-1)' e G(i+i)2)+ e vérticesui+i/2-1
e u. .. ,.i+i/2

a2.2.2) O Exemplo 4.2.3.2.7 (veja Teorema 3.3.1.6)xoã

tra que existe cl-numeração para este grifo com v mDoe

Fado zero.

Existe B-numeração para o grafo do Exemplo 4.2.3.2.8

f'üVGI(uj)
(j par)

b)
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tal que seu centro é numerado zero. Então, por a) , tg
mos o resultado . [l

E fácil verificar que não existe a-numeração para

o grato do Exemplo 4. 2 . 3. 2 . 8 .

O Exemplo 4.2.3.2.6 (veja Teorema 3.3.1.6) ilustra
a construção de a.2.2.1) do Teorema 4.2.3.2.4.

EXEMPLO 4.2.3.2.5

7 2 4 3 6 0 8 1 5
5 2 Í '3 6 8 7 4

E)AMPLO 4 . 2 . 3. 2 . 6

leal : 20

I'EGI = 24

EXEMPLO 4 . 2. 3. 2 . 7
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EXEblPL0 4 . 2 . 3 . 2 . 8

3 2 0 4 1

TEORE}U 4 . 2 . 3 . 2 . 9

a) Se uma arvore G pertence a U3 então G é B-numerãvel

b) Se uma arvore G pertence a U4 então G é B-numerável

PROVA

a) Seja v tal que v tem grau 3 e os dois primeiros ra-
mos de v são arcos e o terceiro ramo é um arco envol

vida. Seja G' o arco, união dos dois primeiros ramos

de v; pelo Lema 4.2.3.2.4,b) existe B-numeração para

G' tal que v é numerado zero. Seja G'' o arco envolvi

do, terceiro ramo de v; pela prova do Lema 4.2.1.2,Ê

xiste a-numeração para G'' tal que v é numerado zero.

Então, pelo Lema 4.2.3.2.1, G é B-numerãvel

b) Seja v tal que v tem grau 4 e os quatro ramos de v
sao arcos

O grifo do exemplo 4.2.3.10 é B-numerãvel. Considg.

remos então G não i.somorfo ao grafo do exemplo 4.2.3.2.10.
Temos então G', G'', arcos, cada um deles união de dois dos

ramos de v tais que G'uG'' = ({v},g)J3ntão, pelo L. 4.2.3.2.4,
para um dos G' , G'' existe a-numeração tal que v é numerado
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zero e para o outro existe í3-nuneração tal que v é numerado

zero. .Então, oe]o Lema 4.2.3.2.1, G é Í3-numerãve]. []

EXEMPLO 4.2.3.2.10

TEOREbIA 4.2.3.2;11 - Seja G tuna arvore e V'G o subconjunto

de vértices terminais de G.Se IV'GI s4

então G é B-numerãvel

PROVA - Pela Proposição 2..1..2.S, sobre vértices de valênci.a

maior que dois, temos. as possibilidades seguintes.

a) Não existe vértice de valência maior que doi.s.
b) Exi.ste um Único vértice de valência matar que dois,

este vértice tem valência três ou quatro.
c) Existem dois vértices de valência maior que dois, têm

valência três.

Em a) G é um arco, e pelo Lema 4.2.1.2 é a-l\umerã-

vel. Em b) G pertence a U3 ou U4' e pelo Teorema 4.2.3.2.9,
é B-numerãvel. Resta estudar o caso c)

Sejam u,v os vértices com valência três em G. É fá.
cil observar que existem três subgrafos G' (arco que contem
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u), G'' (arco que contem v) , G''' (arco com vértices terminais
u,v) em G tai.s que sua união é G. Vamos di.vidir a prova em

duas partes

cl) G' (ou G'') possui vértice terra
u (ou v) é distinta de dois

c2) Cada um dos vértices terminais de G' (respectivameg.
te, G'') tem distância dois a u (respectivamente v)

distânciamal acuja

cl) Sem perda de generalidade suponhamos G' com vértice
terminal cuja distância a u é distinta de dois
Pelo Lema 4.2.3.2.4,a) e pela prova do T.3.3.1.6,

existe x-numeração (í#yG'l'f'êVG+il;íIEG') para G' tal

rema 3.3.1.6. existe v-numeração (f4yG''el'fl'VG''' ll;

.) para G''' tal que f4'vG"'t(u):max(Im(f;vG'''t))
e v é nunei'ado zero. Então, pe].as provas dos teore-

mas 3.3.3.3.a), 3.3.1.6 e pelo Teorema 3.2.1, exis-
te a-numeração para GX, união dos grafas G'.,G''' ,tal

que v é numerado zero.
Pelo Lema 4.2.3.2.4,b) existe B-numeração para G''

tal que v é numerado zero.
Finalmente, pelos resutados obtidos para G", G''e pg
lo Lema 4.2.3.2.1, G é B-numerãvel

W

Ê
g

8

c2) Pelo Exemplo 4.2.3.2.12, vemos que existe a-numera-

ção para G' (respectivamente, G'') tal que u (respeS
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ti.valente, v) tem profundidade l. (Veja T. 3.3.1.6.)
Se G'" tem cumpri.mento 4, 5 ou maior que 6,pelo Le-
ma 4.2.1.8, vemos que podemos apli.car a G a constry.

ção do Teorema 3.3.3.3,c)(vejaExmplo 4.2.3.2.12).
Se G''' tem comprimento 1,2,3 ou 6 o Exem.4.2.3.2.13

mostra que G é B-numerãvel; como neste caso G tem
menos que ].6 vértices, o Teorema 4.2.3.2.14 compro'

va ser G B numerãvel. O

EXEMPLO 4.2.3.2.12

G ' ,G''

G' uG''' uG''

G''' IEC''l
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EXEb[PL0 4.2.3.2.]-3 - (Veja G',G'' no exemn]o anterior)

IEC'''

IEC''' l

IEG'''l

IEG'''l = 6

TEOREMA 4.2.3.2.14 - Seja G uma arvore. Se IVGI < 17- então G
ê B-numerãvel

O resultado do último teorema encontra-se em [DU]

obtido com ajuda de computador.

CONJECTURA SOBRE B-NUMERAÇÃO DE ÁRVORES

G B G'uG'"uG''

l

pelademonstradofoi prJ.melro0 seguinteteorema
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vez por A. Lempe] e encontra-se em [Gl] ; a sua prova aqui 3.

presentada foi. feita por nÓs

TEOREMA 4.2.3.3.1 - Árvores satisfazem a condição necessá-
ria de Golomb (Teorema 3.4.2.3)

PROVA - Vamos usar indução sobre o número de arestas mma ãl

vote G para mostrar que G tem co-fronteira da cardo

nulidade L(IEGl+1)/21

BASE - Se REGI = 1 o resultado é evidente.

PASSO DA INDUÇÃO - Suponhamos o resultado verdadeiropara ã!

Topes com menos que n arestas .
Consideremos então G com n arestas, n >2. Sejam u

vértice terminal em G, v vértice adjacente a u e G'

o subgrafo de G induzido por VG - {u}. Pela hipótese

da indução existe co-fronteira em G' , induzida por

VG'l'VG'll (veVG'l),de cardinalidade Ln/2J. Então e-
xiste co tetra em G, induzida por VGI' VGll(VGl-

I' VGll : VG'llu{.u} se n é impar e VGI 'VG'lutu},
VGll: VG'll se n é par) , de cardinalidade l.(n+1)/21

D

Existe uma conjectura muito pesquisada de que to-
das as arvores são B-numerãveis. Até hoje não se conseguiu

um contra-exemplo nem uma demonstração para a conjectura

Foram feitos muitos testes em computador para pes'

quisa de arvores B-numerãveis que possuem um vértice (+e não
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pode ser numerado zero; podemos ver motivação para isto,por

exemplo, no fato de que se obtém, de árvor.es B-numerável,ã11

vote B-numerãvel com mais uma aresta, por identificação de
vértice numerado zero. Para todas as arvores encontradas nes

tas condições o tal vértice é ou terminal ou centro de ãrvo

re; o exemplo que segue ilustra este fato.

EXEMPLO 4.2.3.3.2

Para esta arvore G, nãa exi.ste B-numeração tal que
v seja numerado zero.

Mencionamos , finalmente, que não encontramos grafo

conexo a-numerãvel e não B-numerãvel. Se tal grifo.não exiâ
te então (veja Teorema 3.5.2.1) toda árvore é B-numeí:aval.

4 . 3 SABRE NUMERAÇÃO DE GRIFOS B t PART ! DOS COMO LETOS

TIEOREMA 4.3.1 - Um grifo bipartido completo G é a-numerãvel

PROVA - Seja VGI : {vl'v2,'' 'vlVGtlJ' VGll: {ul'u2,'''ulVGttl}
uma partição de VG induzida pela bipartição de G.DÊ.

finimos a numeração (fVG'fEG) seguinte para G.

fVG(vi) : i-], ]. < i ç IVGll ;
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fvG(ui) : j.IVGll, l i IVClil

É facilmente veta.ficável que (fVG'fEG) é uma a-nu

geração para G.

SOBRE!

TEOREMA 4.4.1

a) Um grato completo de ordem 4 é B-numerãvel e é não
a-numerãvel

b) Um grafo completo de ordem maior. que 4 é não a-nume-

rãvel.

PROVA

a) O Exemplo 3.4.1.3 e a éomentãrio que o segue mostram

o resultado:

Seja G grato completo de orden maior que 4; então,

IEGlz io. Suponhamos (fVG'fEG) (Definição 3.1.3) uma

nuneração para G. Vamos nostrar primeiro.que (fVG'

fnn) não é uma B-numeração para G. mostrando que um

dos números REGI,IEGl-t,IECl-2,IEGl-S,IEGl-4,REGI - 5

não pode pertencer ã inagem de fVG' Para que uma das
arestas seja numerada REGI é preciso que 0,REGI per-

tençam à-imagem de fVG' Sem perda de generalidade (vg
ja Teorema 3.2.1) , para que uma das arestas seja nu-

merada IEGl-l é preciso que l pertença à imagem de

b)
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fvc; atê agora jã temos l,IECl-l,jnGI na imagem de

f.,,:' Então, para que uma das arestas seja numerada

IEGl-2 é fácil verificar que é preciso que leal-2pel

tença ã imagem de fVG; até agora jã temos 1.2,leal-3,
IEGl-Z,IEGl-l,REGI na imagem de fEG' Então, para que
uma das arestas seja numerada IEGl-4 é fácil. verifi-

car que é preciso que 4 pertença ã inagem de fVG; a-
té agora jã temos 1,2.3,4,IEGl-ó,REGI.-4,IEGl-2,IECl-l,
IEGI na inagem de fEG' Finalmente. é fácil verificar
que é impossível incluir leal-5 na imagem de fEG' P3.

ra mostrar que (fVG,fEG) não é também uma a-numera-

ção para G basta observar que não é B-numeraçãoe que
G é um grifo completo. ]]

O Teorema 4.4.1,b) foi demonstrado por Go]omb [Gl]

para B'numeração; completamos.a prova do terrena para a'nu'

Pelo teorema anterior sabemos que um grifo comple

to G com 10 vértices é não al-numerãvel. O teorema seguinte

ilustra uma aplicação do teorema de Galomb (teor. 3.5.3.3),

mostrando que se e é uma aresta qualquer de G então G-te} é
também não a-numerãvel

TEORES'IA 4.4.2 - Seja G' um grato completo com 10 vértices e
tn.,.,l,-,..* HP c'. G=Gt-Íc} é nãoe uma ares

a-numerãvel
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P'ROVA - REGI :44 e L(IEGl+1)/21 :22. Suponhamos (fVG'fEG),
a-numeração para G. Então (Teorema 3.5.3.3), existe

co-fronteira em G induzida por VGI,VGll'com IVGlll :10- IVCil
Então,dependendo de estarem ambos os pontos de e em VGI ou

VGTT au de estarem uma das partes de e em VGI e a outra em

yGli'lVGll.lvclll ou IVCll.IVGlll-i.õ igua]. a 22. Mas não g
xiste meNan tal que m(10-n) ou m(10-n)-] é igua] a 22. []

De acordo com Q Teorema de Rasa (3.6.3.4) um grato

completo G' é p-numerãvel se e somente se existe decomposi-

ção cz'dica de un grato completo G com 2(IVGI)+l vértices ng

ma família de gratos ísomorfos a G'. Todas as propriedades
enunciadas em 3.6.3 são, evidentemente, válidas para este CZ

se parti.curar. A proposiç.ão 4.4.3 (respectivamente, 4.4.4,
4.4.5) é consequência da Proposição 3.6.3.5 (respectivamen-
te, 3.6.3.6 e 3.6.3.7, 3.6.3.9) e corresponde .ã restrição
À = 1 (respectivamente, propriedades) para blocos ci'clicos

[HL]. (Veja Apêndice A.)

PROPOSIÇÃO 4.4.3 - Seja F uma decomposição de um grato com-

pleto G en grafos isonorfos a um grifo

conpleto. Então, para cada dois vértices distintos u,vGVG,

existe um Único grifo G' em F tal que u,vGVG'

PROPOSIÇÃO 4.4.4 - Se existe decomposição cíclica de um grl
fo completo G numa :família F de subgrafos

isomorfos a um grato completo G' e G' é maximal em relação
à decomoosição ci+clica de G em gratos isomorfos, então
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lvcl 2 ( IVG' l ) .. l

PROPOSIÇÃO 4.4.5 - Seja F uma decomposição cíclica de umgrZ
fo completo G, com 2n vértices, numa fa-

mília de gratos completos com n arestas. Então, para quais.

quer grifos distintos G', G'' em F, IVG'nVG''l :l

As provas das Proposições 4.4.3, 4.4.4 e 4.4.5 são
evidentes a partir das Proposições 3.6.3.5, 3.6.3.6,3.6.3.7
e 3. 6. 3.9

As definições de conjunto de. diferenças e blocos cÍ
cl.ices assim como as provas das equivalências entre os con-
ceitos decomposição de grato completo em gratos completos e
bloco cíclico cobit À= 1 e também entre os conceitos p-numa.

ração de grifo completo e conjunto de diferenças com X ' l

são encontrados no Apêndice A (AI e A2) . .Concluímos, então,

que se G' é um grato completo com (}) arestas (k vértices),
então o teorenade Rosa (3.6.3.4) é equivalente ao teorema da

combinatória para X : l:'iUm conjunto de k resíduos {al'a2,''

ak} e umconjunto de diferenças com parâmetros(v:2(s)+l .k.À)

se e somente se os conjuntos {al+i,a2+i''''ak+i}(mod v). i-
nO.l,...v-l. tornam um bloco cíclico com parâmetros (v -

2(;)'1.k,X).''
Uma classe de grafos completos p-numerãveis é Teca

nhecida através do Teorema de Singer [HL] da combinatória,
baseado na geometria projetiva sobre corpos fi.netos. A pro-
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va do teorema de Singer encontra-se no Apêndice A (A3). Em

[RO] encontra-se menção à existência do teorema segui.nte.

TEOREbÍA 4.4.6 - Um grato completo G com p] +l? vértices,sendo

um número primo e j um número natural, ê

p-numerãvel

PROVA - Pelo Teorema de Singer (veja Corolário A.3.6) , para
todo número pJ+l, p primo e j natural, existeumblg

co cl'c].ico com parânetros (v :2(PJ+2)+l, k=pj+l, Xel)

Pelo teorema da equivalência entre os conceitos dÊ.

composição cíclica de um grifo comple.to em gratos completos

e bloco cz'clico com À = 1 (Teorema A.2.1) . existe umbloco cÍ

clico com parâmetros Cv= 2(PJ2 1)+1, k=pj+l. X=1) se e somem:

te se existe decomposição cz'cli.ca de um grafo completo com

2(PJ+ly+l vértices em grafos isomorfos a um. grifo completo

com pJ+l vértices

Então, por esses dois teoremas e pela teorema de Rg

sa (Teorema 3.6.3,.4) Gép-numerãvel.

A reco'proca do Teorema de Singer, no caso À = 1,e'g
quivalente ã recz'proca do Teorema 4.4.6:''Um grato completo

G é p-numerãvel somente se IVGI =pJ+l, p primo e j natural.''
tem sido muito pesquisada. Por referências encontradas em

[RY] sabe-se que se ta] resu]tado não é verdadeiro então G
tem mais que 1.601 vértices. Este prob].ema encontra-se tam-
bém em tE], mencionado por Erdõs
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Em [Gl] encontram-se todos os grifos conexos com 5

ou menos vértices B-numerãvei.s e os únicos três grafos cone
xos con 5 vértices não a-nunerãveis (dois deles são o cir-
cuito de compra.mento 5 e o grato completo com 5 vértices);

todos os grifos conexos com menos que 5 vértices são B-nuing

rãveis. Uma classe de gratos B-numet'ãveis, apresentada por
Golomb, encontra-se no Apêndice B (B3) deste trabalho.



CAPÍTULO 5

ALGUNS RESULTADOS EXTREMOS

5.1 - SOBRE NUMERAÇÃO EXTENDIDA

5 . 1 . 1 - OEr.i N !ÇAQ E EXEMPLO

Uma nzime2'anão e terá da .(fVG'fEG) para um grato G

é uma numeração (fVG,fEG) para G. Denotamos aqui, por

NEG o max(in(fVG))

Uma nudez'afãs e tema da (fVG'fEG) para um .grifo G

é JtZma, se para toda numeração entendida (f;G'fEG) de G,

tem-se max(in(fVG)) <max(in(fiG)). Denotamos por NZG o

max(InCfVG)) , onde (fVG'fEG) é uma numeração extendida õti-
ma para G.

PROPOSIÇÃO S.l.l.l - Se (fVG'fEG) é uma numeração extendida
õtima para G, então min(Im(fVG)) ' 0.

PROVA - Se min(in(fVG)) - n # Oenü) é evi.dente que (f;G'fEG),
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definida por fVG(v) : fVG(v) - n, é uma numeração eüendida p&

ra G e min(Im(fVG)) :min(Im(fVG))-n : 0.

EXEMPLO S.1.1.2

Como jã nostramos (Teorema 4.4.1,b) , um grafo com-

pleto G com mais que 4 verti.ces é não B-numerãvel. Então a
numeração para G apresentada no Exemplo 5.1.1.2 é Ótima; e::

tão NEê= ]1. Segundo Go]omb [Gl]. NE;e17.

UM LIMITE PARA NE:

O objetivo principal desta secção é o Teor.5.1.2.6

CQS de G; para isto são definidas sequências SNEn

Uma sequência crescente com n números inteiros não

negativos S. é denotada por SN#. se o conjunto de seus ele-

mentos é igual ã in(fVG) de uma numeração extendiã. CíVG,fEG)
para um grifo completo G, com n vértices. Uma sequência SNEn
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é denotada por Sa'En se a correspondente numeração extendida
é õtima

Seja uma sequência de n números Sn ; {sl's2'''' ,Sn}.
Denotamos por S;2',JJ ,. le i< j < n, a subsequência de Sn'lsi'

sj.+]'' '.sj}. Denotamos por SDtz.] a sequência derivada de Sd
definida por sdi:si+l'si. i:1,2,...n-l

E evidente que uma sequência de n números Sn : {sl'
s2,'''sn} é determinada por seu primeiro elemento sl e por
sua derivada SD ..

A proposição seguinte caracteriza as sequênéi.as SNEn

por propriedades de somas e diferenças entre seus termos; é
útil na verificação destas sequências.

PROPOSIÇÃO 5.1.2.1 - Seja uma sequênci.a crescente de n nÍimÊ.

ros inteiros não negativos Sn: {sl's2,
'..,sn}. Então as três afi.reações seguintes são equivalen-
tes.

a)

b)

c)

A sequênci.a S. é SNEn n

sl'sk#sj'si ou sejasl-sj#sk'si' üu

Ksj + sk' para quaisquer si, sj' sk'
si < sj < sk < sl,

As somas dos números de duas subsequênci.as snlS:iij) e

SD]S:ij') ibid ou j # j', de SDn-l são distintas.

seja,

Para provar a Proposição 5.1.2.1 basta observar os
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conceitos envolvidos

.Em [K3] são ana]i.sadas, por Kotzig, sequências sg

melhantes ãs aqui definidas por nos; as de Katzig formam u-

ma classe maior porque perrüitem sl,-sj:sj'si(veja Proposição
S.1.2 .1 ,b)) .

Um conjunto de sequências SNE*Dn.l arranjadas em

forma de triângu]o úcomo no quadro do exemp].o seguinte) ,éctn

nado t2'iânguZo de GoZomb [G].]

Pela Proposição 5.1.1.1. SNE+ são determinadas pe-

lo quadro do exemplo seguinte

EXEMPLO 5.1.2.2 - G é um grato completo com n vértices.

Verificar sequências SNDn-l é simples; basta feri
ficar a condição c) do Teorema 5.1.2.1, como mostra o exem

plo seguinte, para o caso n= 6. Obterou verificar sequen

clãs SNB'Dn-l jã não é tão simples

n c:) TRIANGULO DE GOLOMB "'â

      



1 3 6 5 2
4 9 ll 7

lO 14 13

15 16

17

Os dois lemas que seguem são a base do T. 5.1.2.6

Seja Sn: {sl's2,' ' 'sn' ..} a sequência de Fi.nobacci.

as sequências,com n-l termos, SFn-], n> 2 por

Ís2k se 1 ( k < in/21
sfk : 'i

lsZ(n-.k)+l se l.n/2J < k<n
Seja G um grato completo com n
tão

'A - Para provar o lema, basta }nostrar as propriedades

i), ii) da sequêltcia SFn-l

i) A sequência SFn-l' n> 2, contém do 2q ao nç termos
da sequência de Fibohacci

ii) A sequência Sl;n.l é dóri.varia de alguma sequência
SNE. (verifica c) da Proposição 5.1.2.1)

n+2
- 2 .

»ê j 2

n+2

2

5 . 1 . 2 . 3EXEFIPLO

Definimos

LEbU 5 . 1 vértices
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E para mostrar as propriedades i), ii) basta veri-

a.car as propriedades seguintes .

iii) O termo de valor máximo da sequência SFn-l' n> 2, é

L(n+1)/21 : Sn

iv) Se L(n+1)/2J maior que l a subsequência de SFn-l'

SF(l].L(n+1)/2J-l) , contém os L(n-i)/21 primeiros teZ
mos de ordens pares da sequência de Fi.nobacci;

srljiil(n'i)/2j-l) é crescente e sua soma é nenor que
Sn (veja Proposição 2.2.3)

v) Se L(n+1)/2J menor que n-l a subsequência da SFn-l'

SF]S.yn+1)/2J+l,n-l) , contém do 2ç ao (jn/21)e termos
de ordens ímpares da sequência de Finobacci;
SF(Lln+1)/2J+l,n-l) é decrescenteesua soma é menor

que s. (veja Propôs.ição 2.2.2)

vi.) A sequência SFn-l ê subsequência da sequência de SFn

e os termos de SFn-l mantém a ordem na sequência SFn'

Agora, o valor ã direita da desigualdade do enun-

ciado corresponde ã soma dos termos da sequência SFn-l (ve-
j a Proposição 2.2.1 e 2.2 .4) . []

LEI'IA 5.1.5.2 - Seja G um grato completo com n vértices. En-

tão, Nele ntá-nl, onde n' é o menor inteiro
maior ou igual a n da forma pJ+l, p um número pri.mo e j unl

numero natural
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PROVA - Se um grato tem pJ+l vértices, então é p-numerãvel

Além disso, se G é subgrafo de um grato G' para o

qual existe numeração entendida, então existe numeração ex-
tendida para G e NEÃ < NZ;l.. []' l.J \3

TEOREbíA 5.1.2.6 - Seja G um grato completo com n vértices
Então

NE: (minqnG -' , àllH5l": - l*#l":l - ,},
onde n' é o menor inteiro, maior ou igual a n da forma

p um número pri.mo e j um número natural

O Teorema 5.1.2.6 é consequência dos lemas 5.1.2.4,

5 . 1 . 2 . 5

Em [Gl] encontra-se o seguinte resultado não publl.

do devido a Erdõs:'NEÃ vale aproximadamente nz, onde G é um

grato completo com n v'értices'. O Teorema 5.1.2.6 foi enun-

ciado por nÓs

A pergunta seguinte foi feita por Golomb [Gll: 'Pg.
ra qualquer grafo G e uma sua qualquer numeração extendida

ótima sempre existe aresta que é numerada NEê?'. Esta per-
gunta esta relacionada ã existência ou não de um grato a-ny,
merãvel e não B-numerãvel; respondem\os negativamente a esta

pergunta, neste trabalho, mostrando que existe tal gmfo (VÊ.
ia Exemplo 3 . 5 . 3 . 2)
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SOBRE LiMiTE NO NÚMERO DE AnE$jAS ?488.B-uuKEnACAO

As definições desta secção encontram-se em [Gl] e
[G2]; são devidas a Go]omb

Definimos Gn: (VGn' EGn), nç 2 na forma segui.nte.

Gn possui n vértices; VGn :VGn]uVGn]].,

VGnl : {vo'vl''' 'vl(n-1)/2JJ; VGnll : {u0'ul''''ul(n-2)/2J}'

EGn : E'GnuE''GnuE''' Gn

E'Gn é o conjunto de todas as arestas (v,u),veVGnl'

UGVGnll'

é o conjunto de todas as arestas

(VO 'v) ,veVGnl-Ív0} ,

. é o Conjunto de todas as arestas

(u,u L(n-2)/2J) ,UeVGnll'tul(n-2)/2J }

LEbíA 5.2.2 - Todo grupo Gn é B-numero;vel

PROVA - Definimos a numeração (fVGn 'fEGn) seguinte para Gn'

fVGn(vi) : i;

(i+2)+i , 0 É i' L(n

fVGn(ui) : 'i. . . . . .. ...

5 2

onde

a/2j

$

E''

G

L(n.l) / ZJ

jn2/4J +n-
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Deixamos ao leitor verificar que (fVGn'fEGn) é uma

B-numeração para Gn' []

O exemplo que segue ilustra a construção do Lema

5 . 2 .1

EXEN[PLO S . 2 . 2

Denotamos por grn; o maior número inteiro ta]. que

todo grifo com n vértices e mais que (!)-g(n) arestas anão
B-nunerãvel

TEOREbU 5 . 2 g(n), como definido acima, é menor que

b.'/4J

PROVA - Pelo Lema 5.2.1 Gn' com jnz/2J+n arestas, é $-nu-
merável. Portanto,

g(n)<(!)-(Lnz/4J+n-2)<(na-n)/2-(na/4-1/4+n-2) :(n:-Gn+9)/4.

É fácil verificar que para n: 2,3,4(nz-6.+9)/4 < le que pl
ra n > 5 o valor de nz-6n+9 e menor que nz-20. E o resultado
segue.

Em [Gl] encontra-se o segui.nte resu]tado não pub].l
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cada devido a Erd6s:'g(n), como defina.do aci.ma, vale cnz

onde c vale aproximadaluen-te 1/4.'. O Teorema 5.2.3 foi enuZ

dado por nÕs



APÊNDICE A

A.l -

Um bloco pz'o.Íet;ado aom paz'anel;pos fb,u,k,z',À) é u-

na família de b subconjuntos (chamados bZoaos) , com elementos

de um conjunto X de cardinalidade v, satisfazendo as pro'

priedades seguintes.

i) Cada bloco ten k elementos

ii) Cada elemento de X pertence a r blocos.

iii) Cada subconjunto de X com 2 elementos é contido em

X blocos

$ão pz'op? idades de zim bZooo pl'oletado com parame

tios (b,v,k,r,X) que bk=vr e r(k-l) :XCv-l).

Um bloco proje.todo é 8 mátr co se b :v e, em consÊ.

quência, k =r; dizemos que um bloco projetado simétrico tem

pa2''âme t;pos ro, k, X) .
- 121



122

Um bloco projetado simétrico é chamado bloco eíeZÉ

eo se existe permutação Q do conjunto X (de elementos que
constituem o bloco cíclico) que é cíclica e tal que n para

o bloco cz'clico (induzida por Q para X) também é cz'élica,

ou seja S2 é permutação cz+clica do conjunto X e do bloco cí-

clico tal que se Q(x) =x', x,x'eX, e Q(Y) =Y', Y,Y' blocos,

então, xGY se e somente se x'eY'

Um c?onJ'zint;o de difez'ençao com pczrãmetpos ru,k,À.l é

um conjunto com k elementos. subconjunto de um conjunta

X:lx0'xl'''.xv-l}, de cardinalidade v, tal que, para cada

deNv-l-:{0}.existem x pares ordenados (xi'xj) tais que i-j
= d (mod v).

A.2 - EQUIVALENCIAS

Os teoremas A.2.1 e A.2.2 mostram equivalências e2.
tre os conceitos decomposição cíclica de grato completo em

grifos completos (veja Definição 3.7.3.3) e bloco cíclico
com X = 1 e entre os concei.tos p-numeração de grato completo

e conjunto de di.ferenças com X = l

TEOREMA A.2.1-Existe uma decomposição cíclica de un grato

completo com 2(K)+l vértices em grifos isomol

fos a um grato completo com k verti.ces se e somente se exiâ
te bloco cíclico com parâmetros (v : 2(K)+l, k, X : l)
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PROVA

a) Por hi.p6tese existe decomposição cíclica de G, com-

pleto com 2(;)+1 vértices. em F (cujos elementos são
gratos completos com k vértices); seja {u0' Ule '

u2(k)} uma ordenação conveniente dos vértices de G.

Seja g:VG --+ N2rk) a função tal que g(ui) : i, i-0,1,
...2(k) ; é evidente que g é bijeção. Seja F' a famí-
lia de todos os conjuntos, subconjuntos de VG, tais

que cada um é conjunto de vértices de G', G'eF. Seja

g' a função que tem por domz'nio F' e tal que g'({ui.,

ui2'' ' 'uik}) 'tg(uíl)'g(ui2) '' ''g(uik)} : {i142,' ''ik} ;
sendo G a imagem de g' , é evidente que g':F' --+ G e
bijeção(veja Proposição 4.4.5)
Ê fácil verificar que a famíli.a G é um bloco com pa

râmetros (v: 2(k)+l.,k,X=1); basta veria.car as pro'

priedades seguintes

al) X :N2(k) (imagem de g) tem 2(k)+l elementos; de fa-
to, G tem 2(;)+1 vértices.

a2) G tem 2(})+1 elementos; de fato lrl =2(;)+1 (veja
Proposição 4.4.4)

a3) Cada elemento da famx'lia G tem k elementos,de fato,
cada GeeF tem k vértices.

a4) Cada elemento xGX (veja al)) comparece k vezes emG;
de fato, cada vértice de G pertence a exatamente k
abafos an F (ve:ja Proposi.ção 3.6.3.8)
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a5) Cada subconjunto de X (veja al)) com 2 elementos e
conta.do num único elemento de Cj de fato, para cada
doi.s vértices distintos u,v em G existe um unzco grg.

fo G' em F tal que u,veVG' (veja .Proposição 4.4.3)

a6) Q:XuG -.-..- XuG tal que Q(x) :x+l (mod 2(2)+1) ,para tg

do x em X (veja al)) e Q({ui.t,ui2''''uik} : {Q(il),

Q(i2).'''a(ik)}, para todo {uit'ui2''''ui.k} em G' ê
permutação cíclica para X e G; de fato, hl (isomol
fisco cíclico) é permutação cíclica dos grafos G'em

F

b) Por hipótese existe bloco cíclico com parâmetros

(v= 2(i5)+l,k,x:i). Notemos que g,g' (definidasen a))

são bijeções; deixamos ao leitor a construção de F a

pa.rtir de G(bloco cíclico) e a verificação das reco
procas das propriedades al) ,a2) ,a3) ,a4) ,a5) ,a6) . []

TEOREbIA A.2.2 - Existe p-nuneração para um grafo completa

com k vértices se e somente se existe con-

junto de diferenças com parâmetros (v : 2(K)+l,k,À:l)

PROVA

a) Por hipótese existe p-numeração,(fVG'fEG), para um

grafo completo G com k vértices, uj.I'ui2''''uik'tais

que {VG(ui:) : ij, l <j <k. Pela definição da p-nume-

ração (e lembremos também que G tem (2) arestas eque
se n,m,v são tais que 0 (n <n<v então n-m =v-(m-n)



12S

(nodv)) ij, l<j<k, étal que 0€ijç2(K) e então
o conjunto {uj ,uj '.'.ui::}, VG, é um conjunto de dl.

l 'Z l( l,

ferenças com parâmetros (v : 2(2)+l,k,X:l)

b) Por hipótese existe um conjunto das diferenças can p2

râmetros (v: 2(k)+l,k,À=1); seja {ui] ,uj.2'''' ]\) tal
conjunto. Considerado-lo como VG de um grato G com-

pleto cam k vértices; definimos a função fVG:VG -'''-b N

por fVG(ui:) -ij' l<j ek. Pelas defina.ções de con-
junto de diferenças com À :l e p-numeração (e lembre

mos também que G tem 2(2) arestas e que se n,m,v sao
tais que 0<n<m<v então n-m=v-(n-n) (mod v) temos

que (fVG.fEG) é uma p-numeração para G. []
Nos teoremas A.2.1 e A.2.2 razão para a restri.ção

de À a l é evidente; razão pata a restrição de v a 2(2)+lW.
de ser vista tanto como consequênci.a da propriedade k(k-l):

B X(v-l) , sendo 1 = 1, em A..2.1 e da def.inição decodjunto de
diferenças sendo X =1, em A.2..2 como de ser decomposição em

grafos completos em A.2.1 e de ser p-numeração de grato co0.
1.-+. .,.. A 0 9 ac +'aa«a«,ac A 9 1 a A.2.2 'Foram enunciadospleto em A

por nos.

Uma consequência dos teoremas A.2.1, A.2.2 e TeorÊ.

ma 3.6.3.4 (de Rosa) é a equivalência entre blocos cíclicos

com parâmetros (v:2(k)+l,k.X:l) e conjuntos de diferenças

com parâmetros (v : 2(K)+l,k.À=1). Na verdade esta equivalê2.
cia é verdadeira para À qua]quer (veja [HL])
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A.3 - TEOREMA DE $ 1 }IGER

Antes de enunciar o teorema de Singer vamos enun-
ciar alguns resultados da Álgebra (lenas A.3.1,A.3.2,A.3.3)
que são necessários para a prova deste teorema. Provas para

os [emas A.3.1,A.3.2,A.3.3 são encontrados emEDE]

LEMA A.3.1 - Para todo pJ ,p número primo e j número natural,

existe, sob i.somorfismo, um único corpo finito

com pJ elementos; este corpo é denotado por GFrpJ; (''Galois

Field'' com pJ elementos). Dado um polínâmio f, qualquer de

grau n irredutível sobre p] , GF(pm), m= jn, pode ser repõe'

sentado pela classe de resíduos módulo f

LEMA A.3.2 - Os pm-l elementos di.stintos de zero de GF(pm)

formam um grupo cz+clico sob multiplicação; seu

gerador é chamado ]''aÍz pz'imit;ioa de CZ'rp"'J

LEMA A.3.3 - Os subcorpos de GF(pm) são os corpos GF(pJ)

tais que j divã.de m; para cada j , divisordem,

exi.ste um Único CF(pj), subcorpo de GF(pm); GF(pj) consiste

dos elementos zeGF(pm) tais que zPJ=z. Se x é raiz primiti-

v.a de GF(p"') então, para todo j divisor de m, existe polinÊ
mio f, degraum/j irredutz'vel sobre GF(pJ),tal que f(x):0

Antes ainda de enunciar o teorema de Singer vamos

defi.nir alguns conceitos da Geometria Projetiva (recomenda-

mos ao feitor a ]eitura de [Blçl])e enunciar um Lema (A.3.4)
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decorrente destes conceitos

Geometria Projetiva é um capa'tulo sobre Espaços Vg

toro.ais. Na Geometria Projetiva certos conceitos sobre Esp&
ços Vetoriais são destacados e redefinidos; a Indefinição de

concei.tos é conveniente sob aspecto formal, como por exem-

plo, podemos dizer ''Numa Geometria Projetiva sobre corpo fi
Rito o número de pontos é igual ao número de hiperplanos.'',

o que é usado no teorema de Singer: um espaço proleteoo tem

dimensão n se e somente se é um espaço vetorial de dimensão

n+l. Um ponto é um espaço prometi.vo de dimensão zero (ou SÊ.
ja espaço vetori.al de dimensão um). Um hiperplano de um es-

paço projetivo de dimensão n é um seu subespaçopxojetivo de

dimensão n-l (ou seja um subespaço vetorial de dimensão n

num espaço vetorial de dimensão n+l)

São propr edadea de aspas?oo p2'0letÍoos que cada un!

dos seus pontos determina um seu hiperplano projetivoe doi.s

pontos di.stintos determinam hiperplanos distintos e que a i2:

tersecção de doi.s hiperplanos projetivos é um hiperplano plg.

jetivo de dimensão menos dois que a dimensão do espaço.

LEbÍA A.3.4 - Seja PG(n,GFCpJ)) um espaço projetivo de dime2.

são n sobre GF(pJ) (corpo finito com pJ elemeg.

tos). Sendo X o conjunto de pontos de PG(n,GF(pJ)), a fami+-

lia de hiperplan.os de PGCn,GF(pJ)) é um bloco projetado si-
métrico com parâmetros ((pi(n+l).l)/(pj.l) ,(pjn.l)/(pj.l) ,
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(Pj (n-l) .l)/ (Pj .l) )

PROVA Basta verificar, .usando as propriedades de espaços
projeti.vos, as propriedades seguintes

X tem(pj(n+l).l)/(pj-l) elementos.
A fama'li.a de hiperplanos de PG(n,GF(pJ)) tem IXI e-
leiaentos.

Cada hiperplano em PG(n,GF(pJ)) tem (pJn-l)/(pJ -l)

elementos.

Cada elemento de X comparece em (pJn-l) /(PJ-l) hi-

perplanos. Este fato pode ser visto como sequência

de que se num bloco projetado com parâmetros (b, v,

k, r, X) (note a regularidade do espaço), b e v são
iguais (veja i) e ii)) então k e r são também igmis.

Cada subconjunto de X com 2 elementos é contido em

(pj(n-l).ly/pj.l) hiperplanos. Este fato pode ser

visto como consequência de que num bloco projetado

simétrico com parâmetros (v,k,À) (veja i) e i.i) eng

te a regularidade de espaço) X = (kz-k)Áv-l); de fa-

to, por i.) e ii) , neste caso particular temos v-l =

= pjk e portanto X = (k-l)/pj . À é também onúmro de

pontos na intersecção de dois hiperplanos de
PG(n.GF(pJ))

i)
ii)

i.ii)

iv)

v)

O teorema seguinte é devido a Singer. Para a con-
preensão do teorema de Singer são ainda necessários alguns
resultados da Ãlgebra Linear e da Teoria dos Grupos.
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TEORE)ÍA A.3.5 - Seja PG(n,GF(pJ)) um espaço projetivo de d.}

pensão n .sobre GF(pJ) (corpo finito com pJ
elementos). Sendo X o conjunto dos pontos de PG(n,GF(pJ)) ,a

família de hiperplanos de PG(n,GF(pj)) é um bloco ci'clico

com parâmetros ((pj(n+l) .l)/(Pj - l), (Pjn . l)/(Pj .- l),

(Pj (n-l) . l)/CPj .l))

PROVA - Pelo Lema A.3.4, sabemos que tal famz'li.a é um bloco

projetado sinétri.co. Basta. então, mostrar o seguir
te.

a) Existe permutação cz'dica Q para X

b) Q, permutação cz'c].ica para X, induz permutação cz+cli.
ca para a famÍli.a de hi.perplanos

a) Seja x a raiz pri.motiva de GF(pj(n+l)) (veja Lema

A.3.2). Pelo Lema A.3.3, exi.ste polinõmi.o fCy)=yn+l+
+cny"+...cly'bc0' de grau n+l .i.rredutível sobre
GF(pJ), tal que f(x) n 0. Temos então

(1) xn+l = -c0-clx''.-cnxn

e portanto

xz = a0+alx+ ateGF(pJ) , iCb{

Isto estabelece uma correspondência biunz+voca entre

os xz, 0< i <pj(b+l).2 e os velares (aO,al'...an)nã)
nulos sobre GF(pJ).
Sendo v=(pj(n+l).l)/(pj.1) , 0,1,xv,...x(pJ-2)v são



130

as pj soluções de zPj :z e então, pelo Lema A.3.3,são

o subcorpo Gr(pj) de GF(pj(n+l)). Então xi: xj cor.
respondem ao mesmo ponto de PG(n,GF(pJ)) se e somen-
te se i = j (mod v).

Definindo Q:GF(pj (n+l)) -.-- GF(pj(n+l)) por

(1 1 1) n(o) = o

Q(x:) ieN,

e ].evando em conta a correspondência entre as xz e os

vetores e a correspon.dência para mesmos pontos de
PG(n.GFCpJ)) temos que Q é permutação de X

b) Seja Q como definida em a). Vamos mostrar o seguinte

bl) A indução de Q sobre os hiperplanos é uma permutação
dos hiperplanos.

b2) A indução de Q sobre os hiperplanos é uma permuta-
ção ci+cli.ca dos hiperplanos.

b3) Por (1) , (11) , (111) temos.

(lv) nC (aO 'al ' . . .an) ) ( -anca , aO -anca ' an.l-ancn)

Se u0'ul''..ut' 1< t< n, são. t+l velares i.ndependeg

tes em PG(n,GF(pJ)) então (observe (IV)) Q©n),n(ul),
..Q(ut) são também t+l vetores independentes em

PG(n,GF(pj)) . Além disso, para bO,bl'...btan Gr(pj)
temos
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í2 (bouo +blul+ blue) boç2 (uo) +blç2 (ul) + btç2(ut)

Então Q permuta subespaços de dimensão t em subespa-

ços de di.pensão t. E o resultado segue.

b2) Seja j tal que QJ permuta os pontos de um hi.perplano;

então aJ é o produto de ciclos de comprilRento t onde

t divide k (note que Q(xl) =xl+l). Como Qv (v número

de hiperplanos em PG(n,GF(pJ))) é a i.dentidade então
t também divide v. Como v e k (k número de pontos em

cada hiperplano) são relativamente primos (de fato

v-plk = 1) e t divide ao mesmo tempo v e k, então t é
igual a um. Então j = v. O

Na prova do Teorema A.3.5 notamos que nãopaece ne
cessãria airtedutibili.dade de f(x) , de fato só .usamos a irás

duti.bi.cidade de f(x) para garantir cO diferente de zero que
é necessário na parte b) para a independência dos vetores

Q(uO) .n(ul) ,...Q(ut). No entanto a irredutibilidade 'ie f(x)
é necessária jã que é consequência da prova; este resultado

segue da observação de que os po]inõmios yz, Oei<pj(n'bl).].
são representantes dos resíduos não nulos módulo f. Canclul

mbs desta nossa obsewação que se f(y) e yn'i+Cnyn+. . .+ Cly +c0'

de grau n+l sobre GF(pJ), é tal que cO #O e f(x) :0, onde x
é raiz primitiva de GF(pj(n+l)) então f ó irredutível sobre
GF(pJ)

O corolário seguinte é obtido do Teorema A.3.5 por
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fazer À =1, e em consequência n =2

COROLÁRIO A.3.6 - Para todo pJ , p primo e j natural, existe

b[oco cz'c].ico com parâmetros (v = 2(;) + 1,
k, À=1) , onde k = pJ+l.

O exemplo seguinte ilustra a construção de um blo-

co cíclico, baseada no teorema de Singer. De fato, para tal

construção é sufici.ente que conheçamos os necessários poli-

nõmios e raiz primitiva

EXE'blPLO A.3.7

Sabemos que g(x) = x'+xs+x3+xz+l é i.rredutÍvel so-

bre GF(2) e concluímos que x é uma rai.z primitiva de GF(26);

sabemos então que os elententos de GF(2t) são 0,1,xzi x4' -ou

0,1,w,w+l, onde wz+w+1 = 0. E sabemos também que f(y) = y9 +

+ wya + wy + w é irredutx'vel sobre GF(2z) e f(x) = 0

Pelos dados apresentados acima podemos calcular o

bloco cíclico com parânetros (p2j+pj+l, pj+l,l), para pj -
= 22 Cnote que n = 2). Para isto basta determi.nar uln dos hi-

perplanos Cblocos) que (veja teoremas A.2.1,A.2.2 e3.6.3.4)
é uln conjunto de diferenças com parâmetros (21, 5, 1)

Temos xz = s;+tlx+u;xz, ieN.

Para determi.nar um dos hi.perplanos basta encontrar

os x', 0 ç i < 21,. tais que u.i = 0

Sabemos que uO : ul : 0 e que u2
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Pela relação xa wxz + wx + w temos

un+3 ' Wun+2 + wun.}l n€N

Usando também a relação wz =w+l, obtemos xe,xi,x6,

os e].eventos procurados

Representamos o hiperp]ano por {0, 1, 6, 8, 18]

O conteúdo das parte:s A.]. e A.3 desta secção é en-
contrada em tHL]
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A

ÂPENDICE B

MAIS ALGUMAS CLASSES DE GRAFOS B-NUMERÃVEIS

B . l CONSTRUÇÃO DOS C4HIL .!Ç.Q

Vamos definir aqui uma classe de arvores que é sub.
c[asse da c].asse de Stanton

Denotamos por G a classe de arvores tal (lue unia ãl

vote G pertence a G.se e somente se existe um vértice vGVG

tal que todos os ramos de v en\ G são arcos ,isomorfos

O resultado do teorema seguinte jã foi provado em

4.2.3.1 mas a B-numeração aqui apresentada é distinta daqui
J.a.+

TEOREMA B.l.l - Toda arvore G em G é B-numerãvel.

PROVA - Seja G uma arvore em G e seja v um vértice de G que

tem m ráDIos rl't2,' ''rn' todos arcos de comprimento

n. Seja VG = {v0,üt''''vIEGl} o conjunto de vértices de G ol
denados segundo as regras segui.ntes.

-134'
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a) V

b) Sejam i,j tais que i#n#j, 0 sis IEGI,viGrk' vjert
Então k< Z ou k= Z, k é par, dist(v.i,v)<dist(v.i,v) au
k = 1, k é impar, distCv.i .v) >dist(v.i,v)

De:fi.nimos a função fVG:VG "--b N por

fi./2 se i é par

elEGI - (i-1)/2 se i é impar

n

fVG ( v j. )

É evidente que fVG é injetora em NJECI

Então paraque(fVG,fEG) seja uma B-numeração para Gé

suficiente que fEG seja injetora em NIECl-10}. Que a imagem

de fEG esta contida em NIEGl-t0} é evidente pela observação
feita para fVG' Sejam GI'G2,...Gm os m subgrafos de G tais

que Gl:rl' G2'r2 e, para l sisa, Gi=rj.-te}. e aresta de
Gj. com ponta v. É fácil verificar as propriedades seguintes

i) Se i<j então, para quaisquer arestas eeG;,
fEG(e) > fEG(e').

ii) Para todo i, is ism, para duas quaisquer arestas

e, e' de Gi' fEG(e) # fEG(e').

ii.i) Se ee.U.Gi então fEG(e) pnk,; l<k ç (m-2).

iv) Se e é a aresta de rj . 3 <i<in, que tem ponta v, e2:

tão fEG(e) -n(i.-1)/2 se ié ampare fEG(e) :n(m-i/2)
se l e par. []

O exemplo que segue ilustra a construção do Teore-

m
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ma B.l.l

EXE}WLO B . 1 . 2

60 4 18 19

157 l3

139 5 20Í7

12 8 16 4 Q

CONSTRUÇÃO DE GABOW [GA]

A classe de arvores aqui apresentada foi chamada

por Gabow, de Fibonacci.

Denotanos por F3' F4' F5 os grafos B-numefáveis sg

guintes, com vértices, vF,, vF., vF' 3 * 4 ' 5

:/"''
F3 F4

Seja G um arco com verti.ces, u,v,w, sendo u,w vér-

tices terminais. Denotamos por F. , nz 6, o grifo união dos
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gratos G, Fn-l' Fn-2' por identi.fixação de vértices segundo

(u, vF .), (w, vF .); chamamos vF o vértice v de G, nag'n-l 'n-2 'n
dão. O grato seguinte é F6'

É interessante observar que Fn tem sn-l vértices,

ande Sn é o nç termo da sequência de Finobacci.

É interessante observar também uma outra forma de

ver Fn; ela nos seta Útil no próximo teorema. Seja G o gri-
fo segui.nte

Fn' nz 6 é o grafo união dos gratos G, ri.2'
F:.2(FI.2, FO.2 i.somorfos a Fn-2), Fn-3' obtido por identi-

ficação de vértices segundo (d, vFn.2) ,(e, vFn.3) '(C'vFn.2)

Antes ainda de enunciar o teorema desta secção va-

mos observar que uma alteração na construção de Stanton-ZarB:
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ke(veja Lema 4.2.3.1.1), quanto ãs (f(i,r,v)VG(i).

f(i.,r,v)EG(i)), por substituir IVUI, na definição das
f(i.,r,v)VU(i) , por k, kz IVUI , conserva as propriedades a),
b), c), d) ,e) do Lema 4.2.3.1.1, sendo que agora é necessá-
rio redefinir o limit

qual a kCr-l)+IEUI

TEOREMA B.2.1 - Existe B-numeração para Fn' nz 3, tal que
v. é numerado zero.

PROVA - Vamos usar a indução sobre n

BASE -.Se n= 3, 4, S jã vimos que o resultado é verdadeiro

PASSO DA INDUÇÃO - Suponhamos o resultado verdadeiropnna tg

do Fk, k<n. Consideremos então Fn' nz 6. Pela Últi-
ma forma de ver F. apresentada, consideremos o grifo
G com vértices a, b., c, d, e e os grafos F;.2'Fn-2'

Fn-3 que, pela hipótese da indução, possuem .B-numero

iões tais que, respectivamente, vFI.2'vF0.2'vFn.3são
numerados zero; C,Pi.Z'Po-Z'Pn-S são subgrafos de Fn'
Vamos apresentar uma construção que, veremos, e uma

B-numeração para Fn tal que vF. é numerado zero.

Definimos a função fVF.:VFn -"-' fí por a) , b) ,c) que
seguem, onde s.i deve ser entendido como o iP termo da se-
quênci.a de Fibonacci

a) fVF (a)

a) c) ou !parae superior )

n

s -2n
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fVF. (b)

fV'F (c)

fVF (d) : sn-l-l-' n " A'

fVFn(e) : Sn-l-2.

b) Seja uma B-numeração para Fn.2 tal que UFn.2 é nome'
Fado zero. Sejam os valores de fVF para os verti.ces
de Pi.2, FO.2 definidos conforme comentãri.o que an-

tecede o enunciado deste teorenta, para k : Sn.l - l;

k > IVFn-21 porque sn.l > sn.2'

sn.2'l

0

c) Seja (fVFn.3'fEFn.3) u)na B-numeração para Fn-3 tal

vFn-3 é numerado zero. Seja, então. fVFn(v)
' Sn-l - 2 - fVFn.3(v) , veVFn-3'
(Lembre-se que sn-l > sn-3)

Então, para verificar que (fVF. ,f F ) é uma B-nuns''n 'n

ração para Fn tal que VFn é numerado sn-2 (vmax. fVF.n(v))
basta verá.ficar a$ observações a') ,b') ,c') que seguem.

a') As arestas de G são numeradas sn-2, sn-l-l, Sn.3'
Sn.3'l. (Para os vértices de G, veja a).)

b') Os vét'vices de F:.2, Fn-2 são numerados pelos ele-

mentos dos conjuntos Nsn-2 1-l+i,ieNsn-2-2l;
as arestas de F;.2,Fn-2 são numeradas pecos e].emen-

tas dos conjuntos {sn-l-l+i,j.eNsn-2-2'{0}},
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{sn-l-l-i, iCNs::.2-2'{0}}

c') Os vértices de Fn.3 são numerados pelos elementos do
conjunto Nsn-l-2 ' Nsn-2-1; as arestas de Fn-3 são

numeradas pelos elementos do conjunto Nsn-3-2 ' {0}
(este resultado segue da combinação do Teorema 13.2.1

com o efeito da soma de uma constante aos números

dos vértices)

Por fim

VF. ,fEF )
n

2 .1

basta aplicar o Teorema 3.2.1 ã B-nuntera

Dçao

exemplo que segue ilustra a construção do Teore
ma :B

EXEblPLO B.2.2

9 v F
7

Z !

5 2 !

B.3 - A CONSTRUÇ.AO DE GOLOMB [Gll

Denotainos por G., n z 2, o grato com n+l verti.ces
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vO,vl''''v): e arestas(v0'vi), 0 «isn, (Vn'vi.), 0 « i' n,
(vi'vi+l) , 0 < i < n-l

TEOREbÍA B.3.1 - Gn' n) 2, é B-numerãvel

Vamos definir uma B-numeração para Gn; deixamos ao
].eitor a sua verificação

PROVA

0 se i. = 0

3(i-1)/2+1 se ié impar e diferente de n

3(n-l-i/2)+1 se í é par e diferente de 0 e n
3(n-l) se i= n []

fVG(vi)

O exemplo que segue ilustra a construção do Teore
ma B.3.1

EXEMPLO B.3.2

:'t».
G2
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ÍNDICE DE DEFINIÇÕES

arco
-- comprimento de .

-- denotação admiss Íve].
-- erva lvído .

arvore(9) .

centro de.
diâmetro de .

homeomo t f a $ .

r amo s d e

b],o co
c'xclico.
proj atado.
-- $ imetrico .

circuito
-- comprimento de

conjunto
de diferenças
Im(f). . .

N.
N . . . . .. ' .

Profundidade DG(.v)
S (G)e '
v.( 2)

]rimento de . . . . . . . - . ' . .

10

10
6 7

10
9

10

10
11
11

4

G( Í. ,j ,k)

nto de . . . .

lc.oe B + + + B

c)B + 9 + P + e

d.ee o + e e

e . . . . . . .

122
121

121

9

9

: DG (v) . . . .

122

13
13

13

2 7

64
6

-1
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corpo GF (pJ) . .

-- raiz primitiva de .
espaço projetívó
estrela. .

grau Q (s) . . .

ares ta($) de .
comprimento de
incide em vér vice
numeração de
ponta de
terminal

base de .

bípartido.
-- comp feto
caminho. .

-- comp Cimento de

co-fronteira
completo
componente
conexo

decomposição cíclica
de Eu].er

Ge (j )

inters ecç ao
í s omo rf í $mo

-- cÍ clico
i s omo ff os
nulo
numeração de

6

126
1 26

1 27

10

6

6

41

6

14

6

7

9

11

11
8

8

8

12
8

8

40

9

64

7

8

40

8

6

14
15

19
15

15

111
11 1

de

partição induzida por
va].o r mé di o de

B

entendida
Õtíma
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1 7

15

15

15

15

15

1 7
15

15

6

7

52
7

7

6

7

8

7

27

27
27

7

numerãve!
G -

T

P

a-
idem de . . .

egulat de grau n.
G (r ,8) .

dão de . . . . .

por identí.ficaçao
értíce(8) . .

adjacentes .

diatincia entre.
grau de. . .

profundidade
pos Íti'

-- negati
terminal

nutuero
max.

lxl
1*1
Ld

TT'representação.
sequencta

derivada SDn-l
de Fibanacci

de

13

1 3

11 1

13

13

13

1 7

113
1 2
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-- diferença G-E'G. . . . . .

-- induzido por vértices. . .
subgrafo (s) . .

-- S NE n ' . . . . ' ' ' ' ' '. ' . ....l
-- S NE + . . . . . . l

n n n==bn- l
. (i,j )

n
SNE

SNE+

subgrafa (s)
induzido por vértices
diferença G-E'G.

13

112
11 3

7

8

8


