EFEITOS DE UMA FORCA ESCRAVA
EM UM
PENDULO  DUPLO

GREGORIO MARANGUAPE DA CUNHA

TESE  APRESENTADA
hO
INSTITUTO DE MATEMATICA FE BSTATISTICA
DA
UNTVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA OBTENGCAO 1O GRAU DE DOUTOR
EM
MATEMATICA APLICADA
a

ORTEN'TADOR: Prnojf, Pun. Leon Rogue Sinay

- EA0Q PAULO, JULHO DE 1982 -



Dedico a paciéncda de

Adilina

Juliana

Rodnigo
e

Tiago



AGRADECIMENTOS

Ao Prof. Dn. Leon Roque Sinay pefo problema proposto
e pela sua valiosa onientacdo e .incentivos neceb.idos durante a

elaboragao deste trabalho.

Aos colegas e a dinegdo do Laborationio de Compus o
CLentifica do CNPq, pela simpatia, ambiencia e pbé@tiuidade que
me dedicaram pelo espace de Lempo que precisded pana concluirn es-

ta dissentacao.

b
>

Ao Prof. Dr. Anicnio Gervasio Colanes por seus cons-

tantes estimulos a mim dedicados e efo sew Ldeal.ismo ‘unto ao
)

Deparntamento de Matematica da UFECe.

Aos Profs. Das. Waldyn Muniz 0Liva, Alciledia  Augusto
Homem de Melo, Angelo Baroue Neto, Mario Barone Junior e ELuiq
Mureb Sallum, pela salutar convivincia que manftivemos durante md-
nha estada no IMEUSP o pefas atencoes dispensadas a exposLooes

de topicos do presente trabalho.



ABSTRACT

The goal of this thesis is to develop analyticn
techniques for detecting effects of the turbulent boundary laver
on an elastic plate immersed in a rapidly flowing fluid. Thus we
study a mathematical model of a two-degree-of-freedon non conser-
vative mechanical system subjected to a follower force A, to a
small perturbation, §F (t), periodic in time, and to a damp-
ing force. This system is intended to be a model of the panel flutter.

The force A being constant in the time,
presents the dynamic pressure of the fluid on the plate, the small
perturbation periodic, simulates the fluctuations of the turbu-

lent boundary layer, and a damping force B representing damp-

ing action of the fluid on the plate.

To 1ilustrate the importance of the study of non

tenservative systems, we notice their presence in examples conec

ted with the vibration of the surface of modern aircrafts empha-

zising the problem of the stability of equilibriumconfigur :ons,

We begin by analyzing the problem § = 0 i.e

-

ignoring the effects of turbulent disturbance. This gives a bi -
furcation problem for the equilibrioum configurations XO(A]‘ We

solve this problem and elucidate its mathematical structure, de-

terminating the modes of bifurcatiaon.



In the sequel we will consider &6 # 0 with
|6| << 1. The questlion becomes a singular perturbation of a
bifurcation. The method of matched asymptotic expansions are
developed and used to analyse perturbations of bifurcations.
The qualitative properties of the response enable us toconcluds
that there exists a smooth transition from the basic states 3 f

equilibrium to the fluttering states or bifurcated states.
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INTRODUGAO

A flexao de uma barra esbelta devido a uma carga com
pressiva constitui talvez um dos exemplos mais simples e de fé
cil verificagdo do fendmeno da bifurcacio. Este exemplo foi ana
lizado por Euler, Bernoulli e Lagrange.

Bifurcagao, ou ramificacgdc de solugoes € um fato pre
sente de significativa importancia em muitos problemas néo~ling
ares de estabillidade. Em estabilidade elastica , bifurcacgao
chamada de flexdo e em estabilidade hidrodinamica, bifurcacgdes
sao chamadas de transicgaes.

0 fenomeno da bifurcacdo para nds peste trabalho nao
fol um fim, mas um meio de se aproximar de um problema um = 5]
mals complexa, um problema com perturbagao singular de bifurca-
¢ao. A solugao deste, acrsditamos ser uma pequena contribuigao
para um dos ramos de pesquisa em dinamica dos fluidos que tem
sido intensamente estudado nos Gltimos vinte anos, a "Aero - -
ticidade de Placas”. Dentro desse objetivo esta o caso denomina
do de "Panel Flutter”, na literatura na lingua inglesa.

Sendo mals fiel ao interésse deste trabalho, Panel
Flutter € o fenomeno causado em uma placa elastica

quando um

fluido escoa sobre sua superficie a velocidades bastante elevadas.



Para simular uma situagao como essa, cansidera-se um
modelo matamatico representando um sistema mecanico sujeito a
uma forga escrava, que segundo Bolotin [:3] , €elae uma forga
nao-canservativa. Exemplos de tais sistemas mecanicos, incluem
perfis de asas de aviao em uma corrente de ar, escoamento de
fluidos em tubos flexiveis, descargas de foguetes, etc.Para ilus-
trar a importancia do estudo de sistemas nao-conservativos, re-
lembramos a sua presenga em exemplos ligados com a vibracado da
superficie de modernas aeronaves, prestando especial atencdo ao
problema da estabilidade das configuragoes de equilibrio.

Um fato experimental € de bom alvitre para elucidar

mals sobre o assunto. Colocas-se uma placa de pouca espessura em

um tinel de vento no gual um fluxo paralelo a superficie do pla-
ca @ mantido a um ndmero de Mach maior que um. Se a pressaon 2

do fluido é pequena, observa-se que & placa executa uma oscila

gao aleatéria respondendo as flutuagbes de pressan da Turbulen-

ta Camada Limite (T7.C.L.). Mas quando P cresce além de um va

lor eritico P,. as oscilagoes vém a ser quase senoidais com am

plitudes relativamente grandes camparadas com a espessura da

placa. Para valores de P em uma vizinhanga de Pc‘ o ' wimen-

to da placa perturba o fluxoe, introduzindo flutuagoes du pres-

S@a que por sua vez afeta o movimento da placa. Esta realime. . g

gao da pressdo da T.C.L. sobre a placa 6 a respansavel funda-

mental pela a instabilidads dindmica "Flutterc”. [:17:

Mesmo quando a amplitude das oscilagoes sustentadas

resultantes devido ao "Flubtter” nao sejam grandes, (pode ocorrer



em alguns casos a destruigao do gsistema pode ocorrer devido a
fadiga.

Flutter e um exemplo especifico de instabilidade de
sistemas mecanicos devido a agao de forcas ndo conservativas,

Os modelos classicos ignoravam as flutuagoes de pre-
sao da T.C.L. e quaisquer outras interferencias. 0 problema era
entao analizado como de Flutter puro, Devido a complexidade gue
um problema do género apresenta para sua abordagem, na maioria
dos casos tem-se utilizado computagado numerica [17]. Os resul
tados destes calculos sugeriram que um problema de Flutter pu-
ro, podia ser caracterizado como um problema de bifurcagao.

Para tratar matematicamente um problema gue se supae
ser de bifurcagao, um pardmetro A de valor real ou vetorial de

ve ser distinguido & uma solucgéo XO(A) deve ser conhecida para

todo A. Esta solugado é chamada de solugdo basica de equilibrio
ou estado de equilibrio. Se em guelquer vizinhanga de X = AC
existir outra solugdo X()) # XD(A] e tal que X(A) ——> XO(A)

quando A ——>~AC, diz-se entao que se tem um problema de bifur-
cagao. 0 parametro A sera entao chamado de parametro de bifur

cagdo e [XD[AC],AC], ponto de bifurcacao.

Para os problemas de Aercelasticidade a que estamos
nos referindo, o parametro A de bifurcagdo simula a pressdao di
namica sobre a placa. S8 se desprezassem as flutuagoes de pres
sado da T.C.L., a existéncia de uma bifurcagao significa umatran-
sigao brusca do estado hasico de equilibrio ao estado bifurca-

do em A = X\ .,
c



Essas transigoes bruscas ndo acontecem na pratica [l?j e [18].
Portanto ha necessidade de se tentar fazer modificagdes dos mo-
delos matematicos classicos de”PANEL FLUTTER".

Varias incursées tém sido feitas no sentido de con-
tribuir para a solugao do "Panel Flutter"”, agora considerado co
mo uma perturbagado do Flutter puro, isto &, a T.C.L. & a per r
bagao. Mas estas investidas sempre foram acompanhadas de met.. -,
numericos [5].Pelo tratamento numérico, torna-se dificil visu
alizar a estrutura matematica das solugoes, como também sua de-
pendencia fisica e geométrica dos parametros do fluxo ado proble
mé .

Diante o exposto acima, tentamos neste trabalho de-
senvolver algumas tacnicas analiticas para investigaros efeito
da T.C.L. em placas elasticas quando submetidas a um escoamento
de flufdo sobre sua superficie.

Estudos anteriores que nao consideravam os efeitos da
T.C.L. estdo nos trabalhos de Bolotin,Non-Conservative Problem
of the Theory of Elastic Stability, G. Herrmann, Dynamics and
Stability of Mechanical System with Folower Forces, H.

Ziegler,

Principles of Structural Stability.

0 modelo matematice do nosso problema, esta aprs - on

tado no CAP.I pelas equagdes (1.2) com ilustrageao na figura

1. As solugdes de equilfbries X. , sao determinadas na

0 segao

1.2
No capitulo II tratamos de uma maneira geral o pro-

blema da bifurcacgao, onde tanto o parametro A e as solugoes



procuradas estao em espagos de Banach quaisquer.Neste contexto,

o

damos na segao 2.2, o teorema da bifurcagao sem demonstracgao.
Na segao 2.3 apresenta-se o método da perturbagao de Poincare
Lindstedt, o que tem por objetivo exibir solugoes aproximadas
de bifurcagao. Para isso fuoz-se conveniente considerar espagos de
Banach que fossem hilbertianos. Ao final deste capitulo citamos
também sem demonstragdo o teorema da bifurcagao de Hofp cuja fi
nalidade e investigar localmente a existéncia de um ramc de so-
lugoes periddicas que se bifurcam dos estados basicos - rquili
brio.

0 CAP.III trata o problema proposto no CAP.I, como
flutter puro, isto €, trata-o como um problema de bifurcag -,
desprezando portanto os efeitos da perturbagao §F(t) a ;=1
simula a T.C.L. Neste capfitulo, determina-se as solugoes de bi-

furcagao, exibindo a sua estrutura matematica como aplicacgao in

tegral da teoria do CAP. II.

No CAP. IV desenvolve-se genericamente uma teoria

com vistas a investigar analiticamente um problema perturbado

modelado por um sistema nao linear de duas equagoes diferenci -

ais ordinarias de segunda ordem. Este capitulo se serve de modo

substancial do CAP. II para desenvolver a teoria nele apr:ien

tado, pois muitas das condigoes exigidas dizem respeito ao pro-

blema de bifurcacao. Em sintese, o problema perturbado é o pro-

blema bifurcado com perturbagdo. Este capitulo € o alvo central

deste trabalho porque as raesultados nele contidos nos fornecem

condigoes suficientas para deduzir Propriedades analiticas do



problema apresentado no CAP. I.

Finalmente o CAP.V d3 a solugao do problema pertur-
bado (1.2) como aplicagédo natural da teoria desenvolvida no
CAP.TIV. Un dos resultados analfticaos a que chegamos € a de que

ha realmente uma transigao suave do estado de equilibrio ao es-

tado basico bifurcado.



CAPITULOD T

DERIVAGAD DAS EQUAGOES DO MOVIMENTO E DA SOLUGCAO ESTATICA

1.1- INTRODUCAO

Considerem o modelo mecanico holonomo com dois graus
de liberdade ilustrado na figura 1. 0 pendulo duplo ali repre-

sentado esta constitufido de duas barras 21 e 22 sem peso e

de igual comprimento £. Estas barras contém nos pontos finais
massas iguais m, e m., conforme mostra a figura. As barras es
tao ligadas entre si por uma mola linear torcional. 0 ponto in
ferior de £1 esta fixo & origem do plano por outra mola toreci

onal. Adiclonamos a esta estrutura duas cargas agindo no ponto

superior de 52. Uma

,  que denotaeamos por P, age compressiva-
mente formando um angulo N com a barra £_ e segue a

2
2 ‘

> com este angulo. Por isso chamamos esta forga P de Forcga

barra

Escrava ou Forga Seguidora. A outra forgca a gual denotamos por

F

, tem uma fungao perturbadora, age sempre horizontalmen: . io

=

pende do tempo e € periddica. A forca F para nés representa-
ra pequenas imperFeigées do sistema, por isso a tomaremos como
§.F com |8]<<.

0 tempo seréd denotado por T', e as posigoes das bar

ras para um instante qualquer serao dadas por o(t') e 6(1'),



onde ¢ e 0

sao angulos

que as barras £ e £

0 eixo vertical respectivamente.
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As coordenadas generalizadas sao portanto ¢ e -
Estando o siatema representado no plano, € conveniente entao
ter os pontos M e N nas suas coordenadas cartesianas. Estas

sac dadas em funcio de

$ e 8 , como:



xM = gsen ¢
M =(xm,ym) onde ym = %cos ¢
fx = Z(sen ¢ + sen ¢)
N J
N =(xN.y ) onde
. N yN = 2(cos ¢ + cos ¢ )

Opoe-se ao movimento do sistema momentos proporcio-
nails & variagdo dos angulos entre as barras geradas pelas molas
torcionais com constante de rigidez C. Em adigao supoe-se tam-
bém que resistem ao movimento forgas de amorteciménto ou atrito,
proporcionais as velocidades angulares das barras. As constantes
de proporcionalidade dessas.forcas serao denotadas por B, e &

| 2
Derivando relativamente a T!' as coordenadas carte

slanas dos pontos Me N, temos :

><M = fL¢'cos ¢
yh = -%d'sen ¢
x& = 2(d’cos ¢ + O cos 0 )
y& = -2(¢' sen¢ + O sen o)

sejam U e T denotando a

i)

energias potencial e cinética respec

tivamente. Entiao:

2 2
U = 1/2:C¢" + 1/2:.C(¢- g)
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2 2 2 2
T = 1/2 8 [hl¢T,+ m2f¢T, +6T,+ 2¢T,.6T,. cos (¢ -6]]
onde ¢ ), = -
T d,.‘: 1

Das fargas de amortecimento temos a seguinte fungéo de dissipa-

. 2
D= 17278, + ¢2, + 172 B, * (¢ 6_,)

0 cdlculo da forga generalizada Q¢, € feito dando-se um incre

mento a ¢, deixando 0 fixado. Analogamente para o calculo

de Qﬂ' Veja figuras 2 e 3. Q¢ e QG sao dadas por:
4 U
= O —
% % 5
y AU
2 = 9 - 90
n "

onde Q¢ e QG sao as forgas que nao derivam de potencial.

Segundo Bolotin [3]. & forca P nao deriva de potencial. Sejam

o, A,
5W¢ e GWB trabalhos infinitesimais relativamente a ¢ e 8
realizados pelas forgas P e F. Entao:

", or ar
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ar or
N 1 2
= = z §6

A Lerp, g5~ 1 ¥ (P, == )]

3 q oG - sica - F
onde rl e ' Sao os vetores-posigao das massas m, e m2 1
=} F2 sao as forgas originadas de P e F agindo naquelas par-

2 ;

ticulas e ( , ) 6 o produto escalar usual do R . Assim temos:

Fl = (0.0) e F2 =8 (1)«(1.0) + P(sen(n-0), -cos(n-6))
r, - Lisend,cosd) e r, = L{send + senb,cos¢ + cosb).
g portantao
n
Q¢ = L8Fcosd + zPsen[rl - (¢ - 0) ]
"\
Qe = 28Fcos © o+ LPsen n
sendo a forga perturbadora §F sempre horizontal ela € conser-
" N
vativa, logo as forgas ndoc conservativas Q¢ e Qe sao:
"\
Q¢ = Psen[n - (¢ - 01 - Biop - B0, - 6,
9 = % 6 _,)
QB = Psenn + BZ(¢T’ - -
Portanto as forgas generalizadas sao:
- . -~ — = BU e, { =}
Qq) {2psenn - (¢ -0 B0, B(d - 8.0} + 35 * 4SFcosd)
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. B - U 5 )
Qe = [2Psenn + 82(¢T, BT,]J + ( g~ * %6 Fcos0)
substituindo nas equagoes de Lagrange, [4]
S 5 T | B
dt’ BOT. o )
d D TRNRE 0
T 38 , 90 0
T
obtem-se:
2 2 2
Eilmpem Yo, e 0 m,[ 8., vt 00800 -0) + 07 - sen(y-0)] -
= (&P sen[n -(¢ - 0)- Bid, - B, (- 0.0} - 2C¢ + Cd + 28F(1) cosd
(1.1a)
2%m. [0 (6-6) - sen(p-0)7 - -9)
m L0 v 0, - cos(s b sen($-01] = oy .
+ APsenn + 82(¢T,— GT,] + 2-8-F.cos 9 (1.1b)
Fazendo

as seguintes substituigdes:
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as equagoes (1.1} ficam na forma:

- 5
CL(T~ * 1) 0 X" e oy - caoslx-y) + (y')° . senlx-y) =+ 2x—y:’ =
2
5] B
= &P.sen[n +(x-y)] - }::.-; = X' - —==5—(x"-y')+ L.6.Fcosx
[ _m_g_ 9. '\Imﬁ2
C C

C [y" * x" - cos(x - y) - (x')z' - sanlx - y) - x + y] - f.P.senn +

2 , .
+ T (x' -y’ + 2.8:-F.cos y
2 \]:Z
' C
onde ( ) = dygre Ademais se tomarmos mais as seguintes
transformagoes
5] &]
b= — 1 b, = =z A= AP
\]"m,,“ ' 2 m, ’ C
0 < 9 2
C
€ Usando o fato rn1 = om,, temos finalmente:

.

— M

2xM" ey cos(x-y) + [y']z - senl(x-y) + 2x~y+blx' * bz(x'—y'] =

- Xsen[n « (x-y)] - 6. F. cos x = 0 (1.2a)

1 " 1 2 = 1
x"ecos(x-y) + y" - (x1° . senlx-y)-x+y - b, (x"~y")-senn - S8Fcosy =0
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As equagoes (1.2a)-(1.2b), constituem um sistema pa
ra x ey de equagoes diferenciais ordinarias nao lineares de

segunda ordem. Representaremos este sistema simbolicamente para

simplicidade de referéncias na forma

c[x.x,6 n] =0 (1.3)
onde
2 2 2
G: (R, R") x R xR x R-—> [(R ;IR
Buscaremos para (1.3) aproximagoes de solugoes pe-
riodicas com a mesma frequéncia do termo forgante &F(T) e com

a condigao inicial

dy -
e o (1.4)
T= 0
1.2 - DETERMINACKD DOS ESTADOS DE EQUILfBRIQ_COM § = Q.

Para fazer a analise linear do problema relativamen-

te aos estadaos de equilibrio, precisaremos primeiro conhecer es

ses estados. Faremos isto tomando o nosso sistema mecanico na
sua forma natural, isto &, sem forgae perturbadora ou seja com
§ = 0. Assim as equagoes (1.2) ficam:

oy,
2)(” * yn Cos(x_y),,.(yn]‘.sen(x_y]4.2x—y+bl.x' + bz(x' - y’]_
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- Asen[r1 v (x - y)] = 0 (1.5a)

X" .cos(x-y) =+ y"-(x']2.sen(x~y)—x+y—b2(x'—y’] - Asenn = 0
(1.5h)
As solugoes independentes do tempo (estados de
equilibrio) de (1.5a)-(1.5b), serac determinadas anulando-se

os termos que tem derivada. Assim os estadas de equilibrio sa-

tisfazem o seguinte gistema:
2x - y - Asen[r] + (x = y]] = 0 (1.6a)
-+ y )\Senn = O [l«.))

Facilmente temos de (1.8a)-(1.6b) 4 solugaon

(1.7)
x{n,A) Asennp sen(n- Asennf]
XD(n,A) = =
y(n,x} AZsenn v sen(n ~Asenn) ]
Nos interessa somente trabalhar com n e EU ,ﬂ/Zj e A > Q.

Devido & dificuldades computacionais faremos as se-

guintes restrigdes nas 8quagoes (1.5a)-(1.5b),

b, = 0 (1.8)

Diante de (1.8)

i

» denotamos b B. As equagdes (1.5)



ficam entao:

2x" o+ y" cos{x-y) + (y’)z.sen(x~y) + 2%~y + Blx'-y') - Xcos(x-y) = 0
(1.9a)
2
x" .cos(x-y) + y" = (x)7 . sen{x-y} - x + y - Blx'-y') - A =10
(1.9b)
As equagoes (1.83)-(1. gb), constituem um sistema autondmo e

0 representaremos aAgora por

FLx , ]

i
[en]

(1.10)

A solugao estatica Xy Se restringe diante de (1.8)

em:

i[l + cos(A)]
Xg(A) = ) (1.11)
A2+ cos(a)]

Apresentaremos na pagina seguinte, o que seria a cur
2

va XO(A] no plano R
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Do interesse de se buscar solugoes periddicas, e do
fato que a igualdade (1.10) & verificada para todo T , temos

pelo teorema do valor médio do calculo diferencial que e natu-

ral acrescentar ao sistema (1.10) a condigao inicial

d
2y = 0 (1.12)
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CAPITULO II

TEGCRIA DA BIFURCAGAOD

2.41- INTRODUCAOD

Bifurcagao € um termo usado em varias partes da mate
matica. Geralmente refere-ss a mudanga qualitativa nos objetos
que estao sendo estudados devido a variacdo dos parametros sobre
08 quais eles dependem. Pode-se dizer que a teoria da bifurca -
¢d0 para equagoes diferenclais ordindrias 6 um estudo da ramifi

cagao de solucgoes das equagoes formalmente apresentadas por:

FLx.x ] = o
(2.1)
g(X) =0

onde *F e um operador nac linear, X wuma solugao vetorial, A

um parametro vetorial ou escalar e g um funcional que tem por

finalidade caracterizar uma solugao particular de (2.1). O fun

cional g pode formalmente gstar representando condigoes inici

ais, de fronteira ou de periodicidade.

A motivacao para o estudo da bifurcagao € provenien

te de varios fendmenos das ciéncias fisicas, os quais podem ser

formulados como em (2.1). Aplicagdes tipicas da teoria da bi -
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furcagao estao em estabilidade eldstica e hidrodinamica. Ver

(9] e [10] por exemplo como referéncias as aplicacoes

2.2 - BIFURCAGAD

DEFIN{QAQ -Sejam ALX,Y trés espacgos de Banach, F um operador

e (XD(A]. A E X x A uma solugao da equacgao

FLx . A] =0 (2.2)

Diremos que (XG[AC],XG] @ um ponto de bifurcagéo

para F = 0 com respeito a X0 se para qualquer vizinhanga de
(XU[AC],XC] existe uma outra solucgao Xl(A] distinta de XO(A)
e tal que
f.im X (A) = X (A )
A+AC 1 0 0

Na definigao acima & bom notar que ela trata de nao

unicidade das solugdes da equacdo (2.2) em uma vizinhanga qual

quer do ponto de bifurcagao (XO(AC], A ). 1Isto € suficiente pa

ra garantir que o operador F nao pode satisfazer todas as hi -

poteses do teorema classico da fungao implicita.

Diante do exposto acima, seria bom se houvesse a dis-
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posican, um resultado que garantisse a existencia de Xl(A] em
uma vizinhanga quelguer de XC. Isto sera feito com o teorema

de Crandall,M.G. [9] que apresentarsmos com os nomes de "Teo-

rema da Fungao Implicita Modificado” ou "Teorema da Bifurca -

"Sejam AX,Y trés espagos de Banach, F um ope

rador,

Foe X x A ——s VY

duas vezaes diferencidveis com relagaoc as suas varia

vels. Sejam XO(X]E 0 e X e XC E A tais que:

H.: YA numa vizinhanga de A

F(O ,A) =0

H2= Existe um dnico, salvo multiplicado por constante, \pEX,

diferente de zero, tal = s : .
O al que FX(D AC] @ u

Ha: Seja T + X x N —> vy, o operador definido por

T(X,u) = FX(U,AC) . X o+ FXA[D,)\C] 'LP T

Se existe um subespago fechado 1C X tal que

Y Y E Y existe Z € 4, yw e A, dnicos tais que

vo= T(Z , u)
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entaoc, existem um intervalo I = (-a,a)(C_R e fun-
: goes - A ¢ I ——> A, Ho§ T e & tais que:
T, « FLxtel, Ae)] =0 vee I
X(0) = 0 A(D) = AC
T2 : X(e) e A(e) sao continuamente diferen-

ciaveis

T3 : Para cada €EI1 €#0 fixo, Xle) # XU[A[E])"

Para demonstragac deste teorema consultar [21] ou [9]
0 teorema acima nos diz mais ainda, para € E I ,
e # 0, X(g) tem a forma
Xte) = el + Z(e) com Z(e) E Z (2.3)
@ o parametro A satisfazendo Tl

Se no teorema da bifurcageo temos a hipdtese de ana

liticidade, entao X e A obtidos serao tambeéem analiticos no

parametro € € I. Podendo portanto serem expandidos em séries

de poténcias de € numa vizinhanga de zero. Em um problema onde
fosse natural aplicar o teorema da bifurcagio, seria interessan
te conhecer-se os valores explfcitos des cosficientes das series

de X e de A até uma ordem desejada. Faremos entao gque o0s
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espagos X e VY sejam os mesmos, e iguais a um espaco de Hilbert

H com produto interno < , > ; g g espago dos parametros A,

igual a Rz.

2.3 - METODO DE POINCARE - LINDSTEDT

ODescreveremos este método para o caso em que

0 . (8] (6]
dimKer(Fxl = 2 8 consequentemente dimKer[F;] = 2, onde F'
; dor adjunto de P Fo=F (X (01,207, Ssejao
€ operador adjunto de % e Fx =k giigt et . Ja
problema

(F[X,AQ]= a
(2.4)
L glX) = @
com
2
F it HxR° —s H
g + H ——> R
onde H & um espago de Hilbert real com produto interno <, >,

Feg analfticas relativamente as suas variaveis, F n&o line-

ar @ & um funcional. Supomos que

XO(A . R) =0 (2.5)

satisfaz (2.4) Y (A,R) g pPara um conhecido valor (&fwc)ema

ha exceto multiplicados por constantes, dois elementos £.1i. @IHPZE}{

tal que



g (0 . =0 o g, (0) -LQZ £ 0 (2.6)

Analogamente, como tonsequencia da hipdtese (2.6), teremos ]

s

i, ’ tais ie
wz £ wl wz £ 0 tais que
+
Jw =0 Hw, I =1, 3= 1,2 (2.7)
F o Lo A Wou Y XIWJ d J
m
Seja £ 0 subespago fechado de H definido por:

Z={zeH|<z,kP]_>=o i=1,2) (2.8)

Suponha ainda que F seja tal, gue a matriz

Q
< =
Fya L.Dl' vy > “Fya kp1‘ Wy ®
M = (2.9)
< E -
k Faa Lpl’ v, > “Fya Lpl’ vy >
€ nao singular.
Com a hipdtese (2.9), temos que
8]
2 0
XA 11’ F><§2 501 € I”A]
(2.10)

o 0 , d
FXQ ‘4--’1 ¢ DX,\ ‘101]



onde I[gxl. & a imagem de FX 2 EFXX @l:] 0 espago gera

0
. 2
do por ka‘pl « Bbe (2.8), temos que

= o
il
M

@

[[pl'LDZJ

portanto

codm (2) = 2, (2.11)
0 s -
De  (2.6), temos que FX e injetiva em 2 , entao de (2.10)
e (2.11), temos que
2
T : 2 x R H
definida por
T (Z,A,0) = f AP QF (2.12)
(Z.X, = IXZ + ka @l + FXQ ?1 .1
g injetiva e sobre.
Com a bijetividade de T em (2.12), temos satisfei

tas todas as hipoteses do teorema da bifurcacao para o caso em

0
gue g dim EKer(FX]] = 7.,
De  (2.3), podemos dar numa vizinhanga de 0 g R, X,

A e Q sob as formas:

X(ed = Xje +  F x Ny, (2.12a)

n
n=2



Aed = a s § e /ni (2.12b)

Ute) =w, + §  w .e"/n (2.12¢)

0 metodo de Poincaré-Lindstedt, consiste em

um
processo recursivo de determinar os Xi's o Ag's B by te
Diferenciando (2.4) duas vezes & usando (2.12a) - (2.12¢) »
obtém-=e:
Foox 2 Foox 2w P X F x? 0
+ + + =
X "2 1 XA 1 Y1%xo M1 XX 1
0 0 ,2 a .
[ gx . )(2 + gXX )\1 = 0 (2.13)

Usamos em (2.13),0 fatao que F [D,A,Q] = 0 0 que acarreta

De (2.3) temos que

X, = lpl (2.14)

entaoc  (2.13) se transforma em



va de

onde

2 g g a 2
FeXo * 2X v Fuy ), v 2w, FXQ¢1 + rxxL{)1 = 0
g, X, + Exxgﬂf = 0 (2.15)

Aplicando as condigoes de solubilidade ou "Alternati-

Fredholm” em (2.15), Al e W, sao dados pelas formulas
0 2 0 0 0
< > = < > < >
1 Pk Py v <P v, Fax Parvy> <Fal oy
> -
0 0 0 0
< ' > <F > - < > < >
Fialdy - ¥y Frxay » ¥2 ESC I Fua\Py ¥y
Q Q 2 2 2
< ,P.>  <F ! - < i » < , >
1 v Fpley Fodi ¥ Fere by
5 -
< <F > = < > <F >
Fady - v Fad v, By v gl ¥y
(2-16)
A solugao geral de (2.15) & da farma
X, = dlkpl ' dszz £ 9 (2.17)
® e uma solugdo particular de (2.15) com os valores de
e v, dados por (2.16) e
= - < >
TR S
(2.18)
o 0
4 = - ey ? E:xxLPl]
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Para calcuylar XS’ A e w diferenciamos (2.4)

2 2’

tres vezes obtendo:

£ AE ) 3w, F R (2.19)
- + = - °
"x*3 3P W "2 xa P 3
onde
) 0 s} 0 2 o o 2
R, = 3 EFxx DX, (P Xy + Fxxl\.l_ﬂl) v Wl[Fx9X2+Fxe' e
20 20 0
. 3
Yoy "1 Faox L91] " Fyxx P )
As condigoes de solubilidade para (2.19), nos dao:
A <R o>
-1 - ’
2 = - «,l} M 4 ! (2.20)
W 3
>
2 Ry o U,
Ate aqui podemos apresentar:
. 12 2
X(e) = €4H t 5 € x2 + ole™) (2.21)
. 1 2 2
Ale) = )\C + }\lc * s )\2 €+ ole”) (2.22)

REEL = wy v wpe v 2w e? 4 ore?) (2.23)
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u} 4]
1 ¢ & - 3 » < J >
( ) <l:x5'zkpl"b2> /Ra‘mfls <FxQ‘pl wl” Ra 2 (2.24)
2
3 det (M)
1 0 o)
— >
i <FXA@1’ w1> <R3, w2> <kakp1' w2> <R3,UJl )
w?_ = - (2.25)
_ 3 det (M)

Este procedimento para se calcular os Kn'S, wn'S e

Xn’S pode ser continuado indefinidamente. Necessario seria pa

rarmos no minimo onde pela primeira vez se encontrasse um A

El

n
W A0 paorque assim poderiamos exibir os modos de bifurcacao.
Em (2.21) paramos, supondo ter encontrado A_ # 0. Observe

2

que a candigao (2.9) & realmente relevante para o éxito do me
todo.

Na segao (2.2) mostramos um teorema que garante a
existéncia de bifurcagao de uma maneira bastante geral, isto e,
em espagos de Banach quaiscuer. Na segao (2.3), aplicamos o teo
rema em espagos de Banach mais particulares, os espacos de Hil-
bert. Mas ainda ndo temos uma visao mais concreta dos elementos
que campoe esses espagos, alem daquela dada pelas propriedades
que lhes sao inerentes por pertencerem a um espago de Hilbert.

Como também ainda nao sabemos que particularidades contém os ele

mentos que aparecem no fenomeno da bifurcagao.

2.4 - BIFURCAGCAQ DE HOPF

Consideraremos agora X e Y como fspages de um tipo
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especial de fungoes e estabeleceremos um teorema que garante a
existéncia e unicidade de fungdes periddicas na bifurcagao. Fun
GOBS @S5a' que serao solugoes de um tipo tambem especial de equa
coes diferenciais

Para o que segue, CK[A,B] sera o conjunto de fun-

¢oes k-vezes diferenciaveis de A em B , onde A e B sao

subconjuntos de espagos W e W' respectivamente.
Seja v uma vizinhanga de [D,AP] em R" x R e
e cf (v, R™) .Suponho mais ainda que flO,A) =0 vooX =

0

(0,XA) E V. Assim temos uma fam{ilia de solugoes no parame-
tro A da equacgao diferencial

dx boEOX,A)

dt

U
jas}

(2.286)

qual seja {(0,A\)|(0,X) € y} e sera denominada de solugao tri
vial.
Nos interessa investigar condigoes que asseguram a

existencia de uma familia de solugoes periddicas ndo triviais

(X,A) de (2.22) em qualguer vizinhanga de (D,XC], para al-
gum valcrp AC de A. E bom notar que se solugoes periddicas

nao triviais estdo sendo investigadas, seus periodos também de-

vem fazer parts da investigagao, os quais suponhamos ser

para
cada drbita dado por 2m/ - w agora serd um novo parametro a
fazer parte do problema. A maneira de inserfi-lo no praoablema e
substituir © em (2.22) por

t = W T (2.27)



31

0 parametro w, serd chamado de frequencia da solu-
ao periddica correspondenta. Usando (2.27)

em (2.26), temaos :

F EX. A, W_] =W g% +  f(X,A) = 0 (2.28)

Diante de (2.2 8)

podemos reformular a questac, di-
zendo que se investige a existéncia de solugbes pericdicas de
periodo 21, que se bhifurcamda solugao trivial
X (A ,w ) = (0,2 ,w )& R" xR xR (2.29)
o ¢’ ¢ e’ @
da equagao diferencial
FIX,A,w] = .0 (2.30)
para algum valor (A,w) = (AC,NC] E R x R.
Os subespagos de fungoas X=c(RrR,R™M e
1 . - .
Yy = C(R,R™ periodicas com periodeo 21 serao denotadas
m h m
g c J LR, R
por 2H[B?, R an R, R

respectivamente. As normas res-
pectivas serdo definidas

assim:
HXIkZH( rRE™ HXHD =  max L] xte) ]}
t & [o,2n]
X1t 5 gmy = I, = X ax
20

I [EEAT o
'ZH( R, R") dt CZH[ R ,R ")
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Dado que £ E CTUV, R™, entio existe uma vizinhan

ga ll de 0 em Ctnf R, R") e um r >0 tal que para F em
(2.28) tem-se:
F UxR x (A_ - r, A\_+r)—=C _ (R, R
G i 211
(Xow,A) ——— w 3X o ix,A)
dt
@ duas vezes diferenciaveis e
X = ] -
F [U,H,A ] 0 YV (W,A) E RX(AC I ,AC + 1)

Fagamos o resumo do gue vimos até agora nesta secao.

Procurar solugoes nao triviais de (2.26)

para qualquer vizi -

nhanga de (D,ACJ & equivalente a procurar solugdes ndo triviais

"
de (2.28) em qualquer vizinhanga de A = (wC,KC]. Isto nos

sugere a usar o teorema da bifurcacao, mas em vez disso, usare-

mos o seguinte resultado conhecldo como Teorema de Haopf que g

=

uma consequencia do teorema da bifurcagao como indicaremos

1
uma vizinhanga aberta de

(6,2 ), & iy m™ e f(0,\) =0

v (0,A)

um auvto valor simples (algébrico) de



NOTA -

+

H : se o(A) @8 o ramo de auto valores de FU(D.A]

tal que o(0) = wci entao
a i
~~~~~~~~ Re (u(X)) £ 0.
g ReRderR i
A=N
o
Entao,existem nimeros posiftivaos 8 e r' e fungoes
diferenciavels X, w e A tais que

(X, woAlil-1',r') =—> Cén (R, R™ x R x R

tem as seguintes proprisdades

T : (X(eg), w(el,A{e) @& uma solugao nao trivial de

(2.28) ¥ € & (~r',r"), € # 0O

T + X(0) = X (w(\,,\‘}, wi{l) = w g A(D) = )\C

TB: (unicidade) se (Xl,R])é uma solugao de (2.286)

com periodo ‘2H/'w1 e lwl v | <6 Ikl- AC|< §
v ! ( < N - - e T // . N
2 (Xl XO! 18 w © € (B, 27 Wg . entao

existe € € [o0,r)e 6 € [0, 2ID tal que

W = wled, A = Ale) 2 X (w tl = X{e,t +0)

1 1 1
v t € [o, 2nm]"
A hipotese H,_3 do teorema da bifurcacao acontece exa-
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tamente quando as hipoteses Hl e H2 deste teorema acontecem,
lembrando que a F de gue fala aquele teorema € por aqui dada
como (2.28) EIGJ.

Faremos no proximo cap{tulc uma adaptacaoc deste teo-

rema ao problema proposto no CAP. I, e pelo método da secao

(2.3), exibiremos as solugoes periddicas.
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CAPITULO ITII

SOLUCAO DO PROEBLEMA DE BIFURCAGAD

3.1- INTRODUGAOD

0 problema propostoc no CAP. I esta formulado mate-

maticamc..it. através de um sistema de squagoes diferenciais ordi

narices nao lineares de segunda ardem. No CAP.II, a teoria da bi
furcagao foi apresentada para equagoes de primeira ordem, porém,
este nao sera motivo que inviabilize a aplicagao da teoria no

problema wvisto que podemos ajusta-lo a um sistema de primeira

ordem mediante as transformagoes:
X = u
y = u,
dx/dt = ug
Wgr T Yy

Ffaremos um estudoc do problema variacional relativa-

mente ao estado de equilibrioc X_(A) segundo (1.8},

a isto e ,

quando n = I/, e by = 0. Assim vamos estudar as equagoes

variacignais de (1.9a8)-(1.9b) relativamente aos estados de equi

librio dados por (1.11),



2x" o+ y" o cos(A) ¢ 2% -y o+ Blx' - y') - sen(A) (x -y =0 (3.1a)
X" . ocos(A) ¢ y" -k ey - B(X' - ¥') 0 (3.1b)
onde ( ) S - A
d T
Buscamos solugdes nao triviais das equagdes (3.1)
da forma:
. aT
x{1) = a; « e
' (3.2)

l yit) = a, - o .

Substituindo X ey das equagoes (3.1) por (3.2) obtém-se

um sistema algebrico linear homogéneo de equacdes para a, e a,

Ele possui solugdes né&o triviais somente se o determinante

se e

A =1+ Senz(A]] ol +[ B3 « 2.cos(A) ] A [4- X.sen(A)-

« (1 + Xcos(A)) + 2cos(A) | .-02 + Bo + 1

satisfaz a equacgao

(3.3)

A equagao (3.3) € denominada de

"Equagao Caracter{istica”.
Seja, [22]

alA)

H

vIiAl + 1w (\)

(3.4)
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com vIA) e w(A) reais. Entéo (3.3} € transformada na se-

guinte equacgao

REON,v,ow) + iQ(X,v,w) = O (3.5)
onde

. 2 4 7 4
R{A,v,w) = [_.‘i'*SEH'lZ(_/\}:‘i. (v -(:"x'-.//. w2 oW )+ [8(3 + 26:05[}\)]

(BV)W - wiJ + 2 €4~ sen(A)l (1 + X.cos(A))
v 2c0s(A) ] v v o w o+ Bw (3.86)

Qr,v,w) = [l+senztk)j CavTuw - 4vw®) + [B(3 + 2cos (A)) ]
(3viw - W3l 4 2 (4 - Asen(A) (1 + Aecos(A)) +

+ 2005(%]1 . V.o oW o+ 5w (3.7)

Para gque (3.5) seja verdadeira, € preciso que

R=0Q= 10, A gquagaan (3.5) tem uma raiz real, isto &, em v=0

[
BoOA,0,w)

1
(s=)]

(3.8a)

2 (A,0,w)

i
o

(3.8b)
Temos de (3.8bh) que
1/2

wlN) = {3+ Zcas()) (3.8c)
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que inserida em (3.8a) da

ACAY = [1 + sen“(M] - [4 - Asen(A)-(1 + Acas(A))  +

N 2
+ 2-cosfk)] o 2'CGS(\)J * [3 + 2«C05(A)] = 0

(3.9)
Mote-se que se um valor de A= A satisfaz a equagao (3.9), a
ralz imaginaria pura Ui(kc) = ix&(AC] sera simples para a
equacaon (3.3), porgue se e&la for de multiplicidade todas as
suas raizes para K=AC, sarao imaginédrias puras, 1isto &,
o, (X ) = diw
1 =) o
o (o ] = -iw
1 C ¢
(3.10)
G, (A 3 = dw = g (X )
2" "¢ c
o, (x ) = -iw = o_(A )
P (i 1 C

. ~ . . 3
Mas (3.10) nao pode acontecer, devido o coeficiente de A~ em
(3.3) ser distinta de zera ¥ A.
Por computasgac numerica, calculamoes o A=X_ , que
c

torna (3.9) verdadeira, obhtendo

A= 0,648 (3.11)

e o valor de w correspondente pela formula (3.8c),

a

w = 0,466 (3.12)
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fe4]

A raiz imaginaria pura e simples d (3.3) sera por

tanto:

o} (AG) = 0.466 ., 1 (3.13)
Visando a aplicacgao do teorema da bifurcagao, verifica-se que:

d R (o (A 1)
& 1 c

£ 0, (3.14)

para isto, deriva-se (3.5} com respeito a A e obtém-se

RV . dV/dA + Rw s dW/dA = - RA {3.15a)
. b - . ' = - .
QV du/dA = 2 dw/dx Q~)\ (3.15b)
T & L C 1 5 3 i = ( = =
Tem-se que no ponto [)c,O W, Rv 2w e RW QV 5

=)

portanto o determinante do sistema resulta

A= R . -0 . R =R + Q°
Voo v "l Lo, v v

Em particular, pode-se detesrminar que

R = - 28
v
4v
cam o gqual A # 0 e assim
g = mRe ()
dv/ di{Re g, (A)] ai
XHXC A=
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e calculada univocamente por:

. 0, - R - R - 9@
dv/, = A o A v (3.17)
_ 2 2
k=R k. ¢ R, lx Low

c C

Para que (3.17) se2ja distinto de zero, basta que o
numerador o saja.
0 calculo direto nas expressoes de R e Q em (3.8a)

(3.8b) respectivamente, mostrou que:

2
2+ R, = Ry . le Wo +-B. SCaw ) (3.18)
(A ,0,w ) '

c C

onde

P

S(A ,w.) = B(1-+ sen“(X )] . sen(A ) . w -
C C C =4

o b

- {z.senth ) [4 -X_.sen(X ).01+A cos(A )] + 2cos(A )] +
c c c ol c c
+ 2 sen(A J.cos (A )}.w2 2 [(—sen(A )] - Acos() ))
c c c o} c

(1 -+ X .cos(X )) =X .sen() J.cos(h )+ Az.senzk - 2senh |
c c = c c c c c

= 4,918

Consequentemente %% # 0, (3.19)
A=)

C



Usaremos o critéric de Routh-Hurwtiz para tirarmos

conclusoes saobre a estabilidade das sclugoes de equilibrio

XU(A). Temos que

Al = B(3 + Zcos(A)) > 0O ¥ oA
A2 = B(7 + Scos(A) - cosZA] > 0 Vv A i'AC
A 7 AL
= -B7 A B
3
Por calculos diretos, temos que A(0) = -4, Temos também que

A(Ac) =0, e para A<,

A'(A) = (1-sen)) + (7Asend.cos)\ -4kzsen2A . cos A ) +

+ [ BAsenA - [3A258HA4“ZSQHA]] + (senlcosX + 3Xcos)
2 2
+* 32 cos A+ 2senhcos A+ 2Acos A+ 2kzcossk+ 2Asen} -

cos”™ A ) > Q0. . (3.20)

Portanto
A > 0,

b, = (1 + sen’n) - Ay >0

Assim podemos afirmar que para A < Agr gAY @& as
'sintoticamente estivel. Para A\ proximo a A mas A > A

c c 4

XD[A] € instdvel. Para ) = A,» Nada se pode dizer pela ana-

lise linear, da estabilidade ou instabilidade nao linear das so
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lugoes XO(A], [7]

Os resultados apresentados por (3.14) e (3.19)
constituerr as hipoteses H1 e H2 do teorema de Hopf. S0 nos
resta agora para aplicar o teorema colocar o problema em espa-

¢os de fungoes convenientes onde desejamos encontrar solugoes.

0 espago de fungoes adequado ao problema s%ré a vari

edade linear 2 (R,R°). Define-se em C. ( R,R2) o se
21 211 —
2
guinte produto interno para quaisquer f.g ECZHE (R ,R"):
1 211
<f,g > = T J (FCE), g(tldt (3.21)
0
onde ( , ) é o produteo escalar normal do Pz.

Esta-se buscando para o problema (1.10) com a con-

digao inicial (1.12), solucgdes periodicas de perfodo 2/,

2

tal como se propose formalmente na segao 2.4, Entaoc de modo
analogo ao daquela secdo, inserimos w nao problema, substituin

do-se em (1.10) e (1.12) <t por:

t = wr (3.22)

e obtem-se a seguinte transformagao no problema:

F [ X, w, l] = ) (3.23)

dy/ = 0 (3.24)



Xt + 21 = X(t) vVt (3.25)

onde o operador nao linear F esta definido assim

F i WxR x (A -1, A +r) >C__ (R, R%)
c c 211

(X, w, A) ——— F[ X, w, A ]
' 2 2
8 u , wuma vizinhanga aberta de XD(AC) em CZH(FQ. R).

NOTA - "No teorema de Hopf, 4 & uma vizinhancga de

0 E C;H[IQ, RZ), mas iste nao €@ impecilho algum, bastando fa-

zer a translacao de Xe—> U = X - XO[A)".

0 pequeno parametro € do meétodo de Poincaré- Lindstedt

sera definido aqui por

Xy X - XO> = g (3.286)

para qualquer solugao ndo trivial de (3.23)-(3.25), e o denomi
naremos por "amplitude de X"

Analogo a (2.8 ), temos:
Fy [Xg0A 0, A, JX = o (3.27)

da gual conhecemos as solugdes nao triviais que satisfazem

(3.23)-(3,25), as guais sao:
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CI[B)cost - C7(B]sent
P, te) = a : AR RUBN (3.28)
cas t
Cl(B)sent + Cz(Blcost
: =3 = 3.29
P61 = a | przn 1 (3.29)
sen t
onde
az S ! (3.30)
czlfm " 022(5) P
coe) = . 0:182. B (3.3 1)
" 0.217 . B + 1.377
0.217 ., 82 + 0.511
Cp(B) = == (3.32)
0g.217 3 + 1.377
- (8]
Observe aqui gue o ndcleo do operador Fy tem di-

mensao dois, portanto vamas aplicar o método daquela segao (2.3)

fazendo-se uma natural aplicagao como veremos.

0
Determina-se o operador F . tomando-se o produto

+

><
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interno

//\\\
To
>
x.

e

7N
v >

2 integrando Por partes duas vezes de 0 a 2l utilizando o fa-

to de que x(A) e y(A) sdo0 fungdes periddicas de periodo

211, obtém-se

C

/ot \\ 2x(x7 1" - B(x+){ ¢ 2%’ - A .sen(AC).x+.bcos(AC](y*]"+ B;'/lr—y+

y cos(A ). (5 )" Brx") - & "‘+,Ac.senuc).>‘<* F T By ) eyt

As solucdes nao triviais para a equagao

Yoy 33)
F—x 4' = (8] (3.
840
s b
wl = -“%:_ Sk 'lell: 1 (3.34)
v o ces t
1 sen t
v, = — en t HlpPH = 1 (3.35)
- " sen t ’
Tendo-se ag hipoteses do teorema de Hopf e as bases
. 0 S |
para os nicleos de FX 2] FX calculadag, estamos aptos



para aplicar o metodo da perturbagac descrita formalmente na
segao 2,3 com vistas a exihir as solugoes periddicas nao tri

vials &8 o modo de bifurcacao.

3.4 - SOLUCAD DO PROBLEMA DA BIFURCACAQD

Mostraremos as expressodes das solugoes assintdticas
que se bifurcam do ramo dos estados de equilibrio XO(A,w], e
também as expressoes assintdticas de A e w. 0 teorema de

Hopf sugere fue essas expansoes devem ser da forma:

. 2 2
+ = + / ‘u‘\ <& - ﬂ'
X(e,t) XOlAC] (le +-1/2) X €87 +0le”) . (3.36)
ACe) = A+ Aive + 1728 A . €2 + ored) (3.37)
& 1 2
) , 2 2 Y
wlie) = Wt WyeB v 1720 w, o € 4 o(e%) (3.38)
n
le| << 1, ¢ Y. = ———«%—»
-t
e £=0
Wueremos entdo gque X(e,t) satisfaga (3.23)-(3.26).
As condigbes (3.24) & (3.25) se transmitem a XK (0, t) ;
"= 1,2... por linearidade. A definigao do paradmetro € em (3,26)

acarreta

< , X > = G
X1 1 3 (3.39)



47

< X_> = 0 (3.40)
Yl ! KZ
4 <xl ; ><3> + <xl , x2> = 0 (3.41)
Consideraremos o nNosso operador F emn (3.23) ana-
1{tico nas varidveis X, w e A, donde, pelo teorema de Hop¥f,
X, w e A tambem o serao. Assim, derivando sucessivamente com

respeito a g g equagao (3.23), obteremos 0 seguinte sistema

fecursivo de equagdes diferenciaeis ordinarias lineares com coe-

ficientes constantes,

a 0
Fx x1 + F’\-)\l = 0 (3.42)
Fy X, v 2 .2 2 F Pkl AR -0 )
X T2 T STyt 2wy Ry X xx"1 T AR U8-493
FoX. v o [P, . x2 4 F 2 . F
x"3 * I oty o FyaX, 1o Bowy o [Py X - Frw Xy 1+
3 ; X 3.u° P 3(2 X F
+ > \ . .
- LS "1 Fxww %y PxxX1:%5 * Fuuy *q *
.. P ALF
. ) . _
onde a notacao F simboliza a aveliacao do Operador F pg pon
0 2 0 3
t (X, (x ), ) S = ) (
o 0 el WeeAd, Fyx: Xy (FyxXy) (X)) & FyxxX]

[tFxxxxlltle] (X7,
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Na obtencgao dasg equagoes acima, usamos os fatos que

Rt 2L ; ke
Fw = Fww 5 rwww BT e e g S e XA i
Do ecalculo de A em (3.12), temos que:

“1.164
X (A ) = ‘ (3.45)
0" c 1,812

(As formas explicitas das squagoes (3.42)-(3.44) estio no apen
dice A)

0 termc nao homogéneo da eguagao (3.42) é aconstante

donde se conclui que s

<,\l . FA s q;J> = U” j= 1,2 (3.46)

!

(3.48) dimplica que (3.47) possul solugoes periddicas de perio

0
do 211. Para determind-losg dissociamos o opearadoer FX em uma

a,
soma de um operador ™M e Uma matriz M, onde os elementos de

N

M sao operadores diferenciais e M conastante. Assim
0 A,
F = M+ M

com
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2 ol d Z d s
I e ¢ B,W e—— w ,cos(A )}, —— - B,w ——
. ' : 2 ]
c ' .2 c dt o at g E
M =
2 2
2 d
~w2 cos (A ) iLf T Baw g é%— W ilj * Buw . It
© S dt dt :
(3.47)
e
//é - A _.senf{) ) -1 + A _.sen(A )
" o (o c c
M - \ (3.48)
\ _'1 l
r\‘ ~
Dado gue det(M) = 1, obtemos como solugao particular de (3.42)
a,
um vetor constante v o= Xl v, com V dada por:
/- A sen(A ) + cos() ) + 1
e o) o
T (3.49)
- A sen{XA 3 + cos(A ) +« 2
Cc [ (8]
A solugao geral de (3.42) tem entao a forma:
Xy = ClL?l + 02\p2+ AlV (3.50)
onde lpl e \DZ sac as solucgoes do sistema homogeneo
O Ll
FyX =0, dados por (3.28)-{23.293). Para a solugan (3.50) a

condigao inicial sobre a derivada em (3.24), nos diz que c¢,=0.

Assim (3.50) se transforma em
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) = 0 - Vv 3.51
(l C1L01 4+ A1 ( )

De (3.39), temos que X em (3.51) & solugao de (3.42) se

1
€ somente sec1 e k1 satisfazem a relagao:
. z 2
Czl ¥ 2A.Zl Hvll” = 1 (3.52)
"Para calcular c1 @ Al analisaremos as condigoes de solubili

dade de (3.43) substituindo no termec ndo homogéneo desta equa

céa X, Pela sua expressdo em (3.51). Feito isto, se obtém o

seguinte sistema linear algébrico para Al e Wy
. 0 o
. < . - F o . = 3
oy LAy <Fux v oe Py dywy > )< Frr vy > 1 =0 (3,593l
~ N < = s =) (" = R = 3. R
oLy Fxx Paev o Fpfyeo> + wiSFy Jy-v,> 1 =0 (3.53b]

Para analisar as equagdes (3.53), temos dois

casos a
considerar:
1% Casso: c, = 0 (3.54)
2° Caso: ¢y #Z 0 (3.55)
Analisgpos inicialmente 0o casa Cl = 0,

Assim as equagoes (3,53) se transformam em identida

o B s
des, portanto Al e vy podam tomar qualquer valor. Mas por



outro lado, quando G, = 0, a solugao dada em (3.51) se trans

forma em uma solugdo estatica dada por:
= AV (3.56)
Xl l»

Assim de (3.54), temos

e
A, A (3.57)
2|l vl
e Wy e um parametro que pode assumir qualquer valor real. En

tao, diante de (3.58) e (3.57), representamos (3.36)-(3.37) na

forma:
+ /2! vV + ole)
X+t (e,t) = XO(AC) o o— — + £ 0 (3.58)
2{[ v |
> 1
Aleg) = AG “1~§ — . € + o(g) + (3.59)
2|} v

Mostraremos a seguir que esta solugdo coincide com a XO(A, w)

dada em (1.11).

] 2 - &,
Consideremos os paontos do R™ como solugoes estati -
ctas, (solucgdes independentes do tempe). Assim o operador F fi-

ca definido em

Fi UxXR x (X -p, A+r]—mn}R2
c €

[\%]

onde U 8 uma vizinhanga de 0 E R



wn
N

Se o par (x,y] estd sobre a curva de equilibrio

Xg (XY (CAP.T com no= /2 e b.=0), temos F[XD(X],W,A] = 0.

- =

Em particular = [XD[AC], W . kc] = 0. Neste ponto,
- o .
Fy [XO(AC), wC.ACJ tem determinante 1. Entao pelo teorema da

fungao im licita, temos gque ara A numa vizinhanca de A , exis
P gq G - S

te um dnico Xg (M) tal que F [?D(A].W,A] = 0. Como a solu

¢ao dada em (3.58) pelo método da perturbacao de Poincare-

Lindstedt satisfaz esta Ultima igualdade, logo

A + Acos ()
XO(A]=

22 + Acas ()

~

& a unica solugao estatica na vizinhanga de Ac isto ]

I

XD(A) = xO(A).

Analise do 29 casa.

Dividem-se ambas equacgdes (3.53) Por o, e obtém-se

o] s} 0
A< < o ]
1 Fyx v Py > s Wy Fx,,,\ﬂlnbf 0 (3.60a)

o

I
o

0 (@] (@]
< - - < =
3 Fxx‘pl'v + Fx;\tpl“l’f + W, FXW@1,1y2> (3.60b)



-~ O 8} Q
Fyx Py Vv o+ FX,\‘pl'wl> FruPrr ¥y
(3.61)

0] 0
Fyxly v oo Faa Pae Pp> Fruy ¥,

A expressdo explicita da determinante A de W foi encontrada

com o auxilio da linguagem WREDUCE 2, como o quociente de dois

polinomios no parametro 8. A avalisgao numérica de A permite

afirmar que ele & astritamente positivo conforme a expressaon

abaixo indica:

3 2,
}\ A BJ+2
= 2,
A = A70 TJ+r (3.62)
i . 2 2
(0.2176.8% + 1.3772)
onde os coeficientes a2 3 j= 0,1,2,3. estao na tabela
J%1
abai xo:
T A B E LA
Al 7. 18672
AB 3. 395
AS 0.536
g.0
A7 28
sando A > Q paodemos entao dizer que paca as

equagoes (3.60)

a solugao Gnica 8



549

)\' = w] = 0 (3-83)

Usando (3.63) em (3.52) e (3.53), chegamos a que

€ irrelevante tomar ou +1 ou -1 como valor de c

1

Optemos entao por ¢y = 1. Assim a solugdo de (3.42) fica de-
finltivamente determinada por

X, = kpl (3.64)

Vamos agora ao calculo de Xz. solugao da equacéo

(3.43). Utilizando (3.83) e (3.64) a parte nao homogenea da-

quela equagdo fica reduzida a

. 2 y 2 .
Fax P71+ AR (3.65)
donde temos
o] 2 Q . _ -
Fux P+ APy s ¥yr =0 = 1,2

Usando as seguintes identidades trigonométricas



o
[S]

0052t = 1/2 + 1/2 . cos2t
sen“t = 1/2 - 1/2 ., cos2t
cost.sent = 1/2 . sen?t
) 2 .
podemos expressar FXXLp] como a soma de dois vetores, um pe

riodico, e o outro constante, da seguinte forma:

0 2 a,
Lo - ,{
FxxHﬁl PCEY + p
onde
Pl.coa2ﬁ - P?sentZt
P(t} = ) (3-88]
PS-GOSZt + P4sen2t
e
a,
f\, F)l
Poo= = cte. (3.67)
a,
P2,/
ay, . .
O0s coeficientes PI‘PZ’p3’p4’Pl e P2 san polinomisaz: pna varié
vel B dados explicitamente por:
4 2
P1 = 0.124.B + 0.183.8° . 1.199
P7 = U.!’JOS.BJ + 0.114.8
. 4 2
Pq = -0.012.B + 0.008.8 + 0.047

0.031.83 + 0.319

T
1
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N, q 3 . 2
Pl = 0.1496.8° - 0,885,8° - 1.811
i 4 2
P, = 0,125,8" - 1.040.8" - 2,084
v -
Sendo A7FA E P constante @ natural investigar

uma solugao particular de (3.43), isto &, da equacgaog

0 n
FXXZ = - P(t) - (p + AZFX] (3.68)
sob a forma
A
Ql.CDSQt + sten2t Ql
E(t) = * (3.69)
n,
Q3.cos2t + Q4san?t Q2
,
Ql
onde o vetor Q = o € constante.
QZ,
n, "\
Temos as constantes Ql, Qz. Qs s Qq’ Q e Q a

determinar. Para isto usamns o mesmo artificio quando do rcaleouy-

“\

1o da solugao particular V  de (3.42), 1isto €, *.mando
) ",
FX =M o+ M temos gue resoliver:
" ny
(M o+ M (Q(t) « 2) = -P(t) - (p « A2F\] (3.70)
. n,
Nota-se que Moy = g, partanto (3.70) 36 transforma em

duas equagdes do tipo:
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n,
M+ M) (9(8)) = - Plt) (3.71)
N B+ AP (3.72)
v = = . s
Mmea) (P =+ ?FA)
. N -
Da equacgao (3.72), tiramos Q, aplicando M em ambos os la
dos, obtém-se
a ny u n
Q1 == AP, PoY )\C.Sen(AC].PZ * >‘2V1 (3.73)
N ", n
= - = T2 ; / .
Q2 Pl ~P2 + Ac.sen(\c) Py # A2v2 (3.74)
n
A menos do conhecimento de AZ' temos calculado Q.
Logo que AZ se@je calculado, apresentaremos asg expressoes ex
plicitas de suas coordenadas. 0 cdlculo de Ql' QZ' Q3 e
a € obtido resolvendo-se o seguinte sistema linear algebrico
4 g

de quarta ardem:

= Z (3.75)

e
A =T o)
E N

¥ &

o o
bW

ende a matriz D

I
Can
o
(%

| S

Reua
s
(SN
it

1,2,3,4 obtida numericamente &
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/~O.l32 0.933.8 -1.302 -0.,833.8
-0.933.8 -0.132 0.,933.8 -1,302 ‘
b -1.694 ~0.933 0.129 0.933.8
0.833 ~1.894 -0.933.8 0.129

0 seu daterminante &

2
det(D) = 7.835.8° -+ 4.948 0 (3.76)

Entao  (3.75) tem solugao dnica @ é formalmente representada

por:
/ /
(
2l Pl
Q. P
2 . A3 2
23 o
% Py
Com REDUCE 2, e cédlculos numericos, . obtivemos expressdes po
linomiails para os Qi'S» i=1,2,3,4, confarme apresentamos
gxplicitamente abaixo:
) 4 , 2
Q - —..__-0.383.B" - 3,187.8°% + 2.172
R 2 L2 2
(0.217.8% + 1.377) . (7.835.8° + 4.948)
. -0.072.8” - 0.078.8° 4+ 3,189
2, =

2 2 2
(0.217.B + 1,377) - (7.835.8° + 4.948)



2
0 . "0.831.84 - 3.742.B° - 4.508

o - ;J s 2

J 172.87 + 1.377)2 . (7.535.B" + 4.948)

~
o
[
ot

Q = — -0.211.8° - 1.327.83 - 5.515%
4

2 2 2
(0.217.8° +(1.377) . (7.835.B7) + 4.948)

Y
A menos do valor de 12. taem-se determinado os Qj'S e Qi,s-

Portanto umasolucédo geral de (3.43) serd da forma:

A,

X, = df, -« dfl, + ey + ¢ (3.78)

para constantes arhitrarias d, e d,. Pela condigao inicial
03.24), temos

d, + 20, = 0 (3.79)

Pela condigao (3.26)

1 (3.80)

Entao de (3.79) o (2.80), ¥

em (3.78) se resumirs em:
"
. e . 3
X, ._Q4 'lpz P Oltl o+ Q (3.81)
v _
Sabemos de (3.72) que ¢ = -nlpy - AZV, entao a determina

380 completa de X? depende somente @agora de ser conhecido a]



valor ds AZ' 0 calculo do mesmo & conseguido pela anali

se das condigoes de solubillidade da equagao (3.44). Substituin

do Al' W Xl e X, Por seus respectivos valores em (3.63)
(3.64) e (3.81) no termo nao homogéneo de (3.44) obtém-se as
segulntes condigdes de solubilidade para (3.44)
0
= a ¥ = i < = 5 > =
Ao < Fyxye v PPy o v > Py Py o0y
— 1 3
= = : ~ = ., >
T R Fyx Py - 1 7+ Faxx Py ¥y
(3.82a)
0
= < > =
Ay FXXLpJ_ Vo [X,\Lpl B IR PV
= -F § - 1 3
- T >
XXy Qv Py o W 5 Fxxx - P v,
(3.82.b)
. - "]
Para chegarmos as equagoes acima, tomamos M =mM (P) e usa-
mos o fato que <FXXlP1'kp” ‘wj > = 0 J= 1,2. Observe -se

ainda que o determinante da matriz principal é A que ja mos-

>

tramos numericamente emn {(3.82) ser distinto de zero. Portantao

s equagoes (3.872) terao solugao uUnica. Com REDUCE 2 e por

Fd
talculns npuméricos obtemos expressoes explicitas para AZ

& w2 da forma:



Os valores numéricos dos coeficientes estaoc na tabela

seguinte.

61

10
23+1
E L2j+1 s 5
j=0
g
2341
) sz+1‘ 5]
3=0
10 2541
+
) Woyey + B
=Q
3 2j+1
J+
N 813+1' B
=0

(3.83)

(3.82)

na pagina
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FABELA
A "2 B

L21 0.000 "“’21 0.000 819 0.000
ng 0.001 N19 -0.001 817 0.255
Ll7 0.107 W17 -0.046 815 0.774
L15 1.627 wlS -0.444 813 12.447
L13 22.329 N13 -1,810 Bll 12z0.648
Lll 188.133 wll -2.863 Bg 736.931
LQ 1039.437 Wg ~1,.934 87 2818.758
L7 3828.319 W7 1.115 85 6252,395
L5 8903.720 NS 70,130 83 6443.824
L3 11859.,44D W3 448.500 Bl 925.980
Ll 1600.214 Nl 30.541

Oos valores numéricos obtidos para os coeficientes

2

vimos gue Kz e W, $sao sempre positivos para B £ (0,0,1].
<

Comoe o caliculo da expressao completa de X2 em (3.81) depende

somente de AZ, agora ja o temos calculado. Apresentamos en-

tao até ordem 2, a solugao de problema da bifurcacgao:



1.164 cost - C(Bl)sent
X(e,t) = + a e 4
1.812 sen t
Q os2t + Q_sen2t cost + C(B).sent Q
_1. ; 2 ~—2() a - 4 1
2 0 cos2t o+ leenZt 4 sen t Q2
Coe? s ate?) (3.84)
10
v i+ ]
oL p2drl
1 =g #3*1 2
Ae) = 0,648 + & JSf — €% 4 g(e?) (3.85)
’ 3 2541
) 823+l . 8%
J=0
0
! 23+1
VoW B
1 j=0 231 2
wie) = 0.466 + 5 € + plg) (3.86)
9
235+1
. B, . B
i=0 2i+1
Tomamos o plano € -2 para caracterizar aexistencia

de bifurcagao.
nhanga A
=

tao que o

Esbogamos

o grafico de

Sendo o coeficiente de €

€ contra A na vizi-

positivo, temos en-

modo da bifurcagdo é super eritico.
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CApPITULO TV

TEQORIA DA PERTURBAGCAO STNGULAR DE BIFURCACAD

4.1 - INTRODUGAD

Fazendo-se a substituigao de T por t = QT no problema
proposto ne CAP., I, (formulado pelas equagoes (1,3) - (1.4)) e

aplicando as restrigoes (1.8), tem-se:

G[Xx.,x.,0,8] = 0

8|
>
dt it=o
S8 para estas equagoes tomarmos O = 0, tem-se
Gx.x.2,0] = Flx,a,0] = 0o
dy
dt |t=o 0

ue 2 oproblema de bifurcagae ja tratado no CAP, TIT.

Pelas razoes expostas na introdugaon déste trabalho,
deseja-se obter resultados que permitam exibir aproximacgoes de
solugdes analfticas ou pelo menos criar técnicas anal{ticas que
deduzam propriedades qualitiativas do problema formulado, Em uma
analise preliminar de problemas, constata-se que so existem solucdes
analiticas em § para (A,Q) fora de uma vizinhanga de ( AD. w. T,
FPara investir sdbre o preblema, faz-se neste capitulo uma adap-

tagao do "Método da Perturbagao Sinpular da Bifurcagao desenvol-



vido paor B. Matkowsky e .. Redss em[12].

Vamos supor que temos o problema geral

([6(x,A,0,8] = 0 (4.12)

g(X) = 0 (4,2a)
onde

G:H X R® s H

g H g R,

H & um espago de Hilbert veal, G e g analiticos, G um operador
nao linear e g um funcional.

Assumiremos que

GXx,A,0.0] = F{x,A,0] = 0 (4.1b)

g(X) =0 (4.20)

constitui um problema de hifurcagao para F num panto (G,XC,mC],
com as seguintes caracteristicas:

1) Existem exatamente dois vetores linearmente independentes

l91' qg EH , tais que

0

F 9. = (] Q' = 1 » i = 1, 2

x NUPE j
o+
e ¢1: ¢2 EH L.i. tais que FX Y = 0 i =1, 2
o, C &)
111) A matri ° 0
51 matriz )
< Falivy > Pl
M o= €3.3)



bl

&7

iv) Numa vizinhanga [A_,mr) existem duas solugoes: de (4.1b), (4.72p),
X (A,0) =0 {(4.4)
o
) (1)
- : 2 2
XL = e ¢ e ¢ ole?) (a.5)
P 2 2
quando
A(EY = A+ A€+ —— A g2 « a(e?) (4.5)
5} 1 2 2
e
N 2
Q) = W+ W g+ —m w_ £ + ole’) (4.7)
e 1 2 2
2 (1) (1)
onde € = < X » X >

Salientamos que as hipoteses que consideramos em F
] O+
nos dizem gque os espagos nulos de O N,A,w Jﬂ eG‘DLA Au,ﬂ] tem
X € © X c’c
dimensao dois, enquanto que em [12] os respectivos espagos, bLem

dimensao um.

Por simplicidade de notagao suprime-se de G e g as

possiveis dependéncias sdbre outras variaveis, assumindo ainda
satisfeitas todas as hipoteses que forem necessarias sobre di-
ferenciabilidade, limitacao, etc.

Para a analise do que sepur, nos definiremos como sub-

ramos basicos de bifurcagao gualguer um dos sub-ramos X (A, )

1
0 § (el e os denotaremas por X

(A,

b

A existencia de bifurcagdo implica que a5 so-

, Z2a), podem nao ser analiticas em §, assim o

metodo de Matkowsky e Reiss consiste em determinar para 0 pro-

blema perturbado (4.1a, 2a) solugoes analf{ticas em § fora de

uma vizinhanga de (A, w )}, as chomadas Solugdaes Externas.
— 3 i

L L I

numa
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vizinhanga de (Ar'wr]' constroem-se solugoes analiticas em um pa-

-

rametro p, diferente de §, as quais serao denominadas de Solu-

goes Internas. Em seguida faz-se o acoplamento de cada solugao

interna com uma conveniente solugao externa como @ de costume no

método de acoplamento de expanssoes assintdticas. Citamos como

referéncias de aplicagées [12], [13] e [14]

4.2 - SOLUGOES EXTERNAS

As solugles aproximadas que apresentaremos nesta se-

¢80 serdo representadas por expansdes assintoticas em & quando

§ —> 0 e para (A,Q) fora de uma vizinhanga de (Ac,wcl na for-
ma :
U (A,0.8) = X _(A,Q) + J V_(r,2)87 (4.8)
b 5] yaq J
. (1)
onde Xb e ou xo ou X dadas por (4.4) - (4.7).

Veremos que as expansoes (4.8), n3o existem para

(A, Q)

i
—
>
.
£
s

Substituindo ¥ am (4.1a, 2a) por (4.8} e agrupan-

do os termos de poténcias iguais de §, obtem-se a sequencia. re-

cursiva de problemas lineares:

(" Ye
]

(4.9)
0

mo
1
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0
p . . - "
CXU1 GG = Rq(AfﬂJ
{ (4.10)
O P
\ gx.U1 = 0
0 o . o i}
GXU2 = 5 [(GXXU1](U1) + ZGX5U1+666 1 = RZ(A'Q)
ﬁ (4.11)
8] [D [ ‘
i ng2 gxx.U1]](U1] = 0
8 = R, (A,Q)
xHy = Ryths
(4.12)
0
+ =
ngj PJ 0

0 superindice zero denota que o correspondente operador, esta

0

sendo avaliado em & = O,pnrEmemph)GX=GX[XD(X,QJ.A,Q,0]. 0 ter-
mo nac homogéneo Rj em {(4.12)depende dexb(X,Q).U1,Uq,....Uj_1.
Isto faz com que a sequencia (4.10) - (4.12) constitua um sis-

tema recursivo de egquagoes lineares.

A egquagao (4.9]1, isto e,

{ gl = $ =
G[I\blkiQ;JJ F[Xbl/\ng] 0 »

11

verificada, pois Xb(A,Q] & solugao do problema de bifurcagao.
Para (),0) # [AC,QC], temos que
0 .
Gy = Fx[Xb(A,Q).)\.QJ (4.13)
&)

um operador linear nao-singular, portanto em (4.12), U, para

j = 1:2-'-- e dadO pOI‘:

=1

0
u, (A, = ) (R, (4.14)
i ALQ) EGX | Q1)



70

Assumiremos ue o operador G também satisfaz:
q D

o 9
. .15
< Ggs ¥y > v < Ggr ¥, > # 0 (4 )

Esta condigao diz que a perturbagao representada pelo parametro
§ destroi a bifurcagdo, pois sendo ela verificada, nao ha qual

quer ramo de solugao passando em (O, Ac' wC]s

Assumiremos ainda que F satisfaz

0 p
Fox Py llij > =0 J =1, 2 _ (4.186)

Esta hipotese nao tera influéncia sobre a destruigao da bifurca-

~

¢40, mas sobre o tipo de ndo-linearidade da perturbagao, como ve

remos no calculo das expansdes internas.

0 0
Em (4.12), quendo (A,Q) tende a [Ac,w ), G, tende a F

c X X
que e um operador singular. Neste caso, em (4.12), para j = 1

por exemplo, U, Néo existira em (AC,QC) devido a hipotese (4.15)

A fim de determinar o comportamento de U1(A,Q) qdando (A,Q)  se

aproxima de (Ac,wpl. introduziremos

-

coordenadas polares no pla-

no A-Q, definindo

0<p, 0L acx< 27 (4.17)

Q = w, * psen o

Calculo de Ub (4.8) quando Xb = X

Q

0
Desenvolvendo FX[O, A, @] em poténcias de p para

P << 1, tem-se:
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s}

O - 0 8]
Gy = Fy[0.2.0] = F + plcos a*F ., + sen aFyq

i ] + o(p) (4.18)

(8}

Dado que Fx e singular a condigao (4.15), implica que a solu-

gao U de (4.10) nao pode ser continua em p, portanto investiga-

remos U1 sob a forma:

U1 = _l—‘u tu, + pu, + olp) (4.19)

Usando (4.18) e (4.19) em (4.10), obtem-se

P 0
u =
X o )
(4.20)
g u =0
gX 0
F { ¢ F o) 8
S - Ll = - B
x U cos q FXX sen o oY, bﬁ
(4.21)
0
By Yq = 0
A solugao de (4.20) &
u, *© E (91
onde C e uma constante a ser determinada. As condigoes de go-
lubilidade para (4.21), nos dé&o:
0
5 O < >
cos Gs ¥,
C‘M = - [4.22)
0
en o < s
S 65 wz >

onde a matriz M(2x2) fot efinida em (4.3). Para cada angulo a
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fixado, a constante C € a incdgnita.

Oe (4.22), conclui-se que a solugao UO existe so para

os dois valores de o definidos por

.,

% O
cos o < Ggs Wy >
C = -y (4.23)
* Q S
sen o < GG’ wz

- % * — =
isto e a” e o + II. Mas ohserva-se que se C e o™ + T é a outra

solugao, a menos de sinal € & dado por:

Q
< 86 ¢1 >
1T = | (M ] | (4.24)
< 86,¢2 >

Oefine-se para referéncias futuras

+

C = C
(Vamos supor C > Q)
c = -
Podemos entao representar (4,8) para Xb = Xo
* Ci 1
- = ° - 0
u, [ ; P, * olp ) ] + 0(8) (4.25)
onde
2 2"
o] = x/(X~AC) + (D wC] (4.26)
(veja (4.17).
P (11
Calculo de qb quande X = X (e):
A solugao basica agora & dada por (4.5) - (4.7). Nes-
(1 1
te caso, desenvolvendo o0s operadores FK[X ]fELA,Q] e gxm( HE)]
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em poténcias de €, tem-se

2
[71) 9] (@] I ] 2 (8]
X = .
Fx[ e). A, Q] F, + & FoxXs 5 {f:xxxx1 + F X,
A ¢ EQ } 2] (4.27)
2rxA W, x0T o E :
x ey = g g X 08 x, + 3 X7 1
= + [» H————
gx & gx géxx il 2 gxx 2 gxxx 1
ate?) (4.28)

Em (4.27) tem-se utilizado o fato que (4,.16) implica A1 =w, = 0.

Pelo mesmo motivo que procuramos U1 da forma (4.19), agora bus-

camos solugdes de (4,10) sob a forma:

= 1 - 1 ° ® 2
\ "—8‘—2— VO * "";;— V1 + V2 ¥ (4.29)

Usando (4.27) e (4.22) em (4.12), obtemos para

e
F.v =20
X 0
4 (4.30)
o}
. ExVo °© H
o 0
Fx 1 ! Fxka1'Vo - 0
3 (4.31)
o o
“+ L] =
| ng1 gxxm1 vo 2
[P F i R S G
AV + LR R, (T =1 = ) + - &= =
J X 2 x*P1 Yt 7 { rxx§P1 ’ Fxx 2 QFxA ' MZFxQ} b GG
(4.32)
0 o o 2 o
+ ) ¥ =
BV gxx‘PT Vit 5 L gxxxW1 Byx Z]Vo 0



A solugao de (4.30) ¢

& (4.33)
VD D \p,]
onde D & uma constante a ser determinada. Usando (4.33) em
(4.31), tem-se que
. 4,34)
vy v, w1 + T, B Do (
(Veja & CAP. I1).
. & 4,35)
I‘,I D < ¢, (?1 > d1 (
Q 5 o Pz
g .9+ g {
* % X X1 B
r, =0 |- - =0 d, . (4.36)
gx kP2 //
Usando (4.35) e (4.36) em (4.34), temos
= . 1. 4,
v, D[ d, T dzkpz 0] (4.37)

Usando-se as condigoes (4,16] e vjcbdapmr M.B?)nas‘conf

digoes de solubilidade de (4.33), deduz-se que a solugao exter-

na U1 existe se e somente se a constante D, os coeficientes de

- - . s}
bifurcagao Az e w2 € 0s parametros de perturbacgao <G6Jﬁ> j=1,2,

estao relacionados pela equagao:

A O
5 B < Gg. ¥, >
D = M (4.38)
8}
mz < bd wz >

Isto quer dizer gue para a existéncia de D, precisa-se ter an-

tes a colinearidade entre os vetores
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A

2\ .
2 M
0
W < GG’ wz >

caso isto acontega D & dado,

o] =

=]
— ||

v, <

/2

a menas de sinal,

por:

(4.39)

Conhecido o escalar D, podemos expressar a solugao ex

terna U1 aproximadamente por:

e D
u1 =[ te + ?iltp1 + 0(8)

Caso D exista, da combinacao de

clui-se que

sen a”® w 0

. *
g se definirmas 0 =}

r por
- . *
A2 r cos
r > 0
- *
w, r sen 6
tem-se de (4.41) que na diregao 6*, £ = =
N c s
U= = ke ———
; L ' - ]lf),' + 0(8)

r'e

(4.23)

r D .,

(4.40)

com (4.38),

con

(4.41),

(4.42),

Portanto,

(4.40)



4.3 - EXPANSOES INTERNAS

Determinaremos agora expanszoes assintoticas das solu-
goes do p:oblema perturbado qua sao analiticas numa wvizinhange

de (AP,wC] quando § —> 0. Para isto, tomaremos um novo para-

- -

metro £ em uma transformagao gque tem por objetivo fazer uma mu

danga de ®scalas nas vizinhangas de (Ac.w ). Isto e

r

A= AC + E?ua-cos o+ D(ua] (4.43)

£ >0, o€ [0, 21 )

Q = w, o+ £°ud sen o + O[ua] (4.44)

onde o novo pequeno parametro | e definido por

§(p) = Sig(8) = u’ (4.45)

e a,b sado inteiros constantes cujos valores serao determinados
da nao-linearidade do operador G.

Procuraremos agora solugoes

XCA(u), (), 8(u)d= Zp) = 3 zju3 (4.48)
Exigiremos de inicio gue §(u) seja continua, com
6(0) = 0. Assim o ponto (A(0), Q(0)) = (Ac.wcl e 7 = 2(0) =

XD(AC,wC,D] = 0 e o ponto de bhifurcagao de Z(u). Coloca-se (4.43)-

(4.45) em (4.1a, 2a) e igualam-se a zero, os coeficiente de ca

da potencia p, isto da origem ao seguinte sistema recursive de

equagoes lineares para determinar sucessivamente os zj
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( o ) cﬁ) D

in1 R bG R T1
4

9 . 5

Byfq 7

8

2, =1
N d

2 t
[ Bk J
onde o superindice zero significa qu

culado em py = 0.
8] a
Exige-se que Au e 6“ sejam
te a e b sao inteiros positivos. Se
série de poténcias em 6, mas isto nao
vimos na segaoc anterior que naao ha so
blema perturbade quando & ~—3 0 e
A . Portanto
o
a > 1
b > 2
Consequentemente, teremos de (4.473) g
) se a >
(8]
I\ =
1
£ s8 o=
e de (4.4%) que
0
8 =)

(4.47)

(4.48)

e o operador esta sendo cal-

limitadas, consequentemen

b = 1 a serie (4.48) e
pode acontecer, pois ja
lugao analitica em § do pro-

A esta nume vizinhanga de

(4.49)

(4.50)

ue

.51

(4,.52)



Usanda (4,52) em (4.47), temos:

Fa =
xzﬂ B
(4.53)
= 0
gxz1 B
cuja solugaoc é
= Jo (4.54)
29 Py
onde I @ uma constante a determinar.
Resolvendo-se (4.48) para Jj=2, obtem-se:
o 1 ~ 0 2 o 0 0 o 0 Q
-2, = = ]| F pA 2) Z 2 o 4 + 3
Fx 2 2 L‘ xx 1t \n A b1 7 Quf Q 6uuCG ]
A (4.55)
0 0 2
+ 7 =
\ngZ éxx ‘ ?
Substituindo z, em (4.55) por (4.54) e supondo a = 1 e b = 2

nas expressoes (4.43)-(4.45) teremos entdo para (4.55) as se-

guintes condigoes de solubilidadse:

o]
oo @\\ < GG' W1 >
I-€+M = - 2 Sig § (4.56)
0
58 1 < . >
sen 0/ Gé ¢2

Usamos em (4.56) a hipotese (4.16). Resulta de (4,56) que 1 &

uma fungao descontinua de £, assim a e b devem satisfazer as

desigualdadas

a >

N

b > 3

consequentements obtem-se



Diante de

79

(8}

A= 0
1

0

Q = 0
in

0

§ = 0
HU

(4.581-(4.60), (4.

55)

F 7 12 F z
Fxf2 Fax "y
A
o] 2 0O 2 0
\gxz2 N gxxw1 B
cuja solugao é:
z = g \ + 08 + 12
2 1\ 22
0 2
$
= 12| - 8,® gxka1 I2
s, = 2
gx“PZ
81 E R
2 2
Assim 22 SﬂP1 + I dZWZ + I
Calculando (4.48) para j = 3.
B2 vaf 22 +F 2043 & 72 +ag of
+ 2 + + 3 = .
x 3 xx 172 xx% 1 qu xA 1 M FxQ
o 0 9 0 ;
i O 7 s 7 7 2 . 2 Jc
( €3 gxx 1 2 £ 2 gxx 1 ZZ + 1 gxxx 21 .
Substitulnde 72, e 32 em (4.66)
expressoes em (4.54) o (4,8%) obtemos as

de

solubilidade:

(4.58)

(4.59)

(4.60)

se resumira em:

(4.61)

® (4.82)
“d, (4.63)

(4.64)

(4.865)

(4.686)

par suas respechtivas

supuintes condigoes
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O 0
/X < G, b, >
Lt 0 O |
3TM - = - 8
0 P 0
< 1 >
Quu 66 wz

Usamos em (4.67) a equacao (2.20).

Para que a constante I

gao analiticamente,

podemos supor em (4.67)
0
A
M &
# 0 S § 0
5 MUY
Q
HU
Neste caso os inteiros a e b 540
a = 2
b o= 3
g consequentemente:
0
A COs O
It
=~ 2¢
0
Q2 sen o
HH
e 8 6 (8)
: = $i
nne "B
Usando-sae (4.71) e (4.72) em (4.67)
AL CoOsH a\
2\ , .
17-26+1 -2 Sig(§)-M
w., jen o

dependa da bifurcagao e

(4.67)

da perturba-

(4.88)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

obtem-se

[J(S ,11)1
0
Gge¥y
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Utilizando (4.23) e (4.,42) em (4.73) obtem-se

r'13'005 6% - 2.E-I-cos o + 2-5ig(§)+Cecos a® =0 (4.74a)
3 * . = %

r*I +*sen 6 - 2+f<I*sen o + 2 Sig(8§) C sen a = 0 (4.74b)

- * = A * *

C =2C ou C caso se tenha o ou o’ * W

Antes de iniciar a analise das equagoes (4.74) defi-
nem-se algumas entidades geometricas com o objetivo de auxiliar
na interpretagao dos resultados e de termos um esbogo grafico
para a resposta.,

Considera~-se o esgpago cartesiano tridimensional for-

mado pelas triplas (A, Q, I) onde nos eixos A e Q@ estao repre -

sentados os wvalores

A=A e Ly enns @ CF)

=
I

w_ o+ Eeu®ssen o (E]

respectivamente. No eixo I estao representados os valores I(£),

coeificiente de wq na expansao (4.48). 0 par (o(g), I(£)) deve
satisfazer as equagoes (4.74).
No espago acima definido, define-se como P(O) o pla-

no gque contem a reta RC = (AC, W, - Il e faz no sentido anti-ho

rario o angulo O com o plano (A, 0, I). Em [P(6) consideram-se

os semi-plancs S IP(0) @ S IP(B + 7)

com respeito a reta RC .
s . * & ’
Sejam |IP(87) Pla™), IP(al(&))

e seus respectivos semi-planos de
tinidos analogamente,



Da hipotese (4.18) tem-se que Aq = w, = 0, entac de
(4.42) e do CAP. III, conclui-se que a curva de bifurcacgao esta
contida em IP(O%), por isto vamos chama-lo de o "Plano da Bifur-
cagao”. A solugao externa UO (relativamente Xb = 0) esta por
(4.23), no plano P(a™) em geral distinto de PP(8%).

Diante dos elementecs definidos acima, faz-se a anali-

se das equagoes (4.74) em dois casos.

IJ) Caso em que as solugdes externas relativamente a X

!
o

b es-

tdo no plano da bifurcaghdo, isto &, ®(a™) = Pe¥).

Este caso sugere estudo em duas situagoes, como segue:

I-a) Analise no semiplanc S P(07)

Seja entao

Assumindo (51], conclui-se das expansoes nas equagoes

(4.74) e do fato que Cosza*+sen2ak#0 e I(E) #0 Vv & >0 gue :

Com (81) e (8'1), as equagoes (4.74) nao sao indepen-

dentes, restringindo-se portanto a uma Gnica equagéao:

3 :
rI” - 251 + 2 Sig(8)+C = 0 com £ > 0 . (4.75)

0 discriminante de (4.75) &

(4.78)
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Consequentemente,

existem trés

+
£ > £ = I )
o 2 r
e uma raiz real dupla se
£ o= &
0
Para
0 < & < £
- 0
existe so0 uma raiz real. O0s comportamentos
tres reais simples para £ —> o sao
2
1t n - 3
1 r
* - ny
12 {(g) "

#
Sig(§)-C
ILoe) X -
a
I-b) Analise no semi-plano complementar § IP(e* + x)
Seja entéo
(32] a* = 8% . ow
Assumindo (82]. pelos mesmos motivos que em (I-a), obtem-se
(4.74,a-b) que
[S'?) alg) = o = 0% « 7 Y & >0

Usando (32) e (SE }J em (4.74, a-b),

gstas o

5.6}

restringem em:

r
railzes reais,

2/3

simples se

(4.77)
(4.78)
(4.79)

assintaticos

das

(4.80)

{(4.81)

(4.82)
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lembrando de (4.23) que C = -C . A equagao acima tem apenas

uma raiz real para £ >0 e cujo comportamento assintotico para
£ —> ® & dado por:
- ) 4
- _ Sig (8)-C ~-Siz (§)-C

I,(E) = - (4.83)
145 - 3

Note-se que sendo I(EZ) # 0 V¥ £, entao para £ = go

(4.81) e (4.82) devem se conectar, como também (4.80) e (4.83)

devem fazer o mesmo para £ = 0, Assim pode-se dizer que a ex-

pansao interna 2 (u) formulada em (4.48) tem como resposta gra

fica no plano P(6%*) uma curva formada por dois ramos disjuntos

=

I e 2 dados por:

+ +
- £
2 (&) 22(‘,)k123(£)
27(E) = 1)UL (E)
onde
2.06) = (A(E), gy, - 1/-»§_ e 1o+ o)),
T
2€
{271 = ey, ey, 28 . i * o 0wl
5 (& 3 v - wo+ o))
14, » +
2,080 = Oy, qugy, Staldree
3 £
quando
A = Ac + Eecos (G*J'uz + O(uz)
Q = w, o Legen fO*]'u2 + o(uz)



85

e
- i -C_
2TE) = gy, eegy, el Cu e 0(u))
£
gquando
2
NE) = A - Ercos(8%)eu? v 0u?)
5 2
R(E) = w_ - E-sen(0®)-u’ + o)
Na solugao X(1]£e) de bifurcagao o coeficiente de ¢1
€ €, 0 qual pode ser expresso em termos das variaveis internas

£ e W para & —= ® gsob a forma

T
€ = + e LI (4.84)
r

Portanto quando & ——» o (4,80) e (4.81) dizem gue Z: (£) e

" ; (4 .
22[5] se aproximam da solugao X~ ](e] da bifurcagao. De(4.82)

e (4.83) deduz-se que z;(g) — 0" @ Z;(E) —> 0 para £ —> o,

Identificando-se o plano de bifurcagao F(B*] com o]

IR~ com pares ordenados (£, 1), pode-se obter o seguinte esbogo

grafico para Z(u).
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FIGURA (086)

iy

(A curve pontilhada representa a curva da bifurcagao.)

0 processc de acoplamento (MATCHING) das expansdes ex-
ternas U; e Uf, {se esta existir) com as internas Z , consiste
em expressar os coeficientes externos em termos das variaveis
internas £ e u para (A,Q) proximo de (AC, mc] segundo a mudan-
¢a de escalas dada em (4.43)-(4.44). Aqui os coeficientes ex-
ternos & serem considerados s3o os coeficientes de ¢1 nas ex-
pansaes Ui em (4.25) e U1 em (4.40 ). Para os quais sera usa-

da a notacgao:
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U+ = _.E_.__. 2 6
o P
uT o= Lo
G 2

para os coeficientes de U;, e

u. = [ +e + e & § ]
1
2
e er
; c
w, = [ & + — & ]
" EL'I‘

:t
para os coeficiente de U1 :

Utilizando-se os fatos que

p2 = 22X (a-x 3% 4 (q-w )2
B C

§(u) = Sig (§)-u°
e £ dado por (4.84), segue:

N c'esig (6)
(s] E

= C +Sig (&)
9 3

=
Y
i

— B
+ r /_Eﬁ . C +8ig (§)
r 2¢

.._.
i

R § 2c ! C +Sig (8)
L, L= +
1 P 2
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% +
Facilmente conclui-se de Uo e u1 que
U; acopla com 2;
UD acopla com 21
+ +
U1 acopla com 22
- +
U2 acopla cam 21

VejJa quadro de acoplamento com o esbogo grafico. Estamos iden-

tificando IP(0*) com R2 = (£,1)

ACOPLAMENTO DAS EXPANSOES EXTERNAS C/ INTERNAS

(8,9 a* = g* § > 0
£ —> o = 0% a = 8% + g
+
22 u1 —
21 U1 UD
+
23 UO(c>D) —




FIGURA: (07

Pla) = P(8%) = p(a®)

I/

84 I
s}

(A curva pontilhada representa a bifurcagao)l

0 grafico, quando

§ < 0, 8 o simétrico déste,

IIJ Quando as solugdes externas relativamente a Xb = 0 existenm

fora do plano da bifurcagio, isto 6 IP(a*) A IP(6%) ou seja

(5,) a* # 8%, oF + g

As equagoes (4.74) podem ser colocadas sob a forma:

2E*Tecos o = r-Ia cos 8% + 2 Sig(8§)+C cos a* (4.85a)
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.

2E+T+sen a = r+I"«gen 0% + 2 S1ig(8) C sen o*

Elevando-se ao quadrado e somando-se as equagoes

tem:

2
4g '12 = r2°IS

Desde que I(&) # 0 Y £, vem que

+ 4r+Sig(8)-C-cos(®” - a*i.19 « 4¢C

(4.85b)

(4.85) se ob-

2

. =2
£%= 1 cr?e1? 4 reSig(8)-Tecos(8* - a*)eT s - (4.86)
T
Be (4.88), pode-se deduzir os comportamentos assintoticos de
I(E) para § —> =, 05 quais séo:
Jipeianas)
I (E) N - VDF (4.87)
" Ic| c
I(8) ~ - = (4.88)
2 £ €
IC] c’
I,0g) ph . = (4.89)
2 €
’1“,‘—1
I,08) Q)22 (4.90)
4 v

A representagdo grafica de I (&) J=1,2,3,4

J

madamente da forma: :

FIGURA (08)

5N
-
v

h

Yy
(28]

€ aproxi-

Na figura, usamos o fato que T(£) £ O Y

Nha
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Para saber do comporhamento assintotico do angulo al(f)
para & —> = substitui-se I nas equagoes (4.85) por (4.87) -

(4.80). Fazendo-se as identificacgdes

al)quando se substitui I por Iq(gl

( 2) " " ” " "

a. IZ(E]
[ 3) ” n " " " ™

a_ , T . (&)
[ 4) ”n i 1" " i

o, I,(&)

obtem-se:

a = B (4.91)
éi] = a* +o (4.92)
{3)
a; = a* (4.93)
(4)
o = ot (4.94)

respectivamente.

Das equagoes (4.85) e da suposigdo (S.), deduz-se que

3
’ 2,
()'.X
*
o T
al&) # A , v £ €& [0, ) (4.95)
*
o
07‘: & T

Sendo o & 0% ;3
Sendo o @ angulos fixados, poder-se-ia saber da

variagao de «(§) 98 50 soubesse como al(E) te aproxima de a® ou
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*

o + m, isto &, se por valores maiores ou valores menores. Para

isso faz-se pela teoria da perturbacac uma andlise das equagoes

1

(4.74) na vizinhanga de £ = o tomando & = = com |€! << 1

Temos entao (4.74a) e (4.74b) na forma:

E'AZ'I3 - 2+I+cos o + 2+£+Sig(§)+C-cos a* = 0 (4.98a)
e-w2-13 - 2+I+sen a + 2+£-Sig(§)+C-sen a® = 0 (4.96b)
Temos que para € = 0 ,

1
I

IC(o} =0 e (4.97)

o
il

o (0) (4.98)

Vamos aprasentar o e I na vizinhanga do infinito por:

Derivando-se (4.96) relativamente a € em € = 0

tem-se:

(-cos a )+I_ + 2+Sig(8)+Cecos a* = 0
0 £
-sen o J*I_ + 2+Sig(8):Cegen a = 0
0 €
dende se conclui qgue
2 Sig [61-E~sentmo - a®) =0

0 dque acarreta
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a = a* ==>1_ = 2 Sig (§)-C" (4.99)
0 E -
@ = a¥ & o= T = 7 Sig (8)eC (4.100)
0 &
ODerivando-se (4,965) relativamente a € duas vezes em
€ = 0, tem-se:
(2¢I *sen o leq - (cos a )-I = 0
€ @] € Q EE
'—(2']: . L -~ = o = 0
g COs ao] aE (sen uol IEE
donds se obtém:
= T = 0 4,101
af—: EE (
Derivanda-se (4.,96) relativamente a £ trés vézes em
£ = 0, tem-se:
31 . - = a i = U
( e sen aQ] ase (cos ao} leee
_3 ° =3 s s ]
{ I€ cos aO] aee (san aol Isee 0
0 gue acarreta
o . = I_ = 0 (4.102)
EE EEE

Derivando-se (4.9 ) relativamente a ¢ quatro vezes em

e = 0, tem-se:
{(4+1 ) ) ’
c°sen ao .aeee - (cos ao -I€EE€ = 12 AZ’IE
(-4 T ecos o )eu - {sen a )1 = - 012w I3
€ e} £€E€ . 0 E0EE ) 2

0 que fornece:
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&) = = 3 Ig-[m, cos o - A_*sen o ) (4.103)
EE £ 2 0 2 Q
£=0
3 3
; =127+ {A_ cos o + w,*sen o ) (4.104)
EEEE € 2 G 2 0

usando (4.42) em (4.403) e {(4.104) obtem-se

= 2 ~ o * -
a€€8| 310 ¢ sen (0 a) (4.105)
le=0
; 3 * .
Ieeeel =12 I_ r cos (8 a ) (4.106)
le=o
De (4.107), conclui-se gue Oce = 0 se e somente se
€=0
¢
] 0* o*
o =5 a3y o =
Q
*
l 0% + 9 +m
o gual €& uma contradicao com [83], portanto pode-se afirmar que
aeee # 0 (4.107)
£=0
S L % =
endo Oeec # 0 e I€ # 0, pode-se obter de
£=0 €70

(4.89)-(4.107) expansdes para I proximo a zero e a(£) proximo de

" .
a, em E ~n © , da forma:



3
- + - -4
I(E) = 2 S1g(8)+C €™ + 4 51g(6)+2" erecos(6®a*) & Yvare™)  (4.108)
* +2 % * -3 -3
al(g) = a” + 2 C r sen(f” - a )& + o(E 7)) (4.109)
Usamos em (4.110) e (4.111) que a, a*, portanto € = gt

I(E) =2 Sig(8)eC & " + 4 Sigl8)+C Jerecos(0*-a®)+£ Y0t™)  4.110)

alE) = (a + m) - 2.C %esen (8% - o*)e£73 + o0(e™3) (4.111)

Utilizamos em (4.112) e (4.113) que o, = o + o7 portanto C =C

Diante das expansoes (4.109) e (4.111), a analise de

(II) subdivide-se em dois casos:
II-a) sen (9% - a*) > 0

. ” . * .
Isto e equivalente a ter o satisfszaendo

* *

0% -~ < a* < @ (4.112)

Entao se o for tomado satisfazendo (4.112), tem-se de (4,93) e

da expansao de a(&) em (4.108) que

s +
alf) — ali]=a* p/ £ —> = (4.113)

Segue de (4.95) e (4.113) que




(0,) a¥ < a(ey < o* vV £ >0 (4.114)
quando se substitui nas equagoes (4.85), I por IqLE] dado em
(4.89),

Tem-se também de (4.112) e (4.92) que
(2) * S ' y
alg) —> o™= (g m) p/ g —> o« (4.115)
o0
Acarreta entao de (4.115) e (4.95) que
-k * -

(0,) 07 < alf) < a” + g v £ >0 (4.116)
quando se substituf{ nas squagtes (4,85) I por IZ[E] dado em
(4.88). De (4.91) e (4.87) tem-se que

(1) & *
a(g) —> a, = 0 p/ & —> (4.117)
quando se substitui nas equagfes (4.85) I por I (&) dado em

(4.87), portanto a(f) satisfaz a

De (4.94) e (4.90), tem-se que

(49 -
alf) —> o = 6*

3

quando se substitui nas equagdes

o(&) satisfaz a desigualdade (D2

um grafico uma aproximagao da

so {(IT-a).

variagdo do Angulo (&)

|
desigualdade (02) em (4.1186),

p/ & —> o (4.118)
(4.85) I por I4(E], portanto
em (4.114). Pode-se dar em

neste ca-



FIGURA (09 )

A
o
. (2
S N o¥em = o
=
s
- + (1)
. (0%) = a_
x,-_(4)
(67 =0
& (3)
- o = aoo »
>
&
I1) sen (8% - a*) < g
Isto & equivalente a ter o satisfazendo
* * *
87 < a"< 8" + 7 (4.119)

A analise Segue o mesmo raciccinio anterior, mas cCom 0s seguin

tes resultados:

(Df]J 0% < a(g) < o (4.120)




a8

quando se substitui I em (4.85) por I4(€] ou IB(E] e

(0,) o v+ <o (E) < 8% + 27 = oF (4.121)

quando se substitui I em (4.85) por 11(53 ou IZ(E). Veja figu-

ra ( 10)

FIGURA (10 )

v




Viu-se em (4.87)-(4.90) os comportamentos assintoti-
cos de I(£) para £ —> o, Destes foi possivel determinar o com
portamento assintdéticos para a(&) dados em (4.91)-(4.94), De
(4.109) e (4.111) foi possivel conforme os casos (4.112) e

(4.119), determinar as variagoes de a(f) dados pelas desigualda

des [Dq) ou [02) e (D%] ou (D;). respectivamente. Para cada uma
dessas desigualdades, correspondem exatamente dois comporta-
mentos assintoticos de'I(E] associados convenientemente para que
o (al(g), Ij(il] satisfaga as equagdes (4.74). Mas agora obser-
ve das equagoes (4.74), que dado um valor a(£) fixo satisfazen-
do D1 ou D2 em (I-a) ou entdo satisfazendo D; ou Dé em (II-b),
determina-se univocamente I€€), pois o (4.74) pode ser posto co

mo um sistema linear nas incdgnitas I e 13 da forma:

K , cos o
& —
M- = -ZeSig(8)-C
13 sen oF
onde
3 * .
rl” cos 05 - 2£-1 cos o
*
M =
3 #
rl” sen 8 - 2£+I sen o

com det(M*] = 2E-resen(8” - a) # 0 V & # 0

(63).

e pela suposigéo

Entao diferentemente do caso (I), aqui a expansao in-

terna Z(u) formulada em (4,48) tem como resposta grafica uma

eurva no espago (A, €, I) nao-plana constituida de dois ramos
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disjuntos 2" & 27 em cada um dos casos (II-a) ou (II-b). Estes
ramos em (II-a), sao caracterizados por:
7 (&) = 23(51\)24(51

Z (g) = 21(£)\124(£]

onde
’ ?g""
Z,(E) = (A(E), QE), 4f/=> * p *+ olul) (4.122a)
C+
24(5) = (A(g), Q(g), o+ o(u)) (4.122b)
quando
ME) = A_ v Eeu’rcos alE) ¢ o)
\ a* < atg) < 0"
2 #
QLE) = CHE E-u“esen alE) » olp) £ # 0
8
£ = (A(E), Q(E), - - ey oolul)) (4.123a)
1 ’\, =
7,(6) = (A(E), QE), —g..- e+ 0] (4.123b)
\
guando
( 2 2
A(E) = kc + Eepy ecos al(E) + olu )
) 0* < o(g) < a® & om
QUE) = w_ + E-u®+cos a(Z) + oln) E 4 0
Nota. Qualquer um dos ramos Z+ ou 2  nao intercepta a reta
R, = Pla )N P(0%). 0 nimero real zero nio vstd no dominio dO
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arametro £ ara este caso enquanto que caso (I) isso era pos
3 q q s

sivel. Quando u —3 0, ¢ ramo Z (E£) € o UGnico que se aproxima

do ponto (A , w , 0) E R
c G c

‘ . ot .
No caso (II-b) 2 e 2 sdo caracterizados por:

M

—

Wy

—
i

. /-4 r
Zstﬁ)&qu(”)

2 (&) = N AVEINES

onde
( C*
ZB[E) = (A(E), Qg&), ——— W+ O (p))
G
2E
24(A) = (A(E), Q(g), \/[ﬁf ©po+ 0{p))
quando
MEY = A v EepPicos alE) + 0(u?)
0% < a(g) < o
QLE) = Wt g-uz-cos alf) + o(uz]
@
2&
21(£J = {(A(&), Q(£), - — o+ u + oflu))
r
-
24(53 = (A(E), Q(ET, w;—-’ uo+ alul))
quando
AEY = 2+ Eep’ecos alE) + o(u?)

ta™ vy <alf) < 0% . 21 = 8% )
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Aqui vale a mesma nota que no caso (II-a). Estas caracteriza -
goes ajudam a visualizar @& aproximagdo das solugdes internas em
(1)

(IT-a) e (II-b) com as solugoes de bifurcagao X (e) e com as

- + X ” A . +
solugoes externas U(, (agui nac ha solugoes externas U1)
J

De (4.84) e (4.122a) segue que

23~M~> x(q) guanda & ———

e de (4.122b) S > 0 < (4.124)
- SR | quandao  § — o
4 0 2

De (4.84) v (4.123a) segue gue

2 L, (1) _ (
4 T A quandn & ——> o

e de (4.123b) 53794 (4.125)
22 ——m Uo guando & ———» o

Dos resuitacdos {4.124)-(4.125) & possivel representa:

esta aproximagao num grafico:
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FIGURA ( 11)

§ >0 e Sigi{CleSig(§) = 1

A curva pontilhada é a curva de o Lfurcacao no plano P

4

0



CAPITULO Vv
SOLUGCAD DO PROBLEMA PERTURBADOD
5.1 - INTRODUCAD

Apresenta—se.agora neste capfitulo a solugao do proble -

ma original proposto no CAP. I, utilizando-se a teoria desenvol -

vida no CAP. IV. 0O problema de bifurcagdo, do qual aquela teo-

ria se serve para construir o método da perturbagao singular de

bifurcagao, tem como um exemple concreto o problema(nﬁginalqqu

do neste se faz § = 0, cuja solugao foi dada no CAP. ITI.
0 problema perturbado é formulado pelo sistema (1.2)
com condigado inicial (1.4) e as rastrigoes dadas em (1,8). Para

referéncias represesntaremos simbolicamente o problema perturba-

do por:

G(x, A, 6 ] = ¢ (5.1a)

(5.1b)

Recordando o qus se propds no CAP. I, buscam-se apro-

ximagoes de solugdes periddicas com a mesma frequencia do termo
forgante &8F(X,T), onde a F sa supbe ser

do ZH/

periodica e com perio

n* Fazendo-se a substituigdo de T por t = Qt

nas equa-

ghes (5,1) tem-se entaoc inseridao gxplicitamente nelas o para-

metro §, tornando-as na forma:
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GIx, A, 9, 8] = 0 (5.2a)
g(X) = 0 (5.2b)

com o qual procuramos agora aproximagdes de solugoes periddicas

de periodo 2mw.

0 problema (5.1a)-(5.1h), agora formalmente dado por
(5.2a)-(5.2b) sera chamado de o Praoblema Perturbado. Como na
segao 3.2, serao investigadas solugdes de (5.2a)-(5.2b) em

Cgﬁ(R’ Rz) considerado como umas varicdade. de L2 [O, 2m] e éeste
como espago de Hilbert real com o produto interno <, >, defini-
do por (3.21). Sendo uma investigagao local, isto &, na vizi-
nhanga de [XO[KC, wc). kc, . 0), o cperador nao linear G fi-

ca datinido por:

G:V x (A ~r A+ r ) x RXR-—>C. (R, R%)
c (] r 2T

(X, &, Q, §)———= o[X, A, @, §]

2
onde r > 0, V uma vizinhanga aberta de X (A _,w_ ) em CZ ( R,RZ]
o "c’ e 2m
onde XO[XC,wC) e dado por (3.457).
O relacionamento entre o procblema perturbado e o proble

ma de bifurcagaoc do CAP. 111 é dado por:

GIX,1,0,8] = Fx,2.0] - 8F(t.X.Q) = 0

g(X) = 0
U problema da bifurcagéo é entao
GX,x.,Q,0] = F[x,x.0] 8 (5.3a)

g(X) = 0 (5.3b)
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para o qual foi definida a solucdo X dada em (3.85), quando A ¢
definido por (3.80) & 0 = w(e) por (3'87)1

Para o problema de bifurcagdo (5.3a)-(5.3b) ja temos
determinado os seguintes fatos no CAP. III para o operador F :

i) 3 AC = 0.648 e = w, o 0.486 tal que numa vizinhanga de

(A, w ) e IR2

temos ue
c c ’ > 8

//A (1 + cos()]

(5.4)
\ (2 ¢ cos(A)]

independe de t e satisfaz F[XO(X,Q],K.Q] = 0

ii) Existem ¢1,¢9 E C

<

NN

"(fﬁ,lR J, linearmente independentes, dadas

por (3.29)-(3.30) tais que ;

Q
f_ = O = ']’ 2 [5 5]
<\ .
Q . < B
£, w1 = (5.6)
0 (5.7)
on 4
)_.JA LPZ # 0
2

1ii) Existem ¢1:¢7 € CZN( R, R7), linearmente independentes, da-

das por (3-34)-(3.3%) tais que:

0+

F le =0 J =1, 2. (5.8)
iv) A matriz M dada por (3.51) & Lal que

det (Mi # n

(5.9)
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segundo (3.682),

v} Por calculos diretos, temos:
o]
< F ( 2, W o> = 0 j =1, 2, (5.10)
X X 1 "
Este fato & equivalente a hipdtese (4.16).
vi) Existem pare € numa vizinhanga de zero, uma s0lugan nao tri
vial de periodo 2w
(1) 1 2 . 2
X = X (Ale), Qie)) + X, e+ —— X_<e7 + 0(e”) (5.11)
{(e) o 1 2 2
quando
2 2
A(E] = A + A ceT o+ of{e™) (5.12)
= Z
2 2
Qle) = w_ + w,*e +ooleT) (5.13)
C P
As expansces (5,11)-{5.,131 sado dadas em (3.85) - (3.87).
Fara o cperador 6 obtivemos o seguinte resultado:
vii) ( 8 0,395
i < > = « 385 .
s ¥y Yy
) (5.14)
a o~ -~y "
{ < G(S’ LPz > = ~u.435.01
onde a1 e b_1 sac os coeficientes de Fourier de f(t) e com
2 % , - % %
a, * b1 # 0 por hipotese. A Tungdo f(t) vem da perturbagao

§F(t) onde e -
cos X

FlE) = f(t)
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ﬂ9£g~g: Na teoria desenvolivida no CAP. IV, tinha-s5e como hipé-

tese que a solugao trivial do problema de bifurcagao na
vizinhanga de (Ac'mc) era XO(A,Q) = 0, enquanto que no problema
proposto XU depende de A. Mas como na Segao 3.2, isto nao sera
empecilho de aplicar a teoria do CAP. IV desde que podemostrans-
formar a variavel X, fazendo-se a substituigdo pela variavel
Vo« XD(X,Q)= Assim temos que UO.E 0 & agora a solugdo trivial

", _ , LA
de GV, A, @, 0] = gV + Kgr Ao @, 0] =2 [V« x A Q]2 F[V, A, @]

Com esta nota e com os resultados obtidos em (i)-(vii) te
mos todas as hipoteses exigidas, portanto o problema (5.2a) =
(5.2b) tem solugdc segundo o método da perturbagdo singular de
bifurcagao, cuja resposta, gualitativamente &€ a mesma que obti-

vemos para o trato do problems geral (4.1)-(4,2),

5.2 - SOLUGDES EXTERNAS

~ . o o *
As solugoes externas uo e U1 correspondentes a (4,25)

e (4.40) do CAF. IV, sac agui neste caso concreto do problema

tformulado no CAP. I, apresentadas explicitamente por:

A1 ¢+ cos (X)) N
ut - s C <+ olp Nylseas)
o S 5 172 1 P
A[2 + cos (A)] (A5 +w3)
Caso
(@]
)5,, < G 2 |
2 s Y17
@ Mﬂl
@]
|A)) p < G >



sejam colineares 2 0 = C /r entao existe

A1 v cas(A)] \\

Uy - P s S

+ i & + ald) (5.16)
! £ ! WW
A2 o+ cos(r)] /
com s
[ -7 o?
2 2D
& i 1 2
i o= 4 l e .?._._,._ 4 _,A_H?_..
| A A
onde
. .4 - 3., - 2
51 = (D.DQ?.bq.B = O.DSa.aq.B * O.Qgg.bq.D =
- 0.518.31.8 + 2,402.b1)/A (5.17)
4 3 2
52 = (0.003.b1p8 + G.U?S.a1.8 + D.117.b1.8 +
+ 0.155.a1.8 + U.S?d.bql/A (5.18)
A = det (M) dado em {(3.82)
0 = e (5.19)
2 2
\/AZ v,
Considerando~se o gspago cartesiano tridimensional (x,
R, 1), tem-se que
+ e * &

U o Pa™1 = pLoe7) (5.20)
sendo qgue U; C s pla™) =) U; Co S Pla™ + m), onde a* e de-
finido por

3.
Cos o = s o (5.21)
] ’;2 . LS") ] a4



8.
5aN 0 5 mee (5.22)
., 172
< C &
{ S T | o ]

= S - o % ;
A solugao externa U‘l Cos5 p(6") devido a igualdade (5.19).

5.3 - SOLUCOES INTERNAS

Para as solugGes internas Zj, tem-se duas situagdes ana
logas as que foram tratadas no CAFP. IV, ficando-se com uma o0u-

tr

O

situacao conformus cs coeficientes de Fourier a, e b1 para a

fungao real f(t) satisfacam ou nao

*
*

a” = 6 (5.23)

1) Se a® = 0%, temos 21. £, 23 & 24 correspondando a (4.80)-

(4.83) com comportamentos assintoticos e graficos respostas

exatamente os mesmnas.

11) Se a® # 8%, obtem-se Ej,P correspondendo a (4,87)-04.90)

também com comportamaentas assintoticos e graficos respostas
iguais.

Esta conclusaa simplificada & devido o problema proposto

zatisfazer todas as hipoteses exigidas pela teoria do CAP. IV .

Portanto gualquer dito a mais sera repetitivo.
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