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A8$TRACT

The goal of this thu=sis is to develop analyti:r]

techniques for detectíng affects of the turbulent boundary la}/er

on an elastíc plano immersed in a rapldly flowing fluid. Thus we

study a mathematícal modal of õ two-degree-of-freedon non conser-

vatíve mechanical systam sub.jected to a follower force À, to a

small pBrturbation, 6FCt), períodlc in time. and to a damp-

íng force. Thís system ís íntended to be a modal of the panel fluttt3r.

Tho force À belng constant in the time,

presente the dynamíc prossure of the fluid on the plane, the small

perturbatlon pariodlc, simulares Luh8 -fluctuatíons of the turbu-

lent boundary layer, and a darnplng force E] representíng damp-
íng actlon of the fluíd on t;tte plane

To Ílustrate the impor'lance of the study of non

conservatlve systems, bie notíce their pi'esence in examples cones

ted wíth the víbratíon of the surface of modem aírcrafts ernpha-

Zísíng the problom of the stabilíty of equili.bri.um Configur:-:ons

We begln t)y õnalyzíng the problern 6 = O i.e

ígrioríng the offacts of tu!.bulent; distui'banco. This gíves a bi-

furcation problem for the equílíbrium configurations Xn(À). l-/e

solve thís problem and elucídate lts mat;hematical Structure. de-
tÉrmlnatlng the niodes of bífurcatíon

AB ~1 TRACT 

The goal of this thesis is to develop a naly ti~ 
techniques for detecting sff e cts of the turbulent boundary la11e r 

on an e lastic plate immersed in a rapidly flowing fluid. Thus we 
study a mathematical model of a two-degree - of - freedon non conser-

vative mschanical system subjected to a follower force A, to a 

s mall psrturbation, ó F ( t ) , periodic in time, and to a damp-

i ng force . This s y ste m is intended to be a model of the panel flutter , 

The force À being constant in t he time, 

prE!sents the dyn a mic pressure of the flui.d on the plate, t he sma ll 
perturbation periodic, simulates t h e fluctuations o f th e 

lent boundary l a y er, anda dampi ng force 

i ng a ction of t he f lu id on t h e plate. 

B repr ese ntin g 

t LI rb u -

d arnp-

To i.lustrate the imp o 1-t a nc e of t hFJ stL1dy of non 
con serva t i ve systems, we not ic e th ei r presence in ex am ples c onec 

.te d wi th th e v ibratio n of the surface of modern aircraft s empha 
z ising t he problem of the stability o f equilibriLlm configur : ons. 

We b egin by a naly z in g thra problem ô = o i. e • 

i g ri o r í n g t h e e f f e e t s o f t LI r· ti LI l e n t d i s t u r- b a n c e • T h i s g i v e s a lJ i -

furcatio n probl e m for t he eq u ilibrium co nfi g ur at ions 

s olv e thi s probl ern a nd elucidate its math e ma tic a l str u cture, de
t erminatin g the modas of bifurcation . 



In the sequei \le v/i.ll consi.der 6 / 0 wlth

IÕI << 1. The quastJ.on becomes a singular perturbati.on of a

bifurcatlon. The niethod of matched asymptotic expansi-ons are

cleveloped and used to analyse perturbatlorls of bífurcations

The qualitati.ve propertic's tJf the relspünse enab]e us taconc].ude

that there exlsts a srnootf) transition from the basic status )f

equílíbríum to the fluxLtering star;es or bifurcated status

In the sequel we will consider 8 I 

The question becom es a sing ul ar perturbation 

o with 

of a 

bifurcation. Ths method of rnatched as yrnp totic expa nsions are 

developed a nd used to analyse p erturbatio n s of bifurcation s . 

The qualitative propert:i. es nf the rE1sponse e nabl e us to concl1i de 

that there exists a smooth tra n sitio n from the basic states if 

eq u ilibri urn to the fluttering states or bifurcated states . 

• 
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INrRODUÇAO 

A flexão de um a bar ra esb e lt a devido a uma carga com 

pres s iva constitui talve z um dos exemp lo s mais simples e de fá 

cil verificaç~o do fen6meno da bifurcaç ão. Este exemplo foi ana 

li za do por Euler, Bernoull i e Lagrange. 

Bifurcaç ~o . ou ra mificaç~o de so luç6e s e um fato pr~ 

sente de s ignificativ a impor t~ ncia em muitos prob le ma s não -li n e 

ares de es tabil i dad e . Em estabilid a d e elásU.ca , b if u rcação 

chamada de flex~o e em estabilidade hidrodin~mica, 

sao chamadas d e transiç6es. 

bifurcaçõe s 

- -O f e n6rn e no da b i furcaç~ o para no s ri este trab a lho nao 

fo i um fim, ma s um meio d e se a p r o xima r de um pr o bl ema um p ' J 

mais compl ex o, um problema com p e r t urb ação sin gular de bifurc a-

çao. A solução dest e, acreditamos ser uma p e quena contribu i.çã o 

para um dos ramos de pesqui sa em din~mica dos fluídos qu e te rn 

$i d o intensamente e s tudado no s Últimos vinte a nos, a "Aer o 

ticidade de Plac astt , Dentro dess e objetivo est~ o ca s o denorn in~ 

do de " Pane l Flutter", na literatura n a lín g u a in g lesa. 

Sendo ma i s f i e l ao i n ter~sse deste trabalho, Panel 

F l ut te r e o fen~meno causado e m um ~ pl ~ca el~stic a :qu a ndo um 

fluído 8scoa ~obre sua super-f:Íc ie a velocidades basta nte el evadas. 
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Para siínulcar uma situ.]ção como essa, considera-se um

rncJdelo matenlátíco r't3present:ando um sísterna mecânico su.jeito e

uma for'ça c3scrava,que segui)do 9olotinE3J , elas uma força

Rido-conservati.va. Exemplos de tais sistemas molcãnicos. i.ncluam

perfis de asas de avião enl uma corrente de ar, escoamento rJB

fluídos eín tubos f].exÍveis, descargas de foguetes,et;c.pare ilus-

trar a importância clo estudo de sistemas nao-conservativos, re-

lembrartios a sua presença em exemplos ligados com a vibração da

superfície de moderntas aerorlaves, prestando especial atenção ao

problema da estabílldadn das configurações dt3 equílÍbi-io.

Um fato experimental é de bom alvitre para elucidar

mais soba'e? o assunto. Coloca-se uma placa de pouca espessura em

um túnel do verlto no qual uln fluxo paralelo à superfície da pla

ca Ó mantido a um numero do Mach maior quc: uívi. Se a pressão P

do fluído é pequena, observa-sa que a placa executa uma oscila

ção aleatória respondendo as flutuações de pressão da Turbulen-

ta Calcada Limite [T.C.L.). Mas quando P cresce além de um

lor crítico Pc' cas 03Cílãcfões vêm a ser quase senoidaís corri

plltudes relativamente grandes comparadas caril a espessar:i

placa. Para valores de P eln urna vizinhança de P., o ' lvimen-

to da placa perturba o fluxo, introduzindo flutuações di: pres-

SãO qUe por SL-la vez afeta n lllovln)eito da plac.a. Esta FQâli.ftic;.. d

çao da pressão da I'.C.L. f30brt3 ca placa é [] responsável funda-

mental pela a ínstabílídadls dinâmica "F].utter". [17]
Mesmo quarlda a clrnplítude idas oscilações sustentadas

resultantues devido ]o "Flui;Eí3F" nao sejam grandes, [pode ocorrer

2 

Para simular um a situaç~o como essa , considera-se um 

mod elo mata m~ tico representa ndo um sis tem a mec~nico s uj eito 2 

urn a força escra v a, qu e se g LJndo Bolo tin [ 3 J , ela é um a 

n~o - conservativa. Exemplos de tais s iste mas mecãni cos , 

per fis de asas de avião em uma corrent e de a r, escoamento de 

fluídos em tubo s fl exíveis ., des car gas de fo g u etes , etc . Par·a ilu s

trar a impo rt ãncia do est u do d e sistemas n ão- con ser vat ivo s, re 

lemb ram o s a sua pres ença e m e x e mplos ligados com a vi braçã o da 

superfície de mod er na s aeronaves, pr es tando especial a tB ~çao ao 

problema da estabilidade das configu raç 6e s de e qu i líbr io . 

Um fato experimentalª de bom al vitr e para e lucidar 

mais s obre o assunto. Coloc a-se uma placd de pou c a espessura em 

lJ m t ú no l d e v e n to no q u a 1 u m ·Fl u x o par a 1 e 1 o à s u p e r f í c i e ck P la -

ca ~ mantido a um n u mero do Mac h ma i or qu e um. Se a pr essa o P 

dd fluído e pequena, ob serva - se que a pl aca exec □ ta uma o s ci l a 

çao aleatór ia re sp ond en d o as f lutuaç ões de p r essão da Turbulen-

ta Camada Li mite (T.C . L.) . Mas quando p cr esce a l ém d 8 um va 

lo r c rí tic o P , as o sc il a ç ões v êm a se r quase se noid ais comam e 

plitud es relativamente gran d es comparadas c om a espessu r~ da 

pl aca. Para v a lor es de p em um a vi zi nh a nç a d e P , o· ·,virnen
c . 

to d a placa perturba o fluxo, introdu z indo flutuaçõe s d l: pr es-

sao qu e por sua ve z a f eta o mov im e nt o da placa. Es ta r0alin1< --- t..d 
~ 

çao d a p ressão d a T.C. L. s □ t) re -a placa e a re s pon s ave l fun da-

menta l pela a in stabilidads din~mica "Flu tter". [17] 

Mesm o qu a ndo ;:.i i..i mplit u d e d c1 s osci l açõ e s s o stc nta di:ls 
re s ulta n te s devido ao " F l ut:tor " n ao s ej am g rande s , (pod e ocor ri3r 
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oíjt nalguns casos a destrói.çao dü sistema pt3de ocorrer devido a

fadiga

Flutter é um exemplo específico de ínst.3bilidadc? de

sistemas inecânícos devido ca ação de forças não conservatívas.

Os modelcls clássicos ignol'avam aaS flutuações de pre-

sto da T.C.L. e quaisquc?r outras interferências. O problemaera

então .analízado como de Flutter puro. Devido a complexidadeque

um pl'obloma do género api'r3senta para sua abordagem, na maioria

dos casos tom-se utilizado computação numei;ica [17]. Os resul

Lados destes cálculos sugeriram que um problema de Flutter pu-
ro, podia ser caracterizado como um problemca de bifurcação

Para tratei matematicamente um problt3ma que se supõe

ser de bifurcação, Liln papámübr'o À de valor real ou vetou:ial de

v8 $er distinguido g uma solução X,.(À) deve ser conhecida para

todo À. Esta solução é charrladta de solução básica de equ:ilÍbrio

ou estado de equilíbrio. Se em qUalqtJer vizinhança de À = À

existir outra solução XCÀ) / XO(À] e tal que X(À) ----..--> x (À)

quando À ----..> Xc' i z'se então que se tem um problema de bifur-

cação. O parâmetrc] À será então chamado de parâmetro de bifur

cação e (XO(Àc),À.c), ponto de bifur'cação

Pai'ca os problemas de /\eroelasticídade a que estamos

nos referírldo, o parârítetro À de bifurcaçãc] simula a pressão di

rlamíca sobre a placa. Sü se desprezassem as flutuações depres

são da T.C.L., â exístêncl:la de uma bifurcação significa umatran

síção brusca do estado tlásíco de equilíbrio ao estado bifurca-
do em À = À

C

C

3 

e m alguns casos a destr u ição do siste ma pode ocorrer devido a 

fadiga. 

Flutter ~ um exempl o específico de instabilidade de 

sistemas rnec~ni cos devido a aç~o de forças não conser vativ as , 

Os mod elos cl~ssicos i gnorava m as flutuaç6es de pre

sa o d a T • C • L • e q u a i s q u e r o u t r a s i í1 t e r f e r ê n e i a s . O p r o b 1 e ma era 

e nt ~o analizado c orno d e Fl utter pu r o, Devido a cornp l ex id adeq ue 

um probl e ma do gênero apresenta par a sua abordagem, na maioria 

do s casos tem -se utilizado c omputa ção nurnerica [17 J, Os re s ul 

tados deste s c ~ lculos sugeriram que um problema de Flutter pu

ro , podia ser caracte ri za d o c omo um problema d e bifurcação. 

Pa ra t rat ar matematic a mente um problema que se sup6e 

ser de bifurcação, um p arã met ro À de valor rea l ou vetorial de 

ve ser distinguido e um a s oluç~o X IA ) deve ser con hec ida para o 

todo À , Esta so lução é chamada de so lução bá s i ca d e equilí brio 

ou estado de equilíbrio, Se em quBlquer vizinhança de À = À 
c 

exist ir outra solução X(j) ~ x
0

(11) e tal que X ( À l --·➔ X (À l 
o 

quando À ~ À , di z -se e nt ã o que se tem um problema de bi f u r -e 

caçao, 

cação e 

O parãmetro À s era e nt~o cha mado d e pa r~ metro de bifur 

(X
0

( >. ),À), 
e .e 

ponto de b ifurcaç5o . 

Para os problemas de Aeroelast icidade a que estamos 

nos r eferi ndo, o parãmetro À de bifurcação sim ula a pr essão d! 

nãmica so bre a placa. Sr:: se despre z o~;s e m as flutuações d epre~ 

são da T.C.L. , a existência de urna bifurcação sign i fi ca urnat ran

sição brus c a do estado b~sico de equilíbrio ao estado b if urca-

do em À = À 
e 
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Essas transições bruscas não acont

Portanto há necessíclade de se tens

delos matemáticos clássicos de"PARI

Vá rla s ín c u rsõ es t êrn s i

tribu[r paYü a so].ução do "Panel F

mo uma perturbação do Flutter pu ro

cação. Mas estas investidas sempre

numéricos [5]. Pelo ti'atamento nu

allzar a estrutura rvlatemática das

pendência física e geométrica dos
m;3

icem na prática

a r fa z e r rnodí fí c

EL FLUTTER

dü fe í tas no sen

l u t t e r'', a g or'a c

, Í s t o t! , a T . C

fo ram acompanha

meríco , t o rna-s e

s ol uçães , como t

parame t ro s do fl

[17] : [1']
õrã es dos mo

tido de con-

onsiderado co

L . é a pe

das de métl

di fz'c il visu

ambén -= ua de-

ixo üo proble

b+ '+pxt-#\../-P y\J Ç]\.P..L]]]C] j

sonvolver algumas técnicas analítl

da T.C.L. em placas elástin.as quan

de fl uÍdo sob ro s uc] s uf)e rfÍc le

E s t u dos an t e riort3s qu e

T.C.L. estão nos traí alhos de Bol

of t he T heory o f Elas t í c Stab ili ty

Stabillty of mechanical Sys+.em with

Prínclples of Structural Stabílíty

O modelo ínatemátí co do

todo no CAP.l pelas equações ( l

1. As se luçÕos d e eq u í l Íb rio Xn '
! . 7

Dían te tentamos ne ste

cas para inve s ti

do submete das a

ti'ab a l ho de-

gar os efe ito

um es coament o

rlao convide lavam

otan, Nc)n-Co nse rv

G. He rrmann, D

Folower F o ices,

os efe idos da

ative Proa lem

ynamícs and

fl.. Z i e g l e r

nosso P roblema,

2] com ilust raç

sao determinad

es t ã ap rs - en

ao na fí gu râ

as na s eçao

No capítulo ll tratamos

hiena cia bifurcação, onde tanto o

de uma maneira

parõmotro À
gei'al o p ro-

e a s s ol uçÕes

4 

Essas transições bruscas não acontecem na prática [17] e [10]. 

Port anto hâ ne cessidade de se tentar fazer modificações dos mo 

delo s mat emáticos clas s ices de. 11 PANEL FLUTTER 11
• 

Vária s incursões têm sido feitas no sentido de con-

t r i b u i r p a'14 d a s o 1 u ç ã o d o II P a n e l F 1 u t t e r 11 
, a g o r a c o n s i d e r a d o c o 

mo uma perturbaç~o do Flutter puro, isto e, a T.C.L. e a pe ~ 

ba ção. Ma s estas investidas sempre foram acompanhadasde mêt ~~ 

num ér ico s 15]. Pelo tratamento numé ric o, torna -se difícil visu 

alizar a estrutura matemática das sol uções, como tamb~ ~ s ua de 

pendênci a física e geométrica dos parãmetros do fluxo ou probl~ 

ma. 

Dia nte o exposto aci ma , tentamos neste trabalho de-

senvolver alguma s t~cnicas a n alíticas para investigaras ef e ito 

da T.C.L. em placas el~sticas quando submeti d as a um escoamento 

d e fluído so br e sua superfície. 

Est udo s anteriores que na o c o n s í d era v a m o s e f e i tos da 

T.C.L. estão nos trabalhos de Bolotin,Non-Conservative Pro b le m 

of the Theory of Elastic Stability, G. Herrm a nn , Dynamics and 

Stabili ty of Mechanical System with Foloi,,.ier Forces, 

Principles of Structural Stabilíty. 

H.. Z i e g le r-, 

O mod elo matem~tico do nosso problem a, est~ apr s -~ n 

tado no CAP.I pelas equaçoes 

1. As so lu ções de equilíbrio 

1. 2. 

( J.. 2 l com ilustração na 

são determinadas na 

No capítulo II tra tamos de um a maneira geral o 

figura 

seça o 

pro-

blem a da bifurcaç8o, o nd e tanto o paramctro À e as so lu ções 
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[id seção 2.2, o teorema da bifurcação sem demonstração

ão 2.3 apresenta-se o método da perturbaçãodePoincaré

edt, o que tem por objetivo exibir soluções aproximadas

urcaçao. Para isso ftiz-se conveniente conslderarespaçosde

que fossem hi.lberti.anos. Ao final deste capxütulo citamos

sem demonstração o teorema da bifurcação de Hofp cuja fi.

de e investigar localmente a existência de um ramo de so-
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procuradas estão em espaços de Banach quaisquer.Neste contexto, 

-damo s na seçao 

Na seção 2.3 

2.2, o teorema da bifurcação sem demonstração. 

a p r e s e n t a - s e o rn ê t o d o d a p e r t u r b a ç ã o de P o i n c a ré 

Lindsted t , o que tem por objetivo exibir soluções aproximadas 

de bifurcação. Para isso f ez -se conveniente considerar espaços de 

Banach qu e fossem hilberti a no s . Ao final deste capítulo citamos 

t a mb ém se m demonstr açã o o te orema da bifurcação de Hofp cuja fi 

nalidade i inve stigar localmente a exist~ncia de um ramo de so

luç ões periódicas que se bi f urcam do s estados básicos ~, ~quilf 

brio. 

o CAP.III trata o problema propo s to no CAP . I, como 

flutter puro, isto~, trat a- o como um problema de bifurcaç ~~. 

d es pre za nd o por tanto os efai tos da perturbação 

sim u la a T.C . L . Neste capitulo, determina-se as soluções de bi

furcação, exibindo a sua estrutura mate mática como aplicação i n 

tegral da teoria do CAP. II. 

No CAP. I V desenvol v e-se genericamente uma teoria 

com vistas a investigar analiticamente um problem a pert ur bado 

mod elado por um sistema não linear d e duas equações diferenci -

ais ordinárias de segunda ordem. Este capítulo se serve de modo 

substâncial do CAP. II para desenvolver a teori a n ele ap , ·, ,e n 

tado, pois muitas das condições exigidas dizem respeito ao pro-

blema de bif u rcaç~o. Em síntese, o problema perturbado~ o pro

blema bi furcado com perturbaç ;o, Este capítulo~ o alvo central 

deste trabalho porqu e os ranultados nel e contidos no s fornecem 

c o n d i ç Õ e s s u f i c í e n to'., p uro d o d u z ir pro p ri e d a d e s a n a 1 í ti e as d o 
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problema ap tese ntado no CAP. l

Finalmente o CAP.V dá a solução do problema pertur
gado (1.2] como ap]icação natural. da teoria desenvolvida no

CAP.IV. Um dos resultados analíticos a que chegamos é a de que

hã realmente urna transição suave do estado de equilíbrio ao es
Lado bás l co b ifurcado

6 

problema apresentado no CAP. I, 

Finalmente o CAP.V dá a solução do problema pertur-

bado ( 1. 2 l corno ap licaç ão natural da teoria de se nvolvida no 

CAP.IV. Um dos r es ultados analí ticos a que che gamos é a de que 

há realmente uma transiç~o s u a ve do estado de equilíbrio ao es

tado básico bifurcado, 



CAPITULO l

DERIVAÇÃO DAS EQUAÇÕES DO MOVIMENTO E DA SOLUÇÃO ESTÁTICA

1.1- INTRODUÇÃO

Considerem o modelo mecâní

do liberdade Ilustrado íla figura l. O

sentadcl está constituído de duas bar

do igual comprimento ,e. Estas barras

massas Iguais rn. ç3 m,) conforme most

tão ligadas ç?ntre sí por uma mala lin

fedor de Zi está Fixo à origem do p
anal. Adícionamos a esta estrutura du

superior de ,e2' Uma, que denotamos

mente fo íman do urn ângulo n com a ba

Z2 com este ângulo. Por Isso chamamo

Escrava ou Força Seguidora. A outra f

F , tam ureia função perturbadt3ra. at3e

pende do tempo e é periódica. A força

ra pequenas imperfeições do sistema,

.5 i F co m l 6 l < < l

O tempo se rá denotado por

ras para urn instante qucalquer serão d
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CAPÍTULO I 

OERIVAÇAO DAS EQUAÇÕE S DO MOVIMéNT O E DA SOLUÇA □ ESTÁTICA 

1.1- INTRODUÇÃO 

Consid erem o modelo me c~nico hbl6nomo com dois graus 

de liberdade ilustrado n a fig ura 1. O pêndulo duplo ali repre -

se nt ado está constituído de duas bar r as sem peso e 

de igual comprimento l. Estas barra s cont~m nos pontos finais 

ma ssas iguais confor me mo s tra a figur a . As barr as es 

t~o l igadas e ntr e si por uma mola lin ear torcional. D ponto i n 

feriar d e l
1 

est á fixo à origem do plano por outr a mola torci 

anal. Adi c ionamo s a esta estrutur a duas cargas agindo no ponto 

s up erior de l
2

• Um a, que de not amos p or P , age compressi v a-

ment e formando um ~ngulo n com a barra i
2 

e segue a barra 
o ' ~

2 
com este ~ngulo. Por isso ch a ma mo s esta força p de For ça 

Esc rava ou Força Seguidora. A out ra força a qual d e notamos por 

F , tem um a fun ção p ert u rbadora, ag e sempre ho rizo nt u lrnen· . i~ 

pende do te mpo e é p eri ód ica. A força F para n6s representa

r~ pequenas i mp erfeiç6es do sistema, por isso a tomaremos como 

o.; F com 

O te mpo será denotado por T', e as posições da s bar 

ras para urn instante qu alquer serao da das p n r q, (1:' l e 0( 1: ' l, 
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onde + B Q são ângulos que as barras e. B .e,) formam caín

o nexo vortíca.l respectlvanlente

FIGURA l

CO ; 2 2 ) iO -'n

/
/

yN
F

m2

-n

( o , z )

yM

-}
XM XN

As coordenadas genaralízadas são portanto (b 8 8

Estando ci Sistema rtpi'esentado na plano, é conveniente então

ter ns pontos M e N nas suas Coordenadas Cartesianos. Estas
sãü dadas em Função do ® e 0 . como

8 

onde <P e 8 sao ângulos qu e as barras !
1 

o eixo vertical respectivam e nte. 

e forma m com 

FI GURA 1. 

(0;29,) 

- _ -------.-
1 

(0,9-.) 

M 

X M 

F 

fi!f ,, 
. ' ., 0., _., 

1 

1 ., r 
,, ., 1 

10 - Tl 

I 

As coordenadas ge nerali zadas -sao portanto 

Estando o sistema re prese ntado no plano, e conveniente 

cp 8 

ter os pontos M e N nas suas coordenadas cartes ia nas. 

sao dadas em Função de ct, e e como: 

e . 

então 

Estas 
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r*«

1,« ecos +( x M' y .) onde

N : (xN 'y~] onde R,( s e n $: + s e n +

l(co s $ . cos +

Opõe'se ao movimento do sistema momentos proporci.a-

nais à variação dos ângulos entre as barras geradas pelas molas

torclonais com constante de rigidez C. Ern adição supõe-se tam-
bém que resistem ao movimento forças de amortecimento ou atrito

proporcionais as velocidades angulares das barras. As constantes

da proporcionalidade dessas forças serão denotadas por B. e d

Derivando relativamente a T' as coordenadas carte
slanéls dos pontos r'l e N. temos

2

Z'b' c o s +

t'b's e n $

Z ('b ' c o s 'b

2 ( +' s e n '}

+ 0' co s 0 )

+ 0' s e n 0 )

Sejam U e T denotando as energias potencial e cinética respec
tí vamente. Então

U 1 /2 C '$ + 1 /2 C- ( $ ] 2

g 

rxM = Q,sen <I> 

M =(xM,yM) onde 
lyM Q,cos <I> 

( xN t(sen <I>: + sen <I> l 
N = (xN,yN) onde 

lyN = Q,(cos q> + cos <P ) 

Op6e -se ao mo v ime nto do sistema momentos proporcio
n ais~ variaç~o dos ~ngulos e ntre as barras geradas pelas mol as 
torcionais com con sta nte de rigidez C. Em adiç~o su p6 e-se tam
bém que resistem ao movim ento f orças de amortecimento ou atrito, 
proporcionais as v e locidad es ang ul ares das barras. As constantes 

de proporcionalidade dessas forças sera □ denotadas por B
1 

e c:
2

. 

Deriva ndo relativamente a T' as coordenadas carte 
sianas do s pontos M e N, temos: 

x ' = l<P'cos <P M 

y' = -Q,<jl ' se n<f> M 

x' = l(q>'cos <I> + 8' cos e J N 

y ~~ = - Q, ( cj) 1 se n ct, + 8' se n 0 ) 

sejam U e T den otando as energias potencial e cinética respe~ 
tivamente. Ent ~o: 

'J 
l/2·C·cf>'- + 2 112. e• e (P - e l 
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1/2 t2Üml+2x' . m2(+T2. *0.r. 24).r'.0.r'. cosC0-0)]

onde
t

Das forças do morteci.mento temos a seguinte função de dlssíf)3

-: ' 'b:. * :/: ' -: ' c+,,- o:, ):

O cálculo da força genercalízâdâ Q.(b, é feito dando-se um incre
monto õ $, deixando 0 fixado. Analogamente para o cálculo

de Q0' Valafíguras 2e3. Q.$ o QO sãodadaspor'

a u

'b

onde Q(b e QO são as forças que não derivam de .potencial

:;:'':' :;lotín [3], a força P não deriva de potencial. Sejam

8 trabalhas infíniteslmais relativamente a $ e 0
reallzadospelas forças P e F. Então

í'L

õw$ [(':, .ãP' ' (':.

" 

10 

T = 

ond e ) 1" 1 

d 

Das forças de amortecimento temos a seg uin te funç~o de dissi p a-
ÇâO: 

D _.,. l /2 2 ~ B • ,._ l 't' L, + 112 • s • e-+- - e J
2 

2 '1'1", -r ' 

a cálculo da força generalizada Q<fi, e feito dando-se um incre 
men t a a <l>, deixando 0 fixado. Anal o game nt e para o càlculo 
de Q.

0
• 

'\, 

ond e Qcp 

Ve ja fi g ura s 2 e 3. sao dada s por : 

'\, au 
º-<1> 

- Q<I> -;f;f 

•\, au Qe = Qe ~ 

- -e sao as forças que nao derivam de potencial. 
Segundo Bolotin [3], a força P n ão deriva de potencial. Sejam 

trabal h os i n finitesimais relativ a mente a <ti e e 
r e a 1 i z a d os p e 1 a s f o r ç a s P e F • Então: 

'\, 

ôvJ <I> = + 
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ÕWQ

ar.
( F l ' ' ' 1 ) '' ( F2

rl e r2 são os vetores-posição das massas m. e m,). F.

B F2 são as forças originadas da P e F agindo naquelas par

tículas e ( , ) é o produto escalar usual do H2. Asse.mtemos

(0.0) e F2 : {S C'r)'(l.o) + P(sen(rl-0). -cosCr1-0})

rl : l(sana.cosa) e r2 : t(sen(P + seno,cos(b + coso)

8 portanto

Ê6 Fcos$ .- l,Psen [rl

2â Fco s 0 + CP s e n rl

sendo a força perturbadora 6F sempre horizontal ela é conter

l,P s ' n [: n c$ - o)] B2 c4'.. - $

Q'o !Ps en r) +
B2 ('>1' 8T'

Portanto as forças generalizadas são

{lPsen [r] - (@ - 0)
B2 c 4'., - o:. IÍ . l Fco:+)

12 

ande r
1 

e r
2 

sao os vetoros-posiçãa das massas 

sao as forças originad as de P e F agindo n aquelas par -

t{culas e , ) s o produto es cal ar usual do Assim temas: 

F
1 

= (D.D) e F
2 

= ô ( t ) • (l , O) + P(sen(n-8). - cas(n -8 )) 

e r
2 

= 1(se n<P + se n8,c os </l + cos8 l. 

e portanto 

'\, 

Q_e -- 2 ô F e o s e 

sendo a força per t u rbadora 

+ iP se n[n - (<fl - 0) J 

+ 1P se n n 

ôF sempre horizo n tal ela e canser
'\, 

vativa, lo go as forças nã o conser vat~vas e -sao ·: 

Portanto as forças ge nerali z adas sao: 

e , l 
T 

au - B ( ,1-, - e ) } + ( - "'"' + 2.ô f-"cos<h ) 2 '+'T, · T ' º '+' I' 
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Q. : [l p

5 ub s tí t ul n do n as

:: " n ' e2 ('P:. - o:. )]

e qtlaç Õos de La g ran ge, [4

..ç].. / aT \ aT
dr ' \. a0:l.,,/ ' ã$

aT

au
+ Ê6 F cos 0)

]

obtém- s e

Z2( l+m2)(bT'T' +

{ IP . s e n [ rl - ($

Z2 2 [0,r't' + (b

+ IPsen rl + B2

Fazclndo cas segu ín

T

l,2 . m210,r' T' ' cos($ - 0)

Bl+,r' ' [3z ('b:. - 0:.)

cos(+-0) - $.r' ' sen((1)-

(+.r' - 0,r' } + 1 6 .F.cos 0

l;os s ub stÍ tu tç â es

'r , $ C t

} - 2 C$

, .«(+ - o)]

+ C @ 2(5F(T)coso

( l . la)

[ ® -- o )

( 1 . 1 b )

8]]

x ( T ) e

o ( g T ) : y(r)

13 

B ( ,1, - e l -] + ( - ~ u
9 

+ 2 ó F co s e l 2 't' T' T 1 
- o 

s ubstit uin do n as P.quaçoes de Lagrange, [4] 

d t~~) ar 
Q<P dT ' o0 T' 3 <P 

d 0~) 31' 
Qe dT' a e , ae 

T 

obtém-se : 

Q, 
2 

( m l + m 
2 

) cj> T , T , + .Q, 
2 

, m 
2 

[ 0 T' T' ; C OS ( <jJ - 0 ) + 0 ~' ' Se n ( q> - 8 ) J = 

{Q,P , sen[ ri - ( cj> - 8 ) - B ,1, - B (cp - 0 )} - 2Cc" + C <" +.Q,óF(T ) cos0 l't'T, 2 T' T 1 
f' I' 

(l.l a l 
2 [ 2 .Q, m2 0T ' T' + cp'T ' T ' • cos (cp -0 ) - </>'T, · se n( tp- 0)] C((jl -· 0) + 

( 1. lb J 

Faz0ndo as seguintes s ub s tltuiç6 es : 

T 
X ( T ) e 

0 ( Q, ~ r rn 2 _' . T ) '\l e y ( T ) • 
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as eq ua ç Õ e s ( 1 . 1 ) fí c arn n a fo urna

C[(ml * 1) . x'' . y'' - cos(x-y) -- (y')2

2P. sen [ rl +( x-y)] -.
l

''i::i#::::Í-- ' x

s e n ( x - y ] 2x

6.Fcosx

C [y' + x-' - cos(x - y} - (x

* ---;::-r '*-
Ê

o n d n ( )' :: d / dV

t uns fo rmaç Óes

b l

e usando o fa to ml : m2

cos(x-g) . (y

Xsen [n ' (x-y)]

x '' cos ( x-y) + y'' - (x ')2

]2 . sen(x - y) - x . y ]

y ' ) + !,.(5. F.ct)s y

Ê.P.sen rl +

Adelnaj. e t; [] r] r] [ rí] [] s Mra i. :ls s eíiui.n t E

b2

t erro s fl rla ámen t .:

}2 . (X -y) t 2x-y + blx

(S . F . c o s x ; o

sen(x-y) -x+y - b.(x ' -y ' )

À

y

( 1 . 2 a)

(Sacos y

( 1 . 2 b )

n r)

14 

as eq u aç o e s fic a m na form a : 

1 ) x 11 + y " 

iP,sen[ 11 +( x-yl] -

- cos ( x-y ) 

o 
1 

. l 2 + l y ' 

X ' -

se n( x- yl 

e [ y" + x " - cos ( x - y l - ( x ' J2 - sen ( x - y l - x + y] i .P. sen 17 

+ ( x ' -- y ' l + 9, • ó · F · e o s y 

+ 

ond e ) ' d/dT' Au e maiéJ s e to rn dr-inos rnai.s cis seg u i n t P.s 
tr a n s for·m a ções 

8 
B2 ip b =: 1 

b2 À 1 
~ rnc2 ' \l-+l e t Q, 

e u sa n do o fal:o ternos f.ina l1ne n te : 

2 X 
11 

+ y " co s ( x - y ) + (y ·/ - sen( x - yl 1- 2x -y+ b x ' + b (x ' - y ') -- l 2 

Àsen [n + ( x - y l ] - ó. F. cos x o (1.2a) 

X 
II 

COS ( X - y) + y 11 2 - ( x 'l • ~.e n( x- y) -x i-y - tJ
2

( x ' - y ' ) -se n q - ôFco s y = O 

(1 . 2b) - ------- --- -- ------------ -
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As ecluaçóos CI.2a)-(1.2b). constituem um sistema pa

ra x e y de equações diferenciais ordinári.as não lineares de

segunda ordem. Reprosentaremos este sistema simbolicamente para
símplícídacie de referênciéJS na forma

. [x,À,6 - ] 3 )

onde

G E2Cr{, n2) x m x ]R x ]R -» [(n . F:)

Buscaremos para (1.3) aproximações de soluções pe-

riódicas com a mesma frequênci.a do termo forçante (SF(T) e com
a conde ção í ní cí al

[ 1 . 4 ]

1 . 2 Dos DE EQUILÍBRIO cora 6 0

Para fazer a análise linear do problema relatlvamen-

tc3 aos estados do equilíbrio, precísaremos prímeit'o conhecer es

ses estados. Faremos isto tomando o nosso sistema mecânico na

sua forma natural. isto é, sem força perturbadora ou seja com
Õ = O . Assim as equ aç Õ e s (1.2) ficam

2x co s ( x-y ) + ( y ') 2 . s e n(x h., r .
'2 ' "

15 

As equaçoes ( l.2al-(l.2b l, constituem um sistema p~ 

ra X e y de equaçoes diferenciais ordin~rias n ão li neares de 

segunda ordem. Representaremos este sistema si mb olicamente para 

simplicidade de re ferê ncia s na forma 

G[X,À,Ó n] 

onde 

G X 

o 

2 JR X JR X JR -~ [ (JR , JR ) 

( 1. 3 ) 

Buscaremos para ( 1. 3) aproxi mações de so lu ções pe-

ri6dicas com a mesma frequência do termo forçante óF(Tl 

a condição inicial 

dyl 
dT 

T =; 0 

o 

1 .2 - DETERMI NAÇÃO DOS ESTADOS DE EQ UILÍBRIO COM ó o . - -------

e com 

( 1. 4) 

Para fazer a análise linear do problema relativamen

te aos estados de equilíbrio, precis are mos primeiro conheceres 

ses esta do s . Faremos isto toma ndo o nosso sistema mecânico na 

sua forma n at ur al , isto é, sem força perturbadora ou seja com 
ó o. Assim as eq u açoes ( 1. 2 ) ficam: 

,., 
2 X " + y li cos (x - y) -,-( y')"".sen(x - y) +2x-y+b . x' + b ( x ' - y')-. 1 2 
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ÀsenÍrl + (x - y) ( 1 . 5 a )

CAIS ( X-y ]
[x '] Z . sen(x-y ) -x+y-b2[x ' -y '] Xsen n

( 1 . 5 b )

As soluções independentes do tempo (estados de

equílÍbrj.o) de (1.5a)-CI.5b), serão determinadas anulando-se

os termos que teria derivada. Assim os estados de equilíbrio sa-
tís fnzern a seguinte Sistema

2x Xsen [rl + [x [ 1 . 6 a )

x + y -- Xsen rl ; o ( 1 , ,3 =J )

F a c l Irnen t e t urro s d e ( 1 .6a) - ( ] . 6b) a se l uç ãt)

( 1 . 7 )

[sen rl + sen(rl - Xsen rl)]

[2sen rl , son (r] -Àsenrl )]

xo( n, À)
x ( rl . À )

y ( n , À ).

Nos interessa somente trabalhar com rl E ]:o ,X/2] e

Devido à dificuldades computaci.anal.s faremos as se

guintes restrições nas aquaçães (1.5a)-(1.5b)

n

bl
b.2

11/ 2

0

[ o , o . ]]
( 1 . 8 )

Diante de ( 1 . B) , derrotamos b
2 As equações (1 . 5 )

16 

- Àse n [n + ( x - y) J o ( 1. 5a l 

(1. 5b ) 

As sol u ções indepe n dentes do tempo (estados de 

e qu i lí b ri o ) d e (l. 5al- ( 1.5b ) , serao determ in adas anula n do-se 

o s termo s qu e te m deriva d a. Ass im os estados de equilíbrio sa

t isfa z em o segui n te sistema: 

2x - y - Àse n [ n + ( x - y)J o (1. 6a ) 

-x + y ... Àse n n :: o ( 1 , .3 .J l 

Facil me n te t e mos de ( l . 6a)·· ( l..6b) · a so l ução 

( 1. 7 ) 

e [sen n + se n Cri - Àsen ri)]\ 
À[2sen 11 + sen(n - Às 8n11 lJ) 

No s i n teressa somente trabalhar com n E [ o , n/2] e À > o. 

De v ido~ dificuldades computacionais faremos as se-
g uintes restrições n as equaçoes ( l.5a ) - (l.5b), 

n n/2 

b1 O ( 1.8) 
b

2 
8 ( O, 0.'1 ] 

□ :la n te de ( l.B l , denotamos b
2 

= 8 . As equaçoes ( 1. 5 ) 
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ficam erltão

2x'' + b'''cos(x-y) + (y')z.senCx-y) + 2x-y + Btx'-y') - ecos(x-y] = O

(1 . 9 a ]

x'' .cos(x-y} + y'' - (x'Jz . senCx-y} - x + y - 8[x'-y']

[1 . 9 b )

,qfS equélções C1.9:])-C1. 9b), Constituem um sistema autonõmo e

c] re pre:3e nta remo s agoz'a po r

F [X , À] ( l . l o )

A s olução es tát ica xo s e Fos t Finge di ant e de ( 1 . 8 )

[1 + cos

[2 + cos
( 1 . 1 1 )

Apresentclruínos na pagina seguinte. o quc seria a cur

Xn (À) n o p]ano ]Rzva

17 

ficam então: 

2x" + y'' cos(x-y) + (y•/.s e n(x-·y) i - 2x - y + Bíx 1 -y') - ;\cos(x ·- y ) O 

( 1 . 9 a l 
') 

X I , , co $ ( X - y ) + y 11 (x ' l '- . sen(x - y) - x + y - B(x 1 -y 1 l - À o 

(1. 9b) 

As equaçoes ( l,9a l - (l. 9bl, co n stit u e m um sistema au t on6mo e 

o r e presentaremos a g or a por 

:: o (1. 10 ) 

A sol uç ão estátic,::i XO se restringe diante de ( l. . 8 ) 

em: 

(>,.[1 + co s Dl]) 
X

0
(À) "' 

\J[2 
(1.11) 

t- cosDl] ,. 

Apre se ntar em o s n a p~gina s eguint e , o que seria a cur 

v a no plano 
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FIGURA 4

/2

2'n

T

xo v/2 n- 3Tr/2 2lí 5v/. X

Do íntei-esse de se buscar soluções periódicas, e do

fato que a igualdade (l.lO) é verificada para todo 'r , temos

pelo teorema do valer médio do cálculo diferencial que é natu-

ral acrescerltar ao sistema CI.IO) a condição inicial

dy
d'r

T -0

[ 1 . 1 2 )

18 

FIGLJRA 4 • Y 

3TT 

21T 
/' 

31T/2 

1T 

Yo 

TT/ 2 

Tf 2TT X 

Do int eresse d e se buscar s oluç6es pericidic as , e ~o 

fato que a igualdad e ( 1. .lo ) e v erificada p ara todo T , t ernos 

pelo teor e ma do valor m~dio do c~lculo dif e rencial -que e natu-

ral acrescentar ao siste ma (1.10) a condição ini cia l 

O (1.12) 
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CAPITULO ll

TEORIA DA BI FURCAÇÃO

2 .1l - .{D.l11Bot)UÇÃo

Bifurclaçao Ó um termo usado em várias partes da mate

manca. Geralmente refere-se a mudança qualitativa nos obletos

que estão sendo estudados devido a variação dos parãrrietros sobre

os quais elles dependem. Pode-se dizer que a teoria da bifurca

çao para oquaçÓes diferenci.õís ordinárias é um estudo da ramifí

cação de soluçÕt3s das equações formalmente apresentadas por

F[X,À]

g ( x) ; o
[ 2 . 1 )

onde F é urn operador nãa llnoar, X uma solução vetorial, À

um parâmetro vetorial ou escalar e g um funci.anal que tempos

-flnalídado' caracterizar uma solução particulcar de (2.1). O fun

cíonal g pode formalmente estarrepreserltando conde-çÕes inibi

aís, de fronteira ou de periodicidade

A motivação para o estudo da bifurcação é provenien

te dü vários fenómenos das ciências fÍsIcas, os quais podem ser

füi'mudados corno em (2.1). Aplicações típi.cas da teori.a da bi.
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CAPÍTULO II 

TEORIA DA BIFURCAÇÃO 

2 .11- I N T R O D U Ç A O 

Bifurcaç~o é um termo u sa do em v~ri as partes da mate 

m~tica. Geralment e refere -sei mudança qualitativa nos objetos 

que estão sendo estudados devido a v ar iação dos parâmetros sobre 

os quais eles dependem . Pod e-se dizer que a teoria da bifurca -

çao para equaçoes diferenci ais ordin ~ ria s e um estudo da ramifi 

cação de soluções das e qu ações formalmente apresentadas por: 

= o 
( 2 . 1) 

g (X) = o 

onde F é um oper ad or -nao linear, X uma s oluç ã o vetori a l, À 

um p arametro veto ria l ou escalar e g um funcion al qu e tem po r 

finalidad~ caracteri z ar um a solução p a r tic ula r de ( 2.1 ). O fun 

cion al g pode formalm e n te esta r representando condições ini ci 

ais, de f r onteira ou de periodicidade. 

A motiv açã o p ara o estudo da bifurc ação e proveni e~ 

te de v ~rios fenõm e nos d as c i ª ncias físicas, os quais pod em ser 

fd~m ul ados como e m (2 .1) . Aplicações típicas da teoria da bi -
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furcação estão em estcabilídade elástica e hldrodinãmi.ca. Ver

[9] e [lO] por exemplo como referências às aplicações

2 . 2 - pIFURTAÇÃO

.gE.E.!g.!.ÇAO -Sejam A,X,y três espaços de 8ané3ch, F um operador

F

Q C xo ( À] À) E X x A urna sol uçao da eq unção

F [X , À] ; 0 ( 2 . 2 )

Diremos que (XOCÀc),Àc} é um ponto de bifurcação

para F = 0 corri respeito a XO se para qualquer vízinhançade

(XO[Àc).Àc) existe uma outra so].ução XI(À) dista.nta de XO(À)
B t al q ue

:!:l xi(x) : xo( À .)
C

FJa defina.ção acima é bcnrn notar que ela trata de não

unicidade das soluções da equação (2.2) em UHa vizinhança qual

quer do ponto de bifurcação (XO(Àc), Xc). Isto é Suficientepg.
Fa garantir que o operador F não pede satisfazer todas as hi

póteses do teorema clássico da função. implícita.

Doar)te do exposto acima, seria bom se houvesse a dis

20 

furcação estão em estabilidade elástica e hidrodinãmica. Ver 

[9] e [10] por exemplo como r e ferências às aplicações 

2 . 2 - B I F U ~-r. A Ç ÃO 

OEFINIÇ AO -Seja m /1.,X,Y três espaços de Ba n ach, F um operador 

F X X [\ y 

8 ( Xº (À) ' À) E X X A uma solução da e qu aça o 

para F == O 

( x
0 

( À ) , À ) 
e e 

- e tal que 

F [x , Ã] o ( 2 . 2) 

Dir emos q u e ( x
0 

( À ) , À ) 
c e 

é um ponto de bif u rcação 

com respeito a x
0 

se para qualquer vizinhança de 

existe uma outra sol u ção 

9.im 
À ➔,\ 

e 

Na definição acima e bom notar que ela trata de -nao 

un icidade das soluções da equação ( 2 • 2 ) em um a v izi nh a nça qual 

I s to e s u f i c i e n t e p~ 
quer do ponto de bif u rcação ( x

0 
( À ) , À ) • 

e e 
ra garantir que o operador F n ão pode satis f azer todas as h i -

p ó teses do teorema clássico da função implícita. 

Diante do exposto acima , seria bom se ho uvess e adi s -
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posição, um resultcado qua garantisse d exi.stencia da XI(À) em

uma vlz.Lnhança qualquer cJe À ' Isto será feito com o teorema

de Crandall,M.G.[9] que apresentaremos com os nomes de "Teo-

rema da Função Implícita flcldifícâdo" ou "Teorema da Bifurca

ça o "

"Sej am

radar

A,X. y três es paços de Banach , F um ope

F : XxA ->.y

duas vezc3s dífürencláveís com relação as suas varia

vens. Sejam XnCÀl=OEX e À t;A taisque

HI VÀ numa vizinhança de

F ( ü , À ] : O

À
C

H2 Existo um ún].co, salvo multiplicado por constante, tPt;X

díforente de ze.ro, tal que FX(O,Àc) ' W 'u

n 3 : s'.j' T X x l\ --> y o operador definido por

T( X,U) F X C O ' À . ) . X * Q ' «

Se existe um subesp aço fechando

V Y C y e x:tst e Z e Z, }} e A,

ZC'X tal que
tlin í c o s t a i s que

Y : T(Z , U)

21 

posição, um res ul tado q ue garantisse d ex istencia de em 

um a vi z i nh ança qu a l q uer de À 
e 

Isto será feito com o teorema 

d e Crandall,M.G. [9 ] que aprese n taremos com o s n o mes de "T eo-

re ma da Fun ção I mplícita Modif ica do" ou "T eorema dEJ Bifurca -

çã o". 

"S e j am A, X , y três espaços de Banach, F um op~ 

radar, 

F XxA--> Y 

d u as ve zes dif ere n ciá veis com relação as s u as variá 

veis. · Seja m 

Hl: \/À. num a v i z i nh a n ça de À 

F (O ,À) == O 

e 

c 

À E A 
c 

tais qu e : 

H2 : Exj_ste um Único, sal vo mu lt i plic.ado por co nsta nte, lp GX, 

d i f e r e n t e d e z e_ r o , t a 1 q u e F X ( O , 11 c ) · lp • µ 

XxJ\ -~ y, o operador defi n ido por 

Se existe u m s ub es paço fechado lC::: X tal q u e 

V Y E Y existe Z E l, \.J E A , t:Í nicos tais qu e 

Y --T(Z,µ J 
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então

(;o e s

existam un} intervalo l = (-a,a)C.n e fun

À : l --->A, X : l---------.>Z tais que

TI F[X Cc) , ÀCc:)] 0 V e € 1

x (o )
C

T.
2

XCE:) e

cíáveís

X C c ) sao continuamente diferem

T3 Para cada cE l c / 0 -Fix o , X( € ) / XO ( X C E ) )

Para demonstração deste taopema consu].tõr [21 ] -- [9]

O teorema encima nos diz mais ainda.

e / 0 , X(C ) tem a fo rma

pca ra € € 1

cQ . zcc) com Ztc) e Z ( 2 . 3 }

B o parâmt?tro À sflt].sfazendo T

Se no teorema da bifurcação temos a hipótese de ana

llticídade, então X e À obtidos serão também analíticos no

parâmetro e € 1. Podendo portanto !serem expandídos em séries

de potências de c numa vi.zi.nhança de zero. Em um problema onde

fosse natural aplicar o teorema da bifurcação, seria Interessar

tí3 conhecer-se os valores explícitos dc)s coaflcientes das séries

de X e de À até umaardem desejada. FâFcrFios entãoque 05

l

22 

então, existem um intervalo I = ( -a,a l C~ e f u n -

çoes 

T 
1 

r /1.' X I l tais que: 

o \/ E E I 

X(O) = O À ( O) = À 

X(E ) e À ( E ) 

ciáveis 

Para cada EEI 

e 

sao conti n uamente diferen-

c/0 fixo, X (E:) 1- X (Ã ( E) )" o 

Para demonstração deste teorema consultar [21] ou 

O teorema acima nos diz mais ainda, para E E I 

E f O, X ( E ) tem a forma 

+ Z ( E ) com Z(E) E l ( 2 • 3 ) 

e o parâmet ro À sattsfaze ndo T 
1 

Se n o teorema da bif u rcação temos a hipcitese de ana 

liticidade, então X e À obti dos serão também analíticos no 

parâmetro E E I. Pod end o portanto sere m expandidos em s~ries 

de potê n cias de E numa viz:5.nhança de zero. Em um problema onde 

fosse natural aplicar o teorema da bifurcaç3o, seria interes sa n 

te co nhec er - se os v a 1 ores ex p 1 {cito s d os coe f i ci e nt es das série 8 

de X e de À até uma ordem desejada. Faremos então que os 
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espaços X e y sejam os mesmos, e iguais a um espaço de Hilbert

H comproduto interna < , > ; eoespaçodos parâmetrosA
igual a m'

I'iÉ TODO DE P(]IN GARE - LINDS TEDT

Descrevoremos este método

= 2 13 conseq uent eme n t e

adJ un to de F e l?
x ' x

dímKe rC]F ]
X

B open''odor

problema

pa ra o c a se enl q ue

dimKer(F.] = 2, onde F

Fx [ XO CÀc),Àc) ] . Seja o

F [X.À Q

g ( x ) : ( 2 . 4 )

c orn

F

g

H x ]R2

onde

F c3 g
f{ á um espaço do t'ilibar.t real com produto interno < .>

analíticas relatívaírlente as suas variáveis, F não líne-

g um funcional. Supomos q ue

XO(À , Q) ( 2 . 5 }

satisfaz

hã excito

tal q ue

(2.4) V (À,Q) e para urn conhecido valor (À ,w )€1R2.

multíplicadcn por Constantes, dois elementos ,e.í. VI'tP2 eff

C C

23 

esp aç os X e Y se j a m os mes mos, e ig u ais a um es p aç o d e Hilb e rt 

H co m produto i n terno < > e o espaço do s parâmetros A., 

i gua l a JR
2

• 

2.3 - M~TODO OE POINCARE - LINOSTEOT 

Descre v e remos este método para o caso e m que 

º+ 
o 

dimK er CF) = 2 
X 

e consequentemente dimKer(F ) = 2 , 
X 

e operado r adj un to d e 

pro b l e ma 

com 

o 
F 

X 
e 

f F [X,À ll] 

~ g ( X ) -· O 

F = F [Xº (,\ ) , À l ] x x c e 

o 

F 2 H xJR --+ H 

g H --:>- JR 

º+ onde F 
X 

Se j a o 

( 2 • 4) 

on de H e um espaço de Hilb e rt re al co m pro du to int e rno < , > , 
F e g analíti c as relati v a mente as s u as v ariá v eis , F 

ar e g um funcional. Sup omo s que 

- o 

sati s f az ( 2 . 4 ) (À, Q ) e para um co n hecido v a lo r 

n a □ lin e-

( 2 • 5 ) 

2 ( À ,vJ ) E 1R , 
c c 

h á exceto mul tiplicados por constantes , do i s eleme ntos l.i. lpi•ip
2 

E H 
tal q u e 
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Í '* ['

rno co ns equ ünci a da

Ü2 t; ff' WI'W2 '/ 0 tais q

';] [' ,À., «.] @.

\

S eJ a 11 o s ub es P

z : {z E tÍI

Supor ha ai nd

Arlalo gamen t e c()

Lje

a que l

4. : ' ií 9. 11

e gx(o) ' Q2 /

r ') c' )h j. p c5 t 's @

0= l

aço fe chado

F s B la t n

j : 1 , 2 ( 2 . 7 )

d efín i do po r:

1 , 2 } ( 2 8 )

mat ri.za

0
< F P >XÀ l

<
Q >XÀ 2

< *Q '#l' " »

<F >XQ Ti 2

M
( 2 . 9 )

e Rao síngu lar

Com a hipótese (2 .9) , temos q ue

Px* 'P:, 'x. @: « :'P*

p*. P: * [p** P:]

C 2 . 1 0 )0

'1 
\ \ 
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í F X [O, À w" J ~j 
o li ~j li = 1 , j = 1, 2 1 e L., 

l gX(O) y) 1 = o e gX(O ) . ~2 ;i o ( 2. 6 ) 

An alogamente, como consequ s ncia da hipótese ( 2 .6), tere mo s $
1 , 

tais que 

! 1 ljJ j ! 1 1, j = 1, 2 ( 2. 7 ) 

"\, 

Seja l o subespaço fechado de H definido po r: 

i! = { Z E HI < Z j 1, 2} ( 2 . ô ) 

Su ponha ai nd a que F seja tal, ·q u e a matri z 

< r:: ,o t'' > 1
xíl '+'1 • "1 

M = 
( 2. 9 ) 

e nao sin gu lar. 

Com a hipót ese (2.9 ) , temo!, que 

o 
~].' F Xíl y)l 

o r.: 
!l 1 ( F X) ' XÀ 

( 2 . 1 0 l 
o 

(\ o 

~l] 
f yJ r'. [F 

X íl 1 XÀ 
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o nde

do por

e a ímagenl cJe

rXX 0i De (2.a)
'x ' ['x* P: ]
temos que

o es paço ge ra

H [ P:, P:]
po Planto

codm ( Z)
( 2 . 1 1 )

DB C 2 . 6 ]

e (2. .11)

temos qua

t erro s q ue
FX ó ínjetlva em Z en t ão d e ( 2 . 10 )

T : Z x n2. H

de f=Lní da po r

T (Z,À ,Q)
Q

FX Z x'x* V: * nl?xn y: ( 2 . 1 2 )

é í nJ etí va e s ob re

Com a bíJ etivídcade de

todüls as hípótesets do teorema
r- C)

a dím [Ker( F.,)A

De (2 . 3 ) , po d(:mos d.a r

e ç2 sob as formas

T ern (2. 12) . tomos satísfeí

da b l f'u rcaç ao pa ra o ca s o eln
t as

que

À
numa vízí nhança dc o € m, x

X(E:) = X e X
n

n =2
E''/n ( 2 . 1 2 a )

25 

ond e 
o 

1( F X) e a imagem de F e 
X o e spaço ger~ 

do por De ( 2 . 8 l , t e mo s que 

po rtanto 

codm ( t ) = 2 • (2.11) 

o '\., De ( 2. 6 l , temos que F e injetiva e m t X e n tão de (2.10 ) 
e (2.11) , t e mos qu e 

T t X H 

definida por 

T ( Z ,À,íl) + ( 2 . 12 l 

e injetiv a e s obr e. 

Com a b.ljetiv i dad e de T e m ( 2 . 12) , temos s ,::it i sfe i 
t as to d as as hip óteses do teor·e ma d a bifurcação para o c aso e m o 

d i m [K erCF.,l] = 2 . 
que a 

/\ 

De ( 2.3 ), podemos d a r num a vi z inh a nç a d e O E :ITT, X, 
À e íl sob as for mas: 

00 

I X 
n 

n 
E / n 1 (2.1 2a ) 

n =2 
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À ( ] : À
C Àn (2 . 1 2 b }

Ç2 ( c: ) E:" /n l (2 . 1 2 c )

O método de Poincaré-Líndstedt, consiste em
processo recursívo de determinar os X.'s . X.'s

Dlfarenciando C2.4) duas vozes a usando (2.12a) - (2.12c.)
obtém-se

l

um

1 1* *: ' :*: . :***: . :«::*. *: . :** . *{
1 0 . rl -)

l i* ' *: * ** *i [ 2 . 1 3 )

onde XÍ= d(i)X(E:)/dE:j.

Us arras em (2 . 13). o fat

0

Do [ 2 . 3 ) t erros que

to que F Lo ,À,Í2]
0

FÀQ

o que acarreta

0 0
FQ : FQQ ;- ... .:0

q -F n ." mã

( 2 . 1 4 ]

26 

('O 

>, (E: ) À I Àn 
n 

( 2.12b ) 
= + E ln! c 

n '" 1 

00 

íl ( E ) I n 
( 2 . 12c) 

1,,/ + w • E /n ! e n 
n = l 

O mé todo d e Poinc ar é - Lin dstedt , consiste em um 
processo recursi vo de determinar os X. 's 

l 

Dif ere n cia ndo ( 2 . 4 l du as vezes e usando 

ob té m-5e: 

J 

o o o FX x2 + 2Àl FXÀXl + 2w 1 FXS1 Xl 

o o x2 l g x . x2 + gxx o 
1 

ond e 

E =O 

+ 

À , I S 
1 

e w . ' s 
l 

( 2 • l 2 a l - ( 2 . 1 2 e. J , 

o 
x2 Fxx o 1 

( 2 . 13 l 

Usamo s e m ( 2. 13),o fato qu e F [ □ ,À,íl] = O o qu e acarr eta 

o 
Fílíl = ••• •• = □. 

( 2. 3 l temos q u e 

( 2 . 14 ) 

então ( 2.13 ) se tran sf orma em 
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FxX: * :~: . Px*Q: . :«: Px.q): . Pxx©{ : '

Êx x2 ' Exx412 : o (2.i5)

Ap[ícando as conde.çÕ=s de so].utilidade ou "Alternati

va do FredhclIM" em (.2.15), À]. e wl são dados pelasfÓrmulas

«pxxPil . ©:» «gx.'P:.":,

«Pxx'PI ' o: » «PxnP: ,'p:»

À : .l
''2 2

«PxxPi'p:» «P,.nP:," »

«Pxx-P: v:» 'PxnQ: ,":»

«. : .} . ..!.xE...!C.f«g:..Z
<rxX\Pi '.@i> <pxç29i' @2> ' <rxXPi ' oz> <rxç2Pi' @i

[2 16)

Asoluçao geral de (2.15) á cla form.a

X
2 -:o: . -:©: . . C 2 . 1 7 }

onde $ é uma solução particular de (2.15)

ÀI e wl' dados po r (2.16) e

-: : - «P: .»

com os valores de

( 2 . 1 8 )
0

+

gxx
d2

27 

o 
F X + 

X 2 

o 
+ 2 w F '(\ 

1 Xíl'+'l o 

o (2.15) 

Aplicando as condições de solu bjlidade o u " Alt er n ati-

v a d e Fredhol m" em (2.15), .>..
1 

e são d ados pela s fórmulas 

a a 2 
< F X.X~ 1

2 
' ljJ 1 > 

o 
1 <F XÀ ~l '1/Jl> <F xxl.P1 ,\/12> <FXX~l' 1µ > 

2 w 
2 1 

<FXÀ~l ' l/\> < F Xíl ~ 1 ·' tjJ 2 > <F XÀ ~ 1 '. ljJ2> <F Xíl ~l' ljJ > 
1 

(2- 16) 

A s olução geral de (2.15 ) e da -f'or·ma 

( 2. 17) 

o n de ~ e uma solução p art:Lc u la r de ( 2 . 15 l com os v a lo res de 

À l e lt/ 1, d a do s por ( 2.16) e 

dl = - <~l ~ > 

(2.1 8 ) 
o 

gXX ~l ( g/!> + 

d 2 

~X~ 2 
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ve zes o bt end o :

o o

F XX3 ' 3 À2 F

ca l Gula r

onde

K3 3= Xxx Yi 2 l
0

( F XÀ X2 ''' F XXÀ

P:

n o o

lv 1 ( F Xç2 X2 + F X Xç2

f. g**x 'P :+ 0

F*** P 3] +

l

s de s olubi

À 2'

w2

demos ap relsentar

x(E:) : cq)i * { c2 ' x2 * o(c2)

À c * À IE: * l À 2 ' c 2 . oCE:2)

Ç2'('c) ; wc + wle + l w7 c2 + o(e2)

lli dado

l

9 ) , ilo s d ã o

C 2 . 2 0)

( 2 . 2 1)

( 2 . 2 2)

( 2 . 2 3)

Para calcular 

t rês vezes o bte ndo: 

o n de 

+ 

28 

À 
2 

As co ndi ções d e so lu bi l i d ade para 

1 
3 

Ati aqui podemo s apr8sentar: 

X ( E ) = 
2 

À ( E ) À ÀlE + 
c 

íl (.E ). = WC + W~E 

2 
E 

+ 

i· 

e w
2

, dj_fere n cia mos ( 2 . 4 l 

( 2 .19 l , 

(

<R , 
3 

<R3 , 

1 
" 2 

2 
E 2 

l E2 
w2 -~ 

2 

( 2 .1 9 l 

o o 2 
+ wl(F XílX2+F XX , y)ll + 

íl 

no s dão : 

( 2.2 0) 

( 2.2 1) 

2 + o ( E ) ( 2. 2 2 ) 

o ( E: 2) ( 2 . 2 3 ) 
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« P*.w:À
2

w2

.'n. q'i' lxflP , p-'' «n..y' » [ .24)
3 det ( M )

« .l? x* ©:

3 det ( M)

Ü Ü<R >2 3 l
(2 2S)

Est-e procedimento par'a se calcular os À.'s, .,i 's e

Xn's pode sar continuado indefinidamente. Necessário feri.a

rirmos no mínimo onde pela primeira vez se encontrasse um À

wr! / 0 porque asslrn podem'Íamos exibir os modos de bifurcaç

Em (2.21) paramos, supclndo ter encontrado X9 / 0. Observ

que a condição (2.9) é realmente relevante para o êxito do
todo

Na senão (2.2) mostramos um teorema que garante

axístência do bifurcação de uma maneira bastante geral, isto é

c3m espaços de Banach quais(quer. Na seção (2.3), apli.cimos o teo

rema em espaços de E)anach mlís particulares, os espaços de Hil-

bert. Mas ainda não temos uma visão mais concreta dos elementos

que cama;õe esses espaços, além daquela dada pelas propriedades

que lhes são inerentes por pei'tencerem a um espaço de Hílbert

Corria também ainda não sabemos que particularidades contém os ele

mantos que aparecem no fenõrneno da bifurcação

girunCAÇAO DE HOPF

Consíderarernos aBaFa X e y' como í3spaços de um tipo

29 

o 

<~ Xíl lP1 < F lf} l , iJJ > <R 'J' ti> > . À Xíl · 2 ...., . l - ------- · 2 

3 det ( M l 

o 

<~XÀ ~l 
<.FX ;\\P1 J 1j1 > <R3 . t/i > . 1 2 w;,( -

3 det ( M l 

Est·e procedimento para se ca lcul a r o s 

1/J > 
l <R3 ,tjJ 2> 

(2.24) 

t/i > <R 3,ljJl > 2 
(2.25) 

,\ ' s. 
n 

w ' s e 
n 

X 
n s pode ser continuado i nd efi nid ame nte. Nece ss~r io seria p~ 

rarmo s no mínimo onde pela primeira v ez se encontr asse um À 
n 

w 1- o 
n porque assi m pod e r íamos exi bi r o s modo s de bifurc aç ão. 

Em ( 2. 21) p aramos, s upon do ter encontrado Observ e 
qu e a co ndi ção ( 2 . 9 l ª r eal me n te r e levant e para o êx ito do me 
todo. 

Na ser,:ao (2.2 1 mo st ramo s um teore ma qu e gara n te a 
existê nci a d e bifu rcação de um a man ei r a bastante ge ral, i sto e , 
em espaços de Bana c h qua isquer. Na seç~o ( 2 . 3 ) , aplicam o s o te~ 
rema e m espaços d e Banach mais particul a re s , o s espaços de Hi l-
bert. Ma s a ind a -n ao tornos urna visão mai s concreta dos e l eme n tos 
que cornr.:,oe esses espaços, além daquela dada p elas prop r i e d ades 
que l hes são i ner entes po r pertencer e m a um es p aço d e Hil bert . 
Com o também a ind a n ão sabe mos q u e p articula rid a de s contêm os e l e 
mantos que aparecem no fen 6meno da bifurcação. 

2.4 - BI F UR CAÇAO OE HOPF 

Consideraremos agora X e Y como nspaços de um tip o 
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es pec la

ex istên

ço es es

ço es dl

l de

fe re

fu

e u

que

nci

Par

s d

s d

Sej

Rm

y.

equ

n

ri

a

a

Í

e

â

a

çoe

í c í

se r

í s

0

fe r

e s

s e es tape

dada de -Fu

ão se luÇÕc

leceremos um teorem.3 que garante a

nçÕes periÓdi.cas na bifurcação. Fun

s de uln t;ipo também especi.al de equa

q u o s eg ue ,

e notáveis

P a Ç o s [l/

y uílla v í

f)o nho maí s

sifn t amos

direi'e nc i

CK(A,B) será o conjunto de fun-

de A err. i3 , onde A e B são

e W ' respectlvcamente

zinhança de CO,Àí.) em Frn x R e
ai.n d a q ue f ( O , À l = OVX

0

umü farnÍlía de soluç(íris no parame
a l

çoüs k

s ub conj

veze

unt o

f e C2

: ({],À

tro À

c y ,

) €

da

Su

As

çao

dx
dT

+ -f( x.À) [ 2 . 2 6 )

q ual

vi al
sulca { (O ,À) 1 (0, X) 1/ } e s e rã denominada de se l uç ão t ri.

Nos ].n te res s a i nvestiga r comi

têncía de uma f.3mÍlía cle soluções P

) de C2 .22 ) ern q ualq ue r vi z i n han

val Q r À de À. É bom no t a r q ue

triviais estão serldn investigadas

fazer parte da ínvestlgcaçao, cls qua

Ó rbíta dado po r 2v,/w' vl ago ra
i' parte do problerTla. A ínâneira dÉ? i

título 'r am (2.22] por

d iço es qua ass eg u ram a

eri.Ód loas não t ri ví ais

ça de (O .À ), pa ra al-

s e s o l uçãe s pe ri Ód i cas

s e us pe díodos tarnbÓm de

is s uponhamos se r para

sun ra urn novo parãme t ro

ns e rí-lo no p rob lema

exí s

( x , À

g urn

ria o

vem

cada

fa z e

s ubs

2 7
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~sp ecia l de funç6e s e estab9lece r em o s um teorema q ue gara nt e a 

existência e uni cidade de f unç6es periódicas na bifurcação. Fun 

çõ es essõ :· qu e serao s oluçõ es de um tipo tamb é m especia l de equ~ 

ço es difer e nci ais 

Para o que segu8, se ra o conjunto de fun -

ç~es k - ve zes d i ferenci~v eis de A em B on de A e B -sao 

s u bcon junto s de espaços (JJ e W' respecti v amente . 

Se j a V uma vizinh a nça d e ( o I À ) 
e 

e m ]Rm X ]R e 

~ E c2 ( V , = m) S I i . d ,. . Jn • upon ·10 m,:1 . s a .1. n a que f(O,Àl = o V X 
o 

(O, À l E V. As s im temo s um a família de so luç6 es no pararne-

t ro À da equação dif ere n cial 

d x 

dT 
+ {'(X,Àl = O ( 2. 26 l 

qual seja {(0,;\l\(D,Àl E!/} e sera deno min ada de soluç ão tri 

vi al. 

Nos interessa inv est i gar condiç6es qu e asseg ur a m a 

exi st~ ncia de uma famí l ia de soluç6es periódica s não triviais 

( X , À l d e ( 2 .22) e m qualqu er v izi nh a nç a de al-(□ , À ), para 
c 

gurn val or À 
e 

de À . E bom notar que se so luç 6es periódicas 

n a o triviais estã o sendo inv estigadas , se u s períod os também de-

vem fazer part e d a inv estigação , os qu a is s uponh amos ser para 

c ada Órbita dado p o r 2 TT / • 
\,J 

l,J ago r a ser~ um nov o p a rãm e tro a 

fazer pa ~te do problema. A mane ir a d e i n s crf-lo no problema -e 

substituir T em ( 2. 2 2 l por 

t W T ( 2 . 2 7) 
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O parõrnntro w, será chama(io de frequenci.a da saiu

ção periódica corresportdentü. Usando) (2.27) CTD C2.26), temos

F [ X, À, w ] w -i} -- f(X,À) í 2 .2 8 )

Di.ante du3 (2.28] podemos reformular a questão

zcanda que se Investiga a existt3ncla cle se.luçãcs periÓdi.cas

f)E3rÍodo 211, que se blfurcamdn solução tri.viam

di

de

X ( À ,w )o c c CO,À 'w ) E m"' xM xR [ 2 . 2 9 )

da equação diferencial

F [X,À ,«] ( 2 . 30 )

pa rca a lg um vala r (À,bJ) = (À

Os stibespaços clt= funcíoç3s X = C( ]R ,]Rrn}

/ :: C]l(m.]?m) periódicas [lam parindo 2H serão decotadas

por C21t([R.]?m) Clnt ]R, Rm) respectivamente. As normas res
pectivas serão defi11idas nsssínl

lxllc21i( p,n ) 11 x l}. max { l x(t) l}

t E [0,2n]

11 X llC 1( F. Fm)
2H

11 x ll :
.«, , ll'li.:.. . ,":")
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O p ar·.§rnetro w, ser~ chamado de fr e qu encia da so lu -

ç~o pericidica correspo nd e n te. Usando 

F [ X, À, w] v,/ 
d>'. 
dt 

( 2.2 7) em (2.26), temos: 

+ f (X , 11 l o C 2 .2 El l 

Diante de· ( 2.28) podemos reformular a quest~o, di-

zendo que se investig a a exist~ncia d e soluç6e s peri6dicas de 

período 2 TI, que se btfurc a rn d,3 so lu ção trivial 

X ( À , \,J ) = ( O, À , ,.✓ ) E JRm x JR x JR o e e e e ( 2 . 29 l 

da e quaçao diferencial 

( 2.30) 

para alg um valor (À, 1,,1) - (À , \'1) E ]R x Jl·L 
e e 

Os subespaços de fu n ç60s e 

y Cl(JR,1F/1J peri6dica s com periodo 2 TI serao denotada s 

por e (m, JRrnl 
2 TI 

c t r JR :iRm, 
· 2n· ' ·1 

-' respectivame n te. As normas res-

pectiva s s e r~o definidas as s im: 

ma x {IX(tll} 

t E [0,2n] 
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Da d o q u 2

ça U de g çlm C21

(2 .28) tem-se

f EI C2(l/, IE?m) então existe uma vízinhan

}<''') e urn F > 0 ta], q u Q p ar'a F e m

F U x R x (À
C

À
C

dx
dt

C2]1 [ ]R, .Rm)

[ ;< , w , À ) f ( x ,À ]

ã duas ve zes dITo ren cí(ãveis 8

F [ 0,«,À ] 0 V (w ,À) E FX(Àc-r C

Façamos o FB$uír+ü do que vírnos até agora nesta SG=ção

Procurar soluções nãü tr:l.vials de (2.26) papa qualquer vízi -

nhançõ de (O,À ) é equiv.a].ertta a pr'ocur'ar soluções não triviais

de (2.28) emqualquervlzinf)ancva de Xc : (wc'Xc)' Isto nos
sugar'e a usar ü tec reina da bifiircaçao, mas em x.rQZ disso, usare-

mos o seguinte i'esultado cc)nr\tlcÍclo COÍT]í] TooFrimã da' Hopf que é

urrlli cc)nsequencícl dü t.enrerna da bífui'c.lçcia como Indlcüreínos

( o , À )
C

E U.

[/C.]Rni xlR uma vizinhança aberta de

fEC2({/,:Rm) e tCO,À):0 V(O,À)
Se

HI I'lcí é Unl auto) valor simples (a]gébrico]

f .,{o ,À )

de
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Dado que f E ., 2 ( V L. , JR m) , então existe uma vi zi nh an 

ça u de o f~ m ('1 ( 
·2rr ]f< , ~m l e Ufl) r > o tal que p ara F e rn 

C 2 • 2 8 l te rn -so: 

dX 
w 

dt 
+ f(X, À) 

e duas vez es diferenci~veis e 

F [ □ .~-J,À] .. o V ( W • À l E:Ili (À -r À + r l X e ' e 

Façamos o resumo do q ue vimos atª agora nes ta seçao. 

Pro c u rar s oluç6e s n~o triviais de ( 2 . 2 6) para qualquer vi zj_ -

nh anr;a d e ( o, À ) 
e 

l~ e q ui v ,:,11 e n te a procur·ar s o 1 u ç Õ e s n ão trivi ais 
'\., 

d e C 2 • 2 8 l e m qualqun r vi zin hança de À = (w,À). 
e e e 

Isto n os 

s u gere a usar o teorema da bifurcaç~u. mas e m vez dis so , usare-

mos o seg uinte re ~;ultado conhecido c omo T eor.· r:?rna de Hopf qu e e 

um a consequênci t'J do teor e ma da b í fur·caç,:j o como indicare 1n os : 

"Seja V e ]Rrn ' T=> - X .!K uma vi zi nhança ab ~ t a d e 

( o , À ) , e f (O,À) "' O 

E 

H . 1 . 

e 

V. 

•.,J i 
e 

Se 

e um auto valor s imples (algcibrico) 

-f ,(O,\ J 
X e 

de 



NOTA -

H
2

: se o(À ) ,3 C! ranici rl i::1 a u to valor es dF.! 

tal que cr (O) •· w i e 

d 
d À 

Re (CJ (À))I 

1 À=>-
e 

então 

IJ • 

f ( □ ,À ) 
u 

En tão,existem ntirn er os posit: i vns o e r' e funç ões 

di f ere nci á veis X, w e À t ais q u e 

( X ; w , À l : t - r ' , r ' ) --------➔ C 
1 

( lR , JR m l x :n-1 x JR 
2n 

t .m asi seg ui n t es p rop ri er ades 

T 1 : (X( s ) , w(1.::) ,>dr: ) e uma s oluç ão 
.. 

n ao t rivial d e 

(2. 28) \l E E (-r', '), E: J O 

X ( n l 8 Ã(Ol = À 
e 

T ( unir.id adg l ( X 1 , À l J 
~ 

~,oluçüo cl e ( 2 . 2 5 l : [; E? p urna 
3 

co:n per J. o '.:! o 2 f(/ \,/ E: lw -- w 1 < o 1 À - À 1 < o 
.1 

l e l e 

e < 8 V T E [ O ,, 2 TI/ w] então 
l 

e x i ste E:: E [ü,r') 8 o E [o. 2 n i t a l qu e 

~,/ 1 .•. l·d E) \1 
.:; )d t: ) E-) X/ w1 

t 1 = X ( E , t + e J • 

,·- J " V \. E ! .-1 2 TI ,. ~ ... , 1.. , 

A h i. p õ t u s e H ] d o t e e r e m u d a LJ i f u r e a ç à o a e o n t e e e e x a -
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tamen te quando as hip 6tesea de s te teor ema aco nt e cem, 

lem b r and o que a F de q ue fa l a aqu ele te o rema~ por a qui d ada 

como (2 . 28 ) 

Far emos no pr6ximo ~apít ul o umD adaptaç ~o de s te t eo-

r e ma ao problema pro posto no CA P. I, e pe lo métbd o da -s e çao 

(2.3) , exibiremos as so luç5es peri6d icas. 
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CAPÍTULO lll

SOLUÇÃO DO PROBLEPIA DE BIFURCAÇÃO

3.1- INTRODUÇÃO

O problema proposto no CAP. 1[ está forrnti]ado mate-

maticamc:..i,(. através de urn sístetna do equações diferenciais ordi

náFFíts não lineares de segunda ordem. blo CAP.ll, a teoria da' bi

furcaçao foi capresentada para equações de primei.r'a ordem, porém,

este não será motivo que Inviat)ilize ca ap.locação da teoria no

problema visto qun podemos ajusta-lo a um sistema de primeira

ordem mediante as transformações

x = u .

y : u.

dx /dt : u3

dy /.t : u4

Faremos un: estudo do pi'oblema varíacional relativa

Frente ao estado de equilíbrio XO(À) segundo (1.8), isto é

quandcJ rl ; H/2 c3 bl : O Assírn varTlos estudar as equações
variacianais de (1.9a)-(].gb} ].Q].õti.vdlnicntQ aos estados de equl

].í b rí o dado s po r ( 1 . 1 1).
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CAPÍTULO III 

SOLUÇÃO DO PROBLE MA DE BIFURCAÇÃO 

3.1- INTR IJOU ÇAO 

O problem a proposto no CAP. I está for mul ado mate-

mati camc•, , ;.,c-. através de um sistema de e quações di fere nci ais ord! 

n á r J- , 1 s n ão 1 i n e a r e s d e s e g u n d a o r d e m . f'J o C A P . I I , a t e o ri a d a· b i 

f u rcaçã o foi aprese n tada para eq u açoes -de primeira ordem , porem, 

este n ã o será motivo que inviabilize a aplicação da teoria no 

problema vi sto que podemos aj u st~-lo a um sistema de primeira 

ordem mediante as transformações: 

X = LI 1 

y u 2 

dx/dt u3 

Faremo s um estudo do pro b l e ma v ariacio n a l r e lativ a-

me n te a o estado de e quilíbrio seg und o (l.81, ist o é , 

quando n e Assi m v amos estu dar a s eq u ações 

varú1 cianais d e ( 1 . 9 a ) - ( 1 . 9 b} relativamente a o s estados de equ! 

lÍbrio dados por (1.11), 
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cos(X) * 2i2 x '' + y '' tsen (À ) (i ( 3 . ].a )

(3. lb)k '' . cosia À)

onde [ )
'' d T

Buscamos soluções nao triviais das equações ( 3 . 1 )

da fo rma

{

l g '.. ,
a ].

a2

e

e

C 3 . 2 )

Substituindo x e y das eqiJaÇÕes [3.1) por (3.2) obtém-se

llm sistema algébrica linear homogéneo de equações para a. e a.
Elo possui soluções nao trívi.3is se e somente se o deterrninallte

[:i + sen2CÀJ] .a4 +t Bc3 + 2.cos(À)] .a3+E4 X. s e n ( À )

(l + À c o s ( À ) ) + 2 co stX)] CI' + Ra + l

B a tls fa z õ t3q uaç ào

C 3 . 3 )

/\ oq uaç ão

SeJ a , [22]

C.3 . 3 ) iÍ don ornln a da de "Eq unção Caracte rísti.ca"

v(X) + íw (X) 3 . 4 )

J6 

2x" + y ". cos(Àl + 2x - y + 8 ( x' - y') - sen(À l (x - yl o ( 3. la l 

x " . c os r ,\ l 1- y " - ;,< 1- y - El ( x ' Y' l o D . lbl 

onde ) 1 d/ i • e T 

Buscamos s oluçôes nao tri vié:1is da s equaçoes ( 3 . l l 

da formo : 

J 
X ( T ) 

OT .. a e 
1 

( 3. 2 ) 
0T 

l y LT ) "' a ., e 
e.. 

Su bstit uindo X 8 1/ das equaç oes (3. 1 ) por ( 3.2) obtém-se 

um sistema algébrico linear homogên eo de eq u ações para a
1 

e ~
2

. 

Ela possui sol u ções n ~o triviais se e some nt e se o determinante 

(1 + Àcos(,\)) + 2cos( À)] 
2 

, · o + Ba + 1 

satisfaz a eq u açao 

o ( 3. 3) 

A eq uaçao (. 3. 3 l e denominada de "Equa ção Ca racte ríst ica". 

Seja, [22] 

V D,) i w (À) ( 3 . 4 l 
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c oÍn v CÀ ) e -..í( À ll

guí nt e e q uaç ãc)

re a i s . Eí'tt ão C 3 . 3 ) é t Fílrls fo urna d:3 n a

R ( À , v ,v./ ) * j. QC À , v ,w) 0 5 )

o n {:J c

R( À , v , w ) [+sen2 C À] l ( v 4 . 6 v 2 . :,./2 t.,4 ) ... [ B ( 3 2 cos (À) ]

w3) . 2 !..4 $en(X) ([ + À.casCA)] +

+ 2 ca s ( À ) l v " i.l + E$w 3 . 6 )

Q ( À, v.w) :: [l.bsen2CÀ) ] (4v3w [ E3(3 + 2cos (À) ) ]

u..3 ) . 2 [ 4 À s e n ( À ) ( 1 + À co s(X))+

* 2c=ü s ( À ] ] v' . ul + 3 w 3 . 7 )

f) a r' d q u e:

A equação

[3.5] se.ja verdadeira, é preciso que

(3.5) tem umca ré3iz real, isto é, em v=0

r

L

. 0 . ç.l ]

.0 , w )

( 3 . 8a )

( 3 . 8 b )

Temi)s de (3. 81]) quH

]/2

2 cos CÀ) [ 3 . 8 c )

3 7 

co m v lÀ) rerJis . En t ão ( 3 • 3 l e t r a n sfor mada n a se-

~ 

gu 1. nte e q uaçao 

on rJe 

R ( ,\ , V , \</ ) 

Qe>.. ,v ,w l 

se 

o ( 3 . 5 ) 

[ 
2 7 4 ,2 2 4 _.l + sen-(À) _i. ( v -bv • \,.J + vJ ) + [ 8 (3 + 2cos ( Àl] 

( 3 2 '.3 ) ; V \'1 - W + 2 Í 4 ·-L. . sen ( À l ( 1 + À .cos( À)) + 

·~ 2 c os ( À 1 ] • v • '" + B w ( 3 . 6 ) 

+ 2 c os ( À)l • .1 

Para q u e 

A e qu ação 

+ 2 [ 4 -- Àse n(À ) (1 + Àco s (\)) 

( 3. 7) 

-( 3 . 5 l seja ver·dél d eira , e p r e e i . s o q u e 

( 3 . 5 ) tem u ma raiz re a l, is t o é , em v =O 

I R 

l Q 

( À , o, 1-1 l o 

o 

( 3. Ba) 

( 3 ,8b) 

Temo s de ( 3,Bb ) qu e 

(3 , B c ) 
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clu B l n s p r í d.] eíT ( 3 . 8 a ) d á

[l * seno(À)] À s en ( À) C l -F À co s (À)} +

* 2 . c o s ( X ) ''l [3 + 2.cos(\)] + [3 + 2

2

cos (À) ] 0

( 3 . g )

I'lote-se que se un] valor de X= À bati.s-faz a equação (3.9), a

raiz imaginar:i.a purrn aÍCÀc) : iw(ÀC} sofá simples para a
aquaç.3o (3.3), porque sçl nla for' do inulti.pll.tlldade todóls as

suas raízes pelri3 NnÀn' 90rüo tmilgínarlas puras, Isto é.

=

:=

l C

=

C

:;

C Cz.

a : í À .) C

- j.'N
C

a.(.\ ) a 1 ( X c )

al

C 3 . 1 0 )

M.IS (3.10) não pode acorltecçli', devíclo o cüeflcíeílt:e cle

[ 3 . 3) fse r diREi n to de z el'o V À

Poi' c;otnputüçãn numtãrlca, calculamos o À l\

torna (3.g) verdc3deira, obtundc)
C

À3 em

que

À :: 0 . B 4 8
C C 3 . 1 1 }

= o valLor de co rr= suJO n de n t e pula f Ó rfnu].a [ 3 .8c )

w !] . '+66
C ( 3 . 1 2 )

J5 

qu e i n seric!a ern ( 3.f:ia) d á 

= 
') 

rrn n '-D l ] [4 - ÀsenD)·(l + Àc o s( Àl) + 

2 
+ 2 ·c os D)] · [3 + 2 · cos (.\l] + [3 + 2•cos(Ã l] = O 

( 3 . 9 l 

Note- se que se um valor d e À = À satisfaz a e quaçao 
e 

( 3. 9 l , a 

raiz imagi n ~ria pura o
1

(À) •· iwD J 
e e sera s impl es p a ra a 

equaçao ( 3 . 3 ), porque se ela for d e multiplicidade tod as as 

suas raí zes pari:l ser~ □ imagi n~rias puras, i st o é , 

CT 1 ( ,\ ) = iw 
e e 

a ( cr ) - i 1/•i 
l e e 

( 3 . 1 O ) 
a,.., ( ,\ J i ~,J = a . (;\ ) 

r.. e e .l e 

ã ( À ) ··Ü.J = o l De 1 2' e 

Mas ( 3 . 1 O l n ao pode acontecer , devicJo o coeficie n te de 
3 

À em 

( 3. 3) ser distinto d e zer o ~ À • 

Por c □ rnpu taç~o nu m~r ica , c alc ulamo s o que 

torna ( 3 . 9 ) verdadeira ob te ndo 

À 0 ,64f3 ( 3 . 1 1 l e 

e o va lor de w corresponde n te pala fcirmula ( 3 . 8c ) , 

( 3. 12 l 
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A rai z imügináz'ia p u Fca c3 slmp les de ( 3 . 3 ) s g rá p o r

tan +uo

a . ( À,.) = 0 . 4 6 6) . i C 3 . 1 3 )

visando .a aplicação do teorema da bifiircação, verifica-se que

d R, (a: CÀ.] )
dÀ

C

deriva-se (3.5) cam real)ei.to a

( 3 . 1 4)

para isto obtém-se

R
V

Q.

dw/+
=

dÀ dÀ

dw/ dÀ

=

R
W RÀ C 3 . 1 5 a )

d'' /dÀ ( 3 . 1 5 b )

T í3m- se quç} no ponto

po rt anta o det;ermín

'b
A

CÀ.,(],w. ), R.. - QC C ' V ''vJ

3r-tt e d 0 3 i,s t CHIA r e s u l t a

W Q.

mV
[ À , o

C

S

r) -- {')
''VJ ''''\./ nz -- Qzv 'vw }

C

( 3 . 1 6 )

Eín p 3rt i c u 1.] r, p o de ü do t 2 rrnirta r q u

RV

e as 5 ínn

28

cona o q ual

d (.[RU a. (À) )

C

dÀ
À

3 'J 

A r aiz im ag in ~ r ia pura e si mpl es d e ( 3. 3 ) s e ra Pº.!:. 

ta n t o: 

i (3.13 ) 

Vi sa n d o a aplic a ç ã o d o t eo t~e ma d a b i furc a ção, verifica-se que : 

" o , ( 3 . 1 4 ) 

para isto, d e riv a ··se ( 3 . 5 ) c o rn r espei.to a À e obtém- s e 

R 
V dv/ d À 

dv / 
dÀ 

+ R 
w 

d w/dÀ 

Tem -s e qu e no p o nt o (j-, ; o, w ) , R 
c e V 

por ta nto o determi n a nt e d o siste ma res ulta 

'\, 

6 
JR W 1 

( À , o • v-J ) 
c c 

Em p art i c ul ar . p ode - se d8 t ar mina r qu e 

R "' - 28 
V 

' \, 

c o m o qu al 6 /. O e assi m 

:::: d ( IRe 

- Q 
À 

e R " w 

(3.15a) 

(3.15b) 

(3.1 6 ) 



e cal c ul ada u n l vo céln)e n t e p OI'

C 3 . 1 7 )
À: À

C (À ,0,w ]c c

( 3 . 1 7) s ej a di.s ti.n t o d e z e ro ,

dlreto n as expressÕe s de R

, mosto'o u q u Q

\l : ":.. .-. '' *.
(À , 0 ,w )

C Q

Para que

numa Fado r o sclJ a

O calculo

(3.8 b) r'es p e c tí vaRIe nt e

QÀ ' Rw ' RÀ

Elas t a q ue o

8 Q em (3:8a)

( 3 . 1 8 )

onde

S (À ,w .} = 8 C lc c

r '2 e .,. r

+ 2 s e n ( À ) . co s
C

( 1 + À . c a s ( À
C

4 . 9 1 8

Cona eq uen temente

eri2CÀ )) . senCÀ ) . w4c c

À .senCÀ ).Cl+À cos(X )) + 2cocrl l l +C C ' ''C ' 'C ' ' ' ' ' ' '''C ' J'

(À )}.w2 2[(-sen(Àc) - ecos(Xc))

)) -Xc'sen(Xc].cos(Xc)+ À2.sen2Àc-2senÀc ]

dv
d À ( 3 . 1 9
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-e cal c ul ada univo camente por: 

Q_À R 1<À Qi.,., w = ( 3.17) 

R2 2 
+ R 

(,\ , o , w ) V w 
c e 

Para qu e 

num erador o se j a. 

( 3.17) s 9 ja distinto d e zero, basta que o 

G cálculo direto nas expressoes de R e Q_ e m (3 ~8 a ) 

( 3. Bb) respectivam e n te, mo str ou qu e : 

onde 

R 
v,J = 

(;\ ,D , w ) 
e e 

2 
~" • . B • S ( À , w l e - e e 

se n (À ) 
e 

4 
w 

e 

(3.18) 

- { 2.sen(À) [4 - À . s on ( À ).(l+À cos(À )) + 2c o s(À l] + e e e e e e 

+ 2 se n(À ) .cosCÀ )} .w 2 
2 [( -se n(,\) - Àcos(À )) e e c e e 

( 1 + >, .co s (À ) ) 
e e 

-À .se n( À ) .co s ( À ) + 
e e e 

2 2 
À .se n À -2senÀ ] 

e e e 

4. 9 18 

Co n se q uentem e n t e 
dÀ -d v 1 1- o • ( 3. 19) 

À""À 
e 



Usaremos o critério de Routh-Hurwtíz para tirarmos

conclusões sobre estabilidade das soluções de equilíbrio

XO CÀ) . Temcls q ue

ê l

A2

A
3

BC 3 + 2 co s ( X ) )

B ( 7 + 9 co s ( À )

'1
B' . Á( À ]

X
C

Par cálculos dlretos, temos que A(0)

A(Àc) ' 0 . e para À .É l

Temos também que

A 'CÀ)

+

Cl-sana) + (7ÀsenÀ.Cosa-4À2sen2À . cosX] +

[ 6ÀsenÀ - C3X2senÀ +.2senÀ)] + (senXcosX + 3ÀcosÀ

3À2cos2À+ 2senÀcos2À+ 2Àcos2À+ 2À2cos3À+ 2ÀsenÀ

Portanto

â3

Â4

e

'3 '

Assim podemos afirmar que para À < À., X.(À) é

slntoticamente estável. Para X pról<!mo a À. mas À >À

XO(À] éinstavel. Para Xn À, nadasepodedizerpelaaná-

lise linear. da estabilidade ou instabilidade não linear das se

C
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Us aremos o critério de Routh - Hurwtiz para tirar mo s 

conclu s ões s ob re a esta b i li da d e das s oluções de equilíbrio 

Tem os qu e 

~l = B ( 3 + 2 co sD )) > o \J À 

62 B(7 9co s (À) 2 o À À = + - c os À) "> V < - e 
., 

/]. = 
3 

- BL AC À ) 

Par cálculos diretos, temos qu e AC □) = -4 . Terno s também que 

ACÀ J ~ o • 
e e para 

A'CÀ) = ( 1- ssn.\) 2 2 + (7). senÀ, cosÀ - 4À sen À . co s À + 

+ [ 6 À s e n À - ( 3 À 
2 

s e n À +·· 2 s e n À ) ] + ( s e n À e o s À + 3 À e o s À 

2 2 2 2 2 3 + • 3 À co s À+ 2se nÀ cos À+ 2Àcos À+ 2 À co s À+ 2ÀsenÀ · 

cos 2
À ) > Ü, ( 3. 2 O l . 

Portanto 

e 
2 = (1 + se n À) 

Assi m podemos afirmar que para 

· si n taticamente está vel, Para À pró:-< imo a 

X
0 

().) e instável . Par a \ = Àc • nad a se 

· 6 > O 
3 

À < À , X
0

(À) 
e 

À mas À > c 

pode diz er pela 

e as 

À , e 

a na-

lis s lin ear , da esta bi l id ade ou instabilidade n ~o linear da s so 
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l u.-Ã " e

+

X. C À) , [ 7 ]

Os i-esultados apresentados por (3.14) e (3.19)

constítunr: as hipóteses HI e H2 do teorema de Hopf. SÓ nos
Posta agora para aplicar o teorema colocar o problema em espa-

cros de funções convenientes onde desejamos encontrar soluções

[] espaço c]n funções .adequado ao problema será a vara

idade linear C21i ([?,]?z). Define-se em C21t(]?,]R2) o s.g

gulnto pr'oduto interno para quaisquer f,geC211e (]R ,]{2)

. r 2 H

<r,g> = Ê l cr(t), g(t»dt
J .
' Q

( 3 .2 1 )

on de ( ) e 0 p rcldiit o e s ca lar' n o rena l do F2

Está-se buscando para o problema [1.10] com a con-

dição inicial (1.12), soluções pari(5dicas de período 2TI/w

tal como SQ prt)poe forinalmE3nte na seçãci 2.4. Então de modo

análogo ao daquela seção, inserimos w no problema, substituín

do-se e3m (l.lO) e CI.12) 'c por

( 3 . 2 2 )

e obtém-se a seguinte transformação no problema

F [ X, \,, À ] 0 ( 3 . 2 3 )

( 3 . 2 4 )- '/ ü~ it : .
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luçõ es 

Os resultados aprese nt ados por (3.14) e ( 3. 1 9 l 

con stit uP- r · as h ipó t eses do teor e ma de Hopf. SÓ n os 

resta agora para aplicar o teore ma col ocar o probl ema e m espa-

ços de funçõ es co n venie n tes ond e desejamos e nc o n trar sol uções. 

O espaço de funçõe s adeq u ado ao problema será a v ar i 
·>-

edade l in ear 

gui n te produto 

( 2 JR , JR ). 2 Def ine- se em c
2

IT( JR , JR ) o 

i n terno p ara quaisquer 2 
f, g E c

2 TI E ( :IR , :IR l : 

se 

onde ( , 

< f, g > 1 
TI 

2IT 
J U I t l , g I t lld t 

o 

é o pr o du to esca l ar n ormal do JR
2

• 

Está-se b u sca n do para o problema ( 1. 1 0 l 

dição j_n icial ( l.]2), s ol uções p er ió dicas de período 

tal como se p ro p õe forma lm en t e n a seçã o 2.4. En tão 

a n álogo ao -d a qu e l a s eçao, inserimos w no p r ob l ema, 

do -se e m (1.10) e (1.12) T por : 

t \'.J T 

e obté m-se a seguinte transformação no p roble ma : 

F [ X, w, À] o 

dy/ / dt t "O 
o 

( 3.21 ) 

com a co n -

2n; w 

de modo 

s ub stituin 

( 3. 2 2 ) 

( 3. 2 3) 

( 3 . 24) 
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X C t + 2 }1 XCt) v t ( 3 . 2 5 )

onde o operado r não línea r F está definido assim

F axF x (À -r
C

}. + r )
C --» C2n( R , F2)

( X , w , À.

uma vi zínhança abe rta de X (À ) em
D C ':..« , -:'

NOTA - "No teo rompa de l-lopf

0 € CITA(l? , IR2), mas Isto não
zor a translclção de X-------> U

O p e q ue n o pa rârne t ro

s e rá de fí ni do eJq u Í por'

a

e

€

e uma vizinhança de

ímpecílho algum, base

x - xo ( À ) "
do rnét o do d e Poi n ca ré- Líndstedt

ando fa

xo ' x - xo'' ( 3 . 2 6 )

para qualquer solução nao trivial de

daremos po r "amplitude de X

An ãlo go a (2.6 } , t e mo s

(3. 2 3 }- ( 3. 25) , e o de nome

Fx [ xo CÀc) , Xc ] i ( 3 . 2 7 )

da qual conhecemos as soluções não triviais que satisfazem

C 3 . 2 3) - ( 3 . 2 5 ), a s q u a í ssãci
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X ( t + 2 TI ) X ( t) \.J t ( 3. 2 5) 

on de o operador não l inear F est~ d ef inido assim 

F U.x]R x Ct\ - r, 
e 

( X, vJ , À 1 

8 U , uma vi z inh a nça aberta de X (;\ ) 
o e 

em 
2 2 

C 2IT ( JR , R ) • 

NOTA - "No teorema de Hopf, u é uma vizinhança de 

1 2 O E c
2

TI(JR, TI ), ma s isto n~o e impecilho algum , ba st ando f a -

zera translação de X--~ U - X - x
0 

( À 1 " • 

O p e queno parâmetro E. do mét odo de Poincaré - Lindstedt 

s era definido aqui por 

X - X > o 
2 

::: E ( 3 . 2 6 ) 

pa ra qualqu er soluç~o nao trivial d e (3. 23 ) - ( 3.25), e o denomi 

n a remos por "a mp 1 i tu d e d e X " 

Anàlogo a (2. 6 ), temos: 

À ] x 
e 

o (3.27) 

d a qual conh e cemo s as soluç6es nao t r iviais que satisfazem 

( 3,23)-(3.25), as quais são: 



tP: ( t )
CI(8)cose - C2(B)seno

f l ( 3 . 2 8 )

Cll(f3)seno + C2(B) cose

s en t
P: ( t

( 3 . 2 9 )

onde

2
a

cqcB) , c%(o) ,. l
C 3 . 3 0 ]

l ' ' '
0 . 1 B 2 . 8

O . 2 1 7 . E3 2 + 1.377
[ 3 . 3 1)

C 2 ( 8 )

7
[] . 2 1 7 . !3 ' + 0.Sll

D
0 . 2 1 7 . 13' + 1 .377

[ 3 . 3 2 )

Observe aqui. qlie o núcleo do operador F..., tem di

mensal dois, portanto vamos aplllcar o método daquela seção (2.3)
fazí3ndo-se uma natural apliccaçao como veremos

DE?termina-se o operador F; , tornando-se o produto

tP2 ( 1: ) 

Onde 

a (C\(fJ )cost -
C0 5 

C_(B)sent) r.. 

t 

a (C l ( 8 l se n t + C 2 ( B) e os t) 
se n t 

2 1 é.l •• -----------------

c2 e t1 l 
1 

2 ... e e a 1 + 
2 

0 . 182 . B 

0.217 . B
2 

+ 1.377 

0. 217 . B
2 

-~ 0.511 

l 

.. ---·-----------
0.217 . i3

2 
+ 1.377 

Ob se rve a qui q u e o nGcl eo do op e rador 

(3.28 ) 

1 ( 3. 29 l 

( 3.30 ) 

( 3. 3 1 l 

(3. 32 ) 

o 
FX tern di-

men!::-a o doi s, porta n to vamos aplicar o mé tod o daquela seção ( 2. 3 ) 

fazendo-se um a n at ural apl icaç ~o como v eremos. 

De termina-se o operador t om a n do -se o produto 
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interno

0

FX
X

V

r3 ín t e g ra n dcJ po r

t o de q uc? Ê (À )

2 rl , ob t éíil- fse

partes duas vezes de 0 a 21T utilizando o fa-

8 y(À) são funções periódicas de período

2x(;k+l" - 8(x+): +2x+- Àt- .seno.c)'x ecos(Àc)(y+)"+ B9'-y+

cos(Àc).(i+)"+ ]](x+)'- Ê ' +.Xc 'sen(Àc)-i++ (y')"-B.(y+) '+y+

As soluções não tr:Lvíaís para {l equaçãc]

0
( 3 . 3 3 )

l os=

ll +: ll [ 3 . 3 4 )

( ll -p:ll : : ( 3 . 3 5 )

Tenda-sl3 at; hipl3teses do teorema de Hopf e as bases

pardos raúcleos de FX e oX calclilad.-ts, estamos aptos

inter no 

o 
F 

X 

45 

> 
e i nt e grando por partes du as vezes de O a 2 TI u t iliza n d o o fa-
to de que x O. ) e y ( À) s ã o f u n ç Õ e s p e ri ó d i e a s d e p·9 r í o d o 
2Il, obt êm-se 

, . f + + t • + + B(x ) · +2x - À .sen(;.\_ l. x +Cos ( À l( y ) '' + By -y e e e 

• + .sen( À ) .x 
e 

+ + + + (y ) " -B .( y )' +y 

As sol uç6es nao tri v iais para a equaçao 

sao 

tjJ 
1 

t!J 
2 

]. 

J. 

o 

ecos 1:) 
CDS t 

fsen .... tL) 
\ sen 
' 

( 3 . 33) 

1 ( 3 . 34 l 

1 ( 3 . 3 5 ) 

Tendo -se as hipcite~es do teorema de Hop f e as bases 
para os n~cleo s de e calc1llad i\ :.;, estamos aptos 
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para aplicar o método da porturbaçao descrita formcalmente na

seçao 2.3 com vistas .] exibir as soluções periódicas não tri
vía:l.s ta o mo do do bi turca ç.ão

SOLUÇÃO DO PRQ8LEMA .g3.] ; F UR CAÇA O

1"1ostraremos as expressões das soluções assintótlcas

que $e blfurcarn do ramo dos estados de equilíbrio X.(À,w), e

também as exprç3ssões asslntótícas do À t3 v/. O teorema de

Hopf sugere que asas axpansÕns devem ser dõ forma

X (e , t ) : XO ( À c ) X l c +' -1 / 2 ! X:.e2 -- .k2) ( 3 . 36 )

lv ( e )

c 'l 1 /2 ! À . . E:2 . o (E:2 ) ( 3 . 3 7 )

'' l ' ' ' 1 /2 ! "': 2 7
E:' + 0 ( C ' ] ( 3 . 3 8 )

c l < < 1 , ( ]
r}

dn
c!c

Queremos então q ue

A s conde çõ es C3.24) e C3. 2 5)

n = 1. 2 . .., PO r líneáz idade . A
acarreta

X(c,t) satisfaça (3.23]-(3.26).

se ti'ansmitem a Xn(O , t)

definição do parâmetro E: orn (3,26)

' xl ' xl ( 3 . 39 )

46 

para aplicar o mitodo d a pert urbação descrita formalmente na 
seç~o 2,3 com vistas a exibir as soluç6es peri6 dicas não tri 
viais e o modo de bifurca ç~o. 

3.4 - SOLUÇÃO DO PROBLEMA DA BIFURCAÇÃO 

Mostraremos as express oe s das soluç6es assi nt6 t i cas 
que se bifurcam do ramo dos estados de equilíbrio 

tamb~m as express5es assintdticas de À e w. o teorema de 
Hopf sugere que essas expans6es d e ve m ser d a forma: 

X(E,tl x
0 

D e) X
1 E + .·. l / 2 ! 2 2 = + X ,... + o ( E ) . . '2 •C.. ( 3. 36 l 

À ( E ) À À l, E l /2 ! À2 
2 2 - + 1- E + o ( E ) e (3.37) 

~-d E ) 1/2! E 2 2 = v-/ + W l. E + \/,/ + o ( E ) e 2 (3.38) 

) 
n 

[=0 

Queremos então que X(E,t) satisfaça ( 3 . 2 3 ) -( 3. 26 ). 

As condições ( 3. 2 4) e (3.2 5 ) se tran s mi te m a 

n = 1.2 ... · por 1:1.nearida d e. A definição do parâmetro E e rn (3,26) 
acarreta 

l ( 3.39 ) 
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<xl

4 < X
'' 1

x. > = o ( 3 . 4 0 )

X3' * «X: X2 > ( 3 . 4 1 )

Consideraremos u nosso operador F ern C3.23) ana-

lítico nas variáveis X, w e À, donde, pelo teorema de Hopf

X, w e À também o serão. Assim.derivando sucessivamente com

rospeíto a c: a equação (.3.23). obteremos o seguinte sistema

rücui'alvo de equações diferenciais ordinárias lineares com coe-
ficientes cona tantas

F* *: . g*' *: 0
[ 3 .4 2 )

Fx x: . :*:.Pxxx: . :": ' 'x.*i
0

( 3 . 4 3 )

FXX3 ' 3À:

Q
0

FxÀX2 ] + 3.wl .*Í
0

'x«.x: ] .

'w2Fxw'XI ' 3.w2 oXww'XI ' 3FxxXI'x2

0

+

. '*:. p** *: . *.q 0
[ 3 . 4 4 )

onde a notação F simboliza a avaliação do operador

to (XO(Àc), wc'Xc), oXX'XI = (FxxXI)(XI) e

F no pon

[ (FXXX XI ) ( XI ) ] ( XI)

4 <X 
1 

47 

X > 
2 

= o 

+ o 

Considerar e mo s o nosso operador F em 

(3.40) 

(3.41) 

( 3. 2 3) ana-
·1ítico nas v ariáveis X, w e À, donde, pelo teorema de Hopf, 
X, w e À t a m b é m o s e r ã o • As s i m, d e ri v a n d o s u c e s s i v ame n t e com 
respeito a E a equação (3.23), ~bteremos o seguinte sistema 
recursi vo de equa ç 6es dif ere nciais ordin~rias lineares com coe 
ficient es constantes, 

o 
F X x2 + 

ê 
FXX3 + 3À l 

o 

o 
F X X 1 

2 Àl°FXÀXl 

[ o 2 
FXXÀXl 

+ 

+ 

+ 

2 ~-, 
1 

o 

o 
F • À l À 

o . 
F Xwxl 

F XÀ X2 J + 

o 

o (3.42) 

o 2 o + F X + · À F = o ( 3.43) XX l 2 À 

[Fxxw· x~ 
o 

3. ~" 1 • + FX\-J.X2 J + 

+ 

(3. 44) 

onde a no tação 
o 
F simbol iz a a a v aliação do operador F no po~ 

to ( X0 Dcl, w ,i\ ) , e c e 
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FJa obtenção das equações acima, usamos os fato.s

ww-a ' ' ' ' '. . ': U e F X ÀÀ

Q o
w ww

que

Do cá l c u lcl de X
C en] (3. 12) , t amos que

xo CX . ]
164

812 ( 3 . 4 S )

(A6 f'armas explÍcÍ l;as daf} e?quc3çÕos (3.í+2)-(3.44] estão no apên
d í c e /\]

[] termo não homogéneo da equação (3.42) é acons.tan.te

0

ÀI FÀ À l

co s [ À )
C

l

donde se como l ui que

0

( 3 . 4 6 )

(3.46) implica quu C3.42} possui s.nltiçt3es periódicas de perío

da 2il. Para determina-poli díSSociarnos o opeõrador Fv em uma

soma de um operador' M e URa matriz n, onde os elementos de

fl saa operadores diferenci.ais e 'N constante. Assim

0

FX
n,

com

o o 
F -· F w ww 

48 

Na obtenç ~o da s equaços s a cima, usamos o s fato~ que 
o 
F 

w ~-.J',J 

Do cálculo d e 

- o 

em 

_ (/1. 164) 
1. 812 

e o . 

(3.1 2 ) , t e rnos que: 

(3. 45 ) 

(A s f ormas explícit as das eq uaçoes (3.42) - (3.44) est~o no ap e ~ 
dice A) 

O termo nao homo g êneo da e qu aça o ( 3. 4 2 ) e a cons.tan.te 

donde se conc lui que : 

( 3 .46) imp li ca que 

"' À. • 
1 

o 

'\ ~) . > 
J 

o j = 1,2 ( J . 46 ) 

(3 .42 ) poss ui soluções p erió cl:Lc as de per í~ 
do 2 IT. Para dst ermi n ~-los d issociamos o opearaclor em uma 

'\, sorna de um operad o r e um a matriz M, onde o s elementos de 
M s~o oper a dor es dif e ren c iai s e 

'\, 

M con s tante. As s im 

"I, 
M + M 

e o rn 



l z . c o s C À )c c

( À )
d2

dt2
d

dt «:É
d

d t

[ 3 . 4 7 )

v'
" e

M

$ e n ( À )
C 1 + À . s e n ( À )c c

l
( 3 . 4 8 )

'b

Dado q uo de t (p])

un] vel:or con s t arIE B

obtemos como solução particular de (3.42)

X. V, corri V dado porV

( À ) + lC

À . s en ( À ) + co s(À)u C C
( 3 . 4 9 )

A s o l ução ge r.31 de! ( 3 . 4 2 ) tem então forma

x 1 ; ' 1 .Í) l 9: ' x:v ( 3 . 5 0 )

onde tPi e tP2 sao làs !soluções do sistema homogéneo

FXX : 0 , dados por' (3.2B)-(3.29). Para a solução (3.50) a

conde,ção i.nícíal sobre a derivada en] (3.24), Dos diz que c,):(]
Assim (3.50) se transforrnõ erra

Q

M 

e 

2 
2 ~,J 

e 
+ B,w 

c 
d 
dt 

2 
w .co s D ) . 

2 
e! 

dt
2 

- 8.w d 
dt - e e 

'\, 

M 

'\, 

e 

,\ .sen(À ) e e 

- 1 

2 
w ,cos(À l 

e e 
d -

2 
- 8.w 

e 
dt 

d 
dt 

- 1 + ,, .s e n(À l 

) e e 

1 

d -
dt 

( 3.4 7l 

( 3. 4 B l 

Dado q U8 det(~ll l • ob t8mos como solução particular de (3.42) 
'\, 

um vetor constante V -- À 1 V, co m V dado por : 

/_ À sen (À l + co s (À l + :) (~ e e e 
V ( 3 . 4 9 l 

À s en C>, ) + coso. ) + 
e e e 

A so lução geral d e ( 3 . 4 2 1 t e m e nt ~o ~ forma : 

onde lp 1 e 
~ 2 

o . 
FXX = o dados por ' 

c l{) 
1 1' l 

-sao i.'lS 

+ e 1íl + À V 
2 't' 2 1 

i;;o 1 u çÕes do 

( 3 , 28 ) -(3 . 29 ). Pa ra 

( 3. 5 O l 

sistema homo gê n eo 

a solu ç ão (3 . 50) a 

condl.çã o i n icial sob r e a dElrj_vada em ( 3 . 24 ), rio s diz que c 2 = □. 

As sim ( 3. 5 O l se t ran sforma em 



x l ':@: * *.» ( 3 . 5 1 ]

0e (3.3g). termos que XI em C3.51) é solução de

se c]. e ÀI satisfazem a relação

( 3 . 4 2 ) s e

( 3 . 5 2 )

Para calcular cl Q ÀI arlajísaremos as cond:içÕes de solubili,
dado de (3.43) substítuÍFldo nc} termo não homogéneo desta equa

çao XI pela sua Bxpressaci em (3.51). Feito isto, se obtém cl

seguinte sístuma cine.ar a].8ébrico para

.:.[x: «i;xxQ:." , ];xxQ:,:i': ' ' "i«'x..0:,'P:»
= : =

0
V F+

l (3.53a)

[ À: «F xx " ' 'xx@:C l »2 '
''' ":' 'x.~ Q: . ]': » ]

0 (3.53b}

co nsí de rar

õnalí s ar c:q u aç õ e s ( 3 . 53] t elmo s clo i s ca s o s a

1 9 Cf3s o

2 9 Cas o

cl

cl / 0

( 3 . S 4 )

( 3 . 5 5 )

Assírn üs equações (3.53) se transformam eíí identlda

por tan'co ÀI e wl podaín tomar qualquer valor. Mas por
de s

50 

( 3. 51 l 

De (3.39 ), temos que x
1 

0 m (3. 51) e so luç ão de (3.4 2 ) se 

e somente se c
1 

e À-l satisfaze m a relação: 

1 ( 3.52 ) 

" Para calc u lar 

dade de (3. 43 ) 

e 
1 

B A
1 analisaremos as co nd iç6es d e s olubili 

s ub stit u ind o no termo n ~ o hom ogê n eo d esta equ~ 

pela s u a expressão em ( 3 . 51 ) . Feito isto , se obt é m o 

seguinte siste ma linear algébr ico para e 

(3 .53a ) 

(3. 53b l 

Para analisar a s equaçoas (3 .53) , temos dois casos a 

co n s.iderar: 

( l 9 Ci:iso: e :: o ( 3 . 54 ) 

[2, 1 

Caso: cl I o C 3. 5 s l 

Anali se mos j_nicialmente o cas o c
1

_:=__Q_ . 

A s s i rn 0 s e q u a ç éi e s ( 3 • 5 J ) s e t e a n s f o e rn u m e r11 i d e n t i d a 

d es , por tant o e podam tomac qu a lquor valor. Mas por 
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outro lado. quarldo c]. :: 0, a solução dada em

forma eín uma solução está E:Lca dada por

( 3 . 5 1 } se t ran s

xl ' Àlv [ 3 . 5 6 )

Assim de (3. 54) temos

À l 2 V ( 3 . 5 7 )

8 wl é um paz'anel ro que pode

t ao, dí a n t e de C 3 . 5 6 ) e ( 3 .57)
fo Tmó)

as s urna r q ua lq ue r vala r real

representamos (3.36)-(3.37) na

X t ( c , t ) :: XO CÀ)t
/''y

2 ll v ll
V .e + o tc) ( 3 . 5 8 )

À
C

+ : + o(C) + ( 3 . 5 9

PIOSticai'erros a seguir qUe esta solução coincide com a Xn(À, W)
d a d a eín ( ] . ] ] ]

Consideremos os pontos do lIR2 como soluções estáti

cas, (soluções independentes do tempo). Assim o operador F fi
ca de fln ído em

F U xlR x (À -r
C C R2

on dc U e urna ví z í n h an ç a de e

51 

outro l ado, qu crn do c
1 

~ O, a soluç~o dada e m 

forma em uma soluç~o est~tica dada por : 

Assi m de (3.54 ) , 

X
1 "" À V 

l 

t emos: 

2 li V li 

( 3 . 5 1 l se trans 

( 3. 56 ) 

( 3 . 5 7) 

e ~ um par~rnetro qu e pode ass umir qu a lqu er v al or real. En 
tão, diante d e (3.56 ) e ( 3.5 7), represen ta mos ( 3.36 )-(3.37) na 
forma: 

X ± ( E:, t ) XO(Àc) ± 
✓21 

V. E + o ( s) :: 

2 11 V li 
( 3.58 ) 

r-5·7 
À ( E l À 

1 2 
o( E ) - + . E: + + ( 3. 59 ) e 

2 11 V 11 

Mostr are mo s a seguir que esta soluç~o coincide com a 

dada e m (l.1 11. 

Co n sideremos os pontos do 
2 

JR como soluções estáti -
cas. (soluções indepe n dentes do tempo) 

ca defi n id o em 

o nd e u 

F: Ux JHx(À -r, 
e 

..., 
e urna viz i n hança de o E ]RL 

Assim o o per ador F fi-

8 
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(::,:.*:-'* '')
Se o par (x,y) está sobre a curva de equilíbrio

XO(À) (CAP.l com rl : n/2 e bl.0), temos mExO(À),w,Àl=0
Em pai'tlcular F [XOCÀcl- wC' Xc] :; O. Neste ponto,

FX[Xo(Àc), wc'Xc] tem dotar.mlnante 1. Então pelo teorema da

função implícita, temos que pai'a À numa vizinhança de À , exis

taumúníco XO(À) tanque FERA(À).w,À] =0. Cornocsolu

çao dada em (3.Sa) pelo método da perturbação de Poincaré-

Línclstüdt satisfaz esta última igualdade, logo

xo ( À )

+

+

À.c o s ( À )

À C Q S ( À )

á ca única solução cfitátlc.] na Vizinhança de À
C j.s t o é

xo ( À ) : xo ( À )

Análise do 29 caso==

Dividem-se ambas eqtiaç ã es (3.53) por cl e obt ém- s e

À l

À l

0

rxx p:
0

wl < F x., ©: [ 3 . 6 0 a )

0

«px* P: . v * PxÀP:,v':» '. «:« Px«Q: ,'p:' 0 ( 3 . 6 0 b )

52 

(

2 X - y ·· À C OS ( X - .y ) ) 

-x + y - À 

Se o par ( X ' y) est~ sobre a curva de equilíbrio 
x

0 
(À) (CAP.I com n = TT /2 e b 1 : □ l , ternos F[x

0
pJ,w,À] = O. 

Em particular F [ XO (;\ e) , vJ, À J "' O. Neste ponto, e e 
[ ·1 F X X0 D, ) , w , À ...1 c e e tem determinant e l. Então pelo teorema da 

função implícita, temos que para À numa vizi n hança de À , exis 
c te um único tal q u e F [ x

0 
( À l , w, À J = O. Corno a s o 1 u 

ção d a da em ( 3 .5 8) pelo método da perturbação de 
Lindstedt s atisfa z e s ta ~ltima igualdade, logo 

Àc os 

Àco s 

(À)\ 

(À) ) .,. 

e a Gnica s olução rast~tica na vi z inh a nç a d e À 
e 

X ( ,\ l o 

An~ l ise do 2 9 c as o. 

Di v idem-se ambas equaç6es (3.53) por 

o o o À <Fxxy)1• V + FXÀ $1 , iJJ1> + wl < F Xw ~l ' tjJ l > 
1 

o o o À <Fxx lf)1 · v ➔• FX À y)l , tjJ2> + \✓ < 
F Xw ~1 ' ,µ > 1 

l 2 

Poincaré -

i s to -e, 

e ob t é m-·s e 

-· o ( 3.60a) 

o (3 .60b ) 
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À{

.P: . « . PxxQ:, ü:» «Fx..q):
( 3 . 6 1

.P: .« * PxxP., I'a» «Px.q):

A oxpres3sãtl explícita do determinante A de M foi encontrada

com o auxílio da ].Inguagem IE?EDUCO 2, como o quoclenta de dois

pollnõmíos no parâmetro 8. A avaliação numérica de A permite

aflrmai' que ole é Ostrítc3menta positivo conforme a expressão
abü íxo í ndi ca

C0.2iZS.B2 . 1.3772)2
(3.62)

D n dÉ3 cls co e fí c í e n t e s

.3 b a :L xca

1.2, 3 as tão na t abe l a

T A B E L A

7 . 1 6 2

3 . 39 5

0 . 536

Q 2.3

sot"ldo A > O f)odí.!mos então dlzt3F quu= para as equações(3.60)
a solução úrlic.a é

53 

Se j e 

o 
< F X \,i li) 1 ' ~, 1 > 

( 3 . 5 1) 

A expressão e x pl ícita do de te r min a n te ó d e M f o i en c ont rada 
c om o a u xí lio d a l i n g u age m ~E OUC E 2, co mo o qu oc i e nto d e d oi s 
pol i n 6 mio s n o p arâmetr o B. A a v ali ::1çã o n uméri ca df) ó p e r mit e 
afirmar qu e ele~ est ri tamente p o sit ivo conform e a ex pr essã o 
abaix o Jn di c a: 

3 2 . 2 
1: A,, B J + 

j "'º L. • , 

6 = J + ... 
(3.5 2 ) 'J 

1.377 2 )
2 ( 0 . 21 / fi . B,_ + 

on de o s c oe fi c i entes j= 0 , 1, 2,3 . estão n a ta be l a 
aba:l xo: 

T A B E L A 

A 7 . 1 62 

A3 3 . 395 

A S 0. 536 

A7 0. 028 

·-·-· 

Sfl ncJ u 6 > o podemos entiio dizer· q u e p ara as equaçoes (3 . 60 ) 
a soluç~o Gnica e 
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À 1 ; '''1 : o ( 3 . 6 3 )

Us arld o ( 3 . 6 3 ) ürí] (3.S2) e ( 3 . 5 3 ) ch e garras â q ue

xl

cl

c l

t l

-P:

E Irre].avante tomai' ou +l ou -l como valor de c.

Optámos então por cl : l Assim a solução de (3.42) fícc3 de
Flnlt:Lvarnonto (]etermínada f)or

( 3 . 6 4 )

Vamos agora ao cálculo de X2' solução da equação

C3.43). Utilizando (3.6:3) e (3.64) ca parte não homogénea da
q uela e qtiaçã o fí ca redu z idõ a

C 3 . 6 5 )

dcJndQ t amos

** f * *:'* 'Pj ' 0 j : 1 , 2

Usando as seguintes Identidades trigonomátrícas

Us a ndo ( 3. 6 3 l 8 111 ( 3 • 5 2 } 
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e 

o 

e 
l 

= ± 1 

(3.53), chegamo s a que 

E ir re l evan te tomar ou •l ou -1 com o valor de 

( 3. 6 3 l 

Op tem os então por Assim a solução de (3 .421 ficfl de-

finitivamsnta determinada por 

. 1 (3.6 4 ) 

Vamo s ag ora ao c~l culo de x
2

• soluç~o da equaçao 
(3.43). Utilizando ( 3.6:-3) e (3.64) 

quela equaç~o fica reduzid a a 

don de temos 

o 2 
<F l.Ü + XX , 1 

+ 
o 

À F, 
2 /\ 

a parte não homo gê n ea da-

( 3 . 6 5 l 

o j = 1, 2 

Usa n do as seg uin tes iden t idade s trigon □ rn ªt ricas 



1/2 + 1/2 . cos2 t

1/2 - 1/2 . cos2 t

cose. serIE = 1/2 . sen2t

2
=

2
s e n t

podemos expressar rxxtP2 como ã soma de dois velares

ríÓdíco, e o ouvi'o constante, da seguinte forma

LJm

P(t] , ?

onde

P ( t } PI ' c05 2t + P2sent 2t

P3 ' co s 2 t

( 3 . 6 6

P

'\
PI

P2

ct e ( 3 . 6 7 )

Os coefíci.entes PI'p2'p3'p4'P.l e P2
vel E3 dados ex plícitamerlte po r:

sao })olinõmlü 3 na varia

PI

P2

P3

4

12 4. B4 + 0 .1 89 .B2 . 1. 19 9

D0 5.B 3 + 0 .11 4 .R

O 1 2 .E)4 + O . 0 0 8 . 8 2 .} 0.047
031.B3 + 0.3 19

2 
CO!.'J t 
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1/2 -~ 1/2 

1/2 - 1/2 

cos2t 

cos2t 

cost.sent = 1/2 . sen2t 

pod emos expressar com o a s om a d e doi s ve tores , um p~ 
riódico, e o outro con st ,3n te, da seguinte -for ma: 

onde 

p ( t ) = 

e 

'\, 
P(t) + p 

cte. 

( 3 . 6 6 ) 

( 3.67 ) 

Os coeficie n tes '\, 
p 

2 sao polin6m i0 s na vari~ 
vel B dados explicitamente por: 

pl 
4 2 0.1 24.B + 0.109 . B + 1 . J. 9 9 
3 

Ll.114.B p2 = 0,005.B ~ 

p3 
4 

0.008.8
2 - - 0,012.B + 

~ 0.047 

p4 O O - - 3 . :n.B + 0.319 



PI

P2

1 0t3 . B '

1 2 5 . B'

86 5 .B'

0 4 0 .8'
8 1 1

064

Sendo À2FÀ + P constante é nau.irai investigar

uma solução particular de (3.43), isto é, da equação

0

FXX2
'b

P( t ) - (P + À2 F À ) ( 3 . 6 8 )

sob a forma

« (:::::::: : :::::::) (l:l ( 3 . 6 9 )

onde Q vetar e co n s t ant a-

tamos .]s constarltes QZ' Q2' Q3' Q4' Q.t e. '",) d

determinar. Para isto usarílos a mesmo .artifício quando do cálcu-

lo da solução pcartlcular V de (3.42). j.sto é, {ú,Dando
FX : M + r"i temos que rüsolx/er

(M * m) (Q(t) . Qn) (t) - (P . À2FÀ) ( 3 . 7 0 )

Note- s e q ue m( !2

duas eq uaçÕe s do tj. PO
], porá;anta [3.70) se transfor'ma eín
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11 2 0,l0C ,B ' - G, 8 65,8 - - 1.811 
~ 2 0,1 25 .8

1 
- 1. 0 40.B - 2.06 <1 

'v Sendo \ i= 
,\ 2' À + p c o n sta nte e n at u ral invest i gar 

um a s o l uç ~o p a rti cular d s (3.43), i s t o é , da Gquação 

'\, 
- P (t) - (p + >..

2
F À) ( 3. 6 8) 

sob a for ma 

+ 

(3.6 9 ) 

on de o v etor Q = e constante. 

Temo s as co n s t a nt es 
a 

determinar. Pa ra is to u samos o mesmo a rtlf í cio qu a ndo do c ~lc u -
lo d a sol u çã o particula r 

'\, 

V de ( 3 . 4 2 ) , ist o é, i 1..- rn a ndo o ,,, 
F X = 1"1 + f'i te mos q u e reso lv er : 

'\, '\, 
(l"l i l'l) ( Q_(t.) •· Q_) 

( 3 . 7 O ) 

", 
M ( Q por~:anto ( 3. 70 l s e t r a n s f o r· ma e m 

dua s e qu aç~e s d o tipo : 



5 7

[Q( t ) ) P 1. t } 3 . 7 1

í't(Q) : - (p
( 3 . 7 2 )

Da eq ua çáo (.3.72), ti ramo s

dos , o btém-se
Q, ap l icando M-: em ambos os la

Q:

'L

(?: . P:) ' À. ;.-( .].': * *:": ( 3 . 7 3 )

PI 2P2 + Àc sen(X c) p2 [ 3 . 7 4 )

A monos do Conhücírnento de À2' temos cc)lculado 2

Lega que À2 solo calcullado, apresentaremos as expressões

PlfcÍtas de suas coordenadas. O calculo de Qi' Q2' ÇZ,l

Q4 e obtida resolvendo-se Q seguinte sistema linear alga;bri.co
d Ú qi.id r't a c] rd ern:

,'" P

P2

P3

'\ P4

D
[ 3 . 7 5 )

o n de a fila t rí z ( ra Í J ) , 2 , 3 , 4 ob ti d a n urrie rl camen t e é
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'\, 

( f'l + í1 l ( Q_ ( t ) ) - - p ( t ) 

'\, '\, 

~1 ( Q_) = 

'\, Da eq u a1;ao ( 3 .7 2), tiramos Q, aplica n do 

dos, obtém-se 

'\, '\, '\., 
'\, Q_l - (Pl + p2 ) + À .se nD l .P

2 
.,, e e 

"\., '\, '\, '\, 

(3.71 ) 

( 3. 7 2 ) 

'\, - 1 
l"1 - e m ambos o s la 

+ À2Vl ( 3. 7 3 ) 

º-2 = pl 2 P
2 

+ À . se n D ) .P2 + À.2 V2 c e ( 3 • 7 4 ) 

A me n o s do con h eci me nt o de À
2

, 
'\, 

temo s ca lculado Q. 
Logo qu e seja cal cu lado, apr e se nt arem o s as expresso es ex 
plfcitas de s u a s c oordenada s . O c~l c ulo d e Q, ' e .t Q ~ obtido resol v en do -se o seg u inte sis t e ma l i n ear a l gébric o 

Ll 

d Ê! q uar t a ordem: 

Ql ~ pl 

V Q.2 p 
( 3 . 7 5 ) 

= 2 

Q3 ) p 
3 

-._Q4 / \ p 4 

ond e a ma t r:l.z ·o = (aijl i,j = 1, 2,3 , 4 obt id a num e ricament e e 
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L] . 132 0 .933.B

- 0 . 9 3 3 . B -0 .132

1 . 6 9 4 - 0 . 9 3 3

0 . 9 3 3 - 1 .. 6 9 4

1 . 30 :

0 . g 3 3 . 8

0 . 1 2 9

0 . 9 3 3 .8

9 33 . B

. 30 2

93 3.8

12 9

o seu d et ermina ntc3 é

d g t ( 1) ) 8 3 5 . E3' + 4 . 9 480
'?

( 3 . 7 6

Então (3.75) tem solução única 13 á fur'malmente representada

Q.

PI

.- : l ',
P3

.P4

Com ]REDUCE 2, e ,cálculos numérícnn, : Obtivemos e;<pressães po

línomíais para os Qi's, Í= 1,2,3,4, conforme apresentamos
nxPll cí t ame nte abaixo

- 3 . 1 8 7

(0.217.Í32 + 1.377)2 . (7.835.B2 + 4.948)
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I 
·· lJ . 132 0.933,8 - 1. 30::' -0.933.8 

-0.933.B -0.132 0,933.B -1,302 V -
-1.691\ :- O . 9 33 0,12 9 0.933.B 

0.933 -1. 694 - 0.933.B O. 1 2 9 

o seu d sterm i.nant e e 

det ( V ) = 2 7.835.B + 4.948 o ( 3 • 7 6 ) 

E nt ão (3.75) tem sol u ç~o anice e e formalmente representada 
por: 

I' 

Com JREOUCE 2, e 

lin o miai s para os 

º·1 
/ p 

1 

Q2 - 1 p2 
= A 

Q3 p 
3 

QA P4 

c~lc ulo s num~riccs, obtiv emos expressoes p~ 

Q..' s' 
l 

i'-' 1,2,3,4, conforme apresentamos 
explicitame nt e abaixo : 

-0.383.8
4 

- 3 .187.8
2 

+ 2 .172 

(0.217.8
2 

+ 1 . 377 1
2 

. (7 .835 . B2 
+ 4.948) 

-0.0 72 . 6 5 
- 0.078.8 3 

+ 3.169 . 7 2 (0,217.fl ~ + 1 . 377)- . (7.8 JS.B 2 
+ 4.948) 
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0'3
F1'' + 1 . 3 7 7 ) ' . ( 7 .535

4 . 506

B' + 4 . 9 4 8]2 1 7

O .. 1. 3 2 7 .B 3 . 5.515

(0.217.82 +(1.377]2 . (7.835.B2) + 4.948)

A menos do valor do À2' tam'se determinado

Portanto umõsolução gera]. de (3.43) será da faina
l

X2 diÇi ' d2©: ' Q(t) * â. ( 3 . 7 8 )

para con s tcan t es rFií brári an

r 3 .'2 4 ) , t ermo 9
d]. e d2 P ela co n díç ão in icí a l

dz ' 2Q. D ( 3 . 7 9 )

Pe l a co ndl ção ( 3. 26 )

dl ( 3 . 80 )

E nt ão de (3. 79} e (3. {30)
X2 urn ( 3 . 7 8 ) $ e r"e s urna rá

X2 ZQ.4 ' tll2 } Q(t) + Q ( 3 . 8 1 )

Sabemos de ( 3. 72)

çaa comi)teta de X.2
que nk = -PI'l(P} - À2V, então a determin.a

depende somente .agora de ser conhecido o

r

5 9 

4 2 -0 , 6 31 ,B 3.742.B - 4.506 ;: 

- 'J 2 2 [0.2 1 7.fJ L. + 1.377) , (7.535.B + 4 .948) 

5 3 -0 , 211.B - 1.327.B - 5.515 ----
,.., 2 (D. 21 7 .B L + ( 1.377 ) . 

A meno s do valo r de À
2

, ta rn - se determi n ado os Q
1

' s 

Por· l: a n t o u·rn a s o l u ç ã o g e r a l d e ( 3 . 4 3 l será da forma: 

(3.78) 

para constantes arbitr~ria s Pe la condiç~o inic ia l 

d + 2'2. 2 4 
- o ( 3 . 7 9 ) 

Pela condlção (3.26) 

( 3. 80 ) 

Então de (3.7~n e ( 3.80 ), X em (3 , 78 ) 2 se resumirá em : 

'\, 
► Q_ ( t) + Q ( 3.81 ) 

Sabemo ~; de ( 3. 7 2) 
en tã o a determina 

ç ~ o completa de x
2 depende s o me nt e a g o r a de ser conhecido o 
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valorde À2' O calcullo do mpsmoéconseguído pela análi

se das candlçÕes de solubilidade da equação (3.44). Substituín

do ÀI' wl' XI e X2 porsous respectivos valores em (3.63)

(3.64) e (3.81) no termo nao homogéneo de (3.44). obtém-se as
seguintes condlçãÉ3s de solubílldacJe para (3.44)

x2 «r**P:' v ' r*Xp: , q' » . «:«p*.@i''Pi'

« 'xx P: ' Q * Fxx P: M
l
3 '***P: , ": »

( 3 . 8 2 a)

À2 < F XX YI

F<

xx tllt

':-x* 'P: 'P2 ' * '''p''x« Pi ''P2 '

e- * '**P: . M' Ê' ' F*** P? , ": »

( 3 . 8 2 . b )

Para chegarmos as equações acima, tornamos m = 1'1'l(P) ç: usa-

mosüfatoque <rxxtPI'tP2'0J> : 0 J: 1,2. Observe-se

ainda que o deterrí\].nõrlte dz3 matriz pl'incípal t5 A, ({ue já mos
tramas nuínerictlmente ern (3.62) ser' distinto de zero. Portanto

as equelçÕes (3.82) terão solução úrilca. Cair ]REDUCE 2 e por

Cálculos numerícos obtl:mas exPi'essoes explícitas para À.
B tvo da fo rena
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valor de O c~lculo do mesmo~ conseguido pela análi 
se d as condiç5es d e solubilidade da eq u aç~o (3.44 ) . Substitui~ 

do 8 por seus re s pecti v o~ valores em (3.63) 

( 3.6 4 ) e (3 . Bl l no termo n ão homog ê neo de 

seguintes co n diç6 ss de solubilidade para ( 3. 44 l 

( 3 . 82a ) 

+ w -(f ,íl l/J > 2 Xw 't'l ' 2 

< - F X X ~jJ 1 • Q_ + F X X ~ 1 • M -
1 
3 

(3.82.b ) 

Para chegarmos as eq u açoes Bcima, tomamos e usa-
mos o fato que o j= 1,2 . Observe -se 

ainda que o determina n te da matri z principal e 6, que já mos-
tr amas n u mericament e em ( 3 . 6 2 ) ser distinto de zero. Portanto 
as equaçoes (3.El 2 ) terão solução Única . Com JREDUCE 2 e por J 

calculas n u mãr icos obt emos express6es explícitas para 
e da forma: 
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IQ

L21 + l ' 821 '1
q

\2 ' '' - ( 3 . 8 3 )

B21 + 1 ' s21 *1
j :o

10

>l w,).... . 82J+i

w2 : --'!i-- (3.n2)
E

j -o

Os valores nurnéri.cos dos coeficientes estão na tabela na página
3 egui n tcn

lQ 

1 
j =O 

9 

í 
j = o 

10 

I 
j=O 

61 

w 

2j+l 8 . B 2 j +· 1 

2j -i-1 
2 j + 1 . B 

8 . B2j+l 
1j + l 

( 3.83) 

( 3 .8 2 ) 

Os v al or es num ~ricos d o s co s fici e nte s est~o n a tabela na p~gina 

seg u i nte . 
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.\ 6 E L A

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

2

l

l

l

la

l

9

7

S

3

l

l

9

7

5

3

l

0

0

0

l

22

10 39

382 B

890 3

1600

0

0

l

6

3

l

4

3

7

4

2

0

0

0

2

2

3

3

l

2

4

l

0

l

7

7

9

3

7

9

0

Ü

4

o . o o o

o . o o l

0 . 0 4 6

-0 , 4 4 4

1 . 8 1 0

- 2. 6 6 3

- 1 . 9 34

1 . 1 1 5

70 .1 30

q 4 8 . 5 0 0

30 .54 1

B i9

B 1 5

B9

Bs

0

W19

W17

W15

W13

wll

W9

W7

W5

W3

wl

0

0

12

120

7 36

2 8 1 9

625 2

644 3

92 5

25 5

7 7 4

4 4 7

64g

9 31

7 59

39 5

824

9 80

Dos valor-es nui'ílãFicos obtj.dos para os coeficientes

vírnols que À2 B w2 são semprepositlvos par'a Be(0.0,1]

Camoücálculo da expressão completa de X2 em (3.81) depende

somente de À2' agora Já o temos calculado. Apresentamos en
tão att5 ordem 2, a solução de problarnra da hi-p--P"n.; 0f

62 

--- ·· ~-v--

T /\ 6 E L. A -
À2 w2 

B -------

L2 1 º·ººº ,,1 
"2 1 0 . 000 6 19 O.DOO 

L 
1 9 0.001 ~✓ 1 g -0.0 0 1 611 Cl. 25 5 

Ll7 O . 1 O 7 W 17 - D.046 8 1s 0 . 774 

L l5 1 . 6 2 7 \,J 15 -0 . 444 6 13 12.447 

Ll3 22 . 329 \,J 13 .. 1. 810 811 1 20.649 

Lll 198 . 133 ~✓ 11 -2.663 B9 736 . 931 

Lg 1 039 . 437 w9 ·· l. 934 87 2819.759 

L7 3828.319 w7 1. 115 85 6252,395 

Lc 
::J 

8 9 03.720 ws 70,130 83 6443.824 

L3 1 1 959.440 w3 448.5 00 Bl 925 .980 

Ll 1600.214 Wl 3 0 .5 4 1 

Do s valor es num ~ricos obtidos para o s coeficie n t es • 

v irnos qu e À 
2 

e w 
2 s~ o se mpre positivos para 8 E ( O, O. 1] . 

Como o cálculo da ex pressão comp leta de x
2 

em ( ;3 .81) depe n de 
somente de 

agora j ~ o temos c a lcul ad o. Apres entamos e n -

t~o at~ o rde m 2, a s oluç ~o d e probl e ma da bif u rc aç~ o : 



8 3

x ( € , 't )
16 4

8 12

cos t - C(B) s en t

s en t ) ' +

l
2

r)s 2 t

t:u 5 2 t
l

s ízía 2
2

son2+
l

20 . -
'*4 '

C ( B ] . s e n t

t

c 2 . . (c:, ( 3 . 84 )

2.] . 1Z l- Bzj ' l; 0

9
B2j +lB

J :o

[] .648 .. ]
2 c2 + o( e2) ( 3 . 8 5 )

10
B

B

466 + ]
2

wZj+ l

9

E

E:' + o C € ) ( 3 . 8 6 )

E3z J ' l

Tornamos o plano € -À para caractere.Zaraexístencia

do bifurcação. Esboçamíis o gráfico de c contra À na vizi.

nhançca Xc' Sendo ü Coeficiente de c2 posítiyo, temos en-

tão que o modo da bil'ul-cação é super' ct'Ítlco

1 
2 

GJ 

X ( i:_ , t ) 
(

1.15 4\ 

1.e 12) 

[
-

Q , : ri s 2 t 

G:,us2t 

1 0,648 + 
2 

2 
E + 

10 

I L. 2 .... 1 j = o ,, J . . 
---

9 ,· 
l B 2 J·I + .l 

j "º 

10 

I ~✓ 2 . 1 J + 

a 

2 ]0 

+ 1 B , 

B 
2 j+l 

- C(B l sent) 

s en t 

2 2 • E: + o( E ) 

E + 

( 3 . 8 4 ) 

( 3 . 8 5 ) 

l j =D 2 w ( E l = 0.466 + ·- E + o ( E ) ( 3. 86 ) 2 
9 

í B" . _,_ 1 
2j+l B 

j=O ,:'. J . 

T o ma mos o plan o E - À par'él caracterizar a e xis t e n c ia 
d8 bif u rcação . Esl oçamus o grá f ico do E contr a À n a v izi-
n hança À 

e 
Sendo o coeficie n te d e 

2 
E p ositi v o , te mo s en-

tao que o modo da bi fu rcaç~o i s u pe r c rí tic o. 
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FIGURA 5

C X

6 4 

FIGURA 5 , 

E 11 X li 



CAPÍTULO !V

TEORIA OA PUKTiJnaAÇ-40 SiNcIJLAFI DE BIFURCAÇÃO

IPITR O DtJCÃO

Fazendo-se a substituíçat) de T por

proposto no C/\p. l, (foi'rrlulado pelas equações

aplicando cas resxuriçÕes (1.8), tem-se

Qv no problema
3 )

G [X , À . Q , 6]

d y l
clt l t - .

0

Su p13ril e s t a eq u a ç o e= s t:terna i'fila s t e nl- s e

[X .À ,Q , 0] ['

l [X , À .Ç2]

' 0

que e opi'oblema dt? bifurcâçaci ja trratado no C/\P. lll

Palas razões exf)estas na introdução dêste trabalho,

deseja-se obter resultados que peí'matam exibir aproximações de

soluções elnalxrtícas ou pelo menos crífir técnicas analíticas que

deduzem propriedades qualÍtÍativas do problema for'mulado. Em uma

análíseprelímínardoproblerrla, constata-se que só existem soluções

canalíticas em tS para (À,Q} fora de uma vi.zínhança de

Para investir sôbre o f)t'oblern.a, faz-se neste capítulo uma adap-

tação do "Métodí] l:JQ Perturbójção Singular' de Bifurcação desenvol-

GS 

CAPITU L O :.. V 

TEOF~IA DA PEFnUFU:'iAÇ.l\ o STNGU LA H OE BIF URCAÇÃO 

1\ • 1 - HIT R O D U Ç ÃO 

Fa ze ndo··se a substit u iç~o de T por t = ílT no pr o b l ema 
p r o p o s t o n o C /\ P . I , ( ·f o r m 'J 1 a d o p e .l c3 s e q u a ç o e s ( 1 , 3 ) - ( ·1 • 4 l ) e 
apl i ca n d o as restr i çéies ( 1 . 8 ), t e m-s e: 

G [ X,7' , íl , ó] - O 

Ss par·a estas equr.1çoes tornar-rnos ô O, te m-se 

G [X,À , íl , 0] F [X , À , íl] = O 

que e o µ t~ o b l e n1 a d e b i f u t~ e a ç 210 j á t rata d o no CAP . II I • 

Pe l as razoes expostas n a intro d uç~o d~ste t r abal ho, 
deseja -s e obter resu l tados q u e p ermi t a m ex ibi r aproxima çéi es de 
soluções analíticas o u pelo me no s c r iar téc ni cas a n a lí ticas qu e 
deduzam propriedade s q u alitiati v as d o prob l e ma fo r mu lado , Em uma 
análise prelimi nar cio pro bl ema, co n stata-se qu e só ex i stem s ol uções 
a nalít i cas em 6 para (À , íl) fora de uma v izi n hança de À • (Jj ) • e e 
Para i n vestir s6bre o problema , fa z-se neste capítulo uma ada p
taçBo do "Mé tocln diJ Pertur·bi1ç ,;o Sinr~ula r- de Bi Furcação desenvo l -
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ví do po r E3. íqat k civis k y e L . R ei.

Vi)mo s supo r q ue tento s

: r::* :'::''
C

en [1 2]

pi'o b lema gt?ra l

[ 4 . 1 a )

(4 .2 a)

onde

H
l

X R ' ----------.> tf

g : H --------+.. F?

H é um espaço de Hílbei't i'eal. G e g analíticos. B um operador

não IÍH8CnF e g um Funciorlal

Assumirá:mn s q ue

[X ,À ,Q. 0] F [X , À , Ç2] ( 4 . 1 b )

[ x ) , o [4 . 2 b )

const;hui um problema de hi.furcação perra F num

com as segui.ates caracte!.ís tece)s

i) Existem exala!:lente do:í.s velares l:Lr\earmente

#l' tk f , t':l, qu.

po n t o ( 0, À
C

i nd epe ndent e s
S

0
F H=

X

e

0 0
tl/ l : o

g / 0e gxX 2

' *#P . , I' .
> <

D

F.<H.V l Pz >' <

q'l' q'2 E H Z.í. ta:is que F ;

0 J 2l=

0 j l=

Í Í Í ) /\ nla t rí z
p«'P

( 4 . 3 )

é n ão - s í ngu l a r
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v i. cio por 8. í"latk.ov-isk.y e L. Rei :::,s e m[ -12 ] , 

Vamo s supor que temos o pi.~oblema geral 

f e [x, ,\ . n, ô] 

l g(X ) o 

-· o ( 4. 1 a ) 

(4, 2a) 

onde 

G: H H 

g:H 

H e um espaço de Hilbert real , G e g ana lí ticos , G um op erad or 

n ao lin ear e g um funcional. 

Assurnir ~~rno s qui:.:1 

{

e [x • >- , r2 . o J 

g(X) = O 

-· F [X,À ,n] o ( 4 .1b) 

(4.2b) 

constit u i u rn prohle ma de l1ifurcaçâo para F num p o nto (O , ;\ ,w ), 
e c 

com as segui n tes caracterís ti cas : 

i ) Ex ist em exatam e nt e dois vetore s lin ea r me n te i nd e p e nd e n tes 

\~1 ' \~ 
E ,., , ta j_ s que 

o 

F V lv - = o l l~ j 11 -· 1 
" J 

j :: 1 , 2 

º+ e l/i
1

, 1J)
2 

E H .l.i. ta:i.s que F \jJ -· o j = 1 ' 2 X 
o 

i j ) g X lr 1 = O e ~ X lr 2 I o 

:\.ii) A matriz 
o 

o 

( F Xt,'~ 1 ' qJ 1 > < F xn~ 1 • iµ 1 :) M ;; ( 4 , 3 ) 

F,11l~1 o ~ < ljJ2 >- < F lJ 
.'\( \ xn 1, 1-; 

é não-si ngul ar- .. 
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ív] FJurí[a vízínhan[;.a [À. ,u] ) {:!xi 1; €3 ííi d tJ f] . l ... ,. . d B (4 .1 b), (4. 2b)

X (À ,Q)0 4

C 4 . SX (À ,Q) . ( . : ]
qua ndo

*..' * l- ":.:: * ...:
uc + w,} + 1. 2 E:2 + oCE:2

(1) (1 )
x , x >

[ 4 , 6 )

e

S'2 ( c: }

2E

( 4 . 7 )

o n de

S

q

0

rn

P

d

al

tJ e

i s

ientanlos qut! as hif)óteses que consideramos em

os espaços nulos de GXL0,Àc'uc'0] e oX]0,Xc'mc' ]

enc+uanto que um]12] os i-espectivos espaços

F

tomno s dí

d iín e. n s

d i m e r} s

d

U

a

i

l

e

0 1'

eP

t

{ d

3 r'

o s

b

od

ad

]

d

d

l nlí)

as

C

e }'l c)

$ t ê

a

lv s k

0

íi e

l Í. c

c l a

l

S

h

:1

i

t

C

n

ad d

$ bi e

PÓt e s

''lç a o

dçao

pode

2 a )

co )

e no

o ut

i] s q

D t c

qu e

q u a.l

r Xb
f u i'c

'Tt n i.]

t:r] Ç ãn s u pt'i me -se de G e g

{'a s \ia i'i a v ei.s , d s s urna n do

ue forem ne cessári.as sâb re

a s

ai n da

di

PO s sz v

sa ti sf

f el'e n c

e l s

e i t

i ab

b

l

P

C

l i

na ]

j. -f: u

nc l

i

l

e

a

)

l l

o 8tie , n o s d e fi n í r errlo s c orn

quem um dos sub-r'amos X (
0

(À ,Q)

aç ao iínp l i ca que a s

o s e r a n d l í t i.c a s ernc5,üss

si.:lt:o om cleberrninar para o

ollir;oe:l an.ilíLic.as ern (S fo

h.)ílt.trl.t! 11nlliçães} Extern.3s

o sub
râlT}0 S

. . J I't
bá s

F' )

/\ e x i 30-

p ro '

E num.]

l uçoe s

moto do

b l eííla

urna v l

c!e

de

p e l

z l n

y e

[ 4

M at

Eu r b

h c3 n -;

ko

ad

a

R

3 )
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iv) Nu111a vi zi nh :-1nça ( À. , til ) e x i. •, t e rn d u ,J ~, s o 1 u ç õ e s : d e ( 4 • 1 b ) , ( LJ • 2 b ) , e e: 

X (,\,íll o 
o 

e 
( '1 ) 

X (À, íl ) 
'1 2 2 

+ ~--X • e + o ( E ) 
í.' 2 

( I\ • 5 ) 

quando 

,\ ( E ) À À .e 1 
;\2• E 

2 2 = + + -~ o ( E ) 
e 1 ;~ 

( 4 . 6 l 

G 

Sl(E ) 
·1 2 o (E:2 ) w + (,J • F + - --·- W •E + 

e -1 - 2 2 
( 4 . 7 ) 

o nd e 
--, ( 1 ) ( 1 ) ,. 

< X X > E -

Salientamos q u e as h ipciteses q u e co n sideramo s em F 

n os di zem q u e os espaços nulo s 
O O+ 

cl e G X [ O , À , !u , O] e G X [ O , À , tu • [l ] e e e e 
tem 

d i m e n s ã o rJ o i s , e n q LI a n t o q u e e rn [ 1 2 ] o s r e s p e e t i v o s e s p a ç o s , t ê m 

dimen s ão urn. 

P o i · s i rn ri 1 j e i d cJ cl e I j e n o t u ç :::i o s LI p r i m e - s e cl e G e g a s 

p ossíve:i.s depencJ ê ncia s sôbre oul:ras v ciriáveis, ass umindo ainda 

sa ti sfAitas t6das as hip6tesos q u e forem necess:ria s s6bre di-

fere n ciabilidad e , l tmitaçaD , etc . 

r .:i n, o s b á s i e o s Li e lJ i f u r e a ç ã o q u a l q LH, r · u rn d o s s u b - L · a rn o s 

e o s c1 e n o t a !' e rn o :., p n , X li ( À , r1 l 

/\ L1 x i. s t ê n e i éJ rl e b i F u r· e ar,: ,::j o irnplj_c cJ 

X lÀ, íl ) 
o 

i?i s o -

luçõe s cl1:e (4 .1 a, 2a ) p o d e ni n c:í o se e u n c1 1 { t i e a :::; e 111 ó . a s s i m o 

m~todo de Matkow sk y e ílei ss e o 11 s L ~; 1: u e m d e t e , m i n a r p a r a o p , o -

b 1 e ili a p e 1 t u e ti d cJ o i ll • ·1 ,J , 2 a ) '3 o l 11 r; Õ _ '.ô .::i n ~1 l í t i e a s e rn cS f o r a d e 

u rn c:i 11 :l z i n li r: 1 n •~ ,J ti e 
e ' ü) ) ' 
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vlzínhançcl de (Xc'uc)' c stroem-se soluções analíticas em um pcl

rametro H, dl repente dta 6, as quais serão denornínadas de Solu-

ções Int:urnas. Em seguida traz-se o acoplamento de cada solução

Intarnõ com uma conveniente solução externa como é de costume no

método de acoplamento de expanssões assintóticas. Citamos como

referências de aplícações]12], [13] e]14]

ê.gLg$gEâ..EX.]BB.!Uâ

A5 polui;Ões .3pr'oxímadas que apresentaremos nesta se

çao sorgo i'npi'esentndas l.)or exparisõE?s cassintótícas em (S quando

(5 -----> O 8 par'a (À,S2] fora de uma vizinhança de (X.,co.) na for
ma

U b ( À ,S2 , 6 ) x. cx ,n} '- >1 I' . (À ,sl)óJ ( 4 . 8 )

í l ]

onde X b é o u Xo o u X ' cJad

V e F eíílo s

CÀ,Ç2) = (À ,UJ )c c

Substituindo X c3m (4.1a,2a) por (4.8} eagrupan
do os termos de potências iguais de 6. obtém-se a sequência. re
c u r s Í ya de p ro bl Qili s l í n o.:lr a s

C 4QS 7 )

que ]üxPan exí saemnaQ para

p o r t 4 .4 )

s Õ e s ( 4 . 8

g

E

0

0
( 4 . 9 ]

6B 

vizinhança de o . . (Jj ), 
e e 

constroern ·-se s oluçõ es analít ica s em um pa-

rãmetro µ, diferente de 6, as quais ser~ □ de no mi n adas de Sol u-

ções Internas. Em seg uid a faz-se o acoplame nto de cada soluç~o 

inter na com uma conveniente so luç ão externa co mo é de cost ume no 

método de acoplamento de expanssões assint6ticas. Citamos co mo 

referências de aplicaçÕef, [·12], [13] e [ 14] 

4.2 - SOLUÇÔ~S EXTERNAS 

As sol uç 8es aproximadas que aprese nt aremos nesta se

çao serao representadas por expan s 6es assintciticas em 6 quando 

ô ----+ O e para (;\. , íl) for.-,~ de um a vizi.nh a nç a de ( ;\. ,w ) n a 
c c 

ma: 

onde Xb e ou X 
o 

o u 

00 

= xbo. . .. rn + L v_(>.,íllôj 
j =- 1 J 

( 1 ) 
X dadas por (4.4) - ( 4.7). 

for-

( 4 • 8 ) 

Ve t'ernos q u e as expa n soes ( 4.8 ) , nao existem para 

D,, rn = (>. ,w 1. 
c e 

Substituindo X em (4,1a, 2a) por (4.8) e agr-upa n -

do os termos d e pot~ncias iguais de ô, obtem - se a sequê ncia . re

cursi v a de problemas lineares: 

o 

( 4 . 9 ) 
fJ 



'1

0
n ll ::' x' l

0

g x ul

0

G6 R l CÀ . Q)
( 4 . 1 0 )

0
GXU2 [cE ** u. ) (u. ) . 2g *.u, .13ó . ] R 2 ( X , ÇZ )

0

gXU2 +

( 4 . 1 1 )
0

hxx (ul ) ) [ul

cx uJ : RJ CÀ,Q]
[4 . 1 2 }

gXUj rJ : O

O superÍndlce zero t:denota que o correspondente operador, está

sendo avaliado em 6 = CI,por axemploGX:GX[XbCX,Q)'À,ç2,0]. O ter-

mo nàa hoiTlogêneo RJ ern {4.12]depende deXb(À,S2).UI'U2'...,Uj-l
Isto faz com qut: a sequeíicia C4.10} - (4.12) constitua um sis

tema recursívo de equcaçÕos lineares.

A eq uaç ão (4 . 9 ), í st o é,

0

Q

G [X b 'À ,S2, O] F [X b' À ,Ç2]

é verificada, país Xh(À,n] e solução do problema de bi.furcação

P al'a (À ,Q) / (À C' c ' t QÍTto s q ue

0

iix : rxrxbcÀ,Q) .x .fz] ( 4 . 1 3)

e um operador linfa.3r nao-singular

J = 1 , 2 . . . . e dcadopor

p o r t a n t c} ern ( 4 .1 2) UJ para

U . (À , Q )
]

0
' ' x ' [ t].) (À ,sz ) ) [ 4 . '1 4 )

69 

\ 

o o 
GX U 1 " - Gó - R

1 
O"íl ) 

( 4 . 1 o l 
o 
gX.U 1 = o 

o 1 o o o 
GX U 2 = -- [(GXXU1 ) ( U1 l + 2 GXó U1+GcScS J - R

2
( 11.,íl l 

2 
( 4.1 1) 

o o 
gX U2 + l g X X l U 1 l l ( U 1 ) = o 

( 4 .1 2 ) 

+ r = O 
j 

O su p e r í n dice zero de n ota que o corres p o nd e n te operador, est~ 

o 
sendo a v a l iado em ó= O,p/J.r exemplo Gx= Gx[Xb (À. ,íl_l ,À,n,o]. o ter-

mo não h omogêneo R. em (4.12)dependedeXb ( À.,íl. J. U
1

, u., , . . . , U . _
1 J ,. J 

I s to faz c o m q u e a se q u ê r1 e j _ a ( 4 . 1 O ) (4.1 2 ) con s t i tua u m sis-

te ma recursi v o d e equações li n eares. 

A equação ( 4.9), isto é, 

e verific a da, pois XblÀ,íl) e solução do probl e ma de bif u rcação. 

Para ( 11.,íll -1 (À ,íl l, temos que 
c c 

e um o pe rador linear não -s ingular, 

j = 1,2 .... e d a do por: 

U.D .. íl) 
J 

portanto em (4. 1 2), U 
j 

(4.13) 

para 

( 4. ·1'\ l 
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A ssumi.FeRIas que o o p e ra do r B também a t í sfa z

'---+«'-n.--'4P''.

o 2 o 2
< có' WI > + < cõ' Q2 > / o

''
[ 4 . 1 5 )

Esta condição diz que a pertui'cação representada pelo parâmetro

â desta'oí a bifurcação, país sendo ela verificada, não há qual
quer ramo de solução pasfiando em CO, À , u )

Assumíremos ainda que F satisfaz
C

0 2
< F tP. , q' 0> =xx (4 . 1 6 }

Esta hipótese não terá influênc:la sobre a destruição da bifur

çao, mas sobre o tipo d.o não-linearidade da perturbação, como ve
remos no cálculo das expcansões íntei'nuas

Em C4.12), quando [À,S2) tende a (Xc'uc), GX tende a FX
que e um operador singular. Neste caso, em [4.12), para j = l

por exemplo, UI não oxistírá em CÀc'ç2c) deva.do a hi.pótese (4.15)

A fím de determinar o Comportamento de UI(À,Q) quando (À,{2) se

aproxima de (Àc'Uc), íntrocluziremos coordenadas polares no pla-
na À -ç2, de fí nín do

À c ' ocos a

P , 2 lr ( 4 . 1 7 )
+ p se n cl

E.é.l.suJ-z-B "b '!!:"!.L-g.y92.gg.lb-.:-X.

Desenvolvendo FuXEo, À, çt] em potências de
P << 1, tem-se

P para

70 

Assumiremos que o operador G tamb~m satisfaz: 

+ < 
2 

> /. o ( 4.15) 

Esta condi~;o diz que a perturbaç~o represe n tada pelo p ar~metro 

6 destroi a bi fur caç~o. pois sendo ela v erificada, não há qua! 

quer ramo de solução pass n ndo e m (O, À , w ) , 
c c 

Assumiremos ai nda qu e F satisfaz 

= o j = 1 , 2 ( 4 • 1 6 ) 

Esta h ip6tese n ao terá influência sobre a destru ição da bifurca

çao, ma s sobre o ti po ds n~o-linearidade da p ert urba ção , como ve 

r e mo s n o e á 1 c u 1 o d a s e x p a n s o e s j _ n t e r n a s . 

o o Em ( 4 • 1 '2 j , q u ando ( À , íl ) tende a ( À c , w c ). G X te nd e a F X 

que e um operador singular. 

po r exemplo, u
1 

n ão existir~ 

Neste caso, e m ( 4.12), para j = 1 

em (À ,íl ) 
c c 

de vido a hip ótese (4 .15). 

A fim de determinar o comportamento de u
1

(>-.,íl ) q u ando (À,íl ) se 

aproxima d e (À ,w l, introduziremos coorde n adas polares n o pla c c 

no À -íl, definindo 

J À 
= À + pcos a c 

o < p • o ~ a < 2 ·rr (4.17) l íl -
::: w + psen CL c 

Cálculo de Ub (4.8) quando X = X - - ---'-----b---o 
o 

De senvolvendo FX[D, À, ílJ em potências de p para 
p << 1, tem-se: 
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0
GX PXF0,X,S2g n FX + Picos a'oXÀ + sen

0
q ue FX é sí n gu la r a con d lç ão (4 .1 5 )

de C4.10) dão pode ser contínua em p

UI sob a forma

0 .

ct'FxQ ] + o(P) (4.18)

Ção U

r'emo s

implica que a solu

po rt an t o i nve s t i g a

lU = t.J + u + P u . +l P l0 ( 4 . 1 9

U sendo (4 1 8 ] e (4. 19) em (4 .1 C]) . optem-se

0

Fx uo

0
g X Uo

(4 . 2 0 }

0

F X uo I'

0
gX ul

, ü o

{''s cz FXX s.n a'f*,Qlu g.
( 4 . 2 1 ]

A sol uç ão de (4 . 2 0 ) é

'o : c \PI

onde C é urna constante d ser dclterrninada

l ubíl l d ade p ara (4 . 21 ) , no s dãc]

As co ndiç Ões de se

(: ll: l: :
onde a matriz 1,{(2x2) f'ol tlefln:lda ent (4

co s
c.M =

se n (x

3 )

( 4 . 2 2 )

Pa ra cada âng ulo a

7 1 

o 
+ se n a. • F Xíl J + o ( (.)) ( 4 .18 l 

o 
Dado q u e FX é singular a condição ( 4.15 ) , i mpl ica qu e a s olu -

çã o U d e ( 4 .10) nao pod e ser c ontínu a em p. po rta n to i nv estiga-

remos u
1 

s ob a form a : 

[ u 
1 

1 
p 

u 
o 

+ u + 
1 

Usando ( 4. 18) e ( 4.19 ) em l4 . 10 ) , obtem-se 

o 
FX LI "' o o 

o 
gx u = o o 

o o o s FX u ➔• {co s a F XX sen a•Fv ,S1} u = -o 
I\ o ô 

o 
gx u1 = o 

A so lu ção de ( 4.20 ) e 

uº = e \.P1 

o n de C e um a consta n te a ser de terminad a . 

lubilidade p ara ( 4 . 2 1 l , nos dão : 

onde a matri z MC 2x2 l foi dofinj d a ern ( 4 .3 ) 

( 4.19 ) 

( 4.20 ) 

( 4 . 2 1 l 

As condições d e s o -

(4. 22 ) 

Par a cada â n gulo a 
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f íxado , a co n st a n t e [:

[] e (4 . 2 2 )

va lo re s d e cx

é a l.n có g nít a

c o n cl u:L - s e q uea

de f i ni.do s po r

M'l

« '.,

« '.,

$o l u ça o U
0

ex i s t e s(5 pa ra
o s do l s

co s
C ( 4 . 2 3 )

+sen a

j.s t o é cl+

se l uç ão ,

#

H+

sí na]. C é d ado

f"la s o b serva -se que sa

a menos de sinal E ã dado nnr

ê' e a+ + it é a Q ut r a

:: :)-'le'l (4 . 2 4

Define-se para referências futuras

r

Podemos ent;ão representar (4.8) para Xh

U: : [-C' . 9. . .(P' ) ]6 ' o(6]

X
0

(4 . 2 5

onde

2 2
+

C C [4 . 2 6 )

[veJ a t 4 . 1 7 )

C álculo de U (l }b-.g.!!e!!g.Ç!-..l..:-.X----.{.Ê.l

A solução básica azar.3 é dada par (4.5)

te caso, desenvolvelndo os open'3dori!:; FX[X(]](c),À,ç2]

Ne s -

7 7. 

fixado , a co n stante C e a i nccignit a . 

De ( 4. 22 ), conclui-se qu e a solução LI 
o 

existe so para 

o s dois valore s de a definidos por 

(4. 23 ) 

,.., * 1c i sto eu. e a + rr . Mas obser va -se que se C e a* + rr e a outra 

soluçã o , a menos de si n al e f~ d ado por: 

e 
o 

:}1 1 1 M- 1 
Go <I> 1 

lcl = 
o 
Gó,q>2 

Defi n e-se para refer ~ ncia s futuras 

+ e e 

e = - e 

Podemos e n tão 

+ u-
0 

ond e 

p 

(Vamos s u por C > O) 

repre se nt ar 

7 rn-w ) 
e 

(4 .8 1 para Xb = 

(v eja (4.17) . 

( 1 ) 
_c_~_l_c_u_l_o __ d_e_U b quando Xb = X ( E ): 

t e caso , 

A soluç~o b~si ca aeora ~ d ada por (4,5 ] -
r. ( 1 ) dese n volVFJ nd o os op Hra rior,! :, FxLX (c) ,À , íl] 

( 4. 24 ) 

X 
o 

(4. 25 ) 

( 4. 2 6 l 

( 4 .7l. Nes 

e g (/ 1 ) ( E ) ) 
X 
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- se

'*Ex'''(:).x.o] : P* ''- ..'*,.x. . .ftF***xÍ , FxxX2
D

À2FxÀ + u2oxçZ} + o ( c2) (4.27

gxCX(1)(c)):ox'coxxXI - 2EoxxX2'oxxx X2].

o(.c' ] ( 4 . 2 8 )

Em (4.27) tam-se utilizado o fato que (4.16) implica ÀI ; ul: o

Polo mesmo motivo que procuramos UI da forma (.4.19), agora b
Gamos soluções de (4.10] sob a forma

po t e n ci-a s de temem C

+

us

€ vl + v2« : -b . .. , '

Usando C4.27) e C4.29) em (4.12)

V + V
Í0 E ( 4 . 2 9)

obtemos para
1 , 2 , 3H ::

0=0F v
x o

0
g v'X Q

( 4 . 3 0 }

0

F xvl

0
g xvl
D

' x " 2

0

gxv2

F x xq)l 'vo
+

0
0'vx x 0

0 l
.{V -}

l 2

0

( 4 . 3,1)

+

0

hx x\ vl

'**éPIÍ . P,.:*x: . À:P** . «:g*., ..

-Lt g***-Pi ' E**x,]-

0

( 4 . 3 2 }
+

73 

e m pot~ncias de E, tem-se 

o o 2 
= F 

X 
+ E•F X + 

XX 1 
E {~ X2 
2 XXX 1 

o o 
= g + i::_:c, X 

X "'X X 1 

2 o 
+ _E:_ [ g X 

2 XX 2 

2 
o CE J 

o 
+ F X + 

XX 2 

( 4 . 2 7 l 

x2 J + 
1 

( 4. 2 8 l 

Em ( 4.27 ) te m-se u t ilizado o fat o que (4 . 1 6 ) implica À
1 

= w
1 

=O. 

Pelo mes mo mo ti vo que procuramos u
1 

da form a (.4.1 9 ) , ag ora bus

ca mo s so lu ç õ es de ( 4,1 0) sob a forma: 

V = 
1 

--2 
E: 

• V 
o 

+ 
1 

E 
v1 + V + 

2 
. . . 

U sa ndo (4 .2 7) e (4.29) em C.4.12), obt e mos para 

j = 1 , 2, 3: 

o 
F V = 0 

X O 

o 

o o 
F v

1 X 
+ F 1f) • V = 0 

XX 1 1 O 

o 
+g lp •v = o XX 1 O 

o 
F V + 

X 2 

o o 
g V + g (1. •V 

X 2 XX \1 'I 
o 

+ g X J V 
X X 1 - O 

o 

(4. 29 ) 

( 4 . 30 ) 

(4.31 ) 

( 4 . 32 ) 



74

A sol uç ão d e (4 . 3 0 )é

onde D é uma constante a ser' determinada

(4 . 31) , tem-se que

(4 . 3 3 )

Usando (4 . 3 3) em

vl

l l )

rl tPI ' r2 tk ' DQ C4 . 34 )

[Veja © CAP

o < ©, 1)1 > ; dl

3S) e (4. 36) eín C4. :34) , tem

r2 D

o s

'' 1 ( 4 . 3 5 )

d2 [ 4 . 3 6

U sendo (4

"I : '[ dl ' VI -'- '::V: . @ ]
Usando-se as condições (4.16} e v4 dada por-(4,37) nas- con:

diçÕes de solubilidcade de [4.33), deduz-se que a solução exter-

na UI oxíste se e somente se a constante D, os coefi.ci.entes de

bifurcação À2 e m2 e os parâíneti'os de perturbação <Gâ'@.> j=1,2
e stáo relac ío nado s pela equinçâ o

f'K.
o l

\

[ 4 . 3 7 ]

\ '": y'z '
C 4 . 3 8 )

Isto quer dizer que para a existência de O, precisa-se ter
tes a collnearídadt! entra os vetores

an

74 

A so luç ã o d e (4. 30 ) e 

V ( 4. 33 l o 

onde O e uma cons ta nte a ser determinada. Usa n do ( 4.33 ) e m 

(4. 3 1), tem-se qu e 

v 1 "' r 1 lp 1 + r 2 lf).z + ( 4.34 ) 

(Vej a <ti CAP. II) . 

r1 - o < <p. lp 1 > º1 ( 4 . 3 5 l 

( o o 2 ~ cf> -t· P' -

r 2 D g X O 
O 

X X~1 

g X lp2 / 
( 4. 36 ) 

Usando ( 4.35 ) e ( 4.36 ) e 1n ( 4.34 ), t e mo s 

v1 o [ d 1 • lf 1 + d if 2 + <t> ] • (4 .3 7) 

Usa nd o-se as con d ições (4,16) e v
1 

da d a por (4,37l. nas- cor: ~ 
diç6es d e solubilidade de [ 4.33 ), deduz - se que a so lu ç~ o e xte r-

na U
1 

e xiste se e somente se a con sta nt e D, os coeficientes d e 

bifurca ção À
2 e w

2 
e o s parâmetros 

est~o relacionados pela e qu açao : 

o 
G ó 

- o d e p e r t u r b a ç a o <G 
O 

, tjJ / j = 1 , 2, 

( 4.38 ) 

I sto quer dizer q u e p ara a existê n cia de O, precisa-se ter a n 

tes a col inear id ada e n tre os vetore s 
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lte ç a D é da do . â rnena s de s i na

IM-'

« 8 6 ' 'P2 ',,'

« c;õ' W >'

:: e M'l

0

i st ocaso a coi r

>

>

Conhecido o escalar D, podemos expressar

torna UI ap rox:Lmadamente po r:

! 1l o [ 4 . 3 9 )

a se luç ão e x

H
C

(4 . 4 0 )

C a se D e x í 9 ta, da coínbí naç ão de (4
club- se que

in l rrno s fj+ B r

de: C4 . 4 1 ) q uo na dí roç ão 0 #

ui : [tt: . c 6 (ó)

C

la2 r s e n a J'

À 2 r co s 0 +

' -(::) :( :
defg pclr

t en] se

2 3 ) com [4 . 38 ) , con

À 2

u2
( 4 . 4 1 )

0 ( 4 . 4 2 )

Po rta nt o ,

( 4 . 4 0 )

75 

e 

c aso isto aco nt eça o e d aclo , a men os de sj_ n al, p or: 

1 IM~ , e o 

:}1 1 Gó, tjJ 1 
1 o 1 = ( 4. 39 ) 

✓À~ 2' o 
+ lu

2 Gó, tjJ 1 

Conh ecido o escalar O, podemos expressar a solução ex 

terna U
1 

apr o ximadamente por: 

( 4.40 ) 

C a s o D e x :l. s t a , d a e o m b i na ç ã o d e ( 4 • 2 3 l e o m ( 4 • 3 8 l , co n 

clu i -se que 

0 * e se definirmos e r por 

À 2 = r cose* 

r > O 
w = r se n e* 2 

tem -se d e - * ( 4.4 1) que na direçao 0 , C = - r D • 

e ô 

2 r's 

Jp 
1 

+ o( ó ) 

(4. 4 1), 

( 4.42 ) , 

Porta nto, 

( 4 . 4 O ) 
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EXPANSÕES iNTERF]AS

IJetermínarenlos agora expansoes assintoticas clãs saiu

çÕes do problema pert;urbado club são analíticas numa vizinhança

de (X.,u.) quando (S ------> Q. Para isto, tomaremos um novo para'

metro € c3m umo transformação que tem por objetivo fazer uma my.

dança de t3scalas nuas vlzínhéinçõs de tÀ.,u ). Isto é

a
À ü + o (P=

€ à.

Q cl * o(U']U +
C

À c ' e:'U ' cos (4 . 4 3)

0 , cl E [ 0 , 2lr ]

€ ' se n ( 4 . 4 4 )

c)R de o no vo p equencl pa râmetro }l B de fínído po r

si g (6 ) ' u b (4 . 4 5 )

8 a,b sã-3 Inteiros constcantes cujos valores serão determinados

dõ não-llnea cidade do operado r G

Pro curarerno s agora se l urvõ es

x (À (P) , ç2(u) . 6 (P })
l

zJU' ( 4 . 4 6 )

Exlgíre-nos de Início que (S(u) seja contÍrlua, com

(5((J) = 0. Assim a ponto (À(O], n(O)) = (À ,u) e Z = Z(0)c c o

Xo(Àc'uc'O) : 0 é o ponto de bifurcação do Z(u). Coloca-se (4.43)-

(4.45) em (4.1o, 2n]. e lgualam-sa a zero, os coeficiente de ca

da potência U, isto üá origem ao seguínto sistema recursivo de

equações línearos parca determinar sucç3ssívamente os zj

76 

4.3 - EXPANSÕES INTERNAS 

D e t e r m i na r e íli o s a g o r a e x p a n s o e s a s s i n t ó t i e a s d a s s o 1 u -

ç o es do p ! o blema p er turbado qu e são a n a líti cas nurn a vi zinhança 

de (À ,w ) quando 
e e ó ~ o. Para isto, tomaremo s um novo para -

metro ~ e m uma tran sforma ção que tem por objetivo faz e r uma mu 

dança de esca l as nas vizinhanç as de 

À = À 
e 

(À ,w ) • 
e e 

Isto e 

E,: > o, a E [ O, 2TT ) 

íl = w 
c 

a a 
+ ~ • µ s e na+ o(µ ) 

ond e o n ovo pequ eno p a r~m e t ro µ 

ó (µ ) Sig (o) 

-e d e finido por 

b • µ 

(4.43) 

( 4 • 4 4 ) 

( 4. 4 5 ) 

e a ,b sao inteiro s co n sta ntes c ujo s v a lor es serao de termina dos 

d a n ão- lin e arid ade d o operador G. 

Procur aremos agora soluçôes 

X(\(µ), St (µ), o(µ )) = Z (µ) ( 4 • 4 6 ) 

Exigiremos de i níc i o q u e o (µ) s e ja contínua, com 

o(O) = D . As s im o po n to (i\(O), ft(Oll ( À 'w ) e e e Z "' Z ( O l 
o 

X (À ,w ,O ) "' O é o ponto de bifurcação de Z(µ). Coloca-se (4.43)-o c e 

(4. 45 ) em (4 . 1a , 2a ). e igu alam -se a z ero, os coeficiente d e ca 

da po tê nciaµ, isto dá or ige m ao seg uint e sistema recur s ivo de 

equações l í"n ea res para det er minar s u cF:Jss ivament e o s z. 
J 
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0
F Z

X

0 0

'}, '.5 T l

[ 4 . 4 7 )
0
gx ZI : 0

0
F Z

x ' J

0

g x zj

{

J

t .

( 4 . 4 8 )

onde o $uper].r'idíce zero signiFÍ.cL3 que o opcraclor está sendo cal

c u l ciclo ern p = O

Exige-se que ÀIJ e âp sejam limitadas, consequentemen
to ü o b são frite:tios poaí.tidos. Se b = 1 a série [4.46) é

éri.e dti potências ern (5, rnüs ].sta não pode acontect3r, pois já

vimos na loção õnl=erior c:uE: nao há solução analítica em (5 do pro-

blerila })erturbado quílncloa 6 ------> O e À esta HUlild vizinhança de
Portan to

0 Q

S

ã 0 e

[ 4 . 4 9 )

( 4 . 5 0 )

C o r} s e q u e n t ç3 m e n t:e teremo s d e (4 . 4 3 ] q uí:

e c] > l

Í 4 . [] -} )

o= dc t4. 4S) c:lut:
Q

P ( 4 . 5 2 )

o 
F Z 

X 1 

o 
g z 

X 1 

o 
F Z 

X j 

o 

1 i 
J 

o o 
ó G .(' 

\.1 u T ·1 

onde o s u p erí n di ce zero 

c ulado e m µ = O . 

Exig e -se qu e 

-

77 

( 4 . /\ 7 l 

( 4 . 4 f.l) 

Gig 11 :i.-F ica que o op era do r e s tá sen do ca l -

o o 
À e 6 sejd rn lim i t adas, conseque n t e me~ p ).1 

te a e b s a o i r I t e :L r o s p o ::_; :i. t 1 v o s • b = 1 u sé rie (4 . 46 ) e 

s é e i e d n p o t ê n e i a !_; e rn o , rn d s i s t o n a o p o d e a e o n t e e e r· , p o i s j á 

vimo s n a sei,;ao anterior qu EJ -n dO h á so lu ção a n alít:i. ca em ó do pro-

tJl erna pect u rbado quando 6 -+ o e À está num a vi z i n ha nça d e 

À Porta n Lo 
e 

a > 1 C 4 . ,1 9 l 

b > 2 ( 4. 5 o l 

Cor, sequente m e nte, ter emos de (·1./\J) q u e 

{ 
l i ~- 1~ ,J > 1 

(l 
,\ .. 

\J 
[, 58 d = ·1 

r 11 • ' i ·1 1 

e tJe ( '1, I\ "d q uc 
o 
cS () 

µ ( I\ • S 2) 
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U s ã n do t 4 , S 2 ) en} [4 .47] t ç: m o s

0
F x Z l :; 0

( 4 . 5 3 )

0

g *zl : 0

cuJ a sol uç ão é

z 1 ; : 'tP l [ 4 . 54 )

onde [ é uma corlstante a c] toi-minar

Resolvendo-se (4.48) para J:2. obterá-se

o o o c) o o .
2À,.F xX Z' :'.Fxç2'ZI * 8.. ê. ]

( 4 . 5 5 ]

o o 2

[ãx z 2 + g x x ' z l
B

Si.ibstltuíndo zl em (4.55) por (4.54) 1: supondo a :: le b = 2

nas expríassõÉ3s (4.43)-('1.45) tc3rernos então para ('}.55) as se

gtiíntes condições de soluLn.í.lidtncJe

':.:- «\

:''''' Ç,.« .J
U s anjo s üln (4 . S 6 ) .l h if)Ó t e

ufflâ f unç ã o d ü scor\t Í n u a de

cie sig ua l dad o s

+'1
( 4 . 5 6 )

se {4. ]6]

[ , a s s ir11

R e s u l tcR d e (4 . 5 6 ) quelé

ca e b de vem sat;isfaze r as

co n seq uerlt cn\e ntc3 o b t e rr] 3e

7B 

Usando [4. 52) ern (<l. 47 ) , tEmos: 

o 
F Z "' O 

X 1 

( 4. s J l 

(] 

cu j a so lução e 

z 1 = I • t.p 1 (4. 54 ) 

ond e I e uma constante a determinar. 

Resol v endo-se (4.48) para j=2. obtern -se : 

1 o 2 o o 
-· [ F Z .. + 2À F 

I 
Z 

1 2 - X X 1 \.! X t \ 

o o 
+ 2íl F •? 

p xíl 1 

o o 
+ ó G º ] µµ o 

( 4. 5 5 ) 

= o 

Subst.Jtuindo z
1 

e m ( 4.5'3) por (4.54) e supo ndo e b = 2 

nas expr,;issoE~s (4.43) - (4,4~i) t eremos então par ~ (4. 55) as se-

g u i n t e s e o n d i ç Õ e s rj e s o l u b .í. 1 i d i3 rJ e : 

Cº5 ªl e 
o 

:) 
eº. 1/_J ·1 

I•[,·M ·- - 2 Sig o (4.56) 
o 

sen º·/ Gó. I~/ 
2 

U samos em (4.56) a hipótese (4. ·161. Res ul t a ele (~ 1 56 ) que I e 

uma funç~o descon tí n u a de(, assi m a e b devem satisfazer as 

desigualdades 

a > 2 

b > 3 

consequen te rnont o obtern-se; 
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X
P

8.

0

t e d e (4 . 5 8 ) - (4 . 6 0 ],(4.5

F xZ2 - - l ' F xk 'tP l

g *:i . :' z** pil

2 sltPI ' s 2q)2 * l2 ©

Z2 ' sltPI ' l2d2tp2 + l2.®

Ca [ cu ]a ndo (4 . 4 8] p ar a

l l::: : l::l:l: :l: ;ll: I'::::: l ::':::.:. :"'"
Substit.u]ndo Z. e Z.> eríl(4.66] pctt' suas respectivo

pressões crn (4.54} (4.C';] obterno11 [as s\ill;uint:es condiçi3r

l2 .d 2

7
2 ; l '

o o 2
s*'p ' g,..*tlJi

gx tP 2

[)i a n resumirá

( 4 6 1 )

sul u çao e

Z

S

A s s í rn [4

t ardo s

o [ u L] i ] ] c]. } tJt

( 4 . S 8 )

[ 4 . 5 9 )

[4 . 6 0 ]

e m:

(4 . 6 2 )

( 4 . 6 3)

(4 . 6 4 )

]

( 4 . 6 6 )

79 

o 
À = o ( 4. 5 8 l 

µ 

o 
íl o ( 4 .5 9 ) 

µ 

o ( 4. 6 O l 

Diant e de (4 .5 8)-(4.60 ) , ( 4. 55 ) se resumirá em: 

o 2 
F . • 1.p 

XX 1 

( 4.6 1) 

o + 12 o 2 
í!, X z 2 g X x\.f 1 = O 

cuja soluç ã o e : 

z2 "' s ·1 1.p., + 5 2lj7 2 + 1 2 (!) ( 4.62 ) 

( o o 2 ) gx ~ ,j, gx iP1 
I

2
•d 12 ( 4. 6 3 l s2 = .. 

o 2 
· gx 1.p 2 

s1 E R ( 4.64 ) 

2 2 
(4. 65 ) A ssi m z2 = s ·1 lp ·J 

+ I d 21.p2 + I . e~ 

Calculando (4 .41;1} para j = 3, ternos: 

o 

FxZ3 + 3~x/1 22 + ~xx/~ + 3\ µµ~ x), 21 + 3S1µ µ.~x ~/ 1 + ºµµµ · Go 
o 

(4 .66 ) 

~ Z + ~ Z Z + 21
2 ~ Z • 7 + r2 ~ • z3 

D l bx 3 xx 1 2 xx 1 -2 xxx 1 

S ulJ :iU. tulndo zi 8 z2 em ( 1LGG) po 1· SUélS res p e ctiV c1S 

e x p r e s s Ô e s e rn í 1J • 'í 11 l e ( IJ , 6 ", l o b t e m o '., ,, s ~; , 1 ) ; u i n t: e s c o n d i ç ,-1 ri :.; 

d e .s o l u lJ i 1 i d, 11 J,: : 



8t)

< G ., tlJ À
2

3 1 .A4 6 3 1 ' 1,1

u.2

(4 .6 7 )

Usamos em (4.67) a equação (2.20)

Pcai'a que a constam:e l deferida da bifurcação e da perturba

çaí] ane3litlcamer'lte, poclernos supclr ern (4.67)

ll::), . :««''

Ne s te ca se os íntei ros a B b são

( 4 . 6 8

(4 . 6 9 )

C4 . 7 0 )

B con sequent ámen tc

}..
0

':«./ \ :'" "
( 4 . 7 1 )

E
0
8 si g ( 6 [ 4 . 7 2 )

Usando-sse3 (4.71) e(4.72] em (4.67) optem e

\(:os ct

-2 Sln (6 ) .1C{
l

0

< c.s ' 'PI
0

.": c.S ''Pz

D

[ 4 . 7 3 ]

J H I • ( e 
o 

G 6' 
111 

o r '1 

"' - ô 
)J \l \J o 

G ó' tµ 2 

(4. 67 l 

Usamos em ('1 . 67 ) a equaçao (2 . 20 ). 

Pa ca que a co n sta nt e I depe ncl a da bifu1~cação e da pert u rba-

çao ana li ticame n t e , po demos s upor em ('1. 67 ) 

o 
e ô -1- o 

\J\J \l 

Neste caso os int eiros a e b sa o 

a = 2 

b :, 3 

e c o n se q u e n t e n1 e n te : 

e 6 Sig (ô) 

U su nd o-se ( 4,71 1 e (4. 72 ) e rn (4.G7 ) obt e m-s e 

·- 1 
-2 S ig(ô l •,\.{ 

( 4 . 6 8 l 

( 4. 69 l 

( 4. 7 D l 

( 4 . 7 1 l 

( 4 . 7 2) 

o 

( 11 • 7 J ) 
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Uti[ízando (4.23] e (4.42) em (4.73) optem-se

l3.cos 0+ - 2'€1'1'cos u + 2'SÍgC6)'C'cos (4 . 74 â )

3
l-sen a + 2 S í g (.S ) C s e n ( 4 . 7 4 b )

- +

C = C o u C ca se se i;e n h a

Antes de iniciar a análise das equaçÕt3s (4.74) defi-

nem-se algumas entidades geomé+-ricas com o objetivo de auxiliar

na Interpretação dos resultados e de tei'frios um esboço gráfico

para d respos ta

Considera-se o espaço C8Ft8sjdrlO tridimensional for-

mado pe[éls tríp[as (À, ç2, 1] onde nos eixos À e ç2 estão repõe
se nt cada s o s va ]. o i'e s

X

Q

X '- E ' . co s ct (.E )c ' ' '

c € u 2 .se n a (€1)

e

respectivamente. No eixo l estão representados os valores i(€1).

coeifícíente de qll na expansão (4.46). O par (atEI), l(e)) deve
satísfa z e r a s eq u açÕ e s (4 . 74 )

No r313paço acima definida, defírie-!3e como P(0) o pla-

no que converti a ret.a R. a (À., ü}., ]] e faz no sentido anta-ho

Faria o ângulo 0 com o p]-lno (À, O, ]]. Eííl IP(e) consideram-se

os sem]-p]anos S]P(0] a SIP(0 + x) com respeito a neta R

Sejam IP(0+) IP(a'Ç), IPCci(fl)) e seus respectivos serni-planos do
fi ní do s a na l o game ntt

C

8 l. 

Utili za ndo (4.23) e (4.42) e m (4.7 3 ) obtem -se 

e* 

3 e* r·I •sen 

+ e = e ou 

- 2•~•I•se n a+ 2 

e caso s·e te nha 

Sig(ô) C 

1< 
a = o 

* sena. = O 

a* OU o.* + TT 

( 4. 74a ) 

( 4.74b ) 

Antes d e iniciar a aná lis e da s eq u aço es ( 4.74) defi-

ns m-se algumas entidade s geom~tricas c o m o objetivo de 

na interpr e tação dos resultados e d e termo s u m esboço 

a u xiliar 

gráfico 

p ara a resposta. 

Co n sidera-se o es p aço c artes iano tridime n sional for -

mado pelas tripla s O. , íl , I ) o nd e nos eixo s À e íl estão repr e -

sentados os va l ores 

À À i: • µ 
2 (. e: ) = + • co s a 

c 
e 

íl ·2 
U; l = w + l;; • µ • se n a. c 

respectivamente. No eixo I estã o representados o s va l ore s I ( ~ ), 

co e ificien te de 4'
1 

n a expansao (4.46). 

satisfazer as equaç6es ( 4.74 ). 

O par (o.(f;;), I ( i=;; ll deve 

No espaço acima d efi n i d o , de f i ne - se como P(0 ) o pla-

no q u e contem a reta R "' ( À , w , I) e faz no se ntido a n ti-ho 
e e c 

rário o ângulo 8 co m o pl a no (À, O, I ) E m IP ( e ) e o n s i d e r a m - s e 

o s semi-planos S IP ( O ) 8 S !P ( 8 + ·rr ) e o m r e s p e i t o a r e t a R 
e 

Seja m IP(8'°') IP ( a 1,, l , 1 f1 ( ct l F. l 1 e se u :3 r e s p e c t: i v o s se mi - p 1 a no s d e 

fi n i dos a nalogam ent: 11. 



Da hipótese (4.16) tem-se que À... = üi. = 0, então de

[4.42) e do C/\P. ]]], concluí-se que a curva de bifurcação está

contida em IPC8'K), por isto vamos chcinlá-lo de o "Plano dali.fur

oração". A solução externa U Crelativamente XP. : 0) está por

(4.23), n11 plano IP(a#) em geral distinto de IP(0+)

[)prante dos e]ernentos definidos acima, faz-se a análi-

se das e(luó)çÕus (4.74) em dois casos.

1] Caso eln que as soluções externas relativamente a Xt.. : 0 es

tão no plano da bífurcaç.ãa, isto é, IP(aj') = IP(O#')

Este caso sugere estudo em duas situações, como segue

:-')

SeJ a er t ão

[ S.. ): a 6'

Assumindo (SI), conclui-se das expansoes nas equações

(4.74) e do fato que cosZq#+senZcx#/0 e i(€1) / 0 V€1.ZO que

(S' 1 ) : cl(ÉI) v E 2. o

Coro (ISI) ca (S'l}, as equações (4.74] não são indepen-
Elentes, resta'íngínd.o-se portannto a uma Única equação

r1'-2E.1+2Sig(õ].C+:O com e.ZO. C4.7S)

O d:Lscri.mlnante de (4 . 75) é

o(e) : - -- J
27r'

q
E 3 * C+2

2r
(4 . 7 6

87 

Da h ipótes~: (4, '16) t e m - s e q u e À ,
1 

= w 
1 

= O , e n t ã o d e 

( 4.42) e do CAP. III, conclui-se que a curva de bif u rcação está 

contid a em IP(8*), por isto vamos chamá-lo de o "Plano da Bifur-

cação " . A so lu ção 

( 4 • 2 3 l , n o p l ano 

exter n a U 
o 

(re l ativa me nte 

IP ( a * ) e r a J em g · . distinto de 

Xb = O) 

IP ( 8 * ) . 

está po r 

Dia n te dos eleme nt os defin i do s aci ma, faz-se a a náli-

se das equaçoes (4 . 74 ) em doi s c asos. 

I l Caso em que as sol uçõ es exter n as relativam e nt e a Xb - O es-

tã o no plano da b if u rcação, ist o e, IP ( 0 * l . 

Es t e caso s uger e est udo em d u as sit u ações, corno segue : 

I-a) Análise no semi pl a no 

Se j a então 

= 

As s umind o (S
1

), concl ui -se da s ex pan·s oes nas eq u a ço es 

( 4. 7 4 l e do fato 2 -J: 2 -/e que cos a·+se n a 10 e I(E,l 

( s ' ) 
1 * - a \j 

-1 o \j E, > o que : 

E, > o . 

Com ( S
1 ) e (S' ,

1
1, as equaçoes ( 4 .7 4 ) nao sao i ndepen

d entes , restr ingin~o -se portanto a uma Gnica equaçao: 

3 
2 E, • I ➔• rI - + 2 Sig ( ó)~C = o c o rn E, > o - (4 . 75) 

o discrimtnante de ( 4. 7 5 ) e 

8 E, 3 
+2 

-O U~ J c 
= - o + (4.76) 

27r 
3 2 

r 



B3

Consequentemente, axlsteín três raízes reais

2/3
c .
r

+

simp les se

F' '> Ç'
'a0

( 4 . 7 7 )

8 uma raiz real dup la se

€a [ 4 . 7 8 )

Pa rc!

' 'D
( 4 . 7 9 )

8 xí st e sÓ uma ra iz i'ea].

três reais simples para €

Ds cc)mportamentos assintÓtícos

sao

das

:: 'E' 8 ( 4 . 8 0 }

+

l 2 ( € )
( 4 . 8 1 }

+

slg ( 6 ) 'c
C

( 4 . 82 )

[-b] Aná]íse no semí-plano complementar S IPCQI'

( s: ) «: T

Assumindo (S2 ]

( 4 . 7 4 , a -b) q ue

p e lo s rne selo s motivos que em ( l-a) optem-se de

[S'2} atei ' a:k : 0Ê + lr

Usando (S2) e (S'2 ) enl (4.74, a-b], estas n rest Fine em eín

83 

Consequentemente, existem trê s 
, 

re a is, simples se ra1. z es 

2 / 3 
+ 

[, [,o 
3r ( e 

> - -- ---
2 r 

8 um a rai z re a 1 dupla 58 

ç ::: E .,o 

Para 

o < [,; < ~ - o 

existe s o um a rai z real. Os compo r tamentos assi nt6tico s 

três reais simples para [, _________,.. 00 sa o: 

+ 

I 1 ( E; ) ~ -FiF 
+ '\, F I2 ( ~ ) '\, 

+ 
+ '\, Sig (ol •C 

IJ ( l; ) '\, 

[, 

I - b l A n á l i se no semi - p l ano e o m p 1 em e n t a r $ IP ( 0 * + TI ) 

Seja então 

( s ) 
2 

* 0 + TI 

(tt, 77) 

( 4. 7 8 l 

( 4 . 79) 

das 

( 4.80 ) 

(4.B1 ) 

( 4 . 82 ) 

Assumindo ( S
2

) , pelos mesmos motivos que e m (I-a), obtem-se de 

(4.74,a- b ) que 

Usand o 

o.CE;;) _ a.* = o* + TI \I [, ?.:. o 

( S ' ,, ) e n; ( 4 • 7 4 , a - b ) , estas s ,~ r e str ing em em : 
~ 
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l 3 + 2 r 2 SÍg (6).C : 0

lembrando de (4.23] que C'= -C+./\ equação acima tem apenas

urna rai.z real pura r > 0 e cujo cornportarnento assintótíco para
EI ----> «, é dado Pior

11 ( € )
Si g ( 6 ) . C=

+

si g ( 6 ) ' c
C 4 . 8 3 )

Note-se qua sendo l(e) / 0 V €1, então para € ; €1

(4.81) G (4.82) devem se conectar, como também (4.80} e C4.õ3)

devamfazor o mesmo para € ; O. Assímpode-se dlzerque a ex-

pansão interna Z (li} formulada em (4.46) tem como resposta grá

fica no plano P(0A) uma curva formada por dois ramos disjuntor
Z e Z dcado s po r:

0

z .l ( € ) L .l z ' [e)z 3 '

z .l c ii ) u z 2 ( € )
onde

z.l ( € ) (ÀC 1), ç( )

Z 2 (e ) (À (e) . Q(e)

(À (e) . S2(e),
+

s i g ((s ) . c
€

P + o (H

quando

+ € ' c o s ( 0 + ) .H2

uc ' C'sen [0+).p 2

o (H ' )

o (U ' )

84 

3 r I + 2 E;•I - 2 Sig (ô)·C O 

+ l e mbra n do de ( 4 . 23 ) que C - e -A eq u açao acima t em ape n as 

u ma r a·z re a l para~ > O e c ujo c ompor t ame nto assint6tico p ara 

s----+ = é dado por: 

+ S ig ( ol•C -Si g (o l •C 
( 4.83 ) 

. ( [ 

Note - se que sendo I ( ( ) I O ~ E;, e nt ão p aras= s
0 

( 4,81 ) e ( 4 .8 2 ) devem se coneclar, como também (4 .80 ) e (4.83) 

devem fa z er o mesmo para~= U. Assim p ode-se d izer que a ex-

p a n s ão interna t (lJ) formulada em ( 4 .46) tem como resposta gr~ 

fica no p lano P (0 *) um a cur v a form a da po r dois ra mos disjuntos 

dados por: 

ond e 

l~ u,: J 

+ 
l 2 ( E; ) 

l + ' 3 ( E: J 

· quando 

À 

=; 

!': 

= 

( À ( t;; ) I íl ( ~ ). 

0 . (f:j, íl ( s ) . 

Ods), nu; 1. 

* 2 e e J • µ 

1 2s 
1 

o (µ)) . - v-r. µ + 

/ 2s' y -;-- . \.1 ·I· o ( µ ) ) 

Si g (ól•C 
+ 

o ( µ ) ) . µ -~ s 

2 
+ o ( µ ) 



( ) : (À(€1), ntiEI), sl-g(ó):c . . p . ocp))
Ç

q uaíldo

X (e) : À. - e.cos(0:'') .Uz

Q(ÉI) : u. - e.sentar)'u2 + O(p2)

Na solução X(1)(c) de bífui'cação o coeficiente de $1
é e, o qual pclde sei' expresso em termos das variáveis internas

tl 8 U para €1 "-----> ,ua sob ã forma

C4 . 8 4 )

Portanto quando E ---;-w (4.80) e (4.81) dizem.que Z. (e) e
Z2(e) se aproximam da solução XC]](c) da bifurcação. De(4.82)

B t4.03] deduz-se que Z3(e) '"-----> 0+ e ZI(€1) ----+ 0' para €1

Identificando-se Q plano de bifurcação IP(0+) com o

IR' cair põl'es ordeílados (ÉI. 1), pode-se obter o seguinte esboço

g ráfí c o p ara 2 (u )

'1

/35 

e 

Sig(6)•C 
•µ+O(µ Jl 

quando 

À 
e 

-~ 2 2 w - i;•sen(8'')•µ + O(µ l 
e 

Na soluç~o x(
1 ) [s ) de bifu rcaç~ o o co efic iente de ~ 1 

e E, o qual pode ser expresso e m termos das v ar i áveis in te r n as 

E, e µ para E, --+ 00 sob a forma 

(4.8 4 ) 

P o r t a n t o q u a n d o [, --.:;~ oo 
7+ 

(4. 8IJ) e · ( 4.8 1) dizem . que z:
1 

se aproxirnarn d a - (11r l d . -soluça □ X LE a bifurcaçao. De(4 . 82 ) 

0 C.4.83) d ed u z-se q ue 
+ + -t 
3 

C. E, ) ---3>- O e t 
1 

( [, ) ~ O p a r a E, -;.. = 

Identificando - s e o plano de bifur caç~o IP(8*) co m o 

2 
IR corn p ar es ord e na d os ( /; , I), po de-se obter o seguinte esboço 

gráfico p a ra 2 (µ) . 



l
F !CURA C 06 )

(/\ curva porltilhada r'apresenta a curva da bifurcação.)

0 processc; de acop].cimento (f]P,TCHJ]b]G] das expansões ex-

ternas Ul; e Ui, (se esta existir) com as internas Z , consiste
em expressar os; coeficientn=s ext.erros em termos das variáveis

internas €1 c3 p para (À,ç2) próximo du CÀr., Uí.) SE;fundo a mudan-
ça de escalas dada em (4.43}-(4.44]. Aqui os coeficientes ex-

ternos a serem considerados são os coefi.cientes de $. nas ex-

pansões U;l em (4.25) e UI em (4.40 ). Par'a os quais será usa-
da a no t aç ãa

FIGURA (0 6 ) 

B6 

I 
I 

I 

I 
I 

I 

/ 
/ 

/ 
/ 

✓ ,, 

/ 
/ 

- - - - - - - --

(A curv a pontjlhada re pr esen ta a c urv a d a b if urcaç ão. ) 

O pro cesso d e a cop la me n to ( MATCHING) da s expansoes ex

tern as li ± e U± , (se es t a ex is t:Lr ) c om as intern as 2, 
o 1 co n siste 

em ex pre ssar o s coeficie n tes externos e m te r mo s d as v ari~ vei s 

inte r nas ~ eµ par a (À,íl ) pró x imo d e 

ça de e scalas d a da e m ( 4 . 4 3 ) -(4.44). 

L\ , w ) si; g un do a 
e e 

mu dan -

Aqui os coef i cien tes ex-

tern o s a s er e m considerados s~o o s coef i cie nt e s d e ~
1 

n as ex-
+ 

p ansões u~ em ( 4 . 25 ) e u1 em (4.40 ). Pa ra o s qu a i s s e ra u sa-

da a not a ção: 



87

.' :: -.ç-- . .5
0

6

p ara os cobri cie nt e s de +

ul;, e

: [ ]

C

2
C

t
de U l

2 =

+

ul
2c 'r

ul 6 ]

para os coeficiente

Ut ilízando - se o s f at o s q ue

2 -.. 9
ÍÀ-x )' +

C
(Q-u )2C E ' 4

3
S Í g ( õ ) .H ''

e c d a d o prJI' ( 4 . 8a) se gele

+

U

+

ul

ul

y

C S i g ( 6 )

+ u 
o 

u = 

87 

+ e 
p 

e 
o p 

+ p ara os coefic i e n tes de u-, 
o 

u "' [ -E: + 
1 

+ 
p ara os coeficiente de U~ . 

Utilizando-se os fatos que 

e 

ô (p) - Si g 3 ( o ) • µ 

É. dado por· (4 .34 ) , 

+ 
( ()) + e •Sig 

\J o ( 

e •Sig ( ó ) 
µo :, 

E, 

+ c{iF-7 
)..11 + 

[ - ~ ].l = + 
·1 

• ô 

• ô 

e 

e • o J 
2 

E • r 

e 
o J 

+ ( s-2 - w l 
2 

c 

segue: 

. 1J 

. µ 

e • S i g lo l Jµ 
2E, 

e •Sig ( ó ) 
Jµ 

2[, 
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o n club-se do H o e U l q ue

Llo élco p la co m Z 3

Uo a co p la corri ZI

111 a cop la com Z +Z

U2 acopla com Z+

Veja quadro de acoplamtlnto com o esb

tífícando IPC0#) cona R2 = Ce,1)

+
Facilme nte c

gráficoDç0 Estado s éden

l lblv l u Uf\-} L AI fl!\l-) Ul:

";

";

LI * ( c> 0 )

ACOPLA

0

ERíqAS C INTERbjAS

ZI

Z3

88 

± Facilmente conclui-se de µ
0 

e 

U+ ~ + 

0 
acop l a com L

3 

u ac opla com l ~ o 

u~ aco pla com l+ 
2 

u; a copla co m t+ 
1 

qu e 

Vej a quadro de acoplamento com o es b oço gr~fico. Es t a mos iden-

t i f i c a n d o IP ( 8 * ) c o rn R 
2 

= ( f, , I ) 

ACOPL AMENTO DA S EXPANSO ES EX TER í\JA S C/ INTERNAS 

( o 1 ) : a.* .. e* o > o 

E;, ---+ 00 a = 8 ,1; a = 8 'I< + '1T 

22 
+ 

u1 --
-

t 1 u~ u -
o 

23 
+ 

li (c > O) -o 



F.[G URA : (07j

[A curva ponti]hada pedi'ementa a bifurcação) CI gr'áfico, quando
6 < 0, é o s írné t r'ico dê st Q

0

11} Quando as soluções externas relativamente a X. : O existem

corado plano da bifurccnção, isto é lptcl+) /í IP(0+} ou seja
)

S.) clR / Õ R3

As equações (4.74] podem ser colocadas ob a forma

2ÉI' 1 . c o s cx r . l 3 co s 0 # + 2 sj.g ((5) .C co [ 4 . 8 5 a )

FIGURA : (07j 

iP ( a ) 

r ' l 

\ 

\ 
/ + 

u. 
----------- o 

LL 
o 

(A c u rva pontil hada representa a bifu rcaç~o l 

ó< O, é o si m~trico d~ste. 

II) Quando as soluç6ss exter n as 

O gráfico, quando 

r elat iv amen te a X = O ex i ste m 
b 

for a do plano da bit'urcaçã , :Lsto é IP ( a* ) -/ IP(8* ) ou se ja 

( s ) 
3 

As equaçoes ( 4.74) pode m ser colocadas sob a forma: 

r • I
3 

cose*+ 2 S i g (o)• C co s CI. ( 4.BSa J 
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2€.1'sen a = r'l'j.sen 8+ + 2 Sig((S) C senQ+ (4.85b)

Elevando-se ao quadrado e soítldndo-se as equações (4.85] se ob
t e rl} :

4r'Sig((5).C.cos(0" - a ).1' + 4C'

Desde que IC€1) / 0 V e, vem q ue

l4 .p r.Sig((5).E'.cos(0+ - a'k).l + -.;7-- (4.86)

De (4.86), pode-se deduz:Lr os comportamentos assintóticos d

i(tl) Pcara € ---'-''> w, os qua:ts sao

i:ce) Z -

i.(c) Z

e

2 2 64€1' ' 1 lr +

L 't . o / J

C 4 . 8 8 ]

(4 . 8 9 )

(4 . 9 0 )

A representação gráfica de íJCe) J:1,2,3,.4 é aproxi
madame nt e da forma : : '

F IGURA (C8)

DJa figura u s amo s o fato q ue t(€1) / o

90 

..... 
2[,•I•sen a = r•IJ•sen e* + 2 Sig (6) C sena* ( 4.65b ) 

E l evand o -se a o q u adrado e somando-se as equaç o es (4 . 85 ) se ob

t Bill : 

2 2 2 6 - * 1< 3 -2 4i; •I = r •I + 4r•Sig ( ól•C•cos (8 - a. ) •I + 4C , 

Desde q u e I( i; J I O V E, , v em qu e 

e 2 __ 1 2 4 l s: ) - C 0 * * J c2 
( l <, --·r •I + r•Sig \) •C•cos - a •I + --

2
- 4.86 4 I 

De ( 4.86 ), pod e-se ded u zir os com porta me n tos assi n tótic o s d e 

l( ~ ) para E,--►. 00 o s qu ais são : 

1 1 ( i; ) 

1 2 ( 1; ) 

I 3( E; ) 

l ( ,. ) 
4 1:, 

'\, 

'\, 

'\, 
'\, 

'\, 
'\, 

~/ 2E_; 

✓ !' 

1 e 1 
----

E, 

Jc l -,.. 
e, 

e 
E, 

+ e 
E, 

A represe ntação gráfica de Ij ( i; ) j=1 ,2,3,4 
maciame n te d a f o rma:: 

F I GURA ( 08 ) 

Na fi g u r.J , us a ,no s o fato qun I CE;, ) t- O V[, 

( 4. 8 7l 

(4 .88 ) 

( 4 . 8 9 l 

( 4. 9 O ) 

-e a p roxi-

I 



9 1

Pêirc3 saber do conlpoi'tarpento assintÓtíco do ângulo a(e)

p'ara E '-----> 'n substituí-se ]. rtijs equações (4.8S) [Jor (4.87

(4.90]. Fazendo-se as identificações

[ l )
a. q ua ndo

( 2)a

( 3)a

( 4)a

#

T+

#a

+a

s u b s t ] t u í ]- po rllCe)

l 2 (e )

o t) t e m - s e

(1 )
«

(2)
Q

a.

( 4)

( 4 . 9 1 )

( 4 . 9 2 )

( 4 . 9 3)

[4 . 9 4 )

amante

Das equações (4.85) Q da suposição (S3). deduz-se que

#a + 'K

8

à

Á
0

a (FT) # V ( E [0, m) (4 . 9 5 )

Sendo QR o 0 angulc)s fixados, poílt3r-se-ia saber dc)

Variação de a(ÉI) 9t3 SO oubesse corRóI cl([) 11t3 aproxima de a+ ou

91 

P a r a sabe r do compo rta me nt o assintótico elo â ngulo a(,;) 

para E;,--+ 00 s ub st :l. t ui -s e I nds equações (4. 85 ) por (4 .87) -

( 4 • 9 O l • 

obt e m-se: 

F aze n da-se as id e n tificações 

( 1 l 
a quando se su b st itui I por 

00 

( 2) 
a 

00 

( 3) 
a 

00 

(4) 
a 

00 

" 

li li 

" 

" 

" 

( 1 ) 
a 

00 

( 2 ) 
Cl 

00 

( 3) 
a 

00 

( 4) 
a 

00 

" 

" " 

" " 

= e* 

* == a + 

* a 

* = a 

( 4 . 91 ) 

TT ( 4 . 9 2 l 

( 4.93) 

(4 .94 ) 

respectiva ment e. 

D a s e q u a ç Õ e s ( 4 , ô S ) e d a s u p o s i ç a o ( s
3 

) , d e d u z - se q u e 

Sendo 

v ar- iaçao de a ( f,) 

* (l 

* a + TT 

V f, E [o. oo ) ( 4 . 9 5 ) 

';( 

8 + TT 

8 0* ângu lo s fixados , porlor -se-ia sa be r d a 

(; 0 ri o s o u b o 5 s e e o rn o a ( f, l : \ n a p r o x i m a d e a * o u 
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isto 8, se por valores maiores ou valor'es menores. Para

isso fcaz-se pela tuarla da perturbação uma análise dãs equaçoes

(4.74) n#l vizinhança da EI n m tomando ÉI :: -- com lcl << l
Talhos então (4.74a) e [4.74b) na forma

f . .* : . : :
[ c.u2.l3

Temo s q UE3 p a ra

2 .e Sig L6 ) Csen a + sen

2 .

0C =

l .cos cl + 2 'c .Sig ( él) 'C 'cos 0 [ 4 . 9 6 a )

#a, [4 . 9 6 b ]

1 : 1 C o }
0

e (4 . 9 7 )

( 4 . 9 8 )

Vamos api'üsentcar a e l na vizinhança do infinito por:

l 2'€+ a
E0 c€2

ll +
+

2

0

€ - 1

l c e ' E:' 2

Derivando-se (4..9nu) relativamente a c em

1 . r - '
' c '' l l .r-3

6 'cee '

se

d onde se co ncl uí qu e

-cos cl } .1 + 2'SÍg (6} .C .cos

C-sen clo)'lE: I' 2'SÍg[6).C.sen

tem

2 Sig (6 ) .C . son Ü+]

Q que acarreta

92 

a* + 1T , i s t o é , s e p o r v a 1 o l' e s m a i o r e s o u v a 1 o I' e s me n o r e s . P a r a 

isso faz-se p ela teoria da perturbação uma anãlise das eq ua ç6es 

(4.74 ) na vizinhanç a dCJ I; r;:, co tomando E,= 
1 

E: 
co m I E: 1 < < 1 

Temos e nt ão ( 4.74a) e ( 4.74b) na forma: 

3 
2•e=:•S ig( o l •C•cos * E:• ,\ •I - 2•I•cos a. f, a. = o 2 (4.96 a ) 

3 
2•e=:•SigCôl •C•se n a.,~ E:• w • I - 2•I•sen a + = o 2 ( 4.9Gb ) 

Te mo s qu e p ara E = 0 , 

I = I(O} - O e (4. 9 7) o 

a = a (Dl (4.98) o 

Vamo s apre se ntar a e I n a vizinhança do i nfinito po r : 

o. í -2 a •E r • • e •• 

E: E: ' 2 

I + --
2 

1 
+ --

-3 I • e- + 
E: E E: <-, 6 

Derivando- se (4 ~96 ) relativamente a E: 

tem-se: 

( -cos a ) • I 
o e 

* l"'I. o 

( -sena l ·I ~ 2•S :lg ( ô)•C•sen a.* - O o E 

donde se conclui que 

2 Sj_g 

o q u e acarreta 

( ô)•C•sen(a 
o = o 

em E: o ' 
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#a '-'--D la 2=
0 C

a a
0

S Íg ( 6 ) ' C

;»T = -/ q{. r,tl
' E: ' - ' b \ v /

relat ivame nte a

( 4 . 9 9 )

C (4 . 1 0 0 )

c duas vozes ems c! ( 4 . 9 6 )[)e ri va n do

tem-se

[ 2 ' 1 c:' s e n clo ) 'cxC [co $

(se n

cc ] .l =
0

0
0

dando se obtém

:t

relatívõntente a

(4 . 1 0 1 ]

E: três vozes em0 r í va n do -s e (4 , n 6 )

0, tem- se

(31€ sen ao} 'ctCe - (cas ü

(-31e cos cl ] 'a E:

que acarreta0

0

(3an CE ] . 0
Q l €cc

l cc€

r el ati,valho nttn ü

(4 . 1 0 2 )

De diva n do - se (4 . 9 ]

0 , tt3m- se

(4' 1C:'sen ct ] .ac:cE: - (cos

(-4 1É:'cos cl ) .ctCCC -- {$en

que fo rnece

C: quatro vezes em

Q

l

l

3
À , r
'' 2 ' c

": ::

9] 

* ~ 

( 4 . 9 9 l a _, a. ==-'> I = 2 Sig ( ó) . e o E 

7( 
·=~~> I 2 S ig ( ó ) •C ( 4. ·\ 00 l a = Ct + 'ff ·-o E 

Deriv ando-se (4. CJ6 ) re l ati v amente a E duas veze s em 

E = D, t e m- s e : 

( 2 • I • se n a. ) • a ( co s Ct ) • I = o E o E o EE 

- ( 2 • I •cos a. ) • a - (s e n Cl l • I = o E o E o EE 

donde se obté m: 

a. I = o (4.10 1 ) E: €E 

Der i vand o-se ( 4.96) re lat i vamen te a E três v ez es em 

E = O, tem - se: 

(3 1 se n a l • Ct tco s a. l • I = o E o EE o EEE 

( -JI CDS a l . a ( se n a ) º I = o E o EE o S E E 

o que acarreta 

o: 
E E: 

I - D 
EE:E (4.102) 

Deri vando - se (4 .9 relativamente a E quatro v ezes em 

E = O, tem-s e: 

l 3 (4 •I • sen e, ) • a - ( c os (). ) • I = - ·1 2 À2•I E E o EEE o EEE E 

l ( - 4 I •co s a ) • a ( se n a ) • I = - i 2 u) 2 I 3 E o E:CE: o e e 1-: s E 

o que fornece : 
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cc IH = 3 1:'Cu2 cos ílo - X2 sen

le =12 '1€3. tÀ 2 co s ao + u2'se n

[z:,42) ern (4.103) B (4.104) obtenl-se

'. . . 1 : ; :: ' ;. -..*

ce cc l : 12 1 3 r ca s (o #

07), concluí-se que ctcCcl - 0 se e somente se

f

adição com (S3), portanto pode-se afirmar que

acE:e # O (4 . 1 0 7 )

Sendoact:c #o e icl /O,pode-seobter de
c = o l c =o

[4.107) expansões para 1[ próximo a zero e ct(EI) pr'óxi
?.:. rl .. . .

8 * ' " l ' «

(4 1 0 5 )

[4 1 0 6 )

con tre uma ]

d€mo

'\J a

( 4 . 1 0 3 )

u sande

D e C4 . 1

o q u al

( 4 . 9 9 )

em

Ct 1 - "' 3 I 2. 
( (1)2 cos a - À

2
•sen a. ) 

EEE E o o 
(4. 1 03 ) 

I E=o 

3 
) I :=12•I •f;. c os a + w

2
·se n a EEEE . E ' ·2 o o 

( 4.104 ) 

E=o 

u sando ( l! . 42 ) em ( '1.103) e (4. 1 04 ) obtem- se 

,.., 
ce* ªEE CI = 3 IL r sen - a. ) E o 

(4.105 ) 

1 E = o 

1
EEEE: I 

"' ·1 2 I3 r CDS e e* ·- a ) 
E o 

( 4 .1 06 ) 

\ E=- o 

De ( 4.·10 7 ) , co n cl u i--se q u e a, -· o se e so me n te se 
E:EE 

E=o 

f 
e* e* 

-~ a = 

l 
~.;.·=~-~~ a -o 

e* i< 
+ ·ir 0 + TI 

o qual e uma contradição com ( s
3

) , po rt a n to pode-se afirmar q u e 

-/ o ( 4 .10 7) 

E:"'º 

Se nd o a 1 EE:C 

E= o 

1- o e de 

( 4 , 9 9 ) - ( 4 • 1 O 7 ) e x p a n s o e s ;:1 a r a I p r ó x i m o a z e r o e a ( ê, ) p ró xi mo d e 

a em 
o 

'\, 
~ '\, oo , da form a : 



l(€1) B 2 SÍg(ó).C+.€1-l + 4 Slg(6)'C 'r'cos(G+--a#)

a(e} =c!#+2C rsen(Q+-a'e)'e'3+ o(e'3)
2

C 4 . 1 0 8 )

( 4 . 1 0 9 )

Us.amos em (14.110] e (4.111) que cl0 portanto C

[ ce) - 2 siaC6]'c l

2 A+

. stz n [ 02 . C

'F 4 SlgC6).C'3.r.cosC0+-a+).€1'4+oC€1-4) ( 4 . 1 1 0 )

a(e) a (a + TT) ) .EI' 3 + o ( €1' 3 ) C 4 . 1 1 1 )

Utíl:Lzamos Bm (4.112) e (4.'113) quean :CI + portanto C

Díant;e das expcansões C4.10g) e (4.111), a anãli.se de

Cil) subdivide-se em dois casos

l l -a ) s e n ( 9 ü - CL+ ) > o

l st o é eq ui v al ent e d t e r sat i sfõz ando

0* - r < a* < 0* [ 4 . 1 1 2 ]

Então se a+ for tomado Satlsfzlzendo C4.112], tem-se de(4.93]

da expansão de a.CÉ]] em (4.109] que

ct(e] .---..> a(3) : a+' P/ EI ----.> m

S e g u e d B ( 4 . 9 5 ) e (4.113)qu E

e

3 )

95 

I ( t,) 
3 

+ -1 + , * -4 -4 = 2 Sig (ô ) •C •[, + 4 Sig(ó ) •C •r•cos(ó"-a J •Ç +orE_; l ( 4. 1 O 8 ) 

2 
= a*+ 2 e+ r se n(B * - a* J •,;- 3 

+ o(,;- 3 ) (4.109) 

Us a mo s em C.4. 1 10) e (4,1 1 1 ) qu e a portanto f = e + 

o 

- -~ -3 * * -4 -4 "' 2 Sig(én•c •f: ' + 4 Siglô)•C •r•cos(0 -a ) •,; +o (f,; l (4.1 10 ) 

- 2 * ·>. - 3 - 3 + TI) - 2•C - •sa n (0 - a ) •é_; + o( ( ) (4.1·11) 

Utilizamos em ( 4 ,1 12) e ( 4,113 ) * -qu e a = a + TT porta n to C =C o 

Diante das ex p an::rnes (4.10 9 ) e ( 4. 11 1 ), a análise de 

( II) subdi vid e-se em dois casos : 

II -a ) sen 

Is~o e equival e nte a t er * Ct satisfaze ndo 

1 e* * < e* -r.<a. ] (4 ,112 ) 

E n t ão s e a* f o r to ma d o s a t i s f ,.i z e n d o l 4 . 1 1 2 ) , t em - se d e ( 4 . 9 3 l e 

d a expansão c.1e a([; ) em ( 4.109) que 

p / ,; ----;,.. 00 ( 4. 1 1 3 ) 

Segue de (4.95) e ( 4,113) que 

l 



( D l ) c!* < a(€1) < 0''' ( 4 . 1 1 4

quando se substi.tui nêle ecluações (4.85], 1 f30r llCe)
( 4 . 89 )

Tem-se também de (4.112) e (.4.g2) que

dado em

a CÉI) -----.-> ol (cl# + lr)' p/ ÉI ( 4 . 1 1 5 ]

Acarreta então de [4.115) e (4.9S) c;ue

CD . ) 0 < a.(C)< u * ( 4 . 1 1 6 )

guarida $e substituí nas cquaçÕe:. (4.85)

(4.88). De (4.91) e (4.87) terra-se que

l PO r 1? Ce ) dado em

a(e) ---. JI ). o# p'' E - [ 4 . 1 1 7 ]

quclndo se substituí nas equações (4.85) 1 por l.(EI) dado em

C4.a7). portanto aC€1) satisfaz a desigualdade ([),)) em (4.116)
De (4. g4 ] e (4.90), tem-se q ue

aCe) ---- .Í4): .*- P/ [ 4 . 1 1 8 )

quando se! substitui nas equações (4.85) 1 por laço, portanto

a(E) satisfaz a desigualdade (D2) em (4.114). Pode-se dar em
um gráfico uma apFoxlmaçãco da vara.açâo do ângulo Ct(€1) neste ca-
s o ( 1 .[ - a }

L * Ci 

96 

\j E;, > o 

- I lc- l quando se s ub stitui nas e q uaçoes (4.85), I por 3 s 

( 4.59 ). 

Tem -se também d e ( 4.1'1 2 ) e (4. 92 ) qu e 

( a.* + 1r ) p/ E;, -;;.. 00 
00 

Ac arre ta e n tão de (4 .115) e ( 4. 9 5 ) que 

qu ando se s ub stitui n as e~uaçoes l4.BS) 

( 4,88 ). De ( 4.9 1) e (4.87) te m-se que 

(1 ) + 
---* a. - e* 

00 
p/ E;, --'►- 00 

qu a nd o se s ub stit ui n as equaçoes (4.85) 

( 4. 114 l 

dado e rn 

( 4 . 1 1 5 l 

(4.116) 

e m 

(4.117) 

dado e m 

(4 . 87) , po rtanto a ( E;, ) satisfaz a desig u aldade ( □ 2 ) em ( 4 ,11 6) . 

De ( 4.94 ) e ( 4.9 0 ), tem - se que 

p/ E;,--+ 00 ( 4. 11 8 l 

quando se substitui nas equaç6ss (4.8 5 ) I por I
4

(E;, ), porta nto 

a. ( /; ) s ati s fa z a deBigualclade ( □ 2 ) em ( 4 .1 14 ). Pode·-se dar em 

um gr~fico uma apr o ~imaçã a da v ariaç a o d o ~ n g ulo a (E;,) neste ca 

so (II-a). 



9 7

FIGURA ( 0 9 )

( o * ) ' : l.l :
(0 +] - : ( 4 )

(3 )a

1 1 ) s e n ( 8 ü - cl'''] <0

Isto é equivalente .] ter a+ satísfazendc)

0+ < cl+< Q + + T (4.119

A análise segue o mesmo rõciocín:l.o anterior, mas com os seguin
te s i'e s alta do s

(ol) o+ < a( ) < cl'' l C4.120)

97 

FIGURA ( 09 ) 

II ) 

Isto 

CL 

--- ----·--------·-------------------------

e 

s e n ( 8* - a* ) < O 

·k e equivalent e a ter a sa t is fa ze ndo 

* * * 8 <et<0 +TT 

a*+Tr 
( 2 ) 
a 

co 

( 4 • 11 9 l 

A a n álise seg u e o mes mo raciocí nio a nterior, ma s com o s segui~ 
tes res ult ados : 

[ (4.1 20 ) 

1 



9 8

quando se substituí l erii (4.8S) por l4C€1) ou l3(€1)

(D2) a + < a (e) < 0+ * 2lí = 0

quando se substitui l em (4.85) por ]l(e] ou i2t€1)
ra ( 1 0 ]

F IG UF?A ( l O )

e

( 4 . 1 2 1 )

V eja fig u-

0 l:' ; C 0 + 2lí

# 2
(X +IT = (l

3
(l = (x

+

=::=:==::=:::= 0 + : a

?'
Ç

qu ndo se s u bstitui I e m ( 4.BS ) p or I 4 ( sl ou I 3 ( s ) e 

( 4 . 1 2 1 ) 

quando se s ub s titu i I e m ( :1. 85 ) por I,
1

( s ) o u I
2

(s). Veja figu -

ra ( 1 O J 

FIG Ul~A 1 O ) 

e -J, - * - 1 e, =(0 +2n) =a 
co 

* 2 a +TT a 
co 

* 0 + TT 

* 3 ------+-----~-----------============== e __ a = CL 
00 

+ 
e*= a 

00 



99

VÍu-

(.;os de l (e ) f) ci

portamento a ss

( 4 . 1 0 9 ) e ( 4 . 1

(4 . 1 1 9 ) , d e t er

d e s ([)1 ) o u (D

de s sa s de s ig u a

mentes assintó

o (a(e), IJ (e]

ve das eq uaç Õ e

d' OI 'u D2 em
determí rla - se u

mo um sistema

se e

í ntó

l l )

mina

2 ] e

Idad

) s a

s (4

( l -

novo

l i n e

m (4

tj.c o s

fo í p

' ' ; '
e s , c

s de

ti sfa

7 4 ) ,

ca ) o u

camen

8 7 ) - C4 . 90) os cornpo rt

De s t e s fol po ss Í ve

ara aC€1) dedos em (4

sÍve l corlfo rme o s ca

rie3ç Õ es de ate ) da do

u (D 2) , resp e ctivame
}.'esporad em exatament e

el) â s s o c ia dc)s co n v er]

as eq uaçõ es (4 . 7 4 )

ue dado um valor aCe
ntão Satisfazendo D

l C€1) . P o i s o C4 . 74)

Ir\cóg n i t a s l e l 3 d a

a

l

S

S

n

i

)

mentes

det e r

9 1 ) - ( 4

o s (4

pela s

t e , P

d o í.s

enteme

Mas a

fixo
P

ou D2
pode s

fo rma

a

ml

9

1 1

d

S

n

4

2

e

a

C

e

r

t

si.n t ó

ar o

stg uca

cada

ompor

para

a ob s

i afaz

( l l

PO st o

t í

corri

De

e

Ida

uma

ta -

q ue

er-

e n -

b)

co

P

o s

0

1 (

çâ

q

e

te

S

n t

go

sa

em

er

M+.
l

l 3

CQ S CEÜ
2 s 1. g ( 6 ) . E'

s e n cl+

o nde

r13 co s 8+ - 2ÉI'l cos a
M+

rl ' sen
+

0 - 2€ . 1 s e n cl

com det (M+ ]

En

te rna Z (U ) f

curva no e sp

2E' r' sen (0+ - a] / 0
8 p el a supo sí çã o

t ào dize rantemonte

aJrmula da em (4 ,46)

faço (À , Q, [} n-:]i)-p

do ca se C 1 ), aq u i a expan são í n-

tnrn corno rausp o st a g ráfica uma

1.1n.l co n sti t uÍda de doi s ramo s
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Viu -se em (4.87)-(4.90) os comportamentos assi nt óti-

cos de I(;) para~ --~ ro, Destes fo i possível determinar o com 

por ta me nto assintóticos para a(~) dados em (4.91)-(4.94). De 

(4,109) e (4.11 1) foi pos sí v e l conforme os casos (4.112) e 

(4.119), determinar as v ariações de a(;) dados p e las de s igu a ld~ 

des ou (O~) ou re s pectivamentB. Para cada uma 

dessas desigualdade s, correspo ndem exatame nte dois comporta-

me n tos as si n t óticos d e I ( E; l ass ocia d os c o n v e n i entemente para que 

o (a(; ), IjU; )) satisfaça as e quações (4.74). Mas agora obser-

vedas equações (4.74), que dad o um valor a(;) fixo satisfazen-

(II -b ), 
do □ 1 ou □ 2 em (I -a ) ou e nt~o satisfazendo o; ou o; em 

determina - se univoc a mente I ( f;,), pois o l4.74) pode ser posto co 

mo um s :lstema lin ear nas . - 't I r 3 1 ncogni .as e da for ma: 

-2•S ig(ô)•C( CDS 

sen 

a 

1<) 
* a . 

o n de 

* * com det(M) - 2~·r•se n(O - a) f O e pela su posi ção 

Então d ifere ntement e do caso (I), aqui a expansao in-

terna "l..( µ) fo r mulad a e m ('1,IJG) tem co rno resposta gráfica uma 

eu r v a no e s p aço ( À , D , I l n ,i ll - p L 7 n ,1 e o n s t i t u í d a d e d oi s ramos 



di.sluntos Z+ e Z' en\ cada um dos casos (l

ramos ern t]]-a], são caracterizados por

z' (€1) : Z3Ce) u Z4( )

z ce) : 21 (e) LJ z4ce)

o u ( 1 1 - b ) . Estes

Z3( ) : C).(e), QCe], JI/'i3-'. U * o(U))

+

Z4(e) : (À(e), Ç2(E), --Ç-- . U . o(U))

uando

À(e) : Xc ' e'P cos a(E)

n(E} = u. + E'u2.SE?n aC€1)

8

ZI(e) : (À (e), Q(e)

Z2Ce) ; (x(E), çz(e), --Ê.-

qua ndo

X (e) : X. ''' e.P' .cos clt€1]

Q(e) = u. + e'U 'cos

Nota . Qualq uí2F um do s

P(a )r) IP(0+) . O nÚnl

onde

q

re

(4 . 1 2 2 a )

C4 .1 2 2 b )

2
+

o (U€ ' ++U
C

+P

<

#

Ç

a(E] < e''

/ 0

o o.1 ] )

\ [ 4 . 1 2 3 a ]

(4 . 1 2 3b )

22
+ + co s'P

o(U+
C

+ramos Z ou

R Z:=
C

€

n ão ].

a IL z [} r' o n .} t)

a(o < cl' + lr

/ 0

nte rcep ta a ret a

u stá no domín io do

100. 

di sj unto s l+ e 2 e m cada um dos casos (II -a ) ou (II-b). Êstes 

ra mo s e m (II -a ), s;o caracterizados por: 

onde 

l3 (l;l 

l4 ( l; l 

quando 

À ( l; ) 

8 

quando 

íl ( I; ) 

= 

= 

= 

(À( [; ), íl(l;), f1-,. µ + o ( µ ) ) 

+ 

(\([;), íl(I;), 
e o ( µ ) ) -- • µ + 

I; 

À l; • )1 
2 

a ( E, ) 
2 

+ • co s + o ( µ ) 
e 

w 
e 

2 2 
+ /;•µ •sElll a( í; ) -:- o (µ ) 

e 
= e " e t:, J , n e e; J , T- . µ + º e i.i J J 

À 
e 

• 2 ( 2 
= w + ':,. µ • co s (). ( ~ ) + o µ ) 

e 

a* < c1CE;:l < e* 

l; 1- o • 

(4.12 2a ) 

( 4.122b ) 

(4.1 23a ) 

(4 . 1 23 b) 

,( * e < a(E;:) < a + TT 

I; -/ o • 

Not a . Ou al quf3r um dos ramos Z+ ou 2 nr10 j_nt e rcepta a reta 

IH --
e 

* J 

P ( a J r 1 IP e e ,, J • O n ú m e r o r e a 1 z r.? r· o n ,i t 1 u s t á n o d o m í n i 
0 do 



p a r'a me t r'o

s Í~/ç: 1 . Q u

do p on t o C

€ pa ra ê 3

a ndo }i --- >-

À . H . ü)c c

N o cca s o ( ]ll

te c aso PnqtJ

0. Q FÜHca ?

C

- b ) Z

Z3te) U Z4 '

z: CÇ ) IJ Z4 c

+
C

' -?- ' "

an to q ue ca se CI)

Ce ) é o ún l co q ue

i s se era {)o s

se ap ro xima

selo ca rac t e ri z:)do po r

o n dc3

q u õrldo

e

' 4 ''' '

q uaíldo

C

Ç2(EI) : H

=

+

=

P +

[À (e) , n(e)

(À (e), Q(ç) o (P } ]

2
+

=

o ( }1 '' )+

=

=

À . ' E '} 2

u c ''' C 'U '

(À (ÉI) , n

CÀ (€1) , Q

c o s a.( ) *

' cos a (ÉI )

-t~, - ~lu
r

(e), -- ' .
E

o (H ' )

0 'e < cl(e) < a+

' oCH] )

+ € 'P ' 'c o s
7

+ €1. P ' ' s e n
9

ci(€1) + o(P'

Ü(É:) } .l(}l

]

]

n < .xíf1 ) < 8+ . 2lr : 0't ]

101 

p arâmet ro E, pa ra êsl:e c as o e nqu a nto qu e ca s o ( I) isso e r a po s 

sí 11 Ei l . Quando µ -- ;:.. O, o ramo 2-(1;) é o Úni co que se apr-oxima 

do pon to 

o n d fl 

quand o 

e 

q ua n d o 

( À • ü l , O l S R 
c e e 

No caso ( 11-b ) l+ e l sao caracterizados por : 

À 
e 

lll 
e 

t--( ~ ) ·- t
2

(f:;) lJ l
4

(E;,l 

+ e 
~ 

• )1 + O(µ)) 

2 2 
+ f,•1 t •cosa([,) + º(µ ) 

e* < a([, J < a* 

•µ+o(µ )) 

e 
[, 

•µ+o(µ)) 

2 ? 
- À + E;,•µ • co~, o,([_,j ~- o(µ-1 

e 

• JI ( t't f r, ) * < 8 + 2TT e* l 
2 

+ [,•µ ·se n cd .; l 



Aqui vale a IRL:SrHd ni)tü qua no caso (ll-a). Estas cõracteri.za

çõEls aJudcarn d visuaJlzar e apl'oximação das soluções Internas ern

([[-a) e (]]-b) cora .IS so].uçoes (J: t)ifurcaçao XtiJ(e) t3 com as

soluções externas U , (at)ui nào há soluções externas U4)

[3e ( 4 . B 4 ] e ( 4 1 22 ã ) s eg u e q uoa

Z 3 x ( 1 ) q t.i a n d ü € ---->

e d e (4 . 1 2 2 b] C4 . 1 2 4 )

Z4 u'''
0 q u a ndo €1

( 4 , 84 ) Q [4 . 1 2 3a} s egu e q ue

lil ----.> x(1 ) q uanclo

e d e ( 4 . 1 2 3b ) /'

( 4 . 1 2 5 ]

z ---.+ (! '
' 2 ' 'o qt.ian do €

[Jos resultados t4.124)-(4.12S) é possível representa

esta rabi'oxímação nulFt grá'fÍccl

10 7 

Aq ui v a l e a mes ma no ta q u e no caso (II··a ). E s t as carac teri za -

çoes ajud am a vi s u a lizar a aproxirna ç~ o das s oluç ões int er n as em 

(J·. I -a ) ( II t ) J - J · ' - x ( 1 )() e - J com as s o . u çoes r B bJ. ·l· u rca ç a o s e c orn as 

s olu ções exte rn as ( aquj_ n ão sol u ções 

e 

e 

d e 

De (4. 84 ] e ( 1L122a) segue qu e 

( 4. '122b ) 

+ 
-·--+ u 

o 

+ 

quando 

ô > o 

qu nndr:1 

D e (4.B 1t ) e ( 4. 1 23a ) s egue q u e 

t.1 --➔ 
V ( 'l ) 

" qu a n do 

de ( 4 .1 23b ) 1.. D 
' I 

t. --+ u 
2 o q ua n do 

e x t e r nas 

(4 ,124 ) 

( 4.125) 

Do s re suJtados (4.124)-(4 .1 25) e po ss ív el represe nt a , 

est a ap ro ximaç~o num gr~flco: 



10 3

IGURA

$
0 e q { a f r' ] . q { .7fÁ]

A curva p oritíl ha da d curva do Í'llT'r; lç d o n o p l a n o P
0

103 

f-IGLJRA ( 11) 

6 > O e Sig {C ) •Sig(6l = 1 

A eu r- v a p o n t 11 h a d a e a eu r v a d n _ , , ~ i' 1 ir,: , 1 ç ,j o no plano p 
+ e 
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CAPITtJLO V

SOLUÇÃO DO PROBLEÍ'l/\ PERTURBADO

5.1 - 1FJTRO ÜUÇÃ0

Apresenta-se agora neste capítulo a solução do proble-

r11a original proposto no CAP. i, utilizando-se .3 teoria desenvol

vida no CAP. lv. O problema de bl'Furcaçãa, do qual aquela teo-

ria sa sei'va papa construir o inátodo da perturbação singular de

bifurcação, tam con.o um exemplo concreto o problema original quan

do nêste se faz (5 = 0, cuja soluçãcl foi dada nc] CAP. lll

O f)robloína perturbado é formulado pelo sistema (1.2)

com concJíção inicial (1.4) 9 as rostr=lçõas dadas eín (1.8). Para

referências representaromos S:Lmbolícamente o problema perturba-
do P o r':

r
G [X, ( 5 .1 a )

g (x ) [ 5 . 1 b )

Recordando o qu! s propôs :lo CAP. 1. buscam-se
xírnüçõc3s de soluções periodlcas cüm a mesma frequêr\cía do

forçante 6F(x.x), onde a F sn supõe ser periódica e corri

do ZV/Q' Fazelndo-se a subst:ítuíção dc T por t = ç2'r nas

çoes (5.1) tem-se então Inserlclo e)(PIÍcltamente nelas o
ínQtFci Q, tornando-.IS rla foirn.3

ap ro '

t e rrno

E3 q u ca -

para-
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CAPÍTULO V 

SOLUÇÃO 00 PROBLEMA PERTURBADO 

5. 1 - INTRODUÇÃO 

Apr e sen ta-se agora nes te capítulo a sol uç ão do proble

ma original prop os to no CAP. I , utili z ando-se a teoria desenvol-
vid a no CAP. I V . O problema de bi ·furcação, da qu a l aquela t e o -

r i a ss serve para constru ir o rnitodo da p erturbaçã o si n g ular de 

bifu r cação, t e m como um exemplo concr et o o problema original qua.:::_ 

do nêste se faz ô = O, cuja so luçã o foi dada no CAP. III. 

O problem a perturbado ~ form ul a d o pelo s istem a ( 1 . 2 ) 

corn co ndi ção i n icial ( '1.41 e a· r e trl çÕes d a d as e m (1 ,8 ) . P a ra 

referê nc ias representaremos si mboli ca mente o probl e ma perturba-

do po r : 

( 

G LX , À • 6 J = o (5 .1a ) 

g lX l .. d :i 

1 T =o 

= o dT ( 5. 1 b l 

Recordando o qu e se propos no CAP . I, buscam -se apro
ximações de soluções p eriÓd:lcas com a mes ma freq u ê n cia d o termo 

forç a nte 

21T 

6F(X,T1 , onde a F BB supoe ser peri6dica e com perí~ 

do / íl, 

çoes (5.1) 

Fazen do -se a su Dstlt uição de T por t = ílT n as 

te m- se então inserid o exp licit amente nelas o 
metro íl, tornand o-as na Fo r·rn .:1 : 

e qu a-

para-



com n qual pl'ocuramo s

du período 2v

D p ra b leRIa (5

(5 . 2a ) - (5 . 2b ] s e rá ch

seçã o 3.2 . surãrJ l nv e

cilx (R , in 2 ) c Q n s]c] e rfld

como esf)a ço de Hí].bo!-

d o p o r ( 3. ?1 3 . Se n dÉ]

nt-tar\ça de (X (À , cü )a c c
cõ dof Inl do po r

g ( x }

À, s'à. (sl o ( 5 . 2 a )

( 5 . 2 b )

agora ap rciximaçÓes de soluç ões p eríÓdica s

la)-(5.1b), agora formcalmente

amado de o Problema Perturbcado

stigad'3s !soluções de (5.2rl1-(5.

i] co mo urna vaz'ie:Jade de LZ [0,

t r'af31 caril o prodlibuo ínternc) <

uma in vest.ígcaç ao Ioga 1, isto e

À c ' {oc ' [)) ' o o p e ra dü r nã o]í

dado por

Como na

2b) em

2'n] e êste
> , defí ni -

, na v i z:i -

cear G fi -

GJ:{/ x (À -r
C + I'r] x IR x 1? -----)" C2lr( R, Rz)

cx X Q, {5) ----> G [X , À Q

onde r > 0, V umü vizinhãnçna abert.l de XO(ÀC'uC) efn

rJDdB Xo(À.c'wc) é dacln por (3.45)
O relacionamento Élntrn o problema perturbado e o proble

ma de bifurcação do CAP. llJll é df3do por

7
R,rR ' )

G [X ,X ,S2, Ó]

g ( x ) = o

F [.X ,À .Ç2] c5 F: ( t , X , Ç2 )

[l Problema da blfurcólçao Q eritao

G [x,x,n, o] - r'f.x,x ,n] : o

g ( x ) : o

( 5 . 3a )

C 5 . 3 b )

f G [x. >- , n, 

1 g(X i ª O 

lC S 

ô l -· o -· 
( 5 . 2 a l 

( 5 . 2 b l 

co m o qu a l procu ra mo s agor a aproxi maç6es d e soluç6 es periódicas 

de pP.ri ocJo 2TT. 

O problema ( 5. 1a) - ( 5.1b) , agora formalmente d ad o por 

( 5 .2 a ) - (5. 2 b) ser~ chamado de o Pro b lema Pertu rbado. Como na 

seç~o 3,2, se r~o i nv estigadas so lu ç6es d e ( 5.2al-(5.2b) e m 

con s id eradCJ corno uma var1 8 dade - cle [o, 2rr] e êste 

como espaço de Hilbert real com o produto int ern o < ,>, defini-

do por ( 3.2·1). Sendo urn a in v Est.igação loc a l, is t o é , na vi z i-

n ha n ç,:i de ( X ( À , w ) , À , u) , 
o e e e e 

u ) , o operador n ~o li n ear G f i -

ca definido por : 

G:V x (À -- r 
e 

À + ]' l X 
e r 

2 1R x u~ ~ e r n . IR 1 
21T 

(X, À, íl, ô)--~ clx, À, íl. cSJ 

onde r > o, V urn a vizinh a nça aber t a de X (À .w) 
o e e 

onrje X D, ,w ) é dad o por ( 3, ii 5). o e e 

e rn C 
2 

( IR, IR 
2 

l 
27f 

O relacionamento entrs o proble ma pe rt ur ba d o e o pro b l ~ 

ma de bifurcaç~o do CAP. III i d a do por : 

G [x , >. , íl, ô J = F L x .. À , ílJ - cS F e t , x . íl l = o 

g (X) = O 

O p ro b l ema da bifur c aç~o e e nt~o • 

G [X , À , íl . o J = F l X , À • 5"2 J = o ( 5. J a ) 

g(X ) == O ( 5. J b) 
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pcarc3 0 qual foi (jeflnida d solução X dada ern (3.85). quando À é
clefínído por (3.80) e ç2 = u(c) poi' [3.87]

Parei o pr'oblorna de bifurcação (5.3a)-(5.3b) Já ternos

dotei'mi.nado cJS seguintes fatos no CAP. 111 para Q operador F

i) ]]] Xc = 0.648 e :] u = 0.466 tal que numa vizinhança de

(Xc' uc) C iRz, tç3rnols que

À [l . .. ; (À )]

/

X (À . Q)0 ( 5 . 4 )

.\ [2 + c o s (À )]

Independe de t e sat:l.afaz F]x.(À.n),l\,S2] = O' 0

íí) Existem +1'+2 E c2lÍ( IR, ]R2], línearmonte índeperldentes,dadas

pcJr (3.2E))-(3.30) tatis q!.c:

0

' * -l?.j J :: 1 , 2 [ 5 . 5 )

( S . 6 ]

0

gx tP2 / o

2
Existem PI 'P2 E; C21r( Ife

das F)or (3-34 ) - (3. 35 ]

( 5 . 7 )

), lí nea rmentcl indepe nd BD'c es

que

da

c) .}

A matriz iW dada p o r

d e t.

J 2J [ 5 . 8 )

iv)
1 } é t a] q u e

lU G 

pa ra o qu a l foi dafi nid a a soluç~o X dada e m (3.BS), quando À e 

clefini.clo por (3.50 ) e íl "' ül ( C l por (3,87). 

P a r a o p r· o iJ l ~1 rn a d e b i f u r e a ç fl o ( 5 . 3 a l - ( 5 . J b ) j á ternos 

determinado seguintes fi:-3to~; no CAP. I II 

i ) ::3 À = O. 6 IJ 8 e 3 l\l = 0.46G tal que e 

( À l ll ) E . -
e e 

independe 

e 

IR 
2

• te rno !5 que 

X ( /\ ,,íl) ·-o 

+ cos Dl]) 

~ cos Dl] 

d e te satisfaz F[X (À,íl),À.n] o 

1. i ) E ' t •" 1 ..- C 
2 

(- IR IR 2 ) 1 x1s ·. e m '1'
1

, o
2 

e 
2

TT , , i n ear rnentn 

por ( 3 . 29 ) - (3.30) t ais que : 

o 
F 

X lv j = o j - 1 ' 2 

o 
gx lr 1 .. o 

o 
rr 
t;X lp 2 "f o 

para o □ perado1~ F : 

nu ma vizinha nça de 

( 5. 4) 

o 

i nd epe n de n tes , d adas 

( 5. 5 ) 

( 5 . 6 ) 

( 5 . 7) 

iii) 2 2 E . t r, ,/, r- e . ( !f' ''? . "J = X l s e m lv 1 ' 4-' 2 e; 2 TI . \ • 1/ . linea rm e n te ind epe nd entes , da-

elas p or ( 3-3'1)- [ 3.JS } tél1.s que : 

j ,., ·1 , 2. ( 5 . 8 ) 

iv) A ma triz M dacJa por (1.G1) é tc.11 qu e 

de l. ( /.{ i 1- !l ( 5. 9 ) 

l 



s e g u nd o ( 3. 6 2 ]

v) Po r c á l c u l a 3 cjj.í-e t o t: eira s

Q ..2

< r*;.. tPI ' :l'J : o

Este fato é equivalente a hípótctsn (4.16)

( 5 . 1 0 )

vi) Existem para E: Durma vizinhlnçú\ de zero. umca soluçãc] não tri

vi.a l d e p e rÍo do 2Tr

( 1 )
X (e ) X {XCc) , QÍe)]

0 xl 'e
7 ')

X2 ' C ' + o( E ' ) ( 5 . 1 1 )

quü nela

À ( c ] X
C À 2 c [ cz- )

to2 E 2 + o (e2 ]

saü ci c]a$ en] (3. B5]

o btí Veria s o seg ui nte

[ 5 . 1 2 )

Ç2(e} * u -F(;

( 5 . 1 1 ) - ( S . 13}

o op e rindo r G

( 5 . 1 3 )

A:3 e xpa n sÓe s [ 3 . 8 7 ]

re s u it ado

0

' c.S ' 'P :" 'a a'; n
' ' l

( 5 . 1 4 )

0
' c.s ' 'P 2 O . 2 3S . b

al e bl são o = co e f í

. * iÍ ' o , . - ":.,' ' - ' ..
( t ) Ofld e

( t

cientes dn F ourler de f(t) e com

A -função F(t) x/em da perturbação

1.0/ 

segu n do ( 3.62 ). 

\/ ) Por cãlculos diretos, te mo s : 

o 
< F 

X:< 
l!J > 
'j 

o j 1 , 2. 

Este fato e equi val ents a h ipótese ( 4 .16). 

(5.10) 

vil Exi stem par a E num a v iz inhan ça d e zero, uma so l uç~o nao tri 

vial de perí odo 2 TT 

qu a nd o 

expa n soes 

X ()d e ), 
o 

::: À 
e 

íl ( s ) ·- w 
e 

n t r.11 

+ 1) • ---~ 2 t. 

( 5 .11) -(~i .131 S dCJ 

1 
+ --- (5 . 11) 

2 

(5.12 ) 

2 
( 5. 1 3 ) 

dada s e m ( 3 .851 - ( J .8 7 ). 

Pa r a o operador G ob tivemos o seg uinte resultado : 

V Í i ) 

( 5. '] 4) 

- -0.23~3. b 
·1 

o nd e ª1 e b
1 

-sa o os coeficientes do Fo u r i er d e f(t) e c om 
2 b2 

ª 1 
+ 

1 
t O por hin6tese. A f unç~o f(t) vem da pe r t urbaç~ o 

o F ( t ) o nd e / 

) I cos ;,: 

F ( t l f ( t ) ( 
\ C L) :; y 

\ / 



Notca 2: Nc) teoria dt?:;íRvolviLJc] no CAP. IV, tinha-.Je como hipÓ

tese que .] si.)luçao ti'l..;lal clo problema de bi.furcaçao na

vlzínt\ançz3 de (X...ü}...) eró] X,.(X.sQ) : 0, enquanto club no problemcac c o

proposto X,. deptirlde df3 À. í"lafà colilo nil Seçãc} 3.2, Isto não será

clmppcilho da aplicar a ttzor:La do C/\P. IV desde que podernostrans-

forínar a variáve]. X, f.3zendü-sçi a substituição pela variável

1/ + Xo(À,S2)' A.ssim temos que Vo = O é agora a solução trivial

de (3LV, À, ç2, Cl] : G[V + Xa' À, Ç2, iJ: r]]v + xo'À ç2]:F[V, À, nÜ

Com esta nota e cona os z'asultatjos obtidos em (il-(vii) te

rios todas as hipótcises exigldõl3, pari:cinto o problema (S.2a) -

(5.2b) teria solução sügtindo o !riétado dõ perturbação singular de

bí-Furcaçáo, cuja rot:posta, qualltõtívnmente é a rnesnla que obti-

ve:mos para o trato clo pi'ollltma gei'al {4.1)-(4.2)

5 . 2 $.!!.Ç:U Ç ]] E S E !!.!.E.!!ÊIZ\S

As soluções üxternes í.I' e U. correspondentes a [4.25)

g [4.40) do C/\P. ]V, são aqui Haste caso concreto dci problema

-forrnuladíJ no CAP. 1, apresentadas explícitamonte por

À [l * c., (À)]
+

U
0

+

1 /2
2

2 2 +.. .t.'')lõ* -tõlÀ [2 * co s (À }]

À .
0

tll ).
" l '

a N{ ' '
0

Q. >
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N o t a 2 : N a t. o o r i u rJ 8 , ; e n v o l v i d c1 n o C A P . I V • t i n h a - s e e o m o 

t e se qu e a so l ução triv i a l do proble ma d e bif u rc aç ão n a 

v i z i n 11 a n ç a d e (À , lLl l era X ( .\,íl ) - O . e nquanto q u e no probl e ma 
L, C O 

prouo s Lo X d □ p B nd e d e À . . o Mas c o mo n , Se ç ão 3 . 2. is to n a o se ra 

e rn p ec i. lh o d e apl ica r· a t e oria do CAP. I V d es de q u e podernostra n s -

f o r mar a v a ri á v el X, f wze nd o- se a sub st it u i ç ão p e l a 

de 

X C\ , íl ) . 
o 

'\., 

G[_v. À, íl , 

Assim t e mos que V 
o 

= O é a g ora a s oluç ã o 

o] - G lV + X , À, 
o 

íl , 

var i á vel 

t ri. v i a .l 

Com e s ta not a e e o rn o s r 0 s u l t a d o s o b t i d o s e m ( .i. l - ( vi i ) t e 

mos t oda s as h i p 6 t e se s exi gid a s , po rt a n to o p rob l em a ( S . 2 a l 

( '.i.2b l te m sol u ção se gundo n mé t o do da pert u rbação s in g ul a r de 

bi fu rc aç~ o . c u ja r e sp o sta , qu a l it a t i v a me nte ~ a mes ma que o bti 

v emos pa r a o t rato do p r o b l e ma ge ral (4.1 ) - (4.2 ) . 

') . L - s lJ_l_~ j'.H: s - L. X T F F, j\! As. 

As s olur; ões 
+ 

ext er ne s 1r· 
o 

+ 
e U~ c o r r e s pon de n t e s a ( 4 . 2 S l 

e ( <L4 0) do CAF' . I V, sã o ;.:i q ui n es te c as o c o n c r e t o elo pr o b l em a 

f or mul a d o n o CAP. I , a p r e s e n tada s ex pli c itam e nt e p o r: 

/ À [ 1 t· co s 
( À IJ ) l . + e-

-1 j u- \ -!· • <I> + o ( p ) ó+ o(ó ) o 2 2 1 / 2 1 \ À [2 + cos ( À l] (À 2 +ú.) 2 ) 

Ca so 

( "-2 ) 
o 

J e Gó 
, 

t/J '1 

0 M- 1 ' 
o 

l.ú 2 Gó . 1~ 2 



sej am co ] ineares [] C / r ent áo exi ste

À [l * casCA }]

X [2 . c os (À )] /

+

ui . [* ( 5 . 1 6 )

S2
2

i'r
o ndei

S,t C O . O g 7 . b . E34

0 . 5 1 3 . a l ' B ]'

C 0 . 0 0 3 . b.} « PB4+

+ 0.155-al -B

d t} t ( A,l ) cfa(jo ar

0 . D 8 2.a l 'B'

d nn h l /A
l e wl / r b'

0 . 0 2 5 . a l 'E33

-' - ' ' ' ' ' l '' '

( 3 . 6 2 ]

O . g 9 5 . bl

?B"

B2

[ 5 . 1 7 )

S2 + O . 1 1 7 . b l
+

( 5 . 1 8 )

[J - n -H-+ ' '''''l

Considercand'J -se o çlspnço cartesiano tridimí?nsional

ç2, 1) , terá--se que

+
IJ= Cl: tP (a:'' ) :: P (0R )

Cl: S IP {ciJ') e i!' C:'
0

sl
.2

+S onda+ U e

( 5 1 9 )

}Ç' .

2 0 ]

de -

2 1 ]

f ini-d o po r

109 

sejam col ine a r es e D e / r ent~o exis t e 

CL1 + co s (.\)J \ + 
[± U•S 

( 5 . 1 5 ) u-
} 

+ E + - --s--] • 1r 1 + o C (5 l 
1 

\;x. L2 + cus D l] f 
/ 

co m 

onde 

? 
O • 9 9 5 • b .

1 
• 8 -- -

( 5. 1 7) 

S 
2 

= ( O • O O 3 • b _
1 

.. 6 
4 

+ O , O 2 5 , a 
1 

, B 
3 

+ O • 1 1 7 • b 
1 

, B 
2 

+ 

+ 0.1 SS , r
1

.B + O.S7 t1 ,b
1

l/6 ( 5.18) 

6 d e t(M) cl ül O nrn (::J .62 ) 

e 
o (5.19) 

Co n siderando-se o espaço carte s i a no tri dimensio n al (À, 

íl , 1 l, tem -se que 

El 

fini.do por 

IP CO*l ( 5 • 2 O l 

U C :_. S IP ( CI. * + TT ) , o n d e C1. * e de -o 

s 1 

1/2 
+ S2 l .. 2 

( S . 2 1 ] 



l

s,.
)

.' :
5 . 2 2

A s o luç ão e xt e rnt] CIT C:.:S IP(6J') devido a Igualdade (5 9 )

qnl iir õ F q IN T EiRF4P.S

Pai'a as soluções inP-E?t Hâs 2l' tem-se duas situações anÊ

jogas às blue foram ti-atadi3ss no CAP. IV; ficando se com urna Oll

tra sítucação cantor'n\\3 0s cgeficíentes de Fouríer al e bl para a

função real f(t} satls+açcanl ou não

( 5 . 2 3 )

l st o e

[4.B 3 ) cam

e xa t aillcln t e

S e cl+ / 0 j'

t ambérn com

j-g uc] i s

E st ca c

afaz er toca

ant o q uõ l q

t erro $

campo rt.aula nto

C) S ÍT'! a 3 ÍiR 0 S .

B Za co rre spo nd en do a ( 4 . 8 0)

üsslritc5tícos e grál'idos resposta:s

l l )
, optem-se Zj .

cninp G rt am arie ü$

coi'rt?slJondundo a (4,87]-(4.90]

asslntÓticos e gráficos respostas

o n c l u sã o islínp l l

a s; a s h í p o te'st:s

ue i- d it o .:a n] é} {. :]

Picada Ó devido o problema proposto

r3x íg í da s p e la teo ria do C/\P . IV

se r'á rPpe t í t ]-vo

$a t:i

po rt

A s ol u ç~o externil 

l Hl 

----·- --- ( 5 . 2 2 ) 

+ j 
U ·- C S IFJ ( 6 ' ) ,j e v i d o a i g u a l d a d e ( 5 . 1 9 ) . 

1 

5 . 3 - SO L U Ç Ô E S 1 N T Ei~ NAS 

-
Para as so lu ç6es internas 1 ., 

J 
tem-se d uas s ituaçõe s a n a 

logas ~s qu e for a m tratadas n o CA P. I V , ficando-s e com um a ou 

tra si tuaç~o conform e os coeficie n tes de Fourier a
1 

e b
1 

para a 

funç ~o real f[t) s atisfaçam o u na o 

e* (5.23) 

Isto e: 

I l t 
3 

e 2
4 

corresp o nd e ndo a (4 . 80 ) -

(4 .8 3 J co m co nip orta mBn\: us assi n tót i c is e gr á-F:i.cDs respo stas 

exa t a rnsnt e os me s mos . 

I I) * .; 1' _ Se a ,- 8 , obtern-se l . , c or respo ncl e n do a 
J s 

(4 ,871 - ( /\ . 90) 

t a rn b é rn e o rn e o m p o r' t a rn 8 r1 t o s a s s i n t 6 t i. e o s e g r á f :i. e o s r e s p o s t a s 

iguais. 

Esta conclus~o slmpllficada e devido o problema prop os to 

,~at :i. sfaz er t ocl él~, é)S h ipÕte,3 c.:i s ox i g i da'.:', p e la teor·ia do CAP. IV • 

Porta n to q ua l qu er di t o a mais s er á re pe t it i vo . 
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