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Com o avanço tecnológico das técnicas de construção
dos computadores e equipamentos afins e na busca de uma melhor

uti.lização de todos os recursos computacionais ofereci.dos, nota

se uma crescente ênfase nos aspectos ligados às redes de compu-
tadores, inclusive surgi.ndo as pri.mei.ras redes naco.onais de co
mini.cação de dados s(zb forma dígi.tal

Assim, torna-se cada vez mai.s necessário o domínio de

técnicas que possibilitem projetar de forma eficiente uma rede
de computadores .

Os problemas de programação matemãti.ca envolvidos Pg.
ra definir os parâmetros de projeto de uma rede são muito com

plexos. Mesmo versões simpli.fi.cadas do problema geral são oro
blemas NP- completos [1]

Esse trabalho, define vãri.os problemas envolvidos

no projeto de uma rede de computadores e apresenta, com alguns
aprimoramentos, as técni.cas atuais de solução para cada um des
ses problemas.

Para cada problema é mostrada a sedimentação teórica

dos métodos envolvi.dos, o que raramente é uma preocupação da li.
teratura sobre o assunto

No capl'tulo doi.s, é introduzida a nomenclatura e os
conceitos básicos utilizados no trabalho.

No capítulo três, são enunci.ados os problemas de oti-

mização li.gados a redes de computadores. São bati.carente quatro
problemas que são analisados nos capítulos seguintes.

No capítulo quatro, é analisado o problema de designa
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ção de capacidades. É sugerido e analisada a complexidade de um

algorítmo para o ''mergc'', utilizado no algorã.tmo de programação

dinâmica para a solução do problema discreto. Também são sugeri

dos e comparados computacionalmente alguns métodos para se de -
terminar soluções viáveis para o problema.

No capítulo ci.nco, é analisado o problema de roteamen

to de mensagens. É mostrado que o método FD proposto para sua

solução é um método de direções viáveis e sugerida uma modifica

ção no algorítmo de Di.jkstra, utilizado para a determinação dos
menore s c ami.nho s .

No capítulo sei.s, é analisado o problema de designa
ção de fluxo e capacidades.

No capítulo sete, é analisado o problema Topolõgico
onde é apresentada uma forma mais efi.ciente que as encontradas

na li.teratura para a recuperação de biconecti.vidade e provada a

validade do algorítmo utilizado para o caso geral. Este ponto

õ que consideramos ser a contribuição maior desse trabalho.

No anexo 1, é apresentado o programa de computador
TCFA, desenvolvido com base nos conceitos deste trabalho. Este

programa pode ser utilizado para a obtenção dos parâmetros para
a definição de uma rede.

0 programa TCFA foi desenvo[vi.do na ]inguagem a]go].

no computador B6900. Suas propostas principais são

Auxiliar nas atividades prãti.cas no estudo de redes
de computadores e

Ser um módulo a partir do qual podem ser testadas
pequenas alterações nos algorÍtmos utilizados. ou



mesmo, substituições de algorítmos específicos [)g
ra determinada tarefa, no processo de planejalncnto
e definição dos parâmetros de uma rede.

4

No anexo 11, são apresentados alguns resultados compg

tacionais obtidos com o programa TCFA.



TÍPICOS DE REDES DE CObíPUTADORES
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A possibi.llidade de comunicação entre computadores come

çou a aparecer a partir da conexão de terminais remotos aos com

putadores. Isto permitiu que usuários de diferentes posições geg
gráficas comnartilhassem os recursos de um computador central

o..q q ç'çD\ //\\ /\ \ /
\ \ / / H

®

computador

terminal

Com o posterior avanço dos recursos comoutacionais evo

luiu-se para o comparei.Ihamento dos recursos entre os comoutado-

res, formando as redes de comum.cação de dados e as redes de com

utadores. As redes de computadores permitem que usuãrios de um

computador tenham acesso aos recursos de todos os computadores da
rede, eliminando, principalmente, as limitações de capacidade de
armazenamento e de processamento.

O compartilhamento de recursos de vários computadores

leva a algumas vantagens, dentre as quais destacamos:
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. Potência Computacional

Algumas aplicações requerem grande quantidade de mem6

ria ou rapidez de processamento. Uma forma de se oferecer estes

recursos a va'rios usuãrios é o compartilhamento, através de uma

rede. de um computador com estas características

Por esta razão, tornou-se usual a ligação de microcon\

putadores a um computador central de maior porte. Os microcompu

tadores diminuem a solicitação de processamento do computador cen

trai fazendo pequenos processamentos. Além disto, o microcomputa

dor pode funci.onar como terminal inteligente para todos os pro-
cessamentos compatíveis com o computador de maior porte.

. Unicidade da Informação

Nluitas aplicações necessi.tam que uma mesma informação
seja acessada por usuários de diversos computadores. A manuten -

ção de um único arquivo ou banco de dados, ao invés de uma cópi.a
para cada computador, evita a duplicidade da informação dimintiin

do o esforço de atualização e elimi.nando a preocupação de manter
a identidade entre as varias co'pi.as.

blanter este arquivo ou banco de dados de forma centra

lizada ou distri.buída e' uma opção que depende da aplicação e mui
tas vezes é difícil de ser tomada de forma a minimizar os esfor

ços de consultar e atuali.zar as informações e
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. bíovimcnto de Informação

A troca de informações, entre usuãrios de uma rede,

que até então s6 era feita por telefone e correio pode, agora ,

ser feita através da rede com economia de tempo.

Estas e outras vantagens levaram a crescente utili.zação de redes

de computadores. Nestas redes, a comunicação entre os computadores interliga-
dos é feita por mensagens que são trocadas através da rede

O controle e eventual annazenamento das mensagens são
feitos pelos . Esses comutadores são co

nectados pelos fazem a transmissão de

mensagens entre eles.

A parte da rede formada pelos comutadores ligados PÊ.
los canais é chamada sub-rede de comunicação.

Sub-rede de comum.cação

Canal
de Comum.cação

C - Computador
de mensauaem

Um dos aspectos mais importantes a serem analisados

no estudo e projeto de redes de computadores e' a sub-rede de co-

municação, ou seja, um conjunto de comutadores de mensagens (no's)
interligados por canais de comum.cação (canais).

A tonoloaia da rede é o esquema de ligação definido pe

las conexões dos no's através dos canais. A tipologia de uma re-
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formas, dependendo da sua uti
li cação

de pode escolhida de diversasser

Uma das característi.cas resultantes da escolha da to

pologia é o grau de conectividade da rede, isto é, o número de

nos ou canais que podem falhar e mesmo assim a rede continua ope
racional

Dentre os ti.pos alternati.vos de topologia destacamos

Rede em Estre].a

Na rede em estrela, todos os no's estão ligados a um

n6 central.

A vantagem de se uti.lizar este tipo de rede é o pequ.g
no numero de canais e de n(5s intermediári.os no cama.nho de uma

mensagem entre dois n6s. Note que o caminho de uma mensagem en-
tre dois nós é tónico e contém no máximo um ná intermediário.

Porém, a desvantagem desta topologia é que toda a re-

de é dependente da atividade de um dni.co n6, pois, problemas com
o n6 central irão interromper toda a comunicação na rede.

Rede em Anel

Na rede em anel. cada no' está ligado a dois outros no's

fo amando ém anel .
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, convenciona-se um sentido, o horário ou o

anta-horário, para o caminho de uma mensagem entre dois n6s da
rede.

Geralmente

A vantagem de se utilizar este tipo de rede é, como

no tipo anterior, o bai.xo ntímero de canais utilizados. Uma de suas

desvantagens e' que o número de n6s intermedi.brios no caminho de

uma mensagem, geralmente, é maior que nos outros tipos de rede

Rede Distribuída

Numa rede distribui'da os nõs estão interligados sem
nenhuma formação estabelecida

Sua vantagem é a possibi.lidado de uma maior conectivi

date, aumentando o número de caminhos distintos para serem per
corridos pelas mensagens entre dois nÕs.

O número de canais utilizados pela rede é maior que nos
ti.pos anteri.odes o que, geralmente, aumenta seu custo

Os canais de comunicação utilizados em uma rede podem

ser de três tipos de acordo com a possibilidade de transmi.ssão de
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mensagens entre seus no's extremos

''simplex'' - Os canais tipo ''simplex'' transmitem a informa
çao em apenas uma direção.

. ''Naif-duplex'' - Os canal.s tipo ''half-duplex'' transmi.tem a

i.nformação em ambas as direções. mas não simultaneamente.

''Full-duplex'' - Os canais tipo ''full-duplex'' são os mais u

tilizados e tem capacidade de transmitir a informação em

ambas as direções simultaneamente.

Consideraremos, neste trabalho, apenas os canal.s ti.PO
''full-duplex''.

A de um canal é medida pela

quantidade de mensagens transmiti.das por uni.dade de tempo. Quan-
to maior a capacidade do canal. maior a sua eficiência no senti.-

do de infonnações transmitidas por unidade de tempo e maior o sau
custo

Os..cianais de comunicação de uma rede podem ser escolhi.

dos dentre as diversas capacidades disponíveis no mercado. Por e

xemplo, no Brasil, através do sistema Transdata são disponíveis
as capacidades (bits/seg) 300, 600, 1200, 4800 e 9600.

Se, em determinado instante, a solicitação de transmi.s

são de mensagens em um canal for maior que sua capacidade de ttan
missão, o comutador de mensagens gerando a demanda no canal consi

derado devera ser capaz de armazenar temporariamente estas mensa



1 2

Bens . O tipo de rede que analisaremos, ''Store and Forward'', é a
quere em que as mensagens são armazenadas nos n6s intermediários

do roteamentc,, onde passam por um processo de fila, ã espera da
disponibilidade do canal.

O tempo médio gasto pelas mensagens entre o n6 fonte e

o nõ destino é chamado de a!!!:o médio (ou petardo médio)

O atraso médio depende, principalmente. das capaci.da -
des dos canais utilizados para transmissão entre os n6s e dos ca
ninhos percorridos pelas mensagens na rede.

O loteamento dé uma mensagem na rede e' o cama.nho, atra-
vés da rede,que a mensagem percorre ate' o n6 destino.

Um roteainento de mensagens é chamado um loteamento fi-

le quando o caminho percorrido pela mensagem na rede é unicamen-

te determi.nado através do par origem e destino. Um loteamento 6

chamado quando caminhos diferentes podem

ser percorri.dos pelas mensagens entre um mesmo par origem e destino. blé

todos tt'picos de loteamento alternati.vo são os loteamentos alea-

tório, adaptativo e por turnos. O loteamento é aleatório quando
o loteamento de mensagens entre dois nõs é escolhido aleatoria -

mente entre os loteamentos possíveis. O loteamento é adaotativo

quando o loteamento de mensagens entre dois nõs é escolhido de

acordo com a .situação momentânea da rede. O roteamçDto é por tur
391 quando o loteamento de mensagens entre dois nõs é alterado

determinista.camente após uma certa quantidade de mensagens envia
da.

us tipos de roteamentog mais analisados são o roteamen

to fixo, por sua simplicidade. e o loteamento alternativo oor tur

nos por ser mais fao.Imente controlado que o adaptativo e levar
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consideração aspectos de solici.taç:ío e capacidade de transmis

sao, o que nao ocorre com o loteamento aleatÓri.o.

Neste trabalho, consideraremos apenas o loteamento al

ternativo por turnos, do qual o fi.xo é um caso particular
Feito o loteamento, a forma de comunicação entre os

nds do caminho escolhido pode ser implementado de ires dif
tes tipos

em

eren

. Comutação de Circuito

Na comutação de circuitos, antes de se ini.ci.ar a trans

missão de mensagem, é necessário que todos os canal.s do roteamen

to estejam disponíveis para a transmissão. S6 então,a transmis -
são é efetuada diretamente do nõ fonte ao n6 destino.

. Comutação de blensagens

Neste tipo de comunicação, a mensagem vai ini.cialmen-

te do no' fonte para o segundo no' de seu loteamento. Quando toda
a mensagem é recebida por este e o próximo canal estiver desocu-

pado então a transmissão para o pro'xi.mo nõ é iniciada. Esse meca

nismo repete-se até a mensagem atingir seu destino. Em cada no'
a mensagem é armazenada e passa por um processo de fila com ou-

tras mensagens que estão sendo processadas pelo nõ.

Sua vantagem em relação a comutação por circuitos é
que não é necessário esperar a disponibilidade de todos os canais

do loteamento pois apenas um canal é utilizado por vez. Isto per
mi.te o compartilhamento dos recursos de comunicação.
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Comutação de Paco tes

A comutação por pacotes é feita como a comutação de
mensagens se' que dividindo a mensagem em partes menores de tama

nho fi.xo. Estas partes são chamadas pacotes
Asse.m, temos a vantagem de pacotes difcl'entes de uma

mensagem poderem ter loteamentos dista.ntos e simultâneos, o que

pode di.minuir o tempo de transmissão de toda a mensagem.

Os ires ti.oos de comutação descritos são comparados no

exemplo (extraído de [4) que mostraremos a seguir. Neste exemplo,

são comparados os atrasos, para cada tipo de comutação, na trans
missão de uma mensagem na rede.

(origem) (destino)
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c ])

CB

sinal

sinallde re

atraso

0
co

.çao
de mensa

para co
mutação
de cir
cultos

atraso

AC - Atraso de Conexão

AT - Atraso de Transmissão
AP - Atraso de Processamento
CB - Cabecalho

Na figura (a) mostramos o atraso correspondente ã comu

tação de circui.tos. Neste caso o atraso de conexão é a maior com

ponente do atraso de transmissão da mensagem e somente um atraso
de transmissão dos dados é computado.

Na figura (b) mostramos o atraso correspondente ã cümu

tação de mensagens. Aqui, inicialmente, é computado um atraso de
processamento devido, entre outras coisas, a escolha do roteamen

to. Também, os dados devem ser .acompanhados por um cabeçalho in-
dicando o destino e o loteamento da mensagem.
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ila .IJ-aura tcJ mostramos o atraso correspondente ã comu

tação de pacotes. Neste exemplo. a mensagem foi divã.diria em oito

pacotes e cada um é acompanhado Dor um cabeçalho.

A decisão sobre qual tipo de comutação deve ser utili.-

zada é por demai.s dependente do tipo de comunicação predominan -

te. A tendênci.a para redes de uso geral é o chaL'lamento por naco

tes por sua flexibilidade, além de corresponder ao padrão adota-
do pela CCITT, na sua recomendação X25
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3. 2

PROBLEbUS DE OTlbÍIZAÇÃO EM REDES DE CONIPUTADORES

3.1 . DEFINIÇÃO DOS PROBLEMAS

MODELOS MATEMÁTICOS UTILIZADOS
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3. 1 Definição dos Prol)lcnia s

Os parâmetros de projeto de uma rede de computadores in
fluenciam o desempenho e o custo da rede. Os problemas de otimi-

zação que enunciaremos, neste capx'tule, buscam soluções que le-

vam em consideração os aspectos conflitantes de desempenho e cus
10

dentre os quais se destacam:

Vários deparâmetros

Atraso Médio

O atraso médio, que foi defi.nado como o tempo médio gas

to pelas mensagens na rede, deve ser pequeno o sua.ciente para

satisfazer quem a utili.za. ou seja, a rede deve responder rápida
mente ãs solicitações de seus usuãri.os.

Vazão da rede

A vazão da rede é a quanta.dade de mensagens que dão en
toada simultânea na rede. A vazão mede a quantidade de solicita-

ções que podem ser atendidas simultaneamente pelo sistema.

Recursos

Os recursos a serem oferecidos aos usuãrios da rede tais
como quanta.dade de memo'ria, compartilhamento de banco de dados
atP
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Utilização dos Recursos

A forma de compartilhamento dos recursos pelos usuã
rios da rede

Dentre estes parâmetros de desempenho mencionados nÕs
vamos considerar apenas o atraso médio.

Eh nosso problema geral de projeto de redes de computa-
dores, o objetivo seta minimizar o custo total da rede. Este cus

to será tomado, apenas. como o custo dos canais utilizados, pois

os outros custos envolvidos (custo dos comutadores, etc.) não

causam variações senso'vens com as soluções dos problemas.

Onde uti.lizar um canal de comunicação e qual. capacida
de adotar para o canal depende fortemente do loteamento escolhi

do e de favores que colocaremos como restri.ções a serem obedeci
das

Restri.ç3o de bom desempenho da rede, que seta feita li.matando
se superiormente o atraso médio.

Restrição que limo.ta as capacidades dos canais ãs disponíveis

no mercado. Como, por exemplo, as jã citadas capacidades disponí
vei.s pelo sistema Transdata de 300, 600, 1200, 2400. 4800 e
9600 bits/seg

Restri.ção de conectividade da rede, que será feito ].imitando -

se o número mínimo de nÕs ou canais que prece.sam falhar para des
conectar a rede
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Um modelo alternativo. para este objetivo e restri.ções
que acabamos de mencionar, é ter como objetivo mini.gizar o atra-

so médio e como uma das restrições um limite superior para o cus
to da rede.

iientro ao nosso enfoque, o problema geral de prójeto
de redes de comput.adobes é definido por:

Problema de designação de toooloeia cal2aci.dado e fluxo (TCFA)

dado Tráfego médio esperado entre os pares de
nos.

Custo total dos canais (ou atraso médio)

Topologia da rede

loteamento das mensagens

Capacidade dos canais

Capaci.dades disponíveis para os canais

Valor maxi..mo para o atraso médio (ou va
lor inãximo para o custo)
Confiabili.dade

minimizar

nas variáveis

sob restrições

A partir deste prob[ema gera[ alguns sub-prob].elas são
formulados.
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dados Topologia da rede

Tráfego entre os pares de n6s

Custo total dos canal.s (ou atraso médio)

Roteamento das mensagens

Capaci.dades dos canais

Capacidades di.sponÍvei.s para os canais
Valor máximo para o atraso médio

(ou valor máximo para o custo)

minimizar

nas vara.ãveis

sob restrições

dados Topologi.a da rede

Capaci.dades dos canais

Tráfego entre os pares de nÕs
Atraso médio

Roteamento das mensagens

minimizar

na variável

Note que para esse problema não hã razão para considerar
mos custo, pois o mesmo é fixado pelas capaci.dades dos canais.
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dados Topologi.a da rede

Roteamento das mensagens

Custo total dos canais (ou atraso me'

dio)

Capacidade dos canais

Capacidade disponíveis para os canais
Valor máximo para o atraso médio

(ou valor máximo para o custo)

minimizar

na variável

sob restri.ções

Os problemas que acabamos de enunciar são formulados ma

tematicamente a seguir
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3. 2. NIODELOS NtAI'EbIÁTICOS UTILI ZADOS

Como os canais considerados serão os do tipo ''full-du-

plex'', diremos que o fluxo em um canal é a soma dos fluxos de ca
da sentido de transmissão.

Assim. um posszve.L morte.LO para a rede e o de um grato

s imp J.e s .

Recordando, um grafo G consiste de um conjunto V de e-

lementos chamados nõs ou vértices, um conjunto A de elementos cha

mados arcos ou arestas e uma função de inca.dência @ que associa

a cada arco de G um par não ordenado de nõs de G, chamados os

extremos do arco correspondente
Um grafo é si.moles se não tem arcos duplos, ou seja ,

a função Q associa a cada par não ordenado de nÓs um Üni.co arco

e não tem laços, ou seja, Q não associa arco a um par formado p.g
lo mesmo ná.

Nesse modelo de rede os no's representam os comutado-

res de mensagens e os arcos os canais de comunicação. Por isso,os
arcos serão também chamados de canais

Assim chamaremos de

+

V o conjunto de n6s, com cardínalidade N (IVI = N)

V : {VI, V2, ..., Vn} e

A o conjunto de arcos, com cardinalidade M (IAI b{)

A : {AI, A2, , AM}

+ Utilizaremos apenas grafos não ori.untados
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Para facilidade dc notação utilizaremos as indicações

Grifo ou rede: G ou G = 1.v,A]

Arco ou canal: Aj. ou Ai : LVj' ykl

(Vj ' Vk c V; V.i # Vk) que representará
a função de incidência Q.

A demanda de tráfego (bits/seg) entre os nás da rede

seta representada pela matei.z R = (r:i.i) onde r.i.i representa a de
manda me'dia de tráfego do n6 V: nata o n6 V..

Em relação ao fluxo nos canais da rede, corresponden
tes a distribuição da demanda de tráfego entre os nõs, usaremo
as seguintes notações:

J

S

rljk,l)
ZJ

e

e

representa o f].uxo (bi.ts/seg) de Vi para Vj corre
pondente ã demanda média de comunicação do no- V:.
para o n6 V.

representa o fluxo (bits/seg) do

J

fij V: para

' N N .fk,0
fij : kE1 2:1 ZJ

f l representa o fluxo (bits/seg) no canal A:

fse Aj. : [vj' Vk] então fi : fjk+ fkj.

Para o canal Aj. é designada uma capacidade de transmi.s
são Ci' A esta capacidade estafa associado o custo do canal que
indicaremos Di(Ci). Portanto o custo da rede será
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D : E
i:l Di (Ci)

Para as vara.áveis e grandezas, encontradas nas defi.na-

ções dos problemas, algumas restrições claramente deverão ser ob
seriadas:

O fluxo nos canais deve ser um valor positivo e inferior à
sua capacidade, ou seja,

v i(l s i $ b{)

Na transmissão de mensagens entre dois ni5s, toda informação

que chega em um no' i.ntermediãrio deve ser passada para o prg
xzmo no , ou seja,

V j. ,k, 2(]. 5 i,k, ! S N)

g rÇk.,l)
j=i JJ-

! .f-l,o
j=i 'J'J

se

se

caso contrario

Para- a analise do atraso médio (T) da rede, vamos ob
servas a rede como uma rede de filas
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Resultado de Little: Se. em um canal. N é o numero médio de menta

Bens (esperando ou utilizando), À é o número de mensagens que

chegam e Ti é o atraso médio (espera e utilização) então

ÀT

Utilizando o resultado de Li.ttle, [3] mostrou que o nÚ
mero de mensagens na rede é yT ou

N : YT

número de mensagens na redeonde

N N

i:i j:l
Y 'ri j

'vij número médio de mensagens do nõ i para o n6 j

A rede que estamos considerando se comporta como uma

rede de filas (duas filas para cada canal). Assim

b-l

N : E N.
í=1 ''k
K

Nk : número medi.o de mensagens aguardando na fi.la ou
utilizando o canal k.

onde

Uti.li.zando, novamente, o resultado de Little para cada
c anal temos

Nk : Àk Tk

onde
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nu'mero médio de mensagens por segundo que chegam

no.canal k.

TV : atraso médio (espera + utilização) no canal k

Portanto ,

YT R
k:l Nk

b-l

k=1 k Tk
donde

T : k=1 Xk Tk

Y

O que se faz, neste ponto, são as suposi.ções

Chegada externa de mensagens sob uma di.atribuição de Poisson

. Tamanho das mensagens sob uma distri.buição exponencial com
média l/u (bi.ts/seg)

Independência entre o tempo de chegada e o tamanho das densa
gene.

Estar suposições são a chave para a modelagem matemática
dos problemas de redes de computadores.

A hipo'tese sobre a di.stribui.ção de Poisson, para o tama-
nho de mensagens, obvi.amante não se aplica para redes com comuta-

ção de pacotes, onde esses tamanhos são fixos. Também, o tempo de
chegada e o tamanho das mensagens são valores dependentes. Entre -

tanto, Kleinrock em (19] mostrou, atrave's de simulação, que estas
suposições se aproximam muito do comportamento real de uma rede.



Assim, a suposição abaixo enunciada é utili.zada para es

pelhar o que acontece na pratica e para fao.li.tar a modelagem ma
temática que agora pode ser elaborada.

2 8

: Para toda mensagem que é recebi.da em

um nõ da rede é associado um novo tamanho pela função de densi-
dade p(2) = u e'H l

Além, destas suposições, outras de carácter teórico mais

razoável são feitas, buscando também maior simplicidade para o mo

dela:

. Capacidade infinita de armazenamento nos n6s

Vamos chamar de P:i a probabilidade do sistema ter i. men
sagens armazenadas em um n8

Assim sendo, Kleinrock em [lS] mostrou que

P; : (l-p)pi onde p = 113ig..gç chegada
' taxa de atendimento

< 1

Se o sistema tem capacidade finita de armazenamento nos

nás, digamos que ele comporta no máximo L mensagens, então a prg
babili.dade de perda de mensagens é:

i:il+i pi : 1 ) p: : (l-p)pL'l .xo p)pi''l;-L: L-'l
E Pi:o

Com isto podemos ver que mesmo para valores pequenos de

L a probabi.lidade de perda de mensagens pode ser mui.to pequena
. Canal.s livres de erros

Nenhum atraso nos n6s

Roteamento de mensagens por turnos (dcterminl'suco )
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Com esta suposição dc indcpendênci.a a rede sc comporta

como uma rede de Jackson C3] onde cada fila é aproximadamente uin
sistema bl/NI/l independente e portanto

T. : ----J

onde

l
y
c.l

X i

tamanho médio da mensagem (bi.ts/msg)

Capacidade do canal i (bi.ts/seg)

Nu+mero médio de mensagens que chegam no canal i
(msg/seg)

Assim,

, :.u y }:P
Y i:l Ci - Xi/u

E como fk : Àk/u temos a expressão para o atraso médio
da rede:

T
Y i:l

f i
c. - f.

1 1

Observe que a expressão para calculo de atraso médio
e' uma soma de parcelas

f i
c.

l
(l < i < bT)
' = = '

que significam separadamente a contribuição de cada arco Para 0
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;dio na rede

Os problemas de projeto de redes de computadores Rodam,

agora, ser formulados matemati.comente por:

Notação:

f : (fl' f2' ..., fl.l)t os fluxos nos canal.s

C : (CI. C2' ..., CM)t as capaci.dades dos

D(C) = custo de usar capacidades C

TI.ÍAX : maior atraso me'dio permiti.do

F = { f=(fl,.:.,fl,l) c RI'{ tq Vi, l 5i Si'í, 0 Éfi< Cj.

atraso me

canais

e

Vi,k,2, 1 Éi,k.Ê SN,

y .Çk,ü
j:l J l

rkl, se i : k

rkÊ se i. : X.a, }
o caso contrário

fluxo do nÕ Vi ao nÓ V.i correspondente a demanda de
comunicação do nó \rk para o nó V2
o fluxo médio do nõ V4 para o nõ V:

f N N
rf. . : E E

iJ k:l l,:l
o fluxo no canal A

[.Se Ai: [Vj' Vk] então fi: fjk + .fkj]
demanda esperada de tráfego do nÓ V: para o nó V

{(f,C) c ]R2M tq Vi, lliSM, O$fjlCj e f c F}

{i, i:iSNI tq . fj # O}
conjunto dc capacidades
(YÉ i $)i )

l

J

disponi'vei.s para 0 arco ]

[

f
l

s(f)
E

l

\
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totalmcn

te conexo
sut)conjunto

DetznJ.Çao:

(CA) : Dados tipologia e fluxo, determi.nar

bli.nimi zar D(C) : E D; (Cj)i:l ' '

NI

Sob i) T(C) = ---1-- E

ij.) c > f

iii) C. e

Cll l

E l < ll l

(FA) : Dados topologia e capacidade, determinar o fluxo

bíinimi. zar T (f)

Sob i) f c F

(para facilidade suporemos Cj. # 0)
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CCJ:A) : Dada tipologia, dotei'miníir capacidade c fluxo

1.1iniínizar D(C) : : c: S(f) Di(Ci)

Sob i) (f,C) E: FC

)
iii) Ci c: Ei (]- 5 i : M)

Gii) T(f,C) : --L- E
Y j. c:S (f)

< TMAX

(TCFA) : Determinar topologia, capacidade e fluxo

M
Minimizar D(c) : E D: (C;)

i =1 ]' ' l

Sob i) (f,C) E: FC

)
ij.j.) Ci c Ei' i c: S

iv) Restrições de conectividade

Estes problemas aqui. formulados serão objeto de estu

Gii) T(C,í) ; --L- E
Y iE:S(f) S TMAX

do dos capítulosproxzmos



PROBLEFÍA DE DESIGNAÇÃO DE CAPACIDADES

FUNÇÃO CUSTO LINEAR

FUNÇÃO CUSTO CÔNCAVA

CAPACIDADES DISCRETAS

algorztmo de programação dinâmica (PROGDIN)

algorÍtmo para o "Merge"

Complexidade do AlgorÍtmo PROGDIN

Usando el iminaçao por custo

Métodos para se determinar uma solução viável

para o problema C.A

Alguns resultados comparando métodos de eliml

naç ao por custo

4 .

4 .



O problema de designação de capacidades consiste em, da

do o fluxo de mensagens pelos canais, se determinar uma alocação
de capacidades para os canais da rede de forma a se obter o me-

nor custo (ou o menor atraso medi.o)

Denotando pc!

f : (fl ,. o vetou cujas componentes s3o os va

lotes dos fluxos nos respectivos ca
naus

(f.i > 0 , 1 ! i 5 }-{)

o vetou cujas componentes são as ca-
pacidades de transmi.ssão dos canal.s

(ci > fi' l 5 i 5 I'{)

o maior atraso médio permiti.do (ou DI.IAX o maxi
mo custo)

conjunto de capacidades disponíveis para o ca-

nal i CI S i S I'í)

c : (cl '.

TbIAX

Ei

e usando as notações e observações do capítulo 3, o problema de
designação de capacidades pode ser reescrito como:



Problema CA(''caDacity ass iRnmcnt'')

dados Topologia da rede

f = (f].,. .. , fNT)t

b't

D (C) : . E: di (Ci)
minimizar ou T(C)

sob restrições
. }{ f.

T(C) : -:l'- .EI t;. . f s TllAX
' l l

ou D(C) ! DbIAX

c > f

C. € E.
1 1

onde a expressão de T(C) e+ a obtida em 3.2 utilizando a hipótese
simplificadora de distribuição de Poisson Dará tamanho de mensa-

gens, recaindo. portanto, nos resultados de Jackson [3]
O problema tem características de difícil solução quan

do se considera o conjunto de capaci.dades permitidas para cada

arco como um conjunto di.screto, que é o que acontece na prática.

Pois neste caso, temos um caso do problema da mochila não linear,

sendo que mesmo no caso linear este problema é NP-completo.
Esta dia.culdade vem do crescimento combi.nat6rio do nÜ

mero de soluções viáveis com o número de opções de capacidades
consideradas para os arcos. Esta característica é a razão usual-

mente identificada para a falta de resultados para resolver efi.-
cientemente o problema.
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Antes de nos aterros a esse problema real, considerara

mos os casos contínuos de função custo linear e côncava, por se
rem de solução menos complexa
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4.1 - Função custo linear

Consideremos o caso particular em que as capacidades

não estão restritas i um conjunto discreto e que a função custo
é linear, ou seja

Di (Ci) : di Ci

Adotando-se como função objetivo o custo, o problema

de desi.gnação de capacidades linear pode ser colocado como

(CA- LIN) mini.mi. zar D(C)
iE: «i Ci)

M

.'«*: + i:l
sob T(C)

c > f

Chamando Co = {C , Cb{)t c Rbl c. > f
1 .1

l $ i $ 1 }

o problema pode ser reescri.to como:

min

sob
D(C)

C c {C e Co: T(C) - TF,IAX S 0}

Claramente Co é aberto. Além disto, Co é convexo pois

se considerarmos (CI, C2) c CoXCo e À e to,ll, V:, 1 < i < B{

À C; + (i-x) C;l > xfi + (l -À) fi : fi '
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(l-À) C2] c Co

Agora,é fácil Provar que a função T(.) é convexa sobre

Co,pois,relembrando. de [7.] , que se T(') e' uma função de clas-

se C2 sobre um conjunto aberto e convexo Co c RF'{, então T(.) e'
convexa sobre Co se e somente se V ê c Co

yt V2 T (ê) y 1 0, V y c: RI''l

bí f
Note que em Co, T(C) = --1- }l .----l-

i:l c. - fl l
e cle clãs se

C

Mais ainda, V C c: Co, v y c RF'l

t 9 . 1
y V' T(C) y = --2- E ----=::---;L--r ? 0

desde que Vi, l S i $ 1'{ , Ci

Assim,T(') é convexa em Co e como, neste caso que es-

tamos considerando, D(') é linear. o problema de designação de

capacidades linear (CA-LIN) é um problema convexo.

Por [7] , temos também que T(C) : T(C) - TI.{AX satisfaz
a em ê c: Co se

VT(C). Z > 0 tem uma solução Z c RM.
r\

Tomando V C c C' e Z = -f temos

Y

0 .

;. --:..- .: '-':, :.L .! .,,.
i=1 (Ci-fi)Z ' 'z' y i=1 (Ci-fi)2

Assim,T(.) satisfaz a condição de qualificação em V ê c: Co

Portanto, as restrições obedecem ã condição de regular.L

VT (C)
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dado do Teorema dos I'lultinlicadores de Kuhn-Tucker caso diferen
ciãvel

Teorema dos bíultinlicadores de Kuhn-Tucker

Seja Xo um conjunto aberto em RN, f .: Xo -.- R, g :Xo--RI't

diferenci.áveis em ; e os problemas:

(}lP ) encontrar x tal que

f(X) : min f(x) ; eX :Íx/XE: Xo e g(x) 5 0}
x c X

encontrar x € Xo, u € RNI tal que

Í(;1) + <Ü, vg (i)> : o

g(x) Í 0
<u, g(x)> : 0

ü > o

(KTP)

i) Se f(.) e g(.) são convexas em ; então

i; c RM tq- ({i,i) é solução de (KTP)'' i é solução duma de
(MP)

ii) Se f(.) sati.sfaz uma condição de qualificação (nor exemplo,

a condição de Arrowr-flurwicz-Uazawa enunciada anteriormente) em

= c Xo então:

= é solução 6tima de (blP)'- aii ,W n\ +

(u,x) é solução
de f'KTP)
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Pelas considerações anteriores, as hino'teses do teorc

ma dos multa.plicadores de Kuhn-Tucker são obedecidas, donde se-

gue trivialmcnte o resultado a seguir:

ê é soluç ão Õtima de

.? i)'VD(C) + 'BVT(C) = O

ii) -l'(ê) É o

iii). B. T(C)
iv) - B ? 0

(CA-LIN) se e somente se g BcR tq

Tomemos ê solução vi.ável de (CA-LIN), ou seja, ê c:Co

e T(ê) S 0. A equação i.) será. satisfez.ta se

Di
B f.
' 1

y (êj.-fi)2
o vi, l si s b!

ou sela

C4. i)
vi, l S i Sbt

boas êi > fi,..donde deveremos ter íi # 0

Portanto por folgas complementares (iii)

. }.{
T (ê) : --L ;

Y ].:i

e

l
T

b,TAXf
l l

Agora. considerando o valor de C.i obtido em (4.1) ob
temos o valor do multiplicador de Kuhn-Tucker



41

B:J
Y

Substituindo-se na equação (4.1) o valor dc 13 encontra
do acima, temos como va].or de C:

c.l f....J
l

Y
(i á i S lí)

Os valores de B e C obtidos são tais que satisfazem as

condições de i.) ã iv) do teorema dos multiplicadores de Kuhn- Tu-
cker. Logo C é solução 6tima do problema (CA-LIN)

Portanto, a solução e valor o'time do prob].ema (CA-LIN )
sao:

b-í

E
l :1+

C f +i l
Y

(l $ i $ }J)

iE: (di fi) ' X

D+

Observe que ao valor da capacidade C: é atribuído belo

menos o valor de fluxo fl e que um dos componentes do custo D é
o custo de se alocar as capacidades iguais aos fluxosr y d; f

O problema de minimização do atraso médio (T) com a

restrição de custo (D(C) S DI,IAX) é denominado o ''dual'' do oroble-
ma que acabamos de analisar. Uma das razões desta denominação á

+

l
ll
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que se tivermos as condiçocs de otimalidade de Kuhn-Tucker para
um deles, bílsta trocar a função 'r(.) por D(.) c vice-versa c ot)ter-sc-ã as

conde.ções de otimilidade de Kuhn-Tucker para o outro.

Este problema ''dual'' pode ser analisado de forma ana -

lega ao que fizemos para se obter

cl. : ri (l S i S fl) e

+

T

(.' ( -r \

c('í
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4.2 - Função custo côncava

Analisando as tarifas dos serviços de telecomunicações

podemos observar que o custo por unidade de capacidade dos canais

diminui com o aumento da capacidade. Como exemplo, damos nas Fig
4.1 e Fig. 4.2 os.preços e um esboço gráfico, de uma aproximação

li.near por trechos, das tarifas mensais cobradas pelo sistema
Transdata em Jan/84

Fig. 4. 1 Tarifas mensais do sistema Transdata em Jan/84 (Cr$)

  CAPACIDAOE DE TRANSFTISSÃO OO CANAL. (BPS)

DIST. (KFI) 300 12 0 0 24 00 4800 9600

Até 50

De 50 a 100

De 100 a 300

De 300 a 700

De 700 a 1500

Acima de 1500     2. 103' 865 l3' 0 85. s2 2 
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até 50 ]an
+ De 50 ã 100 ]çm
x De 100 ã 300 km
o De 300 à 700 km
* De 700 ã 1500 km
[ Aci.im de 1500 ]an

custo

300 1200 2400 4800 Capacidadedos canais

Fj . Representação gráfica (linear por trechos) dos custos
cla tabela cla Fi.g. 4 .1
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Com i.sso, podemos vcr quc uma boa anroxi.mação para os
custos dos canais são as funções côncavas.

Vamos assumir, então, as funçõe ( . )DS l9l 1 , . . . , bt ,

concavas

Asse-m, aaaos a topologia da rede e o fluxo nos canais

e uti.lizando o custo como função objeti,vo, o problema de designa

ção de capaci.dade côncavo pode ser descrito como

)

(CA-CONC) minimizar D(C) (Função côncava)

sob T(C) - T
NUX

.L !
Y i:l

fi T s oNIAXf
l l

C c Co {C c Rb{ : C > f}

A razão para destacarmos que a função a ser mi.nimi.zada

6 côncava é que, neste caso, podem exista.r mínimos locais.

!!i2êl.çs.!s.: No que segue, assumi.remos que as funções D; (.) são con

tÍnuas e diferenci.ãveis para Cj > f l

Chamaremos de problema linearizado em torno de C o pro

blema onde a função objetivo é substituída pela função

DL(c) O(C) + <V D(ê) , (C c)>.

cujo gráfico descreve uma Teta tangente ao gráfico da função cân
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cava no ponto (C, O(C))

DI.(.) função li.nearizada
em tomo de C

D(.)

Alia.s, devido ã hi.potese de custo côncavo, o ,custo li

neari.zado é um li.mi.te supera.or do custo, pois conformei [7]

Fato 1: Se Co aberto, C c: Co, D.: Co -> R diferenciável
cava em C então:

e con

o(C) S n(ê) + <vD(ê), (c - ê)> , v C c: co

Com isso, podemos caracterizar um mini.mo local pelas
seguintes propriedades

Lema 4.1 - Se C é um mínimo local para o problema (CA-CONC) coh

funções custo DI(.) contínuas e diferenci.ãveis, então ê é um
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mínimo global para o problema linearizado cm C

Prova

A função restrição do problema côncavo (CA-CONC) e' a
mesma do problema linear (CA-LIN) , ou seja f(C) S 0

No estudo do caso li.near mostramos que a função Í(.)
satisfaz a condição de qualificação de Arroz-Hurwricz-Uzawa para
V ê e Co

Assim, o problema (CA-CONC) é um problema com di.feren

fiabilidade sati.sfazendo uma condição de qualificação. Logo as

condições de Kuhn-Tucker são condições necessárias para a soou .-

ção do problema, isto é, se C é um mínimo local para o problema
(CA-CONC) então existe B c: R tal que

i) VD(ê) + B VÍ(ê)
ii) T(C) $ O

(4 . 2 ) '
iii) B T(C)
iv) B : 0

O problema linearizado em torno de C é

minimizar DL(C) : D(ê) + <yD(ê),(c-ê)>

sob f(C) s o

C e Co

Como já vimos. no caso linear, as condições de otimali
dade de Kuhn-Tucker são necessárias e suficientes.

Logo, e é solução 6tima do problema linearizado se e
somente se existe B c R tal que
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i) VDL(C) + BV'Í(ê) : o''-'' VD(ê) + Bvf(ê) ; o

il:) T(C) É o

(4.3) iii) BT(ê) : o
iv) B ? 0

Tomando f3= B e observando as condições (4.2) vemos que
as condições (4.3) estão sati.sfeitas.

Portanto C é um mi'nimo global do problema linearizado.

Lema 4.2: Se Cn é uma solução viável de (CA-CONC) com funções cus

to Di(.) contx'nuas e diferenciáveis e Cn+l é a solução do pro
blema li.nearizado en torno de Cn então

D(Cn+l) 5 D(Cn)

PTO\r&:

O problema lineari.zado em torno de Cn é:

minimizar DL(c) : D(Cn) + <VD(Cn), (C-Cn)>

sob ?(C) S 0

C c C'

Como Cn+l é solução Õtima deste problema, então
(4. 4)

DL(Cn+l) S DL(Cn) = D(Cn),

pois claramente T(Cn) S 0 e Cn c Co,jã que Cn é solução do proble
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ma lincarizado anterior

E como L)i(.) é côncava e diferenciãvel.
lo fato l temos que

V C E: Co

Di(c) S ni(c:l) + <voi(c;), (ci - c:)>,

i : l , ,n pe

ou sela

D(C) S DI.(C) V' C c: Co
Em particular para C = Cn+l

D(Cn'l) S DL (Cn'l) <' oi. ((,K'l

De (4. 4) e (4. 5)

D(Cn+l) S D(Cn)

(4. 5)

Estes lemas motivam a formulação do algorítmo CA-CONC

para a determinação de um mínimo local, onde consideramos Co uma

solução vi.ável ini.cial e c uma tolerância nositi.va.

AlgorÍtmo CA- CONC

n «'- -l

Co +.. solução viável i.nicial
Do- 0;

Regi.ta [Tn + n + l;

llcn+l . solução da problema li.nearizado em

torno de Cn

Dn+l . D(cn+ll.ll
,l"A' .,.. lílll+ l nl-l l ,

l

l

C
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A scquênci.a {IDnJn c: N e obviamente limitada inferior
mente por l)(f) e, pelo lema 4.2, é monotonicamente decrescente

Logo converge para um limite Õ:

{DnJnc: ]N -'D

}em1 4. 3. : Supondo que

i) T(C) : .EI Ti(Ci) D(C) : .EI Dj.(Ci)

contínua e não negati.va em Coii) Ti (. )

ii.i) lim Ti(Ci) : +", lim Ti(Ci) : 0
f. C.-.> m1 1

lim Di(Ci) : +"

iv) Vi = 1,2,..., hT

Ci < Ci ' T(Ci) > T(Ci) e D(Ci) < D(Ci)

v) D(.) e VD(. ) contínuas em Co

vi.) Di(.) não negati.va em Co
Então

:ll-C N e C E: Co tal que

{Cn} . - C

D(C) = B = lim {Dn} e
n '» oo

l

ê é a solução do problema linearizado em ê

Prova

Seja S {lC c C+/ D(C) S D(CI)} onde
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C+ = {C c Co ;Í'(C) <. 0}

claramente S é fechado.

Além disso S é limitado, ou seja. :lP.= (9.I'... , lbt) e

L = (LI'..., LI.l) tq. V C c S, fi S Ci $ Li, Vi: 1,2,..., f!. OeB.

tro das hipóteses (i), (ii.), (iii), (iv), (v) e (vi) é trivial

verificar que definindo (!,i, Li), i- : l.... I'l, por di(Li): D(C")
e Ti(!i) : TI,{AX obtemos o resultado acima.

Pois , V C E: C',Se 3i, l$ i$ bl tq êi < li
M

teremos que T(C) : .E. T.i.(C.i)- TI.!AX 2 Ti(Ci)- Tl\íAX>Ti(!i)-Ti.IAX :j:l J'' J

bUX - T}.IAX : O

E portanto C Z S.

Da mesma forma, V C c C'',se 3i, l S i$ 1'! tq ê$ > Lj

teremos que D(ê) = E D:(C:) z D:(ê:) > D:(L:) = D(C')
j :l J ' J

E também C Z S.

Então S é limitado, pois V C c S, !i S Ci S Li,
Vi : 1,2,. . . , NÍ.

Portanto,como S também é fechado, segue que S é comnac

to.

Claramente, C'' c: C', V n c N.

Como pelo lema 4.2, V n E: N, D(Cn) S D(CI) temos que
C'' c S, V n c N.

Portanto {CnJn c N e' uma sequência compacta, o que iE
i)liga aue:

gl c N / {Cnln c 1 -» C c S.



52

Por conta.nuidade dc 1)(.) sc8uc que

n(ê): lim {D(Cn)} n É: l: lim {D(Cn)}n c: N= Õ
Seja

D:(C) : O(Cn) + <VD(Cn), (C - Cn)>

Di.(c) : n(ê) + <vn(ê),(c:- ê) >

C é vi.ãvel no problema li.nearizado em Cn

D(Cn+l) 5 Dn (Cn+l),por concavidade de D(.)

S Dn (C), pois Cn+l é solução o'tina do probl
ma linearizado em Cn

= D(Cn) + <VD(Cn) , (C - Cn)>

Como {D(Cn)}n c N ", D : D(ê)

{Cn} . -.- Cn € 1 ')

D(.) e VD(.) são contínuas segue que:

e

]

V C c C+t

V C c C+

D S D(ê) + <VO(ê), (C - ê)>

O(ê)S D(ê) + <VD(ê) , (C - ê)>

E portanto ê é solução de

minimizar BL(C)

C € Co

DI.(C)

ol.(c)isto e

Consideremos C obtido de Lema 4.3

Assim sendo, Õ é um mínimo do problema linearizado com

solução ê e, pelo Lema 4.1, C obedece uma condição necessa'ria dc



Aliás,o lema (4.3) poderia scrmclhor explicitado, in-

dicando que qualquer que seja a subsequência {Ci} i c J correr -
gente (e existe pelo menos uma), o limite da sequência é um non

to estaca.onãrio no sentido cle ser solução do problema de designa
ção de capacidades linearizado ao redor de si mesmo. Este fato é

decorrência trivial da prova aci.lula.

Na Fig. 4.3 plotamos em papel dilog os custos dos ser

viços de telecomunicações do si.stema Transdata. da Fig. 4.1

e

mínimo prol)lcm(t] ocal do concavo.

Até SO km
+ De 50 ã 100 km

x De 100 ã 300 kmCusto

900 .0 00 +
8

X

+

e500. 0 00
X

+

e
300. 000

X

+

e

2 00. 000

CAP/\CID/\DI

300 1200 2400 4800

Fig. 4.3. Gráfico (dilog) parcial dos custos da Fig. 4.1
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Esta figura concorda ein quc uma boa anroximacão conta
nua para os custos dos canais pode ser dada nor

log Dj. : a log Ci + bi
ou

\

D(C) : .[ Kj Ca (K; = Cbi) (0 < a < 1)
:.l .L .L . ' '

As funções deste tiDO são denominadas, na li.teratura

de redes de computadores, por funções ''nower la\r'', que são um ca
se importante de ftmções custo côncavas.

Estas funções foram veria.cadas serem excelentes apto

ximações contínuas para os custos dos canais de redes exi.stentes,
entre elas a rede ARPA.

Como jã vimos, as condições de Kuhn-Tucker (4.2) são

condições necessã.ri.as para a solução ê do problema CCA-CONC)

Para o caso das funções ''pot-rer la\*''', ou seja D.i (cj)
Ki Ci temos que a equação i.) é satisfeita se:

a-l laK. C 0l l
(êi- fi)Y

....-.. êa- ll
ê

akiy

fi

(êi-íi)z
0 (a. K / 0)

a-l
e.''7'

l
Bfi l

aKiy êi-fi
0

a-l
-- ê.l

gi
c.- f.1 1

0 B fi
a Kiy

'i
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a+l
- ê.'l

a-l
- 2
C

l 0

0

f. - p .
' l f" l

l -cl

íi - gi ê: :

(ci - fi > O)

'--- c.
l

E agora, os valores de-Be ê bão ajustados por algum al
gorítmo iterativo de determi.nação de zeros de funções.
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4.5 - Capacidades l)iscrctas

Consideraremos agora, o caso real em que as capacida-

des dos canais são escolhidas de um conjunto finito de capacida
des di.snonÍveis

Para cada canal Aj. assumi.remos um conjunto Ei formado
por Kj. Opções de capacidades viáveis (Ci > fi) e disponíveis, d.i

gamos Ej. : {Cil , Ci2,...' Cik:} .

O problema CA pode, então, ser reescri.to como

P roblema CA

D(C)

T(C)

:E: Di Ki)

.L y ...l!,.
Y i:l Ci-fi

m].n].gizar

sob

C E Ei l

<

: TFmX

(l S i g BÍ)

Como já observamos, devido ã sua natureza combinatd -

ria, o cálculo da solução exata do problema necessita de grande

esforço computacional. Por outro lado, visando a simnlifi.cação

de sua solução, o problema pode ser di.vidido em vários estágios
intermedi.ári.os. Nesses estágios, são incluídos um nor vez os ca

naus da rede para serem determinadas suas canaci.dades. (Princí' -
pio de otimali.dado de Bellman)

Lema 4.4: Se (CI,..., Cjl) é uma designação o'tina de canaci.dados
para o prf)blema CA então
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Cll.l) e' uma designação õtima para

}T- l
[

i:l
minimizar Di (Ci)

sob
l M-l . X
Y i:l Ci-fi

f)t

cu- fFI

C. c E.1 1

Prova

Suponhamos nor absurdo que (Ci,..., CM.l) não ê
solução õti.ma para o problema acima. Assim,existe (êl
tal que

l

uma

l.. ";:
Y i:l Ci- fi : '*"* ' Ih-,

C. c E. e
1 1

bt- l

iE: D-i (Ci) «

b'í- l

i=: Di (C;)

Então, considerando ê.L{ = CM temos que
f.l

Y i:l ê:- f
' l l

C. c E. e1 1

iE: ni(Ci) « .EI Di (c;)
, CÊI) não é desi.gnação atina nata o problema C.â

S T}.tAX,

donde (CI,
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Assina, estamos com um problema cornbi.notário cona cstrtt

tuta compatível com um modelo de decisões sequenciais. Por isso

um método a ser utilizado é o dc programação di.nâmica, que enume

ra impli.citamente as soluções viável.s para o problema.
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4 . 3. 1 O a18orítmo clc ProFraniação Din:imica (PROGL)IN)

Esse problema de alocução de capacidades aos canais cla

rede, como observamos, Rode ser transformado numa sequência dc )l
estágios para solução dos Sub-problemas

Sl: D](t]) = flin o](c].); (2 S K S ft) Sk: Dk(tk):)Tin Dk(ck)+Dk.l(tk.2

ri (ci) 5 ti rk(ck)+ tk-i E tk

CI c EI Ck c: Ek

onde,l S iS }l,Ti(cj.) : --:L-- ;:-l:- e tF{ = T:.!AXY Ci-f

A solução fi.nal do nrob]ema é a so].ução de D}Í(T}.!AX)

obtida depois de se resolver os }.l estágios sucessivos SI,... ,S:.!
No estágio Si, é considerada a solução para o i.-ésimo arco da rc

de. Neste esta.gio são armazenadas as soluções com atraso ril6dio t
não superior a T.,..v.i\l/\A

Às soluções armazenadas ficarão associ.ados o par custo

(D) e atraso me'dio (T) correspondentes a uti.li.zaçao das capacida-
des nos canais considerados em cada estágio.

Uma solução com nar (T,D) é doma.nada pela solução cam

par (I',b) se T > T e D > D. É óbvio que em cada estágio devemos

armazenar apenas as soluções não comi.nadas, o que nos permitirá e
conomia computacional

Chamaremos TDn a tabela contendo o conjunto de todas

as soluções não dominadas do estágio S. (l S n 5 f!), Suporemos a

tabela classifi.cada em ordem crescente de custo (Dl< Dp< D3<... )
Vale observar que TDn está também classe.ficado em ordem dccrcs-

f

l

l
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cento pelo atraso médio (Tl> T2> T3 >...) pois não clcvc tcr cJc-
mentos dotninados.

[)escrevercmos, agora, como TI). pode ser construiu
partir de TD. .s-l

No esta'gio S.S=.L' Snl v'='wvaBb uv\LL / L&a u/vaLA

ções viáveis e não dominadas nata a sub:rede com arcos AI,.. ,.As-l
Para o estágio S deve-se ter o acréscimo do arco A. na

sub-rede considerada. Para este estágio consideraremos

ks : o nu'mero de opções de capacidades viáveis (Cl>f;)

disooníveis, ou seja, Es :ÍCsl, Cs2,... ' Csk.}
A estas capacidades de Eç associaremos seus custos

, dsk. (dSi : Ds(Csi)) e a contribuição ao atraso mé-

'.:, ';:,..., ';*; G;: : t

l a

t a])e] a Tna

ds 1 , ds2 ,

dio
f i

C fSI l

Agora,construí'remos as tabelas auxiliares TDAI,... ,TDAk

'soma do par (tsk,dsk) a tg
dos os elementos da tabela

Note que o tamanho de TDAk pode ser menor que

TDs-l visto que as soluções com ts > TI.[AX são eliminadas.
Fi.nalmente, TDs é construída fazendo-se um ''merge'' das

tabelas ordenadas TDAI, ... , TDAks' Ao se fazer o ''merge''.as sg
luções dominadas podem ser eliminadas

Com o procedimento descrito, podemos construir recurso

vamente as soluções de todos os estágios até S}.{.

S

TD lS

de0

onde

TOAk ê TDs-l+ (tsk, dsk)
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A solução do probJ-ema é a solução de menor custo na ta

bela TDF.l (lembrando quc todos os elementos da tabela tem atraso

médio não superior a TbTAX) que consequentemente corresponde a se
lução não denominada de maior atraso mé'di.o viável
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4 . 3. 2 O AlgorÍtmo para o ''Níerge''

Neste í'tem, descreveremos um algorÍtmo, nata se fazer

o ''merge'' das tabelas, que se verificou dos mais eficientes para

essa aplicação. Va'rios outros podem ser usados dentre os qual.s

destacamos o descrito por Geria em [2]
O algorí'tmo constroi a tabe].a TD. a partir das tape

las TDAI,.... TDAk

Considere ks apontadores PI'... ,Pks que servirão para
indicar a ordem crescente de custo dos elementos das tabelas que
fazem parte do ''merge''.

S

'*s ;"'''"*;
O algorÍtmo pode ser descrito como

enquanto <existe solução em alguma tabela auxiliar>

faça ll<ordene os ponteiros de tal forma que: cug.
to do apontado nor PI S custo do apontado

por P2 < ... < custo do apontado por Pk >;
<armazene o elemento apontado por P. em

TDs verificando a dominânci.a com o ante -
Flor > ;

<aponte PI para a próxima solução da mesma
tabelas

S
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4. 3. 3 Comnlexidadc do AlgorÍtmo PROGDIN

Para avaliar a complexidade do algorÍtmo denotaremos
por

Ls o tamanho da tabela TDs no estágio Ss
L um limite superior para os tamanhos das tabelas

(L : max { Ls: s:l,... , NÍ} )

i.ÍT o número medi.o de trocas para ordenar os ponteiros
em cada iteração do ''merge''

K um limite superior Para os números de capacidades
disponíveis para os canais (K : max {Kç:s=1,...,}.T})

ba ' .L

Assim, para construir TDs no estágio Ss são feitas
2 (Ks ' Ls.l) adições para se construir as tabelas au

xiliares

bTT (Ks ' Ls.l) comparações para se ordenar os ponteiros

2 (KS ' Ls.l) comparações Rara se testar a dominânci.a
das soluções

Com i.sso, o número de operações (NOPD) nata o algorÍt-
programação dinâmica pode ser l i.citado por:

= E. (I''TT+4)(Ks'Ls.l) : (bn'+4) E (K..L...) S bl.L.K(}TT+4)
s =1 ' ''' s=l

e

mo de

NOPD

O termo L depende muito da natureza do problema e é
muito difx'cil de se estimar. Um limo.te óbvio (mas sem interesse

prático) para L é Kí'i, o número de todas as combinações possível
das capacidades dos canais.

O termo FIT, que também depende muito do problema, é

esperado ser pequeno pois as tabelas levadas para o ''merge'' es

tão ordenadas, crescentemente com o custo e se não houver eliminacão

S
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tão ordenados crescentemente com o custo.

Como se percebe nelas análises de conmlexidades deste

e de outros algorítmos para o merge no problema de programação di
nãmi.ca, a escolha de um ou outro é totalmente heurística. Para a

apresentação do algorítmo que aqui foi descrito, nossa esperança
é que se consi.ga eliminar grande número de soluções para se obter

um tamanho maxi.mo de tabela (L) não muito grande e que o número

me'dio de trocas para ordenar os contei.ros (bíT) seja pequeno deva.

do às ordenações inicial.s das tabelas

i ni ci a] elententos das tabelasos auxiliaresprimeiros tambémÍ csC
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4 . 3. 4 Usando l:limo.nação DO r Custo

O algorx'tmo apresentado tem seu interesse nrãtico au

dentado na medida em que se consiga maior eliminação de soluções

nos estãgi.os intermediários, tanto por dominância como nor envia

bili.dade (T > TI..IAX)

Surge, então, a ideia de se eliminar soluções através

de seu custo. Isto pode ser fei.to a partir de alguma solução viá

vel (C > f e T S TI.{AX) pois qualquer solução com custo maior no-

deta.'ser eliminada. Toma-se Dlç.IAX como o custo de uma solução vi.â
vel e o algorÍtmo pode ser processado eli.minando soluções por do

minância, inviabilidade (T > TlttAX) e não otimalidade (D > DF.tAX)

A determi.nação de uma solução vi.a'vel pode ser obti.da

por muitos métodos, alguns dos quais apresentamos em 4.3.S. De

um modo geral o que se deseja obter e' um método que

obtenha a solução viável de custo nrõximo ao custo 6timo
dispenda menor esforço computacioni:l

Os objeti.vos acima são claramente conflitantes, daí a
necessidade da escolha do melhor método de determinação de uma

solução viável ser avaliada nata o particular problema a ser re
solvido
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4.3.S - bTétodos para se Determinar uma Solução \ri8'vel para o I'ro
blema CA.

Apresentaremos, aqui, alguns métodos para se determi-

nar uma solução viável, para o problema de designação de capaci-

dades, que poderão ser usados para a determi.nação de um valor pa

b.IAX' Este valor poderá ser uti.li.zado em PROGDIN para a elimi
nação de soluções pelo custo.

Lembramos que cada

des viável.s C.l, Cj.2,..'' Cikj
Para facilidade, a função custo pode ser lineari.zada,

por exemplo pelo método dos mínimos quadrados, e o problema de
designação de capacidades resolvido como o caso li.near aoresenta

do em 4.1. Como resultado,teremos soluções contínuas para os ca

naif, digamos CI,..., Cbl'
Os vários métodos que apresentaremos serão formas de

se discretizar a solução contínua encontrada

A. Usando PROGDIN

Uma opção e usar o próprio método PROGDIN para a de-
terminação da solução viável. Adotaremos uma versão reduzida do

problema para o qual o conjunto de capacidades viáveis é formado
pelas capacidades originais que definem o menor intervalo fecha-
do que contém a capacidade 6tima no caso contínuo.

Agora, considerando o número de opções reduzido con -
forme o descai.to, resolve-se o problema de desi.gnar estas canaci.

dados pelo método de programação dinâmica (PROGDIN) sem elimi.na-
ção pelo custo.

canal A K dtem oes

e

l i OPÇ e capacida
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A vantagem (leste n?c'todo esta em obter o mclllor custo

para uma discreta.zação da solução contínua e sua desvantagem cs

tá em ser o de maior complexidade computacional

B. Anotando capacidades disponíveis inferiores e depois as supe-
riores

Aqui, como no Item anterior, adotaremos orla versão re

duzida do conjunto de capacidades v'i.âveis que seta formado pelas

capacidades originais que defi.nem o menor intervalo fechado que
contém a capacidade atina do caso contínuo.

A solução vi.ãve]. procurada é iniciada tomando para ca

da arco a menor das capacidades di.sponíveis.. Como esta solução

não é viável, arcos vão sendo escolhi.dos para lhes serem design.g
dos a maior capacidade disponível até que a solução se torne viã
vel

O critério, para se escolher o arco, dentre os que es
tão com a capacidade menor, ao qual seta designado a maior capa-

cidade disponível, é o de escolher o que proporciona menor ganho

de custo por unidade de atraso médio. Chamando nor ÃD; a di.feren

ça de custo e por ATi a diferença de contei.buição para o atraso

medi.o entre as duas capacidades disponíveis para o canal Aj , pg
demos dizer que o arco que tem sua capacidade aumentada é o que
prof)orciona menor valor de ''i

Este método é i.nteressante por ter complexidade me-
nor que o primeiro. Sua desvantagem é a de obter uma discretiza-
ção com custo geralmente, pior que o algorÍtmo A.

C. Adorando capaci.dades disponíveis superiores

A partir das capacidades do caso conta'nuo uma solucão

ATi
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ara cada canal a capacidade

discreta imcdiatainentc superior ã canaci.dado 6tima do caso conta
nato.

ível pode obtidaVI adorando( ser se(

!iem Gesta método e ser comDutacionalmcnte sina

pies, pois tem complexidade inferior aos dois anteriores. No en

tanto, o valor obtido para DbíAX seta maior, o que nos dá um va
lor pior que os descritos anteriormente

/\ ventaC



4.3.6 - Alguns rc,stiltados conlpiil'lindo métodos dc cliininação poi
cus to.

Alguns excinplos foram executados para comparar os }né-
todos de eliminação por custo apresentados em 4.3.5.

Lembramos que estes métodos buscam determinar uma so-

lução viável que será usada no algorÍtmo PROGDIN para eli.mina -

çao por custo e estão sendo utili.zados para discreta.zar uma se
lução contínua

Estes métodos são

A - Utili.zando PROGDIN

B - Adotando capacidades infere.odes e depois as superiores
C - Aditando as capaci.dades supera.odes

Exemolo l

N : 9 (Número de nõs)

M = lO (Número de Arcos)

KI : K2 :...: K = 18(Número de capaci.dades disponíveis para
cada arco)

L = Tamanho da tabela

MT = Número médio de trocas para acerto dos ponteiros
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lixcniplo 2

10

KI : K2

L = Tamanho da tabela

MT Número medi.o de trocas para acerto dos ponteiros

Sem eliminação

L 1 - bn'

11 1 1. 7

17 l 2.5
24 l 2.3
31 l 2.7
38 l 3.2
76 l 3.5

l07 l 2.6
128 l 2.6
PR(IX;DIN: 2 . OS

ALG. : O

Total : 2.05

ALG. A

i, l Bn'

11 1 1. 7
17 l 2.5
24 l 2.3
24 l 2.9
i8 l 3.i
38 l 3.2
18 l 2.1
l l o

PROGDIN : O . 88

ALG. A :0.23

Total :l.ll

ALG.B

L l Mr
11 l 1 .7

17 l 2.5
24 l 2.3
24 l 2.9
18 l 3.1

38 l 3.2
18 l 2.2

l l o
PROGDIN : O . 82

ALG: B : O. 03

Total :0.85

ALG

L

C

2

3

4

5

6

7

8

9

11

17

24

30

24

50

33

15

PROGDIN

ALG. C

Total

l

2

2

2

3

3

2

2

1.

0.

l

7

S

3

7

2

7

5

5

l

02

12



PROBLEMA DE ROTEAMENTO DE NIENSAGENS

5 . 1

2

l

2

5 . 3

5 0

5 . 5

5 . 6

Ccindi.ções de fluxo estacionário

[) método FD

Descrição do método FD

Defin içã o do operador FD

método FD como um método de direções viáveis

flu xo inibi al viáve l fo

determinação do passo Àk
Aplicação do método FD ao problema de roteamen

to de mensagens FA-CONV

problema de menor comi.nho

O algorÍtmo de Flo yd (F)

algo rÍt mo de Oij k sETa (O)

algorÍ t mo modífi ca do (M)

5

5

2

2

5 . 7 0

5 l

5 0

5 . 7 0
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U problema dc loteamento dc mensagens e a determina -

ção dos caminhos que as mensagens percorrem na rede entre cada

par de nõs. A determinação desses cama.nhos determina, também ,

o fluxo nos canais da rede. Por isto,este problema também é cha
mado de problema de designação de fluxo

Conforme mencionamos no capítulo três, nossa analise

estafa restrita ao loteamento determinístico por turnos, isto é,

o roteamelato de mensagens entre dois nÕs é alterado determinis-

ticamente após uma certa quantidade de mensagens enviadas.

Denotando-se por

f : (fl, f2,

C

o fluxo nos canais

2' '''' CM)' as capacidades dos canais

o fluxo médio do nÕ Vi ao nõ Vi correspondente a men

vagens originadas no nõ Vk com destino ao nõ VZ

fij o fluxo médio do nõ Vi para o nõ Vj

NN
flk,t)f EEij ZJk:l Ê;l

fl o fluxo médio no canal A l

jse Ai: [vj' vk] então fj.: íjk + íkjl
demanda média de tráfego entre os nós Vl
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v i ,k,l;l S l,k,l S N

: .Çk,d
j = 1 J ]-

y .Çk,o
j=t ]'J

rk2 se
r.. sei=1 ]'KI '

o caso contrario

{f : (fl, E lIRM tq. f c F e Vi, l $i<N1; 0Sfi< Cj }

O problema de loteamento de mensagens pode ser rees
cri.to como

119111.ça3 (''Flow ass i.gnment'')

Dados : Topologia da rede

C : (CI, C2 ,

mini.gizar : T(f) (atraso médio)

sob restrições f c F

Para fao.l i.dade no tratamento do problema assumi.remos

Ci / 0 (1 S i 5 M), pois, para Ci: 0 obviamente qualquer solu-
ção viável deveria ter f l

Se observarmos o conjunto de fluxos vi.ãvei.s F podemos

concluir que F é convexo poi.s se f, f c F então

vi, l $ i $ b{ O < f. < c.
: l 'l
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Vi , k , p., l $ i , k ,!-<N

.?: ;í},'' - ,?: :!} l :ii
0

se

se

caso contrario

Í:'k« se

se

caso contrario
! ÊÇk,a

j :l J l
e }Çk, !)

l J

e V f = Ài + (l -À) } (0 5 À 5 1)

temos

Vi, l S i. $ b{, 0 = fi < Ci e

V i, k, Ê , l $ i, k, tSN

y fçk, ©
j=t J]' : ;:F:$.-'*'-*, ;g' ''lN (k,z).i '''(l-À)E iJj ::

\

;l(k , z)
:' J

rk !. se

rk R. se
0 caso contrario
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5 . 1 Contliçõcs dc fluxo cstacioilãrio

Definição: Um fluxo F c: F é um fluxo estacionário sc c soincntc

se il E:>0 tq

IA? . R", llAÍ ll « : e K.AÜ . FI -, ITa'An à Ta)j
(F é o conjunto de fluxos vi;áveis como descai.to no i.nÍcio do ca
PÍtulo)

Note que o fluxo f com a propri.idade descrita acima

é um ponto de mínimo local para o atraso médio (T)

Um novo fluxo em torno de Ê pode ser obti.do de uma

combinação convexa de f e algum outro fluxo v c F. A esta combi.

nação chamaremos um desvio de fluxo. Um desvio de fluxo pode,
então, ser expresso como

f' (l -À) Ê + Xv } + X(v - f) onde 0 $ À $ 1

Lema 5.1: Seja T(.) diferenciãvel e localmente convexa em fcF
Então Ê c F é um fluxo estacionário se e somente se

M

k=]. k(vk-ik) : 0, V v c F

Prova

f estacionãri.o -.» V v c F, kEI 2k (vk - ik) à 0

Se f é estacionário. então a c> 0 ta] aue
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(i+AÍ) cl:l-' 'i'(F'Ai:) : 'r(í)

Seja v c F

Como F é convexo, V À c: IR, 0 $ À $ 1

f + X(v - f) c F

Também, E: ]R, 0 S X g l tal que

VÀ 0 $ À < X ! l - llÀ Cv

Portanto, VÀ : 0 S À < il se tomarmos A11 = X(v - i) te

mos que AÊ E: RM, llAill < e e (i + Ai) E: F donde por F ser esta-
cionário

T(Ê + X(v - Ê)) = T(i)

-*<VT(i), X(v -i) > + 0(À(v - i)) ?0

com lim --9:.(À(v - i))
À-'''o... À

(5. 1)

( 5. 2 )

De (5.1) temos que VÀ, 0 É À < À

<VT(il), (v - i)> + 0'(À(v-i).} z 0

e de (5.2) segue que

À

<VT(i), (v - F)> z 0

P
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isto e

bl

2k (vk-fk) : 0, V v c: F

Provemos agora que a condição é sua.ciente, ou seja

V v c F, .E. Êk (vk-fk) à 0 - ié estaca-onãrio
K=.L

Como T(.) é diferenciãvel e localmente collvexa em

F é convexo entãoEI e > 0 ta] que V f c ]RM, llfll <c e (il+f)eF

T(i+f) à T(Í) + <VT(i), f > : T(Í)+ <VT(Ê),(i+í)

.ndo v = f + f c F

T(v) à T(i)+ kEI Êk(vk - 1lk)

utilizando a hipótese temos T(v) à T(i)

Donde f é estacionário.

Do lema que acabamos de demonstrar temos que

}1

í é estaca.onãrio '--, kEI 2k(vk'ik) : 0' Vv

M b{

k:: k "k : k!: 'k 'k v

*::'k "k à k:, 'k ;

FC

k
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Mas f E l;,logo

i i; estacionário ..-* min E t, v.. . K K
. K=.Lv c I' k

Para f c F esta condição é fácil de ser verificada jã

que min kEI I'k vk é o custo do fluxo de menor peso sobre a re
de com pesos Êk

:Lema 5 . 2 : A função T(f)
M f
E . l

i:l c. - f.1 1
ê estritamente

convexa em F

Prova

Por [7] temos que T(.) é estritamente convexa em F se

v í, i € F, f/ r'- <rvT(]1) - VT(f)) , (f - í)> > o

«- «'"';'-«..,., ';-',»: -t :?: Idh' - '.:,:l';:-':,
Assim, se

um dos casos
poderemos ter para cada i (l Si. S )l)

i) f. > O
l

< c. - f
1 1

(Ci - fi)2 < (Cj. - fi)2

(Ci-fi)2 (Ci-fi)2



8()

c: c.

' aJU- n?:P » '

c.
:.. l l

.(Ci-fi)2
(fi-fi) > O

ij.) fi - fi < O

Analogamente .ao caso i) teremos

[&,: - :h:] ';: --':, ,.
iii) f. - f. ; O1 1

ci
(Ci-fi)2

donde
c . l .

Kb,:J "t fi)

Portanto se f / f teremos <fVT(Í)- VT(f)] (f-f)> >o

donde T(.) é estritamente convexa em F

Com as Suposições do capítulo três, a função T(.) do

lema anterior é a função que dã o valor do atraso medi.o a par-

tir do fluxo nos canal.s. Assim,é bastante natural assumi.r T(.)
convexa em F. Neste caso, para o problema de loteamento de men

vagens

Nlinimizar T(f)

f c F



onde T(.) Õ convexa cm [; e ]: õ convexo.a condição dc fluxo esta
+a = =.+ =

cionarío e uma condição necessária e suficiente de otimalidiidc

jã que nos fornece um mínimo local que com estas hipóteses õ ú-
nico.
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5 . 2 O método l:D (fiou dcvi atioll)

O resultado do ítein 5.1 prova que se F não õ um fluxo

estacionário do problema, então o fluxo f' de menor custo sobre

a rede com pesos {Êk} nos canais é uma direção de diminuição do

custo. Isto é, numa vizinhança conveniente de {, i + X(f'-i) de

termina um atraso médio inferior de T(f). Tal constatação suge-

riu o método FD para a determinação de fluxos estaca.onãrios pa
ra o problema de loteamento de fluxo.

O método FD se utiliza de operadores definidos por

FD(v,À) : F -+ F

FD(v,À) o f ê Cl-X)f + Xv

onde v c F e 0 < À < l

o que se procura é a partir da apli.cação repeti.da de FD(v,À) (co

meçando por um fluxo inicial fo) produza.r uma sequência {fn} con
vergente para um fluxo estacionário. Os valores de v e À usados
em cada aplicação serão i.ndi.cados adiante
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5 . 2 . 1 Descri.ção do método FD

O método FD para roteamento de mensagens é definido a
baixo. No algorítmo apresentado, c é uma tolel'anciã positiva u
tili.zada na prãti.ca para a parada do processo iterativo. Isto

se dã quando o ganho no atraso médio de uma solução já não é um

valor significati.vo se comparado com o da solução anterior

AlgorÍtmo FD

<encontre um fluxo viável i.nicial fo >

n 'e -l;

Repita l n 'e n+l

fn+l «.- FD(vn, Xn)

até que T(fn) T(fn'l)



5 . 2 . 2 l)e fiilição do opct {idol' FD

O teorema abaixo define o o])orador FD (. ,.) a scr usa

do nas iterações do método FD e prova a convergência do método

a partir da definição dada

!Ê911112...!.=.!: Se,em F,T(.) é contínua, ].i.mitada infere.oriente. es

tritamente convex.a, tem primeira derivada parcial contínua .Ê.
não negativas segunda derivada parcial finita e em FD(vJ ,Ài)
tivermos

v] â fluxo obtido de se fazer todo o loteamento entre dois

nõs pelo caminho de menor custo sobre a rede com pesoslÊk}

'k : '=* 1: : .:
Xi solução de mi.n T ](l -X)f + Xv]

o < À < l

Então o método FD converge para o mínimo global do problema
FA

Prova

Devemos mostrar que lim fn : f+ onde
n->oo

f* é o mini.mo global de T(.) em F e {fn} é a sequência gera-

da pela apli.cação recursiva do operador FD e partir de um
fluxo inici.al fo. A sequência associada {T(fn)} é monotonica

mente decrcscente e limitada inferiormente por t* ê T(f*) de
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vcnclo portanto , corlvcl-gii

lim T(fn)
n"">a)

Definindo AT(ft) â T(fl) - T(FD C) f2) T(fl) - T(f2'1)

temos

mas

T(fn)
R,=n

AT(fÊ) : 0 V !, donde lim AT(fn) : 0
n ->oo

2
E AT ( f '" )t

(1)

Consideremos a sequência {fnlne N onde fn € F

V n c: m , 0 $ fn $ C

Logo {fnln c W é uma sequência compacta e portanto

=JCH ef cF tal que

{f'}. . ,
Mas

onde

fiel ; FD(vi, Àj.) 0 fi

1 : arg Nlin <VT(fi), f>

À] : arg Mi.n T ((l - x)f] + À viJ
o < À < l

Como vl é a solução de um problema linear temos que ca
da v" esta associado a algum vórtice de F c como os vértices dc
F. são finitos :t J' c J



{lf''ln c: J ' f e vii = v , V n c J'

Jã vimos que {T(r:n)} n c: ]N é convem
é contínua em F então

{T(Fn)}n :N -- T(f)

também é uma subseqt.iência

Seja J'' C J tal que {Xn}

Suponhamos X > .0

Como {fnln c J'.

então {fn+lJn c:J'. f +.X i e {T(fn+l)} n c J.. -'T(f)

Mas T(.) é estritamente convexa, logo

T(fn + --L- i)< --L- T(fn) + --L- T(fn + 51 Ç)2 2 2

Assim, para n E: J'' suficientemente grande fn + À v

a preferível ã fn + X v

Portanto, por contradição,

À = 0, V J''CIJ' talque {Xnln E: J..

Isto é, {Xnln c J' -- 0

Tivemos então que

{fn} - f:;:9Ífn+l}. . ., -. f Ífn+l : fn + Xn vnn É: J'

r(gente )e COITIO.

compacta

n c J''

2

seta

J'
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Logo por indução

{fnln c: ]N

Suponhamos, por absurdo, que f # f*.
Como T(.) é estritamente convexa t' > t';

Sejat(À) êT ((l - À)f+Àv] , 0SÀSlondevéo

fluxo de menor custo sobre a rede com pesos {Êk} calculado em
f

Usando a expansão de Taylor

onde c é um valor apropriado no intervalo (0,À)

Asse.m a equação acima torna-se

T(À) - T(O) É ÀO + --l À2 M

....L x2
.]

d2T

2

T(À) : T(O)

À;o

(2 )

onde

e

lse >

11 M ,l. M

0 k=1 dfk (vk'fk) : kEI tk (vk-fk) $ 0

M = limite supera.or de g.É! (note que M > 0)
dÀ2

Lembrando que -AT(f) A min IT(x) - T(o)j
zando ambos os lados da i.nequação (2) sobre À obtemos

0'/2M se
AT(f) Ê

M/2
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o (ltic poclc scr recscrito como

AT(r) : --M-
2 ««l$ :1 (3)

Consideremos agora

T(À)'âTf(l-À)fn+Àf*] (O$À Si)

T(À) é estai.tamente convexa, portanto está acima de
sua tangente em À = 0

T(À) à T(fn) lk c'il' 'P

"d' 'k : ''&.n l f:fn

que para À : l e lembrando que T(fn) à t'

M

T(f*) : t* : t' + kEI lk(fk , fk)

Seja v o fluxo de menor custo calculado a parti.r

t* à t' '- kM: 2k(vk - fk) '

Usando a definição de 0 temos

de

t ' - t * 1l l o l

Introduzindo (4) em (3) obtemos

AT(fn) à y..Mina(l!----.7.-- , l 1» > oz l M' l

(4)
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Assim

lim AT(fn) > 0

n -> co

o que contradiz (1)

Portanto f: lim fn
n ->oo

f*
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5 . 3 O mõtoclo 1:1) como um mõtoclo dc dircçõcs viáveis

Consideremos o problema FA que deterntina f c: 1: tq.
T(f) : itlin T(f) com a função T( .) sati.sfazendo as condições clo

fc:F
teorema 5.1

Da literatura de métodos de direções vi.ãveis podemos
destacar

l Um vetou H é dito uma direção viável em f c F se e

xisto um E:>0 tq: (i + ÀU) € F, y 0 $ X<.c

Uma di.reção U é dita uma direção usãvel em i
a di.reção é via'Fel em Ê e <VT(i), P> <o

Se nenhuma direção viável em f é usãvel então f é um

ponto de mini.mo de T( .) ém F

Um método de solução para o problema enunciado ini.ci.-
almente é um método dç direções viáveis se

i) o ponto i.nicial fo é viável, isto é, fo c: F

ii) o método gera pontos viáveis f] , j.: 1, 2,... e

sendo obti.do fK uma das segui.ntes decisões pg
dem ser tomadas

Dl: fK é a solução Õtima do problema
D2: o problema é i.limitado

D3: um ponto fk+l pode ser obtido tq.

T(fk+l) < T(fk)

Neste caso, a determinação de fk+l consistira de
duas partes: em nrimeirn liionr i-n- n.-..=. ...=

FC se11

1 11

lv
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vel Uk cm fk õ .lctcrminada c, c.ntão, um ''t.anta -

nulo dc passo'' XK é determinada t(l

fk+l : fk + Àk pk co.: fk+l e ]: e

T(fk+l) < T(fk)

iii) Se deck-são D3 é tomada em ii) então a escolha de
uk e Àk deve ser tal que lim T(fk) : T(f)

n ->oo

No método FD, é tomado um ponto fo c F e depois são

pontos fl, f2, .... tais que

fk+l ; (l - ak)

vk : fluxo de menor custo sobre a rede com pesos

onde Ê. =l

tomadas

M

1::: ': ": :min
fcF

ak : mi'n T [(l-a)fk .b avl(J
0<a<l

Assim esta sendo tomada uma direção vi.ãvel uk : (vk-fk)

«VT(ík), uk»: ::l . 'k : i:ll li k . ík)
Mas

M Mk kE 2. f < 0Vli:l i:l

portanto p' é uma direção usãvel
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O passo esta saldo tomado como o rcsliltaclo da otimi

ção unidimcnsional

..i« [ík . À uk]
o<À< l

Também a convergência do método é verá.ficado conforme
mostrado em 5.2.2.

Podemos, então, concluir que o método FD aplicado ao

problema FA é um método de direções viável.s que converge para o
mínimo global do problema proposto.

Na reali-dade, ele é uma versão do chamado ''steepest
descent''
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5 . 4 O fluxo iilici al viã vc l fo

O método FD, utilizado para a determinação do rotea -
mento dc mensagens em uma rede, converge para a solução ótima .:l

partir de um fluxo viável inicial. A determinação do fluxo viá-
vel inicial pode ser feita adotando-se o algori.tmo que descre't'e
remo s ne s te it em .

Este algorítmo parte de um fluxo viável para uma de

manda de mensagens menor que a demanda solicitada (R). A seguir,

fluxos sucessivos vão sendo determi.nados de forma que a cada no
vo fluxo a matriz de demanda atendida é aumentada

O algorÍtmo para quando se anta.ngiu a demanda R ou se
deck.di.u pela i.nvi.aboli.dade do problema dentro de certas tole -
rânci.as pré-fixadas

Algorítmo Para Determi.nar Um Fluxo Inici.al Vi.ãvel

. Seja f um fluxo obtido de algum loteamento da demanda R,

pl um fatos de redução dos fluxos nos arcos de tal forma

que f'. = PI f é viável(fi < C) e n: l

1. fn é vi.aTeI com matei.z de demanda Rn : Pn R.

0

nf kSeja a max
ckn k

Observe que an < 1 pois fn < C.
a

Se o algori.tmo terminou poi.s basta tomarmos
Pn



f' = ---!-- c tc remos

V.L : 1, 2 , M : --fk
ck ckP:l

Portanto fo < C e fo satisfaz a matriz de demanda R

s. :2-- » l

Pn

Seja Pn+l : c:Pn + (l-E) a-- (0 <
n

Como an < 1 então Pn <Pn+l < 1)n

Seja gn+l : fn . On+l
n

Como fn satisfaz matriz de demanda Rn : Pn R então gn+l
satisfaz matei.z de demanda Rn+l : P.+l R

Também, V k = 1, 2, ..., M

an ' l ' ' : 1 - E:(l - an) <l

Logo gn+l < C e gn+l sati.sfaz a matriz de

Pn+l R.

Seja fn+l : FD O gn+l

g k 1 . fk ' Pn+l < an

Ck Ck Pn ; Pn
E:Pn ' (l-e) b

'.

1)c <

l

demanda Rn+l

2



!) 5

3 Sc

ii. lk (r"'i-s:'i)l ": o ' ip....i - p.l «õi ;l

[ onde o e (5 são tolerâncias positivasJ

então pare poi.s o problema é inviável para as tolerâncias
0 e ó.

Senão volt le para com n + ln
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5 . 5 A dctcrminíiç:ío do passo Àl-

Para a determinação do passo Àk' utilizado em cada i
teração do método l:D, devemos resolver o seguinte probleitla

min T l.(i -À) fk + xvkl
o < À < l

Chamando de TX(X) : T [(l-X) fk + Xvk] o que devere
mos ter õ

T(Àk) : min T(À)
o < À < l

Pelo lema 5.2 a função T(.) é estritamente convexa em

F logo TÀ(.) é estritamente convexa em [0,1]

Assim, se ---g! ldÀ l. ..

Caso contrario, ou seja, se --41 / » 0 então Àk
dx l À: l

pode ser obtido apli.bando-se o método da dicoto

[o,l]
intervalomia no
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Seja c: > 0 uma tolerância de erro prã-fixad

a o ..- 0

ctl ..- l

i - l

Repi.ta

SoluÇ ( À )

l

Se -!!À.!-?l « o .«tã. AUX

i -.la

a i-l

i - 1 .:. i- 21

a

k {
À U
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5.6 - Aplicílção do método ]:]) ao pl'ob]cillíi (]c totciiillcnto dc ltlcns:i

Bens (l;A-CONV)

Assumi.ndo a aproximação NI/}l/l para o sistema de filas,
o problema FA pode ser reescri.to como

(FA-CONV)

dados Topologia da rede

C : (CI ' C2 ' . . . , Cb{)

minimizar T(f)
Y i=1 C:-f1 1

sob restrições : f € F (viabilidade do fluxo)

Observe que.lim. T(f) : a, característica esta que é

esperada de T(.) qualquer que seja o regime de filas,pois se a
taxa de atendi.mento é l a fila do canal terá tamanho i.nfini.to.

. ->l l

Para garantir a convergência do método FD para o prg
blema (FA) precisamos feri.ficar se a função T(.) satisfaz as

condições de convergência enunciadas em 5.2.2, ou seja, que, em

F,T(.) é contínua, li.mitada infere.ormente, estritamente convexa,

tem primei.ra derivadas parcial contínua e não negativa e segun-
da dera.vada parc.ial fi.nata

Verá.ficação das condições de convergência para

. NI f
T(f)

Y i;l C: - f

facilmente podemos ver que T(.) é contínua e limitada infc
l



A prima ra derivada parda l
c.l

K: -fi ) :

ê contínua e não negativa em F

A segunda derivada parcial

0 para i # j

1 2C.l
Y (CÍ-fj)3

riorntcn te

vi (l $ i $ NI)

d2T

para ]-;J

ê fi.nata em F

O Lema 5.2 mostrou que T(.) é estai. tamente convexa em F

Do que foi visto acima temos que o método FD aplicado

ao problema FA-CONV converge para o seu mínimo global
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S . 7 O problema clo menor caitiiitho

Pelo item 5.2.2 um tios problemas que deve ser resolvi

do para a definição dos operador'es FD(v,À) na aplicação do mato

do FD é o de determinar os menores caminhos entre todos os pa-
res de nós da rede

Os a].gorítmos comumente encontrados na literatura pg
ra a solução do problema de menor caminho são os algorítmos de

Dijkstra [8] e Floyd [9] . Numa anãli.se de suas complexidades,

o método de Dijkstra mosto'a-se mais eficiente que o de Floyd

Apresentaremos a seguir os algorÍtmos de Flor'd, de

Dijkstra e neste Últi.mo faremos uma modificação melhorando-o pg
ra esse ti.po específico de aolicacão
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S . 7 . 1 O algorÍtmo dc l:lol'd (F)

Um dos algorTtmos utilizados para resolver o problema
de determinar o menor caminho entre todos os pares de nÕs. de u-

ma rede é o algorítmo de Floyd [91

Para descrevo-lo, consideremos

V : {vl' v2' ''', vN} o conjunto de nós da rede

Z(i.,j) o comprimento do arco entre os nõs v. ev
(l $ i,j S N)

D(i,j) a distância dona vj. aonõ v.i' ou seja, a so-
ma dos comprimentos dos arcos do menor cama

nho entre v. e v

No algorÍtmo que descreveremos, que segue sua apresen
tação original, é determi.nado apenas a menor distânci.a entre do

is nÕs. Assim, o algoritmo precisará.a ser i.ncrementado para
obter o cama.'lho com a menor di.stância

AlgorÍtmo F

l J

l J

Para i de ]. passo l até N
faça Para j de l passo l até N

faça D(i,j) '- t(i,j)

Para i de l passo l até N
faça Para j de l passo l até N

faça
(1) Se t(j,i) < m

então Para K de l passo l até N
faça

(2) Se 2(i,k)
então

então D(j,k) *- !..ll

(3) S *- 0(j ,i) + D(i,k)
(4) Se S <o(j,k)

<
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A complexidade do algorítmo varia de acordo com o gt'íiu

clc concctividadc da rede. Para o pool' caso (uma reclc totalmente

conectada) podemos verificar que

O comando (1) é executado N2 vezes e

Os comandos (2), (3) e (4) são executados N3 ve:es.

Neste caso sua complexidade pode ser dada por:

Número de Adições: N3

2N3 2Número de Comparações N+



S . 7 . 2 0 i lgorTtnlo dc l)ij kst ra (1))

Um algorítmo encontrado na literatura para a solução
desse problema é o algorÍtmo de Dijkstra aplicado a (N-l) nÓs

Consideremos V : CVI' V2' ..., VN) o conjunto de nÓs
da rede e (i.,j) o comprimento do arco entre os nós V: e lr
(Vi,j, l s i,j $ N)

J

Defi.nindo

R(s,i) o nÕ qué rotulou o nÕ Vi na determinação dos
menores caminhos a partir de V.

D(s,i) a distânci.a do nÓ Vs ao nõ Vi,ou seja,a soma
dos compra.mentos dos arcos de menor cama.nho en
tre V e V

podemos esquematizar o algorÍtmo como

AlgorÍtmo D

S l

e

Para s de l passo l até N
faça para j de s passo l até N

faça se i : j
então D(s,j) .. 0

senão D(s,j ) .. D(j ,S) .. m ;

Para s de l passo l até N-l
faça

(1)

1 .- {].,2,..., N} - {s}
(2) enquanto l / /

faça

HI(S) detennine ro tq. D(s,ro) : . In D(s,i)
l -. l - {r.}

(4) para todo i E l

faça seen(Soi) » D(s,ro) ' l(ro'i)

llill:il:l: Xle,") ' "ü.,n.]



Nu cxc'ctição do algorJ'tnto, o comailclo (1) õ executado

N-] vezes. ]:m ca(]ii cxcctição do coillando (1) o cotnando (2) Õ cxc

citado N vezes. Na i-ésiina execução do comando (2), o comando

(3) faz (N-i) coma)orações ])ara a determinação de r. e o comando
(4) faz (N-i) comparações e (N-i) adições

Assim a complexidade desse algorÍtmo pode ser dada
DOr

N

Número de Adi.ções : (N-l) E (N-i)
i:l

N (N- 1) 2
2

H .

Número de comparações: (N-1) }1 2(N-i) = N(N-l)z
l
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5 . 7 . 3 O al gorTtmo movi fit lÍtIo

Sobre o :] lgorÍtmo l) algumas observações podem se r fei
tas

OBS.l Se for determinado o menor caminho entre dois itós então

estarão também determinados os menores caminllos ente'e

quaisquer dois nÕs do caminho inicialmente deter'minado,
ou

Se R(s,ro) : Vrl

R(s, rl) : Vr2

Vs vr
n Vrn-l Vrn-2 Vrl V'ro

R(s,rn) ; Vs

e X = {Vro' Vrl'

Então V xl, x2 E: X o menor caminho entre xl e x2 é
conhecido.

OBS. 2 - Se X e Y binarticionam V, são conheci.dos os menores caminhos entre

qualquer elemento de Y e qualquer elemento de V e .são conhecidos os

menores caminhos entre quaisquer elementos de x, então são conheci-
dos os menores caminhos entre quaisquer elementos dc v, ou

Se V = X U Y com X n Y =g

onde: V y c Y e v c V o menor caminho entre y e v é co
nheci.do

V xl' x2 E X o menor caminho entre xl e x2 é co
nhecido



llntiio V v.I' v2 c V o menor ciiniinho cnti'e vl c v3 õ t9
nhccido.

Destas observações temos quc

Se foi calculado o menor cantinho entre \rs e Vr., ob

tendo-se como nõs intermediários \rrl'... , Vrn'então

i) jã estão definidos os menores caminhos entre qu

em Vro' Vrl' . . . , Vrn(OBS. l)

ii) não é preciso calcular os m

Vr. , . . . , Vr. (OBS. 2)

alquer par

caminhos departirenojes a

Estes ganhos foram introduzi.dos no algorÍtmo D orodg
zindo

(Ver algorÍtmo M na próxima folha)
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Algorítmo )l

(1) para todos Vs E: Y
faça

C U {Vs} ;
{l,...,N}
{i c 1: D(s,i) < ml;

(2) para todo i c: RT
faça para todo j c {1,2,...,N} - RT

faça se D(s,j)> D(s,i) + !(i,j)
então

:(:ill : Xil;,u ''' 'u,j.!]
1 {- 1 - RT;

(3) enquanto
faça

D(s, ro) : Min D(s,i);ic:l

(5) para todo i c: l
faça se D(s,i) > D(s,r.) + Ê(r.,i)a-t+xY\..4 -/--' 't-'\-z9 a'./ ' x-'L'/) ',.J
então

R(s, i) '- Vr
Otslij .. D(g,r.) ,. 'ü.,id

,r.}; (nÕs intermediários do menor
caminho entre lrs e \rr.)

Z- {ro'rl'

R(ro's) ''- l;rn;

para todo ri c: Z {r }

faça

H R(T.,'P ' V:i-l'
r ) '- vR(r 0l

se IY-Cl> IY-Z-CI

então

x ' z;
Y '"



O l)ior caso tlo {ilgorÍtmo pi'ol)osso ocos't'c quitildo pai'a

todo clclncnto dc V nenhum ciimiitho dc menor distância tem nÕ in-

termedi.brio o que minimiza os ganllos das ol)scr\rações do item an
tenor

Neste caso, o comando (1) ê executado (N-l) vezes,qt

é o número de elementos para os quais se determina os menores

caminhos. Na k-ésima execução de (1) o comando (2) faz k(N- k)

adições e k(n-k) comparações (RT tem k elementos) e o comando

:(3) é executado (N-k) vezes. Na i-ésima execução de (3) o comam:

do (4) faz (N-k-i) comparações e o comando (5) faz (N-k-i) adi-

ções e (N-k-i) comparações (l tem N-k-i+l elementos)

Assim,no pior caso, a complexidade do algorÍtmo bl po
ndn nn'r'

lc

de dser
N-l r' N-k 'l

Número de adições: >1 jk(N-k) + }l (N-k-j.)l
k:l l i:l l

N (N-1) (2N-l)
6U

Número de comparações: Nlil ]k(N-k)+ }ik 2(N-k-ij] ; N(N-l)k:l L i:l J 2



PROBLEbM DE DESIGNAÇÃO DE FLUXO E CAPACIDADE

Fu nção Cu sto Co ntínua

Função Custo Li near

Fu nção Cu sto CÕ ncava

Função Custo Dis creta



u probJ.ema de designação de fluxo e capacidade procura

a determinação simultânea do loteamento das mensagens entre os

nõs da rede e das capaci.dades a serem adotadas para os canais

ltlantendo a coerência com capítulos anteri.odes , usam'e

mos a notação:

Cíi,f2, os fluxos nos canais;

(CI,C2, as capacidades nos canais;

s(f) {i, láiEM tq. f.i/0 }

TbMX mai.or atraso médio permitido

maior custo permitido para a rede;

o fluxo médio do nÓ Vj. para o nÓ V.i correspondente
mensagens originadas no nó Vk com destino ao nÓ VZ

fluxo médio do nó Vi para o nó Vj

f.' .'-: E E
l ]'J k=1 t=l

fluxo médio no

DMAX

fÇk,l)
].J as

íij

(k,l)
ZJ

canal Af
l 0

e l rvj'vk] então fi : íjk'íkjl

demanda média de tráfego entre os nós V. e VJ



[ l l

, fM)t c: libl tq

Vi,k,t ; lsi,k,zsN

y íÇk,o - y :fÇk,d
j=i J]' j=i ]-J

'rkl se

rk! se ]-:t
0 caso contrário

FC

E.l

{(f,C) :f,C E RM , fcF e Vi c S(f) , Ci>fi}

conjunto de capaci.dados disponíveis para o arco i.(ISi.Sbl)

Usando as notações e observações do capítulo 3, o pro-

blema de designação de fluxo e capacidades pode ser reescrito
como

Problema CFA (''capacity and flor assignment'')

dados Topologia da rede [G: (V,A)]
Demanda medi.a de tráfego entre os pa-

res de nós [rij' (i,j)cVxV]

D(C) - ].cg(f)Di(Ci) (ou alternatiramen

te, T(f,C): { .xg(f) Ci'fi))

minimizar

sob restrições i)

ii)
(f,C) c: FC

TU,0 : .} : o ( cJ
[ou a]ternativamente
L bí

0(C):.X Di(Ci) :DMAX]

CI É:E; ( ]-Sj.SNI)

) STbIAX
l
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Definindo-sc como designação eficiente um par(i,ê)viã

vel em CFA e tal que não existe (f' ,C') viável em CFA com

($(C),T(f',C')]t s*DD(ê),T(f,ê)]t, é natural que somente nos in
teressemos, na solução de CFA, por designações eficientes

Uma observação Óbvia é que em qualquer designação efi

ciente, iiíg(f)-*êj:o. A veria.cação deste fato é trivial

+ (xsy) «-> (XSy e x/y)
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6 . 1 Função custo contínua

Vamos assumir, a princípio, que os conjuntos de capa-

cidades disponíveis são tais que Ei : [0,+«) e que a função cu!
to é contínua e estai.tamente crescente com a capacidade. Com iã

to, o problema CFA para o caso contínuo pode ser reescrito co-
mo:

Prob lema CFA- CONT

minimizar
D(C) : .ES(f) Di(Cj.)

T(Í,C) : í i:. í) c;l:q' ) á TbIAX
Sob

(f,C) e FC

Este problema tem característi.cas de difícil solução

pois a função objetivo D(.) e a função T(.,.), em geral, são
não convexas. Mai.s ainda, o fato de termos .+ E (r--+-=--) cor-

' icS (f) 'i '''i
responde.ã presença de vara.ãveis inteiras (0 ou 1) implícitas.

Entretanto, mini.mos locais do problema podem ser ca-

racterizados pelo seguinte teorema

Teorema 6 . 1 : Suponhamos

i) D(C) : .Eg(f) Di(Ci)

Di(.) contx+nuas e não negativas em Ei;

[Di(Ci) « Di(Cj.)<--;' ci « ci] , V cl, c2 . Ei e



l fila

ij.y DiKP

ii) T(f,c) : .xg(r) :(:fi'cj.)

T:(.,.) contínuas em FC

ITi(íi'ci) « Ti(fj.,C2)<-> ci'cã , V(f,CI),(f,C2) E FC e

Cl:f. Ti(fi'C:i) : ' "
1 1

Se (f,C

1) (f,C) E FC

2) T(f, C) : TbIAX

ou se o objetivo for mini.gizar o atraso médio, D(c):nR{Axj

3) ié minimizados de T(.,C) para os fluxos f tq. (f,ê)c: FC

4) CI é mi.himizador de D(.) para as capacidades
C tq. T(f,C) S TMAX

minimizados do problema CFA CONT) então]e ]

Prova

claramente 1) é necessário poi.s caso contrario (i,C)
é inviável para problema CFA-CONT

Para provar 2) suponhamos, por absurdo, T(i,C)<TMAX

Seja 6: 0<6<TI.ÍAX - T(f,C) e kc S(f)

Como por ii) Tk(.,.) é conti'nua e .liD Tk(ik,Ck) : +- então
ck-fk

;i Ck : Tk(ik'Ck) : Tk (i'k,êk) + 6



. t =
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temos ii Jn [) c ]ilBoas Tk(ík'Ck) > Tk(ik'ilk) , então p
que Ck'Ck

Seja € = Ck-Ck'0 e C : C - t:ek

As s im teremos

T(i,C) : .Eg(f) :(ij-'êi) : E.(f) l xCi) +Tk
i#k

i.S(f) :(ii'Ci) ''' Tt(?k'êX) ' 6 :
i/k

i.S(f) I' :'êi) + ó: T(i,ê) ' ó«TMAX

D(C) : .Eg(f) :(Ci) : .XS(f) i :) + D(Ck)
i#k

mas Ck < Ck, então por i) D(Ck) <.D(Ck)

Com i.sto ,

D(C) « .E.(f) : :) : D(C)

Portanto (Ê ,ê) não é mi.nimi

o que contrari.a a hipótese

Logo T(i,ê) = TMAX

Para provar 3) suponhamos, por absurdo, q

Í' : (Ê,C) E FC e T(t,ê) « T(Ê,C)

i i)01'

dador do problema

ue
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boas , por 2) , T(f,(:) TAIAX logo T( IÊ,ê) « I'bUX

Então, por raciocínio análogo ao da prova do item ante
Flor,

3C : C s ê , (Í',C) cFC e T( i' , C) <Tl-IAX

Como por i) D(.) é estritamente crescente então

D(C)>D(C). Assim, 3 (Ê,C) tal que

(Ê ,C) .FC , T(f ,C) «TMAX e D (C) «D(C)

Donde (i,ê) não ê minimizados do problema CFA-CONT, o

que contraria a hi.pótese.

Logo Í é minimizados de D(.) para os fluxos

f tq. (f,C) € FC

Para provar 4) suponhamos, por absurdo, que

:iC : T(i,C) s TbIAX e D(C) < D(C)

Logo (i,ê) não é minimizados do

que contraria a hipótese.

Portanto ê é minimizados de D(

C tq. T(Ê,C) ETMAX

problema CFA-CONT, o

) para as capacidades

A grande i.mportância do teorema anterior é que pode-se

considerar que os principais algori.amos de otimi.zação são algo-
rítmos de busca de pontos que obedecem a condições necessárias
de otimalidade. Por exemplo, algorítmos de direções viáveis são

algorítmos que buscam pontos estacionãri.os no sentido de Kuhn -
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-'l'uckei' (Tido Polar [(5] )

O algorítmo descrito at)ai.xo é utilizado para a dotei'lui

nação de soluções que satisfazem condições necessárias de míni-

mo do problema CFA-CONT, dadas pelo teorema 6.1

<seja (fo,Co) uma solução viável do problemas

O o .- D(Co) ; n .. 0

Repita
determine fn+l T(fn+l,Cn):min T(f,Cn)

(f,Cn)eFC

D(Cn+l) ; minD(C)

T( fn+ 1 , C) $TMAX

determine Cn+l

Dn+l ., D(Cn+l) )

n +- n+l

até que Dn+l : Dn

No algoritmo apresentado, a determinação das capacida

des Cn é tal que T(fn,Cn) S TMAX.

No calculo dos fluxos fn+l temos que

T(fn'l,Cn) S' T(fn,Cn) S TMAX

Assim, Cn é viável no problema de designação de capac.l

dades através do qual determina-se Cn+l, logo D(Cn+l) S' D(Cn)

+ Apenas na Última iteração teremos a igualdade
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Portanto, no algo:t'Ítimo apresentado, a sequência {l)nln.«
Õ ]nonotonicamcnte decrescente e como é llilnitada inferiormente ]nr

zero converge para um limite fmi.to D.

A sequênci.a {Cnln N é limitada superiormente. Para
provarmos tal fato, consideremos C=(CI'...,Cb{) onde Dj.(Ci) : Do

(Estes valores existem pois assumimos Di(.) contínua e nao nega
ti.va e lim D: (C:) = m)

C.-»m

Como, Vnc IN , D(Cn) á Do temos que

Vn É: N. , Cn É C

Também a sequênci.a {fnJncN é limitada superiormente.

isto basta tomar í' = (í'l'...,!M) onde fi: izl izl
r. .

].J

f. e a soma das demandas médias de tráfego entre todos
de nÓs

Para ver

ou seja,

os pares

Com isto temos que

Vnc ]N , fn S f

É claro que este raciocínio baseia-se em que uma mesma

mensagem não percorre o mesmo canal mais de uma vez.

Tamb ém , Vn ]N; Vj , ISigbl

f'' > OB ei l

Logo {(fn,Cn) }nE]N forma uma sequência compacta

Seja, então, (i,C) o limo.te de uma subsequênci

gente de { (fn,Cn) }nc:N'

Para este l i.mate podemos enunciar

a



l,ema 6.!: Seja l)(C) : i.S(f) di Ci' (0«ai<1)

{(fn,Cn) }n.J --'"'' (i,il) (JCN)

a

Então

1) (i,ê) c FC

2) T(f, C)

3) C é mi.nimizador de D(.) para as capaci.jades C tai.s que
T(i,C) s TbIAX

4) F é minimizados de T(. ,C) para os fluxos f tais que
(f,C) É: rc

Prova

1) Da prova que {(fn,Cn)} é uma sequência compacta se-
gue trivialmente que (IÊ,ê) E FC.

(Note que se icF e (Ê,ê) IÍ FC então T(fn,Cn) -.* +m o que con

traria a construção do algorítmo)

2) Vnt:N, T(fn,Cn) = TlIAX, por construção do algorítmo.

Como {(fn,Cn)} -...., (Í,ê) e T(.,.) é contínua segue que

T(i,ê)

3) Cn é solução Õtima de min D(C)

T(fn,C) S TMAX

Para esse problema é fãci.l verificar que as condições

de ponto estaca.onãci.o de Kuhn-Tucker são necessárias e sua

cientes (Rumes [28') )

Então, 1l Bnà0 tal que:
VD(Cn) = - Bn VT(fn,Cn)
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coiro V1'(.,.)« 0 c contínua, VD(.) contínua e {(fn,Cn)}..: Ó

uma sequência compacta segue que {BnJncJ é uma sequência cop

pacto. Logo, exi.ste uma subsequência convergente, ou seja

{Bn} J' -''' B (J'cJ)

Portanto

{(fn,Cn,Bn)}ncJ. -''"' (!,ê,ê)

Como vT(.,.) e vn(.) são contínuas segue que

vD(C) vT(Í ,ê)

e portanto ê é a solução ótima do problema de designação de

capacidade com f=f

4) Como o problema é de minimizar uma função estritamen-

te convexa em um poli.edro convexo, vale a condição de quali.-

fi.cação reverso-convexa. Com isso, o argumento de ponto esta
ci.onãrio de Kuhn-Tucker aplica-se e a prova pode ser feita

análoga ã de 3)

Assim, o limite (i,ê) preenche os requisi.tos necessãT

rios para um mínimo do problema CFA-CONT, conforme o teorema 6.1

Observe que o algorítmo de resolução do problema CFA-

-CONT envolve as soluções dos problemas FA e CA

Nesse algorÍtmo, para efei-tos práticos, é utilizada uma

do processo iterati.vo que consi.ste em se predeterminar umparada



valor' 6 > 0 e sut)s ti ttJir a condição dc pat'ada pol

(Dn
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6.2 - Função custo linda:r

Vamos assumir que a função custo do problema CFA-CONT

que foi suposta, no item anterior, apenas contínua seja linear

ou sela

Di(Ci) : di Ci (is isFI)

Para esse caso temos, do capítulo 4, que as capaci.(lides

ótimas s ão dadas pela fórmula
M
i: ./d . f

í: -- l ( 1:1 -; )
' y TMAX

e o valor Ótimo do custo das capacidades É;
M

D ; .x: Wi.ÍP '''
i:l: /diíl

Introduzindo estas expressões, o problema CFA-COXT pa

ra o caso linear pode ser reescrito como

CFA-LIN

Dil(í) :.z:(dia) '
i:: "j'minimizar

sob fcF (f é um fluxo viável satisfazen

do as solici.rações de demanda)
M .

«, 'é:Jbr
itl(dia) + TMAX.!+glgma 6. 2: A função DL(f)

é concava em F
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['l'ova (conforme [2] )

Sej am fl.f2 . f

Definindo Dl; (o,l) ---' R

por D=(a) = 1)üf(af" + (l-a) f') ,
l

]L L
(afD (a) = Dfa +

para provar a concavidade de D(.) basta provar a concavida
Lde de D ( . )a

Temos que D.(.) : Cz em (0,1). Portanto por
[7] basta prol'ar que gif111g (.) á o

da

Ora, D:('): E di(-:fl' (i--)fZ)' :i;i--l E/di(:fl'(1--)f2)i ' vT L i ' J
' max

dD (.)a
lda i; di u!-ril) '"

'ú li ! ":.'.':*':-.''í'i i! :lÊsil
d201(.) la

2vTmax

: ':..'!-'í' l:
i /ajl.a!.'fila-.)l J

: wi-'$,: ]]
i (di (r}.'í{(1-')))s/2lJ

i
'''(1-.) fÍ')l ll

Seja

Bi 4 di'U!
R. ê d1 1

fÍ)
(l-a) f;)
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Rccscrcvcndo equação (]a segunda derivadil teremos

L
d'D (a)a

Ü :li: -i : «:ii :Lil
d2DL(.)a E E

il

l

z*'b..

B2
-.l +
R.

l

B.B.
E ....LJ

in pR; '5
B2

i R.l

®.2]
E E ]-: J

i j#i /h' Rj ]

ah (.) la

2V'

B.B. R..B2
]. J . ]- J

R. R. R. R.
]- ]. J J

Denotando

R. R R R jJl l

s.ZJ

podemos reescrever

. M M

llmax j': j:i'l (Sij ' Sji)

Agora basta mostrar que

s. . + s.. < o
ZJ J l :

i:l , ,}{, j : i+ l , ,M

Distinguimos, então, os casos
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a) B: = 0 ou B; = 0

da definição de S;; temos imediatamente que S::+S:: S 0
iJ ' iJ J l :

b) Bj > 0 e B] < 0 (ou t'ice-versa)' J

novamente da defina.ção de S:: temos S:;+S:; S 0' ]-J ]-J Jl-:

c) (B: > 0 e B: > 0) ou (B; < 0 e B: < 0)x J J- J

desenvolvendo a expressão nata S:;+S:: temosZJ J ]-
B.B. 1 , B . R. B

l . l

R. B
J J

s . .+ s
]-J JJ-

lembrando que 2 - (X + -l ) S 0, Vx>0 concluímos que
X

s. .+s . . < o
]-J JJ- :

Portanto 1l:!?l(a)
da

lv f f c: F e2 1; . (o , l )

o que prova o teorema

De posse deste resultado, podemos enunciar

Teorema 6.3: Na aplicação do método FD ao problema CFA-LIN o ta

manho do passo À em todo desvio de fluxo é igual a l

Prova

No caso li.near, ao designarmos o fluxo na rede temos

pelas fórmulas obti.das no caDz'tulo 4, expressões para os no
vos valores das capacidades e para o custo total da rede



1 = h

Viemos. então, foríntilar o pl'oblcina dc desvio dc fluxo

com o objetivo dc minimizar o custo da rede. Assim.se após o

fluxo fn foi determinado o fluxo fn+l o passo À seta determi
nado por

a- L Jmin DLf [(l-À)fn+Àfn+l]
o<À< l

Como DLf(.) é côncava em F

DLf [(l-À)fn +À fn+l] :l (l-À)Df(fn) +À Df(fn+l)

logo

min DLf [(l-À)fn + Xín+i] :i min [(l-À)Df(fn)+ÀDf(:?t+l)]
osÀÉI oÉÀsl

1 /min IDLÍ(Ín) , Df(fn+l)l = Df(fn+l)

E, então, o passo escolhido no desvio de fluxo seta

X=1 que fornece o valor mínimo na busca uni.demensional
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6 .3 - Função custo côncava

Quando a função custo não é linear, em geral, não con-

seguimos expressar a função custo ótimo de designação de capaci

dades em função dos fluxos nos canais. blesmo assim, nesse caso

da função custo das capaci.dades côncava, Geria [2] afirma que

DfC.) ê côncava em F, o que permi.te considerar resultados do ca
se linear advindos dessa propriedade, por exemplo, devido a con

cavidade da função Df(.) em F temos, pelo teorema 6.3, que o tg
manho do passo no desvio de fluxo ê À=l

Com as propriedades advindas da linearidade ou concavi

dade da função custo, Geria [2] sugere uma nova formulação do
algorítmo FD para a solução do problema CFA-CONC. Na descrição

do algorÍtmo, utilizamos como parada do processo iterativo um

valor prefi.xad0 6>0



<scja (fo,Co) uma solução viuvcl do ])roblcma>

Do --- D(Co)

n -{ 0

Repita

j<seja DtjLnJ (f) o custo da desi.gnação õtima
de capaci.dade como função de fluxo f para

o problema linearizado em C:C''>;

<seja fn+l o fluxo de menor caminho corres

pondente ã métrica

.(nl

" L dfk J f:fn
<seja Cn+l a designação õtima de capacidade

em fn+l >;

>

Dn+l .... D(Cn+l)

n <--- n+l

ate que IDn-Dn+ll < 6

Observe que como
2M

[

(n) i:l1.(n) fdD +

f ll

M

(f) = E
i=1 ' ' 'vTMAX

, «;:,:., ,'«' ;:': f'' ':$. xpç
(n): d(n)Z kk ( l sk sM)

VTMAX
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on.lc dÍn) Õ o coeficiente angulíil' da linearizaç5o dc Dk(.)
,. ..(n)
'k "k

Com i.sto, podemos observar, também, que

lim
f.,-+O

o que si.unifica que quando, em um arco k, o fluxo é reduzi.do a

zero, nas i.terações subsequentes o fluxo deste arco e consequen

temente sua capacidade permanecerão nulos

(n)Z
k
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6 . 4 Função custo di.scrcta

Vamos considerar, agora, o problema de designação de flg

xo e capacidades CFA, como descrito no i.nÍci.o do capítulo 6, ou

seja, com as capacidades restritas a um conjunto discreto

Note que, neste caso, o mínimo global (f*,C*) não neces-

sari.amente é único, pois para varias designações de fluxos f"

uma mesma designação de capacidades C* satisfaz T(f*,C*)gT)tÀX e

mi.nimiza o custo para a alocação das capacidades

Um método natural para uma solução aproximada deste prg

bICHa discreto é uma versão discreta do algorítmo do i.tem 6.3

que como mostramos anteriormente converge para soluções que sa-
tisfa.zem condições necessárias de mínimos no caso contínuo. Es-
sa versão di.screta consiste em se consi.deram as capacidades reE

tratas ao conjunto discreto na determinação das capacidades ót.i

mas em cada iteração do algorz'tmo.

No caso di.screto, podemos definir mínimos local.s por

(i,ê) é mínimo local«--» i) (f,ê)c FC

ii) Ê mini.miza T( . ,C) para
(f,C) E FC

iii.) ê minimiza D ( .) para

T(i,C) s T}UX

C pertentente ao
conjunto discre-
to considerado.
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Com essa dcfi.feição de mÍllimos locais pal'a o caso dis-

creto, o algorÍtmo descrito ilnteriormellte converge para mínimos

locais (o qual depende do fluxo inicial viável fo)
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Método "Concave Branch Elimi.nation

Restrição d e NÓ-Co nect ivídad e

Recu peração da Conect ivídad e

Recu peraçao da k-conectividade

R ec u p eraçao d a bi-con ec tiv id ade

7.3.2.1 critério para inclusão de arcos

(CB E)
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Um dos problemas mais gerais em projeto de redes de com

putadores consi.ste em se determi.nar além dos parâmetros lotea-
mento de mensagens e capacidades dos canais, anali.sados nos ca-

pítulos anteri.odes, a topologia da rede. Isto é, determinar quais
nÓs serão diretamente conectados pelos canais para produzir uma

topologia (i.nterligação) com menor custo e obedecendo limita-

ções de desempenho .

Para a determinação da topologia da rede, em geral,são

feitas restrições ao seu arranjo topológico, como restrições de
conecti.vi.dade.

As restrições de conectividade, uti.lizadas no dimensão

namento de redes, dizem respeito i possibilidade da rede conti-

nuar operacional na presença de falhas em seus nós ou canais.

Para a definição e analise do problema usaremos a nc.ta

çao:

V:ÍVI,V2' ,VN}

A

A :

conjunto dos arcos da rede totalmente conexas

{AI'A2'..',AN2.Nl: {(Vi'Vj)c VxV/ i<j}

+ Rede totalmente conexa é aquela em que existe uma ligação en-
tre quaisquer nÓs da rede.
Note-se que a hipótese de canais ''full-duplex'' é compatível com
a modelagem por grafos não orientados
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l c

AI C

0

{1,2,...,N'-N} , 1 ; {11'12'
A : (A{ c AT) <-> (ic:l)

IM}

c(1) (CI 'C2 ' . . . ,CM) ronde

capacidade do canal AI. (lgiSbi)

o maior atraso médio permitido;

o maior custo permitido para a rede;

conjunto de capaci.dades disponíveis para o arco AI
(lsisM) ;

= o fluxo medi.o do nÓ Vi para o nó Vj correspondentes
às mensagens originadas no nó Vk com destino ao nõ

o fluxo médio do nó Vj. para o nó Vj

':' : *;: ,?: 'Í},''

l

l

J

c.l

TbIAX

DbIAX

E.
l

íij

f(1)

fi

(fl,f2,. ..,fM)t onde Vi. ,

fluxo médio no canal AT
l

iÉiÉM

N Ve Al jl
então f.l rjt + ítj

s(f)

F

{i , láj.SM tq fi / O}

demanda média de tráfego entre os nós Vj. e Vj ;

(fl'... ,fM)t c RM

V i,k,l ; l:i,k,l$N

;: 'j},, - ,;: 'Í}.', : ll::' ll.l:l....:.:.*iO caso contrario

tq

j :l *:l: ' j :i *jlj
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];c : { (f,c) f,ccliltl, r.:i: c V:icS(f) , Ci>fj.}

Pal'a fao.li.dado de notação usareJnos C e f em substitui
ção a C(1) e f(1). Com isto o problen-a topológico pode ser des-
cai.to como

Problema TCFA (''Topology, capacity and flo\-r assignment'')

dados Locali.zação dos nÓs

Demanda esperada de tráfego entre os nÕs

(rij ' (i'j) : VxV)
I'{ lou alternativamente,l

D(c) : jx ni(ci) l rj
['a,o: + 1.:. o ci-q

m].nlmizar

sob restrições j.) (f,C) c: FC

ii) T(C,f)
icS(f) 'Y Ci-fi

ou alternativamente, ]
M l

D(C) : .l. Oi(Ci) á l)}IAX
i=1 ' ' J

iij.) C.i E: E.i , l:iSM

iv) S obedecendo uma restri.ção de conec-

tividade, onde S é o subgrafo de

G:(\r,AI) associado aos arcos AI.tais
que C.i>0

l

Como podemos observar, a solução exata do problema to-
pológico pode requerer a exploração de um grande número de topa
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IDEias. Por isso sua determinação cllcgil a ser computacionalmcil-

te inviãvcll mesmo para redes com poucos nos

Assim sendo, uma abordagem usual é a utilização de nlÕ-

todos heurísticos para que unia solução parcial, mas satisfatória

possa ser determinada em tempo colnputacionalmente viável

Os métodos encontrados na litel'atura para solução do

problema TCFA são baseados na geração aleatória de TonoloPias

iniciais e a partir daí através de pequenas transformaç;ões To-

ç?lõgJ:ç.eã melhorar o custo da rede. Em cada Topologi-a consi-de-
rada é resolvido o problema CFA

Estes métodos levam a pseudo óti.mos locais que depen

dem da transformação topológica utilizada e, um dos problemas ê

a falta de convexidade do problema considerado

Dentre os métodos existentes o ''Branch exchange'' (BXC)

consiste na troca de canal.s ''paralelos'' por canais ''que se cru-

zam''. Exemplo.ficando, troca-se os canais (i,m) e (j,l) pelos c2
naif (i,l) e (j,m) e verifica-se o impacto de tal mudança. O mS.

todo torna-se vi.aTeI devido a exista.r uma técnica eficiente pg.

ra testar a viabilidade da nova topologia depor.s de uma troca de
canais.

)

Uma descrição detalhada do BXC pode ser encontrada no

trabalho de Steiglitz e outros [10]

O ''cut saturation'', descrito por Geria e outros em [11],

é consi.derado uma especi.alização do BXC no sentido de que ele
seleciona as trocas a serem feitas baseando-se em incluir um ar
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co cln um corte mínimo da rede

blétodos de inclusão de arcos tamb6ln são estudados, asse.m

como a possil)ili.dade de sua integração com os métodos que só fg
zem trocas ou apenas eliminam arcos, como descrito por IVhitney

em h2]

Um dos métodos mai.s uti.lizados para eliminação de arcos

é o ''concave branch elimination'' descrito na seçao a segui-r

+

* Um corte é um conjunto de arcos que se retirados desconectam
a rede. Um corte mínimo é um corte com menor quantidade de
fluxo. Note-se que esta é uma adaptação da definição usualde
corte mínimo.



1 3 S

7 . 1 O FIÕtodo ''Conciivc Branca Eliminiltion'' (Cl\l:)

Para a solução dos problemas com função custo dos ca-

nais linear ou côncava foi mostrado no capitulo 6 que a função

custo 1)(.) é côncava em F (conjunto dos fluxos viáveis)

O processo iterativo do algorÍtmo em 6.3, para a solu-

ção dos problemas CFA-CONE, faz a determi.nação dos fluxos nos
canais através do fluxo de melhor calminho correspondente a medi-

da de distância

}("' a)d Dnt k dfk nf;f

onde n é a iteração e Df(f) é a função do custo óti.mo do problÊ
ma linear

Na aplicação desse algorÍtmo, o custo dos canal.s são li

neares ou linearizados em C=Cn. Di.ga:nos que Di(Ci):dica

c.x.,.. vGIT'FT')z
i:lS(Í) l :

vTbIAXPor 4.1 DLf(f) : iEg(f) (dia) '

Assim,o calculo da distância é dado por

Podemos notar da expressão de tk que

': : ' ' ,::8 ': : "



Isto indica quc o custo marginal de um arco torna-se

proibitivo, quando o se]] fluxo tende a zero, isto ê, se un} arco

passa a ser pouco utilizado o seu ''peso'' aumenta e com isto scu
fluxo tenderá a desaparecer

O método CBE atua na topologia da rede elimi

s qual.s não ocorre encami.nhamento de fluxo.

Como o método é de eliminação de arcos, o que se propoe

é dar início ao processo utilizando redes altamente conectados

(com muitos arcos) para que a topologi.a õti.ma seja uma sub-rede
da inicial

O método CBE, ao atribuir fluxo nulo ã algum arco, pro'

cura diminuir a topologia considerada eliminando este arco. Es-

ta eli.mi.nação pode i.nviabilizar a topologia resultante quanto se

considera o problema topológico com restrições de conectividade
Por isto, o que propomos em 7.3 são métodos para inclusão de al

cos, que deverão ser combi.nados com o CBE para a manutenção da
restricão de conecti.cidade

nando arosl

pelocos
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7 . 2 A Restrição dc NÓ-conccti'L'idade

Uma importante consideração no projeto de uma rede de

comtmi.cação é o grau de vulnerabilidade na presença de fala)as ou

destruição dos componentes da rede. A i.ntrodução de fatorcs

que diminuem a possibi.lidado de falhas ou mini.mi.zar seus efei.-

tos irã usualmente aumentar o custo de construção e manutenção

da rede

Em nossa abordagem, analisaremos o problema de minimizar

o custo da rede consi.durando restrições de conectivi.dade pré-f.i
dadas.

Entre as restrições relacionadas ao conceito de conecti.

cidade podemos destacar as que fazem referênci.a à

NÕ-conectividade: número mini.mo de nÓs que precisam fa..:.ar

para desconectar a rede

Arco-conectivi.dade: número mlÍnimo de arcos que precisam fa

Ihar para desconectar a rede.

Probabilidade da rede continuar a ser conexo na presença de
falhas.

Consi.deraremos, neste trabalho, apenas a restri.ção de

NÕ-conectividade e diremos que uma rede tem conectividade k ou

é k-conexa se k ê o número mini.mo de nõs que devem ser destruí-

dos para desconectar a rede

Em relação a restrição de k-conecti.vi.dade, devemos, de

alguma forma, deck.dir sobre a viabilidade da topologia, ou seja,
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vcrifical' sc o grato induzido ])ela rede i; k-conexo.

lçlenger [13] relacionou a conectividade de uma rede com

o número de caminhos disjuntos entre pares de nós na rede, o

que é enul)dado no teorema abri-xo.

Teorema 7.1: Se u e v são nÕs não adjacentes de uma rede G, en-

tão o número maxi.mo de caminhos di.sjuntos de u para v em G ê

igual a menor cardinalidade sobre todos os conjuntos de nÕs

que separam u e v

Usando o teorema de Nbnger. IVhitney [14] desenvolveuuma

caractere.zação de uma rede k-conexa em termos de caminhos dis-

juntor.

Corolãri.o 7.1: Uma rede G tem conectividade k se e somente se

para cada par de nós u e v de G existir pelo menos k cami-

nhos disjuntor entre u e v

Portanto, para se determinar a conectividade de uma re

de G=(V,E) basta que seja encontrado o numero de caminhos dis-

j untos entre todo par de nós de V

O número de caminhos disjuntos entre dois nõs s e t de
G:(V,E) pode ser encontrado determinando-se o fluxo maxi.mo en-

tre os nós s' e t'' em uma rede G'=(V',E'). G' é um grafo dirigi

do e com pesos nos arcos obtidos de G da segui.nte fo.rma

1. Para todo nÕ ve:V existem dois nÕs v' e v''E: E' em G'
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2 I'ura totlo nÓ ycV E' cont Õm o circo (v'',v')

3. Para todo arco (i,j)cE, E' contém os al'cos (i' ,j'')

( j ' , i'')

4. Todo arco de G' tem capacidade l

O algorÍtmo tradicionalmente uti.gizado para se deterini

nar o fluxo máximo em uma rede é o devido a Ford e FulkersonE22]

Este algorítmo consi.ste basicamente em uma rotina de rotulação
para designar rótulos aos vértices de G' , o que determina um ca

mi.nho de aumento de fluxo, através do qual o fluxo de s para t
pode ser aumentado. E uma segunda parte que é a rota.na de aumen

to de fluxo que aumenta o fluxo entre s e t através do cama.ôlho

determinado na primeira parte

Estas duas rotinas são aplicadas até que nenhum cami-

nho de aumento de fluxo possa ser encontrado quando, então, jã
se determinou o fluxo máximo .

Es'-as duas rotinas são detalhadas a seguir. Na descai

ção denotamos

c(x,y) a capacidade máxima de fluxo no arco (x,y)

f(x,y) o fluxo no arco (x,y)

Rota.na de Rotulação

1. Rotule s' por (s'',+) . s' é agora rotulado e não-pesqui-

sado. Todos os outros nós são não-rotulados e não-pesqu!
sados.
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11. Selccionc qual(luar nÕ xE:V' , rotulado c não-pesquisado

(i) I'al'a todo yí:V' , se (y,x)c:E' c f(y,x)»0 então ro

tule y por (x,-)

(ii) Para todo yE:V', se (x,y)eE' e C(x,y)>f(x,y) en

tão rotule y por (x,+)

(i.ii.) Agora x é rotulado e pesquisado e y é rotulado e

não-pesquisado.

111. Repi.ta o passo 11. até que t'' seja rotulado ou até que

nenhum outro rótulo possa ser colocado. Neste Último ca

se o algorÍtmo terminou.

Observe que, como estamos com um caso especi.al do prg
blema de máximo fluxo, a rota.na de rotulação colocada é uma

versão simplificada da rotina que é uti.lizada para o caso ge-
ral

Rotina de Aumento de Fluxo

1. Inicie com x=t''

11. Se x é rotulado por (y,+) então some l em f(y,x)

Se x é rotulado por (y,-) então subtraía l de f(x,y)

111. Substitua x por y e repi.ta 11. até encontrar s'

A princípio, este algorÍtmo para determi.nar o número

de caminhos di.sjuntos entre doi.s nÓs deveria ser apli.cado en-

tre todos os pares de nõs da rede, ou seja, (;) vezes. No entan

to, os resultados enunciados abaixo que foram obtidos por Kleitman
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[2(i] l)odcln diminuir sensivelmente o número necessário dc aplica

ção do algorítmo.

Teorema 7.2: Seja G=(V,E) uma rede V=Ív.,

Para veria.car se exi.stem k cama.nhos disjuntos entre

cada par de nÓs de G é necessãri.o apellas verificar para

(IÉi$k) a existênci.a de (k-i+l) cama.alhos di.sjuntos de v.i pa-

ra todos os outros nÓs de G - {vl'v2,''' ,vi}

Teorema 7.3: Seja G=(V,E) uma rede e vi,vj'vjl'

Na verificação da existência de k caminhos disjuntor

entre nós vj e v.i 'se jã tiver sido verificada a existência de

k caminhos disjuntos entre vi e cada um dos p nós vjl'''''vjP'
distintos de v.i e adjacentes a v.i,então basta verificar a

existência de (k-p) cama.nhos disjuntos entre v.i e v.i em

(G- {vjl'vj2' ''' 'vjp})

Teorema 7.4: Seja G=(V,E) uma rede e vl'vi'vjc: V

Se exi.atem pelo menos k cama.nhos disjuntor entre vl e

vi e entre vl e vj então para verificar a existência de k ca
minhos disjuntos entre v.i e v.i basta encontrar (k-l) cami-

nhos disjuntos em (G- {vl })

Nesta mesma linha de determinação da conectividade de

uma rede existem os trabalhos de Frisch [15] e Steiglitz e Bru-
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no [27] (lue fazem otimizações na fol'ma de implementar o :llgorÍt

mo quc descre'l'amos.

Pal'a o caso particular de biconectividade (2-conectivi

dade) de uma rede, um outro enfoque pode ser dado, como o descn

vo[vido por Aho e outros, em []ó] , que determina as compone]]tes

bi.conexas da rede. Se a rede possui. apenas uma componente bico

nexa então ela é biconexa, ou seja, tem conectivi.dado 2

Rotina ara Determinar Biconectividade

r*--g

COURT ..--l

b'lasque todo nÕ vcV como ''New''

Escolha v cV0

Processe SEARCHB(vo)
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]iot .ina Sl:ARClIB (v)

blarque v como ''Old''

DFNUbIBER(v) *--- COUNT

COUNT +--- COUNT+l

L01V(v) ''"-- DFNUbIBER (v)

Para todo nó IV adjacellte a v
faça se V esta marcado como ''New''

então

k
Process e SEARCHB (IV)

se LOIV(IV) : DFNUI'ÍBER(v)

então foi encontrada uma componente

conexo

LOW(v)''"- }ílN(L01V(v) , L0}V(W)) ll

coloque (v ,w) em T

FATnER(w) -'- v

bi

senão se IV ?é FATHER(v)

então LOIV(v) «- I'lIN(LOIV(v) ,DFNUlIBER(l\) )

Em 7.3 mostraremos que o a].gorÍtmo apresentado pode ser
utili.zado de forma bastante efici.ente na tarefa de testar e re-

cuperar bi.conectividade.
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7. 3 Recuperação da Concctivi.dada

Na utilização de métodos baseados em eliminação de ar-

cos, como o método CBE, descrito em 7.1, a retirada de um arco

(com fluxo nulo) pode levar a uma nova topologia que não obede-

ce a restrição de conectividade pré-determi.nada

Nesta seção, desenvolveremos métodos para substituir um

arco a ser retirado, e cuja remoção viola a restrição de conec-

tividade, por outro que conserve a viabilidade da topologia, ou

seja, estaremos combinando o método CBE com inclusão de arcos pg.
ra que a nova topologi.a não se torne invi.ãvel

Inicialmente consi.deraremos o caso geral de k-conecti-

vidade e em seguida particul-ari.zaremos para biconectivi.dade
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7.3. 1 Rccupct'ação dc k-collcctividacle

Neste item, desenvolveremos alguns resultados que jus

tificam o algorÍtmo dado por Lava-a e i\lanning em [17] para recta

penar k-conectivi.dade, em uma rede, após a elimi.nação de unt ar
co

tos para a rede G= (V,E)

K(G) : conectividade de G

g(i,G) ou g(i.) : grau do nÓ i em G

V(i,j,G) : nós de G adjacentes a j e não adjacentes a i

Para tal ut i l i z cremos seguintes notaçoesas e concei)

Um passei.o em G é uma sequência de nÓs e arcos

voelvle2v2'''envn onde vicV(Ogiln) ej.cE (lgiSn) e ei

: (vi-l'vi). No nosso caso, como entre dois nõs existe no maxi

mo um arco, indicaremos por si.mplici.dado P = vo vl v2 ''' Vn

Um caminho em G é um passeio P = vo vl ''. Vn onde
para i/j (Ogi, jSn)

Vn

Teorema 7.5: Seja G=(V,E) uma rede com conectividade maior ou

igual a K [k(G):lK] e o=(i,j) um arco de GEo c EJ
Se o número de caminhos disjuntor em G-o do nÕ i

ao nÕ j é maior ou i.gual K[K(i,j,G-o):iK] então a conectivida
de de G-o ê maior ou i.gual a K[K(G-o)àK]
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Seja ii: K(G) (claratllente R : K)

Suponhamos, por contradição, que u,vcV(G) e S V(G)

tais que ISj<K e S separa u e v em G-o

i ,é S e j .é S, pois se ic:S ou jc:S e S separa u e v em

G-o então S separa u e v em G e teríamos K(G)<K

Como K(G)=K, então existem R caminhos disjuntor em G

de u a i, donde exi.ste um cama.nho PI de u a i em G que não
contém elementos de S .

Analogamente, temos que existe um caminho P2 de j a v
em G que não contém elementos de S.

Se chamarmos de PK o caminho entre ie j pelo arco 0

então a concatenação dos caminhos PI P3 P2 é um passeio em G
de u a v que não contém elementos de S

Portanto, existe um caminho P de u a v em G que nãocog
tém elementos de S .

Como, por hipótese, k(i,j,G-o)àK, então exi.ste um cama

nho FS de ia j em G-o que não contém elementos de S.

Assim, se OcP (P:FI P3 F2) então o passeio F=FI F3 P2 é
uJn passeio de u a v que não passa por o nem contém elementos

de S.

Portanto S não separa u e v em G-o, o que conclui

prova

a
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Do Tcorcina 7.S temos qtic sc uma rede tcm conccti\ridodc

K e o nÍlmcro cle caminhos disjuntor cin G-o entre os extl'amos de

o é paiol' ou igual a K então G-0 também tem concctividade K

Isto si.unifica que o arco pode ser retirado da rede sem vio

lar a restrição de conectividade.

Lema 7.1: Sejam G=(V,E) uma rede com conectivi.dade maior ou

igual a K[K(G)àK] e com mais de K+l nós []Vl>K+3.] e o=(i,j)
um arco de G [ocE]

Se o nõ i tem grau maior que K então existe um nÕ ip

adjacente a ie não adjacente a j em G [ipcV(j,i,G)] tal que a
conecti.vi.dade de G-o-ip é maior ou igual a K-l]K(G-o-ip)àK-i]

ou a conectividade de G-o é maior ou igual a K[K[G-o]ãK]

Prova

De K(G)êK temos que existem K-l caminhos disjuntos

PI,...,Pk.l de ia j emG-o, e de g(i,G-o)>K-l temos que
existe ipcV(G) tq. ip é adjacente a ie ip não esta em Pi

( is j. :lK - l )

Assim K(i ,j ,G-o-ip) :lK-l

Se ip não é adjacente ã j [ipcV(j,i)] consideremos G';G-ip

mas K(G')3iK-l e KCI,j ,G'-o):lK-l então pelo teorema 7.5
K(G -0 ) ZK-l

Se ip é adjacente à j tomemos Pk:i i.p j e teremos K caminhos
disjuntos de i a j

Assim K(i . i K(Go) zK 7 SG pelo teorema 0el
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[:st c ] olha sci'ã utiliza(lo ])ara provar o próximo teorc
]na

Teorema 7.6: Sejam G=(V,E) urna rede com conectividade maior ou

igual a K[K(G)àK] e com mais de K+l nós]]V],K+]] e o:(i,j)
uln arco de GroÉ:E] com o grau do nÓ i mai.or que K

Então exi.ste um arco 0.i tal que a colectividade

G-0+0.i é maior ou igual a K[K(G-o+o.i):lK]

de

Prova

Pelo Lema 7.1 se K[G-oJ<K então ipE:V(j,i,G)

tq. K(G-o-ip)àK-l

Assim exi-stem K-l caminhos di.sjuntos PI'...,Pk.l de i
a j em G-o que nao passam por ip.

Seja 0.i = (j ,ip)

Se tomarmos PK:i i.p j em G-0+0j teremos K caminhos dis
juntos de i a j em G-o+o

Assim K(G+oi)àK e .K(i,j,G+o.i-o)àK e pelo teorema 7.5
K (G- o + o -i ) :K .

J

Pelo Teorema 7.6 temos que se um arco 0=(i,j) é retira

do da rede quebrando sua conectividade e g(i)>K então existe um

arco 0.i = (j,ip), ipcVCj,i,G) que, se inserido, restaura a co-
necti.vidade da rede



l,cma 7.2: Seja (;;(V,l:) uma rede com concctividade maiorou igual

a K[K(G)!K] , com mais de K+l nÕs []V]>K+l] e o:(i-,j) um ar-
co de G [ocE]

Se os nõs ie j tem grau K então existem ]lÕs ip e jp

onde i.p é adjacente a ie não adjacente a j em G [ipc:\'(j,i,G)]

e jp é adjacente a j e não adjacente a i em G[3pcV(i,j,G)],
tais que a conectividade de C-o-ip-jp é maior ou igual a

K-z LK(G-o-ip-jp) :K-21

Prova

Como K(G)zK então existem K-l caminhos disjuntos

PI,...,Pk.l de i a j em G-o

Tomemos vq um nó de Pq diferente de ie j que sabemos
existe pois ie j não são adjacentes em G-o

Suponhamosa i tq Pj. tenha mais que 3 nÕs.
K-l

Como IV(G)l>K+l existe vela,jJU ( U {v.i})1:1
v não é adjacente a i pois g(i,G-o) : K-i. e ié adja-

cente a vl'v2''''e vk-l
k-l

Então S = U {v;} Õ um conjunto separador de i e v em
1:1

G-o e portanto um separador de i e v em G, donde K(G)<K Co
que é absurdo)

Logo3i(IÉiÉK-l) tq Pi possui um outro nó além de i
v{ e J

Seja i.p o no de PI adjacente a ie jp o no adjacente a

!

j
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i]) não é adjacente a j ncm jp adjacente a i c

K (i , j , G- o - il)-j p) !K- 2

Consideremos G ;G- ip-jp .

Sabemos K(G')àK-2 pois K(G):K e K(i,j ,G'-o):lK-2

Então pelo teorema 7.5 K(G-0):lK-2.

Este lema será uti.lizado para provar o teorema a se

guzr

Teorema 7.7: Sejam G:(V,E) uma rede com conectivi.dade maior ou

igua[ a ]:EK(G)àK] e com mais de K+] nÓs [jVj>K+]] , o=(i,j)um
arco de G]o c E]

Então existem arcos oi e o:i tal que a rede G';::G-o+oi+oi

tem conectividade maior ou i.gual a K [K(G-o+oi+oj)aK]

Prova

Pelo Lema 7.2 g ipc:V(j,i,G) e jpcV(i.,j,G) com

K(G-o-i.p-jp)àK-2. Assim temos K-2 caminhos disjuntos PI'
de ia j em G-o que não passam por ip nem por jp.

Seja oi:(i,jp) e oj:(j ,ip)

,Pk.2
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Se tomarmos Pk-]. : -i jp j e ]'k ; i ip j CiH C-o+oi+oj
tcren)os K caminhos disjuntor de ia j eln G-o+oi+o.

Asse.m, K(C+oi+oj):iK e K(i,j ,G+oi+aj'o)àK e ])elo Teor'e-
ma 7 . 5 K(G-o+oj+o i) ãK.

Pelo Teorema 7.7 temos que se um arco o=(i,j) é ]'etirg.
do da rede quebrando sua conectividade então existem arcos

ol=(i,jp) e o.i:(j,ip) com jpc:VCi,j,G) e ipE:V(j,i.,G) que se inse
Tidos restauram sua conecti.cidade

Os teoremas anteriores justificam o algorítmo :i)eixo pa-

ra recuperação de K-conectividade apresentado sem demonstração

norLavi.a e Manning [17]

Para descrevo-lo suponhamos que o arco o=(i,j) foi re-

tirado de G quebrando sua K-conectividade.

AlgorÍtmo para recuperar K-conectividade

Se g(i.,G) = g(j ,G) =K
então (1) Para <todo i.p V(j,i)>

faça para <todo jp V(i,j)>
faça se K(G-o -jp-ip) :K-l

então E(G)*-K(G)U{(ip,j) ,(jp,i) }

s enão se g(i ,G) >K
então (11) Para «todo ipcV(j,i)'

faça se K(G-o-ip)3K-l
então E (G)'-E (G) U{ (ip ,j ) }

senão se g(j ,G) >K

então (111) Para <todo jpcV(i,j),
faça se K(G-o-jp)!K-l

então E(G) *-E (G)u{ (j P,i)}
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Sc g(i,G) ; g(j.G)=K o passo (1) ])rocul'a os nós íp c

j]) cuja exi.stõncia Ó garantida pelo Teorema 7.7 pal'a a dctcrnli-

nação dos dois arcos (ip,j) e (jp,i.) que se incluídos recuperam
a K-colectividade da rede

Se g(i,G)>K o passo(11) procura o nó ip cuja existên-

cia é garantida pelo Teorema 7.6 para a determi.nação do arco

(ip,j) que se incluído recupera a K-conectividade da rede

Se g(j,G)>K o passo (111) procura o nó jp cuja existên
ci.a é garalltida pelo Teorema 7.6 para a determinação do arco

(jp,i) que se incluído recupera a K-collectividade da rede.
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Recuperação dc t)iconcctividade

Como no caso da K-conecti.cidade, se a rede é bi.conexo

e algum método baseado cln eliminação de arcos, como o método

CBE descrito em 7.1, é aplicado, a retirada deste arco pode

destrua.r a biconectividade da I'ede. Portanto, é natul'al que se

queira conhecer quais são os arcos que ao serem i.ncluÍdos recta
penam a bi.conecti.cidade da rede. Nessa seção,determinaremos o

conjunto de arcos que recuperam a bi.conectivi-dade perdi.da

Para isso usaremos as defilaições e os resultados a se
guzr

Como em 7.3.1, um passeio em uma rede G=(V,E) é uma

sequência de nós Povo vl ''. Vn onde vicV (Ogi:n) e um caminho

em G ê um passeio P : vo vl ''. Vn onde vj./vj para i#j(0Si,jSn)

Umcircuito eJnG é umpasseio P = vovl ''. Vn onde

Vo:vn e vj.#vj para i#j (ISi:n)

Um nÓ a V é ponto de arte.culação da rede G=(V,E) se

existem v,wcV tai.s que v,w e a são disjuntos e todo cama.nho en
tre v e w contêm a

As componentes bi.conexas de G=(V,E) são G:=(V:,E;)

i=1,...,k ; onde {E;lK é a partição de E induzida pela Tela
ção de equi.valênci.a+ .IR defi.nada sobre os arcos de G por

ll

* É fácil verificar que (a) el R el
(b) se e2 R el então el R e2
(c) se el R e2 e e2 R e3 então el R e3
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cl ]{ c2«'> cl : e2 ou existe um circuito cin G contendo
c. c c.

Vi são os conjuntos dos vél'tices dos arcos em Ei (l:iSK)

Das definições dadas podemos verificar os I'esultados

que seguem cujas demonstl'ações serão emiti.das por serem í'acil-
mente ob t i.das .

Lema 7.3: Seja G uma rede

G é biconexa se e somente se G não tem ponto de articu

lação.

Lema 7.4: SejaJn Gj.:(Vi'Ei) (ISi.SK) as componenstes biconexas de
uma rede G.

Então: i) Gj. é biconexa (léi$k)

ii) Se i#j então VjnV.i contém no máximo l nó.

iii) a é ponto de articulação de G se e somente

se acVinV.i para algum i/j
' r''''''\

Seja G:(V,E) uma rede conexa e Gj-(Vi,Ei) uma componeg

te biconexa de G com ponto de articulação al

Vn E Vj, n#aj defina.mos

Xi.n a {vc:V/V caminho de v a n em G passa por ai}
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[.oma 7.5: Scjan] G:(V,]:) umii rede conexo c G;:(V;,]:;) limo colji])o

nentc biconcxa de G com um ])Olho de articulação a

Se n. e n. são nós dc G; distintos de a: então

l

Prova

Se nl:n2 nada hã a demonstrar. Suponhamos, então,nl#ll2

Como nl'n2 e aj. são elementos de Vi di.stintos entre si.
e G.i é uma componente biconexa então exi.ste uln caminho PI de

n2 a nl em G que não passa por

Seja Xc:Xin.. Se x / Xin. então existe em G um cama.nho

P2 de x a n2 que não passa por

A concatellação de P2 e PI é um passeio de x a nl em G

que não passa por ai' Logo x / Xin. (absurdo)
Portanto x E: X:. donde X:. c X:.

"''2 't''l 't''2

Analogamente temos que Xin9 C Xin. donde

Asse.m,defina.mos X. ê X:. ,' i in' {ai}

Lema 7.6: Sejam G=(V,E) uma rede conexa, G:i:(VÍ,Ei) uma compo

nente biconexa de G com um ponto de articulação

Então a. c X.1 1

Prova

Seja n E: Vi - {ai}



Qualquer caminho dc ai a n em G obviamente passa l)ot

a. donde aicXi' .....

Lema .Z:Z: Sejam G:(V,E) uma rede conexa e Gi;(Vi,Ei) uma compg

nente biconexa de G com um ponto de articulação aj.

Então X; - {a.} # g

Prova

é ponto de articulação, existem x,y cV, x,y e
distilltos entre si tq. V caminho de x a y em G passa por

Se x/Xi e ydXi elltão :l ucVi e caminhos PI de x a u e

P2 de y a u em G que nao passam por

A concatenação de PI e P2 é um passeio de x a y que

não passa por ai' Portanto, existe um caminllo de x para y

que não passa por ai' o que contrari.a a suposição inicial de
que todo caJninho entre x e y passa por ai

ou y E Xi donde Xi - {ai} # g

Lema 7.8: Sejam G:(V,E) uma rede conexa e Gi:(Vi'Ei) uma compg

nente biconexa de G com 3 pontos de articulação al'a2 e a3

Então os conjuntos

xj : {vcV: todo caminho de v a vjcVj-laje passa por
aj } (ISj S3)

são di.sjuntos
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P}'ova

Seja j e k l:j, kl5 com j/K e vcXk

Todo caminho de v a aj em G passa por ak donde todo ca

minho de v a ak eln G não passa por aj e portanto v/Xj

Logo XI'X2 e X3 são disjuntor

k<3

Teorema 7.8: Sejam G=(V,E) uma rede conexa e G::(V;,E;)(0Si$n)

suas componentes bi.conexas

Se existe i., lgilÉn tal que VÍ tem 3 pontos de articula
ção então Õ=G+e não é biconexo para qualquer arco e

Prova

Sejam al'a2 e a3 os pontos de arte.culação de Gi e
e: (u ,\f) , u ,w:V

Pelo Lema 7 . 8 os conjuntos :

Xj:tvcV: todo caminho de v a vjeVj-taj} passa por aj}(ISjã3)

são disjuntos. Então existe j, léjS3 tq. udX.Í

Pelo. Lema 7.7 Xj-Íajl#g,assim tomemos ycXj e x:Vj tq
y,x e a.i são distintos entre si

Todo caminho em G de y a x passa por ai

Como uZXj e w/Xj todo caminho em G de y a aj não pas-
r u nem por w, logo todo caminho em Õ de y a x tambémsa po

passa

Então a.i é ponto de articulaçã(i de G, donde G não Õ lli
conexo.
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Pelo Teorcina 7.8, se de uiRd rede bicoilcxa foi cJimillil-

do um arco e a nova rede ])ardeu a ])ropriedade de biconcctivida-

de, elltão as componentes biconcxas da nova rede tem apenas l ou

2 pontos de articulação.

Teorema 7 . 9 Seja G=(V ,E) uma rede conexo

Se existe ac:V tal que a é ponto de arte.colação de G e

a pertence a 3 componentes biconexas, então o grato Õ=G+e não

é biconexo para qualquer arco e.

Prova

Sejam Gi:(Vi'Ei) (l$i$3) as componentes biconexas dis-

tintas de G com acVlnV2nV3

bons i.detemos , também

u3cV3 (u3#a)

/a)(u (u #a)u2 t:V 2 el 2)

u2

Ouvi,amente qualquer caminho em G entre u. , u? ou uz pas
sa Dor a

Seja (u,w), u,wcV

Então existe j(ISjé3) tal que u,\fZV.i-la}

Portanto, para qualquer k#j (lgké3) temos que todo ca-

minho em ê entre uj e uk passa por a. Logo a é ponto de arte
culação de ã, donde õ não é bi.conexo.
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Do Teorema 7.9 teltlos quc, se dc uma rede biconexa foi

eliminado um arco e a nova rede perdeu a propriedade de biconec

ti.cidade então os pontos de articulação da nova rede pertencem
quando ]nuito a duas componentes biconexas distintas.

bons iderando a rede G= (V , E)

Defil)lhos a rede õ=(V,E) onde

{acV: a é ponto de arte.culação de G}

.l(x,y)eV: x e y pertencem a uma mesma componentes
L b iconexa

Lema 7.9: Seja G=(V,E) uma rede conexo tal que nenhuma componen

te biconexa tem 3 pontos de articulação.

Então o grafo G=(V,E) como definido acima é acíclico.

Prova

Suponhamos exista em G um circui.to v vl '. . rn v (pela
definição de G; v,vl ,.. . ,Vn são pontos de articulação de G)

Claramente n>1 pois G não tem arcos duplos

Como existe em G um circuito que contém v,vl e Vn'exi.e.
te também em G um circuito que contém esses nÓs. Assim v,vle

devem estar na mesma componente biconexa, o que contraria

a hi.pótese de que nenhuma componente biconexa de G possui 3

pontos de articulação.

Portanto G é acíclico.



Pe[a c]cfillição e consi(]cl'a])do o ]oma anterior G e da

forma

+ ---6------+ -.+----'--''e'

al a2 a3 an-l an

isto é G é um cama.nho

Teorema 7.10: Sejam G;(V,E) uma rede conexa, não biconexa tal

que nenhuma componente biconexa tem mai.s que 3 pontos de ar

ticulação e aj (l$i.$n) seus pontos de articulação (obviamen
te nZI)

Então existem 2 componentes biconexas com uJn ponto de

articulação e as restantes, se existirem, possuem 2 pontos de

articulação.

Prova

Para todo i (l$ián-l) temos que (ai,ai+l)cE logo e

te uma componente bi.conexa Gi:(Vj.,Ej.) que contém ai e ai+l

Como al é ponto de articulação, al deve pertencer a
duas componentes biconexas, logo existe uma outra componente

biconexa Go;(Vo'Eo) que contém apenas al como ponto de arti-

culação (Note que Vo / {al} pois Eo#g)

Analogamente, temos que existe uma componente biconexa

Gn-(Vn'En) que contém apenas an como ponto de arte.culação.

Temos, então, que se Go'GI'...,Gn são as componentcsb.!

conexas, Go e Gn (observe que nàl) tem apenas um ponto de a.!
ticulacão e as componentes restantes, que existem se n>1,tcm

Xls



cxatalnente 2 pontos dc articulação

Do Teorema 7.10 temos que se de uma rede biconexa foi

eliminado um arco e a nova rede perdeu a propriedade de bicollcc
tividade então ela é da forma

al a2 a3 'n-l an

Teorema 7.11: Sejam G:(V,E) uma rede conexa, não biconexa ,

Gi:(Vi'Ej.) (0Si$n) suas componentes biconexas, ai (l$i$n)seus
pontos de articulação como no Teorema 7.10

[axeVi e aieVi.l (l$i$n)] ,

e = (a,b) um arco com a,bcV e G = G+e.

Então Õ é biconexo< pontas em Vn {al} e Vn-lan}

Prova

Para mostrar a conde.ção necessária suponhamos, por cog

tradição, alvo-tal} e bZVo-Íal}

Assim, se tomarmos vocVo-lal} e vlcVl-lal} todo comi
nho em G de vo a vl passa por al' Como ad'Vo-Íalle b/Vo-lal}

então todo caminho em G de vo a vl passa por al

Então al é ponto de articulação de Õ o que contradi.z
nossa hipótese de Õ ser biconexo.

Portanto ac:Vo-lallou bcVo-Íal}

Analogamente acVn-lan} ou be:Vn-lan}
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I'ara pi'orar a suficiênci.a suponhamos, scni perda clc ge-

neralidade, devo-Íal} e bcVn-lan}

Sejam vi'vj'V, vi/v'j com vicVi e vjcVj e supo"hemos

Assim, existem os caminhos em G, PI de a a vi' P2 de
v; e P, de v: a b disjuntor exceto nos extremos.

A concatenação P de PI,P2 e P3 é uln cama.nho em G de a

ã b passando por \ri e v

P é um caminho em Õ que não passa pelo arco

tão existe um circui.to em õ que passa por vi e vj

Assim para quaisquer nós v.i e v.i de â existe um circui.
to em ã contendo v] e v.i donde ê é bi.conexo.

J

(a b) en}

Do Teorema 7.11 temos que, se de uma rede biconexa foi

eliminado um arco e a nova rede perdeu a propriedade de biconec

tive.dade, então o conjunto de arcos, para a escolha de um, que

se i-ncluído recupera a biconecti.vi.dado é dado por

(u,v): u Vo-Íal} e VcVn-tanl}

onde V. são os nós de uma componente biconexa com apenas um poE

to de articulação (al) e Vn são os nÓs da outra componente bico
nexa com apenas um ponto de articulação (an)

As componentes biconexas da nova rede são determinadas

quando da verificação da sua biconectividade. Em caso negativ'o

jã esta determinado o conjunto de arcos que recuperam a biconec



tividade da rede

Para o caso da bi.conecti.cidade, este método pa]'a a i]]

clusão de arcos é altamente vantajoso se comparado com a pal'ti-

cularização do método geral de K-conectividade (vi.de 7.3.1) on-

de para varias situações é feito o teste de biconectividade

No próximo item daremos um critél'io para a escolha de

um entre os possíveis arcos que recuperam a biconectivi.dado,uti

lizando uma aproximação relacionada com a melhora no custo da
rede
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7 . 3 . 2 . 1 Cl-itÕrio }lcul'estico pal'a inclusão dc AI'cos

A escolha dc arcos a serem introduzidos em Mina dada to

pologia em uma iteração do método CBE depellde entre outros fato

res da estimativa de gaJ)ho (ou pel'da) que se obt8ín após sua in-
clusa.o. Neste item, é feita uma estimativa aproximada desta va-

riação de custo.

Seja fj.i o tráfego pelo canal (i,j) de acordo coJn os
menores caminhos calculados na solução do problema de rotea)men-

to de mensagens FA.

Seja t.i.i o tráfego entre os nós i. e j, ou seja,se cha

marcos Cna o menor caminho entre os nós p e q elltão

â E E r . l
P q Pq Pq'l'J

contém i e j nesta ordemq
contrãri.o

onde l

demanda de fluxo entre p e q

Vamos assumir que depois da inclusão do arco (i.,j) se

mente o tráfego t.Í.i é desviado sobre o arco (i,j) enquanto to-
dos os restantes, os quais não transitam por (i,j) , não são des
veados

Se fizermos uma aproximação linear para os custos

d(Cj.j) : dijCij a capacidade õtima C;j do arco (i.,j) é dada por
(Vede capítulo 4)

C*. ; t. . .- ..]--- E :
]-J ].J vTMAX k !
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c a contribuição do custo A])j.j do al'co (i,j) para o custo total
ó d. .ct

]-J l J

Para avaliar a variação em custo ADji i col'respondenteãs
outras ligações envolvidas no des-vi.o do fluxo chamámos

dist(k,2) : 1(Ckl) : (P,q)'CkllPq ' (P,q)'Ckl ddDq

e, então, ÂDji'.i : dist (i,j)

Portanto a variação de custo ADj.i é dada pol

AD. . : AD! . -AD'JZJ ZJ ZJ aijcij -dis t (i ,j) .tij

De todos os ai'cos candidatos a i.nclusão para recuperar
bi.conectividade o arco (k,l) tq

ADkl

é, desta forma, o mais inda.Gado para ser incluído.

Note-se que o critério heurÍstico utilizado é o propor

to por Geria [2] . Porém em [2] , não hã restrição à escolha de
arco a ser incluso, isto é, a princípio devem ser testados to-

dos os arcos não pies entes em S.

No nosso trabalho, deduzimos uma forma eficiente de re

superar biconectividade que ã utilizada como guia para restrin-

gir o número de arcos candidatos a inclusão (vede Teorema 7.11)
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l;oi al)rcsentado, neste tl'atalho, o problema de sc pi'o
jctal' uma rede de computadores. A solução atualmente encontrada

para resolver este problema de grande complexidade é decompo-lo

em subproblemas e montar sua solução através das soluções des

tes problema s menores .

A modelagem matelnãti.ca do problema proposto por si sõ

é um problema complexo. Isto sÕ foi. conseguido a pal'tir de sim-

plificações e suposi.ções que restringem a abrangência das solu-

ções encontradas. Assim, um tópico interessante para futuraspes

quisas é levar em consi-deração, na formulação do problema, os
aspectos de

capacidade fmi.ta de armazenamento nos nÓs

loteamento do tipo adaptati-vo

comutação por pacotes (pois a divã.são da mensagem em pacotes

de mesmo tamanho conflita com a suposição de independência

entre os tamanhos das mensagens)

Um outro ponto chave na apresentação do problema é su

por conhecida a demanda média entre os pares de nÕs. Na pratica,
isto pode ser um problema di.fácil ou mesmo i.mpossÍvel de ser a-

valiado dé forma confiável. Logo, seria interessante conhecer a

sensibilidade da solução do problema em função de pequenas varia
ções na matriz de demanda R

Nessa mesma linha de se conhecer a sensibilidade da

solução do problema, poderia ser anali.fado sua variação com a
expressão obtida para o atraso médio T
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Os mi:to(los sugo'i'idos piit'a íi soltiç:io do l)ioblcmii lcvitm

ã obtenção dc soJliçõcs sub-õtiiliíis, um tópico dc pcs(lttisíi (luc !)g
dc scr de gl'ande utiliclilcle neste ponto Õ cst.amar ou limitill' o

erro das soluções sub-Õtinlas comi a solução anata do p)'oblel11a

(''gap''). Sobre este aspecto podem'iam ser detectados quais os

parâmetros que mais afetain este tipo de erro e como pocleln scr o

ti.mizados para mellaorar a solução do problema

Como foi mostrado que a contribuição de um al'co para

o custo e atraso médio da I'ede independe dos outl'os arcos, po -

der-se-ia tentar aprovei.tar esta separalidade das funções, bus-

cando métodos mais eficientes baseados em técnicas de decompos.!

cao



ANEXO Programa TCFA (''Topology, capacity and fiou

a s s i gllmen t ' ' )

Int rodução

Desc ri. çao do s mÓdu los

Descrição do Arquivo de Entrada

L í sta gem do pi'o gra ma
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] . 1 - 1 iit I' i)dtiçiío

O pi'ogl'iitna TCF/\ foi clesc.nvolvido com base nos algoz it

mos descritos c analisados neste trabalho. Seus objct:idos sao

auxiliar nas atividades pl'éticas no estudo de redes de coillputa-

dores e ser um módulo a pal'ti.r do qual podem ser testadas alte-

rações e substituições de algorítmos que são uti.lizados no pla-
nejamento de redes de colltputadores. Para isto, o programa deter

mina os parâmetros de dimensionajnento (topologia da rede, rotea

mento de fluxo e capaci.dado dos canais) de uma rede de computa-

dores a partir da localização física dos comutadores de mellsa

bens e de estimativas de tráfego entre eles

O programa foi desenvolvido na linguagem ALGOL no com
putador B6900.

Sobre conectividade,foi implementado o caso particu
lar de biconectivi.dado. Assim, existe um módulo para determi.nar

as componentes bi.conexas da rede e verificar se um conjunto p
determi-nado de nõs pertence a uma mesma componente biconexa

A seguir, em 1.2, descreveremos o programa TCFA, cuja

estruturação ''Top Down'' de seus módulos encontra-se na fi.gul'a
1.1. A descai.ção dos algorítmos é inspirada na Linguagem Educa-

cional AlgorÍtmica (LEAL) utilizada nos cursos de programação
do Instituto de Matemãti.ca e Estatl'stica da USP. Em 1.3 des -

creveremos o arquivo de entrada para o programa TCFA. e em l.+
apresentaremos uma listagem do programa
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1.2 - ])cscrição dos blódu.los

]. TCJ?A

Função : l\lodulo princi.pa l

AlgorÍtmo

<leitura e inici-al izações>
CALCDI

CBE

DELAY

PREGO

<in)pressão dos

2 . CBl:(T , FLUXO , CAP)

Inteiro T [+ , ':]

Real Fluxo [* , +] , CAP [*

Parâmetros

T: Topologia da rede
T(l,J)=19Existe arco ligando nÕ l e nÕ J
T(l,J)=0-anão existe arco li.ganho nÓ l e nÓ J

FlIJXO: Fluxo nos canais da rede

FLUXOjl,Jl= fluxo no canal que li.ga o nÓ
l ao nÕ J

Capacidade de transmissão dos canais da rede
CAPEI,Jl= capacidade do canal que li.ga o nÕ

l ao nÕ J

Função: Aplicar o AlgorÍtmo CBE (''concave branch
elimination'') na rede
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AlgorÍtmo

I'J <.- 't oo

Para [ de [ passo [ até NU]'ITOPCBE

faça
PLOCAL -e +.«

GTOP : GER.STOP(TAUX)

BICONECTIVIDADE(TAUX)

Se não VIA'trEL(TAUX) então Va para GTOP

Para J de l passo l ate NUblCFACBE

faça

CF.A(TAUX)

PAUL * PRECO(CAPAUX)

DAUX .. DELAS(FLUXAUX.C.APAUX)

Se PAUX<PLOCA].

então

PLOCAL .. PAUX

TROCAL * TAUX

CAPLOCAL .+ CAPAUX

FLUXLOCAL <- FLUXAUX ]
Se PLOCAL < P

então

PLOCAL

TLOCAL

CAP * CAPLOCAL

FLUXO - FLUXOLOCAL



3 C l;A ('l' , l; l.IJ XO , CA I' ')

Inteiro TE* , *]

Real FLLIXO [* , *] , CAP [* . *]

Parâmetros
T : Topologia da rede

Tll,Jl=1=> Existe arco ligando nÓ l e nÓ J
TEI,Jl=0=> Não exi.ste arco ligando nÕ l ao nÓ J

FLUXO

CAP

Fluxo nos calaai.s da rede
Fluxo[l,J] = fluxo no canal que liga o nÕ l ao nÓ J

Capacidade de transmissão dos canais da rede.
CAPEI,J] = capaci.dade de transmissão do canal

que liga o nÕ l ao nÕ J

Função : Apli.car o algoritmo CFA (''ca.pacity and flor
ass ignment'') na rede .

AlgorÍtmo :

PATUAL
NITER
RANDCJ

+- +oo

.- 0

P(T,CAP)
Repita

NITER .+ NITER +l

DESFLUX(T,FLUXO,CAP)
DESCAP (T,FLUXO,CAP)
PANT .. PATUAL

PATUAI. .. PRECO(CAP)
Para l de l passo l até N

faça Para J de 1+1 passo l até N
faça Se T [l,Jj#0 e FLUXO [l,J]=0

então
T[i ,J] -'r [J , i] «-o

ii' BlcONEC'rlVIDADE(T)
Se não VIÁVEL(T)

então INSERE(T)
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até que NITER : IT}LAXCFA ou I'ATUM\L>PANT-PANE l
loo l

4 DESFLUX(T,FLUXO,CAP)
Inteiro T]*,*]
Real FLUXO [d',*] , CAP [+,*]

Parâmetros
T Topologia da rede

T[l,J] =1 te arco ligando nÓ l e nÓ J
T[l ,J] =0 -anão existe arco li.galldo nó l ao nÓ J.
Fluxo nos canais da rede
FLUXOr[,J] = f]uxo no cana] que ]i.ga o nÓ ]

ao nÕ J

FLUXO

CAP Capacidade de transmi-ssão nos canais da rede
CAPEI,J] = capacidade do canal que liga o nÓ

l ao nÕ J

Função Fazer o loteamento das mensagens e consequen-
temente determinar o fluxo nos canais da rede

AlgorÍtmo

FLUXVIA(CAP,FLUXO)
FDADAP (CAP,FLUXO)

S . DESCAP (T ,FI,UXO , CAP)

Inteiro Tr*,+]
Rea[ FLUXOE* , *] , CAP['': , q
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I'a ramctl'os
1' Topologia da rede

TEI,Jl:l ->existe arco ligando nÕ l e nÓ J
T[l ,J] :0 Não existe arco li.Bando ]ló l ao nÓ J.
Fluxo nos callais da rede.
FLUXOEI,Jl- fluxo no canal que li.ga o nÓ l

ao nÕ J

FLUXO

CAP Capacidade de Trallsmissão nos canais da rede
CAPll,Jl= capaci.date do canal que liga o nõ

l ao nõ J

Função Fazera -designação de capacidades de transmis
são aos canais da rede

AlgorÍtmo

CALCAPHN(T , FLUXO ,ARC DI , CA-P)

6 FLUXVIA(ARCCAP,ARCFLUX)
Real ARCCAP [*].,ARCFLUX [*]

Parâmetros
ARCCAP : Capacidades de transmi.suão dos canais da

rede

ARCFLUX: Fluxo nos canais da rede

Função : Encontrar um fluxo inicial viável a partir da dÊ
manda de fluxo externo.
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AlgorÍ.uno

<Calcula ''coinprilllellto'' dos arcos para fluxo nulos
SHORTROUTE

ICONTROLE * TRUZ

Enquanto CONTROLE
faça Se <existe canal congestionados

então

<recalcula ''comprimento'' dos arcos>
SHORTROUTE

afaz o desvio de todo o fluxo pelo novo
caminho ( À:

senão

<foi encontrada solução i.nicial viável>
IE CONTROLE * FALSE

7 FDADAP(ARCCAP,ARCFLUX)
Rea[ ARCCAP [+] ,ARCFLUXLr*]

Parâmetros
ARCCAP : Capacidades de transmissão dos canais da

rede

ARCFLUX F].uxo nos canais da rede

Função : Determi.nar o fluxo que mi.nimi.za o atraso médio a
partir de um fluxo inicial viável



1 8 1

A].ooritiiio

CONTÍNUA <- TRUZ

En(quanto CONTINUA
E Fj\ (:A

<calcula ''colnpriinento'' dos arcos>
SllORTROUTE

afaz o desci.o de todo o fluxo pelo novo cama
nho (À=1) >

Se <ganho no atraso mÕdio> : c:
então CONT INUA -c FALSE

8 SnORTROUTE( i. , ARCFO ,ARCFLUX , .ARCCAP)

Rea[ L]+] ,ARCFO]*] ,ARCFLUX]*] ,ARCCAP]*]

Parâme tios
L

ARCFO

ARCFLUX

ARCCAP

Colnpri.mento'' ou peso dos arcos

Fluxo i.ni.cial nos canais

Novo fluxo nos canais

Capaci.jades de transmissão dos canal.s

Função : Encontrar os fluxos nos canal.s correspondentes ao
loteamento pelo menor caminho (caminho com menor

atraso médio) entre os nÓs da rede
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AI eo rit.)}lo

Para l de l passo l até N
faça

DIIKSTRJ\(l.,N,l,bIROT) 9o Monta .matei.z de rotulação
de ]nenor caminho do ]lÓ l

para todos os outros nÓs

Para J de l passo l até N
faça

(:AI'DiINO1ROT ,N ,J,CblIN) Qo blonta os menores cami-

nhos de l para J a par-
tir da matriz de rotula
çao.

<escolhe dentre os caminhos com peso mí-
nimo o de menor contribuição para o atrg
se ]nédio teta.l > lll

9 CALCAPHN(ARCCAP ,ARCFLUX , ARCO l)

Rea[ ARCCAP]*] ,ARCFLUXE*] , ARCD] [+]

Parâmetros
ARCCAP : Capacidades de transmi.ssão dos canais
ARCFLUX : Fluxo nos canais
ARCDI : Coefi.cientes angulares das Tetas que

representam os custos dos canais
CCusto(1)=ARCDI(1) * ARCCAP(1))

Resolver o problema de alocação de capaci.dades li
near

Função

AlgorÍtmo :

Para l de l passo l até 1-1 M
E / ARCFLUX(J):ARCDI(J)

faça ARCCAP(1) =ARCFLUX( 1) + J:l-
V.TMAX

4UCi:LU\ ( 1)

.mc01 ( 1)
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10 D] JKS'l'ii;\( 1, , N , s , boRO'r)

Inteiro N,S,bIROT [*,*]
Real L [",*]

Parâmetros
L ''Conlprilncnto'' ou peso dos arcos

L(l,J)= peso do arco entre o nÕ l e nÕ J
Número de ]lõs da rede
NÕ a partir do qual serão calculados os meno
res caminhos a todos os outros nõs
lxlatriz de rotulação para o calculo dos meno-
res comi.lhos

bIROT[J;K]= nõ que rotulou o nõ J no K-ési.]no
menor caminho.

N

S

bIROT

Função : flontar a matriz de rotulação dos menores caminhos
de um nÓ para todos os outros nÕs da rede

AlgorÍtmo A i.]nplementação é uma adaptação do algorítmo
de Di.jkstra descrito no Capítulo 5.

11 CAMMIN(}íROT,N,K,CMIN)
Inteiro N,K,MROT]* ,t],CMINE+,*]

Parâmetros:
bROT Matriz de rotulação para o calculo dos me

noras caminhos
bIROTIJ,Kl= nÓ que rotulou o nõ J no K-êsi-

mo menor caminho
Número de nÕs da rede
NÓ para onde se vai construir o menor cama
nho (o nÕ de onde seta construído o menor
cama.nho é o utilizado na construção da mg
tri.z de rotulação bIROT)

N

K
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Cbll'N Sequência de ]lÓs que fornecem os Incnorcs
caminhos entre dois ]lÕs.
CI.lIN[J,K]= K-ésimo nó do J-ésilno caminho

Nloiltar o melhor calni.nho elltre dois nÕs.Função

12 PROGDIN(TT,D,OPCAO,C)
Rea[ TTE+,"] ,DL+,*] ,OPCAOE*],C]:' ,*]

Parãllletros

TT Contribuição pa['a o atraso ]nédi.o

TTll,Jl= colltribuição para o atraso médio se
for utili.zada a J-ésima opção de ca
pacidade para o l-ési-mo arco.

D Custo do canal
DEI,Jl= custo da J-ésilna opção de capaci.dade

para o l-esimo arco.

Número de opções de capaci.dades para os ar-
cos.

OPCAO

C Valores das capaci.dades
Cll,Jl= valor da J-ésima opção de capaci.dado

para o l-ési.mo arco.

Função: Resolver o problema de designação de capacidades
discreto através do método de programação dinãmi
ca

AlgorÍtmo: A implementação foi feita conforme o algorÍtino
de programação dinâmica descai.to no capítulo S
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1 3 lllCONllC'l'lVIDADl: ('l'. Cl{, NCl\. )ÇI'.A, Pl\li'l')

[ntci['o NPA, Nci], 'i' C*, *j, ci{ i.*,"I, ]'Aii'i' t*l
Paralnctros

T: Topologia da rede

T li,J) = 1 -> Existe al'co ligando os nós l c .J

T [l,J] = 0::9 Não existe arco ligando os nÓs lc.J
CB: Componentes biconexas da rede

CB ll,Jj : J-ésiino nõ da l-ésima
coiiexa

bícomponente

NCB: Número de componentes biconexas da rede

NPA: Número de pontos de articulação da rede

PART: Pontos de articulação da rede
Função: Determi.nar as componentes bi,conexas de uma rede e

os seus pontos de articulação.

AlgorÍtmo: A implementação foi. feita conforme o algorítmo
para determinar as componentes biconexas de uma

rede, descrito no capítulo 7

14 VIÁVEL (N, CB, NCB)

Inteiro N, NCB, CB
Parâmetros

N : Números de nÓs da rede

CB : Componentes biconexas da rede

CB [l,JJ = J-Õsimo nó da l-ésima componente bi
conexo
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l:unção: Vcri.fic-ar sc a topoloili.a da rede ã viãxrcl, ou

seja, sc todos os NS nÓs de S estão cm uma

mesma componentes biconexa

Algoritmo

VIÁVEL * TRUZ

Para l de l passo l até NCB

faça Para J de l passo l até N

faça Se CB ]l,J] = S [1] então IND «-l
Para l de 2 passo l até NS

faça

ACllOU .'- FALSO

Para J de l passo l atÕ N

faça Se CB [IND,J.] = S ]l]então ACH(IJ '-TRUE

Se não ACHOU então VIA\rEL <"FALSE li

15. INSERE (T, CB, NCB, NPA, PART, 11, JJ, FLUXO, CAP)

Inteiro NCB, NPA, 11, JJ, T [+,*], CBE+,"], PART]+]
Real FLUXO [*, '':] , CAP [* ,*]

Parâmetros

T Topologia da rede

T(l,JI = 1 .:::>Existe um arco ligando os nÕs l eJ

T[[l,J] = 0 -::anão existe arco ligando os nÓs l
Je
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(:B: (loml)oitcllt(.s l)it'oilc'xii ; dii rcclc

(11311,.JI = J-csimo nÓ da l-ésima compoilcnte
bicoiiexa

NCB NÚntero dc componentes biconcxas

NPA

PART

11, JJ

Número de pontos de articulação

Portos de articulação

NÓs extremos do arco cine foi retirado e oca

sionou a perda da bicoDccti\rid8dc requerida
da rede

FLUXO Fluxo nos c anal.s da rede

Fluxo [l,Jj : fluxo no canal entre os nÕs l
e J

CAP Capaci-dado de transmissão dos canal.s da rede

CAP ll,JJ = capacidade do canal entre os nõs
l e J

FUNÇÃO: Insere.r um ou doi.s arcos para recuperar a bi.co-
necti.vi.dade requeri.da da rede. Biconecti.cidade

que foi perdida ao se retirar o arco entre os
nXc TT c. TT

AlgorÍtmo: Conforme os teoremas do capítulo 7 a rede tem
a forma

CBNCB

PI

(ponto de

articulação)

P2

(ponto de articula

Ção)



Sc ..(:l{. tcln lim ilo / I'., / lr c / .J.J>

cll[-ão <co]o(luc um ai co ligando este ilÓ (]c (:]1l cota

qualquci' outro n ó / P2 dc Clip(:B
senão Se <CBNCB tcln ujn nõ # P2' / 11, # JJ>

ent ão <coloquc um arco ligando este nÓ de

CBNCB colll qualquer outro nó / PI dc
CB. >

senão <coloque um arco dc PI a um nó / P2
de CBNCB e outro arco li.gando P2 a
um nõ / PI de CBl>

J

16 CALCDI (DI)
Re al DI l* , + l

Parâmetros

Dl: Coeficiente angular da Teta (custo do canal x ca
pacidade do canal)

Dlll,JJ= coefi.ciente angular da Teta custo x ca-
pacidade para o canal entre os nÓs l e J.

Função: Calcular o coeficiente angular de uma Teta para apro-

ximar o custo do canal em função de sua capacidade

Algorítmo: O método utili.zado para a aproxi.mação da Teta é o

dos mínimos quadrados para cada intervalo de dis

tâncias com mesmo custo de capacidade
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17.(il11iA'i'Oi' ('i', iiQ,(:)

In t c i i'o 'l' ] " , ~ ] ,

I'arametl'os

T: Topologia da rede

Tll,JJ= 1 Existe al-co ligando os nós le
'rll,JJ: 0 Não existe arco ligando os nÕs le.J

RQ: Grau mínimo dos ]lÕs

C: Custo (''colnprilnento'') dos arcos

Cll,JJ= custo do arco entre os nÓs l e J

Função: Gerar uma topologia para a rede. A rotin.a tenta ler

a tipologia do arquivo de entrada e caso não tenlla

sido fornecida, é gerada automaticamente ullla to])olg
gia aleatória

Algorítlno: O desenvolvimento para gerar uma tipologia alea-

tória segue o descrito em [10), que gera uma ti-
pologia obedecendo as I'estriçÕes de graus dos !:õs
e com menor custo.

18 RANDCAP (T,CAP)

ante iro T ['*,*J
Real CAPl* , *J

Parâmetros

T: Topologia da rede

TLi,JJ = 1:::9 Existe um arco ligando os nÓs l e J

T[T,J] = 0=>Não existe arco ligando os nÓs l cJ



(=A[': (:apa( ida(]cs c]c ti'ai]sn]iss:io dos cilnais (}a rock

C/\l'ÍI,Jl: capacidadc' do canal (luc liga ó nó l ao
nÕ J.

Função Gerar aleatoriamente capacidades aos canais da redc'

19 . DELAY (FLUXO , CAP)

Real FLUXO l*,*J, CAP ['',* J

Parâmetros

FLUXO Fluxo nos canais da rede

FLUXO[l,J] = fluxo no canal que liga o nõ l
ao nÓ J

Capacidades de transmissão nos canais da re-
de

CAPll,JJ = capacidade do canal que liga o ni3

l ao nÕ J

CAP

Função: Calcular o atraso médio da rede dados os fluxos e as

capacidades de transmissão em seus canais.

AlporTtmo

T 'b 0

Para l de l passo l até N

faça Para J de l passo l até N
faça sê FLUXO ll,JJ / 0

então T .- T + FLUXO [lJJ
c«p [:,'J - '-.«*0 [: ,Jj

T '''- T/ G.\NI.\

DELAS ''- T
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2 0 . 1'RllÇO ((: \l')

Real (:.\l' ['

Paralnct ros

C,\P: cal)aci.dados de transmissão dos cal)ais de Tecla

c.\p Ci,J) : capacidade do canal que liga o nõ l
ao nÕ J

Fullção: Calcular o pl'eço -Lotal dos canais da rede

AI go rÍ talo

Para l

faça

de l pas se l até N

Para J de ]-+l passo l até N

faça Se CAP [i,JJ# 0
então

l l .. l

Enquanto DlsT [l,JJ> CAPGEO ].il]
faça ll ' ll + l

JI * l

Enquanto CAP [i,JJ>CAPDiS fJi]
faça JI '- JI + l

P ' P ' C.APREC LII )

Preço {- P

2 1 ALGCPD

Função: Obter o custo de una designação viável de ca])acidade dc tran!
missão para os arcos da rede para ser utilizado na eliminação
dc soluções viáveis no algorÍtmo PliOGI)IN.

AlgorÍtmo: ;\ ãmplemciltilção segue a descrição do
lo 4

il{,orítmo ( canitli110g



1 !)

1.3 - 1)csc't'içiio do AI'(luiv'o cjc lliltl'ii(lil

Poli'a a utilização clo l))'ogt'iiina T(:l:A clcvem scr fol-ileciclos os

seguintes dados dc cnti'ada

Linhit
l
2

3

4

5

6

7

8

9

10

N

NC

NG

T)IAX
NUbITOPCBF

NUblCF/\.CBE

ITíxIAXFD

ITbHXCFA
NBbl

f

DiST ll,iJ -: ;, [: , : ] -:;, [:,~]
-: ê, b , :]
Gaba [1 , 1 ]

OIST [N,2]
GANIA [1 , 2 ]

DiS'- ÜN,NJ
GN\IA [l , N ]].O+N

'«ú« b , j
CAPDIS [1]

CAPGEO [I J

CAPREC [1,1]

CAMA l~,zJ
CAPDiS [2]
CAPGEO P ]

CAPREC Ü

.«~« b, ~J
CAPOIS [NC]
CAPGEO hC- l l

CAPREC [l,NC]

I0+2N
11+2N
12+2N 2 ]

CAPREC bG, 1] CAPREC bc,2].
NS

s h]
T [l,j]

CAPREC NG,NC J
12+2N+NG
1 3+ 2 N+NG
14+2N+NG

s P ]
T [1,2]

s bs ]
T b.,N ]

T b,i] T b,2g T EN,N ]

(A Topologia inicial T pode não ser fornecida ou serem forneci
das quantas desejadas)



ontlc

N

NC

Xúlnci'o clc n õs clip rcclc

Xunlcl'o de capacidade's dis])onÍveis !)ara os ca-
llÍll s

Xunlero de intel'ralos de distância com diferem
ças nos pl'aços dos canais

xlai.or atraso médio permitido para a I'ede (sega
Xúlnero de topologias iniciais no algorÍtmo C13E

Número inãximo de item-ações do algori'tmo CFA
no CBE
\Úlnero máximo de iterações no des\ri.o de flu
xo (FD)
Número máximo de iterações (designação de flu
xo e desi-gnação de capacidades) no CFA
Número de bits de Mina mensagem

Distância do nó l ao nÓ J [km]
Demanda esperada de tráfego do nÓ l para o nó
J [lisg/sega
l-ésima capaci.dade disponível para os arcos
bits/seg

l-ésimo li.mate dos intervalos de di.stânci.a com

diferenças nos preços dos canal.s [xm]
Custo de se usar a J-ésima capaci.dade para um

canal de compra.mento compreendido no l-ésimo
intervalo de di.stância
Número de nÓs que devem estar na mesma compo-
nente biconexa
l-ésimo nÕ dentre os que devem estar na mesma
componente b i.conexa
Indica a existência de arco entre os nÕs l e J
T [l,JJ= 1 te um arco entre os nÕs l e J
Tfl,JJ= 0::) \ão existe arco entre os nós l e J

NG

I'bIAX
NUbíTOPCBC

NUblCFACBe

ITbqAXFD

ITbHXCFA

NBbl

DIST (l,J]
GUIA [l , J]

CAPDISllj

'«-''. [:J

CAPREcll,J)

NS

«[: ,,]



1 . 4 Listagem do ])roBrama TCl;A

ZZ z 2z x 17 1 :Z: z:= x7 7x ZZ z z : Z ix :l IZ :x 7z ): i ZX zlX1: 2 X : Z 2 X X17 ;: 7:: :'7 7::z
[ P i O Gl? AFIA T: F A
Z X Z 7ZX ZIX XZZ = Y Z Z 1 : E ZZ ZZ = ZXZ 7 1r2 Zi 2 X7 ZZX 2:X 7X ! Z 7 Z i1 7X 1l 7X 71}1Z
Z f)FOS Agir: PÀi?.à RES9LVt.R C P1{013LCt'/. D: Di:SJC$=P.C/.C 0t. T=F'í)-
l LCGIAr CA)ACl!)Âi)E: E FLUXO E:u UI'lí\ PEDE DE CClF'PL'Taxi)R]:S.

Z D /i A : JUL H3/ 8 4
i

Z

[

J] St R 0RE. F'íC fJ. 3t :lERá A

4

Z
arIE;yTACDR C ARLe S 1{ uF;t S Jii.

C [L A B OR e.C/iE] /.F:r L i E 1) t.: \ l A S
l.S : t'ibJT,C.qLC9E:L.RY,S}'ÜnTRQ{.:Tt.,F).!=-r)

FLUXvlA E C ALl31D L AL)Z
q
A

Z

i
/

[ SPE.C IF : C% C /.] H !L SClq v. PUSGlrPC

?Í !. Z 1 } '7 :'v =, "r [ "- Z ]:: 2'1 : X

ZZ:2Z':ZZZ7:Z}.=;X:ZZtl:;i:==1?')1::t;22ZIZlll):lZ X;;
Z D[CLÂRA=À] : L=ITU'iÀ 9= \-;;Fit.4'/S]S G:05/.:S
Z 2: 12 1: X Z Z ? Z;:7 = : Z 2 1 }.X X= 7Z :: : :. ! = = % Z : 2 2 : : := t ::: )';: Z=

FILA CAPO(K! ji =2E'/EJr? )pLIX:(XllJ0=PRj\TER)
ii:l.i. GGJ\F!;.fT-4$.X, í'vÁy,y,ÀUY;
RE:/\l T l , I'a,T 3 , T & ;
!\Tf5t l-jfFJ: p i3p f4.,FÍF:AXfF:5plÂLCpN31';
i\:T[G=R f<,:,J,]TK:AXCFlr ['i''/.&XFD/r'Xph:UF'TDPCXCr?:UtlTCPCÇ11
RE',r*C(CÃRí},//, ).l, 'lC ,;yÇ, l t.:/: 1, Ni.i!.'T9Í'p.S:) ;
R EI il l:tCARD r/// tlJYCFAt Ei: plT t.'AXF nu/l 'r F'AXCF P, r FÇSt:);
M 1{ ê. )L: = ( FJ tt !~; + \J ) /?
J Ut lJf) B yt !::.l ;

? i ;12 21X Z l }:Z ZZ Z X

ÍC PC Ç11,!:lj\;fF C r

/

X! =2& + 2 1 ;
#R l TE ( L !i: Ep / p N);
PI R ! T:l ( . l NE' p c / , igC ) ;
Hi? l l:(LllJEr /p NÇ ) ;

H 1? 1 Tt ( L l NE , + /p í ?4 J\X );
FfR l T:l( = 1 Nt p+ / , IIU p/TO PC {3ç ) ;
h'R 11:( LI i:t/+/, ii U}.tCF f.C 2t) ;
KRI TE{ L i l\t/ü /p IT { ÉXFI) ) ;
P: R l 'í E( L 1 1< [ f+/ p :-]:t; AXCF A) ;
H R : T:l ( : l N E: p # / , ?-: 3 }.1);

D: F ]F:t ALG3R ;C

INT:GER ip Jp Lp Kp>:;
RE ÀL PF !N.\l, TF il.AL
AFRAy Ct.'EqC?f TMfNCR+PME.}:oP,CMl\v.C 2p THQlaF/ Pb:Al0}?,Cria;Bi.
[.aRAr DÍ'DT,C3.&.i.tPt ]:2,1::.:J;
PFÜCt CU Ft tiíy R ISTtDF[T ); A RÃ /Y

Rr P.L ZUX : p a.U X 2; TÍ li;XL
FOR 1 :;:1 STE:P. l iJ FÚTIL t{

BE C ll-;
C FlIN AL [ 1 ] : =C E [rCC R [i ];
PF [rCa[ : = & + P rE XD Ft ] ] ;
TF [ FJ Ai.. : = + + T rF' ']í) R [ 1 ] ;

[

C F C Til+ , k J

= PÍ l FJ \ t. : =0 ;



] : = S I'FIF' l U N l T L }:- l D D
T+ ] STOP l U):T:L >} 9i)
DÍ t T ,.J] < DP 0'ít
IQ ;] [ C l b:

/ U X ! : = DPt 'T [ if ll;
[.!JX ? ! = C Pi)1'1:2, 1 ] ;
[)P3 T [ ! f í ] : " i) F'CT [ ] pJ]
[-P CTt 2, 1] := COD Tt ? f J]
[) P[) T [! , J ]: =A U X]
DPC Tt? .JJ:=i\UX2;

l

f

l
195

HPI
D]

T F iF:i\t > T y l X

J : = C Fi)T [ J p ] ];
C f'! fq AL [J ] =í: HA .10R [ J ] ;
TF [;Ç.!L :=1:' n( Tt'ç'PJD 't J] -Tt'
PF i h/ L : ú # + ( PF!.\ JÍJ FI [J ] - f'].'

&. r-: D

1 19 Rt .l ] )
[FIO Pt J] )

E: p.: 0

L : :] ;

F CE & !+ 1
T [ i , J]

T }] : }.J

l Ul-:T{ L
STE P l

:t 6i l-:

le: 1;
k.}]] L [ CI ST [ ipJ ] > C A F C[''J [t(]
[ }; [ {.f C f] [ L ]
TP[ [:J a R [ L ]

F C/,Pt lpJl>=C ÀP DiS [X }
x : = + + 1 ;

C /l F i; .! $ [ y « ] <A: C FL =Xt L}

t

C}PC! S[Y -] ] ;
?( ]/B GA):.e.) + ( ]*RCÍ LUV [L]/t C /; P) ! st x - ] ] -

PROF LJ ( [ L J ) ) ;
Pide:'tlí)R [t. ) : =C /F'l?r:C [ r p XA : ] ;
[ t-fà.i -ni? [L ] : C Á?D] : t X ] ;
TK.\ ]] [R[L] := ( !/ CG/ }] A)+ C ÀRCFL C>:t L]/( C r,FD ]S [X]

& FCT'L :JXt i. j ) ) ;

f

P{4Â! CRt L]
[P=T t[[, L ]: = L ;

Eil: !iÍ!?ii:f-.':'"'-'--'''~'*'':',';"'~"'-,''~':'''-',;
CGÀHA[2 r] ] := CHE] !.JC !{ [ L]/AliCFLUXt L] ;
l.: = + + ! ;
F r-J C ;

Ht URSS T(3PD T);
P H.q X :=P F :F{AL ;

D:'.: T I'çr D E PA)J D 1 = G A FI
!38 CL E AF: C HA Vt li4f, CH A V [ K F i ;
!'lT[GEli A?iAY ípilFIC!!)[hCI.ILpp-']tC]pNUi':C.\F1]]1:Ffp]:]=)pFf]rsl]
qRRAY D;lSí+DlpGg.M.l.tl:FJp::lJJr ' ' ' ' ''''

[ J\P)] S [Ú : F.JC c }JC ] p
C A. PGE: í) [ ! : N GJp
[ AP.R E c [[ : ?J Gp r. : F{C# N Í: ] ;

.ARRÀY ;\.tC=APTARCfLUXpARC!)lt l: }*MAYlpARCTOPt ! :2p] :]-'y]-x] ;
AilFAY S9L[)Tlt[:.L]yAX+?f1:2]; '' ';''' '' '' -'-'-''''
! :tR!.Y [ Kirit! :N+2/&:F:+2];

= C Xi' F:E C [ K r X ]

F! ] ;



196
F'j{0CtCUu! KTt4T(F= ,P?pf'3);
A [t[t [ Y ]'] [ ü ] , 1)2t t] ;

flt /.L P 3:

P 3 : = 1 ;
[ N'D ;
Pj?i)CEI)UPE. CALE)EILAY(p!/P?pP3);
[?[[ \Y P: t+'] p P2t« ] ;
R: AL F3; Z Pl:'C/ P}AC, P?
3EGlll IU T[3t.'( ] ; P3: =(';

F L UX Cp f 3:- D[L PY

F U 3 1 ?:'1 $1'SI' l U$tTlll M nJ a

F'.3 : ; F ]!+Í' Z { ] ] / (P ] r : ]
P 3: = P 3/G c= 1.+lB ;
[ -4 3 ;

Z Z Z Z : ZZ= :2:Z :l ZZ Z= :X Z 1 22'ZI
Z P R CC [r) U Ft fA =P. b=T]IF i C /ç
Z ] U SE'J À/ S [ T 91} OS C S pi5
Z i3 1 C C hll'' X & .
Z

IZ= }'Z l :Y= IX 7= 2 11: i: yZ XX RZX=1%l X ZZ 7Z
St A T3i)0LCC]J Dr. RE:CE E.í VERVE:Lp

r905 3E S S:STAR [F' U}'A ].:rSr-A CÍ)5:PC]NC

í-:UH E R C D [ F.:0 S Í)l\ PE.C [
C 0>iP t3b.S t..'T '''S 3 1 C 0?Ç r X l S
[13 (1 r J) i J-t $i }-' [ j\JS
F:yf Fí{ C Í): CO :?9}( i:N T[SZ

Z

ZZZZIXZZ2ZI Z::;?:X.!:t'?''r;:7=17 X s'';:l:1::='3:XIZ t
3nCL[Al-: PFCCEry== V]AV[LC?J,CE }:CB);

! N T E CEi? /q: R AY C 3 [ f ] ;
J Fj T E. CIE:R ?: p'N C B;

{NT [GEa

llC13
l-t s! }'Á

Ü ! CÍ)Nt X/;S
C CI'F CK;:iiTi'

V +/b

T r Jp IN:; ;

BOOL[A:: ACHO L;
VI A VSL: = T RUt ;
FOg 1:=! STOP : UNTil

I'OR J:= ! STOP l tjKTIL
!F C9t [, JJ-=St ] ]

N
N

l t = J ! = iq

F]R
BE GI l{
/çC H] U :
FCR

STOP ! CF:TI L DC

F iX L SS
J: = 1 S T E'? l UK:T li. !: D C

TF :C3[1ND/J]=SÍi] TH:]N AC1{0tJ
: F ' A.C HOU THEF: 8F GTN

VI B V[L::'Ff:LS:

[ t.JD ;
[ND;
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Z
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NU }lt
NO A

FÜ Dt F:Ü S
P ÀR ll ? JU

0UT PO S NG S
rtD'TUL j.Ch G FrtR À a

o cut RCTÜL au

[ÀLtÜLADC5 DS PE NOitES C AJ/ l Nllj3 3

TO CDS
HÂ Tll IZ Dt
Mt OT (Jp K )

6

C AL Cti1 0 1: [. S !/[ } í;t E S C R F] ] F: }-i CS
F:G K -t SZ F'O bl[ \]O R C A 1-{ 1 'C Fí0

Z
Z

PR CCt PUNE
INT[GE?
L RRAY l.
l?sTt C=P

Bt alia
I'JT E GFf{

'v q'7q' 1/ +' qPf a.f +' e/ «bÍ abp +, TY'r =':y: 7 ":' 'q' o.r w +.J'

J
D l J r S T i: P t L/ !': p S p !.ti{ B T)

AY !(]0T [dk p # ]
[+,+] ;

13 p l.i ;

l p J - lç / L ê ST SC;

Íit AL }' TT'! D ;
]:ÜTE C [il \P Â AY

qíl R ;.Y OI S T { !
F O!: 1 : = 1 S r Í lr

a

l

l

U !\T il
F] [ J! = } $TFP ]

1)3 FiF 0 T11 ip J ]
; :t ], ST:f) l UF:TIL

9 C 8t C l tJ

st [ !] :

DI ST [ SJ: =
3C ÍI S ] : =!
L& ST SC := S;
F CR 1 :=1 S TE:P

F]R J != í S'Í[P

h
UN T:L

} C ü :k 5 ;

U h'T !L N- !

UljT:!

i F SC [J] :Q
THFN D! ST[J] > 91 $T[ L B ST Sc] +t. [l.& ST

THt N Et C: N
OJST [ J] : =D: ST {] L Ê. S'TSC ] +L [ LASTSÇ, J]
F; t?0 Tt J p } ]

Nl
\ s í sc;

: 2 STEIP
rB OTt J/ K] : =0 ;

UNTIL
DO

IF CI STt JJ-(D'íST[L.RSTSC]+!.[Lh SI'SC
TH[N 9 E GlFI

J ] )

lqH IL S H R i) [ [: J r )'' ]
í)un K :- :ç+ ! ;

M R 0 T [.l, KJ: =! A STSC ;

E ND ;
l (A +5 ;
=] ST r P :, UllTIL lv
! F St [J J' G

T HE?: [F t)] STt J] <P1lvD
Traí N Br GIN

F:[ !': D : L C ] ST [ J ];
LÀSTS::= J;

SC [L AS T SC ]:
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B.' 6. v q' :' q' '
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/ li n' t

; O\ :T F5 1 ( 1, J, L !);

:l!\T [ Ct R ip J, L ];
3 [ G l?c
l :':Tr G'Í! 'çJp VP pJ: , t J

;.J : = J +
'4:? : = H ?CT [ !. [ , ! );
! F l/s N:' C )

C '/ : '{ [ i , f-:J ]
:f !#iO T [Í4Tt , ] ]
Ti-iE'J í: [rCSTí{2í l.]r NJ+i':R) ;

'q n

L.l i = 2 ;
[.]: {l H R D 1 [ L11 , LJ ] ;

[ !;D;
hu i L E }!n --= )

l : = ! + 1 ;

LIHI Lt J !
J

(: J

[ F/: \: [ [ p J ] ]
J ] f = J l+ l;

C bil N [ llf JI } : = 1/ r? ;
C C :J5 T FC) 1 ( i p J : p HR' );
L J : -': L J+ l ;
L' ? : = r 80 T [ Li pLJ]

\D;

C F' ! }: [ J ] pJZ );

-l D ;

! r.! TE S [íi : p J;
Fn3 1 :=1 ST:'l' l iJ h..Tíl. X =0

FCF: J:''-l ST[F l U-.TIL F] == C}']p-]t],J)

C \! ] \ [ 'Í p J ] }=t(;
C C) 1.1 S TRO T ( T , J p l{)

v '\
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Este anexo foi I'eservildo para ilt.istrar uma execução

do programa TCl:J\.

Como exemp]o, o que se quer é montar uma re(]e de com
putadores entre as cidades

l

2

3

4

5

6

7

8

9

São Paulo

Rio de Janei.ro

Belo Florizonte

Porto Alegre
Reco.fe

C amp in a s

São José dos Campos

BrasÍlia

Campina Grande

Os dados fornecidos para o programa estão i.mpressos

na listagem de execução que é mostrada a segui.r

Para as capacidades de transmissão foram fornece.donos

valores 300, 1200, 2400, 4800 e 9600 Bits/seg e o programa faz
combinações de atõ 2 destas capacidades para um mesmo canal

Dentre as topologias inicial.s para o problema topolÓ
Bico, a tipologia l foi fornecida como dado de entrada e as ou

trás 2 foram geradas aleatoriamente pelo programa.
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