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ABSTRACT

This work is concer'ned v/íth Hausdorff djmension

and some of { ts appl i cations

In chapter one the general theory of Hausdorff a-
dimensjonal measures is presented. Chapter two shows hov/ to
compute expljcitly the Hausdorff djmensjon of some metric

spaces that constitute a generalizatjon of Cantor's middle

thirds set. Fínally, chapter three uses the preceeding two {n
showíng that some extensions of a classical theorem due to

H. Steinhaus and S. Piccard (regarding sums of subsets of the
l í n e ) h o l d



ImTROOUÇÃo

0 conceito de dimensão fracionãria de que trata
este trabalho foi essencialmente introduzido por F. Hausdorff

(1919); a titulo de ilustr'ação, Hausdorff mostrou que a djmen

são do conjunto triãdico de Cantor é log 2/ 1og 3. A finalida
de deste texto é a aplicação dessas idéias ao estudo de cera

tas propriedades geométricas de subconjuntos da neta, entre
os quais os conjuntos do tipo Cantor

No capítulo l expomos sucintamente a teoria geral

das med idas a-d imensionaís de Hausdorff num espaço métrico ar

bitrãrio, bem como, no caso em que o espaço é o euclidjano,
suas relações com a medida de Lebesgue correspondente. Este

capítulo contém bem mais do que o necessãrjo para o desenvol
vímen to pos te ri o r

0 capitulo 2 tem a dupla finalidade de preparar

'tcFFeRO para a parte f'mal e de 'ilustrar o tipo de d'ificulda-
de com que se depara quando se procura computar explicitamen-
te a dimensão de Hausdorff de um determinado espaço métrico

0 resultado central é o teorema 2.1, que generaliza aquele
descoberto por Hausdo rff

Finalmente, o capa'fulo 3 tem como objetivo mos

trai como tais idéias podem ser usadas par.a se "generalizar"

um teorema clássico de H. Steinhaus e S. Piccard(teor. 3.1)
0 resultado central exposto é o teorema 3.2, cuja demonstra

ção foi essencialmente extraída de trabalhos de A.S.Besjcovitch



CAPÍTULO 1: MEDIDAS DE HAUSOORFF E DIMENSÃO FRACIONÁRIA

A final idade prec'ípua deste capitulo 8 o estabele

cimento da linguagem b5silca de que nos útil izaremos nos dois

capa'tules subseqtlentes. Definíremos, aqui , medida a-dimensão

nal de Hausdorff num espaço métrico Q, expondo algumas de suas

propriedades essenciais e culminando com o conceito de dimen-

são fracionãria de uma parte qualquer de Q

Apesar de boa parte de nosso trabalho posterior re-

sidir no caso Q. = IR, optamos pela formulação dos resultados
deste cap:ítulo para um espaço métrico arbitrário, uma vez que

comparativamente nenhum esforço adicional tenha sido necessá-

rio. Ressaltamos, contudo, que nossa abordagem, sob vários
outros aspectos, esta longe de ser a mais geral possível. Um

tratamento sistemático bem mais abrangente pode ser apreciado
no livro de C.A. Rogers, citado na bibe iografia

Ao longo do texto Q designara um espaço métrico e
d a métrica que determina sua topología. 0 diâmetro de uma

parte E C Q será denotado por IEI, de sorte que

l E l supÍd(x,y) : x,y e E}

Por outro lado, a distância entre EQ e EI (lsubconjuntos de Q)
seF: denotada por d(.Eo 'EI }

d(Eo'EI): infÍdCxo'xl): xo € Eo' xl C El}
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Dado um real positivo a, podemos definia' sobre as
partes de S2 uma med ida exterior pu associada a a, como segue.

Se E C ç2, escrevamos, para cada (5 > Q:

fÍEJVnlai n
n

E C UVn; lvnl .S ó}

sendo, aqui, o Ínfimo tomado sobre todas as coberturas enume-

rãveis de E por abertos V. C ç2, com diâmetro no máximo 6. Ve

rifica-se facilmente que pg(E) ê função não-crescente de õ,l.g

go, ex'êste I'im ul;(E) (eventualmente 'igual a +n) e podemos es-õ->o

cr'ever

H'(E) !:.:l «? c:, (*)

Resultam, imediatamente. de (.+) as seguintes pro
príeda de s

(i) Pa(g) ; 0;

ii) se E C F, pa(E) S

(ii i ) s e E o ' EI ' . . . ,'E n '

adiei vida d e).

Pa(n n) 5. n PaCEn) (sub

Tais propriedades caracteFilzam pcE como uma medida exterior,d.g
nominada medida a-dimens tonal de Hausdorff, para cada a> 0.
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lal fam'i.l ja de medidas exteriores guarda estrei.ta

conexo'o com a própria topologi.a do espaço métrico.Q. Nesse
sentido a seguinte proposição 6 esclarecedora:e desempenhará

um papel fundamental ao longo da trabalho

Pz'aros ção .Z..Z. Se E.,E. C Q são tais

d(Eo'EI) > 0, então Ua(Eo U EI) : Pacto) + Pa(EI)

que

Pz'oua. Inicialmente observemos que para todo

6 > 0 temos pg(Eo U EI) .S u:(.Eo) + PÕCEI) Cde fato, dadas co-
berturas de Eo e EI por abertos de diâmetro < 6, sua reunião
ê uma cobertura de Eo U E por abertos de diâmetro .S 6)

Vamos mostrar que se 6 < d(Eo'EI) então temos

pa(Eo U EI) Z ua(Eo) + Ha(EI) , o que estabelecera a igualdade

proposta ao fazermos ó -- 0. Podemos supor Eo'EI / g.

Seja {Vn} uma cobertur'a de Eo U EI com

IVnl 5 6 < d(Eo'EI) ê eviden.te que para calcularmos u:(Ea U EI)
podemos nos restringir aquelas coberturas tais que

.Vn n (Eo U E]) / P, Vn, e, portanto, faremos aqui tal suposi

ção. Assim sendo, se Vn n Eo : + então Vn n EI / g e recipr.g
cadente, pois se Vn n Eo / g e Vn n EI # g simultaneamente,el

tão IVnl .Z d(.Eo'El} > õ,, absurdo. Analogamente, Vnn Eo # g
se, e somente se, Vnn El: © Portanto, tal cobertura se de-
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compõe como reunião dislunta de duas cobertut'as, uma de E. e
outra de EI , ambas por abertos de diâmetro < 6, provando que

u6(Eo U EI) : pg(Eo} + 'u6CEt), para todo â < d(.Eo'EI)

/ Assim, temos pacto U EI) : vg(.Ko) + Pa(.ET) para

todo 6 < d(.Eo'EI ) e, então, fazendo 6 -- 0, resulta a água:ld.!
de do enu ncjado.

Observemos que quando Q = IR e a = 1, ul : À+ (me-

dida exterior ã Lebesgue), e dado que existam partes da neta
não-mensuráveis Lebesgue, pl não é uma medida, neste caso. Is

se nos mostra que.ua não ê a-aditivo, em geral, sobre toda a
a-ãl febra 2*ó das partes de Q.

Assim, um problema que se coloca naturalmente ê o

de encontrarmos uma sub-a-ãlgebra de 2Q, suficientemente am-

pla para abarcar todos os conjuntos Ente!'essa7zt;es do ponto de

vista topolõgico(ou ao menos o maior numero possível deles),
restrita ã qual ua seja uma medida (isto ê, seja a-aditíva).

Para respondermos a esta questão é ütjl introdu -

zirmos, neste ponto, uma definição. Diremos que E C Q ê
u -mensurável (ou apenas ioensurâvel, quando não houver perigo
de confusão) se yA C E, VB C s2/E,

uq(.A U B) pa(IA) + pa(B}
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Sela Moç C 2Q a classe dos conjuntos pa-mensuráveis

As proposições seguintes se encarregam de mostrar que Ma ê a
classe ampla que procuramos.

Pz'oposição ].2. A classe Ma ê uma a-âlgebra e Pa

ê uma medida sobre Mu

oemonstração; (i) Ma ê uma. a-ãlgebra: trívialmen

te Ma é fechada por complementaçio; vamos provar que Ma ê fe
chada por reuniões enumerãvels

Inicialmente, se Eo' EI € Ma, então Eo U EI C Ma

Defato, sejamAC Eo U EI' B CQ/CEOU EI). Escrevamos

Ao : A n Eo e AI : A/Ao; então, como Eo ê mensurável0

pa(AQ U (AI U B)') Ha(Ao) + ua(AI U B) (*)

Por outro lado, como Ell é mensurável. e temos

AI C EI, B C Q/ EI,

ua(A) U B) pa(AI) + uaCB)

Isto posto em (.t ) nQS diz qu e
%

pata U B) Hq(Ao) + pa(AI) + tiaCB)



Mas, novamente, pela mensuFab ilidade de En temos

pa(Ao) + pa(IAt) ; pa(-Ao U AI) : pa(-A), o que pro'va que Eo U EI
a mensurável. Por indução, toda reunião fin ita de membros de
Ma ê um membro de 14a

6

Sejam, agora, EOp E],..., En'... e Ma. Para mos-

trarmos que E = U E. ê mensurável, podemos supor
n> o ''

Eo C E C ... C En C ..., pois, se isso não ocorre, substitui
mos cada En pOr:

n

.:. :k;

pelo que acabamos de provar, EÂ € Ma para cada n, e nUo En: E.

Assim sendo, sejam A, B tais que A C E, B C ç2/E

Escrevamos An ; A n En para cada n (temos Ao C AI C...C AnC.
Como An C A, temos uc!(An) .S Ua(A), para cada n. Portanto,

Pa(A) .! suP Ua(An)
n'

(**)

Por outro lado, posto que cada En seja mensurável,
resul ta , por indu ção sobre n:

Pa (-An )

n

paCAQ) + k=1 Ak/Ak-l),

e portanto
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su P 'P
nn pq(.Ao) + kEI Ak/Ak-l),

quer esta Última série convírja, quer não. Além disso, pela
sub-aditívídade de pa, temos

Pa CA) S. Ua(Ao) + kEI Pa Ak/Ak-l),

donde Ha(A) S. suP pa(An). Isto combinado com (++) estabelece

a ig ual dade

U'(A) suP Ua(An)n '' (***)

Agora, novamente pela mensurabilidade dos E., se
gue- se que

Ua(An) + Ua(B) Ua(An U B) 5..pct(A U B) ,

ou seJ a

SUP Ua(An) + pa(-B) S. pa(.A U B);

ou ainda, por (++t : pa(.A} + Ha(B) .S pa(A U B). Posto que, por sub-

aditividade, a desigualdade no sentido contrario seja sempre

vãl ida, concluímos que vale a igualdade e, portanto, E é men
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su rãvel

Enfim, Ma ê uma a-ãlgebra, como afirmado

(ii) Ua ê a-aditiva sobre Ma: evidentemente resulta da

propria definição de mensurabílidade que Pa é fínitamente adi
t i va sobre fla. '

Sejam, então, Eo' EI '..., En'''' e Maconjuntos dis
juntos dois a dois e seja E sua reunião; para cada n > 0 temos:

P"(E) ! U'(kU. Ek) : kE. P'(Ek)

Portanto, Pa(E) : k2:o Ha(Ek). Mas a desigualdade

no sentido Oposto é sempre valida, posto que Ua seja sub-adi-
t i va . Assim,

U'(nUo En) : .E. P'(En),

e, portanto,pa é uma medida quando restFi'ca ã classe Ma, como
afirmado.

Pz'oposição .7.3. Todo Borel i.ano de
vel , isto ê, esta em Ma

a -mensurã
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Demonstram o: De acordo com a proposição 1.2, Ma

ê uma a-ilgebra. Par $ua vez, a classe dos Borelianos de ç2 g
precisamente a a-81gebra gerada pelos fechados de ç2. Logo, ê
suficiente mostrarmos que todo fechado de ç2 é pa-mensurável

Seja, pois, F C ç2 um fechado arbitrário e supo

nhamos que A, B são tais que A C F, B CQ/F. Escrevamos, pa
ra cada n > l

Bn {x e B: d(x,F) : l/n}

Então, temos d(A,Bn) ! l/n, Vn Z l(aqui supomos

A / P / B, caso contrario não hã o que provar, e B. / g,
Vn > 1, o que não restringe a general idade, pois se B # g en

tão Bn / g para todo n sufic'ientemente grande). Logo, apl i
cando a proposição 1.1, resulta que, para todo n > l

pa(A U B) Z Ha(A U Bn) Ua(A) + IJa(Bn)

0u seja: ua(A U B) .Zpa(A) + supra(Bn) {'v)

Agora, se UaCB) = +w, entã'o vaCA U B) = Ua(A) +

+ pa(.B} certamente, po'ís ambos os membros sã'o 'iguais a +n; as
s'rm, podemos supor UaCB} < +n. Neste caso , tendo em conta
C+), ê sufic [ente provarmos que
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HaCB} .5 suP Pa(Bb)

Para ta], coloecemos notando que

F ê fechado, e que Bn C Brt+l pat'a todo n' > l

Logo , por su6-adtttv idade

.:. «' P o'ls

paCB} < PaCBn} + kEn U k+l/Bk},

para todo n > 1. Portanto, a E)em de que C++) resulte demons

toada, ê sua.crente mostrarmos que a série

k=1 p CBk+'l/Bk}

converge. Escr'evendo, por simpl ícídade de notação,

Dk : Bk+l/Bk' temos dCDk'Dt) > 0 sempre que jk-tl > 1 (isto
decora'e facilmente da definição dos B.). Logo,utilizando é a
proposição 1.1 repetidamente, obteremos

k aE U CD2n ) :n=l «'..!. ':«: :T''':,
e , de modo an31ogo

«:l" c':..l } : -' c:L':«.. )-'s. "' c-l,



para todo. k. > 1. COPO UaOR}. < +w e. todas as: parcelas envol vt

das são positivas (.de sorte podermos rearranjã-las convenien-

temente) concluímos, somando as duas 61timas desigualdades
membf'o a membros;:que.a série

converge, como quer:íamos. Isto prova C+'v), e portanto, por

(+), r'esulta: vaCA U B) 3. paga) + uaCB), de sorte que F é men

surãvel. A proposição esta demonstrada

Os resultados contidos nas duas proposições prece
dentes, embor'a não sejam essenciais em nosso trabalho poste -
pior, elucidam a relação ente.e as medidas ua que introduzimos

e a tipologia do espaço métr'ico ç2. Muito mais importante pa-
ra nossas pretensões, contudo, é o estudo do comportamento de
u"(E), para E C s2 fixo, quando permitimos que a varie no in -
terva[o a > 0, porque ta] estudo possibil"ita-nos associar a E
um numero r'eal não-negativo denominado dimensão de E (dimen -

são fracíonãría ou de Hausdorff), um conceito extremamente r.e
]e vinte nes te trabalho.

0 que justifica a discussão do parãàrafo preceder
te ê a proposição abaixo, a partir da q.ual o corcel.to de di -
mensão fracíonãría deve resultar ÕE).vio.
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P[''oposÍÇ?ão ] . 4 Se u"(EI) < +m e B > a, então

oemonstz'aç?'io; Saia {Vnln>o uma cobertura de E

por abertos Vn tais que IVnl < 6 CÓ > 0 qualquer}. Então te
mos

BU E l v . ln nn:o rl=o '''i".i' . '''' .i.i".i'
0u seja, UÊ(E) S 6B'aU6(E) (posto que a cobertura

seja arbitrária). Fazendoó-- 0 e notandoqueB -a> 0 e

que pg(E) ' ua(E) < w, vemos que pÊ(E) -' o, donde pB(E) = o,
como afirmado

Como conseqilência imediata da proposição acima,ve

mos que se E C Ç2 é tal que 0 < ua(E) < m para certo a e B<a
então u'(E) : n. Com base nisso podemos definiu' a dimensão

fracionãrja (ou de Hausdorff) de E como sendo:

dim E supra ' 0 : ua (E) +«}

(convence onamos aqui s up g = 0).

Algumas propriedades da dimensão fracionãria, em

bor'a óbvias, são dignas de menção. Por exemplo:

Ci) se EI C F , temos dlm dílm F;
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CEI) se d(.E,F} > 0 então di,m (.E U F} = maxtdim E, dim F} 9

esta ülttma resultando das propostçaes 1.1 e 1.4.

Dado que tal conce.íto de dimensão envolva sucess í

vos processos de limite superpostos, é natural esperarmos que

seja pouco manípulãvel. Por esta razão não deixa de ser nota
vel que possamos mesmo computar explicitamente a dimensão fra

cíonãria de alguns conjuntos com estrutura topolõgica relati-
vamente complexa; isto será feito no próximo capítulo

Antes de finalizarmos este capítulo, expondo um

ou dois exemplos, gostaríamos de investigar, no caso í2 = IRn,a
relação ente'e pn e Xn(medida exterior ã Lebesgue) com algum

detalhe. Par'a tal precisaremos de mais um fato geral

Pz'oposição z.5. Fixemos a > 0. Para cada E C í2

existe um Boreliano B C Q, contendo E, tal que Ua(B) = ua(E)

Oemonst2'anão;Seja c > 0; afirmamos que existe um

Boreliano Bc D E. tal que u:(Be) : Pe(E)

De fato, para cada n > 0 existe uma cobertura de

E por abertos vE. (k = o,l,...} tais que lvkl<.c e

' c '- ' ... .:.l"EI' « u:CE} + l/n c*)
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Pondo Vn : k:o Vn) temos VaCVn)
como V. 3 E, temos

1 1

? lvPI' ;k
<

k=o
a S S 'L m,

U:(E) .S p:(IVn) < Ue CE} + l/n

para cada n > 0. Ago)''a façamos Be ; n:l Vn; Bc ê um Bor'dia
no e E C Be C Vn para cada n , donde

p:(E) -5 u:(B .) .5 u:(Vn) (***)

De(**) e(***) conclu:amos, fazendo

p:(E), o que prova a afíy'mação feita.

Em par'ticular-, par'a cada k > 0 existe um Borelía-

no Bk:)E tal queUI/k(Bk) :PI/k(E). Escrevendo B = kn.l Bk'
temos E C B C Bk, para todo k > 0, donde

que

P:(B .)

ul/k( E ) p'i/k(Bk) = uq/k(B) z. u{/k(E)

e, portanto, necessariamente UaT/k(.E): PI/k(B)
obtemos faCE) = ua(B)., como pretendido.

Fazendo k -> m,

A py'oposição acena expõe.ssa uma propriedade de re

gulartdade das nedtdas ente.piore-s ua, e permite-nos estabele-

cer uma relação simples entre Pri e a medjlda de Lebesgue quan-
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do consideramos o caso Q : Rn. Maíls precisamente, temos nes
te cas o.

Pz'oposeç?ão .z.6: Existe uma constante k. > 0 ta]

que, para todo E C IRn, unte) = kn ÀnCE) (Xn denota a medida
exterior ã Lebes gue no IRn)

oemonst;ração: Resulta diretamente das definições

que o quociente Pn(B)/Àn(B), sendo B uma bola qualquer do IRn,
de r'aío pos ittvo, independe; da bola considerada. Denotemos

ta] quociente por kn; most)''aremos que kn é a constante procu-
rada, com a suposição adicional de que kn < +"

Observemos, inicialmente, que X:(V) 5 IVln para
todo V C IR'',donde pot' sub-adítívidade

xi(kUo Vk) ' k xo Àn(Vk) .S k Eo IVkln

Segue-s e que , pa ra todo E C IRn ,

Xi(E) .S pnCE) (*)

disto por sua vez implica, em par'ticulav', que kn .3 l)

Por outro lado, sa E C Rn é tal que À:(E) < +"
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então, dado c > 0, existe uma coElet'tuta da E po)" bolas B

(i : 0,1 ,.. .} taí.s que

J

À:(E} » jEo " Bj

0u sej a

À:(E)+' » jE.Àn(Bj) :jX. l un(Bj).Z

k «"'.!. '.' :h »"':'

Portanto , coReI u:amos que para todo e > 0

À i(C ) + E: > kn'p n (E),

de modo que, par'a todo E com À:(E) < +m:

À i(E) .à kn:pn(E) (**)

No caso ).l;(E) ; +m ã evidente que a desigualdade
('e+) subsis+-e Cqualquer que seja o valor de k.); portanto,tal
desigualdade õ vãlílda para qualquer E C IRn

Assim, (.t} e (+t}. d [zem-nos que, se considerarmos
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Un e Xn como medidas sob.re a classe dos Borelianos de IRn,tais
medidas são mutuamente. absolutamente cont:ilnuas. Neste..caso,a

medida exterilor À: .restrita aos Borel líamos ê justamente a me-

dida de Lebesgue Xn e, pelo teorema de Radon-Nikodym, existe

uma função f C L'(Àn) não-negativa tal que, para todo Borel i.g
no B:

Xn(B) =1} fdÀn (***)

Em particular', se Bo é uma bola qualquer, temos

o dÀn :pn(Bo): knÀn(Bo) :.lo kndÀn

0u s ej a

JB (f'kn)dÀ n'0

Como Bn é arbitrária, concluímos que

Àn ' quase-todoaponto. Logo, reter'Dando a (t'l+)

k nm
i+n v'''

Pn(.B) = knÀn(B) ,

par'a todo Borel [an o B:
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Agora, seja E C IRn qualq.ue.r. Pela proposição 1.5,
existe um Boreliano B D E com pnCB} = LINCE); pelo que acabamos

de pr'oval combinado com C+t}, te.mos

u n CE) = U n (B ) knÀnCB} Z. knxi(:E} Z

L knkn'pn(E) p n CE )

Portanto, vale a igualdade pn(E) = .knÀn(E) para
E C IR''. A .proposição esta demonstrada, exceto por um pequeno

detalhe : não provámos que k. < +w!

Para tâ] é suficiente pv'ovarmos que pn(B) < +«,
sendo B uma bola qualquer doIRa, de raio positivo. Como todo

cubo de aresta positiva contém uma tal bola, provaremos que

u!(K) < + '% sendo K C IRn um cubo de aresta ]

Observemos que IKI = /ã. Seja dado (5 > 0; esmo -

Ihendo um inteir'o pos itivo k tal que .'fn/k < (5, duvidamos K,

por hiperplanos pat"apelos as faces, em kn cubos congruentes,

de at'esta l/k. Obtemos uma cobertura de K po)" cubos fechados

de diâmetro /'i/k < (5 , e, .portanto

u: (K) <- kn C?'b/kln Gnn }"

para todo ó > 0 Logo, UnCK) <- (./'h)n < +m, como quer:Íamos d.g
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mons trai'

Agora, alguJuas oEiservaÇ6es e exemplos

a) A analise que fizemos do caso euclídtano, nem de lon

ge completa, permite-nos responder ã importante per'

gunta: Qual a dimensão de Hausdol'ff do IRn?

A resposta a simples corolário do que fizemos até
aqui: toda bola do IR't tem medida finita e positiva, donde tem

dimensão n (referímo=nos ã medida un), pela pr'oposição 1.4

Por um lado, isto nos mostra que dÍm IRn > n; por outro lado,
es creven do :

Rn : kUo Bk'

sendo cada Bk uma bola, temos, para todo a > n

Ua(IRn) 5. kE o ua(Bk) : 0,

de ta].sor.te que dim IRn < n. Assim, dim IRn : n, como era de
se es pe ral'

b) 0 conjunto tr:i.ãdico de Cantor T CE0,1] tem dimensão

fractonãria dim T = log 2./1og 3 : 0.6309. Este fato
será demonstrado no capítulo 2
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c} Exi.biremos, agora, um s.ubconjunto da rata que é regi
dual mas cuja dimensão de Hausdorff ê zero. Um real

z é um numero de Liouvtlle. se z a [rracilonal e par'a todo n>0

existem p,q inteiros, com q > 1 , tais que

i: - t i« b'
Seja E C IR o conjunto dos niímeros de Liouville;da

definição acima resulta

(.nl Gn)/Q

sen do , pat"a c ada n

11: .!.'{ {'b'
uma reunião de intervalos aber'tos. Como Gn D Q para cada n,

vemos que Gn é denso, para cada n; assim, E ê r'esidual, pelo
teorema de Baile

Dado a > 0, vamos gostar que ua(E)
suficiente provarmos que o conjunto:

0 ra , é

Ek. [-k,k]
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ê tal que pa(Ek) -: a pai'a cada k. inteiro positivo.

A prílmetra coisa a se observar é que, fixado k,

:- ' .!.i
kq l
U

nqp:-kq q f'b: (*)

para todo n.positivo. Dad.o c..? .0, seja n suficientemente grau.

de para que 2i'ri < c; então (+) nos dtz que Ek é coberto por
intervalos de comprimentos dados por' 2/qn < 2/2n < c, donde

u:CCK) .S q?2 lg qn- S 3k2' q:2
;

Pav'a n grande, na > 2, e, portanto podemos maio

rar a Ultima série acima por uma íntegt'a] conve)''gente, obten

p:(Ek) -5 3.k.Z' l

Ainda uma vez, como esta Ultima expressão tende a

zero quando n -' ", p:(Ek) : 0, donde Pa(Ek) : 0, pois c é ar-
b'i t rãr'i o

l

3k2.'
n ct - 2

Logo, pa(IE) = 0, como afia'made, para todo a post
tido, de sorte que dim E = 0. Notemos que escrevendo:

IR : E U (IR / E )
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obtemos uma decomposição da rata nuns conjunto de dimensão nu-
la mais um conjunto de la. categoria

d) Note-se que. se @: Q - Q+ ã uma imersão tsomêtrica, en
tão, dado E C Q temos

u'(E) : P'($(E))

para todo a (por abuso de notação indicamos as medidas exte

r'topes a-dimensionais nos dois espaços métricos pelo mesmo

símbolo). Em particular', dim E = dim (b(E).



CAPÍTULO 2. CONJUNTOS OE CANTOR FloraOCÊNEnS

Nosso propôs.ito neste cap'ttu]o. é o exame,ã ]uz
doS conceitos tntr.oduzídos no capitulo anterior., de uma impor

tente classe de espaços métricos: a dos chamados conjuntos de
Cantor, que constituem importante general ízação do conjunto

triãdico T C [0,1]. Dentre eles, estaremos interessados mais

propriamente naqueles que exibam uma certa simetria do ponto

de vista métrico, aos quais nos t'eferíremos como conjuntos de
Cantor homogéneos, ou simplesmente conjuntos homogéneos

0ã ressa]tamos ao final do capítulo l que a dome.E

são de HausdoY'ff é uma propriedade métrica por excelência. Is
to será í lustr.ado aqui ao calcularmos a dimensão dos conjuntos

homogéneos, obtendo como espectro todo um continuum de valores,
a despeito do fato de ser'em eles homeomorfos dois a dois

Como mero corolário dos r'esultados aqui expostos,
ficara estabelecida a solução de um pr'oblema de existência

que deliber'adamente não abordamos no capítulo anterior: dado

a .Z 0 real , existe um espaço mêtríco Q tal que dim Q = cl?

oe/'ÍnÍç?ão 2.]: Um conjunto de Cantor. é um espaço

métrico compacto totalmente desconexo sem pontos isolados

Exemplos: a) 0 conjunto triãdico T C [0,]], forma.

do pelos elementos cuja exp7'ess.ão em base três apresenta ape-
nas os algarílsmos 0 e 2, é um conjunto de Cantor no sentido
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da definição acima.

Denotemos por 2 o espaço das seq(lências infinitas

,Xn'...) emque cadaxíé0 ou 1. Temos

2" : .iRo X'i

sendo X{ = {0,1} com a topologia discreta para cada i. Cons.!

derando em 2u a topologia produto, obtemos um espaço topolõgj

co metrizãve], p(iis, definindo pat'a x :(Xn) e y :(yn) em 2u

d(x,y) : .xo ;'i'n' l*.i-y.ÍI,

obtemos uma métrica compat:Ível com a topologia produto. Uti-
lizando esta mêtrjca õ fácil ver que 2u não tem pontos isola-

dos. Por outro lado, por ser um produto de espaços compactos

e totalmen+.e desconexos, 2u também tem tais propriedades, se.B
do, portanto, um conjunto de Cantor

Os espaços métr'ecos dos dois exemplos acima sao
homeomorfos; isto não é algo fortuito, por'quanto inevitável

ao final deste capítulo mosto'cremos que dois conjuntos de Ca.E

tor são sempre homeomor'fos

Vamos , agora, descre'per o que entendemos por con

junto de Cantor homogéneo. Para tal introduziremos uma defi
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nação auxíl iar

oefÍn ção 2.2 Sejam Q uio espaço métrico e c > 0

Uma aplicação 4): ç2 -' Í2 chama-se uma c-semelhança se

d('}(x),'P(y)) = e.dCx,y). Para x,y quaisquer em Q

Observemos que + é sempr'e um homeomorfismo sobre

sua imagem; quando c = 1, temos uma isometria

p2'0posÍç?ão 2 :Z: Seja 'P: Q -' Q uma c-semelhança,

sendo Qcompactot /. Então:(.i} c.51; (ii) c= 1, se,e se
mente se , '}( ç2) : Q.

+

emonstraç,ão: (í) Se d(x,y) mInI > 0 então

d(4,(x),+(y)) : cd(x,y): clQI 5. lnl, donde c 5. l

(i i) Suponhamos +(ç2) : ç2; então c : l, :pois

lol : l$ (n) l : .. lnl

l€

l=CAg ot"a , s e

x. e Q/ $(ç2), temos

mas +(Q) / ç2 então, tomando

(t) Supomos, t;ambám qzze í2 eont;ém rezo menos 2 post;os dist;in
P c/ tj 8
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dCx. ,+ (Q)) : r > 0,

pois +(Q) ê compacto. Logo, dCxo'+K'Cxol} .à r, para todo k.1l
Portanto , se m > n > 0, temos

d( 4'm (x.) , $" (x.) ) d ( 4'm'n (x.) , x. ) > 0

Isto nos mostra que C$n(xo))n>o não possuí nenhu
ma subseqtlência convergente, absurdo uma vez que Q seja com

pacto. Enfim, 0Cn) = Q, concluindo a pr'ova.

Suponhamos agora que Q õ um espaço métrico com

pacto, n um inteir'o > 1 e, pat'a cada i= 1,2,.. .,n, seja

+i: ç2 -' Q uma c.i-semelhança. Admitamos que

'}.i (n) n +j(sz) : g

para i# i. Pela propos lção acima, temos 0 < c.i < 1 par'a to
do i

Escrevamos, par'a cada K-upla(il'i2'''''tk) de iE
teia"os iç satisfazendo ] 5. i.-S, n,

E (il ,i2 ' ,'tk) : 'b'tl' '#j:'
c*)

Fi[n a] mente, s ej a KCc] ,c2 , ,E:n ) o c onj unto
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'Í l.,'i 2 ' ,ik.l 'Í'2,...,ik))

P2'aros ç?ão

conj unto de Cantor

conjunto K definido acilma é um

Oemozzstraç?ão: (it) K ê compacto, pois cada

E(il ,i2,... ,ík) ê compacto, e vale

E (il ,i2 , ,i k 'j ) C E (íl ,i2'' ,'í k )

para todo j, de forma que a sucessão á anca acinte, donde K#g

(ii) K n ão tem pontos isolad os de (+) r'es ul ta q ue

E(il'i2,...,'ik) :cilei2' Xk -- klnl

sendo E: = max ci < 1. Logo, IE(íl''i2'''''lk)l -''' 0 quando k'-m

Assim, dados x e K e uma bola B contendo x(aberta), existem

íl ,a2 '' '' 'l k tais q ue

x C EI(il 'i2 ' ,ik) C B;

mas como E(.il 'i2'''' 'tk't} /l Edil 'i2'
existe y € ECíl ,i2 ''' ' 'Lk.) ta] que y É:

y ÉI B, e x não ê ponto isolado.

pa ra i # j,

pot'tan to,
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(iii) K é totalmente descole.xo: seja unia componente c.g
mexa de K; os conjun tos

E CI ) , E Ca ) ,. . . ,E (.n )

são compactos disjuntor e, portanto, dois a dois pos itivamente

separados. Segue.:$e necessariamente que existe i. tal que

M C E(il); prosseguindo analagomente obtemos uma seq{)anciã
il'i2'''' 'lk'''' tal que, para todo k,

M C E ('íl 'i 2 ' . . . ,'i k)

portanto, fl se reduz a um ponto, pois IE(il,i2, , 'i k ) l -o

ef n ção z.3: Um conjunto K(€1 ,c2,''',E:n) obtido
pelo procedimento descrito acima é denominado conjunto.de CaB

tot' homogéneo, ou simplesmente conjunto homogéneo.

Exemplos: (c) Pode-se concluir facilmente que o

tríãdico de Cantor (exemplo(a)) é um conjunto homogéneo.Para

tanto é suficiente que se convide)"em as aplicações

'}.i: [0,1] -* [0,1] (í : ],2) dadas poy':

4'l (x } }' ; '': cu ;Cx *: } ,

as quais são c-semelhanças para 1/3 e sa tis fazem
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$. Cto ,l] } [o,l] ; 4'2 CEo,]] } [;,.]

Cd) 0 espaço 2u munido da métrica definida no exemplo (b)
ê um conjunto homogéneo. Com efe isto, as aplicações

$l: 2u '' 2u CÍ = 0,1 ) dadas por

'b{ (X) 'x2 '' .' ,xn ' Ci , xl ,x2 ,. . . ,x n '. . . )

('Í 0,1) são (})-semelhanças Além disso é evi dente que

+o(2u) U $1(2co) 2u,

de forma que o conjunto de Cantor homogéneo K(1,1) deter"mina-

do por +o'4ll é o pi''õpr'io espaço 2u

A s imetria métrica exibida pot' um conjunto de Can

tor homogéneo permite-nos calcular, não sem algum esfoY'ço,sua
dimensão de Hausdor'ff. Isto é o que estabelece o teorema a

segu it', em cuja demonstração, cumpre r'essaltar, valemo-nos da

mesma notação que utilizamos quando da definição de conjunto
homogéneo (vejam-se (*) e (**))

Te02'ema z.]: Se.ja K = kCcl,c:2,''' 'c:n) um conjunto
de Cantor tLomogâneo. Então temos dim K = a, sendo cl a única

raiz rposÍtioaJ da equação:
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:?. ' '; * + c"
n

oemonst2'aç?ão: Em virtude da observação Cd) ao. fi-
nal do cap:ítulo 1, podemos supor que o espaço ambiente Q é o

próprio K. Em sendo ass ím, se cl > 0 é a raiz da equação aci-

ma (a qual existe e é única porque 0 < cl < 1), vamos provar
que 0 < u"(K) < m; d'isto resultara que díill K = a.

(i) Seja c = max c.i < 1. Dado 'S >0, seja k sufic:lente
mente grande para que c:KIKI < 6; então, para toda

K-upla (il,i2,.'' 'tk) com] : ís .S n, temos

IE( 'í 1 , . . . , ik) c . :.i IKI .S :k IKI .S 6

As s i m , podemos es c rever'

uX(K) .S . Z . k ( '{ l
C 'l Ki' :ll k

KI'( KI'

E portanto, fazendo 6 -' 0, r'exulta

ua(K) .5 IK la < ".

(it} Es cravados
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d yEn d(E (.i} , EI (.j } ) > o
l sJ

Vamos mostrar que paCK) .! da

Introduziremos neste ponto uma notação auxiliar
Dada uma coleção finita A de par'tes de K, escreveremos

s(A) = }1 {lV la: V C A}

Pat"a o calculo de Ua(K) podemos nos restringir. ãs

coberturas finitas (por abertos) de K, pois este é compacto.

Se © é uma tal cobertur'a, é suficiente para nossos p)"opõsítos

mostrar'mos que s(O) 3 da. Isto é óbvio se algum dos membr'os

de atem diãmetr'o >d. Suponhamos, pois, que IVI < d para to
do V C @.

Neste caso, da definição de d resulta que © se es
creve. como uma r'eunião dísjunta

n

:!. 'i

sendo @i uma cobertura de E(i) par'a cada t Sej a

".}" Cs Cq'.i}/.l: } ;\

podemos supo)" seno pet"da de genes'a] idade que tal m:íninlo õ atin
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lido para i; 1, ou saia, q.ue 0 = sC'Dl}/el. Assimsendo, te
mos

n n .

s(@) : EI sC$i:) .! E Co'l:} = o : :la s(©j)

Ag or'a , a col eção

Õ { +l l CV ) l v € {' }

ã uma cobet'tuna de K (pois $1 é uma cobertu)"a de E(1)), e co

mo l@li(V)l= -!-jVI para todo V C @l' temos

s(@) : -Çi s('DI) : s($)

l

Se algum dos niembt"os de ii tiver diâmetY'o > d, te

remos mostrado que s(@) 3 da. Caso contrario, o processo po

dera ser repetido com õ em lugar de @, e assim por diante
após unl número finito de etapas, obter"erros uma cobel'tuna @'e

de K, tal que s(@*) 5. s(o), em que algum de seus membl"os te

nha diâmetro > d, pois de uma etapa para a seguinte o :ínfimo

dos diâmetros positivos é multiplicado pot" um favor' > 1/c >l

Cc: : max eÍ). Desta forma, resultara sempre sCo) .Z dcE, como

q u e r 'L amo s

Temos enfim UcECK} .L dci > 0.
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Das partes (t} e Cti} acíina concluímos que dimK=a,

como s e tratava de pl"oval

C'opoZáz'Ío: Dado a > 0, ex:ilste um espaço métrico

Ka tal que dim Ka = a.

Z)emo?zstnaç?ão: Ponhamos, dado cl .> 0,À = 21/a. Con

síderemos o espaço Ka : 2u muníldo da seguinte métrica

'.'*,«' : .?. ?,h i*.-,.i ,

sendo x = (lxn), y : (yn} membros de Ka' Nesta nova métrica

as aplicações '$o''#l do exemplo (d) .acima passam a' ser (l/À)-

-semelhanças. Pelo teor'ema 2.1, dím Ka = 13 satisfaz a segui.g
te i g ua] d ade

B l B
(-L) : l ,+(-!

À

ou seja, B = ]og2/]ogÀ= ct. Enfim,
do

cona pretenda

Para o caso a = 0, h.ã exemplos óbvios: todo empa

ço métrico enumerãvel tem dimensão zero. * A(i.final Ido capítu
lo l expusemos um exemplo RãoacnuHQFãvel (os números. de Líou

villa). Existem mesmo co.njuntos: de .Cantor,Cneçessarianlente
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não-homogêneos} cola di)mansão de Hausdorff zero.

De fato, bbasta tomarmos rlovamente K. = 2uo, desta
vez munido da mãtri ca

d.B,n : n:. =-

(.a qual é compat:ível cona a topología-produtor. Agora as apll

cações 4)o'$1 do exemplo Cd} não são ma-ts semelhanças, mas co.E

liderando os conjuntos ECil,...,ín) pot" elas determinados, tg.
mos

E('EI , . - . ,'t. )
e -l

Cn+l ) :k=n+l

F-txemos s > 0 real. Dado .5 > 0, temos

(e-l)/(n+1)! < 6 para todo n suficientemente grande, de forma

que

pi (K.) S. .
' 'l l

, ,{ n ) l s :
2n (e-l)s
( (n+l ) : )s

Fazendo n -' ó, esta ultima exp)"estão vai a zero

para todo s > 0. Como ó ã arbitl''apto, temos usCKo} = 0 para

todo s > 0, e, portanto, dtm Ko ; 0.

Outr.a conseq(]ência do teorema 2.1 é que o conjun-
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to trtãdico de Cantor Ce.xenpla (c)} tem dimensão log2/1og3,c.g
mo afia'mado no capa.tufo l

A título de compleaentação demonstrar'emos , para f.l
nalizar, que dois conjuntos de Cantor quaisquer são sempre ho
meomorfos, como afirmado no ínTcio do capítulo

7'eorema 2.2: Todo espaço métrico compacto total

mente desconexo sem pontos isolados é homeomorfo ao espaço'
produto 2"

) e

oemonstraç?ãoJ Seja K espaço satisfazendo ãs hipó-
teses acima..- Como K ê lnêtríco compacto, K possui base enume

rãvel de aber'tos: {Vn: n > 0}; podemos supor, também, que

Vn : Vn (isto é, cada Vn é abet"to e fechado), posto que K se-
ja totalmente des conexo.

Isto posto, seja +: K -' 2" definida como segue

# ( x ) : (i . ,i l , . . .,ln'

sendo

0 se x C V
n

l se x .Ê Vn
'Ln
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Se x .# y então existe n tal que x É: Vn e y .E Vn
(os VÁs formam uma base para a tipologia de K}. Logo,
$(x) # 4)(.y) , de forma que @ é í.rijetEva

Afirmamos que + é também cont:ínua. De fato, seja

E(io'il'...,in), paY'a cada(n+l)-upla de zeros e uns, o conjuE
to (aberto) das seqtlências de 2u cujos pt'imeiros n+l termos

são precisamente io'il,...,in nesta 07'dem. Tais abeY'tos cona
situem unia base para a topología-produto em 2u. Basta, por -

tanto, verificarmos que $''(E(io'... ,in)) é ater'to em K

lv! a s

$':(E(io ' ,in ) )
n

n Ws's---o '

s en do , pa ra c ada s

Vs ' s e is : 0

K/Vs ' s e is : l

Dado que cada tJ. seja aber'to, temos que

$''(E(io'... ,in)) ê aberto, de. sot'te que $ é cone:Ínua, como

afirmado.

Assim, + ã um honeomoi'ftsao de K sobre sua il)nadem

+(.K} C 2co (.a qual é portanto um subconjuinto fechado, não-va
zio e sem pontos isolados, de 2u}. Logo, o teorema é conde
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qtiência [mediata do seguinte resultado auxt] tar

Lema: Se F C 2CO ê fechado, não-vazio, sem pontos

isolados , então F é homeomot'fo a 2u

Para demonstrarmos: o lema acima, cona íderemos em

2" a mét rica do exemplo (b)

Se IFI = 1 então F n E(lO) = FCO) # g e F n E(1)

F(1) / P, e tanto F(0) quanto F(1) são fechados e têm díâme

troa.1/2. Suponhamos então IFI < 1, e seja n3.0 tal que

] lS. IFI « n
2

exis tem io'i l ' ,in-] tais que

F C E (i o 'i l '. . . ,i . -l ),

pela própria definição da métrica utilizada. Assim sendo, hã
dois cas o s a con s íde rar

(i) IFI > 1/2n+l; neste caso, escrevendo

F(0 } : F /l E (.{ . ,[l ,: . . ,in- l '0 }

F(ll y = F n'E(.í-o'ÍI'.. . ,tn-l 'l
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temos dois fechados (não-vazios, sem pontos tsolados} com diâ
metros < 1/2n+]

Cj. t) IFI = 1/2n+l; aqui, como F não tem pontos isolados,
exis te i tal que

F C E (i o 'il '. . . ,i n -l 't)

(i : 0 ou 1 ). Assim, tet'erros

F(0) ; Fn E(io,il '''.,in-l't'0) / g

F(]}. : F n E(io''il '...,j.-l'i,l) / g

ambos novamente fechados , sem pontos isolados e com diâmetT'os
.. . ,.n + 2

Resumindo, em qualquer caso existe uma decomposi

çao

F(O) U F(])

sendo F(lO), FCI) fechados, nãõ-vazios, sem pontos isolados e

com a seguinte py'opriledade adicional: se IFI S. -!Í então:
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lr ctll.s

pa ra í = 0 ,]

0 mesmo pl"ocesso pode sei' repetido com cada F(i )

(i = 0,1) em lugar de F, e ass im pot" diante: índutivamente,ob

teremos para cada seqtlência finita i.,i. ,... ,í. de zer'os e uns
um fechado

,in ) C F

não vazíoi sem pontos isolados,.satisfazendo

( 1 )
,. U : n F (io ''' ' ,i n ) , p a ra c a da n;

C2) F(io'...,in'i) C F(io'..-,in), para i; 0,]

(3) IF(io'...,in)l- 0 quando n -'' n: un'ifoY'memente;

(4) F(i o'. . . ,ín '0) ,i n 'l ) : g

Das pr'opr'iedades acima decorre que se(i.,il,... ,

ln''''-) é uma seqtlância infinita (isto é, um memb)"o de 2u),e.g
tiõ a sucessão anca ante correspondente tem tnterseção unítã
rla

nn:o ,in) : {x+).
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de tal forma que, de.finindo +: 2" -' F por

C't. ,'il , ,i. i... } = .x ,

obtemos unia apl tcação conta'nua, {njetiva e sobre F, e, portar
to um homeomo)"filmo,dado que 2" seja compacto. Isto demons-

tra a lema e, com ele, o próprio Leal"ema tem completada sua
prova.



CAPÍTULO 3: 1'RANSLAÇÕES E PROIJUTOS CARTESIANOS

]lniciaremos es.te Ultimo capitulo expondo um teor

rema devido a H. Steinhaus e S. Piccard Cteorema 3. 1, partes

(a) e Cb), t'espectívamente) envolvendo translações de partes

da neta, para em seguida investigam'mos suas eventuais ramif{
cações mediante utilização das técnicas introduzidas nos ca-
pítulos anteriores. Seremos conduzidos de modo natural ao

problema surpreendentemente não-trivial do calculo da d ímen-

são frac ionãria de um produto car'tes raro A x B em função das

dimensões dos fatores A-,B (subconjuntos da neta)

Façamos, preliminarmente, alguns comentários so-
ba'e as notações empregadas aqui. Se A,B C R esCreveremos

ni =

-A = {-a: a ÉI AJ;
A+B = {a+b: a C A, b C Bl;

A-B : A + (- B) ;

além disso, escreveremos x + A ao invés de {x} + A

Frequentemente denotar'emos por' 1., ou J.. um enter
va] o não -de gene Fado de cen tr'o x

0 símbolo K(cl,...,e.) será reservado aos conju.g

tos de Cantor homogéneos obtidos, na notação do cap:Ítulo an-

terior, tomando-se s2 = [a,b] Cum intervalo da neta) e, para

,n, uma ci-semelhança $i: [a,b] -' [a,b] , com a con
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benção tácita de que o intervalo [a,b] seja o menor posa:íve],

ou seja, que os extt'amos a,b este.jam em KCc:,.. .,c.). Qunrt-

do el = e2 ; ''' : cn = c, e os intervalos E(i} = +i([a,b]}
estiverem uniforme)Dente espaçados Cas distâncias entre os p.à

res de intervalos consecutivos forem iguais), escreveremos

KCn,e) ao invés de KCcl,...,en} e diremos que K(n,c) Õ um

conjunto (de Cantor) s ímõtríco.

Nosso ponto de partida ê o teorema 3.1 abaixo.D.!

remos que um conjunto A C R tem a propt"iedade de Baile se

A = G A. P, sendo G aberto e P um conjunto de primeira cate-
gort a.

Teorema 3..z; Sejam A,B C R; os conjuntos A+B,A-B

têm íntet'íor não-vazio em cada um dos seguintes casos

(a) A e B são mensurãve is Lebesgue e À(A) > 0, À(B) > 0;

(b) A e B são cle segunda categoria e têm a pt'opríedade
de Baí I'e

De«,onet:''zç:ão: (a) Inicialmente, most)"amos que

existem: >0 tal que lxl <-c Cx+AlnA#g, Oefato,pos-

to que A seja mensurável, existem um fechado F e um aberto G,
com F C A C G, tais que, digamos, XCG} < C4/3.)x(lr), isto pol
que XCA) > 0. Podemos supor ).CA} < m Ctomando um subconjun-

to, se necessário); assilm, existe cet"temente uma componente
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conexo l de G tal q.ue

XCr n i) » {lil (*)

Para todo x tal que lxl < jll/2,(jx+l} U l é um intervalo. de
comprimento < 3111/2,.contendo Fn l.e x+(Fn 1). Como

À(Fn 1) : À(x+(F n 1» temos, por (*}, que (x+(Fnl))n(Fnl)/g,
don d e , a fo rtiorí !

(x+A) n A / P,

para tod o x tal que lxl < jll/ 2

)

c, como afi amado

Suponhamos, agora,; que exista x € R tal que
(x+A) n B tenha medida de Lebesgue positiva(ta] conjunto õ

necessariamente mensurável,. pois .A e B,o são).. Egcr'evendo

E = (x+A) n B, podemos então.apl içar'..o r'esultago que acaba

mos de provar para E em lugar de A; concluiremo: que E-E coB
têm um intervalo não-degenerado em torno da origem, da forma

(-c,.c): Mas então, A-B.contém o intervalo.(. x-c, -x+e)

Logo, .r'esta,provarmos. que .para.algum.x o conjun-

to. (x+A) O.B.tem Dledida de Lebesgue pos.i,ti,v.a.,.-- C.omo A,B .têm

medida pos uiva, .existem, pelo. teorema. de .densidade, de Lebeâ

gue,.a € A e.b € B tais que
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c**)
*CA n i,} » ;-li,l ,

xcB í\ rb} > ZI ibl ,

para quaisquer ante)"valas la Ccom centro em a) e lb (com ce.g
tro em b) suficientemente pequenos. Escolhendo 1, e IK de

forma que jlal: libl- e, pondo x = b-a, temos x + la: lb e,
portar to , por (++)

A((x +. (A n la)) n (B n lb}) > 0,

donde X((x + A) n B) > 0, a fortiori

Para concluirmos que a soma A + B tatnbÕm tem ín

tenor não-vazio, basta obter'vermos que A + B = A-(-B)

(b) Sabemos que A = G a. P e B = H A. Q, sendo G,H aber

tos e P,Q conjuntos de prinleir'a categori:a; como A e B são de

segunda categot"âa, G e H são não-vazios. Sejam, pois, l CG

e J C H intervalos não-degenerados abertos. Note-se que l/A

e J/B são de p)"imeira categoria. Se x Õ tal que (x+J)n l.#@,

então esta última interseção é na verdade un] intervalo I' tal

que I'/Cx+B} e L'/A são de p)'imeil'a categoria, de sorte que

existe t C I' tal que t C x+B e t e A, ou seja, t = x+b com

b e B, ou a-onda x = t-b C A-B. fias como l e J são não-dege-
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negados, o conjunto dos x tais que Cx+J} n l # g ê tambênl um

intervalo não-de.generadQ. Lago, A-B tem i.nterilor não-vazio,o
mesMO ocorrendo çom A+B, pois A+B = A

f'açamos aqui uma observação sobre as hipóteses
do teorema ac ima, sob a forma de exemplo. Se À'eCA) > 0,

Àt(B) > 0 mas A e B não sâo ambos mensurãve is', ou se A ou B

não tem a propriedade de Baile (.:sendo por'êm ambos de segunda

categoria), em geral nada se pode concluir sobre os interno

res de A+B e A-B. De fato, consideremos a seguinte relação

de equivalência em IR: x 'u y se e sÕ se x-y ê racional ; se V ê

uma parte da neta contendo exatamente um ponto de cada classe

de equivalência (estamos usando aqui o axioma da escolha:),eB
tão IR é reunião djsjunta dos conjuntos r' + V com r racional

Segue-se que Àt(V) > 0 e que V não é de primeira t:ategor ia.'Se
V fosse mensurável ou tivesse a propriedade de Baile, então,

V-V tel'ia interior não-vazio, o. que é absurdo,. pois(r+V)OV:g
para todo r ra cion al

3.

0 teorema 3.1 no.s-dã.,condições suficientes sobre
A,B. para que A+B e.A-B contenham:intervalos..:.:Sob.hipóteses

mais restriçilvas .ê.,ocas.tonalmente.poss:ível .concl:uirmos algo

sobre os tamanhos.de tais .intervalos. Tal ê.o caso, por exeD

pl o , do re $ ul ta do .a batxQ .

P
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Proppsfçêo 3.]; Sejam A,B C IR interseçÕes enume

rãveis de abertos densos em IR. Ente'o A+B = A--B = IR.

Z)emon8tração: Escrevamos A = Í) Gn' B : nno Hn'
sendo Gn'Hn C IR abertos densos para cada n.

Fixemos x C IR e o bsel'vemos que

(x+A) n
n:o((X+Gn) n Hn) ( *)

Como x+Gn e Hn são ambos abertos e densos para c.g

da n, concluímos que Cx+Gn) n Hn a também aberto e denso, pa-
ra cada n. Logo, pelo teor'ema de Ba íre, o segundo tnembro de
(t) ê não-vazio, donde(x+A) n B / g.

Assim, x c B-A, e como x ê arbjtãrio, B-A =IR, e

portanto A-B = IR também. Novamente, como A+B = A-(-B), õ evi
dente que A+B = IR

Como vimos acima, quando A,B C IR não satisfazem

as hipóteses do teorema 3.1, o problema de se decidir se A+B

tem ou não interior vazio pode se tornar muito complexo. Mos

trarenlos, entretanto, como apl i:car o que expusemos anterior -
mente sobre diQensãcn frac íonãrja para se obterem resultados

parciais eill alguns dos casos não detectados pelas hipóteses
do teorema 3.1, tai.s como quando A e B são con.juntos de Can

tor homogéneos
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Nosso plano. ê. o se.gu ílnte.; dados A,B- C IR, seja

+: IR' -' IR dada por $Cx,y) : x+y; temos

$CAxB) = A+B

Além disso, @ ê Lipschjtziana com constante de
Lipschitz -a. Logo, se E C IR', temos, para todo cl > 0:

Ua($(E)) .i (/2)aPa(E) ;

donde, em particular, djm +(E) < dim E. No caso especifico
em que E = AxB, o btemos

dim(A+B) 5. dim(Ax B)

Ass ím, s'e dim(AxB) :< '1 ; por :exemplo, então tece

mos Àt(A+B) = U'(A+B) : 0, de sorte que neste ;caso A+B terá

enter ior vaz io (note-se que na.Largumentação 'uti'lii-.zamos suces-
s'ivamente a'ipropos ição 1-4,i cap:Ítulo l:)...' Temos,.';po is,: uma

condição suf:i.ciente para que A+B não contenham.in::têrvalos não

degenerados , a;:qua.l destêcamQS sob' a forma de:-pt"oposição

prppoeeçâo: s.2:'..$e{ A',B C IR, são:;tal.s.;que .dim(AxB)

< 1, então A+B. tem.interior':vaz io

D' !



48

Um resultado Como este que acabamos de enunciar

se tem sentido se soubermos cala Zar dimCAxB) ao menos para
um número suficientemente grande de casos {Zzteressant;es. 0
que fizemos atê aqui foi. simplesmente reduzir um problema re-

lativamente difícil a outro que esperamos seja considerável
men te ma{ s fácil :

De certa for'nia somos tentados a dizer que dim(AxB)

deve ser um número pequeno se tanto dim A quanto dim B forem

numeros peqzzenoo. Em termos ina is prec usos, ê razoável espe
ra amos que

dim (AxB ) = dim A + dim .B (*)

Entretanto, seno hipóteses adicionais isto é falso:

De fato, basta tomarmos A = B = E, sendo E o con-

junto dos números de Liouv ille(.capítulo 1, exemplo(c)). Lem

bremos que E é uma {nterseção enumerãvel de abertos densos na

neta, donde E + E =IR, pela proposição 3.1. Pelo que foi vis
to acima dim(ExE) .: djm (E+E) = 1, enquanto djm E = 0

MostFaremos que a igualdade (.t) ê vãl ida sempre

que A e B sejam sua.cientemente regulares do ponto de vista
de suas d sí;r bzz ç8es de mq.ns«. I'la'Í$ precjsanlente, temos
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TePrePia 3. 2 Se.Jam A,B C IR compactos tais que

(.a) 0 < paCA} < u, 0 < p$CB) < o, sendo a e 6 positivos
fixos

(b) Existem constantes c,dolo > 0 tais que

pa(Ar)l ) .S c l l la, uB(Bnl) .S c 1 1 1 B

para todo intervalo l com lll .S 1,, e

HB(Br\lx) :dól lx l 6

para todo x €1 B e todo lx com jlxl 5. 2

Nestas cond i ções , d i m (AxB ) dim A + dim. B

Oemozzstraç?ão: Inicial.mente seja © uma cobertura

de AxB por abertos V C IRc ta is que IVI .S t. Não,haverá per.-
da de generalidade para nossos propósitos na suposição de que

cada V ê um retângulo: V = lxJ. Além disso, podemos nos res

trjngir apenas e tão somente ao caso em que q' ê finita, pois
A e B são compactos

Se V = lx-J C q', temos lias IVI, l01 ..S IVI, don-

de , por C b )
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Vla+B ! lllnl.Jl$ Z..L- Pa(..AQI) P$(.BnJ)
C

Seja oo o conjunto dos pares de intervalos (.l,J)
tais que lxJ C õ; então podemos escrever

>jlVja+B : L l uaCAnl) UB(Bf\J)
© c' $o

( 1 )

Pot' outro lado os-intervalos l tais que(l,J) € @.

para algum J determinam uma partição P (finita) da neta (atra
vés de seu s ex treinos ) e vale

poC ( An l ) >lÍua(A nl*) 1+ e P , l t C l} ( 2 )

par'a cada 1. Além disso, fixando it C P e denotando õt o con

junto dos enter'/aios J ta is que existe ID 1+ com(l,J) C
temos claramente

>l uB(B J) .Z uOCB) (3 )

(ot é uma caber'Lura de B para cada it)

De (.2) e (.3 ) concl u:lhos que

$ p'Caril)u (Bnj) ! pB(.B) >1 pa(Aal*) .ã pa(A)pB(B) C4)
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Tendo em conta (l } , resulta

>l IVla'tB .ã t; u«CA)}'BCB) (5 )

Como ® ê arbitrária, obtemos enfim

ua+B(AxB) : L pa(A)UB(B)
C

( 6 )

(note-se que por(a) o segundo membi"o de(6) ê positivo)

Agora, seja dado E: > 0 e tomemos uma cobertura I'

de A por' intervalos l ta is que jll .S 2 satisfazendo

Ha(A) + c: Z E lula
F

( 7 )

Fixado l C I', tomemos para cada x e B um interva

[o.Jx ta] que IJxl : ]. Obtemos uma cobertura de B da qual

podemos destacar uma subcobertura finita, digamos

./ h+ \..T'*. ,'*: ,Jx }
n l

com a propriedade de que cada y e IR 6 coberto PQr no máximo

dois de seus membros. SeguePse, por(.b), que:
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(.8 ):!. '*. ' 'l':. B
P X l ã pB(.t3)

Os quadrados lxJ. ({= 1,2,...,n) const ituem uma

cobertura de lxB. Fazendo l percorrer I', obtemos uma cobertu

ra de AxB.por quadrados, a qual {ndjcaremos por I't. Se V C I't

ê tal que V = lxJ, temos IVI = /Z lil = /'2' lül; portanto, uti
lizando (7) e (8) concluímos que

l

*lvl''B s i(m)''B PB(B) rE lil' .s

2
< >(#a

0
pB( B) ( Hc' ( A) +c ) ( 9 )

Logo , re su] ta

p''FB(AxB) .S j,(/Z)a+B pa(A)pBCB) (l o)

(note-se que o segundo membr'o de(lO), por(a), é finito)

Finalmente, de (6) e(lO) conclu:amos que

d l m (A'çB ) d-ím A + dim B

como se tratayd de provar
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c rezar o; Se Ko'KI.C IR são conjuntos de. Cantor
hoinogêneos então djm CKo4Kt} 5. dim Ko t di.m KI

oemonstz'anão; Basta mostrarmos que todo conjunto

de Cantor homogéneo na neta sat isfaz as condições(a) e(b)
do teorema

Seja, pois, K: K(cl'..,cn) CIR. No desenrolar
da prova do teorema 2.1 ficou estabelecido que

dcl .S Hcl(K) .S l Kla

sendo cl= dím K(veja-se o capitulo 2 para a definição de d e

demais notações empregadas aqui). Logo, a hjpõtese (a) do
teorema a cim a ê sa tisfeita

Tomemos agora x € K e um intervalo 1* de centro x

tal que jlxl .S IKI. Seja k o menor inteiro.:l tal que exis-

tam i.l '.. . , ik CI .S is .S n) par'a os qua is

x C: E ('i l ' . . . ,'i k )Cl*

>

Temos então

pa(Knlx) Z ua(.KnE('i:l ' ,{k)) : (eij ,e.ik )aHcl( K)
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: (c.Í. ? '' j k
(.1 )

Por ou tro l ado , ape s ar de E Cil , ,jk-] ) g lx 't.g
mos

l lx l '.S ZIE({l ' , { k - l ) l : ':. ' KI Ca )

De (1 ) e (2 ) re sul ta qu e

:i:i:;lâ-} z .'d'Z'' l K l ''
/\

( 3 )

sendo a ; mi n c

do ; aada2'ajKJ'a

Um racíoc:ínio totalmente análogo se aplica para

mostrar' que existe c ta] que ucE(Knl) .S cllja para todo inter-
valo l tal que jll S IKI. Resumindo, K satisfaz também a hi
põtese(b) do teorema 3.2. 0 corolário esta demonstrado.

l Logo, pa(.Knlx) .Z dol sendo

Uma observação importante: a proposição 3.2, o
corolãrjo acima e os resultados vindouros foram e serão enun

dados apenas para serras de conjuntos. Entre.tanto, os resul

todos análogos.paro d tferenças são igualmente v:lidos, com

al'eraç6es óbvias nas re$pectjvas demonstrações.

Para final azar'mos este tt'atalho, vamos investi
gar o caso A = B =.K(n,c:), sendo K(n,E) um conjunto de Can
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tor sjm6trico. Para tal necessi.talhos de mais um resultado
aux{ l i a r

Proposição 3.3: Sejam A,B C IR tais que A= OA.,

I''\ Bn' sendo An e Bn compactos para cada n. Então

r]. (An + Bn)n:o

Oemonstração: Temos An + Bn D' A + B par'a todo n,
donde uma das inclusões é óbvia. Seja, po is, X C An + B. P.!

ra.todo n. Então para cada n existem an € An e. bn É: Bn tais
que an + bn : x. Podemos supor(tomando uma subseqtlência,se

necessário) que(an) converge para a € A. A seqüênc ía(bn)
possu i uma subseqüência convergente (b. ), a qual tem como

limite necessariamente um b € B. Mas então an.. + bn.. '' a+b,
donde,.x .r a+b e A+B:. Isto estabelece a outra inclusão, e
portantos 'i.gualdade. .}.t .',,- .; i"

k

Teor'ema s.3: Seja K : K(n,e) C]0,1],um conjun
to simétrico (.contendo 0 e 1). Então

(a) Se c::< 1/2n-l, KtK 6 também silmêtricQ e

d í m CK+ K )
2n - l



(b) Se E: ~ l/2n-l, temos K+K = [0,2] (em particular 

dim( K+K). = l) 

56. 

Demonstraç5 o: Utilizaremos um argumento geomª -

trico muito simples, combinado com a proposição acima. Man­

tendo a notação do capitul o 2, escre vamos para cada 111 > l . 

Temos ('\ 
m=o 

K = K; logo: 
m 

00 

K + K = n 
m=o 

( K + K ) · m m 

( l ) 

( 2 ) 

(observe-se que cada Km ê reunião disjunta de nm intervalos 

d . m) e comprimento E: • 

Fixemos m, e seja Suma componente coriexa (inte~ 

valo) de K +K . · Se I,J são dois dos intervalos que compoem 
m m 

Km tais que I+J = S, consideremos os conjuntos: 

M = IílK l' m+ 
N = JílK

01
_,. l ; 

( 3 ) 

ambos são c5pias homotêticas de K1 com raz[o de homotetia Em. 

Logo, M + N C Sê uma c5pfa hornot~ttca de K1+K 1 com a mesma 

raz~o de homotetia, e portanto a soma M+N não depende dos 
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parti culares intervalos I,J tai~ que l+J = S. Disso conclui 

m o s f a c i l m e n t e (_p o r ( 2 )_ ) q u e s e K 1 + K 1 = - [ O , 2 ] e n t a o 

Km+Km = [ü,2] para todo m e portanto K+K = [0,2]; e 

K1+K 1 t [0,2] então K l + K l se obtêm de K + K 
m+ m+ m m 

que se 

exatamen 

te como segue: de cada componente de K + K r e ti r am- se in -
m m 

tervalos abertos de modo que o remanescente seja uma c6pia 

homotetica de K1+K 1 . Em outras palavras, se K1+K 1 t [0,21 

então K+K ê um conjunto de Cantor homogêneo. Agora, temos: 

(i) Quando E ~ l/2n-l, K1+K 1 = [0,2J de fato, sejam 

0,À, ... ,(n-l) À os extremos e squerdos dos intervalos 

que compõem K1. As somas desses extremos dois a 

dois fornecem-nos 0,À, ... ,(2n-2) À, os quais estão 

em K1+K 1 . Se À < 2E ent ão K
1

+K 1 
= [0,2]; logo ba..?_ 

ta verificar que isto de fato ocorre se E> l/2n-l, 

o que é imediato,posto que À = (l- E)/(n-1). 

(ii) Quando E< l/2n-l o mesmo argumento de (i) mo s tra­

-nos que K1+K 1 consiste de 2n-l intervalos de com­

primento 2E(<À) uniformemente espaçados. Neste ca 

so K+K e um conjunto de Cantor, não apenas homogê­

neo mas também simétrico, do tipo K(2n-l ,E) e por­

tanto; 

dim(K+Kl = log(2n-l) 
log E 

( 4 ) 

Isto estabelece os casos (a) e (b) do enunciado, 

como qu e riamas. 
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