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ABSTRACT

This work is concerned with Hausdorff dimension

and some of its applications.

In chapter one the general theory of Hausdorff a-
dimensional measures is presented. Chapter two shows how to
compute explicitly the Hausdorff dimension of some metric
spaces that constitute a genera]fzation of Cantor's middle
thirds set. Finally, chapter three uses the preceeding two 1in
showing that some extensions of a classical théorem due to

H. Steinhaus and S. Piccard (regarding sums of subsets of the

line) hold.



INTRODUCAO

0 conceito de dimensao fracionaria de que trata
este trabalho foi essencialmente introduzido por F. Hausdorff
(1919); a titulo de -ilustracao, Hausdorff mostrou que a dimen
sao do conjunto triadico de Cantor & log 2/ Tog 3. A finalida
de deste texto € a aplicacao dessas idéias ao estudo de cer-
tas propriedades geometricas de subconjuntos da reta, entre

0s quais os conjuntos do tipo Cantor.

No ‘capitulo 1 expomos sucintamente a teoria geral
das medidas o-dimensionais de Hausdorff num espaco métrico ar
" bitrario, bem como, no caso em que 0 espago €& o euclidiano,
suas relagoes com a medida de Lebesgue correspondente. Este

b - . - s
capitulo contem bem mais do que o necessario para o desenvol-

vimento posterior.

0 capitulo 2 tem a dupla finalidade de preparar
terreno para a parte final e de ilustrar o tipo de dificulda-
de com que se depara quando se procura computar explicitamen-
te a dimensao de Hausdorff de um determinado espaco metrico.
0 resultado central e 6 teorema 2.1, que generaliza aquele

descoberto por Hausdorff.

Finalmente, o capitulo 3 tem como objetivo mos -
trar como tais ideias podem ser usadas para se "generalizar"
um teorema classico de H. Steinhaus e S. Piccard (teor. 3.1).
0 resultado central exposto € o teorema 3.2, cuja demonstra-

cao foi essencialmente extraida de trabalhos de A.S.Besicovitch.



CapiTuLo 1: Mepipas De HAusDorrF E DIMENSAO FRACIONARIA

A finalidade precTpua deste cathu]6 € o estabele
cimento da linguagem bEsica de que nos utilizaremos nos dois
capitulos subseqlentes. Definiremas, aqui, medida a-dimensio
nal de Hausdorff num espago m&trico Q, expondo algumas de suas
propriedades essenciais e culminando com o conceito de dimen-

sao fraciondria de uma parte qualquer de Q.

Apesar de boa parte de nosso trabalho posterior re-
sidir no caso @ = R, optamos pela formulagao dos resultados
deste capitulo para um espaco métrico arbitrario, uma vez que
- comparativamente nenhum esforco adicional tenha sido necessa-
rio? Ressaltamos, contudo, que nossa abordagem, sob vérios
_outros aspectos, esta longe de ser a mais geral possivel. Um
tratamento sistematico bem mais abrangente pode ser apreciado

no livro de C.A. Rogers, citado na bibliografia.

Ao Tongo do texto @ designara um espaco métrico e
d a metrica que determina sua topologia. 0 diametro de uma

parte E C Q@ sera denotado por |E|, de sorte que:
|[E] = sup{d(x,y) : x,y € E}.

Por outro lado, a distancia entre Eo e E] (subconjuntaos de Q)

serd denotada por d(Eo’E]l:

d(EO,E]) = inf{d(xo,x]): Xo € E s X, € E}

0 1



Dado um real positivo a, podemos definir sobre as
partes de @ uma medida exterior pu associada a a, como segue.
Se E C @, escrevamos, para cada § > Q:

a

_ a .
us(E) = 1nf{§|Vn| : EC gvn,lv

<

<6
sendo, aqui, o infimo tomado sobre todas as coberturas enume-
raveis de E por abertos v, C a, com diametro no maximo §. Ve

rifica-se facilmente que uz(E) e funcado nao-crescente de 8,70

go, existe 1im uz(E) (eventualmente igual a +») e podemos es-

§+0
crever:
p®(E) = lim ug(E) = sup pg(s). (%)
é+0 §>0
Resultam, imediatamente. de (*) as seguintes pro-
priedades:

(i) u*(P) = 0;
(ii) se E CF, p*(E) < u*(F);
(i11) se E sEqs...sEps... C 0, ua(gsn) < E u“(gn) (sub-

aditividade).

Tais propriedades caracterizam pu® como uma medida exterior,de

nominada medida a-dimensional de Hausdorff, para cada a > 0.
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Tal fam71ia de medidas exteriores guarda estreita
conexao com a prSpria topologia do espago mEtricoﬂQ, Nesse
sentido a seguinte proposicde @ esclarecedora.e desempenhard
um papel fundamental ao longo dq trabalho.

Proposigao 1.1. Se E E, CQ sao tais que

0’
d(Ey,Eq) > 0, entdo u“(eo U Eq) = n®(E)) + u¥(Eq).

Prova. Inicialmente observemos que para todo

a ’ a
§ > 0 temos uG(Eo UEy) < ug(Eo) + us(E]) (de fato, dadas co-
berturas de E e E; por abertos de diametro < &, sua reunido

e uma cobertura de E, UE por abertos de didmetro < §).

Vamos mostrar que se § < d(EO,E]) entao temos
o a a - ;
u(s(E0 UEy) > us(Eo) + UG(E1)‘ 0 que estabelecera a igualdade

proposta ao fazermos & - 0. Podemos supor Eo’E1 F 0.

Seja {Vn} uma cobertura de E0 U E]Acom
IVn[ < 8§ < d(EO,E]) e evidente que para calcularmos ug(EolJEﬂ
podemos nos restringir dquelas coberturas tais que
Vn N (E0 U E]) # 90, ¥n, e, portanto, faremos aqui tal suposi-
¢ao. Assim sendo, se v, N Eo = ¢ entao v, n E, # e recipro
camente, pois se ¥ N E # 0 eV N E, # ? simultaneamente,en
tao [an > dCEO’F]l > §,. absurdo. Analogamente, v, N EO # 0

se, e somente se, Vn N E] = ® Portanto, tal cobertura se de-



cqompoe comQ reunido disjunta de duas coherturas, uma de E0 e
outra de Ey, ambas por abertos de diametro < §, provando que
o S .0 : o

ué(Eo UE;) > MG(EOI + uG(Eli, para todo & < d(EO,E1).

. ~ a
/ Assim, temos ug(Eo U Ey) = ug(Eo) t ug(Eg)  para
todo § < d(EO,E]) e, entdo, fazendo 6 - Q, resulta a igualda

de do enunciado.

Observemos que quando @ =R e o = 1, u1 = A* (me-
dida exterior a Lebesgue), e dado que existam partes da 'reta

1 n3o & uma medida, neste caso. Is

nao-mensuraveis Lebesgue, p
o -~ - P
so nos mostra que u nao e o-aditiva, em geral, sobre toda a

g-algebra 2% das partes de Q.

~Assim, um problema que se ccloca natura]mente e o
de encontrarmos uma sub-o-algebra de 29, suficientemente am-
pla para abarcar todos os conjuntos <nteressantes do ponto de
vista topologico (ou ao menos o maior numero possivel deles),
restrita a qual p% seja uma medida (isto e, seja o-aditiva).

Para respondermos a esta questao e util introdu -
zirmos, neste ponto, uma defini¢ao. Diremos que E C Q e

u*-mensuravel (ou apenas mensuravel, quando nao houver perigo

de confusao) se YA C E., ¥B C Q/E,

u*(A U B) = n*(A) + u%(B).
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Seja M* ¢ 2% a classe dos conjuntos u®-mensurdveis.
As proposigdes seguintes se encarregam de mostrar que M* & a

classe ampla que procuramQs.

Proposigdo 1.2. A classe M* & uma o-3lgebra e

e uma medida sobre M%:

Demonstragdo: (i) M* & uma c-algebra: trivialmen-
te M* & fechada por comp]ementa¢50; vamaos provar que M* & fe-
chada por reunides enumeraveis.
€ M%, entdo E U E; € Mm%

Inicialmente, se Eo’ E]

De fato, sejam A C E0 U E]’ B C Q/(E0 U E]). Escrevamos

A =AN E0 e A, = A/A

o 1 ; entao, como Eo € mensuravel:

0

U B)) = u“(Ao)-+ u“(A] U B). | (*)

Por outro lado, como E] e mensuravel e temos

A] C E], B C Q/E],
(A U B) = u%(Ag) + u%(B)
Isto posto em (*) nos diz que;

nH(A U B) = n¥(A ) + n%(Aq) + u%(B)



.

Mas, novamente, pela mensurabilidade de E  temos
. o ’
ua(Ao) + pq(A]) = u (Ao 1] A]) = MG(A), 0 qqe praya que Eo U H
e mensuravel. Por inducdo, toda reunifo finita de membros de

M* & um membro de M%.

Sejam, agora, E Eis¢e., E e M%, Para mos-

0’ SEER

trarmos que E = U E_ e mensuravel, podemos supor
n>o

E,CE C... CE, C ..., pois, se isso ndo ocorre, substitui

mos cada En por:

pelo que acabamos de provar, Eﬁ e m* para cada n, € U E$= E.
‘ ' n>o

Assim sendo, sejam A, B tais que A C E, B C Q/E.
Escrevamos A = A N En para cada n (temos A, C A] Ciwslk AnC;..).

Como An C A, temos ua(An) < ua(A), para cada n. Portanto,
u®(A) > sup u¥(A,) (**),
n.

Por outro lado, postc que cada En seja mensuravel,

resulta, por indugao sobre n:

ph(A) = p(Rg) + E o n (AR q)s

[ S b

k=1

e portanto:



] 0 « (o 2%
sup (A ) = pi(A) + % (AL /AL 1)
n n 0 k=1 H kY k=1

quer esta ultima série convirja, quer n3o. Além disso,

pela
sub-aditividade de u%, temos:
n*(A) < u*(Ay) + Lo Ay g
donde % (A) < sup ua(An)- Isto combinado com (**) estabelece
n
a igualdade:
u*(A) = sup y%(A) (*¥2)
n

Agora, novamente pela mensurabilidade dos En’ se-
gue-se que:

w¥(Ap) + u%(B) = y*(A, U B) < u*(A U B),

ou seja:
sup pa(An) + ua(_B) < pa(_A u B),
n
ou ainda, por (xEx), ;ﬁx(A)_+ ua(B) < ua(A U B); Posto que, por sub-

aditividade, a desigualdade no sentido contrario seja sempre

valida, concluimos que vale a igualdade e, portanto, E & men-



suravel.

Enfim, M* & uma o-algebra, como afirmado.

(ii) u* @ o-aditiva sobre M%: evidentemente resulta da
propria definicdao de mensurabilidade que u* & finitamente adi

tiva sobre M%,

Sejam, entio, Ey» Eiseens E € M% conjuntos dis-.

n,o ° .
Juntos dois a dois e seja E sua reunido; para cada n >0 temos:

n%(E) > u%(

E ) =

Ha(Ek)'

[ i
x— .
s

0 0

Portanto, ua(E) > b ua(Ek). Mas a desigualdade
k=0 ‘

no sentido oposto & sempre valida, posto que 1% seja sub-adi-

tiva. Assim,
a, ® . @ a
WU e = B oute),

e, portanto,u® & uma medida quando restrita a classe Ma, como

afirmado.

Proposiggo 1.3, Todo Boreliano de 9 & ua-mensurﬁ

vel, isto €, esta em M%,
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Demonstragao: De acardo com a proposigao 1,2, M
€ uma o-algebra. Par sua vez, a classe dos Borelianos de Q 8
precisamente a ¢o-&@lgebra gerada pelos fechados de Q. Logo, &

suficiente mostrarmos que todo fechado de Q € p%-mensuravel.

Seja, pois, F C 2 um fechado arbitrario e supo -
nhamos que A, B sao tais que A C F, B C @/F. Escrevamos, pa-

ra cada n > 1.
Bn = {x € B: d(x,F) > 1/n}.

Entao, temos d(A,Bn) > 1/n, ¥n > 1 (aqui supomos
A # 0 # B, caso contrario nao ha o que provar, e B 0,
¥n > 1, o que nao restringe a generalidade, pois se B # P en-
tao Bn # O para todo n suficientemente grande). Logo, apli -

cando a proposigao 1.1, resulta que, para todo n > 1:
n(AUB) > u(AUB) = u¥(A) + u%(B)

Ou seja: u*(A U B) > p*(A) + sup u*(B,). *)
e

Agora, se u%(B) = +w, entfo u*(A U B) = u®(A) +

o T =
+ - (B) certamente, pois ambos os membros s3o iguais a +»; as

sim, podemos Supor n*(B)] < +=. Neste caso, tendo em conta

(*1, e suficiente provarmos que:
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u(B) < sup (8, ) (**]

Para tal, comecemos notando que R =

Il <8
lov)
-
o
o
F‘
(%]

f e fechado, e que B, C Bn+] para todo n > 1.

Logo, por sub-aditividade:

a o ®
u (B} <y CBnZ t E H (-Bk+]/ BK):’
para todo n > 1. Portanto, a bem de que (**) resulte demons-

trada, e suficiente mostrarmos que a séerie:

o
W (B, ,4/B ]
k=1 k+17 "k

converge. Escrevendo, por simplicidade de notacao,

D Bk+]/Bk’ temos d(Dk’Dz) > 0 sempre que |[k-&| > 1 (isto

k=
decorre facilmente da definicao dos Bn). Logo,utilizando = a
proposicao 1.1 repetidamente, obteremos: |

u¥ (D, ) = 1% (

N ~Mx
= x

D,.) < u*(B],

n=1 n=1

e, de modo analogo:

K -
o ) :
WD, 1 =1 ( U Do D v (L

k
:1 n=

n
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para todo k> 1. Como p*(B] < += e todas as parcelas envolvi
das sao positivas (de sorte podermos rearranja-las convenien-
temente) concluimos, somando as duas ultimas desigualdades

membro a membro;-que.a serie:

n¥(p,)

n o8

n=1

converge, como queriamos. Isto prova (**), e portanto, por
(*), resulta: p®(A U B) > u®(A) + u®(B), de sorte que F & men

suravel. A proposicao esta demonstrada.

Os resultados contidos nas duas proposicoes prece
dentes, embora nao sejam essenciais em nosso trabalho poste -
rior, elucidam a relagao entre as medidas u® que introduzimos
e a topologia do espaco metrico 2. Muito mais importante pa-
ra nossas pretensoes, contudo, € o estudo do comportamento de
ua(E), para E C @ fixo, quando permitimos que o varie no in -
tervalo a > 0, porque tal estudo possibilita-nos associar a E
um numero real nao-negativo denominado dimensao de E (dimen -
sao fracionaria ou de Hausdorff), um conceito extremamente re

-levante neste trabalho.
0 que justifica a discussao do paragrafo preceden
te & a proposigao abaixo, a partir da qual o conceito de di -

mensao fracionaria deve resultar obvio.
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Proposigao 1.4: Se ua(E) < +2 e B > a, entao

wP(E) = 0.

Demonstragao: Seja {vn}n>o uma cobertura de E

por abertos V  tais que Ian <6 (8 > 0 qualquer). Ent3o te -

mos :
A e N L TP I TR
n=o n=o0 n=o
Ou seja, US(E) < GB‘aug(E) (posto que a cobertura
seja arbitraria). Fazendo 6 - 0 e notando que g - g > 0 e

que ug(E) * ua(E) < 4o, yemos que pS(E) + 0, donde uB(E) =0,

como afirmado.

‘Como conseqtlencia imediata da proposicao acima,ve
mos que se E CQ & tal que 0 < p%(E) < +o para certo o e B<aq
entao uB(E) =+, Com base nisso podemos definir a dimens3o

fracionaria (ou de Hausdorff) de E como sendo:
dim E = supla > 0 : ua(E) = 4o}

(convencionamos aqui sup § = 0).

Algumas propriedades da dimensao fracionaria, em-

bora obvias, s3ao dignas de mencio. Por exemplo:

(i) se £ C F, temos dim E < dimF;
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(1) se d(E,F] > 0 entda dim (E U F) = max{dim E, dim F},

esta ultima resultando das proposicoes 1.7 e 1.4.

Dado que tal conceito de dimensio envolva sucessi
Vos processos de limite superpos tos, e natural esperarmos que
seja pouco manipulavel. Por esta razio nio deixa de ser nota
vel que possamos mesmo computar explicitamente a dimens3o fra
cionaria de alguns conjuntos com estrutura topologica relati-
vamente complexa; isto sera feito no proximo capitulo.

Antes de'finalizarmos este capftuio, expondo um
ou dois exemplos, gostarTamos de investigar, no caso Q =an,a

relacao entre u" e A; (medida exterior a Lebesgue) com algum

detalhe. Para tal precisaremos de mais um fato geral.

Proposigao 1.5. Fixemos @ > 0. Para cada E C 9

existe um Boreliano B C 2, contendo.E, tal que ua(B) = ua(E).

Demonstragao: Seja € > 0; afirmamos que existe um

" o o,
Boreliano B. O E’ta1 que M_ (B, ) = Ho (E).

De fato, para cada n > 0 existe uma cobertura de

E por abertos VE (k = 0,1,...) tais que IVEI < e e:

ug (Bl e B VI < wg(e] + 1/ o)
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Pondo V. = T VI, temos u“(v ) < b IVnIa; assim,
n k=0 k € n — k=0 k

como Vn:D E, temos:

o o o

He (B} < w (V) < u_(E) + 1/n (**)
para cada n > 0. Agora fagamos B, = Vn; BE e um Borelia-

n=1
noekE CB_C Vn para cada n, donde:
Gy 5 - a .
W(E) < ud(BL) < wg(v,) (***)

De (**) e (***) concluimos, fazendo n = =, que

“z(Be) = ug(E), 0 que prova a afirmacio feita.

Em particular, para cada k > 0 existe um Borelia-

no By DE tal que uy, (B) = wj, (E). Escrevendo B = Oy e

temos E C B C Bk’ para todo k > 0, donde:
U%/k(E) = Uc]t/k(Bk) 1u%/k(3) E_U(EIL/k(E)

e, portanto, necessapiamente u%/k(E) = “?/k(a)' Fazendo k=,

obtemos p*(E) = u*(B), como pretendido.
A proposigﬁo acima expressa uma propriedade de re
gularidade das medidas exteriores u%, e permite-nos estabele-

cer uma relagao simples entre un e a medida de Lebesgue quan-
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- n 5 . :
do consideramos o caso @ = R°. Mais precisamente, temos nes=

te caso.

Proposigao 1.6: Existe uma cons tante kn >0 tal
que, para todo E C R", u"(E) = k, A%(E) (A* denota a medida

exterior a Lebesgue no R"}.

Demonstragao: Resulta diretamente das definigoes
que o quociente un(B)/A;(B), sendo B uma bola qualquer do R",
de raio positivo, independe: da bola considerada. Denotemos
tal quociente por kn; mos traremos que kn € a constante procu-

rada, com a suposigao adicional de que kn < 4%,

Observemos, inicialmente, que AX(V) < [vI" para

todo V C mn,donde por sub-aditividade:

MU v <2 k) < E Qg |”
" k=0 k k=o " k k=0 k
Segue-se que, para todo E C Rn,
M(E) < 1"(E) (*)

(isto por sua vez implica, em particular, que kn > -1}

Por outro lado, se E C R" & tal que AF(E) < +=
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entao, dado € > 0, existe uma cobertura de E por bolas Bj

(3 =0,1,...) tais que:

MEY > TOax(B;) - e

J=0
Ou sejar
o o 1 n
A(E) +e > £ oax(By) = ¥ oo~ u"(B.) >
n j=o MY 5=0 n 3T =
R LIS IO SRTLIT SN
n Jj=o0 J n

Portanto, concluimos que para todo ¢ > O:‘
AE(E) +e > ku"(E),
de modo que, para todo E com A;(E) < + oo
NE(E) > k' (E) | (#%)
No caso k;(Ef = +o & eyvidente que a'desigua]dade

(**) subsiste (qualquer que seja o valor de kn); portanto,tal

desigualdade e valida para qualquer E c R",

Assim, (*) e (**) dizem-nos que, se considerarmos.
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u" e A;.COmo medidas sobre a classe dos Bore]iaﬁos de R",tais
medidas sao mutuamente absolutamente contTnuas. Neste .caso,a
medida exterior A;Arestrita aos Bore]{anoé e justamente a me-
dida de Lebesgue An e, pelo teorema de Radon-Nikodym, existe

‘uma fungao f C L](An) nao-negativa tal que, para todo Borelia

no B:
}\n(B) =J; fd)\n . (***)

Em particu]ar, se B0 e uma bola qualquer, temos:

— n — -
J; f‘d}‘n ol (Bo) - knxn(Bo) ”uL kndxn
0 0

Ou seja:

L (f-k,)dr, = 0.
0
Como B e arbitraria, concluimos que f = k, em

An - quase-todo-ponto. Logo, retornando a (***):

nh(B) = kA, (B),

‘para todo Boreliano B!
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Agora, seja E ¢ R" qualquer. Pela proposicao 1.5,
existe um Boreliano B > E com un(Bi = un(E); pelo que acabamos

de provar combinado com (**], temos:
w'(E) = u"(B) = kA (B) > KAX(E] >
n“n Z "nn%t 2
-1 n _.n
> k ok ut(E) = n(E)

Portanto, vale a igualdade pn(E) = knA;(E) para
E cIR™. A proposicao esta demonstrada, exceto por um pequeno

detalhe : nao provamos que kn < +oo!

Para tal e suficiente provarmos que pn(B) < +oo,
sendo B uma bola qualquer doIRn, de raio positivo. Como todo
cubo de aresta positiva contém uma tal bola, provaremos que

ug(K) < +o sendo K CR" um cubo de aresta 1.

Observemos que |[K| = /n. Seja dado 6 > 0; esco -
Thendo um inteiro positivo k tal que vn/k < &8, dividamos K,
por hiperplanos pqra]e]os as faces, em k" éubos congruentes,
de aresta 1/k. Obtemos uma cobertura de K por cubos fechados

de diEmetro /n/k < 8, e,.portahto;
wg (k) < K" (/K] = (¢/n1"

para todo 8 > 0. Logo, un(K) i_(/ﬁ)n < +®, como querfamos de
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monstrar.:

Agora, algumas ohservacoes e exemplos:

a) A analise que fizemos do caso euclidiano, nem de lon-
ge completa, permite-nos responder a importante per -

gunta: Qual a dimensao de Hausdorff do R"?

A resposta e simples corolario do que fizemos ate
aqui: toda bola do R" tem medida finita e positiva, donde tem
dimensao n (referimo-nos a medida un), pela proposicao 1.4.
Por um lado, isto nos mostra que dim R" > n; por outro lado,
escrevendo:

LU B

k’

N <8

k=o

sendo cada Bk uma'bola, temos, para todo o > n:

WERM) <

~
N ™8

e
uw(B,) =0,
o k
de tal sorte qué dim IR" <n. Assim, dim R" = n, como era de

'se esperar.

b) 0 conjunto triadico de Cantor T C[0,1] tem dimensio
fracionaria dim T = log 2/1og 3 = 0.6309. Este fato

sera demonstrado no capitulo 2.
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c) Exibiremos, agora, um subconjunto da reta que & resi-
dual mas cuja dimensao de Hausdorff & zero. Um real
z & um numero de Liouville se z & irracfonal e para todo n>0

existem p,q inteiros, com q > 1, tais que:

1

|z - % | < =

Q

Seja E CIR o conjunto dos numeros de Liouville;da

definigao acima resulta:
E=1(n_ 6,)/Q
n=1

sendo, para cada n:

8

G =

" o[j (P.—‘l .E+.]_.)

q=2 p== 9 ¢

uma reuniao de intervalos abertos. Como Gn.D Q para cada n,
vemos que Gn e denso, para cada n; assim, E & residual, pelo

teorema de Baire.

Dado @ > 0, vamos mostar que p*(E) = 0. Ora, &

suficiente provarmos que o conjunto:

Ee = En [-k.K]
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e tal que ua(Ek) = 0 para cada k- inteiro positi&o.

A primeira coisa a se observar e que, fixado k,
1 :
EkC ﬁ U (R——F,%‘P_)‘ » (*)

para todo n~positivo.'_Dado~€ > 0, seja n suficientemente gran

T-n

de para que 2 < €; entao (*) nos diz que Ep e coberto por

interva]os de comprimentos dados por 2/qn < 272" < €, donde:

o @ (2kq+1)2” o 2]

Para n grande, na > 2, e, portanto podemos majo -
rar a ultima serie acima por uma integral convergente, obten-

do:

© o

a o dx _ 3k2
ue(Ek) = 3'k'2' J. Xnd-] " na-2
1

Ainda uma vez, como esta Ultima expressao tende a
. [0 -
zero quando n > <« uz(Ek) = 0, donde ¥ (Ek) = 0, pois e€e ar-
bitrario.
Logo, p*(E) = 0, como afirmado, para todo « posi-

tivo, de sorte que dim E = 0. Notemos que escrevendo:

IR = E U (IR/E)
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obtemos uma decomposigao da reta num conjunto de dimensao nu-

la mais um conjunto de la. categoria.

d) Note-se que se ¢: £ > O* & uma imersao isométrica, en

tao, dado E C @ temos:
o (o}
u(E) = n(¢(E))
para todo o (por.abuso de notacao indicamos as medidas exte -

riores a-dimensionais nos dois espagos métricos pelo mesmo

simbolo). Em particular, dim E = dim ¢(E).



CAPiTULO 2. CoNJUNTOS DE CANTOR HoMOGENENS

Nosso proposito neste capitulo. & o exame,a Juz
dos conceitos introduz{dos no cathu]o.anteridr, de uma.{mp03
tante'c]asse de espacgos métr{cos:-a dos chamados conjuntos de
Cantor, que constituem importante generalizagao do conjunto
triadico TC [0,]]. Dentre eles, estaremos'interessados mais
propriamente naqueles que exibam uma certa simetria do ponto
de vista métrico, aos quais nos referiremos como conjuntos de

Cantor homogeneos, ou simplesmente conjuntos homogéneos.

Ja ressa1tamos ao fiﬁa] do capitulo 1 que a dimen
sao de Hausdorff & uma propriedade métrica por excelencia. Is
to sera ilustrado aqui ao calcularmos a dimensao dos conjuntos
homogeneos, obtendo como espectro todo um continuum de valores ,

a despeito do fato de serem eles homeomorfos dois a dois.

Como mero corolario dos resultados aqui expostos,
ficara estabelecida a solugao de um problema de existencia
que deliberadamente nao abordamos no capitulo anterior: dado

a >0 real, existe um espago métrico @ tal que dim Q = a?

Definigao 2.1: Um conjunto de Cantor & um espaco

metrico compacto totalmente desconexo sem pontos isolados.

Exemplos: a) 0 conjunto triadico T ¢ [0,1], forma
do pelos elementos cuja expresséo em base tres apresenta ape-

nas os algarismos 0 e 2, € um conjunto de Cantor no sentido
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da definicao acima.

b) Denotemos por 2¥ 0 es aco das seqllencias infinitas
P

(XgsXyse+vsXps---) em que cada x; e 0 oul. Temos:

sendo Xi = {0,1} com a topologia discreta para cada i. Consi

derando em 2¥ a topologia produto, obtemos um espaco topologi

(xn) ey = (yn) em 2%

co metrizavel, pois, definindo para x

d(x,y) =

1 -
<og 27FT ERARE

02

TR

obtemos uma meétrica compativel com a topologia produto. Uti-
lgzando esta metrica e facil ver que 2% nao tem pontos isola-
dos. Por outro lado, por ser um produto de espacos compactos
e totalmente desconexos, 2° tambem tem tais propriedades, sen

do, portanto, um conjunto de Cantor.

0s espacos metricos dos dois exemplos acima sao
homeomorfos; 1isto nao e algo fortuito, porquanto inevitavel:
ao final deste capitulo mostraremos que dois conjuntos de Can

tor sao sempre homeomorfos.

Vamos , agora, descreyer o que entendemos por con-

junto de Cantor homogeneo. Para tal introduziremos uma defi--
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nigcao auxiliar.

Definigao 2.2: Sejam  um espago méetrico e € > 0.

Uma aplicacao ¢: @ » Q chama-se uma €-semelhanca se

d(o(x),9(y¥)) = e.d(x,y). Para x,y quaisquer em 9.
Observemos que ¢ & sempre um homeomorfismo sobre

sua imagem; quando € = 1, temos uma isometria.

Proposigao 2.1: Seja ¢: Q + Q uma e-semelhancga,
* §
sendo @ compacto( ). Entao: (i) € < 1; (ii) € =1, se,e so -
mente se, ¢(Q) = Q.

Demonstragao: (1) Se d(x,y) =|q| >
d(p(x)>9(y)) = ed(x,y) =

0 entao
e|Q| < [2], donde € < 1.
(i1) Suponhamos ¢(Q) = Q;

2] = [¢(Q)] = . |9].

entao € = 1, pois

Agora, se ¢ = 1 mas ¢(Q) # @ entao, tomando

X, € a/¢(Q), temos:

(*) Supomos, também que Q contém pelo menos 2 pontos distin-
tos.
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d(x,>0(R)) = r > 0,

pois ¢(Q) e compacto. Logo, dcxo,¢k(x0{) > r, para todo k>1.

Portanto, se m > n > 0, temos:
400" (x,)5 0" (x,1) = d(" "(x )sx,) = v > 0.

Isto nos mostra que (¢n(x ))

0o >0 nao possui ngnhu-

ma subseqliencia convergente, absurdo uma vez que Q seja com -

pacto. Enfim, ¢(Q) = @, concluindo a prova.

Suponhamos agora que Q e um espaco metrico com -
pacto, n um inteiro > 1 e, para cada i = 1,2,...,n, seja

¢i: Q - Q uma ei—seme1hanga. Admitamos que:

para i # j. Pela proposicao acima, temos 0 < e < 1 para to-

do 1.

Escrevamos, para cada K-upla (i],iz,...,ik) de in

teiros 1. satisfazendo 1 < i<,
E({],iz,..},ik) = ¢ b oo ... ¢ik(Q). (*)

Finalmente, seja K = K(e],ez,.;.,en) o conjunto:
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w n
K = ﬂ ( ; ] ) E(.i]"iZ""’ik)) : (**)
k=1 11f12""’1kf]

Propostgao 2.2: 0 conjunto K definido acima € um

conjunto de Cantor.

Demonstragao: (1) K & compacto, pois cada

E(iy,i,,...,1,) e compacto, e vale:
E(i)sipseesiad) CE(T o,0ensiy)

para todo j, de forma que a sucessao ¢ encaixante, donde K#0.

(i1) K nao tem pontos isolados: de (*) resulta que:
E(iysi550-051)) = &5 €0 oooeq |Q] <€
k

.,1k)| + 0 quando k-,

sendo € = max ey < 1. Logo, |E(i],i

277
Assim, dados x € K e uma bola B contendo x (aberta), existem

i],iz,...,ik tais que:
X € E(i],iz,...,ik) C B;

mas como E(1],12,...,1k,1)/W E(1],12,...,1k,3) = @ para 1 # J,

existe y € E({T’i ,...,iK) tal que y € Ke y # x, e, portanto,

2
Yy € B, e x nao e ponto isolado.
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(iii) K e totalmente desconexo: seja uma componente co

nexa de K; os conjuntos

E(1), E(2),...,E(n)

sao compactos disjuntos e, portanto, dois a dois positivamente

separados. Segue-se necessariamente que existe i, tal que

1
M C E(i]); prosseguindo analagomente obtemos uma seqliencia

i],iz,...,ik,... tal que, para todo k,
M C E(Tgslgses.aiy)
e, portanto, M se reduz a um ponto, pois IE(ii’iz""’ik)|+0'

Definig¢ao 2.3: Um conjunto K(é],ez,...,en) obtido
pelo procedimento descrito acima e denominado conjunto-de Can

tor homogeneo, ou simplesmente conjunto homogeneo.

Exemplos: (c) Pode-se concluir facilmente que o
triadico de Cantor (exemplo (a)) € um conjunto homogeneo.Para
tanto € suficiente que se considerem as aplicacoes

R [0,1] - [0,1] (i = 1,2) dadas por:
N W _ 1 -
‘b] (X) - ‘3‘X’ ¢2(X) - 3‘(_X+2).:

as quais sao e-semelhangas para € = 1/3 e satisfazem:
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0 (0,111 = [0.3]5 ¢, ([0.1]) = (511

(d) 0 espacgo 2” munido da métrica definida no exemplo (b)
e um conjunto homogeneo. Com efeito, as aplicacoes

¢i: o W

+2 (i =0,1) dadas por:
¢i(x],x2,...,xn,...) = (i, x],xz,...,xn,...)
(i = 0,1) sao (%)—seme]hangas. Alem disso & evidente que:
45(2°) U ¢y (2%) = 2%,

,%) determina-

| —

de forma que o conjunto de Cantor homogeneo K(

do por 9,91 € o proprio espaco 2°.

A simetria metrica exibida por um conjunto de Can
tor homogeneo pefmite—nos calcular, nao sem algum esforgo,sua
dimensao de Hausdorff. 1Isto € o que estabe]e;e o teorema a
seguir, em cuja démonstragéo, cumpre ressaltar, valemo-nos da
mesma notacao que utilizamos quando da definicao de conjunto

homogeneo (vejam-se (*) e (**)).

Teorema 2.1: Seja K = k(ﬁl,ez,...,en) um conjunto
de Cantor homogeneo. Entao temos dim K = a, sendo o a uUnica

raiz (positiva) da equagao:
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Demonstragao: Em virtude da observagao (d) ao fi-
nal do capitulo 1, podemos supor que o espaco ambiente 2 & o
proprio K. Em sendo assim, se a > 0 & a raiz da equagao aci-
ma (a qual existe e @ uUnica porque 0 < e; < 1), vamos provar

que 0 < pu%*(K) < =; disto resultara que dim K = a.

(1) Seja & = max e; < 1. Dado 8§ >0, seja k suficiente

mente grande para que €k|K| < §; ent3o, para toda

K-upla (i],iz,...,ik) com 1 < is < n, temos:
= -3 —_ . . k
|E(11"""k) = ei] eilelie k| < 8.
Assim, podemos escrever:
)y <] e PRI <IKI% 5 ek - k|
M) = S T i=1 1 '

1],.--,1!(

E portanto, fazendo & - 0, resulta:
u(K) < K% < e,

(i1] Escrevamos:
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d = min d(E(i), E(4)) > 0.
1,)

Vamos mostrar que ua(K) z~da.

Introduziremos neste ponto uma notagao auxiliar.

Dada uma colegao finita A de partes de K, escreveremos:
a
s(A) = F{|v]™: v ¢ A},

Para o calculo de u®(K) podemos nos restringir as
coberturas finitas (por abertos) de K, pois este @ compacto.
Se ¢ € uma tal coberfura, e suficiente para nossos propositos
mostrarmos que s(®) > d*. Isto & obvio se algum dos membros
de ¢ tem diametro > d. Suponhamos, pois, que |V]| < d para to

do V C o.

Neste caso, da definicao de d resulta que ¢ se es

Creve como uma reuniao disjunta:

sendo 51 uma cobertura de E(i) para cada 1. Seja:
- ay,
6 = m%nCS(¢i)/eil,

podemos supor sem perda de generalidade que tal minimo e atin
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gido para 1 = 1, ou seja, que 6 = s (@ {/Ea. Assim sendo, te-
. 1 1

mos :

s(o)

s(9;) >

1]
=y
M=

n

oy _ =1
E (Ge{) = B = == s(@l).
= e,l

Agora, a colecao:
2= (67 (V)i V E D}

e uma cobertura de K (pois ¢] e uma cobertura de E(1)), e cor
mo |¢{](V)| = l—lV| para todo V € s temos:
£1-
Py 1

S(@) = %
&

s(®1) < s(9)

Se algum dos membros de @ tiver diametro > d, te-
remos mostrado que s(¢) > d% Caso contrario, o processo po-
dera ser repetido com & em lugar de &, e assim por diante:
apos um numero finito de etapas, obteremos uma cobertura o*
de K, tal que s(o*) < s(®), em que algum de seus membros te -
nha diametro > d, pois de umaketapa para a seguinte o infimo
dos diEmetros positivos e multiplicado por um fator > 1/¢ >1
(e = max gi). Desta forma, resu]taré sempre s (o) > d*, como

queriamos.

Temos enfim p*(K) > d* > 0.
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Das partes (i] e (i) acima concluimos que dimK=a,

como se tratava de provar.

Corolarto: Dado @ > 0, existe um espago metrico

Ka tal que dim Ka = Q.

Demonstragao: Ponhamos, dado a > 0, = 21/a. Con

. w . - - P
sideremos o espaco Ka = 2" munido da seguinte métrica:

da(x,y) =
n

n ™8

1
. XHIT IXn‘ynla

sendo x = (x_), y = (y,) membros de Ky,- Nesta nova metrica
as aplicacoes ¢0,¢] do exemplo (d) acima passam a ser (1/X)-
-semelhangas. Pelo teorema 2.1, dim K, = 8 satisfaz a seguin

te igualdade:
1,8
()

ou seja, B = log2/logX = a. Enfim, dim Ky = @, como pretendi-

do.

Para o caso o = 0, ha exemplos 6bvios: todo espa-
¢o metrico enumeravel tem dimensdo zero. Ao final:.do capitu-
To 1 expusemos um exemplo nao~enumeravel (os numeros. de Liou-

ville). Existem mesmo conjuntos de_Cantpr_(necessariamente
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nao-homogeneos) com dimensao de Hausdorff zero.

De fato, bhasta tomarmos novamente Ko. Zw, desta

vez munido da metrica:
— |x,-y,|

(a qual e compativel com a topologia-produto). Agora as apli
cacoes ¢0,¢] do exemplo (d) nao sao mais semelhangas, mas con
siderando os conjuntos E({],;..,in) por elas determinados, te
mos :
E(L75e0051,) = Y . _e1
k=n+1 k! (n+1)!
Fixemos s > 0 real. Dado & > 0, temos
(e-1)/(n+1)! < & para todo n suficientemente grande, de forma

que:

n s
. . 2 -]
NACOS IE T N [EQiysenssip}]® (e-1)

Tpseensiy i ((n+])!)s

Fazendo n -~ ®, esta ultima expressao vai a zero
- g s
para todo s > 0. Como 6§ e arbitrario, temos u (KO) = 0 para

todo s > 0, e, portanto, dim KO = 0.

Outra conseqtiencia do teorema 2.1 & que o conjun-
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to triadico de Cantor (exempla (c)) tem dimensao log2/log3,co

mo afirmado no capitulo 1.

A titulo de complementagao demonstraremos, para fi
nalizar, que dois conjuntos de Cantor quaisquer sao sempre ho

meomorfos, como afirmado no inicio do capitulo.

Teorema 2.2: Todo espago metrico compacto total -
mente desconexo sem pontos isolados e homeomorfo ao espago-

produto 2",

Demonstragao: Seja K espago satisfazendo as hipo-
teses acima.. Como K e metrico compacto, K possui base enume

ravel de abertos: {V_: n > 0}; podemos supor, também, que
'n
Ja totalmente desconexo.

=V (isto g, cada V. € aberto e fechado), posto que K se-

Isto posto, seja ¢: K ~ 2" definida como segue:

$(X) = (i siysevesipsess)

‘sendo:

0 se x € Vn

n
T se x £ Vn
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Se x # y entao existe n tal que x €V ey £ vV,
(os VAS formam uma base para a topologia de K). Logo,

¢(x) # ¢(y), de forma que ¢ & injetiva.

Afirmamos que ¢ e tambem continua. De fato, seja
E(io,i],...,in), para cada (n+t1)-upla de zeros e uns, o conjun
to (abertd) das seqliencias de 2¥ cujos primeiros n+l termos
sao precisamente io,i],...,in nesta drdem. Tais abertos cons
tituem uma base para a topologia-produto em 2“. Basta, por -

tanto, verificarmos que ¢-](E(io,...,in)) e aberto em K.

Mas :
...1 n
0 (E(io,...,in)) = Q- NS,

sendo, para cada s:

ws i Vs’ se is =0
K/Vs, se i, = 1
Dado 'que cada ws seja aberto, temos que
¢'1(E(io,...,in)) e aberto, de sorte que ¢ & continua, como
afirmado.

Assim, ¢ & um haomeomorfismo de K sobre sua imagem
o(K) C 2” (a qual @ portanto um subconjunto fechado, nao-va -

- . w -
zio e sem pontos isolados, de 2°). Logo, o teorema e conse -
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qliencia imediata do seguinte resultado auxiliar:

Lema: Se F C 2 & fechado, nio-vazio, sem pontos

E ~ - w
isolados, entao F e homeomorfo a 2 .

Para demonstrarmos o lema acima, consideremos em
2% a metrica do exemplo (b).

Se |[F| =1 entao FNE(0) = F(0) # P e FNE() =
= F(1) # p, e tanto F(0) quanto F(1) sao fechados e tem diame

tro < 1/2. Suponhamos entao |[F| < 1, e seja n > 0 tal que:

1 ]
< |F| < =3
2n+| = zn

existem LPEREEEREES tais que:
F C E(Io’ll""’ln-])’

pela propria definigao da métrica utilizada. Assim sendo, ha

dois casos a considerar:

(i) |F] > 172" neste caso, escrevendo:

FACE(Tqseeesi,150)-
FNE L0000 05,0

F(0)
FO)
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temos dois fechados (nao-vazios, sem pontos isolados) com dia

metros i_]/2n+].

(ii) IF| = ]/2n+]; aqui, como F nao tem pontos isolados,

existe 1 tal que:

F C E(lo,ll,...,ln_],l)

(i =0 oul). Assim, teremos:

F(0)
F(1),

1}

FOE(gaiyseeesiyoqs150) # 0
FOVE(i sy sennsiy1sis1) # 0

ambos novamente fechados, sem pontos isolados e com diametros
+
< 1722,

Resumindo, em qualquer caso existe uma decomposi-

F = F(0) U F(1)

sendo F(0), F(1) fechados, nac-vazios, sem pontos isolados e

com a seguinte propriedade adicional: se |F]| i.l“ entao:

zn
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IFCLls s

para 1 = 0,].

0 mesmo processo pode ser repetido com cada F (i)
(i = 0,1) em lugar de F, e assim por diante: indutivamente,obh

,i_ de zeros e uns

teremos para cada seqliencia finita io,i],... N

um fechado:
F(10,1~,...,1n) CF

nao vazioy sem pontos isolados, satisfazendo:'
(1) F = 1] F(i ,...,in), para cada n;

(2) F(io,...,1n,1) c F(io,...,l , para i = 0,1;

»

(3) [F(i ,--l,in)l + 0 quando n + «, uniformemente;

(8) F(igseeesips0) N F(isnnsi n1) = g

- Das propriedades acima decorre que se (io,i],...,

> by . -y’ . . - . - - w
ln,...) e uma seqllencia infinita (isto e, um membro de 2”),en

tao a sucessao encaixzante correspondente tem intersecio unita

ria:

N FCi seresl 1= {x*}
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de tal forma que, definindo ¢: 2% » F por:

obtemos uma aplicacao continua, injetiva e sobre F, e, portan
. w oL

to um homeomorfismo,dado que 2 seja compacto. Isto demons-

tra o lema e, com ele, o proprio teorema tem completada sua

prova.



CAPITULO 3: TRANSLAGOES E PRODUTOS CARTESLANOS

Iniciaremos este Ultimo capitulo expondo um teo-
rema devido a H. Steinhaus e S. Piccard.(teorema 3. %, pafteé
(a) e (b), respectivamente] envolvendo translacgoes de partes
da reta, para em sequida {nvestigarmos suas eventuais ramifi
'ca96es mediante utilizagao das tecnicas introduzidas nos ca-
pitulos anteriores. Seremos conduzidos de modo natural ao
prob]ema surpreendentemente nao-trivial do calculo da dimen-
sao fracioniria de um produto cartesiano A x B em funcao das

dimensoes dos fatores A,B (subconjuntos da reta).

Fagamos, preliminarmente, alguns comentarios so-

bre as notacoes empregadas aqui. Se A,B C R es¢reveremos:

-A = {-a: a € A};
A+B

{a+b: a € A, b € B};
A-B

A+ (-B);

alem disso, escreveremos x + A ao inves de {x} + A.

Freqlientemente denotaremos por I, ou J  um inter

valo nao-degenerado de centro Xx.

0 simbolo K(e],...,en) sera reservado aos conjun
tos de Cantor homogeneos obtidos, na notacao do capitulo an-
terior, tomando-se @ = [a,b] (um intervalo da reta) e, para

i=1,...,n, uma e;-semelhanca ¢i:[a,b] + [a,b], com a con -
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vengao tacita de que o intervalo [a,b] seja o menor possivel,

ou seja, que os extremos a,b estejam em K(e .,en). Quan-

1o
do e =€, = ... =¢ =¢€, e os intervalos E(i) = ¢;([a,b]])
estiverem uniformemente espagados (as distanc{as entre os pa
res de intervalos consecutivos forem iguais), escreveremos
K(n,e) ao inves de K(eys...,e,] e diremos que K(n,e) e um

conjunto (de Cantor) simetrico.

Nosso ponto de partida & o teorema 3.1 abaixo.Di
remos que um conjunto A C R tem a propriedade de Baire se
A =G A P, sendo G aberto e P um conjunto de primeira cate-

goria.

Teorema 3.1: Sejam A,B C R; os conjuntos A+B,A-B

tem interior nao-vazio em cada um dos seguintes casos:

(a) A e B sao mensuraveis Lebesgue e A(A) > 0, A(B) > 0;
(b) A e B sao de segunda categoria e tem a propriedade

de Baire.

Demonstragao: (a) Inicialmente, mos tremos que
existe € > 0 tal que |[x]|] < e = (x*A) N A # @§. De fato,pos-
to que A seja mensuréve], existem um fechado F e um aberto G,
com F C A C G, tais que, digamos, A(G] < (4/3)A(F), isto por
que X(A) > 0. Podemos supor X(A] < - (tomando um subconjun-

to, se necessario); assim, existe certamente uma componente
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conexa I de G tal que:
A(F O 1) >%|1| (*)

“Para todo x tal que |x| < |I]/2, (x+I) U I & um intervalo de
comprimento < 3[|I|/2, contendo FN I e x + (FN I). Como
A(FN 1) = X(x+(F N 1)) temos, por (*), que (x+(FNT))N(FOI)#D,

donde, a fortiori,
(x+tA) N A £ D,

para todo x tal que [x| < |[I|/2 = e, como afirmado.

Suponhamos , agora, que exista x € R tal que
(x+A) N B tenha medida de Lebesgue positiva (tal conjunto &
neceSsariamente mensuravel, pois A e B o sao). Escrevendo .
E = (x+tA) N B, podemos entao ap]igar o resultado que acaba -
mos de provar para E ém lugar de A; conc]uiremqg que E-E con
tem um intervalo nao-degenerado em torno dé origem, da forma

(-ese). Mas entao, A-B contém o intervalo (-x-e, -x+e).

- Logo, resta provarmos que para algum x o conjun-
to (x+A) N B tem medida de Lebesgue positiva. Como A,B tem
medida positiva, existem, pelo teorema de densidade de Lebes

gue, a € A e b € B tais que:
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AANT) > |,
(**)
AB NI ] > AL,

para quaisquer {ntervalos Ia (com centro em a) e Ib (com cen
tro em b) suficientemente pequenos. Escolhendo Ia e Ib de
forma que IIa] = lIbl e, pondo x = b-a, temos x + I, =1, e,
portanto, por (**):

M(x+ (ANT)) N (BNL)) >0,

donde A((x + A) N B) >0, a fortiori.

Para concluirmos que a soma A + B tambem tem in-

terior nao-vazio, basta observarmos que A + B = A-(-B).

(b) Sabemos que A = G A P e B =HAQ, sendo G,H aber -~
tos e P,Q conjuntos de primeira categoria; como A e B sao de
segunda categoria, G e H sao nao-vazios. _Sejam, pois, I C G
e d C H intervales nao-degenerados abertos. Note-se que I/A
e J/B sao de primeira categoria. Se x e tal que (x+J)N 1P,
entao esta ultima intersecdo & na verdade um intervalo I' tal
que I'/(x+B) e If/A sao de primeira categoria, de sorte que
existe t € I' té] que"t € xtB e t € A, ou seja, t = x+b com

b € B, ou ainda x = t-b € A-B. Mas como I e J sio nao-dege-
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nerados, o conjunto dos x tais que (xtJ) N I # @ & também um
intervalo nao-degenerado. Logo, A-B tem interior n8o-vazio,o

mesmo ocorrendo com A+B, pois A+B = A-(-B).

Fagamos aqui wuma oBservagEo sbbre as hipoteses
do teorema acima, sob a forma de exemplo. Se A*(A) > 0,
A*¥(B) > 0 mas A e B nao sao ambos mensuraveis, ou se A ou B
nao tem a propriedade de Baire (isendo porém ambos de segunda
categoria), em geral nada se pode cont]uir sobre os interio -
res de A+B e A-B. De fato, consideremos a seguinte relacao
de equivalencia emIR: x v y se e sO se x-y @ racional; se V e
uma parte da reta contendo exatamente um ponto de cada classe
de equivalencia (estamos usando aqui o axioma da escolha!),en
tao IR e reuniao disjunta dos conjuntos r + V com r racional.
Segue-se que A*(V) > 0 e que V nao e de primeira éategoria.Se
V fosse mensurévelvoﬁ tivesse a propriedade de Baire, entao,
V-V teria interior nao-vazio, o que e absurdo, pois (r+V)nV=g

para todo r racional.

0 teorema 3.1 nos da condicoes suficientes sobre
A,B para que A+B e A-B contenham intervalos. Sob hipoteses
mais restritivas e ocasionalmente possivel concluirmos algo
sobré os tamanhos de tais intervalos., Tal €0 caso, por exem

plo, do resultado abaixo.
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Propestgao 3.1; Sejam A,B C |R intersegdes enume~

raveis de ahertos densos em IR. Ent3o A+B = A<B = IR,

Demonstragdo: Escrevamos A= n G , B = N H_,
' n=q n=
sendo Gn,Hn C R abertos densos para cada n.

Fixemos x C IR e observemos que:

(x+A) N B = N ((x+6) N H ) (*)
n=o0 . =
Como x+Gn e Hn sao ambos abertos e densos para ca
da n, concluimos que (x+G.) N H, e também aberto e denso, pa-
ra cada n. Logo, pelo teorema de Baire, o segundo membro de

(*) e nao-vazio, donde (x+A) N B # @..

Assim, x € B-A, e como x € arbitario, B-A = [R, e
portanto A-B = IR tambem. Novamente, como A+B = A-(-B), e evi

dente que A+B = |R.

Comé yimos acima, quando A,B C IR nao satisfazem
as hipoteses do teorema 3.1, o problema de se decidir se A+B
tem ou nao interior vazio pode se tornar muito complexo. Mos
traremos, entretanto, como aplicar o que expusemos anterior -
mente sobre dimensao fracionﬁria para se obterem resu]tados
parciais em alguns dos casos ndp detectados pelas hipGteses
do teorema 3.1, tais como quando A e B sdo conjuntos de Can -

tor homogeneos.
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Nosso plano e o seguinte; dados A,B C R, seja

1

o: RZ »+ IR dada por ¢(x,y) x+ty; temos;

¢ (AxB) = A+B

Alem disso, ¢ & Lipschitziana com constante de

2
Lipschitz v2. Logo, se E C R, temos, para todo a > O:
W0 (E)) < (/2)%u(E)s

donde, em particular, dim ¢(E) < dim E. No caso especifico

em que E = AxB, obtemos:
dim(A+B) < dim(AxB)

Assim, se dim(AxB) < 1, por exemplo, entdo tere -
mos A*(A+B) = u](A+B) = 0, de sorte que neste caso A+B tera |
interior vazio (note-se que na argumentacao ‘utilizamos suces-
sivamente a .proposicao 1.4, capitulo 1). Temos, 'pois, uma
condicao suficiente para que A+B nao contenha’intervalos nao-
degenerados, a qual destacamos sob a formafde:proposiggo.

Pfoposigﬁb 5.2:  Se A,B CR sdo tais que dim(AxB)

< 1, entao A+B tem interior vazio.
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Um resultado como este que acabémos de enunciar
so tem sentido se soubermos calcular dim(AxB) ao menos para
um nimero suficientemente grande de casos interessantes. 0
que fizemos ate aqui foi simplesmente reduzir um problema re-
lativamente dificil a outro que esperamos seja consideravel -

mente mais facil!

De certa forma somos tentados a dizer que dim(AxB)
deve ser um numero pequeno se tanto dim A quanto dim B forem
numeros pequenos. Em termos mais precisos, e razoavel espe -

rarmos que:
dim(AxB) = dim A + dim.B. (*)

Entretanto, sem hipoteses adicionais isto & falso!

De fato, basta tomarmos A =B =E, sendo E o con-
junto dos numeros de Liouville (capitulo 1, exemplo (c)). Lem
bremos que E e uma intersecdo enumeravel de abertos densos na
reta, donde E + E =1IR, pela proposicao 3.1; Pelo que foi vis

to acima dim (ExE) > dim (E+E) = 1, enquanto dim E = 0.

Mostrarembs que a igualdade (*) & valida sempre
que A e B sejam suficientemente regulares do ponto de vista

de suas distribuigoes de mgssq. Mais precisamente, temos:
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Teorema 3.2; Sejam A,B C R compactos tais que:
(a) O <-ﬁa(A) < o, 0 < uS(B) < @, sendo a e B positivos
fixos.
(b) Existem constantes c,dogz > 0 tais que:
w¥(An1) < c|1]%, UB(B“I) < C|I|8.
para todo intervalo I com [I]| < &, e:

B : . B
Wo(BAL ) >d [T, |

para todo x € B e todo I  com |IX| £ 4.

Nestas condigoes, dim (AxB) = dim A + dim B

Demonstragcao: Inicialmente seja & uma cobertura

de AxB por abertos V CIR2 tais que |V| < . Nao havera per-

da de generalidade para nossos propositos na suposicao de que

cada V e um retangulo: V = IxJ. Alem disso, podemos nos res

tringir apenas e tao somente ao caso em que ¢ e finita, pois

A e B sao compactos.

Se V = IxJ € ¢, temos |I| < |V[, [J] < |V]|, don-

de, por (b):
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VI8 s a1 2 Lowaon) wB(en)
Cc

Seja @0 0 conjunto dos pares de intervalos (I,J)

tais que IxJ € 9; entdo podemos escrever:

glvl"“rB > 1—2 CZD n*(An1) 1P (BnJ) (1)
Q

(@]

Por outro lado os-interva]os I tais que (I,J) € @O

para algum J determinam uma particao P (finita) da reta Katrg

ves de seus extremos) e vale:
o P . ’
po(AND) = J{u~(ANI*): I* € P, I* C I} (2)

para cada I. Alem disso, fixando I* € P e denotando &* o con
junto dos intervalos J tais que existe I D I* com (I,J) € ¢O,

temos claramente:

I, wie 9) 2 uf(e) (3)

(e* e uma cobertura de B para cada I*).

De (2) e (3) concluimos que:

g p*ann)uBeag) > u8(s) g wWHAnTF) > w®a)Be) ()
(0]
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Tendo em conta- (1), resulta;

LAVITE 2 st s) (5)
ic

Como ¢ e arbitraria, obtemos enfim:

L

WP AxB) > 1w (a)uf(s) (6)

(g}

(note-se que por (a) o segundo membro de (6) & positivo).
Agora, seja dado € > 0 e tomemos uma cobertura T
de A por intervalos I tais que |I| < & satisfazendo:

u°‘(A)+ezIZ |11¢ (7)

Fixado I € I', tomemos para cada x € B um interva-
lo.Jd, tal que |Jx| = I. Obtemos uma cobertura de B da qual

X
podemos destacar uma subcobertura finita, digamos:

com a propriedade de que cada y € IR 8 coberto por no maximo

dois de seus membros. Segue-se, por (b), que:
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o )< Fufey) (8)

0s quadrados IXJx (i=1,2,...,n) constituem uma
_ ; _
cobertura de IxB. Fazendo I percorrer I', obtemos uma cobertu

ra de AxB .por quadrados, a qual indicaremos por T'*, Se V € I'*

)

e tal que V = IxJ, temos |V| = /2 |I| = /Z |J|; portanto, uti

Tizando (7) e (8) concluimos que:

VISP < £/2)2 8 By T [1)® <
r* 0 T
< £02)40 1B (B) (1 () e) (9)
0
Logo, resulta:
B (axB) < £(/2)%78 L (a)uf(s) (10)
(0]

(note-se que o segundo membro de (10), por (a), & finito).

Finalmente, de (6) e (10) concluimos que:
dim (AxB) = o + 8 = dim A + dim B

como se trataya de provar.
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Corolario: Se Ko’Kl C IR sao conjuntos de Cantor

homogeneos entdo dim (K +K,) < dim K+ dim K.

Demonstragao: Basta mostrarmos que todo conjunto
de Cantor homogeneo na reta satisfaz as condigbes (a) e (b)

do teorema.

Seja, pois, K = K(e],...,an) C IR. No desenrolar

da prova do teorema 2.1 ficou estabelecido que:

d* < n*(K) < [Kk|®

A

sendo o = dim K (veja-se o capitulo 2 para a definicao de d e
demais notagoes empregadas aqui). Logo, a hipotese (a) do

teorema acima e satisfeita.
Tomemos agora x € K e um intervalo Ix de centro x
tal que |IX| < |K[. Seja 'k o menor inteiro > 1 tal que exis-

tam i],...,ik (1 <i_ < n) para os quais:

S

X € E(iqs.0si)) C 1,

Temos entao:

u“(KnIX) 2 KNECi s asi)) = (ey sevoses )M (K) >
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)% d | (1)

> (Ei 3vee g€

3 R

Par outro lado, apesar de E(i],...,ik_]) 1 te

mos:

[T, 1< 21EQi s nsip )] = 2 2 ,...,eik-]lKl (2)

De (1) e (2) resulta que:

(¢

uo (KNI ) . B} '

———— > %% k| (3)
|1,

sendo ¢ = min € Logo, pa(KnIX)

—~ 0,405~ 0 =0
do—0d2|K| .

> d |I la, sendo
ol "x

Um raciocinio totalmente analogo se aplica para
mostrar que existe ¢ tal que p®(KNI) < c|I|* para todo inter-
valo I tal que |I| < |K|. Resumindo, K satisfaz tambéem a hi

potese (b) do teorema 3.2. 0 corolario estia demonstrado.

Uma observacao importante: a p%oposigﬁo 3.2, 0
corolario acima e os resultados vindouros foram e serao enun
ciados apenas para somas de éohjuntos. Entretanto, os resul
tados ané]ogds.para diferengas sao igualmente y&lidos, com

alteragdes obvias nas respectivas demonstragdes,

Para finalizarmos este trabalho, vamos investi -

gar o caso A = B =.K(n,e), sendo K(n,e) um conjunto de Can -
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tor simétrico. Para tal necessitamos de mais um resultado

auxiliar.

[eo]
Proposigao 3.3: Sejam A,B C R tais que A= f\An,
5 © n=o0
B = N Bn’ sendo An e Bn compactos para cada n. Entao:
n=o

A+B= N (A + B)
n=0 L n

Demonstragao: Temos An + BnZD A + B para todo n,
donde uma das inclusoes e obvia. Seja, pois, x € A, * B, pa

ra.todo n. Entao para cada n existem a, 5 An e bn € Bn tais

que a  + b, = x. Podemos supor (tomando uma subseqllencia,se

necessario) que (an) converge para a € A. A seqllencia (bn)

possui uma subseqgliencia convergente (bn ), a qual tem como
k
limite necessariamente um b € B. Mas entao a, + bn -+ a+b,’
k k
donde x = a+b € A+B. Isto estabelece a outra inclusao, e

portanto a igualdade.

Teorema 3.3: Seja K = K(n,e) C [0,1] um conjun-

to simetrico (contendo 0 e 1). Entao:

(a) Se € < 1/2n-1, K+K @ tamhem simetrico e:

log (2n-1)

dim(K+K) = -
IS £ log &
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(b) Se € > 1/2n-1, temos K+K = [0,2] (em particular

dim(K+K) = 1)

Demonstragao: Utilizaremos um argumento geomé -

trico muito simples, combinado com 2 proposigao acima. Man-

tendo a notacao do capitulo 2, escrevamos para cada m > 1.

Ky = u E(iqso--esip) (1)
IFEEREEL :
I m
Temos N Km = K; Togo:
m=0
K+ K= N (Km+Km) (2)

- ;e e m .
(observe-se que cada Km & reuniao disjunta de n intervalos

de comprimento em).

Fixemos m, e seja S uma componente conexa (inter

valo) de Km+Km.‘ Se 1,J sao dois dos intervalos que compoenm

K tais que I+J = S, consideremos 0sS conjuntos:

M= IR gs N 90K s (3)

- - Py = . m
ambos sao cOpias homoteticas de K] com razao de homotetia € .

Logo, M + N C S & uma copia homotética de Ki+K; com a mesma

razio de homotetia, e portanto a soma M+N nao depende dos
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particu]ares intervalos I,J tais que I+J = S. Disso conc]ui

mos facilmente (por (2)) que se Ky+K, =-[0,2] entao

Rt [0,2] para todo m e portanto k+K = [f:2]3- e que  se

# [0,2] entdo K ., + Ko 4 S© obtém de K+ K exatamen

K]+K 1

1

te como seque: de cada componente de Km + Km retiram-se in -

tervalos abertos de modo que O remanescente seja uma copia

homotetica de K +K;. Em outras palavras, se K, +K, ¢ [0,2]

entao K+K & um conjunto de Cantor homogeneo. Agora, temos:
(i) Quando ¢ > 1/2n-1, K]+K] = [0,2] de fato, sejam
0,A,...,(n-1)X os extremos esquerdos dos intervalos

que compoem K]. As somas desses extremos dois a

dois fornecem-nos 0,A,...,(2n-2)x, 0s quais estao

em Ki+Ky. Se A < 2e entdo Ky+Ky = [0,2]; logo bas
ta verificar que isto de fato ocorre se e > 1/2n-1,
o que & imediato,posto que A = (1-¢)/(n-1).

(ii) Quando € < 1/2n-1 o mesmo argumento de (ﬁ) mostra-

-nos que K]+K] consiste de 2n-1 intervalos de com-

primento 2e (<)) uniformemente espagados. Neste ca

so K+K e um conjunto de Cantor, nao apenas homoge-

neo mas também simétrico, do tipo K(Zn—],g) e por-

tanto:

109(2n-1) (4)
log €

dim(K+K) =

Isto estabelece os casos (a) e (b) do enunciado,

como queriamos.
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