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INTRODUGAO

O presente trabalho tem por finalidade apresentar al-
guns aspectos dos métodos de colocagao por 'splines" polinomiais

para a resolucao aproximada de equacdes diferenciais ordinarias.

O Capitulo 1 originou-se do artigo de R. Weiss, deno
minado "Implicit Runge-Kutta and Collocation Methods" (Weiss
[1974]). Neste artigo, o autor estabelece a equivalencia entre
um metodo de .colocacao por "splines'" polinomiais e um método de
Runge-Kutta para a resolucd@o anroximada de um sistema de equa

coes diferenciais de primeira ordem com valores de contorno.

Restringindo-nos a um sistema de equacdes diferenciais
combvalores iniciais e seguindo ideia sugerida, pelo orientador,
enunciamos e demonstramos o teorema 1.3.2, que exibe treés condi
coes para a realizacdo da equivaléncia entre um método de colo-
cagao por fungoes pertencentes a um espaco vetorial S e um métg

do de Runge-Kutta.

O resultado de Weiss [1974], que corresponde a esco-
lher S como sendo o espaco dos polinomios de grau menor ou igual
a m, resulta, no caso de condicoes iniciais, como caso particu-

lar.

Nos ultimos paragrafos deste capitulo, aplicamos o
teorema 1.3.2 para obtermos resultados analogos em novas situa
goes, adotando como espago S os espacos dos "splines' mnaturais

cubicos ou quinticos.
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O Capitulo 2 esta baseado no artigo de R.D.Russell e
L.F.Shampine chamado "A Collocation Method for Boundary Value
Problems'" (Russell-Shampine [1972]) e na primeira parte do ar
tigo "Collocation at Gaussian Points" de C. de Boor e B.Swartz
(Ue Boor-Swartz [1973]). No primeiro artigo, seus autores ob-
tem uma aproximacio por "splines'" polinomiais e delimitacao do
erro com relagao a solucdo exata de uma equacao diferencial 1i
near com valores de contorno utilizando pontos de colocaciao de
Lobatto. O resultado obtido em Russell-Shampine [1972] e gene
ralizado em De Boor-Swartz [1973] para os pontos de colocacao
de Radau e de Gauss. Em 1978, 1I.Q. Barros estudou o problema
da obtencao de uma apfoximagéo e delimitacao do erro com rela
cao exata de uma particular equacao do tipo Ay=f , onde A e
uma aplicacao linear entre espacos normados, através de um pro
cesso discreto abstrato (Barros [1982]) utilizando os modelos
de discretizacado de Stetter [1971]. Como aplicagao desse estu-

do I.Q. Barros reobteve os resultados de R.D. Russell e L.F.

Shampine.

Neste capitulo apresentamos o teorema 2.2.1 que esten
de o estudo feito em Barros [1982]  para uma particular seqlien
cia de equacoes Any=f . Como aplicacgao deste teorema reobtive
mos os resultados de C. de Boor e B.Swartz no caso linear
Tal enfoque permitiu-nos evidenciar a necessidade das hipoteses
admitidas e as idéias basicas da demonstragao do resultado obti

do em De Boor-Swartz [1973].

0 Capitulo 3 estd baseado na 2% parte do artigo "Col-

location at Gaussian Points" (de Boor, Swartz [1973]). Nesta
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parte, C. de Boor e B.Swartz mostram que a escolha dos pontos
de colocacao comb sendo os zeros do polinomio de Legendre rela
tivo a cada subintervalo e a imposicdo de que a solucio exata
da equacao diferencial.linear seja suficientemente diferencia
vel acarreta alta ordem de convergéncia da solucao aproximada do
método de colocagao por "splines" polinomiais nara a solucao

exata da equacao diferencial.

No teorema 3.3 apresentamos o resultado acima mencio-
nado. Acreditamos que com a redacdo dada por nos ao enunciado e
a demonstragao do teorema 3.3, teremos conseguido uma melhora
sensivel em termos de clareza. A demonstracao foi abreviada pe
la utilizagao do teorema 2.2.1 no capitulo dois. Procuramos em
cada etapa .da demonstrégéo justificar a introdugdo das hipoteses.
Atencao especial foi dada aos detalﬁés da demonstracao que se

relacionam com as fungoes de Green e diferencas divididas.

No éapitulo 4 apresentamos no teorema 4.1 uma genera-
lizagao da desigualdade do hipercirculo sugerida pelo orienta
dor. A demonstracdo apresentada & uma adaptacao da démonstragéo
encontrada em Golomb-Weinberger [1959]. Aplicando este teorema
para o estudo da solugao de um sistema de equacdes diferenciais
ordinarias com valores iniciais utilizando condigoes de coloca-
¢do, reencontramos o método proposto e estudado por L.L. Schu-
maker no artigo intitulado "Optimal Spline Solutions of Sys-

tems for Ordinary Differential Equations'" (Schumaker [1982]) .

No Anexo A, recolhemos subsidios que julgamos oportu-

nos para melhor compreensao da tematica exposta na dissertacao.



iv.

No Anexo B, desenvolvemos, a modo de exemnlo, dois
Programas computacionais como ilustracdo dos capitulos 2 e 3.
Nesses programas utilizamos a sub-rotina BSDX e seus procedi-
mentos auxiliares BSMCD, LBISEC e INTERV elaborados por Sal-
vetti [1983].



CAPITULO 1

§ 1.1 - INTRODUGAO

O resultado central deste capitulo € o teorema 1.3.2.

Tivemos necessidade de uma proposicao da algebra 1i
near enunciada no lema 1.4.4. Por se tratar de um argumento
- . - -
importante no desenvolvimento do capitulo, fizemos sua demons

tragao que incluimos no anexo.

Além da redagdo do capitulo, os conteiidos dos para

grafos 1.4, 1.5 e 1.6 foram por nds desenvolvidos.



VA
§1.2 - DESCRICAO DE UM METODO TIPQ RK. COMUTATIVIDADE DO DIAGRA
MA DE DISCRETIZACAO. EXEMPLO.

Consideremos o problema a valores iniciais

y'(t) = £f(y(tv)) , ast<b
(1.2.1)

yla) =y,

onde a,b€ IR, yOGIRd e fGClﬂRd,]Rd) n LipﬂRd,le).

Dados 0<6,<06,<,

156,50, <0 <1, seja X=C'([0,1], R)

paco de dimensao m tal que exista uma matriz real A=la.:] sa-

subes

tisfazendo
) i m
(1.2.2) j f(e)de = R R f(ej),

Observemos que a matriz A =

[aij] existe se a condi-
cao abaixo for verificada.

Condicao C

1" "As formas lineares U. € X* definidas
por U.f =
J

F(Oj), l<j<m, sdo linearmente independentes"

-- - - g *
Seja o metodo de dlscretlzagao( ) (correspondente a

um Unico passo de um método do tipo RK) representado pelo

dig
grama

(*) Para maiores detalhes sobre métodos de discretizagao vide A.1 no anexo.
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l<i<m ,

aijf(n(xj)), i=1,2,...m

l<i<m.

onde E = CZ([a,b], rY), E° =IRd_>< Cl([a,b],]Rd),
y(a)-y,
Fy '= ;
y' - foy
Gm = {a = X <Xq<.a.<X = b} , X, = a+ei(b—a),
_ w0 _ d
E =E = (G, R,
n(a) - yg,
(F n)(x;) =
‘ n(x;)-n(a) m
- I
b - a j=1
(A y)(x3) = y(xy) , 1gizm,
d d m
o ‘o _ o 0 _
Am (d ) (a) - dO ] Am (d ) (xi) - jil aijd(xj) ’
) -l d 1 d
Definamos T:C ([a,b], R") —— ¢ ([0,1], RY) por
(Tv) (8) = v(a+e(b-a)) e D:c“([a,b], RY) ——— c!([a,b], RY

por Dv=v',

PROPOSICAO 1.2.1:

Seja ScE tal que TD(S)=Xd. Entao, para todo



s€S, o diagrama

- F
E—  + E°
A l IAO
m m
F
E m E0
m o1

€ comutativo.

PROVA: Devemos provar que se s€S, entao FmAm s = A;Fs.

Caso 1: 1i = 0.

(Fa, s)(a) = (a,8)(a) -y

o’ s(a)-yo e

0
(a0F s)(a) = s(a)-y,-
Caso 2: i = 1;2,...,m.
(Fpdp ) (x;) - (A;st(xi) =

(8 s)(x:)-(2 s)(a) m
= m 1 I - £ a.. f(a s(x.)) -
b-a j=1 Y o

m
- El aij [S'(XJ)‘f(S(\J))] =

s(xi)—s(a)

I
™=
e~z

' m
aijf(s(xj)) + E aijf(s(xj) -

b-a j=1 i=1 j=1

aijs'(xj)=



s(xi)-s(a)

no~3s

aij s (xj).

b-a j=1

m

Precisamos provar que s(xi)=s(a)+(b—a)'z

a..5"(x:).
5 Ragn O

X.
Como s(xi)=s(a) + J 1 s'(x)dx, basta verificar que
a

*
J s'(x)dx = (b-a)
a

N~ 3

aijs'(xj). (1)

1=k

Seja x=a+o(b-a) . Teremos:

Xi Oi
J s'(x)dx = (b-a) J s'(a+e(b-a))de =
a 0
%
= (b-a) { (TDs) (8) de.
Jo

Como TDs € Xd, decorre que

9.
i m .
j (TDs) (e)de = = aij(TDs)(e.) e, em conseqliéncia,
0 j=1 J
Xi Oi
J s'(x)dx = (b-a) J s'(a+e(b-a))de =
a 0
m
= (b-a) jil aijs'(a+ej(b—a)) =
m
= (b-a) jil aijs (xj).

Portanto, (1) esta verificada.



EXEMPLO 1.2.2: Seja S = P ([a,b], RY).  Entdo,

™(s) = P _([0,1], RY = (p_([0,1], R)¢- x4,

Para X = Pm(EO,l],im), a condigdo C; & satisfeita

visto que

0 0 em
2 2 2
det 09 05 ... B # 0
m-1 _m-1 m-1
_61 62 em J

e, por conseguinte, Uj € X* definidas por Ujf = f(ej), l<j<m ,

sao linearmente independentes.

§1.3 - CONDICOES PARA A EQUIVALENCIA ENTRE UM METODO DE COLOCA
E O METODO TIPO RK. EXEMPLO.

DEFINICAO 1.3.1: Seja o problema

y'(t) = f£f(y(t)) , as<t<b
y(a) =y,

Seja V um subespago de E de dimensdo m+1l. O método de obtengdo
de uma solugao aproximada do problema acima que consiste em de

terminarmos VEV tal que V(a)=yo e v'(xi)=f(v(xi)), l<i<m, échg



mado método de colocacao relativo aos pontos X %8, Xp,.e00,X =b.

Investigaremos, agora, a equivaléncia entre os méto-
dos de colocagao e métqdos de discretizacgao correspondente a
um Unico passo de um método RK. Esta investigacdo nos levara,
de modo natural, a obter condigdes para que tal equivalencia se

realize.

Seja Sc<E, TD(S)=Xd e admitamos que valha a condigéo

C,. Seja v€S solucao aproximada do problema (1.2.1) pelo meto

1°
do de colocacao relativamente aos pontos XgoXqs oo s X Pela

proposicdo 1.2.1,

R
Fm n V= A F v.
Mas , o
- Ay F v(a) = v(a) - Yo = 0 e
o m _
Am F V(Xi)= jil aij(v (xi)—f(v(xi))) = 0.
Logo, ¢ = AV e solucdo do método de discretizagdao  correspon

dente a um Unico passo de um método do tipo RK.

Seja, agora, ¢ a solugdao do metodo de discretizacao
correspondente a um uUnico passo de um método do tipo RK e supo

nhamos a validade da condicao abaixo.

Condicao C,: Existe VB, — S tal que 4 v =id

Entao,
o = = =
Am F vt F AV L F ¢ 0.



Resulta, dai, que

vy )@ -y, =0 e

n o~ s
—

aij [(Vmc) '(xi)“f((va)(Xi))] =0 g

Portanto, se a condicao det[aij] # 0 for satisfeita, ¥V g e
solucdo do método de colocacdo relativamente aos pontos X =a,

Xqsenes X o Em presenca da condicao Cir a condicao:

Condicdo C;: "As formas lineares I, € X* definidas

I

03 .
por Iif j - f(e)do, 1l<i<m, sao linearmente independentes' ,

0

implica em det[aij] # 0, pois a matriz [aij] sera uma matriz

de mudanca de base.

Podemos resumir os resultados acima como se segue.

TEOREMA 1.3.2:. Com .as definicGes ja feitas e admitindo-se a

condigao C,, temos:

(i) Se s€S é solugdao do método de colocagdo relati-
‘vamente aos pontos X Xqsene Xy entao ALS e solucdo do método
de discretizacdo correspondente a um Unico passo do  método

do tipo RK cuja matriz A satisfaz (1.2.2).

p: ‘8

mos: se z€E € solugdo do método de discretizagdo corresponden

(ii) Admitindo-se, também, as condicdes C, eC

te a um uUnico passo - do método do tipo RK cuja matriz A sa-



tisfaz (1.2.2), entao s=V ¢ ¢ solucdo do método de colocacdo

X

relativamente aos pontos X o Xqseoor X o

OBSERVACAO 1.5.3: Sabemos que, se (b-a)<l/Lg l|All_ . onde L¢

m .
e a constante de Lipschitz de f e ||A]|, = max I |

l<i<m j=1

aijl’ en
tdo o metodo de discretizacdo correspondente a um Unico passo
do método tipo RK tem solucdo dnica (Vide Barros [1978], PTOPO
sicao 4.3). Neste caso, concluimos pelo teorema 1.3.2(i), (ii)

que o método de colocacdo também admite solucdo e esta solucao

€ unica.

EXEMPLO 1.3.4: Para S=Pm+1([ﬁ,b],]Rd) ja verificamos a con-

dicao C,. Verifiquemos C, e Cs.

Define-se vm:Em —» S como segue: (vmn)J e 0

polinomio interpolador de Lagrange de grau m tal que (VmﬂJ(xﬁ =

e nJ(xi), onde 0<i<m e 1<j<d .

Por construcao, Amvm=id , provando, pois, a condi-

cao C,.

Verifiquemos Cs, admitindo ©,>0. Seja {pk} a base

de X onde pk(o)=ek , 0O<k<m-1 . Logo
' 0
det [I.p,] = det[J ok de] =
0
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2 m
[0,/1 61/2 ... ey/m]
0./1 6272 6% /m
2 2 e o @ 2
=det L4 © © =
o /1 02/2 6™ /m
o . n/™ |
m-1
1 6, 6, |
m-1
816508 1 o 99
= — — — det # 0.
mt : . 5
m-1
-1 o .. o |

§1.4 - REFORMULACAO DAS CONDICOES PARA A EQUIVALENCIA ENTRE UM
METODO DE COLOCAGAO POR "SPLINES'" NATURAIS E O METODO
TIPO RK.

Vamos estudar um exemplo em que no lugar de coloca

¢do por polinominos usaremos colocagdo por 'splines'.

'DEFINIGAO 1.4.1: O espago

Sk - (a=xo<x1<...<xm=b) =

€ Pk([xi_l,xi],]R), l<i<m ,

[xi-lfxi

& S(j)(xi‘) = s(j)(xi+) , l<i<m-1, 0<j<k-2 }
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€ chamado espaco dos '"splines' de ordem k com nos simples

XqsXps ey Xpo

DEFINICAO 1.4.2: NS -

2k ,m-1 {SGSZk,m—l(a=XO<X1<---<X = b):

s(j)(a) = s(j)(b) =0, j=k,k+1,...,2k-2} € o espago dos "spli

nes'" naturais de ordem 2k com nos simples xl,xz,...,xm.

LEMA 1.4.3: dim Sk,m—l(azxo<xl<"‘<xm = b) = ktm-1.

PROVA: Vide Schumaker [1981], teorema 4.4.

LEMA 1.4.4: Seja S um espaco vetorial de dimensao m+n e

Ti:X — R , l<icm, Rj:S —— R , 1l<j<n ,'formas lineares in

dependentes entre si. Entao:

R) =m

(a) dim Ker(Rl,Rz,..., .

(b) 7T1,T2,...,Tm restritas a Ker(Rl,Rz,...,R )

sao linearmente independentes.

PROVA: Vide proposicao A.2 mno anexo.

OBSERVAGCAO 1.4.5: cCZk'Z([a,b], R)

NSZk,m—l

Passemos, agora, ao estudo do exemplo. Seja

Como X~ = TD(S), tem-se



Y %

<e..<H_ = 1):

X={f €8 1 -

Tie—1 , =] L9 4, %0

£ oy = £ (1y=0, j=k-1.k,...,2k-31.

2k-3
Observemos que X = SZk,m~1(0=%f61<“'<%{qy:C

(OIR.

Analisemos as condicoes Cl’ C2 e C3.

Condicao C;: Pelo lema 1.4.3,

dim S <...<em=1) = 2k+m-2.

2k-1,m-1 (070,50

Sejam U,, L., Rj formas lineares sobre SZk_l’m_1(0=%fel<“.<em=D

J
assim definidas:

UE = £(8) L, i=1,2,...,m
Lf = £330y,  j=k-1,k,...,2k-3 e
RE = £ 1), jek-1.k,...,2k-3.

Como X = Ker(Lk—l’Lk""’L2k—35Rk—l’Rk’°"’R2k—3)’ teremos, pe

lo lema 1.4.4, que se-as formas lineares Ui’ Lj’ Rj forem 1i-

2k+m-2-(2k-2) =m e

]

nearmente independentes entre si entdo dimX

Ul’UZ""’Um restritas a X sao linearmente independentes.

Portanto, a condicgao C1 estara satisfeita se a ma-
triz M1 do tipo (2k+m-2) x(2k+m-2), obtida calculando-se as for

mas lineares Ui’ L Rj nos elementos de uma base de

j’
SZk,m_1(0=qf01<.”<0m=U , tiver determinante diferente de ze

ro.

Condicao Cz: Sejam I, as formas lineares definidas
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o

por Iif = [ f(e)do, 1l<i<m. Por um argumento similar ao da
0

condicao C,, a condigao C3 sera satisfeita se a matriz M4, do

1
- tipo (2k+m-2)x(2k+m-2), obtida calculando-se as formas lineares

I.s Lj’ Rj nos elementos de uma base de Smoi,m—lak@o<ol<'“<em#n’

tiver determinante diferente de zero.

ica : i B —3 5 im: e
Condicao C2 Definamos Vi Em + S assim: v n 0
"spline'" natural de ordem 2k com nos simples X1 Xgse e X tal
que (an)(xi) ='”(xi)°- Vo esta bem definida em virtude do
Teorema: Dados ao,al,...,anele, existe um unico
1

d )
SENSZk,m—l tal que s(xi)=ai , 1i=1,2,...,n.

Prova: Vide Schumaker [1981].

Da definicao de v, resulta a condicao C,, ou seja, a_v = id

§1.5 - EQUIVALENCIA ENTRE UM METODO DE COLOCACAQO POR ''SPLINES"
NATURAIS COBICOS E O METODO TIPO RK.

Em presenca do exposto no paragrafo anterior, mostra

d
4 ,m-1

Gi=i/m, l<i<m, isto €, para pontos de colocacdo equiesvacados .

remos a validade das condicoes C1 e C3 para S = NS e

Recordemos que

X = (fes5 1 (0= <0 <...<0 =1):£3) (0)=£I) (1)=0 |

j=k-1,k,...,2k-3}
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Scja {Bi} uma base dec SS,m—1(0=Oo<el<"'<em=1) consti
*
tuida pelos B-splincs( ) dados por

_ 3 o 2 [i-3 i-2 i-1
Bi(e) - -1171(8 Y)+ [mv ma m

DS AR |

=Rl

0<6<1, 1l<i<m+2 ,
0. , 0<y
onde (e-y)f =

(o-y) 2 , 6>y

31 82 : Bm+2
2 Y o vh 2/ T;1 1 ﬁ:1 n:Z

Calculemos (e—y)f [1;3’ 1;2, 1;1, %J através da tabe

‘la 1, de diferengas divididas, que se segue, na qual fazemos

£(i)=(o-i/m) 2.

(*) Para maiores detalhes sobre B-splines vide Schumaker [1981], capitulo4.
A notagdo f[ty,...,t ;] significa diferengas divididas de ordem r,da
fungao f relativa aos pontos Elreenitiyge
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TABELA 1
3 g(i-3)
m[f(i-2)-f(i-3)]
i-2 . m2 . . !
== £(i-2) > [f(i-1) -2£(3i-2) +£(i-3)]
3 ,
m[£(i-1)-£(i-2)] ‘g— [£(1)-3£(i-1) +3£(i-2)-£(i-3)
i-1 . m2 ; . .
&= £(E-1) 7 [F() ~2£(i-1) +£(i-2)]
m[£(i)-£(i-1)]
| €Y

- R PN . Z g 7 2
Logo, Bi(e)— —§—~Be-l/m)+—3(8—(1—1)/m)++o(e—(1—2)/mL_-
-(e-(i-S)/m)E] . Por conseguinte,

,

0 . 8<(i-3)/m
2 .
X fo-(i-3)/m)° . (i-3)/meo<(i-2)/m

- 2 '
B;(®) = 4’;‘— [-26%+20(2i-3) /m-(2i%-6i+3) /m®], (i-2) /meo<(i-1)/m

m2 2
> (6-i/m) ,  (i-1)/m<o<i/m

. 6>i/m



2 -
7 [o-(i-3)/m)

()= { -2m%e + (2i-3)m

m? (6-i/m)

9

5

0<(1i-3)/m

(i-3)/m<6<(i-2)/m

(i-2)/m<6<(i-1)m

(i-1)/m<6<i/m

p>i/m

(i-3)/m (i-2)/m

i/m

(4-3)/m (4-2)/m

16,
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A condigdo C, € satisfeita, pois

( )
LiP1r Iy L1Bme2
UiBy  UhBy UiPne2
U,B U,B, ... U,B
det M, = det | 21 S 2'm+2 )
uB,  UB, ... UB
LRlBl RiBy oo RyBi,
(-m m )
1/2 1/2
/2 1/2
= det =

1/2 1/2

=M m )

= -m?(1/2)™1 2 0.

Provemos a condicao CS' Efetuando os calculos obtive

mos:



i-2 1
m m

J Bi(e)de = J Bi(e)de = 1/6m

i-3 i=1
m m

m
[ Bi(s)de = 4/6m. .

ja2
m
LBy LBy
;B I;By
det M3 = det ‘
1B, 1B,
AReBr BBy

)

1 m+2
1182
m m+?2

RiBpe2 |

e

18.
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-m m

1/6m 4/6m 1/6m

1/6m 5/6m 5/6m 1/6m

1/6m 5/6m 6/6m 5/6m 1/6m

= det| 1/6m 5/6m 6/6m 6/6m 5/6m 1/6m

oooooooooooo

1/6m 5/6m 6/6m 6/6m . . . . . . 6/6m 5/6m 1/6m

Substituamos a linha j pela linha j subtraida da 1i
nha j-1, para j sucessivamente igual a m+l,m,...,4,3. Em segui
da, substituamos a coluna 2 pela coluna 2 somada com a coluna

1 e substituamos a coluna m+1 pela coluna m+l somada com a co

luna m+2. Segue-se, pois, que

f—m ]
{1/6m  5/6m 1/6m
1/6m 4/6m 1/6m

det M 3= det Y phemessme s

1/6m 4/6m 1/6m
1/6m 5/6m 1/6m
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S m+2
" z laijla
j=1
tem-se, pelo teorema dos circulos de Gerschgorin (vide, p.e. ,

Como na matriz anterior |3--

l<i<m+2,
ii -~ = .

Varga[lQﬁZ],capitulo 1.4), que os seus autovalores sao diferen-

tes de zero e entao det MS#O, provando, pois, a condicao CS‘

§1.6 - EQUIVALENCIA ENTRE UM METODO DE COLOCACAO POR ''SPLINES"
NATURAIS QUINTICOS E O METODO TIPO RK.

Provaremos, agora, as condigdes C1 e C3 para S=NS§H_1

e 6.=i/m, l<i<m. Neste caso,

X={feS;  _1(0=0 <6 <...<em=1):f(J)(O)=f(J)(1) =0 ,

1

j=k-1,k,...,2k}.

Efetuando calculos analogos aos do paragrafo  ante-

rior, obtivemos uma base {Bi} para S <...<em=1) 3

) 5,m—1(0=60<61
onde



. -
2rlo-(i-5)/m)* = q (o)

4
- %%— [6-(1—4)/m]4+q1(9)

_ 4 '
B0 =10 o (55 /m) ea, (o)
10m7 . 4
- 74 [9-(1—2)/1“:] +Q3(e)

= 4
Frlo-i-/m)* + q,(0)

. 0

ol

, 8<(i-5)/m

, (i-5)/m<o<(i-4)/m

q,(8) , (i-4)/m<e<(i-3)/m

qs(e) » (i-3)/m<6<(i-2)/m

qs(8) , (i-2)/m<o<(i-1)/m
» (1-1)/m<9< i/m

s 8 > i/m

Bm+3 Bm+4

—-4'/m -3'/m -Z/m -'lr/m O 'I'/m 2l/m 3'/m

(m=-2)/m | 1
(m-=1)/m

j(m+évm [(m+4vm
(m+1)/m (m+3)/m
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(i-5)/m (i-4)/m (4-3)/m (i-2)/m A-1)/m i/m

AN
Bj

(i-5)/m (i-4)/m

(i-5)/m (i-1)/m i/m

3

(4-5)/m (1-4)/m

(i-2)/m W 7m
3




det M

det

1

Provemos a condigao Cy-

28

B

371

U;By

= det

( m2/2 -m2/2

—m3 Smb

1/24

-m2/2
—3m3

11/24

1/24

LZBm+4W
L3Bm+4
Ule+4
UmBm+4
R2Bmeg
ReBreq |

m2/2

m3

11/24 1/24

11/24 11/24 1/24

1/24 11/24 11/24

n2/2 -m%/2 -m%/2

—m3 3m3 -Sm3

25,

1/24

m-/2

(2]
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10

—_m det
2(24) .............

Facamos, consecutivamente, as seguintes operacoes So

bre as linhas e colunas da Ultima matriz acima:

(a) Substituimos a coluna j+1 pela coluna j+1 sub-

traida da coluna j, para j sucessivamente igual a 1,2,...,m+3.

(b) Substituimos a linha 2 pela linha 2 subtraida da

ultima linha multiplicada por (—1)m+4.

(c) Substituimos a linha 2 pela soma da linha 2 com

a linha 1.

(d) Substituimos a linha m+2 pela linha m+2 subtrai

da da_linha m+3.

(e) Substituimos a linha 2 pela linha 2 subtraida da



linha m+3 multiplicada por (—1)m+3.

(f) Aplicamos o teorema de Laplace

te, as colunas 1,m+4,m+3.

(g)
nha 2 por 2/5.

-

Dai:

1/2 =32 2-D% 2-1° 2-nC.2¢n™ 31y
2/5 4 25
1 10 1
40m'®
detM =" det 1 10 1
o™
1 10
0 0
.
m+1

Como >

a..
i#j
vando, pois, a condicdo Cl‘

- Provemos a condicao C3. Efetuando os calculos

vemos:

(i-4)/m " i/m
Bi(e)de= Bi(e)d6= 1/120m ,
(i-5)/m (i-1)/m

Dividimos a linha 1 por 4 e multiplicamos a

iil ]aij] ,» l<j<m+l, tem-se det Ml#O,

255

, consecutivamen-

1i

™92

]

DTO-

s obti



Entao;

detM, = det
J

(i-3)/m - (i-1)/m
B.(e)do = B, (6)do = 26/120m
(i-4)m (i-2) /m
(i-2)/m
Bi(e)de = 66/120m , 1<i<m+4.
(i-3)/m
\
LoBy  LyBy LBt
LsB;  LsB, L3Bhea
B, I;B, 4B ea
ImBl ImBZ ImBm+4
RsBr RsBy R3Bms 4
R,B,  R,B, R,B__,

26 .
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wozT/T W0zZ1/LZ

wozT/T

EI
N\N
mEm

woz1/c6

wozt/L2

wozT/T

N\NE

W=

¢
wozT/61T

woz1/66
WoZT/L2

woztT/T1

wozT/0Z1

wozT/6TT
WOZT/S6 -
WwozT/L2

wozT/T

wozT/0Z1
WOzZT/6TT
wozT/$6
wOz1/L2

wozT/T

woz1/0ZT

wpzt/0zt

uozT/0Z1

wozT/6TT

wozI/<$6
woz1/L2

woztT/T

woz1/61T

wozT/611

wozT/61T

uozT/61T

wozT/STT

wozT/26

woz1/92

ur
g

z/u

woz1/6

°
°

woz1/$6
woz1/$6
wozT/56
wozZT/<6
woz1/26

wozZT/99

UC -
¢ ¢

N\Ne-

wozT/L2

wOzZ1/LZ
wozI/LT
WOZT/LZ
WOZT/L2
wozT/LZ
woz1/92

s
N\Ne-

wozT/T

wozT/T
wozT/T
wozT/T
wozT/1
wozT/1

wozi/1

W—
¢

2/ )

19p =
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Fagamos, consecutivamente, as seguintes operacgoes so

bre as linhas e colunas da tltima matriz:

(a) Substituimos a linha j pela linha j subtraida da

linha j-1, para j sucessivamente igual a m+2,m+1,...,4.

(b) Dividimos a linha 1 e a linha m+4 por m2/2; di
vidimos a linha 2 e a linha m+3 por m3; dividimos a linha j

por 1/120m, j=3,4,...,m+2.

(c) Substituimos: a linha 2 pela soma da linha 2
com a linha 1; a linha 3 pela subtracao da linha 3 pela linhal;
a coluna 3 pela soma da coluna 3 com a coluna 2 multiplicada
por 2; a coluna 4 pela coluna 4 subtraida da coluna 2; a linha
m+3 pela linha m+3 subtraida da linha m+4; a linha m+2 pela 11
nha m+2 subtraida da linha m+4; a coluna m+2 pela soma da colu
na m+*2 com a coluna m+3 multiplicada por 2; a coluna m+l péla

coluna m+1 subtraida da coluna m+3.

(d) Aplicamos o teorema de Laplace a linha 2 a a 1i

nha m+3.

Logo,



29 5

(r21 -2 1

28 65 26 1

10
detM,= — det
- (120) * NediheFehmaasens
1 26 66 26 1
1 26 65 28
L 1 =2 121
m
Como Iaiil jil Iaijl , l<j<m+l, conclui-se que
jFi

detMS#O; provando, por conseguinte, a condicao CS'

Observamos que a repeticdo dos algoritmos de coloca-
cao e do tipo RK, aplicados aos exemplos estudados neste capi

tulo, dao métodos de passo progressivo equivalentes.
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CAPITULO 2

§2.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo apresentamos o teorema 2.2.1 para

uma particular seqliencia de equagoes Any=f.

Como aplicacao deste teorema reobtivemos os resulta-

dos de De Boor-Swartz [1973] no caso linear.
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§2.2 - DESCRICAO DE UM MODELO ABSTRATO. CONSISTENCIA. ESTABILI
DADE. CONVERGENCIA.

Sejam E,Eo espacos normados e aplicacoes A,AO,B de E

em E® satisfazendo as seguintes condicdes:

Condicao Clz “A € linear continua bijetora com A

continua";

Condigao C,: "Aj eB sdao lineares continuas com

A=AO+B .

Para cada n€ IN*, seja Qg, subespaco nao nulo de E,

¢}

facamos Qn=A;1(Q3). Exigimos que:

Condigdo C,: "A(Q) = Q) ".

Dada f€ q Qg consideremos o problema original P =
n

(0] - . (o] - .« .= _
(Qn,Qn,Tn), onde Tn'Qn —_ Qn e definida por Tny—Any—f,
¥ yGQn, e An=A

]

U
Observacao: Devido as condigoes C, e C; temos que

A, & invertivel. Entdo, o problema original (¥ tem solugdo
unica, isto €, existe uma Unica z €Q, tal que Tnzh=0; Além dis

le. Ponha-se z=A L

1

f;

so, em virtude da definigdo de T_, z. = A_
n’ °n n

como f€ Qg, resulta, pela condigdo C5, que A;lf = A " f e, por
n

tanto,zn=z vne:m.
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Seja, agora, o método de discretizagao aplicavel aG),

representado pelo diagrama

T
n o)
Q, > Q
A ‘v AOH v©
n n n n
F
n n
onde:
En e Eg.sﬁo; respectivamente, subespacgos de Qn e de Qg s
A, € um operador linear,
0O - . . - (0]
An e um projetor linear continuo sobre En’

o _=~ i ~
v, € v, sao os operadores inclusao e

F =aA_T v

satisfazendo as seguintes condicles:

S v e " Oy
Condicao C4. AO(En) C_En‘

0

b

- . R : 0,0, _
Condigao Cg: (1) 11m_anAan Bl L(Qn’Qﬁ)

onde Bn = BI
%

(ii) Existe CE IR tal que HA3||§ c,

para todo n€E IN".

Condigdo C: ”anAn z - z||Qn =0(nPD ,

onde z & a solucdo de P ",
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. ) ~ _ o}
PROPOSICAO 2.2.1: Existe n_ tal que se nzn_, entao ) (E.E.F)
€ estavel e, neste caso, O admite solucao uUnica (cn). Além dis
- N 0 o s . -
so, M = (En,En,An,An,¢n) e consistente de ordem p na solugdo z

de 6> e Y & convergente de ordem p, isto €, ”Z'Cn” = O(n-p).
' ' Q

PROVA :

(a) Estabilidade de D = (E ,EO,F ).
n’’n’ n

Ponha-se A =

6.1 AolQ . Pela condicao CZ’ An=Ao,n+Bn
n

- A0 _
De F o= 4 T, vV, » segue-se, para todo n€E . que
0
= \v o =
En=24(AV - f)
=A°(A Vn+B'Vn—f)=
n*o,n n nn
- A0 0o 0
AnAo,nvnn * Aanvnn - Anf’
Como VnnGEn e Ao,n(En) = AO(En)C: Eg (condicao C4), tem-se

(0] -~ -
v .
Ao,n an € En, em conseqllencia

A° Vn=A_ Vo,

A
no,nn o,n n

pois Ag € projetor sobre Ei. Logo:
- o 0
F n A nVnn-+AanVnn - Anf, VnGEn.

n 0,

. o} o 0
Estendamos Fn'En —_ Qn a Fn'Qn _ Qn
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definindo

- o 0
Fny = A y + Aany Anf, VyGQn.

>
0
o
—
jsb)
fa¥
o
)
o
=2
T
o
=)
o
9]
eol
@
3
g2l
]
i)
-+
ep]

Fpy = (Ao,n+Bn)y-= ApYs

(op]
fen}
<
1l

0, _ 0
(Aan"Bn)y Anf °

Temos que (Qn,Qg,Fn) e estavel com constante §=HA—1H,

Vne:m, pois: A_1 e continua (condicdo Cl) e por conseguinte,

1, =1
y1=voll = vyl = [IA Ay -A Ay, || <
Q B E

A

=L . _
A1l ||AY1-A)’2||EO“

a7t HAnyl-AnYZIIQO -

SlEg - Ball
n

para quaisquer Y1, Yo € Q-

. . (0]
Existe n, tal que para todo nzn_, Gn.Qn === G

€ lipschtziana com constante L tal que LS<1. Isto resulta de

[}

0 .
16 y1-6y,ll o = I B -B) (y;=y )l <
Qn Qn

A

(0]
n
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: o
e de 112 o, B, - B

= 0 (condicgao Cs(i)).
n-»>

|
n o
L(Q,-Q2)

Portanto, para n>n_, concluimos, pela proposicdo A.4
(vide anexo, pag.102), que (Qn,Qg,Fn) e estavel com constan

te S = (1-LS)/S, isto e,

yi=y,Il < SHIE y;=E y Il o o ¥y;.¥y,€Q, ,
Qn Qn

>N
ns 0]

. o) -
Finalmente, mostraremos que para nzn0 s £)) =(En,En,Fn) e

estavel com constante S. Para isso, tomemos ”l’né € En' Fazen-

do Y1=V,nq © y2=vnn2, obtemos

Ing=nall = Nvgny = opnll s
Q
n n

1A

3 “annnl - Fnvnn2l|Qo -

n

S IFpny - anzllEo
n

(b) Existencia e unicidade de solucdo de (En,Eg,Fn).

Se nzng entao existe solugao Unica (cn) de D=
= (En,Eg,Fn). Isto segue da proposicao A.3(vide anexo, pag.
102) , pois D & estavel com constante S e Fn=AgIhvn € conti-

nua.
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(c) Consistencia -

. _ o) _ 0] _
1Eanll o = He] Tumpnzll o = 1107 Ty a2l -
n n n
_ 11 .0 0, -
= la, Ay o,z - o f] o
‘n
_ o} _ 0 -
=llap Ay 8y 2z - ap AL Z‘”EO
' n
0}
= llay A, (a2 - z)llEO <
n
(6]
< llaglitaCapz - 2) || | <
n
. :
s laglHAglHTa 2 - 2]
n

- Como ||Ag|| < ¢ 'para todo n€ N (Condigdo C;(ii)) e

1AL [1A]] . tem-se
(o} - ©)
L(Q, QY L(E,E°)
I1Fpon 2ll o < cllAll flayz -zl = 0™,
El’l Ql'l

ou seja,'hlé consistente de ordem p na solucdo z de G),

(d) Convergencia .,

Temos que

1A

Iz = eall sl = agall e llag - gy
n n Qn
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< llz - AnzllQ + S IIFHAHZIIEO

n n
“Em virtude da condigdo Cg, ||z - a_z|| = 0(n"P). Além disso,
n - - -
| Fpa 2]l £ = 0(n"P). Portanto, ||z - cll o = 0(n Py, isto &
n n

M é convergente de ordem p.

§2.3 - APLICACAO AO PROBLEMA DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINA-
COM VALORES DE CONTORNO.

Utilizaremos os resultados do paragrafo anterior pa-
ra estabelecer um metodo de colocagao por "splines’para a equa
cao diferencial linear

m-1

(2.3.1) yWw + r e y®w - e, acte

a,, f€cl(fa,b],R), qx1,

sujeita as condigdes de contorno

m-1
(2.3.2) k) [o, y 8 (ay + 3% y& )] =0,
ajk , Bjk ER , 1<j<m , O<k<m-1 ,

que vamos supor linearmente independentes em Cm([a,b],]R).
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Problema Original.

No que se segue, utilizaremos os seguintes espacos:

L_([a,b], R) = {g:g & uma funcdo a valores reais mensuravel em

[a,b] e sup ess|g(t)] < =} e Wf([a,b],]R) = {yGCm—l([a,bj, R):
a<t<b :

: y(m-l) ¢ absolutamente continua em [a,b] e y(m)e L_([a,b],R)}.

Sejam

m-1
E = {yeW"([a,b], R): 3 [a.ky(k)(a)+3jky(k)(b)]=0,j=1,2,“.,m}

k=0 ~J
e EC = Lm([a,ﬁj,]R) munidos, respectivamente, das normas
Iyl = max [y e gl = llell, . onde
E O<y<m "B
llgll , = sup ess|g(t)].

a<t<b

o . . -~
Notemos que E e E- com as normas acima definidas sio

espacos de Banach.
: i m-1 :
Definimos A:E —— E° por Ay = y(m) + I aky(k).
(m) LK)
Escrevemos A = A+ B onde A y =y e By = & a,y-’. E evi
o o k=0 K =
.dente que A, Ao e B sao linearés. A continuidade de A, AO e B

segue, respectivamente, de

m-1 :
e N LN B P T

IA
A

il

m-lll 1) [yl
(L + = la || ) |y :
k=0 k :

1A
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(m)Hm

Ayl o0 =ly <lyllg e

Vamos admitir que A e A sdo invertiveis (isto &: que
o problema (2.3.1), (2.3.2) e o problema y(m)=f sujeito as con
digoes (2.3.2) péssuem solucao unica em E para toda fGEO). Do
Teorema da Aplicacao Aberta de Banach decorre que Al e A;l sdo

-
continuas.

Logo, A, AO e B satisfazem as condicoes C1 e C2'
Seja a sequencia de malhas (r) tal que
LS {a = t0<t1<...<tn. = b}
. € suponhamos que~existam'c1,c2>0 tais que cz/nfhifcl/n, onde
' . : 0 )
hi = t;-t;_;» i=1,2,...,n. Seja Q, subespaco de E =L_([a,b] JR)

definido por

Qg = {g€L_([a,b], R):g € continua em
TR |

(ti_l,ti), lim g(t) e lim g(t) existem e sdo
t+ti_l+ t+ti—

finitos, i =1,2,...,n}
com a norma induzida por E°.

Fagamos Q_ = A;l(Qg), isto &,
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= m-l . (m) - -
Q, = {y€c ([a,b], R):y I(ti-l’ti) ¢ continua em
(ti_l,ti), lim (m)(t) e lim y(m)(t) existeme
t+tl 1 t—»ti-

m-1
sao finitos, l<i<n, I [o. l(y(k)(a)+8 y(k)(b)]—o 1<j<m}.
k=0

Provemos a condigao C3 (A(Qn)=Q3), ou equivalentemente, prove

mos que AZ1(Q®) = A71(Q%). se yeATl(Q®) entdo yEE e y(m)=g pa
(o} n n (0] n

=1
ra alguma gGQO , ou seja, Yy€EE e y(m)+ m aky(k)= g+ z a y(k)
k=0 =0
&4 (k) -1.,0 -
Como g+ = GQ tem-se que yEA (Qn). De modo analogo ,
k=0

prova-se que se yGA_l(Qg), entdo yGAgl(Qz)
Definimos Tﬁ:Qn — Qg como segue: T y=A y-f

onde A_ = A
n
la,

Portanto, fica definido, nas condicoes da proposicao

P _ s 0
2.1.1, o problema original 63— LQn,Qn,Tn).

Processo Discreto.

. o . .
Designemos por En o conjunto dos '"'splines" formado
por polinomios de grau menor ou igual a d em cada sub-interva-
lo [ti—l’ti]’ l<i<n, seccionalmente continuos em [a,b], com a

norma induzida por Qo. Segundo a notagao de Schumaker [1981]

o
n d+1> 2"

Temos que dim E; = d+1+(n-1) (d+1) = n(d+1) (vide Schumaker[198]],

E- = S(P M,D), onde D= (t ,tn_l) e M=(d+1,d+1,...,d+1).

teorema 4.4).

(o}

.. o o 3
Definiremos An:Qn —— E . Para isso, tomemos
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uma divisdo de [0,1] dada por

0<eo<el<...<ed§1 ou 0590<91<...<ed<1.

Fixado i, i€{1,2,...,n}, considere a seguinte subdivisao de

[ti-q-t4]

(2.3.3) ti¥1,j = ti—l + ej(ti-ti-l)’ onde 0<j<d.

Obtemos assim o conjunto

# 11,3 l<i<n , 0<j<d}

com n(d+1) pontos. Definimos, entao, Aﬁ como segue: Aﬁg e o)
"spline"de S(P4,,,M,D) que interpola g nos pontos de u.E cla
ro que Ag esta bem definido, pois em cada subintervalo Dﬁfl’t;
a interpolagao é efetuada em d+1 pontos por um polindmio de

grau menor ou igual a d.

Provemos a condigdo Cg. E evidente que Ag € projetor
linear sobre EE. Mostremos que € continuo e que existe ceE R

tal que||A§H sc, V EN.

5 i . ~
Antes, porem, observemos que se lj’ 0<j<d, sao os po

linomios de Lagrange relativos aos pontos ti-l,O’ti-l,l”"’

,ti_1 q ¢© Lj sao os polinomios de Lagrange relativos aos pon
tos 6,07, ...,04 entao, de (3.2.3), concluimos que
i <ot Yi-1,r ; -0
ei(t) = T T ~en =TT 7= - L:(&)
J r=0 "i-1,j “i-1,r r=0 “j "r J
T#j T#j
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onde 6 = (t- ts 1)/(t -ty 1).
Temos que
18%I = 11%ll, = max  max  1a%(t)]
E l<i<n t. ,<tc<t.
n il i-1-"-"1
|3 |
= max max oL (t)glt. - ).
l<i<n t. ,<t<t. j=0 J -1 43
SEIm hstYy
d ' d
De  max | IooLg (t)g(t1 1, J)[ = max | I L. (e)g(t1 1 J)| <
stst. J= 0<e<1 j=0
1]r =
d d
< max 1 |L. (e)l]g(t1 1, )| < ( max IL ) llgll, =
<6<l j=0 J 0<o<l j=0
d
= cllgll, » onde c = max |L (8)| segue-se
) 0<e<1 j=0

HAgg|Ln§ cllgll, . Logo, Ao~ & continuo eIIAgllg c, VnE IN .

o
n

‘Mostremos, agora, que limIIAOBn-Bnll o.=0. Ini-
N L(Q,.Q2)
cialmente, estimemos max IAgg(t)—g(t)] : para
1 lftf-t

. :
g€ C ([t;_;.t;]. R).

max - 182 g(t)-g(t)|
ti_15t<ti
d 4
= max BRI COF {¢ I v (ty-t5 1))-g(t)] =

t. ,<t<t. j=0

i-1-"=-"1
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= max |

d
t . ]jioLj (8) g(ti_1+ej (ti—ti_l))-g(ti_1+6(ti-ti_l))|.
i-1’71

™M

Lj(e) =1, 0<p<1l, temos:

j=0

max a0 g(t) - g(t)| =
t. ,<t<t,

i-1-"-"1
d

= L. t. +0.(t.-t. -g(t. ;+eo(t.-t. .
0];%);1 leO J(e) |__g( i-1 6_]( i 1-1)) g( i-1 6( i 1—1)):H

Do Teorema do Valor Médio segue-se que

max | g(t) - g(t)] <
tipstety
d
< max % |L.(e)|]e;-6|(t:-t. ) max |g' (t)].
0<6<1 j=0 J J el t. .<t<t.
S0 i-1-"-"1
Comolej—e|5 1 e h;<cy/m, 0<j<d e 1l<i<n, tem-se
(2.3.4) max |Agg(t)—g(t)|5 ccln-1 max lg'(t)]
12ty tgstety
e obtivemos assim uma estimativa para max IAgg(t)-g(t)l
t. <t<t.
i-1-"-"1
quando gGCl([ti_l,ti],lR).
Seja yGQn. Fagamos g = Bny
[t5 1.t

€ ¢ ([t;_;.t;], R)). Dai,
| [ts-1-t4]
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max |AOB y(t)-B_y(t)|<cc n_1 ma x (B y)' ()] =
nn n 1 n
[ti1-t5 o b
=1 m-1 (k) (‘k+l)
= ccyn max | = (ag()y "7 (t) + a, (t)y (t)] <
t. ,<t<t. k=0
i-1-"-"1
-1 m-1 ' _ :
ccegn =z Cllagll, + llagll, ) yll
k=0
n
o 0
De |[A_B.y - B_y = max max [A_B_y(t)-B_y(t)
” I 1 n I - l<i<n t. ,<t<t, 1 n |
n ="= i-1-"-"1
vem
o -1 m-1 .
laBy - Byll 4 = ceym o Cllagll, + llagll) Myl -
Q2 B
donde se conclui que
14%8,-3, | L Cllagll, + llagl
A_B_-B < CcC,n g (llay + |la ). Logo,
- 1 k <] k 5]
TR L(Q,Q)) k=0
lim || 2°B_-B_|| = 0 e a condicdo C. esta satisfeita.
e T TL(Q, QD) >

Para definirmos o subespaco En’ ponha-se Ao’nonlQ .
n

1

Como Qn=A;1(Q3) e A; € continua resulta que A0 n € invertivel

v

. - .
com i1nversa continua. Definamos

= a=l oy _ ~(m) ~n0 . =
E, Ao,n (En) = {s€Q,: s €E}. Note-se que a condigao 0

(Ao(En)c;Eg) fica satisfeita. Seja



45.

X={s€S(Pm+d+1,M,D): E

onde M = (d+1,d+1,...,d+1) e D = (tl,tz,..;,tn_l).
Pelas hipoteses admitidas,
y™ =0 e
m-1
k k .
pofegy@es P ml =0 155
k=0 A
implica em y=0. Entao, necessariamente, as formas lineares
Vj (1<j<m) definidas por
m-1
- (k) (k)
V.y = L : + B. b
Jy k=i [a_')ky (a) Jky ( )]

sao linearmente independentes em Pm e, portanto linearmente in

dependentes em S(Pm+d+1’M’D)’ visto que Pm<:S(Pm+d+l,M,D). Lo
g0,

dim X = m+d+1+(n-1) (d+1)-m = n(d+1)
Como Ao n:En —— E® & isomorfismo de espagos vetoriais

tem-se dim En=dim Eg=n(d+1). E claro que Xc:En. Como dhnX=dhnEn

(= a = i e
e X En entao En X, isto e,

m-1
E ={S€S(P_, 4,1 M.D) B [ajks(k) (a)+ejks(k) (b)]=0,

j=1,2,...,m}.



46.

Definiremos a aplicacao linear An:Qn S En
-1 fo) :

A = AT A .
n o,n n o,n

por

Verifiquemos a condicdo Ce (]|Anz—zH Q =0(n"P)), onde
‘ n

z € a solugdo do problema original ®. Temos

-1 0 -1
HAo,n An-Ao,nZ—Ao,nAo,nZII 0,

lla z-2]| <

-1 o)
A, Hla) AL z-A

A

o,n n “o,n o,nzllQo
n
-1 o_(m) (m)H
<A B0z M (1T
Qn

Entdo z(Meg Cl([a,b], IR) . Substituindo g por 2 (M e
(2.3.4), obtemos ”

max |Aﬁz(m)(t)-z(m)(t)|5 c:cln—1 max |zuﬁl)ﬁj|,
ti_lgtgti T, g3ty

donde concluimos que

o] m m =1 1
182 20 (1) - 2 ey < ocegn D)
n
Portanto, ||AnZ-ZH = 0(n-1), ou seja, a condigdo C, vale com
n

p=1.

Caso 2: 2<q<d+1.

Neste caso, z™g cl([a,b], R), 2<q<d+l. Fixado i,
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i€{1,2,...,n}, seja p ot © polinomio de grau menor ou igual a d,

(m)

aproximante otimo de z no intervalo [t.

1’ti] relativamente

@ norma || Il -
Temos que

20 2y - MWy -

max | i

t1-—1-t5t1

=  max |

baqststy 3

N~

i), (M (m)
o G -]

< max . d i (m) - . _
: (2 25027 (t; 5 D-po (0] +]py, ()2 (W)}

. 2 J
ty_pststy j=0
< max | = z%(t)z(m)(t._ J-p . (t)] +
t,_jstet, 307 1-1,]" et
i-1-
¢ omax | opy (0)-2(™ (1) |
tt
1 -1-"-
d .
- i (m)
= max |z ei(t) 2V (t._, )-p . (t. . ]|+
-1itit j=0 Jj , i-1,j ot*"i-1,j
+ max |p  ()-zW ()| =
ctst, O

—1
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d
- (m) -
P L URRE SRR
+  max |pot(t)-z(m)(t)|
t;_jststy
g (m)
< 0?2: J_ IoLyCed [ 1220ty g ) -poe(ty g )1+
+  max |pot(t)-2(m)(t)li
<t<t
1 -1-
d (m)
< ( max IL (8)|) max |z (t)-Pot(t)l
0<o<1 j=0 <t<t.
1 -1-"-"1
+ omax  |py (-2 (0 |
. t 1<t<t
= (c#1)  max |p_.(t) - Zm)(t)|~
1 1<t<t

Mas, em virtude do teorema de Jackson (vide Davis - Rabinowitz

[1967], pag. 123),

max ]Aﬁ z(m)(t) - z(m)(t)l
ti—lftft
< (ev1)  max  Jp (0 - (W (0| <
t <t<t
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(c+1) 69(q-1) 3" g A T
(q-1): a9 i 7 ”

1A

(c+1) K(q,d) hd (M

6%(q-1)11q

onde K(q,d) =
(q-1) ! 44
Logo,
lag 2™ - My -
n Q°
n
= max max ’IAE z(m)(p)—z(m)(t)l <
l<i<n ti_lftgti
, -1
< (c+1)K(q,d) (cyn 19 |z ad )
Portanto, HAnz—zll =0(n"Y, isto &, a condigio Ce esta sa-
n
tisfeita com p=q.
Observacao: (;n) € solucdo do processo discreto
)
(En,Bn,Fn) se, e somente se, para todo nE IN, cnes(Pm+d+1,M,D )

. € solugdo aproximada do problema (2.3.1), (2.3.2) pelo méetodo
de colocagao relativamente aos pontos ti g 5 0<j<d, 1l<iz<n. De
fato, pois

E ={s€S(P M,D)

m+d+1°""

m-1
: kio[ajks(k)(a)+sjks(k)(b)]=o, i=1,2,...,m
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Resumo e Conclusao.,

Resumindo o que foi feito, consideramos a equagao di
ferencial linear
m-1

z ak(t)y(k)(t) = f(t), a<t<b ,
k=0

(2.3.1) y™W () +

a . f € ¢l([a,b], R) (q>1)

sujeita as condigoes de contorno

m-1

“jk’ejk €ER , 1<j<m , O<k<m-1

que supomos linearmente independentes em C™([a,b], R).

Admitimos que as aplicacdes A:E —— E° e A :E — E°,

m-1
definidas respectivamente por Ay =,y(m) + I aky(k) e AOY=Y(m)

k=0
sdo invertiveis.
Tomamos uma sequéencia de malhas (nn) tal que
m, = la =t <tj<...<t =b} , n€EN, cy/n < t;-t; ; < cq/n e uma

divisao de [0,1] dada por
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<8 %1,

O<eo<e 1<o¢ d

< <0 < <p <06
150093 21 ou 050/

Fixando ie{1,2,...,n}, subdividimos o intervalo

Eti_l’ti] por ti“l,j = ti"l + ej (tl—tl"l), OSJSd-

Para 1<q<d+1l, todas as hipoteses da proposicdo 2.2.1
foram verificadas com p=q. Concluimos, pois, que: para n sufi-
cientemente grande existe um unico By € S(Pm+d+1’M’D) que € so
lugao aproximada do problema (2.3.1), (2.3.2) pelo método de

colocagao relativamente aos pontos (de colocagao) t._ onde

1,j°

0O<j<d e 1<icn, isto &, ¢ € um "spline" de classe c™ 1 que em

cada §ﬁ54intervalo'[ti_1,ti] € um polinomio de. grau menor ou
igual a m+d tal que

(m) %
gn (ti_l ') ki E

ak(ti-l,j)Cgk)(ti-l,j)zf(ti—l,j)"

m-1 )

Além disso, max ||z(J) - Céj)”a, = 0(n"P) onde z & a solugido
O<jzm

do problemd (2.3.1), (2.3.2).

Observacao: Tomando-se 0=6 _<Bj<...<04 =1 e

M= (d,d,...,d) em EE=S(Pd+1,M,D) obtemos identicos resulta-
dos como no resumo que acabamos de fazer. Obtemos a mais que

h sio de classe C™.
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CAPITULO 3

§3.1 - INTRODUCAO

0 resultado central deste capitulo € o teorema 3.3.
"Este teorema corresponde ao teorema 4.1 de De Boor-Swartz [1973].
Contudo devemos ressaltar algumas diferencas entre os dois enun

ciados:

a) C. de Boor e B. Swartz admitem que os coefici

entes a, , da equacao diferencial, tem classe de diferenciabi

n+d+1

lidade C com n<d+l. No teorema 3.3 , admitimos como

hipotese akGCq , onde qg>max{d+1,m-1}
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b) No enunciado de C. de Boor e B. Swart;-é de res
ponsabilidade de quem quer aplicar o teorema a verificacao, em

cada caso, da limitacao
]IDJGk(s,.)H < const, k=0,1,...,m-1 , j=0,1,...,n

sobre as derivadas da funcgao de Green G. No enunciado do teore

ma 3.3 nao aparece nenhuma referéncia as funcoes de Green.

c) Para simplificar algumas passagens impusemos a
restricdo que a seqliencia de malhas [mn) seja regular, isto

-

e, cz/n < hi < cl/n .

0 resultado expresso pelo lema 3.2 foi utilizado
por C. de Boor e B. Swartz na demonstracao do teorema 4.1
acima referido, e tambem pér nos na demonstracao do teorema 3.3.
Nao tendo encontrado referéncia a ele, explicitamos seu enuh—

ciado e fizemos sua demonstracao.

Com a hipotese de regularidade da seqliéncia de malhas
(nn) simplificamos o enunciado do lema 3.1 (que corresponde ao

lema 4.1 em De Boor-Swartz [1973]) .
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Consideremos a equacao diferencial linear

-1
(3.1) yMey + 1 a (y® ) - £0) . asted
| oo K
ay,f € c9([a,b], R) | (q>1)

sujeita as condicoes de contorno

m-1
(3.2) 7 [ajky(k)(a) . gjky(k)(b)] =0, ajfy ER

l<j<m
que vamos supor linearmente independentes em Cm([a,b],]R)

Enumeremos os principais elementos e hipoteses do pa-

ragrafo 2.3 que serao utilizados neste capitulo:

1) z € a solugdo unica do problema (3.1),(3.2).

2) ©, € a solucao aproximada do problema (3.1), (3.2)

pelo método de colocagdo relativamente aos pontos

s-1 F ej(ti-ti_l) : l<i<n , OfJ:d

onde 0<6,<6;<...<04<l . (Relembremos que c € um

m-1

""'spline'" de classe C que em cada sub-intervalo

[ti—l’ti] e um polinomio de grau menor ou igual a

“m+d) .

3) Definimos A:E —— E° por

Ay =y + I
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onde

)

m-1
E = {yew"([a,b], R): k§0[ajky(k)(a)+8jky(k)(b)] =0,
j=1,2,...,m,

E° = L_([a,b], R),

I £l o - | £1]]_ = supess |[£(t)]| e
E ast<hb |
ylly = max [1yQ)]),
0<j<m

(a aplicacao A:E —— E® foi admitida invertivel) .

1<...<tn = b} , n€EN* ,

S
L —
3
I

{a=t0<t

=
I
r+
|
r’-
[ N
I
=
[§S]
=)
0]

- cz/n < h. < cl/n a

LEMA 3.1: Seja g>d+l. Entao, existe K>0 tal que

||Z(j) - CI(IJ')H°° < K

para todo nEN* e j=0,1,...,m*+q.

PROVA: Inicialmente, observemos que todas as constantes: Kz
que serao introduzidas dependem somente do problema (3.1),(3.2),
das constantes c, ec, de regularidade da seqliéncia de malhas

(nn) e de d.

Dividiremos a prova em trés casos.
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d+1

Como ay,f € C (|a,b], R) O<k<m-1 , tem-se ,

em virtude do resultado obtido no paragrafo 2.3, que

max
O<j<m

”Z(J) - CI(]J)” = O(n°(d+1)) i

- s, - = *
isto e, existe M>0( ) tal que

max llz(j) _ Céj)llm < M/nd+1

0<j<m

Pela definicao de (nn), existem ¢y,c, > 0 tais que

cz/n < hi < cl/n. E, entdo, evidente que

(al
+
—

1
Ve
Sl
—

I A

~
|
p—
1A

~
s
p—

Portanto,

llz(j) _ Céj)llw

A
=
~~
ﬁlﬂ
N (-
—

para j = 0,1,...,m .
Caso 2: m+l<j<m+d .

Seja t€[t; ;.t;] ., i=1,2,...,n . Seja Z, o poli-

nomio de Taylor (de grau m+d) de Z no ponto t. 1-
Pela desigualdade triangular,

.11 [z 0-cD 0] < 12 0= 014129 (-2 0.

(*) A constante M depende do problema (3.1),(3.2), das constantes Cy.Cy ©
de d.



57.

Estimemos ]zgj)(t)-Cﬁj)(t)l em [t;_;.t;]

Temos, por sucessivas aplicacoes da desigualdade de Markov(*) ,
que
(3) ¢4y p () 2(ds1)? (370 () ¢y, (M)
|27 () -5 77 (£} | ¢ (=== max |z () -c 7 (D)
i ti-p5tsty

para j=m+1l,m+2,...,m+d . Pela desigualdade triangular,

120 () -c M o) 1< 2™ - 1+1: ™ (0)-2 W (1) |

Por um argumento analogo ao do caso 1, obtemos

(m) (m) e
| 7% (t)‘Cn (t) ] < M( E; ) , ti_1§t<t
Da formula de Taylor vem
. d+1
(t-t. )
|z(m)(t)-z£m)(t)|< max ]Z£m+d+l)(1)| i-1 iK1h3+1’
“agtsh (d+1)
onde
K, = 1  jax |z£m+d+1)(r)|
(d+1) ! a<t<b
Entao,
2™ (1) - z("o(t)l<|z("0(t) = (g [+ (1) - c(no(t)|<M( 3T ndL
d+1
==K2 hi s

2
S e O R O e N D ORI O)

1 t1 1§t§t

para j=m+1l. Veja, por exemplo, Timan[1963], pp. 218-236.
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onde
K2 = M/c:(11+1 + K1 .
Portanto,
-m
2D oDl @™ e WM
1 15t5t

2. M M g4

2,9 dem-jel
CICEID NG S I W NS WICBID IS S
1

IA

d s d
d
< K@Y I k@) h maxtclel = Ky
donde resulta a seguinte estimativa para ]ij)(t)—cgj)(t)] em
[t5-1-t5]
(3.1.2) 1200 (1) - )y
Estimemos IZ(j)(t) - Z(j)(t)| em [ti;l’ti]' Em
virtude da formula de Téylor,
. ) (t-t- m+d+1‘j
120) (-2 (0] = D) el | <
T J (m+d+1-j)!
| pm+d+l-j
< max ]z£m+d+1)(r)| = <
a<t<b (m+d+1-j) .
Cm+d+1-j
< max 2™ ()

agtg (m+d+1) .
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Entao,
(3.1.3) |z(j)(t) - zﬂj)(t)| < K, t. §t<t.

=l="="1

onde d
max{cl,cl}

K, = max |z£m+d+1)(r)l
a<t<b . (m+d+1) "

De (3.1.1), (3.1.2) e (3.1.3) resulta que

1200 (- (01128 (0)-c 0 (0 ]+1209) (-2 (o <k goky =K

para t. ,<t<t.. Como K¢ independe de i, tem-se

“z(j)-cﬁj)TL = sup esslz(j)(t)"cgj)(t)lf K¢
a<t<b

para todo nE N* e j = m+l,m+2,...,m+d.
Caso 3: m+d+1l < j < mtq

Como ¢ restrito a [t; ;.t;] @& um polindomio de
grau menor ou igual a m+d, resulta que gﬁj)(t) = 0 para todo

t € [t,_;.t;]. Entdo,

2 - D=1z P max 1D = kg,
, m+d+l<j<m+q
Bi-13tsty

visto que z€ C™%([a,b], R) .

Portanto,

(3) (j)
”Z J - CnJ ”m i K6 B
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para todo nE N* e j=m+d+1,m+d+2,...,m+q.

0 lema esta provado tomando-se K = max{M(C_l/cz)d+1, KS’ K6}.
LEMA 3.2: Seja g:[0,1] — R definida por g(e)=r[6_,6,,...,8,,6],
onde r€ Cq([O,lj,]R) , aq>1 , 0<eo<el<.;.<9d<1 . Entao ,
g€ Cq—l([p,lj,]R) e Ddg é seccionalmente continua em [0,1].

Além disso,

(3.2.1) Dp'g(e) = !l r[eo,el,...,ed,e,e,...,e] ,
-~
2+1
O0<e<l , 0O<2<q-1
Quando &=q, (3.2.1) € valida para todo 6€[0,1], exceto para

e =06. , 3j=0,1,...,d.
j J

PROVA: Pela definicao de diferencas divididas (vide Schuma-
ker [1981] , cap. 2.7) segue-se que g restrita a cada sub-in-
terYalo [O,eo), (65,07)sece, (ed,lj tem classe de diferencia

bilidade q .

Seja o €.[0,1] , e#e. , O<j<d . Provemos (3.2.1)

L W)

-por indugao sobre & . Para =0, (3.2.1) € evidentemente ver
dadeira. Suponhamos a validade de (3.2.1) para &=j , 1l<j<q-1,

e provemos para 2=j+1 . Da hipotese de inducdo segue-se que

D) g(e+e) -0 g (o)

€

. _
= Jd= (rlog,....64.0%e,...,0%e]-T[6_,...,04,0,...,6]).
€ Y | S

i+l j+1
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.,0+e,6,...,0])=

— — ——

Da1,
D g(o+e) -0 g(o)
€
., Jt+1
=12 75 (rlog.....04.0%e, .. 0%c,0,...,0] -
€ S=l \ V" >4 — \/—J
j¥2-s s=1
r[6 ,...,03,08%e,..
0 d | SN . N
j*l~-s S
L, g+l .
=L "z (rfo,...-.04.0%€e,...,0%e,0,...,0,0%c] -
e s=1 o e M A
j+l-s 5-1
£[0,8 500 s04,0%e,...,0%€,0,...,0]).
Mas,

r[eo,...,ed,e+e,...,e+e',e,...,é,e+e]-r[e,eo,...,ed,e+e,...,e+e,e,...,e]

j*+l-s s-1

— e N9

j+l-s s-1

= e 1[6,0,,....04,6%€,...,0+,0,...,0,0+¢] ,
N e N
j*+l-s s-1

l<s<j+1 (vide teorema A.5, no anexo)

Entao,

DI g(6+¢)-DI g (o)

jtl~s s-1

€

j+l
=jt oz r[e,0 ,...,04,0%c,...,0%¢c,0,...,0,0%c] =

s=] L

j+l-s 5-1 -

i+l
=3ji I Tr|0_,e0.,04,6%c,0..,0+€,0,...,0] .

g=1 .[ 0 d’ R ,]

jt2-s S
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Em virtude do teorema A.2,

j+1 T, j+1
D’ " Tg(e) = j! z r[eo,.",ed,e,...,e,e,...,e]
s=1 — —
j+2-s S
Logo,
s j+1
DI *lg(e) = 5t Tx rfo,....04,0,...,0] =
s=1 R
j+2
= (G+1)t rlo,,...,084.8,...,0] ,
 SE—
j+2

provando, portanto, (3.2.1).

Para mostrar que g€ Cq'l([O,ll, R) basta verificar
que
2 Z ot
D g(e;) z._r[eo,...,ed,ej,...,e.] ,

J

21

0<jsd , 0<22q-1

Mas isto prova-se, novamente, por inducao sobre &

No teorema seguinte usaremos a notacao h(Hn)

‘para denotar max h.
1<i<n

TEOREMA 3.3: Sejam t,

i-1,j ° 0<j<d , os zeros do polindmio de

Legendre de grau d+1 no intervalo [t, ;.t.] , 1l<i<n, e su

ponhamos q > max{m-1,d+1}. Entdo, existem K K, >0 tais

1 b
que:
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(3.3.1) max 2090 e« kg nery?

O<k<m-1 , p=min{2(d+1) ,q} ,

(3.3.2) 1200 O g pp ymin{p,m-ked+l)
n © = 2 n
O<ksm . p=min{2(d+1),q}

PROVA: Seja Go(s,t) a funcao de Green relativa ao problema
Ay=0 , y€E. Pelo paragrafo 2.3, tem-se que ¢ €E. E, alem
disso, "evidente que Y=t € a solugdo do problema a valores

de contorno Ay=Az . Portanto,

b
g (s) = [ G,(s,t)Az (t)dt ¥s € [a,b]
a

Por um argumento similar,

b
z(s) = [ Go(s,t)Az(t)dt . ¥s € [a,b]
a
Logo,
b
2()=2p(s) = | Gy(s,t) [z (1) -Ac, ()] at
a

Derivando em relacdao a s, tem-se

b
20 (5) - (D () - IGk(s,t)[Az(t)—Acn(t)]dt ,
a
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k
onde Gk(s,t) = jzf Go(s,t) s 0§k5m—1(*) . E claro que

s
i
n
z(k)(s)-cgk)(s) = I J Gk(s,t)EAz(t)-Acn(tI] dt .
i=1 :
-1
Fixemos k, 0O<k<m-1 , e estimemos
t
E.(s) = J Gl D [z(-Ar (0]d
-1
s€[a,b] , 1l<i<n .
Seja r, a funcao definida por
(3.3.3) r;(t) = Az(t)-Ac (v) vee[t. ;.t,]

Temos que r;€ Cq([ti_l,ti], R) , pois z - € um po

n,[ti-l’ti]
linomio e zGCm+q([a,b], R). Além disso, como Ty € solugdo

aproximada do problema (3.1), (3.2) pelo método de colocacao

relativamente aos pontos t.. tem-se que r (t, ;.)=0, lcic<n,

1,5° i-1,j

0<j<d . Consequentemente, pela formula de Newton para diferen

¢as divididas,

; , d
(3.3.4) r; () = ri[ti—l,o’ti—l,l""’ti-l,d] jzo (t—ti_l’j),
vee[t, _;.t;].
3m—l
(*) No caso k=m-1, como . Go(s,t) nao € definida para s=t, decom-
3s

pomos o intervalo de integragao em dois para o calculo da derivada.
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De (3.3.3) e (3.3.4) venm

t.
i d
Ei(s) -= J Gk(s’t)ri[ti_l’o’ti-]_,l’“"ti—l,d’tj .Eo(t—ti—l’j)dt =
t. . ]
i-1 )
) I Vglt) W (et 4 &
t »b
i=1 ‘
onde
v () = Gk(s,t)ri[ti_l,o’ti_l,l"°"ti—1,d’t]
para quase todo(*) te[t t.]
q i-1° 73" °

Investiguemos a classe de diferenciabilidade de Ve

. Como 1€ Cq([ti_l,ti],lm) temos, de acordo com o le

ma 3.2, que:
1) a funcao g definida por

g(t) = r[ti_l,o,ti;l,l,...,ti_l,d,t] , Vte[ti_l,ti],

€ tal que
g € Cq-l([ti_l,ti],im) e tem derivada de ordem

q seccionalmente continua em [ti-l’ti] para

(*) Quando k=m-1 , G (s,t) ndo e definida para s=t.
Quando k<m-1 , isto nao ocorre.



66.

Pela proposicdo A.7 (vide anexo, pag. 103) te-

mos que:

2) (i) Se sﬁ(ti_l,ti) entao Gk(s,.)GCq([ti_l,tﬂ,]R).

para i=1,2,...,n.

. - m-k-2_ -
(ii) Se 56(‘31—1’ti) entao G (s,.)€C (Lti_l,tﬂ,ﬂﬂ
e tem derivada de ordem m-k-1 seccionalmente

continua em [ti—l’ti] para i=1,2,...,n .

Estimemos agora E.(s), s€[a,b]. Facamos

q 5 ée sE(ti_l,ti)

m-k-1 s se se(ti_l,ti)

E, entao, evidente que Vi € Cq—l([ti-l’ti]’ R) e tem derivada

de ordenm q ., seccionalmente continua em [ti-l’ti] . Entao,

podemos usar o desenvolvimento de Taylor

p=l . E
= v e *

.-V(t)=
S j=0 j! (u-1)"

(t-t, )J | i i
e I (R LR O

bia

para u<q e tG[ti_l,ti] » de acordo com a proposicio A.8

Cujas hipoteses encontram-se satisfeitas.

Portanto,

. l-l,j S i" ]
J J= J.
ti-1 tia
t.
i d
‘ E_JI;T J (e v )y Tty ) de
u=1). )= ’
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d

Observacao: como jEO (t-ti—l,j

gendre de grau d+1 ‘em [tiél’ti] , €, portanto, ortogonal

) €& polinomio de Le

aos polinomios de grau menor do que d+1 relativamente ao pro

duto.escalar definido por

t.

1
(£lg) = | fogmar . figeclle; .t]L R
t

i-1
Entdo, impondo-se u < d+1 teremos em (3.3.3):

t. t

_ 1 . -1_(w)

E.(s) = (t-p)* Yy)dy] .

i (u_l):i [J N v ) dy] L
i-1 Yi-1

d
I
- i

(t-t; ;) ) dt .

Demonstraremos em detalhe na pag. 71 que existe K3>0
tal que HVSI)H°° < Ky para todo s€[a,b] . Para isto, impore-
mos

w<q-d-1

e utilizaremos o lema 3.1

Entao, de |lv£u)||m < K, segue-se que

K
3 p=-1+d+1+2
lEi(S)| S T hi 2
(nu-1)°
0 _
< —— n)" g,
(u=1)1 t
Logo,
p+d+1
(3.3.4) |E;(s)| < K, h(n) By
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onde

K4 = K3/(u-1)l

A modo de resumo, observemos que para estimar IEi(s)|

fizemos as seguintes restricoes para u

q ) se  sg(t,_;.t;)

m—k"’l 9 . sSe Se(ti_l,ti) ]

Se s%(ti_l,ti), o maximo valor para u &

p = min{q,d+1,q-d-1} = min{d+1,q-d-1} ;
e de (3.3.4) vem

p+d+1 h.
1

[B;(s)] < K, h(n))

min{Z(d+1),q)}h_
i

K4 h(nn)

Portanto, -

(3.3.5) IEi(s)]

IA

P
K4 h(nn) hi , sE(ti_l,ti)

p=min{2(d+1),q} -

Se s€(t.

j-1+t;) o maximo valor para u &

1
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p = min{m-k-1, d+1, q-d-1} =
= min{m-k-1, min{2(d+1),q}-d-1} =
= min{m-k-1, p-d-1}

Em virtude de (3.3.4) temos que

prd+l L min{m-k-1+(d+1) ,p}
(3.3.6) IEi(s)| < K, h(m) hi = K;h(n) h, ,

se(ti_l,ti).

Estamos agora em condigoes de verificar as duas desi
gualdades que comparecem no enunciado do teorema.
Provemos a primeira. Sejam sG{tO,tl,;..,tn} e k=0,1,...,m-1.

Temos que

n
|Z(k)(5)-cl(lk)(s)| < 2 |E;(s)]
. - i=1
De (3.3.5) resulta que
,(K) (X) 0 p
AR O RSSO RN IR (¢S L W
- i=1
Portanto,
1289 )-c (V)| <k nanpP
onde
' K1 ='K4(b-a)
Provemos a segunda. Seja sG(tj_l,tj) para

j=1’21"‘$n oA E 6bVi0 que

Iz(k)(S)-cI(lk)(SJI < T IEj(S)] + |Ej(s) ]
i#j
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Entao, de (3.3.5) e (3.3.6) vem

min{m—k—1+(d+1),p}h <
i -

r K

120 ()W )] < &
i#j

IA

D
A h(nn) hi + K4 h(nn)

K, (b-a)h(n )P + K h(n ymin(mk+(d+1).pr1)

IA

Se p+l < m-k+d+1, entao

12 (s)-c (B ()] < 2(b-a) k, n(n )min{p.m-kedel]

4

Se p+l > m-k+d+l , entao

1209 )-c® (9)] < K, maxt2, (b-a)P %1} huyminipied

1A

4

- min{p,m-k+d+1}
K5 h(nn) .

Entao, para sG(tj_l,tj) e k=0,1,...,m-1 , temos
que

128 (s)-c ) (s)| <k, n(nyminfeomkedel}

onde
K6 = max{%(b—a)KA, KS}

Logo,
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OB - e 1B 0P

l<j<n Itj—lflftjl

min{p,m-k+d+1} ,
K6 h(nn)

A

k=0,1,...,m-1 ,
provando (3.3.2) exceto para k=m .

Quando k=m temos, pelo resultado obtido no paragra

fo 2.3, que
(AR S B YT
Portanto,
||Z(k)'5§k)|]m < K, hknn)min{p,m—k+d+1} ,
k=0,1,...,m,
onde

KZ = max{Ké,M} ,

provando, pois, (3.3.2).

DETALHE DA DEMONSTRACAO

Deveremos mostrar que existe K3>O tal que

||v£”)Hm < Ky para todo s€[a,b].

Recordemos que
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v (t) = Gk(S,t)ri[ti_l’O,ti_l,l,...,ti_l,d,t:] = G (s,t) g(t) ,
veel[t, ;.t;],
onde 1<k<m-1 e 1<i<n

Pela regra de Leibniz ,

(3.3.7) vg“)(t) - _E

. @ e (s, (1) (07g) (1)
= |

para quase todo te[ti-l’ti]

Utilizando-se a hipotese q>m-1 e a desigualdade

- q ) se  SE(t;_,.t.)
p<g = i-1°71
‘m-k-l , se sG(ti_l,ti)
resulta, pelo teorema A.6 (vide anexo, pag. 103), que
(3.3.8) D" 6, (s, I, <k, §=0,1,.0.,u -
vse[a,b] .

Pelo lema 3.3 ,
M) = jt ity g greeentyg @ttt

j+l

Utilizando-se a restricao q>d+l+w , & claro que

d+1+
r. € Cq([ti_l,ti],]R)c bl { )

-1t B <



73.

d+1+j
([t t] L R

Logo, de acordo com o teorema A.5 , existe ejte[ti—l’ti] tal

que
(g () = — — ¥ 1.,
(d+1+j): v
J=0,1, 64,0
Temos que
d+1+j _ ndtl+j _
D r. = D A(Z—cn) =
d+1+j m' =1 k
SDTIDNGn ¢ n ey RG] -
‘ x m-1 .
- Dm+d+1+J(Z-Cn) . kzo Dd+1+3[aka(Z-Cn)] )
Pela regra de.Leibniz ,
. : m-1 d+1+j : o
Dd+1+Jri - Dm+d+1+J(Z’Cn) P . (d+l+J)(Dd+1+J—wak).(Dk+W(Z-cn)) ’

k=0 w=0 V

§=0,1,...,p .

Como a, € Cq([a,b], R) e q>d+l+uy , segue-se que

]Dd+1+3ri(t)| < Kg max |D2(z—cn)(t)|
O<o<m+d+1+yp



onde
m-1 d+1+y
Kg =1+ 1 (delen)t DI 4 )
k=0 w=0 '
Utilizando o lema 3.1 , deduzimos que
IDP* I o] <k, kK, §=0,1,....1
1 - 8
Temos, entao, que
j il d+1+j
|0 ()] = |—L— " r) (e, )]
(d+1+j)t g
< —L g, x
(d+1+3) L .
j=0,1, s H
Como Kg e K independem de i, segue-se que
(3.3.9) I07gll, « —L—xgx j=0,1,...,u
(d+1+j) ' .

De (3.3.7), (3.3.8) e (3.3.9) resulta que

u 3 j
|v§“)ctn =]z (5OI6(s,)) (1) (D) (1) <
j=o0
< K; Kg K A

j=0 (d+1+j)!

para quase todo t€[t; ;,t.] e i=1,2,...,n .

l .
Portanto,
(w)

]|Vs I, < K

74.



onde

ERTI

j=0 (d+1+j)!

75.
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CAPITULO 4

§4.1 - INTRODUGAO

Neste capitulo apresentamos o teorema 4.1 que & uma
generalizagao da desigualdade do hipercirculo. A demonstracao
apresentada € uma adaptacdo da demonstracao encontrada em Go-
lomb—Weinberger [1959]. Aplicando este teorema para o estudo
da solugao de um sistema de equagoes diferenciais ordinarias
com valores iniciais utilizando condicoes de colocacdo, reen-

contramos o metodo proposto e estudado em Schumaker [1982].

Sentimos ‘a necessidade, durante a redacao, das Dropo

sicoes A.9 e A.10 que enunciamos e provamos no anexo.
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§4.2 - DESIGUALDADE DO HIPERCIRCULO GENERALIZADA

Neste capitulo, denotaremos por H um espago de Hil-

bert de dimensao nao finita.

TEOREMA 4.2.1: Sejam

Ligkes 50 05 5 bniH IRd aplicagoes lineares con

i N

tinuas,

Va = {f€§:Lif =a; i=1,2, ,N},
V = VO e
W= {fev: Lf = 0}

(i) Seja fGVa e fo a projecao ortogonal de f sobre V'. Entio
fOGVa e

1/2

1% )

2 .
Le-Leg Il < Ll el 2 e,

(ii) Seja-w' o subespaco de V ortogonal a W. Seja dim W'=m e

811825+, uma base ortonormal de W'. Entao,

Ity = sup Al ,
Yl R

onde K & a matriz dxm definida por Kij = (Lgi)i.
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PROVA:

(i) A projecdo ortogonal de f sobre V' & o {inico elemento
fOGVl tal que f—fO 1 v'. Entio, f—foGV e, consequentemen-
te,

Li(f-f0)=0 para 1<i<N ;

ou seja,

L.f =L.f = a; vpara 1g<icN

e, portanto, fOGVa.

/O/W

E evidente que L restrita a V € continua. Designemos

por HLllV a norma de L restrita a V. Entdo,
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ILE-LEG I = L CE=£) 11 < NILI] Il £, ]| -

Mas, em virtude do teorema de Pitégoras,

=g 112 = el - e 1l 2,

de modo que

NLlly CHEN 2= 11,012

1A

IL£-LE |

(ii) m € o numero de formas lineares, dentre as componentes de

L restrita a V, que sao linearmente independentes (vide
proposicdo A.9 no anexo) . Dai: O<ms<d.

Se m=0, entdo L=0 e, por conseguinte,||L|h1=0.

Seja l<m<d. Dada g€V, existem A= (AI,AZ,...,Am)GIRm e

gEW tais que

g = Alg1+...+kmgm+g~

Entao,
m 2 m o2 =52
Lg = = a;Lgge flgll™ = zag+llgl“.
i=1 i=1
Logo,
IILIly, = sup |lLg]] , =
Y dellsr T Re
= sup |lLgll 4 =
llell<1 R
geEwW*
Iz |
= sup I x; Lg.|| =
IAll,s1 i=1 2 TR
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= sup |[Kal| ..

I, <1 R
OBSERVACOES 4.2.2:
(1) Se |l Il 4 =11, ., entdo HLlly = 1xll, .

R

(ii) Seja LJi a j-ésima componente de L;, onde 1<i<N e 1<j<d .
Se LJi, 1<i<N, 1<j<d, forem linearmente indevnendentes, en

tao Va%-ﬂ e dim V'=Nd. (Vide, respectivamente, proposicoes

A.10 e A.9, no anexo).

§4.3 - APLICACAO AO PROBLEMA DE UM SISTEMA DE EQUACOES DIFEREN
CIAIS ORDINARIAS :

Neste paragrafo, usaremos as seguintes notacoes:
sc([a,b], ]Rd) ={f6 F([a,b], ]Rd): f € seccionalmente continua}l,
sc®([a,b], RY = sc([a,b], RY) |

sc™( [a,_b] , ]Rd) ={ fGCm_l([a,b] , R): f(m) € seccionalmente continua},

m>1 ,
m-1 i
P = {p(x): p(x) = iioaix 81,835,008, 1, XE R},
e Pl = [p=( ): p.€P , i=1.2 )
m p Pl’Pz,-n,Pd-‘i m’ 1 by 000, &

As duas ultimas notagdes estdo como em Schumaker [1981].
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s . q
OBSERVAGAO 4.3.1: Se £€SC™([a,b], RY), entdo £Fesc™I([a 5] . RY

para 0<j<m.

Seja E = Scm(EO,l],jmd), onde m>2, e O<tl<tzm..<tN=1.

Sejam as aplicacées lineares

, d
Lo’Ll""’LN'E — 1R

‘definidas por

=
H
1]

£(0),

=
e
H
|

= f‘(ti) - A(ti)f(ti),

onde 1<i<N,e A € uma matriz dxd cujos elementos sdao fungodes con

tinuas em [0,1].

Seja, também, a forma bilinear simétrica positiva em

ExE, definida por

1
(L. £|L g)+ j EM™ ) 1g™yae
(o]

(f]g)g=

II.M =
o

1

onde ( | ) €& o produto escalar habitual do RY.

PROPOSICAO 4.3.2: Existe e=c(A) tal que se max Iti—ti_1|<s ,
1<i<N
entao (flf)E=O implica f=0. C T

PROVA: Provemos, inicialmente, que
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d

(4.3.1) (fIf)E=O <==> (f€P e L.£=0) ,
“onde 0<i<N.
E evidente que se, fGPﬁ'e L;£=0 para 0<izN, entao

(f]f)E=0. Por outro lado, se fEE & tal que

N 2, (L om 2
(elog= 2 Nl ® | oM @i - o,
1= 0

entao
1 (m) 2

LE=0 e Jllf () |Pdt = o,
0

onde 0<i<N. Temos que glm & seccionalmente continua em [0,1],

isto e, existem 0=x,<xq<...<x; =1, tais que

D" € C((xi_l,xi),]Rd) e
‘(xi_l,xi)

os limites laterais (Dmf)(xi—) e (Dmf)(xi+) exis

tem e sao finitos (l<i<k).

Temos, tambéem,

X§
J £y |2 ae

*i-1

.
0 = [T1eMeey )12 ae
0 1

n o xR
o

Logo,
X

i
f 1™ (o) )12ae = o

Xia1

para l<i<k. Entao, f(m)(x) = 0 para todo xe(xi_l,xi), l<i<k
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Consequentemente,
f = p.
i
I(xi-lfxi)
. P | i
onde pi(x) —_a0+a1x+...+am_1

Como fGCm—l([O,lj,]Rd), tem-se

£ (x;0) = £P(x,0) (0<g<m-1) ,
donde resulta
a§+1 = a§ (0<j<m-1, 1<i<k-1).

Portanto, fGPi , provando, pois, (4.3.1).

Provemos, agora, a proposicao. Admitamos, por contra

dicao , que para e=1/v, onde v€ IN, existen t;,t;,...,t tais

b A

que

0 = t;<t;<...<t =1,

z<

max It; - t;_1|< /v,
1<icN g

e p¥ € SCm([O,l],]Rd) satisfazendo

(’Ip™Mg =0 e p” #o0.

d

De (4.3.1) resulta que p’ € Pm.

Podemos supor a seqléencia (p”) normalizada por
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™Il = 1Ip”1l 4 = max  max Ipj(e) = 1.
_ P 0<t<l 1<j<d
A esfera unitaria segundo a norma || || d € comnacta, pois Pi
' p
: m
e de dimensdo finita. Assim, existe uma subseqliencia de (p")

que, tambem, denotaremos por (p'°) tal que

1]
=
o

llp¥ - pl| —— o, com Ipl|

Além disso,
[1p” - pll —— 0

pois a aplicacao linear D:pePi — p € Pg_l & continua por

ser Pﬁ de dimensao finita.

Provemos que

]
o

€ p(0)

Como (pvlpv)E = 0 tem-se

Vo
Lip - O ’
onde OEiENv , Oou seja,
° vV Vv - \Y] Vv V .
p (ti) = A(ti)p (ti) para l<isN

p’(0) = 0.
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Dado t€[0,1], existe (t; ) tal que

v ' ) V.,V v v
t. . t e t. =A(t: Jp(t: ).
Jv————+ P Jv) : Jy P Jy

Temos que

p“(tJY ) ——— p(t).
Vv

Isto decorre da desigualdade

Ip(t)-p" (] )HIRd < Hp(0) - p(t] Mg

\% \%

Ilp“(t;v)—p(t;v) Il

de p ser continua em t e de |[|p - p|| — 0.
Por um argumento similar,

p (ty ) — p(t).

J\)
Logo,
p(t) = lim p (t} ) = 1im A(tY )p"(tY )=A(t)p(t)
V> Iy Vo Iy Iy
e p(0) = 1im pV(O) =0

V> .
donde decorre que p=0, e temos a contradigao desejada, pois
Il = 1.

COROLARIO 4.3.3: Se max |t.-t._1| < e para ¢ suficientemen-
' 1<i<N ot
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te pequeno, entao ( | )E e um produto escalar e E & um espaco

pré-hilbertiano.

OBSERVACAO 4.3.4: No que se segue, admitiremos que os pontos

t ,ty satisfazenm, tambem, a condigao acima.

R S

COMPLETADO DE E = sc™([0,1]. rY)

Seja H = E o completado de E, relativamente ao produ

to escalar ( | ) O produto escalar em H sera indicado dora-

B
vante por ( | Dy

PROPOSICAO 4.3.5:

(1) As aplicacoes lineares Li:E ——44—41Rd, i=0,1,...,N, sao

-
continuas.

(ii) As componentes L% , 1i=1,=,...,N, 3j=1,2,...,d, sao 1i

nearmente independentes.

PROVA:

(i) A continuidade de Li’ 0<i<N, segue de

N 1
2 2 (m) 2
|| L. £]] < ||L; £l + [ || £ ()| 4 dt
"R - 520 17 R4 0 rd

= (£lng = 1£11E.

N d .
(ii) Sejam a..€E R , 0<i<N e l<j<d, tais que = $ a..LJ=0.
t, T T i=0 j=1 *J !
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Devido a formula de interpolacio de Hermite, existem

d

polinomios Pys € Ponsp »- 03ksN, 1<e<d, tais que

pkg(O) - Gko €0

1}
(en]
-

"
o
=
2

Pe (t3)

|
O

Pe (t5)

onde {el,...,ed} € a base candnica de ]Rd,

Entao,
Ly Pyg = Pyge(0) = 8,0 e
© LiPyg = P (t;) - A(t)py, (L)) = Pip(t;) = 8. e, , de modo
que

N d :
0 = <t Za..LJ
i=0 j=1 1 1

N d
= I L a..68
i=0 j=1 *J

= ¢

Py ki%ja ke

pfovando, pois, que Li (0<i<N e 1<j<d) sdo linearmente inde

pendentes.

OBSERVACAO 4.3.6: As aplicacgdes lineares continuas L;:E 4

se estendem por continuidade a H.

Usando a notagdo do teorema 4.2.1, sejam

V, = {feH: Lif =a;, , 0<i<N} e V = Vs
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OBSERVAGAO 4.3.7: Em virtude da proposicao 4.3.5 (ii) e da ob

servagao 4.2.2 (ii) tem-se que

V, 29 e dinm vt = (N+1)d.

DETERMINACAO DE V* .

Vamos investigar como caracterizar os elementos s de

vi
Para isso comecaremos com os elementos de V- que es-
tao em E.
Tomemos sEV'NE. Entdo, (slg)E = 0 para toda g€VNE ,
isto e, ' '

1
[ M) g (1)) =0, vgevne,
0

ou ainda,

t

i
(4.3.2) J (s™ (t)1g™ (1))at = 0, vgevnE.

|fM =z
—

1
ty=1

¢ pd

2m’ fixemos 1,

Para mostrarmos que s
ISP
i-1""1%

1<i<N, e escolhamos uma aplicacao ge€VNE tal que suporte (g) =
- e d (3) =, (3) -
[t 10t3] » geC™((t; 1.t RY e gl (t; =g’ (t)= 0

para O<j<m-1. De (4.3.2) obtemos
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t.
[ M e 1g™M e)yae = o.

ti-1

Logo, em virtude corolario A.12,

s(m)l B Pi .
[tjo10t3]
Portanto,
S (& Pgm
[ti—l’tlzl

Integrando o primeiro membro de (4.3.2) repetidas ve-

zes por partes, resulta que

N m-1 : . .
X 3 DI e 16D o) -
i= j=
(S(zm-l"j)(ti_l+)lg(j)(ti_l))jl 4
m fi (2m) 2
(-1) [ (s (t)lg(t))dtj\ =0 .
ti-1
Como s,[ ] € Pgm ficamos com
t. t.
i-1’"1 - a
N m-1 . ) ik :
L) (-1)3[(5(2m-1'3)(ti_)|g(3)(ti))
i=1 j=

- ey 9169 (e -0, veevar
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donde resulta que

-1 ' . .
(4.3.3) s (s (Zm=1-3) 0y 1 ¢ (3 (0y) +
. j=0

N-1 m-1 . ' . )

v 5 (DI (salto (s(z"“l“JJ)(ti)]g(J)(ti))-
i=1 j=0 .
Ml Vi (2me1-9) 0 (5)

- 3 (-1 (s (1) ]eg' (1))=0, vgevnE ,
j=0

onde

salto(s(zmul_j))(ti)=s(2m—1-j)(ti+)—s(2m_l‘j)ﬁﬁﬂ

b

i=1,2,...,N-1.

Utilizando (4.3.3), mostraremos que s(zm-l-k)(O) =0
para l<k<m-1. Para isso, fixemos ¢, 1<e<d, e escolhamos

€1q € VNE tal que

glgl;)(o) €y
gig)(o) = 0 . J#k ., l<j<m-1
suporte (g ,) = [0,¢] , O<e<t,
Fazendo % sucessivamente igual a 1,2,...,d, concluimos, pois,

que S(Zm-l-k)(o) =0, l<k-m-1

Por um argumento similar, podemos concluir que

salto(s(zm-l-k))(ti)=0 » 2<k<m-1 , 1<i<N-1
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s(Zm-1-K) 1y ¢ 2<k<m-1

Entao, (4.3.3) se reduz a

(s2™ 1) (0) | g(0)) +

N-1 1

+ 3 % (-1)j (salto(szm_l—j)(ti)Ig(j)(ti)) -
i=1 j=0
i i - (2m-1-7) (i)
- (-1)7 (s g @) =0
j=0

para toda g€VNE.

Lembrando que g(0)=0 e g'(ti)=A(ti)g(ti), para toda
geEV, ficamos com

N-1
~ 3 (salto(s(Zm-1)_ ATs(Zm‘z))(ti)lg(ti)) "

i=1

* (salto(s(zm-l)- ATs(Zm—Z))(l)Ig(l))

bl

=0
para toda g€V N E.

Entao, podemos concluir que

2m- T -2
Sal‘co(s(“m Ly _ A S(Zm “))(ti)=0 , l<i<N-1

e

salto(s(zm'l)— ATsczm—z))(l)

Mostremos, finalmente, que seczm'3([o,1],1Rd)
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De fato: s€Ec:Cm_;([0,1],IRd) ,

salto(s(zm_k_l))(ti)=0 ,  2<ks<m-1 , 1<i<N-1 ,

um polinomio.

(02}

e s restrito a [t; ;,t.]

s 1

Resumindo, tomamos s€V NE e mostramos que s pertence

ao espago dos splines polinomiais de grau menor ou igual a
2m-3

([0,1],:md), com nos O<t <t <...<t, <1

2m-1, de classe C 1%ty

tais que:

sM oy = s gy = (2m=2) y _

sM 1y = M) gy 2 g (@2m=3) gy _

salto(s (21 ATs(2m2)y (¢ y20, 1cien-1

s(zm_l)(1)—AT(1)s(2m_2)7(1) =0

Designemos tal espacgo por‘S : Entio, acabamos de mostrar que
ViESS .

Por outro lado, se sGé;, integrando repetidas vezes

por partes, obtem-se

1
Gsleg = [ ™1™ (0)ar =0

0

para toda g€V NE, isto &, s€V' NE.
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Logo, $‘=Vlﬂ E.
Entao, §‘c:'Vl . Além disso,

dim ;;

dim S(Pgm,M,D)—(Zm—3+N)d -

v

Il

(2m+2(N-1))d-(2m-3+N)d =

(N+1)d =

dim Vl.

Portanto,é; =_Vl .

Podemos resumir os resultados anteriores como se se-

' PROPOSICAO 4.3.8: yi =S . onde

_ d .
<§ = { ses(P§_,M,D):

sMgy = s(mD gy o . s(Zm=2) oy

s(My = sy o . s(2m=3) 1y =

3

salto (S(Zm-l)_

3

At sy (¢ =0, 1cieN-1
sCZmD gy AT(ys(Zm=2) gy - g,

k]

- . (*)
D= (ty,ty,eeenty ) e M= (2,2,...,2)("),

(*) De acordo com Schumaker [1981], a notacido S(Pgm,M,D), onde
D=(tl,t2,...,tN_l) e M=(2,2,...,2),significa 0 espaco dos
splines polinomiais de grau menor ou igual a 2m-1

s CZm-S([D’lj’:m@), com nos O<tl<t2<...<tN_1<l

, de clas-
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§4.4 - 0 METODO DE COLOCACAO DE SCHUMAKER

No paragrafo 4.2 foi demonstrado o teorema 4.2.1 do
hipercirculo-generalizado. O que foi feito no paragrafo 4.3 te
ve como objetivo determinar os elemenfos necessarios para a
aplicacao do teorema 4.2.1 na obtencido de informagoes sobre a

solugao do problema

y'(t) = A(t)y(t)+r(t) , 0<t<1
(4.4.1)

y(0) =0

onde A € uma matriz dxd cujos elementos sao fungdes continuas

e rec([0,1], ®rY).

Nesse paragrafo, escolhemos um espago de Hilbert H
conveniente e de modo que a solucdo y do problema (4.4.1) a
ele pertenca. Foram escolhidas as seguintes aplicacoes lineares

Li:H —————+]Rd definidas por:

ol
f—f’
1]

£(0) » L =0,

=
'—h
|
i
=
38]
=

= f'(ti)-A(ti)f(ti) , 1

Com o produto escalar adotado em H, as aplicacoes Li resulta-
ram continuas. Além disso, mostramos que as componentes Li ;

i=1,2,...,N, j=1,2,...,d sdo linearmente independentes.

Nao conhecemos a solucio exata y do problema (4.4.1),

mas sabemos calcular o valor de Li sobre a solugdo, = pois

Ly =VY'(ti)-A(ti)y(ti) = r(t;), i=1,2,...,N e L, y=y(0)=0.
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Como as hipoteses do teorema 4.2.1 foram satisfeitas,
podemos, atraveées do mesmo, obter informacoes, sobre a

solugao, expressas pela desigualdade

1
NLe-Le Il < ILlly Al l®-1e 119

Observemos, de acordo com o teorema 4.2.1, que fO pode ser ca

racterizado de duas maneiras equivalentes:

(3]
job)
—
Hh
m
<
I

JEV, £l = inf |I£]]
H feEV H

- y & @ ’ Y -
No paragrafo 4.3 verificamos que V© e o espaco dos
'Spline§’é; - A primeira formulagdo diz que existe e & Gnico o

'bpline”s€<$‘que satisfaz as condicdes de colocacio seV_, isto

-

€,

s'(ti) = A(ti)§(ti)+r(ti) s 1=1,2,...,N ,

“s(0) =0

A segunda formulacgdo diz que a solucao do problema de coloca-
¢do € otima no sentido de minimizar a norma I HH entre todos

0s elementos de H que satisfazem as condigoes de colocacao.

OBSERVACAO FINAL

O problema de colocagao acima referido, cuja solucdo
f, como mostramos existe e & Gnica, & o problema de colocacao

proposto e estudado em Schumaker [1982].
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ANEXO A

A.1 - METODOS DE DISCRETIZACAO - CONSISTENCIA - ESTABILIDADE -
CONVERGENCIA( ).

A.1.1. O esquema abstrato que exporemos neste resumo & ex-
tremamente geral.

Aplica-se em particular aos métodos de passo progressivo para

solucao numérica de EDO com condicoes iniciais, aos métodos de.

colocagao para problemas de contorno, aos métodos de diferen

¢as finitas para equacdes de derivadas parciais, ao metodo de

elementos finitos, etc...

A.1.2. DEFINICAO: Sejam E, E° espagos normados e F:E —s EC

Chamaremos problema original a tripla67= (E,EO,F).

Diremos que z€E € uma solucao do problema original (P se Fz=0.

A.1.3. OBSERVACAO: Admitiremos daqui por diante a existéncia

e unicidade da solucdo de (P .

A.1.4. DEFINICAO: Um processo discreto & uma seqiéncia P

ek _ 0 o) _
de triplas 9 (En,En,Fn) onde En e E- , n=1,2,...
sao espacos normados de dimensio finita, com dim En = dim Eg

- . - o
e onde F e uma aplicagao E 1B, —= E

Dizemos que (gn) onde t,SE, € uma solucdo de D

se Fncn=0, ¥n

N .
) Transcrigcao do paragrafo 10 de Barros [1985].
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A.1.5. DEFINICAO: Seja /4 uma classe de aplicacao de E em

E°.
nga ?;=={(E,EO,F) : F%A} .

Um método de discretizacdo aplicavel aos (P Gg% e

uma seqliencia de quintuplas

- 0 o -
’M1 (En,En,An,An,wn)

O ~ . " .. .
onde 'En’En sao espacos normados de dimensdo finita e de di-

- . . o] ~ : . .
mensoes iguais, An,An sao aplicacoes lineares An:E R E]1 s

Ag:EO — Eg S € uma aplicacao que leva FG/A em uma

. ~ _ . 0
aplicacao Fn—wn(F).En —> B

A.1.6. OBSERVACOES:

= . e _ 0 0
(1) Um metodo de dlscretlzagao’nl (En,En,An,An,wn)
aplicavel a 6 e i;g, define uma aplicacido de é%

no conjunto dos processos discretos definida por:
2 o (o)
M: (E.E°.F) — (B ,ED,y_(F))
ou ’W\:GD——+Yn£GO .

(2) Conforme a situacao particular em estudo - podera
haver interesse em impor restricdes adicionais ao

conceito de Método de Discretizacdo.

A.1.7. DEFINICAO: Um método de discretizacio WYL aplicavel ao

problema original (P € ?% & dito consistente com 0 em

YEE se
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AL,

para

9.

8.
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]Iwn(F)AnY - Ag FyHEO —> 0 quando noe

n

£ dito consistente com & enm yEE de ordem » se:

0 - 0(n"P
v (F)a y - a_ FY”EO = 0(n"").

n

OBSERVACOES :

(1)

(2)

Se 'y nao for mencionado, ficara subentendido con

sistencia na solucao zEE.

Como Fz=0 , a consistencia de ordem p significa-

-

ra
o, (P az]] = o(m™P),

Consisténcia em y significa a comutatividade assin

totica do diagrama para n-e

yeE —E | g°

A A°
n{. n

E— E°

NS I

DEFINIGAO: O processo discreto L =(En,Eg,Fn) sera di

to estavel se existe S$>0 tal que

¥ o,

n

In-nllg < SIl Fon - Foall
n , En

€ En , ¥ n .

A constante S & dita constante de estabilidade.
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A.1.10. OBSERVACOES:

(1) A constante S independe de n, n e n .

(2)- A estabilidade implica que perturbacdes limitadas
€ pequenas no segundo membro de an = & signifi
cam perturbacoes pequenas em n , limitadas inde--

pendentemente de n .

(3) Se existem F;l , a definicao A.1.9. diz que

-1 ~ . S g i 8 N
as Fn sao lipschitzianas ‘uniformemente em re

lagao a n .

(4) Existem outras definicGes mais fracas de estabili
dade de 9 . A definicdo A.1.9. sera suficien-

te para nossos provnositos.

A.1.11. DEFINIGAO: Seja ’hl um método de discretizacio aplica
vel a (° € é;‘ e z solucdo de @

Entao (zn) onde 2n=wn(F)Anz e chamada erro local

discretizacao,

Suponhamos que o processo discreto f>=7n£@) admita

solucdo Unica (cn) .

‘Entao

€ chamado erro global de discretizacio

A.1.12. DEFINICAO: Seja Y método de discretizacdo aplicavel

a (P 6 ’@/\ e suponhamqs que 9 =M_(®) admita solu-
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¢do unica (g_)

n

Dizemos que W] €& convergente se:

]]anH —> 0 quando noe

€ convergente de ordem p se

lepll = 0(a™)

A.1.13. TEOREMA: Seja V]| método de discretizacdo aplicivel a

GDG Z§A tal que D =Wn’@?) admita solucdo Unica.

- Se , '
Hy: WnJé consistente [de ordem p]

H,: §)=WL((P) € estavel,
entao ’qué convergente [de ordem p] .
Prdva

Por Hz temos}

Megll = egagzll < S IF, ek 0 2l = S |70 2|
Por H  IF, 2l — 0 [0 D],
Portanto l]en][+ 0 [50(n—p)].

A.1.14. OBSERVAGCAO: Consisténcia de ordem p significa  que

existe constante M tal que ||FnAnzH <Mn?P

Portanto temos uma delimitacdo do erro global:

]]ch-Anzll < SMnP .
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A.2 - PROPOSICAO: Seja S um espaco vetorial de dimensao m+n

e T;:S — R, lcicm, Rj:S — R , 1<j<n , formas linear-
mente independentes entre si .
Entao:

(a) dim Ker(Rl,Rz,..,,Rn) =m

(b) TI’TZ""’Tm restritas a ker(Rl,Rz,...,R )
sao linearmente independentes.

- O -~ : n .
Prova: (a) Definamos a aplicacao R:S — R assim:

Rs = (Ris, st, e, Rns)

para todo sE€S.

Como dim S<» |, tem-se

dim Ker(Rl,Rz,.{.,R dim S - dim ImR .

n)

Logo,

dim Ker(Rl,RZ,...,R )

vy m+n- - dim ImR .

1,R2,.-o,R SZIO 1i—

Mas dim ImR = n , visto que R

nearmente independentes.

'Entﬁo, dim Ker(Rl,Rz,...,Rn) = m+n-n = m .

(b) Seja Ww = Ker(Rl,Rz,...,Rn) - Pela parte (a), de
duzimos que dim W* = m . Entao, para provar (b), basta veri

ficar que gera W* .

(T, )"
le)j=l
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Dado TEW* , existe TES* tal que T = Tl ‘ Além
W '

disso, existem ai,BjGJR tais que

—3)
i

a1R1+...+aan+BlTl+...+Bme 5
Logo,

T = Bl Tl]w +.. 0t Bm Tmlw 5

provando, pois, que gera W*

T.; )™
(J]W =1

A:3 - PROPOSICAO: Seja D = (En,Eg,Fn) um processo discreto

estavel onde as F sao continuas. Entdo, existe e & Gnica a

solucao (cn) do processo discreto.

Prova: Vide Barros [1978] , proposicdo 2.2
- o . 1 = 0 ‘-= O %
A.4 PROPOSICAO: Sejam ¥ (En,En,Fn) e D (En,En,Fn) ,
onde Fn = F + G, - Se
(i) ~ D & estivel com constante S ,

(ii) G, sao lipschitzianas com constante L tal que

LS <1 )
entao e estavel com constante S = —2 _

' 1-LS
Prova: Vide Barros [1978] , proposicio 2.9 .

A.5 - TEOREMA: Sejam tl,tz,...,td+1 pontos quaisquer, com..

t # ty+1 © £ wuma fungao suficientemente diferenciavel; en
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tao
[ty e tgaqd P
d+1 d
Se ty = t, = = tye1 o entao
o pd£(t,)
f[tl’tz’.."td-i-l] = T
Em geral, se fecd ([a,b], R), onde a = min ts e
: l1<i<d+1
b = max t. , entao -
l<i<d+1
o ~d
g - _ D f(e)
f[tlstz,na»o ,td+1] - T—- 3

para algum a<6<b

Prova: Vide Schumaker [1981] , teorema 2.5.1

A.6 - TEOREMA: Seja (tl'e,.,.,td E) uma seqliencia de pon-

tos com t. -t quando e+ 0

{.e , onde 1<i<d . Entdo, pa
, a

ra toda f suficientemente diferenciavel,

f[tl"s,..'.,t-d,ej — £[ty, ..., t4]

A.7 - TEOREMA: Seja Ly = poy(m)-+ ply(m_1)+---+ Py »

ijCq([a,b], R) , j=0,1,...,m , P (s)#0 , V¥s € [a,b].

Seja ¥ps+ecs¥, base de solugdes da equagdo homogé-

nea Lu =0 . Entdo ijCm+q([a,b], R), j=1,2,....m .

Consideremos as condigdes:
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JER ,

[aijy(j)(a)+81jy(j)(b)] =0, “ij’BiJ

i=1,2,...,m ,

onde as formas lineares Vi:Cm([a,b],iR) —— TR sao linearmen—,

te independentes.

m
Seja y = © cC.y. solucao do problema

Se det(Viwj) # 0 (unicidade de solugdao do problema
Ly=f , Vy=0), entao existe e & tGnica G:[a,b]x[a,b] -—> R tal

que:
Fixado t€ [a,b] ,

i) G(.,t) & de classe C™ em [a,t] , de classe

C" em |t,b] e de classe C™? en [a,b] ,

8m-l am—l 1
— G(t+0,t) - In_lG(l—O,t) = 3
3s 3s p, (1)

ii)

iii) LG(.,t)

1]
o

em [a,t) ,

LG(.,t) 0 em (t,bI e

iv) VG(.,t) 0 (condicoes de contorno),

Além disso, a fungdao G que & chamada funcio de Green

de (L,V) possue as propriedades:
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k+2
V) A € continua no triangulo inferior

askatz

(s>t) e no triangulo superior (s<t) para O<k<m+q , 0<2<q

ak+£

‘Se,também, 0<k+2<m-2 , entdo —x—7 G € continua
- 9s ot

em [a,b]x[a,b_] .
vi) y: [a,b] — R definida por
b

y(s) =J G(s,t)f(t)dt
a

& a solugdo de Ly=f , Vy=0

Prova: Vide, por exemplo, Coddington - Levinson [1955] pag.188.

A.8 - PROPOSICAO (Desenvolvimento de Taylor) : "~ Seja

fGCm_l([é,B],ZR) tal que f(m) e seccionalmente continua em

[a,b] .

Entdo, B ' . b m-1
m-1 ; o (x-y) ~
f(x) = z Lilili f(J)(a) + I _i_z_i__ f(m)(y) dy
j=0  j: (m-1)!

- para todo x€ [a,b] , onde

. (x-y)m—1 se ;xiy
(x=y),
0 se X<y
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A.9 - PROPOSICAO: Seja E um espago prc-hilbertiano de dimen

sao nao finita. Sejam L:E ~—+]Rd forma linear continua e

W={f€E:Lf = 0}. As seguintes afirmacées sdao equivalentes:

‘(a) m & o numero de componentes de L que sdo li-

nearmente independentes.
. 4
(b) dim W~ =m ..

Prova: (a) =>(b) . Observemos que se m=0 , entdo W=E e
W' = f0} ; 1logo, dim W' =0 .
Sejam Lj' , onde léigm , as m componentes de L

i _
que sao linearmente independentes. Inicialmente, mostraremos

que dim W' > m . Como L, & linear continua, em virtude do
i
teorema Riesz, existe fdiGE tal que L. = (. f.) para
| Ji Ji
l<i<m .

Temos que f. € W' npara l<i<m, pois dado feW
i

2

(fl]£. ) = L. £ =0
] Ji

Além disso, fj", onde 1<i<m , sdao linearmente independen-

i

tes, pois, para quaisquer fE€E e aj €E R
i
| m -m | m
(f| 2 a. £. ) = £ a. (f|f. ) = £ a. L. f
i=1Ji Ji i=1 91 Ji 0 =1 i34
6 Lj sdao linearmente independentes. Portanto, dim Wt>m .
i

Se mostrarmos que a aplicacao T:W'— R™ definida

por Tf = (L. f, L, f,..., L. f) & linear e injetora, teremos
J1 J2 In .
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que dim wt < m, provando, pois, (a) =>(b). E evidente que
T & linear. Para provar que T & injetora, tomemos fEW* tal

que Tf = (Lj f, L. £, ..., L. f) = 0 . Entao, Lf=0 , visto

1 ) Im
que Lj sao linearmente independentes e Lj f=0 , onde l<i<m.
I § _ ' "4
Logo, {EW'NW, donde se conclui que f=0
(b) =>(a) . Seja k o numero de componentes de L
que sao linearmente independentes. De (a) =>(b) , 7 vem

dim W" = k . Mas, por hipotese, dim W' = m . Logo, k=m ,

(O]

isto €, m €& o numero de componentes de L que sao linearmen

te independentes.

A.10 - PROPOSICAO: Sejam ‘H um espaco de Hilbert de dimensio

maior ou igual a n e Li:H — R , onde 1<i<n , formas 1i

neares continuas. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(a)- Va = {feH: Lif = ai' , 1l<i<n} # § para todo

a = (al,az,...,an) ER" .

(b) ’{Li}n € linearmente independente.
i=1
Prova: (a) =>(b). Admitamos, por contradicao, que Li sao
linearmente dependentes. Sem perda de generalidade, .podemos

escrever

Ly =8plp*glg*..vp L .

Seja a = (al,az,...,an) tal que a, # 32a2+33a3+...+snan .

Entdo, V§= § , o que constitui uma contradigio.
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(b) (a). Pelo teorcma de Riesz, existem v tais
L, = (.]vi) para l<is<n . Entao, v, sao linearmente indepen
dentes, visto que Li sao linearmente independentes, onde

l<i<n . Seja H, o espago gerado pelos v;, onde 1<i<n . No

vamente, pelo teorema de Ries'z, L_,, sao linearmente indepen
iy =
. _ ‘ - n -
tentes. Seja Ti = LiIH Dado a = (al,az,.,.,an)GIR , exis
- - . - n ’
te um unico (xl,x,,...,xn) tal que
n
I X Ti v, = a;
j=1 J J

para l<i<n , porquanto det[TiVj] # 0. Seja

Temos que f€ E <E e

para 19i<n . Entdo, Vafg , para todo a = (al,az,...,ggeﬂfl.

A.11 - LEMA GENERALIZADO DO CALCULO DAS VARIAGOES

Se b | | -
J M(x)z(x)dx = 0
a

e as condigoes
b

J C(X)d)i(x)dx =0 |, i
a

1,2,...,n
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estao satisfeitas (onde ¢i , 1i=1,2,...,n , sao fungoes dadas),

M(x) =

) Ci ¢i(x) qQ.S-
i

I~ 3.

1
Prova: Vide Akhiezer [1962] , pag. 198.

A.12 - COROLARIO: Se MeSC([a,b], R) e

b .
f M(X)n(n)(x) dx = 0

a

para toda n€SC"([a,b], R) tal que

n(j)(a) = n(j)(b) =0 j=0,1,...,n-1 ,

entao, existem constantes co,cl,...,c tais que

n-1

n-1

M(x) = CotCyXt. . ke X , ¥x € [a,b].-

n-1
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ANEXO B

UMA TLUSTRACAO COMPUTACIONAL

Neste anexo apresentamos dois programas (preparados
para o microcomputador I-7900) vpara a solucdo numérica da equa

cao diferencial:

=3

(A () y" () +A; (V) y' (£)+A_(t)y(t) = F(t) , A<t<B

(B.1) +{Cq;y(A)+C ,y' (A) = D

1

(€217 (B)+Cyoy" (B) = D,

pelo método de colocagdao por "splines'" nolinomiais, segundo a

abordagem feita no capitulo 2 (vide Resumo e Conclusao a pag.

50) e no capitulo 3.

A limitacao da ordem da equacgao a 2% orden, feita

acima, ndo € essencial.

Os programas estao escritos na linguagem Fortran-80,

especifica para microcomputadores.

No primeiro nrograma (denominado SP3) os pontos de
colocacao escolhidos foram os pontos da malha LESTI ou seja,

t,€[A,B] tais que
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(@3N

A solucdo aproximada do problema (B.1), determinada por SP3,

D\

um "spline'" de classe C2 que em cada subintervalo [ti’ti+lj

um polinomio de grau 3

No segundo programa (SP5) os ponfos de colocacao Sjp

sao tais que

ik T Y et 1sksN

1<j<4
onde O<uy<u,<ug<u,<1 e Asty <t <...<ty,; = B. A solucao
aproximada do problema (B.1), determinada por SP5 € um "spli

ne'" de classe C2 que em cada subintervalo [tk’tk+1] e um

polinomio de grau 5.

Nos dois programas utilizamos a sub-rotina BSDX (e
seus procedimentos auxiliares BSMCD, INTERV e LBISEC) de Sal-
vetti [1983] , que avalia as derivadas de um '"spline" polino
mial num ponto x, xG[A,B], atraves de sua expansao numa base
de B-splines. A sub-rotina TRIAG empregada para a resolucao
do sistema linear consiste no método de eliminacdo de Gauss com

pivotamento.

) *
Para o exemplo-teste( ).

y'"(t)-4y(t) = 4coshl 0<t<1

(B.2) y(0) =0
y(1) =0

(*)  Vide Russell-Shampine [1972], pag. 21, ou De Boor-Swartz [1973], pag.
602.
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cuja solugdo exata e y(t) = cosh(2t-1)-cosh(1l) , apresentanos,
a seguir, as codificagoes de SP3 e SP5 (com suas sub-rotinas

e as respectivas tabelas de resultados,

Adotamos para as tabelas as seguintes notacoes:

a) e} =max |D)(z-z,)(t)| (seguimos a De Boor -
N ter N

N Swartz [1973]) ,
b) - ME-N = M><10“N , assim, por exemplo, abreviaremos
por 8.84E-3 a expressao 3,84x107° e

c) DIM = dimensao do espaco no qual a aproximacdo

CN para =z foi determinada.

Para SP3 e SP5 tomamos

t, = i/N i=1,2,...,N

Para SP5 fizemos duas escolhas para uj

(i) u1=0-, uzél/3 . u3=2/3 . u4=1,

(1i) u; = 0,06943184...
| u, = 0,33000947...
ug = 0,66990522.,.
U, = 0,93056815...

(zeros no intervalo [0,1] do polindmio de Legendre

de grau 4)



]
LA

113.

xxx®NXAN  GPI -~ GPLINES POLIN.CUBICOS DE CLASSE 2 3% %M%M

I 6 I I K IE I W H N I H I I 6 I I IC IE I I I I IE 96 I6IE I 6 I I I I IE I W I 6 I HE I I A I6 I I I IE I GE KA W IC I I

REAL*8 A,B,C41,C42,024,022,D4,D2,5,P,Q1,TI, M, 8P, CONST

INTEGER L,K,Ni,N2,N3,N4,1,.J,N,NK

REAL®8 T(16),A0(46),A1(16),ARC16),Y(22),U(18),CC48),EMAX(D),
BO(18,16),B1(18,16) ,B2CL8,16),M(48,49),E(3,16),DX(5)
,CD(4,18)

DATA T,A0,081,A2,Y,V,C,EMAX/125%0.000000000/,
BO,Bi,B2,M.E,DX,CD/1331%0.00000000/,
S,P,QL,TI,M/0%0.00000000/,

I,J,K L, NLLN2, N3, N4, NK/P%Q/

3 36 3 36 3 3 6 K% LEITURA DE DADOS O I6 36966 36 A 36 96 6 6 36 I 96 3 3 3 3 I I 6 IE I 96K

I3 36 36 3€ 3 3 36 9 I 36 36 36 36 96 36 36 96 96 36 36 I I 36 96 36 96 36 I 3 3 3 3 3 36 96 76 6 96 3 96 I 3 3 I 96 36 96 I 3 I I IE 4 I F W I6 I I

CALL OPEN(3, 'DADDS SPL7,9)

READ(3,400)N,A,8,C14,C12,D41,C24,C22,D2

FORMAT(I3,2F6.2,2¢(/,3F6.2)) :

WRITE(2,404)N,A,B,Ci14i,Ci2,D1,C21,C22,D2

FORMAT (4%, 'N =7,13,2X, A =",F6.2,2X, B =",F6.2,/,

iX,'CiL =7,F6.2,2X,Ci2 =7,F6.2,2X, 'Di WFé&.2,7,

X, 7C24 =7,F6.2,2X, 'C22 =7,F6.2,2X, D2 =7,Fé6.2)
Ni=N+i
2=N+2
N3=N+3
N4=N+4
I K CONST=4xCOSH (1) =6.4172322539 %96 36 96 36 36 I I 6 36 36 36 I I 36 30 9

3 I 36 36 9 336 36 3696 36 9 I I I I I I IEIE I 6 I I IE I IE 6 I 396 3 3 36 96 36 3 I I 3 336 36 3636 6 36 36 96 6 36 6 96 96 6 3¢
CONST=DBLE(6.4723522539)

DO 10 I=1,Ni
READ(3,500) T(1)
FORMAT(Fii.4}
TI=T(I) o
®axEAXXX M = MATRIZ COLOCACAO E CONDIC.DE CONTORNO %k i
L2 2 & PSR E LT LR EEEEETEDEIEEEEEETIEEFETEEEELEDEEEEEEEEE DR EE
M(I+4,N+4)=CONGT
AG(I)=DBLE(~4.0)
AL(I)=DBLECO_ 2}
A2(I)=DBLE(4.0)
CONTINUE

ENDFILE 3

M1, N+4)=Di
MIN+3,N+4)=D2

P I H ;AR PARTICAOQ EXTENDIDA 336 36 I 33 3 36 36 % I K H X
96 3696 36 36 36 3696 3 I K I I IE I I KK 3 IE I IE I I ] I I K I I I 2 IE I IE I 636 36 36 36 3 36 % % 3 3¢
Y(1)=-0.6

Y(2)=-0.4

Y{(3)=-0.2

Y(4)=0.0

Y{(N+4)=1.0

Y(N+S)=1.2
Y(N+6)=1.4
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Y(N+7)=4 .64
DO 30 1.=2,N
YL +3)=T(L)
CONTINUE
DO 69 K=1,N3
DO 50 L=1,N3
IFCLNOTL(LLNELKY)Y GO TO 49
V(L) =0
GO TO S0
V(L) =4
CONTINUE
CALLL BSMCD(4,N+3,Y,V,CD)
DO 60 I=1,Ni
TI=T(I)
CALL BSDX(4.8+3,Y,V,TI,DX,CD)
BOCK,I)=DX(1)
BiC(K,I)=DX(2>
B2(K,I)=DX?3)
CONTINUE
DO 70 K=1,3
ML, K)=CLixR2{K,)+C12%¥B1i(K, 1)
NK=N+K
MIN+3,NK)=CR4#4BO (NK, N+1)+C22%B1 (NK, N+1)
CONTINUE
DO 80 K=4,N3
M(L1,K)=0
MIN+3,K~3)=
CONTINUE
DO 4130 1I=1,Ni
K=1
TFCaNOT L (C(K=T) L LEL(=1))) GO TO 100
M(I+4,K)=0
K=K+1
GO TO 90
IFCNOTL(CK-TI).GT.2)) GO TO 1490
M(I+4i,K)=0 '
GO TO 120
MOI+1,K)=ARCI)%B2(K, I)+AL(I)*BL (K, I)+AQ(I)*BO (K, 1)
K=K+i.
IFC.NOT.(K.GT.N3)) GO TO 100
CONTINUE .
3 9 3 39 I 363 RESOLUCAO DO  SISTEMA LINEAR 3 36 36 W I I 96 T I IE I I N
H I I I I3 I I 33 IE I I 1696 96 2 I6 I I IE I 3 IE 36 I IE IE I I6 I I 36 I I 3 96 36 36 36 96 36 36 96 36 3 I 3 36 36 3 3 336 96 26 96 3 I % 3¢
CALL TRIAG(N+3I,M,(C)
CALL BSMCD(4,N%3,Y,C,CD)
DO 150 I=1,Ni
TI=T(I)
CALL BSDX(4,N+3,Y,C,TI,DX,CD)
3696 36 36 3 % 9 ¥ S0i.UCAO0 EXATA E SUAS DERIVADAS 369 36 36 36 36 363 96 3 366 ] K %
396 3 IE I I I 3 I 336 3 IE 66 I IE I I I 6 I I6 I 36 6 I I K 3 96 3 36 3 IE I 6 I6 36 I 6 96 36 36 36 I 36 36 96 36 9 36 9 36 6 96 36 3 %
SP=DEXP(D3LE(1.0)-(2.0)%TI)+DEXP((2.0)%TI-DBLE(1.0))
S=~(DEXP(DCLEC(L ) )+DEXP(DBLE(-4.)))
S=(S+8P)/2.
P=DEXP((2.)%TI-(41.9))-DEXP((1.0)~(2.0)%T1I)
Qi=(DEXP (v (2.0)%¥TI)=(1.0))+DEXP((1.0)~((2.0)%XTI)))%(2.0)
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6000

i9e
200

115,

336 3 9 I I 9 9 CAILLCULO- DO ERRO NOS PONTOS T(I) 336 I K I 3 I I I IE I IEIE I
BE I K I I I I I I I I I I I I I I I I IE I IEIE I I I I T ] IEIEIC IE I I I K I 6 I I I I I I I I I I I I
ECL, D)=DARG(S~DX (1))
EC2, I)=DABS{P-DX(2))
E(3, I)=DABS(QL-DX(3))
CONTINUE
23 3 36 3 3 3 3¢ CALCULO DO ERFEO MAXIMO 36 3 I 3 3 I I I 336 6 36 I 96 I I I I I I I
FEI6 I I K I I I I I K I I I 36 I I I I I I I I I I IE I I I I I 36 3 36 36 IC 6 36 IE I 36 6 I6 I I IE IE I 3 I 3 36 I 36 IE I I I 36 36 3¢
DO 160 K=1,3
EMAX (K)=E(K, 1)
DO 160 I=2,Ni
IFCaNOT . (EMAXCIK) JLTWEWK,I))) GO TO 160
EMAX(K)=E(K,I)
CONTINUE
WRITE(2,6900) ((EK,T),K=41,3),I=4,6)
FORMAT(3(iX,EL15.3))
WRITE(2,199) (EMAX(K) ,K=1,3)
FORMAT(4X,E415.3)
FORMAT(F&6.2)
STOP
EXND
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HHHAIOENN  GPE — SPLINES POLIN. QUINTICOS DE CLASSE C2 %6158 %%
69 I DN K I TE I IE I IEIE I I I I I I I IEIE I I I 3 I I I I3 I I I I Do I I B I I I 3 I I I I 9 I I I I I I I I I
REAL®E A,B,C11,C42,D1,C21,C22,D2,51,P8,P,Q,R,TI

INTEGER ™, 1J, JI,H,CFBLO, HJK, DESH,DIM,DIML, DIM2,DIME, DIMI,
i DESV,LFBL.O

REAL®E Y(28),8(22),A0(21) ,A51(24),A2(24) ,U(22),B0(22,22),
1 Bi(22,22),B2(22,22) ,M(22,23),0(22) ,ESI(3,24) ,EGIMAX (), U4y,
Py TC6),DXCE) ,CDC6,22) ,ETIC(3,6) ,ETIMAX(3)

DATA Y,5,A0,A1,A2,V/135%0.000000000/,

i BO,B1,B2,M,ESI/R2021%0.000000000/,
P C,ESIMAX/25%0.000000000/,

3 U, T/10%0.000000000/,

4 DX,CD/137%0.0000000000¢/,

9 ETI,ETIMAX/21i%0.00000006000/,

é PS,81,P,Q,R,TI/6%0.000000000000000000/

9336 9 36 36 % 3 LEITURA DE DADOS 369 96 96 3 3 I I 36 36 36 36 36 6 36 96 96 36 96 I I 96 36 3¢
39336 36 36 96 I 36 3 I 36 I 3636 I 36 IE 36 36 96 I3 K I I I I I I 6 6 I 36 I I I I I 6 IE I3 I 3 3 9 96 36 9 3 6 96 I 36 96 96 96 9 36 3
CALL OPEN(3, 'DADOS HER 7, @)

READ(3,400) N,A,B,CLi4,C4i2,D4,C24,C22,D2
FORMAT(I3,2F6.2,2(/,3F6.2))

WRITE(2,401i) N,A,B,Cii,C42,D4,C21,C22,D2

FORMAT(1X, "N=",13,2X, "A=",F6.2,2X, 'B=",F6.2,/,

i iX, 'Cii=",F6.2,2X, "Ci2=",F6.2,2X, 'Di=",F6.2,/,
2 iX, 'C2i=",F6.2,2X, 'C22=",F6.2,2X, 'D2=",Fb6.2)
Ni=N+{
DO 10 J=1,4

READ(3,450)UCJd)

FORMAT(F15.8)

WRITE(2,460)J,UC))

FORMAT(4X, U (7, I3,7) =7,Fi5.8)

190 CONTINUE

DO 15 I=4,N{i
READ(3,470)T(I)
FORMAT(F15.8)
WRITE(2,480)I,T(I)
FORMAT(AX, ’T ¢7,13,7) =7,F15.8)
CONTINUE

ENDFILE 3 ,
3 W K I K K PARTICAO EXTENDIDA 3636 36 96 36 I I I I I I IE I I I I 6 IE I IE I I I K
H6 I I I I H I I I FE I I I IEIEIEIE I I I I I I I I I I I I6 I I I I I IE I H6IEIE I I IE 6 6 3 6 IE 6 IE I I I IE I I 96 36 I I6 3 36
IF(CUCE) CEQLDBLE(Q.9)) .AND . (UC(4) .EQ.DBLE(L1.0))) GOTO 40
DIM=4%N+2
H=4
Y(i)=DBLE(~41.9)
Y(2)=DBLE(-1.0)
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Y(DIM+E)=DRBLEC(2.0)

YIDIM+6)=DBLE(2.9)
DO 3¢ I=f,Ni

DO 20 J=1,4

TJ=4xT-24J
YT =TI
20 CON<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>