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INTRODIJCÃO

O presente trabalho tem por finalidade apresentar al-
guns aspectos dos métodos de colocação por ''spl i.nes'' pol i.nomiais

para a resolução aproximada de equações diferenciais ordinárias

O Capítulo l originou-se do artigo de R. l\rei.ss, deno

minado ''lmplicit Runge-Kutta and Collocation Methods'' (IVeiss
[1974]). Nei;te artigo, o autor estabelece a equivalência entre
um método de.colocação por ''splines'' pol i.nome.ais e um método de

Runge-Kutta para a resolução a!)roximada de um sistema de equa
ções diferenciais de privei.ra ordem com va].odes de contorno.

Restringe.ndo-nos a um sistema de equações diferenciais

com valores i.nici.ais e seguindo ideia sugerida, oelo orientador,

enunciámos e demonstramos o teorema 1.3.2, que exibe três conde

çoes para a realização da equi-valência entre um método de colo-

cação por funções pertencentes a um espaço vetorial S e um moto
do de Runge-Kutta

O resultado de Irei.ss [1974] , que corresponde a esco-
lher S como sendo o espaço dos polin6mi.os de grau menor ou i.gual

a m, resu].ta, no caso de condições iniciais, como caso parti.cu-
lar

Nos Últi.mos parágrafos deste capa'tulo, aplicamos o

teorema 1.3.2 para obter'mos resultados análogos em novas si.tua

ções, adorando como espaço S os espaços dos ''splines'' natural.s
cÚbi.cos ot-i qul'nti.cos.
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O Capítulo 2 está baseado no artigo de R.D.Russell e

L.F.Shampine chamado ''A Collocati.on Method for Boundary Value

Problems'' (Russell-Shampine [1972]) e na primeira parte do a!
ti.go ''Collocation at Gaussian Points'' de C. de Boor e B.S\.farta

(be Book-Svartz [1973]). No pri.melro artigo, seus autores obt-

êm uma aproximação por ''splines'' polinomiais e delimitação do
erro com relação ã solução exata de uma equação diferencial li

near com valores de contorno utili.zando pontos de collocação de

Lobatto. O resultado obti.do em Russell-Shampi.ne [1972] é gene
ralizado em De Book-Swartz [1973] para os pontos de colocação

de Radau e de Gauss. Em 1978, i.Q. Barcos estudou o prob].ema

da obtenção de uma aproximação e dela.mutação do erro com Tela

ção excita de uma particular equação do ti.po Ay=f , onde A é

uma aplicação linear entre espaços normados, atTa\rés de um prg
cesso di.screto abstrato (Barcos [1982]) util i.zando os modelos

de di.scretização de Stetter [1971]. Como aplicação desse estu-
do l.Q. Barcos reobteve os resultados de R.D. Russell.e L.F
Shampine

Neste capítulo apresentamos o teorema 2.2.1 que esten

de o estudo feito em Barras [1982'] para uma particular seqUên

cia de equações Any:f . Como aplicação deste teor'ema reobti.ve
mos os resultados de C. de Book e B.Swartz no caso linear'

Tal enfoque permitiu-nos evidenciar a necessidade das hipóteses

admiti.das e as i.déias bási.cas da demonstração do resultado obti.

do em De Book-S\.rartz []973]

O Capítulo 3 está baseado na 2a parte do artigo ''Col-
location at Gaussian Poi.nts'' (de Book, Swartz [1973]). Nesta
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parte, C. dc Book e B.Swartz mostram que a escolha dos pontos

cle colocação como sendo os zeros do polinõmi.o de Legendre relê.

tivo a cada subintervalo e a imoosição de que a solução excita

da equação diferencial. linear seja suficientemente diferencia

vel acarreta alta ordem de convergência da solução aproximada do

método de colocação por ''splines'' polinomi-ais Dará a solução
exata da equação diferencial

No teorema 3.3 apresentamos o resultado acima venci.o-

nado. Acreditamos que com a vedação dada por nós ao enunci.ado e

ã demonstração do teorema 3.3, teremos conseguido uma melhora

sensível em termos de clareza. A demonstração foi atrevi-ada PÊ
la utilização do teorema 2.2.1 no capl'tufo doi.s. Procuramos em

cada etapa .da demonstração justa.fi.car a introdução das hipóteses.

Atenção especial foi dada aos detalhes da demonstração que se
relacionam com as funções de Green e diferenças di.vida,das

No capitulo 4 apresentamos no teorema 4.1 uma genera-

li.zação da desigualdade do hi.percÍrculo sugerida pelo ori.enta

dor. A demonstração apresentada é uma adaptação da demonstração

encontrada em Golomb-lVeinberger [1959]. Aplicando este teorema

para o estudo da solução de um si.stema de equações diferenciais
ordinãri.as com valores i.ni.ci.ais utilizando condições de coloca-
ção, reencontramos o método proposto e estudado por L.L. Schu-

maker no artigo intitulado ''Optimal Spline Soluto.ons of Sys-

tems for Ordinary Differential Equations'' (Schumaker [1982])

No Anexo A, recolhemos subsi'duos que julgamos oportu-
nos para melhor compreensão da teinãtica exposta na dissertação.
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No Anexo B, desen\olvemos, a modo de exemplo, dois

programas computacionais como i.lustração dos capítulos 2 e 3.

Nesses programas utili.zamos a sub-rotina BSDX e seus procedi.-

mentos auxiliares BSMCD, LBISEC e INTERV elaborados por Sal-
ve t.ti. ]:19 8 3]



C A P r T U L O

INTRODUCÃO

O resultado central deste capítulo é o teorema

Tivemos necessidade de uma proposição da ãlgebra li.

near enunciada no lema 1.4.4. Por se tratar de um argumento

importante no desenvolvi.mento do capítulo, fi.zemos sua demons

tração que incluímos no anexo

Além da vedação do capítulo, os conteúdos dos Dará

grifos 1.4, 1.5 e 1.6 foram por nós desenvolvidos.



S1.2 - DESCRIÇÃO I)E Uh{ MÉTODO TIPO RK. CObÍUTATIVIDAI)E DO DIAGRA
MA DE DISCRETIZAÇÃO . EXEblPLO

2

Consi-detemos o problema a valores ini.dais

y' (t) : f(y(t) )

y(a) = yc,

fÉ;cl(IRd, nd) n Lipcmd, m )

a<t<b
( 1 . 2 . 1)

onde a,be ]R,

Dados 0.«OI«ó2«.'''Om5] seja XcCI([0,1], ]R) sabes

paço de dimensão m tal que exista uma matriz real A=jalln sa-
tisfazendo

0

lo ) de
(1 . 2 . 2)

í(oj) , i=1,2,.. .,m,
vf € x

Observemos que a matriz

ção abaixo for veria.cada

existe se a conde

Ç9114iS.ão Cl: ''As formas l i.neares U.i G X* defi.ni.das

por Ujf : r(oj), ISjSm, são linearmente independentes''

Seja o método de discretização(*) Cco].respondente a
um Único passo de um método do tipo RK) representado pelo dia
grama

(+) Para nrniores detalhes sobre métodos de disco'eti.zação vede A.l no anexo



F
E Eo

ni

onde E : C2([a,b],md), Eo =IRd x Cl-([a,b],]Rd)

m

+ F
E -------n.

Fy

Gm : {a : xo<xl<...<xm : b}

. : E= : (G., md)

a+o . fb-a) . l<i<ml

n(a) - yo'

(F.n) (xj )

n (xi) - n (a)
aijf(n(xj)) , i:1,2,...,m

CAny) (xi) : y(xj.) , ISiSm,

Al: (dq (d :d. , Al: (d') (xP : j;i ijd(xj) ,
l<i<m.

Defi.namos T:CI([a,b] , ]Rd) -------------* CI([0,1] , IRd) P

(Tv)(o): v(a+o(b-a)) e D:C2([a,b], Rd) ----Ea,b], IRd)
por Dv:v'

pnnPnKTTXn l

or

2 l Seja ScE TD(S)tal todoElltãoque leão, para



E -> Eo

m . m

1':
Eo'"!+ F

E ----:B

PROVA: Devemos pr

Caso 1: i = 0

(FmAm s) (a) : (Am

s) (a) : s(a) -y.

o 2: i = 1,2,...,m.

(Fiam s) (xi) - (AoFs) (xi)

CAms) (Xi.) - (A ms) (a)
h..

comutati.voe

FentãosÉ;S Aoval que Sse ) m m

s) (a) s (a)yo yo

Cas

AoFs
m

e

f( Ams (xj ) )

m

aijf(s(xj)) +jEi aijf(s(xj)

m

) )(x:) f(s(xE
l iJj J J

s(xi) -s
t a

m

j:l aijs'(xj)



s(x: ) -s (a) m

b-a j;i aij s' (xj)
m

Precisamos provar que s(xi):s(a)+(b-a)jzl aijs' (xj)

Seja x:a+o (b-a) . Teremos :

,0 .
(x) dx : (b-a) l s' (a+o(b-a)) d

JO

,o i

(b-a) Jn'(TDs)(o)doJO

Como TDs É; Xd, decorre que

r ' lr .l ni

lo TDs)(o)do : jxl aij(TDs)(oj) e, em consequência,
0 .

f l
(x) dx = (b-a) l s' (a+o(b-a))do

J .J o

]n

(b-a) jzl aijs'(a'oj(b-a))

m

(b-a) E a: :s ' (x:)

ficado

s (xi) :s (a) '" l s' (x) dk, basta verificar que
a

a s'(x)dx : (b-a) jzl aias'(xj).(1)

Como

0

j :i

( 1)Portanto, esta verá



EXEMPLO 1.2.2: Seja S : Pm+l([a,b],]Ra). Então,

'rD(s) : Pm([0,1], Rd) : (Pm([0,1], .R»d= Xd

Para X : Pm([0,1] , ]R) , a condição CI é satisfeita
visto que

1 1

o l o 2

l

m

.ii l / .

.t': .y-*

e, por conseguinte, U.i G X* defi.ni.das por
são linearmente independentes.

f(oj) , l5jSm

$ 1 CONDIÇÕES PARA A UQuiVALÊNCiA ENTRE UM b'lÊTODO DE COLOÇ4
E o }ETono TIPO RK . EXEMPLO .

DEFINIÇÃO 1.3:1 Seja o problema

y' (t) : f(y(t)) , aSt:t)

y(a) = yo

Seja V um subespaço de E de dimensão m+l. O método de obtenção

de uma solução aproximada do problema acima que consiste em de

terminarmos veV tal que v(a):yo e v'(xj.):f(v(xi)) , ISiSm, éch2
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nado método de co.locação relativo aos pontos xn:a, xl' ,Xm:b

Investi.garemos, agora, a equivalênci.a entre os méto-

dos de colocação e métodos de di.screti.zação col'respondente a

um único passo de um método RK. Esta investigação nos levara,
de modo natural, a obter conde.ções para que tal equivalência se
reali.ze

Seja ScE, TD(S):Xa e admitamos que valha a conde.ção

CI' Seja veS .solução aproximada do problema (1.2.11). pêlo mét9
do de colocação relativamente aos pontos xo'xl'''.,x . Pela
proposi.ção 1.2.1,

F A v :ü Ao F vm m m

boas ,
Ali F v(a) : v(a) - yo : 0 e

m

Al: F v(xi): jxl aij(v'(xi)-f(v(xi))): 0

Logo, C : Anv é solução do método de di.screti.zação col'respog
dente a um único passo de um método do tipo RK

Seja, agora, C a solução do método de discreta.zação

correspondente a uh Único passo de um método do tipo RK e supg

nhamos a val i.dade da conde.ção abas.xo.

Condição C?: ''Existe v.:E'à--z m m --' S tal que Amam;id
1 1

Então,
'li F '.( FmAmVmt Fm ( 0



Resulta, daÍ, que

(Vm o (a) - yo : 0 e

m

:l aij[(vmC) '(xi.)-f((VmC)(xi))] : 0J

Portanto, se a condição detEaij] / 0 for sati.afeita, V=Vm ( é
solução do método de colocação relativamente aos pontos xn;a,

xl'''.,Xm' Em presença da condição CI' a condição

Condição C:: ''As formas lineares 1{ É; X+ definidas

f = Í l f(o)do, ISi5m, são linearmente independentes''
0

implica em detra.i.i] f 0, pois a matriz
de mudança de base

s erã uma matei z

Podemos resumir os resultados acima como se segue

TEOREbIA 1:l:2:. Com.as definições jã fei.tas e admitindo-se a

condição CI, temos

(i.) Se sGS é solução do método de colocação relati-

vamente aos pontos xo'xl'''',x então Ams é solução do método

de discretização correspondente a um único passo do método

do tipo RK cuja matriz A bati.sfaz (1.2.2)

(ii) Admi.tendo-se, também, as condições C2 e C3, tg

mos: se çeEm é solução do método de discretização correspondem
te a um Úni.co passo do método do ti.po RK cuja matriz A sa-
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tisfaz (1.2.2), então s=v.( é solução do método de colocação

relativamente aos pontos xo'xl'.'.,Xm

OBSERVAÇÃO 1.3.3: Sabemos que, se (b-a)<1/Lf lIAll. , onde Lf
é a constante de Li.oschi.tz de fe jIAll. = max E ja::l, en

l5i5m j :
tão o método de discretização correspondente a um úni.co passo

do método tipo RK tem solução única (Vi.de Berros [1978], propg

si.ção 4.3). Neste caso, concluímos pelo teorema 1.3.2(í), (ii)

que o método .de colocação também admite solução e esta solução
e unlca

m

EXEMPLO 1.3.4: Para S=Pm+l([a,b], lIRd) jã verificamos a con-

dição CI' Verifiquemos C2 e C3'

Define-se Vm:Em '' S comosegue: (Vmn)J é o
polinÕmio interpolados de Lagrange de grau m tal qtle (v.n)](xi) :

: rIJ(xi) , onde 0.5i5m e l:jSd

Por construção, Amam:id , provando, pois, a condi-
ção C2

Verifiquemos C3' admitindo ol>0. Seja {pk} a base
de X onde p..(O)=O" , 0SkSm-l . Logokonde p (o) :ok

det [[j.pk]



1 0

'o :/ l
m

8 /ml

det

.T'«

0m/l

ol

o 2

0
m

m.l
OÍ '

m-]
0! '

0102' ' '0m det
m:

# o

Om-l
m

Si REFORblULACÃO DAS CONDIZ(jES P.AR.A A EOUl\rALÊNCTA ENTRE Ub{

NIÉTODO'DE COLOCAÇÃO POR ''SPLINES'' NATURAIS E O NíÉTODO
TIPO RK

Vamos estudar um exemplo eln que no lugar de t:oloca

ção por polinÕminos usaremos colocação por 'bpl i.nes''

DEFINIÇÃO 1 . 4 . 1 : O espaço

Sk,m-l (a:xo<xl<

s: sl ,xi] G Pk([xj..I'xi],]R), l:iSm

e s(j)(xi-) s(j) (xi+) l51i:m-l, o:j:k-2 I'
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é chamado espaço dos ''spllylgl'' de ordem k com nós simples

xl'x2'''' ,xm

DEFINIÇÃO IJ;4:2: NS2k,m-] : {seS2k,m-l(a:xo<xl'
s(j)(a) : s(j)(b) : 0, j=k,k+1,.. .,2k-2} é o esoaco dos ''spli

nes'' natural.s de ordem 2k com nÓs simples xl'x2' ' '' ,x

LEI.{A 1.4.3: dim Sk,m-l(a:xo<xl<.'.<xm : b) : k+m-l

PROVA: Vede Schumaker [1981] , teorema 4.4

LEMA 1.4.4: Seja S um espaço vetorial de dimensão m+n e

T::X --------»]R , l5i5m, R.i:S ------+n , ISjSn , formas lineares ip:
dependentes entre si. Então

Ca) diln Ker(RI 'R2' . . . ,Rn) : m

(b) TI,T2 )

linearmente l

,T restri.tas a Ker(RI'R2'...,Rn)

.dent es

PROVA Vede proposição A.2 no anexo

OBSERVAÇÃO 1.4.5 NS2k,m-l c S2k,m-lcC2k'2([a,b],]R)

Passemos, agora, ao estudo do exemplo. Seja

S : NSlk,m-l ' k:2.
.d TD(S) tem se9



1 2

X :Íf G S2k-l,m-l(0: o«Ql<'..<0m : l)

í(j)(o) : r(j)(i):o, j:k-l,k,...,2k-3}

Observemos que . X c S2k,m-l( 0:0o«01«. . .<8m:l)' C2k-3(1)J]JI)

Anali.demos as condições CI' C2 e C3

Co!©+Çã9:Ç l Pelo lema 1.4..3,

di.m S2k.l ,m-l (0:0o<01« < Om:l) 2k+m-2

Sejam Uj., Lj' Rj formas lineares sobre S2k-l,m-l(0:o«ol«...<em=.D
asse.m definidas:

.U......U restritas a X sãn llnenrmentp

aumente i.ndependentes entre si então di

lema 1.4.4, que se- as formas li.neares L
mo X = Ker(Lk-l'Lk' ... ,L2k-3,Rk.l 'Rk' .. .

' i ' ' \'' 1/ ' ' ' ' ' 7 ''''

Ljr : í(j)(o), j:t-i,K,..
Rjf : í(j)(i), j:k-l,k,..

Uif : f(0j.) , i:1,2, . . .,m

L;f = í(j)(O), j:k-l,k,...,2k-3

R:f = í(j)(i), j:k-l,k,...,Zk-s.

Como X = Ker(Lk.I'Lk,...,L2k-3,Rk.I'Rk'...,R2k.3), teremos, pg
lo lema 1.4.4, que se-as formas li.neares U:, L;, R: forem li.-

nearmente independentes entre si. então dimX = 2k+m-2-(2k-2);

UI'U2'.. .,Um restritas a X são linearmente i.ndependentes

m e

Portanto, a condição CI estará satisfeita se a

triz bll do ti.po (2k+m-2) x(2k+m-2) , obtida calculando-se as
mas lineares U.i , L.i , R.i nos elementos de uma base de

S2k,m-l(0:0o«OI«...«Om:l) , .ti.ver determinante diferente de
ro

nia-

for

ze

Conde.ção C3 Sej am l .i as formas li.neares defi.nadas



por lj.f : 1. f(o)do, l.<iSm. Por um argumento similar ao da

condição CI' a condição C3 será satisfeita se a matei.z M3' do
tipo (2k+m-2)x(2k+in-2) , obtida calculando-se as formas l i.neares

li' Lj' Rj nos elementos de uma base de S2k-l,m-l(0:Qo«Ol":...<Om:l),
tiver determinante diferente de zero.

1 3

0 l

gg114.!.ção C2: Definamos Vm:Em -> S asse.m: v n éo

''spline'' natural de ordem 2k com nÕs simples x].,x2'''',Xm tal
que (Vmn) (Xj.) : rl(xi). Vm está bem defi.nada em vi.rtude do

Teorema: Dados ao'al'...,amG]Ra, existe um Úni.co

2k,tn-l tal que-s(xi):ai , i:1,2,. ..,n.

Prova: Vi.de Schumaker [1981]

Da definição de vm' resulta a condição C2' ou seja, Amam : ]d

S1.5 - EQUIVALÊNCIA ENTRE Ubí MÉTODO DE COLOCAÇÃO POR ''spLiNUS''
NATURAIS CÚBICOS E O bIÉTODO TIPO RK

Em presença do exposto no parágrafo anterior, mostra

remos a val.i.dade das condições CI e C3 para S : NS4,a.l e
oi:i/m, ]Si5m, isto é, para pontos de co].ocação equiespaçados
Recordemos que

X : {feS3,m-l(0:0o«ol«...«Om:l) :í(j)(0):f(j)(1):0

j :k-l ,k,. ..,2k- 3}
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Seja {Bi} uma b:isc dc S3,m-l(0:0o«01«
tuída pelos B-splincs(') dados por

'6m:l) const.i

Bi (8)
i - 2 i-l ilr,T,iJ

0So51 , 1Si:m+ 2

.-'. ..-*,' : {:..,,; : :::

Bm+2

m+l

Calculemos Co-nÍ i-z
9m ã através da tabe

la l, de diferenças divididas, que se segue, na qual fazemos

f(i) :( o -i/m)Í .

(') Para maioresp detalhes sobre B-splines vede Schlul.atei' [1981], capítulo 4
A notação frtl: . . . ,tr+l] significa diferenças divididas de ordetn r,da
função f relatiiva aoê contos tl,... .tn.l
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f(i-3)

mF( i-- 2) -f(i- 3)]

í(i-2) g- üf(i-i) -Zf(i-2)+í(i-3)ü

3

m[f(i-l) -f(i- 2)]

2

í(i-i) }-- Üí(i) -2í( i-i) +f(i-2)D

mrf( i.) -f(i-l)]

i-2
m

i l
m

t- [f(i)-sr(i-i) +3r( i- z)-r(i- 3)]

f(i)

Logo, Bi(o): -?- l(o-i./m):-3(a-(i-l)/m)+ú'''3(0-(i-2)/m):l

(0-,(i-3)/m)zl . Por consegui.nte,

2

0 «(i- 3) /m

}Eo -(i-3)/mÜ2, (i-3)/moS(i-2)/m

Bi(o) : 'lÇi [.202.20(2i-3)/n"(2i2-6i'3)/m2] , (i-2)/m:oS(i-l)/m
'1

}- (o-i/m)2 , (i-l)/m:o:i/m

0 , o>i/m
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0

} [o-(i-D/"]

.2m2o + (2i-3)m

m2 (o-i/m)

0
L

0 « ( i- 3) /m

( i- 3) /mSo: ( i- 2) /m

( i- 2) /m: 0 :(i - 1) m

( i-l) /mS 0 Si/m

0>i/m

BI.(Ü

B.i

1/2 .1/2

({-3)/m ({-2)/m ({-1)/m ii. /m

m
e'.l

({-3)/m ( {-á)/m ({-1 )/m
\

t/m
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A condição CI é sati.sfeita, pois

LIBI LIB2

UIBI UIB2

det M] : det U2BI U2B2

LIBm.} 2

UIBm+2

U2Bm+2

UmBI UmB2

RIBI RIB2

UmBm+2

RIBm+2

-m m

L I't 'L I'z

L I't '\ I'z
det

L I't 'l I't

-m m

'(1/2) m'l / 0

Provemos a condição C : Efetuando os cálculos obtive
mos
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m m
i- 2 1

m m
i-3 i- l

Bi ( 0) do Bj.(0)dO : 1/6m e

i-l

(o) dO = 4/6m

LIBI

lIBI

LIB2

lIB2

LIBm+ 2

lIBm+2

det M3 det

lmBI

RIBI

lmB2

RIBA

lmBm+2

RIBm+2
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m m

1/6m 4/6m 1/6m

1/6m 5/6m 5/6m 1/6m

1/6m S/6m 6/6m 5/6m 1/6m

det 1/6m 5/6m 6/6m 6/6m 5/6m 1/6m

1/6m 5/6m 6/6m 6/6ín 6/6m 5/6m 1/6m

o o o o 0 -m m

Substituamos a linha j pela linha j subtraída da li

nha j-l, para j sucesso.lamente igual a m+l,m,...,4,3. Em segui

da, substituamos a coluna 2 pela coluna 2 somada com a coluna

l e substituamos a coluna m+l pela coluna m+l somada com a co

tuna m+2 . Segue-se , pois , que

m

1/6m 5/6m 1/6m

1/6m 4/6in 1/6m

det bl: = det

1/6m 4/6m 1/6m

1/6m 5/6m 1/6m

m
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m+2

Como na matriz anteri.or jaiij' .iXI jaijl, IEiSm+2,

tem-se, pelo teorema dos cx+rculos de Gerschgori-n (lide, p.e

Vargar1962],capítulo 1.4),que os seus autovalores são di.feren-

tes de zero e então det M3?é0, provando, pois, a condição C3'

j/i

EQUIVALÊNCIA ENTRE UM MÉTODO DE COLOCACÃO POR ''SPLlFIES''
NATURAIS QUÂNTICOS E O MÉTODO TIPO RK

Provaremos, agora, as condições CI e C3 para S:NS:m.l
1 < i <m Npctp r-ncnA a4P VU UV VWaV S

X:{ fÉ;S5 , n-l (0 : o o < Ol": f(j) (O) :f(j) (].) : O

j =k-l ,k, . .., 2k}

Efetuando cálculos análogos aos do parágrafo ante

Flor, obti.vemos uma base {Bi} para S5,m-l(0:0o«01«...<0m::l)
onde
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OS (i-5) /m0

/mJ' : cll(o)

;t- [0-(i-4)/m]4+ql(o)

.!gF- [o-U-D/"Ü4'q:(©

igt-- [o -0 -a /"Ü 4'q.( ©

jâ-lo-(i-l)/mJ4 '" q4(o)

0

4

h- [o- ( i -D ( i- 5) /m« 05 (i-4) /m

( í -4) / m« 0: ( i- 3) /nl

( i- 3) /m« o5 C i. - 2) /in

( i- 2) /m< OS (i -!) /m

, (i-l) /m«9S i/m

, 0 > i./in

q2( o)

q3( o)

c14 ( o)

Bi ( o)

, 2 , . . . , m+4

Ba Bz Bs Bm+3 Bm+4

l/m 2/m 3/ml/m Cm-2).4n (m+2)/ml (m+4)/m
( m -l)/rn (m+l)/m (m+3)/m
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({-5)/m Ci-4)/m -3)/m ({-2)/m ({ -1)/m i/m

{/m

q

({ -5)/m .4)/m -3)/m (i --à)/rn

m
2

(i-l)/m
'..n

6

(i-5)/m (i-- 4)/m b(i-3)/m ({ -1)/m i/m

#

(i-4)/m(1-5)/m ( i. -2)/m
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Provámos a condição CI

L2B2

L3B2

UIB2

L2BI

L3BI

UIBI

L 2Bm+ 4

L3Bm+4

UIBm+4

det Níl det

UmBI

R2BI

R3BI

UmB2

R2B2

R3B2

UinBm+4

R2Bm+4

R3Bm+4

.3l'L -Jt'i -w2l'L d"l2.

3m' -3m' m'

1/24 11/24 11/24 1/24

1/24 11/24 11/24 1/24

det

1/24 11/24 11/24 1/24

mZI'L -m2l'L .wZI'L m2l'L

. 3 . 3 3
)m -)m m
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3

l ll ll

l ll l l

l -l -l l

-1 3 -3 1

Façamos, consecuti.lamente, as seguintes operações se
bre as linhas e colunas da Última matriz acima

(a) Substituímos a coluna j+l pela coluna j+l sub-

traída da coluna j, para j sucessivamente igual a 1,2,...,m+3

(b) Substituímos a linha 2 pela li.nha 2 subtraída da

Última li.nha multiplicada por (-1)m+4

(c) Substitui'mos a linha 2 pela soma da linha 2 com
a li.nha l

(d) Substituímos a linha m+2 pela linha m+2 subtrai
da da linha m+3 .

11 11

(e) Substituímos linha 2 pela linha 2 silbtral'da daa ) ) (



vül'AüuuwH I'v A \. x/

(f) Aplicamos o teorema de Laplace, consecutivamen-

te, às colunas 1 , m+4 ,m+3.

(g) Dividimos a linha l por 4 e multa-plicamos a li
nha 2 por 2/5.

DaÍ

1/2 -3,/2 2(-1)4 2(-1)

z.l.s \ 'tl\

l lO l

=!ge-- det l in
(24)m

m+3+

5 6 +1,. b2m tj" G..iy'2( 1) 2( 1) 3( 7z

l

10

ü+l

Como jajjl » ixl jaijl ' ISjSm'l, tem-se det i\Íl#0, pro-
i#j

vando, pois, a

Provámos a conde.ção C3' Efetuando os cálculos, obtj.

vemos : ( i-4) /m

Bi(o)do: i Bi(o)do: 1/120m

(Í-5) /m (i-l) /m
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(i - 3) /m (i-l) /m

Bi(o ) do B (o)do :l 26/120m

(i-2)/m(i-4) m

(i- 2) /m
B: (o) dol 66/120m , l <i <m+4

(i- 3) /m

Então

L2BI

L3BI

lIBI

det

lmBI

R3BI

R2BI

l.2B 2

L3B2

lIB2

L2Bm+4

L3Bm+4

l IBnn 4

detbí.

lmB2

R3B2

R2B2

lmBn+ 4

R3Bm+4

R2Bm+4
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0 CN
a

E E
0 (N

t'\ l l

E E E
0 CN

q. .g '"'ct'0 1

E E H0' E

l-q tq CN
'-. E '-.
-l E

E E E E E

E g E = E

E q

t--

E E = E
=

E = E a
=

=

\ in

'"'E nE1 1

E g E = E E E

'''p "b

E E E E
(\]

E E E

E E E E E

\ lq

'"'E F

E E

a)

1 1
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Façamos, consecutivamente, as segui.ntes operações sg
bre as li.nhas e colunas da Última matriz

(a) Substi.tul'mos a linha j pela linha j subtraídada

linha j-l, para j sucessivamente i.gual a m+2,m+1,...,4

(b) Di.vida.mos a linha l e a linha m+4 por mz/2; d.l

vidimos a linha 2 e a linha m+3 por mo; divida.mos a linha j

por 1/120m, j :3,4 , . . . ,m+2.

(c) Substituí'mos:.a linha 2 pela soma da li.nha 2

coJn a linha 1;. a linha 3 pela subtração da linha 3 pela linhal;

a coluna 3 pela soma da coluna 3 com a coluna 2 mul-tiplicada

por 2; a coluna 4 pela coluna 4 subtraída da coluna 2; a linha

m+3 pela linha m+3 subtraída da linha m+4; a li.nha m+2 pela li

nha m+2 subtraída da linha m+4; a coluna m+2 pela soma da cola

na m+2 com a coluna m+3 multipli.cada por 2; a coluna m+l pela
coluna m+l subtraída da coluna m+3.

(d) Aplicamos o teorema de Laplace ã linha 2 a à li.
nha :m+3.

Logo,
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l

1 26 66 26 1

1 26 66 26 1

10
detM.= 'm det

3 (120)m

1 26 66 26 1

1 26 65 28

1 -2 1 21

m

C'mo l,iil» .E.
j :l
Jfz

detM3#0; provando, por conseguinte, a conde.ção C3'

ISj :m+l , conclui.-se que

Observamos que a repetição dos algaritmos de coloca-

ção e do til)o RK, aplicados aos exemplos estudados neste cap.Í
tulo, dão métodos de passo progressivo equivalentes
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C A P í

$2.1 - INTRODUÇÃO

Neste capítulo apresentamos o teorema 2.2.1 para

uma particular sequência de equações Any;f

Como aplicação deste teorema reobtivemos os resulta

dos de De Book-Swartz [1973] no caso linear
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$2.2 -- DESCRIÇÃO DE UI'{ MODELO ABSTRATO. CONSl$.!ÊNÇIA: ESTABIL!
DADO . CONVERGÊNCIA .

Sejam E,Eu espaços normados e aplicações A,An'B de E
em Eu satisfazendo as seguintes conde.ções

Çgndição Çl: ''A é li.near contínua bijetora com A'l
contínua'';

Çondi.ção C2 ''A. e B são lineares contínuas com

A=A +B''0

Para cada n€1N*, seja QnO, subespaço não nulo de Eo

e façamos Qn:Aol(Qn). Exigimos que

Cona:lçjq Ç3: A(Qn)

consideremos o problema origi.nal (P' =

: (Qn'Qo,Tn) , onde Tn:Qn -----'--, Qo é definida por Tny:Any-f,

V yeQn' e An:AIQn

0Dada fÉ; n Qnn

Observação: Devido ãs condições CI e C3 temos que
An é invertÍvel. Então, o problema ori.ginal 6) tem solução

Única, isto ê, existe uma Única znGQn tal que Tnzn:0. Além diã

se, em virtude da definição de Tn' Zn : Anlf. Ponha-se z=A'lf;

como fe n Qo, resulta, pela condição C3' que Anlf = A'lf e, po!

v.e w.



Seja, agora, o método de discretização aplicável a6)
representado pelo di.agrama

32

n e En. são, respectivamente, subespaços de Qn e de Qn

An e um operador linear,

A: e um projetor linear contínuo sobre E:,

Vn e vo são os operadores inclu.são e

F = Ao T vn n n n

fazendo as segui condntes içoes:

Condição C4 Ao(En) c Eo''.

''(i) lim.llv:A:Bn - Bnll L(Qn'Qo

onde Bn

Cii) Existe CG IR tal que llAoll 5 c

para todo nC; ]N''

Conde.ção C5

Condição C6: ''ll nAn z - z lIQ. : 0(n'P)

onde z é a solução de P'

n   A

  Fn  
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PROPOSlcÃ0 2.2.1: Existe no tal que se n:no' então S) =(En'Eo,FI)
é estável e, neste caso, S) admite solução Única ((.). Além di!

se,'\rlQ.: (En'Eo,An'Ao,4)n) é consistente de ordem p na solução z

de e' e 'wl é convergente deordem p, isto é, llz-çnll . : 0(n'P)
n

PROVA

(a) Estabili.dade de gl> : (En'En'Fn)

Ponha-se Ao,n : Aoln ' Pela condição C2' An:Ao,n+Bn

De Fn : An TnVn ' segue-se, para todo nGEn' que
n

Ao(AnVnn - f)

Ao (Ao , nVn n

AoAo,nvnn + AnBnVnn Aofn'

Como VnrleEn e Ao,n(En) : Ao(En)c Eo (conde.ção C4), tem-se
Ao,nvnn € En; em consequência

':A.,.'.- A V rl
o ,n ll

poi.s A: é projetor sobre E:. Logo

Fnn Ao,nvnn + AoBnvnn 11

Estendalnos Fn:En Qo a
F.:Q. :- Q:
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definindo

Fny Ao,ny + AoBny VYGQn

Agora, decompomos Fn em Fn Fn+Gn' onde

Fny (Ao,n+Bn)y. : Any;

Gny (AnBn-Bn)y - Aof

Temos que (Qn'Q:,Fn) é estável com constante g= lIA'lll ,

Vn€1N, pois: A'l é contínua (conde.ção CI) e por conseguinte,

jjy:-r:lIQ. : ljyl-y:jl : lIA'iAvl-A':Axzll s

S llA-lll lIAyi-Ayzll o :

lIA'lll llA:.yl-\y:lIQ'

s llr..yi - F«y2jl Q'

para qual.squer yl, y2 € Qn

Exi.ste no tal que para todo nono' Gn:Qn -----'--- Qo
é lipschtziana com constante L taJ- que LS<1. Isto resulta de

lIGnyl-Gny2ll Qo : ll(AnBn-Bn) (yl-y2) ll Qo :

S llAoBn-Bnll ljyl-y2ll
Qn
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lím llAnBn - Bnll L(Qn'Qn) ' 0 (conde.ção C5(í))

Portanto, para n:no' concluímos, pela proposi.ção A.4

(vi.de anexo, pãg.l02), que (Qn'Qo,Fn) é.estável com constan
te S : (l-LS) /S, isto é,

ljyl-y2ll Qn S S llFnyt-Fny2ll Qo ' Vyl'Vy2GQn
n>n

- 0

Finalmente, mostraremos que para nono ' $) =(En'Eo,Fn) é

estável com constante S. Para isso, tomemos Tll ,T17 € E.. Fazen-

yl:vnnl e y2:vnn2' obtemos

llnl-nZlIEn : llvnnt - Vnn2lIQn S

S S llÊnvnnt - Fnvnn2ll Q:l'n

iIF.-l Fnrl2ll Eon

(b) Existência e unicidade de solução de (E.,E:,F.)

n:no então existe solução única (C.) de
(En'En'Fn). Isto segue da proposi.ção A.3(vede anexo, pag

102), pois S) é estável com constante S e Fn:AoTnvn é conta
nua
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(c) Consistência

lIF.A.' 0E
n

ll': . n n : llA: T. An:ll E':

llAo An An A:rll Eon

llAn An An A: An zll Eon

IAn An (Anz Oll.. :
n

S llA:ll jjAn(Anz - z) ll Qo 5'n

5 llA:llljAnllllAnz
Qn

Como ll' :ll < c para todo nC ]N (Condição CK(i.i.)) e

jIA.lli.(Q.,Q:)
<

lIAll l.(E,Eo)
tem-se

jIFnAn zlIEo S c lIAll llAnz - zlIQ. : 0(n'P)n '(n

ou seja, ')'n,é consi.atente de ordem p na solução z de (P

(d) Convergência

Temos que

1 1
çnll Qn 5 ll'

A z A z+
n

;.ll Q.
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+ S jjFnAnzZ ZA< n 0EQ n n

Em virtude da condição C6,

ljFnAnzll .o : 0(n'P) . Portam
n

'\q.õ convergente de ordem p.

A zZ
n

Q
= 0(n'P) . Além disso,

n

nll Q. : 0(n'P), isto é~n

$2.3 - API.ICAC BF$ÇIÇAIS ORDINÁ
CObl VALORES DE CONTORNO

Utilizaremos os resultados do parágrafo anterior pa-

ra estabelecer um método de colocação por''spli.nes''para a equg
ção di.ferencial linear

(2 . 3. 1) y(m)(t) + mE ak(t) y(k)(t) = :f(t),k:O "
a<t<b

ak' f G Cq( [a,b] , ]R) , q:l,

sujeita às conde.ções de contorno

( 2 . 3. 2)
k;: jk ymh) , Bjt ymÜ)] :o

ajk ' Bjk G IR l<j <m , 0<k<m-l

que vamos supor li.nearmente independentes em Cm([a,b] , ]R)
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Problema Original

110 que se segue, utJ-lzzaremos os seguintes espaços

L.([a,b] , ]R) = {g:g é uma função a valores real.s mensurável em

[a,b] e sut.essjg(t)]< n} e Wm([a,b],R): {yeCm-l([a,b],R)

y(m-l) é absolutamente contz'nua em [a,b] e y(m)G L.([a,bÜ,]R)}

Sejam

m-l

E: {yGW=1([a,b], R) : kXOr'jky(k)(a)..Bjky

e Eo = L.([a,b], ]R) munidos, respectivamente, da

jjyjl : 0Sy5mlly(j)ll. e ljgjl .; llgll
jjgjl . = sup ess Ig(t) la<t<b

Notemos que E e Eo com as normas acima defina.das são
Banach.

Defi.nimos
r'' ' ''J J

Escrevemos A = Ao + B onde Aoy : y(m) e By : nEI aky(k) . É evl.

.dente que A, Ao e B são lineares. A conta.nuidade de A, Ao e. B
segue , respectivamente , de

lIAyjl . 5 ljy(")ll.. "x. lja*jl. llya)ll. 5

m-l
S (i ' . E. ll atjl. ) llrll

(k) Q)] 0 ;1 2 m}J) 9

S

deespaços

lm
(m) (k)EoA E

E

normas

,.,.H .
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lIAoyjl Eo = ljy(m)ll. S jjyjl E
e

Ao

Vamos admitir que A e An são' i.nvertívei.s (isto é: que

o problema(2.3.1),(2.3.2) e o problema y(m):f sujem.to às con

di.ções (2.3.2) possuem solução Única em E para toda fÉ;E.). Do

Teorema da Aplicação Aberta de Banach decorre que A'l e A.l são
contínuas.

Logo, A, Ao e B satisfazem as conde.ções CI e C2

Seja a sequência de malhas (vn) tal que

-'n : {a <tn. ; b}

e suponhamos que existam cl,c2>0 tais que c2/nShi5cl/n, onde

hi : ti-ti-l' i.:1,2,...,n. Seja Q: subespaço de Eo=L.([a,bIJR)
defi.nado por

Qn : {gGL.([a,b], R):gl,t t . é contx'nua em
l L çj.-l ' Ui'i '

(tj.-l'ti), .lim g(t) e li.m g(t) existem e são
t->tj..l+ t-ti-

a.ni.tos , i. = 1 , 2 , . . . ,n}

com a norma induzida por Eo

Façamos Qn Aol(Qo), isto é,
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Qn : {yGCm-l( [a,b] , n) :y(m)l(ti.I'ti) e contínua em

Cti.I'ti) , tlzm.I'v(m) (tl) e tJxm.y(m)(t) existme

são finitos , ISiSn, m'lBajky(k) (a)+ B.ky(k) (b)]=0, 1SjSm}.

Provemos a condição C3 (A(Qn):Qo) , ou equivalentemente, prove.

mos que Aol(Qo) = A'l(Qo). Se yGAol(Qo) então yeE e y(m):g Pe.

ra alguma gCQ: , ou seja, yeE e y(m)+ mEI aky(k)= g+ mElaky(k).

Como g amEI aky(k)eQo, tem-se que yGA'l(0o)" De modo análogo ,
A. U

prova'se que se yeA'l(Qo) , então yGA;l(Qn)

Definimos Tn:Qn -------* Qo como segue: Tny:Any-f
onde A. = AI

lxn

Portanto, fica definido, nas conde.ções da proposição

2.1.1, o problema ori.ginal 6)= (Qn'Qo,Tn)

Processo Discreto

Designemos por En o conjunto dos ''splines'' formado
por polin6mios de grau menor ou igual a d em cada sub-i.nterva-

lo [tj..I'ti], ]Si5n, seca.onalmente contl'nuas em [a,b], com a
norma induzida por Qo. Segundo a notação de Schumaker [1981] ,

En : S(Pd+l'M,D) , onde D=(tl'.t2'''''tn.l). e M:(d+l,d+l,...,d+l)
Temos que di.m E' = d+l+(n-l) (d+l) : n(d+l) (vede SchumakerE1981]

teorema 4 . 4)

Defina.remos '::Q: : E: Para isso, tomemos
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uma di.visão de [0,1] dada por

0<0o<01' <0dSI ou 0S0o<01< <od<l

Fixado i, ieÍ1,2,...,n}, considere a seguinte subdivi.são de

[tj..l 'ti]

( 2 . 3 . 3) ti:l,j ti.l + oj (tj.-tj..l) onde 0SjSd

Obtemos assim o conjunto

l<i<n , 0<j «d}

com n(d+l) pontos. Definimos, então, Ao como segue: A:g é o

''spline''de S(Pd+l'M,D) que i.nterpola g nos pontos de Un' É clg

ro que A; esta bem defina.do, pois em cada subi.nterxalo [tj..I't]
a i.nterpolação é efetuada em d+l pontos por um polinõmio de

grau menor ou i.gual a d.

Provámos a condição C5' É evi.dente que A: é projetor
li.near sobre E;l. Mostremos que é contínuo e que existe caIR

ta[ que llA:ll 5c, VnG ]N.

Antes, porém, observemos que se ll , 0SjSd, são os pg

li.nõmios de Lagrange relativos aos pontos ti-1,0,ti-l,l
,ti-l,d e Lj são os polinõmios de Lagrange relata.vos aos poB
tos 8o'ol'...,od então, de.(3.2.3), concluímos que

d . . d

' '', : = ;:He= : Ê ;i\ : ','.,
r#j r#j
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onde o : (t-ti-l)/(ti-ti.l)

Temos que

A:gll ..
n llA:gjl. = mix timaxSti IAog(t)

d

ljzo lj(t)g(ti.l,j)
max max

ISiSn ti.IStSti

u . a

ti.IStSti ' j=o J(t)g(ti.].,j)l : o5o51.l jzoi'j(o)g(ti.l,j)l s

d

o5o5i j=o j(o)llg(ti.J.,j)l
d

o5osl j:o j(Ü l) llgll-

c ll gll . onde
d

o5o5: j:olLj(© l
segue-se

11 gjl . Logo, A: é contínuo e llA:ll 5 c, VnG ]N

Mos treinos , agora, que ll.m jlAoBn-B

l Â:g(t) -g(t) l

.ll Qn'Qli)
:0 Ini.-

paraci.almente, e s t i.me mo s max

ti-lStSti
gG ( [ti.l 'ti] , R)

max IA: g(t)-g(t)l
ti.ISt<ti

d

j=o J(t)z(ti.l.+oj(ti-ti.i))-g(t)
max

ti-lStSti



[timlxti] j EOLj (o) g(ti.i'oj(ti-ti-i)) -g(ti.l+0(ti-ti.l))l
d

Como EE L:(o) ; 1, 0SOSI, temos:
j :o J

max IAo g(t) - g(t)
ti.IStSti

d

o.5o.51 ] j xo Lj (o)[g(tj..t'''oj(ti-ti-t))-g(ti.i+'o(ti-ti.l))] ]

arena do Valor Médio segtle-se que

ti.ISt<ti n g(t) - g(t) l 5

d

05o51 j=0 j(o) lloj-ol(ti-ti-i) ti.ISt<ti

Como loj-olS l e hj.5cl/n, 0Sj5d e l5i5n, tem-se

C2.3.4) nax IAog(t)-g(t)l5 ccln'l max Ig'(t)l
ti-lStSti " ' ti-lStSti

e obtivemos assim uma estimativa para max IAog(t)-g(t)
t{.IStStj ''

quando geCI([tj..I'tj.] , R)

Seja yeQn' Façamos g = Bnyl.

(Bny.. .G CI([t...,t;],]R)). Daí, IL'i'l''iJ

4 3

d

Do Te

(t)

t l ,t
DaÍ,
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[timlxtjllAoBny(t) -Bny(t) l 5ccln'lti. mtSti l (Bnyy(t) l

.<t«t. k=0(ak(t)y(k)(t) + ak(t)y(k+l)(t) l 5
1-1- -'.1

C ljaÊll-.:' ll akll- ) ljyjl Qn

De llAnBny
Bnyjl Qn : lmaxn timaxStilAoBny(t) -Bny(t) l

vem

n-i .

llAnBny - BnyjIQo S ccl n'i kx0( jjakll.+ ljakll.) jjyjIQn

donde se conclui que

llAoBn-Bnll L(Qn'Qn)
( ll 'i:ll. ' ll ak ll . ) Logo,

li.mllA:Bn-Bnlll(Qn'Qo) ' 0 e a condição C5 esta satisfeita

Para defina.amos o subespaço En' ponha-se :A
'IQ.

Como Q.:A.'(Q:) e A'l0 é contz'nua resulta que Ao n é invertível
com inversa contínua De finamo s

En A;t. u:) {sGQn: s(m)GEo}. Note-se que a condição C4

(Ao(ER)cEo) fica sati.sfeita. Seja
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X=]seS(Pm+d+l'M,D) : mEl]ajkS(k)(a)+Bjks(k)(b)]= 0,

j =1 , 2 , . . . ,m}

onde M = (d+l ,d+l , , d+l) e D : (tl't2'

Pelas hipóteses admitidas ,

y(m) ; 0 e

k:0 jky(k)(a),.BjkyCk)(b)] : 0, 1.5j5m

implica em y=0. Então, necessariamente, as formas li.neares

V.i Cl5j.<m) definidas por

[ajky(k) (a) .. Bjky(k) (b)]

são li.nearmente independentes em Pm e, portanto linearmente in

dependentes em S(Pm+d+l'M,D) , visto que PmcS(Pm+d+l'l'Í'D). Lg
go,

dim X m+d+l+ (n-l) (d+l) -m = n(d+l)

Como Ao,n:En -----'"> E: é isomorfi.smo de espaços vetori.ais

tem-se dim En:dim En:n(d+l) . É claro que XcEn' Como diinX=dimEn

e XcEn então E. = X, i.sto é,

En:ases(Pm+d+l 'M,D) :mEI [ajks(k) (a)+Bjks(k)(b)]=0 ,

j =1 , 2 , . . . ,m}



Definiremos a apl i.cação l i.near An:Qn -----'" En por
A :A'l Ao An o,n n o,n

Verá.fiquemos a condição C6 ( llAnz-z
z é a solução do problema original Ó'. Temos

il".,-,il. : ii«;it. ': ".,.,-«;t.«.,.,ii .. s
n

5 lIAoLnll llAo Ao,nz-Ao,nzll Qo'n

S lIA;lll ll«:z(m)-z(m) ll Q'
Caso l

Então z(m)C CI([a,b], ]R). Substituindo g por z(m) em
(2 . 3 . 4) , obtemos

ti.l$StilAo'(m) (t)-z(m) (t) IS ccln'l max lz(m'l)(tli

. .+

oncluimos que

llAo z(m)(t) - z(m)(t) ll .o 5 cctn'ljl zCm' l) ll.
Q.

» l \ . . .. + n .

onde

donde C

Çao c6 va -Le com
) ]

:0(n'P) )
n

Portanto

p:l

Caso 2 2EqSd+l

Neste c
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iet1,2,...,n}, seja pot o polinõmi-o de grau menor ou igual a d,

aproxi.mande õti.mo de z(m) no intervalo [ti.I'ti] relativamente
a norma ll ll.

Temos que

l-l- - lt. l«t«t.IAo '(m)Ct) - z(m)(t)

d
max l E

ti-lststi j:o
z (m) (ti.l (t) l .s

-lSt ti'{ ljdo lj (t) '(m)(ti.l,j)-Pot(t)l 'lpot(t)-'(m)(t)ilS

< max

ti.tStSti
E ,(m) (ti.l,j) -Pot(t)

+

+ max l pot(t)-z(m) (t)
ti.IStSti

d
max l E l}(t)

ti-lStStj. j:o J
(ti.l j)-Pot(ti-l,j)] l '

l-l- - lt. .lat«t. lpot(t)-:(m) (t)
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d

os.stlj:. 'j(d i-l,j)-Pot(ti-l,j)]
+

+ max lpot(t)
tj.-.iStSti

:(m) (t) <

d

ososl j:olLj(0 (ti.l j) -Pot(ti-l ,j)
+

t. .<t<t. pot(t)-z(m)(t)IS1-1- -'1

d
5 ( max E IL:(0) 1) max

o5o51- j :o' J ' ' ti-lStSti

(m)Z Ct) -potCt) l +

+ max lpot(t)
tj.-lStSti

:(m) (t)

(c+l) ti.IStSt:i IPot(t) - zm) (t) l

Mas, em virtude do teorema de Jackson (vida Davas - Rabinowitz
[1967] , Pãg. 123) ,

max IAo z(m)(t) - z(m) (t) l 5
t. .<t<t. ''

l-l- - l

5 (C'l) max lpot(t) - z(m)(t) l 5
ti-lStSti
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5 k.n .ll.$ili-lJliip h? il,("ü li.

(C+l) K(q,d) hli llz(m'q) ll

onde K(q,d) = 6q(g-l)q'l(
(q-l): dq

Logo,

llA: z(") - z(m) ll Q.o'n

l<i<n t. «t«t.l n '(m)(t)-z(m)(t)l S
- - l-l- - l

S(cil)K(q,d)(c].n'l)q llZ(m'q) ll..

Portanto, llÓnz-zll Q'n
tis fe i.ta com

0(n'q) , isto é, a conde.ção Cfi está sa

gbEStYP.Ça9:. (çn) é solução do processo discreto

(En'En'Fn) se, e somente se,.para todo nGW, (neS(Pm+d+l'M,D )
é solução aproximada do problema (2.3.1) , (2.3.2) pelo método

de colocação relativamente aos pontos ti-;l,j' 0=.jSd, l:i5n. De
fato, poi.s

En:{ sGS(Pm+ d+ l ' M , D)

k=0 jks(k)(a)+Bjks(k)(b)]=0, j=1,2,...,m}



50

AO
n ': T.; : .:b(")''- *;l ,*;a))e

Resumo e Conclusão

Resuma.ndo o que foi feito, consideramos a equação d.l
ferencial li.near

( 2 . 3. 1) y(m)(t) + mE t ak(t)y(k)(t) = f(t), a:lt:bk:O "

ak,f É; Cq([a,b] , ]R) (q:l)

sujem.ta às condições de contorno

( 2 . 3 . 2) *:.[aj*ymU) . BjkrmÜ)] : o,

ajk'Bjk € ]R
, l«j«m 0 <k<m-l

que supomos linearmente independentes em Cm([a,b] , R)

Admi.temos que as aplicações A:E --------» Eo e A.:E ----+ Eo,

defi.ni.das respectivamente por Ay :. y(m) + mEI aky(k) e Aoy=y(m)
l\'v

são invectivei. s .

Tomamos uma sequência de malhas (vn) tal que

TTH : {a: tO<tl<...<tn : b}, n€1N, c2/n S ti-ti-l S cl/n e uma

divã.são de [0,1] dada por
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'od - l o" 0SO.«OI'

Fixando i, i. eÍ1,2,...,n}, subdivi.damos o i.ntervalo

[ti-]'ti] por ti.] j : tj.-]. + 0j(ti-ti-l), 0SjSú

Para l5q5d+l, todas as hipóteses da proposição 2.2.1

foram verá.fi.cadas com p:q. Concluz+mos, pois, que: para n sufi-

cientemente grande existe um úni.co c G S(Pm+d+l'M,D) que é sg
lução aproximada do problema (2.3.1), (2.3.2) pelo método de

colocação relativamente aos pontos (de colocação) ti.l..Í' onde
0SjSd e l5iSn, i.sto é, Cn é um ''spline'' de classe Cm-l que em

cada giib-=intefva]o [ti.I'tj.] é um po].inÕmio de. grau menor ou

igual a m+d tal que

C(m)(ti.l,j) ' ,kxl ak(ti-l,j)((k)(ti.l,j):f(tj..l,j)

l<i<n, 0<j <d

k:0]'jkc(k)(a) .. Bjt ç(k)(b)] : 0, 1SjSm

Além disso, max llz(j)
0<j <m

do problema (2 . 3 .1) , (2 . 3. 2)

0(n'P) onde z é a solução

gb.:sli!!zs.ãe.: Tomando-se 0=0o<ol<. . .<0d : l e

M : (d,d,.,.,d) em E::S(Pd+l')'l'D) obtemos idênti.cos resulta-
dos como no resumo que acabamos de fazer. Obtemos a mai.s que
t. são de classe Cm
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C A P r T U

S3.1 - INTRODUÇÃO

0 resultado central deste capa'tulo é o teorema 3.3.

Este teorema corresponde ao teorema 4.1 de De Book-SI.rartz [1973]
Contudo devemos ressaltar algumas diferenças entre os doi.s enun

dados:

a) C. de Book e B. Swartz admitem que os coefi.ci

ak ' da equação diferenci.al, têm classe de di.ferenciabi.
li.dade Cn+d+l com n5d+l. No teorema 3.3 , admitimos como

hi.pótese aVeCq , onde q:maxtd+l,m-l}
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b) No enunci.ado de C. de Book e B. Swartz é de res

ponsabilidade de quem quer aplicar o teorema a verificação, em

cada caso, da limitação

lIDa Gk(s,.) ll S const, k=0,1, ,m-l , j :0,1,...,n

sobre as derivadas da função de Green G. No enunci.ado do teore

ma 3.3 não aparece nenhuma referênci.a ãs funções de Green

c) Para simplificar algumas passagens impusemos a

restri.ção que a sequência de malhas CX.n) seja regular, isto
é, c?/n 5 h.i S cl/n

O resultado expresso pelo l.ema 3.2 foi uti.lizado

por C. de Book e B. Swartz na demonstração do teorema 4.1

acima referido, e também por nÓs na demonstração do teorema 3.3

Não tendo encontrado referência a ele, explicitamos seu enun-

ciado e fizemos sua demonstração.

Com a hi.pótese de regulará.dade da sequência de malhas

(lín) simplificados o enunciado do lema 3.1 (que corresponde ao
lema 4.1 em De Book-Swartz [1973])
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Consideremos a equação diferencial l i.near

y(m)(t) + kZ0 ak(t)y(k)(t) : f(t)

ak,f € Cq([a,b] , R) (q31)

( 3. 1) a<t<b

sujeita às condições de contorno

( 3. 2)
k:0 [«jky(k)(a) * pjky(k)(b)] : 0 .jk'Bjk GR

l<j<m

que vamos supor ]inearmente independentes em Cm([a,b] , ]R)

Enumeremos os principais elementos e hipóteses do pa

rãgrafo 2.3 que serão utili.zados neste capl'tolo:

1) z é a solução úni.ca do problema (3.1),(3.2)

2) Çn é a solução aproximada do problema (3.1), (3.2)
pelo método de colocação relativamente aos pontos

ti-l + oj (ti-ti-l) l<i<n , 0«j«d

onde 0<00<01<-..<0d<1.(Relembremos que Cn é um

''spli.ne'' de classe Cm-l que em cada sub-intervalo

[tj..l,ti] é um polinõmio de grau menor ou igual a
m+d)

Definimos A: E -------> Eu T)or3)

Ay : y(") .. ";: ,* y.Cn
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onde

E : {yeWmm([a,b] , R) : kElEajky(k)(a).Bjky(k)(b)] : 0

)

1,2,...,m} ,

Eo : L.([a,b] , ]R)

11 f llE' 11 f ll . sup ess l f(t)l e
a<t<b

11 yjlE : Omj"« jjy(j)ll.

(a aplicação A:E ------.- Eo foi admitida inverta'vel)

4) TrD :Ía;to<tl<...<tn :b}, nG]N*

hi : ti-ti-l ' i:1,2,... ,n e

c2/n S hi S cl/n

LEMA 3.1: Seja q?ld+l. Então, existe K>0 tal que

Id(j) . .(j) 11. : K

para todo neN* e j:0,1,...,m+q.

PROVA: Inicialmente, observemos que todas as constantes K.

que serão introduzidas dependem somente do problema (3.1) ,(3.2)

das constantes cl e c2 de regularidade da seqt)ência de malhas

(v.) e de d.

Divã.diremos a prova em três casos.

)

CplQ 1 : 0SjSm
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Como ak'f G Cd+l([a,b], ]R) , 0SkSm-l , tem-se
em virtude do resultado obtido no parágrafo 2.3, que

max llz(j) - ..Çj)ll ; 0(n'(d'l))
0SjSm '' 'n

isto é, existe M>0(*) tal que

,(j) . ç(j) 11. S M/nd'l
0Sj Sm

Pela definição de (TTH), exi.stem cl'c2 ' 0 tai.s que

c2/n 5 hi S cl/n. É, então, evidente que

l
d+ln

h. d+l c. d+l

5(e)'' ( )

Portanto,

llz(j) - ;(j)ll. : l{( ;! )

para j : 0,1,...,m

Caso 2 : m+l<j <m+d

Seja teEtj..I'ti] , i:1,2,...,n . SejaZT o poli
nõmio de Taylor (de grau m+d) de Z no ponto ti-l

Pela desi.gualdade triangular,

(3.1.1) lz(j)(t)-ç(j)(t)l S là(j)(t)-ç(j)(t)l.lz(j)(t)-z(j)(t)l

(') A constante M depende do problema (3.1) ,(3.2) , das constantes cl'c2 e



Estimemos lz(j)(t)-(nj)(t)l emiti.t'till
Temos, por sucessivas aplicações da desi.gualdade de Markovt J
que

lz(j)(t)-Ç(j)(t)IS(g.É41:1)2)j'm max l,(m)(t)-c(m)(t)l
h. .t . .<t<t

l l-l- - l

=m+l,m+2,...,m+d . Pela desi.gualdade triangullar,

IÍ(m)(t) -Ç (m) (t) ISIZ(m) (t)-((m) (t) l+ là(m) (t)-Z(n:) (t) l

argumento análogo ao do caso 1, obtemos

l4(m)(t)-C(m) (t) l S M( h. )d'l

Da fórmula de Taylor vem

lz(m)(t)-z(n)(t)IS amaxbl'(m+d'J-)(t) l- (d+l) Klhd+l

para J

Por um

t i-] : ': 'j.

KI : l amaxblz(m+d+l)(T)l

Então,

lz(m)(t)-C(m)(t) ISl2(m)(t)-ÇCm) (t) l+lz(m) (t)-C(m)(t) l:M( /)d'l+K.h?'l

onde

l

(') lz(m'l)(t)-ç(m'l)(t)IS 2 d-l) t:.mStSt:l ' )(t)-C(m)(t)l

para j=m+l. Veja, por exemplo, TimanE1963], pp. 218-236.
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onde

K2 : M/cl+l + KI

Portanto,

lz(j)(t)-c(j)(t)l:(- h:)j'm t]..l:t:til:(m)(t)-cál")(t) l :

: (2(d+l)2)j'm( 1 )j'm 2hd+l S K2(2(d+l)2)d hd+m-j+l .

51 K2(2.Ga'pl)2)d cd+n'j+l . K2(2(d+l)2)d maxlcd,cl} = K3

donde resulta a seguinte estimativa para lz(j)(t)-cnj)(t)l em

[tj..l 'ti]

(3.]..2) lz(j)(t) - ((j)(t)l 5 K3

Estimemos [Z(j)(t) - ;(j)(t)] em [ti,I'ti]. Em

virtude da fórmula de Taylor,

lã(j)(t)-zCj)(t)l : lz(m'd'l)(.tj) l

« max lzS"'d'O(OI -.l-t-- s
' aSt:b ' (m+d+l-j) :

' aS.tSb z'm'd'l)(.r)l (m+d+l) !

cT ' ' '
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Então,

( 3. 1 . 3) l z(j) (t) (t) l s K4 ' ti.IStSti

onde

K4 : amaxblz(m+d+l) (.) l

«;*{.?,.:}

De(3.1.1),(3.1.2) e (3.1.3) resulta que

lzCj) (t)-c(j)(t) ISlz(j)(t)-c(j) (t) l+lz(j) (t)-,(j)(t) ISKS+K4:Ks

para ti-lStSti Como K5 i.ndepende de i , tem-se

ll,(j)-((j)IL sssl'(j)(t)-c(j)(t)l 5 K5

para todo nC ]N* e j m+ ]. , m+ 2 , ,m+d

Caso 3: m+d+l S j S m+q

Como Cn restrito a [ti.l 'ti]
grau menor ou igual a m+d, resulta que

t G [ti.l,ti] . Então,

polinÕntio de

para todo

1,(j)(t)-ç(j)(t)l:lz(j)(t)is max
'' m+ d+ l Sj Sln+ q

11 z ( j ) l K6,

t. . < t<t
l-l - - l

visto que zG Cm+q([a,b] , IR)

Portanto,

ll , (j ) K6
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para todo n€1N* e j=m+d+l,m+d+2,...,m+q

O lema esta provado tomando-se K : maxtM(clA2)d+l, K5' K6}

LEMA 3.2: Seja g:r0,1] -..----- ]R definida por g(0)=rF0o'01'...,0d'0a'

ondereCq([0,1],]R) , q?1 , 0<0o«01«...<0d'] . Então ,

ge Cq-l([0,1] , R) e Dqg é seccionalmente conti'nua em [0,1]
Além disso,

( 3. 2. 1) Dlg(o) = 11 reco'ol'...,od'8'0''..,o]
t+l

0SOS1 , 0SZSq-l

Quando z=q, (3.2.1) é valida para todo oer0,1], exceto para

o : o.i , j=0,1,.. .,d.

PROVA: Pela definição de diferenças divididas (vida Schuma-

ker [1981] , cap. 2.7) segue-se que g restrita a cada sub-in-

tervalo ÜO,oo), (oo'.ol),..., (od,l] tem classe de di.ferencia
bili.dade q

Seja oe.[0,1] , o#0.i ' 0SjSd . Provemos (3.2.1)
por indução sobre t . Para Ê=0, (3.2.1) é evidentemente ver

dadeira. Suponhamos a validade de (3.2.1) para z:j , l:j:iq-l,
e provemos para t:j+l . Da hipótese de i.nduç.ão segue-se que

D(j) g( Q .. .) -D(j ) g( o )

j.]. (r [o. 0 0-r ,Od, ' , . . . ,O] )

j'lj'l
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DaÍ,

n(j?g(o.!ç) »Ç].l&(©
E

t l11',[..,.

=

0], 0+ c , 00 .l, 0 + c

j+ 2-s s-l

j+l-s s

D- ';: ',''.,
j+l-s s-l

tE0 , 0o '.. .,0d, 0'' ,. ' ' , 0'.' , 0 , ...,0])
j+ l -s s-l

Mas,

'd'rfl00 rr
0 0

0,0+c]0+c 0+e,00

j+l-s s-l

. ,[o,o.,
j+l-s s-l

j+l-s s-l

1 « s « j'''t Cuide teorema A. 5 , no anexo)

Então,
DJg(91ç) P? gC9)

C

0 . 0+ c:0+ c Cd

r [8.

; : ' , : , [','.,.
j+t

j ! E
s=l

j+ l-s s-l

od , o' ' , . . . , o'' : , o ,-.,o]
j+ 2-s s
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Em virtude do teorema A. 2 ,

oj'lg(o)
j 'i

j : E
s=l , o] .r [0n ' ...,0d '0 ' , o , o ,

j+ 2-s s

Logo,

Dj'lg(o)
j'l

j ! E
s=l , 0]

j''' 2

(j+l) !

provando, portanto, (3.2.1)

Para mostrar que ge Cq-l([0,.111, ]R) basta verificar
que

,od'or [0nlg(oj) : l! .3]
Ê'tl

Osj:d , O5lsq-l

Mas isto prova-se, novamente, por indução sobre z

No teorema segui.nte usaremos a notação
para denotar max h:

1< i. <n ''

h(Rn)

TEORES'IA 3.3: Sejam ti-l,j ' 0SjSd , os zeros do polinâmiode
Legendre de grau d+l no intervalo [ti.I'ti] , ISiSn , e sg

ponhamos q :l maxlm-l,d+l}. Então, exi.atem KI, K2 > 0 tais
que:
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( 3. 3. 1)
l«i«n I'(k)(ti). (ti)l : KI h(,rn) P

0<k<m-l p;min{2(d+l) ,q}

(3. 3. 2) ll , (k)

0<k<m

K2 h(vn)mintp,m-k+d+l}

, p:min{ 2 (d+l) ,q}

!BÇlyA: Seja Go(s,t) a função de Green relativa ao problema
Ay=0 , yeE. Pelo parágrafo 2.3, tem-se que (.GE. É, alémn

di.sso, evidente que yb(n é a solução do problema a valores
de contorno Ay:AÇn ' Portanto

l Go(s,t)AÇn(t) dt

)

b

a
(n(s) Vs G [a,b]

Por um argumento si.mi.lar,

b
f

a
Go ( s , t) Az ( t) dtz (s) Vs G [a,b]

Logo,

z(s) -(n(s) Go (s , t) [Az ( t) -ACn(t)] dt

Derivando em relação a s, tem-se

z (k) (s) -c(k) (s) Gk(s , t) [Az (t) -ACn(t)] dt



64

onde Gk(s,t)
ak
S

Go(s,t) , 0SkSm-l(') É claro que

z(k)(s)-ç(k)(s) = znl IÍ ' Gk(s,t) BAz(t)-Acn(t)] dt
i l

t

Fixemos k, 0<k<m-l , e estimemos

/' ' ].

Ei.(s): l Gk(s,t)[Az(t)-ACn(t)]dt
i-l

sG [a,b] , ISiSn
t

Seja ri a função definida por

( 3. 3. 3) ri(t) Az (t) -A(n(t) vte [t i.l ' t i]

l L-'i -l ' ' iJTemosque riGCq([ti-l'tj.],R) , pois (njrt tl e umpg
[inõmio e zGCm+q([a,b],]R). A]ém disso, como (n é so]ução
aproximada do problema (3.1) , (3.2) pelo método de colocação

relativamente aos pontos ti;.l,j' tem'se que rj(ti.l,j):0, 1:i:ln,
0:j5d . Consequentemente, pela fórmula de Newton para diferem
ças di.vididas,

( 3. 3.4) ri(t) rj.[ti.l,o'ti-l,I'
d

j :o (t'ti-t,j) ,

VtG [ti.l,ti]

(') No caso k:m-l, com) :=ii=Í Go(s,t) não é definida para s:t, decora
pomos o intervalo de iõiegração em dois para o calculo da derivada.

m-l
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De (3. 3. 3) e (3.3.4) vem

Ei(s) Gk(s,t)rirti.l,o'ti-l,I'
d

,ti.l d't] jno(t-ti-l,j)at

d

vs(t) jn0 (t'ti-l j) dt

onde

vs ( t) Gk(s,t) ri [ti-],o'tj.-].,I' i-l,d't]

para quase todo(*) tG [ti.I't:i]

Investiguemos a classe de diferenci.abil i.dade de v.

Como rj.G Cq([t]..I'tj.] , ]R) temos, de acordo com o le
ma 3.2, que

1) a função g definida por

g(t) : r]tj..1,0'ti:.l,I''..,ti-l,d't] , vtcEti.l.,tJ,

é tal que

g G Cq-l([ti.I'tj.] , R) e tem.derivada de ordem

q seccionalmente contx'nua em [ti.I'ti] para
1,2,...,n

( ') Quando k=m-l

Quando k<m-l
Gk(s,t) não é defina.da para s:t
isto não ocorre.
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Pe].a proposição A. 7 (vede anexo, pág. 103) te
mos que

2) (i) Se sÉ(tj..I'tj.) então Gk(s,.)GCq([ti.I't=i],R)
para i.=1 , 2, ...,n.

(ii) Se se(ti-l'ti) então c.k(s,.)eCm'k-2([ti.t't:],R)
e tem derivada de ordem m-k-l seccionalmente

contz'nua em [tj..l.,ti] para i:1,2,...,n

Está.memos agora Ej.(s), setja,b]. Façamos

q

m-k-l
se sÉ(tj..l 'ti)

se sG(ti.I'ti)

É, então, evi.dente que vs.G cq-l([tz.I'tj.], ]R) e tem

de Ordem q , seccionalmente contínua em [ti-l'tj]
podemos usar o desenvolvi.mento de Taylor

derivada

Então,

vs(t) : jzl v(j)(ti:].) - t'ti-l) l IÍti(t.y)+u'l v(u)(y)dy
ll

para liSq e tC]ti-l'ti] , de acordo com a proposição
cujas hi.póteses encontram-se satisfeitas

A.8

Portanto,

Cs) (t) nVl S j:ot i l

(3.3.3)
(t-ti-i,j)dt v(j)(t:.l) !j::!j:=:J;'j)J .

t

'i-l

....l.
(p-l): (t-y)+u'l v(u)(y)dy]

d

j=o (t'ti-i j) dt
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Observação: como .n. (t-ti.l..i) é polinõmi.o de Lej :o ' z' l ,J
gendre de grau d+l em [tj...I'tj.] , é, portanto, ortogonal
aos polinõmios de grau menor do que d+l relativamente ao prg

duto.escalar definido por

d

l
f(t) g(t)dt

t
(í Ig) f,gGC( [ti.l 'ti] , R)

Então, i.apondo-se u : d+l teremos em (3.3.3)

(t-y)+u'lv(u) (y)dy] . jdo (t-ti-i,j) dt

Demonstraremos em detalhe na pãg. 71 que existe Kl>0

tal que ]]vsP)]]. S K3 para todo sG]a,b] . Para isto, impore-
mos

e utilizaremos o lema 3 .1

Então, de llvsP)ll.S K3 segue'se que
K.

IEi(s) l :
(U-l) :

"3

S i;;?iT h(nn)P'd'l hi

Logo,

( 3 . 3 .4) IEi(s) l S K4 h(nn) u+d+l hi
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onde

K4 = K3/(p-l)

A modo de resumo, observemos que para estimar IEi(s)
fizemos as seguintes restrições para u

q

m-k-l ,

se sÉ(ti.I'ti)

se sG (tj..l 't i)

H < d+l e

u S q-d-l

Se sç!(ti.l 'ti) o máximo valor para u é

mintq,d+l,q-d-l} mina d+l , q-d-l } ;

e de (3. 3.4) vem

IEi(s) l S K4 h(Rn) u+d+l hi

K4 h(an)min{2(d+l) ,q)}hz

Portanto,

( 3 . 3. 5) IEi(s) 1 : K4 h(nn)P hi se(ti.l 'ti)

p:mina 2 (d+l) ,q}

Se sG(ti.l 'ti) o máximo valor para li é
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mina m-k-l , d+l , q-d-l }

mi.nlm-k-l, min{2(d+l) ,ql-d-l}

minam-k-l , p-d-l }

Em vi.rtude de (3. 3. 4) temos que

(3. 3.6) IEi(s) l S K4 h(an) u+d+l hi = K4h(nn)minam-k-l+(d+l) ,pJhi

se(ti.l 'ti)

Estamos agora em condições de verificar as duas desi

gualdades que comparecem no enunciado do teorema

Provemos a primeira. Sejam salto'tl' ...,tn} e k:0,1,...,m-l
Temos que

1,(k)(s)-ç(k)(s)l 5 .E.IEi(s)l
1 =1

De (3.3.5) resulta que

lz(k)(s)-çnk)(s)l5 znl K4 hCnn)P hi

Portanto,

lz(k)(s)-tnk)(s)l 51 KI hCnn)P

onde

KI : K4 (b-a)

Provemos a segunda

j=1,2,...,n . É Óbvio que

Seja sG(tj -l 'tj) para

1,(k)(s)-((k)(s)l5 :ijl :(s)l ' IEj(s)
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Então, de (3.3.5) e (3.3.6) vem

lz(k)(s)-(nk)(s) l S :z. K4 h(nn)Phi + K4 h(nn)mznÍm'k-l+(d+l)i/j

S K4 (b-a)h(an)P + K4h(nn)mznÍm'k+(d+l) ,p+l}

Se p+l S m-k+d+l, então

lz(k)(s)-(nk)(s)l S 2(b-a) K4 h(Hn)mi.nÍp,m'k'd+l}

Se p+l > m-k+d+l , então

l z(k) (s)-(nk) (É) l S K4 max{ 2, (b-a)P'd+l} h(nn)mnÍp'm-k+d+l}

K5 h(lln)mzntp'm'k+d+l}

Então, para sG(tj-l'tj) e k:0,1,...,m-l , t

lz(k)(s)-çnk) (s) l S K6 h(Hn)]ninfp,m-k+d+l}

KÂ : max{2(b-a) K. , K.}

onde
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11 z(k) max max . lz(k) (s)-(nk) (s) l S
ISjSn Itj-151:tj

S K6 h(nn)!ninÍp,m-k+d+l}

k=0 ,1 , . . . ,m-l

provando (3.3.2) exceto para k:m

Quando k=m temos, pelo resultado obtido no parãgrg

fo 2.3, que

11 zL"'J -çui'J ll. :i b{ h(n.)
d+l

Portanto,

z(k)-Cnk) 11. 5 K2 h(nn)minÍp,m-k+d+l}

k=0,1 ,.. .,m,

onde

K2 : maxlK6 'M}

provando, pois, (3.3.2)

DETALHE DA DEMONSTRAÇÃO

Deveremos mostrar que existe Kl>0 tal que

[[vs'u)]]. S K3 para todo sG [a,b]

RecordeJnos que
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vS(t) : Gk(s,t)rirti-1,0'ti-],].'...,ti-l,d,t] = Gk(s,t) g(t)

vtÉ; [t i.l ' t i] l

<m-l e l<i<n

Pela regra de Lei.bniz

(3.3.7) vlu)(t)= ju0 (u)(Du'jGk(s,.)Ct)(Djg)(t)

para quase todo terti.I'ti]

Utilizando-se a hip

l<konde

otese q:lm-l e a desigualda

se sg (ti.l 'ti)

se se(ti.I'ti)

resulta, pelo teorema A.6 (vida anexo, pãg. 103), q

(3.3.8) llDp'JGk(s,.)ll. S K7, j=0,1,...,u

VseEa,b]

m-k-l

Pelo lema 3.3 ,

(Nd (t) : j! nEt 0'll l

j'l

j = o , 1 , . . . , u

Utilizando-se a restrição q:d+l+u , é claro que

ri G Cq([t.i.l,t.i] , R) c Cd+l+u([tj.l ,tj] , ]R) c
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L'j.-l } 'jJ ) nxJ 3

j = 0 , 1 , . . . , p

ordo com o teorema A.5 , existe OjtGrti-l'ti] ta

CDjg)(t) : -----j-L-- (Dd''l'j r.)(o.-) ,
' (d+l+j)! ' z' ''Jt' '

j :o ,l ,

ó'''i'j(C

ac

, u

Logo, de

que

que

A( z - Cn)

[Dm(z-(n) + mZ0 ak Dk(Z-Cn)]

('-c.) -. "zl Dd'l'jEa].:Dk(z-qp]

Pela regra de.Leibni.z

iywd+l+j (z-%) ' mXI w10j (d'w j) (Dd'l'j-wak) .(1)k'w(z-Cn))

j :o,l,

Cq([a,b], ]R) e q:ld+l+u , segue-se que

IDd+l+jr:(t)l S K. max IDI(z-ç.)

Temos

,u

€

(t)
0 < 1 < m+ d+ 1 + u

i'jDd+l+jr. : Dl

: Dd+l+j

Dd+l+jr
l

Como ak
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m-l d+ l+u
K8 : 1 + E E (d+l+u) ! ll' k=0 w=0 '

o o lema 3.1 , .deduzimos que

IDd+l+jrz(t)l S K8 K

tao, que

l rnJ .) ft)

J : u , 1 , . . . , p

CDd+l+jrj ) (0 .it)

j :o ,

Como K8 e K independemde i, segue-se que

(3.3.9) llDjgll. s -----iJ---K.K , j=0,1,...,u

De (3.3.7) , (3.3.8) e (3.3.9) resulta que

(t)l: ljpo(p)(Du'jCt(s,.))(t)(Djg)(t)l

P

para quase todo tGEtj..I'ti] e i:1,2,...,n

Portanto

l , u

l

K K<

8(d'l'j)

<

(u)V <

S
K.J
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onde

K3 K7 K8
U
E

J 0 (d'l+j)
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c A p r T u L 0 4

$4.1 - INTRODUÇÃO

Neste capítulo apresentamos o teorema 4.1 que é uma

generalização da desigualdade do hipercx'óculo. A demonstração

apresentada é uma adaptação da demonstração encontrada em Go-

lomb-\\reinberger [1959]. Aplicando este teorema para o estudo
da solução de um sistema de equações diferenciais ordinárias

com valores iniciais utilizando condições de colocação, reen-

contramos o método proposto e estudado em Schumaker [1982]

Sentimos a necessidade, durante a vedação, das prop9
lições A.9 e A.lO que enunci.amos e provámos no anexo.
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$ 4 . 2 DESIGUALDADE DO lllPERCíRCULO GENERALIZADA

Neste capítulo, denotaremos por H um espaço de flil
bert de dimensão não fmi.ta

!Eg!:Elil4..4=.!.J: Sejam

L,LI,... ,LN:FI IRu aplicações lineares con

tz'nuas,

a : (al'
d

aN)e ]R X x ]Rd, a#0,

Va : {feH:Lif : ai i;1 ,2 , . . . ,N} ,

v : v -' 'o '

l\r = {fGy: Lf = 0}

(i) Seja fava e fo a projeção ortogonal de f sobre VJ.. Então
f eV eo a

llLí-LÍ.ll : llLll v ( llíll 2. llr.llz )1/2

(ii) Seja.IVi o subespaço de V ortogonal a IV. Seja di.m IV'=m e

gl'92'...,gm uma base ortonormal de IVi. Então,

llxllPsi ll KXllnd

onde K é a matei.z dxm definida por Kij : (Lgj)z

lltll v
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PROVA

(i) A projeção ortogonal. de f sobre VI é o úni.co elemento

tal que f-fo J. VJ.. Então, f-foeV e, consequentemen-
te 9

Li(f-fo):0 para l<i.<N

ou seja,
L.f : L..fl l o a{ oara l<i.<N

e, portanto, foÉ;Va

É evi.dente que L restrita a V é contx'nua. Designemos

por jILll V a norma de L restrita a V. Então,
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llLf-Lfoll : lll(í-f.) ll : llLll v llf-foll

Nuas, em vi.rtude do teorema de Pitágoras,

11 í- í.ll : 11 íll llí. ll 2

de modo que

llLí-Lr.ll : llLllv( ll íll 2- ll í.ll 2)1/2

(ii) m é o número de formas lineares, dentre as componentes de

L restrita a V, que são linearmente i.ndependentes (vede
proposição A.9 no anexo) . Daz': 0<m<d

Se m=0,- então L=0 e, por consegui.nte, lILllV :0

Seja ISmSd. Dada gÉ;V, existem À= (XI,X?,
geW tais que

, xm)C Rm e

Àlgl+ . . .+Àngm+g

Então,

': : :::*:'': . : :!:*í. ên:

Logo,

llLllv ii F : ii':ii..

ii ÜI : li
gGWt

LgillIRd
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:ll*lrÍ: ll «*ll..

OBSERVAÇÕES 4

( i) s. ll ll.. ll ll2 ' então lILll 11 Kll 2

(i.i) Seja L{ a j-ésima componente de Lj , onde l:iSN e ISj5d

Se Lg., l:iSN, l5jSd, forem li.nearmente independentes, en

tão Va#g e di.m Vi=Nd. (lide, respectivamente, proposiçõ(s
A.lO e A.9 , no anexo)

$4 Ubl SISTE)'U DE EQUACÕES DIFEREN
CIAIS ORDINÁRIAS

Neste parágrafo, usaremos as seguintes notações

SC([a,b] , ]Rd) =lfGJ([a,b] , Rd) : f é seccionalmente contínuas

SCo( [a,b] , ]Rd) ,b] , Rcl)

S(:m( [a,b] , Rd) =lfGCm'l([a,b] , ]R) : f(m) é seccionalmente contínua.} ,

)

m>l

P
m

pd
m

{P(x) : P (x)
m-l
E a.xi

i =o ]' , xC; ]R}

e {P:(PI,P2, , Pd) : PiGPm' i:1 ,2, ,d}

As duas últimas notações estão como em Schumaker [1981]
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OBSERVAÇÃO 4.3.] : Se feSC'n([a,b] , ]Rd) , então f(j)eS(:m-j([a,bg,]Rd)
para 0<j«m.

Seja E = SCm([0,1], ]Ra) , onde m:12, e 0<tl<t2«.
Sejam as aplicações lineares

.d

Lof : f(0) ,

Lif : f' (ti) - A(ti)f(ti)

e ISi5N,e A é uma matriz dxd cujos elementos são funções con
tÍnuas em [0 ,1]

Seja, também, a forma bil i.near si.métrica post.ti.va em
ExE, definida por

0

onde ( 1 ) .é o produto escalar habi.tua] do ]Rd

!BQlg:!SÃ0 4.3.2: Exi.ste c=c(A) tal que se max it
então (fl f)E:0 implica f:0

N

(flg)E: .zo(LirlLig)'

l

(m) (t) l g(m) (t) )

N)

definidas por

9

ond

dt

l « .
t l1 1l<i<N

PROVA Proveio s inici.almente que9

«tN:l

LL 1 '0
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(4 . 3 . 1) (fl í)E:o «---;
d e Lif:O)

onde 0<i.<N

É evi.dente que se, ÍCPli e Lif:0 para 05iSN,

(flf)E:0. Por outro ]ado, se fGE é ta]. que

então

N
2fE

+l
0l

l
11 f(m)(t) ll2dt 0

0

l Dmf) (t)jl2dt : 0,
0

então
L.f = 0 el

onde 0Si.5N. Temos que f(m) é seccionalmente contínua em [0,1]

isto é, existem 0=xo<xl<''.<xk:l, tai.s que

nmfl(xj..l,xi) € C((xi-l'xi), IRdl e

os limites laterais (Dmf)(xj-) e (Dmf)(x:+) exi.g
tem e são fi.netos (ISi.Sk)

Temos , também,

Logo,

(t) ll 2 dt

para l5iSk. Então, f(m) (x) 0 para todo xe(xi.I'xi), l:iSk
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Consequentemente,

fl(xi.I'xi) pi

m-l
x'" ' , a;ç; ]R', 0SjSm-l

[] , ]Rd) , tem-se

f(1)(xj.-) : f(1)(xj.+) (05z5m-l)

Pi(x)

r"'.-. ... .rcrm-l r [n
9

ai'l : a3 (05j:m-l, l5i5k-l)

Portanto, fCP:i , provando, pois, (4.3.1)

Provemos, agora, a proposição. Admit
ue para c:]/v, onde vG ]N, existem

anito s , Dor

q

contra

tais"J-\av

que

~'N '

t?..l« l/«

V

l t !max ll<i<N
- - v

e pv G SCm([0,1] , Rd) satisfazendo

(pvlpv)E : 0 e pv / 0.

De (4.3.1) resulta que pv G pli

Podemos supor a sequência (pv) normalizada por
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llP'll : llP'll.d : oSt;l i:jj5a pj(Ol: l

A esfera unitária segundo a norma ll ll.d é compacta, poi.s P:nu ' ' ' m

õ de dimensão finita. Assim, existe uma subseqUência de (pv)
que, também, denotaremos por (pv) tal que

m

llp' - pll 0 , com llpll

llÕ' - É,ll - :- o

pois a aplicação linear

ser Pl; de dimensão finita

o€P P Gm P:l.l é conti'nua por

Provámos que

Í)(t) : A(t)p(t) para todo tÉ;]0,].]

e p(0)

Como (pvlpvJE tem-se

L:P' : O

onde 0<i<N
' - v ou seja,

ÕV(ti) : A(ti)pv(ti) para

Pv(0)

1 < j. <N
- - v



i] , existe (t.l ) tal q

t v .............> t e
Jv =A(t; )P(t; )

P(t)

e da desigualdade

llP(t)-Pv(tjv) llnd S llP(t) - P(tjv) llnd +

Ip (t; ) -p(t; )ll d

de p ser contz'nua em t e de llp - pll

Por um argumento simi.lar

Temos que

Isto decora

p(t) = lim
'V -+oo

e p(0) = lim pv(0)
'\)'»QO

donde decorre que p:0, e temos a
11 pll : l

COROLÁRIO 4 l t3 3 Se tmax
l l

lim A(t.Í )pv(tY ) :A(t)p(t)
'\)'>0Q V V
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te pequeno, então ( 1 )E õ um produto escalar e E é um espaço
pré-hi.lberti.ano.

g!$EBlCAÇ49...!.=.3.:.!: No que se segue, admitiremos que os pontos

,tN satisfazem, também, a conde.ção acima

COMPLETADO DE E

Seja H = Ê o completado de E, relativamente ao produ

to escalar ( 1 )E' O produto escalar em H seta i.ndi.cado dora-
vante por ( 1 )H

PROPOSIÇÃO 4.3.5:

(i.) As aplicações lineares Li:E ------------*IRd i:0,1,...,N, são
contínuas.

(ii) As componentes Ll{ , i=1,=,...,N, j=1,2,...,d, são l.}
nearmente i.ndenendentes

PROVA

(i) A continuidade de Li' 0Si:N, segue de

llLj.íllZd S iN0 11Lj.íllnd + tlÍI f(m)(t) ll2ddt

CÍI í) E : ll f ilg

(ii) Sejamaj.jG11' 05i.5N e l:jSd, tais que E jdlaijLi:0'
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Devido ã fórmula de interpolação de flermite, existem

polinâmi.os pkl G P2N+l ,. 05k5N, l5Z5d, tais que

pkl(0) ; 6ko eZ

Pkl(ti) : O ', j.=0,]., . . . ,N

Pi=1(tj.) ; ókj. eZ

onde {el' ,ed} é a base canónica de ]Rd

Então,

Lo Pkl : Pkt(0) 6ko el

e Lipkt : Pkl(ti) - A(tj.)Pkl(tj.) : pkl(ti) ; 6kj. el ' de modo
que

d

i:o j:l :ji'i Pkt
6 6ij ki j zj õkt

provando, pois, que Lg. (0:iSN e ISjSd) são linearmente ande
pendentes.

glêEB]C8Ç4Q..!.:.ã..=.g: As aplicações lineares contz'nuas L; :E ---» IRd
se estendem por continuidade a H.

Usando a notação do teorema 4.2.1, sejam

Va : {feH: Lif 0<i<N} e V = V
' ' o



OBSERVACÃ0 4.3.7: Em vi.rtude da proposição 4.3.5 (ii) e da ob

2 (ii.) tem-se que

Va # IJ e di.m Vi = (N+l)d

DETERMINAÇÃO DE VJ.

Vamos investigar como caracterizar os elementos s de
Vi

Para isso começaremos com os elementos de VI que es
tão em E.

Tomemos sÉ;VIRE . Ente o, (sjg)F : 0 para toda
e,

(t) l g(m) (t)) : o , vgGvn E,

88

4 2servaçao(

gev n E
isto

(4 . 3 . 2)

)

t
l

(m) (t) l g(m)E
i:l t i-l

Para mostrarmos que sl. . € P!., fixemos i,
[ [tj..].,t i]

ISiSN, e escolhamos uma apli.cação gGVnE tal que suporte (g)

: [ti.I'ti] , gGC"((ti.I'ti),.Rd) e g(j)(ti.l.):g(j)(ti): 0
para 0SjSm-l. De (4.3.2) obtemos
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(t) l g(m) (t) ) dt

Logo, em vi.rtude corolãri.o A.12,

s(m) G pd
m

[ti.I'ti]

Portanto,

sl tz.I'ti] G P2n

Integrando o pri.melro membro de (4.3.2) repeti.das ve
zes por partes, resulta que

i:l lj=0( 1)j[(s(2m-l-j)(ti-) Ig(j)(ti))

(2m-l-j)(ti. l+) Ig(j)(ti.i))] +

(t) l g( t) ) dtlt

t
(-1)m l J (s(2m)

t l

;l [t:.:,.:: ' ,g. ':''"T: '.«

i:l j=0)j[(s(2m-l-j)(ti-) Ig(j)(ti))

(s(2m-l-j)(ti.l+) Ig(j)(tj..l)l:o, vgcvnE
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donde resulta que

(4 . 3. 3)
m-l

[

j :o
(2m-l-j) (0) Ig(j) (0)) ..

+ i l (-1)j (sa].to (s(2n:-l-j))(ti)Ig(j)(ti))

EI(-1)j(s(2m-l-j)(1)Ig(j)(1)):0, VgG\rÍI E
j

onde

salto(s(2m-l-j)) (ti):s(2m-l-j) (ti')-s(2m-l-j) (tj-)
,N-lidt ,'2,

Utilizando (4.3.3) , mostraremos que s(2m-l-k)(0) ; 0
para l:k5m-l. Para isso, fixemos l, l<1<d, e escolhamos

gkt € V íl E tal que

gÍti) m) : e.

;Í:i' m) j/k , l:lj:m-l

suporte (gkl) to , .]

Fazendo g sucessivamente igual a 1,2,

s(2m-l-k) (0) : 0 , 14k-m-l
,d, concluímos, pois,

Por um argumento si.mi.lar, podemos conclui.r que

salto(s(2m-l-k))(t:):0 , 2<k<m-] , ].<i<N-l
.L H n = =



s-'''' " "' (1) ; 0 ,

Então, (4.3.3) se reduz a

(2m-l) (0) Ig(0)) +

N-l l

i=]. j=0('1)j(salto(s2m-l-j)(ti) Ig(j)(t:))

(-1)j(s(2m-l-j)(1) Ig(j)(1))

3< k<m-l

gev n E.

L emb ran

os com

N

i=1(salto(s''"'''J- A'st'"'''J)(tj.)Ig(ti)) '

+(salto(sC2m-l). A'sC2m-2)) (1) Ig(1))

a toda geV n E.

Então, p

salto(s(2m-l). ATs(2m-2))(t:):0 , 1«j.«N-l

salto(s(2m-.l) ATs(2m-2))(1) : 0

Mostremos, finalmente, que =!$gfT.?(to,]] , ]Rd)

todapara

do g(o) 0 (t ) .A (t ) g(t )que e todag paral l l
g€v ficam

l

odemos conclui.r que
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De fato: seEcCm'l([0,1] , IRd) ,

salto ( s ( 2m-k-l) ) ( t :i) =0 2<k<m- l 1 < j. <N - l

e s restrito a [tj..I'ti] é um polin6mio

Resumindo, tomamos sGVLOE e mostramos que s pertence

ao espaço dos splines polinomiais de grau menor ou igual a

2m-l, de classe C2m-3([0,1] , 11Rd) , com nÓs 0<tl<t2<...<tN.l«l
tais que

s(m) (0) : s(m'l) (0): s ( 2m- 2) (0)

s (m) (1) s (m''l) (].) s (2m-3) (1)

salto(s(2m-l).ATs(2m-2)) (ti)=0, 1:iSN-l

s (2m-l) (1) -A' (1) s( 2m-2) (1) 0

Designemos tal espaço pois
V'0Ec $

Então, acabamos de mostrar que

Por outro lado, se sC(f, integrando repetidas vezes
por partes, obtém-se

(s Ig)E (t) l g(m) (t) ) dt

para toda geV rIE, isto é, sevl nE
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Logo, (P CVI ÍI E.

Então, .f c'VI . Além disso,

dim .$~ .> dim S(Pdm'M,D)-(2m-3+N)d

( 2m+ 2 (N-l) ) d- ( 2m- 3+N) d

(N+l)d

dim Vi

Portanto, S = VI

Podemos resumir os resultados anteri.ores como se se
gue

!Bgl991ÇAg..!:l:X: v' onde

seS(Pdm'M,D)

sCm) (0) : s(m'l) (0)

( m) (1 )

s(2m-2) (0)

s (m'l)(1) = ... = s(2m-3) (1)

salto (s(2m-l). AT s(2m-2))(t:):0, 1Si5N-l

s(2m-l) (1) - A'(1)s(2m-2) (1)

(tl ,t2, , tN- l) e M = (2,2, , 2) ( ')

(*) De acordo com Schumaker [1981] , a notação S(P!,.,b{,D) , onde
D=(tl,t2'...,tN-l) e M:(2,2,...,2),signifi.ca o espaço dos
splines,poli.nome.ais de grau menor ou igual a 2m-l, de clas-

2m-3(ÜO,l] , Rd) , com nõs 0<tl«t2«.'.<tN-l«l ' '
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$ 4 . 4 O bIÉTODO DE COLOCAÇÃO DE SCHUbUKER

No parágrafo 4.2 foi demonstrado o teorema 4.2.1 do

hipercl'óculo generali.zado. O que foi. feito no parágrafo 4.3 te

ve como objetivo determinar os elementos necessários para a

aplicação do teorema 4.2.1 na obtenção de informações sobre a
solução do problema

Íy'(t) : A(t)y(t)+l'(t) , 0«t«l
(4 . 4 . 1) 4

Irw) : o

onde A é uma matriz dxd cujos elementos são funções conta'nuas
e rGC( [0,1] , ]Rd)

Nesse parágrafo, escolhemos um espaço de lli.lbert H

convem.ente e de modo que a solução y do problema (4.4.1) a

ele pertença. Foram escolhidas as seguintes aplicações lineares

Lj. :H -----------.-- ]Ru defina.das por:

Lof : f(0) , i : o

Lif : f'(ti)-A(tj.)f(tj.) , i; 1,2,...,N

Com o produto escalar adotado eln H, as apli.cações L.i resulta

ram contínuas. Além disso, mostramos que as componentes Lg
i=1,2,...,N , j=1,2,...,d são linearmente independentes.

Não conhecemos a solução exata y do problema (4.4.1),

mas sabemos calcular o valor de Lj. sobre a solução, pois

Liy= y'(ti)-A(tj.)y(tj.) : rCtj.), i.:1,2,...,N e Loy=y(0)=0
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Como as hi.póteses do teorema 4.2.1 foram satisfeitas

podemos, através do mesmo, obter informações, sobre a
solução, expressas pela desigualdade

llLr-LÍ.ll s llLllv(llrll2-llí.ll2)l/z

Observemos, de acordo com o teorema 4.2.1, que f. pode ser cg
racteri.zado de duas manei.ras equi.valentes

la) fo € Va e f G Vx e0 '

11 í.ll,. : :!!f llíll
" H fe\r. H

No parágrafo 4.3 veria.camos que V-t é o espaço dos
bplines'' IS' . A primeira formulação diz que exi.ste e é Único o

e,

2a) fo É; Va

s' Cti) : A(ti)s(tj.)+r(ti) i:1 , 2 ,

s (0)

A segunda formulação diz que a solução do problema de coloca-

ção ê õtima no senti.do de minimi.zar a norma ll lIH entre todos
os elementos de H que bati.sfazem as conde.ções de colocação.

OBSERVAÇÃO FINAL

O problema de colocação acima referi.do, cuja solução

fo como mostramos existe e é única, é o problema de colocação
proposto e estudado em Schumaker [1982]
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ANEXO A

MÉTODOS DE DISCRETIZACÃO
CONVERGÊNCIA

+ CONSISTÊNCIA ESTABILIDADE

A.l.l. O esquema abstrato que exporemos neste resumo é ex
tremamente geral

Aplica-se em particular aos métodos de passo progressivo para
solução numéri.ca de EDO com condições ini.dais, aos métodos de

colocação para problemas de contorno, aos métodos de di.feren

ças fi.natas para equações de dera.fiadas para.ai.s, ao método de
elementos finitos. etc

A.1.2. !2E=ElglÇÃO: Sejam E, Eo espaços normados e F:E

Chamaremos triplas'=(E,Eo,F)

Diremos que zGE é uma .zg.!.!!s.ãlg do problema original 6) se Fz

A.1.3. glgEBlllâÇ=89: Admitiremos daqui por diante a exi.stência

e unia.dado da solução de CP

A.1.4. 2â!!ElSÃO: Um é uma sequência S)

de tri.pias $)= (En'Eo,Fn) onde En e Eo , n=1,2,

sao espaços normados de dimensão fi.nata, com dim En : di.m Eo
e onde F é uma anJicarão n .F .., nO

n 'i''.'-'x'' ' n''ll ' 'll

Dizemos que (Cn) onde çnGEn ê uma solucão de Í)
se FnCn:0, Vn

' ' Transcrição do parágrafo 10 de Barrou [198q
+
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A.1.5. DEFINIRÃO: Seja,/,A uma classe de aplicação de E
nO

Seja

em

e

'G: {(E,Eo,F) : rcg}

Um método de discreta.zação apl i.cível aos (?' cÇIÕ
uma sequência de qui'ntuplas

n: (En'Eo,An'Ao,©n)

onde EÜ',:E: são espaços normados de dimensão fmi.ta e de dil-

mensÕes iguais, An'An são aplicações li-neares An:E '» En '

An:EO -»Eo , e On é uma aplicação que le\ra FG,7c\ em uma

aplicação Fn:©nCF)

A.1.6 OBSERVACOES:

Cjl) Um método de discretização 'n'L= (En'Eo,An'Ao,@n)

aplicável a 6) c $24 , define uma apli-cação de Qa.

no conjunto dos processos discretos definida por

/I'VL: (E,Eo,F) -----* (En'Eo,+n(F))

ou IV\.: G'--"'-'' 'VWÓn

(2) Confornte a situação particular em estudo poderá

haver i.nteresse em impor restrições adicionais ao

concei.to de blétodo de Di.scretização.

A.1.7. 2Êl11.!ÇÃO: Um método de discreta.cação /tr'L apl-icãvel ao

problema original 6) G Êb ê dito
eE se
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q'n(F)Any - Ao Fyjl.o ----'' 0 quando n''
n

É dito consistente com (Ç) em yeE de ordem D se

ll+n(F) Any A: FyllEon
0(n'P)

A.1.8 OBSERVACÕES

(1) Se y não for mencionado, fi.cara subentendido con

sistênci.a na solução zGE.

Cromo F.z:0 , a consistência de ordem p significa-
ra

ll+n(F)Anzol ; 0Cn'P)

(2) Consistência em y si.gni.fi.ca a cõmutati.vidade assim

tónica do di.agrada para n-'"

yGE F : E'

,.l. I':
E Eo

n + (F) n

A.1.9 DEFINICÃO: O processo di.screto .Í) =(En'Eo,Fn) será d.L
to .gã.!ãvel se existe S>0 tal que

lln-TllIE S sll Fnrl - FnrllIEon

para ;'V rl,Q G E. , V n

A constante S é dita constante de estabilidade
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A.l.IO. OBSERVACOES:

(1) Aconstante S independede n, nen

(2)- A estabi.lidado implica que perturbações limitadas

e pequenas no segundo membro de Fnn = 6 signifi
cam perturbações pequenas em rl , limitadas inde-
pendentemente de n

(3) Se existem Fnl , adefi.nação A.1.9. diz que

as Fnl são lipschitzianas uniformemente em re
].ação a n

C4) Existem outras defi.ni.ções mais fracas de estabili

dade de (3) . A definição A.1.9. será suficien-
te para nossos propósitos.

A.l.ll. DEFINIÇÃO: Seja /}rt, um método de discretização aplica

vel a e' € q#. e z solução de 6)

Então Cln) onde !n:y'n(F)Anz é chamada g-rro local
discretizacão

Suponhamos que o processo discreto .21)=7T(ó))

solução única (c.)
admita

Então

:n : (n ' Anz

é chamado erro lobal de discretização

A.1.12. DEFINIÇÃO: Seja rYYt. método de discretização aplicável

a 6) G @l;p e suponhamos que .Í) .='1'q,(ó") admita solu-
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ção Única (Cn)

Di.zemos que "PI't é çgpvergente se

11 cnll -----, 0 quando n-*m

e converç,ente de ordem p se

11 'nll : 0(n'P)

A.1.13. TEOREMA: Seja ''rn. método de discretízação aplicável a

6)C íÇ$\ tal que 5) ='Vtt,ÚO) admita solução única

Hl: 'rPLÕ consistente [d.e ordem p]

n2: 5,) :'tq.(Ó)) é estável,

então /Vt'L é convergente [de ordem p]

Por H2 temos

[J '.]] llÇn-Anzol. S S lIFn((n)-FnAnzll S lIFnAnzll

Por HI lIFn nzll ---» 0 [=0(n'P)].

.Portanto llcn]] -' 0 ]L0(n'P)].

A.'1.14 g!!ÊBlCAÇÃO: Consi.stência de ordem p si.unifica

existe constante M tal que lIFnAnzll S AI n'P.

Portanto temos uma delimi.tação do erro global

que

lIÇa'Anzol 5 SM n'P
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A.z - PR(JPu51(;AO: Seja S um espaço vetori.a

e Ti:S -----' ]R , ISiSm, Rj:S ----IR
mente independentes entre si
Então

e dimensão m+n

formas linear-l:jSn

(a) dim Ker(RI'R2' . . . ,R::)

(b) TI'T2''..,Tm restri.tas a Ker(RI'R2

i.ndeDendentes

,Rm)

Prova Ca) Definainos a apli.cação R : S -----, IR'' assim

Rs : (Rls, R2s

para todo seS.

Rns)

Como dim S<m , tem-se

diln Ker(RI'R2 ,Rn) : dim dim ImR

Logo,

dim Ker(.RI'R2,...,Rn) : m+n - dim ImR

I'las dim ImR

nearmente independentes
visto que RI,R2, ,Rn são lj.

Então, dim Ker(RI,R2' ,Rn) ; m+n-n

(.b) Seja l\r = Ker(RI'R2,...,Rn) . Pela parte (a), dg

duzimos que dim IV* = m . Então, para provar (b), basta feri

ficar que (Tjl.,)m.. gera IV*J l ' j :i
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AlémDado T€1V* , existe TÉ;S* tal que

disso, exi.stem a.i,B.iG]R tais que
Tlw

a l

T = a +1"1 +anRn+BITl+...+BmTm

Logo,

provando, pois, que (Tjl..,)m.. gera. W*J j w' j ;i

A: 3 - ZBglgê.!Ç49: Seja
estãvõl onde

solução ((n) do proce

as saon

(En'Eo,Fn) uln processo discreto
contínuas. Então, existe e é única a

c c rl fl i c f- T n +' /-\

Prova vi.de Berros [l1978Q proposição 2.2

A.4 - EB9199]1Ç49: Sejam

onde Fn : F + Gn ' Se

(i) D é estável com constante g

(ij.) Gn são lipschitzianas com constante L tal que

F +=
(En'Eo,Fn) e S3 : (En'Eo,Fn)

LS < 1 ,

então .D é estável com constante

Prova

S

l-LS

Vede Barras [1978] , proposição 2.9

A.5 - TEOREMA: Sejam tl,t2,...,td+l pontos quaisquer, com
tl / td+l e f uma função suficientemente diferenci.aTeI; en
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tao

f [t'l't2'
fEt2't3'...,td+i] - fÜtl:t2'...,td]

td+l - td

Se tl : t2 td+l então

d
D f(t.)l

td+l] dfrt'l 't2'

Emgera[, se feCd ([a,b],]R), onde

max t: . então
l<j.<d+l l

mzn t
1< j.<d+l l

e

fEtÍI,t2' Ddf(o)
d!

para algum a<o<b

Prova Vida Schumaker [1981] teorema 2 . 5 . 1

A.6 - .!;EOREMA: Seja (t.l,e'''''t.d,e) uma sequência de pon-

tos com ti,e-'' ti quando c+0 , onde ISiSd . Então, pg.
ra toda f suficientemente diferenciãvel,

frt.l, e'' ' ' 'td,c] ------"> feto, .. .,td]

A. 7 - TEOREMA: Seja Ly

p.ieCq([a,b] , R) , j:0,1,
poy(m) + ply(m-l)+...+ Pmy

,m , po(s)/0 , Vs € [a,b]

I'...,Úm base de soluções da equação homogê

Então OJGCm+q([a,b],]R), j=1,2,...,m

Consideremos as condições

Seja Q

nea Lu
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viy: E [b:jy j)h),.oijyÜ)m] , Bij € R

i=1,2,.. .,m ,

onde as formas ]i.neares Vi:Cm([a,b] , ]R) ------* ]R

te i.ndependentes.

são linearmen

Seja
j :l cj'Pj

solução do problema

H Ly : O VI.y. : 0 , i:1,2, ,m

Se det(Vi+j) / 0 (uni.cidade de solução do problema
Ly:f , Vy=0), então exi.ste e é Única G:ta,b]x]a,b] --------.»]R tal
que

Fixado tÉ; [a,b] )

i) G(.,t) é de classe Cm em [a,t]

Cm em ] t,b] e declasse Cm-2 em [a,b]

de c].as se

ij.) l;ipi G(t'0,t) - Jl=iii:iC(i-O,t) : ;=:1-; )

iii) LC(l. ,t) em [a,t) ,

em (it,b] eLG(.,t)

iv) VG (l. , t) (conde.ções de contot'no)

Além disso, a função G que é chamada função de Green

de (IL,V) possue as propri.edades
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.k+!
v) a ontÍnua no triângulo infere.or

(s:t) e no tri.ângulo sugeri.or (SSt) para 0Sk5m+q , 0SISq

Se,também, 0Sk+lSm-2 , então a é contínua

e«: [a,b] *[,,b]

vi) y: [a,b] -----*IR defi-lida por

b

y(is) = 1 G(is,t)f(t) dt

é a solução de Ly=f , Vy=0

Prova: Vi.de, pot exemplo, Coddington - Levinson [195S]] pãg.188

uõi\,au L.uesenvo-tvxmento de Taylor)
feCm'l([a,Ü"],]R) tal que f(m) é seccionalm(

Então

8A 'PROF

}

Seja
contínua

f(x) : E ÉX:g}.! Í(j)(,) .... l !i::ly T-i
-i=n -i! J f..llli:o i: à (m-l):

[a,b] , ondetodo xG

( x-y) T- l
se x>y

se x<y
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A.9 - PROPOSIÇÃO: Seja E um espaço pr8-hilbertiano de dimen

são não finita. Sejam .L:E ----:-IRa forma linear contínua e

tV=-lfÉ;E:Lf = 0}. As seguintes afi,rmações são equi.valentes

(a) m é o niimero de componentes de L que são li.

nearmente i.ndependentes .

(b) dim IV" = m

!Egyg:: (a) -»(b) . Observemos que se m=0 , então IV=E e

WI = {10} ; logo , dim Wx = 0

onde ]-Sisa , as m componentes de L

que são l i.nearmente independentes. In.ici.almente, mostraremos

que dim If-' : m . Como L; é linear contínua, em virtude do

teoTelna Riesz, existe fdiGE tal que Lj; : (. fj:) para
.L < 1 <m

l

Temos que f.i G IV L para l5i5m, pois dado f€1V

L. f
] i

Além disso, f.i." , onde ISi.Sm , são linearmente independen
tes, pois, para quaisquer feE e cl; G.R

l

l

m ' -m

(fl ;E:.j iÍji) : i::«j i(Ifl íj i)

e L.i. são linearmente independentes. Portanto, dim IVJ.>m
l

Se mostrarmos que a ap]icação T:Wi------.. ]Rm definida

por Tf : (L.i. f, L.i f,..., L; f) é linear e injetora, teremosJI J2 ' ''' 'jm
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que di.mW' S m, provando, pois, (a) ->(b). É evidente que

T é linear. Para provam' que T é injétora, tomemos fGIV' tal
que Tf= (.L: f, L: f,..., L: f) = 0. Então, Lf=0 , visto

JI J2' ' Jm
que LI são linearmente i.ndependentes e L; f=0 , onde ].<i.<m.
Logo, fGIV'ntV, donde se conclui. que f=0 . '

Í

(b) ->(a) . Seja k o número de comoonentes de L

que são linearmente independentes. De (a) (b) ,.- vem

di.mW' = k . Mas, por hipótese, dim Wa = m . Logo, k=m

isto é, m e o número de componentes de L que são linearmen
te i.ndependentes

]

A.lO - !Bglgg.!.Ç49: Sejam : H um espaço de Hi.lbert de dimensão

maior ou igual a n e LI.:H ----.>IR , onde ISi5n , formas l!

neares contínuas. As seguir'Les afirmações são equivalentes:

(.a)-- Va : {fGH: Lj.f : ai ' ISi:ln} # g para todo

(àl'à2'''''an) G ]Rn

e
i:l l inearmente independente

11glg: (.a) =>(.b). Admi.tacos, por contradição, que L; são
li.nearmentle dependentes. Sem perda de generalidade, .podemos
escrever

LI : g2L2+B3L3+

Seja ã
Então,

,ãn) tal que ãl # B2ã2+B3ã3+

que constitui uma contradição.
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(b) (a). Pelo teorcina dc ltiesz, existem vj tais

Li : (.lvi) para l:i:n . Então, vi são linearmente indepeB
dentes, visto que Lj são l i.neal'mente independentes, onde

ISi:n . Seja Hn o espaço gerado pelos vi, onde ISi5n . Ng
valente, pelo teorema de Riesz, L;l são ].inearmente i.ndepen

tentes. Seja T.i = Lil., ' Dado a = (al'a2'''''an)€1Rn , exi.3.

te um {inico (xl,i2,...,xn) ta] que

H

n
}l x. T. v.

j :l J l J

pa.ra ISiSií , porquanto detETj.vj] #O Seja

n
f = }1 x.v

j:i J J

Temos que fÉ; E cE e' n

Lif
n n

Tj.Cj:t jvj) : jElxj Tivj : al

para l"li< n Então, V.#g para todo (al 'a2'

A.ll VARIAÇÕES

Se b

l M(x)C(x) dx
a

e as condições
b

a
C (x) Ó i(x) dx i=1,2,...,n
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estão bati.sfeitas (onde +i ' i:1,2,...,n , são funções dadas)
então

n
M(x) : E C: $:(x) q.s.

i=1 ' '' '

Prosa: Vi.de Akhiezer [1962U , pág. 198.

A.12 Se Mesa([a,b] , IR) e

b

r M(x)n(") (x) dx
a

para toda neSCn([a,b] , ]R) tal que

n (j) (a) : .(j) (b)

então, existem constantes co'cl'''.,Cn.l

M(x) : co'bclx+

j = 0 , 1 , . .. ,n- l

'ais que

Vx G [a,b]
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ANEXO B

UMA ILUSTliACÀO CO){PUTACIONAL

Neste anexo apresentamos dois programas (preparados

para o microcomputador 1-7900) para a solução numérica da equg.

ção diferencial

'A2(t)y''(t)+AI(t)y'(t)+Ao(t)y(t) : F(t) , Aston

(B.l) lcllx(A)+clzr'(A): DI

C21y(B)+C22y' (B) ; D2

pelo método de colocação por ''splines'' polinomiai.s, segundo a

abordagem feita no capl'tulo 2 (lide Resumo e Conclusão ã pág
50) e no capítulo 3.

A limitação da ordem da equação ã 2a ordem, fei.ta
acima , não é essencial

Os programas estão escri.tos na linguagem Fortran-80,

específica para mi.êrocomputadores.

No primeiro programa (denominado SP3) os pontos de

colocação escolhidos foram os pontos da malha nN' '' ou seja,
tie [A,B] tais que

A = tl<t2< <tN<tN+l
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A solução aproximada do problema (B.l) , deterrni.nada por SP3, ó

um ''sp]ine'' de c].asse Cz que em cada subintervalo [ti'tj.+l] é
um pol.i,nâmio de grau 3

No segundo programa (SP5) os pontos de colocação s.ik
sao tais que

sjk tk+uj ( tk+ 1- tiP
l<k<N

i<j<4

onde 0Sul<u2<u3Su4SI e A:tlkt2<...<tN+l: B. A solução
aproximada do problema (B.l), determinada oor SP5 é um ''snli

ne'' de classe Cz qüe em cada subintervalo [tk'tk+l] é um

polinõmio de grau 5

Nos dois programas utilizamos a sub-rotina BSDX (e

seus procedimentos auxiliares BSbíCD, INTERV e LB]SEC) de Sa],-

vetti. [1983] , que avalia as derivadas de um ''spli.ne'' polino

miai num ponto x, xÉ;EA,B], através de sua expansão numa base

de B-splines. A sub-rotina TRIAG empregada para a resolução

do sistema li.near consiste no método de eliminação de Gauss cole
Di.votamento.

Para o exemplo-teste(*)

ÍF''(t).-4y(t) = 4coshl
(B.2) '(y(o) : o

l.y(1) : o

0<t<l

(+) Vede Russell-Shamnine [1972], pãg. 21, ou De Boor-Swartz [1973], pág
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cuja solução exata é y(t) = cosh(2t-l)-cosh(1) , apresentamos,

a seguir, as cedi.ficações de SP3 e SP5 (com suas sub-rotinas

e as respectivas tabelas de resultados.

Adotamos para as tabelas as seguilltes notações

a) eã: :lCax IDJ(z-(Ú)(t)l (seguimos
a De Boor
[19 7 3] )

b) NÍE-N : l\lx10'i'J , assim, por exemplo, abreviaremos

por 8.84E-3 a expressão 8,84x10'3 e

c) Dlb{ : di.mensão do espaço no qual a aproximação

(N para z foi. determi.nada

Para SP3 e SP5 tomamos

ti : i/N i:1,2,...,N

Para SP5 fizemos duas escolhas para u

(i) ul:0'' , u2:1/3 , u3:2/3 , u4:l}

J

(ij.) ul : 0, 06943184

u9 = 0,33000947.

u.i = 0,6699 0 522.

u4 : 0 ,93056815.

(zeros no intervalo [0,1] do polinõmio de Legendre

de grau 4)
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x#ç « t x SF)3 - {1;PI.!iQl:S F)0Llli'-l.CUBICOS [)E: CLê5St C2 x)çxxxJl-x-)(
XX XXX#X#XXX)(..KX:ÇM.#X3Ç.X.3Ç+.)(.)(')ÇX.)(.)(X#X)ÇXXX.K«.XX3(X##.X.##X3Ç )Ç.X'X'K#.#.H.X:)ÇX

REâLx8 â;,B,Cíí,CI.2,C2í,C22,[)í,[)2,S,P,(i j.,T],M,11;P,COí]S]
INTE6ER L,l<,Nj.,tQ2,N3,N4,1,J,N,rlK
1=1EâL+8 T(í6),âO(ié)),êl j.(j.6) ,Pi2(í6),Y(22) ,V(í8>,C<í8>,[MâX{3)

BO( í8, 16) , B í ( ÍB, í6 ) , B2( ].8 , Í6) ,1'1( 18, í?) , E(3, 16) ,DX( 5)
, CD ( 4 , í E] )

[>ATA T,âO,A],A2,Y,V,C,EF4AX/í2Ei®O.OOQQQQQOO/,
BO , B í , 132 , M , E , DX , (l:D/ 3. 33j. )(O . ü0800000/,
S,F),QÍ,Ti,M/:3#0.000{)000ü/,
l,J,K,L,NI,N2,N3,F{4,NK/9)eO/

)ç ç #x#x LEITIJRA [)E l)IDOS )ç x x-){.xx-x)(x x.x-xx)çxxxxx-lcç€-
+ X # # X # # # + X # # X # # j( # # X j( # ## 3Ç 3Ç X # X j( @ # X X X X # # # )e X X # X X # # X )É # # X )Ç # # 3t X X3(jo(+(
HALL OPEN(3,'DADOS SPL ',O)
READ ( 3 , 400 ) N , A , 9 , Cj. í , Cí2 , DÍ , Caí , C22 , D2
FORMAT(13,2F6.2,2(/,3F6.2))
HR ITE ( 2 , 40í).N, A , B , CÍ í , Cí2 , DÍ , C2í , C22 , Da
FERI'iAT(ÍX, 'Fq =',13,2X, 'A =',F6.2,2X, 'B *',F6.2,/,

ÍX, 'Clí =',F6.2,2X, 'Cí2 =',F6.a,2X, 'DÍ =',FÓ.2,/,
ÍX, 'C21 =',F6.2,2X, 'C22 =',F6.2,2X, 'D2 =',F6.2>

C

400

40Í

C
NÍ =tq+ í
N2=:N+2
N3=N+3
N4=N+4
xx#x#x.x CONA;T.:4.XCOSl-+(j.>::é).í72322:539 x$ex.)çxxxx «.x.eçKx-
## # #x #x x # ## # x# x # #x # jç )e #x # + x ® )c ## # « x ## x x x # x # x x # + # x x+( # # #)( # # x x x#}(
CONST::DELE(6.172322539)

C
C

C
[)O ÍO l:í ,NÍ

READ(3,50g)I'€1)
FORMAR(l=íí.a}
Tl:T(l}

C
C

M :: MATRIZ COLOCACPl0 E CONDltC.DE CONTORNO )ç x# {-)(
® ##X # X #X++ X )(«+X +# ## X #+X+ #+#X X # X# # X#+ X X XX X#X X R## XX # X# X #### X#X)(

M(l+í,N+4)=COtlST
AQ(1)-DÊLE(-4.0)
AÍ(l>:DELE(O.e>
A2{1);DÊLE(í.O)

CONTINUE
C

C
ENDF'ILE 3

M(í,N+4)=DÍ
M(N+3,N+4)=D2

C
C

PARTiCAO EXTENDIDA
# ## + X X # # + # X X XXX K ## XX#X#+ #X )e+ 3(X XX XX#X #X # X # + X# XX XX X X X +#

Y(í);-0.6
Y(2)--0.4
Y{3):-0.2
Y(4)-0.0
Y{N+4)=í.O
Y(N+3)=í.2
Y{N+6)=1.4
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Y ( r-J+ 7 ) = ].
[)0 3e 1.-2,rq

Y(L.+.3)=T(L)
coi'Q'riNUE:
[>o 60 1< - Í , N3

DO

é

L:í,N3
FQOT.(L.iqE

V ( L ) ::Q

V { L ) ::: í

K ) > 40

40
CONTA:F1IJE
[l;ALL BSF4CD(4,F1+3,'r,V,CD)
D0 60 1-1,NÍ

T' i :: T ( 1 )
[;ALL BSDX(4-;.i+3,Y,V,T],DX,CD)
B O ( 1< , 1 ) -DX { í)
E) Í ( K , l } *DX ( 2>
B2(K,l)uDX(3}

CONTINUE
[)0 70 K-í,3

M ( [. , ]< > =CÍ ].XRQ { ;< , í ) +C 12#B í( K , í )
Nl<nN+K
F't {N+3,NK > =Ca! x-BO ( Nl< , tl+í ) +C22xB í ( i-ll< , tQ+í )

TO

70 CONTINUE:
[)0 80 K-4,N3

N ( Í , 1< ) :0
H(N+3,K-3)::in

CONTINUEI
[)O Í30 1:í ,NÍ

K;l.
IF' < . NOT . { ( K--ll) . LE . { --í ) } )

M€1+.Í,K)=0
K=1<+í

GO T0 90
!F{ . NOT. ( {K.-: ) . GT. 2 ) >

M(l+í,K)=®
CJO TO í20
M ( [+j. , K) =A2{ 1 ) XB2{ K , ]} +âí ( 1)#BÍ(K , ])+í]0 ( 1 } x.BO ( K , l)
K=K+i
IF(.NOT.(.K..GT.N3))

CONTINUE

9Ü GO TO

GO

Í30
TO

RESOLUCê0 DO SISTE}'lÉh LlINEAR x-xxKxjçxxxx»x.)t-.x-.Kxx
## XX XXX XX.#tÇ+X.XX++#X#.K## )( XXX #XXXXj(XX#XXX.#XXXX#XXXXXXXXX

C:ALL TRIAG(N+3,M,C>
CâLL BSMCD(4,N.u3,Y,C,CD)
[)O í30 1:1,NÍ

1 1 = 1 \ l /

HALL BSDX(4,N+3,Y,C,TI,DX,CD)
x x .K#®x S01.UCAO EXâTA E SUAS DERIVâ[)âS ++#+x x- .Kxx wxx
XX#XX#++X+++X®XJ XXXXXXX+X+XX#X+X#+XXXXXX#+XXXXX+XXX+XXXXXX)(X#+

SP=DEXP ( Di3LE ( í . 0) -- { 2 . 0 ) #TI) +DEXP( ( 2 . 0) )c.Tl-DÊLE ( í . Q ) )
S=- (DEXF) ( Di3LE( 1. ) >+DEXP ( DE}LE{ -í . ) ) )
S=eS+SP)/2.
P=DEXP( (2. }xTl-( í .0) )-DEXP ( (í .0)-(2.0)#Tl>
Ql=( DEXP ( .' (2.0) )eTI) -- ( í . 0 ))+DEXP ( ( 1. 0)-( {2.0)#TI) )) #( 2.0)

C
C
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Câl.CtJLO. DO ERRO NOS PONTOS I'(:[) )( x x x x x x # .K x x )ç x )o(x

E ( j. , l ) :::Dél12 S ( S«-DX ( í } )
E1 ( 2 , 1 ) :::DAB S { F) -DX ( 2 ) )
E ( 3 , 1 ) =Dêt[3 S ( QÍ --DX ( 3 ) )

CONTIFqUE

X X. X # X .X X X X X # X )( X. .X X X. +( )Ç X X # X. X X .K X X X X # X X. + X # X X )( X X 3( )( X X X y X )( X y X X X X y. )(. X. )( X )(X

CAL.[;iJLo [)O [l?!?O i4âXIMO
# x)(# x )(x x + x # # x # x x x x x x j( ##.K x x x x x )( x xx # xx
[)O í60 K:í ,=)

EMâX ( }< ) :E: { K , í )

DO í60 1-2,Nj.
]lF ( . NOT . (Ei'$F'lX( 1< ) . 1.T. E{ K , l)

EMêX(K }:E(K,l)
CONTINUE
bJR ITE ( 2 , 6900) { ( E ( ]< ,]1 > , 1<-í , 3) , 1=j. , 6>
FORMAT(3{íX,Eí5.3)>
HR iTE { 2 , j.9©)( EMFIX( l< > , 1<*í , 3)
FORMêT<íX,EI.3.3)
FORMFtT{F6.2)
STOP
[ND

.K )Ç )Ç # X X X .)(. j( X )( X # # X X # # X 3( X.K )Ç j( j(

>) GO TO í60

Í90
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(:

[

[

(.

-x .ã){ )t){){--x SP3 -- SPL.IFqE:S; F)0Ll:r.!. QIJIFIT.[(1:011; 11)EI CLâSil;EI C2 ){-)çxx x-x.):--){.
}Ç##.K )( X.X X #. .X jt X X X + X X .K X XX X .}( X X .)( )( X X X X }{. +( .)Ç .K.K X .)Ç )Ç.X.)Ç X .)Ç X )(' X X .KX.}( jo( Xj( }Ç )( » X )(3(X )ÇX

l:ZE'âl-+('€13 r],E} ,CI.í ,Cí2,[)j. ,(];;] j. ,C22,[)Zt,:];]] ,])S,P .Q,]i? ,T]

[[[r.ITE]GE:]? 't4, ]IJ , -J] , F'], CFE]LO,. F+JK * ]])[:;['{, D]]i''i , ])]MÍ ,]])]]]'t;.! , D]]F4Z) ,D]M]
í DESV,LFBLO

C

[

RE:íeiL'x'í]] Y(28),S(;?2),ê0(21) ,âÍ{2Í),Ai?(:2Í) ,\.J(2:!) ,i30(2=1,22/ ,
B í ( 22 , 2;!) , E)2 { 22 , 22) , i4 ( 22 , 2=3) , C ( 22) , E.S;1( 3 , 2Í) , EÍ:1}4AX( 3 ) , U ( 4)

T ( 6) , DX ( 5 > , CD ( 6 , 22 > , ETI( 3 , 6 ) , ETl14AX ( 3)

ll)âTA Y,S,âO,AÍ,â2,V/Í35»0.0000Ü00Ü0/,
B a , B í , B2 , r'i , ES 1/202 í xO . 000-a -1)0©0Q/ ,

C,ESIMâX/25#g.0000©Q000/,
U,T/ÍQ@Q.Q00000000/,

DX,CD/í37x0.0000Q0000€)/,
3 ETI , ET ! MâX/2 í .xO . 00000Q0©Q00/
é) PS,SI,l),Q,R,TI/6x-0.QÇ)QQ00 000€)0000{}00/
Kxx+çxjç)çx LEITURA DE DOIDOS xxw- -x (xx-x-»XKX Kxx-.xx-)í)ÇRI(
# X # X X X X X X X # X X # X X # 9Ç X # # X # X )( X X 3€ )( )C X )Ç + X # X X )( )( X X X )Ç )( X }( # X # # # X # X X )( )C eÚ )( X )Ç XXX
HALL OF)EN{3, 'DADOS HER ',g)
l;ZEâD(3,4©g) N,â,B,CÍÍ,Cj.2,1)í,C2í,C2;!,D2
FÜRMâT€13,2F6.2,2(/*3F6.;.?))
l,FRITE(2,40í) N,A,B,Cj.í,Cj.;!,Dj.,C2í,C22,[)2:
FORMAT(IX, 'N= ', !3,2X, 'A= ',Fé).2,2X, 'B= ',Fé).2,/,

1. ÍX, 'Cj.í=',F6.2,2X, 'C12=',F6.2,2X,. 'DI.:=',.F6.2,/,
2 ÍX, 'C2í=',F6.2,2X, 'C22=',F6.2,2X, 'D2=',FÓ.2)

C
C

40®

40Í

rQÍ =N+ í

[)O ÍO J;í,4
READ{3,430)U(J)
FORHAT(Fí5.8)
FRITE(2,460)J,U(J)
FORMâT(ÍX, 'U ( ',13,

CONTINUE

450

460 ,FÍ3.8)

1:)0 ÍS l:í ,NÍ
READ(3,470)T(1)
FORMAT(Fi5.8)
URITE{2,480)1,T(1)
FORMAT(ÍX, 'T ( ',13,

CONTINUE

470

480 ,F15.8)

C
C

E=NDFILE
PARTICâO EXTENDIDA

#+ XX++ #X+ XX# XX#+ # # # # X #+X X ### X XX X# XX+ XX X #XX X X X XXX X X #+X X X X X X )( X)(X 3Ç

IF({U(Í).EQ.DÊLE(O.O)>.êND.(U(4).EQ.DÊLE(í.O)}) GOTO 40
DIM=4#N+2
F.l=a.

3
+ + X X X X + X. X X X X # X )C + + 3( j( # )( j(XXX

Y(í);DÊLE(
Y{2);DBLE(

.0}
í.o}
l
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C

Y ( D l H+:; ) ,: DE)'LEI ( ;! . O )
Y( [)]l i-í+6):::[)11) 1.. 1: ( 2 .. O >

3e 1 -: 5. , 1'Q j.
[lO ;?O J*].;?O J*1..4

l J ::: 4 x. 1 «- 2 +.J
Y ( l .J ) * I' ( l }

CONT:EI,.IUE:
(: O fq T l rQ L.JE

GOTO 70
DIH=3x1'1+3
1-1 -: 3

DO

4Q

\' ( í ) *DE3 Lt ( «.. í . O )
Y { 2 ) ;:DB LÊ: ( .- í . O)
Y ( 3 ) :DE] Lt ( -. j. . O)
Y(DIM+4)=:Dt)LE<2.0)
Y { [) l M+3 ) =1) E3 LE ( 2 . ©)
Y ( D IM+é) ) :: [) [3 LE ( 2 . O)

[)0 60 1::í , NÍ
D0 30 J:í,3

Jl1=3#lt+J
Y(JI)-T€1}

COblTiNUE
CONTIFqIJE

C
70 D i t4í :D l lq - í

DIF{2:DIM-2
[)llq6=D]M+6

FRITE(2*490) DiM,FI
FORMêT(ÍX, 'DJIM = ',12,3X, 'rl=',:rÍ)

lçx##xx9ç)ç S{HJl<) :: POFqTOS DE COLOCACâ0
X # +® # X+## + XX # # + # # # X )e #3Ç # X K # )(X +# 3€ ##+X XX # X X je X # X X X ® X # # X X X # X X X )( XX
$; ( Í ) :A
S(DIM):B

DO
N

490
C
C

K:í
BO J:í,H
HJK=H)ç(K-í)+J+í
S {HJK ) :::T ( 1< ) +U { J) # { T { K+í ) --T( K ) )
M(}IJl<,DIM+.í)=6.j.72322539
âO(HJK1--4.0
AÍ(HJK):0.0
A2{HJK);í.O

CONTINUE
CONTINUE
M(í,DIM+í)=DÍ
M{DIM,DIM+í)=D2

90

]:F(H.NE.3> GOTO
S ( DIM- í ) ::B
M(DIFi--í,DIM+1)=6.172322339
AO(1):-4.0
AÍ(Í):0.0
A2{Í):Í.0
âO(DIM-í):-4.0
AÍ ( DI N-- Í ) :0 . 0
A2(DIM-l):j..O

íoo
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[

DO 1< : Í , [) l F4
í20 L.;l.,.Dl:M

]: F' ( . NOT . ( L
V(L)«O

[:-) o T' Q í 20
V { L ) ,: j.

tll: . !< ) ) GOTO

C O r-{ T l r.l LJ E=
[;âLL BSF4CD(6,.[11:r4*Y,V,CD)

1 4Ü 1 -: Í , [> 1 Pt
E;l *S ( i )
CâLL BSDX(6,DJIM,Y,V,Sll*[)X,.Ct))

B Q ( K , l ) :::DX { í)
1:] í ( K , l ) «DX ( 2)
B 2 { K , l ) ::DX ( 3)

CONTINUE
CONTliqUE
# 3Ç }( X # # }( # X X X X © # X X X 3( X X )(X )e }G X # ® X X #X X X X X 3Ç X )(# )( X X X X }Ç X X # X # X # # X X # X X.##XXX
jçx.x##-«-x3ç CONSTRUÇÃO Dâ MATRIZ r4 DE COLO(1:âCâ0
# # X X X # X X X X # # # X # # X je X }Ç )( # ® )( )( )( # X )( # X )( # # # # # # X. X # # # X ã. 9( X +( X X X X X X # X©)(X+ÇXX)(

DO

Í4Ü

DO í90 K:í,b!
[)ESV=1-1x- ( K -. j. ) +2
LFE3LO=DEISV+H-j.

DO í80 J::DESV,LFBLO
DESH= í + ( K -« 1 } 3tl-l

CFBL0=6+€1<--í)#].]
DO í70 !-DESH,CFBLO

H(J,l>=A2(J)#B2{1
COFITINUE

CONTIN[JE
CONTIF{UE

J ) +âí ( J ) x-B í ( l J ) + AQ ( J ) }(B O ( l ,J>
Í7©

Í90

]:F{H.NE
DO

3) GOTO 2íQ
20e l:DIM2,DIM

M( DIM-í , l> =A2 ( DIM- j. ) x-B2 ( 1 , DIM-.í >+
ÊÍ ( DIM--l) XB 1< 1 , DIH-.í) +AQ ( 1)1M-í ) XBO ( 1 , Dll M-' í )

C
C

CONTINUE
## x # # x +x x # x x # # + )e# # ## # #@ # x x # x x + #)( x+ x }( x x )( }( )( x x x x x x x x x x x # # x #xx##+
#jçje## çxxxx CONDICOES DE CONTORNO
x## x x x +x x +x+## ##®x###)( x xx x x# }ç #x## + #+ # #x )cx x xx# x x x x xx x x x x x xx x # x#
D0 220 1:í,3

H < í , l) =CÍ íxBO ( 1 , í ) +Cj.2xB 1( ! , í>
DIMl=DIM+l-:}
M (DIM , DIMI) =C2íxB0( DIMI , DIM ) +C22xB 1 ( DIMI , DIM>

CONTINUE
x++#xx+xx# RESOLUCâ0,DO SISTEMA L INEâR
x #+ # x # +x + + + x # x x ##+# x )e +x ## x x +x #xxxx x## x x x #x x #x #x+ x x x +x # x x x x x xx
HALL TRIAG(DIM,M,C)
HALL BSMCD(6,DIM,Y,C,CD)

D0 230 1:2,DIM2
Sl:s(1)
CâLL BSDX(6,1)1M,Y,C,SI,DX,CD)

e x. x SOLUCA0 EXATâ E SUAS DERIVA[)ASC



# )C X .X. +(.)( X. X X X .K )( .)(. X X .K )( X. -)(. )( )( X )( X X. )(. j( #. ')l. .){. )( .){. j{. )( )( X )(' )(' )Ç )( X X..X )( X. .)(' # «' )Ç .)Ç .X. -X )Ç X )Ç )(' X' ')(' ')C ')Ç )(' )( )(

F)t];::[)E[:XF)([)[3L.[= ( í .) --DEJL..1:(2 . > )(S ]] )..DEX]) ( ]]]E 1..1= (2.) x't; ]'- DÊLE( j. «) )

[);=-.(DE]:XP ([)llJLE=( ]. . ) ) .+ 1)E:XP ([)!3 LE( .--1. . )) )
P = ( F) S.+. F) ) / [) [! L [ ( ;! . )
Q;::;ll)l:XP (DE}LE(2 .)xtl;ll--l:)FILE( í .) ) --[)E;XF} {D13'LE: ( j. « } "1)113LE( 2 . ) )('SJ] )
Fi*[)BLE(2.) )( (DEXP ( ([)BLE(2 . ) )}S]]) -.[)E3LE( í .. ) ) +'t)EX]) (D[3LEI ( :i.

[) E) Lt ( 2 . ) )( {1; 1 )>
x)t)(j(x-»ww. CALCULO [)0 ER1: 0 N0$; 1)1)r-JTOS S(]-IJ]<) xg'x-ãx çw.J- -}(oç)(
X X X +( X .)( X X )( # j( j( )Ç 3Ç )( X +( X )G .K X X )( )( jÇ j( K # jÇ X )Ç +t X X 3( X X )Ç )( .)( )( X )Ç j( K 3( )( jÇ # j( X .}( jÇ 3Ç .)( '}( '}( 3Ç je .)( «#

EllSI ( í , l> =DrIBS { P-'[)X( í) )
ES 1 ( 2 , 1 ) ::1)âB S3 { Q -'DX ( 2 ) )
E::{3 1( 3 , 1) *DAt3 S ( R -'DX( 3 ) )

COíqTINUE:

)
1.

[)0

23Q
C

[)0 230 1<:Í,3
[:S IMâX ( l< > -ES ] ( ]<

D0 240 1:;3,DIM2
]:F ( ESli4AX { 1< ) . GE . ESI ( K , l> }

ESiMâX ( K ) ;:ESI ( K
240

240 CONTINLJt
COfqTINUE

CALCULO DO EtqRo tQO:; PONTOS T€1)
X X ## X # X X X X # X X )( #X X # X # X X X3( # X X # X # # )( # # # ® # 3( X )G # 3Ç X X X j( )C ® X X X # )Ç ® X X )e #)(XX#
[)0 234 1;í,NÍ

Tl;T(1)
C:ALL BSDX(6,DiM,Y,C,Tll,DX,CD)

PS:::DEXP { D13LE ( í . ) -D13LE (2 .) jçT! ) +DEXP ( DE3LE ( 2 . ) -KTI -.D13LE ( í
Ft=--eDEXP(DE3LE( 1. > )+DEXP {DBLE(-í . ) ) )
P=CPS+P}/DE3LE(2.)
Q=DEXP (DÊLE(2. > ){TI --DÊLE( í . ) ) --DEXP (DBLE< í .) -.DBLEI ( ;? . ) x-TI )
R=DBLE(2. }x (D[XP( <DBLE(2. )XT])-DÊLE(í .) )+DEXP {DBLE( í . >

DÊLE(2.}xSI))
ETI(í,l)-DAIS(P-DX(í)>
E:TI ( 2 , 1 ) ;DAIS ( Q.-DX ( 2 ) )
ETI(3,i):DâBS(R-'DX(3))

CONTINUE254
C

[>0 K;í,3
E: T.l MAX { l< ) METI ( 1< , í )
D0 236 1:2,NÍ

]:F ( E:TIMAX( 1< > . (31: . ETI( 1< , 1) >
ETIMAX(K)-ETI(1<,1)

G oT o

C
CONTINUE

bJRITE ( 2 ,320) ( { ESI(K , 1) , K:::1, 3 ) , 1=í ,[)IMI)
FRITE(2,340)(ESIMAX(K ),K:í ,3)
PIRITE(2,320) ( (ETI(1< , 1) ,K=í ,3) ,1=í ,Ni>
HR ITE( 2 , 340 )( [TIMâX ( K ) , 1<*1, 3)

:32Q FORllâT(3(ÍX,E15.3))
340 FOl?MAT(IX,Eí3.3)

STOP
END
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[:
x' .»x- tx){. (,ju(xx- S!.JBF:nuTllrqêl lllfl;ll)X
SI..iRF{0{.JTINllll [lSI)'X( í'í , r'! , Y, (;,X , ]]>X ,(:r})
[:.?Eâ].#t13 X,Y(2;.?) ,C( j.í]]) ,])X(t.:;) ,C[)('3,Ít3) ,Q(/o)
ll'!TE:C;Ell? l,.J, 1< , Fll , H,..l, l<.J, l<ldl , l..JÍ :. t.J;!, l..J. f'tK ,
1:{ EAI. y ÍI) ll)E.t.101't , ri 1. , â;l!
IF(..í10'í'..(X..EIQ.Y(F4-+.á.))) [;CI TO íO

[)O T0 2(-}
[< =: ]: f.}TE]P i,l ( j. , ?q'+-f4 , ;: F'i+N > / 2 , X , Y )

C O t:l T l F.! IJ E::
[)X ( i'i ) *Ct) { F4 , 1< >
IF(.FJOT,.{},i.GT.í)) (30 TO í00
i'4 Í :; t4 -- Í
D0 30 J;: í , 14 ].

Q(J):0
CONTINUE::
Q ( 1*1 ) * { DE3Lt ( í . >)/ ( Y ( K+í ) -.Y < 1< ) )
Q(M+í)=0
[>0 9Q J::2 , F4 í

MJ-:H-J+í
[>0 60 ]: :: F4J , M

V í * ] +K -- F]] J
V2=11+K-M
DENON:Y(VÍ)-Y<V2)
A 5.* ( X-.Y ( V2 > ) /DEFQOi'{
A2:j.--AI
Q ( ]1 ) =â í x Q ( 1 ) +A2x Q { l+í>

CONTINUE:

-)(. -X. X. .» .)( .X X X. )( .)(. )( )( )( y .X. .)( .)i} X. .}Ç )C )l. jÇ .K )(. X. )( )( ( )Ç #. .» )Ç ){. j(. .){ .X. j{

1.0

30

DX { r4J ) ::;O
KJ=K+í-J
D0 70 1*!<J,K

MK=1'i-K +ll
IJ*l+J
DX ( MJ ) =DX ( MJ ) +CD ( MJ, 1 ) x ( Y ( IJ > -Y ( 1) > x'Q ( i'ii< )

CONTINUA
CONTINUE
DX ( í } ::O
D0 93 1-í,M

IM=1+K.-M

Q ( ! )=( X--Y( ]M) ) XQ ( ! ) + (Y (]11< ) -X ) XQ ( l+í}
CONTINUE
l<M=K+í-M
D0 95 1:KM

Fill=H-K+l
DX < í ) =DX ( í > +C ( 1 ) XQ ( MI)

CONTINUE
RETURN
END

K

70

93

93
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x)(.}ç)çxjç#..x..x.}:« :l;UE;ROTlrlâ [ SF4C[) )( (-x.x x-y-x-)çx.# xx {)o{xj( oçj(.x-jCjç){-x )c-x)ç)(jt-)o( ( {- (-){.x-)çlt'
SI.JE11?0UTllí'4E BS141::[)( M,N, Y , C, (]:t))
1::Eâl..x-{3 Y(2=) ,(:( 1.í3) ,CI)(4, 3,ti)
l NTE:(]E[[:]:? i, .] ,. FÍJ , NJ , r'J ]]
l:i 1: ftl DEí- Oi'i
DO j.e l:Í ,rq

c:[} ( j. ,. ]: ) -c ( ]. )
Í O COblT l rJLJ E::

:l:F(.NOT.(t4.Gt.2>) GO T<> 60
5O J-2,t']

F'i J « }4 -- .J +. j.
5 g l :;::J , bl

F-! ] ::N] J-. l
NJ*l'Q+J.-l+MJ
[) Ei,10}1:= Y ( rqJ > -.Y ( N ]] )

IF(.iqOT'.(D[NOM.EQ.O)) GO T0 3Q
C;D(J,NI):ü

CO 1'0 '30
CD ( J , N l) *CD ( J«-- i, tQ l> -«CD ( J- 1 , Fql
CD(J,NJ)uCD(J,NI).Kt'iJ/DERAM

:30
l-U \ J r I''V J. ..p

COfITlblUE:
RETUFitq
END

i )
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#x -KX){.-x -}( x-x'j{,x »x .)e-» FLJtqCao iNI'El?V )( x-){.)('x'x')çxw- )(. x ã-x-«-)('3(''x x'x x K » x.x-)(x#« -)('x'x')ç)ç-)ç)(x.x xx
lrlTE:GER FUhlCTltDN lllNTElll?V€1) ,Q,LX',X,Y>
111 rITE{3Er? P , Q , T , LX
1? ElrtL# El} X , Y ( 22 )

C
]:F { . rlOT
IF<.r40T

L.. ::LX
GO T0 50

IF(.NOT.(X.L
L=LX{.j.
[:-)O T0 30

T=:LX{.2
L;:LBISEC(T,Q,X,Y>

IF(.NOT.(X.Gt
L:LX-l
[:;O TO

T*LX-á.
L*LEiSEC(P,T,X*Y)
INT[RV-L
RETURF{
Et-!D

T

(X..Gt.Y(LX)
(X.LT.'r(LX.+

) ) C;0 1'0 :30
>) (30 To ÍO

Y ( L.X+ 2} >) 60 TO

Y(i.X- Í ) }) 60 T0 40

4g
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[.: )n'-x)c -x-)ç-x x N)ç F:UF [l:rt0 1. r1113E:C )o(-x--x--)ç)(-XXX-j{){XXXX-)(X- --KIC.)(X. -)Ç-X- ##X--X y#-Xje-){)t)t. j{)G)t)(-

C

[

.llr.ITt(l;ll:l:? F!.JFqCTiOÍ.! LBllS[C(F) , Q, X ,Y)

[rqTE(3[:R P ,Q,L.,IJ,F4]:1:)
REÓL#8 X',Y(213>

C
L:P

1.0 IFC<U---L).Lt.l.)GOTO
r'l 1 [) :: { L .}U ) / ?
]: F ( X . 6E .. Y ( f4 1 1)}}

LJ;MID
[jOTO ÍO

3©

30

L :: M l [>
GOTO l.O

IF(Y(L).NE.Y{L+í))GOTO
L=L+í

GOTO 30
LBISEC-L
RETtJl?N
END

40

40
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[: x- ): #
C

X. {C j{. )(. )( )( 3{. .){. }e J( [ Í]]! ];: Í[T' ]] F]õi T ]? .]] Fi (] )( ){. )( .){. # )c )ç jç ){. -» j( x. # ){. )( .» )( # .}ç .K j(. }( .)ç

11;t.j]]} r? Ot.JT ]] ]Q]!: T]? ]l rlíli í Fq , r'i :. (: )

[:!E:â]..)(-Í]] r4( j.Ç},. ÍÇ)) ,C( ].Í13 )
]: F.{ T E C$ E:: [? í-.!

[[. raTE:t])]]:F: ]] , ..i ,. ]< ;. t3 , i']F} ]. :, F:!F'í ].
F? E[âL+( €1] P , S , t'iêi;< , D

F! 1:} 1. :;: rq+ l
b! I',l J. ::N -.. j

[

60 J-j.,i'4í'lj.
HAX*DâE] S ( r4 ( J , J ) >
[:-) *J
JâUX=J+j.
[)O í O l -JAtJX , t]

][ F: { NAX . t]E: . r)AE] s ( i4 ( ]1 , J ) ) )
MAXI:DâBS{M(!,J))

[i <)TO í g

j.o CONT l rlLJ E:

IF(t;..EQ.J) GOTO 39
D0 2Q :*J,.F.!PÍ

P;M{6:1}
M ( G , l ) ::FI (

CONTINUE:

J
J 'r )

1 >

D0 3Q l::JAUX;b!
D:M<1,J}
[>0 4Q K*J,NPj.

r'í ( l , :{ } -H ( l
CONTINUE

COiQTINIJE
CONTINUE:

40
K ) H(J,K)/M(J,J)ã-D

C ( N ) -M ( FQ , NP í ) /F4 < 1{ , F-{)

]: :NPt í
IF€1.LT.í) C;OTO !00

J*N
IF<J.LT.(l+í)) GOTO

S=S+M(l,J)XC( J)

GOTO 80
C ( 1 ) : ( M ( 1 , NP í >-S)/M(l
l::l-l

C;OT0 7Q
CONTINUE
RETURN
END

S)/M(1,1)
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TABELA 1 - SP3

Erros relacionados com o problema (B. 2)

DlblN

3

4

5

6

6

7

8

9

10

11

1 2

13
14
15
16
1 7

18

236E
315E

00E 3
345E

52E 3

00E 3

356E
327E

05E 5

484E
449E

49E 4

462E

99E-2
83E - 2

44E-2
99E -. 2

34 E - 2

51E-3
S2E-3
08E - 3

04E-3
23E-3
60E-3
lIE-3
71E-3

5

3

2

l
l
7

6

5

4

3

3
)

/,

2

45E
26E
00E

38E
OIE
99E
24E
IOE
19E
53E

00E
S9E
25E

2

2

2

2

9

3'

3

3

3

3

3

3

3

10

11
12
13

14

15

TABELA 2 - SP5

Erros relacionados com o problenu (B.2)

(i)

(ii)

N Dlb{      

 

6.34E-5
1.09E- 5

3.72E-6
1.45E-6

2.40E-9
1.69E-8
2.19E- 8
2. 20E-8

2 . 86E-4
S . 59E-5
1 . 76E- 5
7 . 12E-6

9.86E-8
8.64E-7
9 . 5 5E-8
9.88E-8

2.54E-4
4. 38E- 5
1.51E- 5
6. 07E-6

2.86E-3
6.06E-4
2.00E-4
8 . 4 2E- 5
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