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RESUMO

Computagao Paralela ¢ uma forma de resolver problemas computacionais na qual
vérios processadores trabalham simultaneamente para a obtencio da solugao. A idéia
bdsica para se conseguir colocar em prética este processo, ¢ dividir o problema em virias
partes onde cada uma delas pode ser resolvida, ao mesmo tempo, por um processador.

Neste trabalho propomos um estudo sobre algoritmos paralelos e suas complexidades
para alguns problemas computacionais, visando compreender os mecanismos e as jdéias
que regem a feoria da computagio paralela na ciéncia da computagio. Mais precisa-
mente, trataremos dos problemas do célculo do determinante e ordenagio; Apresentare-
mos, também, um estudo sobre limites inferiores paralelos para alguns problemas, e uma
breve introdugao aos principais modelos de computagio paralela.

ABSTRACT

Parallel computation is a form to solve computational problems in that several pro-
cessors work simultaneously fo get the solution. The basic idea is to break a problen: info
smaller parts, which are solved simultaneously, each by a different processor.

Our aim s to study about paralle] algorithms, and their complexity, fo solve some
computational problems, to understand the mechanisms and ideas in this area. More
precisely, we deal with the problems of computing the determinant and sorting; we further
present a study about parale] lower bonds to some problems, and a short introduction to
the main models of parallel computation.
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INTRODUCAO

Devido ao crescente mimero de 4reas nas quais os computadores vem sendo usados,
tem sido crescente a necessidade de computadores cada ves mais rapidos do que os que exis-
tem atualmente. No entanto esté se tornando aparente que serd impossfvel encontrar um
crescimento significativo na velocidade de processamento usando simplesmente dispositivos
eletronicos mais rdpidos, como foi feito nas ltimas décadas. Isto ocorre, por um lado,
devido ao fato de que o tempo gasto para que uma informagio seja levada de um dispositivo
eletrbnico para outro estd se tornando maior do que o tempo gasto para processi-la. Por
outro lado, a redugéo das distincias entre os dispositivos, através da tecnologia VLSI, est4
encontrando um limite através do qual decresce a velocidade e a confianca na transferéncia
dos dados.

Uma alternativa para se conseguir crescimento substancial na velocidade de proces-
samento, é o uso de um computador paralelo, ou seja, um que possul virias unidades de
processamento, ou processadores, onde todos trabalham simultaneamente para a solugao
de um determinado problema. A idéia bésica aqui, & dividir o problema em vérias partes,
e cada uma das quais é resolvida ao mesmo tempo por um processador. Como um simples
exemplo, considere o problema de buscar um elemento em um arquivo. Com n proces-
sadores disponiveis, o arquivo pode ser subdividido em n subarquivos, cada um dos quais
sendo pesquisado por um processador. Um computador deste tipo levaria 1/n do tempo
gasto por um computador sequencial,

O nosso objetivo neste trabalho é estudar os mecanismos e as idéias que regem a teo-
ria da computagao paralela na ciéncia da computagio. Nés o desenvolvemos do seguinte
modo: O capftulo I é desenvolvido inteiramente com o objetivo de apresentar um algoritmo
paralelo para o determinante. Neste capftulo apresentamos também og principais critérios
para a avaliagao de algoritmos paralelos, e definimos as classes NCF de problemas; estas
classes so importantes para a classificagio de problemas segundo suas complexidades pa-
ralelas. No capftulo II tratamos do problema da ordenagao; neste capftulo apresentamos
trés algoritmos para a ordenagio e discutimos brevemente os demais algoritmos existentes.
No capftulo III, tratamos de limites inferiores paralelos para os problemas do méximo, in-
tercalagdo e ordenagao; e como apéndice apresentamos uma breve introdugao aos principais
modelos de computagio paralela.

No decorrer deste trabalho, sdo feitas vérias referéncias a objetos da Teoria dos Grafos,
Teoria das Linguagens Formais e Autématos, e Teoria da Complexidade. Para o leitor
que nao tiver formagao nestas dreas, uma explicagio melhor para estes objetos pode ser

encontrada em [BM], [HU] e [AHU).



Capitulo I

A Classe NC
e 0 Determinante

1.1 - INTRODUCAO

Nés estamos interessados em classes de problemas que 830 resolvidos rapidamente (em
tempo polinomial em logn, onde n é o comprimento da instincia do problema) por um
Computador Paralelo com um nimero vidvel (isto &, polinomial em n) de processadores.
Estas classes foram identificadas e caracterizadas por Nick Pippenger e 830 agora chamadas
NG (“Nick’s Class”). Desde entdo estas classes tém sido estudadas e atualmente elas
incluem uma grande variedade de problemas. O que faremos agora é estudar essas classes
e dar exemplos de problemas que estio nelas.

Até o presente momento n3o existe um modelo de Computador Paralelo que girva
de base para produgdo em grande escala. Um modelo mais atraente e que também é
candidato a amparar uma teoria matem4tica duradoura € um modelo chamado Famlia de
Circuitos Booleanos Uniformes. Como todos o8 computadores reais o construfdos a partir
de circuitos, circuitos representam um modelo mais fundamental que outros usualmente
considerados. Também a complexidade de circuitos tem sido estudada desde 1949 [Co).
Finalmente, as Classes de Complexidade definidas em termos de famflias de circuitos tém
uma caracterizagio precisa em termos de Méquina de Turing Alternada. Sendo assim, de
agora em diante, estudaremos algoritmos que consideram o modelo de Circuitos Booleanos
Uniformes.

O que faremos neste capftulo € o seguinte: Na secfio 1.2 introduziremos os principais
critérios para a avaliagdo de algoritmos. Na seqdo 1.3 definiremos Famflia de Circuitos
Booleanos Uniformes e a Classe NC* de problemas que podem ser resolvidos por uma
Famflia de Circuitos Booleanos Uniformes em tempo O(log* n) usando um némero poli-
nomial de processadores. Na segdo 1.4 conceituaremos Redutibilidade NC!. Na 86¢a0
1.5 introdugiremos o conceito de Anel Bem-Dotado. Tal anel tem representagao na qual
soma e multiplicagao podem ser eficientemente implementadas (em NCO e NC! respectiva-
mente). Estes resultados serio aplicados na segio 1.6 onde desenvolveremos um algoritmo
[Be] para calcular o determinante de uma matriz em tempo paralelo O(log® n). Na segio
1.7 mostraremos a equivaléncia, em tempo paralelo, entre 0s problemas: determinante,
poténcia de matris, produtos iterados de matrizes, e inversa de matriz.

2
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1.2 - AVALIACAO DE ALGORITMOS

Nos parégrafos que segue, definiremos vérias funcdes que serio utilizadas na avaliagdo
e comparagao de algoritmos paralefos.

1.2.1 - Tempo de Execucéo

Como a rapides de execugio € a rasio de ser para a computacio paralela, tempo de
ezecugdo em paralelo é, provavelmente, a mais importante medida na avaliagao de um
algoritmo paralelo. E definido como sendo o tempo nacessério para resolver um problema,
ou 8eja, o tempo gasto do infcio ao fim do algoritmo. O tempo de execugao € geralmente
obtido contando dois tipos de instrugdes executadas pelo algoritmo: As instrugdes de trans-
feréncia de dados entre o8 processadores, e as operagoes aritméticas e légicas executadas
dentro de cada processador.

Uma boa indicagdo da qualidade de um algoritmo paralelo & o aumenio da velocidade
de execugio que ele produs. Este aumento ¢ definido como:

tempo de execugao, wo pior caso, do mais répido
algoritmo sequencial conhecido para o problema

tempo de ezecugio, no pior caso,

do algorsimo paralelo

E claro que quanto maior for esta faxa, melhor ser4 o algoritmo paralelo. No melhor Caso, 0
que 8¢ espera, € encontrar um aumento de velocidade de N quando se resolve um problema
usando N processadores. Na prética, tal aumento, em geral, ¢ dificil de ser encontrado,
PoI8

(1) Na maioria dos casos & dificil decompor um problema em N partes, cada um
requerendo 1/N do tempo gasto por um processador para resolver o problema original, e

(2) O modelo de computador paralelo usado para resolver o problema impoe restrigoes
que torna o tempo desejado inatingfvel.

atmenlo =

1.2.2 - Niimero de Processadores

Qutro critério de avaliagio de um algoritmo paralelo ¢ o némero de processadores
necessérios para resolver um problema. Por este critério, & evidente que quanto menor for
o nimero de processadores utilizados, melhor & o algoritmo.

1.2.3 - Custo

O custo de um algoritmo paralelo ¢ definido como o produto das duas medidas ante-
riores. Ou seja,

custo = lempo de exec. X némero de proc. whilizados.

Em outras palavras, custo € igual o nimero de passos (sequenciais) executados na solucio
do problema, no pior caso. Se o custo de um algoritmo paralelo € igual ao limite inferior
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sequencial para um dado problema, o algoritmo paralelo é dito ser de custo dismo. No caso
particular da ordenago, um algoritmo paralelo cujo custo é O(nlog n), é de custo étimo.
Além disso, quando ndo se conhece um limite inferior, a eficiéncia do algoritmo paralelo,
definida por

tempo de ezecugio, no pior caso, do mais répido
algoritmo sequencial conkecido para o problema
eficténcia = ;
custo do algoritmo paralelo

¢ usada para a avaliagio,

Na maior parte dos casos, eficiéncia < 1; caso contrério, um algoritmo sequencial mais
répido pode ser obtido a partir do paralelo.

1.2.4 - Qutras Medidas

Além dos trés critérios descritos acima, outras medidas 830, a8 vezes, usadas na
avaliagdo de um algoritmo paralelo. Por exemplo, se o computador paralelo é construfdo
usando tecnologia VLSI, onde aproximadamente 10° porias 1dgicas podem ser colocadas
em uma placa de 1 em?, entdo a 4rea ocupada pelos processadores e suas interligacses
(comprimento dos fios) devem ser levadas em consideraggo.

1.8 - FAMILIAS DE CIRCUITOS UNIFORMES [Co]

Um circusto [Co] (booleano) G com n entradas e m safdas é um grafo orientado acfclico
e finifo com nés (chamados portas) rotulados como segue: O circuito C fem n “nés de
entrada” zy,...,2,, cads um com grau de entrada sero. Os outros nés que tém grau de
entrada sero 230 rotulados com 0 ou 1. Todos 08 nés com grau de entrada 1 sio rotulados
“inversor”. Todos o8 outros nds restantes tém gran de entrada 2 e gio rotulados A (“e™)
ou V (“ou”). Os nds de safda 8o ¢y,.. ., ym. Para cada né de entrada existe um caminho
que vai dele a algum né de safda. Usamos 8(C) para denotar o niimero de nés de Ce d(C)
para denotar o comprimento de um passeio mais longo de um 16 de entrada a um né de
gafda. O circuito € computa uma fungdo f : {0,1}* = {0,1)™ se f(z) = y se e somente
s¢ C com entrada = obtém y como salda (Fig. abaixo).

f={°»}}(’;)“;g°'1}"' & zE{O,l}”{ _' c :}ye{o,l}"’

Fig. 1.1 - O Circuito C computa s fungéo [

Em geral, nés estamos interessados em computar uma fongdo f =< fp > onde
fn 2 {0,1}9) s {0, 1}4(%), g(n) & monotdmica e estritamente crescente e g(n) = noll)¥,

* g{n) = n°(") s¢ ¢ somente se g(n) = O{n*) para alguma constante k
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(a fungdo f serd tratada como a uniao sobre n de fn). Uma Famdia de Circuitos com
enfrada de famanho ¢ e safda de tamanho h ¢ uma sequéncia < C, >, onde Oy é um
circuito com g(n) entradas e h(n) safdas. A famflia C,, computa a fungio f se e somente
ge C,, computa f, para todo n.

Por exemplo, a funcdo “fecho transitivo em um grafo” tem 9(n) = h{n) = 02, O
argumento z para f,(z) ¢ uma sequéncia de n® bits representando a matriz n X n de
adjacéncia linha por linha para um grafo orientado G com n vértices. O valor fn(z) é uma
sequéncia de n? bits representando o fecho transitivo de G.

Neste estudo restringiremos nossa atengio para Famflias de Circuitos “Uniformes”,
ou seja, Familias < Cy, > para as quais existe algum algoritmo que, dado n, gera efetiva-
mente o n-ésimo circuito Cy. Existem vérias rasdes para exigir uniformidade. Primeiro,
pode-se querer exibir C,, para vérios valores de n, ¢ isto nio seria possfvel sem alguma
condicao de uniformidade. Além disso, Famflias de Circuitos Uniformes definem classes de
complexidade que tém relagoes interessantes com classes tradicionais definidas por tempo
e espago. O conceito de uniformidade ndo serd formalizado aqui, mas pode ser encontrado

em [Ru].

Definicao [Co). Um problema R ¢ uma famflia < R, > de relagoes bindrias tal que
Ry € {0,1}#(") x {0,1}4(%), Uma famflia de circuitos < C,, > resolve o problema R se e
somente se a fungdo < f, > computada por < G, > realiza R no seguinte sentido: Para
cada n ¢ cada z em {0,1}9(), se R, (z,y) existe para algum y, entiio R, (2, fa(2)) existe.

Para ilustrar a definicio acima, se o problema R ¢ encontrar uma floresta espalhada,
entao Ry (z,y) existe sempre que z codificar um grafo néo orientado G e y codificar uma
floresta espalhada para G. A familia < a, > resolve R se e somente se para todo n,
quando as entradas para an codificarem um grafo G, as safdas de oy, codificarem uma
floresta espalhada para G.

Definicdo [Co]. NC* ¢ o conjunto de todos os problemas R resolvidos por uma
Familia de Circuitos Uniformes < Cy, > com 8(Cp) = n°(!) (isto &, s(Cp) é limitada por
algum polindmio em n) e d(Cy) = O(log* n). NC = Ux NCE.

14 - A CLASSE NC' E REDUTIBILIDADE NC! [Co]

A classe NC' consiste de todos os problemas que siio resolvidos por uma Famflia
de Circuitos Booleanos Uniformes < Cp, > com complexidade 8(Cp) = n°W) e d(Cy) =
O(logn), onde n & o tamanho da enirada. Exemplos de problemas em NG sio: Soma
¢ produto de dois inteiros com n digitos, soma de n mimeros infeiros, multiplicagdo de
matriges inteiras e ordenagio de n ntimeros inteiros. Circuitos para estes problemas, com
excegdo do dliimo, serdo descritos neste capftulo.

Em estudo da complexidade de tempo sequencial, redutibilidade em tempo polinomial
tem sido padrao. No estudo da Computagio Paralela, aparentemente a redutibilidade NC
€ a mais apropriada. O conceito de redutibilidade introduzido agora é uma ferramenta
muito importante para a classificacio de problemas segundo as classes NC*. A secao 1.6
¢ um exemplo disto.
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Definigéio [Co]. Um problema R é NC! redutfvel para § (R < §) 8¢ e somente se
existe uma Famlia de Gircuitos Uniformes < a5 > que resolve R, onde d(an) = O(log n)
e para ay, € permitido ter um ndmero constante (em paralelo) de nés ordculos para §. Um
né ordeulo para § € um né com uma sequéncia < yy, ... y¥r > de arestas de entrada e uma
sequéncia < £1,...,2, > de arestas de safda tais que $(y; ... 4, 2 ... %) exisie.

Exemplos de redugdes NC' sio encontrados no Teorema 1.1, onde o problema de
computar o produto de duas matrizes é redusido & multiplicacio de dois nmimeros (esta
redugio também pode ser vista em relagio a somas iteradas), e na secéo 1.7.

Observe que a relagio < € transitiva e reflexiva. O Fecho C* de uma classe C de
problemas (sob <) consiste de todos os problemas R tais que £ < § para algum § em C.
A classe C é Fechada se e somente se C = C*.

Proposicdo 1.1 [Co]. A classe NG* ¢ fechada sob < para todo K > 1.

Dem. Suponha R X § e § € NC*. Suponha que < a,, > realiza a reducio £ < § , €
< fin > resolve § em NC*. Entio uma famflia < 4, > para resolver R em NC* pode ser
construfda tomando 4, como sendo o, onde cada né ordculo para Sy, € trocado por f,,.
Para ver que d(,) = O(log* n), considere qualquer caminho p em 1, e suponha que p passa
pelos circuitos B, ..., fm, que substitufram nés ordculos em ag. Entdo o comprimento
de p € no mdximo 337, d(Bm,) + O(logn) = O(T._, log* m;) + O(log n) = O(log* n). A
uniformidade de <, > é provada  partir da unflormidade de < ay > € < f, >.

Definigéio [Co]. Um problema R € Diffesl (ou NG Difiesl) para a classe C se e

somente s¢ § < K para todo § em C. R & Completo (ou NC! Completo) para C se e
somente se R & Dificil para C'e R € C.

C R C
e

Fig. 1.2 (a) - R ¢ ditici) para C Fig. 1.2 (b) - R ¢ completo para O

1.5 - ANEIS BEM-DOTADOS [BCP]

Informalmente, um Ane] Bem-Dotado é aquele cujos elementos podem ser represen-
tados por sequéncias de bits de tal forma que a soma possa ser computada em tempo
(paralelo) constante e a multiplicagio possa ser computada em tempo O(log n). A repre-
sentagao dos elementos do Anel pode ser redundante, ou 8¢ja, um elemento do anel pode
ter mais que um representante, mas deve ser sucinta no sentido que elementos “pequenos”
usem poucos bits para serem representados. Dessa maneira, no Anel deve existir uma
nogao de tamanho, ou comprimento para seus elementos.

Seja A um anel. Uma fungdo de comprimento para 4 é uma fungio o : 4 — N
satisfasendo:
Dofz +y) < maz{a(z),a(y)} + 0(1)
2)a(z.y) < afz) +a(y) + 0(log maz{a(z),a(y)})
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para todo z,y em 4. Para ser conciso diremos “o Anel (4, &)” para representar “o Anel 4
com funcao de comprimento o,

Seja f : 4 — B um mapeamento do Anel (4, a) no Anel (8,8). Uma fungio limste
para f € uma fungio ¢ : N — N fal que

B(f(z)) < ¢(ols)).

Denotaremos “mapeamento f com fungio limite ¢” por “mapeamento (7,4).

Para um Anel (4,2) e um nimero natural n, denotaremos por 4, o conjunto dos
elementos z em 4 tal que az) < n,

Uma represeniagio para wm Anel (4,2) é um par (I, r) composto por uma fungio
'+ N — N e uma sequéncia r = {ry,ry,...} de funges tais que r, : {0,1}(") = 4 e
An esté contido em 1, ({0,1}'(™) para todo n em N. Uma representagio serd chamada
sucinta se I(n) = n°(1) (isto é, se i(n) & limitada superiormente por um polindmio em n}, e
uniforme se para todo g € 4 existe uma sequéncia {uy, u,, .. .} de espago-log e uniforme tal
que uy, estd em {0, 1}*(=)+*) ¢y, 0y (ur) = 2 para todo & > 1. (espago-log e uniforme
significa que alguma M3quina de Turing pode, para todo k, gerar u;. sobre uma fita de
safda usando espago de trabalho O(log [uk|)). Usaremos a notagio “o Anel (4,a,l,1)
para “o Anel (4, a) com representagao (I, 7).

Uma smplementagio para um mapeamento (f,4) de um ane) (4, a,1,7) para um
anel (8,8, m, 1) & uma sequéncia F = {F1,F3,...} de fungdes tal que F, : {0,1}'(") s

{0,1)mlé(n)) e
toin)(Falu)) = f(rn(u))

Para todo n em N e u em {0,1}*), No caso mais geral em que f : A% — B, uma
implementacio para f é definida de maneira similar 3 acima.

Por soma em A denotaremos o mapeamento f : A x 4 — A tal que flz,9)=2+y
Por negagdo em 4 denotaremos o mapeamento f : 4 — 4 tal que f(z) = -z e por
multsplicagao em £ denotaremos o mapeamento f : 4x A+ 4 tal que f(z, y) = zy. Uma
implementag3o para soma ou negagio sers chamada eficiente se ela estd em NCO e uma
implementacio para multiplicagio serd chamada eficiente se ela estd em NC!. Digemos
que um Anel (4, a) é bem-dotado se existe uma representagio sucinta e uniforme para a
qual existem implementages eficientes para soma, negagio e mulfiplicagio.

Considerando o Anel dos inteiros, seja £(z) = [log, ()] + 1)] (o nimero de dfgitos
p-4rios necessirios para representar z).

Fato 1. {(z) = [log,(|z| + 1)] é uma fungio de comprimento para .

Dem. Sejam z € y em Z e suponha, sem perda de generalidade, que |z| > |y|.

=l 2 tyl = [log, (J=] + 1)1 > [log, (Jy] + 1)1 = £(z) > £(y) =
= {(z) = maz{{(z), £(y)}.
§(z+y) = [log,(jz+y|+1)] < [log, (|| + |y| + 1)] <
< [log,(2}z] + 2)] = [log, 2(|2] + 1)] < [log, p(lz| + 1)] =
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=1+ [logy([z] + 1)] = 1 + £(s) = maz{é(z), €(9)} + 1.
= {(z +y) < maz{{(s), £(v)} + O(1).

Se z =0 ouy=0entio {(z.y) = 1 < {(z)+£(y)+ O(log maz{é(z), £(y)}). Suponka
entao z# 0ey#0.

&(z.y) = [log,(lz.y| + 1)] = [log,(|=].|y| + 1)] < -
< [log, (2l=l.Iy1)] < [log, (pizl.l¥])] = 1+ [log, |2 + Jog, [#]] <
<1+ [logy |=]] + [log, [y])] <
< 1+ [log,(l=] + 1)1+ [log,(|y| + 1)].
= §(z.y) < £(z) + £(y) + O(log masz{é(z), £(v)}).
O que prova o fato 1. ]

A representagio comumente usada para og inteiros (o anel Z,, n > 2) permite a
construgao de algoritmos para a soma e multiplicagdo cuja naturesza ¢é inerentemente se-
quencial, devido a propagagio do “vai um®; Para quebrar essa propagagio e possibilitar
a construgdo de algoriimos mais ripidos, & preciso mudar a representagio. Isso é o que
faremos agora.

Para p > 2, notagio p-iria é uma representagio sucinia e nniforme para (Z, £), mas
néo produs uma implementacio para soma em NC°. Para p > $ nés construiremos agora
uma representagao sucinta e uniforme {I,r) para (Z,{) para a qual existe implementagio
para soma e negagao em NC® e implementagio para multiplicagio em NC!.

Para n > 1em N, defina py, : {~(p - 1),...,-1,0,1,...,(p — 1)}* = Z por:

Pl®1,. . ) = ; !
1<k<n

t1,...,t em {=(p=1),...,-1,0,1,...,(p — 1)}. Observe que esta representacio é re-
dundante no sentido que um elemento inteiro pode ter mais que um representante. Por
exemplo, se p = 10 entao o elemento 3 pode ser representado por (3) ou (~7,1) ou ainda
(~7,-2,3).

Zy, estd contido em pu({~{p—1),...,-1,0,1,...,{p— 1)}*) para todo n > 1 em N.
Codificando cada sfmbolo de {—(p - 1),...,-1,0,1,...,(p — 1)} como uma sequéncia de
[logy p + 1] sfmbolos em {0,1}, podemos obter a partir de p = (p1, p3,...) uma repre-
sentagio (I,p) com I(n) = [log, p + 1]n. Esta representacio é sucinta e uniforme, e serd
chamada representagao p-dria balanceada para (Z, ¢). Esta representagio é de autoria de
Avisienis [BCP|.

Para ver que soma (com funggo limite ¢(n) = n + 1) tem uma implementagio em
NG, suponha que s3o dados uy,...,up € vy, ..., v, em {— =1),...,-1,0,1,...,(p-1)}.
Desejamos calcular wy, ..., Wa4y em {—(p - 1),...,~-1,0,1,...,(p - 1)} tal que

Pri1(Wiyee ey Ung1) = pu(tin,een ) + pu(v1, ..., V). (%)

Como, para 1 <k <'m, |ug| <p—1e|u| < p-1, temos |up + v| < 2p— 2. Entio
é possivel escrever u + v = pzx + Y com |7k < 1 e |yx| < p— 2 (aqui nés usamos a
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hipétese p 2> 8). Be, para 1 < k < n+1 fisermos wi = 2y +y, onde 5o =0 ¢ Yni1 =0,
entdo [wk| < p—1 ¢ a condigio () é satisfeita. Como wi depende somente de uy, uy_;,
Uk € Uj—1, W pode ser computado a partir de u ¢ v em NCV.

Uma implementagio para este algoritmo pode ser feita por uma famflia de circuitos
construfda do seguinte modo: Cada circuito Gy, é composto por dois tipos de processadores, -
Py ¢ P;. Op processadores do tipo P; 18m as seguintes caracterfsticas:

?l} Cada processador tem dois nés de entrada e dois de safda.

2) cada processador deve somar o8 valores contidos nos née de entrada, e colocar o
resultado da soma na forma pz + y com |z| < 1 e |y| < p— 2. Feito isto, o valor de  deve
ger apresentado em um né de safda e o valor de y no ontro (Fig. 1.3 (a)).

Os processadores do tipo P; tém as seguintes caracterfsticas:
E 1) Cada processador tem dois nés de entrada e um né de safda.
2) cada processador deve somar os valores contidos nos nés de entrada, e apresentar
o resuliado da goma no né de safda (Fig. 1.3 (b)).

— I—) — I
P, P i
- | — — |

Fig. 1.3 {a) - Processador tipo P; Fig. 1.3 (b) - Processador tipe Pg

O circnito Oy para somar pg(8y,...,%,) + pu(1,...,9,) ests ilustrado na figura
1.4. Observe que a soma é executada em tempo constante e o nimero de processadores
utiligados é 2n + 1.

Exemplo. Suponha p = 10 e que queremos somar (uy,...,u;) = (2,-1,5, 7) e
(V130005 98) = (7,-8,4,-2). A execuciio desta soma est4 ilustrada no circuito da figura
1.5.

Para ver que a negago (com fungfo limite ¢(n) = n) tem implementacio em NC?,
suponha que seja dado wy,...,u, em {~(p - 1),...,~1,0,1,...,(p — 1)}. Desejamos
calcular wy,...,w, em {~(p-1),...,-1,0,1,...,(p— 1)} tal que

Pn(wj,-u,wn) = "Pn(th,...,u,,).

Basta tomarmos wy = —u; para 1 < k < n que teremos todas as condicoes satisfeitas.
Como wj, depende somente de uy, w pode ser computado a partir de u em NCO.

O circuito para a negagio nio seré feito aqui, mas pode ser construfdo a partir de
processadores com as seguintes caracteristicas: Cada processador fem um né de entrada e
um de safda, e sua fungao é tomar o 6 de entrada uy, e produsir como safda o valor —u.

Para ver que a mulliplicagio (com fung3o limite ¢(n) = 2n + [log, 2n]) tem imple-
mentagiio em NC', suponha que sejam dados u;,...,u, € vy, ..., v, em {-(p-1),...,-1,
0,1,...,(p—1)} e desejamos computar wy, ..., Wy(,) em {—(p—1),...,-1,0,1,...,(p-1)}
tal que

Pé(u)(wls . °:w¢(u)) = Pu(B1y+00y0) X palv1,... +¥n).
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\XD:O
/3! 3/1\
Uk l Yk \
—)
Ukt 1 “hﬁ
—

&
1
s

5
l
:c
/
=
e
l
&
=

Py |2 Wayg

P \ P, {—2

" ‘IPQ -0

Fig. 1.5 - Circuito para somar (y,...,%g) + (vy,..., tg).
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Como para 1 < 4,7 < n, Jui] <p—1eu;] < p-1, temos Juvy] < (p—1)? < p* - 1.
Portanto, ¢ possfvel escrever |uiv;| = p.2s; + vij com |55] S p—1le |y <p—1. 8
fisermos

zi.={zi.j—i seds+1<i<n+t
3 0 caso contririo

s—i+1 ses<i<n+i-
zn+u={g"’ i sessi Sl

Para 1 <1 <nel<j<2n, teremos entio

;; Pan (21 coos%ign) = Pa(ty. .., Un) xPﬁ(”h-'-svﬁ)'
1<€:<52n

Como 2y depende somente de 4; € v5_g, € 2,4 depende somente de u; € v;_s11, 2 pode
ser computado a partir de £ e y em NCP. Se computarmos Wiy .oy We(n) em {—(p—
1}ye00—1,0,1,...,(p — 1)} tal que

Péin) (015 ..., Wg(n)) = ;; Pan(Zi -+ -1 Zin)
1<32n

teremos terminado a prova. Por somas iteradas (veja Lema 1.1) podemos computar w a
partir de # em NC!,

A implementacio do algoritmo acima para a multiplicaciio pode ser feita por um cir-
cuito construfdo do seguinte modo: O circuito € composto por dois tipos de processadores,
Py e Py. Os processadores do tipo Py possuem as seguintes caracterfsticas:

(1) Cada processador tem dois nés de entrada, u; e v;_;, e dois de safda, z;,; e
Yig—i.

{2) Cada processador deve multiplicar os valores os valores de ui e vj_;, obter o
resuliado na forma ps; j_i + 9 y—i € colocar z;j_i e ¥ s—i nos ndés de safda.

Os processadores do tipo P, s2o rotulados por 2,, ou wy, € possuem um né de entrada
e um de salda. Sua funcao € simplesmente armasenar o valor contido no né de entrada e
apresentd-lo ao nd de salda para posteriores operagbes.

Os processadores estao interconectados do seguinte modo: O né de salda de cada
processador do tipo Py que contém o valor 2; 5—; (ys 5—+) € interconectado ao né de entrada
do processador %;,; (#a+4i,5-1) (fig. abaixo).

o Ve

'

Fig. 1.6 - Interconexio entre os Proceasadores no circuito para & multiplicacho.
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Fig. 1.7 - Circuito para multiplicar (%1, g, t3) X (v1,¥3,v3)
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Pela aplicacio do Lema 1.1, o8 processadores %1, ..., % 2q 830 interconectados em

forma de uma &rvore bindria com 2;y,. .., 9, nas folhas. Na rais da érvore encontra-se
o processador w; que conterd o valor ;5 + -+ + Zign.
A partir de u e v podemos obter z em tempo constante. De posse de 2,1,...,% 24

podemos obter o valor w; em tempo O(logn). Portanto, o circuito acima computa a
multiplicagdo de inteiros em NC!. :

Exemplo. Suponha p = 10 e que queremos multiplicar (u1, u2,us) = (2,-1,9) por
(v1,v2,vs) = (7,-8,-3). O circuito da figura 1.7 executa esta multiplicaco.

O que acabamos de demonstrar foi o seguinte:

Proposigéio 1.2 [BCP). O anel dos inteiros é bem-dotado, usando representacoes
p-4rias balanceadas para p > 3.

Lemea 1.1 [BCP). Somas iteradas em Z tem implementacio em NC! e fungio limite
¢*(n) = n+[log, k], onde k é o nimero de elementos a ser somado e n ¢ o nimero méximo
de digitos em cada elemento.

Dem., Usando representagio p-dria balanceada (p > 3) para Z, suponha que sejam
dados uj,...,u; em {—(p-1),...,—1,0,1,...,(p—1)}" e desejamos computar u; +-- -+uy.
O circuito para a implementagdo de somas iteradas tem a forma de uma &rvore binéria com
k folhas, Os processadores sdo representados pelos vértices da 4rvore e as interconextes
pelas arestas. Em cada folha est4 colocado um elemento u; e cada vértice que nio é
folha contém a soma dos valores do(g) seu(s) (dois) filho(s). Dessa forma, como a soma &
associativa, teremos na raiz da 4rvore o valor u; + -+ + u, {fig. 1.8).

Uy

Ut Uzt

Fig. 1.8 - Circuito pars a implementagido de somas iteradas.

O ndmero de nds deste circuito € no méximo 2k — 1 ¢ o comprimento de um caminho da
folha até a rais é O(log, k). Como a soma de dois elementos em Z pode ser feita em NC?,
temos que somas iteradas em Z tem implementagio em NC!.

Com relagao a fungao limite ¢* para somas iteradas, vamos mostrar que ¢*(n) =
n+ [log, k| fasendo indugio em k. Para £ = 2 temos ¢*(n) = ¢(n) = n+1=n+ [log; k].
Suponha entdo que desejamos somar k > 3 elementos em Z pelo processo da 4rvore
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bindria descrito acima. Se & ndo é uma poténcia de dois entio complete o conjunto com
seros até que tenhamos k = 2% elementos para somar, Seja r a rais da 4rvore, r; e r; seus
filhos esquerdo e direito respectivamente. Entao as sub4rvores esquerda e direita da rais
contém cada uma k/2 folhas, r; contém a soma dos elementos uy, ..., tg/z € 13 contém
a soma dos elementos Y(x/2)41,...,%k. Por hipbtese de indugio, temos em ry € 3 que
¢*(n) = n+ [logg k/2]. Sl‘emoe. entdo em r que ~

¢"(n) = n+ [logy k/2] + 1= n+ [logy k. ]

Teorema 1.1. O produto de matrizes pode ser computado em NC! com O(r?)
processadores.

Dem. Seja 4 um anel bem-dotado. Sejam A e B duas matrizes de ordem n X » em
AeC = AxB. Cada elemento C;; é determinado por Ci; = Yp_; A Brj. Ou seja,
Cij é determinado por n produtos € n — 1 somas. usando n processadores podemos faser
og produtos, em paralelo, em uma unidade de tempo. Feiio os produtos, usando mais
n — 1 processadores podemos fazer as somas em tempo O(log ) (Lema 1.1). Temos entio
determinado um elemento C;; em tempo O(logn) usando 2n — 1 processadores. Como
temos n? elementos na matriz C para serem calculados, podemos executar este processo
n? vezes em paralelo e determinarmos a matris produto C em tempo O(logn) usando
n?(2n — 1) processadores. Portanto, produto de matrizes pertence a classe NC! com
O(n®) procesadores. ]

A partir do teorema acima, podemos construir um circuito para computar Ci; =
Y k=1 Ain#Byj do seguinte modo: Tomamos n circuitos para multiplicagio de dois ntimeros
inteiros (Proposigao 1.1) e um circuito para somas iteradas de n niimeros inteiros (Lema
1.1). Ci; é computado pelo seguinte circuito.

A | Ay X By

By; 4 |

A _ Ay X Byj

Bﬁ — circuito

para Cij
gomas iteradas
Ain ) Ain X Byy
By; _ —

Fig. 1.9 - Circuito para computar C.‘j

A matriz C' = 4 x B pode ser computada a partir de n? cépias do circuito acima.
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Observe que este algoritmo exige que sejam feitas n copias de cada elemento das
matriges A e B, e que estas cdpias ndo foram computadas no célculo da complexidade
do algoritmo. Nés estamos supondo desprezivel este “lempo para tirar ¢dpias de um
elemento”.

Usando o mesmo raciocfnio do lema 1.1 podemos provar o seguinte: .

Lema 1.2. Produios iterados de matrizes com elementos em Z tem implementagéo
em NC? usando O(n*) processadores.

1.6 - ALGORITMO PARALELO PARA O DETERMINANTE

O algoritmo que apresentaremos a seguir é devido a Berkowits [Be]. Este algoritmo
computa o determinante de uma matriz 4 de ordem n x #, via polindmio caracterfstico de
A (p(A) = det(A — X + 1)), em tempo paralelo O(log? n) usando O(n) processadores.

Seja 4 um Anel Bem-Dotado comutativo com elemento unidade. S¢ja 4 nma matris
de ordem n X n sobre 4. Para 1 <t < n — 1 definimos as submatrises By, & e M; como
segue:

B = (01041,...,00)

St = (Ge414--)0nt)

G141 o0 Bitin
M, = : oo
Gpit+l .0 Opn
Fagamos B = R, § = §) e M = M,. A matriz A se relaciona com R, § ¢ M por:
_ | 811 R

Sejam p(A) e g(A) os polindmios caracteristicos de A e M respectivamente. Ou seja,

¥
P(A) =Y paid’ =det{A-Ax])
§ fi —% ]

n—I
gA) = groi-1X = det(M - X+ ]),
; i
Podemos observar enido que se calcularmos o polinémio caracterfstico p(2) da matris
A temos calculado de(A), pois det(4) = p(0). O que faremos agora é calcular p(A).
O determinante pode ser definido indutivamente pelo método da expansio dos cofa-
tores sobre linhas ou colunas, ou seja:
det( 4) = E Ay x det(A(5]7)) (- 1)+
=1
fl

=Y Aij » det(A(3]7)).(-1)"+

=
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onde A(il7) € a matriz de ordem (n— 1) x (n — 1) obtida de A removendo-ge a i-ésima
linha e a j-ésima coluna.

A adjunta clssica é definida por:
adj(A);; = det{A(3li}).(~1)"*7.

Daf segue que se det(4) # 0, entio adj(A) é a tnica matriz que satisfaz

é

adj(A) » A= Axadi(4) = I = det{ A).

As duas afirmagbes seguintes servirdo para deduzirmos o método de Samuelson que
relaciona os polindmios caracterfsticos de 4 e M a fim de obtermos uma solugao recursiva

para p(A).

Lema 1.3 [Be].t p(A) = (11— A) s det(M — A« I) - R+ adj(M - A+ 1) 8.

Dem. Fagamos a expansao por cofatores de det{A — ) x I) sobre a primeira linha e
teremos

p(A) = (@11 = A) = det(M — A = )+
+ ayg * det((.& - A% 17(1!2))-(-1)’” + a3 # dff(ffi - A 1)(153))-(—1)1%—3
4+ ..+
+ 01 #det((A— A« H(1jn)). (1)t

- '3525(21 ) *})E;ig);-(—;);i'
=(a“—)‘)*d6t(M—A*I)+R>; ¢ ( - A% )l },)(_)

»
v
.

det((A =3 )(1]n)) (-1 4>

=

Fagamos agora a expansdo por cofatores de det((4 — A < J)(1] M), 2<5<n

t No artigo original de Berkowitz encontramos um engano no enunciado deste lema. 0
operador, no centro da expressao, est4 +. Este engano teve como consequéncia outra troca
de sinal na férmula do método de Samuelson.
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sobre a primeira coluna.
det((A— )+ na-(- 1)1+
= agy » det({(4 — A= (1) (UD)(-L)H (1)1
+ oa # det (A~ A+ D)(115))(21)).(~1) 2 (-1 + 4 4
+ a1 det(((A - A+ I)(1]7))(n - 1)1) ) 1+" L(-1)td
= gy def (M ~ X» D)1} ~ 1))(-1)"++
+agy #det((M — Ax )27 - 1)).(-1)*7 ... 4
+ Gy ¥ det((M— AsxI)(n—1)7 - 1)).(_1)11—1+1.
~[az1 x det ((M - 3= I)(1)7 - 1)).(-1)! 014
+ ag) * det((M -« I)(2]5 - 1)).(_1)2+(J'—1) Lt
+a, * det((M -XxI){n-1lj - 1)),(—])"—1+(i—1)]
= —[421 xadj(M —As1)j-y 1+
+ azy * a,d](M - Ax I)j_l;z Bl
+ang *adj(M = A+ 1)1 0-1]
~[odi(M =X+ Djoia adi(M =X D)jry
adj (M — X » I)‘,-_l_n_]] % 5.
Portanto: p(A) = (a1 = A) s det(M = A« I) = Rsadj(M = s 1) = S, I
Lema 1.4 [Bel. adj(M — X+ I) == T4 o (M*2xqo+ 4 T4 i g) * A=K,

Dem. Muliiplicando ambos os lados desta expressao por (M — ) # I), o lado esquerdo
“igual a g(A) « I. Do lado direito temos:

_Z(. DEPLLFIVES EY ) E

7

= —Z (M'k_] ¥qot+ -+ Moxgiog) 4 Anky

i
=2

Reordenando os fndices do segundo termo temos:
"

—;( o) % ,\“‘k*(M -Axl)=
=2

#®

:___; (Mk-—l ’*q0+"'+M*9k—2) *An—k_{_
=2

-1
= +Z: (M*T gyt gy # A2E,
=1
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Sabemos, pelo teorema de Cayley-Hamilton, que: M1 x gy + - + T4 gu_y = O,
Somando entao M"~1 4 gy + --- + I+ g, no segundo termo acima, temos:

—ki() % A"_kx(M— Ax]) =

i

= —;(M"‘1 #go+ o+ M xgrg) x A" K4

=7
:+Z(Mk—1 *QO':L""*'I*Qk—l) y yn—k

=1
= (Qn—l + Qo x A+ "‘+90r\"'—1) *[___q(,\) « I,

Como g{A) # 0 temos provado o lema 1.4. i

Substituindo Lema 1.4 no Lema 1.3 temos o método de Samuelson que relaciona os
polinémios caracterfsticos de 4 e M:

P(A) = (@11 = ) # del(M — A+ )

R () (M xqut 4 s guoa) s AVH) S
=2

Observe que a igualdade acima nos dé uma solugio recursiva para o polinémio ca-
racterfstico de 4, Tudo depende, entdo, de computarmos eficientemente o somatério que
aparece no segundo membro. Caminharemos agora neste sentido.

Lema 1.6 [Be]. Sejam R, § e M matrizes 1 X m, mx 1emxm respectivamente,
param < n. Seja T = {R+M*+ S}, Entdo T pode ser computado em tempo Oflog? n)
com O{n®) processadores.

Dem. Defina:

Entao qualquer elemento de T' pode ser determinado por um dinico produto de um elemento
de U por um elemento em V. Isto ocorre porque qualquer expoente k de M em T' pode
ser escrito (unicamente) na forma & = £ + 7 # [\/n], onde 1,5 < [\/%]. Portanto, todo o
conjunto T' pode ser computado a partir de U e V por n produtos. Como cada produto
de um elemento de U por um elemento de ¥ pode ser computado em tempo O(log n) com
O(n) processadores, I' pode ser computado em tempo O(log n) com O(n?) processadores.

U'eV sdo computados da seguinte maneira: Apresentaremos primeiro a computacio
de U. A partir de M computamos M?, depois M%, M8 e assim sucessivamente até

M"Y Tsto pode ser feito em tempo O(log? n) com O(n®) processadores por [log /]
aplicagoes sequenciais de produto de matrizes. A seguir calculamos RM, RM? e de posse

de U' = {RM¥ ,RM¥-1,... \RM?7'+1} ¢ U" = (M M*'~*}, obtemos RM¥'+1 ...
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RM*™ multiplicando cada elemento de U’ por cada elemento de U (fig. 1.10). Isto
pode ser feito em tempo O(log? n) usando O(n?) procesadores. Desta maneira, U pode ser
computado, iterativamente, a partir de M, M? e R em tempo O{log® n) com O(n®) proces-
sadores. V é computado de maneira andloga a partir de Mv7l,

R mf\ RM?"
'_1\ M2f

RM?

M

/

RM? ™M1 RM% -1

Fig. 1.10 - Célculo de [/

Definigao [Be]. Uma matriz B de ordem n x m ¢ dita Super-Diagonal se

Bi,j = Bi——min{:’,j}-;-],j—m:'n{i.j}H-
Ou seja, uma matriz nxm € Super-Diagonal se cada diagonal possui todos os'seus elementos
comn ¢ mesmo valor.
Uma matriz € trisngular inferior se ela possui todos os elementos acima da diagonal

principal iguais a gero (By; = 0se 7 > 7).

Lema 1.6 [Be]. Sejam A, B n X m e m X p matrizes triangular inferior e super-
diagonal. Entdo €' = A + B ¢ triangular inferior e super-diagonal e pode ser computada
em tempo O(log n) com O(n?) processadores.

Dem. Se 1 < 7, temos

31

Ciy =Z: Ay % Byy = ;:Aik * By +;A"k # By = 0.
=1 ) | =J-

Pois By =0parak =1,...,5—le Ajp =O0parak=j,....m (i <j =i < k para
k=7j,...,m). Ou seja, C é triangular inferior.

Vamos mostrar agora que C é super-diagonal. Para isso precisamos mostrar que
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Cij = Ci—j31,1 parat > . Por um lado temos:

m ¥
Cij=Y Aix+Byj = 2_: Ai * Byj =
k=1 ==
n

de! A B -
= i—rmin{i bk} +Lk—mdn{ik}+1 ¥ k—min{jk}+lj—min{jbk}+1 =
=3

=iy

», X

/18

=;Ai—k+1.1 % Bk—j-H.l v+ Z Al,k—-i-H *Bk-j+1,1 =
= e arif} \?rx

J
§

= Z: As‘-k+1._1 % Bk-j+1._1 .

=

Por outro lado:
™m i—3+1
Ci—1‘+1,1 = Z:A:'—jﬂ,k * By = 2: Ajmjyr ¥ Bry =
: =1 =1 |
i—g+1
= Z: Ai-ji1-k+1,1 % Bry.
=]

Reordenando os fndices podemos ver que Ci; = C;_ s+1. Portanto C ¢ super-diagonal,

Para computarmos C basta entio determinarmos os n elementos Ci,1<7<nj
que C € triangular inferior e super-diagonal. Por n aplicagdes em paralelo do Teorema 1.1,
Isto pode ser feito em tempo O(log #) com O(n?) processadores. I

Estamos agora em condigoes de apresentar o teorema principal deste capftulo.

TEOREMA 1.2 [Be]. Os coeficientes do polindmio caracterfstico p(A) podem ser
computados em tempo O(log” n) com O(n*) processadores.

DEM. Para 1 <t < n seja C; uma matriz de ordem (n-t+2) % (n~t+1), triangular
inferior e super-diagonal definida por:

-1 ge1=1

[Ct]i.lz 0t ¢ _ se1=2

Rt_*M'—ai(Si se1>2

Parat=1,...,n—1,eC, = =1
G

n
Pelo método de Samuelson temos uma relagio linear entre os coeficientes de p(A) e os
coeficientes de g(A) que pode ser expressa por:

(pU:pls'“’pn)t = CI ¥ (qu--';Qn—l)"
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Onde (---)* é a matriz transposta. Aplicando isto recursivamente, temos

n

(po, 1, ama)* = ]

=1

C;.

As matrizes {C;} | podem ser computadas fazendo n aplicacdes, em paralelo, do
Lema 1.5 em tempo O(log? n) com O(n?) processadores. Daf pelo Lema 1.6 podemos
computar ]t usando uma 4rvore binéria balanceada de multiplicagao de matrizes em
tempo O(log” n) com O(n®) processadores. ]

Temos entao calculado o polinémio caracterfstico da matriz 4 em tempo O(log® n)
com O(n*) processadores, e temos, como cosequéncia, calculado det(4) = p(0) com a
mesma complexidade.

Exemplo. Suponha que queremos calcular o determinante da matriz

-3 7 -5 2
14 8 0 o0
A=ls o 4
0 0 1 3

pelo algoritmo acima.
O que vamos fazer, entao, é calcular os coeficientes do polinémio caracterfstico p(}) =

det(4 — A= 1)

A partir de A temos as matrizes

(6 0 0 r47]
Ml— -2 4 -1 ’ R]={7 -9 2] 3 S]Z S
0 1 3 0
4 -1 , -2
Mg': 1 3 5 RQ=[0 0] ) SQ-: 0]
My=[38] , Ry={[-1] , 8 =]1].
As matrizes C; sao;
=1 0 0 07 -1 0 0 017
ayg ~1 0 0 -3 -1 0 0
C;Z R151 Gij -1 0 = 3 -3 =1 0
R1M181 R151 a1 -1 118 3 -3 -1
_R1M1251 R1M181 R]Sl a1 _1087 118 3 —3_
F -1 0 0 -1 0 0
Coe| 82 -1 0| _|6 -1 0
T RS e 11710 6 -1
| RoM, S, RS ag 0 0 6
-1 0 -1 0 1
03 = G33 -1 = 4 -1 7 04 = 3 ] ‘
R353 33 -1 4
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Fazendo o produto C;.05.C3.C4 temos:

-1 0 0 0

3 -1 0 0 -1.0 0 1 0
6 -1 0 -1]
'3"3"10'06—4'4_1'[3]
118 3 -3 -1 0 o 1 4
1087 118 3 -3
-1 0 Q-
3 1 0 1
91 =3 1| . 1y
~100 -21 -3 13
379 —100 -21
o
10
13
8
| 48

Portanto: p(A) = A* — 10A% + 13)7 + 8X + 48 ¢ det(A) = p(0) = 48.

1.7 - A CLASSE DET [Co]

Seja intdet o problema de calcular det{A4) dada uma matriz A de ordem n x n com
elementos inteiros, e seja potmat o problema de calcular as poténcias A! A% ... A" dada
uma matriz A. Comio o problema da multiplicagio de duas matriges inteiras esté em N gF,
podemios ver que poimat estd em NC2.

O que faremos nesta segao é tratar de alguns problemas R tais que R < inidel (relem-
bre que < significa “é NC! redutivel para”). Mais formalmente,

Definicdo [Co]. DET = {intdet}* = {f/f < intdet).

Por exemplo, o problema “produtos iterados de inteiros” (dado n inteiros ajy, as, ..., 0,
calcular o produto aya;...a,) estd em DET, pois, basta computarmos o determinante da
matrig com @y, dg, ..., 8, na diagonal principal e gero nas demais posigoes.

Uma classe abrangente de problemas inclusos em DET € a classe N L', onde NL ¢

a classe dos conjuntos aceitos por uma Méquina de Turing nio-determinfstica em €spago
O(log n).

Proposicdo 1.3 [Ce]. Os seguintes problemas sio completos para DET:
(1) tnidet
2) potmat

(2)
(3) ttprodmat (produtos iterados de matrizes)
(4)

4) tnumat (matriz inversa)
entrada: matris inteira 4 de ordem n x n
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safda: A~! na forma < adj{4),det(4) >.

Dem.
(a) sntdet < potmat : (segio 1.5, algoritmo de Berkowits).

(b) potmat < invmat : Seja N a matriz de ordem n? x n? consistindo de 1 X n blocos
dispostos do seguinte modo: Os n— 1 blocos acima da diagonal principal contém a matriz
A e os demais blocos sdo nulos (fig. abaixo).

0 A 0 ... 0]
00 A .. 0
N={ § =
00 0 ... 4
0 0 0 0|

Entio, N*=0e(I-N)'=I+N+N?4+...4 Nr-1 =

(I A A% ... A1)
01 A .. A7

Ll SRR

(c) tnumat < intdet :

onde adj(A);; = det(A(5]{)).(-1)"*.
(d) potmat < itprodmat : Obvio.

(e) itprodmat < potmat ; Seja Ay,...,A, matrizes de ordem n X n. Seja B uma
matriz de ordem (n? + n) X (n? + ) onde todos os blocos de tamanho n x n sédo nulos com

excessao daqueles que ficam acima da diagonal principal, al estario as matrizes Ay,. .., Aq.

0 A 0 ... 07

0 0 4 ... 0

B= : Y :
A,
0 0 o 0

Entao B" conteré o produto A;As... Ay no canto superior direito.

1.8 - COMENTARIOS FINAIS

Na se¢ao 1.3 definimos a classe NC* de problemas que podem ser resolvidos por uma
famflia de circuitos booleanos uniformes em tempo O(log” n) usando um némero polinomial
de processadores. Uma outra forma de classificar problemas segundo suas complexidades



A Classe NC e o Determsnante - 24

paralelas € considerar a clagse RNC (Random NC) [Co]. A importéncia desta classificacio
é que ela abrange problemas que ainda néo se sabe 8¢ pertencem & classe NC, mas que
podem ser resolvidos por circuitos em fempo polinomial em log e nlimero polinomial de
processadores, com probabilidade de erro muito pequena.

Mais precisamente, um problema R est4 em RNC* se ele pode ser resolvido por
uma fungio f computada por uma famflia < ay, > de circuitos probabilfsticos uniformes,
com probabilidade de erro de cada bit de no méximo 1/4, onde d(a,) = O(log* n) e
s(en) = 0P, Um circuito probabilistico € um circuito booleano com entrada z e uma
sequéncia y de dfgitos bindrios aleatérios. A probabilidade de um bit de safda v ser 1 é
definida como sendo a fracio das sequéncias y tal que o valor de v € 1 quando a entrada
de ay, € (z,y). Se cada bit de f(z) é computado corretamente com probabilidade de pelo
menos 3/4, entdo podemos arranjar vérios circuitos em paralelo computando o mesmo bit,
e o voto da maioria pode ser tomado como um valor confidvel. Portanto, se R estd em
RNC*, entdo para cada [, uma outra famflia de circuitos probabilfsticos uniformes < Bn >
de tamanho polinomial e profundidade 0(log" n) computa todos os bits da fungio f que
resolve R corretamente com a probabilidade de erro de no méximo 2-%'.

NG esid contida em RNC, mas nada se sabe a regpeito da inclusio contréria [Co).

Alguns problemas em RNC? sio: Calcular o posto de uma matris sobre nm corpo
finifo, calcular o tamanho do emparelhamento méximo em um grafo bipartido, ¢ calcular
o valor do fluxo méximo em um grafo com capacidade nas arestas expressas em notagio
unéria.

Vimos que as operagoes bésicas sobre anéis podem ser implementadas em NC!. U-
samos, porém, uma representagio redundante para implementar a soma em NC?. Se
tentarmos uma representacao nao redundante para os inteiros, Winograd mostrou que
¢ imposafvel uma implementagio para a soma em NC® [BCP]. Observe que, mesmo u-
sando uma representagao redundante, se também for possivel uma implementagio para a
multiplicagdo em NC?, essa melhora serd refletida em diversos problemas; Por exemplo,
Produto de Matrizes passa a ser computado em NC? e o Determinante, como consequéncia,
passa a ser computado em NC'. Para o anel dos inteiros, & possivel conseguirmos uma
representacio para a qual a multiplicagio possa ser implementada em NC?, mas a soma
passa a ter um custo extremamente alto, Por exemplo, representando os inteiros como
produto de fatores primos, a multiplicagio é redusida a soma dos expoentes, Com relagio
as operagoes bésicas sobre anéis, alguns problemas em aberto s30: assumindo uma repre-
sentagBo sucinta e uniforme para a qual a multiplicagdo possa ser implementada em NC?,
qual ¢ a melhor implementagdo para a soma de inteiros? Em particular, podemos provar
que soma e multiplicagio ndo podem ambas serem implementadas em NC0?

Nos lemas 1.1 e 1.2 mostramos que somas iteradas e produtos iterados de matrizes
tém implementagoes em NC' e NC? respectivamente. Na verdade, usando a mesma idéia
da 4rvore bindria, podemos provar que “se 4 é um anel Bem-Dotado e f: A x A — 4
é um mapeamento associativo com elemento neutro e com uma implementagio em NC¥
para algum k em N, entdo iterada f tem uma implementagio em NC*+1* [BCP].

Na secdo 1.5 vimos que o determinante de uma matris, cujos elementos pertencem a
um anel Bem-Dotado A, pode ser computado em NC?, Este resultado também é vélido
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ge congiderarmos o corpo de fragoes de 4 [BCP),

Na tabela a seguir apresentamos as complexidades sequenciais e paralelas dos algorit-
mos esfudados neste capftulo, bem como seus respectivos aumentos, custos e eficiéncias,
conforme as definigoes das p4ginas 3 e 4.

Soma  Produto Prodmat Dejerminanfe
Sequencial  O(n 0(n?) O(nlos=7) O(nloga7)
Paralelo o(1 Oglog n) O(log n) O(log? n)
Aumento O(n)  O(n?/logn)  O(n'%:7/logn)  O(n!%:7/log? n)
Custo O(n) O$n’ logn) O(r log n) O(ntlog’ n)
Eficiéncia 0(1)  0(1/logn) 0(1/log n) O(1/nlog’ n)

Tab. 1.1 - Complexidndes dos algoritmos Jo Cap. 1

Observe que segundo as definicdes das paginas 3 e 4, o ideal & que tenhamos valores da
eficiéncia préximos de uma constante (o que 86 ocorre no problema da soma), e os valores
do custo préximos do valor da complexidade sequencial dos algoritmos.



Capitulo II

Ordenacao

2.1 - INTRODUCAO

Ordenagéo ¢ definido como o problema de rearranjar uma sequéncia de valores em
ordem crescente ou decrescente. Programas computacionais tais como compiladores e
editores utilizam a ordenagao de tabelas de sfmbolos e listas para aumentar a eficiéncia de
buscas e insergoes de novos elementos nestes conjuntos. Devido 3 sua importincia tanto
prética quanto tedrica, ordenago é, provavelmente, o problema mais estudado em ciéncia
da computagao. Primeiramente, algoritmos sequenciais foram investigados, e muitos sao
conhecidos dentre os que ordenam n elementos em O(nlogn) comparagdes no pior caso,
que € o limite inferior para o problema {Kn). Depois, com o advento do processamento
paralelo, algoritmos paralelos para ordenagio tém sido uma 4rea de pesquisa muito ativa.

Neste capftulo trataremos de estudar algoritmos paralelos para ordenagio. Mais pre-
cisamente, apresentaremos os algoritmos de ordenagio por intercalagio par-fmpar e or-
denagao por intercalagio bitonica, de autoria de Batcher [Ba, e o algoritmo de ordenagao
usando embaralhamento perfeito, de autoria de Stone [St]. Estes algoritmos nio sio os
mais rdpidos dentre os existentes, nés os escolhemos devido a originalidade da construgao
e a viabilidade de implementagao de cada um deles.

26
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2.2 - ORDENACAO POR INTERCALACAO PAR-IMPAR

Os circuitos descritos nesta secéio e na seguinte sio compostos por uma colegio de
processadores comn as seguintes caracterfsticas;

(1) Cada processador tem duas linhas de entrada e duas de saida;

(2) Cada processador pode comparar os dois elementos de entrada, colocar o menor
dos dois em uma linha de safda denotada por L, e o maior na outra denotada por H. Se as
duas entradas possuem o mesmo valor, suas posigdes sio conservadas, ou seja, o elemento
que entrou pela linha de entrada superior (inferior) é colocado na linha de saida superior
(inferior).

Cada processador deste tipo é conhecido como elemento de comparagio ov comparador
(fig. 2.1).

Comparadores sao usados para construgio de circuitos de intercalacio do seguinte
modo: Assuma que queremos intercalar duas sequéncias ordenadas {01,09,...,a,} €
{b1,b2,...,bs}, para formar a sequéncia ordenada {c;, ¢s, ..., Con }, onde n é uma poténcia
de 2. Se n = 1, entdo, obviamente, um comparador é suficiente para a intercalacio. Se
n = 2, entdo € possivel verificar exaustivamente que o circuito de intercalagio 2 x 2 da
figura 2.2 intercala corretamente duas sequéncias ordenadas, cada uma com dois elementos.
No caso geral, os elementos com fndice fmpar, ou seja, {a1, 03, a5,...} e {b1,bs, bs, .. .}, 880
intercalados usando um circuito de intercalagio (n/2) x (n/2) para produsir a sequéncia
{d;,do,da,...}. Simultaneamente, os elementos com fndice par das duas sequéncias, ou
seja, {az,04,0s6,...} € {b, by, be,...}, sdo intercalados para produzir {e1,€2,€3,...}. A
sequéncia final {c1,¢s,...,¢24} € obtida fazendo ¢; = d}, ¢z; = min{dii), €} € czip) =
maz{di;1,6} paras=1,2,...,n— 1, € €p = €,.

Um circuito de intercalagao n x n é ilustrado na figura 2.3. Note que cada um dos
dois circuitos de intercalagdo (n/2) x (n/2) é construido aplicando a mesma regra recursi-
vamente, ou seja, usando dois circuitos de comparagio (n/4) x (n/4) seguido por (n/2) -1
comparadores, A certificagio deste método, conhecido como intercalagio par-fmpar, ¢
estabelecida pelo seguinte teorema:

Teorema 2.1 [Ba). Sejam {a;,4z,...,0,} € {b;,by,...,b,} duas sequéncias orde-
nadas. intercalagdo par-fmpar intercala corretamente estas duas sequéncias produszindo
{e1,¢,... €3y} por

(1) Intercalando os elementos de Indice fmpar e de indice par das duas sequéncias para
produsir {d,,dz,ds,...} e {e1, €2, €3,...}, respectivamente;

(2) Fagendo cg; = min{di1, €} € cg44; = maz{diyy, 6} parai=1,2,...,n-1;

(3) E, finalmente, fazendo ¢; = d; € ¢g, = €.

Dem. Considere a subsequéncia {dy,ds,...,di1;} para algum i. Se k elementos
desta subsequéncia pertencem a {ay,d3,as,...}, entdo 1 + 1 — k elementos pertencem a

{b1,bs,bs,...}. Portanto, 2k — 1 elementos de {a,,a3,43,...} € 25 + 1 — 2k elementos de
{b1,bg,bs, ...} 830 menores ou iguais a di4;. Consequentemente,

dit1 2 Cai. (2.1)
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a— L | — min(a,b)

b— K | —— maz(a,b)

Fig. 2.1 - elemento de comparagio

g)— — (]

\ n HINPR
H C3
b1>< . _/_ -

Fig. 3.3 - circuito de intercalacio 1 X 7,

— Cai

—» Caies
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Pela megma razdo,
€ 2 Cxi (2.2)
Agora assuma que k elementos de {¢;,c2,...,c9041) pertencem a {a1,09,03,...} ¢
que 21+ 1~k elementos pertencem a {by, bs, b3, ...}. Conclufmos, ento, que ¢gi4) € major
ou igual a
k elementos de {a;,43,03,...},

k/2 elementos de {ay,03,as,...} (ou (k+1)/2 se k for fmpar),
2i + 1 — k elementos de {b;, by, ba,...}, €
i+ 1— (k/2) elementos de {b;,bz,bs,...} (ou (2i + 1 — k)/2 se k for fmpar).
Ou seja,
Cait1 2 vy (2.3)
Pela mesma razao
€2i41 2 €. (2.4)
Como ¢; < ¢ < ¢z < -+, as desigualdades (2.1) a (2.4) implicam que
Coy = min{d;+1,e¢} € Cai41 = maz{d.u,l,e,-}.
Finalmente, como
dy = minfay, b)) e e, =maz{a,,by),

a prova esté terminada. I

Tendo estabelecido que € possfvel intercalar duas sequéncias ordenadas usando um
circuito de intercalagao, é imediato que um circuito para ordenagao pode ser construfdo
baseado no mesmo conceito. A idéia é simplesmente tomar uma sequéncia nao ordenada §
com n elementos, ¢, usando n/2 comparadores, cria-se n/2 sequéncias ordenadas, cada uma
com 2 elementos. Pares destas sequéncias sio agora intercalados ugando circuitos de inter-
calagao 2 X 2 para formar sequéncias ordenadas com 4 elementos. Pares destas sequéncias
830 agora intercalados usando circuitos de intercalagiio 4 x 4 para formar sequéncias or-
denadas com 8 elementos. E o processo continua até que uma sequéncia ordenada com
n elementos seja obtida. Fste algoritmo & conhecido como algoritmo par-fmpar para or-
denagao.

Exemplo. Um circuito para ordenar a sequéncia § = {8,7,6,5,4,3,2,1} usando o
algoritmo de intercalagao par-fmpar € ilustrado na figura 2.4.

O nimero fotal de comparadores e o tempo de execugdo em paralelo para ordenar
uma sequéncia com n elementos, onde n = 2™, para algum inteiro positivo m, usando
ordenagao par-fmpar é obtido como segue. Como o ntimero de elementos das sequéncias
dobra apés cada estégio, existe log n, (isto &, m) estigios ao todo. se denotarmos por g(2°)
o nimero de comparadores utilizados no #-ésimo estégio para intercalar duas sequéncias
ordenadas com 2'~! elementos cada uma, entdo teremos a recorréncia

q(2)=1 parai=1
g(2') =29(2")+ 2" -1  parai> L
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Fig. 2.4 - circuito para ordenar a sequéncia § = {8,7, 6,5,4,3,2, l}.
Resolvendo esta recorréncia temos |
g(?') = 2(29(2?) + 22 - 1) + 2 -
=2g(2 ) + 2 421 21

=23(29(23) + 2P - 1)+ 2 42 2
= 23q(2"—3) A T AR A SR B

P2 )+ 527 - (2T 2P 4 4 00)
Quando 7 =1 — 1, temos

g(2) =214 (i - 1)2¢1 - (271 1)
=([-1)2"" 41

Portanto, o mimero $otal de comparadores vtilizados para ordenar uma sequéncia com

2™ elementos é
z: zm—t 21 E 2m—: 21— ' 1)

1=1 =1
— 2m—1 (z - + 2m—l
i Utk ) BP R

2
= zm_z(mg - m+4) -1
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Portanto,
p(n) = O(m?2™~%)

= O{nlog’ r).

Se denotarmos s{2¢) o niimero méximo de comparagdes, em paralelo, executadas no
i-ésimo estégio para intercalar duas sequéncias ordenadas com 2! elementos cada uma,
entao teremos a recorréncia

s(2)=1 para i =1,
s 41 parai>1,

cuja solugao é _
s(2') = .

Portanto, o mais longo caminho em um circuito para ordenar uma sequéncia com 2™

elementos consiste de o

8(2') = Zz ==
1=1 =1
passos. Portanto,
i{n) = O[m?) = O(log” n).

Consequentemente,
c(n) = t(n) x p(n) = O(nlog* n).

2.3 - ORDENACAO POR INTERCALACAO BITONICA

Nesta secio infrodusiremos um segundo método para construcio de circuitos de or-
denagao usando comparadores. Como no circuito anterior, este também é baseado na
idéia de intercalagoes sucessivas. A defini¢o e o teorema seguinte contém as informagbes
necessdrias para o entendimento deste novo algoritmo.

Definicao 2.1 [Ba]. Uma sequéncia {a1,as,...,a2, } € dita ser bitdnica se
(i) Existe um inteiro 7, 1 < j < 21, tal que

@ Sy <o K072 G0y 2o 2 gy

ou

(ii) A sequéncia nao satisfaz a condigao (i) inicialmente, mas pode ser deslocada
ciclicamente até a condigdo (i) ser satisfeita,

Por exemplo, {1,8,5,6,7,9,4,2} é uma sequéncia biténica, pois satisfaz a condigao
(i). A sequéncia {7,8,6,4,3,1,2,5}, que nio satisfas a condicio (1), também ¢ bitdnica,
pois ela pode ser deslocada ciclicamente para obter {2,5,7,8,6,4,3,1}.
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Teorema 2.2 [Ba]. Seja {01,82,...,02,} uma sequéncia bitdnica. Se di = min(a;,
On+s) € € = maz(a;,6n4) para 1 <4 < n, entdo

(I) {d1,dz,...,dn} € {€1,63,... 6} 830 sequéncias bitdnicas e

(I) maz(dy,dy,...,dn) < min(es, e2,...,6,). |

Dem. Como um deslocamento ciclico de {a;,a3,...,a2,} resulia em um desloca-

mento cfclico de {dy,dz,...,dn} € {er,€3,...,6,}, € isto nio afeta as propriedades (I) e
(II), é suficiente provar o teorema para o caso em que

1 L8 <@ 2054122 Gan
ocorre para algum 1 < 7 < 2.
Além disso, como a sequéncia reversa {as,, 83,1, ...,6; } é também biténica e as pro-

priedades (1) ¢ (II) ndo sdo afetadas pela reversio, assumimos, sem perda de generalidade,
que n < j £ 2n, e vamos provar o teorema nestas condigoes.

Caso 1: Se ay, < 03y, entdo ¢; < a,4i. Consequentemente d; = a; e &; = a,4; para
1 <4 < n, e as propriedades (I) e (II) sdo satisfeitas.
Caso £: 8¢ 0, > agq, entdo como a;_p < a;, um fudice &, § < & < 2n, tal que

Ok—n SO0 € Of—pi1 > Ghyt (4.5)

pode ser encontrado.

Para ver isto, fome k = j, que iemos satisfeita a primeira desigualdade. Se a segunda
desigualdade nao ¢é satisfeita, ou seja, ax—n41 < ag41, tome k = 5 + 1 e repita o processo
(observe que a primeira desigualdade continua satisfeita para k = j +1). Se nenhum valor
de 7 < k < 2n -1 satisfaz as duas desigualdades, entdo devemos ter ¢,—y < G9,—1. Mas
entdo &k = 2n — 1 satisfaz as duas desigualdades, pois a, > ags. Portanto, um fndice nas
condicoes de (4.5) pode sempre ser encontrado.

Daf segue que (fig. 2.5)
di=a; € e =0u4;i pareal<i<k-n

di=6ays € €&=0; parak-n<i<n,

€140009Ch
Gkenti /-."/'n+h""‘ﬂ .

ek

dh-.-u,---,k,

Fig. 2.5 - Valores de {d;,dg,...,d,,} € {81,32,...,6,;} 3 partir de {a1,ag,...,agn}.
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Para provar (1), note que
@y oo S Bfen 2 Oyt 2 -0 2 Ogn,
o que prova que {dy,ds,...,d,} € bitdnica. Também ocorre que

<61  parak—n<i<n,

en < €1,

6 Seiyr  paral<i<j-nm,

& 261 para j—n<i<k-n,

0 que prova que {e;,es,...,¢q} também € biténica. Isto completa a prova de (I). Para
provar (II), note que

maz(di,dz,y...,dn) = MZ(dk—n, dk—n4+1) = Maz(ar—p,ak+1),

€
min(e1,€3,...,en) = MIN(€k—n, €k—nt1) = Maz(ak, Gk—nt1).
Como
@k > Gkt1y, Ok 2 Ok—n, Ok—gtl 2 Of—g, Clk—ni] 2 Oksl,
temos

mez(0x—n,0k41) £ maz{ag, ax_pyg). 1

Teorema 4.2 implica que nés podemos ordenar uma sequéncia biténica {a;,ay,...,
gy } em ordem crescente, do seguinte modo;

(1) Usando n comparadores, as duas snbsequéncias

min(ay,6a41), min(ag, 6uiq),..., minfa,, 6z,

ma’z(ala Oy 41 ); maz(“?; an+2); vaey maz(an, a?n)

830 criadas.

(2) Cada uma dessas duas subsequéncias, sendo biténicas, podem ser ordenadas recur-
sivamente pelo mesmo processo, Como nenhum elemento da primeira subsequéncia é maior
que qualquer elemento da segunda, a primeira subsequéncia produzird os n primeiros ele-
mentos da sequéncia ordenada e a segunda produsird os n Gliimos. O circuito que executa
esta ordenagao estd ilustrado na figura 2.6.

Um intercalador biténico para uma sequéncia biténica com 2 elementos €, obviamente,
um simples comparador. Exemplos de circuitos de intercalagdo biténica para sequéncias
~ com 4 e 8 elementos estio ilustrados nas figuras 2.7 e 2.8, respectivamente.
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Fig. 2.¢ - Intervalador Biténico.
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Fig. 2.7 - Intercalador biténico para uma sequéncia com 4 clementos,
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a S T l—— ¢,
) H _\ / > >C _: ’
e} L > Ca
G4 H _—— 7
as L S —_—
X : ’/ \_; >C )
ay L —gy
ag —> —> g

Fig. 2.8 - Intercalador bitonico para nina sequéncia com B elementos.

Se desejamos ordenar uma sequéncia S com n elementos, entao subsequéncias bitdnicas
de § sao ordenadas e combinadas para formar subsequéncias biténicas maiores, até que
uma sequéncia bitonica com n elementos é obtida, a qual é finalmente ordenada. As sub-
sequéncias bitbnicas sdo ordenadas usando intercaladores bitdnicos como descrito acima.
Este algoritmo € conhecido como ordenacéo bitonica.

Exemplo. Um circuito para ordenar a sequéncia {4,8, 1,3, 2,7, 5, 6}, usando ordenag3o
bitonica é ilustrado na figura 2.9. Note que:

(1) Para produzir a parte decrescente da sequéncia bitonica, as linhas de safda de
alguns comparadores sio invertidas.

(2) Apés a sequéncia S ser colocada para a primeira coluna de comparadores, duas
sequéncias bitdnicas, cada unma com 4 elementos, sao produzidas. Cada uma delas ¢, entio,
ordenada (uma em ordem crescente e outra em ordem decrescente) nsando urm intercalador
biténico para sequéncias com 4 elementos (os comparadores das colunas 2 e 3). Isto resulta
em uma unica sequéncia biténica com 8 elementos, a qual é agora ordenada usando um
intercalador biténico para sequéncias com 8 elementos (os comparadores das colunas 4, 5
e 6).

O ntmero total de comparadores e de comparagoes em paralelo necessirias para or-
denar uma sequéncia com n elementos, onde n = 2™, para algum inteiro positivo m, usando
ordenagao biténica, é obtido como segue. Como o nimero de elementos das subsequéncias
bitdnicas dobra a cada iteragdo, o circuito consiste de log n (isto €, m) iteragdes ao todo.

Se denotarmos por g(2) o nimero de comparadores necessérios para ordenar uma
sequéncia bitonica com 2' elementos, na §-ésima iteragio, temos a recorréncia
q(2) =1
q(2) =271 +29(2'")

paras =1,
para 1> 1.



Ondenagdo - 36

§ e

L€

.Aw.m-h .N .m.ﬁ.w .vv Temapao exud OJMIS - 6°C ‘Bl

A

;

R

£5

A~

Z

d

by

£y

b

=

3

©| wf

T+

Py




Ordenagéo - 87
Resolvendo esta recorréncia, temos

g2y =21+ 2¢(277)
=271 4 2(277% + 29(27))
= 2,21 4 22¢(2-2)
— 2'24'-1 + 22(25'—3 + 2(}(2‘-3))
=321 +2%(2)

= .=

= .21 4 27¢(25Y).
para 7 =1 — 1, femos . . ‘
g(2') = (i - 1)t 421
=42¢-1,

Portanto, o nimero total de comparadores necessirios para ordenar uma sequéncia
com 2™ elementos é

ijzm—:'q(zi) — ézm—i(&i—!) = gm=1 m(m2+ 1) .

=1

Qu seja,
p(n) = O(nlog’ n).

Para obter o nimero de comparages, em paralelo, necessirias para a ordenagao,
procedemos do seguinte modo: Se denotarmos por 8(2°) o nfimero de compa.ragoes (em
paralelo} executadas para ordenar uma sequéncia bitonica com 2 elementos, na i-ésima
iteragao, temos a recorréncia

5(2)=1 para i =1
8(2') =14s(2""Y)  parai> 1,

cuja solugao é .
8(2') =1.

Portanto, o niimero total de comparagdes, em paralelo, em um circuito para ordenar
uma sequéncia com 2™ elemenfos é

f:,(zf) _ o Mmtl)

~ Ou seja,
t(n) = O(log” n),
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e o custo deste algoritmo €
¢(n) = t(n) x p(n) = O(nlog® n).

A primeira vista, esbe algoritmo parece néo apresentar vantagens sobre a o algoritmo
de ordenagao por intercalagao par-fmpar visto na segio anterior. O tempo de execugio é o
mesimo e o niimero de processadores utilizados é ainda maior. Porém, este algoritmo para
ordenagio bitbnica apresenta uma propriedade para ser explorada e que pode contribuir
para melhorar a eficiéncia dos algoritmos: O circuito para ordenar uma sequéncia com 2™
elementos consiste de m(m + 1)/2 passos de comparagio, cada um com 2™~! compara-
dores. Devido a esta regularidade, a ordenagio biténica, quando implementada em outras
arquiteturas, pode resultar em algoritmos para ordenagio mais eficientes, como veremos
na 8egao 2.5 a seguir.

26 - 0 EMBARALHAMENTO PERFEITO

O que faremos nesta secio é mostrar como o embaralhamento perfeito pode ser usado
para ordenar uma sequéncia § = {2, 1,...,2Zn—1 } em ordem crescente. A idéia é adaptar
o algoritmo de ordenagdo bitonica da segio anterior para um conjunto de processadores in-
terconectados na forma de um embaralhamento perfeito. O resultado disto & um algoritmo
para ordenagao cujo custo é menor do que os anteriores.

Dado um vetor com n elementos, o embaralhamento perfeito deste vetor ¢ uma per-
mutagao dos elementos que é idéntica 2 um embaralhamento perfeito de cartas de baralho.
Elementos da primeira metade do vetor sio intercalados com elementos da segunda metade
do mesmo modo (fig. 2.10).

Fig. 2.10 - Embaralhamento perfeito das cartas de baralho.

Um estudo cuidadoso da figura 2.11 mosira que os fndices dos processadores da es-
querda sao mapeados nos da direita segundo a regra da definicio 2.2 abaixo.

Considere n processadores Py, Py, Py, ..., Py—1, onde n = 2™ para algum inteiro m.
Definicéio 2.2 [St]. Um Emberalhamento Perfeito é uma forma de interconexio
entre o5 processadores tal que o processador P; est4 interligado a p; se

. (n para0<i<nf2-1 B
I=V2%+1-n paran/2<i<n-1,
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Fig. 2.11 - Embaralhamento perfeito visto como um mapeamento.

Uma segunda definicao de embaralhamento perfeito usa a representacao bindria dos
Indices dos processadores,

Definicao 2.8 [St]. Seja by,_1by_g...by, b a representacio bindria de i,onde by =0
ou I, para 0 < £ <m -1, ou seja

t = bm_lzm_l +bpp2™ 44 b12 + by.

Em um Embaralhamento Perfeito, P; estd interligado a Py se a representagio bindria de 5
for bm_gbm_a .o .bo, bm—l, ou seja

j=bm—22'n—1 +bm—32m-?+"'+b()2+b —71. B
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Em ouiras palavras, a representagio binéria de j é obtida por um deslocamento cfclico
da representagao bindria de ¢ de uma posicio para a esquerda. Assim, para m = 3, temos

000 — 000, 001 — 010, 010 — 100, 011 — 110,
100 — 001, 101 — 011, 110 — 101, 111 = 111,

As duas definicoes acima sio equivalentes, pois,

F=e0<i<n/l-10by =0

I=2itl-nen/2<i<n-1&by_1=1

Isto implica que um deslocamento para a esquerda da representagiio bindria de i, para a
obtengao de 7, resulta em

=2 e 0<i<n/2-1
J=2%i+l-n senf2<i<n~1.

E interessante visualisar o embaralhamento perfeito como uma aplicagdo do conjunto
de processadores nele mesmo. Uma ilustragio desta idéia ¢ feita na figura 2.11, onde o
conjunto de processadores é desenhado duas vezes, e as interligagoes do embaralhamento
perfeito partem dos processadores da esquerda para os processadores da direita.

2.5.1 - Propriedades do Embaralhamento Perfeito

O embaralhamento perfeito possui duas propriedades interessantes que examinaremos
agora. Suponha que n elementos zq,zy,...,24_1, onde n = 2™ estejam distribuidos para
os processadores Fo, Pi, Py,..., Py, de tal forma que z; esteja inicialmente localizado
em F;. Em um embaralhamento perfeito ocorre o deslocamento dos dados de P; a P,

Propriedade 2.1 [St]. Apés m aplicacoes do embaralhamento perfeito, cada ele-
mento retorna ao processador inicial.

Esta propriedade pode ser entendida olhando para a definicio 2.3: Apbs m desloca-
mentos ciclicos, a representago bindria de i retorna a sua forma inicial,

Exemplo. Na figura 2.12 podemos ver que apés 3 aplicagdes do embaralhamento
perfeito, os elementos zg, 2,2, ..., 27 retorna s suas posigoes originais,

A segunda propriedade trata dos dados que estdo localizados em pares de proces-
sadores que sao adjacentes fisicamente e cuja representacio binria de seus fndices difere

somente no bit mais a direita. Estes pares de processadores sio (Py, P1), (Fy, P3), (P, Fs),
“ee ,(Pn_z,Pn—l)-
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Fig. 2.12 - Hustragio da propriedade 4.1.

Propriedade 2.2 [St]. Considere os dados que estio localizados inicialmente em
pares de processadores cujos fdices tém representacao bindria by i bpen ... by, b; e by
m—3 -+ 01, by, as quais diferem somente na posigio m — k para algum 1 < k < m. Apds

k embaralhamentos, estes dados estardo localizados em processadores adjacentes,

Esta propriedade $ambém pode ser entendida olhando para a definigio 2.3: Apés k
deslocamentos ciclicos para a esquerda, estes dados estario localigados em processadores
cujos fndices diferem somente na primeira posicio, ou seja, em processadores adjacentes.

Propriedade 2.3 [St]. Assuma que os elementos 2o,21,...,%,-1, onde n = 27
estejam localizados nos processadores Py, Py, Py, ..., Pu—y, de tal modo que z; esteja ini-
cialmente localizado em P;. Entdo a posigao na qual difere a representagao bindria dos
Y'ndices dos elementos localizados em processadores adjacentes, move para a direita apds
cada operagao de embaralhamento.

Esta propriedade decorre da anterior. Se o fndice 7 do processador contendo Zi apbs
k embaralhamentos é obtido deslocando a representacao bindria de 1 k veses para a es-
querda, entao, certamente, o fndice ¢ do elemento em Py, apbs k embaralhamentos, é obtido
deslocando a representagéo binéria de j k vezes para a direita.

Exemplo. A fignra 2.13 ilustra as propriedades 2.2 ¢ 2.3 para m = 3. A representacio
bindria do {ndice ¢ de z; é colocada dentro do processador no qual z; estd localizado a
cada estdgio. Uma linha vertical é usada para localizar processadores adjacentes,



000

001

010

011

100

101

110

111

111 11 11

Fig. 2.13 - Nustragas das propricdades 4.9 ¢ 4.2
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Fig. 2.14 - Trés tipos de comparadores,
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2.5.2 - Ordenagéo Biténica usando Embaralhamento Perfeito

Comegaremos introduzindo algumas notagdes que serdo usadas nos diagramas desta
segao. Relembre que um comparador é um simples processador que executa uma operacio
de comparagao e troca de posigio sobre as duas entradas para produzir as duas safdas.
De agora em diante um comparador convencional, ou seja, aquele que coloca o menor das
duas entradas na linha da safda superior € o maior na inferior, serd rotulado com um 0,
como mostra a figura 2.14(a). Um comparador que inverte esta ordem ser rotulado com
um 1, como mostra a figura 2.14(b). Necessitamos, também, de umn comparador que ndo
altere a ordem das entradas; tal comparador serd rotulado com um -1, como mostra a
figura 2.14(c).

Relembremos o circuito de ordenagio biténica, paran = 2°, da figura 2.9. Este circuito
estd reproduzido por conveniéncia na figura 2.15 usando as convengdes introduzidas agora.

Para explicar como o algoritmo de ordenacio bitbnica serd simulado pelo embara-
lhamento perfeito, € necessrio representarmos o circuito da figura 2.15 como na figura
2.16. Aqui, as linhas horizontais representam os elementos de entrada para o circuito,
numeradas de 0 a 7 por digitos bindrios. Uma seta vertical representa um comparador.
As duas linhas ligadas pelos extremos da seta sfo as entradas para o comparador. A seta
aponta no sentido em que deve ser colocado o maior das duas entradas quando produsida
a safda. Note que cada par de linhas conectadas por uma seta difere por um tnico bit.

I.posso  I.pamese 2. pusso 1. pseso 2. passc T, passo

000

010 .

011 1 ] o

100

110 Y

EH T (-
e e” 4 7 - .

1. ster, 2. §ter. 3. sfer.
Fig. 2.16 - Representagho diferente do circuito de ordenacio biténica.

Definicéo 2.4 [St]. A cada passo em uma iteragio na ordenagio biténica, o bit Pivé
¢ definido como sendo o bit no qual cada par de linhas conectadas por uma seta difere, ]

Seja b—1bm—2 ... b1by a representagio binéria da linha 3, onde n = 2™ ¢ o niimero
fotal de linhas. Entao os bits pivé para iteragdes sucessivas de ordenacio biténica sio:

1. iteragao : bg
2. iteragao : by, by
3. iteragao : by, by, by
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m. iteragao : by, bm—9,..., b1, b.

Em outras palavras, a sequéncia de pivos consiste de m subsequéncias; A subsequéncia
na j-ésima iteragio tem j elementos e consiste dos bits b;_y até by, nesta ordem,

O que precisamos, entdo, para implementar o algoritmo de ordenagdo biténica, é
embaralhar a sequéncia § um nimero de vezes antes de cada iteragio até certificar que o
bit pivé no infcio da j-ésima iteragdo é b;_;. Entdo, para cada um dos pivds, um passo
de comparagao seguido por um embaralhamento é executado sobre § até que o bit b, o
fim da subsequéncia de pivos associada & j-ésima iteragdo, ser alcangado. Como existe 7
pivds associados & j-ésima iteragdo, a sequéncia S deve ser embaralhada m — 5 + 1 veses
antes da j-ésima iteragao seguida de 7 comparagoes e § — 1 embaralhamentos.

Partindo das observacoes dadas acima e das propriedades do embaralhamento perfeito,
uma sequéncia § = {29, Z1,...,%a—1}, ® = 2™, pode ser ordenada usando o circuito que
estd na figura 2.17. Aqui temos n médulos de armagenamento, numerados de 0 a n—1, que
contém o vetor a ser ordenado, e n/2 comparadores numerados de 0 a n/2—1. As n linhas
de safda dos médulos de armazenamento, numeradas de 0 a n — 1, sdo ligadas &s 2(n/2)
linhas de entrada dos comparadores, numeradas de 0 a n — 1, por um embaralhamento
perfeito. As 2(n/2) linhas de safda dos comparadores, numeradas de 0 a n—1, realimentam
as n linhas de entrada dos médulos de armazenamento, numeradas de 0 a n — 1, tais que
a linha de safda 1+ dog comparadores esté ligada ao médulo de armazenamento .

Assuma que a sequéncia S esteja colocada inicialmente nos médulos de armazena-
mento tal que z; esieja Jocalizado no médulo ¢, Apés um embaralhamento, cada compara-
dor recebe dois elementos de § cuja representagio binéria de seus indices diferem apenas
no bit mais 3 esquerda. Cada embaralhamento subsequente move os bits diferentes uma
posicao para a direita (Propriedade 2.3). Portanto, se a um dado momento o pivé é b,
entao, com wm embaralhamento 2 mais, o pivd passa a ser bi;_1) mod m-

A questao que surge neste momento é: Como os comparadores devem se comporfar?
Obviamente, durante os m — j + 1 embaralhamentos que precedem a j-ésima iteragao, os
comparadores encontram-se inativos, permitindo que as duas entradas sejam colocadas nas
safdas sem alterar a ordem. Durante os j passos de comparagdo, ele opera sobre as entradas
colocando a menor na linha de safda superior e a maior na linha de safda inferior, ou vice
versa, dependendo se o seu rétulo for 0 ou 1. Para distinguir entre estes trés estados,
ulilizaremos um vetor estado cuja s-ésima componente determina o comportamento do
i-ésimo comparador, Ou seja

0 quando o comparador ¢ se comporta como o da fig. 4.13(a)
estado(i) = { 1  quando o comparador # s¢ comporta como o da fig. 4.13(b)
-1 quando o comparador ¢ se comperta como o da fig. 4.13(c).

Durante a execugao, o veor estado deverd ser embaralhado, como explicaremos no
pardgrafo a seguir, e o embaralhamento necessita de n elementos. Por isso assumiremos
que o vetor estado tem n elementos.

Quando o embaralhamento perfeito é usado para ordenar uma sequéncia 8, a sequéncia
deve ser embaralhada m —j+1 veges na j-ésima iterago, antes de ser executada a primeira
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Fig. 2.17 - Circuito para ordenagdo usando embaralhamento perfeito,
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comparagao, para obter a posigio correta dos pivés. Portanto, é necesgdrio, também,
embaralhar o velor estado para nao perdermos o comportamento de cada processador
durante a execugao do algoritmo.

Na j-ésima iteragio da ordenagio biténica de n = 2™ elementos, Os valores para o
vetor estado 830 cbpias de 27! 0s seguido de 27~ 1s, num total de 2™~! comparadores.
Por exemplo, quando m = 3 ¢ § = 2, o vetor estado, com 8 elementos, deve conter
inicialmente duas cépias dos valores 0,0,1,1. Estes valores sio embaralhados m — j+1
vezes, ou seja, 2 vezes, para obter 2 cépias dos valores 0,1,0, 1. No caso geral, quando uma
sequéncia de 2™ digitos bindrios, composta por 29~ 0s seguido de 2/~ 1s, ¢ embaralhada
m — j + 1 vezes, o resultado é uma sequéncia de 0s e 1s alternados (0,1,0,1,0,1,...).
Portanto, podemos economizar estes passos, e assumir que no infcio de cada uma das
m iteragoes da ordenagao biténica o vetor estado (com 2™ elementos) é composto por
0,1,0,1,0,1,.... E apds cada um dos 7 — 1 embaralhamentos seguintes da sequéncia §, o
vetor estado também deve ser embaralhado. Portanto, quando o dltimo passo da 7-ésima
iteragao é executado, o vetor estado terd sido embaralhado m veges ao todo, retornando
assim & sua configuragao inicial, que é uma sequéncia com 2 elementos consistindo de
cépias de 27! 0s seguido de 2/-! 1s.

Estamos agora em condicbes de descrever formalmente o algoritmo de ordenagao
biténica usando embaralhamento perfeito. Como mencionamos acima, a sequéncia S que
vai ser ordenada est4 colocada inicialmente nos médulos de armazenamento, com um ele-
mento por médulo. As instrugdes circula(S), embaralha{estado) e estado(s) sio usadas
no algoritmo e explicadas abaixo.

(1) circula(S)
Esta instrugio compreende as seguintes operacdes:

(2) Cada médulo de armazenamento envia o elemento de § que ele contém para o
processador em que ele estd infercalado através do embaralhamento perfeito.

{b) Apbs receber os dois valores de S, o comparador P; comporta-se como o compara-
dor da figura 4.13(a), (b) ou (c), dependendo do valor estado(s).

(c) O valor da safda de cada comparador é enviado de volta a0 médulo de armasena-
mento ao qual ela estd interligada.
(2) embaralha(estado)
Esta instrugao € usada para embaralhar o vetor estado como segue:

(a) Para cada 4, o médulo de armagenamento s envia o valor estado(i) para o proces-
sador a0 qual ele esté interligado através do embaralhamento perfeito.

(b) As duas entradas do estado em cada processador sio enviadas de volta (sem trocar
a ordem) ao médulo de armazenamento interligado s linhas de safda.

(3) estado(y)
Esta instrucio computa a entrada do vetor estado. Dado um inteiro 7, um vetor com

2™ elementos € criado como segue:
~1,-1,-1,...,~1 sej=-1
estado=¢ 0,1,0,1,...,0,1 sel<j<m—-1
0,0,0,0,...,0,0  sej=m.
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O algoritmo ¢ dado abaixo.

Algoritmo:

para } =1 até m faca
infeio
estado{~1};
para k=1 até m — j faca circula(S);
estado(y);
para k=m — j+1 até m faca
infcio
circula(S);
embaralha(estado);
fim
fim,

O passo principal no algoritmo e o que ¢ executado mais frequentemente ¢ o Passo
circula(S), que consiste de uma comparacio ¢ um envio de valores para os médulos de
armazenamento. Para cada uma das m iteragoes (ou seja, para cada valor de 5) circula(S)
¢ executada m vezes, num total de m? vezes. Como m = logn, temos

t{(n) = O(log® n).
Como sao usados n,/2 processadores, temos

p(n) = n/2.

Portanto,
- c{n) = t{n) x p(r) = O(nlog?n),

o que representa uma melhora em relagio aos algoritmos anteriores. O menor custo deste
algoritmo ¢ devido 20 uso de menos processadores que a ordenagao biténica da 86530
anterior.

Exemplo. O algoritmo apresentado acima € ilstrado na figura 2.18 para a sequéncia
5 ={4,8,1,3,2,7,5,6}. Como n = 2°, existem trés iteragoes, cada uma composta por trés
passos. Para melhor entendimento, desenhamos o conjunto de comparadores e médulos
de armazenamento 9 vezes. Os elementos de S sio mostrados dentro dos médulos de
armazenamento, enquanto os valores do vetor estado aparecem dentro dos comparadores.

Embora mais eficiente que o circuito para a ordenagio biténica da secao anterior, este
algoritmo ainda nao apresenta um custo étimo para a ordenagao. Uma melhora a mais do
custo, na implementagio da ordenagio biténica pode ser encontrada em [BS78]. A idéia
basica utilizada € também o embaralhamento perfeito. Para reduzir o custo do algoritmo
paralelo, menos processadores sio utilizados, porém cada um deles nio é mais um simples
comparador, mas sabe ordenar e intercalar pequenas sequéncias.
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2.5 - COMENTARIOS FINAIS

O problema da ordenagao em paralelo fem sido importante foco de pesguisa nos
tltimos dez anos. Muitos algoritmos paralelos para ordenagio sio conhecidos atualmente,
e novos algoritmos estao sendo desenvolvidos. Do ponto de vista tedrico, a principal dificul-
dade ¢é explorar sistematicamente o intrinseco paralelismo da ordenagio e da intercalagio.
Se este problema fosse contornado, certamente terfamos algoritmos que ordenariam n ele-
mentos em tempo O(log n) usando O(n) processadores.

O méiodo de intercalagio par-fmpar de Batcher envolve um niémero fixo de com-
paragoes. Sabemos, a partir dos cdlculos que esse ndmero é O(nlog?n); Porém, o prob-
lema de determinar quantas comparagoes resultam em troca de posicio das entradas é mais
dificil. [Se] e [Ke| apresentam um estudo deste problema com os seguintes resultados: Na
anélise do pior caso, a razéo entre o niimero de trocas e de comparagdes tende a 1 quando
n — 00; E na andlise do caso médio, apenas 1/4 dos comparadores estic envolvidos em
trocas.

Na tabela 1 apresentamos as complexidades assintéticas dos principais algoritmos
paralelos para ordenagao em termos do nimero de processadores utilizados e tempo de
€Xecugao.

Algoritmo Processadores Tempo

Baicher (interc. par-impar) nlog’n O(log® n)
Batcher (interc. Biténica) nlog” n O(log” n)
Stone (emb. perd.) n/2 O(log® n)
Thompson & Kung (Malha-bit.) n O(/m)

Muller-preparata n? O(logn)
Hirschberg (1) n O(logn)
Hirschberg (2) nlt1/k O(klogn)
Preparata (1) nlogn O(logn)
Preparata (2) nitl/k O(klogn)
Ajtal e outros nlogn O(logn)

Tabela 1 - Ntmero de processadores ¢ tempo de execugiio dos principais algoritmos paralelos para ordenagio.

O algoritmo Hirschberg (1) estabelece que os valores a ser ordenados devem perbencer
ao conjunto {0,1,...,m — 1}, e ndo deve ocorrer valores repetidos. O problema da ndo
ocorréncia de valores repetidos é resolvido em Hirschberg (2) [H].



Capitulo 111

Limites Inferiores

$.1- INTRODUGAO
Neste capftulo trataremos da anélise da complexidade de tempo paralelo para os
problemas:

1 - Encontrar o elemento Mdzimo em um conjunto;

2 - Intercalagdo de duas listas ordenadas;

3 - Ordenagdo. ‘ ‘

Esta anélise serd feita somente para algoritmos que sdo baseados em comparacoes
binérias,

Para cada problema 2 entrada consiste de um conjunfo de elementos sobre os quais
existe uma ordenagao linear.

O modelo considerado aqui possui &k processadores disponiveis, e portanto, k com-
paragoes podem ser execufadas simulfaneamente. Os processadores estao sincronisados
de tal modo que em um intervalo de fempo, cada um deles execuia uma comparagao.
Definimos, entao:

a) mazy(n) como a medida de complexidade para o problema de encontrar o méximo
entre n elementos sobre uma méquina com & processadores.

b) sniercalai(m,n) como a medida de complexidade para o problema de intercalar
duas listas ordenadas sobre uma méquina com & processadores,

c) ordenai(n) como a medida de complexidade para o problema de ordenar n elemen-
fos sobre uma méquina com k processadores.

Nas segoes seguintes, trataremos dos limifes inferiores para os problemas definidos
acima.
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$.2 - 0 MAXINMO

Trataremos aqui da andlise de pior caso do problems de encontrar o méximo entre n
elementos usando & processadores. Consideraremos primeiramente o caso k = n € a partir
disto, derivaremos solugdes para os demais casos.

Teorema 3.1 [Va]. Parak=n> 1,

mazi(n) > Ologlogn).

Dem. Considere a execugio de um algoritmo qualquer, baseado em comparagoes,
para encontrar o méximo entre n elementos. Seja C; o conjunto dos elemenfos que até o
i-ésimo passo (em paralelo) de computagao ainda concorrem ao méximo, isto é, z € C; s¢
e somente se até o tempo 1, ndo foi possivel mostrar que z é menor do que qualquer outro
elemento. O nimero de elementos em C; serd denotado por ¢;. O que faremos é limitar o
valor de ¢;4y em termos de ¢; e k.

Considere um grafo G definido da seguinte maneira: Identifique os vértices como sendo
o8 ¢; elementos de C; e os arcos como sendo as comparagdes, isto &, exisfe um arco de z
para y se z estd sendo comparado com y. Ent3o o valor de ¢;y; estd limitado inferiormente
por
ci+1 2 min{maz{h/ G contém um conjunio estével de tamanho
h}/G € um grafo com ¢; vértices e k arcos},

pois

(1) As k comparagbes devem ser feitas sobre os ¢; elementos que concorrem ao maximo;
H4 vérias maneiras de dispor os k arcos entre os ¢; elementos.

(2) Para cada disposicio destes arcos, um conjunto estvel* méximo representa os
candidatos, no préximo passo, a0 méximo.

(8) Entre esses conjuntos estéveis méximos, o de menor cardinalidade representa o
melhor caso,

(4) Portanto, ¢;y; estd limitado inferiormente pela cardinalidade do menor conjunto
esta’vel.

A partir disto podemos concluir que: ([Bg] pg. 282 - corol. 2)

. —
c:+122k+c‘_'

* Unm conjunto S de vértices de um grafo G é estdvel se nao existe arestas em G ligando
quaisquer dois vértices de §
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Resolvendo esta desigualdade para ¢; = n = k, temos:

NN B
™ ;Bn
__1_ s‘-l 2 __
2 55 = ‘?-

1 t—-2 )2’

?*
2 (3!1)7’_1( 3n T at—] Ci-2 a2

(3n)
+ 1
2 T g
(3n)
Para § =1 e ¢g = n, temos
I it ai+s T o+
Ci4l 2 Wﬁ =3n (3n) &= 3n.(§)

Vamos determinar, agora, para quais valores de § tem-ge 3n(%)2m > L

ik s 4
3n(%)2 C> 1 -2 log3 > ~log3n
: 1
+1 o
=271 & logslog3n
= 1 < loglog3n - (loglog 3 + 1).

Ou seja, ¢i41 excede a unidade enquanto s < log log 3n — const. Portanio, mazy(n) >
O(log log ). ]

Coroldrio 8.1 [Va]. 8¢ 4 < 2r < k < nn — 1)/2, entdo
mazi(n) 2 O(log log n — log log(k/n)).

Dem. Usando a mesma idéia do feorema anterior, chegaremos 3 seguinte designal-

dade: . 3 P
. & i 1 i—1 \2 _ 1 2?
c’“‘2k+c,22k+n2 2k+n(2k+n) _(21c+n)"”-lc?’l
22

1 s
2 G

Para j =1 e ¢y = n, temos

1 g1 B g
w12 gt = @ER(EE)
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A partir daqui, temos:

L
2k+n

= 7 10g(2E8) < log(ak 4+ )

log(2k + n)

log(2f +1)

= € < loglog(2k +n) - (loglog(zg +1)+ 1

(2k + n) (-i—kfi—;)gm > 1= log{2k + n) + 27+ Jog( }>0

Portanto, mazy(n) > O(loglogn — loglog(£)). ]

No teorema a seguir apresentaremos um algoritmo 6timo para o problema de encontrar
o méximo enfre n elementos, para o caso k = n.

Teorema 3.2 [Va]. Parak=n > 1,

maz(n) < Ologlog n).

Dem. E sabido [Bg] que qualquer grafo G, com p vértices, que néo contém um
conjunto estével maior que z tem pelo menos tantos arcos quanto o grafo Gpe. Gy 6
definido como sendo o grafo com p vértices que consiste de z cliques disjuntos, dos quais
p—2(g—1) t€m g vértices e 0s vg — p restantes iém g~ 1 vértices, onde ¢ = [p/z]. Pode-se
mostrar [Bg] que o grafo Gy, . tem {g — 1)(2p — zg)/2 arestas ao todo.

No nosso algoritmo, o i-ésimo passo de comparagio (em paralelo) seré baseado em um
grafo tal que p = ¢;, onde cada clique resultarf em um candidato a Ciy;. Para minimisar
¢i+1 temos que escolher entre os grafos

{Geiofz=1,2,...; Ge, .z tem menos que k arcos)

aquele que minimiza o fndice z.
Como o grafo G, . tem (g — 1)(2p — zg)/2 arestas, conclufmos que

Cip1 = min{z/((%] —1).(26i - z[%]) [2< k).
Resolvendo esta desigualdade, temos:
TGy _ %12 _g.. o G
2 ] :I,Tca 2ei +2[ 2] < Tk
:2%4;;- -2c;+x%$2k
= c—? -¢; <2k
%

i
=>z22k+c‘_.
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Portanto,
cort < gl
Observando a demonstragio do Teorema 3.1, conclufmos que este algoritmo € execy-
tado em tempo (paralelo) Ofloglogn). i

Exemplo. Suponha que queremos determinar o méximo entre 20 elementos, nsando 20
processadores e aplicando a algoritmo acima. Temos, entao, ¢q = n = k = 20. Precisamos
determinar ¢; tal que:

c1 = min{z/G., » tem menos que k arcos}.
Teorema 3.2 nos diz que ¢; < [ﬁf—] Teg=[%] = 3. Podemos, agora, construir
Gern com z = 7 cliques digjuntos dos quais p— z{g — 1) = 6 tém g = 8 vértices e o8

zg —p = 1 resbante tem ¢ — 1 = 2 vériices. As comparagdes 8éo, entéo, efetuadas como no
grafo G, . abaixo.

SNNNNNN

A partir destas comparagoes temos ¢; = 7 candidatos a0 méximo. Calculemos ¢g

¢g = min{z/G,, . tem menos que k arcos}.

c,<[ﬂ—# ] 2eq=[2]=4. O grafoG,,, tem 2 = 2 cliques disjuntos dos quais
p—u(g- ll)—ltemq 4vért1ceseooutro (zg—p=1) tem ¢ — 1 = 3 vértices.

NN

Temos agora ¢; = 2 candidatos a0 méximo, ¢ uma iteragio a mais ¢ suficiente para
encontrar o méximo.

O que provamos nos Teoremas 3.1 e 8.2 foi;

Teorema 3.8, Para k=n> 1,
maz(n) = 8(loglogn). I

O mesmo algoritmo do teorema 3.2 nos garante que:
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Cerolério §.2. Para 4 < 2n < k < n(n - 1)/2,
mazr(r) = &{log log n — loglog(k/)). I

O caso restante, em que k < n, pode ser resolvido do seguinte modo: com & com-
paragoes simultineas podemos redusir ¢; de no méximo & elementos. Portanfo, enquanto
¢; 2 2k, podemos encontrar uma étima redugio comparando k pares disjuntos em c;.
Quando ¢; < 2k, podemos aplicar o algoritmo do Teorema 3.2. Conclufmos, entdo o

seguinte:

Corolério 8.3, Para 1 <k <,

O(7 +1loglog k) < mazi(n) < O +loglogh). ]

3.3 - INTERCALACAO

Sabemos que o problema de intercalar duas listas ordenadas, com m e n elementos,
respectivamente, requer m + n — I comparagoes, no pior caso. Ainda nao se conhece um
algoritmo paralelo de custo 6iimo para este problema. O que faremos aqui é apresentar
um algoritmo que € o mais eficiente entre oz que existem até o momento. Trataremos,
primeiramente, do caso k = \/nm, e a partir deste derivaremos solucdes para os demais
Casos.

Teorema 3.4 [Va]. Para k= |\/mn] el <n<m,
intercalax(n, m) < O(loglog n).

Dem. Procederemos indutivamente, mostrando como, dado |/mn| processadores,
podemos, em dois passos de computacio, redusir o problema de intercalar duas listas de
comprimento n e m, respectivamente, ao de intercalar vérios pares de listas, onde a menor,
em cada par, tem comprimento menor que \/n. Os pares de listas 830 criados de tal modo
que podemos distribuir os /mn processadores entre eles no préximo estigio de modo a
assegurar que para cada par serd alocado um nidimero suficiente de processadores para
satisfager a hipbtese de indugao.

Considere o seguinte algoriimo para intercalar as listas ordenadas X = (2;,...,%,) €
Y = (g1, ¥m).

(a) Marque os elementos de X e ¥ cujos indices sio §[,/n] e i[/m], respectivamente,
para ¢ = 1,2,... . Exisfem no m&ximo (\/n| + [/m] elementos marcados. As sublistas
entre elementos marcados sucessivos e as sublistas dos extremos sdo chamadas segmentos.

(b) Compare cada elemento marcado de X com cada elemento marcado de Y. Isto
requer nao mais que \/nm| comparagdes e pode ser feito em uma unidade de tempo.

(c) As comparagoes de (b) decidirdo, para cada elemento marcado, o segmento da
outra lista no qual ele precisa ser inserido. Agora compare cada elemento de X com
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cada elemento do segmento de Y no qual ele deve ser inserido. Isto requer no méximo
ly/m].([y/m] — 1) < [\/mn| comparagdes e também pode ser feito em uma unidade de
tempo.

Feito (a), (b) € (c) nds identificamos em que posigio cada elemento marcado de X s¢
encontra em Y. Fortanto, resta-nos intercalar os pares disjuntos de sublistas (X, ¥1), (X3,
¥3),... onde cada X; é um segmento em X e, portanto, de comprimento |X;| < [/A).
Além disso, ) |X;| < n e ¥ |Vi| < m, pois a8 sublistas sdo disjuntas. Para aplicarmos o
mesmo processo indutivamente, cada par de sublista requer |, /IX,HY,U processadores, o
que resulta num total de 3| /[Xi[ Y]] a0 todo. Uma desigualdade de Cauchy afirma que

VI </ XV

SV < S /I < Lvmm).

Existe, portanio, mimero suficiente de processadores para serem distribufdos para a
intercalagao dos pares (X;,Y;) simultineamente.

Vimos, entao, que o processo indutivo de divistes sucessivas de um par de listas em
um conjunto de pares de sublistas pode continuar com o nimero de processadores dado.
Além disso, o comprimento da menor componente de cada par de sublista é indutivamente
limitado superiormente pela raiz quadrada da menor componente entre o par de lista inicial.
Portanto, apds 2¢ unidades de tempo, cada par de listas produzidas tem um componente
de comprimento nao maior que A; onde

i = Vi)

e do = n. A solugio da recorréncia A = /Ai_; é A < nl}/3), O processo de intercalagio
termina localmente quando é produzido um par de sublista onde uma delas é vazia. Ou
seja, \; = 0. Resolvendo a inequacio n{1/2)' < 2 temos

Daf segue que

n1/3) <2 = %-logn = logn < 2
=1 > loglogn.
Portanto, intercalay(n,m) < O(loglogn). |
Os corolérios seguintes tratam dos casos em que k < n e k ¢ miliiplo de \/mn.
Coroldrio 3.4 [Va]. Para 1 <k <n <m,
intercalag(n, m) < O((n + m)/k + log({mnlog k)/E).

Dem. Marque k-1 elementos em cada lista de tal modo a obier segmentos de aproxi-
madamente mesmo tamanho (isto é, n/k e m/k) em cada uma. Intercale as duas listas de



Lamates Infersores - 58

elementos marcados pelo algoritmo do teorema acima. Insira cada um dos 2(k— 1) elemen-
{08 marcaios no segmento ao qual ele pertence na outra lista. Isto pode ser feito em tempo
log(n/k) + log(m/k) = O(log(mn/k?). Temos agora 2k pares de sublistas digjuntas para
serem intercaladas nas quais nenhum par contém mais que (n+ m)/k elementos. Observe
que o tempo gasto até agora foi Ologlog k) + O(log(mn/k)) = O(log({mnlog k)/k). S6
nos resta determinar como estas intercalagdes deverao ser feitas com k processadores em
tempo (n + m)/k (uma melhora do que poderia ser feito em tempo 2(n + m)/k.

A intercalagio dos k pares de sublistas sers feita da seguinte maneira: Associe o i-
ésimo processador ao i-ésimo segmento das duas listas. Este par de segmento tem (n+m)/k
elementos. A cada par de sublista que tenha, digamos, # elementos em comum com este
par de segmento, serdo suficientes # passos do ¢-ésimo processador para a intercalagio.
Portanto, cada processador executard ndo mais que (n + m)/k passos de computagso ao
todo. Além disso, como, por construgio, cada sublista est4 contida totalmente em algum
segmento, cada par de sublista serd atribuido a no maximo dois processadores. Com este
esquema, poderemos intercalar os 2k pares de sublistas em tempo (n + m)/k. I

Coroldrio 8.5 [Va]. Para k= |r,/nm| onde I<n<mer> 2,
tntercalar(n,m) < Ologlogn — loglogr).

Dem. Usamos aqui o mesmo algoritmo do teorema 3.3, exceto que no passo (a)
os elementos marcados s3o aqueles indexados por ¢[1/{n/r]] em X e por i[+/[m/7)] em

Y, para ¢ = 1,2,... . Dessa forma, og passos (b) e (c) requerem, cada um, nio mais
que k com Oeg e podem ser executados em uma unidade de tempo. Teremos agora
A < /(A1 §r§, e a partir disto segue o resultado, ]

3.4 - ORDENACAO

Devido & importéncia tanto prética quanto ebrica, algoritmos para ordenagio tém
sido objeto de intensa pesquisa em ciéncia da computagio. Sabemos, hoje, que o limite in-
ferior sequencial de complexidade para o problema da ordenagio é O(n log n) comparagbes.
Disto resulta, imediatamente, que o limite inferior paralelo, usando n processadores é:

ordenan(n) > O(logn).

Existem dezenas de algoritmos para ordenagéio em paralelo. O que apresentaremos
aqui nao € o que possui o melhor tempo de execugao, mas € o de menor custo.

Teorema 3.6 [Va).

ordena, 3(n) < Oflogn.loglogn).

Dem. Este algoritmo é uma paralelizacio do algoritmo sequencial baseado em in-
tercalagoes sucessivas, utilisando o algoritmo de intercalagao do teorema 3.2. Considere,
primeiramente, o caso n = 27 para algum j. O processo ¢ executado de tal forma que,
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apde o i-ésimo estégio teremos 29~ listas ordenadas digjuntas, cada nma com 2¢ elementos.
Atribuindo 2° processadores a cada par de listas ¢ utilizando o algoritmo para intercalacso
do teorema 3.2, atingimos o préximo estdgio de iteragio apés o tempo Oflogi). A or-
denagao estard completa quando § = j. O fempo de execugio do algoriimo é limitado

superiormente por:
logn

E O(logs) < O(log n.loglog n).
§=1
No caso geral, quando n ndo é uma poténcia de dois; em cada estégio havers em um
extremo um fragmento de lista ordenada. O algoritmo acima se aplica da mesma maneira
neste caso. {

Corolério 8.6 [Va]. Para4 <In <k=rn<n{n-1)/2,
ordena(n) < O((logn — log(k/n))(log log  ~ loglog(k/n})).

Dem. Divida o conjunto inicial em subconjuntos com k/n elementos cada um.
Atribua (k/n)* processadores a cada subconjunto e ordene-os em log(k/n) passos de com-
putagio (compare cada elemento com todos os outros em um passo de computagao, e
determine a sua posi¢ao em mais log{k/n) passos). Agora aplique log n — log(k/n) veses o
algoritmo de intercalagio do coroldrio 3.5.

Corolério 8.7 [Va]. Para 1 <k < 1,
ordenar(n) < O((nlogn)/k + log k.log({n log k)/k)).

Dem. Divida o conjunto inicial em k subconjuntos de tamanhos iguais e ordene
cada um deles sequencialmente em tempo O(nfklog(n/k)). Em logk estigios intercale
sucessivamente cada par de subconjunto ordenado, usando o algoritmo do coroldrio 3.4. A
cada estdgio havers o dobro de processadores disponfveis para cada intercalagio em relacio
20 estdgio anterior. Assim, o tempo de execugdo em cada estgio serd de aproximadamente
n/k. O tempo total, gasto para as intercalagoes, seré, entao, de

n

log k( + log((n?log k)/K)) = O((nlogn)/k + logk.log{(nlog)/K)). |

3.5 - COMENTARIOS FINAIS

Nos irés problemas estudados neste capftulo, observamos uma relagio entre tempo
de execugao e niimero de processadores utilisados, que é comum na solucio de problemas
em paralelo: Quanto maior for o niimero de processadores utilizados, menor € o tempo de
execugdo, Como j4 dissemos na secio 3.1, 0 que se busca, quando aumentamos o némero
de processadores de %, é uma diminui¢io no tempo de execugio de 1/n.

Outro algoritmo para intercalagio & encontrado em [G). Este algoritmo é baseado em

insergdes bindrias e requer tempo 2 log(n+1)+4(n/p), onde p é 0 ndmero de processadores,
p<nen=m.



Apéndice

Introduc@o a Modelos de
Computacio Paralela

A1 - INTRODUCAO

Uma motivagio para a pesquisa em Computagdo Paralela é que podemos encontrar
crescimentos substanciais na velocidade de processamento sobre os modelos cléssicos se-
quenciais, na solu¢do de problemas computacionais. Uma grande variedade de modelos de
Computagao Paralela tém sido definidos, e & interessante estudar as relagdes que existem
entre eles, a viabilidade de construcio de cada um, e quais outros modelos de Computagio
Paralela podem ser imaginados e construidos.

O¢ modelos de Computagiio Paralels diferem entre si de vérias maneiras, incluindo
o arranjo fopolégico e a inferconexdo de seus componentes (processadores). No Modelo
Sequencial de Computagio, o conjunto de instrugdes vélidas é pré-definido pelo proces-
sador. Nos Modelos de Computagao Paralela, além das instrugGes internas a cada proces-
sador, existem as instrugOes inter-processadores. Estas instrugdes néo estdo pré-definidas,
e ainda nao se sabe qual a melhor maneira de definf-las para obter um “bom” Modelo
de Computagao Paralela. Basicamente, a partir das instrugdes inter-processadores é que
a0 definidos os Modelos de Computagio Paralela. Estas formas de interconexio entre
os processadores sdo também importantes na determinagfio do potencial de Computagio
Paralela, e sao determinadas pelas instrugoes dos Algoritmos Paralelos. Por exemplo, a
instrugao “se o processador P; contém o valor k entao armagene j no processador P” exige
que cada processador tenha acesso a todos os outros, enquanto que a instrugio “P; toma
o valor que estd em Py e Py, compara-os, e retém o maior® exige que cada processador
Py tenha acesso somente aos processadores Py; e Py;yy. Ou seja, é a partir de instrugdes
destes tipos que determinamos a interconexao entre os processadores. portanto, modelos
diferentes de Computagao Paralela existem, devido aos Algoritmos Paralelos de natureza
diferente.

Entre os principais modelos de Computagio Paralela estdo os modelos SIMD, SIM-
DAG, MAQUINA VETORIAL e MAQUINA DE TURING ALTERNADA. O nosso obje-

tivo neste capitulo & descrever brevemente estes modelos,

60
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A.2 - MODELO SIMD

O modelo SIMD [BWHM)] (Single Instruction Stream, Multiple Data Stream), tarbém
chamado modelo de Interconexfo fixa, é um sistema composto por uma unidade de controle
(CPU) e um conjunto de processadores com meméria local, interconectados por uma rede
de interconexao (figura A.1). Os processadores sio altamente sincronizados (ou seja, todos
08 processadores devem completar a execugio da instrugio corrente antes de qualquer
processador comegar a proxima instrugdo). A CPU contém o programa a ser executado e
distribui as instrugGes “em paralelo” para os demais processadores.

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Fig. A.1 - Modelo SIMD

Um processador paralelo estd ativo somente quando alguma instrucio é delegada a
ele. Dois processadores paralelos devem estar executando a mesma instrugio se ambos
estao ativos a0 mesmo tempo (Single Instruction). No enianto, eles podem operar sobre
valores distintos (Multiple Data).

Exemplos de algoritmos baseados no modelo SIMD:

Exemplo 1: Usando uma estrutura de 4rvore binéria, podemos determinar o maior
entre n nimeros dados, iterativamente, comparando cada dois néimeros viginhos e movendo
o malor para o 16 pai. Se executarmos simultaneamente todas as comparacdes ao mesmo

nfvel na érvore bindria, temos um algoritmo em paralelo para determinar o méximo entre
n elementos.

Mais precisamente, considere um conjunto de 2n — 1 processadores interconectados
em forma de uma 4rvore binéria com um processador em cada uma das n folhas e em cada
nd interior da &rvore. Comegando com um niimero em cada processador que est4 na folha,

£ 24 2l 103 18 8 e — 2l 3 8
— — - s S A ooy 18

12 passo 22 passo
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3¢ passo 42 passo
Pig. A.2 - Algoritres pars o models SIMD

a cada passo, um pai recebe um elemento de cada um de seu(s) filho(s), compara-os, retém o
maior, e devolve o menor (veja figura acima). Dessa maneira o méximo pode ser transferido
alé a raiz em logy n operagoes, em paralelo, de comparagao e transferéncia. Portanto, por
este algoritmo podemos resolver o problema de achar o0 méximo de n elementos em tempo
(paralelo) O(logn) usando 2n — 1 processadores.

Na segio 3.2 resolvemos este mesmo problema em tempo O(log log n) usando n pro-
cessadores. Porém, no modelo utilizado 1§ (Modelo de Meméria Compartilhada), o acesso
2 memdria de um processador por parte dos outros ¢ irrestrito, enquanto que aqui hi
restrigio. Informalmente, isso justifica a ineficiéncia relativa deste algoritmo.

Exemplo 2: Algoritmo de Batcher [Ba] para ordenagio, apresentado no capftulo II.

A.3 - MODELO SIMDAG

O modelo SIMDAG |Go] {Single Instruction Stream, Multiple Data Stream, Global
Memory) consiste de uma meméria global de acesso aleatério, Um processador de controle
(CPU), e um conjunio de unidades de processamento paralelo {(UPP), arranjados como

segue:
CPU

| Meméria |

{ ¢ ! $

UPF, 1} UPP, | UPP,

Fig. A.3 - Modelo SIMDAG

(Este modelo é um caso particular dos Modelos de Memdria Compariilhada (Shared Mem-
ory Model) [BWHM)). Todos o processadores sio méquinas RAM (Random Access Ma-

e) com o conjunto de instrugoes usuais acrescido pelas instrugdes paralelas.

Assim, como no modelo SIMD, a CPU contém as instrugSes da méquina, executa as
instrugoes “em série” e as distribui “em paralelo” para as UPP’s. Um processador paralelo
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estd ativo somente quando uma instrugio € atribufda a ele. Dois processadores ativos
20 mesmo tempo devem estar executando a mesma instrugio, e no entanto, podem estar
operando sobre diferentes valores.

Ao contrério do modelo anterior, neste modelo néo é permitido a interconexio entre
o8 processadores, ‘

Como exemplo de algoritmo baseado no 1:0delo SIMDAG podemos citar um algo-
ritmo de ordenagao. Este algoritmo, derivado do algoritmo de Knuth ([Kn), pag. 224),
¢ uma paralelizagao do Bubblesort. Suponha que os n elementos #;,5,...,2, 2 serem
ordenados estdo colocados nas n primeiras posicoes da Meméria Global. Considere n — 1
processadores Py, P,,..., P,_, dispostos linearmente. Suponha que cada processador F;
tenha acesso apenas as posigies de meméria ¢ e £ + 1. Este algoritmo é composto de
n fases. Em cada fase s3o executadas n/2 comparacdes simultineas. Durante uma fase
{mpar, o elementos (33, %3),(23,%4),... 830 comparados { e trocadas as posigdes caso
8eja necessério ) pelos processadore Py, Ps,... respectivamente. durante uma fase par, og
elementos (23,%3), (%4, 25), ... 830 comparados pelos processadores Py, Py, ... respectiva-
mente (veja fig. abaixo).

5 2 1 4 0 2 5 1 4 0
\ WA W = \ WY/
PP, Py P P, P, P P
2 1 5 0 4 12 0 5 4
— /AT = \WARRWI
P, B, Py P F, P, P P
10 2 4 5 10 2 45
= \/ \/ s
PP P P P, PP P

Fig. A.4 - Algoritmo de ordeneciio para o Modelo SIMDAG.

Pode-se demonstrar que n fases sio suficientes para ordenar 2 sequéncia dada. Através
deste algoritmo podemos, entdo, resolver o problema da ordenacio em tempo paralelo
O(n) usando n — 1 processadores.

A4 - MODELO MAQUINA VETORIAL

Uma méquina velorial [PS] é um modelo que possui uma meméria que é um conjunto
de vetores de bits arbitrariamente longos e cujo programa é um grafo dirigido finito com
um vértice inicial e um conjunto de vértices de aceitagao. Os vértices do grafo sio formados
por cada uma das seguintes instrugdes ou assergdes:

(i) A « Constante, uma instrugio para armasenar um vetor de bit constante no
registro A.

(i) A<=~ B ¢ A« BAC, operagdes booleanas bit a bit em paralelo.
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(iii) A «~ B1C (4~ B C), deslocamento de B para a esquerda (direita) de C
posigoes, No deslocamento para a esquerda as posicoes vagas sdo preenchidas com geros,
e no deslocamento para a direita os bits que caem fora do regisiro sao descartados.

(iv) A=0 e A#0.
E adotada = tradicional convengio de escrever a gequéncia de bits da direita para a
esquerda. '

Uma Computagdo Acestdvelna Méquina Vetorial é um passeio que vai do vériice inicial
até algum vértice de aceitagao.

Certos registros sao designados como registros de entrada. S¢ wm programa menciona
m registros Ay, As,...,Am, entao uma configuragdo consiste de um né do grafo e vetores
de bits vy, v,...,vn que especificam o contetido atual dos registros 4, As,...,4m.

Uma miéquina vetorial determsnistica € tal que para qualquer vértice e qualquer con-
figuragao apenas uma aresta pode ser seguida. Portanto, em uma méquina vetorial de-

terminfstica o dnico vértice com mais de uma aresta de safda é aguele com as assercoes
A=0 ¢ A#0.

No programa exemplo abaixo usamos também as operages boleanas V e & (ou ex-
clusivo), porém, elas podem ser derivadas de A e ~ pelas identidades:

AV B =~ ((~A)A(~ B))
A®B=(AVB)A(~(AAB))

Exemplo de programa em Méquina Vetorial: Soma de dois nimeros A e B em bindrio.

G ANB;
~ P AVB;

I<1

podim | R-4AeBo(Gi1) |

4 \

G—GV(G1DHAP);
P—PA(PTD;
IT<111

PFig. A.6 - Programs em M4quina Vetorial para somar dois némeros.

No final da execucao a soma de A e B est4 armazenada no registro R.
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O lago no programa calcula o vetor G que é o vetor de “vai um”. Pode-se demonstrar
que a complexidade de tempo deste algoritmo & O(logn) [PS].

A.5 - MODELO MAQUINA DE TURING ALTERNADA ( MTA )

Alternagao é uma generalizacao do conceito de nao-determsnismo no qual quantifi-
cadores existenciais e universais podem alternar durante uma computagio.

O conceito de ndo-determinsemo tem desempenhado importantes papéis na Teoria da
Computagao. Por exemplo, na Teoria de Linguagens Formais, certas classes de linguagens
tém sido caracterisadas em termos de aceitagio por autématos nao-deterministicos; Em

teoria da complexidade, o conceito de ndo determinismo foi a base para a importante nogao
de completicidade NP.

No cago de méquinas ndo determinfsticas, as regras de transigio permitem que uma
configuragao a dé origem a vérias configuragoes f,.. ., fx em um passo de computagzo;
Por defini¢ao, a configuragio o € aceita se e somente se existe um sucessor Bi que leva
a uma aceitagao. Além desses “estados existenciais®, uma MTA pode também incluir
“estados universais”. Em um estado universal, uma configuragio a pode novamente dar
origem as configuragdes fy,...,fx em um passo de compufagao, mas agora o € aceita se e
somente se todos os sucessores fi, ..., By 820 aceitos. Uma formalizagio desta idéia resultz
na definicio da Méquina de Turing Alternada (MTA).

Definicéo. Uma Mdquina de Turing Alternada [CS] & uma 7-upla
M=(K,QZLI69,9)

onde:
K ¢ o nfimero de fitas de trabalho,
Q ¢ um conjunto finito de estados,
L & um alfabeto de entrada ( ¢ ¢ T é uma marca de fim de cadeia ),
I' ¢ um alfabeto de trabalho ( # € I' representa um esgigo em branco),
§ C(@xTFx (ZU{e})) x (@ x (T = {#})* x {L, R}**1) € a regra de transicio,
go € Q € o estado inicial,
g:Q - {A\V,ar).

Se g(g) = A (V) entdo q € dito ser um estado universal (existencial).

A MTA tem uma fita de entrada onde ¢ permitido somente a leitura, e K fitas de
frabalho, inicialmente vagias. Um passo de computagdo em M consiste em ler um sfmbolo
de cada fita, escrever um sfmbolo em cada fita de trabalho, mover cada cabeca de leitura
uma célula para a esquerda ou direita, e entrar num novo estado de acordo com a relacao
de transicao &,

Definigao. Uma configuragio de uma MTA M € um elemento do tipo
Cu = QX E* x ([T - {#})") x N*"1

Representando o estado atual, a entrada, o conteddo das K fitas de trabalho, e as K +
1 posigoes da cabega de leitura, respectivamente. Se q é um estado associado a uma
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configuragao @, entdo dizemos que «a € configuragdo universal (ezistencial) se q é um
estado universal (existencial). A configuragdo inicial de M com entrada 7 é

on(z) = (g0,%,2,...,1,0,...,0)
k k+1

Onde A € a palavra vasgia.
Unma configuragao representa uma descrigao instantinea em algum ponto, em uma

computagao,

Definicdo. Dada uma MTA M, disemos que f ¢ sucessor de (@ — f) se a con-
figuragio f € obtida de @ em um passo de computacio de M de acordo com a regra de
transicao 6. O fecho reflezivo transitivo de s & denotado por *,

Uma seguéncia de compulagdes de M sobre z € uma sequéncia ag v+ cry 1= -+ Qp,
onde ap = opn(z).

A definigao de aceitagio para uma MTA ¢ feita de modo a capturar a seguinte idéia:
O processo de computagio se inicia na configuragio inicial ¢(z). A seguir, se o processo se
encontra em uma configurago existencial a, e fy,...,Bm 2o todas as configuracdes que
podem ser alcangadas a partir de & em um passo de computagio, ent&o este processo se
subdivide em m processos distintos que buscam simultaneamente uma aceitagio para cada
Pi. Alguns destes processos podem ser infinitos, mas se pelo menos um é aceito, entio a
também € aceita. Se o processo se encontra em uma configuracio universal o, entio o’ é
aceita se todos os seus sucessores fy,..., fx 830 aceitos. A formalisacio desta idéia nio
serd feita aqui, mas pode ser encontrada em [CKS|,

Um exemplo de aplicagio de MTA enconira-se no estudo de jogos combinatoriais
de duas pessoas; O problema aqui é estabelecer limites de complexidade computacional
para reconhecer o conjunto de posigdes a partir da qual um jogador (o primeiro, por
exemplo) sempre vence o jogo. este problema pode ser resolvido explorando a conexzo
natural existente entre MTA's e jogos que pode ser resumida no seguinte: As configuragoes
existenciais (universais) da MTA correspondem a posioes a partir da qual o jogador I
(jogador II) tem a ves para jogar. Para estes problemas, as configuragtes da MTA podem
ser vistas como uma drvore onde para uma configuragio a os seus sucessores fy, ... , Bk 820
seus filhos (veja exemplo abaixo). Logo, a MTA pode também ser considerada como uma
mdquina que frabalha em paralelo onde os filhos fy,...,Hk de o buscam uma aceitago
simultdnea. Comunicagoes ocorrem somente entre pais e filhos. apés ter sido aceito ou
rejeitado, cada filho §; comunica o resultado a0 pai . & combina as respostas dependendo
do seu rétulo existencial ou universal, e comunica, por sua ves, o resultado ao seu pai.

Para ilusirar esta idéia, considere os jogos sobre férmulas proposicionais. Nestes

@ &~ 8 8w

jogos, a posigao inicial ¢ uma férmula proposicional e uma atribuigao de valores 16gicos as
varidveis boleanas. Um movimento no jogo & a troca do valor légico de alguma varidvel, e
o vencedor € o que fag primeiro a férmula ter como resultado o valor 16gico verdadeiro.

Suponha que a férmula seja

L=(zvz)A(zAy)
e que a atribuigao de valores seja:
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z=F y=F z=F (F=falso,T = verdadeiro).

Relembre que o que queremos é determinar um conjunto C a partir do qual o jogador I
sempre vence o jogo. Vamos supor que o jogador I inicia o jogo. A 4rvore de configuragoes
para esfa frmula esté apresentada na figura 1.6 onde cada né tem a seguinte notagio:

(estado) (resultado)
expressao
boleana

A varidvel “estado” assume valores no conjunto (e,u,2,r) e nos informa se este estado ¢
existencial (e), universal (u), estado final de aceitagio (a) ou rejeicio (r). A varidvel
“resuliado” assume valores no conjunto (F,T) e nos informa s o resultado da expressio
booleana € falso (F) ou verdadeiro (T).

O sinal @ do lado esquerdo do né significa que esta configuragio pertence ao conjunto
L.
3 F
®|(FVF)A(FAF)

u F u F u

(PVF)A(TAF) | [(FVF)A(FAT) @[(FVT)A(FAFF

)
7 X:T ﬂ/ \z:‘!‘
T T

(TVR)ATAT) ] ¢ [TVR)ATAT)] /s =7
A
@I(TVT)A(TAF) QUFVT)A(FAT)

T A T
f’(TvT)A(TAT) . [(TVI)A(TAT) 5

Fig A.6 - drvore de configuracbes para a férmula L = (2 V2) A(2 A Y)
Observe que neste exemplo, como a configuragio inicial pertence a C, existe uma
estratégia que garante que o jogador I sempre ganhe o jogo.

A6 - COMENTARIOS FINAIS

Nas secoes anteriores introdugimos quatro modelos de Computagio Paralela. Existem
outros ainda. Como j4 foi dito, um grande objetivo a ser atingido é 2 determinagio de um
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bom modelo com relagao a viabilidade de construgao e implementacio de algoritmos. No
momento, o modelo SIMD € um candidato mais forte do que os outros, pois, sendo um
modelo de Interconexao Fixa, sua viabilidade de construgio parece ser maior atualmente.
Nos modelos mais recentes, conhecidos como Modelo de Memérias Compartilhadas {nesta
classe se encontra o Modelo SIMDAG), cada processador tem acesso a meméria dos outros
processadores. A implementagio de um modelo deste tipo ndo & vidvel a curto prago
[BWHM].

Na busca por um bom modelo foram encontradas equivaléncias entre modelos j4 e-
xistentes e simulagao de alguns modelos por outros. Ruszo [Ru| mostrou a eguivaléncia
entre os modelos Circuitos Booleanos Uniformes ¢ Médquina de Turing Alternada. Mais
precisamente, ele mostrou que qualquer um desses modelos pode ser simulado pelo outro
em tempo linear.

Outro fato importante a respeito de Modelos de Computacao € a chamada Tese da
Computagao Paralela que se resume no seguinte: Tempo em Miquina Paralela est4 poli-
nomialmente relacionado a Espago em Md4quina de Turing. Mais precisamente,

Tese da Computacdo Paralela [Go). Para qualquer fungio T(n),

gTempo — Paralelo(T*(n)) = llJEspaco(T"(n)),

onde k € inteiro positivo. Esta afirmagdo nio foi demonstrada para o caso geral, mas j4
se sabe que os modelos SIMD, SIMDAG, MAQUINA VETORIAL e MTA satisfazem esta
tese [Gol.

Uma anélise dos algoritmos apresentados nos capftulos anteriores mostra que: O mo-

delo subjacente aos algoritmos dos capftulos I e II é o modelo SIMD, enquanto que aos
algoritmos do capftulo ITI, o modelo subjacente é o SIMDAG.
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