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RESUÀ40

Computação Paralela é ullla fomla de re80lver prob]enla8 computacionais na qual
vários processadores trabaüun sinluitmeunente para a obtenção da solução. A ideia
básica pu'a se consegúr colocar em prática este processo, é dividir o probJe]na en] varias
pares onde cada uma delas pode 8ei' resolvida, ao mesmo tempo, por um processador.

Neste trabalho propomos un] estudo 80bre algoritmos paralelo.s e suw conlpluídades
para alguns problenlus computacionais, visando compreender os niecanislnos e as idéim
que regem a teoria da computação paralela na ciência da computação. Mais precisa-
naente, lutaremos dos problen\u do cálculo do determinante e ordenação; Apresentare-
n\os, tambén}, uln estudo 80bre litnites inferiores paralelos para alguns problema, e uma
breve introdução aos principais modelos de computação paralela.

ABSTRACT

Pamllel computatíon is a foral to solve computacional probleins in that severas pro-
cessors work simultaaeously to get the soiution. The basic idem i$ to break a piobjeni indo
smailer país, wbicÀ are soived siuuitaneousiy, ea.ü by a di#erent pK'ces80r.

Ou!' alia .is to.study about pai'aDe] algorithnus, and their colnpiexity: to Bol\ e some
computat;anal probleiwn, to undentmd tbe mechmisms and ídeas in tais área. More
precise[y, we dea] .witb tbe prob]enls of computing the deternlinant and wrting; we further
present a study about paraliel lower bonda to some problenls, and a short introduction to
the maia Jnodels of parallel coniputation.
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INTRODUÇÃO

Devido ao crwcente número de áreas nas quais OB colnpul;adorei vem Bando usados.
tem sido crescente a necessidade de computadores cada vez mais rápidos do que os que exis-
tem alba,Imite. No entmto está se tomando apuente que será ihpossfvel mcoÚrar um
crucíment0 significativo na velocidade de processamento usando simplesmente dispositivos
eletrõnicos mab rápidos, conto foi feito nu últimas décadas. 18to ocorre, por um lado,
devido ao fato de que o tempo gato para que unia informação seja levada de um disposhivo
eletr8nico para outro está se tomando maior do que o tempo gasto para processa-!a. Por
outro lado! a redução du distância entre os dispositivos, através da tecnologia VLSI, está
encontrando um !ilníte através do qual decresce a velocidade e a conâança na transferência
dos dados.

Unia altematíva para se conseguir cre8címento substancial na velocidade de proces-
samento, é o uso de um computador paralelo, ou seja, uni que possui v&ius unidades de
processamento, ou processadores, onde todos trabaüam simultaneamente pa'a a solução
de unl detemiinado.problema: A ideia básica aqui, é dividir o probleii]a en] vária partes
e cada unia du,quais é resolvida ao.mesmo tempo por uln procesador. Coiro um 81mpla
exemplo\.comidere o problema de buscar um elemento eln uin arquivo. Com 'lz pmces-
8adores disponíveis, o arquivo pode.ser subdividido em n subarquivos, cada um dos quais

':

sendo pesqukado por un] processador. Um con)putadoi deste tipo levaria l/n do tempo
gabão por u111 contputador wquencial. ' ' '

O nosso oUetivo neste trabajbo é wl;udar os nlecaniunos e as idéias que regezn a teo-
ria da computação paralela na ciência da computação. Nós o desenvolvemos do seguinte
modo:, O capítulo l é desenvolvido inteiramente com o objetivo de apresentar um algoritmo
paralelo pan o determiamte. Neste capítulo apresentamos também os principais critérios
para a amliHão de algoritmos pu'apelos, e de6ninlos u classes .NCk de problemas; estas
clases são importantes pala a classiÊcação de problemas segundo suas complexidades pa-
ralelas. No capítulo ll tratamos do .problema da ordenação; neste capítulo apresentaram
três algoütnos para a ordenação e discutimos brevemente os'demais dgoritmos existentes
No capftu]o ]]], tratamos de limites inferiores paralelos pa'a os problemas do máximo, in-
tercalação e ordenaçãol e como apêndice apresentados uma breve introdução aos pnncipaís
modelos de computação paralela. ' ' ' ' ''' ''' '''"'''

No decorrer deste trabalho, são.feita vária referência a oHetos da Teoria dos Gratos,
Teoria dm Linguagens Formais e Aut8lnatos, e Teoria da Complexidade. Para o lejhr

que não jivel fonnaçin n«tu alem, uma explicação menor pma estes objet08 pode ser

l



Capítulo l

A ClameNC
e o Detuminante

1.1-INTRODUÇÃO
N& estima intelewada em dava de ploblana8 que são !uolvid08 rapidamente (em

incluem uma grande vaidade de problemas. O que faremos agora é estudar wu clawe8
e dar exenipl08 de problemas que estão nelas.

, Até o prole te monleDh não eHBte um modelo de Computaaoi Pualelo que 6iwa
de base para produção e=a gl'ande escala. Um modelo mab'atraente e que tamb&n é
candidato 8 ampara ema teoria matemática duradoura é um modelo chama;ão Ãamdia de
Oln«Üoõ .Boolmnoõ t4lÍfwtmõ. Como todos OBcomputadoies r.eab Bão comtruíd08 a parir
de circuitos circuit« representam uni modelo mab fundamental que outiw usualmente
gndde!'M08. Também a complexidade de circuitos tem sido estudada desde 194g rü].
i'lealmente, u Classes de Complexidade de6nidas em term08 de famOiu de circuito'têá
uma camcterimção piwiw em temia de Máquina de Tü'ing Alternada. Sendo assim. de
agora em diante, estudaieuw algoHtmos que comideram o modelo de Circuit«'Bmlemw
Unifomw.

O que faremos neste capítulo é o oegumte: Na senão 1.2 introduziremos os prlncipu8
cHtéiíos para a avaliação de algoritmos' Na seção 1.3 deâniremw lbinOia de Ciitútw
Booleanw Upifonnes e a (lJa8w .NCi de probleunas que podeDa la' remlvidoe por uma
JlbmHa de Cücuit08 Booleanos Uniformes em.tempo O(]o? n) usado um núlÚro poli-
nomial de procesmdore8. Na seção 1.4 conceitua;remos'RedutibMdade .IVCi. Na 8eção
16 intlodu8irem08 0 cobalto de.Anel Bem-Dotado. 'Pa! mel.tem npre8entação na qual
soma e mnJtiplicação podem nr e6cientemente implementadas(em ACO e .NCt'mpectiva-
mente). Beta rewltadoe grão apliçad08 na 8eçao 1.6 onde dewnvc®erema8 am akoMmo
IBel pam calcular o deteiminmte de uma matrb em tempo parando O(]og2 li). Na %ão
1.7 moBtraremos a equívlência, em tempo paralelo, ente 08 problemas' detemínanie.
potência de matriz, produtos iterados de nutijzes, e inversa de matrb, ''' ''----

2
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1.2 - JblaLIAÇÃQ DE Aln01UTMOg
Nos parágrafo que wgue, deâainmos várias funçoe8 que grão utílhadas na awbação

e comparaçm de algoHtma pardel08.

1.3.1 - Tbxapo de Execução
Como a mpideE de uecução é a iwü de.nr pam a computação paralela, fetziw de

ez«Bçãb em paxalejg é,.plovavelmentq a naif impoHmte medida na aÃraliação de um
''k'qtmo p''àú'. É d IÚd. como n-do o tmp' -"'"a.:l;;;i;li.,:l.=1;;kü:;l
ou 8qa, o tempo gato do início ao 6m do algoz'itmo. O tempo de execução é 8eralmmte
obtidocontmdo dob.típoBde iwtmçõu executadupdo algoü+mo: As instmçõesde tram-
llel,ência de dados entre OB pzocenadoreq e as operações aritmética e]6gicu executadas
dwtio de cada piwe88ador.

Uzoa boa indicação da qualidade de um ajgolitmo pa'apelo é o a«fml io da w/aeidade
de execução que ele piodus. Este aumento é de6aido como:

ü"«po ü "então,. mpi« c.m, Ü ""& ,®Ú&
d9"'Íh"' "q""W "-À"Ü' Pr. . P«N;".'

fepnpo de e8ecuçaol no Flor cago,
ü d)«#«n p""á'b

É caio que quarto maior for efta taxa, menor será o aboritmo paralelo. No melhor cago, o
que w eq)era, é encontra um aumento de veleidade de N quando 8e resolve um problema
usado N proce8mdoreB. Na pMtica, ta] aumento, em geral, é difícil de nr encontrado,

{l) Na maioria .d08 cam é dHcU decompor uzn problema em R partes cada um
requerendo l/N do tempo gula poi' um proce88ador pan r%tiver o piob]ema otÜina], e

(2) O modelo de computMa' para)ejo usado para remawr o problema :mp& rutiiçõe8
que toma o tempo dentado inatingível.

pou

11.2.2 . Nülüero de Ptmesudo!«
Culto critério de avaliação.de um.algoritmo paralelo é o tlámero & prweõ8adon6

necessáHos pam I'solver um piobiem& Por ente critério, é ev;dente que quinto menor hr
o numa'o de processadolw utiliBadoõ, melhor é o algoHtxno. ''

1.8.8 - Owh

O CB#fo de um algoHtmo paralelo é definido como o produto du duu medida ante-
rior. Ou nja,

x »útna'o &p@. «iliBüdoõ.

Em outra palawa8, custo é.Igual o núraem de pa8808(8equmdais) executados na solução
do problema, no pior caBO. Se o custo de um ajgoritmo paralelo é igual ao limite inferior
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Bequençid pam um dado problema., o algoritmo pax'dela é dito 8er de ctüo ótimo. No cwo
pmiculu' da ordenação, um akolitmo baialelo Guio custo é O(nlog B), é de custo 6timo.
Além di8n, quedo aã0 8e conhece um limite inferior, a elPciéwia do algoritmo pa'aleiq
definida por

fen3W.dc execução, tio Hor cüõo, do tmíõ ráHdo
alforílln0 8eguencial eoaÀeei&' pra e provam

ejcÜnc a =
calo do algodtmo paralelo

j

é uuda pam 3 a;viação.

Na maior parte doB ça8m, eâciêncía $ 1; cam contrário, um a]gorítmo sequencial mais
MpidopodenrobtídoapaHh'dopar'dolo. ' ' ""

1.2.4 - Outra Medídm

Além dos tlü crüérios deBcritoe adia, outra medidas Bão, às vwes, made na
avaliação de um.iLlgolümo pai'pelo. Por exeEapio} 8e o computador paralelo é constniHo
mando tecnologia VISA, ocde aprcüdmadamenb l0o porta; lógica podem m cdocadas
eEÜ uma placa de l cm2, então a.álu oc81)ada pdoe processadores e suu iaterllgaçoe8
(comprimato d08 ã®) dêem ser ]evada8 al con;idaação.

1.3 - FAMÍLIAS DE CIRCUITOS UN]FORMIES ]Co]
Um cíndlo IC?l(boolemo) Ocos n entradas e m saídas é um grua orientado adcbco

e 6nBo com -ó. (chamMa poü") 'ot«IMu com. ng«e: O cín;íto atem n h& d;
eBtFâdàD al, . . .l 8BI cada um com gl'au de entrada gera. Os outros n6B que têm gmu de
mMa m sü mialadoe com o oü l. .'lbdu oe nü cola oi-au de entrada'l 8ão ;ãuladw
'invemr".. Tü® @ Quilos a6s mtmtu lên grau de aÜ'da. 2 e lão lotuldu a.('e;\
OU V (aOU'). O8 n& de saílcía 8ão 3ft , .. . 1 %,. Pam cada n6 de enfiada od8te Bm caminho

que vd aeje a algum nó de 8dda. üsam&;iC) pam denotar o número de nóB de C'e d(O)
pan denota' o comprimento de um passeio Eüab longo de um n6 de entrada a um nó de
"ig.. o d«üto amlp-ta -m, fúçã'../ : {o, 11- L {0, 11'" n /(,l = i ;"i:;én=
n ammmtMa,.btémyc.m.Ma,(hg.'abú.). ' ' '''

/:t''%Ê$'':1" - ,.{o,:J'l '' 1 , ' {', -l"

Hg. 1.1 - 0 Circuito (; compara B fwção /.

. Em g!!iPI aü eotalaoo iateluBadoo em compita' um8 função/ =< /n > ocde
.f- : {o, lr''J -' tO, lJ't'), g(n) é monot6-ica e utHt«-ute c«umt. e g(B) = B«0+,

' g(n) = B«i) n e 80mmto H g(n) = O(tih) para alguma oomtank k
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(a função / nrá tentada como a união sobre ti de /.). Uma FatMla ü âKdfo$ com
entrada de tammho g e salda de tamanho A é uiÚ'nquência < aa">,'..d; aa é um
circüto com g(Q entrada,.e X(B) 8ádu. A famosa O:. wmpü a funçã./ ,e e Bode.k
8e an compita ./l. pam todo %.

Por .exemplo, a função fecho tramítivo em um ©'afo" tem g(R) = à(B) = n'. O
arWmenta.z .para .&(?) é uma nquência de t}2 bits npr©entando 'a matrí; t} x n de
:11=::'.jj"!2a 11:! 1i:b!:i:r: gV'.'úf-tü: G com n «é.ti«.. O «üo, Á(,) é «m'
sequência de nz bih repregentmdo o facho tluan8itivo de G. ' ''' '

Neste estudo Tmtringiremm Doma atenção pua Fbmílíu de Circuit08 'Uniíomw" .
ou sda, .fbniüias < an .> para.as.quais exiba algum atei;il;nio que, dado n, gua efetiva.l
mente o n-édmo circuito an. Eldstem vária ra$õe8 pua odgh'unifolznidade. Primeiro,
pode-se querer adbir an pam várí08 vajore8 de n, e'isto não feria pouível 8em alguma
condição de aníformidade. Além dis80, Fbmílías de Cilcuítm Uniformes aCaBem classes de

complexa(j:le que tên} relações !tereuantes com class« tradic:odiais de6nidu por tempo
e eWaço. O conceito de uniformidade não nrá {oimalizado aqui, xnas pode ea' mcontl.ado

«.,.3W$W.$f'V3ÜÜ=:U %y Eã3 W
somente 8e a função < /n > :computada por < OR > reaja 2 no nguinte mentido: Para
cM, « . cMa , em {o, il'("), «'X.(', vl eüt. liam üg«« ;l ãtã:ãl&, ã;$'1;,i;=

iJustíu a. de6nição acima, 8e.qploblema 2 é encontrar uma Honesta espalhada,
:-t&, &(', 0 "hte n«p" q"' ' "díâ«, «m g«fo não «ie-tüd G e y c.aiiUr ma
Hore8ta espaçada pua G. A falziÊia < aB > le80lve .R se e somente @ para todo tl,
quando as erradas pam.an codiâcaran nm grão G, a$ saída de a. codiâcarem um.a
âore8ta e8paüada para G.

d=EJ$'1$hqH8Ü$W,H'runs:
1.4 - A CLASSE X'C'i E REDUTIBILIDADE NC'Í ICol

A classe .N(71 consbte de todos os problema que são resolvidos por uma FbmOia
de Circuit08 Boolema UnHomles < an > com Complexidade 8(aB)'= n'U) e d((2.) =
O(logo)? onde.R é o tammho da wtrada. Exemplo de pioblemaB em .NO'i são: Soma
e produto de dois inteíios oom n díkito$ goma de n números ínieirae, multiplicação de
matrbe8 inteira e ordenação de n números htehog. Circuit08 para e8te8 problemas, com
exceção doúltimo, nrãodescritwaeste capítulo. ' ' '

n Cotado da camp]coódade de tempo sequencial, r\edutibUdade em tempo polhomia]
tem lido padrão. No estudo da Computação Paralela, aparentemente a redutibiLdade .NOi
é a .Daah apropriada. O conceito de redutibilidade 'introduzido agora é uma ferramenta
muito impoHante pam a claai6cação de problema segundo as claaes N(7b. A 8eção 1.6
é um exemplo dito.
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n6 ot'dedo pm'a S é um n6 com uma 8equêacia < yi , . . . , g, > de u'está de enfiada e umü
squücia < zi,...,z > de amtude uída tais qué S(yj ...g,,zi...z) exMe.

Exemplos de teduçõn NO'J . são encontrada no 'lêorema 1.1, onde o problenu de
compl!+q o plodato. do duu.matrb® é.roda8ido à.multíplícaçã' de dois númer08(esta
l edição também pode ser vigia em relação a 80mu iteradas), e na 8eção ].7. '

. Observe que.a mação 3 é tramítiw e reãexiv . O .fbcÀo (7' de uma clone C7 de

rtl==1 ' é .&.AM n . mm«t. . a . a.. ' q«. .e 3 s ÉL=;=3'.::; a
Prop08Íção l.l ]Co]. A clave AOA é fechada sob 3 para todo K 2 1.

Dem. SUpoRta 2 3 5 e S € XCi. SRpoaha que < aB > Ralha a redução 2 3 S, e
< Pn > luolve $ em .NaÉ. Então uma htüília < in.> pam resolver l em NCê pode 8er

..««.lilF?l: n=::r8}1 í mba H'kmi,'H g = :

Pk. ].2 t'8) - 2 é difkil pan (l: I'ig. l.:Z b . 2 é completo pam 0

i.s - ANÉis nXM-noTADos ]Bcp]

ter mab que um representante, ma8 dwe ser sucinta no sentido que elementos $quen08'
usem poucos bits pam serem reprwentad08. Deva manar, no Anel deve exbtir uma
noção de tamanho, ou compriznento pam seus elementos.

- Sda .4 um mel. IJma /wtlção & comprime o pan .4 é uma função a : .4 H .N83tid«ando:
l)ü(z + y) $ «.azia(z), a(g)} + O(1)
2)'('.y) g '(') + '(y) + 0(1'g «,m{.('), -(y)})
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pam !odo.z, y em .4. Pua 8er conciso diremos 'o Anel (X, ay para repreantu' 'o Anel .4
çonl função de wnlprimeDto a".

Sd' / : J --' B -m map'««-t. do A«1 ( 4, a) « Á.»el (,B,P). Um, fu«çã üm:'
pam.féumafunçãoÓ:.N n.Ntalque '' ' ''

P(/(,)) É +(.(,))

Denotanmos "mapeamento / com função ]hik 4' par 'mapemento (/, Óy.
Pam um And (:4,a) e.um número natural n, denotuemm por .4- o conjunto dos

elementos z em .X tal que a(z) $1 n

i IEÜ;t Ê l
8uaRfa n /(") = B'lt) isto é, n.Í(B) é hitda sugeri''mente por um poli-â"io em n), e

saída usando espaço de tmbaüo O(log IRAI». tlweuos a n;tacão i'o Anel (.4, a, 1, ry
para 'o Anel(.4,a) com repn8entação(l,t')+: ' ' ' ' - '

8.)lê$g'?Ze.Ã=: m/ ?ZX*:.l/d)ã *:':.h;'l'o,W, T
t+td(F.(u)) = .f(,.(«»

Pu'a todo R eln .N e B em {0,lylB). No caso mais geral em que / : .l& n B, uma
implementação para / é deânida de maneira dinilar à agia)a.

implementação pan multiplicação seM chamada eficiente se ela está em .NCi. Di8em08
que.um Anel.(;4, a) é õem-dotado se exkte uma reprewntação sucinta e uniforme pam a
qual exktem implenlentações eâcientes pam som% negação e multiplicação.

Considerando o Anel dos bteim, @a fls) = Íjog,(lzl + l)) (o núncio de dígitos
p-árias necwâ'ios pam representar s).

Fato l. ((z) = [logp(lsl + l)j é uma função de comprimento pam Z.

Dem. Soam z e y em Z e suponham nm perda de generalidade, que lzl ) IWI.

IS1 2' 1rl + PWp(l,l + lJI ? llW,(Igl + l)l + ((Z} ? ((g) +
+ ((z) = «,«{((z), ((y)}.

f('+ y) = Ílog,(l,+ Pl+ 1)1 g Pogp(l,l+ IVI + l)j $
$ Fhp(31,1 + 2)) = F]qp lzl + ])} $ Í%p Nlrl + l)) =
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= 1 + [1og,(]s] + ])] = 1 + f($) = maz{((s), ((!r)} + l.
+ (($ + !r) $ mstC(z), e(y)} + 0(1).

mtã. , # 0 .'?# 0. 0 "tã' (('.y) : ] É {(')+ e(g)+ 0(]'g""'Í{('), e(g)}). SuP'Ü'
e(z.!r) = [log,(]:.y] + l)j = rlog,(]Z].]g] + ])] $

$ Ík'g,(2]z].]9'])] $ Í]og,(Hrl.Ig'lyl = 1 + fbg, lsl + ]q, Igíl $
$ 1 + [i'g, ]$11 + flor, ]V])] $
g 1 + fiw,(1,1 + 1)j + [lq,(]!r] + i)].
+ e(:.y) É e(z) + e(g) + 0(]q «mole(z), e(y)}).

O que prova o fato ].

A nprueatação comumente usada pam w inHr08(0 mel Z., n 2: 2) permite a
construção de algoritmu pam a wma e multiplicação cuja natureza é íüerentemente n-
quencial, dwid0 8 propagação do «vai um9; Para quebra' ena propag%ão e poB8ibilitar
a constmção de akoritmos mab Mpid08, é preciso muda a rgresmtação. ]uo é o que
fareja agora.

Pãn p 2i 2, notação pálio é tuna lepluentação manta e unifome pam (ZI O, mu
üão pz'oda$ em8 iDaplementação pam wma em A(;o. Pam p 2 3 n6s wwtruiremm agora
uma repruentação.mcint?.e unHome (i,r) para (Z, e) pam a qual exbk hplement;ção
pam soma e negação ul .NOO e implenaentação pua multiplicação an NOt.'

Para %2 1 em .N, de6na p- : {-(p -- 1),..., --1,0, 1,...,(p -- 1)}" n Z por:

p.(«-,...,-.)= .à: -.p''"'

tti,...,th en {-(p -- 1),...,--1,0,1,. ..,(p -- l)}. Observe que efta npruent%ü é re-
dundmte o ntido que unl elemento inteiro pode ter mab que UEÜ iepie8entante. Por
exemplo,.:e p = 10 então o elemento 3 pode m reptmntüo por (3) ou (--7, 1) ou ainda

Z.. etá co-6do .m P«ll-ÍP - 1), . . ., -1,0, 1, . .. , ip - l»') p«', tod' « > 1 .m .N.
Codi6cmdo cada 8hbolo de {--(p -- 1), . . . , --1, 0, 1, . . . , (p -- 1)} como uma sequência de
jlog2p + ll Bfmbolm em {0,1), podem08 Obter a paHlr de pl (h,p2,. . .) uma repn-
mtação(l,p) com J@) = 1)og2 p + il . Beta npreoentação é 8uchta e uniforme, e sd
chamada Tpresentaçü p-áNa &a/aBcaüa pam(.g, 0. Essa npl'tentação é de autloHa de
Âvi$iwb IBCPI.

Pm ver que goma (oom função limite +(n) = n + 1) tem uma implementação em
X'(N! sup'nha que são duos ul , . . . , % e uJ , . ..: , tls em {--G -- 1), . . . , --1, Õ, l, . . . , (p-- l)}.
Dewjam08 calcular wi, . . . . w.+i elü {-(p -- l), . . . , -l,bO, i, . . .;tp -: 1)} tài l;ue

} )

A.n(80],..., w-+]) = h(«] ,..., %) + p»(vl, -«). (*)

Como,.pu'a l $ Ê $ n, ltlkl $ p -- l e ltikl $ p - 1, tem08 ltik + ukl $ 2p -- 2. Ratão
é poõsfvd aaeva' % + tpk = pzt + gt com lzhl $ 1e lyil É p - 2 (qui ii& u8amoB a
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hipótese e 2. 3). Se, pam l $ 1; $ n+ l finmios % = zi-i + n, onde Bo = 0 € g»+i = Q,
então lwkl $ p - l e a condição (*) é 8atisfeit& Como wi depende wmmte de :il, K-il
UA e u&-i, w pode 8er computado & pu'tir de B e v em .NCO

Uma implementação para ente ajgoritmo pode 8er falta por uma família de chcuitm
c.onstruídld0 8egdnte modo: Cada circuito as% composto por dob tip08 de pmce8sadoiu,
PJ € &. O8 pmce8üadolu do tipo P] têm u nguhteü caractuística8: ' '

(1) Cada pmcwador tem doh nós de entrada e doh de salda.
(2) cada piocwador deve amar « valorw contida ao$ nó8 de mtladq e colmo' o

resultado da goma na forma pz + y com lzl É l e lyl É p -- 2. Feito isto, o valor de 8 deve
m apresentado em um n6 de saída e o valor de g nb Olitro (Fig. 1.3 (a».

Os pmcessadorw do tipo P2 têm as nguinte8 cai'uterísticu:
(1) Cada procwador tem dob n6s de entrada e um n6 de caída.
(2) cada pioceuador deve Boné 08 vallores contidos nw nü de eatrda, e apruentu'

o multado da goma no nó de saída (Fig. 1.3 (b».

Fi:. 1.3 {B) - Pncess&dor tipo Pi rk. 1.3 {b) - Ptoce8süor tbo F2

O ch"jt. a p"' nm'' .p«(81,...,s«) + p...(Pu,...,%) «tá D«ü«do na 6@n
1.4.. Oboewe que a nma é exKutada em teaapo constante e o nomeio de proce8sadore8
utilbados é 2n + l.

Exemplo. Suponha p = ]0 e que que]emm soam (til,...,8í) = (2,--],6,7) e
(t!, . . . , v4) = (7, -8, 4, -2). A. execuçh desta goma está iludia no chaito da Êgum

Para ver que a nfpção(com função limite +(B) = n) tem implementação em .Na',
suponha que nja dado wt,...,q, em {--(p -- i),,l.,--(0,i,...,(p -- 1)}: Dwjamo;
cdcul"'"i,...,u-wt-(P-1),...,-1,0,1,...,(p-l)}tdque '' '

P«(wJ ,. .. , w«) = -P«(B.,..., ««)

Bata tomamios {oA = -tlt pam l $ A $ n que tereDaos toda u condições mtkfeitu.
Como wh depende 80mente de uh, w pode ser computado a parti' de B em NCO

O cilwito pam a negação nã0 Bela feito aqui, mu pode ser con8tmfdo a partir de
piocu8adoiu com as seguintes características: Cada. processador tem um nó de enfiada e
uln de sddat e 8ua função é toma o nó de mtl'ada $A. e produzir mEãO 8dda o valor -uh.

iu que

P«q(wi,..., w+(.)) = P.(«1,...,«.) x P.(t,l,. . .,t,,).
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'-'} !DI

uk+l -'+ wx.}l:li]

E] ---} tOn

--» Wn+l:E]
Fig. ].4 - Circuito para minar Pí}(t&l, , «.) + P«(t,: , Ü.)

Fig. 1.6 - Circuito pu'a somar(ul,. ..l t14) +(tll, g4)
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Como para l $ í,j $ n, lwl $ p
Portanto, é ponfve] eBcmver IKull
fizemi08

l e l-il $ p - 1. tema l«fUI $ (p -- l)' $ p'
: p,ziJ + yí/ com lzill $ p - ] e lyfll $ p - J

1.
&

0
K { + l $/ $ t} + {
cam cmtráiio

e

©l+l,.! g{,j-f+!
0

l

Pam ! É i $ n e l $ / $ 2n, kremw wtão

.À h«(&,i . . . ,&,â.) = P.(%l,
B

. , q,) x P«.(UI, ,%)

Como aJ depende mmente de «i e OJ-í, e &.}fJ depende mmente de q e ti.j.í+i, g pode
:er computado a parti'.+ 8 .e y em ãí(7o. Se computarm08 tol,.. .,wó{ ) em {:(p--
1),...,-1,0,1,...,&-l)}tdque ' ' ''

P+t-}(wi,... ,w«-)) = ;; ©.(&.i ...,&,9.)

teremm terminado a prova. Por somas iteradu (veja lama 1.1) podem08 computu to a
partir de z em Na'.

A iiüplementação do algolitmo acima pala a multiplicação pode ser feita por um cb-
cuito constmído do seguinte nodo: O circuito é composto por dok tipos de pioce88adore8,
PI e &. O8 proceuadolu do tipo Pi poluem M 8{:guhtes cuacterhticu:

(1) Cada procwador tem dob n68 de entrada, tii e ul-i, e dob de saída, zi..J-f e

(2) Cada pFocessadat deve uxultipbca M valores 08 valores de w e $.i-i, obter o
multado aa toma pzf,J-i+ gfJ-f e coloca ziJ-i e WJ-i n08 n6s de saída.

QB processadores do tipo P2 8ão rotulados por ew ou %, e poluem um n6 de entrada
e um de Bddz Sua função é simplesmente armannÜ' o valor contido no nó de wtrada e
api'ewntá-lo m nó de salda pam poBterioru opuaçoes.

Os proce8sadoi'u esta interconectados do Kguinte modo: O nó de saída de cada
pmcwador do tipo Pi que contém o valor %J-f(3ffú-í) é anta'carecido ao nó de entrada
do processador &,J (&,+f,J-t) (6g. abaixo).

tl

;H-
Interconexio ente 08 Ppocen8don no clnuito pün & multiplicação
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FÍ.. l.T - 01«"1'. p''' m"l"'U.u (t', ,%, «3) X (U-,b,%)



,4 üü©e A'(7 c o Ocfen-v?lfmde - .28

Peia aplicação do ],doa ].], 08 ploce8udolw 4.í 1 . . . f &,2. são intertonutadcu em
faina de uma áwore binâ'ia com «,l } . . . l #,2n nu Jolhu. Na rab da áwon wcontm-8e
o processador u4 que conterá o valor %.l + . .. + &.2s.

A parti' de B e u podem08 Obter z em tempo comtmte. De pane de 4.1, . . .l4.2R
podemos obtw o valor % eu tempo O(]ogn). Portmto, o drwito acima imputa a
multiplicação de inteix'os em NC'i .

Bamplo: Suponha p = ]O e que quermoo za JtipJicu' (8i, %, g3) = (2, --],9) por
(t,i, b, t,3) = (7, -8, -3). O circuito da âgum 1.7 exmta estai multipUcaçãol

O que acabamos de deraonstrw foi o eegünte:

Prop08ição 11.2 IBOP]. O me! d08 inteira é bem-dotado, mando npresentaçõe8
p-â'iu bahaceadu pam p 2: 3. l

[lema ].] {BOP]. Soma i$eradw em .Z tem imp]emeatação em .N6'l e furgão ]in2i$e

+'(n) = n+ Ílog, il, onde & é o nomeio de elemenh a Ber 80nlado e n é o núncio máximo
de aídtw em cada elemento.

Dan. Usado repre8entaçao p-alia ballmceada (p ? 3) pam .Z, suponha que soam
dad08 wi , .. . l s# eml-(p-- 1),. .. , -- 1, 0, 1,. . .,(p-- l)}ã e denjam08 computar Bi+. . .+u#.
O circuito pa'a a inplezüentação de umas atei adu tem a forma de UDüa áwore bínáHa com
ê folha O8 pToçessado!'n 8ão nprenntada pelos vértiou da áwon e u íatenoaexõe8
peru ai'estas Em cada folha está colocado um elemento WJ e cada vértice que aão é
loba contém a soma dw valores d0(8) uu(8)(doh) 6üo(s). Densa faina, como a soma é
aaaciatiw, teTemw na rale da áwon o miar 1 + . . . + k {6g. 1.8).

Q",

E

Q«J Ç)"j.-:

'v'

i+tb +...+tík

Pi8. 1.8 - Circuito p&n 8 InpkmentaçÂo de soma iter8dm

O número de n6s deste çiiwito é no máximo 2A - le o comprimento de um caminho da
loba até 8 rab é O(logo &). Como 8 soma de dois elemento en .Z pode ser falta em .N(JO,
tem08 que 80mu iteradu em .Z tem implementação em .NO'i .

Com.Mação.a !unção limite +' pal'a nmu iteraau, amos mosto que +'(B) =

!+ [i ,i] Jân-doi d ç .m A. Pâ-A = 2t--w +'(-)= +(«) = -+] =;+Íiã;l].
Suponha, então que desdam08 soma # 2: 3 elementos em Z pelo pToce8so da áwore
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bia&ia descrito acima. Se É não é ulm potência de doh então complete o conjunto com
selos até que telibamos t = 2" elementos para Baniu'. Seja r a iaiB da áwore, rt e rl seus
anos esquerdo e direito ie8pectivamwte. Ente u subáwolw esquema e dirdta da raiz
contém cada uma t/2 folhas, rJ contém a goma dos elementos BI, . .. l ui/2 e t'2 contém
8, nm8 d08 element« uUi/2)+ÍI' .. , UA. Por Mp6te8e de indução, tema &i rl e tb que
é'(«) = - + llog, i/ZI. 'lÉ«m mtü em , qu. '

+'(«) R + [log2 t/Z] + ] = t + f]og2 É'].

Rorema 1.1. 0 produto de matri$e8 pode ser computado em NCÍ com O(n3)
procasadores.

Dem. Sda J um md bem-dotado. Soam .4 e .B duu matri8e8 de ordem n x » em
.X e C = .4 + .B. Cada elemento aÜ é deterMnado por Cb : E::i &kBtj. Ou leia,
atj é deteinlinado por n pioduta e n -- l soma. u8mdo n pioce8sadore8 podemos quer
08 produtos, em paralelo, em uma unidade de tempo. Feito oe produtor, agudo maia
n -- ] processador pormos fawr as somas em tempo O(]og R) (Lema l.l). I'm08 então
determinado um elemento qÍ e ü tempo O(logo) abanão 2tt- l proce88ador% Como
ten)os n2 demeütos na matriz C' pam seremcalculad08, podem08 executar ente procedo
R' .vuu eDa pai'amo e deterzüinai'mos a matriz produz C7 em tempo O(logo) abanão
n3(2n -- 1) proce8sadoi'u. Portmto, pmduto d; matrizes pertence a clallw .&Ct con
O(tl') procesadom. l

.A raBI' do teu'ema agia% podemos comtmh um cinuito pam computn Cb =
>ll:Z:i .AiA+B&j do nguiate modo: Tomaram n circuito pam multiplicação de doh núxnelu
iiitúo? (Proporção 1.1) ? um cinuito pam somam ituadas de n búm;ros htehos (Lema
1.1). C:iJ' é computado pelo nguinte cbcuito.

circuito

gomas iteradu

1'1:. 1,9 - Ginulto pün comparar {iiJ

A matli$ O' = .4 x .B pode ser computada 8 partir de R2 cópia do circuito acima.
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Ob8ave que ente algoritmo exige que 8dam feita n c6piu de cada elemento dm
matiüe8 Á e BI.e que estas cópia nã) foram computadu no cálculo da complexidade
do algoritmo. N6s e8tamw supondo desprezava ente 'tempo pa'a tiiw cópias de um
elemento'

fundo o mesmo ra.ciocínio do lema 1.1 podem08 provar 0 seguinte:

Lema 1.2. Produtos íterad08 de matrizes com elementos em .g tem implementação
em .NO2 usado O(B4] pi'ocemadom. ' 'l

1.0 . AlnORIThiO PAR.ALEID BALIA O DETERMINANTE
O,algoritmo que apre8mtai'em08 a õeguh' é amido a Berkawitz IBe4. Ente algoritmo

wml?uta o detenünmte de uuu matrí$ J de ordem tl x n, vía polínõmo característico de
.A (p(À} = &t(.A -- À ': .n), em tempo paralelo O0og' B) usmd; O(n') pior'fiado«.

Seja .4 um Anel Bem Dotado comutativa com elemento cidade. 8da .A nma matriz
de ordem n x n 80bre .4. Pam l$ t É n -- l deânimoB as 8ubmatriBe8 &, $ e Mt como
cegue

& = (al.t+l, . . . ,@.«)

$ = ('t+l.t , . . . , «»,t)
/' al+i.t.}l ... al+l,n \
l . . . l

t ".;'- ... «. J

Flaçam08 R = Ri, S = St e M = À/i. A mairiB ..4 8e relaciona com .E, S e M por:

P

..{ - f':'
Soam p(À) e g(À) 08 pohâúm caraderbticm de .A e M respecthmente. Ou seja,

p(x) = }1:p--íÀf = a(Á - À * o,

q(À) = }1: %.-i.t.X' = det(M - À t /).

Podem08 0b8enu então que n calcularmos o poJip6lnio cala.atei.Mica p(.i) da matrh
Á tem.' ',k"l'd' dd(Á), p.b d't(X) = p(0). O que hnmw q.m é c,lcúlà'p(À).

O deter'mirante pode 8a de6nido indutjvamente pelo método da expansão do$ cob-
tores 80bre linhas ou colunas, ou qa:

M(.A) >: Ji.f * def(Á(Ílj)) .(' l)f+J

.l)i+j}: .AJ * ad(4({lj)) .(
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onde .A({l.Í) é a nlatriB de ordem (n
linha e a J-ésima coluna.

]) x (n 1) obtida de .Á renovado-sc a {-é$ilna

A adjunta clássica é deânida por:

a@'(.A)Í,' d#(.Á (./1{)) .(-] )''FJ'

Daí segue que $e det(.A) # 0, então a©(.Á) é a única matriz que satisfm

.@(.Á) * .Ã = .Á * «©(.Á) = /* d.t(Á)
P

A$ duas afinnações seguintes servhão pn'a deduzimlos o método de Samuekoit que
relaciona. os poiin8niios caracter&ticos de .X e M a mini de obtennos unia solução recursiva
pua p(.1).

lema 1.3 IBel.t p(À) À) * ú't(.w - À * .0 .p * '©(.w - À * .n * s.
Dem

teremos
Façmlos a expansão por cofatores de def(.4 ,à ü .0 sobre a p7izneira linha e

P(À) (':: - ,X) * d.t(.M
+ .:, * d'f((Á -
+...+

+ .-« * det ((.Á -

- .x * .r)+
À * .D(il2)) .( iy''''+ :; *((J- À*.D(il3)).('

À * .r)(il«)) .( l)l+"

:qlí:i: lli:ll:l: l:::
(a-: - À) * d'f(M - .X * .r) + .R *.

det((.A - À * .r)(il«)).(-1)''""

Fbçmlos agora a expmsão por coíatores de de{((.A - À f .n(ilj)).(- iyFI, 2 $ j $ ti

t No u'figo original de Berkowitz encontramos um engmo no enunciado deste }enia. O
operador, no centra da expressão, está +. Este engmo teve como consequência outra boca
de sinal na fómlula do método de Samuekon. '
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sobre a primeira coluna.

det((Á - ,X* .r)(ilj)).(-i):'''
(((d- - À '- 4(llj))(lli)).(-ij''''' .(-iy'''/+

+ .;: * a't(((.Á - .À* J')(il.Í))(2li)).(-i):''"'.(-i):''J '+ - . . +
+ «.:* d't(((.A - .x * .r)lilj))(« - ill)).(-1)''+"''.(-i):'+j

= .,: * def((M - À* /)(il/ - i)).l-i):''+
+ .3' * 'Í't((M - À * J')(2lj - l)).(-1)'+j + . . . +
+ .,,: * a'{((w' - À * .0(« - ilj - i)).(-i)"'''''

ja2i # deí((M - À + J)(il/ - i)).(-iy'(/-:)+
+ a3i # det((M - .X + /)(2lj - l)).(-1)2+(J-n -.

+ a.i + det((.M - À + /)(n - ]lj - l)).(-1)"''t(J-i)l
1«,: * '©(.M - À * /),'--,-+
+ a;i * ' (.À/ - .X * .r)J-.,e +

+ '.: * «ay'(.u - À * .r).'-:.«- :l

= - 1'au'(.v - À * .r)í-::- «õ(w - .x * /)/-:,,

+

+

«al'(.u - À * .r),'-::«-:l * s.

P''t"t': plÀ) = (a-: - À) * d't(.A/ - À * ]) - .R * adg(.M - À * /) * S. t
lama 1.4 IBel. a'g(M -- À ': 4 = -- E2:, (M''' * q. + . . . + J * qX.,) * À"-'
Dem., Multiplicando ambos as lados desta expressão' por (M - À # .r), o lado esquerda

iWa] a g(À) $ J. Do lado direita temos:

-) # .À"-X#l..M - À $ .0

: - ã (M''' * ,. -'- + .M * q* -,) * .X"''+

: -'-E (M''' * «. -'

Reordenando os índícw do segundo ter!)lo telllos

+ ' * q».,) * .x'''''' :

) # À"'h+(M -- À # J')

-àl(M''

-''àl(M'

' + go +

' $ qo +

+ M * ?.-,) ,- .X'''+

+ ' * q...) * .x"''
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Sabe! os! p?lo &eorelna de Cal'ley-Hanüton, que: À/"'] + go + .. + / # g«
Saldando então À/"-l + qo + . . . + / + qn-l no segundo termo ninfa, temos:

J

* À"-**(M' - .À * .0

k l
+ M * q*-,) * .À"'*+

Ã/k-i # qo + + ' * q*. -) * .à"'*

(g«-. + q.., * À + + qo.X"' ') * /

Como q(À) # Q ten)os provado o ]elna ].4.

Substituindo lema 1.4 no Lema 1.3 temos o método de Samuelson que relaciona os
pobnõiúos característicos de ..{ e .M: '

p(À) ; («:- - À) * a't(.v - À * .0

+ J' * q*.,) * À"'*) * S.

O.bserve que !igualdade acima nos dá uma solução recursiva para c' polinânlío ca-
ruterfstico de .Á. Tudo depende, ente, de computarmos eÊcientelnente o somatório que
aprece no segundo membro. Caldnharemos agora neste sentido.

l«ema IS.IBel. Sdm R, S.e .M matrizes l x m, m x l e m x m respectivamente,
para T, < n. Seja T = {.R $ M' # S'lg:.. Então 7' pode sei con)lutado ein tempo O(logo n)
caiu O(tz;} preces;adoras.

Dem. Defina:

Ü'- {.e*W'i!:F ' V : {M'''rVBq *S}.l)f
Então qualquer eles)ente de T pode ser detemlinada por uill único produto de unl elemento
de U por um elemento em y. Isto ocorre porque qualquer expoente A de .M em T pode
*r e'«ito.(u-if,«-«t.) « ío«-a A { + / f r../M, onde {,/'$ r..,@. Pod«,t., tÚ. .
conjunto T pode.se!.computado a partir de U ; y por n produtos. Como cada produto
de um elemento de [/ por um elemento de y pode mr computado em tempo O(log») com
O(n) procesadora, T pode Ber computado ein tempo O(];g n) cona O(»2) prolle;amores,

il/ e.y são.computador da nguinte maneira: Apresenta'e)nos primeiro a computação
de U. A partir de M coniputamos M2, depois M4, M8, e assim sucessivamente até
ÀPT'" @ . bto pod? s?r feito en] tempo.O(log' tl) com O(ná) procewdores por [log «ãl
aplicações sequenciais de produto de matrizes. A seguir calculauo$ RM, .EMe e de posse
de PI = {RJIP' , RJIP'-i , . . . , .RÀPJ''+i } e ül/ = {JIPí,JbPí''}, obtemos RM9'+r,
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RMa''' ntultiplicando cada elemento de U' por cãa elemento de P" (6g. l.lO). Isto
pode ser feito em tempo O(logo n) usando O(Ó') procesadores. Desta mancha, U pode ser
contputado, itelativanlente, a partir de M, À/2 e R ell} tempo O(Ioga n) con:l O(nsj proces-
sadores. yéconlputadodeinaneiramálogaapartirde.MÍI./al. ''

RM

:+

Fig. 1.10 - Cálculo dc Ü'

Definição IBel. Uma matriz .B de ordem Hi x m é dita S&Wr-Jüagon.a! H'

Bí,J' Bf--m ft2.{ Jl+ ] .j'-rvlÍn. {í.jl +]

Ou sel a, uma lllatriz nx m é Super-Diagonal se cada diagonal possui todos c,$ seus elelllentos
caJU o niaJno valor.

ETnIa matriz é iria?lidar ilX/ed07 m ela polui todos os elementos acjnla da diagonal
principal iguais a zero (.Bfj = 0 se J' > {).

l,ema 11.6 IBe]. Soam .Á, B n x m e m x p matrizes triangular inferior e nlper-
diagonal. Então C' = A # .B é triangular inferior e super-diagonal e pode sei computada
eln tempo O(]og n) com O(n') pmce«;dores. ' ' '

Dem. Se i < j, temos

aiu = .i' .Áíx * BAJ .Áf* * .Bu + êl' .Á.. :' B jX 0

Pois .BhJ = 0 pam # = 1,. ..,.f -- l e Áfx = 0 pu'a Ê = .j,...,m (i < j :> í < k para
Ê=.Í,...,m). Ouseja, aétrianplarhferior. ' '

Vamos m08trar agora que (7 é super-diagonal. Pam isso precisamos mostrar que
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C'f-j-ti,l para i? j. Por iü111 lado 'hemos

X
(!:f >: .4l--II+ÍH{Í,h} +-I.k--ItI ÜI {{,&} +.I # -Bk--!JdQ{J,tJ+I J--III{ {/.k) +I

= àl: 4-x.+l.i + Bt-J+::l +

GÍ = >' .Áíl # -BkJ =k=i
.4ÍX. k BkJ' =

t

.E, bP*"'-'*'.: :
= Êl: Àí-x+]:] * Bk-J-ti:l.

Por outro lado

Of- .f+ l , l
m f-j+i

E
f-j'+]

êl: 'lf-J+i-t+i,] *p#.]-

E'4f-j+!,A: + Bk.i = j.ti,k $ BA.l

Reordenando 08 índices podemos ver que aiJ = OÍ-J'.Fi . Portanto a é super-diagonal.

Estanhos agora em condições de apresentar o teorema prhcipa] deste capítulo.

computador em tempo O(log' n) com O(nq processadoru tenístico p(À) podem sa

DEM. Para.] $ t g ?dlG u a matrizdeorden} (}z- 1+2)x(%
inferior e super-diagonal definida por:

í+]), tHa-g«]«

se { = 2
se { > 2

i,]
* mi-' * St

Pu'a t = 1, . . . , n -- 1, e an = 1 'l 'l

Pelo método de $amuelsoã tema uma relação cear entre os coeâcientes de p(À) e os
coe6cientes de q(À) que pode sel' expressa poi': /

(Po,P., ,P«y = a *(qo,...,q..:y
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Onde ( )t é a matriz transe)testa. Aplicando isto recursivalnente, temos

PalPi,
t

IP"

As matrizes {CllÍ::i podem ser computadu fazendo » aplicações, em paralelo, do
Lema 1.5 en tempo '0(Ioga n) com O(n4) processadores. Daí pelo Lema 1.6 podemos
coinput::.ll$:}. usando unia árvore binária balmceada de nlultipbcação de matrizes enl
tempo O(logo n) com O(n;) processadores. }

Temos então calculado o polinõmio característico da !)latrb Á ein ten)po O(logo n)
col« O(n') p«awadore', e te-no;, co-:' co;quê«i,, cdc«lado det(.Á) =' p(ol'cã- :l
mesma complexidade

Exemplo Suponha que queremos callcular o determinante da Jnatriz

7

6

2

0

5

0
4

] j-]
pelo algoritmo acima

O que vamos fazer, então, é calcular os coeficientes do poJin6nlio caracteHstico p(J)
d.é(] -À * J'). ' ' ' '

A partir de .A temos as matrizes

6
2

0

4

l ;:l , «:
, Ra :l-:l

M:

Ma

ol

&

-s 21 , s,

Sa

Aê 111atrizes C;t sãa

Riso ail
.RiMi$i .Riso
.RiM?SI RiMiSI

r -i o o
[ a2a --] 0
l J:2S2 a22 --l
l .&.M2.$ .&Sa a,,

-1 0
a33 'l
Rasa a33

l 0
l

0

0

l
a11

.Riso

]')

0

0

0
l

aii
l

6
0

0

l
3

3
118

li087

0

l
3

3

118

0 0
-1 0
-3 -1
3 -3

G

G '.: I'?le
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Fazendo o produto Ci .Cb.C3.(74 tei)los

l
3

3
118

0

l
3

3

118

0
0

l
3

3

0

0

0

l
3

-] 0
6 -1
0 6
0 0 }] )i l l :i

l
3

-21
IOQ
379

l
3

-21

0
0

l
3

-21

!

-10
13

8

48

Portanto: p(À) = À' - 10Àa + 13Àe + 8À + 48 e deí(Á) = p(0) : 48

1.7-A CLASSE DETJCol
Sda íRldet o problema de calcular áet(J) dada uma matriz .Á de ordem HZ x nz com

elementos.hteíros, e seja pofmaf o problema de calcular as potências ,4i , .,{2, . . . , .XP', dada
ullla matriz .Á. Como o problema da nlultiplicaçãc' de dua.s matrizes inteiras está ein'.NO1.
podemos ver que pottna{ está em .NO'e. '

O que íuemos Desta seção é tentar de alguns probJezoas 2 tais que 2 .< fn/deí (rejenl-
bre que 3 significa "é .N(7i redutível para"). Mais fom)aumente,

Definição leal. .D.ET = {in,tdetl' = {.f/.f 3 {tttdet}.

Por exemplo, o problema ."produtos i&emdm de inteiros" (dado tz inteiros aí , a2, . . . , '"
calcular o produto ü. a, . . . a.) ktá em Z).Fi', pois, basta computarinos o deterMnante da
lnaütriz caiu {zl\ a21 ' . . t a,. na diagona] principal e zero nas demais posições

Uma clave.abrangente de problemas inciusoE. em DEr é a clmse NZ', onde .N.L é
a classe.du conjuntos aceitas por uma X4áquina de Tbrhg não-deternlinística em espaço
0(1og «l.

Proposição 1.3 {Co]. O$ seguint« pmblcmas são compldw para D.Bf:
(}) {«td.t
(2) P.t «;.t
(3) {tprodmat (produtos iterados de matrizes.)

(4) {numaf (matriz inver;a)
entrada: matriz inteira .Á de ordmi B x n



.4 Clw8e .NO e o Z)efetmínmnfe - 23

saída: Á'' na fom a < a©(.Á), def(Á) >

(a) {ntde 3 pofmat : (aeção 1.5, algoritmo de Bukowits).
(b) palma/ < fnumaf : S4a .N a matrb de oNen} n2 x n2 comistindo de n x n blocos

disp08t08 do seguinte modo: Os n - ] broca Mima da diagonal pHncipa] contém a matrb
A e 08 demab blocos 8ão nul08(fig. abaixo).

o Á o ... o
0 0 A ... 0

Á
0

Ent ão, .N" 0 e (/ -- N)'' = / + A' + .F' + . . . + N"-'
/ Á .d2 ... Ás-l
0 .r .A .., .Án-,

Á
/o o o

(c) {numa 3 fnt ef
.A-i

d't(Á) '

ande ady(Á)íj = def(Á(jliD).(-1)i+J
(d) pofmat 3 tprodmat : Obvio.

(e) {tprodmat :g polmaf ; Sda .Ái, . ..,.4. matrizes de ordem n x %. Sda .B uma
matrb de ordem (n2 + n) x (n2 + n) onde todos os blocos de tamanho n x n são iiuim com
exceuão daqueles que âcam acima da diagonal principal, ai estai.ãQb u matrizes .ÁI , . . . , '],t .

0 0 .42

0
0

x.
0

B

o o o
Então .B" conterá o produto Xi Á2 AB no canto superior direito.

1.8 - COMENTÁRIOS FINAIS
Na senão 1.3 deâaimos a dose NO'i de problenaas gue podem ser resolvidos por uma

família de circuitos boolemoB unifomes em tempo O(lor B) a8ando um número polinoMal
de procewadolw. Uma outra forma de classificar problemas segundo duas coDnplexidades
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paralela é condderu a date .RNO' (Rmdom NC) leal. A importhcia deita claai6c%ão
é que ela abrmge problemas que alada nã0 8e ube H pedeacem à classe .NO', mu que
podem sa' removidos por circuito em tempo po]inomia] em ]og e número po]inolúa] de
processadores, com probabilidade de en'o muito pequena.

Mah precbamente, um problema l está em .R.NaÊ se ele pode ser resolvido por
uma fwção .f computada por um8 íhDaHa < att > de circuitos probabilísticos uniformes,
com piobabiH.jade de erm de cada bit de ao máxho 1/4, pide d(a.) = O(]odn) ;
,(.«} «'H. Um {n ü p,«hMü!.m é «- ü.út. É«l«« coh"&t..d:,','e «h,
sequência ir de dígit08 binári08 aleatória. A probabilidade de um bit de 8afda u ser l é
definida como nado a fiação das oequêncíu !r tal que o valor de ü é l quedo a enfiada
de an é (r,tf). Se cada bit de .f(z) é computado comtamente com piobabibdade de pelo
menos 3/4, então podem08 arranjar vários ch'cultos em paa'ddo computmdo o mesmo'bit,
e o voto da maioria pode ser tomado como um valor confiáve]. Portmto, H R está em
R.NO'h, então pam cada 1, uma outra fauiHa 4e circuitos probabilístic uniloimn < Pn >
de tamanho polhoinial e prafmdidade O(lo? n) compuia tod08 0B bits da função .} que
iwolve .t coitetamente com 8 probabilidade de erro de no máximo 2-''

.NG está contida em RNO', mu nada se ube a respeito da infusão contrária IGol.
Ajguw ploblemw em #.NOa são: Calcula o posto de lma mata'b wbn um corpo

anito, calcular o tammho do empanlhamento máximo em um grato bipartida, e calcuiu
o valor do buxo zaáximo em um grão com capacidade nas aiutu elQre8BU em notação

Vimos qae M operações básica pobre réis podem ser implen)entadu em .NCÍ. U-
samos poNm) uma representaçm iedundmte pam implementar a goma em NOO. Se
tentaimw uma rtpi'tentação não redundmte pam os inteiros, Winograd mostrou que
é iDap08dvel uma ilaplementação pam a nma exlü .NCO IBCPI. Ob8ewe que, xüe8mo u-
8mdo uma npJ'esentação redundmte, se também for poaíve! uma implementação pan a
mdtiplicação em A(P, esu melhor oeM nâetida an dh'eram pioblemul Por exemplo,
Produto de Matlises paga 8 ser computado em .NCO e o Determinante, como consequência,
paga a Ber computado em NC't. Para o mel d08 inteira, é pouível connguinnm uma
replesentaçm pam a qual a multiplicaçm p088a 8er implementada em N(;o, lüu a soma
paga a ter um culto extremamente alto. Por exemplo, nplwentmdo 08 inteiros como
produto de fatoru primor, a multiplicação é rdusida a soma d08 exWente8. Com relação
às open'açõe8 básicas sobre méb, algum problemas em abeú0 8ão: awumindo uma I'epn
8mtação wqnta o uniforme para a qual a multipbcaçào p08u ser implementada em .NC)o,
qua! é a menor implementação pam a wma de inteíiw? Em paHimlu, podemos prova'
que soma e multiplicação não podem ambas gerem implementadas em NÕo?

Noo lema [.] e ].2 m08tiamoo que somas item'adu e pl'odut08 iteladoo de mail'be8
têm implementaçou em NOt e .NO2 iwpectlvamente. Na veMade, usando a mesma ideia
da áwon bhárib podemos provar que '8e -4 é um md Bem-Dotado e/ : -4 x .l H X

é um rüapeamento aaociativo com elenüento neutro e com uma implementação em .NCb
para algum # em N, então iterada/ tem uma implementação em .NOÊ+i» IBCPI.

Na 8eção 1.6 vímoo que o deterniinmie de uma matriz, cujos elemento pertencem a
um me] Bem-Dotado .X. pode eer computado em .NC2. lote luultado tamüm é válido

uniria
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se considerarmos o corpo de fraçõe8 de :4 IBCIPj.
Na tabela a 8%uir apreõentamm ® complexidades gequenciah e pamlelu d08 algorit-

mos ajudados neste capítulos bem como nus rupectivos aumentos, cu8íog e e6ciências,
conforme as definições das páginas 3 e 4.

Sequmda]
Paralelo
Aumento
Culto
Eficiência

0(«1'8, ')
0(1og n

'/]-Ofnloi, n
gn.

0(1/ 1og n

0(RI'8, 7

0 n
n

0(1/ti lod íz0(1/ 1og nl

Tüb. l.l - (:omplniüadn üo al#orüwH do Cap. L

Observe que segundo a8 deÊníçõe8 dm página 3 e 4, o ideal é que tenham08 valores da
eficiência pMxim08 de uma con8tmte(o que s6 ocorre no problem; da soma), e os valem
do custo pMximoõ do valor da complaadade sequencial d08 algodtm08.



Capítulo ll

Ordenação

2.1-INTRODUÇÃO
OrdcJZGção é deânido como o problema de rearranjar uma sequência de valores em

ordem clucente ou deck'escente. Programas computacionais tais colho coinpiladoies e
editores utilizam a oüenação de tabelas de símbolos e listas pua aumentar a eficiência de
busca e inserções de novos elementos nestes conjuntos. Devido à sua importância tanto
prática quanto teórica, ordenação é, provavelmente, o problema mais estudado em ciência
da contputação. Primeiras)ente, algoritmos sequenciais fomn} investigados, e muitos sü
conhecidos dentre os que ordenam t} elementos em O(n log n) campal'açoes no pior caso,
que é o limite.inferior pam o problema IKnl. Depois, com o advento do processamento
paralelo, algoütmos paralelos para ordenãçãó têm Bidé uma área de pe8quka muito atira.

Neste capítulo tratuem08 de estudar algolitm08 paralelos para ordenação. Mais pre-
cisnnente, apresentaremos os algoritJnos de ordenação por intercalação par-ímpar e' or-
denação por intercalação bit6nica, de autoria de Batüer'jBal, e o algoritmo de ordenação
usando embamlhamento perfeito, de autoria de Stone Isto. Estes akoritmas não

. '
gao os

mais.rápidos.dentre os exístentu, nü os escolhemos devido a oríginabdade da construção
e a viabilidade de h)plementação de cada um de)es. ' '

26
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2.2 - ORDENAÇÃO POR INTERCALAÇÃO PAR-ÍMPAR
Os circuitos de8crítos nesta seção e na wguinte são compmta8 por uma coleção de

processadores caiu u seguintes carmterísticu:
(1) Cada processador tem duas linha de entrada e duas de salda

(2) Cada processador pode comparar os dois elementos de entenda, colocar o menor
dos dob em uma Ilha de saída denotado. por L, e o maior na outra denotado por H. Se as
duu entradas.possuem o mesmo valor, suas pwições são conservada, ou wja, o elemento
qu: mtiou pela linha de entrada superior (inferior) é colocado na linha de saída superior
(inferior) .

Cada prc'cessador deste tipo é conhecido como elemento de comparação ou co)aparador

Compradores são usados para constmção de circuit.os de intenalação do seguinte
modo: Assuma que .queremos intercalar duu. sequências ordenadas {ai, aa, . .. , %} e
{bi !&2i.. . . l õRl? para fonnar a sequência ordenada {cl , ch . . . c2n}, onde n é'unia potência
de 2.. Se t}.= 1, entãot obviamente, um comparador é suficiente para a intercalação. Se
n = 21 então é possível verificar exaustivamente que o circuito de íntercalação 2'x 2 da
figura 2.2 intercala cormtunente duas sequências oMenadu, cada unia com dois elementos.
No caso gei'd, os elemento com índice ímpu\ ou qa, {a] , aa, a5, . . .} e {ól , ba, bs, . . .}, são
intercalados usando um circuito de íntercalação (n/2) x (n/2) pam produzir a sequência
{di,d?,d3, . . .). Simultaneamente, os elementos com hdice pu das'duas sequêndu, ou
seja, {a2,a4,%, .. .} e {óa,b4,b''. ..}, são íntercaladm pam produzir {ei,e2,e3, .. .}. A
sequência 6na] {ci,cb . . . Lc2B} é obtida fazendo ci = di, c2{ = min{4+i,eí} e c2{+1 =
mazldf+i,q} para {= 1, 2, ..1,n -- 1, e c2. = e,.,.

Um circuito de intercalação n x n é ilustrado na figura 2.3. Note que cada um dos

lamente, ou seja, usando dois circuitos de comparação (n/4) x (n/4) seguido por (t&/2) - 1
comparadores. . A ceHificação deste método, conhecido como intercalação par-Ímpar, é
estabelecida pelo seguinte teorema:

(âg

Teorema 2.11 IBa]. Sdain {ai,a2) ...,an} e {bi,b2,...,õB.l duas 8equêncius orde-
nada. intercalação par-íülpar intercala conetanlente estas duas sequência produzindo
{cl c2l'.. c2R} por

l l) Intercalando os elementos de índice ímpar e de hdice par dm duas sequências. para
l r 1 1 T \ / \ . , n -

produzir {di, d2,d3, . . .} e {ei, e2} e3} . . .}) respectimmente;

(2) Fwenào c2Í = mini +llei} e c3{+1 = mazidi+í,ej} pu'ai= 112,...,n-- ll
(3) E, ânalmente, fazendo ci = di e c2. = e,,.

Dem. Oonaidere a subsequêacia {dl,dz,.. . ,df.}i} para algum {. Se À; elementos

desta sub$equência pertencem a {üi, a3,aõ, . . .}, então i+ 1 - #'element08 peHencem a
{btl h, b$, . . .}. Portanto, 2k -- l elemento.s de {ai,a2,aa, . . .} e 2i + 1 -- 2Ê elementos de
{bi , b, ós, . . .} oão menores ou iguais a ü+i. ConBequêntémeite,

ã+l 2 c2í (2.1)
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- 1 . mÍn(a,b

«l : «,«(',ó

Fi8. 2.1 - elemento de compu&çio

cl

Pi8. 3.B - tinaitü dt iMtmlçâo 2 X 2.

a3
di
d2
d3

C.t

clt'culto

dc

hltCri;4t4ÇiU

} x {a?f-l

e2

q

circuito
CZi.tide

lil+tít+l+f.ith

h
h

f l
l

Pi8. 2.3 circuito de intcrcalüção n X B
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Pela mesma rmão,
(2.2)

Agora asuma que # elementos de {ci, cz,
que 2{ + 1 -- À; eles:tentos peHencezn a {bi , h, b3,
ou igual a

k elementos de {a] , ab a3, . . .},
k/2 elementos de {ai, a3, üõ, ' ' .} (ou (k + 1)/2 se # íor ímpar),
2{ + 1 -- # elementos de {bi, h, ba, . . .}, e
í+ l --(#/2) elementos de {óJ,ó3,bS,'' .}(ou(2{ + 1 -- k)/2 se k for ímpar).

,c2{.tl} pertencem a {ai, ü2,a3, . ..} e
.}. Concluímos, então, que c2f+] é maior

0u sda,
caf+i 2: 't+] - (2.3)

Pela mesma razão

u desigualdades (2.1) a (2.4) implicam que

(2.4)
Como cl $ c2 $1 c3 $

c2f = mittÍdí+i, ei} caf-tl = mazldí+i,eí}.

Finalmente, como

di = «;Ín(ai , ól)

a prova está terminada.

e e. = magia.,b.),

Tendo estabelecido que é possível intercalar dum sequências ordenadas usando um
circuito de intercaiação, é imediato que uln circuito pam ordenação pode $er construído
baseado no mesmo conceito. A idéia é simplesmente toma' uma seqtlência não ordenada S
com n elementos, e, usando n/2 comparadores, cria-se n/2 sequência ordenada, cada uma
com 2 elementos. Pares destas sequência são agora intercalados Usando chcuitos de inter-
calação 2 x 2 para forrou sequência ordenada com 4 elementos. Pares desta sequência
8ão agora intercalados usando circuitos de intercalação 4 x 4 para formar nquênciu or-
denadas com 8 elementos. E o procedo continua até que uma sequência ordenada com
n elementos seja obtida. Este algoritmo é conhecido como algoritmo par-ínapar para or-

Exemplo. tím ciKuito para ordenar a sequência S = {8, 7,6,5,4,3,2, 1} usando o
algoritmo de intercalação par-Ênpar é ilustrado na âgura 2.4.

O número total de comparadores e Q tempo de execução em parallelo para ordenar
uma sequência com n elementos, onde n = 2", para algum inteiro positivo m, usado
ordenação par-ímpar é obtido como cegue. Carão o número de elementos das sequências
dobra após cada estágio, existe log n, (isto é, m) estágios ao todo. se denotarmos por q(2i)
o número de comparMores utilizados no f-ésímo estágio para intercalar duu sequência
ordenada com 2f'i elementos cada uma, ratão teremm a recorrência

eDaçao

g(2) = 1 P.« { = :

q(2f) = 2q(2f':) + 2f'' -- ] para { 2: ]
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Fig. 2.4 . chcuito pwa ordeau a Kquência S=Í8,7,6,6,4,3,2, 1}.

Resolvendo esta reconência ten)os

q(f) = 2(2q(2i'') + f'' - ]) + f''' - ]

= 22q(2í'2) + 2í'í + 2f'i -- 2 -- 1
= 23(2q(2i'3) + r'a -- 1) + 2f'i + 2i'i -- 2 - 1
= 2ag(2f'a) + 2í'i + 2i'i + 2í'i -- 22 -- 2 - 1

= 2jq(2''j) + .í2''' - (2J'' + 2/-' + . . . + 2')
Quedo .j = { - 1, tema

g(2') = 2'''.1 +({ - 1)2''' -(2''' - 1)
= ({ - 1)2''' + ].

Portanto, o número total de comparadores utilizad06 para ordenar uma mquência com
2m elementos é

}: 2"-íg(2í) = }1: 2"'f«{ - i)zÍ': + i)i=1 i=l

= z"-' }l:(i - i) + }l: 2"'{i=1 j=]

: 2«,-i !!11el:D + z" - l
= 2"-'(«,' - «; + 4) - Í.
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Portanto,
P(«) = 0(«-'2"'')

Se denotamos 8(2f) o número máximo de comparações, em puaielo, executadas no
{-é8imo estágio pam intercalar dum sequêncíu ordenada com 21:X element08 cada uma.
então teremos a recorrência

8(2) = 1

,(2') = .(2'':) + 1
para { = 1,
para { > 1,

cuja solução é
sÍ2{) = i.

longo calúnho em um circuito para ordenar uma sequência com 2"Portanto. o mais
elementos consiste de

m(«, + 1)

pensos. PoHanto,
t(«) («') (}.g' «)

Gonsequenteillente,
.(«) t(«) x P(«) log' «)

2.3 . ORDENAÇÃO POR INTERCALAÇÃO BITÕNICA
Nesta 8eção introd gire o$ uln segundo método para constmção de cbcútos de or-

denação usando comparadores. Como no circuito anterior, este também é baseado na
idéia de intercalações sucessiva. A de6níçâo e o teorema seguinte contém M infomações
necewárim para o entendia)ente deste novo algoritmo.

Definição 2.1 IBal. Uma sequência {üi,a2,
(i) Existe um inteiro j, l $ j $ 2R, tal que

,a2.} é dita ser H ón ca

$ oj 2 a].}l ? ' - . 2. üe«,

(ii) A sequência nã0 satisfaz a condição (i) inicialmente, mas pode ser dalocada
ciclicamente até a condição(i) wr 8atisfeíta. '

ou

Por templo,. {1, 3, .5, 6, 7, 9, 4,.2} é lama sequência bitõnica, poi tíbia a condição
(i): A sequência {7,8,6, 4,3,.11.2,5}, que não utbfaz a condição (i), também é bit6níca,
pois ela pode nr deslocado ciclicunente para obter {2, 5, 7, 8,6, 4, 3,1}.
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Teorema 2.2 ISal. .Seja {ai,%, . . . , %.} uma sequência titânica. Se áf = mÍtl(ai,
an+f) e ei = maz(q, an+{) pam l $ { $ n, então

(1) {dt,&,...,d«} e {ei,ea,. .. ,e.} sã0 8equêncím bít6níaa e

(H) «:«(di,&,..., á,) g mln(ei, e,,...,e«).
Dem. Como lm deslocamento cíclico de {úl ,a2, . . . ,a2.} raulta em um desJoca-

yf.ntg cfdico de {dt, &, ...., &..} e {ei,ea, . .. ,q}, e bto não aieta a8 piopdedade8 (1) e
(11), é suâciente provar o teorema pu'a o cam em que

ai É a2 g $ aj 2 ü/+l 2: z®.
ocorn pam algum l $ j g 2n.

.Além disso!!omo a sequência lwerm {a2« , e2"-1 ) . . . , a! } é também bitõnica e M pro"
priedüe8 (1) e (11) não sà afetadu pela rewnão, wumíDüoi, wm perda de generdd;de,
que n < J É 2n, e vadios pmvar o twrelna nesta condiçõa.

Owo .í: Se aR g am! mth ai g aB+f. Conwquentemente df = af e q = an+f para
l É f É n, e w piopüedades (1) e (ll} 8ãa mtisfeitu.

(Ih80 g: Se aH > an, ente como aj-H g aj, aEÜ Êidia &, J $1 & É 2n, tal qm
aÊ-« $ '' aÉ-R+l > aA-FI (4.5)

pode 8er encontrado.

Pap ver isto, tome # = J, que tem08 mtideita a primeira desigualdade. Se a wgunda
desigualdade não é mtideit% ou nja, ak-n+l g aÊ+l , tome À = j' + l e apita o pi'ocesso
(ob8en'e que a pHmeím desigualdade continua satídeita pam A : .j + ]). sé nenhum valor
de j g k < 2n - l satisfw as duas desigualdades, então devem08 ter aR.l g aa..i. Mu
então k = 2n - l satisfaz a8 duas dmígualdade8, pob an > a2n. Poümto, um hdice nM
condições de (4.5) pode sempre ser encontrado.

Daf segue que (fig. 2.5)

e ei - a.+i para l $ { $ k - n
e

á'= q.+í e 6 : af para k-n <f$ n

elt...se&--n

dl,-.,dA-n
db-s+lt

Pk. 2.ó - Valons de {di, (h, ,d«} . {e],e2,. ) eB} 8 pNi'th dc {al, ü2, ,%«}
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P"' p""« (1), «te que

l É ... $ q-« ? %+i 2: . . . 2: ',",

o que piora que {di,d3, , dn} é titânica. Também ocolw que

ef $ e +i
h É'-,

eí 2 q+i

pata k -- n < i < n,

p-af'a } $ i < .f -- B,
para J -- n $ { < k -- n,

o que p!!va que {e],e2,.. .,e,.} também é botânica. Isto completa a prova de (1). Pua
pr"'- (U), n.t. que

mz(dl , d9 , , á..) = maz(Ü-«, dk-«+l) «.a,(~-« ,«+,) ,

e

Como

temos

mí»(e] , e3 , ,..) «.{«(4-« , .x-«+- ) «.a,(.A,aA-«+-)

ai 2.ah+i, a& 2lak-K} a&-n.+l 2lak-u.l m.k-n+l 2 ah+i,

m«(.l-,, ..k.}-) g m«(.i, ak-«+.). ]

[lborema 4.2 implica que nóõ podemos oMenar uma sequência botânica {a], a2,
a2ti} em ordem crescente, do segünte modo:

(1) Usando n comparadoru, u duu sub8equênciu

)

mR(üJ,q,+i), mÍn(a2,B«+2), ,«ün(a.,.2«}

maz(al, %+l), mz(a2,a«+9),. . . ,maz(a», a2«)

são criada.

(2) Cada uma dea8as duas mhequênciu, lendo bitõücm, podem aer ordenada ncur-
$ívamente pelo mwlno proce880. Como nenhum elemento da primeira 8ubsequência é maior
que qualquer elemento da segunda, a primeira subsequência produzam 08 n primeiros ele-
mentos da Bequênda ordenada e a segunda piloduzirá oo n últimos. O circuito que executa
eúa ordenação está ilustrado na âgura 2.6.

Um intercalados botânico para uma sequência titânica com 2 elementos é, obviamente,
um simples comparador. Exempim de circuitos de intercaiação bitõnica para sequêndas
com 4 e 8 elementos então iluda.idos nu figul'as 2.7 e 2.8, respectivamente.

e



Oílde }mçãa

Q
63Int r(&lõ.dor

t,tt& tco

Cn 2

Gn--l

Cn.+3Int tç&lado

hitàniçp

df 8

e2n.-2
C2n-- l

C2n

Píg. 3.6 - ]»tesrtalador Bitóniet,

Fig. 2.7 IntenKlmlor bitõuico para uma sequência com { elementos
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pk. 3.8 lxitenalíplor bitãaho p=íi uma sequência tam 8 ekwentos

$e dadam08 Ordenar uma sequência S' com n eles)ent08, então Bubsequêncim botânicas
de S são ordenadas e combinadas para formar subsequênciu bitõnicu maiores, até que
uma sequência botânica com n elementos é obtida, a qual é 6nalmente ordenada, As sub..
sequência botânicas são ordenadas usando intercaladores botânicos como dacrito acima.
Este algorítmo é conhecido caído ordenação botânica.

Exemplo. Um circuito para ordenam a sequência {4, 8, ], 3, 2, 7, 5, 6}, usando ordenação
bít8úca é ílustiado na figura 2.9. Note que:

(J) Para produzir a parte decrescente da sequência bitõnica, as bnbw de saída de
alguns comparadores são invertidas.

(2) Após a sequência $ 8er colocada para a prin)eira coluna de comparadore8, duu
sequências bit8nicu, cada unia com 4 elementos, são produzida. Cada unia dela é, então.
ordenada (uma em ordm crescente e outra em ordem decreKente) usado um intercalado;
bitõnico pan Kquênciu cona 4 elementos (m comparadores das colunas 2 e 3). hto resulta
em uma única sequência bitõnica com 8 elementos, a qual é agora ordenada usando um
intercaiador bit8nico para sequências com 8 elementos (os conlpu'odores das coluna 4, 5

O número lota) de comparMores e de comparações em paralelo necessáüas pam or-
dena uma sequência com n elementos, onde n = 2'", pam algum inteiro positivo m, usado
ordenação.b:tónica, é obtido como segue. Como o número de elementos'da8 Bubsequências
botânicas dobra a cada iteração, o circuito consiste de log n (bto é, m) iterações m todo.

Se denotaram por q(21) o número de comparadores necessários para ordenar uma
sequência titânica com 2' elementos, na i-ésima íteração, temos a reconência

g(2) = 1 par. { = :,
q(2') = 2''' + 2q(2'':) pa« { > 1.

e /
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Remhwdo esta reconência, temos

q(2') 2''' -} 2g(2É'"')
2f'' + 2(2f'' + 2g(2f''»
2.2i-' + 2'Ç(2''')
2.2f'' + 2'(2''' + 2q(2'''»
3,2f'' + 2;g(2i'')

j.zf-: + 2/q(2i'J)

para .f = i -- 1, telJtos
g(2f) = (i - 1)2f't + 2í-t

= {2i'i

Portmto, o número total de compamdores neçessári08 para ordena uma sequência
caiu 2m element06 é

}l: z"-fg(2f) = > : 2"'iei2í-t) = 2"'t
«,(«,+1)

g l nl

Ou sda,
P(R) = 0(nlog' n)

Pam obter o número de comparações, em paralelo, neces8áriu pam a ordenação,
procdem08 d0 seguinte modo: Se denotarmos por 8(F) o número de comparações (en
paldelo) executada pam ordenar uma sequência titânica com 2Í elemwtos, na í-é8ima
iteração, tema a reconência

8(2) = 1

.(2') = 1 + .(2''')
pata { = 1,

para { > 1,

cuja solução é
8(2i) = {

Portmto, o número total de comparações, em paralelo, em um circuito para oNeRar
uma sequência com 2m elementos é

Ou mja,
t(«) = 0(1oé'' n),
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e o custo deste algoritnlo é

c(n) = f(n) x P(n) = 0(n log' n).

A primeira vista, este algoHtmo parece não apn8entar matagen8 sobre a o algoritmo
de ordenação por intercalação par-Impar visto na 8eção anterior. O tempo de execução é o
mesmo e o número de processadores utilizad08 é ainda maior. Porém, ente aigoritmo pam
ordenação botânica aprendia unia propHedade pam nr explonda eque pode contribuir
para melhorar a eâciência dos algorítm08: O cbcuito pam ordenar uma nquência com 2m
elementos comete de m(m + 1)/2 passa de conlpai'anão, cada um caiu 2'n'i compara
dota. Devido a esta regularidade, a ordenação bit6nica, quedo implementada em outra
arquiteturu, pode .tesultu' enl algoritnlos pam ordenação nlaís e6cíentes, conto veremos
na seção 2.5 a seguir.

2.5 . O EMBARALHAMENTO PERFEITO
O que íarem08 nesta 8eçao é mostrar como o embaralhamento perfeito pode 8er usado

pua ordenar uma sequência .g = {z., zi ) . . . , zn-l } em ordem crescente. Á idé;a é adaptar
o algoritmo de ordenação botânica da senão anterior. para um coÜunto de processadores in-
terconectados na forma de um embaralhamento peHeito. O resultado disto é un] algoritmo
para ordenação cujo custo é menor do que o$ anteriora.

Dado um vetou cole lz elementos, o embarabamento perfeito deste vetar é uma per-
lnutação dos elanentos que é idêntica a uni embaraüainento peHeito de canas de baralho.
Elementos da primeira metade da vetar são intercalados com elemwtos da segunda metade
do mesmo modo (âg. 2.10).

Fi8. 2.iO - Einbaralhüniento perfeito das cartas de baralho

Un) estudo cuidadoso da âgura 2.1] mostra que os índices dos procewadora da es
querda são ntapeados nos da direita segundo a rep'a da de6nição 2.2'abaixo.

Considere n prwewadora Ph Pi, Pn ' . ' ) Pn-t , onde t& = 2" para algum inteiro t7}.

De8nição 2.2 ]St]. Um .EmóaldÀame%fo Perfeito é uma forma de interconexão
entre 08 proce8sadore8 tal que o procewador Pt está íüterligado a pJ 8e

/: l!''*-- «
para 0 $ {$ n/2 -- 1
pam n./2 $ f $ n -- ].
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Fig. 3.11 . Eulbaralhaniento perfeito visto coiaü uiu uittpeetn)unto.

tema segunda de$nição de e)nbaraüamento perfeita usa a representação bjná'ia dos
I'ndices dos processadores,

ou 1, pai'a 0 Í Ê < m - li ou sela ' .ÓI ,óO arepresentação bináriade {, onde b}. =0

{ = bm.l 2r"-l + b..l.22m'2 + . . . + bi2 + bo.

En} um .E7z3MrdA.ametlZo Petlkito & está interligado a PJ se a representação binária de .j

i = 6m.=12'n'] + Óm.32n''2 + , . + 6o2 + bm-l. j
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Em outra palavra, a reprwentação binária de j é obtida por uln dulocamento cíclico
da representação binária de { de uma porção pu'a a esquerda« Assim, pu'a m = 3, temos

00a --, 0(H,
100 --, 001,

001--+ 010,

IOI --.i Oll,
0)0 - ]M,
llo --, 101,

o] 1 --.} ]10,
ll] --p lll.

As duas deânições acima são equivalentes, poh,

J' = 2lÍ + C} $ { $ &/2 -- 1 -» Ó«-: 0

.j = 2{ + 1 - ti + n/2 $ { $ tl. - 1 + Óo,.l = 1.
isto iniplíca que um deslocamento para a esquerda da representação bíná:la de {, pam a
obtenção de J, resulta ein

€

j=2{ se Og{ g 8/2-- }
.j= 2{+ 1 - n $e tt/2$ { $1 %- l

É intera8ante viwalisar o embarahamelto perfeito como uma aplicação do conjunto
de proce88adoreg nele nImBo. Uma ilustração desta idéía é feita na âgura 2.11, onde o
conjunto de processadores é desenhado dua vezes, e as interLgaçoes do einbualhaniento
perfeito partem das processadores da esquerda. para QS processadores da direita.

2.5.1 - Propriedades do Embuaihamento Pufeíto

O embaralhamento perfeito polui duu propriedades interessantes que exaiünareinos
agora. Suponha que n elementos zQs zll ' . . }zlt-l, onde n = 2'n estejam'distribuídos pu'a
o$ procTsadorw no, Pi, P2j . . . )P.-], de ta! íonma que zf esteja hicia]mente ]ocdÚado
em Pt. Em um embaralhamento perfeito ocorre o deslocamento'dos dados de Pi a PJ.

Propriedade 2.J fSt]. Após m aplicações dc> embaraüamen&o perfeito, cada eJe
mento mioma ao processador inicial.

Esta propHedade pc'de ser entendida olhando para a definição 2.3; Após m desloca-
mentos cíclicos, a replwentação binária de { retorn; a sua latina inicial.

Exemplo. Na $gura 2.12 podemos ver que após 3 aplicações do embaralhamenta
peMeito, os elementos zo, z] za} . . . , zr retorna às suu posições onginau.

A segunda propHedade tenta dos dados que estão ]ocaJbadoe em para de proca-
sadores que.8ão adjacentes Êsicamente e cqa representação binária de seus índices difere
sangue nO nbit pais a direita. Estes pu'es de processador são (no , P] ), (P2, P3), (&, P5),

l \rn--2 } rn-l J.
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Fíg. B.]2 - ]1ustríeáo da llwptiediulc 4.1

Propriedade 2.2 Isto. Considere os dados que estão ]ocdizados inicialmente eu]

nlãl:]?UÊgaBH8]. i:l:!: :
Esta proprie(jade }ambél pode mr entendida olhando pan a de$nição 2.3; Após #

deslocamentos cíclicos para a esquerda, estes dados está'ão ]ocabzados eni processadores
cujos índices diferem 80mente na primeira posição, ou sda, en] processadores adjacentes.

Propriedade 2.3 Isto. Assuma que os elementos go,$1,...,zn-l, onde n = 2"
atfjain localízMo? nos PTceladores Po, P] , P2, . . . , Pn-] , de {ai modo qúe z, esteja

' .

lnl-
cialmente localizado enl Pt: Então a posição na qual difere a representação binária dos
índices dos e]ementw localizados en} proceswdores adjacentes, move para a dil'eira após
cada operação de embaralhamento.

IEbta propHedade dmne da antepor. Se o índice J do processador contendo zí após
k embarahamentos é obtido deslocado a apresentação binária de { k vezes para a n-
querda, então, certamente, o índice { do elemento ein PJ , após # empa'alhamento;, é obtido
deslocando a representação binária de / k vezes para a dheita.

nienlplol..A $gura 2.13 ilu8tm.as propHedadeB 2.2 e 2.3 pa a m = 3. A reprewntação
binâ'ia do índice { de zf é colocada dentm do processador no qual z{ está ]walizado a
cada estágio. Uma linha vertical é usada pma locaJizu procuradores adjacentes.
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2.6.2 Ordenação Bitâníca usando Embualhamento Perfeito

Con)eçaremos introduzindo alguém notações que 8eúo usadas n08 diagramas deita
seção. Relembre que uni colnpu'odor é wn shnples processador que executa unia operação
de comparação e troca de posição sobre u duu entradas para produzir M duu 8aídu.
De agora em diante um comparador convencional, ou seja, aquele que coloca o menor das
dum entrada na li3üa da saída superior e o maior na inferior, sei'á rotulado com um 0.
caído mostra a âgura 2.14(a). Unl comparador que inverte esta open) sei'á rotulado cona
um 1, como mmtm a âgum 2.14(b). Necessitamos, também, de um con3parador que não
altere a ordem das entrada; tal comparador será rotulado cam um -l, como mostra a
âgu', 2.14(c).

Relenlbreznos o circuito de ordenação titânica, para n = 2a , da 6gura 2.9. Este circuito
edá reproduzido por conveniência na figura 2.15 usado as con'tenções introduzida agora.

Pane explicar caldo o algoritmo de ordenação titânica nrá andado pelo embara-
üanento perfeito, é necewário representamios o cbcuito da âgura 2.15 como na Êgura
2.16. Aqui, as linhas horizontais representam os elementos de entrada para o circuito,
nulnendas de 0 a 7 por dígitos binários. Uma seta vertical representa wn compra'apor.
As duas linhas ligada pelos extremos da Beta são u entrada para o comparador. Á Beta
aponta no sentido em que deve ser colocado o maior das duas entradas quedo produzida
a saída. Note que cada par de linhas conectada por unia seta difere por um único bit.

[.Juffo J.]w+#ü 2.Ju+õo ].l» p 2.;wpõü 3.luõp

! . «a'. 2. flf-r>. 3.{!a'

Fig. 2.10 Representação diferente do circuito dc or(]eDíbção bitõui(ü

De6nição 2.4 St]. A cada pmm em uma 3teração na ordenação titânica, o bit Piuó
é deânido como sendo o bit no qual cada par de linha conectados por uma seta difere. l

Sda Z'm-tÓm-2 .. . Zóo a representação bináHa da baba f, onde n = 2m é O número
total de bnhu. Então os bits pivâ para iteraçõ« sucewivu de oMenação bit6dca são:

1. íteração : h
2. iteração : bi,bo
3. iteração : b2,ói,bo

             
:ln -           
1 1                

         
                 
             
t l l            
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m. íteração : Óm-t,Õm-2,...,b],bo.
Em outra palavra, a sequência de pitas con8iote de m sub8equêncím: A 8ubsequência

na j'.ésilna iteração tens J' elementos e consiste dos bits ój-i até %, nesta ordem.
O que piecisamm, então, para implementar o algoz'itmo de ordenação botânica. é

embaralhar a sequência S um número de vezes antes de cada íteração até ceHiâcar que o
bit pivâ no início da j-ésima iteração é óJ-i. Então, pu'a cada uln dos pivâs} uJn pago
de compra'anão seguido por um embaraüamento é executado pobre S até que o bit bo, o
âm da sub8equência de pivâ8 amaciada à j-é8ima itemção, 8er alcançado. Como existe .j
piv8s awclciados à j-ésima iteração, a sequência S deve $er enibaraüada m - J + l reza
entes da j-ésima iteração seguida de j comparações e j -- l embaralhamentas

Parindo du observações dadas acima e das propriedades do embaralhamento perfeito,
uma sequência S = {zo, zl . . . ,zn-l }, t& = 2t", pode ser ordenada usado o circuito que
está na $gura 2.17. Aqui temos n módulos de annazenamento, numerados de 0 a n-- 1, que
contém o vetar a wr ordenado, e n/2 campa!'adora numerados de Q a tt/2 - 1. As n Hüu
de uída dos m6dul08 de amaazenamento, numerada de 0 a n - 1, são ligada às 2(n/2)
liRhUq de entenda dos conlparadores, numeradas de 0 a t& -- 1, por uln embu'alhanlento
peMeito. As 2(n/2) iinbu de saída dos comparadoreg, numeradas de 0 a %-- 1, reahmentam
Ma n liiüas de entrada dos módulos de armazenamento, numeradas de 0 a n -- 1, tais que
a !íü.a de saída { d08 comparadores está ligada ao módulo de a;miazenalllento i.

.Assuma que a sequência $ e8t.da colocada inicialmente no$ n óculos de amlazena-
inento ta[ que z{ esteja ]ocabzado no m6du]o {. Após um enibarana.mento, cada compara-
dor mcebe dois elementos dc S cuja representação binária, de seus índices diferem arma
no bit mak à esquerda. Cada embaralhainent0 subsequente move os bits diferentes uma
posição para a direita (Propriedade Z.3). Portmto, se a um dado momento o pivê é óJ,
então, co]]] um embaralhamento a n3ais, o pivâ pesa a ser õÍj.i) ,«.ú «'

.A questão que surge mede momento é; como os comparadores deve)n se conlportu?
Obviamente, durante os tn -- j + ] einbaraJhanlentos que precedem a /-ésima iteração, os
campa,radares encontram-se inativos, permitindo que as dum entradas sejam colocada nu
saída $en} alterar a ordem. Durante o$ 3 passos de comparação, ele opera sobre M eDtr&due
colocando a menor na linha de saída superior e a nlaiar na linha de saída inferior, ou vice
versa, dependendo se o seu rótulo for 0 ou 1. Para distinguir entre estes três estados,
utiiizarenuos uin vetar estado cuja {-ésíma componente determina o comportamento do
i-ésinlo comparador, Ou seja

«*."m:l-.
quedo o coinpu'odor i se comporta como o da íig. 4.13(a)
quedo o comparador f se comporta como o da âg. 4.13(b)
quedo o comparador i R camprta cama o da âg. 4.13(c}.

Durante a execução, o vet;or e !ado deverá 8er embamlbado, como explicaremos no
parágrafo a seguir, e o embaiaüamento necewita de n elementos. Por bso assumirenios
que o vetar estado tem n elementos.

Quando o embaralhamento perfeito é usado pan ordenar uma sequência S, a sequência
deve ser embaralhada m -/+ l vezes na .f-cima íteração, antes de ser executada a pümeíra



Fig. 2.17 Circuito pan ordenação usando embamlhamento perfeito
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comparlçao, pam obter a posição.carreta d08 pitas. Portanto, é necessário, também,
einbaraJhar o vetou atado pu'a não perdermos o comportamento de cada processador
durmte a execução do algoritmo.

Na J-cima iteração. da.ordenação .botânica.de n = 2" elementos, Os valores para o
vedor estado são c6piu de 2J'i Os. seguido de 2J-i l8, num total de 2h-i comparadores
Por.exemplos. quando m .= 3 e .Í = 2, o vedor estado, com 8 elementos, deve conter
iniciabnente duu cópia dog.va)Olw 0i.0, 1} 1. Estes valoiu são embaraçados m -- j + l
vezes, ou miai 2 vezes, para obter 2 cópia d06 valores 0, 1, 0, 1. No caso geral, quando uma
sequência de 2" dígitos binária, composta por 2J'i Osseguido de 2J-i is, éembaralhada
m -- .j + l vedes, o resultado é uma sequência de ® e i$ alternados (0,1,0, 1,0, 1,...).
Portanto! podemos econoiúzar entes passosl e assunú' que no inicio de cada uma da
m.itfmções da ordenação bit6nica o vetar estado (cona i" elementos) é composto por
0, 1, 0, ], O, 1, . . .. E após cada um dos j -- l embaralhamentos seguintes ba sequência .g, o
vetar e8tatla também deve oer embaraçado. Portanto, quedo o último pasw da .f-ésima
iteração é executado, o vetar .estado terá giro embMado m vezes ao todo, retornado
udm à sua conâguraçü inicial, que é uma wquência com 2" elementos c(Àsistindo de
cópias de 2J'] Os seguido de 2j-i is.

Estádios agora em condiçõa de dmcrever fon"n)aumente o algoHtmo de ordenação
bit6dca usando embaralbamento.peMeito. Como mencionamos acima, a sequência S que
vai ser ordenada está colocada inicialmente nos módulos de armazenamento, com um ele.
mento por módulo:. A' instruções d««{a(S), e«,óaralÀ.(estado) e «fado(}) gão uudu
no algoritnio e explicada abaixo.

(=1) circ«{a(S}

Esta instmção con3preende M wguintes operaçõa:
(a) Cada módulo de amazenamento envia o elemento de S que de contém pua o

processador eln que ele está intercalado através do embaralhamento peMeíta.
(b).Após receber o$ dois vaJol'u de S, o compra'apor PI cambada-se como o campa'o-

dor da $gura 4.13(a), (b) ou (c), dependendo do valor estado(í). '
(c) O miar da roída de cada çompamdor é enviado de volta m módulo de amazena-

inento ao qual ela está interligada.

(2) '«.Ó.«/Á«(«f.d.)
Esta instrução é usada para embualhar o vetar estado como serre:

(a) Para cada i, o.mMulo de armueam)ente f envia o valor e lado({) para o proces-
sador ao qual ele está interligado atrav& do embaralha111ento perfeito. ' ' ' '

(b) A$ duas entradas do eólado em cada procewador são enviadas de volta (8em trocar
a ordem) ao n)óduio de amaazenamento interligado às linhas de salda. *

(3) e.fado(j)
Efta instmção compita a entrada do vetar e$íõü'. Dado un] inteiro J, um vetou cona

2" elementos é criado como cegue:

r --],--],--],,..,--] sej = --l
eõtado= .1 0,1,0,1,...,0,1 se l$1 j$jm--l

1. 0, 0, 0, 0,.. .,0,0 n J = m.
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O algoritlno é dado abaixo

.Algoritmo

pua j = 1 eté m faça
inÍcIo

'd.d.(-lJ;
pua il :: l até m - .f faça circula(S);
eslamlJJ;
pu'a Ê = m - .j + l &té m faça
Início

ú«d..(s);
.mb.«{À..(«t«d.);

âm.

O pa880 principa!.no.algoritmo e o que é exnutado mais frequentemente é o Ramo
ateu/a(Sl} que consiste de unia conipu'anão e uin envio de valores pam os Jn6dulos de
a11i)azeDaR)ente. Pbm cada uma das m iteraç&s (ou iqa, para cada váor de J) cÍrc&/a(.f)
é executada m vezes, num total de m2 vezes. Como m = log n, temos

t(n) = 0(1og' «)

Clamo são usados n/2 processadoiw, temos

P(t&) = n/2

PoHanto,
c(«) («) x P(«l l.ga «),

o que representa uma melhora em relação aos algorítmos anteriores. O menor custo deste
algoritmo é devido ao uso de Hienas proc«sadora que a ordenação bitõnica da senão

Exempl?. .O.algoHtmo apimentado acima é ilustrado na Êgum 2.18 para a sequência
S = {4, 8s 1, 3, 2, 71 5,6}. Cano n = 23, odsten} tús iterações, cada uma composta por ires
pulos. Para melhor entendimento, desenbamm o conjunto de comparadores e módulos
de arn)azenamento 9 vezes. Os elementos de S são m08trados dentro dos n)óculos de
ünnazenan)ente, enquanto os l lares do vetar enfado aparecem dentro dos comparadore8.

Embora mais eâcíente que o circuito para a ordenação bit8nica da seção anterior, ente
algoritnio ainda não apresenta uln custo 6thto para a ordenação. Uma menor a mais do
custo, na.implementação da ordenação titânica pode ser encontrada em IBSZ81. A ideia
básica utilizada é também o embaralhamfnto peHeito. Para reduzir o custo do 'algoritmo
paralelo, menos procewadores são utílísados, porém cada um deles não é maia um siDüpla
compra'apor, mu sabe ordena' e intercalar pequenas sequmcias.
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2.6 - COMENTÁRIOS FINAIS

O problema da ordenação en} paralelo tem sido importante foco de },equina lo
ütilnos dez anos. Mluitos algoritmos pualelos pa'a ordenação são conhecidos anualmente,
e nova algoritmoe estão gentio desenvolvidos. Do ponto de vista teórico, a principa! dificu]
dado é explorar si?telnaticamente o intrínseco paralelisnto da ordenaçü e da intercalação.
Se ente problema fosw contornado, cegamente teríamos algoritmos que ordenariam n ele-
mentos ein tempo O(log n) usando O(n) processadores.

O método de intercalação par-ímpar de Batcher envolve um número fixo de com-
pra'açõ«: Sabemos, a partir dos cálculos que ewe número é O(nlogB n); Porém, o proa'
lema de determinar quintas comparações iwütam en] troca de posição du entradas é mais
difícil. ISel e IREI apraentam unl estudo deste problenta com os seguintes resultados: Na
análise do pior cago, a rwão entre o número de trocas e de comparações tende a l quando
n --. m; E na málise do caso médio, apenas 1/4 dos colnparadores estão, envolvidos eni

Na tabela l apresentamos M complexídade8 a88íntóticm d08 principais algoritm08
puaieim pua ordenação em termos do número de procewadores utilizados e tempo de

AJgoHtma

B,td« (hhm. p'''-'mp")
Batcher (interc. Botânica)
Stone (emb. pera.)
Thompson & Kung (Malha-bit.)
Mulher-prepuata
Hir8cbberg (1)
Hirschberg (2)
Preparara (1)
Preparara (2)
Ajtai e outros

«I'r"
nlog'n

«/2
n,

n2
n

tz l+l /k

nlogn

nlogn

o(\a)
0(1og «)
o(l.g «)

o(t l.g «)
0(1og «)

0(k log «l
0( 1og n'

Ta,bela l Núiuero clc processaclons e tempo de execução dos principais n]8oritnlos para]e]os para or(]enaçâo

O.algoritmo Hirschberg (1) estabelece que os valores a ser oMenadw devem peüencer
ao conjunto {0, 1, . . . , m -- 1}, e não deve ocorrer v lotes repetíd08. O problema da não
ocorrência de valera repetidos é resolvido em Hirscbberg (2) IHI



Capítulo lil

l,imítes InfeHores

3.1-INTRODUÇÃO
Neste capítulo tratarema da análise da complexidade de tempo paralelo para os

probiemu:
1 - Encontra o elemento Máamo em um conjunto;

2 - /Bfe7m/anão de duu listas ordeaadul
3 - OMeBüção.

Efta análise wrá feita 80mente para algoHtmce que são bmeados em compamçoa
bin&iu.

Pam cada problema a entrada consiste de um conjunto de elementos sobra os quis
existe uma ordenação liceu.

O modelo considerado aqui posei k processadora disponíveis, e portmto, Ê com-
parações podem ser executada símultmeameníe. Os processadores estão sincronizadas
de ta] modo que em um intervalo de tempo, cada um deles uecuta uma comparação.
Deünimm, então:

a) maz#(n) como a medida de compleHdade pua o problema de encontrar o máximo
entre n elemento abre uma máquina com # procesadores.

b) iRIa'calam(m, B) como a mdida de complexidade pam o problema de intercalar
duw li8tu ordenada abre uim máquina çon] t prwessadorw

c) ordena (n) como a medida de complexidade pu'a o problema de ordena n elemen-
t08 sobre uma máquina cona Ê pmce88adorw.

N® 8eçõeo s%uintw, tentaremos dos ]imite8 iníériol'w pam os problema deÊnido$

51
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$.2 O MÁXWO

IYatanm aqui da máliw de piar caso dü problema de mcantmr o máximo ente n
elementos usado i praceB8adoiu. Comidei'aremo$ pi'inleiranente o cam & = n e a pnth
digno, dedvai.emw 80luçõu pua os demais caem.

:11borema 3.1 aval. Pam k = n > 1,

r«aa(n) ? O(kgk,gR)

Dera. Colide!'e a execução de um algoritmo qualquer, barrado em compor%õeõ,
pam encontl'u o máximo entre n demente Seja at o conjunto dos elementos que até o
i-éaimo papo(em paralelo) de computação ainda conconem u máximo, hto é, 8 € a w
e comente 8e até o tempo {l não foi powh'el m08tru que z é menor do que qualquer outro
elemento. O número de elemento em (4 wrá denotado por ci. O que faremos é limitar o
valor de cí+l em term08 de cí e A.

ConBídere una grato Gdeânído da nguínte maneín: Identifique oo v'éHíces como nado
08 c{ eiementoB de (l e a u'coB como sendo a8 comparações, isto é, exkte um ano de E
pu'a y w z está sendo comparado com !r. Então o valor de cí+i está limitado iní;edormente

ci+í 2: mittÍtmsÍÀ/ G codém tlm conlttdo edáueJ de tümatüa
h}/G é um p'a/o mm ci tPütÍce8 e # arc08},

por

(]) .â8 4: compilações devem wr feita sobre os a demente que coacolnm m taáximo;
Há várias maneio'a8 de depor os t arca entre 08 ci elementos.

(2) Pam cada dispodçü datem a!'c08, um codunto edávd+ máHmo np)mata w
candidatos, no pMximo pa8so} ao máximo.

(3) Ente e8w mnjuatos estáveis máxima, o de menor cardinali<iade nprwenta o

(4) Portanto, cf+l está ]iidtado ideriomente pela caMhddade do muar coÜunto
efta'vel.

pon

A partir dito podemos conduir que:(IBgl pg. 282 - coro1. 2)

4 Um mÜunto S de véHice8 de um lido G é eõtáwZ
quaisquer doh vértices de S

não exbte ai'está mi G ]i8mdo
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Remoendo Ceia desigualdade pam co - n = t, tenor:

-.- : á : :ie

] ,.8

2: Õ8;::(%?)'' :
:,, l ,?J+i
:' (3n)''J''-i "'-j

Pam .j = { e co = n, temos

"., z @P.;.''*' : ,«(â)''' : ;«.(;)''',

V«-w det«inn, 'g"', p"a qu'is «do«s de í t«i.n 3"(!)'''' > 1.

a"(:1)''' » - :' -,'': b.; » -».3"

:» f't: < i;g31og3H

+ { < ]og]og3n - (]aglog 3 + 1).

O(log logo) «] excede a unidade eztquanto i < Jqjq3n - comi. PoHmto, mazê(») j

ComUio 3.1 aval. Se 4 $1 2n $ Ê É n(t} - 1)/2, então

mn(n) ?q] ]qn-jqk«t/it».
Dera. fundo a mesma ideia do teorema interior, chegaremos à nguinte desigual-

«.* ; #l : il ; *l::.(Jh)' : WRh-a,
>...>

;{«d..©
Pam j = { € co = n, tem08

l a.(gs)2'-i

l>
' (2i+nl -i l : i+ (ã:'i)'"'
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A parta aqui, temos

(21 +d(ãá-=) > 1 1agl.21 + B) + 2f+' log(==!-:) >0
' z# .+ f '

:Ff't']og(31;!)<] (21+n)

: '''' « g$3
::+ { < log log(2h + «) - (iogtogCz;l + i) + l

Portmto, mz&(n) 2: 0(1oglogn - loglog(:»

No tmnma a seguir aplwental'enjoo un} algaHtmo ótimo pam o problema de
o máximo ente'e n elemmt08, pam o cam & = R.

tcontmr

Teorema 3.2 aval. Pam # = n > 1,

«msk(n) g 0(@k8H).

Dera. É ubido IBgl que qualquer grato G, com p védica, que não contém um
conjunto egtávd maior que 8 tem pelo men08 lutos altos quinto o grão GP.s. GPa é
de6nido mmo nado o grato com p vértices que condste de 8 diques di4untob doB qual
p -- s(q--.l) têm q védica ! « q --p i'utante8 têm q -- l vértices, onde q ; fp/zl. Podem
mwtru IBg) que o Orago GP,, tem (q -- 1)(2p - zg)/2 azedas ao todo. ' '

No nodo akoHtmo! o {-é8ímf? passo de campal%ão(em pai'apelo) nrá baleado em um
grato ta] que p = ci,.onde cada clique ruultará em um cmdidato a ai+t. Pan inínimbar
q+t temos que encolher entre 08 gzafm

{G...,/z = 1, 3, ; (re.:a tCm mC1101 gUe + al'W8}

aquele que minimba o Índice z.

Como o gMo G«,, km (q -- 1)(2p -- zg)/2 ar«u, condufmoB que

'..- : «,í«{'/(r;l - i).(z'' - 'r:l)/z í &}.

Reoolvwdo esta desigualdade, temos:

'«r;l- ,r:l' - '- ' ,r;l g "
- ,{ - ,g - ,'. * ,: ' ,*

::+ } - ci $ 21

:'' > nh



Portmto,

ObBavmdo a demomtmção do Tmnma 3.1, conclümw que e8$e ZLlgoHtzao é execu-
tado em tempo(paralelo) O(loglogn). ' ' i

Exemplo. Suponha que querem08 determinado máximo ente 20 elemenim, usado 20
proce8sadore8 e apiicmdo a aigoritmo acima. qbma, então, eo = = Ê = 20. Pre:cisamoa
determinar ci tal qne:

n#8fg/Ge.,a tem ntel: o ?tle t anag}

...3m:t Ãza.=ãq=TliJ lí:ru u H
Eg --p = 1 Twtmte tem q -- 1= 2 véHicu. As comparaçoa são, então, efetuadas como no
8l'afo Gc..r abaixo.

A partir desta compalzlções tem08 ci 7 cmdidatos ao máximo. Calculemos cl

q rü8Íz/G.,,, tm mem We t a$}

P- #(ã zl = 2 e q = Í91 = 4. O grato G'.,, tem z = 2 clique8 dhÚuat08 dos quais
l tem q = 4 véHice8 e o outro (gq - p = 1) tem q - 1 = 3 vMice8.

l.limos agora o2 = 2 cmdidütos M máximo, e urna iteraçm 8 ma,k é eficiente parti
encontiw o máximo.

O que proivamoB D08 lboremu 8.1 e 3.2 foi

]l\eoreDaa 8.8. Pam A = ti > 1,

n«nen) = 6(k,gk,ga)

O mesmo algoritDno do teoNma. 3.2 n08 guante que
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Combío 8.2. Pm 4 $ 2tt $ 1 $ tl(n - 1)/2,

«.an(n) = 00%'k,gn - }%k,g(+/R». !

O cam re8tmte, em que # < n, pode ser reoohído do ngúnte modo: com t cam-
pal'açor Bimdtâneu podemos i'eduzh q de ao máximo # elemento PoHanto, enqumto
c{ à 2t, podemos encontrar uma ótima I'adução comparado Ê pares di4untos an q.
Quedo ci < 2t, podem08 apLIcar o algoütmo do Teorema 3.2. Concluím08, então o
seguinte:

Colol&io 8.8. Püm 1 < É < B,

o(:l+ i'giw #) g "''"(") É o(:+ I'giw &). }

3J-INTERCALAÇÃO
Sabemos que o problema de intercalar duas bta8 0Klenadas, com m e n elementos,

J'apecíivmiente, requer m + B -- l comparações, no pior caso. Ainda nâo n conhece um
algoritmo pal'amo de custo ótimo para ente pnblemz O que lâi'emoe aqui é apmentar
um algoritmo que é o mab eficiente entre os que exbtem até o momento. Trataremw,
primeiramente, do cabo É = Vila, e a parto deite derimr'emw 80luções para os demais
caBOS

Tboremü 3.4 ]Va]. Pam t ly'mi:j e 1 < R $ m,

{dmdaê(n, m) $ a(kJ%s).

Dem. Procederww.hdutivamente, m fado como, dado lvHiXJ procwadom,
podemos} ena dois pane de conaputação, reduzir o problema de ínià'calar duu ií8tu de
comprimento n e n, respectivamente, ao de intercallar v&i06 para de Ihtu, onde a menor,
em cada par, tem comprimento menor que VE. OB paio de bBtu são criador de ta] modo
que podemm dbtribuir os vbiã pToceaadoru entre eles no próxima estágio de modo a
a80egurar que pam cada par lerá avocado um aúmelo suficiente de proces8adoru para
satida$er a Hp6tae de indução.

Condden o sephte aboHtmo pam btem]a' a ]idu oMenadas .X = (zi , . . . , z.) e
J - l tll q l s q V+iq is

(a) MWue os demenh de X e y cujqíbdica Bão {fvXI e {fV%l, mpectivmente,
pam { ' lj2, . . . . Existem no máximo [./XJ + ]VnJ elenaentw marcad08. As 8ub]í8tu
ente eleilaent08 Dual-cado$ 8uce8sivw e a8 subli8tasda extrem« são chamada õeglnieiü08.

(b) Compra cada elemento marcado de X cora cada dmento ma!-cMo de y. Isto
requer não nüab que ].Vãõi] comparaçoe8 e pode ser feito em uma unidade de tempo.

(c) A8 comparações de(b) deddilão, pu'a cada elemento marcado, o segmento da
outra lista no qual ele premiu ser inserido. Agon coDüpai'e cada elemento de X com
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cada elemento d0 segmento de y no qual ele deve ser ingerido. Ido requer no máxima
[\4J.(ívm] -- l) < ]viiiXJ comparações e tmbém pode wr feito enl ];ma unidade de

Feito (a), (b) e (c) nü ]dentiâcanios em que pwição cüa e)enlento marcado de X K
mcontm em )'. Rortmto, mta-nos htercalw m pam disjuntor de 8ublistu (X] , h ), (X3 ,
y2), . . :.onde cada..X. é uq.elemento em. X e, portmto, de comprimento IXil g l\õJ.
Além pino, }ll: IXil < n e >1: 1Yil < m, pois u 8ubli8tas 8ão disj!:$p!. Para aplicamxa o
mimo proçeooo indutivamente, cada par de subsista requerLvfXl;T:líqj procewadores, o
que rewlta num total de )l:l.x//liX;l:llqJ ao todo. Uma daigualdade de Caucby aârma que

tempo

l)afsegue que

Elvnami É E«wzm í tv'ã@

Exbte, poHmto, núnCIo eficiente de ploca;sadol'n pam ferem dbtribuídoB pam 8
ht«.d,çã. dm p*"; (.&.y.) .i«-«lth«me-t..

Vim08, então, que o pmce8so indutivo de divisões Bucemivw de um par de li8tu em
um conjunto de paio de subhtas pode continuar com o número de processadores dado.
Além digo, o comprimento da menor componente de cada pu de 8ublista é indutivamente
limitado superiormente pela miz quadrada da menor componente entre o par de lista inicial.
PoHanto, após 2f uaidade8 de tempo, cada par de lbtu produzídu tem um componente
de comprimento não maior que Àí onde

e Ào = B. A 80lução da record'ência Àf = X/li.i é .b $ n{ t/2l'. O procesw de iEtercalação
termina localmente quedo é produzido üm par de robusta onde uma delas é vazia. Ou
sda, Xí = 0. Removendo a inequação tl(í/2)' $ 2 temos

n(i/2y $ 2 :> 1 logo ::> logtt É 2j

:#{ 21oglogn,.

PoHanto, {ntacalah(&, m) $ O(loglog %)

Og corolários seguintes tratam d® casos em que & $ R e A é múltiplo de v%iã.

Corolário 3.4 [Yal. Para 1 < 1 $ n $ m,

üttnca/õt(H, m) $ @(n -F m)/t + ]og«mn ]q #)/l)

Dem. Marque 1-- 1 elementos em cada lista de tal modo a obter segment08 de aproxi-
madamente Demo tamaúo (bto é, n/A e m/ll em cada uma. Intercale u duu lotas de
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dainentw maKado$ pelo algoritmo do teorema acima. Infira cada um dos 2(# -- 1) elemen-
t08 narcadoe n0 segmento.ao qual ele pertence na outra h8ta. lato pode ser feito em temlyo

8ei'em htercaladaÊ nu quais Renbum par contém mab que: (% + m)/Á elementos. Obwwe
que o tempo gasto até agora íoi O(loglq Ê) + O(log(mn/i» = Ó(log((mn log t)/t). $6
nw luta, deteminu' como esta intercalaçÕe8 dwerão sei' féitu coh. T ploce8sadore8 em
tempo (n + m)/# (uma melhora do que poderia Ber feito em tempo 2(n + m)/A.

A iate alazão doB A pal'u de subJi8tw nzá feita da mguinte maneira: .A©ocie o i-
ésimo processador ao {-cimo ?egmento das duas htu. Este par de segmento tem (n+ml/k
eJement08. A cada pu de subli8ta que tuba, digamos, z eim.mtw em comum com este
par de segmento, serão suâcientes z paw08 do i-ésimo processador pam a intercalação.
PoHanto, cada procewador executam'á não mais que (R + m)/Ê pms de computaçà aó
todo. Além diaBO, çonlo, por construção, cada subli8ta wtá contida totalmente em al@.zn
segmento, cada par de 8ubbsta wiá atribuído a na máximo dob procw8adorw. C)om eBh
esquema, podem'enjoo intercala os 2k paz"es de mblistas em tempo (R + m)/k. }

Corolário 3.5 ]Va]. Para k ltx/'ãiãJ onde 1 < n $ m e r Z B,

intmal%(R,m) $ O(lqkea - }qhgr).

(a)
e!B

uui nao mNg
Teremm agorager executados em uma Beldade de tenro.

ngue o resultado.

3.4-ORDENAÇÃO
Devido .à importância tanto prática quinto teórica, algoHtm08 para OI'denação têm

sido objeto de.intenta pesquim en ciência da computação. Sabem08, hoje, que o ]ilnite in-
ferior sequencial d:.complexidade pam o problema da Ordenação é O(R log Rj comparações.
l)isto re8ultai imediatamente, que o limite inferior paralelo, uundo R pmce8sadores é:

arderá«(n) 2: O(logo)

bibtem dweau de algoritmoõ pam oMenação em paralelo. O que apresentarem08
aqui não é o que polui o melhor tempo de execução, mas é o de menor custo.

]liea'ema 3.6 aval

melga./Ü(pt) $1 0(1ogit. hgk8n).

Dan. lote a]gorítmo é uma pam]e]bação do a]goritmo nquencia] baleado em ia-
tercalações sucessivas, utili8mdo o algoz'itmo de intercalação do {eonma 3.2. Considen.
plimeirammte, o caw n = 2: pam algum J. O processo é executado de ta] forma que,
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ap68 0 {-édmo estado terem08 2J'f lktm ardmadas diquntu, cada uma com 2í elemento.
Atribündo 2' ptoce3sadorw a cada par de lista e ztilizanda o algoritmo pam inteKalação
do tmnma 3.2, athgimoB o próximo adágio de irei%h ap68 b tempo O(logo). .A or-
denação e8tu'á completa quedo í = j. O tempo de adução da algoritmo é'liiútado
euperioimente por:

t
>l: o(i'g {) É o(]'g ". ]'g].g «).

No cabo geral, quando n não é ema potência de doh em cada estágio haverá em um
extremo um fragmento de hta ordenada. O algoHtnlo acima @ aplica da me8nla mandra
neste can. }

Corol&io 3.0 ]Va]. Para 4 $ 2n. < # m g n(n - 1)/2,

"Ü«'#(B) $1 0«}q« - k8(l/«»{lqJ%n - kwk8(É/nj}).

Dem. Divida o conjunto inicial em wbconjuntos com #/R eJaneat08 cada lzm.
Atribua {&/n)' procwadore8 a cada subwnjunto e ordene-w em log(#/n) pa88% de com-
putação(compare cada elemento com tod« OB outiw em um passo de computaçh, e
determine a Bua p08 ção em mü log(Ê/n) pa8w). Âgom apliquêlog n - Jog(&/R) v;ge; o
algoritmo de intei'colação do corolário 3.5. ' ]

Corolário 8.7 ]Va]. Para 1 < k < n,

a'dmak(R) g 0((& ]og n)/h + ]og t. ]og«n ]og &)/k».

Dera. Divida o coÜunto inicial em # subconjunt08 de tamalib08 iguala e ordene
cda um deles Wuenciahente em tempo O(n/&log(R/#l). Em Ioga e8táda htercde
8ucessivaEawte cada pu de subcoÜunto ordenado, usado o dpritmo do corolário 3.4. A
cada estágio haverá o dúbio de processadores dbponíveis pam cada intercalaçao em relação
ao estágio anterior. Awím, o tempo de execução em cada adágio wM de aproximadamente
n/&. O tempo total, gula pu'a u inteicalações, wrá} então, kle

]q &(Í + ]'g«"' ]'g 1)/1)) - 0«" 1'g ")/] + ]'g A. ].g«" ]'g Ê)/l)). !

3.6 . COMENTÁRIOS F]NA]S

N08 três ploblemu e8tudad08 neste capftujo, obwrvam08 uma mação ente tempo
de execução e número de proces8adoru utilbad08, que é comum na solução de probleniu
em paJalel! Quanto Raaior lor o númem de pmceuadore8 utilbad08, menor é o'tempo de
execução. Confio jí dissemos na seção 3.1, o que se buda, quedo aumentamos o número
de processadores de n, é uma diminuição no tempo de execução de l/n.

Outro.algarismo pam intercalaçao é mconbado em ICI. &te aJgoiitmo é baseado em
inseBões binária e requer tenapo 2 1og(n+ 1) +4(n/p), onde p é o nomeio de piocwadom,
p É n e tl = m.



Apêndice

Introdução a híoddos de
Computação Paralela

A.l-INTRODUÇÃO
Uma motivação para a pesquim em aompdação .Patukla é que podemos encontrar

ci-escimentoB substanciais na velocidade de processmiento wbn os modelo.s clásicos se-
quenciais, na 80Jução de problemas computacional. Uma gl'ande variedade de modela de
Clomputação Paralela têm giro deânidos, e é interessante estuda M relações que eüstem
entre elu, 8 viabilidade de cowtrução de cada ulü, e quais outra modelos de (computação
Paralela podem ser imaginados e construídos.

Og modelos de Computação Paralela diíenm entre si de vária manebm. incluindo
? amado topolqico e a interconexão de deus componentes(pmcwadoi'a). No Modelo
Sequencial de Oomputaçãq o conjunto de in8truçõe8 válida é pr&definidb pelo pz'oce8-
sador. Nos Model08 de Computação Paralela, além) das instruções internas a cada proce8-
8ador, exhtem a8 instruçoe8 enter-proces8adoreB. Estai ímtruções não então pi&deinidu,
e ainda não n abe qual a melhor mmeim de de6ní-lu pam obter um irbom' Modelo
de Computaçh Paralela. Basicamente, a paHh du imtmçõe8 enter-proceuadores é que
8ão deÊnidw os Model08 de Computação Paralela E8tu forma de interconexão entre
08 pioce8udoiw Bão também ímpoümte8 na determinação do potencial de Computaçü'
Pu'dela, e sü deternlinadu pela instruçõB dw Algoritmos Paralldos. Por exemplo, a
instrução 'w o pPoce8sador PJ contém o valor 4 ente) arrume .Í no processador Pk' eodge
que cada pmce8sador tenha acesso a todos @ outrmi enquanto que a imtmção '& toma
g.flor que está em F21 e P2J+i , compara-o$ e retém o maior otíge que cada processador
P: tenha acesso comente aa processadores &J e P2J+t. Ou seja, é a paüh de instruções
destes tipos que deter'mhamos a intaconexão entre08 proce8sadoiu.' podmto, modd08
diferentes de Computação Paralela eoütern, devido aos Algoritmm Pu'alel08 de mture3a
allerente.

E11tr? .o! ?]'hdpab modelos de,Ccünputação Pamje]a então 08 mode]08 SIMD, S]M-
DAG, MÁQUINA VIBTORIAL e MÁqtJiNA DE TURINA AETERN.ADA.'0 nosso ol:Úe-
tivo neste capítdo é de8crwu brevemente e8te8 moddoõ.

60
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A.2 . MODEla 81heD

O modelo $1MD IBWEIM) (Single hdruction Stream, MultipJe Data Stream), tamMm
chamado n)odeio de interconexão âxa, é um 8í8tema compwto por uma unidade de controle
(CPU) e um conjunto de pmcesmdoiu com memória local, interconectadm por uma rede
de interconacão (6gura A.l). Os procwadoru são altammÜ sincmnbadog (Ü nja, toda
os proce8sadore8 devem completar a execução da instmção corrente anta de qualquer
procwador.começar a pr6xinia instmção). A CPU contém o programa a wr executado e
distribui as instruções 'em paralelo' pam os demais procewadoreB.

Fig. A.l - b4odelo SlblD

Um processador paralelo está atino mmente quando alguma instrução é delegada a
ele... Doh plocessadorw paralelos devem wtu' uecutmdo a mesma iwtrução se ambos
está ativw ao mesmo. tufo(Single Instruction). No enluta, eles podem operar 80bre
wlom dbtintm(Multiple Data). ' '

Exempl08 de algorítmos babados no modelo SIMD:

Exerüplo 1: Usado uma atrutum de áwore bíná'ia, podem08 determinar o maior
entre n númeiw dados, iterativamente, coniparmdo cada doh números vi$iiüw e movendo
o.maior para o nó pai. Se aecutarmos simultaneamente todas u compra'anões m mesmo
nível na áwore binária, tem08 um dgoHtmo em paralelo pam determinar o máximo entre
n elementos.

Mab precisamente, considere um conlmto de 2n - l pioce88adon'a interconectado$
em fonna de uma áwore binária com un processador en cada uma das n foüu e em cada

ó interior da áwore. Oomeçmdo com um numa'o em cada processador que está na folha,

.Z .[ .L .Ü .L .L JE .L .L . ..Ü ..L ..L
.L .L .L A

lü pano 2ü pasw
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.L . ..Ü ..Z .
X .L

8 ..2 ..L ..&
a .L

15
$

.IE

W pano 4Ü paço

Píl. A.g - A]8orüxn, pan o a»dolo n&lD

a cada pmo, um pai recebe um elemento de cada um de seu(s) alho(8), compara-os, retém o
nlaiar, e devore o menor (wja âWm agiu)a). Dew maneira o máxho pode 8er tmnderida
até a raiz em lc€2 n operações, em paralelo, de comparação e tmmfelência. Portanto, por
este akoritmo podemos re80lver o problema de achar o máximo de tl elemento em tempo
(paralelo) O(logo) unindo 2a -- l processadores. '

Na senão 3.2 re80hemm este numa problema am tempo O(]oglogR) u8mdo t} pro-
cessadores. PoNm, no modelo utílbado lá (Modelo de Memória (bmpartíÍhada), o acena
à memóHa. de um proceuador por parte d@ outros é irre8trito, enqumto que aqui bá
restrição. Idonualmente, isco jwtifica a ineâdência relativa deste algoritmo.

Exemplo 2: Algoritmo de Batcher IBal para ordenação, apresentado no capítulo ll.

A.3 . MODEla gIMDAG

D modelo SIMDAG IGol (Single ]astmctioa S$nam, Mütip]e Data Stnam, Global
Memory) consiste de uma memória global de aceno aleatório, Um proceBsadar de controle
(CPU), e um coÜunto de unidades de proceuamento pan'ldo (UPP), arranjada como
segue:

t # # $
[ U.PPo ] FUi'R ] ] trP.& ]

Fi8. A.3 - M]odc]o S]MDÀG

(Bst? modal!elp !aw particulu dos Àdbdel08 de Met71óría aomprtiüada ÍSXand Mem
ot' À/Müy IBWEMI). %dm 08 procesgadom 8ão máquinas RAh(Randolü Accw Ma-
chine) com o conjunto de iwtmções usual acrescido pela instruções parallela8.

Afim, como o modelo SIMD, a(T'U contém a8 instruções da máquina, aecuta u
inBtruçõeB 'em 8él'ie' e a8 dbtribui 'em paralelo' para as UPP's. Um ploce8sador paralelo
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edá atino somente quando uma instmção é atribuída a ele. Dok procwsadons ativ
m mimo tempo devem atar executando a mesma in8tmção, e no enlata, podem atm
operando wbn diíerenta valoiw.

Ao contrhio do modelo mteHor, neste modelo não é perrüitido a íntenonexão el tre
os processadoru.

Como exemplo dg aborltmo panado no tilodelo SIMDAG podema citar um algo-
Htmo de oi'denação. %te akoritmo, deúvado do akoHtmo de kauth (leal, pag. 2ã),
é uma paraleli$ação do Bubble80rt. Suponha que os n demente r], ra, .. . ,z. a serem
ordenados estão colocados nu n primeiras poõíçõm da Memória Global. Considere n - l
processadores P] ,Pg, : . . , Pn-l dispostos lineamlente. Suponha que cada procurador 2t
tenha acesso apmu às poBiçõe8 de memória { e { + 1. Ente dgoritmo é compmto de
n fase. Em cada fase 8ão executada n/2 comparações simultânea. Durante uma fase
ímpar, a demente (zi,%),(za,st), . .. são comparados ( e trocou p ições cago
wja necesário ) pel08 proce8sadore Pi , P3) ' ' ' rwpectivanle;te. dutmte uma faw par, 08
elementos.(z? , za), (z+, z'), . . . 8ão comparad08 pela procu8adore8 &, &, . . . mÉctÍm-
mente {veja ãg. abafo).

5 2 .1 4 0 2 5 -1 4 0
\ t \ T

2 -1 5 0 4 ] 2 0 5 4
\ T \ t

-1 0 2 4 5
\ t \ T

1 0 2 4 S

Fig. A.4 - Algoritmo ác ordenação pan o b4adclo SIÀIDAG

Pode-w demostrar que n faces Bão w6cientes pam ordena a frequência dada. Através
deste aJgodtmo podemm, então, rewlva' o problema da oidenaçãa em tempo puaJelo
O(n) usado n -- l proceuadores.

A.4 - MODElo uÁQuiNA VXTORIAL
Uma znáquina vetoHa} IPSO é um modelo que polui uma memória que é um conjunto

de velares de bits arbítmriamente longos e cujo piogmma é um gm$o dirigido Êníto com
um vértice inicial e um conjunto de véüiceB de aceitação. Os véüice8 do grão 8ão fomiad08
por cada uma das seguintes instmções ou asserções:

(i) .A -. Conófante, uma hstmção pam amuenar am vetar de bit constank no
registro Á.

(ii) .Á '--, .B e .A - BAO', operaçõa boolemu bit a bit em puaielo.
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(iii) ..4 -" .B 7 O' (J -. .B J (?), dedocamento de .B paa a esquerda (dilecta) de a
pmiçõw. No dalwanaento pam a esquerda M posições vaga são prwaçhída$ cona leram,
e no deslocamento para a digita os bits que caCEI fora do iegi8ti0 8ão deKadadoa.

(iv) .Á =0 e .4# 0.
É adorada a tradicional convenção de escrever a sequência de bits da direita pua a

esquerda..

Uma C?omp&tação .Aaffátle/ na Mláquina Vetorial é um paueío que vaí da vértice inicial
até dgunl vértice de aceitação.

CeH08 regístrw são de8ígnados como ndõfíu de e mdü. $e um programa mencioTia
m regi8tros .ÁI, J2, . . . , .Xml então unia wnlígumç(íb consiste de um n6 do gi'afo e vetou
de bits t/l , u2t ' . . t u,« que especificam o conteúdo atua] dos regktros .ÁI , Á', . . . , .4..

Uma máquina vetoiiaJ defefmiil&f é td que pam qualquer vértice € qualquer con-
figuração apeou uma u'esta pode nr seguida. Portanto, em uma máquina vetorial de-
terminí$tíca o único véüice com mah de uma uegta de Balda é aquele com u awrçõa
.d=0 e .4#0.

No programa exemplo abaixo usamos também as operaçõa bolemu V e O(ou ex-
clwivo), porézü, elas podem 8er derívadu de A e «' pelas identidade:

.4V.B =n « A(N.B))
.4 © B = (.Á V B) A («, (Á A .B))

Exemplo de pT'ogmma em Máquina Vdorial: Soma de dok número .A e .B em bínái'io

G+.-..ÁA.B
P +.....A v.B

.R --.ÁO.p ©(a'l'l

a-.av((aT4AP)
P .-- P A (p 'T .D;
.r -. .r 'r i;
FÍI, A.6 Pro8run& em M:&luinK Vctorial põm somar dois números

No anal da execução a goma de A e B está armazenada no registro R
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O hço no programa calcula o vetar G que é o vetar de 'vai um'
que a compleúdade de tempo deste algoritmo é OGog n) ÍPSÍ.

P(de-n demon8tmr

..&.$ . xConELO uÁQum.A n:E vua.mc .Almxx.An.A ( mlx )
.4#efllaçáo é uma generalbação do conceito de Dóo-deíer7z3}nümo no qual quanti6-

cadoi'es existencial e univei'saia podem alterou durmte unia computação.

O conceito de Bãa-delermã i mo tem de8empellbado impodante8 papéb na 'l'mHa da
Computação. Por exemplos Da llnria de Linguagem Fbnnak, certas c]as8a de ]inguagen8
têm lido caracterbadu em teimas de aceitação por aut6mat08 não-detemliníáicoE; Em
teoria da complexidade, o conceito de não deteruüininnlo foi a ban para a impoHante noção
de completícidade ÂTP

No cabo de máqúnu não det;em)inbticu, a8 1eeru de transição perlútem que ima
m-6g«.,çà . dê o4g'm a.váHu m-âg«-~gõa P-, '. . , PI eu u; p'"' d' "«ini,ção;
Por deÊniçãq a configtulação a é Gaita se e nmente 8e existe um Buceemr Pf que ]wa
a uma aceitação.. Além desses 'estados exbtenciab', uma MTA pode também incluir
"edd.m uahrenak'. Em um est o univerelal, uma. cánÊguraçh a pode nwamente dar
origem às conâgurações Pt, . . . IPh em um pago de compu açao ma8 agora a é aceita se e
wmeate 8e toda w wcessores P- l . . . ,PA são aceit08. Uma foM8ação dedo ideia rwuJta
na definição da Máquina de Tbi'hg Alternada (MTA). '

De6níção. Uma ÀáZg & 7bH g .Álferfiada ICSI é uma 7-upla

M' = (x, Ç', .p,C í, ®, g)

K é o número de Êtas de trabaho.
Q é um wnjunto Êníto de e8tadoe,
E é um Mabet' de wt,,d, (. ' # E é «ma «ua de 6« de «dela ),
I' é um aKabeto de trabaüo( # C I' pepi'venta um espaço em bra;oo),
6 ç.(? r F' x ÇE u Í!}» x (Q x (I' - {#})* x {l,RJhi) é a «m áe t-«içü,
ço € Q é o atado hícial.
g :Q -. {A,v, ', ,}.

Se g(g). = A (V) então q é dito ur um usado universal (existencial).
A MTÀ tem uma Êta de entrada. onde é permitido scünente a leitura, e K fita de

tmbaJho, inicialmente vaias. Um paga de compilação cm M con8i8te eni ler um símbolo
de cad! fita, escrever um símbolo em cada âta de trabaho, mover cada cabeça de leitura
ama célula pam a esquerda ou dipeítq e enüw num novo estado de acolho com a relaçh
de trm8ição i.

Deüníção. Uma coti@tlmção de uma MTA M é um elemento do tipo

Cx = Q x E" x «I' - {#})')ê x NU':

Representando o.estado anual, a entrada., o conteúdo du K âtu de trabalho, e u X +
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conâguraçü a\ então dbema. que !r é conág«ta ão %Mt,eród (ed8ün.cfd) 8e q é um
®,do univerml (eütencial). A wn& wü f cW de M cow e;tenda z é ' '

'M(s) =(%, z, À, . . . ,À,0, . . . ,0)
'+--lb.p--r 'h--l-.P«

Onde À é a Wvm vaia.

Uma configunbção npiewnta uma aescúção instalara em dgunl ponto, em unia
computaçã).

. Dl6nição: Dada uma MTX M, di$eala que .8 é .f8ce380f de a (a - .8) se a con-
figuração P é obtida de a eDÜ um pa880 .de conüputação de M de acolho com a regra de
tradição ó. O /«Àa n.fkdpo f wilioa de .--, é denotado por -''.

Uma óegtíêmia & comp8taçõa de M sobre z é uma sequência aO H al n . . . H a..
onde ao = au(z}.

A deâaiçh de aceit%ão pan uma MTA é feita de modo a captuiu a 8%unte ideia:
O provem de computação n Meia na con6guração idcia] a(z). A'seguir, 8e Jprocesm n
encontra em uma configuração exbtencial a, e Pí, . . . , P. sãotodu as configuraçõu que
podem.8er alcmçadu a parir de a em um pasm de computação, então este proce8m u
subdivide em m plocessoB distintos que buscam Bimultmeamente uma acdtação pan. cada
Pi. Alguns desta pmcessos podem sa' inânitm, mu oe pelo menu um é aceito, então a
também é aceita. Se o proce8s0 8e encontra em uma configuração universal a/, então üí é

Krá feita aqui, ma8 pode ser encontrada em ICKSI.
Um exanpJo de aplicação de MTX encontra-se no estudo de jog08 combinatoriais

de duas pe8soul O problema. aqui é estabelecer limites de complexidade computacional
pam reconhecer o conjunto de poaíçõn a parti' da qual um jogador(o primeiro, por
exemplo) sempn vmc! !.Jogo. este pnblema pode oer resohido explorando a cona(ao
najul aütente entre MTA'B.!joga que pode 8er n'sumida no seguinte: .M conâgulaçõe8
exktenciais(universais) da MTA correspondem a poBiçõeg a parir da qual o jogador l
(jogador 11) lega a vw pam joga'. Para entes piobJema8, as wnfigaraçõa da MTA podem
8er vistas como uma áwore onde pam uma conâguração a os deus mceesore8 P] } . . ,P& são
seus âü08(veja exemplo abaixo). l.ogo, a MTA pode também ser considerada como uma
máquina que trabalha em paralelo onde u filh08 Pi, . . . ,l0& de a buscam uma aaítaçh
81nlultanea. Colnunicaçoes ocos'em 801i)elite entre pais e filhos. aros teJ' sido aceito ou
rqeitado, cada alho .Pi comunica o iwultado ao pai a. a combina u n8postas dependendo
d0 8eu rótulo existencial ou universal, e comunica, por sua vez, o resultado a0 8eupal.

Pam ilmtru esta idéia, colidem os .logos sobre fómiulu propooicionab. Ne8te8
joga, a posição inicial é unu f6mlula pioposiciona] e una atHbuição de vaJoiu ]ógicoB às
vadáveb boleias. Um mwimento no jogo é a troca do valor ]ódco de alguma variável, e
o vencedor é o que fu primeiro a íónmu]a ter como iesu]tado o v ]or lógico veMadeho.

Suponha que a fórmula mla

.E = (r V4 À (r A y)
e que a atribuição de valoru squ
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z=/. g=& z=/(F=/a/80,T=ucrüddfo).
Relembn que o que queremm é determina um conjunto C a punir do qual o jogador l

sempre.wnce o jogo. Vamos supor que o jogador l inicia o jogo. A áwore de conâgurações
pam esta fómiula está apie8entada na figura 1.6 onde cada n6 tem a seguinte notação

.iuultado

boleana

A «miava '®'do' «.ume vd«a « codu-t. (.,u,%,} e aa i-fo,«, H ate wtüo é
«d,te«ial (e), u-i««,l (u), ut,do 6nd áe «;it;éão '(a) « «jeiçã. (r). A «aMvel
'bndfdo' «.«me "d«a.« c.dmb(P,T) e -a M.m, H o .«ütü. d, exp""ã'
bmJeana é faço (F) ou verdadeiro (T). '

O final ® do lado esquerdo do n6 significa que efta configun3ção peHence m codunto

® l (.P v p} ÀIÍÀ©
ez--' l,:, .g=T

(r v .n A (r A p) (}'v j')A(.FA r) ®

=T

(T v F) .A (T A T) (TvF)A(T».T) .y=?

F

® l (I' v r) A (r A .p) ® [gy 71) A (.p AÍ]
8 .F=F

(T v 7') A (r A 7") (rvT)A(rAr)
FI. .A.. - 4«.n d. .«6'-«,õ', p''' ' '',«-l, Z = (z V ,) A (z A 3r)

Obsewe que neste exemplo, como a conâguração inicial pertence a C, exbte uma
ut tégía que garante que o jogador l sempn ganhe o jogo.

A.6 . CO]WENTÁR]OS F]NAB
Nas 8eçõe8 anteríore8 introduBím08 quatro model06 de Computação Paralela. Existem

outiw ainda. (bmo já foi dito, un grade objetivo a ser atingido é á detemliaação de um
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bom modelo com relaç& a viabilidade de coutmção e implementação de algoritm06. No
momento, o modelo SIMD é um cmdidato mais forte do que og outm8, pois 8mdo unl
modelo de 1 teiwnexão Fixa, sua viabilidade de construçü parco 8er maior anualmente.
Nos modelam mais recentes, conhecidos como Modelo de Memórias Compartilhada (nesta
dose 8e encontra o Modelo SIMDAG), cada processador tem acesso a memória, dos outros
procasadores. A implementação de um modelo deste tipo não é viável a curto pm$o
IBWHM).

Na busca por um bom modelo foram encontrada equlv lênciu entre modela já e-
xi8tentu e 8iDauiaçâo de aigua8 modela por outra. Ru$BO frui matrou a equivalência
ente os modelos Chcuitos Booleanos Uúíom)es e Máquina de Turina Hternada. Mais
pmcisamente, ele mmtlou que qualquer um des8w model08 pode Ber símüado pelo outro
em temo liceu.

Outro fato impoHante a rmpeito de Model08 de Computação é a chamada rege d
Cbml)ilação .Paralela que se I'cume no nguiate: Tempo em Máquina Para)ela edá poli-
nomialmente relacionado a nlpaço em Máquina de Tül'hg. Mlab preci8amwte,

lbse da Computação Pualela IGol. Para qualquer função T(n),

'.«.P' ' P"d'J. (7"'(")) : U .EW«.(T'(")),
BQ

onde A é inteiro positivo. Esta a6miação não foi demonstrada pua o cam geral, mu já
w cabe que os m;dela SIMD, SIMDAG, MÁQUINA VETORIÂL e MTA 8atisfuem uta
teu IGol.

Uma uáliw dw algoritmm apresentados n08 apftulw mterioiu mostra que: O ]no.
dela subjuente aw algoHtm08 d% capítulos l e ll é o modelo SIMD, wqumto que aw
akoritmos do capítulo 111, o modelo subjacente é o SIMDAG.
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