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"Há quem fale 

Que a vida da gente 

É um nada no mundo 

É uma. gota é um t.empo 

Que nem dá um segundo ... 

Há. quem fale 

Que é um divino 

Mistério profundo 

É o sopro do criador 

Numa atitude repleta de amor ... 

Você diz que é luta e prazer 

Ele diz que a vida e viver 

Ela diz que melhor é morrer 

Pois amada. não é 

E o verbo é sofrer ... 

Eu só sei que confio na moça 

E na moça eu ponho a força da fé 

Somos nós que fazemos a vida 

Como der ou puder ou quiser ... 

Sempre dcs~jada 

Por mais que e.i;t~ja errada 

Ninguém quer a morte 

Só saúde e sorte ... 

E a pergunta roda 

E a cabeça agit.a 

Fico com a pureza 

Da respost.a das crianças 

É a vida, é bonita 

E é bonita ... 

Viver! 

E não ter a vergonha 

De ser feliz 

Cantar e cantar e cantar 

A beleza de ser 

Um eterno aprendiz ... " 

Luiz Gonzaga do Nascimento Júnior [1945-19911, em "Eterno Aprendiz" 



Resumo 

Jesus, W. C. Abordagem 3D de acompanhamento de interface para a simulação numérica 
de escoamentos bifásicos com ferrofluido e surfactante insolúvel. 2014. Tese {Doutorado) 
- Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2014. 

A compreensão da dinâmica interfacial de escoamentos bifásicm; dominados por forças de tensão 
superficial e ou controlados por um campo mag11étko permite predizer as propriedades do escoa
mento em muitas aplicações práticas importantes tais como a entrega de fármaco num organismo 
vivo. Surfactantes e ferrofluidos tem um papel importante no controle desses escoamentos alterando 
a tensão superficial e permitindo o direcionamento por um campo magnético, respectivamente. Si
mulações numéricas de escoamentos bifásicos contendo esses elementos são uma abordagem eficaz 
para um melhor entendimento e são um suplemento valioso para testes, experimentos físicos e no 
desenvolvimento de novas aplicações. A dinâmica desses escoamentos transientes incompressíveis 
bifásicos com fases imiscíveis é modelada pelas equações de Navier-Stokes. Nesses escoamentos 
assume-se a existência de uma interface de separação sujeita a uma força de tensão superficial que 
sofre influência da conceutrnção de um elemento surfactante insolúvel, distribuído por uma equação 
de advecção-difusão sobre a interface. Além disso, se uma das fases é um ferrofluido e a outra 
um fluido newtoniano, isotérmico, não maguetizável e não condutor existe uma densidade de força 
maguética calculada considerando-se as equações de Maxwell para um fluido não condutor. As prin
cipais forças externas atuantes são a de tensão superficial (de contato) e a magnética (de corpo). O 
domínio eulnria110, um paralelepípedo, é discretizado com uma malha bloco-tistruturada composta 
por refinamentos localizados empregando uma técnica de refinamento adaptativo de malha AMR 
(Adaptive Mesh Refinement} com operadores difenmciais específicos para essa malha. O domínio la
grangiano, a interface de separação, é representado por uma malha não cstrntm·adu. wm triângulos 
geod(isicos onde um esquema de volumes finitos é empregado para resolver a equação da concen
tração de surfactante. Uma interpolação e uma otimização para uma malha que se deforma no 
tempo são desenvolvidas para representar esse donúnio e utilizar o esquema de volumes finitos. A 
metodologia. numérica para a solução do escoamento incompressível bifásico é baseada num método 
de projeção que desacopla a velocidade da pressão. No tempo, as equações são discretiza.das por um 
esquema semi-implícito baseado numa metodologia implícita-explicita (IMEX). Os domínios eule
rianos e lagrangiano são acoplados de maneira discreta pela definição de uma função distribuição 
(função delta. de Dirac discreta.) que permite a construção dos operadores espalhamento e interpo
lação discretos, intrínsecos do método da fronteira imersa utilizado. O movimento da interface de 
separação entre as fases é realizado por um método de dois estágios com passo variável. A força 
interfacial é aproximada para cada elemento triangular da malha lagrangiana e na presença de uma 
fase c:om ferrofluido a. força magnética é calcula.da. nos elementos de malha composta euleriana com 
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diferenças finitas. A metodologia empregada é verificada numericamente por meio de uma análise de 

convergência numérica usando a estratégia de "soluções manufaturadas", avaliada quanto ao custo 

computacional e validada pela comparação com resultados de experimentos em laboratório e outros 

resultados teóricos ou numéricos da literatura. A dinâmica de surfactante apresenta excelentes pro

priedades de conservação de massa de surfactante em todos os casos considerados (com predsão de 

máquina sob certas circunstânc:ias). A metodologia numérica é aplicada ao estudo de gotículas de 

ferrofluido num escoamento cisalhante na presença de um campo magnético externo. Esse estudo 

se concentra nos efeitos da magnitude de campo magnético e de surfactant.e sobre a geometria e~ 

orientação da gotícula. Tais estudos e a conservação de massa de surfactante em uma metodologia 

totalmente tridimensional são inéditos na literatura e pretendem contribuir para ampliar e desen

volver os estudos de manipulação de gotículas de fcrrofluido na presença de um campo magnético 

externo. 

Palavras-chave: surfactante, ferrofluido, volumes finitos, otimização de malha. 



Abstract 

Jesus, W. C. A 3D front-tracking approach for simulation of a two-phase fluid with 
ferrofluid and an insoluble surfactant. 2014. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e 
Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2014. 

Understan<ling the interfacial dynamics of two-phase flows domina.teci by smface tension forces 
and or coutrolled by a maguetic field allows to predict the flow properties in many important prac.:
tic.:al applic.:ations such as drng delivery in a living organism. Surfai:tants an forrofluids plays au 
important role iu c.:outl'Olling these flow modifying the surface tensiou and allowing be directed by a 
maguefü: field, respec.:tively. Numeric.:al simulatiuns of two-phase flow containing these elemeuts are 
an effec.:tive approad1 to better understa.nding a.nd are a valuable supplement lu lcst: , physic.:al ex
periments and the development of new a.pplications. The dynamic.:s of iucompressible tra.nsient two
phase flows with immiscible phases is modeled by Navier-Stokes equations. ln these flow we assumes 
the existence of an interface between phases subjected to a force of surface tension that is influenced 
by the concentration of an insoluble surfacta.nt distributed by an advection-diffusion equation on 
the interface. Furthermore, if one of these phases is a ferrofiuid and other is a Newtonian, isother
mal, non-conductive and nou-magnetizable fluid exists a magnetic force density calculated based 
ou Ma..xwell's equations for a nou-conductive fluid. The main externai forces acting are the surface 
tension (contact) and magnetic (body). The Eulcrian domain, a parallelepiped, is discretized with 
a compused block-structured grid with refinements ca.pabilities employing a technique of adaptive 
mesh refinement AMR ( it Adaptive Mesh Refinement) with specific differentials operators to this 
grid. The Lagrnngian domain, the interface between phases, is represcnted by an unstructured mesh 
composed by gcodesic triangles where a finite volume sc:heme is employed to solve the smfactant 
concentra.tion equation. We developed an interpolation and an optimi:t.ation for a evolving mesh in 
tlrn time to rnpresent this interface and apply to the fini te volume scheme. The numerical approach 
to solve these two-phase iucompressible flow is baseei 011 a projection method which decouples lhe 
velocity aud pressme. ln time, the equations are discretized by a semi-implicit scheme based ou 
an implicit-explicit (IMEX) methodology. The Eulerian aml Lagrangian domains are c:uupled in 
a discrect manuer by defining a <listribution function ( discrete Dirac delta fuuctiou) whid1 allows 
us ihe coustructiuu of discrete scattering anel iuterpolation opera.tu1·s intriusics of the immersed 
bouuda.ry method. The evolution of the interface betwecm the phases is performed by a two-stage 
method wiLh a variable time step. The iuterfacial force is approximate<l to each triangular elemeut 
of Lagrangian mesh and in the prescnce of a µhase with ferrofluid the magnetic force is calculated 
in Eulerian mesh elements by finite differeuces. The numerical methodology is verified numerically 
by numerical convergeuce aualysis using the strategy of" manufactmed solutions", eva.luated on 
the computational cost aud validated by comparison with results from laboratory experiments and 
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other theoretical and numerical results in the Iiterature. Tbe surfactant scheme provides excellcmt 

properties of conservation of mass of surfactant in ali the cases considered ( even to machine preci

sion under certain circumstances) . The numerical method is applied to study a forrofluid droplet 

flow shear in the presence of an externai magnetic field. This study focuses 011 the effects of Uie 

magnitude of the magnetic field and surfactant on the geometry and orientation of the droplet. Such 

studies and the conservation of mass of surfactant in a fully 3D methodology are unprncedcmtcid in 

the literature and are intended Lo help expand and develop the study of manipulating droplets of 

ferrofluid in the presence of an externa} magnetic field. 

Keywords: surfactant, ferrofluid, finite volume, mesh optimization. 
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Capítulo 1 

Introdução 

A compreem;ão da dinâmica interfacial de sistemas bifásicos controlados por um campo mag
nético e ou dominados por forças de tensão superficial permite predizer as propriedades do escoa
mento em muitas aplicações práticas importantes tais como a entrega e manipulação de fármacos no 
corpo de um organismo vivo. A entrega de fármacos é um importante componente do tratamento de 
doenças tanto do ponto de vista comercial como científico, assim como o método utiliz"ado tem um 
efeito significante na eficácia. Nos últimos iilloS, muitas pesquisas têm-se dedica.do à criação de novos 
sistemas de entrega de drogas com o objetivo de direcionar o fármaco para um local específico, de 
tal modo que o fármaco é liberado a uma taxa controlada e no momento desejado exato (BarakaL , 
2009). A entrega de fármacos de maneira locafüada (dmg ta1yeting) surgiu como urna das tecnolo
gias modernas para a entrega de medicamentos (Tord1ilin , 2000 ). A entrega localfaada em regiões 
específicas do corpo simplifica o procedimento de administração, reduz a quantidade necessária 
para atingir níveis terapêuticos, diminui a concentração de fármaco em locais que não sejam alvo 
(possivelmente reduzindo os efeitos colaterais) e, essencialmente, aumenta a concentração da droga 
em locais alvo {Eeckman d al. , 2002; Etrycl1 et al. , 2001 ; Liu et al. , 2005; Sunderland et al. , 2006 ). 
Existem muitas abordagens diferentes para a entrega direcionada de fármacos (taryeted dmg deliv
e1-y), as quais são classificadas em três categorias: abordagens químicas, que incorporam sistemas 
de distribuição e permite direcionar para regiões alvo específicas ou órgãos baseando-se na previsão 
da ativação enúmática, abordagens biológicas, que envolvem a entrega do fármaco através de um 
sistema transportador, por exemplo anticorpos, e abordagens físicas, que exigem que o fármaco seja. 
confeccionado usando um dispositivo de entrega de partículas (por exemplo, um magneto), No úl
timo caso, a liberação do fármaco depende da localização ffsic:a das partículas. Sistemas magnéticos 
de entrega direcionada e manipulação de fármacos são métodos promissores que permitem a entrega 
de fármaco em áreas alvo e permite fixá-lo nesta região com o auxílio de um campo magnético. Tipi
camente, o fármaco e um componente magnético adequado (em geral nanopartículas magnéticas) 
são usados na elaboração de um elemento farmacológico estável ( entre eles os chamados fen-oflui
dos biocompatíveis). Uma grande variedade de polímeros carregadores tem sido desenvolvida para 
controlar a liberação do fármaco (13rauuou-Pc>ppas e Bland1ette , '.W04). Nanopartículas magnéticas 
podem ser usadas numa grande variedade de aplicações biomédicas (Paukhurst et ai. , :2003), desde 
como agentes de contraste para uma ressonância magnética até para a destruição de células de 
câncer por meio do tratamento de hipertermia (Fig1ua 1.1). 

Ainda para o tratamento do câncer, na quimioterapia é preciso balancear eficácia e toxicidade. 
Uma série de estratégias têm sido desenvolvidas visando resolver esse balanço com o uso da entrega 
de fárm.u:o direcionada com partículas magnéticas. A primeira terapia clinica para o câncer usando 
parlfc:ulas magnéticas aplicada em humanos para o tratamento de câncer em está.gio avançado 110 
fígado foi rnportada. em 1990 na Alemanha ( Lülibe et al. , 1996). A maioria destas 11.plica<;ões exigem 
interações bem definidas e controláveis entre os componentes envolvidos (Barakat , 2009) (muitas 
das vezes os c:ompouentcs estão preseutes num escoamento em que uma das fases é um componente 
magnético diredona<lo por um campo magnHico). A Figura 1.2 ilustra uma ovelha sendo tratada 
de doenças localizadas nas articulações com um magneto extracorporal (fixado com curativos em 
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Figura 1.1: Estratégia terap~utica u1Jando partícula/J magnéticas. Nanopartículas magnéticas são 

injetadas no corpo por um sistema de entre,qa de fánnaco, "dru,q-delivery system (DDS)". As nanopart{cv.la,q 

ma,qnética,q podem ser usadas como ferramenta para o diagnóstico de cdncer realizado com 1'ma ima,qem da 

ressondncia ma_qnética, 'ma,qnetic resonance imagin_q (MRI)" usando 1'ffl aparelho de "magneto impeddncia 

{MI)". A hipertermia (hyperlhennia), .mperaquecimento da região do tumor que facilita a morte das célula., 

cancer{.qenas, pode ser induzida pela alteração do campo ma,qnético na., nanopart{culas como medida terapb,

tíca. Des.rn maneira nanopart{culas magnéticas podem ser usadas no dia.gnóstico e cnmo medida terap~utica 

paro o ciincer. Adaptado de Bamkat (2009), com licença de reuso. 

azul) responsável por fixar o fármaco na região {Hoffmau-Amtenl>rink el al. , 2009). 

A Figura 1.3 ilustra uma válvula aplicada no olho de um coelho com partículas magnéticas 

usa.da. no tratamento do glaucoma, neste caso a fixação do elemento magnético é parcial e p,gt,;í. 

limitada a pressão do lfquido do olho. Quando a pressão do olho excede a força magnética que atrai 

o elemento magnético, a válvula abre-se e o líquido no interior do olho é expelido reduzindo B.!isim 

a pressão do olho que agora é menor que a força magnética. que atrai o olemento magnético t! a 

válvula, mais uma vez, fecha-se (Pasdmlis d al. , 2013). 

Ainda no contexto de tratamentos de doenças no globo ocular, encontramos o tratamento do 

deslocamento de retina (.Mefford et al. , 2007} o qual, vale destacar, motivou grande parte do presente 

trabalho. A Figura 1.4 ilustra o olho humano com algumas de suas principais partes em destaque, 
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Figura 1.2: Nanopart{culaa magnética,9 com medicamento foram injetada.9 naa articulaçõe.9 e mantida.9 
po1· m,igneto., permanente., extracorporai.<1 fixado., por curativos. Adaptado de Hoffuwn-Amtenbrink et ai. 
(2009). 

Figura 1.3: Implante de uma válvula com /erroftuido no olho de um coelho confeccionada paro o 
trotamento de glaucoma. Seta preta indica o túnel auh-conjuntival sobre o tubo da válvllla. ( A conjuntiva 
é uma membrana muco.qa pre,qente no.9 olho.9 dos vertebrados que reveste a parte interna da pálpebra e a 
superfície exposta da córnea, revestindo igualmente a parte posterior da pálpebra que prolonga-se para trás 
para recobrir a esclera, veja Fi_qura 1.4). A) O inv6lucro permanece no exterior na parte inferior do fundo 
do fórnix. B) Escoamento do humor aquoso é mostrado no coelho vivo. Adaptado de Pt1,9c/rnJis et nJ. (2013), 
r..om licença de reu.9o. 

entre elas a retina, o coróide, o humor vítreo, a esdera. O descolamento de retina é a maior causa de 
perda de visão em adultos. Isso acorre quando a retina separa-se do coróide, resultando numa morte 
eventual da retina e subsequentemente perda da visão. Como parte normal do envelhecimento, o 
humor vítreo normalmente está sujeito a liquefação, colapso e separação da retina (Fom; e Wheeler 
, Hl82 ; Larsson e Õsterlin , 1985) como representa.do na Figura 1.5. A separação do humor vítreo 
pode resultar na formação de uma abertura na retina no lado de adesão entre a retina e o humor 
vítreo (Spencer et ai., l!J7U). A abertura da retina produz um caminho para fluido vítreo para 
passar através e por baixo da retina, aumentando a sucção de atração da retina para o coróide, 
assim deslocando a retina a partir do coróide (Sclu.>pem, e Balm , 1950) (Figura 1.5). A incidência 
anual desse tipo de deslocamento de retina regmatogêuico ( quando o fluido da cavidade vítrea passa 
através de uma. ruptura na retina) em algumas populações estudadas varia de 6.9 a. 17 .9 casos por 105 
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Figura 1.4: Corte sa,qital do olho humano mo.,tmndo a retina (retina), o coróide (choroid), o humor 1}{trcn 

(vitreoWJ humor), a esclera (selem). Adaptado de Shenvood (2010). 

habitantes (Haimann et al. , 1982; Laatikainen et al. , 1!)85; Limeira-Soares e.t al. , 2006; Rowe et al. , 

1999). Os tratamentos disponíveis atualmente para deslocamento de retina falham em até 1/ 3 dos 

pacientes com casos complicados de deslocamento de retina, resultando numa perda parcial ou total 

da visão de milhões de pessoas em todo o mundo (Meffonl d al. , 2007). Um procedimento cirúrgico 

alternativo com ferrofluido é proposto para o tratamento do deslocamento da retina. O objetivo 

do procedimento sobre a retina é fechar seus orifícios, prevenindo que mais fluido escoe no espaço 

abaixo dela, permitindo seu reposicionamento (Dailey d al. , 1999). Uma pequena quantidade de 

ferrofluido é injetada na cavidade do humor vítreo do olho e guiada por um campo magnético 

permanente inserido no lado exterior da parede da esclera do olho. A gota desloca-se em direção ao 

lado do olho, até que ela possa selar o orificio na retina (Dailey, 2003; Dailey P.l al. , 1999), a Figura 

l.(i ilustra o procedimento. Entender o movimento de uma gotícula enquanto migra no interior 

do olho e o campo magnético necessário para atrair a gotícula num tempo razoável são fatores 

importantes para o sucesso do procedimento (Mefforcl et al. , 2007). 

Simulações numéricas de problemas qne envolvem escoamentos bifásicos com uma das fases 

sendo um ferrofluido fornecem uma abordagem alternativa eficaz para obter um melhor m1tcmdi

mento sobre o comportamento de gotículas de ferrofluido sob a ação de um campo magnético 

(Shi et al. , 2014). O desenvolvimento de um modelo numérico capaz de simular com precisão os 

escoamentos interfaciais de ferrofluido é um suplemento valio:-o para testes e experimentos físicos e 

no dP.senvolvimento de novas aplicações de ferrofluido (Lee et al. , 2010). O Capítulo 1 encontra-se 

assim distribuído: os objetivos estão listados na Seção 1.1; as propriedades de surfactantes e algu

mas metodologias numéricas são aprescmtadas, no contexto de surfact,antes insolúveis, na Seção 1.2; 

de maneira similar, ferrofluidos e uma breve revisão da literatura d<? metodologias num(~ricas são 

apresentados na Seção 1.3; algumas relações da combinação de ferrofluidos com surfactantes são 

abordadas e metodologias numéricas nesse contexto são citadas na Seção 1.4. O presente capitulo 

termina com a descrição da estrutura do trabalho na Seção 1.5. 

1.1 Objetivos 

A metodologia numérica aqui empregada teve inicio com os trabalhos de íluma (l!J!JG) e 

Roma et al. (1999) com os quais foi introduzida uma versão adaptativa do método da fronteira 
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Figura 1.5: Acima a degeneração no humor vítreo ("vitreous gel'1, abaixo o local da adesão ("adhesion 
site") entre a retina e o humor vítreo e sv.bsetJ1tentemente o dilacerar da retina (''retina tear") seguido do 
deslocamento de retina (''retina detachment'1. Adaptado de Dailey ct al. {1999), com licença de reuso. 

imersa para a resolução de um escoamento bidimensional incompressível descrito pelas equações 
de Navier-Stokes para um fluido monofásico. Villar {2007) e Ceniceros et al . {20101.i ) estendem o 
trabalho de Roma e colaboradores para um escoamento transiente bifásico bidimensional e, em três 
dimensões, Ni>s (2007) e Ct>uicPrn:, Pi al. (2010a) empregam refinamento adaptativo de malhas 
(adaptive mesh 1·efinement {AMR)) para modelos de campo de fase ao invés do método da fronteira 
imersa. Recentemente, Pivello {2012) e Pivellu et al. {2014), tendo por base o trabalho de Nós e 
colaboradores, implementam o método ela fronteira imersa em três dimensões para simular wn es
coamento transiente bifásico de ascensão ele bolhas. O presente trabalho parte da implementação da 
técnica AMR e do método da fronteira imersa, reafuados por Pivcllo e colaboradores, incorporando 
tanto a dinâmica. de surfactantes insolúveis quanto a. contribuição de um tensor magnético. 

O trabalho ora prc:;c11te pnitcude cleseuvolver o arcaboiço teórico e numérico uectJssários a futuras 
simulações computacionais da clin!l.mic:a de surfact1u1tcs, ela distribuição do campo lllll.b'llêtico no 
domínio e da evolução da interface de scparnção em um escoa.rueutó bifásico visando ao auxílio do 
plancjmnento de sistemas de entrega e de manipulação de fármacos no organismo. Ele tem como 
principal objetivo de..o,;envolver uma. metodologia. que tenha. a maior acurácia e eficiência possfveis, 
com as forramentas a que propõe-se empregar, para simular computacionalmente a dinâmica dc1 
escoamentos transicntes iucompressívcis bifã.-;icos com fases imisciveis, cuja interface de separação 
está sujeita a uma. força de tensão superficial sujeita à influência da concentração de um elemento 
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Figura 1.6: Procedimento cirúrgico para o tratamento de dealocamento de retina com feJTOftu

ido: (1) Um ma,qneto permanente (a) r.om um campo ma,qnético pré-alinhado., é color.ado na extremidade 

próxima ao deslocamento de retina (b), (2) uma ,qot<c1lla de ferroffoido ( e) é injetada no humor v{trr>.o, (3) 

atro{da pelo magneto a ,qot{cula de ferrofluido fecha o orif{cio na retina e (4) o corpo absor11e o l{quido 

acumulado abaixo da retina. Adaptado de Metford ela{. {2007), com licença de rcu.,o. 

surfactante insolúvel. Uma das fases pode ser um componente ferrofluido e a outra fase um fluido 

newtoniano, isotérmico, não magnetizável e não condutor de eletricidade. Nesse escoamento as 

principais forças atuantes são a de tensão superficial ( de contato) e a magnética ( de corpo). 

São os objetivos espedficos: 

l. incorporar a dinâmica de surfactante insolúvel com uma equação de advecção-difusão sobre a 

interface com boas propriedades de conservação de massa total do surfactante, 

2. incorporar na força de tensão superficial a contribuição da concentração de surfactante; 

3. discretizar e incorporar o tensor magnético ao modelo atual para a simulação de escoamentos 

com ferrofluidos. 

1.2 Surfactantes 

Surfactantes são componentes químicos anfifílicos ou n.nfipáticos, isto é, possuem uma parte 

com afinidade para um meio apolar e uma parte com afinidade com um meio polar. Suas moléculas 

formam monocamadas orientadas na interface e mostram atividade superficial (em geral reduzem a 

tensão superficial ou interfacial do meio no qual estão dissolvidas). Algumas vezes, surfactantes são 

definidos como moléculas capazes de associar-se na forma de micelas (um agregado de moléculas 

numa solução coloidal, tais como os que são formados por detergentes). Esses componentes são 

chamados surfactantes amphiphiles (do grego amphis: ambos, philía: amor, amizade), agentes ativos 

na superfície, tensoativos, ou na literatura muito antiga, sais de cadeias de parafina (paraffin-cn.n.in 

salts) (Schramm, 2000, p. 5). O termo surfactante é o termo empregado na maior parte dos trabalhos 

estudados e o adotado pelo presente trabalho. 

A interface entre fases imiscfveis é raramente limpa e a presença de "impurezas" (surfactantes) 

pode interferir consideravelmente na dinâmica do sistema por alterar as propriedades da ten

são superficial. Isso é particularmente verdadeiro quando uma fração considerável da massa total 

do sistema está presente na interface das fases ( e.g. emulsões, espumas e na dispersão de sóli

dos) (Rosen e Kunjappu , 2012, p. 2). A compreensão da dinâmica interfacial rp,sultante permite 

predizer as propriedades do escoamento em muitas aplicações práticas importantes t.ais como o 

controle do tamanho de gotas em medicamento (FreitHs d cil. , 2005), no tratamento de várias 

doenças do pulmão associadas com anormalidades com surfactantes (Griese , 1999), na criação e 

estabilização de estruturas na indústria de alimentos (Kralova e Sjoblom, 2009), na exploração de 
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petróleo, detergentes domésticos, na fabricação de cosméticos, na irrigação e solubifü:ação para a 
agricultura (Rm,Pu e Kunjappu , 2012). 

Muitos métodos nwnéricos têm sido propostos nos últimos a.nos no contexto de surfacta.ntes in
solúveis, isto é, os surfacta.ntes que aderem à interface não difundindo para as fases. Além de acoplar 
um código para o m;coamento bifásic:o, é necessário a discreti:tação do modelo matemático descrn
veudo a dinàmica de surfact1u1te, uma equação diferencial parcial dependente no tempo dufiuida 
apmrns 11a interface de separação. 

No contexto dl1 códigos para simular escoamentos baseados nas met,odologias de captura do i11-
1.erface (J7'fmt-c,iptu7'ing) empregando o método ue volume de fluido ( volume of fluid mi:tlwd - VoF) 
ou o método de curva ele nível (level sd method - L-S), estende-se a equação de surfactante para 
uma. banda estreita em torno da interface de separação onde é resolvido na malha euleriana. Em
pregando VoF, James e Lowe11grnb (2004) atinge conservação exata de massa total de surfactante 
com um esquema de volumes finitos para a equação de concentração de surfactante em simulações 
axissimétricas de uma gota submetida num escoamento extensional de Navier-Stokes, enquanto 
Dn11uright-Clark1° e Reuarcly (2004) realiza simulações tridimensionais de uma gota submetida 
a um escoamento cisalha.ate rnm uma abordagem tipo VoF, resolvendo a equação de surfactante 
mmo uma terceira fase em torno da interface. Empregando L-S, Xu et lll. (200G) incorpora apropri
a.damente saltos através da interface emprestando ideias do método da interface imersa ( imme1·sed 
inte1Jace method) para estudar gotas isoladas e a interação entre múltiplas gotas em um escoamento 
cisalhante bidimensional de Stokes. A perda de massa, inferior a 1%, é controlada. "por reescala
mento". Recentemente, Xu et Ili. (2011) propõe uma abordagem L-S também para a equação da 
concentração de surfactante para simulações em duas e três dimensões de gotas num escoamento 
de Navier-Stokes (algumas com propriedades materiais variáveis). Em combinação com seu código 
L-S para resolver o escoamento, Teigeu d lll. (2010) emprega o método do fluido fantasma (ghost
fluid method) e Teigen e :Munkejord (2010) uma abordagem L-S para a equação de concentração 
de surfactante, para estudar o efeitos de campos elétricos em ecoamentos interfaciais bidimension
ais. Esses trabalhos reportam que a presença de surfactantt! insolúvel pode aumentar ou reduzir a 
deformação da gota, dependendo do formato da deformação e da direção da circulação elétrica in
duzida. Yang e .huues (2007) captura a interface de separação com um método acoplado L-S/VoF. 
Nesse trabalho a evolução da função de curva de nível (level set Junction), fração de volume (vo
lume Jrnction), concentração de surfactante e a área interfacial são calculados usando um método 
lagraugia.no-euleriano arbitrário (m·bitrary lagmngian-euledan (ALE) metlwcí) numa malha bidi
mensional, não estrutura.da com refinamento dinâmico próximo da interface para todo passo no 
tempo. 

No contexto de códigos para simular escoamentos baseados em metodologias de acompanha
mento de interface (Jmnt-lracking), tais como os métodos da fronteira integral (bou11da1'y ir1tegral), 
de elementos finitos (finite element) e de fronteira imersa ( immersed boundmy), um conjunto de 
pontos da interface é arma:wnado e acompanhado no tempo onde a equação de concentração de 
surfadaute pode ser resolvida numa maneira lagrangiana. Diferenças finitas, volumes finitos e ele
rueutos finitos estão entre as abordagens mais populares para essa finalidade. Dentro da metodologia 
de fronteira imersa com as equações de Navier-Stokes bidimensionais, Ceniceros (2003) reali:t.a si
mulaçõp,s computacionais bidimensionais para verificar como a capilaridade altera dramaticamente 
na presença de surfactantes insolúveis, e Lt'e e Pozrikidis {200G) estuda gotas neutras à flutuação 
(neutmlly-bv.oyant drnps) deformando em um escoamento cisalha.nte num canal, para uma pequena 
razão de viscosidade. Diferenças finitas são aplicadas para a equação de concentração de surfactante 
insolúvel no primeiro trabalho e uma discretização por volumes finitos no último. Lai et al. (2008) 
propõe uma discretização para a equação de concentração de surfactante baseada no método de 
Cra.nk-Nicoison que conserva a massa de surfactante com precisão de máquina em uma simulação 
bidimensional uc gotas num escoamento cisalhante. Essa metodologia, recentemente estendida., é 
aplicada cm simulações axissimétrica.s de gotículas num escoamento extensional (Lai et al. , 2011). 
Em trlls dimensões, You e Po:aikidi~ (1908) usa o método de elementos de fronteira (boundary
efom1mt metlwd) para enfrentar um escoammito completamente tridimensional de Stokes com um 
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erro de 0(10-4 ) por passo no tempo, uma abordagem similar foi empregada por Ba:,,;hlc:kov cl fLl. 

(2006) com um erro na massa de surfactante menor que 0.5%. Ganesan e Tobiska (200!)) emprega 

uma abordagem ALE para acompanhar a interface de separação por uma malha em movimento. 

A coleção de arestas/faces, que aproximam a superfície livre, são usadas ao mesmo tempo como o 

domínio computacional para a equação de surfactante que {J resolvida numa maneira lagrangia.na 

por um método de elementos finitos. Simulações axissimétricas são realizadas exibindo excelentes 

propriedades de conservação, mesmo sem uma correção por reescalamento da massa de surfactante. 

Hameed d al. (2008) usa uma malha adaptada ao formato da bolha imersa (body-fitted grid) e uma 

metologia ALE axissimétrica para as equações de Navier-Stokes obtendo conservação de massa de 

surfactante com erro de arredondamento da máquina. 

Tem havido também o desenvolvimento de outras abordagens menos explora.das. Fl'ijters ct fll. 

(2012) emprega o método lattice Boltzmann para estudar gotículas submetidas a um escoamento 

cisalhante, comparando os efeitos de surfactantes e nano partículas como aditivos na interface 

fluido-fluido em simulações tridimensionais. Khatri e Tomberg {2011 ) divide a interface em vários 

"segmentos", cada um como gráfico com uma possível representação diferente por uma função de 

x ou y. Essa representação explícita da interface definida numa malha uniforme permite usar es

quemas de diferenças finitas para resolver as equações numericamente realizadas para uma gotícula 

bidimensional submetida a um escoamento cisalhante. Baseado na metodologia SPH (smoothed 

particle hydrodynamics) para um escoamento multifásico, Atlami ct al. (2010) propõe um método 

lagrangiano de partículas que incorpora o surfactante como uma quantidade escalm· descrevendo a 

concentração local de moléculas nas fases e sobre a interface. 

O presente trabalho emprega um método de acompanhamento de interface para resolver o 

P..scoamento com capacidades de refinamento adaptativo para realizar simulações compleLament,e 

tridimensionais de escoamentos dependente no tempo, bifásico, na presença de um ek:menLo sur

factante insolúvel. A interface de separação é representada por uma malha não estruturada, com 

triângulos geodésicos onde um esquema de volumes finitos é empregado para resolver a equação da 

concentração de surfactante. Os principais ingredientes formando a presente metodologia foram in

troduzidos recentemente em diferentes contextos (Len,1 et al. , 2011 ; Pivdlo et al. , 2014; Po:,,;rikidis , 

2004) e, aqui, são combinados e aplicados pela primeira vez. Conservação global de massa é atingida 

em todos os casos com conservação local sendo alcançada com precisão de máquina sobre certas 

circunstâncias. 

1.3 Ferrofluidos 

Ferrofluidos, também conhecidos como fluidos magnéticos, são suspensões coloidais (suspensões 

de pequenas partículas num meio contínuo) sintéticas compostas por nanopartículas magnéticas 

sólidas, revestidas com um surfactante ( ou carregadas eletricamente) e suspensas num líquido car

regador. Em geral, as partículas são de magnetita com diâmetro na ordem de 3 nm a 15 nm, en

quanto que o líquido carregador é tipicamente à base de óleo 011 de água. A agitação térmica mantém 

as partículas suspensas devido ao movimento Browniano e o surfactante ( ou a carga elétrica na.s 

partículas) previne a agregação de partículas umas às outras (Massart , 1981; Massart ct al. , 1!)95; 

Rosensweig, 19!J7). Um ferrofl.uido típico contém em torno de 1023 pa.rtfculas por metro cúbico <~ é 

opaco na luz visível. Entretanto, ferrofluidos opticarnente transparentes e coloridos são reporta.dos 

na literatura (Rosensweig, 2001; Ziolo cl ril. , 1992). 

A influência exercida por um campo magnético, mesmo um campo modm·ado, 111110 forrofiuido 

permite um grande número de possibilidades para o controlt~ du sistemas que contém uma fas11 

com componente magnético. Como mencionado anteriormente, ferrofluidos estão presentes cm di

versas aplicações biomédicas tais como no tratamento de câncer por hipertermia (BrnsPntsnv r't nl. 

, 2002), no realce de contraste para ressonância magnética (P;u1khursl ct al. , 200!J) e na separa,. 

ção magnética de células (H.o~ensweig , 1996). Ferrofluidos são também empregados em diversas 

aplicaçÕP-'l tecnológicas como, por exemplo, em vedação dinâmica (Raj e Moskowit,:,,; , l!J90), em 

dissipadores de calor e em sistemas de amortecimento (Bcrkovskiéi el al. , 19!J3, p. 167-170). Em 
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particular, sistemas bifá8icos constituídos por gotículas de ferrofluido imersas num fluido Newtoni
auo têm um grande potencial tecnológico em importantes aplicações tais como o de.~i_qn de novos 
materiais (tvlelfunl et al. , 2007) e a entrega de fármacos (Alexiou et al. , 2002, p. 233){Lubbe d al. , 
2001; Voltairas f'-i al. , 2002; Yue et al. , 2012). 

Recentemente, diversos métodos numéricos tem sido propostos para simular cumputaciu11al-
11wnt11 o efeito de um campo magnético em forrofluidos. Em tais métodos, a força magnética re
imltaute da ação de um campo magnôtico no forrofluido e no meio é calculada. Corno exemplos, 
a seguir são citados alguns estudos sobre: o formato de equilfbrio de gotículas; instabilidades na 
interface de uma superfície; a deformação e a dinâmica de gotículas de ferrnfluidus na presença de 
um c:ampo magnético (Afkhami et al. , 2008; Shi d al. , 2014). 

Nu contexto de códigos para estudar os formatos de equilíbrio de gotículas de ferrnfluido na 
presença de um campo magnético uniforme são apresentadas abordagens baseadas nos métodos de 
elementos finitos, de elementos de fronteira, de VoF ou volumes finitos. Nessas abordagens uma 
condição de acoplamento da interface com as equações do escoamento ou as de Maxwell e a força 
magnética precisam ser considel'adas. A interface é capturada por um VoF, uma função cor ou po1· 
um método L-S. Lavrova d al. (2004) considerando magnetização linear e Lavruva d al. (2006) 
11sa11clo magnet,izaçfio não linear aprnseutam simulações axissimétricas de uma gotícula de forrnflu
ido 111m1 escoamento t1stacionário de Navier-Stokes de um meio não condutor (ar). Em ambos os 
estudos, um método de elementos finitos é usado para o interior da gotícula enquanto que no exterior 
um método de elementos dt! fronteira é aplicado para as equações governantes. Nessas o acopla
mento é realizado pelo balanço de forças na interface com a tensão superficial aplicada como uma 
t:ondição de fronteira. A interface é deformável e representada por um spline cúbica. Os resultados 
numéricos de deformação como função do campo aplicado são comparados com resultados analíticos 
e experimentais presentes na literatura. Alkhami ef al. (2010) apresenta resultados experimentais 
e numéricos explorando, além do formato de equilíbrio, a intensidade do campo magnético no 
inlerior de uma gotícula de ferrofluidu hidrofóbica biocompatível. Usando VoF realiza simulações 
axissimétricas de um escoamento bifâsico de Navier-Stokes numa mall1a uniforme deslocada com um 
campo magnético uniforme de intensidade variando de 0.397 a 837.950 kA • m-1. Identifica que parn 
baixas intensidades de campo magn6tico (0.397 a 6.931kA • m.-1) foi possívd aproximar os dados 
experimentais utilizando-se mn valor constante para o coeficiente de tensão superficial. Entretanto 
para altas intensidades de campo magnético (8.093 a 837.950 kA • m-1

) foi necessário modificar 
u coeficiente de tensão superficial de acordo com o campo aplicado. Denotam que a mudança de 
tensão superficial provavelmente é dominada pelas mudanças físico químicas associadas com a na
turei1a da não homogeneidade do ferrofluido e rearranjo das nanopartfculas (e da quantidade de 
surfactante que reveste as nanopartículas) na superfície. Zlm et al. (2011) simula uma gotícula de 
ferrofluido tridimensional (abordagem axissimétrica) apoiada numa superfície super-hidrofóbica so
bre o efeito de um campo magnético uniforme. O escoamento bifásico de fases imiscíveis é governado 
pelas equaçÕ!-'_<; de Navier-Stokes e Maxwell com uma magnetização não linear. Tais equações são 
resolvidas por um método de volumes finitos numa malha deslocada. A intel'face de separação dos 
fluidos é capturada por um m(1todo L-S. 

Considerando códigos que estudiun instabilidades na interface de uma superfície dc1 ferrofluiclo 
sob a ação de um camµu magnético imposto são listadas abordagens com um método de elementos 
finitos na resolução das equações governantes do ferrofluido compostas pelo balani.o de forças na 
int.cl'face com a tensão superficial aplicada como condição de fronteira na interface. Nessas abor
dagens a interface é atualii1ada pol' uma condição cinemática ou capturada pela resolução de uma 
equação diferencial. Bashtovoi el al. (2002) resolve as equações do escoamento com a contribuição 
da fort,:a magnética usando magnetização linear numa geometria axissimétrica, com i11 ter facc clcfor
mável. Simula a instabilidade de uma camada plana de ferrofluido que ocupa metade de baixo de 
um domínio e é limitado por um gâs não magnetizável na parte de cima do domínio sobre a influên
cia da gravidade e de um campo uniforme normal à superfície plana. Determina as características 
bá8icas do formato de uma superfície livre que aparece além da instabilidade e denota que se a mag
netização do ferrofluido é menor que um valor limite (dependente do problema) a instabilidade na 
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superfície não aparece para qualquer valor de intensidade de campo magnético. Matt IIÍes e Tubislm 

(2005) e Kuieling et al. (2007) resolvem as equações de Navier-Stokes e o potencial magnético com 

magnetização não linear numa malha tridimensional com formato de hexaedro. A equação bidimen

sional de Young-Laplace da superfície livre é resolvida numa malha quadrangular que é a projeção 

da malha tridimensional. MaUhic:,; e Tobiska (2005) simula uma camada de ferrofluido sem fron

teira de profundidade finita. Para campos magnéticos aplicados com intensidade próxima a do valor 

crítico para que um pico ocorra (segundo a literatura). Obtém resultados de altura de picos muito 

próximos aos resultados teóricos existentes e a intensidade do campo magnético crítico é aproxi

mada muito bem. Knieling et al. {2007) simula o crescimento das ondulações na instabilidade de 

Rosensweig para diferentes condiçõt-'5, aplicado para dois ferrofluidos com diferentes viscosidades e 

compara com resultados experimentais. Conclui que o ferrofluido de menor viscosidade tem maiores 

taxas de crescimento do que o mais viscoso. Obteve boa concordância entre os resultados 11.umé~ricos 

e experimentais quanto as taxas de crP-'>cimento e amplitude da crista da ondulação. 

No contexto de códigos para estudar a deformação e a dinâmica de golfculas de ferrofluido na 

presença de um campo magnético uniforme com abordagens baseadas no método VoF, a gotícula 

desloca-se por diferença de densidade ou pela força de atração de um magneto. A interface é 

capturada por um método VoF ou por uma função cor. I<orlie et al. (2008) desenvolve, testa e 

aplica um método tipo VoF, numa malha retangular uniforme, para a simulação de um escoamento 

de Navier-Stokes bifásico com uma das fases sendo um ferrofluido sob a ação de um campo magnético 

uniforme imposto com magnetização linear e potencial magnético resolvido por um muhigrid. A 

interface de separação das fases deformável é capturada por uma função cor. Simula a ascensão de 

bolhas de fluido newtoniano não magnético num ferrofluido e gotas de ferrofluido em queda livre num 

fluido newtoniano não magnético. Denotam que bolhas e gotas apresentam alternc;õe.- . cmclhantcs 

de forma, na presença de campos magnéticos verticais (direção da força da gravidade), devido 

a uma combinação de alongamento ao longo das linhas do campo e da dinâmica do escoamento 

para um pequeno número de Bond magnético. Afkhami d al. (2008) investiga numericamente o 

movimento de uma gotícula de ferrofluido num meio viscoso direcionado por um campo magnético 

externo aplicado numa geometria axissimétrica. Usando um método tipo VoF numa. malha deslocada 

uniforme para resolver um escoamento de Navier-Stokes e potencial magnético com magnetização 

linear (e não linear para uma da:; aplicações). A interface de separação das fases é dada pela 

descontinuidade numa função cor que identifica as fases do escoamento. Simula uma gotícula ele 

ferrofluido biocompatível imersa num fluido não magnetizável sendo atraída por um magneto. Em 

um dos casos os parâmetros físicos do fluido ao redor são ajustados para aproximar o interior do olho 

humano com uma magnetização não linear. Dados experimentais são usados, nessa simulação, no 

cálculo da suscetibilidade magnética e como base para a geração de condições de contorno. Estuda 

a influência. de alguns parâmetros físicos na deformação e o ~empo de desloca.umnto da gotícula 

coloca.da. a wna distância do magneto é comparado com um exporimeuf;o físico e uma el:itimativa 

numérica prévia na literatura. Denota que quanto maior a gota mais rápido ela dc~sloca-se na direção 

do magneto e os tempos estimados estiveram muito próximos aos dados experimentais. Conclui qtw 

a deformação da gotícula influencia no tempo de deslocamento até o magneto. 

Em todos esses estudos a força magnética foi calculada considerando-se as equações de Maxwell 

para um fluido não condutor de eletricidade e isotérmico. Nessa situação para o campo magnético H 

no escoamento existe um potencial magnético t/J, calculado por uma equação de Laplace, satisfazendo 

H = Vt/;. Esse campo é a base de cálculo para a força magnética presente no escoamento como 

descrito em detalhes na Seção 2.2.2. 

Outros modelos matemáticos para a dinâmica de ferrofluidos são descritos por Fclclerhof (2000 ); 

Felderhof e Kroh (l!J99); Shliomis (2001a,b , 2002); Zait.sPv <' Shliumis (l!JG8). Existe ainda abor

dagens com o uso de campos gradientes para posicionar ferrofluidos em microcanais (HP et al. , 

2003), capilaridade (Bashtovoi et al. , 2005) e o controle de outros sistemas (Nalctova el nl. , 2005a,h; 

Ve6•1.iera e Dikansky , 2005 ). Para maiores detalhes veja uma revisão nesse contexto mn Rinalcli d ,1.l. 

(2005). 
O presente trabalho emprega um método de acompanhamento de interface para resolver o 
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escoamento com capacidades de refinamento adaptativo para realizar simulações completamente 
tridimensionais de escoamentos dependente no tempo, bifásico, com uma das fases sendo um fer
rolluido, ua prnsença de um eampo magnético uniforme. A interface ele Sl➔paração é representada 
por uma malha não cstrnturada., com trHl.ugulos geodúsic:os. 

Os priucipais ingredientes fo1·11u1.11cio a prcsonte metodologia funun intrnduzi<los om <liforontes 
contextos (Pivello d al. , :2014; Rosensweig , 1997), e aqui são combinados e aplicados pela pl'imc:im 
vez uo contnxto de osc:oamentu eomplet.amente tri<linwnsionais. 

1.4 Ferrofluidos com surfactantes 

Fcnofluidos biocompatíveis podem ser usados como carregadores de nanoparUculas que encap
sulam fármacos para que, seletivamente, liberem o medkamento em regiões especificas (Dobsou , 
200G). Estas nanoei:itruturas são frequentemente estabiliza.das por moléculas de alguma substância 
surfac:tante (Rosensweig, 1997). Surfactantes podem melhorar a.inda mais a eficácia. farmacêutica 
dos medicamentos, controlando o volume das gotículas e sua distribuição estatística (Nowak et al. , 
2014; Tlmnu e Oue11bad1 , 2003), a morfologia, a química de superfície, a hidrofobicida.de, a carga 
superficial e a eficiência de retenção do fármaws (Rose11 e Ku11jappu, 2012), além de influenciar 
o efeito "viscoma.gnético" (J\fr,ílJod et al. , 2010). Outros efeitos de um surfactante na ma.gueto
hidrndinâmica são relata.dos por RPg111i et al. (2009). 

Tendo como objetivo descrever detalhes do escoamento, predi:i:er a dinâmica de surfactante e da 
evolução da interface de separação com a maior acurácia e eficiência. possíveis, o presente trabalho 
emprega um método de acompanhamento de interface para resolver o escoamento com capacidades 
de refinamento adaptativo para realizar simulações completamente tridimensionais de escoamentos 
dependente no tempo, bifásico, t:om uma das fases sendo um ferrofluido, sobre a ação de um campo 
magnético uniforme e na presença de um elemento surfacta.nte insolúvel. A interface de separação 
é representa.da. por uma malha não estruturada, da.da por triângulos geodésicos sobre a qual es
quema de volumes finitos é empregado para resolver a equação da concentração de surfa.ctantc. Os 
principais ingredientes formando a presente metodologia foram introduzidos em diferentes contex
tos (Lenz et al. , 2011 ; Pivello et al. , 2014; Pozrikidi:,, , 2004; RosPusweig , l!J97) sendo aqui combina
dos e aplica.dos pela primeira vez. Conservação global de massa de surfactaute é atingida em todos os 
casos com conservação local sendo alcança.da com predi:ião de máquina sobre certas circunstâncias. 
Essa abordagem, do nosso conhecimento, inédita 110 contexto da metodologia numérica adotada. 

1. 5 Organização 

O presente trabalho está estruturado corno a seguir. O Capítulo 2 apresenta o modelo matemático 
que descreve a dinâmica de escoamentos transieutes incompressíveis bifásit:os com fases imiscfveis. 
Nesses escoamentos, •xist<! uma interface de separação sujeita a uma força de tensão superficial 
que sofre influência. da concentrn.ção de um elemento surfactante insolúvel. Além disso, contém a 
descrição matemática do caso no qual uma das fases é um ferrofluido e a outra fase é um fluido new
toniano, isotérmico, não magnetizável e não condutor de eletricidade. As principais forças extemas 
atuantes i:ião a de tensão superficial (de contato) e a magn(Jtica (de corpo). No Capítulo 3, a dis
cretização do domínio euleriano e a descl'ição dos operadores diferenciais são abordadas em malha 
uniforme e, posteriormente, para uma malha blot:o-estruturada composta por refinamentos local
iza.dos empregando uma técnica de refinamento adaptativo de malhas (Adaptative Mesh Refinement 
(AMR)). Nele também encontram-se a discretização do domínio lagrangiano, dada por uma malha 
triangular não estrutura.da, e os operadores que nela serão aplicados: o operador "levantamento so
bn: a inte!'face", que fornece uma aproximação de segunda ordem para uma vizinhança dos vértices 
da. ma.lha, o operador de "otimização de malha", quo iuc:remeuta a qualidade da malha triaugula1·, 
e o operador ele "col'l.'cção de volume" contido pela interface imersa. A função indicadora de fluidos, 
que auxilia na determinação das fasc:s, é aprt>~'ientada b!'evemente. A metodologia numérica para a 
solução de escoamentos incompressfveis bifásicos transientes é descrita iniciando-se pela descrição 
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de um métodos de projeção. Baseado no Teorema da Dc~composição de Hodgc (Choriu <' Marsclcn , 

1!)92), tal método desacopla a velocidade da pressão. No t.empo, as equações são <liHctetizadas por 

um esquP.ma semi-implfcito baseado numa metodologia implfcita-explfdta (JMEX) {Ascher el fll. , 

1995; Wru1g e Ruuth , 2008). Os domínios euleriano e lagrangiano são acoplados de maneira cliscrotft, 

pela definição de uma função distribuição (função delta de Dirac discreta), q1rn permit,e a com,t,ruçft.o 

dos operadores espalhamento e interpolação discretos, intrínsecos do método da fronteira imersa 

utilizado. O movimento da interface de separação entre as fases é realizado por um método de dois 

estâgios com passo variável. Sobre esta interface a equação de advecção-difusão da concentração de 

surfactante é discretizada por um método de volumes finitos. A seguir as forças externas atuantes no 

escoamento são descritas, iniciando pela força interfacial, aproximada para cada elemento triangular 

da malha lagrangiana, seguida da força magnética que aparece na presença de uma fase magnética 

imersa e é calculada nos elementos de malha euleriana. O Capítulo 3 termina com um sumário da 

metodologia numérica descrita. No Capítulo 4, as verificações das implementações dos esquemas 

numéricos descritos nas discretizações das equações do c>.scoamento da fase contínua são realizadas, 

na força magnética e na dinâmica de surfactante insolúvel. Tais verificaçõP.s numéricas baseiam-se 

na estratégia de "soluções manufaturadas" para uma análise de convergência. No Capítulo 5, a va

lidação da modelagem matemática aplicando as metodologias numéricas propostas neste trabalho 

é apresentada e os resultados são comparados com experimentos em laboratório e outos resultados 

numéricos da literatura. Nesse, a dinâmica de uma gotícula num escoamento cisalhante é simulada, 

estando a gotícula revestida ou não de um elemento surfactante. No Capítulo 5, a dinâmica de 

uma gotícula de ferrofluido em equilíbrio sob a ação de um campo magnético uniforme é também 

simulada. O campo magnético calculado numericamente no interior da gotícula é comparado com a 

solução analítica existente. A deformação e orientação de uma gota de ferrofluido num escoamento 

cisalhante simples ê estudada, sendo este estudo, do nosso conhecimento, inédito no contexto apon

tado {escoamento totalmente tridimensional). O estado de equilíbrio estacionário ê descrito e o 

a seguir o custo computacional da metodologia numérica empregada é discutido. No Capítulo 6 

a metodologia numérica desenvolvida no presente trabalho é aplicada ao estudo de gotfcnlas de 

ferrofluido num escoamento cisalhante na presonça de um campo magnético externo. Esse esludo 

se concentra nos efeitos da magnitude de campo magnético e de surfactante sobre a geometria e 

orientação da gotícula. Tais estudos são inéditoti na litt~ratura de ferrofluido e pretendem contribuir 

para ampliar e desenvolver os estudos de manipulação de gotículas de ferrofluido na. presença de 

um campo magnético externo. Determina-se o tamanho do domínio para uma aplicação com fer

rofluido, baseado na influência do tamanho exercida nas deformações dos parâmetros geométricos 

da gotícula e na orientação. Outros fatores considerados são o número de células eulerianas uti

lizadas, o tempo computacional e o número de passo para o estado estacionário. A resolução dos 

domínios euleriano e lagrangiano é determinada a seguir, baseada na influência nas deformações dos 

parâmetros geométricos de uma gotícula de ferrofluido num escoamento cisalhante, na razão entre 

as resoluções de malha eulerianas e lagrangiana, no número mínimo de células computacionais no 

interior de uma gotícula e no custo computacional. Usando o domínio e a resolução determinados 

realiza-se um estudo dos efeitos dos tipos de fases, da presença de surfaclante e da influência de um 

campo magnético uniforme externo (quando uma das fruses é um Ierrofluiclo) 1:mbre a cfofonnação, 

orient.ação e vorticidade num escoamento cisalhante. O potentia.l do modelo como ferramenta ele 

estudo de gota.'! de forrofluido é ilustrado com algunH exumplos de 11111Uise. O Capítulo 7 apreHenf;ti 

ll.8 co11sidcm1çõe8 finais rehit.amlo 11,lgmm-1.11 contribuiçõeH e per!!pectivna pum posquhms fut.111·1is. O 

Apêndice A descreve a equação da dinâmica de surfactante para uma interface móvel. O Apêndice 

B apresenta a dedução da força interfacial. No Apêndice C alguns conceitos e notações nece:,,sárim; 

para a determinação da força magnética são apresentados. O Apêndice D apresenta a adimension

alização das equações que compõem o modelo de um fJscoamcmto bifásico com um c:ornponento 

magnético. O Apl\ndice E descrevo o esquema de evolução da int.mface lagrangiaua. 



Capítulo 2 

Modelagem matemática 

O presente capflulo apresenta o moddo matemático que descreve a diull.mica de escoamcutos 
t,rnusi()nt1:s, iucompressíveis e bifásicos com fasos imiscfveis nos quais a interface de separação está 
sujeita a uma força de tensão superficial dependente da concentração de um elemento surfactante 
insolúvel. Em alguns casos, e este é um dos interesses do presente trabalho, uma das fases possui 
um componente ferrofluido e a outra fase é um fluido newtoniano isotérmico, não magneti:i:ável e 
não condutor de eletricidade. As principais forças externas atuantes consideradas são a de tensão 
superficial {de contato) e, quando apropriado, a magnética (de corpo). 

A Seção 2.1 apresenta a modelagem de escoamentos incompressíveis bifásicos eujas fases são 
imiscíveis e apresentam uma interface de separação definida e delgada. Para discernir a fase dis
pe1·sa (e.g. bolhas ou gotas) da fase contfoua (a outra fase), uma "função indieadora de fluido" 
é empregada no contexto de wn método híbrido Jront-tmcking/ Jront-captuf'ing ( Ceniceros et al. , 
20lüc; Tryggvason et al. , 2001; Uuverdi e Tryggvasou , 1992). Por um lado, a posição dos pontos da 
interface de separação entre as fases é conhecida e "acompanhada explicitamente" por meio de uma 
metodologia lagrangiana (front-tracking) e, ao mesmo tempo, por outro lado, a posição da interface 
é eonsiderada a "curva de nível :i:ero" da função distância. de um ponto do fluido até a interface. 
Esta última estratégia é típica de "métodos de captura de interface" (e.g. método da curva de nível 
- levei set metlwd (üsher e Selliiau, Hl88)). O fato dos pontos da interface serem acompanha.dos de 
maneira explícita permite ao método calcular de maneira eficiente a função distância (na verdade, 
ótima do ponto de vista da complexidade computacional). Tal função ê empregada na identificação 
das fases. O escoamento é modelado pelas equações de Navier-Stokes cujo termo forçante é com
posto pela soma das forças externas atuantes (Seção 2.2), entre elas a. força. de tensão superficial 
descrita na Seção 2.2.1 e pela força magnétiea apresentada na Seção 2.2.2. O Capítulo termina com 
um resumo da modelagem matemática <~ apresenta algumas possíveis simplificações do modelo na 
Seção 2.3 . 

2.1 Escoamento incompressível de um fluido bifásico 

O modelo matemático da dinâmica. do escoamento de fluidos está embasado na mecânica. clássica 
e na termodinâmica, satisfa:i:cndo os princípios físicos de conservação de quantidade de movimento, 
de massa e de energia. Euler, em 1755, formulou pela primeira vez; matematicamente as equações 
do movimento de um fluido não viscoso ("fluido ideal" ) (Batcht->lor , 2000; Euler , 1755). Os efeitos 
viscosos foram incorporados pelo engenheiro, matemático e físico francês Claude Navier em um 
trabalho publicado em 1822 (Navier , 1822), no qual deduziu equações para escoamentos viscosos 
incompressíveis isotrópicos. Tais equações para o movimento de um fluido viscoso foram deduzidas 
por Cauchy em 1828 e por Poisson em 1829 (Grattau-Guiuness , 1990) para um escoamento com
pressível. Em 1843, Barré de Saint-Vena.nt publicou uma dedução das equações não apenas para o 
caso laminar, considerado por Navier, mas também para escoamentos turbulentos (Saint-Venant 
, 18-13). Entretanto, a pessoa cujo nome acompanha o de Na.vier para a equação de um fluido 
viscoso é o físico-matemático britânico George Gabriel Stokes. Em 1845, ele publicou a dedução 

13 
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das equações viscosas (Stokes, 1845) da maneira que é encontrada. na maioria. dos textos atuais 

{Grat.tan-Guinuess, 1990; .Joseph , 2006; Zeyt01mia11 , 2012). A equação de Navier-Stokes modela 

matematicamente o escoamento compressível ou incompressível de fluidos viscosos. 

As equações que modelam um escoamento trausiente incompressível e isotérmico são expressas 

neste trabalho como (Lau<lau e Lifshitz , 1969, p. 48), {Chorin e Marsden , l!J92, p. 33) 

p ( 8;; + (u · v7)u) = -'\lp + v1 • [r,(v7u + v7uT)] + f, 

v7. u = o, 

{2.1) 

(2.2) 

onde u = (u, v, w) representa o campo de velocidade, p a pressão, p a. densidade de mas8a (massa 

específica) do fluido, r, a viscosidade dinâmica ou molecular do fluido e f = (/x, f u, fz) são forças 

externas que atuam no fluido (e.g. força da gravidade, de tensão superficial e magnética). Note que 

em geral a viscosidade dinâmica ê representada por µ, mas no presente trabalho µ representa a 

permeabilidade magnética. Em {2.1)-(2.2), as equações de Navier-Stokes são dadas por (2.1) e a da 

conservação de massa (da continuidade) por (2.2). 
No presente trabalho, as equações (2.1)-(2.2) são resolvidas num domínio dado por um pa,. 

ralelepfpedo retângulo n com condições iniciais apropriadas e cujas condições de contorno po

dem ser uma combinação escolhida dentre as condições de Dirichlet, de Neumann B periódica. 

O fluido pode ser composto por até duas fases imiscfveis cujas propriedades matcriai: se man

têm constantes em cada fase, no espaço e ao longo do tempo. A interface de separação entre as 

diferentes fases está. sujeita à força de tensão superficial. O ponto de partida para modelar tal es

coamento é o "modelo de um fluido" proposto por Tryggvason e colaboradores (Tryggvru,on d al. , 

2001; Tryggvason e Scardovelli , 2011 ; Unverdi e Tryggvason , 1992), tendo por base as equações de 

Navier-Stokes e de continuidade (2.1)-(2.2). 
O modelo de um fluido requer a definição de uma "função indicadora de fluidos" para discernir 

as diferentes fases entre si: a fase dispersa, contida no interior da região delimitada pela interface 

de separação dada pela curva fechada simples S, denotada por nd, da fase contínua, definida por 

nc = n-nd, Note que ndnnc = 0 e que s = and = anc, onde ande anc representam o contorno 

de nd e nc, respectivamente. Tipicamente, uma função indicadora de fluidos <p é construida de tal 

maneira que satisfaça as propriedades: 

1. ser pelo menos continua em n e é tal que 

2. <p < O em nd, rp = O sobre S e <p > O em nc, 

Existem diversas formas de se obter <p. Algumas opções comuns são resolver equações hiperb6li

ca.s (Ceniccros , 2003) ou elípticas ('n·yggvason et al. , 2001) para todo o domínio euleriano em todo 

passo no tempo. Essas abordagens tem complexidade computacional dada em termos do número de 

pontos eulerianos e do método numérico utilizado na resolução dessas equações diferenciais parci

ais. Aqui, mna abordagem diferente é utilizada: uma técnica de Geometria Computacional (.Maud1 , 

2000) é aplicada para obter uma <p a um custo que depende linearmente do númoro ele pontos la,. 

grangia.nos (Ceniceros e Roma, 2005; Ceniceros et al. , 2010b; Pivello et al. 1 2014). Nobe que dentre 

as abordagens citadas, a do presente trabalho é aquela com o menor custo computacional dado que 

o número de pontos lagrangianos é muito menor que o número de pontos eulerianos. 

A distância com sinal de um ponto x do domínio à interface de separação é definida como </J(x) 
(note que como o método utilizado é de acompanhamento de fronteira então a posição da interface é 

suposta conhecida todo o tempo). A distância com sinal é calculada apenas para pontos eulerianos 

numa faixa estreita com largura 2 -y, centrada na interface de separação, na qual 'Y é uma constante 

positiva selecionada previamente (a largura 'Y será discutida mais adiante). Fora dessa faixa, ef, é 

constante e assume o valor --y ou +'Y, dependendo se o ponto está no interior ou no exterior da 

região limitada pela interface de separação, respectiv-d.mente. 

No contexto de "interface difusa", uma versão suave de Função de Heaviside que dcp1mde da 
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fuuçii.o iuclicadora r/J, dada por (Yokoi , 2008) 

{ 

l, <P > +,, 
H(t/>) = 0.5 (1 + r/Jh +1r- 1 sin(mt,h)), 

o, <P < -,, 
11>1 $ +-r, 

ló 

(2.3) 

é utifüada ua presente metodologia para atuali:t:ar as propriedades materiais das fases que compõem 
o fluido. Esta função se anula na fase dispersa (<J, < O), varia de maneira suave numa zona de 
transição (14'1 $ +,) e é igual a 1 na fase contínua (<J, > O). A variação suave de H(cp) ua zona de 
transição entre as fases é importante para o tratamento numérico adequado da descontiuuidade (na 
interface de separação) das propriedades materiais. 

Denotando-se por Pd, 'T/d, Pc e 'Tlc a massa espedfü.:a e a viscosidade dinâmic:a da fase dispersa e 
da fase contínua respectivamente, com o auxílio de (2.3) a massa específica e a viscosidade dinâmica 
para cada ponto do domínio n podem ser definidas como 

p(<j,) = Pd + (Pc - Pd)H(rp), 

'Tl(<P) = ·rJ,l + (t7c - 'T/d)H(rp). 

(2.4) 

(2.5) 

No modelo de um fluido, o movimento da interface ocorre como no método da fronteira imersa 
proposto por Peskin, (Pe:ikin , 1977, 2002). A interface de separação Sê um conjunto de "marcadores 
lagraugiauos" 

X(a, t) = X(X(a, t), Y(a, t). Z(a. t)), 

omle a = (a-1 , o:2 ) é o "parâmetro lagrnngiano" satisfazendo 

S = S(t) = {X(a, t) 1 a E Eo}, (2.6) 

na qual E0 é um domínio fixo. Cada ponto da interface X(a, t) ê atlvectado pelo escoamento com 
a velocidade local do fluido assumindo a condição cinemática para a evolução da interface e que a 
velocidade do fluido é contínua através da interface. 

Pelas considerações anteriores, a descrição do escoamento evolui a partir de (2.1) e (2.2), para 
um modelo matemático dado por 

p(rp) [ ~: + (u · V) u] = -Vp +V· (77(</,) (Vu + VuT)] + f, 

f = f9 + fm + f9 , 

8X(a,t) f 
é)t = U(a, t)~u(X(a, t), t) = Jn u(x, t)8(x - X(a, t)) dx, 

V-u=O. 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

na qual fs e fm são a força de tensão superficial e a força magnética, descritas na Seções 2.2.1 e 
2.2 .2, f9 ú a força gravitacional e x = (x, y. z) pertence ao domínio euleriano. A expressão (2.9) 
define a operação de "interpolação" da velocidade (eulcriana) do escoamento, u, para os pontos da 
interface resultando na "velocidade lagrangiana" (dos pontos da interface). 

O fato das prnpriedades materiais serem constantes em cada fase e da posição da interface 
de separação ser acompanhada ao longo do tempo para o cálculo de p(x, t) e 11(x, t) são usados 
forl.mncnt<! no pres1mte modelo. Em geral, equações adicionais para transportar tais prnpri11dades 
!ml'Íwn necessárias. 

2.2 Forças externas atuantes 

As forças externas consideradas no presente trabalho atuantes nas equações de Navier-Stokes 
são descritas a seguir. Tais forças são representadas pelo termo f em (2 .7). Como força de contato 
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externa, apenas a força de tensão superficial foi considerada e, como forças de campo, a força 

gravitacional e a força magnética atuante quando uma das fases possui um componente magnético 

são adotadas no presente trabalho. Em determinadas situações, a SP.rnm discutida.-, oportunamente, 

a força de objetos imersos (fp) é considerada. 

2.2.1 Força de tensão superficial 

A influência da. tensão superficial no escoamento, contabilizada por uma pareda que com

põe o termo forçante f em {2.7), é abordada como no método da fronteira imersa proposto por 

PP~'lkin, (Peskin , 1977, 2002): da é "espalhada" ao fluido por intermédio da expressão 

f.,(x,t) = fsFs(a,t)t5(x-X(a ,t))da. (2.11) 

A força intedacial F s, deduzida no Apêndice B, é definida apenas sobre a interface de separação 

e ê dada por 

(2.12) 

Tal força está sujeita às alterações de cm-vatura e do coeficiente de tensãu superficial. Seu primeiro 

termo, tangente à interface, é a "Força de Marangoni" cujo operador V8 (•) denota o gradiente 

superficial descrito no Apêndice A. O segundo termo depende de K =V.,• n (o dobro da curvatura 

média) e de u, o coeficiente de tensão superficial. Tal termo é paralelo ao vetor normal unitário 

exterior à interface, n. 
Na presença de um elemento surfactante, considera-se que o coeficiente de tensão superficial 

varia sobre a interface. Admite-se que o surfactante é insolúvel e está aderido na interface, ou seja, 

não há troca de massa de surfactante através da interface. 

A equação básica para transporte de surfactante sobre uma interface deformável e em movi

mento foi obtida por Scriven (1960), Aris (1962) e Waxman (1984). Em seus trabalhos, tais 

autores usam fortemente como ferramenta resultados de geometria diferencial. Numa outra abor

dagem, Stone (1990) apresenta um desenvolvimento baseado em principias físicos da equação tran

siente de advecção-difusão que modela a dinâmica de um surfactante sobre uma interface móvel 

e deformável. Wong et al. (1996) apresenta uma forma alterna.tiva de equação de t.ransportc de 

surfactante e fornece uma interpretação da equação de Stone. Lai et al. (2008 ) deduz a equação 

de forma similar ao desenvolvimento de Stone, alterada por um argwnento similar ao de Wong, 

definindo os operadores no caso particular de uma curva. Em 2008, Huang et al. (2008) apresenta 

uma nova dedução da equação da concentração de surfactante no mesmo espírito de Stone, porém 

com mais detalhes, mas ainda restrito a um caso particular de operadores diferenciais definidos 

sobre uma superfície. 
Uma equação para a concentração de surfactante sobre a superfície de uma interface de separação 

entre fases pode ser obtida por intermédio de uma "lei de conservação de massa de surfactante". Isto 

resulta numa equação de transporte dependente do tempo de advecção-difusão para a concentração 

de surfactante, r(x, t), da forma (quando adimensionalizada) 

(2.13) 

na qual U é a velocidade da interface lagrangiana que, no presente trabalho, é definida pela expressão 

(2.9) e Ç ê um parâmetro que controla o papel relativo da difusão e da convecção de transporte de 

surfactante sobre a interface. Um valor "pequeno" de Ç corresponde a um transporte de surfacta.nte 

sobre a interface com dominância da difusão enquanto um "grande" valor de Ç indica que a maior 

quantidade de surfactante é transportada por advecção. Os operadores V.,(·) e V~(·) representam 

o divergente e laplaciano superficiais, respectivamente. Para maiores detalhes sobre os termos ela 

equação anterior e de sua dedução, !15Sim como a descrição dos operadores sobre mna. superfície, 
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veja o Apêndice A. 
Aqui, a concentração de surfactante ré suposta. ser dihúda., isto é, longe do ponto de saturação. Neste contexto, o coeficiente de tensão superficial pode ser modelado por (Pozrikidis, 2011 , p. 237) 

u(r) = uo(l - ,Bf), (2.14) 

que 6 a equação linear de estado (também conhecida. como equação linear de Lang1nuir), na qual uo 6 o coeficiente de tensão superficial para uma superfície limpa (sem a presença de surfactante), /3 = foRT/uo, composto pela c:om:eutração inicial de surfactaute ro, considerada uuifornie, da 
constante dos gases R. e da temperatura absoluta T. 

Na ausência do surfact.antes na interface de separação, assume-se que o coefü.:iente de tensão 
:mporfidal, <1 1 é c:oustante. N<~sttl caso a fori;a f,,, descrita pela equação (2.12) se reduz a 

F ,.,(a, t) = -liu n. (2.15) 

2.2.2 Força magnética 

A modelagem da força magnôtica atuante num escoamento bifásico com um componente fluido magnético utilizada no presente trabalho considera um escoamento incompressível, isotérmico e com 
duas fases imiscíveis. Para simplificar a a.presentação, assume-se que existe apenas uma gotícula de 
fluido magnético ocupando a região íld, imersa num fluido newtoniano, isotérmico, não magnetizável 
e não condutor de eletricidade, ocupando a região ílc, e uma interface de separação S. O domínio em forma de um paralelepípedo retângulo O, um magneto (imã) externo e uma gotícula de ferrofluido são representados na Figura 2.1. O campo magnético imposto pelo magneto externo, Ho, interage com as partículas mab'lléticas da gotícula de ferrofluido por afetar sua magnetização, M. 

/ 

1 

1 

)---

l~L--~~ 

Gota de 
ferrofluido 

agneto (imã) 1 

Figura 2.1: Gotícula imersa de Jerroftuido .9ob a ação de um magneto. 

A força agindo numa partícula magnética. de momento magnético m é µo(m• V)H (Apêndice C.2), na qual µ 0 = 4rr x 10-7 N A-2 é a permeabilidade magnética 110 vácuo (note que, aqui, µ representa a permeabilidade magnética. - a viscosidade dinâmica, comumente representada por esse símbolo, é representada. neste trabalho por 17). Para wn corpo magnetizado, isso implica muna densidade de 
força (Roseusweig, 1997) 

fm = µo(M · V)H. (2.16) 
Essa expressão para a força magnética, entretanto, não é válida na presença. de uma interface na qual Me H são ambos descontínuos. Na presença de descontinuidade, usa-se uma forma alterna.tiva 
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de força dada por (Afkhami i!l al. , 2008) 

fm = ((B - µoH) · v')H = (B · v')H- µo(H · v')H, (2.17) 

obtida com o uso da relação B = µo(H + M) entre o campo magnético, a magnetização e a 

indução magnética, descrita no Apêndice C.l pela equação (C.3}. Com a ajuda das identidades 

(Apêndice C.4) 

v' · (B © H) = H(v' · B) + (B · v')H, 

v'(H · H) = 2(H · v')H + 2H x (V x H), 

e usando que a indução magnética B e o campo magnético H do sistema satisfazem V · B = O e 

V x H = O, (C.11} e (C.9) respectivamente, para um fluido não condutor de eletricidade teremos 

(Rosensweig, 1997) 
(2.18) 

Essa forma conservativa é válida na presença de descontinuidades na interface, dado que a mesma 

nesse caso é apropriadamente abordada com a função de Heavíside (2.3}. Efetivamente toma-se o 

tensor magnético como sendo B © H para o qual © representa o operador produto tensorial. Para 

maiores deLalhes sobre os operadores e identidades utilizados nessa seção veja o Apêndice C.4. O 

segundo termo, -(1/2)µ0 v'(H • H) é proporcional ao divergente tensorial da matriz identidadf: e é 

absorvido pelo campo de pressão para todo o domínio, para maiores detalhes veja a discretização 

desse termo na equação (3.45) e as observações da Seção 3.6.3. 

Para partículas magnéticas suficientemente pequenas ( ~ 6nm de diâmetro), a magnetização se 

torna alinhada quase que instantaneamente com o campo magnético, i.e. 

M=xH, 

na qual x é a suscetibilidade magnética (que pode depender de IHI, norma de H, através da lei de 

magnetização de Langevin, (Langevin , 1905)). Nesse chamado "comportamento superparamagné

tico" temos 
B = µ(q,)H, (2.19} 

na qual 

(2.20) 

<p é a função indicadora de fluidos descrita na Seção 2.1, H(q,) é a função de Heaviside descrita 

em (2.3), sendo µd = µo(l + x) e µe = µo a permeabilidade magnética. ela fase dispersa. e da 

fase continua, respectivamente. Dado que 'v x H = O, existe um potencial escalar magnético ,p 

salisfazendo H = V'l{l, então 
(2.21) 

poi11 B = µ(</J)H e v' · B = O (segundo Hs equações (2. 19) e (C.11), respectivamente). 

Simulações têm sido realizadas quase que excl11sivamm1te nesse caso superparama.gnético no q1111l 

M é colinear com H. Combinando as expressões (2.18) e (2.19} resulta que o tensor magnético é sim

plesmente (Afkhami et al. , 2008, 2010; Korlie el al. , 2008; Lavrova d al. , 2006; Sérn-GuillamnP d <Li. 

, 1992; Yue et al. , 2012; Zhu et ILI. , 201 L) 

(2.22) 

e a densidade de força magnética dada por 

(2.23) 



2.3 MODELO MATEMÁTICO COMPLETO: UMA SiNTESE 19 

ou seja, f,,,,, = V· (1tH ® H) - ~µoV(H · H). (2.24) 

2.3 Modelo matemático completo: uma síntese 

O modelo matemático em foco descreve a dinâmica de um escoamento transiente e incompressível 
de um fluido bifásico sob a influência de dois tipos de forças externas atuantes: da força de tensão 
superficial e, possivelmente, de uma força magnética. A força de tensão superficial encontra-se 
sempre presente pois as fases que compõem o fluido são consideradas imiscíveis determinando, 
assim, uma interface de separação bem definida. Quando na presença de um elemento surfactante 
insolúvel, restrito à interfacci, a tensão superficial depende do tempo e da posição sobre a interface. 
Ncst • coutc~m a uiuãm i ·u do 1· ·coaweuLo potle s •r all.t!rara<la. de maneira significativa. A Seção 2.3.1 
apresenta o resumo da modelagem matemática no caso particular de um escoamento cujas fases 
são fluidos newtonianos imiscíveis na presença de um elemento surfactante sobre a interface. Neste 
caso as fases são newtonianas e a força magnética é nula. 

A força magnética é não nula quando uma das fases possui um componente fluido magnético, íi 
um forrofluido. A Seção 2.3.2 resume o modelo nessa situação para um escoamento com a interface 
limpa, sem a presença de surfactante. 

Para alguns casos, a serem discutidos oportunamente, outras forças podem ser adicionadas ao 
modelo, corno a força gmvitacional f9 ( f +-- f + f9 ) ou a força de objetos imersos fp ( f +-- f + fp) . 
O modelo matemático completo, inclusive contendo possivelmente um componente fluido magnético 
na presença de um surfactante insolúvel (veja fluxogran1a na Seção 2.3.3), pode ajudar no estudo de 
muitas questões em aberto na literatura sobre a síntese, a estabilidade e na dinâmica de ferrofluidos 
surfactados. Em particular, o e,studo de algumas aplicações relacionadas à entrega e manipulação 
de fármacos no corpo humano (Atkhami el al. , 2008, 2010; Rmmusweig, 1997; Tadmor et al., 2000; 
Yue et al., 2012). 

2.3.1 Escoamento bifásico na presença de um surfactante insolúvel 
Um escoamento tra.nsiente incompressível cujo fluido é composto por duas fases imiscíveis em 

três dimensões é considerado. Sobre a interface de separação age uma força (singular) de tensão 
superficial que pode depender da concentração de um surfactante insolúvel. A Figura 2.2 ilustra a 
situação proposta. 

1 

J 

~ 

Gotícula 
(fase dispersa) 

Figura 2.2: GoUcula imer.9a num fluido sujeito d tensão superficial. 

Baseado na abordagem de "um fluido" (Tryggvasou d ul. , 2001 ; Tryggvasuu e Scardovelli, 2011 ; 
Uuwrdi e Tryggvasou , 1992), apresentada em detalhes na Seção 2.1, o modelo matemático tira 
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vantagem do fato da interface entre fases ser explicitamente acompanhada de maneira lagrangiana 

para definir uma "função indicadora de fluido", <p, para atualizar as propriedades materiais. Neste 

contexto, na ausência de outras forças externas, o modelo matemático para o sistema é dado por 

p(</J)[ ~~ + (u • V)u] = -'7p + v7 • (µ(</J)('7u + ('7u)'1')] + f_,, (2.25) 

V•u = O, (2.26) 

f.,(x, t) = Is F.,(a, t)«5(x - X(a, t)) dS, xen, {2.27) 

âX(a. t) = U(a,t) u(X(a, t), t) = k u(x, t) ó(x - X(a:, t)) dx, {2.28) 
ât 

-
F.,(a, t) = '7 .,o-(r) - Ko-(r) n, (2.29) 

Dr 1 (2.30) Dt +(V.,. U)r = ç v7 s • (v7.,r), 

na qual (2.25) e (2.26) são as equações de Navier-Stokes para um escoamento incompressível dis

cutidas na Seção 2.1. Aqui, supõe-se que a única força externa agindo no escoamento é a de tensão 

superficial, ou seja, f em (2. 7) escreve-se como 

(2.31) 

onde f., é descrita por (2.11) e tem origem na força interfacial F 8 (veja Apêndice B) . A força de 

tensão superficial é discutida em detalhes na Seção 2.2.1, para um coeficiente de tensão superficial 

que v-Mia linearmente com a concentração de surfactante (2.29). 

Em (2 .30), tem-se a dinâmica de um surfactante insolúvel sobre a interface na forma de uma 

equação adimensional de advecção-difusão dependente do tempo. A Seção 2.2.1 descreve tal equação 

e a dedução da mesma pode ser encontrada no Apêndice A. A concentração de surfactante, r, 
ê adimensionalizada pela concentração inicial de surfactante, fo, sobre a interface, considerada 

uniformemente distribuída (i.e. r = 1 em t = O) . O parâmetro ( é definido por ( = (ao-o)/(1JcD,.) = 
Pe.,/Cao, na qual a é o raio da gota não deformada, 1Jc é a viscosidade da fase contínua, D,. é 

a difusividade superficial, Pe,, = (a2,y)/D., é o número de Péclet. superficial, Ca0 = a17,/y/o-0 é 

o número de capilaridade correspondente à uma interface limpa e "y é a razão de cisalhamento. 

Note que na ausência de surfactante insolúvel o coeficiente de tensão superficial, o-, é considerado 

constante e a equação (2.29) se reduz a equação (2.15). 

Por fim, a expressão (2 .28) representa a movimentação da interface de separação, a qual é 

realizada como no mót.odo da. fronteira imersa.. 

2.3.2 Escoamento bifâsico não condutor submetido a uma força magnética 

Considere uma gotícula de ferrofluido suspensa num escoamento incompressível , newtoniano, não 

magnetizâvel e não condutor de eletricidade (Figura 2.1). Por hipótese, supõe-se qne na presença 

de um campo magnético a gotícula é instantaneamente magnetizada. Neste contexo, as equações 

clássicas para a evolução dos dois sistemas de fluidos são as equações de Maxwell (Seção C.3), as 

equações de Navier-Stokes para um escoamento incompressível (Seção 2.1) e uma relação constitu

tiva para os vetores indução magnética B (T), campo magnético H (A m-1) e magnetização M 

(A m-1 ) (Lavrava et al. , 2006). 

O ponto de partida para modelar tal escoamento é o modelo de um fluido descrito na Seção 2.1, 

no qual as equações de Navier-Stokes são resolvidas com o termo de forças externas que atuam no 

fluido 
f = f., + Ím, (2.32) 

onde f., é discutida. na Seção 2.2.1 e Ím, a densidade de força maguéHca. para um fluido não condutor 
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de eletricidade (Seção 2.2.2, expressão (2.24)), reproduiida a seguir, ê 

Tal fon,11. tem origem 1111.s equações de Maxwell p1mi. um caso superpara.magnético com magnetização 
liuear, ou s11j11., quando M é colinear com H e apresenta 1111u1. relação com1titutiva pam a indução 
maguéLica B, u ciuupu 11111g11(1Licu H e a 111ag1mtiz~ão M (detallws na Seção 2.2.2). 

O modelo torna-su completo iudicando que o movimento da interface ele separnção ocorrn como 
nu método da fronteh-a imersa (S1ição 2.1). 

O modelo matemático a ser rni,;olvi<lo numericamente é dado por 

p(rp) [ ~; + (u · V) u] = -v'p + v' · [11(</J) (v'u + v'uT)] + Ía + Ím, 

v'•u=O, 

f,.(x, t) = fs(-,;,a n)(a, t)ó(x - X(a, t)) da, 

1 
fm = µ(</J)v' · (H ® H) - 2µov'(H · H), 

DX(a,t) . { 
Dt = U(a, t) = u(X(a, t), t) = ln u(x, t) ó(x - X(a, t)) dx. 

2.3.3 Modelo matemático completo: um diagrama esquemático 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

A Figura 2.3 mostra um diagrama de blocos que apresenta a modelagem matemática que des
creve a dinâmica de um escoamento transiente, incompressível de um fluido bifásico possivelmente 
sob a influência de dois tipos de forças externas atuantes: a força de tensão superficial e uma força 
mag11ética. Quando a fase contínua é suposta newtoniana, não magnetiiável e não condutora de 
eletricidade em todos os casos, mesmo quando a fai,;e dispersa possui um componente fcrrnmagnético. 
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Escoamento lncompre11ível de um fluido btt,slco 

p(</)) [ ~; + (u • v') u] = -v'p + v' • [ r,(ip) (v'u + v'u T) ] + f 

axb~,t) = U(o t)=u(X((I' t.). t) = Jnu(x. l.)ô(x - X (O', /,}) r/.x. 
"v-u =O. 

Forças atuantes 
f = O 

Força de tensão superfícia! 
fs(x, t) = J5 F s(n-, l,)ô(x - X(c.t. /,)) do. 

Tensio superflclel em função de surfactante 

°ar+ (v',. · U )f = z"v,. · ("vsf), 
u(f) = C1o(l - pr) 
F .. ( f.) = li<T(r) D+ "v u(I') 
t': =JJ_KO'll + t'8 C1)(0,t)ó(x-X(o t))da. 

Força magnética 

fm = "v · (p.H ® H) - ½tto "v(H · H). 

Tensão superftcla l constante 

F .• (a, I) = "ª n 
fs = f s-(1i<1 n ){o, t)c5(x - X(a. t)) da. 

f = f + f A + f,,,. 

Modelo matem,tlco completo 

<b(t) = d>(X(o: t)) 
i~ + ("vs. U)r = zv'A . (v'. T') , 
u(f) = u0 (1 - ,6f), 
(,. = .f J"-<1 n + "v .u)(a t)c5(x - X(a, t)) da. 
fm = v' · (JtH ® H} - ½l'ov'(H · H), 
f = f + f~ + f,n l 

p(</J) [~~ +(u •"v) u] =-v'p + v' · [11(iP)("vu+"vuT)J + f , 

i·u=O 
xb~·') = U(o t) = u (X( .1.) /,) = J0 u(x, t)ô(x - (n:. /,)) clx. 

2.3 

Figura 2.3: Modelo matemático de um escoamento incompre.,s{vel e transiente de um fluido bifásico (fa.,e., 
imisc{veis). Uma das fases pode conter um componente ferroma_qnético. 



Capítulo 3 

Metodologia numérica 

O presente capítulo inic:ia-se com a discreth:ac,:ão do domínio euleriano e a descrição dos oper

adores diferencia.is, apresenlados inicialmente em uma ma.lha uniforme na Seção 3.1 , com o intuito 

de simplificiu· a expusi1;ão. Na seção subsequente, são apr(:)Seutadas as alterações e particularidades 

requeridas para a extensão da discretização espacial para uma malha bloco-estruturada composta 

por refinamentos localizados realizados pela técnica AMR (Adaptative Mesh Refinement). A seguir, 

o domínio lagrn.ngiano <liseretizaclo por uma malha triangular não estruturada ·é apresentado na 

Seção 3.3, assim como alguns operadores aplicados sobre a malha triangular. Entre eles o operador 

"levantamento" sobre a interface, que forneee uma aproximação de segunda ordem para uma vizi

nhança dos vértices da malha. Um operador de otimização de malha e uma correção do volume da in

terface imersa. A função indicadora de fluidos é apresentada brevemente na Seção 3.4. A metodologia 

numérica para a solução de escoamentos incompressíveis bifásicos transientes é descrita na Seção 3.5, 

iniciando pela descrição de um métodos de projeção inspirados nos trabalhos de Choriu (19G8) e 

Témam (19G9). Baseado no Teorema da Decomposição de Hodge {Chorin e 1farstleu, 1992), tal 

método desacopla a velocidade da pressão. No tempo, as equações são discretizadas por um es

quema semi-implícito baseado numa metodologia implícita-explícita (IMEX) (AschPr et al. , 1995; 

\\la11g e H.uuth , 2008). Os domínios euleriano e lagrangiano são acoplados de maneira discreta, pela 

defiuic;:ão de uma função distribuição {função delta de Dirac discreta), que permite a eonstmção dos 

operadores espalhamento e interpolação discretos. O movimento da interface de separação entre as 

fases é realizado por um método de dois estágios com passo variável. Sobre essa interface a equação 

de advecção-difusão da concentração de surfactante é discretizada por um método de volumes fini

tos. A seguir as forças externas atuantes no escoamento são descritas na Seção 3.G, iniciando pela 

força interfacial, aproximada para cada elemento triangular da malha lagrangiana, seguida da força 

magnética que aparece na presença de wna fase magnética imersa e é calculada nos elementos de 

malha euleriana. A Seção 3.7 finaliza o presente eapftulo com um sumário da metodologia numérica 

descrita. 

3.1 Domínio euleriano: malha uniforme 

O domínio computacional considerado {~ um paralelepípedo dado pelo produto cartesiano n = 
[A1, Bi) x [A2, B2] x [AJ, B3J que inicialmente é discretizado por uma malha uniforme cartesiana, 

Qn, orientada na direção dos eixos eoordenados. A malha Qn está. subdividida em nx células de 
~-~ ~-~ 

espaçamento .ó.x = ---- no eixo x, ny células de espaçamento .ó.y =---- no eixo y e nz 
~ ~ 

B3-A3 
células de espaçamento 6z = ---- no eixo z. O espaçamento da malha é denotado como h 

nz 
quando .ó.x = .ó.y = .ó.z. 

Uma certa quantidade de células cujos valores são dependentes das condições de contorno são 

agregadas em torno de todo o domínio. Estas células são conhecidas como "células fantasmas", 

ou simplesmente "fantasmas". A função dessas células é evitar que a forma dos operadores seja 

23 
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alterada próximo à fronteira. A quantidade de células fantasmas na direção normal, n9 , é a mesma 
em cada uma das fronteiras ao redor do domínio n. Os índices de uma célula fantasma (i,j,k) 
satisfazem ( -n9 + 1) < i < 1 ou nx < i < ( nx + n9 ), ( -n9 + l) < j < 1 ou n y < j < ( ny + n9 ) e 
(-n9 + 1) < k < 1 ou nz < k < (nz + n9 ). 

As variáveis eulerianas são posicionadas numa malha deslocada introduzida por Harlow C" Wclch 
(1965). Assim, variâveis escalares como pressão, correção de pressão, densidade de massa, viscosi
dade, suscetibilidade e permeabilidade magnética são calculadas no centro da célula computacional; 
as componentes da velocidade, da força de interface e da força magnética, no centro das faces dessa 
célula. A principal razão da escolha da malha deslocada está no fato de que com ela é possível definir 
convenientemente aproximações de segunda ordem para us operadores divergente e gradiente, tal 
que facilita a implementação de um algoritmo multi_qrid para solucionar a equação ele Poisson para 
a correção de pressão (Bell e Marcus, 1992; Bell et al. , 1989; :rvlinion, Hl96; Peyret e Taylor , 1983). 
A Figura 3.1 destaca as partes da célula computacional onde as variáveis discretas são calculadas. 

(A) (B) (C) (D) 
Figura 3.1: Local da célula computacional onde variáveis dücretas são calculadas: uariávei., escalare., como 
pre.,.,ão, a den.,idade de mas.,a, a visco.,idade, a .m.,cetibilidade e a permeabilidade ma,qnética .,ão calculada., 
no centro da célula computacional (A); a., componentes da velocidade, da força de ,,uperjície e da força 
ma,qnética na direção x são calculadas no r.entro da face yz (B); a., componente,, da uelocidade, da força 
de ,,uperf{cie e da força ma,qnética na direção y são calculada., no centro da face xz (C); a., componente., 
da velocidade, da força de rmperf{cie e da força ma,qnética na direção z são calculadas no centro da face X!J 
(D). 

Por simplicidade, assume-se que .ó.x = .ó.y = .ó.z = h. Para cada célula identificada pc~los índices 
(i, j, k) a localização física do centro desta célula é denotada por Xi,j,k = ((i + ½)h, (j + ½ )h, (k + 
½)h). Como ilustrado pela Figura 3.1, se cp é uma variável escalar ela é aproximada no centro 
da célula, ou seja, nos pontos XiJ,k· As componentes rle uma variável vetorial 1/J = (1/J1,1j,2 , ip3), 

são, respectivamente aproximadas no centro das faces yz, xz e xy, isto é, nos pontos xi- l / 2,j,k = 
(ih, (j + ½)h, (k + ½)h), x i ,J-1/ 2,k = ((i + ½)h,jh, (k + ½)h) e Xj,J,k-1/ 2 = ((i + ½)h, (j + ½)h, kh). 
O valor das variáveis vetoriais 1/J e das escalares t.p armazenados nas ma.lhas são denotados por 
( '1/Jl ) i- 1/2,j,k, ( '1/J2) i,j -1/ 2,k, ( 'IP3)i,j ,k-1/ 2 e 'Pi,j,k· 

As aproximações por diferenças finitas para os operadorp,s gradiente, laplaciano e divergente são 
denotadas respectivamente por G(·) ~ v"( ·), L(·) ~ v"2 (·) e D·(·)~ v" ·(·).Utiliza-se a discretização 
padrão em malhas deslocadas, na qual G( •) e L( •) são calculados nas facp.s das células e D • ( •) nos 
centros das células. 
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Na. malha desloca.da. descrita. anteriormente, os operadores de diferenças finita.'> para a.proximal' 
os op1irndores <lifenmc:ia.is espadas sii.o descritos a segui!·. Parn. uma variável escalar 'P e uma variável 
vdorial 1/J = ( '1PJ, 1/12, 7/la), locali:.mdas em sua.s posiçfü1s c:01·1·espondentes mostradas ua Figura 3.1, 
os 1-ieguiutm; opt!1·adorcs siUl definidos: 

• Gradiente (G) 

(G ) _ 'Pi,j,k - 'Pi - 1,j,k 
'P i- 13· 1;- / , 

2' 1 L 

(G ) _ 'Pi,j,k - 'Pi,j - 1,k 
cp i.i- ½,k - h , (3.1) 

(G ) _ 'Pi,i,k - 'Pi,j,k-1 
'P i,j,k-½ - h , 

• Divergente (D·) 

(3.2) 

• Lapladano (L) 

(L ) . . _ 'Pi+l,i,k - 2cpi,j,k + 'Pi-1,i,k + 'Pi,j+l,k - 2cp;,j,k + 'Pi,j-1,k 
cp ,,1,k - h2 h2 

+ 'Pí,j,k+l - 2cp;,j,k + 'Pi,j,k-1 
h2 , 

(L-IJ,);jk = ( (L1/J1)i-l/2.j.k, (L'I/J2);,j-l/2,k, (L'I/Ja);,j,k-1/2), (3.3) 

na qual para V'l 

+ (1/J1)i,j,k+l - 2('1/J1)i,j,k + (1/J1);,j,k-l 
h2 • 

e formulações similares são usadas para ·i/J2 e '1/)3. 

3.2 Domínio euleriano: malha composta 

O domínio computacional euleriano é considerado um paralelepípedo retángulo, cuja discreth:a
ção é dada por uma malha estruturada composta por blocos (paralelepípedos retângulos) que se 
adaptam e recobrem regiões especificas do domínio. Para a discretização, utiliza-se uma malha 
bloco-estruturada com refinamento adaplativo e dinâmico baseando-se na estratégia de refinamento 
adaptativo de malhas, (Adaptati-ue Mesh Refinement- AMR), proposta por Berger P Oliger (198..J.), 
BPrger e Rigoutsos (HJ91 ) e BcrgPr e Co!C'!la (Hl89). Nessa técnica, refinamentos são obtidos pela 
união ele "retalhos" (patches), cada qual dado por uma malha cartesia11a bloco-estrnturada tridi
uwnsional mfontacla na. dir<içiio dos eixos coordonados. Uma grande vantagem dessa abordagem é 
q1w uma discretiiaçiio originalmeutc definida. em uma malha cartesiana uniforme pode sei· fac:il
mentc reutiliiada, além de possuir implementação computacional relativamente simples quando 
comparadas a uutrw; técnicas de refinamento adaptativo, oferecem ainda grnnde vantagem no fato 
de possuírem relações de vizinhança de fácil acesso (cada retalho tem uma estrutura natural de 
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indexação). A seleção das regiões onde é necessária uma maior precisão pode ser feita, por exc~m

plo, por intermédio de critérios baseados em propriedades físicas tais como altos gradientes, alta 

vortiddade e propriedades especificas do fluido. Em uma outra abordagem, {Berger e O!iger, 1984) 

selecionam os pontos que necessitam refinamento c:om base em uma estimativa do erro de disc:retiza.
çiio local. Para isto, empregam extrapolações de Richardson. Para simulações computacionais do 

escoamentos multifá.5icos, uma região natural ele grande interc~se é a vizinhança da intlirface de 
separação entre as fa.sP.s, utilizada também pelo presente trabalho para definir o refinamento local, 

como ilustra a Figura 3.2. A implementação da técnka AMR neste trabalho teve itúdo com o trw 

Figura 3.2: Corte de uma malha euleriana bloco estruturada com malha la,qran,qiana triang1Llar não estni
turada imersa no dom{nio euleriano. 

balho de Roma (1996) e Roma et al. (1999) com uma versão adaptativa do método da fronteira 
imersa para a resolução de um escoamento bidimensional incompressível dcisc;rito pelas c~qua.çõns 

de Euler. Villar (2007) e Ceniceros et al. (2010u) estendem o trabalho de Roma e colaboradores 
para um escoamento transiente bifásico biclimcnsional descrito pelas equações de Navier-Stokes. 

Concomitantemente Nós (2007) e Ceniceros et al. (2010a) amplia o trabalho de Roma e colabo

radores com a técnica AMR para um domínio tridimensional, utiliza um modelo de campo de fases 

ao invés do método da fronteira imersa para um escoamento tridimensional multifá.sico. A seguir 
Pivello (2012) e Pivello et al. (2014) tendo por base o trabalho de Nós e colaboradores implementa 
o método da fronteira imersa tridimensional para simular um escoamento transiente bifásico dn as
censão de bolhas. O presente trabalho utiliza a implementação da técnica AMR e do método da 
fronteira imersa realizada por Pivello e seus colaboradores. 

3.2.1 Descrição de uma malha composta bloco-estrutura 

A descrição de malha composta bloco-estruturada utilizada no presente trabalho é baseada nas 
definições feitas por Berger e Coldla (1!)89), Roma et al. (199!)) e Ceniceros d al. (2010a). 

Uma malha composta bloc:o-p,strutura é formada por um conjunto de blocos (paralelepípedos 

retângulos) discretizados em diferentes níveis de refinamento, cada bloco é um conjunto de células 
computacionais. As faces de cada bloco estão alinhadas aos eixos coordenados do domínio computa
cional. 

Considere G1,m como sendo o m-ésimo bloco de uma nlvel de refinamento l. Os blocos que com
põem um nível de refinamento l t<im o mc>.smo espaçamento Ax1, D.y1 e 6..z1• A razão dei refinamento 
r entre o espaçamento de dois níveis de refinamento consecutivos é constante, ele mam~ira que 

Uma malha malha bloco-estruturada deve a.tender algumas restrições, entre elas a de que cada. dois 
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blocos distintos de um mesmo nível são disjuntos, ou seja, dados dois blocos distintos de um nível 
l, G1,i e G1,j, tem-se que Gu n G1,j = 0 (exceto nas faces). Assim, define-se para cada nível de 
refinamento l, a malha do nível l por 

n1 

G1= LJG1,k, 
k=l 

ua qual n1 é o número de blocos do nível l. A partir desse ponto uma malha do nível l é um 
conjunto de blocos discretizados no nível de refinamento l. Uma malha bloco-estruturada é a união 
das malhas de lodos os níveis 

G=LJG,. 
Outra rnstrição é que os blocos mu níveis diferentes adjacm1tes precisam estar "propriamente ani
nhados", ou seja, 

1. um bloco em um nível fino deve começar e terminar no cauto de uma célula computacional 
do próximo nível mais grnsso; e 

2. para cada canto de um bloco do nível fino, deve existir pelo menos uma célula computacional 
do próximo nível mais grosso em todas as direções (à direita, à esquerda, para frente, para 
trás, para cima e para baixo) que separa este bloco do nível fino de uma célula computacional 
do segundo próximo rúvel mais grosso (a menos que este bloco toque a fronteira do domínio 
computacional). 

As Figuras 3.3-(a) e 3.3-(b) são exemplos, em duas dimensões, com dois e três blocos em níveis 
diferentes que não estão propriamente aninhados. A primeira restrição é violada na Figura 3.3-
( a) e a segunda, é violada na Figura 3.3-(b). A figura 3.4 moslra três blocos em níveis diferentes 
propriamente aninhados. Note que é permitido um bloco de um nível interceptar dois blocos do 
nível sucessivamente mais grosso. As malhas são refinadas no espaço com razão de refinamento 

G1,1 

G3,1 

iG2 1 
G2,1 

G1,1 

(a) (b) 

Figura 3.3: Malllas não propriamente aninhadas: (a) canto incompatível, primeira restrição violada e (b) 
fronteira do bloco incompatível, se_qunda re.9trição violada. 

r = 2. Uma importante diferença do trabalho original de Berger P Colella (1989) em relação ao 
presente trabalho, é que não há refinamento na tamanho do passo de integração, Llt. Isto significa 
qm! a solução numérica, em todos os níveis de refinamento, é determinada com o mesmo tamanho 
de passo de integração At dado pelo espaçamento da malha mais fina. Note que isso não significa 
que o tamanho do passo Llt seja constante, veja Seção 3.5.3. Com isso, garante-se que o erro da 
discretização espacial e temporal tenham a mesma ordem de aproximação. 
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G 2,2 

fl3, 

G 2,1 

G1,1 

Figura 3.4: Malha propriamente aninhada. 

3.2.2 Células fantasmas 

Para permitir a comunicação de informação entre os diferentes retalhos da malha (e entre seus 

diferentP.s níveis de refinamento) e evitar que o estêndl da discrelização de diferenças finitas pró

ximo à8 interfaces de nlvel seja "formalmente diferente", defini-se ao redor de cada um dos retalhos 

de malha uma região de "células fantasmas". Os valores das variáveis nas células fantasmas são 

calculados por meio de interpolações polinomiais e fornecem uma aproximação do valor das vari

áveis naquela posição, definindo assim "condições de contorno", em cada retalho. A Figura 3.5-(a) 

mostra uma malha, bidimensional, com dois níveis: o "nível de base" recobrindo todo o domínio 

computacional e mais um nfvel de refinamento. O segundo nível é composto por três retalhos de 

malha, G2,1, G2,2 e G2,3 (de acordo com a notação descrita na Seção 3.2.1) . Tal figura mostra os 

tipos de aproximações que podem acontecer para se obter os valores armazenados nas células fan

tasmas, ilustradas no bloco G2,2- A obtenção de valores nas células fantasmas definidas ao redor de 

1 

- .. l ,J+l 
1 

1 

1 

1 

- - .. l , J 

X X • + 
1-1,j i, j l+t,j l 

1 
1 

- - -,1,J-I 

1 
1 

(a) (b) 

Figura 3.5: (a) Tipoa de aproximaçõe11 para as r.élula., /anta11ma11 do bloco 0 2,2 : condição de r.ontorno do 

dom{nio (A), malhaa irmã., (retalho., nomeamo nível) (B) e interpolação fina-,qm.mi de ordem 2 (C). (b) 

EsMncil da interpolação fina-,qro.,sa na célula (i + 1,j). 

cada retalho de cada nfvel de refinamento depende de interpolações que envolvem valores em célu

las computacionais pertencentes a uiveis de refinamento diferentes. Os pesos destas interpolações 

dependem da localização das variáveis nas células computacionais e da ordem, que se deseja para 

a aproximação. Por sua vez, tal ordem de aproximação está ligada à discrnlização dos operadores 

diferenciais. A aproximação dos valores de células fantasmas em regiões com interfac:e fina-grossa 

usa tipicamente interpolação com polinômios quadráticos (Roma et al. , 1999; Roma , 199G). A seguir 
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u conjn11to de equações 

'P• = 

'Pi+lj = 

Cf'i+lj = 

'Pi+lj = 

exemplifica uma interpolação fina-grossa, cujo estêndl é mostrado na Figura 3.5-(b). 
As aproximações adotadas para os valores de uma variável numa célula, de uma malha composta, 

quando recobertas por uma malha mais fina, ou na condição de célula fantasma são as seguintes: 

1. Em côlulas recobertas, os valores são definidos como a média aritmética dos valores finos, no 
nível de refinamento acima, que a recobrem; 

2. Extrapolação-interpolação cúbica de valores no contorno de cada retalho de wn dado nível 
para as células recobertas do nível mais grosso abaixo; 

3. luterpolação fina-grossa; 

4. Preenchimento ele valores em células fantasmas sobrepostas por "malhas irmãs", isto é, injeção 
de valores diretamente de retalhos de mesmo nível, vizinhos; 

5. Condição de contorno no bordo do domínio computacional. 

As aproximações 1 e 2 definem de maneira apropriada os valores ua.s "células recobertas" ( células 
computacionais que compartilham a mesma região do domínio e estão em níveis de refinamento 
diferentes). Enquanto a.s aproximações 3 até o passo 5, definem os valores de todas as células 
fantasmas, c.:urno ilustrado na Figura 3.5-(b). Para mais detalhes veja Mi11io11 (1996) e Roma et al. 
(1999). 

3.2.3 Discretização dos operadores diferenciais na malha composta 

Como a Seção 3.2 ressalta, uma grande vantagem da malha composta, utilizada no presente tra
balho, é que uma discrctização originalmente definida em uma malha cartesiana uniforme pode ser 
facilmente reutilizada. A discretização no espaço dos operadores diferenciais, fornecida na Seção 3.1 
para malhas uniformes são aqui suplementadas para uma malha composta. A discretização dos 
operadores em malha composta é dada por: 

• Gradiente: após a atualização dos valores das células fauta.sma.s, o gradiente é aproximado em 
cada bloco (retalho) de cada nível por (3.1); 

• Divergente: em cada retalho de cada nível o divergente é aproximado com a discretização (3.2); 

• Produto interno: 

n:,, n11 n~ 

(<p1, <pz, rp3} = E E L 'Pl,ijk'P2,ijk'P3,ijkWijkÓ.x1Lix2Lix3, 

i=l j = l k=l 

onde Wijk é O se a célula (i,j,k) é recoberta e 1 em caso contrário. 
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Esta é uma operação que passa por todas as células ele todos os níveis. Logo, para 'f'l, 'f'2, 'f'3 E 
G1,m com l = 1, ... ,ltop em= 1, ... ,n1 temos 

ltop n1 

(<,01, 'f'2, r.p3}1 = I: I: (cp1, 'f'2, 'f'a}. 
l=l m=l 

3.3 Domínio lagrangiano 

Como descrito anteriormente, as equações de Navier-Stokes que dt>..screvem o escoarmmto são 
discretizadas em uma malha euleriana que recobre todo o domínio computacional. Entretanto, 
algumas equações como a força de tensão superficial e a equação de advecção-difusão de surfacta.nte 
insolúvel agem apenas sobre a interface de separação, logo são discretizadas numa malha lagrangiana 
que recobre apenas a interface. Com esta abordagem, as duas malhas são tratadas separadamente 
e as informações que são comuns às duas discretizações são atualizadas a cada passo no tempo por 
meio da discretização das equações de interpolação (2.9) e espalhamento (2.11). 

A interface de separação (2.6) (o domínio lagrangiano) é discretizada por um conjunto de triân
gulos euclidianos {Skh=1,2, ... ,N., assumindo a existência das constantes positivas e, C, eh para as 
quais ch2 $ Ak $ C h2 , na qual Ak denota a área de Sk eh o diâmetro máximo (Huaug e Rnssdl 
, 2011 , p. 158) adquirido por um triângulo qualquer em todo instante do tempo. Tais "triangulari
zações regulares" são supostas aqui, compartilharem mesma topologia de triangularização durante 
tudo o tempo, sendo que para qualquer instante tn, os vértices de Sk estão situados nas trajetórias de 
movimento dos vértices de Sk na superfície triangularizada inicial, X(Xk(a, O), Yk(a,O) , Zk(a, O)). 
A Figura 3.6 mostra uma interface triangularizada. 

Figura 3.6: Interface trian,qularizada. 

Na simulação de um escoamento bifásico a interface se movimenta de tal maneira que os pontos 
tendem a se aglomerar ou a se afastar entre si, de acordo com o escoamento ou a curvatura da 
interface, podendo degenerar a malha. Além disso, quando a evolução de surfactante é considerada 
os triângulos que discretizam a malha precisam ser acutângulos. Uma boa distribuição de pontos e 
triângulos acutã.ngulos (quando existe a evolução de surfactante) são obtidos com um algoritmo de 
otimização de malha que desliza os vértices tangendalmente na direção do centro de massa de seus 
vértices vizinhos. A otimização de malha é descrita a seguir na Seção 3.3.2. Outro ajuste imposto 
à malha lagrangia.na é a correção do volume da interface a cada passo no tempo, dado que em 
geral o método da fronteira imersa não conserva o volume (Pei;kin , 2002). A Seção 3.3.3 descreve a 
correção de volume da interface. O acoplamento discreto entre os domínios lagrangiano e m1!1~ria110 
por meio de espalhamento de força interfacial higrangiana para a malha euleriana e a interpolação 
das velocidades da malha euleriana para a malha lagrangiana é descrito na Seção 3.5.4. 
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3.3.1 Operador de levantamento sobre a interface 

O operador 'P(·) descrito a seguir para o "levantamento" de um ponto Pk para a interface ou para 
a interpolação de uma quantidade escalar definidos na interface de separação (2.6) é inspirado em 
(HPuka, 198,J). O sistema de coordenadas é transladado e rotacionado de tal maneira. que a normal 
exterior unitária à superfície no ponto Pk, nk, se torna paralela à Vz = (O, O. l} no sistema local d<~ 
coordenadas. A seguir, um conjunto de N pontos na vizinhança de Pk na interface, N =19 ou 16 

(a) (b) 

Figura 3. 7: Pontos na vizinhança de Pk utilizados na construção da função de interpolação: ( a) pos.9íveis 
configurações de esUncíl quando Pk é um vértice, neste caso o mímero de pontos é i,qual a N = 19 ou 16 
(incluindo Pk) e (b) quando Pk está no interior de um triangulo o número de pontos é N = 12 ou 11. 

se Pk é um vértice e N =12 ou 11 se Pk está no interior do triângulo como ilustrado na Figura 3.7, 
{Pk;}i=l,••· ,N, com coordenadas (xk;, Yk;) (no sistema local) são utilizados para construir uma função 
para aproximar qualquer quantidade escalar F definida nos pontos (xk,, Yk;), Exemplos de funções 
locais de aproximação são F(xk;, Yk;) = Zk;, quando interpolamos a coordenada na direção z e 
F(xk;, Yk.) = rk;, para interpolar a concentração de surfactante. O método escolhido, para compor 
a função interpoladora foi o método quadrático "modificado de Shepard". No qual os pontos mais 
próximos do de interpolação tem um peso maior na construção do interpolador do que os mais 
distantes. Dado um ponto de interpolação p, um conjunto de pontos { Pk, h=l,·· ,N, com seus valores 
dados por F(Pk,)i=l,••· ,N, define-se uma função aproxima.dora 

na qual 8 é dada por 

com R > O uma constante que define o raio máximo de vizinhança da função de base radial e 
O+ é uma função que vale zero se a variável for negativa e o próprio valor se for positiva, d(.,.) ê 
uma métrica de distância entre dois pontos, Polk

1
(·) é um polinômio em torno do ponto Pk, tal que 

Polk; (Pk;) = F(Pk; )i=l,·• .N. Uma boa descrição do método modificado Shepard pode ser encontrada 
em HPukii (1988a,li) e mais recentemente em Thaclwr d ai. {2010 ), no qual são descritas algumas . 
variações do método. 

Se o ponto Pk é um ponto interior ao triângulo da malha, calcula-se a normal exterior pelo 
produto vetorial de vetores paralelos às arestas do triângulo correspondente (a interface discreta 
é orientada). Caso Pk seja um vértice, a normal exterior, nk, é obtida por meio da soma vetorial 
das normais dos M triângulos vizinhos, Dk; = nv,. , (1\1=5 ou 6} ponderada pelas áreas de cada 
triângulo viúnho, As,. ., como descri to a seguir: 

J 

Ef~1 ns,.1 As,.i 
Ilv.i, = A1 

Li=I As.i.; 

Na dedução da força de tensão superfidal (Seção 3.6.2) e ela l!quação de evoluçiio de surfü.c-
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tante (Seção 3.G.l), a interface de separação é assumida como a união de trii\ngulos geotlésiC"os 

(Reshetnyak, 1993, p. 47), chamados aqui de~ "trii\ngulos curvos", os quais compartilham dos mes

mos vértices dos triângulos euclidianos Sk que discreth:am a interface. Os triângulos curvos são 

considerados como a projeção (ou o "levantamento") dos triâ.11gulos euclidianos sobre a interface. 

Como é ilustrado na Figura 3.8, na qual o operador de levantamento é aplicado a um triângulo Sk 

e a um ponto Xsk E Sk, 

Figura 3.8: 0 tri4n,qulo '~evantado" sobre a interface (o triO.n,qulo curvo), sk = 'P(Sk), e a projeção .,obre 

a interface de Xs. E Sk, X 5• = 'P(Xs.). 

Algorithm 1: Operador de levantamento para a interface 

Entrada: F(Pk) 
Salda: 'P(F(Pk)) 
início 

1) calcular nk, a normal exterior unitária à superfície passando por Pk; 
2) transladar e rotacionar o sistema de coordenadas de tal maneira que nk = (O, O, l); 
3) utilizar um conjunto de pontos vizinhos à Pk sobre a interface para gerar uma função 
interpoladora; 
4) interpolar; 

fim 

3.3.2 Otimização de malha 

O esquema de volumes finitos empregado neste trabalho (Seção 3.G.1) assume que os pontos 

utilizados na discretização da concentração de swfactante são os circuncentros projetados nos triân

gulos curvos associados (v~ja Figuras 3.8 e 3.12-(b)). O cálculo apropriado dos fluxos nas fronteiras 
das células de volumes finitos dependem que para todo instante no tempo cada circuncentro esteja 
no interior de seu triângulo. Além disso, com a evolução do tempo os vértices dos triângulos Lendem 
a se aglomerarem em determinadas regiões de acordo com o escoamento, com o gradiente de força 
superficial e curvatura. da interface. Para. evitar degeneração de malha e preservar o circ:unc:entro no 
interior de seu triângulo, os vértices Vk são movimentados ta.ngencia.lmente na direção do centróide 

(centro de massa) de seu "primeiro anel" (Figura 3.9), um procedimento similar ao utifürn.do por 
Botsch e Kobbelt (2004), 

O primeiro passo desse procedimento é aplicado antes da a.d vecção da int;erface. Consiste mi 

interpolação da concentração de surfac:tante r8" dos circuncentros projEitaclos X 5,, = 'P(Xs,.) para 

os baricentros projetados B} = 'P(Bt), Simbolicamente, podemos p,screver r D~ ~ P(r8,.), na 
lt "'k 

qual 'P(·) (Seção 3.3.1) é o operador de levantamento usado para projetar um ponto na interface, 
ou para interpolar a concentração de surfactante. 
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., 
Figura 3.9: O primeiro anel do vértice v1;. 

A seguir, o centroidc do primeiro anel do v(~rtice Vk é recalculado como 

(3.5) 

na qual Ask . representa a área de um triângulo no primeiro anel. 
J -

Os centróides são prnjetados na interface, 'P(ük), se transformando num novo conjunto de vér-
tices de uma "nova" interface discreti:tada. Por um momento, a interface é representada por duas 
malhas lagrangiana distintas. A concentração de s\ll'factante, localizada nos baricentros projetados 
B

5
!. , é então interpolada para um novo conjunto de baricentros B} obtida por r B~- +- P(f B!. ) . 

k k S1, Sk 

A seguir, cada vértice Vk e baricentro projetado B!. são atualizados 
Sk 

Vk +- P( -ük), 

Bs!. +- Bs~. 
k k 

{3.6) 

{3.7) 

O procedimento é repetido enquanto existir algum triângulo obtusângulo (Figura 3.10). Quando 
o objetivo é atingido a concentração de surfactante é interpolada novamente para os circuncentros 
projetados, r 8 +- P(f 8 1 ). A Figura 3.10 mostra um exemplo de interface antes (esquerda} e 

k 51, 
depois (direita) da otimização de malha como wna função do ângulo máximo de cada triângulo. 

Ãngulo máximo 
7.16 

70 

60.14 

Figura 3.10: Superfície discretizada ori,qinal (esquerda) e com otimização de malha {direita). 
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Algorithm 2: Otimização de malha 

Entrada: v;:,rsk,Xsk = P(Xsk), Bt = 'P(Bt) 
Saída: posição otimizada para vk 
início 

interpolar a concentração de surfactante em X 8- para B
8
!. : r 8 1 +- P(r8- ); 

k k §k k 

if exi.ste 1Lm tridn,qulo obtusdngulo then 
repita 

.._.M B1 A 
LJj=:l Sk Ski 

1) calcular o centroide do primeiro anel: Vk = M i ; 
L;=t Ask1 

3.4 

2) projetar os centróidP,s na interface: P(iík)i 
3) interpolar a concentração de surfactante em Bt para Bt: r B}1c +- 'P(r B}" ); 

4) atualizar os vértices: Vk +- 'P(iík)i 
5) atualizar os baricentros: B!. +- Bt ; 

S1, Sk 
até que todos os tritlngulo sejam acuMngulos ; 

r5 +- P(r 8 1 >; 
" $1c 

else 
L sair; 

fim 

3.3.3 Correção de volume da interface imersa 

A metodologia utilizada para advecção da interface (o método da fronteira imersa) em geral não 
conserva o volume (Peskin , 2002). Embora para todos os casos simulados a mudança de volume 
observada foi muito pequena {em torno de 10-4% por passo no tempo), a mesma tem um efeito 
cumulativo. Um ''passo de correção" simples, baseado na expansão ou compressão uniforme da 
interface por uma quantidade f na direção normal, ajuda evitar o ganho ou a perda de volume no 
tempo. Uma aproximação para t: é dada por 

t: = ( vn) (i _ Vº) As vn , {3.8) 

na qual V'\ A5 e Vo são aproximações do volume limitado pela interface (2.6) no tempo n, a 
área discreta superficial da interface e o volume discreto inicial da interface, respectivamcmte. Cada 
vértice v;: é movimentado na direção normal na direção oposta da alteração de volume vk +
v;: - mv~ · 

Algorithm 3: Correção de volume da interface 

Entrada: v;:, vn, Vº, A8,nv~, tolerância 
Saída: nova posição de vf 
início 

repita 

1

1) calcular E=(~) (1- ~); 
2) atualizar a posição de todos os vértices v;: ~ vk - mv;:; 

até (V7i - V° < tolerti.ncia) ou ( atingir número má:r:imo de iterações} ; 

fim 
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3.4 Função indicadora de fluido 

Detennimu· corretamente cada uma das propriedades físicas das diferentes fases envolvidas 
em 11111 oscoa1mmto multifAsico é um problema important,~ na área de simulação m1mél'ica. Os 
mútudrn, numfricos parn calcular o escoiu11eutu de flui<los multifási<:os, podem sei' divididos em 
duas dasst1s pl'iucipais: mótudus de captura de intel'faces (Jrnnt-capltwi119 method.~ ) e métodos 
<le acompanhamento de interfaces (Jrn11t-lmcking metlwd~). Nus métodos de captura de interfaces, 
tais como o método fovel set (Osher e FPdkiw, 2001 ; Shiu el al. , 2005) e o de volume de fluido 
VoF (Popinel e ZalPc1ki , 1999), a interface <lo fluido está definida implicitamente por meio de uma 
função escalar (e.g. uma função distância ou uma. fração de volume) que atua. como uma função 
indicadora. de fluido. Estes métodos capturam o movimento da interface sobre uma malha eu
leriaua e refletem automaticamente as muda.nçru; na topologia. da interface. Por outro lado, os 
métodos de acompanhamento de interface (Cenicc·•ros e Ruma 2005 · Pau et al 2012· Peski11 1977· ' , . , , ' 1 Tryggvasuu el al. , 2001 ; Uuvenli e Tryggv,L-;uu , 1992) usam uma malha. separada. parn seguir ex-
plicita.mente o movimento da. interface e assim obtêm, em geral, uma. representação exata das 
quantidades geumét.ricas da. interface. 

No presente trabalho, o controle das propriedades de cada material ou fluido é feito por meio 
de uma. função indica.dora de fluidos ef> ( Cmüc<0 ros e Roma, 2005). Esta função indica.dora satisfaz 
a propriedade de ser positiva. na. fase contínua e negativa na fase dispersa, como mencionado na. 
Seção 2.1. 

Há diferentes técnicas para. definir uma. função que identifique as fases contínua. e dispersa, 
sendo uma das mais conhecidas da.da. pela solução de uma equação de Poissou para <p (Shiu d al. 
, 2005; U11verdi e Tryggvasou , Hl92). Uma outra. proposta. robusta. e que garante precisão para as 
regiões com elevadas curvaturas parn definir uma função indicadora de forma eficiente foi proposta 
por Ceuicerm, e Roma {2005). Esta abordagem emprega. ideias de geometria computacional para 
a construção da função indicadora. e tem baixo custo computacional uma. vez que não existe a 
necessidade de resolver sistemas lineares. 

Para detm·minar a. função indica.dura ao longo do tempo, é usa.do um algoritmo Closest Point 
'I'ra11sform (CPT) {Mauch , 2000). O algoritmo delennina a menor distância euclidiana dos pontos 
da. ma.lha euleria.ua em relação à interface S. Por motivo de eficiência, depois de iniciar a função 
indicadora de fluidos em todos os pontos da. malha. euleria.na. no primeiro passo no tempo, somente 
informações locais são usa.das na atualização da função indica.dora a.o término de cada passo no 
tempo, a.pós os pontos la.gra.ugia.nos (vértices da superfície de separação) terem se movido. Apenas 
os pontos euleria.nos pertencentes à uma vizinhança. de tamanho f da superfície têm a função 
indica.dora atualizada em cada. instante do tempo. Da.do ,, tal que O < -y < f, a função indica.dora 
é definida com valores variando entre -, e,. Fora de uma vizinhança de tamanho I da superficie, 
se o ponto é exterior à superfície o valor da. função indicadora é - 1 . Mais precisamente, dada uma 
triaugulariza.ção que representa. a superficie S, define-se a função indicadora de fluidos em uma faixa 
estreita. centrada. em S com largura. 21 > O. Fora. dessa faixa., a função indica.dora. <pé continuamente 
definida. igual a. ±-y. Assim, 

{

- 1 se d(P) < - 1 , 

<JJ(P) = d(P) se ld(P)I :5 +,, 
+, se d(P) < +,, 

na. qual d(P) é a. distância euclidiana com sinal do ponto P até a. superfície S. 

(3.9) 

Como a. superfície tria.ngula.riza.da é composta por faces, a.restas e vértices, dado um ponto P 
pertencente a ma.lha euleriana., o ponto Q E que minimiza. a distância euclidiana entre P e S está 
em uma face, em uma. aresta ou cm nm vértice de S. Da.do um ponto P ela malha euleria.na., se o 
ponto Q que minimi:ta a. distância de P à superfície S estiver cm uma das faces de S então o vetor 
(P-Q) é ortogonal a. esta face. Assim, P pertence a. um pl'Ísma. reto de base triangular, determina.do 
pdo vetor normal à fa.c:e e pelos vértit:cs do trili.ugulo da face A, B e C representados na Figura 3.11-
(a). Esse prisma de base triangular contém pontos da. malha euleria.na que podem estar na região 
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(a) (b) 

3 r: ,Ü 

Figura 3.11: Dado um ponto P (P
1

) pertencente a malha euleriana, o ponto Q (Q
1

) E S que minimiza a 

di.,tdnr.ia euclidiana entre P (P') e S pode e.,tar localizado numa face, em uma arc.,ta ou em um vértice. (a) 

Prisma reto de base triangular no qual P está contido, enquanto Q está localizado na face. (b} Canaletas 

sobre a superfície triangularizada na qual p', P estão contido., nas canaletas e Q
1

, Q estão localizado., na 

aresta e no vértice respectivamente. 

externa ou na região interna à superfície S. Nas arestas e vértices, a superfície triangularizada não 

tem um vetor normal definido. Neste caso, utiliza-se os vetores normais às faces adjacentes à aresta 

ou ao vértice para construir uma "canaleta" que contém todos os pontos da malha enleriana cujo 

ponto de distância mínima esteja sobre esta aresta ou vértice, a Figura 3.11-(b) mo::;tra um exemplo 

de canaleta em uma das regiões limitadas pela interface para um vértice e para uma aresta. 

A primeira implementação da função indicadora tridimensional no grupo de desenvolvimento 

deste trabalho foi realizada por Azeredo (2007) , a seguir por Thiago Pinheiro de Macedo que 

implementou a mesma em seu trabalho de conclusão de curso. Essa última implementação foi 

acoplada junto ao trabalho de Nós (2007) por Pivello e.t al. (2014) e deu origem ao algoritmo da 

função indicadora utilizada no presente trabalho. 

A função indicadora de fluido em conjunto com a Função de Heaviside é utilizada na atualização 

das propriedades, como descrito na Seção 2.1. 

3.5 Escoamento bifâsico incompressível transiente 

A presente seção descreve a metodologia numfaica para a solução de um escoamento incom

pressível bifásico transiente, modelado pelas equações de Navier-Stokes e continuidadB (2.7)-(2 .10). 

T.iis equações são discretizadas em uma malha enleriana (Seções 3.1 e 3.2) por um método do 

projeção inspirado no método de Choriu (1968) c1 Témam (1969), dc~scrito ua Seçiio 3.5.1. No 

tempo, são rnsolvidas por uma metodologia semi-imp!Icita baseada nos mótodos implfcitos-explfcit.os 

(IMEX) (Ascher et al. , 1995; Wang e Ruuth , 2008), clescrit.oi; ua Seção 3.5.2, os q1111ii; cwit,mn r1-i-

11trlçõm1 temporul1111evm·~ orl1111d11.11 tio lermo dlfuwlvo, t11l como é fült;u om Ccuiceros ct al. (20101.J), 

O modelo matemático bifásico e a seleção das fases é feita com o uso da função indicadora 

de fluidos, descrita. na Seção 3.4 e da Função de Heaviside (2.3). Enquanto que a função delta 

tle Dirac: (Seção 3.5.4) é responsável pelo acoplamento dos domfuios euleriano e lagrangiano por 

meio das operações discretas de espalhamento (2.11) e interpolação (2.9), intrínsecas ao método da 

frontciira imersa, aqui utilizado. E a modelagem de um escoamento bifásico incompressível tra.usi<mt.e 

é conclufda com a Seção 3.5 .5 descrevendo o método de dois passos c:om 1!spaçamcmto variável 

utilizado na movimenlação da interface. 
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3.5.1 Método da projeção de Chorin-Temam 

O objetivo do método da projeção consiste em <lesacoplar, na equação da conservação da quanti
dade de movimento (2.7), o cálculo da velocidade do da pressão. O método da projeção {1 um método 
do tipo "passo fracionado" (Ferziger l' PPrié , L999), já que obtém um campo de velocidade auxiliar 
e com este se corrige a pressão (Bl'll d al. , 1989; Chorin , 19G8; Ki111 e ~foiu , 1985; Roma d al. 
1 199!l). 

No método da projeção de Chorin-Temam para escoamentos incompressfveis, a velocidade e 
a pressão são determinadas em dois passos. No primeiro, um campo de velocidades auxiliar u* é 
calculado com a equação (2. 7) da. conservação da. quantidade de movimento, desprezando a condição 
de iuc:ompressibilidade dada na equação {2.10). No segundo passo, o campo de velocidade auxiliar u• 
ú projetado no espaço dos campos vetoriais com divergente nulo para calc:ular a correção da pressão. 
A partir dela a pressão e o campo ele v,~Jocidado u são conigidos, satisfazendo a condição de incom
prnssibilidade. O mútodo ria projeção tem como base o teorema da decomposição de Helmholtz
Hodg<1 (Churiu e Mars<leu , 1992), cujo enunciado é apresentado a seguir, 

Teorema 3.5.1. Seja O uma região 110 e.~paço (ou no plano} com Jmntefra t)fl .mav,i. Um c,1m110 
vetof'ial w em íl pode se1· decomposto de maneím 1inica como 

w = Ud + V</J, (3.10) 

onde V• Ud = O, e/> é uma pmp1i.edade escalar e Ud é pamlelo a 80., isto é, lld · n = O e n é o vetm· 
11onnal a lld· 

A decomposição descrita na expressão (3.10) pode ser vista c:omo a projeção do campo vetorial 
no espaço dos campos vetoriais com divergente nulo. Em resumo, a solução das equações de Navier
Stokes pelo método da projeção é obtida pela execução dos seguinte passos: 

Passo 1. Calcular o campo de velocidade auxiliar u*; 

Passo 2. Projetar o campo de velocidade auxiliar u• com V • u = O e determinar a correção <la 
pressão q; 

Passo 3. Corrigir o campo ue velocidade u usando a nova coneção da pressão q; 

Passo 4. Corrigir a pressão p. 

O campo de velocidade auxiliar u" é solucionado com um esquema IMEX definido a seguir. 

3.5.2 Discretização no tempo: métodos implfcitos-explícitos 

Para uma equ~rw da forma 

Ut = g(u} + f(u), (3.11) 

onde g representa um termo difusivo e f um termo advectivo, Ascher et al. {1995) propõem uma 
discrctização com esquemas temporais implfcitos-explkitos (IMEX). Tais métodos tratam explici
tamente o termo advectivo e implicitamente o termo difusivo. O tratamento explícito do termo 
advectivo evita a resolução de um sistema não linear e o tratamento implícito do termo difusivo 
evita a escolha de um tamanho restritivo para o passo de tempo C::.t. 

Os métouos IMEX são obtidos por meio de expansões em séries de Taylor da equação (3.11} as 
quais, dependendo da. ordem desejada para o método, determinam o valor de constantes apropriadas 
para a discretização. Inicialmente, as discretizações que podiam ser usadas com os métodos IMEX 
precisavam que o passo de tempo C::.t fosse constante em cada passo temporal. Esta restrição foi 
derrubada por Waug e Rnulh (2008), que apresenlaram uma forma geral de um método IMEX 
de s passos, com um tamanho de passo C::.t variável. Os métodos de s passos possuem ordem de 
aproximação s. 
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No presente trabalho, os esquemas IMEX de dois passos que aceitam o uso de 6.t variável ou 

constante são apresentados. 
Três instantes de tempo são considerados tn-l, tn e tn+l, de forma que o tamanho do passo 

do tempo seja Âtn = tn - tn-l e Âtn+l = tn+l - tn . A forma geral de uma aproximação para a 

equação (3.11) com o uso de esquemas IMEX de dois passos e ordem dois, e com tamanho de passo 

de integração variável, é dada pela expressão {Wang e Ruuth , 2008) 

n+l + n + n-1 
0:'2U 0:'1U O:'QU _ () n+l + () n + Ll n-1 + /3 fn + a fn-1 

At - 29 19 uo9 1 /JO , 
u n+l 

(3.12) 

na qual uk, fk e 9k são uma aproximação para u(t~·), J(é) e 9(uk) respectivamente, sendo k = 
n - 1, n, n + 1, e a:i, /3; e 0; parâmetros que dependem de Ãtn+l e Ãtn, com 0:2 ':/: O e 02 ':/: O. Os 

parâmetros a;, 0; e /3; são dados por: 

(3.13) 

Âtnc Âtnc e e 
02 = 'Y + - - - ,01 = 1---- - -2 -1,80 = -2j 

2Âtn+l 2Âtn+l 
{3.14) 

/3 
_ "(Âtn+l l /3 __ "(Âtn+l 

1 - Âtn + ' O - Âtn · 
{3.15) 

A forma paramétrica de (3.11) em função dos coeficientes a;, 0; e /3; (3.13)-(3.15) 

permite que, combinando-se 'Y e e, obtêm-se diferentes métodos de aproximação temporal. Pode

se escolher dentre os esquemas de dois passos 08 métodos de Cranck-Nicolson-Adams-Bashforth 

(CNAB), Cranck-Nicolson-Adams-Bashforth Modificado (MCNAB), Gear extrapolado e Cranck

NicoJson-Leap-.Frog (CNLF). Os esquemas CNAB, MCNAB, Gear e CNLF são obtidos, respectiva,-

mente, ao se escolher o par de parâmetros {e, -y) da forma, (O,½), ( ½, ½), (O, 1) e {1. O). 
Os esquemas temporais IMEX de dois passos precisam de um esquema temporal de um passo 

para aproximar o primeiro passo de integração. Para a aproximação no primeiro passo no tempo, 

usa-se o esquema IMEX Euler semi-implícito de um passo e de primeira ordem, dado pela expressão 

un+l _ un 
- -- =g(nt+l +f(ut. 

Âtn+l 
(3.16) 

Uma estratégia semi-implícita para tratar a não linearidade do t.ermo difusivo, para a solução 

da equação da conservação da quantidade de movimento (2.7), foi empregada quando a viscosi<lad<J 

µ é variável. Esta estratégia pode ser encontrada em Ceniceros et al. (2010a); Douglas r Dupout 

(1971); Gottlieb e Orszag (1993) e consiste em somar e subtrair a (2. 7) o termo viscoso çv'2u. 

Empregando ç = c1ll11(r/>)lloo, com c1 > O, {2.7) pode ser reescrita como 

âu 2 ~ 
P7ii = çv' u - v'p + f(u), (3.17) 

na qual 

(3.18) 

no presente trabalho c1 = 2, uma constante ad hoc escolhida através de experimentação numérica 

e pela análise realizada por Xu e Tang {2006), sendo rp a função indicadora de fluidos dP~"lcrita na 

seção 2.1 e discretizada na seção 3.4. 
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3,B,3 01~,m~tlzâÇãt'l na tompt'l p1trâ tJ mothda do ,u1etJamonttJ blft\.8let'J 

A tlltwrt1tlím~ií\o IHJ t111111H1 1h18 t1q1m~iôl'!i 11<1 Nnvlul'-Stol<o11 (2.7)• (2 .10), p1u·u um mwmunm1to 
hwom1m~1-1sívol bll'i\sko, ur.lllzn 11111 m;quo11111 d(! p1U18u t.rnuporu.l vm•li\vel, lmplklto lhwru· haHcwlo 

muu método dois pnsHOR 1fo 1mg1111dn ord11111 de Ge1u·, no quiil te1·11ws uilo li111111.1·t-$ silo extmpolndos 

110 t1m1po, dm;c:1•ito na Sc1c,:ão 3.5.2. Variá.veis primitiv11s siio utilizadas o o 11coplamento preHsão

velociclatfo (1 tratado com um método dti projeção (Seção 3.5.1) e incremento de pressão (Ceuicerns et ai. 

, :WlOa,b). 

A cliscretização temporal da equa<;ão ela conservação da quantidade de movimento (2. 7), com o 

método IMEX de segunda. ordem, é dada por 

o2un+l + a:1un + a:ou't-1 
p71

- - -------- = B2gn+l + B1gn + Bogn-l + /3ifn + /3ofn-l, 
.Ó.tn+l 

na qual f foi definido em (3.18) e 

Para l = n - l , n, n + 1 e k = n - 1, n, o esquema semi-implícito é dado por 

g1 = -Gi +lLu1 e 

ik = -{Luk - p ( uk • G) uk +D•[µ ( Guk + (Gukf)] + fk. 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

Utilizando-se dessa discretização temporal, o acoplamento da pressão e da velocidade é tratado 

s(lguiuclo os passos descritos ua S(lçã.o 3.5.1, como segue 

o.2u* + 0:1 un + ooun-l = 
02 

((Lu* - Gp") + 01g" + 0og"-1 + {31f'l + /3of"-1
, 

~tn+I pn p" pn 

.ó.tn+l 
u* = u11+1 + - - Gq, 

02 

D• un+l = O, 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

na qual u* é uma velocidade auxiliar determinada da equação (3.23) e q ê a correção da pressão 

obtida de (3.23)-(3 .24). 
Para que a condição ele incompressibilidade (3 .25) seja satisfeita, de (3 .24) desenvolve-se a 

equação elíptica para a correção da pressão 

D- [~cq] = ~ D. u* 
pn ~tn+l ' (3.26) 

donde o campo de velocidade u"+I e a. pressão pn+l corrigidos estão, respectivamente, dados por 

"+l ,.. .ó.tn+l Gq 
U =U - ---, 

0:2 p" 
pn+l = pn + q. 

(3.27) 

(3.28) 

Uma obsorvação importante sobre as condições de c:ontorno numéricas para a velocidade e a 

prnssiio ú q1w as frnntoirns com condição do c:onlorno d,i Dirichlt!l (Nrnuuann) para a vdoddaclo 

d11v1:m t,er i:omlição ele i:onLorno tfo Nrnuuauu (Dil'id1lel) parn 11 p1·ossão. Quando a c:oudição de 

coutorno para a volocidad1i ú puriódica om uma ou ambas as direções, a prossãu também lcirá 

esta condição. A pmformance du mútudo da projeção c:um c:ondiçÕlis de froutcira periódica podo 

ser apreciada no trabalho de Choríu (19G!.l ). As carac:t(lrfsticas do método de projeção no caso 

ele condições de contorno Dirichlct (Ncmmann) são abordadas nos trabalhos de Bell et ai. (1989); 

Brown ,:t ul. (2001 ); E e Liu (1995, 2U02); Kim e Moiu (1985); Vau Kan (198G). 
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O passo no tempo apresenta restrições pelos efeitos da advecção, da difusão, pela capilaridade e 
pelo movimento da interface, dadas respecti vamentn por ( Ceniceros et al., 2010b; Tryggvason e Scardm1c>lli 
, 2011 , p. 54) 

1 1!'170 
( ) / 3 , Ve = 1/he, Pl + P2 t 

na qual (u1, u2, u3) = u é a velocidade do fluido, h = min(Ax, Ay, Az) é o comprimento caractt'
rístico da malha euleriana, com Ax, Ay e Az representando os espaçamentos da malha nas direções 
x, y e z, sendo P2 a massa específica da fase contínua e Pl da gota, 170 a tensão superficial da 
interface limpa e he o comprimento mínimo de aresta da malha lagrangiana, (triangularhiação não 
estruturada da interface). Dado as restrições acima, o passo no tempo é selecionado como 

na qual O < Ca :5 1, O< Cc :5 1, O < Cd :5 1, and O< Ce :5 1. 
Os sistemas formados pela equação (3.23) e pela equação de Poisson (3.26) são resolvidos por 

um método multigrid (multinível-multigrid) geométrico com ciclo-W e com relaxador Gauss-Scidel 
preto-vermelho implementados por Nós (2007) e Pivcllo (2012 ). 

3.5.4 Acoplamento discreto entre os domínios lagrangiano e euleriano 

O acoplamento discreto entre os domínios lagrangiano e euleriano ocorre pelos processos de 
espalhamento (2.11) e interpolação (2.9), definidos respectivamente como o espalhamento da densi
dade de força interfacial lagrangiana para a euleriana e pela interpolação do campo de velocidades 
da malha euleriana para a malha lagrangiana. 

Uma função com papel de destaque na troca de informações entre as malhas euleriana e la
grangiana em especial no processo de espalhamento e de interpolação é a função delta de Dirac, a 
qual é aproximada por uma função distribuição que satisfaz algumas condições especiais (Peskiu 
, 2002). A aproximação tridimensional é dada por 

(3.29) 

na qual 

W(r) = { 0.25 [1 + cos (r1:/2)], lrl :5 2, 
O, caso contrár10, 

(hx, hy, hz) e (x, y, z) denotam o comprimento de malha cartesiana euleriana e as componentes de 
x, respectivamente, enquanto X, Y, Z são as componentes lagrangiana corrnspondentes de X. 

Com o uso desta distribuição (função delta de Dirac discreta) os operadores discretos de r.s
palhamento (2.11) e de interpolação (2.9), denotados respectivamente por Sn e S~ no instante tn 
podem ser definidos por 

(3.30) 
0tES1, 

(S~U)(o) = L U(xn)c5r.(x11 
- X(o:, t 11 ))AxAyAz, (3.31) 

xen,. 

na qual Sh e 1111 represenLam os domínios discretos lagrangiano e euleriauo, respectivamente, com 
F(·) uma função definida em Sh e U(·) definida. em n,.. 
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3.5.5 Discretização para a equação de movimento da interface 

Reali.:a-se a advecção da interface seguindo uma descrição lagrangiana para cada um de seus 

vértices. O campo de velocidades calculado pelas equações de Navier-Stokes é interpolado para a 

interface (u domínio la.gra.ngiano). A posição da interface, como descrita. na equação (2.9), é então 
atuali.:ada pela resolução de uma equação difereneial dada. por 

DX(a, t) _ U( ) 
Dt - a, t, {3.32) 

nii qmtl X(a, t) é a posição da interface lagrangiana e U(o, t) é a velocidade da iuterface. No 

primeiro passo de integração a equação (3.32) é resolvida numericameute pelo método de Euler de 

pl'imeil'a ordem, dado por: 
(3.33) 

Após resolver o primeiro passo de integração, um novo campo de velocidades é calculado. A par

tir deste momento, um método de Adams-Bashforth de dois passos com espaçamento variável de 
segunda ordem é utili.:ado, 

(3.34) 

ua qual Âtn = wnÂtn-l, dado que é possível a.rma.:,:enar e utilizar a velocidade e a posição da 

interface em pelo menos dois instantes do tempo. Note que o campo de velocidade U(tn-l, xn-l) 
sempre pode ser obtido, mesmo após uma otimi:,:ação ou remalhagem lagrangiana, pois nessa situ

ação o campo pode ser restaurado por meio da interpolação de u"-1 ( velocidade na malha euleriana) 

na posição correspondente da interface (usando a interpolação (2.9) com a função delta de Dirac 
discreta (3.5.4)), outras informações podem ser obtidas no Apêndice E. 

3.6 Discretização das forças externas atuantes no escoamento 

A discreti.:ação das forças externas atuantes na equação de Navier-Stokes, consideradas neste 

trabalho, são apresentadas a seguir. O termo f da equação 2.7 representa o somatório dessas forças, 
entre essas a força de tensão superficial e a força magnética, sendo essa última presente apenas 

quan<lo uma das fases é um componente fluido magnético. 
A Seção 3.G.l apresenta a discreti.:ação por volumes finitos da equação de advecção-difusão da 

concentração ele surfactante sobre a interface de sepai-ação. A Seção 3.G.2 apresenta a força de tensão 
superficial discretizada nos elementos triangulares do domínio lagrangiano. A seguir, a Seção 3.G.3 

descreve a discreti.:ação da força magnética por operadores de segunda urdem ua malha euleriana. 

3.6.1 Discretização da equação de concentração de surfactante 

Há situações nas quais a força de tensão superficial está sujeita à ação de surfactante insolúvel. 
Uma triangularização regular da interface é considerada, de tal maneira que cada triângulo Sk tem 

um ponto interior Xsi. e um ponto de aresta Xe;, sendo ei ai-ésima aresta Sk n Sk;' i = 1, 2, 3, tal 
que o vetor X 8k -Xe; é perpendicular à aresta ei, A triangularfaação é assumida de tal maneira que 

triângulos adjacentes Sk e Sk, compartilham os mesmos pontos de arestas, como ilustrado na Figura 

3.12-(a). Nesta configuração, Leuz d al. (2011 ) introdu:,:em um esquema de volumes finitos para a 

equação (2 .30) no qual a própria interface (e não o poliedro resultante da triangulari.:ação) é dividida 
em células de volumes finitos, "triângulos curvos". Defini-se 'P(·) (o operador de levantamento), 
descrito na Seção 3.3.1, como a projeção ortogonal na direção da normal à superfície, a Figura 
3.12-{b) iluslra uma célula de volume:; fiuitus, o triângulo curvo Sk = 'P(Sk) obti~o pela pr~eção 
ortogonal de sk sobres relativa à normal de Sk, Em particular, o ponto Xsi. = 'P(Xs,) E sk é a 
projeção de Xs,.. 
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(a) (b) 

Figura 3.12: (a) Dois tridn,qulos adjacente., Sk e Sk., e s11a are.,ta comum e;. (b) A célula de volume., 
finitos Sk = 'P(Sk) (o tridngulo curoo) e a projeção .,obre a interface de Xsk, X 5k = 'P(Xsk). 

Lenz et al. (2011) estendem para volumes finitos ideias do método de elementos finitos de 
Dziuk e Elliott (2007). A ideia principal é usar a Fórmula de Leibniz (transporte) (Dziuk P Elliott 
, 2007) para as derivadas no tempo de quantidades integrais calculadas sobre uma superfície cm 
movimento 

~ Ar+lr(tn+l, P(Xs:1)) - Arr(tn, P(X~,.)) 
= An+1rn+1 -Anr11. 

k S1c k S1c' (3.35) 

na qual r5,. é a concentração de surfactante em X8,. num triângulo curvo sobre a superfície, 
cujo triângulo correspondente Sk tem área Ak. A principal consequência é que a curvatura mé
dia da superfície e a velocidade não aparecem explicitamente nas formulações. Da mesma forma 
que Lenz et al. (2011 ), integra-se o termo elíptico com relação ao tempo (dado a evolução de um 
triângulo curvo) e deduz-se, usando o Teorema de Gauss (Weathcrlmrn , 1939), a seguinte aproxi
mação: 

1.tn+l r_ }vs. (V,.I')dSkdt=í.tn+i r. !vsr. T/as,.(t)dlkdt 
tn ls1c(t).,, tn las1c(t), 

na qual Tias,. é a binormal exterior em 8Si_, ou s~ja, é tangente à interface e normal à ask, Então 
a discretização relativa ao balanço continuo 

f (.!. v r) I · e "T/ · dlk - - f (.!. v r) 1 · "T/ · dlk h,.(t)ílSi.,(t) ( ,, s,. t) as1c(t) ·- Js,.(t)ílSi.,(t) ( tJ s1c,(t) as,.,(t) . 

em Sk(t) n sk, (t) p1tr11. dua!I células 11.d,iacentes Sk(t) e sk, (t) é dado por 

(3.36) 
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na qual le; é o comprimento da arnsta ei = s,.. n s,.," com ds.1e1 = IIXs. - Xe,II e ds • .ic, = II Xs1c , -Xe; 11, pela equação (3.3G) determina-se que a concentração de surfactante em Xe1 é dada por 

(3.37) 

Lt>az et ai. (2011) deduzem seu esquema baseado apenas na existência desses pontos possuindo tais propriedades geométricas especiais, não mencionando uenhwua seleção específica. No presente trabalho, considera-se natural que Xs" sejam circuncentros e Xe; pontos médios de aresta. Tais opções justificam-se pelo fato do segmento de linha conectando tais pontos ser sempre perpendicular à aresta correspondente. Nesse caso, a derivada normal nas arestas é aproximada com um operador de diferenças finitas de segunda ordem (.t\liura e Kimolo , 2005 ). 
Partindo-se da aplicação da fórmula de Leibniz (3.35) com a discreth:ação da equação elíptica (3 .36) combinadas com a expressão (3.37) e escolhas acima citadas determina-se o esquema de volumes finitos 

3 (r'!+i -r'!+i) An+lp.!_+l -A~r~ = !~t "\:""' 1n+l Sk; 81c k S1c k S1r ( ~ e; d"+l ' •=1 S1clSk; 
(3.38) 

empregado nas células { Skh=1,2 .... ,N., na qual Cl.t é o passo no tempo, com d8 1r lS1r; = d8"le; + d8 ,.,le;. Aloca-se o sistema linear esparso (3.38) no formato spar·se triplet e o mesmo é resolvido pelo método GMRES (Genemlízed Minimal Residual Met/wd) (Erhel et al. , 1996), levando aproximadamente 12 itenu;ões por passo no tempo para convergir. Note-se que não há restrição temporal no esquema de volumes finitos, r..lado que um Euler implícito é utilizado na discretização temporal. O esquema de volumes finitos emprega.do conserva localmente a massa de surfactante ( com precisão de mâquina). Conservação é uma qualidade muito importante na preservação discreta da física do problema simulado, especialmente quando longos períodos de integração ou um grande número de passos de integração são necessários. Existem ocasiões quando, para manter o circuncentro nu interior de seu triângulo, os vértices devem deslizar pequenas distâncias sobre a superfície para. ajustar (otimizar) suas posições para este propósito. Essa "otimização de malha" é descrita na Seção 3.3.2, a qual não introduz nenhuma alteração topológica na malha lagrangiana, dado que preserva vértices e suas conectividades. A otimização da posição dos vértices envolve interpolações para obter aproximações da concentração de surfadante nas células de volumes finitos para as novas posições. Para minimizar a propagação de erro na massa total de surfa.ctante Mn no passo r..lo tempo n provinda dessas interpolações, a conservação global é assegurada por um redimensionamento da massa de surfactante, r~ ~ r~ Mº / Mn, na qual Mº é a quantidade inicial de massa de S1c Sk surfactante. Em implementações futuras, "remalhagem lagrangiana" serão utilizadas, na qual estão previstas mudanças na topologia da malha (e.g. trnca de arestas, inserção e deleção de vértices). 

3.6.2 Discretização da força interfacial 
A força de tensão superficial total (2.12) agin<lo no k-ésimo triíl.ngulo pode ser calculada como (Apõmlice B) 

( F.dS1,. = (cv"(J' - K(J'n)dSk= i_(J'tXndlk, Js. is" los" 
(3.39) 

na qual t e n são respectivamente a tangente unitária e o vetor normal exterior à S,.,, o triângulo curvo (veja a Figura 3.12-(b)). Para aproximar a integral de c~utorno em (3.39), um elemento triangular arbitrário Sk com seu triângulo curvo correspondente Sk são considerado, como descrito na Seção 3.Cl.l, cujas arnstas são e; = Sk n Sk,, compartilhadas entre triângulos adjacentes Sk" l $ í $ 3. O cálculo discreto do coeficiente de tensão superficial, dado pela equação linear de 
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estado (2.14), para cada triângulo Sk é dado por 

(3.40) 

na qual f 8,. é a concentr~ão de surfactante no triângulo Sk e O'ei = (1/2)(ak + ak1) é uma. aproxi

mação do coeficiente de tensão superficial na aresta ei , Note-se que quando a interface é considerada 

limpa {sem a presença de surfactantes) r,k = ao, Se Vj e Vj são as coordenadas cartesianas dos 

vérticP-s determinando a. aresta ei, então defini-se 

t i = 
Vi-V; 

L.,1 = IIV,,i - v; 11 . {3.41) 
le, 

ni = 
nsk + nsk1 

ne1 = ll(ns,. + ns,.) 11 , (3.42) 
ne, 

aproximações para a tangente unitária e para o vetor normal a eki, 1 $ i $ 3, na qual ns,. e nsk1 

são a normal unitária exterior à Sk e à Sk,, respectiv-d.mente. Neste contexto, a força agindo sobre 

Sk é aproximada por 

(3.43) 

Assim que a força é calculada em todos os triângulos ela é espalhada para a malha euleriana da 

maneira usual do método da fronteira imersa. 

3.6.3 Discretização da força magnética 

Determina-se a força força magnética (2.24) considerando-se o chamado comportamento super

paramagnético, no qual a equação de Laplace (2.21) discretizada. com os operadores divergente {D) 

e gradiente (G) definidos na Seção 3.1 

é resolvida com um método multinfvel multigrid para um potencial escalar magnético t/;, alocado 

no centro da célula computacional euleriana, com condição de fronteira de Neumann. A seguir, o 

potencial vetorial magnético é aproximado usando-se diferenças centradas de segunda ordem 

1/Ji+ljk - "Pi-ljk 

2Â:z; 
"Pij+lk - VJij-1k 

2Ãy 
"Pijk+l - 1Pijk-1 

2Ãz 

o qual é usado para computar o tensor magnético (2.22) 

= 

(3.44) 

º º l 1 O 
O 1 

{3.45) 

No presente trabalho, a localização do cálculo do campo magnético ( centro da c(~lula computacional), 

foi utilizada visando a. generaliz~ão da estrutura. computacional para o c:álculo ele outros tensores 

no futuro, como o viscoelru,tico por exemplo. 
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Nota-se que quando o divergente do tensor Um é calculado, o segundo termo, -(1/2)µoV(H ·H)I 
é proporcional ao divergente tensorial da mat1·i:t identidade e é absorvido no gradiente de pressão 

para todo o domínio. A seguir as seis componentes distintas deste tensor são calculadas a partir do 
potencial escalar mag11í1tico com operadores de segunda ordem 

(O'm.,,.)ijk = ( 1Pi+ljk - 'IPi - ljk) 
2 

/J, 2~x (3.4G) 

( O' Tll1r11 )ijk = µ ( V'ij+l~~:ij- lk) 
2 

(3.47) 

( O'mu )ijk = µ ( 1Pijk+~~z'Pijk- 1) 
2 

(3.48) 

(am,. 11 )ijk = (O'rn 11,.}ijk = µ ( 1/'i+ljk - "Pi-ljk) ( 1Pii+lk - 1Pij-lk) (3.49) 
2~x 2~y 

(am.,Jijk = (am,.,)ijk = µ ( 1P;+ljk -1/Ji-ljk) ( 1Pijk+l - V'ijk-1) (3.50) 
2~:c 2~z 

( O'm 11 , )ijk = ( O'm,v )ijk ( "Pij+lk -1/Jij-lk) ( 1Pijk+I - VJijk-1) 
µ 2~v 2dz . (3.51) 

As componentes desse tensor são todas cakuladas no centro das células computacionais. Entretanto 
como mencionado na Seção 3.1, neste trabalho, as componentes do campo de velocidade são alo

cadas numa malha deslocada, ou seja nas faces da célula computacional, o que implica que a força 
magnética deve ser calculada nas faces. Para tal precisa-se de aproximações das componentes desse 

tensor no meio das arestas da célula computacional, obtidas para face yz como a seguir 

( O' m,.11 )(i-l / 2)(j+l/ 2)(k) 
1 

= 4 ((am.,11 )(i)(j)(k) + (am:r11 )(i-I)(j)(k)] + (3.52) 

1 
+ 4 ((am.,1,<)(i-L)(j+1)(k) + (am:r1,<)(i)(j+I)(k)] 

(um,.'1/ )(i-l/ 2)(j-l/ 2)(k) 
1 

= 4 ((am,.1,<)(i)(j)(k) + (am.,11 )(i)(j-l)(k)] + (3.53) 

1 
+ 4 ((am.,1,<)(i-l )(j-l)(k) + (um:r11 )(i-l)(j)(k)] 

( O'm,., )(i-l/2)(j)(k+l/ 2) 
1 

= 4 [(am:rz)(i)(j)(k) + (am,.J(i)(j)(k+1)] + (3.54) 

1 
+ 4 [ (am:rz)(i-l)(j)(k+l) + (CTm:rz)(i-l)(j){k)] 

( O'm:n )(i-l/2)(j)(k-l/ 2) 
1 
4 [(am.,.)(i)LJ)(k) + (um:rJ(i)(j)(k-1)] + (3.55) 

1 + 4 ((um:r::)(i-l)(j)(k) + (am:rz)(i-l)(j)(k-1)], 
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para a face xz 

( 1Tm11,. )(i+l/2}(j-1/2}(k) 
1 

= 4 [(um11,.)(i)(j)(k) + (um11,.)(i+l)(j)(k)) + (3.56) 

1 
+ 4 [(um11.,)(i+1)(j-l)(k) + (um 11.,)(i)(j-l)(k)] 

( l7m11., )(i-1/ 2}(j-1/ 2){k) 
1 

= 4 [{am11.,)(i)(j)(k) + {O'm11.,)(i-l)(j)(k)] + (3.57) 

1 
+ 4 [(um11.,)(i)(j-l)(k) + (um 11.,)(i)(j-l)(k)] 

( l7m11 , )(i)(j-1/ 2)(k+l / 2) 
1 

= 4 [(um11,)(i)(j}(k} + (um11.)(i)(j)(k+1)] + (3.58) 

1 
+ 4 [(am11.)(i)(j-l)(k+l) + (am.,,)(i)(j-l}(k)] 

( O'm11z )(i)(j-l / 2)(k-1/ 2) 
1 

= 4 [(um11.)(i)(j)(k) + (um11.)(i)(j)(k-1)] + (3.59) 

1 
+ 4 [(am11z)(i)(j-l)(k) + (um 11, )(i )(j-1)(~·-1)] , 

e para a face xy 

( O'm...,)(i+l/2)(j)(k-1/2) 
1 = 4 [(am..,)(i)(j)(k) + (am..,)(i)(j)(k-1) ] + (3.60) 

1 
+ 4 [(am..,)(i+l)(j)(k- 1) + (am,.,)(i+l)(j)(k)] 

( r1m,., )(i-1/2)(j)(k-1/2) 
1 = 4 [(am • .,)(i)(j)(k) + (am..,)(i-l)(j)(k)] + (3.61) 

1 
+ 4 [(am..,)(i-l)(j)(k-1) + (um..,)(i)(j)(k-d 

( r1m,11 )(i}(j+l/ 2)(k-1/ 2) 
1 

= 4 [(um,.,)(i)(j)(k} + (um,11 )(i)(j+l)(k)] + (3.62) 

1 
+ 4 [(am,11)(i)(j+l)(k-l) + (am,11 )(i)(j)(k-1J] 

( Um,11 ) (i}(j-l/ 2)(k-1/2) 
1 

= 4 [(o-m,11)(i)(j)(k) + (um,11 )(i)(j-l}(k)] + (3.63) 

1 
+ 4 [ (am, 11)(i)(j)(k-l) + (o-m,11 )(i)(j-l)(k-1)] · 

Então a força magnética (2.24) é calculada 

fm='fil·Um (3.64) 
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na qual 
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( 
(crm,.,.J(i)LJ)(k) :x(crm.,J(i-l)(j)(k)) + (V· O'm)x,ik = u 

+ CCTm,.11 )(i-l/2)(j+l/2)(k) ;y (crm., 11 )(i-1/2)(j-l/2)(k)) + 

+ ( (crm,.. )(í-1/2)(j)(k+l/ 2) ;z (crm.,, )(i-l / 2)(j)(k-1/ 2)) , 

(v'. CTm)y;i1< = ('C1mv11)(,)U)(k) ~:C1m1111 )(i)(j-I)(k)) + 

+ ((crm11,.)(i+1/2)(j-1/2)(k) - {crm11.,)(i-1/2)(j-1/2)(k)) + 
~X 

+ ( (cr111 11J(i)(j-I/2)(k+l/2) ;z (cr,,,11, )(i)(j- l/2)(k-1/2)) 

47 

(3.65) 

(3.66) 

(3.67) 

A Figura 3.13 ilustra a localização do potencial escalar magnético, das aproximações do tensor magnético uas a.restas e das coordenadas da divergência do tensor magnético (componentes da força magnética). 

Algorithm 4: Cálculo da força magnética 
Entrada: µe, µd 
Saída: Ím 

início 
1) calcular a permeabilidade: µ(</))=µd+ (µe - µd)H(</J); 
2) determinar o potencial escalar magnético: v' • (µ(</J)v't/J) = O; 
3) calcular o campo magnético H com a equação (3.44) ; 
4) calcular o tensor magnético Um com as equações (3.46)-(3.51) ; 
5) interpolar 1:1.S componentes do tensor Um para as faces com as equações (3.52)-(3.63); 6) determinar a força magnética Ím com a equação (3.64); 

fim 

3. 7 Sumário da metodologia numérica 
A presente seção termina. o capitulo com um sumário da discretização para um passo no tempo típico. Por simplicidade, os subindices espaciais i, j, k não são aplicados. Os valores calculados de pressão p,.., posição dos pontos na interface Xk, de campo de velocidade uk e da densidade de força fk, no tempo t = tk para k = n, n - 1, são atuali~ados para cada uma destas variáveis, no instante 



48 METODOLOGIA NUMÉRICA 
3.7 

li • •• 

z~ 
X 

E:3 4 

1 1 

(A) (B) (C) (D) 

Figura 3.13: Local da célula computacional onde t1ariáveis discretas são calculadas: as variáveis potencial 

escalar magnético, VJi;k, as componentes hx,;k, hy,1~ e h=,Jk do r.ampo ma,qnético, as componentes (am.,,.) i;k, 

(amvv) ijk, (<1m .. )ijk, (amzv)ijk, (amvc)ij k, (<1mza) ijk, (<1mu) ijk , (a,,.vJíjk e (<1m, ., )íjk do tensor magnético 

são calculada., no centro da célula computacional {a0 ); a componente da força magnética na direção x, 

fm. = ('v•D'm)x,;k• é calculadas no centro da face yz fbo), nesta mesma face são apro:r:imada., as componentes 

(<1mca )(i-l/ 2)(j)(k-1/2), (o-m,.,)(i -l/ 2)(j-1/2)(k), (um,.. )(i-1/ 2)(j )(k+l / 2l e (<1m.,,)c;-1/ 2)(H l / 2)(k), respecti11a

mente nos pontos b1, b2, b3 e b4 ; a componente da força magnética na direção y, Í m v = ('v · O'm) y,1k, é calcu

ladas no centro da face xz {c0 ), nesta mesma face .,ão aproximadas as componentes (am .,.)ci)(j - l/2)(k-t/ 2), 

(amv.,)(i - l / 2)(j - l/2)(k), (am.,J(i)(j -l/ 2)(k+l / 2) e (amv., )(;+1/ 2)(j- l / 2)(k), respectivamente nos ponto., c1, c2, 

c3 e c4; a componente da força magnética na direção z, fm. = ('v · D'm)z,1k , é calculadas no centro da fa ce 

xy (b0 ), nesta mesma face são aproximadas as componentes (am,J (i)(j- 1/2)(k-1/2), (o-m,., )(i-1/ 2)(i)(k-1/ 2), 

(um.v ) (i)(i+l/ 2)(k-l/ 2) e (um..,)(i+l / 2)(j)(k-1 / 2) respectivamente nos pontos d1, d2, d3 e d4 . 

de tempo tn+l, nas diferentes discretizações do presente Capítulo resumidas aqui, como scigue. 

A função indicadora de fluidos (Seção 3.4) atualiza as propriedades rruitc• ·iai ·: 

4in+l=q,(Xn), 

se uma das fases é magnética, a força magnética (Seção 3.6.3) ê contabilizada: 

r::i = D· <Tm 

na presença de surfactante (Seção 3.6.1} a concenLração r~+l ê calculada: 
Sk1 

An+lr~+l -Anr'l = .!.ôt ~ zn+l (r}t- rit) 
k Si. k s,. ( ~ e1 ~+1 , 

i=l s,.1s,., 

a força de tensão superficial {Seção 3.6.2) é calculada e espalhada (Seção 3.5.4): 

O'k = ao(l - /3r 8,), 

r: = (SnFa,.)(xn) = L F8,.(ak(o))ôri(xn - X(o, tn))óo, 

aESh 
(3.68} 
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o tcmw forçaute f 11 contabiliia. totlas us forças atuantes no escmLmc.mto: 

f7' = cn + f 11 + f 11 
11 m g 

f'1 = -{Lun -p(un. G)u11 +D.[µ (Gun + (Gun)1')] +f11
, 

as equações de Navier-Stokes (Sm,:ão 3.5) são discreti:6as no tempo pol' um esquema 
semi-impllcito (Seção 3.5.2) e !'esolvi<la por um método de projeção (Seção 3.5.1): 

a2u* + 0:JUn + ooun- l (eLu* - Gp11
) 01g11 + Oog11

-
1 /31fn + /3ofn- l 

----:----:-:-1--- = 02 ----- + ----- + ------, ~tn+ pn pn µn 

D· (2-Gq] = ª 2 D · u* p11 ~t ' 
n+i .,, Ãt Gq 

U =U - --, 
a2 p" 

D· un+I = O, 

pn+l = p11 + q, a velocidade é interpolada (Seção 3.5.4): 

UW, X11
) = (S~u"+l)(a) = L u 11+l(x11 )t5i(x11 

- X(a, t"))ÃxÂyÂz, 
xE!1h 

a interface se movimenta com a velocidade do escoamento (Seção 3.5.5): 

xn+i = X 11 + !).t" ( 1 + ~n) U(t11
, X 11

) + 6.t 11 
(-~n) U(t11

-
1, xn-l ), 
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(3.69) 

3.7.1 Algoritmo para o modelo de um escoamento bifásico não condutor sub
metido à uma força magnética 

Os passos da resolução numérica. do modeln de um escoamento bifásico não condutor submetido 
à uma força magnética são apresentados no Algoritmo (5). 

3. 7.2 Algoritmo para o modelo de um escoamento bifásico na presença de um 
surfactante insolúvel 

Os passos da resolução numérica do modelo de um escoamento bifásico na presença de um 
surfactante insolúvel, são sinteti:6ados no Algoritmo (6). 
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Algorithm 5: Escoamento bifásico não condutor submetido à uma força magnética 

Entrada: domínios euleriano e lagrangiano, número de níveis de refinamento, propriedades 

físicas, condições iniciais e de fronteira, passo no tempo inicial, tempo tolal de 

simulação 
Saída: campo de velocidades, campo magnético, pressão e posição da interface 

início 
inicialização; 
aplicar as condições iniciais e de fronteira; 
repita 

1) determinar o passo temporal como descrito na Seção 3.5.3; 
2) calcular a função indicadora (Seção 3.4) e a posição inicial das propriedades físicas 

com Função de Heaviside (2.3) ; 
3) aplicar o Algoritmo (4) para determinar a força magnética fm; 

4) calcular a força de tensão superficial (3.43) e distribuir no domínio euleriano com o 

operador de espalhamento (3.30) ; 
5) determinar o campo de velocidade auxiliar u* da equação (3.23); 
6) calcular a correção de pressão q obtida de (3.24)-(3.26); 
7) determinar o campo de velocidades un+l com a equação {3.27); 
8) interpolar o campo de velocidades para a interface lagrangiana com (3.31); 

9) atualizar a posição da interface lagrangiana com a expressão (3.34); 

10) aplicar o Algoritmo (2), de otimização de malha; 
11) empregar a correção de volume do Algoritmo (3); 

atê o tempo final da simulação ; 

fim 

Algorithm 6: Escoamento bifásico na presença de um surfactante insolúvel 

Entrada: domínios euleriano e lagrangiano, número de nfveis de refinamento, propriedades 

físicas, condições iniciais e de fronteira, passo no tempo inicial, tempo total de 
simulação 

Safda: campo de velocidades, pressão e posição da interface 
início 

inicialização; 
aplicar as condições iniciais e de fronteira; 
repita 

1) determinar o passo temporal como descrito na Seção 3.5.3; 
2) calcular a função indicadora (Seção 3.4) e a posição inicial das propriedades físicas 

com Função de Heaviside (2.3) ; 
3) determinar a concentração de surfactante r com o sistema de equações (3.38); 

4) calcular o coeficiente de tensão superficial em função da concentração de 
surfactante pela equação (2.14); 
5) calcular a força de tensão superficial {3.43) e distribuir no domínio euleriano com o 

operador de p,spalhamento (3.30) ; 

fim 

6) determinar o campo de velocidade auxiliar u* da equação {3.23); 

7) calcular a correção de pressão q obtida de (3.24)-(3.26); 
8) determinar o campo de velocidades un+l com a equação (3.27); 
9) interpolar o campo de velocidades para a interface lagrangiana com (3.31); 
10) atualizar a posição da interface lagrangiana com a expressão (3.34); 
11) aplicar o Algoritmo (2), de otimização de malha; 
12) empregar a correção de volume do Algoritmo (3); 

atê o tempo final da simulação ; 



Capítulo 4 

Resultados: verificações 

As verificações das implernenta.çõos dos esquemas munfaicos emprngados nas discrethmções das 
equações do escmunento da fase contínua, na força magnélica e na dinâmica de smfacta.nte insolúvel, 
descritos no Capítulo 3, são a.presentadas no presente capítulo. Ta.is verificações numéricas utili:.mm 
a estratégia. de "soluções manufaturadas" para uma análise de convergência. descrita. na Seção 4.1. 
Essa verificação é empregada. na Seção 4.2 para o esquema numérico utiliza.do na resolução das 
equações de Na.vier-Stokes para um escoamento incompressível, na Seção 4.3 para a ditscretiza.ção 
da força magnética e na Seção 4.4.1 para. o esquema de volumes finitos empregado na. discretização 
da dinâmica de surfactante insolúvel. A verificação da conservação discreta de massa total de surfac
tante é realizada na Seção 4A.2. Na Seção 4.5 a otimização de malha lagra.ngiana é avaliada quanto 
ao custo computacional e a melhora na qualidade da malha. O capítulo finaliza. com a avaliação do 
custo computacional da presente metodologia. na Seção 4.G. 

4.1 Normas, anãlise de convergência numérica e domínio discreto 

As normas empregadas na avaliação dos erros na. análise de convergência. numérica por solução 
1mu111fal.11ratl11., tanto om malhas ost.ml.urnda.s (uniformes ou compostas) quanto um mi.Ilhas não 
estruturadas triangulares, são apresentadas na presente seção. 

Em malhas estruturadas deslocadas como as do tipo MAC (Figura 3.1), uniformes ou com
postas, as variáveis escalares e vetoriais são posiciona.das em quatro diferentes domínios discretos, 
dependendo das posições que ocupam nas células computacionais discretizam o domínio físico n: 
n:;, a união de todos os centrns de células, onde posiciona-se toda variável escalar, nt, a união dos 
ccntrns das faces nas direções y e z das células computadona.is, empregada. para a componente na 
direção x de toda variável vetorial, n~, a união dos centros das faces nas direções x e z das células 
computacionais, empregada. para a componente na direção y de toda variável vetorial e S1!, a união 
dos centros das faces nas dil"m;ões x e y das células computacionais, emprnga.da para a componente 
na direção z de todas as variáveis vetoriais. Usando essas posições a norma. li · ll2 de uma variâvel 
escalar </J é definida em n~ como 

114'112 = (4.1) 

onde 'Pk é o valor assumido por <p no centro da k-ésima célula cujas arestas medem hk.,=Ílx, hk~=Íly 
e hk.=Ílz. Para uma variável vetorial ,j., = (1/J1,1P2,1Pa) 1/J1 estará posiciona.da em nt, 1/J2 em n~ e 
1P3 em nt e 

ll1/Jll2 = 

51 
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onde ai= hi(r + l) / (2r3 ) para faces na interface entre rúveis l e l + 1, ai = hi / r 3 para o rúvel l + 1 
e Ui = hf para o nível l, com r a razão de refinamento entre os níveis l e l + 1, e h1 o comprimento 
da aresta do nível l. Os pesos bi e ck são definidos de maneira similar. 

Na malha não estruturada triangular utilizada no presente trabalho para representar o domínio 
lagrangiano S, as variâveis escalares são discretizadas em cada célula computadonal triangular Sk 
no ponto X 8k, o circuncentro projetado no triângulo curvo associado, ilustrado na Figura 3.8. As 
normas li • 112 e li · JJ 00 para uma vru·iável escalar <p localhmda em X8k são definidas como 

(4.2) 

(4.3) 

onde <Pk ê o valor assumido por <p em X 8" de cada k-ésima célula, Sk, triangular cuja área é denotada 
por Ak, 

A análise de convergência numérica assume que o método é convergente e tem ordem q. Por 
exemplo, a solução numérica de uma função escalar "suave" <p, por hipótese, pode ser escrita como 

( 4.4.) 

para todo espaçamento (ou passo no tempo) suficientemente pequeno h, sendo <Pe(x, t) a solução 
exata e C(x, t) um coeficiente independente de h. Nus problemas-modelo empregados nas seções 
a seguir, a solução exata será conhecida a priori. Tal abordagem é comumente denominada como 
"verificação por solução manufaturada" (Oberkampf e n·ucano , 2002 ; R.oache , 2009) e é o padrão 
de verificação da correta implementação de metodologias numéricas aceito na atualidade. As taxas 
de convergência numérica são comparadas com a taxa esperada teoricamente empregando valores 
aproximados de </J(x, t) para malhas sucessivamente mais finas. A Figura 4.2 ilustra esse procedi
mento de subdivisão para uma região do domínio lagrangiano. Para espaçamentos suficientemente 
pequenos, tem-se 

cp(x, t, h) ~ <Pe(x, t) + C(x, t) hq, 

q,(x. t, ~) ~ cp.,(x, t) + C(x. t )( ~)q, 

permitindo uma aproximação para a ordem de convergência 

1 
( 

llc/J(x, t, h) - <fae(x, t)II) 
og2 h 

ll <b(x, t, 2) - </J.,(x, t) II 

onde li · li representa a norma 4.3, 4.2 ou 4.1. 

(4.5) 

As verificações da metodologia numérica no domínio euleriano forrun realizadas em um clomlnio 
computacional paralelepipédico com três discretizações diferentes: uma malha uniforme num único 
bloco, um malha lllliforme composta pela união de blocos no mesmo nível de refinamento (Figura 
4.l(a)) e numa malha composta por dois níveis de refinamento cujo nível de maior resolução está 
moldado no formato das letras "W', "A" e "H", como mostrado na Figura 4.l(b). O uso da primeira 
dessas malhas tem como principal objetivo avaliar a implementação dos operadores de discrctização 
numa malha uniforme. Com a segunda malha visa-se identificar possíveis problemas na. comunicação 
entre os blocos estruturados e com a terceira malha pretende-se verificar as operações entre diferentes 
níveis de refinamento. 

Para o domínio lagrangiano, uma esfera é discretizada por uma malha triangular conhecida. na 
literatura por "domo geodésico" (Saiu d íll. , 2003) e quatro diferentes resoluções de malha contendo 
320, 5120, 20480 e 81920 triângulos são utilizadas nas verificações e essas são descritas com maiores 
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(a) (b) 

Figura 4.1: Malhas utilizadas na verificação numérica por meio de solução manufaturada: (a) malha com
posta pela união de bloco.9 e (b) malha compo.9ta, bloco-estruturada com um n{vel de refinamento, represen
tando as letra., W, A e H. 

Figura 4.2: Exemplo de subdivisões de uma região da malha la_qrangiana em trit1ngulos, utilizadas na veri
ficação numérica por meio de solução manufaturada. 

detalhes na Seção 4.4. 

4.2 Equação de Navier Stokes 

Note que o presente trabalho utiliza-se da implementação da. metodologia. numérica para. a 
resolução da equação de Navier-Stokes realizada por Pivello et al. (2014 ) que é verificada nesta 
seção antes do uso. A estratégia numérica proposta à equação de Navier-Stokes (2.1) é verificada 
testando a metodologia na solução das equações 

p [ !~ + (u • V) u] = -Vp +V• (77 (Vu + VuT)] + fNs(x. t), 

V•u = O. 

na qual ÍNs(x, t) é um termo forçante. 
A densidade e a viscosidade da solução manufaturada para (4.G) são definidas como 

Pe(X, t) = 
1
1
0 

sin(21r11:(x + y + z) + t) cos(21r11:(x + y + z) + t) + 1, 

71e(x. t) = 
1
~ sin(21r11:(x + y + z) + t) cos(21r11:(x + y + z) + t) + 1, 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 
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o campo de velocidade 

U:r:,e(X, t) = 

= 

Aé
2
H>(wLcos(KX} sin(Ly) sin(mz) + Kmsin(Kx) cos(Ly) cos(mz)) 

K2+L2 

Aew
2
(-t)(KWsin(KX) cos(Ly) sin(mz) - Lmcos(Kx) sin(Ly) cos(mz)) 

K2+L2 uy,e(x, t) 

Uz,e(X, t) = Aew2(-t) cos(KX) cos(Ly) sin(mz), 

cujo divergente é nulo, e o campo de pressão 

Pe(x, t) = 'i ( 
1
~ sin(21rK(x + y + z) + t) cos(21rK(x + y + z) + t) + 1) 

(
A2e-2w

2
t(KWsin(Kx) cos(Ly) sin(mz) - Lm cos(Kx) sín(Ly) cos(mz))2 ) + 

(K2 + L2)2 

(
A2e-2w

2t(wL cos(Kx) sin(Ly) sin(mz) + /\';msin(Kx) cos(Ly) cos(mz))2 ) + 

+ (K2 + L2)2 

+ ( A2e-2w
2

t cos2(Kx) cos2(Ly) sin2(mz)), 

onde O :5 t :5 1 X 10-2 s, (x, y, z) = x E [0, 1] X [O, l ] X [0, 1), 

e com termo forçante 

4.3 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

(4.12) 

onde Ue = (u:r:,e, uy,e, Uz,e) e as condições iniciais por u:r:(x, O) = Ux,e(x, D), uy(x, O) = uy,e(X, O), 
U.1:(x, O) = u:,e(x, O) e p(x, O) = Pe(x, O). 

Como mencionado na Seção 4.1 três malhas são usadas na verificação numérica do domínio 

euleria.no, uma malha uniforme com um único bloco, uma malha composta pela união de blocos 
de um mesmo nível de refinamento (Figura 4. l {a)) e uma malha composta por dois níveis de 
refinamento (Figura 4.l(b)). Os resultados para uma malha uniforme e para uma composta pela 

união de blocos de mesmo nível foram idênticos e são mostrados na Tabela 4. 1, para a malha 
composta com dois níveis de refinamento os rnsultados são mostrados na Tabela 4.2. Nessa seção 
todas as verificaçõ(',s adotaram condições de contorno de Dirichlet para a velocidade e condição 
homogênea ele Neumann para a correção de pressão. Constata-se ordmn dois parn a VBlocidade e 

N llux - U:r:,ell2 q lluu - Uy,ell2 q llu: - Uz,ell2 q IIP-Pell2 q 

16:1 5.072 X 10-2 1.014 X 10-I 7.086 X 10-:l l.352 X lQÚ 

323 6.289 X 10-3 3.012 1.241 X 10-2 3.031 6.818 X 10-3 3.378 1.949 X 10-l 2.794 
643 1.363 X 10-3 2.206 2.679 X 10-3 2.212 1.451 X 10-3 2.233 5.435 X 10-2 1.843 
1283 3.276 X 10-4 2.057 6.442 X 10-4 2.056 3.408 X 10-4 2.090 1.564 X 10-2 1.797 

Tabela 4.1: ETTO e ordem de convergencia para as equaçõe., de Navier-Stokes em uma malha uniforme, 
com ciclo W no multigrid, condiçõe., de contorno hnmo,qenea., de Neumann para a correção de prr..,.,ão P. dP. 
Dirichlet paro as oomponentea da 11clocidade e den.,idade de ma.,.,a e viaco.,idade variávei.,. 

ordem entre um e dois para a pressão que são as ordens esperadas para a disc:relização utilizada. 
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N llux - Uz,ell2 q lluy - 1ly,ell2 q !luz - Uz,ell2 q IIP- Pell2 q 
16:3 4.840 X 10-:2 9.500 X 10-:! 7.083 X 10-2 1.370 X lOU 
323 6.193 X 10-3 2.966 1.194 X 10-2 2.993 7.313 X 10-3 3.276 2.222 X 10-l 2.624 
643 1.377 X 10-3 2.169 2.598 X 10-3 2.200 1.643 X 10- 3 2.154 6.183 X 10-2 1.845 
1283 3.447 X 10- 4 1.998 6.273 X 10- 4 2.050 4.053 X 10- 4 2.020 1.800 X 10- 2 1.781 

Tabela 4,2: Erro e ordem de r.on11crg~nr.ia para a., equaçõe., de Na11icr-Stoke11 em uma malha r.ompo11ta com 
doi., nfüei11 de refinamento, com ciclo W no multi,qrid, condições de contorno homogl1,nea,, de N,mmann para 
a con-eção de pressão e de Dirichlet paro aa componentes da ,,elor.idade e densidade de ma.,11a e 11isco11idade 
,,mi,foeis, 

4.3 Força magnética 

A estratégia numérica proposta à equação de força magnética (2 .24) é verificada testando a 
metodologia na solução das equações do potencial escalar magnétic:o e do tensor magnético 

"v. (µ'11/1) = Oem n, 
H = "vt/1, 

Um = µ(H©H), ( 4.13) 

fm = "v•Um, 

Para o teste atribuímos à solução exata de (4.13) a função potencial escalar magnético 

(4.14) 

no qual (x, y, z) = x E [a1, b1] x [a2, ½] x [a3, ba] = x E (-0.16, 0.16] x [-0.16, 0.16] x [-0.16, 0. 16]. 
Tomamos a permeabilidade magnética 

. 2 ( 21rx ) 2 ( 21ry ) . 2 ( 21rz ) µe(x, y, z, t) = sm -b-- sin b sm -b-- + 1, 
l - a1 2 - a2 3 - a3 

o campo magnético He = ((He)x, (He)y, (He)z), 

21rcos ( 21rx ) 

(He}:r(X, t) 
b1-a1 

= b1 - a1 

(He)y(x,t) = 
21r sin ( ª~:_11,;) 

a2 - ~ 

(He)z(X, t) = -aaba + a3z + b3z - z 2, 

( 4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 
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as componentP.s do tensor magnético a me: 

e as componentes da força magnética representadas pelo divergente do tensor magnético 

211'(-2z) cos ( b~.'.'.::
1

) 

= (b1 - a1) 

871'3 COS ( 
2

:rrx ) COS (.2E.!L) b1 -n1 a2-"2 
(4.25) 

1671'3 sin ( 2:rrx ) cos ( 2
:rrx ) 

b1-a1 b1-a1 
+-----'------''-----'---__._ 

(b1 - a1)3 

(4.26) 

41r2 (..li. - z2 ) sin ( 2:rrx ) 
625 61-a1 41r2 (.J-º-- - z2 ) cos (~) 625 n2-b:i 

-------,-(a-2--- ~---,)c-::-2~ -~+ (4.27) 

( 
16 2) +2(-2z) 

625 
- z . 

Como comentado anteriormente as verificações para o domínio euleriano são realizadas para. trlls 
diferentes tipos de ma.lha: uniforme num único bloco, composta pela união de blocos de um mesmo 
nível e composta com dois níveis de refinamento. As verificações nessas duas primeiras apresentaram 
resultados idênticos e são apresentados pelas Tabelas 4.3 a 4.6, para a t,lm:eira delas os rmmltados 
8âo representados nas Tabelas 4.7 a 4.10. Na resolução dH. função potencial escalar magnético são 
adut,adiu, condição de contorno periódica. nru; direções x, y e Neumann na direção z. 

Os resultados da verificação mostram segunda ordem de convergência para todos as aprnxi

mações dessa seção. 
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N ll{umh:i: - (O'm,}xxfü q ll(um)yy - (u111Jyull2 q ll{um)u - (um.}ull2 q 

32:I 1.723 X 10+0 2.948 X lQ+U 6.252 X 10-~ 
643 4.338 X 10- l 1.990 7.379 X 10- l 1.998 1.354 X 10-4 2.207 
128ª 1.086 X 10-l 1.997 1.845 X 10- l 2.000 3.356 X 10-5 2.013 
2563 2.717 X 10-2 1.999 4.614 X 10-2 2.000 8.389 X 10-6 2.000 

Tabela 4.3: Erro e a ordem de convergl!ncia das componentes (um)xx, (um)vv e (u m) z.: do tensor magnético 
Um, em uma malha uniforme, com ciclo W no m1dti_qrid. 

N ll(um)xy - (u111,)xull2 q ll(um)xz - (um,hzll2 q ll(um)uz - (umJuzll2 q 
32=1 1.275 X 10+u 1.902 X 10- t 2.330 X 10- l 
643 3.173 X 10-l 2.007 4.819 X 10-2 1.981 5.910 X 10-2 1.979 
1283 7.924 X 10-2 2.002 1.209 X 10-2 1.995 1.483 X 10-2 1.995 
2563 1.980 X 10-2 2.000 3.024 X 10- 3 1.999 3.711 X 10-3 1.999 

Tabela 4.4: Erro e a ordem de convergl!ncia da,9 componentes (u,,.),,u, (0-111 ),,,. e (um)v,. do tensor magnético 
u,,. , em uma mal/ia uniforme, com ciclo W no multigrid. 

N 111/J - 1Pell2 q ll(V · O'm)x - {V· O'm.):rll2 q 

32:l 3.262 X 10-:I 1.200 X 10-,-:2 
543 8.134 X 10-4 2.004 2.982 X lQ+l 2.008 
1283 2.032 X 10-4 2.001 7.462 X 10+□ 1.999 
2563 5.079 X 10-5 2.000 1.866 X lQ+O 1.999 

Tabela 4.5: Erro e a ordem de convergl!ncia da função potencial escalar ma_qnético <f, e da componente 
(v' · u,,.);. do divergente do tensor magnético, em uma malha uniforme, com ciclo W no multigrid, condições 
de contorno periódica nas direções x , y e Neumann na direção z para a função potencial escalar magnético. 

N ll(v' ' O'm}y - (v'. O'm.)11ll2 q ll(v' · Um)z - (v' · Um.) zll2 q 

32:l 1.949 X lQ+~ 1.300 X 10+! 

643 4.695 X lQ+l 2.053 3.450 X lQ+O 1.914 
1283 1.166 X lQ+l 2.009 8.787 X 10-l 1.973 
2563 2.914 X lQ+O 2.001 2.207 X 10-l 1.993 

Tabela 4.6: ETT'D e a ordem de com1ergl!ncia das componente., ('v •o- 11,)u e (v'•u,,.),, do diuergente do ten.wr 
ma,qnético, em uma malha uniforme, com ciclo W no multigrid. 

N ll (um)xx - (O'm,).x::i:ll2 q ll(um)yy - (um.)vull2 q ll(um):;:; - (um.)ull2 q 

323 1.728 X 10+0 2.961 X 10-rO 5.670 X 10-~ 

643 4.352 X 10-l 1.989 7.412 X 10-t 1.998 1.366 X 10-4 2.053 
1283 1.090 X 10- l 1.997 1.853 X 10-l 2.000 3.538 X 10- 5 1.949 
2563 2.727 X 10-2 1.999 4.630 X 10-2 2.000 8.941 X 10-6 1.984 

Tabela 4.7: Erro e a ordem de conver_ql!ncia da., componentes (um)xx, (u,,.)vv e (um)~z do tensor magnético 
u 11., em uma composta cam dois n{vei, de refinamento, cnm ciclo W no m1dtigrid. 
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N Jj(um)xu - (umJxull2 q ll(um)xz - (ume)xzll2 q Jj(um)uz - (ume)uzlb q 

323 1.314 X 1Q+Ú 1.972 X 10- l 2.475 X 10-I 

643 3.273 X 10-l 2.005 4.962 X 10-2 1.990 6.246 X 10-2 1.986 

1283 8.177 X 10-2 2.001 1.241 X 10-2 2.000 1.563 X 10-2 1.998 

2563 2.044 X 10-2 2.000 3.099 X 10-3 2.001 3.907 X 10-3 2.000 

Tabela 4.8: Erro e a ordem de conTJer,qencia das componente., (um ).,u, (u m)xz e (u m)z do ten.,or magnético 

um, em 1,ma composta com dois níveis de refinamento, com ciclo W no mtdti,qrid. 

N 111P -1/Jell2 q Jj(V · O'm)x - (V· O'm0 )xll2 q 

323 3.024 X 10-!I 1.366 X 10+:l 

643 7.541 X 10-4 2.004 3.800 X lQ+l 1.846 

1283 1.884 X 10-4 2.001 1.121 X 10+t 1.762 
2563 4.711 X 10-5 2.000 3.497 X lQ+o 1.680 

Tabela 4.9: Erro e a ordem de conver_qencia da função potencial escalar ma,qnético t/J e da componente 
(v' • u m)x do divergente do ten.,or ma_qnético, em uma composta com com dois n!vei., de refinamento, com 

ciclo W no mtdti_qrid, condiçõe., de contorno periódica nas direções x, y e Neumann na direção z para a 

função potencial escalar ma,qnético. 

N ll(V · O'm)u - (V· O'me)ull2 q ll(v7 · O'm)z - (V· O'm.)zfü q 

323 2.007 X 10+2 1.425 X 10+1 

643 5.120 X lQ+l 1.971 3.704 X 1Q+O 1.944 

1283 1.404 X lQ+l 1.866 9.391 X 10-l 1.980 

2563 4.091 X 1Q+O 1.779 2.362 X 10-l 1.991 

Tabela 4.10: Erro e a ordem de conver_qencia das componentes ('\7 • um)u e ('\7 • um): do diver,qente do 
ten.rnr ma,qnético, em uma malha composta com dois nfueis de refinamento, com ciclo W no multigrid. 

4.4 Equação da dinâmica de surfactante insolúvel 

O método de volumes finitos empregado na resolução da equação de advl!cção-difusão da con
centração de surfactante insolúvel, descrito na Seção 3.6.1, foi submetido à verificação de ordem e 
de conservação de mH.Ssa do surfactante. 

4.4.1 Verificação numérica da ordem do método de volumes finitos aplicado 

Seguindo Lenz et al. (2011), a função re(t,0,cp) = a¾t) exp (-6J~ a2(T)dr) sin(20)co:,(cp), 

onde 0 ê a inclinação e <P o azimute (veja a Figura 4.3), é a solução manufaturada empregada 

na verificação da equação de concentração de surfactante (2.30) numa esfera pulsante que expande

se e que contrai-se de acordo com o raio a(t) = 1 + sin2(1rt) para t E [O, l]. A Figura 4.4 apresenta 
para alguns instantes de tempo a evolução da concentração de surfactante. Note que, nesse caso, 

não há escoamento externo que configure uma interação fluído-estrutura, sendo a velocidade dos 
pontos imposta pela variação do raio da esfera. 

A simulação foi realizada para dois valores distintos de 6.t e quatro diferentes resoluções de 

malha triangular: 320, 1280, 5120 e 20480 triângulos, cuja relação enlre tais malhas é ilustrada na 
Figura 4.2 e a aresta média na Tabela 4.11. O esquema de volumes finitos mostrou-se de segunda 
ordem quando 6.t = 1/32000 « h2 , onde h é o comprimento da maior aresta da tríangularízação, 

como ilustrado na Tabela 4.12. Se 6.t = O(h) o esquema tem primeira ordem como apresentado 
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Figura 4.3: Coordenada.<i esféricas (a, </J, 0): a distância radial a; o ângulo azimutal </J e o ân,qulo radial 0. 

pela Tabela 4.13. O método apresenta segunda ordem na espaço e primeira ordem no tempo, como 
é esperado para a discretização utilizada. 

triângulos 
320 

1280 
5120 
20480 
81920 

aresta média h(O) 
2.993 X 10-I ± 1.931 X 10-2 

1.507 X 10-l ± 9.786 X 10-3 

7.550 X 10-2 ± 4.908 X 10-3 

3.777 X 10-2 ± 2.456 X 10-3 

1.889 X 10-2 ± 1.228 X 10-3 

aresta média h(l/2) 
5.987 X 10- I ± 3.862 X 10-2 

3.015 X 10-l ± 1.957 X 10-2 

1.510 X 10-l ± 9.815 X 10-3 

7.553 X 10-2 ± 4.911 X 10-3 

3. 777 X 10-2 ± 2.456 X 10-3 

Tabela 4.11: N1ímero de triângulos, tamanho médio e desvio padrão da.<i arestas para t = O e t = 1/ 2. 

·17,771'1 

Figura 4.4: Evolução da concentração de .mrfactante sobre uma esfera pulsante para os instantes t = O.O, 
t = 0.25, t = 0.50, t = O. 75 e t = 1.0. 

maxh(O) maxh(t) maxfos,si><llr e - rlloo) qCoc, maXfost:51}(l!re - r112) qc2 

t E [O, l] 
3.249 X 10- I 6.498 X 10-l 6.4153 X 10-:l 9.3898 X 10-3 

1.646 X 10-I 3.293 X 10- l 1.6888 X 10-3 1.9226 2.3431 X 10-3 2.0027 
8.260 X 10-2 1.652 X 10-l 4.1655 X 10-4 2.0194 5.5421 X 10-4 2.0800 

Tabela 4.12: Errn e ordem de convergllncia do e.,quema de volumes finito., em duas normas diferentes, para 
~t = 1/ 32000 < h2 • Para malhas com 320, 1280 e 5120 triângulo.,. 
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maxh(O) ma.xh(t) maxfosisil(llr e - r1100) qCoo mitXfo515 i}(llfc - fll2) qC2 

t E !O, l ] 
1.646 X 10-I 3.293 X 10- J 3.122 X 10-:! 6.852 X 10-:! 

8.260 X 10-2 1.652 X 10-l 1.694 X 10-2 0.882 3.644 X 10-2 0.911 

4.133 X 10-2 8.267 X 10-2 8.764 X 10-2 0.950 1.882 X 10-2 0.954. 

2.067 X 10-2 4.135 X 10-2 4.462 X 10-3 0.974 9.558 X 10-3 0.980 

Tabela 4.13: Erro e ordem de con11erg~ncia do esquema de 11olumes finitos em d11a., norma., diferentes, para 

D.t = O(h). 

4.4.2 Conservação numérica de massa de surfactante 

A massa de surfactante é conservada com precisão de máquina, para todos os casos que a 

malha lagrangiana é composta apenas por triângulos acutângulos, incluindo os testes de verificação 

propostos por Leuz et al. (2011) (entre eles os da Seção 4.4.1) para os quais propriedades de ccm

servação de massa de surfactante foram investigadas (mesmo para longos períodos de computação). 

Dentre as muitas abordagens bi e tridimensionais desenvolvidas para modelar e simular um es
coamento bifásico na presença de surfactante insolúvel encontradas na literatura, existem poucas 

que podem garantir tal importante propriedade, (e.g. Hameecl et al. (2008),Lai ct al. (2008)). O 
número é ainda menor no contexto de metodologias de acompanhamento de interface front-trackin,q 

(incluindo formulações axissimétricas) (Lai et al. , 2008). 
A conservação discreta de massa de surfactante é testada empregando-se uma esfera de diâmetro 

0.15m centrada em (0.5m,0. 75m,0.5m) no interior de um cubo de aresta unitária centrado em 

(0.5m, 0.5m, 0.5m). Essa esfera é submetida a um campo de velocidade periódico imposto dado 

por (Singh e Shyy , 2007) 

u(x, y, z, t) = cos(1rt/T) sin2(1rx)(sin(21rz) - sin(21ry)) 

v(x, y, z, t) = cos(1rt/T) sin2(1ry)(si11(21rx) - sin(21rz)) 

w(x, y, z, t) = cos(1rt/T) sin2 (1rz)(sin(21ry) - sin(21rx)) 

(4.28) 

com período T = 1.37 x 10-1 s. A seleção de T foi baseada na qualidade da malha (i.e. todos os 

triângulos permanecem acutângulos durante o período considerado). Em t = O, a esfera foi aproxi

mada por uma interface triangularizada por 5120 triângulos. A concentração inicial de surfactante 

foi uniformemente distribuida sobre a interface (i.e. r = 1 em t = O). Note que, nesse caso, não 

há interação com nenhum fluido e os pontos são atualizados como na Seção 3.5.5 com o campo de 
velocidades definido pela expressão (4.28). 

A interface deforma-se gradualmente e, devido ao campo de velocidades periódico, retorna à 

forma esférica inicial. A simulação é realizada a partir do tempo t = O até segue até aproximada

mente ti= 1.15 x 10 s (em torno de 84 períodos). O passo no tempo empregado foi Ãt = T / 2000 
s, garantindo assim que os vértices movem-se não mais do que o comprimento médio de uma aresta 
por passo no tempo. O estudo envolveu aproximadamente 167340 passos de integração, na qual a 

massa total de surfactante é preservada no tempo com precisão de máquina, como pode ser obser

vado na Figura 4.5-(a). A Figura 4.5-(b) mostra o estado de máxima deformação (sem a utilização 

de otimização de malha). 

4.5 Avaliação da otimização de malha lagrangiana 

O campo periódico reversível na Seção 4.4.2 (ou simplesmente "the vortox flow" ) tmu sido um 
teste padrão para. acessar as capacidadc~s de métodos de a.compa.nharneuto/ captura. de intm·face. A 
seguir, esse teste é empregado mais uma vez, agora com período T = 0.5 e um passo no tempo 
constante igual a Ãt = T /100 para investigar o custo e a habilidade ria otimização de malha, 
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tlt1sc:1·ita ua SeçilO 3.3.2, pam mA.nipuhu a ma.lha nessti escoamento. 
Um dos priueii,n.is objetivos tla otirnizac;ilo do malhn lagnu1ghum é nrnnttir cfrc1111ctmtro~ no 

interior de Sl!US tl'iil.ngulos, uma coudiçiio que eleve ser satisfeita para que o esquema de volumes 
finitos usado na dinâmica de surfactante possa ser aplicado. A qualidade da malha lagrangiana 
resultante é mensurada pela função Q, (4.29), que compara cada triângulo da malha com um 
triângulo equilátero, e pela razão de aspecto entre as arestas de um triângulo (4.30). Para um 
triângulo Sk sua qualidade é dada por 

(4.29) 

onde Ak e Pk são a área e o perímetro de Sk, respectivamente, e AE e PE tem o mesmo significado 
para um triângulo equilátero. Note que todos os triângulos equiláteros tem a mesma razão entre 
a raiz quadrada de sua área e seu perímetro, então qualquer triângulo equilátero tem Q igual a 
um. Por outro lado, se um triângulo for sucessivamente esticado Q tende para zero. A função Q 
é parte da biblioteca GTS ("GTS library"). Outra medida de qualidade de malha triangular é a 
razão de aspecto que é definida como a razão entre a maior e o menor comprimento de aresta de 
um triângulo, 

max(l.,;) . } 
lk = . (l ) , i = {l, 2, 3 , 

nun e; 
(4.30) 

onde l,,. é o comprimento da aresta definida na equação (3.41). Note que Lk é um para um triângulo 
equilátero e cresce se um triângulo é sucessivamente esticado. 

Para o escoamento periódico previamente mencionado a Tabela 4.14 mostra a performance 
computacional quando o esquema de volumes finitos é desativado (então os custos são relativos 
apenas as operações lagTangianas) e o valor máximo de ângulo de um triângulo é o critério de 
parada para o algoritmo de otimização. A qualidade é mensurada por (4.29) e por (4.30). 

Para t = T /2, com deformações de 48% e 51% aproximadamente ao longo do eixo maior e menor, 
rnspectivamentc, o algoritmo de otimização é chamado 201 vezes para otimizar 1101 triângulos 
obtusos. A Tabela 4.14 mostra que a otimização melhora a qualidade da malha trazendo os valores 
de Q e da razão de aspecto i para próximo de um. Além disso, todos os desvios padrões diminuíram 
implicando que a malha é mais uniforme após a otimização. Para esse exemplo o uso da otimização 
cresceu progressivamente com o aumento da deformação, durante a deformação máxima o tempo 
de um passo no tempo cresceu em torno de 64 vezes quando comparado com um passo no tempo 
quando otimização não é aplicada e 69 vezes quando otimização é empregada em conjunto com o 
algoritmo de correção de volume (Seção 3.3.3). A Figura 4.6 mostra o estado de maior deformação 
da interfase sem (esquerda} e com (direita) otimização. 

A Figura 4.7 sugere que o erro no volume e o número de chamadas do algoritmo de otimização 
por passo no tempo estão relacionadas com a deformação e o número de triângulos obtusos. Quando 
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A B e 
none optimization optimization plus 

volume correction 

Lmin 17.48° 24.81° 24.81° 
Lmerm ± std(L) 60.26° ± 23.94° 59.32° ± 13.16° 59.32° ± 13.16° 

Lmax 123.54° 89.59° 89.59° 

Qmin 0.73 0.85 0.85 
Qmean ± std(Q) 0.93 ± 0.06 0.98 ± 0.02 0.98 ± 0.02 

Qmax 1.00 1.00 1.00 
lmin 1.00 1.00 1.00 
tmean ± std( i) 1.40 ±0.30 1.16 ± 0.10 1.16 ± 0.10 
Lma:r: 2.59 1.76 1.76 

Time spent 1.00 64.00 69.20 

Tabela 4.14: Ân,q11.lo (L.), qualidade (Q and i) e desvio padrão corre.,pondente (std) para t = T/ 2 : com 
otimização (coluna B), com otimização e correção de volume (cluna C). Na última linha os tempo são 
relativos ao tempo de.,pendido quando otimização e correção de malha não foram aplicada., (coluna A). 
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a correção de volume ê ativada o volume é conservado com precisão de máquina. Note que apesar da 
área da interface crescer enquanto ela deforma não há mudanças na topologia da malha lagTangiana, 
isto é, triângulos/arestas não são criados ou destrnídos na implementação da metodologia atual. 
Em toda a simulação 11403 chamadas do algoritmo de otimização foram realizadas em 100 passos 
de integração para t E (O, T]. 

4.6 Custo computacional 

Um caso típico de escoamento bifásico na presença de um surfactante insolúvel com os parâme
tros utilizados na Seção 5.1, Ca0 = 0.076491, /3 = 0.8 e,\ = 3.335 é considerado para estimar o custo 
computacional da presente metodologia. A Tabela 4.15 mostra que é muito vantajoso o emprego 
da técnica AMR para o refinamento da malba euleria.na. A simulação foi realizada numa malha 
composta com cinco níveis de refinamento , comparada com uma malha uniforme e outras malhas 
compostas, todas elas com a mesma resolução no nível mais fino, revela que o tempo relativo com o 
uso do AMR é cerca 52 vezes menor e emprega em torno de 460 vezes menos células computacionais 
do que uma malha uniforme com a mesma resolução do nível mais fino. Uma observação importante 
ê que o custo computacional para a troca dinâmica de malha é desprezível comparado com o tempo 
de simulação, cerca de 4.0 x 10-3% do tempo total gasto para atingir o esLado estacionário. Para 
o caso teste usado, a malha. composta trocou 20 vezes em 18000 passos de integração. 

O algoritmo de otimização de malha lagrangiana é aplicado µara garantir a qualidade mínima 
dos triA.ngulos para que o e:.;qumua ele volumes fiuito:.; seja empregado, impondo o valor 88.28° para 
o ângulo máximo do cada um dos trili.ngulm; da malha e qualidade do triângulo Qk (vtija Seção 
4.5) maior ou igual a 0.95 para. todo passo no tc!mpo. Essa abordagem tomou 5.7% do tempo total 
uecessál'Ío para alcançar o estado cstaciouário, com um máximo de 4 otimizações por passo no tempo 
e um número total de 832 otimizações. O tempo gasto com uma otimhmção é em torno de 30% 
maior que o tempo de um passo no tempo :.;cm otimização. O custo total da otimização lagrangiana 
depende do númern de otimizações empregadas num pa.-;so no tempo, o que depende de quanto e 
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number of leveis Eulerian cells mcmory usage time spent 

uniform mesh 462.332 18.15 52.45 

2 60.86 3.15 4.65 

3 8.85 1.29 1.67 
4 1.91 1.11 1.33 

5 1.00 1.00 1.00 

Tabela 4.15: Células eulerianas empregadas, quantidade de memoria mada e tempo ,qa.9to em um pa.,.,o no 
tempo em diver.,a., malha., relativo ao tempo para a computação com uma malha compo.,ta com cinco n{vei., 

de refinamento. 

como a interface deforma. Nesse exemplo a interface lagrangiana se deforma aproximadamente 28% 

(18%) no seu eixo maior (menor). A otimização é composta de muitas operações que permitem uma 

implementação em paralelo que serão exploradas no futuro. 



Capítulo 5 

Resultados: validações 

O presente capítulo inicia-se com a simulação computacional de uma gotícula num escoamento 
cisalhante simples om duas situações: quando recabera por um elemento surfactante insolúvel e 
qmmdo limpa (Seção 5.1). Os resultados são comparados com resultados experimentais e com ou
tr;u; simulações prévias da literatura. Na Seção 5.2, a dinâmica de uma gotícula de fon-ofluido em 
equilíbrio sob a ação ele um campo magnético uniforme é simulada e o campo magn(itico calculado 
no interior da gotícula é comparado com a solução analítica do problema, conhecida neste caso. 

5.1 Gotícula newtoniana num escoamento cisalhante 

A deformação e a orientação de uma gotícula, quando limpa e na presença de um surfactante 
insolúvel, é estudada num escoamento cisalha.nte simples dado por 

u = (i"y,0,0), -1.1520 x 10-2m '.5 y $ 1.1520 x 10-2m, 

onde"/= Ôux/ây é a razão de cisalha.menta característico. As simulações computacionais são reali
zadas até que a gota alcance um formato elipsoidal (ou quase elipsoidal) num estado estacionário. 
Os resultados são então comparados a dados experimentais e numéricos (Feigl et al. , 2007} pela 
observação dos comprimentos do maior (menor) eixo no plano xy, L (B), da dimensão da gota na 
direção z, W, e pelo ângulo de orientação 0 (Figura 5.1). Se Pd e 1Jd são a densidade e a viscosidade 
da gotícula, Da é o coeficiente de difusão superficial do surfacta.nte, Pc e TJc são a densidade e 
a viscosidade do fluido, então os adimensionais considerados para esse problema são a razão de 
viscosidade À = TJ.i!TJc, o número de capilaridade Cao = ªTJá/ao, na qual ao é o coeficiente de 
tensão superficial da interface limpa (sem surfactante}, o parâmetro ( = (aao) / (TJcDa) = Pea/Cao, 
no qual Pe8 = a27 / Ds é o número ele Péclet, /3 é um parâmetro de influência do surfactante, 
comumente chamado uúmeru de elasticidade, (/3 é parte da relação {2.14), que descreve o modelo 
liuea.r de La.ngmuir (Puzriki<lis, 2011)). 

O domínio computacional é um cubo de a.resta (-1.1520 x 10-2 m, 1.1520 x 10-2 m], o qual 
é discretizado por uma malha composta por cinco níveis de refinamento , cujo nível mais fino de 
refinamento tem a resolução de h = ~.z: = ~U = ~z = 9.0 x 10-5 m (para mais informações da 
malha utilizada veja a Seção 4.6). A gotícula esférica de raio a= 4.8828 x 10-4 m, aproximada por 
5120 triângulos (com comprimento médio de arestas igual a h1 = 3.6865 x 10-5 me desvio padrão 
de 2.3965 x 10-6 m), é colocada no centro do domínio computacional. Note que a razão das malhas 
eulerianas e lagrangia.nas é h/h1 = 2.4414. 

Seguindo o aparato experimental em Feigl d al. (2007), os parâmetros físicos adotados foram 
Pc = Pd = 1.0300 X 103kg/m3, ao= 3.1200 X 10-2N/m, f/c = 4.0000 x 10-1N.s/m2 e T]d = Àrfo. 

A simulação inicia com uma concentração de surfactante uniformemente distribuída sobre a 
interface de separação de fluidos (f = 1). O grupo de a.dimensionais necessfufos para a realização 
de uma simulação específica. são o número de capilaridade Cao, a razão de viscosidade >., a. taxa. 
cisalhamento "/, além dos parâmetros associados ao surfactante /3 e (. Dado que as viscosidades 

65 
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inicial estacionário inicial estacionário 

:r. z 

Figura 5.1: À e.,querda, seção tran.,versal paralela ao plano xy e d direita seção trans11ersal parnlela ao 
plano yz de uma got<cula num escoamento cisalhante simples: a I! n mio da ,qota não deformada, L é o eixo 

maior, B é o eixo menor, () é n t1ngulo de inclinação e 1'V é a dimen.,ão da interface na direção z. 

do sistema, a tensão superficial, a velocidade do escoamento e o raio inicial da gotícula são todos 
conhecidos, temos então que os os três primeiros adimensionais estão determinados. O parâmetro /3 
foi determinado por Feigl et al. (2007) utilizando dados experimentais e a equação linear de estado 

(2.14). Na simulação computacional a seguir, /3 = O foi utilizado para simular uma interface livre 

de surfactante e f3 = 0.8 para uma interface revestida por surfactante. Seguido Feigl et al. (2007), 

o adimensional ( = 1 foi adotado para os casos com ,\ = 3.3350 e .>. = 30. 

As simulações são realizadas para duas razões de viscosidade, .>. = 3.3350 (Figura 5.2) e.>. = 30 

(Figura 5.3), e os resultados são comparados para diversos números de capilaridade. Os símbolos 
vermelhos representam os resultados do presente trabalho, os símbolos em preto fazem referência 
aos dados experimentais, enquanto que os símbolos brancos são result.ados numéricos de Fcigl ,:t al. 

(2007), os quais são obtidos pelo método da integral de contorno (bmmdary integral method) em 
conjunto a um esquema de Runge-Kutta de segunda ordem para evolução da interface e um método 

de elementos finitos para a concentração de surfactante. 
A Figura 5.2 mostra que para uma razão de viscosidade de ,\ = 3.335 a presença de surfactante 

tem grande efeito na geometria da gotícula. As gotículas revestidas por surfactante tornam-se mais 

alongadas na direção de seus eixos maiores, consideravelmente mais estreitas ao longo de seus eixos 

menores, mais orientadas com a direção do escoamento quando Cao cresce, quando comparadas com 
as de interface limpa. Para os casos estudados, em gotículas com surfac:tante, o ângulo de inc:linação 

varia entre 0.3023 e 0.6005 enquanto que a deformação do eixo maior está entre 11.5% H 45.0%, do 
eixo menor entre a mínima de 9.0% e a máxima de 22.6% o, na dimensão da gotícula na dirc~çft0 z 

(W), entre 1.0% e 9.2%. Para gotícula.'! limpas, o ângulo de inclinação varia entre 0.6167 e 0.7623 

enquanto que a deformação do eixo maior P-Stá. entra 2.2% e 9.7%, do t1ixo menor ent,re a mfnimu 
de 2.0% 0 a máxima de 7.8% e na dimensão da gotícula na direção z (W) entre O.O% e 0.7%. Uma 
boa concordância foi encontrada entre os resultados obtidos no presente trabalho e os resultados 

experimentais e numéricos prévios, reportados por Feigl et al. (2007). 
Para uma razão de viscosidade de ,\ = 30, a Figura 5.3 mostra que a presença de surfactante tem 

um efeito menor na geometria da gotícula quando comparada com os casos de.>.= 3.3350 à medida 

que Cao cresce. Neste caso, todas as gotículas tiveram uma pequena deformação (deformaram 
menos do que 6%). Para valores pequenos de Cao (entre 0.00 e 0.06), gotículas revP..stidas com 
surfadante quando comparadas com gotículas limpas tiveram uma maior deformação e tornaram-
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(2007}} para os valore.,: ( = 1, /3 = O.O (interface limpa), /3 = 0.80 (interface com .mrfactante) e razão de 
visco.,idade >. = 30. 

se mais orientadas na direção do escoamento. Mais uma vez, os resultados estão em concordância 
com resultados experimentais e numéricos prévios obtidos por Feigl et ai. (2007). 

É interessante destacar que gotículas com maior deformação têm razão de viscosidade de À = 
3.335 enquanto que as gotículas com À = 30 encontram-se mais orientadas na direção do escoamento 
no estado estacionário. 

Num outro teste de validação, os valores mínimos e máximos da concentração de surfactante no 
estado estacionário foram comparados aos resultados numéricos obtidos por Li l' Pozrikiclis (1997) 
e por Feigl et al. (2007) para uma gotícula num escoamento cisalhante simples caracterizado por 
( = 10, f3 = 0.1, e razão de viscosidade fixada em>.= 1. A Figura 5.4 mostra os valores mínimose e 
máximos da concentração de surfactante como uma função do número de capilaridade de equilíbrio 
Ca* = Cao/(1 - /3). Uma boa concordância foi encontrada. 

5.2 Gotícula de ferrofluido num campo magnético uniforme 

Nesta seção, uma gotícula de ferrofluido em equilíbrio e inicialmente esfürica suspensa num fluido 
viscoso em repouso e não magnetizável é simulada pPlo modelo desenvolvido no present.e t.rahalho 
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Figura 5.5: À esquerda, campo de velocidades em m-s-1 na direção x em plano de corte paralelo ao plano xy. 
Ao centm, _gotícula imersa no dom{no computacional, destacando-se os cinco níveis de refinamento da malha 
composta. À direita, detalhe da interface mostrando a distribuição de surfactante no estado estacionário. 
Pardmetros empregados: rozão de viscosidade >. = 3.335, número de capilaridade Ca0 = 0.127351 com a 
pre.9ença de 1,m surfactante insolúvel (/3 = 0.8). Na direita temos uma seção transversal paralela ao plano xy, 
na qual está repre.9entado o campo de velocidades na direção x. No centro temos a mesma seção destacando 
os cinco níveis de refinamento utilizados nessa .,imulação, com uma pequena interface imersa ao centro. 
Na esquerda é apresentado uma ampliação da interface que mostra a distribuição de surfactante sobre a 
superfície no estado estacionário. Tais resultados são resultados de uma simulação de escoamento bifásico 
com razão de viscosidade ..\ = 3.335, paro um número de Ca0 = 0.127351 com a pre.,ença de um surfactante 
in.,olúvel (/3 = 0.8). 
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(Seção 2.3.2) quando submetida à ação de um campo magnético uniforme externo Ho, As fases 

desse escoamento, gotícula e fluido ao redor, são consideradas não conduLoras e isentas de cargas 

livres. Nessas condições, a força magnética na vizinhança da interface das fases é indnúda somente 

pela diferença de permeabilidade magnética das duas fases (Afkhami cl al. , 2010). 

A gol.fcula sob ação da força magnética deforma-se e alonga-se na direção do campo magnético 

imposto ao mesmo tempo que um campo magnético é induzido em seu interior cuja intensidade, 

Hd, é uma função do campo magnetizante H0 e da suscetibilidade magnética, dentre outros fatores. 

No que segue, o valor estacionário de Hd calculado via simulação computacional é comparado com 

aquele no interior de um elipsóide fornecido por uma expressão analítica. Como em Afklmmi cl al. 

(2010), a deformação de uma gotícula de ferrofluido inicialmente em equilíbrio sob a ação de um 

campo magnético uniforme é assumida axissimétrica e a gotícula no estado estacionário é conside

rada wn elipsóide prolato, isto é, B = W (Figura 5.1). Para uma gotícula nessa geometria contendo 

partículas superparamagnéticas (comportamento descrito na Seção 2.3.2) existe disponível na liter

atura uma expressão analítica que descreve a magnitude do campo magnético, Hanaliticn., no interior 

da gotícula dada por (Afkhami ct al. , 2010; Kaufman et al. , 2008 ; Lantlau P Lifshitz , 1984) 

(5.1) 

na qual, µe e µd são respectivamente a permeabilidade magnética da fase contínua e da fase dispersa, 

E é o fator de desmagnetização calculado por 

_ (1-E2
) ( 1 + E ) .: = ~ ln l _ E - 2E , 

onde E(= J1 - B 2 / L2) é a excentricidade, B o comprimento do eixo menor e L o comprimento do 

eixo maior (localizado na direção do campo magnético imposto Ho), Uma simulação compul.acional 

baseada em resultados experimentais e numéricos obtidos por Afkhami et rd. (2010) para uma 

gotícula de ferrofluido de raio a= 1.2910 x 10-3 m imersa em glicerol sob a ação de um campo 

magnético uniforme externo é apresentada a seguir. 
O grupo de a.dimensionais relevantes para a simulação computacional do problema considerado 

são o número de Bond (ou Eotvos) magnético Bom = (µoHJ) / (aoa- 1 ) e a suscetibilidade mag

nética X que indica o grau de magnetização do material, isto é, M = xH (para o caso estudado 

neste trabalho), onde µo é a permeabilidade magnética no vácuo, Ho é a magnitude do campo 

magnético uniforme imposto, ao é o coeficiente de tensão superficial da interface, M representa o 

vetor magnetização e H o campo magnético. 
O domínio computacional é um cubo centrado em (O, O, O) com arestas de comprimento l-2.816x 

10-2 m, 2.816 X 10-2 m] discretizado por uma malha composta de cinco níveis de refinamento. O 

nível mais fino tem a resolução de h = 6.x = 6.y = 6.z = 1.1 x 10-4 m. A gotícula, inicialmente 

esférica de raio a= 1.291 x 10-3 m, é aproximada por 20480 triângulos (com comprimento médio 

de arestas igual a h1 = 4.8756 X 10-5 me desvio padrão de 3.1702 x 10-6 m), é colocada no centro 

do domínio computacional. Note que a razão das malhas eulerianas e lagrangianas é h/h1 = 2.2561. 

Seguindo o aparato experimental descrito em Afkharni et al. (2010), os parâmetros físicos ado

tados foram Ho = 1.2167 x 104 A• m-1, Pc = Pd = 1.26 x 103kg • m-3 , a0 = 1.35 x 10-2N • m-1, 

t/c = r/d = 1.0 x 10-1Pa•s, X= 0.8903, /Lc = µo e µd= µo(l +x), onde µo= 471' x 10-7 N-A- 1 , Pd e 

1Jd são a. densidade e a viscosidade da. goLícula de ferrofiuido, Pc e 1/c são a. densidade e a visc:osidadu 

do glicerol. 
O campo magnético no domínio, H, é calculado como descrito na Seção 2.3.2 empregando-se 

condição de fronteira Neumanu na direção y (determinada pelo campo Ho imposto nesl.a direção) 

e condições de contorno periódicas em x e z para 2.21. Para o escoamento tomamos condições 

de Dirichlet para a velocidade (considerando a fronteira em repouso) e condições de Neumaun 

homogênea. para a correção de pressão (Seção 2.1). 
As figuras 5.6 e 5. 7 apresentam a interface que representa a gotícula de ferro.fluido, o campo 
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de vorticidade, a magnitude do campo magnético e as componentes x, y e z da velocidade do 
escoamento na vizinhança da gotícula para seções transversais paralelas aos planos xy e yz. Ao fim 
do primeiro passo temporal de integração, tem-se os resulta.dos das figuras 5.6(a.) e 5. 7(a); após 100 
passos de integração temporal (t ~ 4.586 x 10-1), tem-se os resultados das figuras 5.ü{b) e 5.7(b); 
no estado estacionário, t ~ 2.021 x 101 , tem-se os resultados mostrados pelas figuras 5.6{c) e 5. 7(c). 

Por intermédio das figuras 5.ü e 5.7 é possível acompanhar a evolução radialrnente simétrica em 
torno do eixo y da interface, da vorticidade, do campo magnético e da velocidade. Por um lado, 
a interface alonga-se na direção y ( direção do campo imposto) e a componente da velocidade do 
escoamento nessa direção indica que o fluido desloca-se do centro da gotícula para as extremidades 
como ilustrado na parte inferior direita das figuras 5.6{b) e 5. 7{b). Por outro la.do, a interface torna-se 
mais estreita nas direções x, z e a componente da velocidade em cada uma dessas direções indica que 
o fluido de desloca das extremidades para o centro [;()mo ilustra a parte inferior esquerda das figuras 
5.G(b) e 5.7{b). Nesses instantes a vorticidade concentra-se na vizinhança da interface da gotícula 
apresentando maiores valores de magnitude nas extremidades na direção y e o campo magnético 
está presente em todo o domínio com menores valores de magnitude no interior da gotícula e maiores 
nas regiões externas à interface nas extremidades na direção y e em regiões distantes da interface 
a magnitude assume o valor do campo magnético imposto Ho. As figuras 5.6{c) e 5.7(c) mostrnm 
o esta.do estacioná.rio da simulação com a interface tendo atingido um formato aproximado de um 
elipsóide prnlato com razão de deformação B/L = 6.0397 x 10-1. 

Os parâmetros da simulação são aplicados na expressão 5.1 , usada no cálculo do valor analítico 
da magnitude do campo magnético no interior de uma gotícula de ferrofluido no formato de um 
elipsóide prolato, resultando numa magnitude igual a Hanaliticn = 1.0240 x 104 A · m-1 assumida 
constante no interior da. gotícula. Esse valor pode ser compara.do com a magnitude do campo 
magn(~tico, variável, no interior da gotícula estimado pela presente simulação e representado na 
Figura 5.8 cujos valores estão aproximadamente entre l.0lO0x 104 e l.0350x 104 A,m-1 no núcleo, 
com valores extremos diferenciando-se do valor analítico em -1.54% e 1.44%, respectivamente. Nas 
extremidades na direção y, em pequenas faixas, a magnitude do campo magnético varia entre 
1.0800 x 104 e 1.1600 x 104 A• m-1 chegando a valores próximos a 1.4000 X 104 na região de 
interface. Para o caso estudado, a simulação computacional mostrou-se capaz de estimar uma faixa 
de magnitude de campo magnético que contém a solução a.na.lítica exibindo urna diferença máxima 
para esse de 1.54% no núcleo da gotícula. 
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Figura 5.6: Formato da gotícula, campo de vorticidade (acima na esquerda), campo magnético em A• m- 1 

(acima na direita), velocidade na direção x {abaixo na esquerda) e velocidade na direção y (abaixo na direita) 
da seção transversal paralela ao plano xy resnltantes da simnlação realizada ne.~ta seção: { a} do primeiro 
pa.,so de integração, (b) do pru,,o de integração de número 100 e (c) do estado e.,tacionário. 
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Figura 5.8: Campo magnético (A• m-1 ) do plano de corte paralelo 110 plano xy pa.,.rnndo pela origem 
estimado por uma simulação com Bom = 17.8 e X = 0.8903 para o interior de uma gotfcula de ferroffoido 
no estado de equilfbrio. 



Capítulo 6 

Resultados: aplicações 

Neste capítulo a metodologia numérica desenvolvida no presente trabalho é aplicada ao estudo 
de gotículas de ferrofluido num escoamento cisalhante na presença de um campo magnético externo. 
Esse estudo se concentrn nos efeitos da magnitude de campo magnético e de surfactante sobre a 
geometria e orientação da gotícula. Tais estudos são inéditos na literatura de fenofluido e pretendem 
contribuir para ampliar e desenvolver os estudos de manipulação de gotículas de ferrofluido na 
presença de um campo magnético externo. 

Na Seção (l.l o efeito da magnitude do campo magnético externo nas deformações e orientação 
de uma gotícula de ferrnfluido num escoamento cisalhante é estudado, para duas razões de viscosi
dade À = 3.335 e À= 30 e diversos números de capilaridade. A seguir na Seção 6.2 determina-se o 
tamanho do domínio para uma aplicação com ferrofluido, baseado na influência do tamanho exercida 
nas deformações dos parâmetros geométricos da gotícula e na orientação. Outros fatores considera
dos são o núruern de células eulerianas utilizadas, o tempo computacional e o número de passo para 
o estado estacionário. A resolução dos domínios euleriano e lagrangiano é determinada na Seção 6.3, 
baseada na influência nas deformações dos parâmetros geométricos de uma gotícula de ferrofluido 
num escoamento cisalhante, na razão entre as resoluções de malha eulerianas e lagrangiana, no 
número mínimo de células computacionais no interior de uma gotícula e no custo computacional. 
Usando o domínio e a resolução determinados nas seções anteriores a Seção G.4 estuda os efeitos 
dos tipos de fases, da presença de surfactante e da influência de um campo magnético uniforme 
externo ( quando uma das fases é um ferrofluido) sobre a deformação, orientação e vorticidade num 
escoamento cisalhante. O potential do modelo como ferramenta de estudo de gotas de ferrofluido é 
ilustrado com alguns exemplos de análise. 

6.1 Gotícula de ferrofluido num escoamento cisalhante 

Nesta seção a deformação e a orientação de uma gotícula de fenofluido num escoamento ci
salhante simples sob a ação de um campo magnético externo ê estudada. Visando comparar o 
comportamento de uma gotícula de ferrofluido com uma gotícula newtoniana limpa o domínio com
putacional, a discretização da gotícula e parte do gmpo de adimensionais utilizados são os mesmos 
da validação descrita na Seção 5.1. Os adimensionais comuns ao da Seção 5.1 são o número de 
capilaridade Cao, a razão de viscosidade À e a taxa cisalhamento i', outros necessários para a real
i:.~ação de uma. simulação específica com ferrofluido são o número de Bond magnético (ou Eotvos) 
Bom e a. suscetibilidade magn6tica X· Dado que as viscosidades do sistema, a tensão superficial, a 
voloc:idado do escoamento (oblida pela taxa. de cisalhamento), o raio inicial da gotícula, a pem1e
abilidade mab'llôtica. no vàcuo µo e o campo magnético imposto Ho são todos conhecidos então os 
os quatro primeiros adimensionais estão determinados. Os campos magnéticos e a suscetibilidade 
x = 8.9030 x 10-1 utilizada foram baseados em dados experimentais com gotas de ferrofluido real
izados por Aikhami et al. (2010). 

O estudo é realizado pela observação dos comprimentos do maior (menor) eixo no plano xy L 
(B), da razão de deformação de Taylor D = (L - B)/(L + B), da dimensão da gota na direção 

75 
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z H e pelo ângulo de orientação 0 (Figura 5.1) para diferentes valores de capilaridade e campo 

magnético. 
Os parâmetros físicos adotados foram Pc = Pd = 1.03 x 103kg/m3

, cro = 3.12 x 10-2N/m, 
7/c = 4.0 X 10-1N.s/m2, T/d = ÀT/c, µe= µo e µd= µo(l + x), na qual µo= 411' X 10-7 N A-1 . 

O estudo dos efeitos de um campo magnético na geometria de uma gota de ferrofluido submetida 

a um escoamento cisalhante simples é realizado para duas razões de viscosidade À = 3.3350 (Figuras 

6.1, 6.2(a)-(b) e 6.4(a)) e À = 30 (Figuras 6.3 e 6.4(b)), e os resultados são comparados para 

diferentes campos magnéticos (Ho = O.O, 6.7640 x 103 e 1.2167 x 104 A m-1) e diversos números 

de capilaridade . 
Alguns dos efeitos causados por um campo magnético uniforme na geometria e orientação de 

uma gotícula de ferrofluido nos casos estudados para uma razão de viscosidade de ).. = 3.335 estão 

ilustrados nas Figuras 6.1 e 6.4(a) pelas alterações ocorrida...., devido ao aumento da magnitude 

do campo magnético tornando a gotícula: mais alongada na direção de seu eixo maior L ( veja 

uma ampliação da Figura 6.1 para o eixo maior na Figura 6.2(a)) com a diferença de deformação 

variando de 1.26% a 3. 73%, consideravelmente mais estreita ao longo de seu eixo W na direção 

z numa faixa de 1.6% a 2.5%, menos orientadas na direção do escoamento (principalmente para 

os menores valores de capilaridade P~'itudados), mais alongada ou mais estreita na direção de seu 

eixo menor B para faixas diferentes de número de capilaridade ( veja uma ampliação da Figura 

6.1 para o eixo menor na Figura 6.2(b)) com variação máxima de 0.4% e mais deformada segundo 

a deformação de Taylor como mostrado na Figura 6.4(a). Efeitos similares foram observados nos 

casos com razão de viscosidade de À = 30 com o aumento da magnitude do campo magnético a 

gotícula de ferrofluido tornou se: mais alongada de 0.26% a 0.46% na direção de seu eixo maior L, 

mais estreita na direção z com vV variando de 0.45% a 0.54%, menos orientada com o escoamento 

principalmente para os menores números de capilaridade estudados, mais estreita na direção do eixo 

menor B numa taxa de 0.14% a 0.72% e mais deformada segundo a deformação de Taylor (Figura 

6.4(b)). 
A Figura 6.5 mostra o formato da gotícula, a vorticidade e a magnitude do campo magnético 

da seção transversal paralela ao plano xy para uma simulação com número de Bond magnético de 

Bom = 8.9772 x 10-1, razão de viscosidade À = 3.335 e número de capilaridade Ca0 = 0.5 para o 

primeiro passo de integração em 6.5(a) e para o estado estacionário em 6.5(b). 

6.2 Tamanho do domínio 

Cinco casos distintos apenas pela dimensão do domínio foram simula.dos: C2.5a, C05a, ClOa, 

C20a e C40a visando analisar a influência do tamanho do domínio na geometria e orientação do 

estado estacionário de uma gotícula de ferrofluido num escoamento cisalhante simples submetido a 

um campo magnético externo Ho com a aresta [-C; C] do domínio cúbico (Figura 6.6) e o número 

de níveis de refinamento AMR (nnr) descritos na Tabela 6. 1, o nível mais fino de refinamento do 

domínio para todos os casos tem resolução h = .Óx = .ó 11 = .Ó: = 1.0 x 10-4 m. 

caso e [-C;C] nnr 

C2.5a ~ 2.5a [-3.20 X 10-!! ; 3.20 X 10-:Jl 3 
C05a ~05a [-6.40 X 10-3; 6.40 X 10-31 4 
ClOa ~ 10a [-1.28 X 10-2; 1.28 X 10-21 5 
C20a ~20a [-2.56 X 10-2 ; 2.56 X 10-21 6 
C40a ~40a [-5.12 X 10-2 ; 5.12 X 10-21 6 

Tabela 6.1: Aresta [-G; C] do dom(nio cúbico e nnr, o mimero de n(veis de refinamento AMR, utilizados 

na avaliação de influ~ncia do tamanho do dom(nio no qual a = 1.2910 x 10-3 m é o mio da _qot(cula não 

deformada. 
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Figura 6.1: Comparação entre os parllmetros geométrir.ns e a orientação da got{cula no estado de equilíbrio 
re.mltantes de simulações de um escoamento cüalhante simples paro o.9 valores: Bom = O.O, 0.8977, 2.9113; 
>. = 0.335 e X = 0.8903. 

A gotícula esférica de raio a= 1.2910 x 10-3 m, aproximada por 20480 triângulos (com com
primento médio de arestas igual a h1 = 4.8756 x 10-5 m e desvio padrão de 3.1702 x 10-6 m), é 
colocada inicialmente no centro do domínio computacional. Note que a razão das malhas euleriana.s 
e lagrangianas é h/h1 = 2.0510 e que existem em média 9.0130 x 103 células eulerianas no interior 
da gotícula. 

Seguindo o aparato experimental em Atkhami et al. (2010) os parâmetros comuns a esses casos 
são listados na Tabela 6.2. 

Dado que o objetivo dessa verificação é identificar a influência do tamanho do domínio na 
deformação e orientação da interface espera-se que os resultados do caso com o maior domínio 
(C40a) sejam os que melhor representem as aproximações da modelagem proposta e por esse motivo 
serão os valores de referência para o estudo. 

A Figura 6.7 apresenta a deformação dos parâmetrns gt.'Ométricos e orientação da gotícula em 
função do tempo adimensional t (dado pelo tempo atual multiplicado pela razão de cisalhamento 
i'), essas informações são complementadas pelas Tabelas 6.3 e 6.4 com os valores de deformação 
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Figura 6.2: Compamção entre os comprimento., da gotícula no e.,tado de equil<brio re.mltante., de simulações 

de um escoamento cisaJhante .,imples para os valores Bom = O.O, 0.8977, 2.9113; >. = 0.335 e X= 0.8903 na 

direção: (a) do eixo maior L e (b} do eixo menor B. 

Ho (A· m- 1) 

Re 
a(m) 
Mn 
')' 
o-o (N · m-1 ) 

Bom 
Ga 
À 

'lc (N · IJ • m-2) 

1/d (N · a · m-2 ) 

µo (N · A-2 ) 

p0 (kg •m-3 ) 

f3 
ç 
X 

1.2167 X 104 

5.4000 X 10-J 
1.2910 X 10-3 

1.4053 X 10-2 

2.6143 X 101 

1.3500 X 10-'.l 
1.7700 X 101 

2.5000 X 10-1 

1.5000 X lOO 
1.0000 X 10-l 
1.5000 X 10-l 
1.2566 X 10-6 

1.2600 X 103 

o 

8.9030 X lQ- l 

Tabela 6.2: Pardmetros das simulações utilizadas na avaliação de infiu~ncia do tamanho do dom(nio. 

e orientação média para o estado estacionário, o número de células culerianas utilizadas (NCE), o 

número de passos de integração (NPEE) e o tempo médio em segundos de um passo de integração 

(TPPI). Pela Figura 6. 7 e pelas Tabelas 6.3 e 6.4 é possível analisar: a deformação do maior eixo no 

Caso L/2a B/2a W/2a Ângulo fradJ 

C2.5a 1.5963 7.5844 X 10- l 1.1649 X lQÚ 9.9424 X 10-J ± 1.8636 X 10-2 

C05a 1.6239 7.7316 X 10-l 7.7940 X 10-l 1.0309 ± 3. 7122 X 10-2 

ClOa 1.6327 7.6983 X 10-l 7. 7876 X 10-l 1.0285 ± 3.9262 X 10-2 

C20a 1.6331 7.6922 X 10-l 7.7862 X 10-l 1.0295 ± 3.9357 X 10-2 

C40a 1.6349 7.6923 X 10-l 7.7735 X 10-l 1.0322 ± 3.4167 X lQ-2 

Tabela 6.3: Deformação e orientação da gotfcula para o e.'ltado e.,tacionário obtido., para a avaliação de 

influ~ncia do tamanho do domínio. 

plano xy, L, apresentando uma deformação média de referência para o estado estacionário de 63.49% 
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Figura 6.3: Comparação entre os parâmetros ,qeométricos e a orientação da _qotfcula no estado de equilfbrio 
resultantes de simulações de um escoamento cisalhante simples para os valores: Bom = O.O, 0.8977; .,\ = 30 
e X= 0.8903. 

Caso NCE NPEE TPPI [s] 

C2.5a 275824 10800 3.6745 X 10-I 

C05a 269920 11900 4.6232 X 10-l 
ClOa 292816 11500 4.5756 X 10-l 
C20a 317640 11500 3.9457 X 10-l 
C40a 319072 12400 3.9976 X 10- l 

Tabela 6.4: A(quns resultado.9 das .1imulações da avaliação de infiu~ncia do tamanho do domínio , entre eles 
n NCE: mímern de céfola., eulerianas, NPEE: número de pas11011 para o e.1tado estacionário e TPPI: média 
do tempo em segundo., do., 1000 primeiro.9 pa1i.1os de integração. 

e um crescimento da deformação com o aumento do domínio variando de 59.63% no caso C2.5a 
até 63.31% em C20a, nos casos C05a e ClOa a deformação difere do valor de referência em 1.1% e 
0.22% respectivamente; a deformação do menor eixo no plano xy, B , apresentando uma deformação 
méma de referência para o estado estacionário de 23.08% e uma redução gradual da diferença da 
deformação com o valor de referência com o aumento do domínio variando de 1.079% no caso C2.5a. 
até 0.001 % em C20a, nos casos C05a e ClOa a diferença foi de 0.393% e 0.060% respectivamente; 
a deformação da dimensão da gotícula na direção z, lV, apresentando uma deformação média de 
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Figura 6.4: Comparação entre razões de deformação de Taylor, D = (L - B)/ (L + B), das ,qot{culas no 
estado de equilíbrio resultantes de simulações de um escoamento cisalhante simples paro o., 11alore.,: (a) 
,\ = 0.335, X= 0.8903, Bom = O.O, 0.8977, 2.9113 e (b} ,\ = 30, X= 0.8903, Bom= O.O, 0.8977. 
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Figura 6.5: Formato da ,qot{cula (na esquerda), ma,qnitmfo de 11orticidade (no centro) e ma,qnitude do campo 
ma,qnético em A , m-1 (na direita) da seção tran.,versal paralela ao plano xy nmdtante., da uma .,im1dação 
com Bom= 0.897721, razão de viscosidade ,\ = 3.335, m.ímero de capilaridade Ca0 = 0.5 ex= 0.8903: (a) 
do primeiro passo de integração e (b) do estado estacionário. 

referência para o estado estacionário de 22.26% com o caso C2.5a apresentando um comportamento 
diferenciado dos demais elongando W em 16.49% enquanto nos outros casos ocorre um P.streitamento 
gradual da gotícula em W com o aumento do domínio cuja deformação varia de 22.06% em C05a até 
22.138% em C20a e no caso ClOa a deformação difere do valor de referência em 0.127%; a orientação 
da gotícula no escoamento, mensurada pelo ângulo 0 (Figura 5.1), apresentou inclinação média de 
referência igual a 1.0322 ± 3.4167 x 10-2 radianos e pelos casos estudados não foi possível inferir 
uma relação do tamanho do domínio com a orientação da gotícula (para maiores detalhes sobre a 
orientação em cada caso veja a Tabela 6.3); a quantidade de células eulerianas utilizadas pelos casos 
C2.5a, C05a, ClOa, C20a e C40a no instante inicial são 204928, 218752, 226752, 230848 e 269504 
e no instante considerado para o estado estacionário (v~ja Tabela 6.3) são 275824, 269920, 292816, 
317640 e 319072 respectivamente, o caso C2.5a apesar de utilizar o menor domínio no presente 
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Figura 6.6: Seção transversal paralela ao plano xy dos domínios utilizados na avaliação de influ~ncia do 
tamanho do domínio. 
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Figura 6. 7: Deformação do,ç pan2metros ,qeométricos e orientação de gotícula,ç de ferrofiuido num escoa
mento ci.çalliante submetidas a um campo magnético externo. 

estudo usa mais células eulerianas no estado estacionário que o caso C05a devido a maneira que a 
gotícula evolui nesse caso em específico, uma consideração importante quanto ao número de célula é 
que apesar da r~ão dos volumes dos domínios de dois casos consecutivos ser igual a 8 e que a razão 
do maior para o menor volume ser de 4096 a diferença percentual do número de células eulerianas 
utilizadas para esses casos não ultrapassa 16%; não foi possível inferir uma relação entre o número 
ele passos necessários para atingir o estado estacionário (NPEE), a média do tempo em segundos 
dos 1000 primeiros passos de integração (TPPI) e o tamanho do domínio utilizado. 

O domínio do caso C20a foi o escolhido para a aplicação a seguir por apresentar dimensões mín
imas requeridas para uma futura simulação de entrega de fármacos no olho humano (Mefford et al. 
, 2007) e por usar menos memória que o domínio do caso C40a mas apresentando ainda bons 
rnsultados. 
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6.3 Resolução dos domínios euleriano e lagrangiano 

Nesta seção a. influência da resolução dos domínios euleriano e lagrMgiano na deformação e 

determinação de algumas propriedades de uma gotícula de fenofluido num escoamento cisalhantu 

simples sob a ação de um campo magnético externo é estudada. 
O caso C20a descrito na Seção 6.2, cujo domínio foi selecionado para a aplicação, é estudado 

aqui com três diferentes resoluções para as malhas eulerianas e lagrangiana, identificadas pelos casos 

C20a5120, C20a20480 e C20a81920. O ponto de partida na seleção da resolução é a discretização 
da gotícula inicialmente no formato esférico por uma malha triangular conhecida na literatura 
por "domo geodésico" (Sahr et al., 2003) construída a partir de um icosaedro regular inscrito numa 
esfera que por subdivisão recursiva das arestas em seu ponto médio aumenla o número de triângulos 

por um fator 4 e os novos vértices são projetados na esfera como ilustrado na Figura 4.2, três 

diferentes triangularizações são adotadas para a gotícula contendo 5120, 20480 e 81920 triângulos 

respectivamente descritas com maiores detalhes na Tabela 6.5. A seguir a resolução do domínio 

Caso 

C20a5120 
C20a204BO 
C20a81920 

2562 
10242 
40962 

'I'riflngulos 

5120 
20480 
81!l20 

Arestas 

7680 
30720 
122880 

hlm.o,e 

1.0664 x 10 :i 

5.3366 X 10-5 

2.668!1 X 10-& 

8.9315 X 10 G 

4.4664 X 10-5 

2.2333 X 10-5 

9.7469 X 10-h ± 6.3357 X 10 G 

4.8756 X 10-5 ± 3.1702 X 10-6 

2.4381 X 10-5 ± 1.5854 X 10- 6 

Tabela 6.5: Caso con.9iderado, número de vértices, triclngulos e aresta.9. Nas colunas seguinte., o compri
mento de aresta máximo, mínimo e médio para cada malha. 

euleriano é determinada considerando-se uma razão entre as malhas euleriana e lagrangiana maior 

ou igual a 2 como em Lai et al. (2008) e Pivello et al. (2014). A tabela 6.6 apresenta a razão e a 

resolução do nível mais fino h = Ax = Ay = Az para cada um dos casos. 

CMO 
C20a5120 
C20a20480 
C20a81920 

2.0519 
2.0510 
2.0508 

h 
2.0 X 10 ,I 
1.0 X 10-• 
5.0 X 10-~ 

NCEIG 

1.1270 X 103 
9.0130 X 103 

7.2103 X 10• 

a/h 
6.16 

12.01 
25.82 

Tabela 6.6: Caso considerado, razão da resolução das malhas euleriana e lagran,qiana (h/ h1,...d), re.9olução 
do n{vel mais fino do domínio euleriano (h), o NCEIG: mtmero de células eulerianas do interior da ,qotícula 

e a razão do raio inicial da gotícula pela resofoção do n{vel mais fino euleriano (a/h). 

A Figura 6.8 mostra a deformação dos parâmetros geométricos da gotícula (L, B, W e D) para 

os casos C20a5120, C20a20480 e C20a81920. Dado que um dos objetivos desse estudo é avaliar a 
influência da resolução do domínio na deformação considera-se que o domínio com a menor reso
lução C20a81920 (mais refinado) fornece a melhor aproximação. A diferença relativa máxima de 
deformação entre esRes casos não ultrapassa 2.6% evidenciando que as três resoluções de malha são 
adequadas para o estudo da deformação de uma gotícula nessa simulação. Esse resultado era espe
rado dado que a resolução de malha do caso C20a5120 (menor resolução) foi utilizada na validação 
do modelo no Capítulo 5 e apresentou ótimos resultados quando comparados à experimentos de la-
boratório, resultados numéricos e teóricos presentes na literatura. Além da deformação da gotícula 

outras informações de propriedades estima.das no interior da gotícula simulada tais como o campo 
magnético e a vorticidade são importantes na aplicação prevista. A Figura 6.9 ilustra o efeito da 
resolução de malha no campo magnético estimado para o primeiro passo de integração nas três 
resoluções estudadas, note que o campo é subestimado no c11so C20a5120 (Figura 6.9 (e)). A qun,.. 
lidade dessas aproximações está diretamente ligada ao número de células euh!riarum rnpm.,ent.anclu 
essas quantidades no interior dessa gotícula. A Tabela 6.6 apresenta o número estimado de células 
eulerianas no interior da gotícula para cada uma das resoluções (na quarta coluna) e a razão do raio 
inicial da gotícula e do espaçamento euleriano a/h (na quinta coluna). Trabalhos recentes relatam 
que um valor adequado para a/ h está entre 12 e 20 (Afkhami et al. , 2008 , 2010; Shi d al. , 201-1), 
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Figura 6.8: Deformação dos pan1metro,9 geométricos de gotículas de ferrofluido num escoamento cisalhante 
submetidas a um campo ma_qnético externo paro t~s resoluções de domínios euleriano e la,qmn,qiano em 
função do tempo a dimensional t ( dado pelo tempo atual multiplicado pela mzão de cisalhamento t ). 
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Figura 6.9: Campo magnético em A• m- 1 no primeiro pas,Yo de inte,qração paro o caso: (a) C20a81920, 
(b) C20a20480 e (e) C20a5120. 

entretanto é importante citar que esses trabalhos (assim como todos os encontrados na literatma 
do assunto) são bidimensionais ou a.xissimétricos podendo assim oferecer grandes valores para a/h 
com custos computacionais moderados. Um fato importante sobre a presente metodologia é que o 
custo computacional cresce em torno de 25% a 33% para um refinamento de malha euleriano ( veja 
Seção ,1.6 ) e em 300% nas operações no qual o númern de triângulos está envolvido num refinamento 
lagrangiano (o número de triângulos aumenta por um fator 4 veja a Figura 4.2). Nesse estudo da 
influência da resolução dos domínios euleriano e lagrangiano os resultados indicam que a opção 
mais adequada para a aplicação a seguir é a resolução do caso C20a20480, dado que comparado-se 
com o caso C20a81920 apresenta uma diferença máxima de deformação nos parâmetros geométri
cos da gotícula menor que 0.3% e tem um custo computacional muito menor, além disso utiliza 
uma ra:1;ão de a/ h = 12.91 adequada segundo a literatura, essa razão equivale a um número de 
9.0130 x 103 células eulerianas (ou o volume correspondente que elas ocupam) no interior de uma 
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gotícula tridimensional. 

6.4 Gotícula de ferrofluido na presença de um surfactante insolúvel 

Nesta seção os efeitos dos tipos de fases, da presença de surfactante e da influência de um campo 

magnético uniforme externo (quando uma das fases é um ferrofluido) sobre a deformação, orientação 

e vorticidade são estudados num escoamento cisalhante simples dado por 

u = (-yy,0,0), -1.1520 x 10-2 m ~ y ~ 1.1520 x 10-2 m, 

em seis situações de escoamento bifâsico composto por: 

• Al, B1, 01: fases newtonianas com a interface limpa (sem surfactante); 

• A2, B2, 02: fases newtonianas com a interface revestida de surfactante; 

• A3, B3, 03: uma das fases sendo um ferro.fluido imerso num fluido não magnetizável com 

a interface limpa (sem surfactante) na presença de um campo magnético uniforme externo 

Ho=0; 

• A4, B4, 04: uma das fases sendo um ferrofluido imerso num fluido não magnetizável com 

a interface limpa (sem surfactante) na presença de um campo magnético uniforme externo 

Ho = 6032 A· m-1 (A4, B4) ou Ho = 12167 A· m-1 (04); 

• A5, B5, 05: uma das fases sendo um ferrofluido imerso num fluido não magnetizável com 

a interface revestida de surfactante na presença de um campo magnético uniforme externo 

Ho =0; 

• A6, B6, 06: uma das fases sendo um ferrofluido imerso num fluido não magnetizável com 

a interface revestida de surfactante na presença de um campo magnético uniforme externo 

Ho = 6032 A· m-1 (A4, B4) ou Ho = 12167 A· m-1 (C4); 

Esses escoamentos são discretizados no domínio e na resolução determinados nas Seções 6.2 e 6.3 

respectivamente. Os parâmetros de simulação estão listados nas Tabelas 6.7, 6.8 e 6.9 para os casos 

A# e B#, e na Tabela 6.10 para os casos 0#. Os parâmetros físicos de ferrofluido adotados são 

baseados em dados experimentais de Afkharni et al. (2010) e a concentração de surfactante e outros 

parâmetros da simulação nos resultados da Seção 5.1. As Figuras 6.10, 6.11 e 6.12 moslram que no 

Cll8o Al, B1 A2, B2 A3,B3 A4, B4 Aó, B6 A6, B6 

Jlo (A•m- • ) o 6,032 X 103 o ll.O:i2 X líl'' 

a (m) 1.2010 X 10-3 1.2010 X 10-3 1.2010 X 10-3 1,2010 X 10-3 1.2910 X 10-3 1.21)10 X 10-3 

era (N•m-1 ) 1.3500 X 10-2 1.3500 X 10-2 1.3500 X 10-2 1.3500 X 10-2 1.3500 X 10- 2 l.3500 X 10-2 

Bom o 4.3725 X 10º o 4.3725 X lQO 

.X 1.5000 X lOO 1.5000 X lOO 1.5000 X lOO 1.5000 X 10º 1.5000 X lQO 1.5000 X lOO 

1/c (N •" · m-2) 1.0000 X 10-1 1.0000 X 10-l 1.0000 X 10-l 1.0000 X 10-l 1.0000 X 10-1 1.0000 X .10- l 

1/d (N•i, •m-2) 1.5000 X 10-1 1.5000 X 10-l 1.5000 X 10-1 1.5000 X 10-l 1.5000 X 10- 1 1.5000 X 10-l 

µo (N · A-~) 1.2566 X 10-o 1.2566 X 10-8 1.2566 X 10-8 1.2566 X 10-8 

PO (kg •m-3) 1.2600 X 103 1.2600 X 103 1.2600 X 103 1.2600 X 103 l.2600 X 103 1.2600 X 103 

/3 o 2.6000 X 10-1 o o 2.5000 X 10-1 2.5000 X 10-l 

ç 1.0000 X lQO l.0000 X 10º 1.0000 X lOO 

X 8,0030 X 10-l 8.!J030 X 10-l 8.9030 X 10-l 8,9030 X 10-l 

Tabela 6.7: ParlJmetro., de simulação utilizados nos casos A# e B#. 

modelo empregado as deformações e orientação de urna gotícula coincidem para os casos Al e A3 ( da 

mesma maneira que para A2 e A5, Bl e B3, B2 e B5), isto é, uma gotícula de ferrofluido na presença 

de um campo magnético externo Ho = O (A3, A5, B3 e B5) e uma gotícula de um fluido newtoniano 

(Al, A2, Bl e B2) com as mesmas propriedades físicas (com exceção da permeabilidade magnética 
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Al A2 A3 A4 A5 AO 
5.7176 X 10-J 5.7176 X 10-l 

li.4900 X 10- l 5.4900 X 10- l 5.4900 X 10- l 5.4900 X 10- l 5,4900 X 10- l 5.4900 X 10- l 
2.6143 X 101 2.6143 X 101 2.6143 X 101 2.6]43 X 101 2.6143 X 101 2.6143 X 101 

2.tiOOO X 10- 1 2.5000 X 10- l 2.!iOOO x 10- 1 2.5000 X 10- l 2,5000 X 10- l 2.5000 X 10- l 

Tabela 6.8: Al.9uns adimemionais utilizados no.9 casos A#. 

Dl B2 83 B4 B5 B6 

2.8589 X 10-- 2.8589 X 10--
2.7450 X lQ-l 2.7450 X 10-l 2.7450 X 10-1 2.7450 X 10-l 2.í450 X lQ-l 2.7450 X 10-1 

1.3071 X 101 1.3071 X 101 1.3071 X 101 1.3071 X 101 1.3071 X 101 1.3071 X 101 

1.2500 X 10-l 1.2500 X 10-l 1.2500 X 10-l 1.2500 X 10-l 1.2500 X 10-l 1.2500 X 10-l 

Tabela 6.9: Al.9um adimensionai.9 utilizados no,9 casos B#. 

µ) apresentam mesmas deformações e orient~ão, portanto apenas os resultados com gotículas de 
ferrofluido serão reportados a seguir. As gotículas de ferrofluido na presença de um campo magnético 
externo Ho = O revestidas com surfactante (casos A5 e B5) tornam-se mais alongadas na direção de 
seus eixos maiores (L), consideravelmente mais estreitas ao longo de seus eixos menores (B) e {W) 
(Figura 5.1). O mesmo comportamento é observado em gotículas de ferrofluido limpas na presença 

de um campo magnético externo não nulo (casos A4 e B4) quando comparadas com goticulas de 
fenofluido limpas na presença de um campo magnético nulo (A3 e B3). Entretanto as gotículas 
quando revestidas por surfactante tomam-se mais orientadas e na presença de um campo magnético 
não nulo tomam-se menus orientadas com a direção do escoamento. Resultados similares sobre a 

influência ue um surfaetante (em gotíeulas newtonianas na Seção 5.1) e do efeito de um campo 
magnético externo em gotas de ferrofluido (Seção 6.1) foram encontrados no presente trabalho para 
diferentes números de razão de viscosidades À e números de capilaridade. O estudo de gotículas 
revesLidas de surfactante na presença de um campo magnético externo não nulo num escoamento 
cisalhante é inédito. As gotículas de ferrofluido revestidas de surfactante e na presença de um campo 
magnético não nulo (A6 e B6) apresentam as maiores deformações e não mostram uma tendência 
de orientação quando compara.das com gotículas de ferrofluido limpas na presença de um campo 
mai:,rnético nulo {A3 e B3). As maiores deformações e a falta de tendência de orientação nesses 
casos são resultantes da composição dos efeitos causados pelo smfactante (aumenta a deformação 
e a orientação no eseoa.rnento estudado) e pela presença de um campo magnético externo não nulo 
(awnenta a deformação e reduz a orientação no escoamento estuda.do), tais efeitos colaboram para a 
deformação e competem na orientação da gotícula. No presente estudo as gotículas ma.is deformadas 
tem número de capilaridade Ca = 0.25 (casos A#), enquanto as gotículas com Ca = 0.125 (casos 
B#) são as menos orientadas na direção do escoamento. 

As Figuras 6.13 a 6.24 mostram para os casos A3 a A6 e C3 a C6 o formato da gotícula, 
a distribuição de surfactante, a magnitude de vorticidade e o campo magnético de acordo com a 
disponibilidade dessas propriedades para eada caso. O formato da gotícula e as propriedades citadas 

são mostrados para difernntes momentos da simul~ão (para o primeiro passo de integração e para 
o estado estacioná.rio na maior parte das figuras) para duas seções transversa.is iws planos xy e 
yz, entretanto um númm·o não limitado de seções transversais podem ser fornecidas pelo modelo, 
dado que os resultados são tridimensionais e não dependem de simetria. Essas figuras ilustram o 
potencial do mod1~lo como ferramenta de estudo de eseoamentos de gotículas de ferrofluido que não 
apresentam simetria radial e evidenciam a contribuição do modelo para a área de estudo, dado 
que na literatura estudada os modelos numéricos encontrados são abordagens bidimensionais ou 
dependentes da simetria do problema (axissirnétricos por exemplo). As gotículas no estado esta
cionário apresentam um formato aprnximadan1ente elipsoidal e não a.presentam simetria rndial como 
mostrado nas Figuras 6.10, 6.11 e 6.12. Quando estão na presença de um campo magnético uniforme 
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Figura 6.10: Comparação entre as deformações dos par{lmetros _qeométricos e a orientação da ,qot(cula no 
estado de equil(brio resultantes das simulação do., caos A#, 
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Figura 6.11: Comparação entre as deformações do., pardmetros ,qeométricos e a orientação da ,qoUcula no 
e.,tado de cquil(brio resultantes das simulação do., caos B#. 

não nulo apresentam um ã.ngulo de inclinação maior, pois são atraídas e tendem a alinharem-se na 
direção do campo (direção y) (Figuras 6.14, (l.18 e 6.20). Se a gotícula é revestida com surfactante 
a distribuição é mostrada sobre a representação da interface da goLfcula com máxima concentração 
de surfactante situada próximo aos extremos do eixo maior e mínima próximo aos extremos do 
eixo menor das gotículas no estado estacionário. A magnitude de vorticirlade ({ apresentada para a 
vizinhança da gotícula no domínio euleriano cujos V-rl,lores mínimo e máximo concentram-se nessa 
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Figura 6.12: ComJ)(lração entre a.9 deformações da got{cula no e.9tado de equil{brio resultantes da.9 simulação 
do.9 ca.rns A# e B#. 

região, com valores máximos situados próximo aos extremos do eixo maior L e valores mínimos situ
ados próximo aos extremos do eixo B. As Figuras 6.14(b), 6.20 (c) e 6.2l(c) dentre outras mostram 
que o aumento da deformação e a da inclinação da gotícula podem aumentar consideravelmente a 
magnitude de vorticidade no escoamento na vizinhança da gotícula. O campo magnético nos es
coamentos com uma gotícula de ferrofluido na presença de um campo magnético externo, uniforme 
e não nulo, varia apenas na vizinhança e no interior dessa gotícula, apresentando maiores intensi
dades nos extremos dessa gotícula na direção y ( direção do campo magnético externo) e menores 
intensidades em seu interior. Além da magnitude do campo magnético suas componentes na direção 
x, y e z são apresentadas e mostram a distribuição do campo em cada direção. 
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Figura 6.13: Formato da got{cula e magnitude de vorticidade resultantes da simulação do caso A3: da seção 
tmnsversal parole/a ao plano xy (a) no primeiro passo de integração e (b) no estado estacionário; da seção 
transver.ml paralela ao plano yz (c) no primeiro passo de integração e {d} no estado estacionário. 
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Figura 6,14: Formato da ,qotír.ula, magnitude de vortir.idade (acima na e.,q11erda), r.ampo magnético em 
A • m-1 (acima na direita), r.ampo ma,qnético na direção x (abaixo na e.,querda) e campo ma,qnético na 
direção y ( abaixo na direita) da seção tron.rner,,al paralela ao plano xy resultante., da 11im1dação do ca.,o A4: 
(a) 110 primeiro pa.,.,o de intcgmção, (b) no e.,tado !?lltaciondrio. 
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Figura 6.15: Formato da _qotic1Jla, magnit?Jde de vorticidade (acima na esquerda}, r.ampo magnético em 
A , m- 1 (acima na direita}, campo magnético na direção z (abaixo na esq1,erda} e campo ma_qnético na 
direção y ( abaixo na direita) da seção transversal paralela ao plano yz re.mltantes da simulação do caso A4: 
(a) no primeiro passo de integração, (b} no estado estacionário. 
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Figura 6.16: Formato da gotícula, distribuição de sv.rfactante e magnitude de vorticidade resultantes da 

simulação do caso A5: d" seção transversal paralela ao plano x y (a) no primeiro passo de inte,qroção e (b) 

no estado estacionário; da seção transversal paralela ao plano yz (e) no primeiro passo de inte,qração, e (d} 

no estado estacionário. 

CRSO Cl C2 C3 C4 C5 C6 

Ho (A•m- 1) o 1.2167 X 104 o 1.2167 X 10• 

Re 6.4900 X 10-l 5.4000 X 10-l 6.4000 X 10-l 6.4000 X 10-1 5.4000 X 10-l 6.4000 X 10- l 

a (m) 1.2010 X 10-3 1.2010 X 10-3 1.2010 X 10-3 1.2010 X 10-s 1.2010 X 10-3 1.2010 X 10-3 

M,. 1.4053 X 10-2 1.4063 X 10-2 

;, 2.6143 X 101 2.6143 X 101 2.6143 X 101 2.6143 X 101 2.6143 X 101 2.6143 X 101 

ao (N •m-1 ) 1.3500 X 10-2 1.3500 X 10-2 1.3500 X 10-2 1.3500 X 10-2 1.3500 X 10- 2 1.3600 X 10-2 

Bom o 1.7700 X 101 o 1.7790 X 101 

Ca 2.5000 X 10-l 2.5000 X 1Q-l 2.5000 X 10-l 2.5000 X 10-l 2.5000 X lQ- 1 2.5000 X 10-l 

À 1.5000 X lQO 1.5000 X lQO 1.5000 X lQO 1.5000 X 10º 1.5000 X lQO 1.5000 X 10º 

t/c (N · a · m-2 ) 1.0000 X 10-l 1.0000 X 10-l 1.0000 X 10-1 1.0000 X 10-l 1.0000 X 10-J 1.0000 X 10-l 

'ld (N ·a· m-2 ) 1.5000 X 10-l 1.5000 X 10-1 1.5000 X 10-l 1.5000 X 10-1 1.5000 X 10-l 1.5000 X 10-l 

µo (N · A-2 ) 1.2566 X 10-6 1.2566 X 10-6 1.2566 X 10- 6 1.2566 X 10-II 

Po(kg•m-3) 1.2600 X 103 1.2600 X 103 1.2600 X 103 1.2600 X 103 1.2600 X 103 1.2600 X 103 

/3 o 0.5000 X lQO o o 0.5000 X lQO 0.5000 X 10° 

ç 1.0000 X lOO 1.0000 X lOO 1.0000 X 10º 

).'. 8.9030 X 10-1 8.9030 X 10- l 8.!1030 X 10-l 8.!1030 X 10-l 

Tabela 6.10: Parllmetro., de sim1úação utilizados nos casos 0#. 
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Figura 6.17: Formato da _qot{cula, distribuição de surfactante, magnitude de vorticidade {acima na es

querda), campo magnético em A-m- • (acima na direita), campo magnético na direção x {abaixo na esquerda} 

e campo magnético na direção y ( abaixo na direita} da seção transversal paralela ao plano xz resultantes da 
simulação do caso A6: {a) no primeiro passo de integração e (b) no estado estacionário. 
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Figura 6.18: Formato da gotícula, di.,tribuição de surfactante, ma,qnitude de vorticidade (acima na es
querda), campo ma,qnétíco em A,m-1 (acima na direita), campo magnético na direção z (abaixo na e.,querda) 
e campo ma,qnético na direção y ( abaixo na direita) da seção tmnsuer.,al paralela ao plano yz resultante.• da 
simulação do caso A6: (a) no primeiro pa,,.,o de integração, (b) no passo de integração 900 e (e) no estado 
estaciondrio. 
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Figura 6.19: Formato da got(cula e magnitude de vorticidade resultante,, da simulação do caso C3: da 
seção traruversal paralela ao plano xy (a) no primeiro passo de inte_qroção, (b) no passo de inte_qroção 300 
e (e) no e.dado estacionário; da seção transversal paralela ao plano yz (d) no primeiro passo de integração, 
(e) no pas.,o de integração 300 e (J) no estado e.,tacionário. 
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Figura 6.20: Formato da _qot(cula, ma_qnitude de vorticidade (acima na e.,qucrda), campo ma,qnético em 
A · m-1 (acima na direita), campo ma,qnético na direção x (abaixo na esquerda) e campo magnético na 
direção y (abaixo na direita) da .,eção tmnsver.,al paralela ao plano xy resultante., da simulação do caso 04: 
(a) no primeiro passo de inte_qmção, {b) no pa.,.,o de inte,qmção 300 e (e) no estado e.,tacionário. 
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Figura 6.21: Formato da gotícula, ma,qnitude de vorticidade (acima na esquerda), campo magnético em 
A • m - 1 (acima na direita), campo magnético na direção z (abaixo na esquerda} e r.ampo magnético na 
dirt>.ção y (abaixo na direita) da seção transversal paralela ao plano yz resultantes da simulação do ca.,o C4: 
(a) no primeiro pa.,.,o de integração, (b} no passo de integração 300 e (e) no estado estacionário. 
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Figura 6.22: Formato da gotícula, distribuiçãn de .mrfactante e magnitude de vorticidade re.rnltantes da 
simulação do caso C5: da seção transversal paralela ao plano xy (a) no primeiro pa.,so de integração e (b) 

no passo de integração 900; da seção transversal paralela ao plano yz (e) no primeiro passo de integração e 

{d} no passo de integração 300. 
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Figura 6.23: Formato da got(cula, distribuição de surfactante, magnitude de vorticidade {acima na es
querda}, campo magnético em A -m-1 (acima na direita), campo magnético na direção x (abaixo na esquerda) 

e campo magnético na direção y (abaixo na direita) da seção transversal paralela ao plano xz re.mltantes da 

simulação do ca.90 C6: (a) no primeiro passo de integração e (b) no passo de integração 300. 
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Figura 6.24: Formato da ,qoUcula, distribuição de &ur/actante, ma,qnitude de vorticidade (acima na es
querda}, campo ma,qnético em A-m-1 (acima na direita), campo magnético na dirt'.ção z (abai:r;o na e.,querda} 
e campo ma,qnéticn na direção y ( abaixo na direita) da seção tmru11er.,al pamlela ao plano yz rcsult,mte., da 
simulação do caso C6: (a) no primeiro passo de inte,qração e (b) no pas,,o de integração 900. 



Capítulo 7 

Considerações finais 

O presente trabalho estende urna metodologia numérica anterior t:ujo foco eram os escoamentos 

incomprcssíveis bifásicos de fases irniscíveis. A extensão proposta é aplicável à simulação computa

dunal de est:uameutus bifásicos na. presença de um surfactante e ou de eswamentos com pelo menos 

uma. das fases sendo wn fenofluido sob a ação de um campo magnético externo. 
A dinâmica desses escoamentos transieutes incompressíveis bifásicos com fases imisc:lveis é mo

delada pelas equações de Navier-Stokes. Nesses escoamentos assume-se a existência de uma interface 
de separação sujeita a uma força de tensão superficial que sofre influencia da. concentração de um 
elemento surfac:tante insolúvel. Além disso, uma das fases pode ser composta por um componente 
superpara.maguético (mn ferrofluido) e a outra fase ser um fluido newtoniano, isotérmico, não mag

netizável e não condutor de eletricidade. As principais forças externas atuantes são a de tensão 
superficial {de contato) e a magnética (de t:urpo). 

O domínio euleriano, um paralelepípedo, é discretizado com uma malha bloco-estruturada com

posta por refinamentos localizados empregando uma técnica de refinamento adaptativo de malhas 

(AMR) com operadores diferenciais específicos para essas malhas. O domínio lagrangiano, a inter
face de separação, é discretizado por uma malha triangular não estruturada onde os operadores 

"levantamento sobre a interface" responsável por aumentar a precisão da representação da inter
face, "otimização de malha", "correção de volume" são aplicados. As fases são determinadas por um 
função indicadora de fluidos. 

A metodologia numérica para a solução do escoamento incompressível bifásico é baseada. num 
método de projeção (Choriu e Marsd1m, 1992), tal método desa.copia a velocidade da pressão. No 

tempo, as equações são dist:retizadas por um esquema semi-implícito baseado numa metodologia 

implícita-explícita (IMEX) (AschPr el al. , 1995; Waug e Ruuth , 2008). Os domínios euleriano e 

lagrangiauo são acoplados de maneira discreta, pela definição de uma função distribuição {função 
Delta de Dirac discreta), que permite a construção dos operadores espalhamento e interpolação 
discretos intrínsecos do método da fronteira imersa (Peskiu , 1977). O movimento da interface de 
separação entre as fases é realizado por um método de dois estágios com passo variável. Sobre 
esta interface a equação de advecção-difusão da concentração de surfactante é discretizada por um 
método de volumes finitos. A força interfacial é aproximada para cada elemento triangular da malha 
lagrangiana e na presem,:a de uma fase magnética a força magnética é calculada nos elementos de 
malha euleriaua. 

A metodologia numérica emprngada é verificada numericamente por meio de uma análise de 
convergt~ncia numérica usando a estratégia de "soluções manufaturadas", avaliada quanto ao custo 
computacional e validada pela comparação com resultados de experimentos em laboratório e outros 

resultados teóricos ou numéricos da literatura. A seguir essa metodologia é aplicada ao estudo de 
gotículas de ferrofluido num escoamento cisalha.nte na presença de um campo magnético externo. 

Esse estudo se concentra uos efeitos da magnitude de campo magnético e de surfactante sobre a 
geometria e orientação da gotícula. Tais estudos são inéditos ua literatura e pretendem contribuir 
para ampliar e desenvolver os estudos de manipulação de gotículas de ferrofluido na presença de 
um campo magnético externo. 
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7.1 Contribuições 

O código base para esse trabalho simulava em três dimensões um escoamento bifásico incom
pressível com fases newtonianas imiscfveis. O presente trabalho estende a metodologia numfaica para 
tais escoamentos na presença de um surfactante insolúvel e para simular um escoamento bifásico 
com pelo menos uma das fases sendo um ferrofluido sob a ação de um campo magnético externo. 
Algumas das contribuições do presente trabalho, inéditas segundo a literatura estudada, são: 

• simular a dinâmica de surfactante com conservação local ele massa com precisão de máquina 
sobre certas circunstâncias de qualidade da malha lagrangiana. Tal propriedade é inédita em 
casos de escoamento totalmente tridimensionais; 

• apresentar os primeiros estudos numéricos de um escoamento bifásico transiente com uma 
gotícula de ferrofluido na presença de um campo magnético externo com uma metodologia 
totalmente tridimensional e esse mesmo escoamento com gotículas revestidas com surfactante; 

• desenvolver uma metodologia de otimização de malha triangular com mapeamento da su
perfície da interface por aproximação polinomial, priorizando entre outros fatores a forma 
geométrica da interface, a homogeneidade de âreas dos triângulos e a redução do maior ân
gulo dos triângulos planos da malha. 

7.2 Perspectivas para pesquisas futuras 

Alguns temas para pesquisas futuras com esse trabalho são: 

1. modelar o globo ocular com uma gota de ferrofluido sendo manipulada em seu interior usando 
o método da fronteira imersa, visando simular o procedimento cirúrgico para o tratamento de 
deslocamento de retina; 

2. estudar, modelar matematicamente e incorporar 110 modelo a técnica de hipertermia, ele
vação da. temperatura, pela aplicação de um campo magnético alternado usada como medida 
terapêutica em células cancerígenas; 

3. paralelizar a metodologia desenvolvida no presente trabalho e incorporara-la numa versão 
paralela da implementação que serviu como base deste trabalho; 

4. desenvolver uma triangularização adaptativa com triângulos acutâ.ngulos geodésicos ("cur
vos"); 

5. incorporar na metodologia a contribuição de um elemento surfactante solúvel; 

6. e estudar, modelar matematicamente e incorporar no modelo a configuração de uma gota de 
ferrofluido apoiada na presença de surfactante. 



Apêndice A 

Desenvolvimento da equação de 
transporte de surfactante insolúvel 
generalizado para uma curva ou 
superfície deformável 

A.1 Variedades Riemannianas 

Um subconjunto 111 e Rn é chamado uma variedade de dimensão m ;;:: O se, para cada ponto 
p E AI, existe uma fw1ção suave (suave é usada aqui como sinônimo de classe C 00

) tal que 

<p: V ➔ IRn 
a= (a1, ... , am) 1-t (<p1, ... , <t=ln) 

definida num conjunto aberto V e IRm satisfa:Gendo: 

1. <p ú um homeomorfismo de l-' numa vizinhança. aberta W de p em lvl; 

( 

D~~~) . . . V~:_(f) ) 

2. Para cada a de V, a matriz m x n : ·.. : 

ª'f;~<:> . . . ª'b~~) 
E ai d 8,p(a ) (ª"'dfl 81)(a)) · 1 tem posto m. m outras p· avras, escreveu o-se iJo• = 80 , ... , . 

0
, , z = , ... , m, 

os m vetores 8';;~?), ... , 8;)J!!l de ]Rn são linearmente independentes (:r-.Iilnor e Stasheff, 197-1). 
Aqui, <p- 1 : W ➔ V é d1aruado sistema de coordenadas local no pun tu p. M é chamado fechado 
ou aberto, se sua topologia é fecha.da ou aberta. respectivamente. A função J : lvl ➔ R ê chamada 
suave no ponto p de lvf se, para lodo sistema de coordenadas local, <p-l : H' ➔ V, no ponto p, 
J o <p: V ➔ IR é suave em <p- 1(p) . E J é chama.da uma função suave em Ji,f se fé suave em cada 
ponto de M. Um vetor v de Rn é tangente a 1-.I, no ponto p, se v pode ser expresso como o vetor 
velocidade de um certo caminho suave por p pertencente a AI. Então 8~~f l, ... , 8zfJ!!) são m vetores 
tangentes em p e todo vetor tangente em p pode ser escrito como uma combinação linear desses 
vetores. O conjunto de todos os vetores tangente em p : 

T, ~J _ [8,p(a) Vcp(a) ] C ]Rn 
pJI - ~•···• tJom 

li chamado o espaço tangente de M em p. O grupo tangente T M de Ji,/ é um subconjunto de 
Ji,f x R11 satisfazendo: TM = (p, v) EM x IRnlv E TpM. Um campo de vetores tangentes é uma 
seção de intel'secçãu do grnpo tangente TNI, o qual é definido pela aplicação contínuas; M ➔ TM 
tal qun n o s(p) = p, na qual n : T M ➔ M ; (p, V) ➔ p. 

Um subconjunto de Riemann (M, g) é uma variedade com uma métrica suave g definida em 
cada cspac,:o tangente Tpkl de M com o produto interno: 
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9p : TpM x TpM --t lR. 
(v,w) r-t Yv(v,w). 

Num sistema de coordenadas local ip-1 : W --t V em p, escrnve-se º'Cl'?), ... , ºfJ:;!l, então g pode ser 

localmente representado como uma. matriz simétrica m x m definida positiva 

( 

911(0) ... Ylm(o) ) 

g(a) = : · •. : , na qual Yii = 9v ( º»~':1, ª'&111), i,j = 1, ... , m. 

Ym1(ct) ,.. 9mm(ct) 

Tipicamente, desde que J..,[ seja um subconjunto de lR.n, existe uma métrica natural yfnd em J..1, 

induzida de lR.n, dada por: 

Inrl(8 é) ) = (8<p(o) 8<p(o)) 
Yp a', a i a ; , a -

Q a3 IR.n 
(A.l) 

na qual ( ·, · )Rn é o produto interno usual do Rn. 

Grande parte dos subconjuntos, visíveis no mundo físico e de interesse no presente estudo, são 

subconjuntos de JR.2 e do JR.3 com métrica induzida. Portanto seja (lvl, g) uma variedade fechada 

lliemanniana de dimensão m = 1, 2. Para qualquer ponto p de !11 e seu sistema de coordenadas 

locais 'PP : VP --t Wp, o divergente superficial é dado por 

onde U é um vetor do JR.m+l e h1, i = 1, 2, 3, são 

b1 - IG~/2 { t, a!, (101112 t·•Ju · :: ) } , 
b2 = IG~l/2 t t { [a:i (1a, 1

1
2
gii) U. :; ] } , 

b3 = 10~112 t t { [1a1 1
1
2

9 iiu. a!i ( :; ) ] } , 
o gradiente superficial por 

e a operador Laplaciano de Beltrami por 

Lm i ' ôf Ô<p g' -a .-., 
a• o.J 

i,j=l 

(A.2) 

na. qual (yii) é a matriz inversa de (9ij) e G = det(gij), Com exceção do operador divergente, que foi 

alterado da sua formulação original da literatura, os conceitos acima apresentados podem ser encon

lrados em diversos livros de geometria diferencial, por exemplo do Carmo {1976); Mílnor e Stashcff 

(1974); Rosenberg (1997). 
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A.2 Equação de transporte de Surfactante 

Considere uma interface J,,,J, descrita por uma. variedade riemannia de dimensão m {curva para 

m = 1 e superfície param= 2), imersa num escoamento incompressível, de dimensão m+ 1, de um 

fluido no domínio n. A interface é deformável e move-se com o fluido. Seguindo Huaug et al. {2008); 

Lai l'l ai. (2008); Sloue (1990), o surfaclaute é assumido insolúvel e está aderido na. interface, ou 

seja, não há troca. de massa através da interface. Uma descrição Lagrangia.na é utiliza.da, 1\1(t) = 
{X(o:, t)lo: E Eo}, na qual Eo é um subconjunto compacto do espaço de parâmetros Lagrangia.no, 

para a evolução da interface deformável no tempo, t, utilizada na resolução da equação de transporte 

de surfactante. Da.do que a interface é assumida imersa num fluido incompressível e move-se com o 

campo de velocidade local tem-se 

ôX(a. t) = U{o:, t), 
fJt 

onde o= (a1) param= l e o:= {a1,a2) param= 2. 

Lema A.2.1. A de7'ivada material rw tem110 de 101112 é dad,! p01·: 

:t101112 = (Vs. U)IOII/2 

Demonstração {do Lema A.2.1}: Da.do que 

!!..101112 = .!. (ªº 1101112) 
dt 28t ' 

(A.3) 

{A.4) 

se m = 1 denota-se O = det(gij) = 1 ;~ 1

2

, eutão, comutando derivadas, usando a equação (A.3) e 

a regra da cadeia, obtém-se: 

80 X p p p X â (â ) tJX au DX 1 8 1 

ôt = 2é)al ât 12'tl - 21~1 l~I âal ' 
{A.5) 

substituindo a equação (A.5) em (A.4) e usando a definição (A.2) do operador divergente sobre a 

variedade, o lema é demonstrado para m = 1, 

l~I [ a ( l~I u. ax)- a ( l~I) u. ax _ l~I u- a (ªx)]-cv .u)ioi112_ 
1 tJX 1 8a1 1 ax 12 ôa1 âa1 1 DX 12 801 1 tJX ,2 8a1 âa:1 

li 

aor P Fc;r FctT 

ax ax ax ax 
80:1 • Ô0:1 {Jal . 802 

Sem= 2 denota-se G = det(g;i) = âX ax BX BX , então, no ponto (o:, t), comutando 

8a2 · 8a1 8a:2 • 802 

derivadas, usando a equação (A.3) e a regra da cadeia, obtém-se: 

(A.6) 
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Aplicando as propriedades usuais dos determinantes e usando a equação (A.6), tem-se 

a 
-(G)= 
8t 

ax ax 
8a:1 . 8a:2 

+ 

+ (A.7) 

substituindo a equação (A.7) em (A.4) e usando a definição {A.2) do operador divergente sobre a 

1 

ax 1 1 ªx J l ªx /\ ax 1 variedade, o lema é demonstrado para m = 2, na qual W = fJa:1 aa:2 1 i /\ ~ 1 

{ 
( ~ ) [l ªx 12 ax ax ax) ax] ( ~ ) [1 ax 12 ax ( ax ax) ax] } ~ . ãõ.'l l]QT - (p. ãõT ãõ.'l ® . õõT ãã'1 - p. ããI' ãõT -

(1 ax 11 ~x /\ fJX 1) + (1 ax 11 ~x /\ ax 1) W -ãõ'IãõTõàl ãõfãõTP 

1 ax ax 1 { [I j ( 1 ax 1
2 
u ( ax ax ) u a ) l } ac;r /\ ac;r a ax ax ac;r ax -ãõT · ac;r x 

= ) fJX /\ ax 1 8al a0 1 /\ 8o2 l ªx /\ ax 12 · 8ol + l ªx /\ ax 12 · 80 2 + aaT'Bõ.'1 õãI'F,;I ac;ra,;r 

l ax ax 1 { [ 8 ( l ªx 1

2 
) a ( ( ax ax ) ) l 8X } ãõT /\ P aar u -aar . tfã'1 u 

- , ax /\ ax 1 8o:2 l ªx /\ ax 12 + a0 1 l ªx /\ ax 12 · a0 2 + Fc;l'ãõ.'l ãõfã;;'I ãõfã;;r 

lax /\ axl {[( lªx12
u a2x (-~x. ax)u a (ªX))]} Fc;T ãõ.'l ãoI õãI' ãõ.'1 

- , ax /\ ax I l ªx /\ ax 1 · â(al )2 + l ªx /\ 8X 1 · fJol a02 + ãõfãõ.'l Pãõ.'1 aõfP 

l~/\~I {[((-~·~)u a (ªx) l~l
2u a2x )]} (V 

1 1112 - , ax /\ ax 1 1 ax /\ ax 1 · 8o.2 a0 1 + 1 ªx /\ ax 1 · 8(o2)2 = 11 
• U) G aõf p ãõT ãõ.'1 ããT aõ'1 

o 
Seja r a concentração de surfactante (massa de surfactante por unidade de área se m = 2 ou 

massa de surfactante por unidade de comprimento se m = 1). A dedução da equação governante 
de surfactante r inicia-se pela aplicação da lei de conservação de massa, para uma região M(O) da 
interface no tempo t = O submetida a uma velocidade de escoamento prescrita. A lei é tal que para 
todo M(t) 

d
d f r(y, t)dS = - f q · µds, 
t j M(t) j 8M(t) 

na qual, y E IR.m, 8M(t) é a fronteira de M(t) (uma curva sem= 2 e pontos extremos de uma 
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curva sem = 1) eµ ó a conornml em EJ.M(t). Assim, µéa normal unitária à 8M(t) apontando para 
o exterior <le M(t) e tangente à iut<~rface (dS (1 um elemento de área sem = 2 uu um elemento de 
cumprimento da curva se m = 1, enquanto ds é um elemento de comprimento param = 2 e indica 
uma. restrição de q aos extrnmos de uma curva. sem= 1). O fluxo sobrn a superfície é denotado por 
q. ObservH q1w a componente normal de q à AI não contribue µarn u fluxo, entii.u pude-se assumir 
que q é um vetor tangente. 

Utilizando-se de uma v<1rsão do teorema da divergência de Gauss, descrita em Weatherburn 
(1939) 

f V s • qdS = f q · µds + f (V 8 • n)q · ndS, 
J M(t) laM(t) J M(t) 

tal qu<1 n é a normal unitária à superfície, tem-se que 

f q · µds = f Vs · qdS + { (-V8 • n)q · ndS = { Vs · qdS. (A.8) 
j 8/ll(t) j M(t) j M(t) j M(t) 

Por outro lado, considerando a interface em t=0 (.M{0)) 

d
d { r(y.t)dS=dd { f(X(x,t),t)IGl 1/ 2dT, 
t Í M(t) t j M(O) 

na qual dT é u elemento de área uo sistema de coordenadas local (dT = da: 1 para m 1 e 
dT = da:1da:2 para m = 2) e G = det(g;;). Fixada a interface para o tempo inicial, tem-se: 

na qual a derivada material é definida de maneira usual lJ:fi: = f lx + U.Vf e o sobrescrito X 
denota que a derivada. é tomada com respeito ao tempo, enquanto X é fixado. Buscando simplificar 
a notação, o sobrescrito será omitido no resta.ntH do trabalho. Usando o lema A.2.1 e combinando 
as integrais acima 

d
d { f(y, t)dS 
t jM(t) 

d
d { f(y, t)dS 
t jM(t) 

Da.do que }vl(t) é arbitrârio e usando a equação (A.8), tem-se 

Tomando q como o fluxo difusivo, dado pela lei Fick para a difusão, descrita em PozrikiJis 
(2011 ), com tensor difusão D, definido no espaço tangente à interface 

tem-se 

Considernudo-se ainda que o tensor difusão é isotrópico com coeficiente de difusão superficial Ds, 
a equação de transporte de surfactante é apresenta.da a seguir 
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(A.9) 

É possível comparar a equação obtida com alguns trabaU10s da. literatura. Usando o fato que 
o transporte de snrfactant.e ocorre apenas ao longo da interface e não é transportado at.rav(-is da 

interface, tem-se que Z~ = O, então a equação a.cima é reescrita como 

A contribuição física da distribuição de surfactantes ao longo da interface é provindo d1i d11a p.u-te · 
advecção do fluido (U.V.,r) e alongamento da interface (rV .,.U) (Huang el al. , 2008). Decompondo 
a velocidade U em uma componente tangente U., e outra normal (U.n)n à interface, teremos então 

ar 2 8t +V., · (rU8 ) + r(U.n)(V,,.n) = D., V.,r. (A.10) 

A equação (A.10) é a mesma obtida por Stoue (1990) e por Huang et al. (2008) com X fixado. 
A dedução realizada atê o momento utiliza a derivada material com X fixado, como em Stone 
(1990). Já Woug et al. (HJ96), manteve os parâmetros (a:1, a:2 ) fixos, a diferença do primeiro para o 
segundo pode ser percebida quando definimos r(X(a1, a 2 , t), t) = Í'(a1, a 2 , t). Aplicando novamente 
a derivada material, obtém-se: 

Dr 
Dt +rv.,.u 

ef -= Ft +rv ... u 

O lado direito da equação acima é exatamente a equação desenvolvida por Wong et nl. (1996) sem 
o termo difusivo 

A derivada no tempo aqui é tomada fixando o{s) paràmetro(s) (a1 para m=l ou o 1 e a 2 para m=2). 

A.3 Adimensionalização da equação de transporte de surfactante 

A equação de transporte de surfactante é a.dimensionalizada utilizando-se as variáveis 

- X- U- t - t 
X=-, U=-, t=-, r=-, 

Lc Uc Te rc 

onde X = (X, Y, Z) e U = ( i!, i~, ~~), Lc é o comprimento característico dado pelo raio a da 
gota esférica não deformada, Uc é a velocidade característica, cujo valor adotado nesse trabalho 
foi de Uc = uo/17c, sendo uo a tensão superficial da interface sem surfactante e T/c a viscosidade 
da fase contínua, Te é o tempo característico, calculado pela razão do produto do raio inicial de 
uma gota pela densidade da fase contínua pela tensão superficial, isto é, Te = ( ª1/c) / u0 11 r e (1 

a concentração característica de surfactante, cujo valor é determinado pela concentração de uma 
distribuição uniforme de surfactante na interface. 

Suprimindo-se a barra das variáveis, a equação (A.9) é reescrita na forma a.dimensional como 
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onde ( = (aao)/(r,cDs) = Pe8 /Cao, Sendo Pe8 = (a27)/ Ds o número de Péclet superficial, com 7 
representando a razão de cisalha.meato {deformação). O número de capilaridade Cao = (a17,á)/ao, 
correspondente para uma interface limpa (sem surfactante). Onde ( é um parâmetro que controla 
o papel relativo da difusão e da convecção de transporte de surfactante sobre a interface. Um valor 
pequeno de ( corresponde a um transporte de smfactante sobre a interface com dominância da 
difusão . Enquanto um grande valor de ( indica que a maior quantidade de surfactante é transportada 
por advecção. 

A.4 Operador Divergente sobre uma curva ou superflcie 
Nessa se~:ão, a generalidade da definic.;fw do operallor divergente sobre uma enrva ou uma super

fícit) é enfatizada, aUm1 de evidenciar a consistência do mesmo, com algumas das referências sobrn 
o assunto. Para m = 1, ou seja, uma curva imersa no IR.2, temos em Lai d ai. {2008) o operador 
divergente definido como a seguir 

Ô DU DX 
'('7 u u Fc;f ã;;T 
v ª . = ôr . r = 1 tJX 1 . 1 tJX I ' a,;r Fc;r 

(A.11) 

BX 

onde r = I 4ff I é descrita como a tangente unitária. A constatação da equivalência dos operadores o,;r 
param= 1 é imediata quando as equações (A.5) e (A.11) são comparadas. Param= 2, ou seja, 
uma superfície imersa no JR.3 , Huaug et al. (2008) usa a seguinte definição de operador divergente 

(A.12) 

( 

l>U ) ããT 
l~I. 

[I ax 12 ax ( vx ax ) ax] aõ'1 a,;r: - Fa2" • a,;r Fa2" 

(1 tJX 11 âX " lJX 1) liã'I ããT Fc;1 

( 

ou ) [I DX 1
2 

DX - ( lJX • DX) DX ] "lJã'1. "iiõf p Ifã'lF.;fviil' 

1 ax 1 (l ªx 11 ªx ax 1) · Fc;1 vãT pl\Fc;I 

A equivalência entre o operador descrito no presente trabalho e operador definido em Huang et al. 
(2008} pode ser averiguada com uma. simples comp.a.ração, neste caso, entre a equação (A.8) e a 
equação (A.12). Além disso, Huang el ai. (2008) demonstra a. consistência de seu operador diver
gente com o de Stone (1990}, desta forma, é possível afirmar que o operndor do presente trabalho 
também é consistente com o operador definido em Stone (1990). 



Apêndice B 

Dedução da força interfacial 

O "salto" na força superficial através da interface de separação dos fluidos, Ãf = -F .,, presente 

na equação de força singular (2.11) é desenvolvido a seguir. Como discutido em Pozrikidis (2011 ), 

considerando-se que a massa da camada de interface é desprezível, realiza-se um balanço de forças 

sobre uma pequena região arbitrária D, que é contornada pela curva 8D, 

- f F.,dS+ J utxnds= f ÃfdS+ J utxnds=O, 
lD J'aD lD J'an 

(B.l) 

onde t é um vetor tangente unitârio à 8D, n é a normal unitária à região superficial D (ds é um 

elemento de comprimento da curva e dS ê um elemento de área) 1 t X n = b é o vetor binormal, 

definido para todo ponto de 8D, isto é, b é tangente à superfície D e é normal à curva 8D, apontando 

para o exterior da região limitada por 8D, como representado na Figura B.1. Uma força por unidade 

de comprimento de magnitude a e direção b age em todo ponto ao longo de 8D para esticar a seção 

superficial D. Tomando-se v um campo vetorial continuamente diferenciável e utilizando-se uma 

Figura B.1: A tensão superficial agindo ao lon,qo de v.ma seção da interface S. 

versão do Teorema da DivergBncia de Gauss para uma superfície suave (Weatherburn , 1939) 

fv.,,vdS= 1 V•txnds+ r(V.,·n)v•ndS, 
ln kD k 

(B.2) 

onde V 8 é o operador gradiente superficial (Apêndice A). Estendendo-se suavemente o domínio de 

definição da tensão superficial e do vetor normal à superfície para todo o espaço tridimem;ional. 

Tomando-se v = a e em (B.2) para toda função escalar a definida na superfície e todo vetor 

constante e tem-se 

f v ,,u . e dS = 1 a e . t x n ds + f (V., . n) G'C • n dS. 
k laD k 

(B.3) 

Dado que (B.3) é verificada para todo vetor constante e, segue que 

f "v8 adS = J at x nds + f (V.,. n) undS, 
lo kD }D 

(B.4) 
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da expressão acima, rearranjando os termos, tem-se que 

1 CTt x n ds = f (V ..,t1 - K,(1 n) dS, JíJD }D 

onde"'= v's · n. Note que"' não é a curvatma média usual. 
Combinando-se a expressão resultante com (B.l), obtém-se 

tomando-se o limite e re<luúndo-se D a um ponto, a equação desejada é obtida 

F s = V 11<1 - fi(1 n. 

(B.ú) 

{B.6) 

(B.7) 



Apêndice C 

Força de corpo magnética 

C.1 Definição de campo magnético e apresentação de unidades 

Quando um ímã é imerso ou se aproxima de um fluido magnético, o fluido é atraído, como se 
fosse pedacinhos de ferro, especialmente em certos lugares chamados pólos, os quais geralmente se 
localizam nas extremidades de um ímã. O conceito de pólos é útil, apesar de até hoje, nenhum pólo 
magnético isolado foi detectado na natureza. Charles Coulomb, em 1785, determinou como resultado 
de observações experimentais que tais polos repelem e atraem com uma força que é proporcional 
ao produto da carga dos polos e inversamente proporcional ao quadrado da distância entre eles. 
Admitindo polos magnéticos pontuais de "cargas magnética" ou "massas magnética" p e p

1 

separados 
no vácuo por uma distância r, a força magnética entre os mesmos é dada por (Ramsey , 2009, p. 
182) (Bitter et al. , 1937, p. 3) (Rosensweig, 1997, p. 9) 

1 2 
p p /41rµor , (C.l) 

com a direção da força determinada pela linha que conecta os dois pólos. 
Se p' é um polo de carga magnética positiva unitária, a força agindo nele é definida como o 

campo magnético H. Desta maneira, ao redor de um polo pontual de carga magnética p o campo 
magnético é 

(C.2) 

na qual r é o vetor posição cuja direção é determinada pelo segmento que liga os pólos de carga 
magnética p e p

1

, e f == r/r é um vetor unitário de mesma orientação der. O valor da constante de 
proporcionalidade 1/41rµo na equação (C.2) depende do sistema de unidades utilizado. O presente 
trabalho adota o "Sistema Internacional de Unidades", SI, no qual distâncias são mensuradas em 
metros (m), massa em quilogramas (kg), tempo em segundos (s) e corrente elétrica em Amperes 
(A). O campo magnético H tem unidades de Ampere por metro (A• m-1). O parâmetro Jto é a 
chamada permeabilidade no vâcuo e tem o valor de 41r X 10-7 H •m-1, com H neste caso indicando 
a unidade Henry. A força (C.1) é mensurada em Newtons (N). 

A noção de campo magnético H simplifica e evita a descrição detalhada das condições externas. 
Assim, ao invés de relatar cuidadosamente para um dado experimento que o teste foi conduzido a 
uma determinada distância e orientação com a utilização de um imã construído de acordo com certas 
especificações, é possfvel dizer apenas que o o aparato experimental estava alocado em determinada 
posição num campo magnético H. 

No SI, a "indução magnética B" (em Tesla) é definida de tal maneira que no vácuo B = µ,oH, 
sendo H a magnitude do campo magnético H. Usando a equação (C.2) e a definição de B, a 
magnitude do campo indução num pólo de carga magnética pé dado por B = p/41rr2 . O campo B 
pode ser retratado como linhas de indução. Num campo uniforme B de intensidade unitária, dizemos 
que uma linha (ou Weber, Wb) atravessa cada metro quadrado da superfície perpendicular. Assim 
B tem unidades de Webers por metro quadrado (Wb • m-2), também conhecida como Teslas (T). 
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Unidades alternativas para µo são Newton por Ampere quadado (N • A-2) e para a carga magnética 
de um pólo, Te8la por metro quadrado (T • m-2). Uma esfera circundante a um pólo é atravessada 
por um número total de linhas igual a 41rr2 B = p. 

s s N 

Figura C.l: Barra ma,qnética contendo uma abertura tran.9versal e.9treita. 

A "intensidade de magnetização" 111 denota o e8tado de polarização de um material magnetizado. 
Se um pólo magnético de carga magnética p tem uma área A (m2) a intensidade de magnetização é 
definida como 111 = p/ Aµo = Psi µo, sendo Ps a densidade superficial de pólos magnéticos. Considere, 
como na Figura C.l, uma barra ferromagnética contendo uma fenda muito estreita com orientação 
transversal à direção de magnetização. Pólos aparecem em ambas as faces da fenda e o campo 
magnético na 8uperfície da fenda é a superposição do campo emanado dos pólos norte, aparecendo 
na superfície esquerda da fenda e do campo dos pólos sul, localizados na superfície oposta da fenda. 
Por causa que uma linha de indução emana de cada pólo norte, por simetria p/2A linhas atravessam 
uma área unitária da fenda perpendicular devido a presença de pólos na face norte, e a face sul 
contribui com p/2A linhas adicionais, com um total de p/ A = µoM linhas. O campo magnético H, 
responsável pela magnetização, contribui com um adicional de µoH para a indução magnética da 
fenda, então a magnitude total do campo indução na fenda é igual a B = µo(H + M), se a fenda 
é fechada B permanece inalterado. As linhas do campo B são laços (loops) contínuos que emanam 
da extremidade norte da barra e entram na extremidade sul e no interior da barra, a direção do 
campo B é de sul para norte. 

Nesta seção B e 111 foram introduzidos como quantidades escalai·es. Em geral, essas variáveis de 
campo possuem além de magnitude uma orientação, por isso são vetores na natureza. Assim, B é 
a magnitude do vetor B, !ví a do vetor Me como citado anteriormente H é a magnitude do vetor 
campo magnético H. Tais vetores estão relacionados por 

B = µo(H+M). (C.3) 

C.2 Força magnética dipolar 

Uma expressão geral para a força magnética num corpo magnetizado, para um fluido isotérmico é 
apresentada a seguir. Note que não tratamos da di8tribuição de tensões internas ao corpo, que querer 
um adequado estudo termodinâmico, uma descrição detalhada nesse aspecto pode ser encontrada 
no Capítulo 4 de 1-losensweig ( L997). 

Considere um pequeno volume cilíndrico de uma substância magnetizada e polarizada, com eixo 
axial d alinhado com o vetor magnetização M (Figura C.2). O material é submetido a um campo 
magnético Ho, pólo8 de densidade magnética Ps = µolvl aparecem em igual número e polarização 
oposta nas extremidades de área Ad, O volume ôV do elemento é Add. O campo magnético aplicado 
Ho pode ser tomado como a força num polo de carga unitária e assim a força experimentada pelo 
volume do elemento é 

(C.4) 

na qual 6Ho (1 a variação em Ho ao longo da direção de d. Assim 6Ho = (d•V)Ho = (d/M)(M • V)Ho, 
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Ho Ho +8Ho 

M , 
- -------------------------~-' 1 Ps 

1 
\ 

' 

d 
Figura C.2: Pequeno elemento de volume magnetizado e polarizado. 

e a "densidade de força de Kelvin" (Landau e Lifsltitz , 1984, p. 128) (Rosensweig , 1997) dada por 

densidade de força= µo(M · V)Ho. (C.5) 

Note que µoM representa o vetor momento por unidades de volume, dado que a definição de 
"momento de dipolo" m é 

(C.6) 

e Add é o volume do elemento. 

C.3 Equações de Maxwell 

As "equações de Maxwell" são um conjunto de quatro equações capaz de descrever grande parte 
dos fenômenos fundamentais da eletricidade e do magnetismo, sintetizando todo o eletromagnetismo. 
Foram nomeadas em homenagem ao físico e matemático britânico .James Clerk Maxwell (1831-1879) 
que, em 1864, publicou um trabalho intitulado "Teoria Dinâmica do Campo Eletromagnético" (A 
Dynamical Theory of the Electromagnetic Field) no qual unificou as pesquisas experimentais em 
eletricidade e magnetismo de aproximadamente um século. 

Apresentamos a seguir as equações de Maxwell na forma integral identificadas pelo índice (a) e 
diferencial pelo índice (b) (Fleisch , 2008; Machado , 2005a,b; Martins , 1975 ; Rosensweig , 1997). 

Lei de Gauss 
As equações (C.7) e (C.8) denotam a chamada lei de Gauss, obtida a partir da lei de Coulomb. 
Ta.is equações, na forma integral (a), enunciam que cargas elétricas produzem um campo elétrico 
e o fluxo desse campo passando através de uma superfície fechada qualquer é proporcional a carga 
total no interior da superfície. Na forma diferencial (b) denotam que a divergência. do can1po elétrico 
só não é nulo em regiões com cargas elétricas, apresentando divergência positiva para regiões com 
cargas positivas e divergência negativa na presença de cargas negativas. 

I) para campos macroscópicos, II) para campos microscópicos, 

J D • dS = / Pe dV, 
lav Ív 

V•D =pe, 

(C.7a) 

(C.7b) 

(C.Sa) 

fo 
(C.8b) 

Nas equações acima, § é a integral sobre uma superfície fechada, V representa o volume limitado 
pela superfície 8V, o vetor D (O • m-2 ) é o "deslocamento elétrico", Pe representa a densidade 
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volumétrica de carga elétrica, dada em Coulomb por metros cúbicos (C • m - 3), E (N • c-1) ê o 
vetor intensidade de campo elétrico e €0 (C2 • N- 1 • m- 2 ) é a permissividade elétrica do meio. O 
conjunto de equações (C.7) ê conhecido como "Lei de Gauss para campos macroscópicos" e (C.8) 
como a "Lei de Gauss para campos microscópicos". 

Lei de Gauss magnética para campos macroscópicos e microscópicos 
A lei de Gauss magnética, apresentada pelas equações (C.9a)-(C.9b), é uma indicação que pólos 
magnéticos isolados não podem ser observados na natureza (Rosensweig, 1997). A mesma na forma 
integral (a) denota que o fluxo magnético total passando através de qualquer superfície fechada é 
zero. Enquanto que ua forma diferencial (b) apresenta que a divergência da indução magnética em 
qualquer ponto é zero. 

Í B · dS = O, 
lav 

V•B=O, 

na qual B (T) é o vetor indução magnética. 

Lei de Faraday para campos macroscópicos e microscópicos 

(C.9a) 

(C.9b) 

As equ~ões (C. 10a)-(C.10b) denotam a lei da indução magnética eletromagnética de Faraday, que 
na forma integTal (a) evidencia que alterando o fluxo magnético através de uma superfície induz 
uma força eletromotriz (FEM) em toda fronteira dessa superfície e mudando o campo magnético 
induz um campo elétrico circulante. Já na forma diferencial (b) apresenta que um campo elétrico 
circulante {~ produzido por wn campo magnético que varia com o tempo. 

Í E· dl = _i_ { B · dS, 
lc dt 1s 

ôB 
V X E = -7:it, 

(O.10a) 

(C.l0b) 

sendo §0 uma integral de linha ou contorno ao redor de um caminho fechado C, d/ dt = 8/8t+u• V 
é a derivada material e f s representa uma integral de superfície. 

Lei de Ampêre-Maxwell 
Nas expressões (C. lla)-(C. llb) e (C.12a)-(C.12b) é apresentado uma extensão feita por Maxwell 
da lei de Ampere. As mesmas na forma integral (a) enunciam que uma corrente elétrica ou um 
fluxo elétrico variável através de uma superfície produz uma circulação magnética ao redor de toda 
curva em torno desta superfície. E na forma diferencial (b) expressam que um campo magnético 
circulante é produzido por uma conente elétrica e por um campo elétrico que varia com o tempo. 

I) para campos macroscópicos, 

II) para campos microscópicos, 

fc B · dl = µo Ís J · dS + µoEo Ís ~~ · dS 

8E 
V X B = µoJ + µoEoDt 

(C.lla) 

(C.llb) 

(O.12a) 

(C.12b) 

na qual H (A• m-1) é o vetor intensidade de campo magnético, J (A• m-2) a densidade de corrente 
e a permeabilidade magnética do espaço livre é representada por /1-0, dada em N • A-2 • 
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As equações para campos macroscópicos são válidas para qualquer meio e para campos va
riáveis no tempo, o conjunto dessas equações deve ser acompanhado de equações constitutivas 
suplementares (Martins, 1975, p. 417). 

a) Para o caso dos dielétricas, 

com 

que é a permissividade elétrica do meio. b) Para o caso dos meios magnéticos, 

e 

J=Jv+J1ouJ=a,,E 

sendo Jv a densidade de corrente verdadeira, Ji, a densidade de corrente de imantação e ae ((O· 
m)-1 ), a condutividade elétrica do meio condutor. 

C.4 Conceitos preliminares para a dedução da força magnética 

A presente Seção apresenta alguns dos conceitos preliminares à dedução da força magnética 
atuante num escoamento bifásico com um componente fluido magnético. 

Para os vetores a, b E R3 e o tensor de segunda ordem T E J\13(JR) os seguintes operadores são 
definidos: 

Produto tensorial de dois vetores 

[ 

a1b1 a1b2 a1b3 l 
a® b = a2b1 a2b2 a2b3 

a3b1 a3b2 a3b3 
=>a®b= 

Derivada direcional de b na direção de a 
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Para os vetores B, H E JR3 são válidas as seguintes identidades: 

V · (B ® H) = H(V · B) + (B · V)H, 

V(H · H) = 2(H · V)H + 2H x (V x H). 

Verificando a identidade (C.13): 

+ 

Verificando a identidade (C.14): 

éJ(Hr + H5 + H§) 

V(H -H) = 
8x1_ 

8(Hf + H1 + H§) 
8x2 

8(Hf + H1 + HJ) 
8xa 

=2 +2 

= 2(H · V)H + 2H x (V x H). 

(C.13) 

(C.14) 



Apêndice D 

Adimensionalização das equações de um 
escoamento com um componente 
magnético 

As equações que compõem o modelo de um escoamento bifásico com um componente magnético 
utilizando as variâveis são a seguir adimensionalizadas. 

Escala 
Comprimento Xe 

Velocidade Ue 

Tempo te 
Pressão Pe 
Densidade Pe 
Viscosidade rJe 
Campo magnético Hc 
Permeabilidade µe 

Variâvel 
x=xex• 
U = UeU* 

t = tet* 
P = PcP* 
P(<P) = PeP* 
ri( <P) = ricri• 
H=HeH* 
µ( (p) = /lcµ• 

Característica 
Xc= a 
Ue = a-y 
te= 1/7 
Pc = (ai')2Po 
Pc = Po 
ric = 1Jo 
Hc=Ho 
µe= µo 

Descrição 
a: raio da gota/ bolha não deformada 
-y: taxa de deformação ( cisalhamento) 
1/ry: escala de tempo característico 
(ary)2po: escala de pressão característica 
Po: densidade de referência 
r,o: viscosidade da fase continua 
H0 : campo magnético aplicado 
µo: permeabilidade magnética no vácuo 

Tabela D.1: Escalas para a adimensionalização. Tabela D.2: Quantidades caractcrlsticas utilizadas. 

p(ef,) ( ~: + u · v'u) = v' · [ri(</J) (v'u + (v'uf)] - v'p + f8 + 'v · (µH ® H) (D.1) 

PcP• ((::)a;::+ (::) u* • v'u*) = (ri:ic) v' · [ri• (v'u* + (v'u*f)] - (::) v'p*+ 

+ ( ~) f + (µcH;) v7 · (µ*H* ® H*) 
Xc Xc 

(D.2) 

Tomando as quantidades características explicitadas na Tabela D.l, temos 

PoP* ( (ai-2
) ~;: + (ai'2) u* · v'u*) = ( '7~1') v' · [ri* (v'u* + (v'u*f)] - ( a~2 PO) v'p*+ 

+ (;) r; + (µº:6) v. (µ*H* ® H*) (D.3) 
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D .1 Primeira forma adimensional 

3 
A equação é multiplicada pelo fator Po~ . 

110 

( 42·2) (ª* ) (2) (42·2) a ~r p* é)~• + u*. v'u* = a::"{ v'. [7J* (vu• + (v'u*f)] - a ~r v'p*+ 

+ (ªPoª) f* + (HJa2Poµo) v'. (µ*H* ® H*) 
116 rr 1Jõ 

HJa2poµo ªPoª Poa2:Y Note que Lam = 2 , La= - 2- , e Re = --, então 
770 7Jo 7Jo 

(Re)2p* ( ~~: + u* -vu•) = (Re)V • [1,* (vu• + (Vu*f)] - (Re)2Vp*+ 

+ (La)r; + (Lam)V · (µ*H* ® H*) 

e finalmente dividindo por Re2• 

( _!:!!__) r• (Lªm) v' · ( *H* H*) + R2 rr+ R2 µ ® .e e 

x = ax*, t = (lhW, p = 110:Y,u = ai 

D.2 Segunda forma adimensional 

(Poa'y2) p* ( ~;: + u* · v'u*) = ( ~i) v' · [11* (Vu* + (v'u*f)] - (p:) Vp* + 

+ (;) r; + ( H~o) V. (µ*H* ® H*) 

a 
Multiplicando a equação por - . : 

170, 

Re ( ~;: + u* . v'u*) = v' • [ ,,* (v'u* + (v'u*)T)] - (:,,) v'p* + 

+ (~) r; + (Hõ~o) V· (µ*H* ®H*) 
110ª'Y 170"/ 

Re ( ~;: + u* · '\7u*) = v' · [11* (Vu* + (Vu*)T)] - v'p*+ 

1 • 1 n ( *H* H*) + Ca fcr + M n v · µ ® 

na qual Mn = 170\ é número de Ma.sou (magnético). 
µoHo 

Note que 

(D.4) 

(D.5) 

(D.6) 

(D.7) 

(D.8) 

(D.9) 

Ca = µoHõ
1 

= Bom que é o número de Bond magnético (o número de Bond também é 
.Mn aoa-

conhecido como número de Eõtvõs, principalmente na europa). 



Apêndice E 

Adams-Bashf orth de dois passos com 
espaçamento variável 

Deseja-se um Adams-Bashforth de dois passos com espaçamento variável no tempo da forma 

(E.1) 

onde tn+l = tn + t:itn, t:itn = wnt:itn-l e X 11 aproxima a solução do problema de valor inicial 

{ 

8X(t) = U( X) 
8t t, ' 

X(tº) = Xº. 

Considerando-se wk e Atº conhecidos, os coeficientes Ak e Bk do método são calculados como a 
seguir. 

A derivada da função X(t) é aproximada por uma interpolação linear: 

8X(t) U(t11 , xn)(t - tn-l) - U(tn-l, xn-l )(t - t71 ) 

8t ~ P(t) = ~tn-1 

Então o valor X(tn+l) é aproximado por 

Comparando-se com a expressão do método de Adams-Bashforth (E.1 ) determina-se que 

1 ltn+l n 
An = Atnt:itn-1 t" (t-tn-1)dt = l+~, 

e 

Expandindo-se 
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nm série de Taylor com centro cm t = tn, na llUal o é o erro local du trnucamcuto tem-se 

f:i.tko = c~~n)3 + (~tT');~~tn-1)) (~tn)3X//l(ç) = (¼ + 4~11) (~tn)3Xlll(e), 

onde é assumido 4ue X 111(t) existe e ç é um µuutu entre t11
-

1 e tn+l, logo a= O((ó.t11 )2). 



Referências Bibliográficas 

Adami et al. {2010) S. Adami, X.Y. Hu e N.A. Adams. A conservative {SPH} method for 
surfactant dynamics. Journal of Computational Physics, 229(5):1909 - 1926. ISSN 0021-9991. 
doi: http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2009.ll.015. URL http://www.sciencedirect.com/science/ 
article/ pii/ S0021999109006342. Citado na pág. 8 

Atkhami et al. {2008) S. Afkhami, Y. Rena.rdy, M. Renardy, J.S. Riffie e T. St Pierre. Field
induced motion of ferrofluid droplets through immiscible viscous media. Journal of Fluid Me
chanics, 610(1):363- 380. Citado na plíg. 9, 10, 18, 19, 82 

Atkhami et al. (2010) S. Afkhami, A.J. Tyler, Y. Renardy, M. Renardy, T.G. St. Pierre, R.C. 
Woodward e J.S. Riffie. Deformation of a hydrophobic ferrofluid droplet suspended in a viscous 
medium under uniform magnetic fields. Joumal of Fluid Mechanics, 663:358 -384. Citado na plíg. 9, 
18, 19, 70, 75, 77, 82, 84 

Alexiou et al. (2002) Ch. Alexiou, R. Schmid, R. Jurgons, Ch. Bergemann, W. Arnold e F.G. 
Parak. Targeted tumor therapy with ''magnetic <lrug targeting": Therapeutic efficacy of ferrofluid 
bound mitoxantrone. Em Stefan Odenbach, editor, Ferrofluids, volume 594 of Lecture Notes in 
Physics, páginas 233--251. Springer Berlin Heidelberg. ISBN 978-3-540-43978-3. doí: 10.1007 / 
3-540-45646-5 _12. URL http: / / dx.doi.org/10.1007 /3-540-45646-5 _ 12. Citado na pâg. 9 

Aris (1962) Rutherford Aris. Vectors, Tensors, and the Basic Equations of Fluid Mechanics. 
Prentice-Hall (Englewood Cliffs, NJ), 1st ed. Citado na pâg. 16 

Ascher et al. (1995) U.M. Ascher, S.J. Ruuth e B.T.R. Wetton. lmplicit-explicit methods for time
dependent partial differential equations. SIAM J. Numer. Anal., 32{3) :797-823. ISSN 0036-1429. 
Citado na pâg. 12, 23, 36, 37, 99 

Azeredo (2007) D. M. Azeredo. Simulação simulação numérica de uma função indicadora de 
fluídos tridimensional empregando refinamento de malhas. Tese de Doutorado, Universidade de 
São Paulo, São Paulo, Brasil. dissertação de mestrado. Citado na pág. 36 

Barakat (2009) Nabla S Barakat. Magnetically modulated nanosystems: a unique drug-delivery 
platform. Nanomedicine, 4(7):799- 812. Citado na pág. xii, 1, 2 

Bashtovoi et al. (2002) V.G Bashtovoi, O.A Lavrava, V.K Polevikov e L Tobiska. Com
puter modeling of the instability of a horizontal magnetic-fluid layer in a uniform magnetic 
field. Journal of Magnetism and Magnetic Materials, 252(0):299 - 301. ISSN 0304-8853. 
doi: http:/ /dx.doi.org/10.1016/S0304-8853{02)00598-X. URL http://www.sciencedirect.com/ 
science/article/ pii/ S030488530200598X. Proceedings of the 9th lnternational Conference on Mag
netic Fluids. Citado na pág. 9 

Bashtovoi et al. (2005) Victor Bashtovoi, Georges Bossis, Pavel Kuzhir e Aleksandr Reks. Mag
netic .field effect ou capillary rise of magnetic fluids. Joumal of Magnetism anrl Magnetic Ma
teríals, 289(0):376 - 378. ISSN 0304-8853. doi: http://dx.doi.org/ 10.1016/j.jmmm.2004.ll.106. 
URL http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0304885304013320. Proceediugs of the 
10th International Conference on Maguetic Fluids. Cltndo nn 111\g. 10 

120 



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 121 

Batchelor (2000) George Keíth Batchelor. An introdv.ction to fluid dynamics. Cambridge uníver
sity press. Cita<lo na pág. 13 

Bazhlekov et al. (2006) Ivan B. Ba:i:hlekuv, Patrick D. Anderson e Han E.H. Meijer. Numerical 
investigation of the cffect of insoluble surfactants on drop deformation and breakup in símplc 
slwar flow. Joumal of Colloid and Interface Science, 298(1):369 - 394. ISSN 0021-9797. doí: http: 
//dx.dui.urg/ 10.1016/j.jds.2005.12.017. URL http://www.sciencedirect.com/ science/ article/pii / 
S0021979705012658. CILndo un µfi.g. 8 

Bell e Marcus (1992) John B Bell e Daniel L Marcus. A second-o!'der projection melhod for 
variable-tlensity flows. Joumal of Computatioual Physics, 101(2):334 - 348. ISSN 0021-9991. 
Cltndo nn pl'lg. 24 

Bell et al. (1989) John B Bel!, Phillip Culella e Harland M Glaz. A second-order projection 
method for the im:ompressiblc navier-stokes 1:.•quations. Joumal of Computational Phy.~ics, 85(2): 
257 - 283. ISSN 0021-9991. Cltndo 1111 µág. 24, 37, 39 

Berger e Rigoutsos (1991) M. Berger e 1. lligoutsos. An algorithm for point clustering and grid 
generation. Systems, Man and Cybemetics, IEEE Tra11sactions on, 21(5):1278- 1286. Citado na pâg. 
25 

Berger e Colella (1989) M. J. Berger e P. Colella. Local adaptive mesh refinement for shock 
hydrodynamics. Journal of Compv.tational Physics, 82(1):64 84. Citado na pãg. 25, 26, 27 

Berger e Oliger (1984) Marsha J Berger e Joseph Oliger. Adaptive mesh refinement for hyperbolic 
partia! diffei-ential equations. Joumal of Computational Physics, 53(3):484 - 512. ISSN 0021-9991. 
Citado ua pág. 25, 26 

Berkovskifi et al. (1993) BM Berkovskiéi, VF Medvedev e MS Krakov. Magnetic flv.ids: engi
neering applications. Oxford University Press (Oxford and New York) . Citado na pág. 8 

Bitter et al. (1937) Francis Bitter, Trygve Dewey Yensen e Fritz Zwícky. Introduction to fenv
magnetism . . McGraw-Hill buok Company, Incorporated. Citado ua µâg. 110 

Botsch e Kobbelt {2004) Mal'io Botsch e Leif Kobbelt. A remeshing approach tu multiresolution 
mudeling. Em Proceedin_q.<t o/ the 2004 Eumgraphics/ ACM SIGGRAPH symposium on Geomett-y 
prncessing, SGP '04, páginas 185- 192, New York, NY, USA. ACM. ISBN 3-905673-13-4. doí: 
10.1145/ 1057432.1057457. URL http: //doi.acm.org/ 10.1145/ 1057432.1057457. Citado na pág. 32 

Brannon-Peppas e Blanchette (2004) Lisa Brannon-Peppas e James O. Blanchette. Nanopar
ticle and targeted systems for c:ancer therapy. Advanced Drug Delivery Reviews, 56(11):1649 -
Hi59. ISSN 0169-409X. dui: http:/ / dx.doi.org/ 10.1016/ j.addr.2004.02.014. URL http://www. 
science<lired. com/ sciPnce/ ai-ti ele/ pii / S0 169409X04001-150. lntelligent Therapeutics: Biomimetic 
Systems anel Na.noteclmology in Drug Delivery. Citndo na pãg. 1 

Brown et al. (2001) D.L. Brown, R. Cortez e M.L. Minion. Accurate projec:tion methods for the 
incompressible navier-stokes equations. Joumal of Computational Physics, 168(2):464- 499. Citado 
ua pâg. 39 

Brusentsov et al. (2002) Nikolai A Brusentsov, Lev V Nikitin, Tatiana N Brusentsova, Anatoly A 
Kuznetsuv, Felix S Bayburtskiy, Leonid I Shumakov e Nikolai Y Jurchenko. Maguetic: fl.uid 
hyperthermia of the mouse experimental twnor. Joumal of Magnetism a11d Magnetic Matedals, 
252(0):378 - 380. ISSN 0304-8853. doi: http://dx.doi.org/ 10.1016/S0304-8853(02)00634-0. URL 
http://www.sciencedirect.C"om/science/ article/ pii / S030-188530200G3,10. Proceedings of the 9th 
lnternational Conference on Magnetic Fluids. Citado na µãg. 8 



122 REFER~NCIAS DIDLIOGRÁFICAS 

Ceniceros (2003) H. D. Ceniceros. The effects of surfactants ou the formation and evolntion 

of capillary waves. Physics of Fluida, 15(1):245 256. dai: http://dx.doi.org/ 10.1063/l.1528940. 

Citado na pâg. 7, 14 

Ceniceros e Roma (2005) H. D. Ceniceros e A. M. Roma. A multi-phase flow method with a 

fast, geometry-based fluid indicator. Journal of Computational Physics, 205(2) :391 -400. Citado na 

pág. 14, 35 

Ceniceros el al. (2010a) H. D. Ceniceros, R. L. Nós e A. M. Roma. Three-dimensional, fully 

adaptive simulations of pbase-field fl.uid models. Journal of Computational Physics, 229(17): 

6135 6155. Citado na pág. 5, 26, 38, 39 

Ceniceros et al. (2010b) H. D. Ceniceros, A. M. Roma, A. Silveira-Neto e M. M. Villar. A robust, 

fully adaptive hybrid level-set/front-tracking method for two-phase flows with an accurate surface 

tension computation. Communication.'l in Computational Physic,'l, 8(1):51- 94. Citado na 1>ág. 5, 14, 

26, 36, 39, 40 

Ceniceros et al. (2010c) H.D. Ceniceros, A.M. Roma, A. Silveira-Neto e M.M. Villar. A 

robust, fully adaptive hybrid level-set/front-tracking method for two-phase flows with an 

accurate surface tension computation. Communications in Computational Physic,,;, 8(1): 

51--94. URL http://www.scopus.com/inward/record.url?eid=2-s2.0-77950177924&partnerID= 

40&md5=c22ble5e0b5bb2b6799a01102a9407d8. Citado na pãg. 13 

Chorin (1968) Alexandre Joel Chorin. Numerical solution of the navier-stokes equations. Math

ematics of computation, 22(104):745- 762. Citado na pãg. 23, 36, 37 

Chorin (1969) Alexandre Joel Chorin. On the convergence of discrete approximations to the 

navier-stokes equations. Mathematics of Gomputation, 23(106):341- 353. Citado na pág. 39 

Chorin e Marsden (1992) Alexandre Joel Chorin e Jerrold E Marsden. A mathematical intro

duction to fluid mechanics. Springer New York, 3rd ed. Citado na pág. 12, 14, 23, 37, 99 

Dailey (2003) J.P. Dailey. Treatment with magnetic fluids, Setembro 2 2003. URL http: //www. 

google.com.ar/patents/US6612311. US Patent 6,612,311. Citado na pãg. 4 

Dailey et al. (1999) J.P Dailey, J.P Phillips, C Li e J.S Riffie. Synthesis of silicone mag

netic fluid for use in eye surgery. Journal of Ma,qnetism and Magnetic Materiais, 194(1-3): 

140 - 148. ISSN 0304-8853. doí: http://dx.doi.org/10.10l6/ S0304-8853(98)00562-9. URL 

http://www.sciencedired.com/science/article/pii/S0304885398005629. Citado ua pãg. xii, tl, 5 

do Carmo (1976) Manfredo Perdigão do Carmo. Dilferential Geometry of Curves and Surface.s. 

Prentice-Hall, 1st ed. CiLado na pãg. 102 

Dobson (2006) Jon Dobson. Magnetic nanoparticlP_., for drug delivery. Drug Development Re

t1earch, 67(1):55 -60. ISSN 1098-2299. doí: 10.1002/ddr.20067. URL http://dx.doi.org/10.1002/ 

ddr.20067. Citado 1111. pllg. 11 

Douglas e Dupont (1971) J. Dougl11.,; e T. Dupont. Alternating-direction Galerkin mBthorls ou 

rectangles. Numerical Solv.tion of Partial Differential Equationi1, II {SYNSPADE 1970), páginas 

133- 214. Citado nn l)Ílg. 38 

Drumright-Clarke e Renardy (2004) M. A. Drumright-Clarke e Y. Renardy. The effect of 

insoluble surfactant at dilute concentration on drop breakup under shear with inertia. Physics 

of Flv.ids, 16(1):14- 21. dai: http://dx.doi.org/10.1063/1.1628232. URL http://scitation.aip.org/ 

content/aip/journal/pof2/16/l/10.1063/ 1.1628232. Citado na pág. 7 



REFERÊNCIAS DIDLIOGRÁFICAS 123 

Dziuk e Elliott (2007) G. Dziuk e C. M. Elliott. Finite elements on evolviug surfaces. IMA 
Joumal of Nmnerical Analysis, 27(2):2G2 292. doi: 10.1093/ imanum/ drl023. URL http: / / imajna. 
oxfon.ijuurnals.urg/cu11te11t/27 /2/202.abstraet. Citado na pâg. 42 

E e Liu (1995) Weinan E e Jian-Guu Liu. Projec.:tiun methud i: Cunvergeuce and numerical 
bouudary layers. SIAM Joun1al on Nu.merica.l Analysis, 32(4):pp. 1017 -1057. ISSN 00361429. 
URL hitp://www.jstor.org/stable/2158507. Citado ua pág. 39 

E e Liu (2002) Weinan E e Jian-Guo Liu. Projection method iii: Spatial discretization on the 
staggered grid. Mathematics of Gomputation, 71(237):pp. 27- 47. ISSN 00255718. URL http: 
/ / www.jstor.org/stable/ 2G98859. Citado na pág. 39 

Eeckman et al. (2002) Frederic Eeckman, André J Moes e Karim Amighi. Evaluation of a 
new controlle<l-dmg delivery concept based on the use of thermoresponsive polymers. Inte1·
national Journal of Pha11naceutics, 241(1):113 - 125. ISSN 0378-5173. doi: http://dx.doi. 
org/10.1016/SU378-5173{02)00198-9. URL http:/ / www.sciencedircc.:t.com/ science/ artide/ pii/ 
S0378517302001989. Citado ua pág. 1 

Erhel et ai. (1996) Jocelyne Erhel, Keviu Burrage e Bert Pohl. Restarted {GMRES} pre
conditione<l by deflation. Jrmmal of Gomputational and Appl-ied Mathematics, 69(2):303 -
318. ISSN 0377-0427. dai: http: //dx.doi.org/ 10.1016/ 0377-0427{95)00047-X. URL http: //www. 
sciencedirect.com/science/ article/ pii / 037704279500047X. Citado ua pág. 43 

Etrych et al. (2001) Tomas Etrych, Marketa Jeliukova, Blanka Rihova e Karel Ulbrich. New 
{HPMA} copolymers containing duxorubicin buund via ph-sensitive linkage: syntbesis and pre
liminary in vitro and in vivo biological properties. Joumal of Gonfrolled Release, 73(1):89 
- 102. ISSN 0168-3G59. dai: http: //dx.doi.org/ l0.1016/ S0168-3G59(0l)00281-4. URL http: 
//www.science<lirect.com/ science/ article/ pii/ S01683G5901U02814. Citado na pâg. 1 

Euler (1755) L Euler. Principes generaux de l'etat d'equilibre des fluides; príncipes generaux 
du mouvement des fluides; continuation des recherches sur la theorie du mouvement des fluides. 
Histoire de l'Acacdemie de Berlin. Citado ua pág. 13 

Feigl et al. (2007) Kathleen Feigl, David 1-.fogias-Alguacil, Peter Fischer e Erich J. Windhab. 
Simulation and experiments of droplet deformation and orientation in simple shear flow wiLh 
surfactants. Chemical Engineering Science, 62(12):3242 - 3258. ISSN 0009-2509. dai: http: 
/ /dx.doi.org/ 10.1016/j.ces.2007.02.008. URL http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/ 
S0009250907001637. Citado ua pág. xiv, xv, 65, 66, 67, 68, G9 

Felderhof (2000) B. U. Felderhof. Magnetoviscosity and relaxation in ferrofluids. Phys. Rev. E, 
62:3848 3854. doi: 10.1103/ PhysRevE.62.3848. URL http: // link.aps.org/doi/l0.1103/PhysRevE. 
62.3848. Citado na pág. 10 

Felderhof e Kroh (1999) B. U. Felderhof e H. J. Kroh. Hydrodynamics of magnetic a.nd dielectric 
fluids in interaction with the electromagnetic field. The Jom·nal o/ Ghemica.l Physics, 110(15): 
7403- 7411. dai: http: / /dx.doi.org/ 10.1063/ 1.478642. URL http://scilalion.aip.org/content/aip/ 
journa.l / jcp/ 110/ 15/ 10.1063/ 1.4786.J.2, Citndo ua pág. 10 

Ferziger e Peri~ (1999) J.H. Ferziger e M. Perié. Compv.tational method.~ for· fluid d:IJnamics, 
volume 2. Springer Berlin. Citado na pág. 37 

Fleisch (2008) Daniel Fleisch. A Stv.dent's _quide to Maxwell's equations. Cambridge University 
Press. Citado ua pâg. 112 

Foos e Wheeler (1982) Roberty Y. Foos e Noel C. Wheeler. Vitreoretinal juncture: Synchysis se
nilis and posterior vitreous detachment. Ophthalmology, 89(12):1502 - 1512. ISSN 0161-6420. dai: 
http: //dx.doi.org/ 10.10l6/ S0161-6420{82)34Gl0-2. URL http: //www.sciencedirect.com/science/ 
article/ pii/ S0161642082346102. Ci~a<lo na pãg. 3 



124 REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 

Freitas et al. (2005) Sergio Freitas, Hans P. Merkle e Bruno Gander. Microencapsulation by 

solvent extraction/eva.poration: reviewing the state of the art of microsphere preparation pro
cess technology. Journal of Controlled Release, 102(2):313 332. ISSN 0168-3659. doi: hUp: 
/ /dx.doi.org/10.1016/j .jconrel.2004.10.015. URL http://www.sciencedirect.com/science/article/ 
pii/ S0168365904004845. Citado na pág. 6 

Frijters et al. (2012) Stefan Frijters, Florian Gunther e Jens Harting. Effects of nanoparticles and 
surfactant on droplets in shear flow. Soft Matter, 8:6542- 6556. doi: 10.1039/C2SM25209K. URL 
http://dx.doi.org/10.1039/C2SM25209K. Citado na pág. 8 

Ganesan e Tobiska (2009) Sashikumaar Ganesa.o e Lutz Tobiska. A coupled arbitrary lagrangian
eulerian and lagrangian method for computation of free surface flows with insoluble surfac
tants. Journal of Comptdational Physics, 228(8):2859 - 2873. ISSN 0021-9991. doi: http: 
//dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2008.12.035. URL http://www.scicncedirect.com/science/article/ pii/ 
S0021999109000047. CiLado na pãg. 8 

Gottlieb e Orszag (1993) D. Gottlieb e S.A. Orszag. Nu.merical analysis of spectral methods: 
theory and applications, volume 26. Society for industrial and applied mathemalics. Citado na pág. 

38 

Grattan-Guinness (1990) lvor Grattan-Guinness. Convolutions in French Mathematics, 1800-
1840: F'rom the Calculus and Mechanics to Mathematical Analysis and Mathematical Physics. 

Vol. 2: The Turns, volume 2. Springer. Citado na pãg. 13, 14 

Griese (1999) M GriP.se. Pulmonary surfactanl in health and human lung diseases: state of the 
art. European Respiratory Journal, 13(6):1455- 1476. ISSN 1399-3003. doi: 10.1034/j.1399-3003. 
1999.13!36.x. URL http://dx.doi.org/ 10.1034/j.1399-3003.l999.l3f36.x. Citado ua pág. 6 

Haimann et al. (1982) Mark H Haimann, Thomas C Burton e Carl 1( Brown. Epidemiology of 
retinal detachment. Archives of ophthalmology, 100(2):289-292. Citado ua pág. 4 

Hameed el al. (2008) M. Hameed, M. Siegel, Y. N. Young, J. Li, M. R. Booty eD.T. Papageorgiou. 
Influence of insoluble surfactant on the deformation and breakup of a bubble ar thread in a viscous 
fluid. Journal of Fluid Mechanics, 594:307. Citado na pág. 8, 60 

Harlow e Welch (1965) Francis H. Harlow e J. Eddie Welch. Numerical calculat.ion of time
dependent viscous incompressible flow of fluid with free surface. Physics of Fluids {1958-1988), 
8(12):2182 2189. Citado na pé.g. 24 

He et al. (2003) W. He, S. J. Lee, D. C. Jiles, D. H. Schmidt, M. D. Porter e R. Shinar. De
sign of high-magnetic field gradient sources for controlling magnetically induced flow of fer
rofluids in microfluidic systems. Journal of Applied Physics, 93(10):7459 7461. doi: http: 
//dx.doi.org/ 10.1063/1.1557361. URL http://scitation.aip.org/content/aip/juurnal/ jap/ 93/ 10/ 
10.1063/1.1557361. Citado na pág. 10 

Hoffman-Amtenbrink et al. (2009) Margarethe Hoffman-Amtenbrink, Brigitte Von Rechenberg 
e Heinrich Hofmann. Superparamagnetic nanoparticles for biomedical applications. Em M. C. 
Td.n, editor, Nanostructured Materiais for Biomedical Applications, páginas 119- 149. Transworld 
Research Network. ISBN 978-81-7895-397-7. Citado na pág. xii, 2, 3 

Huang et al. (2008) H. Huang, M.C. Lai e H.C. Tseng. A parametric derivation of the surfactant 
transport equation along a deforming fluid interface. F'rontiers of applied and computational 
mathematics, páginas 198- 205. Citado na pâg. 16, 103, 106, 107 

Huang e Russell (2011) Weizhang Huang e R Robert D Russell. AdaptiTrn moving mesh method.~, 
volume 17 4. Springer. Citado na pâg. 30 



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 125 

James e Lowengrub (2004) Ashley J. James e John Lowengrub. A sw-factant-conserving volume

of-fluid method for interfacial flows with insoluble surfactant. Joumal of Computational Physics, 

201(2):685 - 722. ISSN 0021-9991. doi: http: //clx.doi.org/ 10.1016/ j.jcp.2004.06.013. URL htlp: 
//www.sciencedirect.com/ science/ article/ pii/ S0021999104U02G1X. CiLa<lo na pãg. 7 

Joseph (2006) Daniel D. Joseph. Potential flow of viscous fluids: Historical notes. lntema

tional Joumal of M1,ltiplw.~e Flow, 32(3):286 - 310. ISSN 0301-9322. doi: http:/ / dx.doi.org/ 
10.1016/ j.ijmultipha.sdlow.2005.09.004. URL http://www.sdencedirect.com/science/artide/ pii/ 
S0301932205001345 , CiLndo nn pâg. 14 

Kaufman et al. (2008) Alex A. Kaufman, Richard O. Hansen e Robert L. Kleinberg. Principle,., 
of tl,e ma911etic metlwd.9 iTL geophysic.~, volume 42. Access Online via Elsevie1·. CIL11<lo 1111 ptig. 70 

Khatri e Tornberg (2011) Shilpa Khatri e Anna-Kadn Tornberg. A uumerical method for 
two phase flows with insoluble surfactauts. Compute1·s f3 Fluids, 49(1) :150 - 165. ISSN 00,15-

7930. doi: http://dx.doi.org/10.l016/j.compfluid.201l.05.008. URL http: //www.scienc:edirect. 
com/ sdem:e/ article/pii/S0045793011001678. Citado na pãg. 8 

Kim e Moin (1985) J. Kim e P. Moin. Application of a fractional-step method to incompressible 
Navier-Stokes equations. Joumal of Computational Physics, 59(2):308- 323. CiLado ua pág. 37, 39 

Knieling d al. (2007) Holger Knieling, Reinhard llichter, Ingo Rehberg, Gunar Matthies e Adrian 
Lange. Growth of sw·face undulations at the rosensweig instability. Phys. Rev. E, 76:066301. 
dai: 10.1103/ PhysRevE.76.066301. URL http://link.aps.org/doi/ 10.1103/ PhysRevE.76.066301. 
Citado na pãg. 10 

Korlie et al. (2008) M.S. Korlie, A. Mukherjee, B.G. Nita, J.G. Stevens, A.D. Trubatch e P. Yecko. 
Modeling bubbles and droplets in magnetic.: fluids. Joumal of Physics: Condensed Matte1·, 20(20): 
204143. CiLn<lo na p6g. 10, 18 

Kralova e Sjõblom (2009) Iva Kralova e Johan Sjõblom. Surfactants used in food iudus
try: A review. Joumal o/ Dispersion Science and Teclmology, 30(9):1363- 1383. doi: 10.1080/ 
01932690902735561. URL ht tp: // www.tandfouline.com/ doi/ abs/10.1080/ 01932690902735561. 
CitRdo na pág. 6 

Laatikainen et al. (1985) L Laatikainen, E-M Tolppanen e H Harju. Epidemiology of rhegmatoge
nous retina} detachment in a finnish population. Acta ophthalmologica, 63(1):59- 64. Cita<lo na pãg. 

,1 

Lai et al. (2011) M.-O. Lai, C.-Y. Huang e Y.-M. Huang. Simulating the axisymmetric interfacial 
flows with insoluble surfactant by immered boundary method. lnternational Journal of Numerical 
Analysis and Modeling , 8(1):105--117. CiLa<louapág. 7 

Lai et al. (2008) :tvling-Chih Lai , Yu-Hau Tseng e Huaxiong Huang. An immersed boundary 
methud for interfacial flows with insoluble surfactant. Joumal of Computational Physics, 227 
(15):7279 - 7293. ISSN 0021-9991. doi: http: //clx.doi.org/10.1016/ j.jcp.2008.04.014. URL http: 
//www.sciencedirec-t.com/science/ article/ pii/ S0021999108002283. Citado na pág. 7, 16, 60, 82, 103, 
107 

Landau e Lifshitz (1984) L. D. Landau e E. M. Lifshitz. Electmdynamics of Continuous Media, 
volume 8. Pergamon. ( Volume 8 of A Course of Theoretical Physics ) . Citn<lo 11n p6g. 70, 112 

Landau e Lifshitz (1969) LD Laudau e EM Lifshitz. Mechanics, volume 1 of course of theoretical 
physics. B1ittennof'lli-Heiuema1m, Ox/01-d. Clla<lo 11a pAg. 14 

Langevin (1905) P. Langevin. Fel'l'omagnetism. A1males de Cl,imie et de Pliysiqut~, ú:70. ClLa<lo nn 

pl\g, 18 



126 REFER~NCIAS BIBLIOGRÁFICAS 

Larsson e Õsterlin (1985) L. Larsson e S. Ôsterlin. Posterior vitreous detachment. Graefe 's 
Archive for Clinical and Experimental Ophthalmolo,qy, 223(2):92- 95. ISSN 0721-832X. doí: 10. 
1007 /BF02150952. URL http://dx.doi.org/10.1007 / BF02150952. Cltndo 1111. pi\g. 3 

Lavrova et ai. (2004) O. Lavrava, G. Matthics, V. Polevikov e L. Tobiska. Numericai modeling 
of the equilibrium shapes of a ferrofluid drop in an externai magnetic field. PAMM, 4(1):704 
705. ISSN 1617-7061. doí: 10.1002/pamm.200410333. URL http://dx.doi.org/ 10.1002/ pamm. 
200410333. Citado na pá.g. 9 

Lavrova et ai. {2006) O. Lavrava, G. Matthies, T. Mitkova, V. Polevikov e L. Tobiska. Numerical 
treatment of free surface problems in ferrohydrodynamics. Joumal of Physics: Condensed Matter, 
18(38):S2657. Citado na pá.g. 9, 18, 20 

Lee e Pozrikidis (2006) Jaesung Lee e C. Pozrikidis. Effect of surfactants on the deformation 
of drops and bubbles in navier-stokes flow. Computers fj Fluids, 35(1):43 - 60. ISSN 0045-
7930. doí: http:// dx.doi.org/10.1016/j.compfluid.2004.11.004. URL http: //www.sciencerlirect. 
com/science/article/pii/S0045793005000058. Citado na pá.g. 7 

Lee et al. (2010) Wah Keat Lee, Ruben Scardovelli, A. David Trubatch e Philip Yecko. Numericai, 
experimental, and theoretical investigation of bubble aggregation and deformation in magnetic 
fluids. Phys. Rev. E, 82:016302. doi: 10.1103/PhysRevE.82.016302. URL http://link.aps.org/ 
doi/l0.1103/PhysRevE.82.016302. Citado na pág. 4 

Lenz et al. {2011) M. Lenz, S. Nemadjieu e M. Rumpf. A convergent finite volume scheme for 
diffusion on evolving surfaces. SIAM Journal on Numerical Analysis, 49(1):15- 37. doi: 10.1137 / 
090776767. URL http://epubs.siam.org/cloi/abs/ 10.1137 /090776767. Citado na pá.g. 8, 11, 41, 42, 
43, 58, 60 

Li e Pozrikidis (1997) Xiaofan Li e C Pozrikidis. The effec:t of surfactants on drop deformation 
and on the rheology of dilute emulsions in stokes flow. Joumal of Fluid Mechanics, 341(1): 
165- 194. Citado na pá.g. xv, 68, 69 

Limeira-Soares et al. {2006) PH Limeira-Soares, RPC Lira, CEL Arieta e N Kara-Jose. Demand 
incidence of retinai detachment in brazil. Eye, 21(3):348 352. Citado na pá.g. 4 

Liu et al. {2005) S.Q. Liu, Y.W. Tong e Yi-Yan Yang. Incorporation and in vitro release 
of doxorubicin in thermally sensitive micelles made from poly(n-isopropylacrylamide-co-n,n
dimethylacrylamide)-b-poly( d,l-lactide-co-glycolide) with varying compositions. Biam.aterials, 26 
(24):5064 - 5074. ISSN 0142-9612. doi: http: //dx.doi.org/10.1016/j.biomaterials.2005.0l.030. 
URL http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/SOl42961205000293. Citado na pá.g. 1 

Lubbe et al. (2001) Andreas S. Lubbe, Christoph Alexiou e Christian Bergemann. Clinicai ap
plications of magnetic drug targeting. Journal of Sur,qical Research, 95(2):200 - 206. ISSN 
0022-4804. doi: http: //dx.doi.org/10.100G/jsre.2000.6030. URL http://www.sciencedirect.com/ 
science/article/pii/S002248040096030X. Citado na pllg. 9 

Lübbe et al. {1996) Andreas Stephan Liibbe, Christian Bergemann, Hanno Riess, Folke Schricwer, 
Peter Reichardt, Kurt Possinger, Michael Matthias, Bernd Dorken, Frieclhelm Hemnann, Re
na.te Gürtler et al. Clinicai experiences with magnetic clrug t,argeting: a phase i study with 4 
-epidoxorubicin in 14 patients with advanced solicl tumors. Crmcer r-esearch, 56(20):4686 -4693. 
Citado 1111. pllg. 1 

Machado {2005a) Kleber Daum Machado. Teoria do drdrama,qru:lismo1 vol.1. Eclitora UEPG. 
Citado na pllg. 112 

Machado (2005b) Kleber Daum Machado. Teoria do eletroma,qnetismo, vol.2. Editora UEPG. 
Citado na pá.g. 112 



REFERÊNCIAS DIBLIOGRÁFlCAS 127 

Martins {1975) Nelson Martins. Intrndução à Teoria da Eletricidade e do Magnet·ismu. Edgard 
Blucher. Citado ,m pág. 112, 114 

Massart (1981) R. Massart . Preparation of aqueous magnetjc liquids in alkaline and acidic media. 
Magnetics, IEEE Transactions on, 17(2):1247-1248. ISSN 0018-9464. doi: 10.1109/TMAG.1981. 
1061188. Citn<lo nn pág. 8 

Massart et al. (1995) R. Massart, E. Dubois, V. Cabuil e E. Hasmonay. Preparation and 
properties of monodisperse magnetic fluids. Journal of Magnetism and Magnetic Materiais, 
149(1-2):1 - 5. ISSN 0304-8853. doi: http:/ / dx.doi.org/10.1016/ 0304-8853(95)00316-9. URL 
http://www.sciencetlirect.com/ sdence/ artide/ pii/ 0304885395003169. Proceedings of the St:v
enth International Conference on Maguetic Flui<ls. Citado na pág. 8 

Matthies e Tobiska (2005) Guuar Matthies e Lut~ Tobiska. Numerical simulation of normal
field instability in the stalic and dynarnic case. Journal of Magnetism and Magnetic Mate1·ials, 
289(0):346 - 349. ISSN 0304-8853. doi: http:/ /dx.doi.org/10.1016/j.jmmrn.2004.11.098. URL 
http: / / www.sc:icmcedirect.com/science/ artide/ pii/ S030'188530,101323X. Prnct1edi11gs of the 10th 
Intematioual Coufernnce on Maguetic Fluíeis. Citn<lo nn pl\g. 10 

Mauch {2000) S. Mauch. A Fast Algorithm for Cornputiug the Closest Point and Distante 
Transform, Teclmical Report caltechASCI/ 2000.077. Applied a11d Computational Math. Cltn<lo na 
pâg. 14, 35 

Mefford et al. (2007) Olin T. Mefford, Robert C. Woodward, Jonathan D. Goff, T.P. Vadala, 
Tim G. St. Pierre, James P. Dailey e Judy S. lliffle. Field-induced motion of ferrofluids 
through irnmiscible viscous media: Testbed for restorative treatment of retinal detachment. 
Joumal of Magneti.sm and Magnetíc Materials, 311(1):347 353. ISSN 0304-8853. doí: 
http:/ / dx.doi.org/ 10.1016/j .jmmm.2006.10.1174. URL http://www.sciencedirect.com/science/ 
article/ pii/ S030488530G025728. <ce:title>Proceedings of the Sixth International Conference on 
Lhe Scientific and Clinicai Applications of Magnetic Ca.rriers< /ce:title> <ce:subtitle> SCAMC-
06</ ce:subtitle> . Cita<lo ua pâg. xii, 2, 4, 6, 9, 81 

Meibod et al. {2010) S.S.A. 1-Ieibod, P. Pourafsha.ry e H.R.M. Hosseini. Study the effect of 
ultra.sonic irradiation a.nd surfactant/ fe ions weigbt ratio on morphology and particle size of mag
netite nanoparticles synthesised by co-precipitatiou for medical application. World Academy of 
Science, Engineering and Technology, 64:457- 460. URL http: //www.scopus.com/inward/record. 
url?eid= 2-s2.0- 78651541014&partncrID= 40&md5= a2fa758fa284aü849c5efef5a0c5fclf. cited By 
{since 1996)0. Citndo na pàg. 11 

Milnor e Stasheff (1974) John W. Milnor e James D. Stasheff. Characte11stic classes, volume 93. 
Priuceton University Press Princelon. Citn<lo na pág. 101, 102 

Minion (1996) Michael L. Miniou. A projection method for locally refined grids. Joumal o/ 
Computational Physics, 127(1):158 178. Cita<lo un pàg. 24, 29 

Miura e Kimoto (2005) H. Miura e M. Kimoto. A comparison of grid quality of optimi~ed spher
ical he.xagonal-pentagonal geodesic grids. Monthly Weathe1· Review, 133(10):2817-2833. Cita<lo na 
pllg. 43 

Naletova et al. (2005a) V.A. Naletova, V.A. Turkuv, V.V. Sokulov e A.N. Tyatyuskin. The 
interaction of the particles of magneti~able suspcnsions with a wall (wall-adjacent effect) in 
uniforrn electric a.nd magnetic fields. Journal of Magnetism and Magnetic Materiais, 289 
(0):367 369. ISSN 0304-8853. doi: http: //clx.doi.org/ 10.1016/ j.jmmm.2004.ll.054. URL 
http://www.sciencedired .. com/science/ artide/ pii / S0304885304013290. Proceedings of the 10th 
Intemational Conference on Magnetic Fluids. Citado na pág. 10 



128 REFERJl:NCIAS BIBLIOGRÁFICAS 

Naletova et al. (2005b) V.A. Naletova, V.A. 'Turkov e A.N. Tyatyushkin. Spherical body in 

a magnetic fluid in uniform electric and magnetic fields. Journal o/ Magnetism and Magnetic 

Materials, 289(0):370 - 372. ISSN 0304-8853. doi: http://dx.doi.org/10.1016/j.jmmm.2004.ll. 

104. URL http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S03048853040l3307. Proccedings of 

the 10th Intemational Conference on Magnctic Fluids. Citado na pág. 10 

Navier (1822) CLMH Navier. On the laws of motion of fluids taking into consideration the 

adhesion of the molecules. Ann. Chim. Phys, 19:234 245. Citado na pâg. 13 

Nós {2007) R. L. Nós. Simulações de escoamentos tridimensionais bifásicos empregando métodos 

adaptativas e modelos de campo de fase. Tese de Doutorado, Universidade de São Paulo. Citado 

na pâg. 5, 26, 36, 40 

Nowak et al. (2014) J. Nowak, F. Wiekhorst, L. Trahms e S. Odenbach. The influence of hydrody

namic diameter and core composition on the magnetoviscous elfect of biocompatible ferrofluids. 

Journal of Ph11sics: Condensed Matter, 26(17): 176004. URL http://stacks.iop.org/0953-8984/26/ 

i=l 7 /a=l 76004. Citado na pâg. 11 

Oberkampf e Trucano (2002) William L. Oberkampf e Timothy G. Trucano. Verification and 

validation in computational fluid dynamics. Progress in Aerospace Sciences, 38(3):209 - 272. 

ISSN 0376-0421. Citado na pâg. 52 

Osher e Fedkiw (2001) S. Osher e R.P. Fedkiw. Levei set methods: An overview a.nd some recent 

· results. Journal of Computational Physics, 169(2):463-502. Citado na pâg. 35 

Osher e Sethian (1988) Stanley Osher e James A Sethian. Fronts propagating with curvature

dependent speed: Algorithms based on hamilton-jacobi fonnulations. Journal of Gomputational 

Physics, 79(1):12 - 49. ISSN 0021-9991. Citado na pâg. 13 

Pankhurst et al. (2003) Q A Pankhurst, J Connolly, S K Jones e J Dobson. Applications of 

magnetic nanoparticles in biomedicine. Journal of Physics D: Applied Physics, 36(13):Rl67. 

URL hltp://stacks.iop.org/0022-3727 /36/i=l3/a=201. Citado na pág. 1 

Pankhurst et al. (2009) Q. A. Pankhurst, N. T. K. Thanh, S. K. Jones e J. Dobson. Progress 

in applications of magnetic nanoparticles in biomedicine. Journal o/ Physics D: Applied Physics, 

42(22):224001. URL http://stacks.iop.org/0022-3727 /42/i=22/a=224001. Citado na pflg. 8 

Paschalis et al. (2013) Eleftherios I. Paschalis, James Chodosh, Ralph A. Sperling, Borja Salvador

Culla e Claes Dohlman. A novel implantable glaucoma valve using ferrofluid. PLoS ONE, 8(6): 

e67404. dai: 10.1371/journal.pone.0067404. Citado na pi\g. xii, 2, 3 

Pau P.t al. (2012) G. S.H. Pa.u, J.B. Bell, A.S. Almgren, K. M. Fagna.n e M.J. Lijewski. An adaptive 

mesh refinement algorithm for compressible two-phase flow in porous media. Camputational 

Geosciences1 16(3):577- 592. ISSN 1420-0597. doi: 10.1007 /s10596-0ll-9270-2. Citado na pág. 35 

Peskin (1977) C. S. Peskin. Numerical analysis of blood flow in the heart. Journal o/ Comrmta

tional Physics, 25(3):220- 252. Citado na pAg. 15, 16, 35, 99 

Peskin (2002) Charles S Peskin. The immersed boundary method. Acta numerica, 11(0):479 -517. 

Citado na pl!.g. 15, 16, 30, 34, 40 

Peyret e Taylor (1983) Roger Peyret e Thomas D Taylor. Computat,ional methods for fluid fl.ow. 

Citado na pâg. 24 

Pivello (2012) M. R. Pivello. A fully adapti11e front tracking method for the .,imulatio11 of 3D 

two-phase ftows. Tese de Doutorado, Faculdade de Engenharia Mecânica, Universidade Federal 

de Uberlândia , Brasil. Citado na pãg. 5, 26, 40 



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 129 

Pivello et tJl. (2014) M.R. Pivello, M.M. Villar, R. Serfaty, A.M. Roma e A, Silveirn-Neto. A fully 

adapLive frnnt trnckiug method for the simulaLion of two phase flows, lntematio11al Joumal of 
Mulli7J/iu .. ~,1 Flow, 58(0):72 82, ISSN 0301-9322. CltRdo 1111 pAg, 5, 8, 11, 14, 26, 36, 531 82 

Popinet e Zaleski (1999) S. Pupinet e S. Zaleski. A front-tracking algorithm foi· accurate reµre
sentation of surface tensiou, lntematioual Joumal f01· Nume1'ical Metlwds in Fluid.~, 30:775- 793. 
CILado nn pi\g, 35 

Pozrikidis (2004) C. Pozrikidis. A finite-element methocl for interfacial surfactant transport, 
with application to the flow-induced deformation of a viscous drop, Joumal of EngineeT'ing 
Mathematics, 49(2):163 -180. ISSN 0022-0833. doi: 10.1023/B:ENGl.0000017493.02877.4f. Citado 

IIR pág. 8, 11 

Pozrikidis (2011) Constantine Pozrikidis. lnfroduction to theorntical and computational Jfoid 

tlyriam-ics. Oxford University Press. Citado 11a pág. 17, 65, 105, 108 

Raje Moskowitz (1990) K. Raje R. Moskowitz. Commercial applications offenofluids. Journal 
of Magnetism and Magnetic Mater-ials, 85(1-3):233 - 245. ISSN 0304-8853. doi: http://dx. 
dui.urg/10.lOlG/0304-8853(90)90058-X. URL http://www.sciencPdirect.com/science/ arLicle/ pii/ 
030·188539090058X. Citado 11n pág. 8 

Ramsey (2009) Arthur Stanley Ramsey. Elecfricity and magnetism: an introduction to the math

ematical thfw17J. Cambridge University Press. CiLado ua pág. llO 

Regmi et al. {2009) Rajesh Regmi, Correy Black, C. Sudakar, P. H. Keyes, Ratna Naik, G. Lawes, 
Prem Vaishnava, Comei Rablau, David Kalm, :rvfolissa Lavoie, Vijayeudra K. Garg e A. C. 
Oliveira. Effects of fatty acid surfactants on the magnetic aud mag1ietohydrodynamic prop
erties of ferrofluids. Joumal of Applied Physics, 106(11):113902. doi: http: / / dx.doi.org/ 10.1063/ 
1.3259382. URL http://sr.:itatiun.aip.org/c-ontent/aip/joumal/ jap/ 106/ 11 / 10.1063/ l.3259382 . 
Citn<lo un pAg. 11 

Renka (1984) Robert J Renka. Interpulatiuu uf data 011 the surface of a spbere. ACM 'I'ransactions 
on Mathematical Sojtwa,-e (T0MS}, 10( 4):417 -436. Citado na pâg. 31 

Renka (1988a) Robert J. Renka. Multivariate interpolation of large sets of scattered data. A CM 
Transactions on Mathematical Software, 14(2):139 -148. ISSN 0098-3500. doi: 10.ll45/ 45054. 
45055. URL http: //doi.acm.org/ 10.1145/,15054.45055. Citado na pág. 31 

Renka (1988b) Robert J. Renka. Algorithm 660: Qshep2d: Quadratir.: shepard method for bivariate 
interpolation of scattercd data. ACM Transactio1is on Mathematical Software, 14(2):149 -150. 
ISSN 0098-3500. doí: 10.1145/ 45054.356231. URL http;//doi.acm.org/ 10.1145/ 45054.356231. 
CiLa<lo ua pâg. 31 

Reshetnyak (1993) Yu. Gdgur'evich Reshetnyak. Geometry IV: Non-regular Riemannian Geom
etr-y, volume 4. Springer. CiLa<lo na pflg. 32 

Rinaldi et al. (2005) Carlos Rinaldi, Arlex Chaves, Shihab Elborai, Xiaowei (Tony) He e Markus 
Zalm. Magnetic fluid rheology and flows. Oun-ent 0piriion in Colloid & Interface Science, 

10(3-4):141 - 157. ISSN 1359-0294. dai: http:/ / dx.doi.org/10.101G/ j.cocis.2006.07.004. URL 
hlt p: / / www .sciencedirect.com/science/arlicle/ pii/ Sl359029405000385. Citado na pág. 10 

Roache (2009) P.J. Roache. Fundamentals of Verification arid Validatio11. Hermosa Publishers. 
ISBN 97809134 78127. URL http: / /books.guogle.com. br/ books?id=uGdjygAACAAJ . Citado 1111 pég. 

52 

Roma et al. (1999) Alexandre M. Roma, Charles S. Peskin e Marsha J. Berger. An adaptive 
Vl~rsion of the immersed boundary method. Journal of Computational Physic.~, 153(2):509 - 534. 
ISSN 0021-9991. Citado 1111 pl'lg. 4, 2G, 28, 29, 37 



130 REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 

Roma (1996) A.M. Roma. A multilevel self adaptive version of the immersed bo,m,lary method. 
Tese de Doutorado, New York University, New York, Estados Unidos. Cit.ado na pág. 4, 26, 28 

Rosen e Kunjappu (2012} Milton J Rosen e Joy T I<unjappu. Surfactants and interJacial 
phenomena. John Wiley & Sons. Citado na pág. 6, 7, 11 

Rosenberg (1997} Steven Rosenberg. The Laplacian on a Riemannian manifold: an introduction 
to analysis on manifolds. Nwnber 31. Cambridge University Press, 3rd ed. Citado na pág. 102 

Rosensweig (2001) R.E. Rosensweig. Ferrofluids: Introduction. Em I<.H. Jürgen Busdmw, 
Robert W. Cahn, Merton C. Flemings, Bernhard Ilschner, Edward J. Kramer, Subhash Ma
hajan e Patrick Veyssiêre, editors, Encyclopedia of Materiais: Science and Technology (Second 
Edition), páginas 3093 - 3102. Elsevier, Oxford, second edition ed. ISBN 978-0-08-043152-9. 
doi: http://dx.doi.org/10.1016/B0-08-043152-6/00550-7. URL http://www.sciencedirect.com/ 
science/article/pii/B0080431526005507. Citado na pág. 8 

Rosensweig (1996) Ronald E Rosensweig. "Conceptual Applications of Magnetic Fluids'~ in Mag
netic Fluids and Applications Handbook,. Courier Dover Publications. Berkovski, B. (Editor-in
Chief), Begell House, New York, pp.591-654. Citado na pflg. 8 

Rosensweig (1997) Ronald E Rosensweig. Ferrohydrodynamics. Courier Dover Publications. 
Citado na pâg. 8, 11, 17, 18, 19, 110, 111, 112, 113 

Rowe et al. (1999) Jonathan A Rowe, Jay C Erie, Keith H Baratz, David O Hodge, Darryl T Gray, 
Linda Butterfield e Dennis M Robertson. Retinal detachment in olmsted county, minnesota, 1976 
through 1995. Ophthalmology, 106(1):154 -159. Citado na pâg. 4 

Sahr et al. (2003) I<evin Sahr, Denis White e A. Jon Kimerling. Geodesic discrete global 
grid systems. Cartography and Geo_qmphic lnformation Sr.ience, 30(2):121- 134. doi: 10.1559/ 
152304003100011090. URL http://dx.doi.org/10.1559/152304003100011090. Citado na pág. 52, 82 

Saint-Venant (1843) Barré de Saint-Venant. Notea joindre au mémoire sur la dynamique des 
fluides, présenté le 14 avril 1834. Comptes-Rendus Hebdomadairns des Séances de l'Académfo des 
Sciences, 17:1240- 1243. CIL11do no. pág. 13 

Schepens e Bahn (1950) CL Schepens e GC Bahn. Examination of the ora serrata: its importance 
in retinal detachment. AMA archives of ophthalmolo,qyJ, 44(5):677-690. Citado na pãg. 3 

Schramm (2000) Laurier L Schramm. Surfactants: fundamentais and applications in the petmleum 
industry. Cambridge University Press. Citado 1111. pág. 6 

Scriven (1960) L. E. Scriven. Dynamics of a fluid interface. Chemical Enginee1'Íng Science, 12: 
98. Citado na pâg. 16 

Sherwood (2010) Lauralee Sherwood. Human Physiology: From Cells to Systems: From Cells to 
Systems. Cengage Learning. Citado na pâg. xii, 4 

Shi et al. (2014) Dongxiao Shi, Qincheng Bi e Rongqi Zhou. Numerical simulation of a falling 
ferrofluid droplet in a uniform magnetic field by the voset method. NumeT'ical Heat Transfer, 
Part A: Applícations, 66(2):144- 164. doi: 10.1080/10407782.2013.869459. URL http: //dx.doi. 
org/10.1080/10407782.2013.869459. Citado na pâg. 4, 9, 82 

Shin et al. (2005) Seungwon Shin, S.I. Abdel-Khalik, Virginie Daru e Damir Juric. Accurate 
representation of surface tension using the levei contour reconstruction method. Joumal of Com
putational Physics, 203(2):493 - 516. ISSN 0021-9991. doi: http://dx.doi.org/10.1016/ j.jcp.2004. 
09.003. URL http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0021999104003894. Citado 1111 pAg, 

35 



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 131 

Shliomis (2001a) Mark I. Shliomis. Comment 011 "magnetoviscosity and relaxation in ferrofluids". 
Phys. Rev. E, 64:063501. doi: 10.1103/ PhysRevE.64.063501. URL http: // link.aps.org/doi/10. 
1103/PhysRevE.G4.0G3501. Ci~aclo ua p'1g. 10 

Shliomis {2001b) l\fark 1. SWiomis. Ferrohydrodynamics: Testing a third magnetization equation. 
Phys. Rev. E, 64:060501. doí: 10.1103/ PhysRevE.64.060501. URL hf tp: // link.aps.org/ doi/ 10. 
1103/PhysRevE.ü<l.060501. Citado na pflg. 10 

Shliomis (2002) Mark I Shliomis. Ferrohydrodynamics: Retrospective and issues. Em Ferrnfluids, 
páginas 85 111. Spriuger. Cilada 11a pflg. 10 

Singh e Shyy (2007) Rajkeshar Singh e Wei Shyy. Three-dimensiunal adaptive cartesian grid 
method with conserva.tive interface restructuring aud reconstruction. Joumal of Computational 
Pliy.~ics, 224(1):150 167. ISSN 0021-9991. doi: http: / /dx.tloi.org/10.1016/j.jcp.2006.12.026. 
URL ht tp://www.scienceclirect.com/ science/artide/pii/S002199910600622X. Cilada na pflg. 60 

Spencer et al. (1970) Louis M Spencer, Robert Y Foos e Bradley R Straatsma. Enclosed bays of 
the ora serra.ta: Relationship to retina tears. A1·chive.~ of ophtlrnlmology, 83(4):421 425. Cilada ua 

pl'lg. 3 

Stokes (1845) G.G. Stokes. On the theories of Lhe interna! friction of fluids in motion. Tmns. 
Cambridge Philos. Soe., 8:287-319. Mathematical and Physical Papers 1, 75-129. Cita<lo na pãg. 14 

Stone (1990) H.A. Stone. A simple deriv-ation of the time-dependent convective-diffusion equatiou 
for surfactant transport along a deforming interface. Physics of Fluids A, 2(1):111- 112. Citado na 

pâg. 16, 103, 106, 107 

Sunderland et al. (2006) Christopher J. Suuderland, Matthias Steiert, James E. Talmadge, 
Austin M. Derfus e Stephen E. Barry. Targeted nanoparticles for detecting and treating can
cer. Dmg Development Research, 67(1):70· 93. ISSN 1098-2299. doi: 10.1002/ ddr.20069. URL 
http://dx.doi.org/ 10.1002/ ddr.200ü9. Citado ua pâg. 1 

Séro-Guillaume et ai. (1992) O.E. Séro-Guillawne, D. Zouaoui, D. Bernardin e J.P. Brancher. 
The shape of a magnetic liquid drop. Joumal of Fluid Mechanics, 241(1):215- 232. Citado na pflg. 

18 

Tadmor et al. (2000) R. Tadmor, R.E. Rosensweig, J. Frey e J. Klein. Resolving the puzzle of fer
rofluid dispersa.nts. Langmufr, 16(24):9117 9120. URL http://www.scopus.com/inwartl/record. 
url?eid=2-s2.0-0034318866&partnerID= 4.0&md5= 0e4b19a62ü13Gd60led04Gd8bG0494el . cited 
By (since 1996)79. Cltndo 11a pflg. 19 

Teigen e Munkejord (2010) K.E. Teígen e S.T. Munkejord. Influem:e of surfactant on drop 
deformation in an electric field. Physics of Fluids, 22(11). URL http: //www.scopus.com/inward/ 
record.url?cid= 2-s2.0-79251549207&partnerID=40&md5=cefefadb4dfOc403e608c2bef3fcd85a. 
Citndo un pàg. 7 

Teigen et al. (2010) K.E. Teigen, K.Y . Lervag e S.T. Munkejord. Sharp interface simulations on 
surfactant-covered drops ín electric fields. J. C.F. Pe1·eira, A. Sequeim, {Eds.}. Citado na pãg. 7 

Thacker et al. (2010) William I. Thacker, Jingwei Zhang, Layne T. Watson, Jeffrey B. Birch, 
Manjula A. Iyer e Michael W. Berry. Algorithm 905: Sheppack: Modified shepard algorithm for 
interpolation of scattere<l multív-.i.riate data. ACM Trans. Math. Softw., 37(3):34:l - 34:20. ISSN 
0098-3500. doí: 10.1145/1824801.1824812. URL htlp: //doi.acm.org/ 10.1145/1824801.1824812. 
Citado ua pãg. 31 

Thurm e Odenbach (2003) Steffen Thurm e Stefan Odenbach. Particle size distribution as key 
para.meter for the flow behavior offerrofluids. Physics of Fluids {1994-present), 15(6):1658- 1664. 
Citado ua pãg. 11 



L 

132 REFERtNCIAS DIDLIOGRÃFICAS 

Torchilin (2000) Vladimir P Torchilin. Drug targeting. European Journal of Pharma-

ceutical Sciences, 11, Supplement 2(0):S81 S91. ISSN 0928-0987. doí: http: //dx.doi. 

org/10.1016/S0928-0987(00)00166-4. URL http://www.sciencedircct.com/science/art;icle/pii/ 

S0928098700001664. Frontiers in Biopharmacy. Citado na pâg. 1 

Tryggvason et al. (2001) G. Tryggvason, B. Bunner, A. Esmaeeli, D. Juric, N. Al-Rawahi, 
W. Tauber, J. Han, S. Nas e Y.-J. Jan. A Front-Tracking l\Iethod for the Cornputations of 
Multiphase Flow. Jou.rnal of Gomputational Physics, 169(2):708- 759. Citado na pâg. 13, 14, 19, 35 

Tryggvason e Scardovelli (2011) Grétar Tryggvason e Ruben Scardovelli. Direct numerical 

simulations of gas-liquid multiphase fiows. Cambridge University Press. Citado na pág. 14, 19, 40 

Témam (1969) R. Témam. Sur l'approximation de Ia solution des équations de navier-stokes 

par la méthode des pas fractionnaires (ii) . Archive for Rational Mechanics and Anal11sis, 33(5): 
377 385. ISSN 0003-9527. Citado na pâg. 23, 36 

Unverdi e Tryggvason (1992) S. A. Unverdi e G. Tryggvason. A front-tracking method for 
viscous, incompressible, mulli-fluid flows. Journal of Computational Physics, 100:25 -37. Citado na 

pâg. 13, 14, 19, 35 

Van Kan (1986) JJIM Van Kan. A second-order accurate pressure-correction scheme for viscous 

incompressible flow. SIAM Journal on Scientific and Statistical Computing, 7(3):870-891. Citado 

na pâg. 39 

Veguera e Dikansky (2005) Janna G. Veguera e Yury 1. Dikansky. Periodical structure in a mag
netic fluid under the action of an electric field and with a shear flow. Journal of Magnetism and 

Magnetic Materiais, 289(0):87 - 89. ISSN 0304-8853. doí: http://dx.doi.org/10.1016/ j.jmmm. 
2004.11.025. URL http://www.sciencedirect.com/ science/ artícle/pii /S0304885304012508 . Pro
ceedings of the 10th International Conference on Magnetic Fluids. Citndo na pág. 10 

Villar (2007) M.M. Villar. Análise numérica detalhada de P.scoamentos multifásicos bidimension

ais. Tese de Doutorado, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlâ.ndia, Brasil. Citado na pâg. 5, 
26 

Voltairas et al. (2002) P.A. Voltairas, D.I. Fotiadis e L.K. Michalís. Hydrodynamics of rnag

netic drug targeting. Joumal of Biomechanics, 35(6):813 - 821. ISSN 0021-9290. doí: 
http:/ /dx.doi.org/10.lOHi / S0021-9290(02)00034-9. URL http://www.sciencedirect.com/science/ 
article/pii/S00219290020003,19. CiLado na pâg. 9 

Wang e Ruuth {2008) D. Wang e S.J. Ruuth. Variable step-sí:i.e implicit-explicit linear multistep 
methods for time-dependent partial dífferentía.l equa.tions. Joumal of Computational Mathemat

ics, 26(6) :838- 855. Citado na pâg. 12, 23, 36, 37, 38, 99 

Waxme.n (1984) A. M, Waxm11.11. Dyna.mics of a. couple-stress fluid membrana. Stml. Avpl. Math., 

70:63. Citado na pág. 16 

Weatherburn (1939) C. E. Weatherburn. Dilfernnlial GeometryJ of Tlm:e Dimensions Vol. I. 
Cambridge Univ. Press, Cambridge. UK. Citado na pâg. 42, 105, 108 

Wong et al. (1996) Harris Wong, David Rumschít:i.kí e Charles Maldarelli. On the surfactant ma:;s 
balance at a deforming fluid interface. Physic.~ of Fluids, 8(11):3203- 3204. doi: http: //dx.doi. 
org/ 10.1063/1.869098. URL hLtp:/ /sdtation.aip.org/content/aip/journal/pof2/8/11/10.1063/1. 
869098. Citado na pág. 16, 106 

Xu e Tang (2006) C. Xu e T. Tang. Stability analysis of large time-stepping methods for epitaxial 
growth models. SIAM Joumal on Numerical Analysis, 44(4):1759- 1779. doí: 10.1137 / 050628143. 

URL http://epubs.siam.org/doi/abs/10.1137 / 050628143. Citado na pâg. 38 



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 133 

Xu et al. (2006) Jian-Jun Xu, Zhilin Li, John Lowengrub e Hongkai Zhao. A level-set meLhod for 
interfacial flows with surfactaut. Joumu.l of Computational Physics, 212(2):590 - 616. ISSN 
0021-9991. doí: http:/ /dx.doi.org/ 10.1016/j.jcp.2005.07.016. URL htLp://www.sciencedirect. 
com/ science/ article/ pii / S0021999105003475. Citado na pãg. 7 

Xu et al. {2012) Jian-Jun Xu, Yin Yang e John Lowengrub. A level-set continuum method 
for two-phase flows with insoluble surfactant. Jou.mal of Compu.tational Physics, 231(17):5897 
- 5909. ISSN 0021-9991. doi: http:// dx.doi.org/ 10.l016/ j.jcp.20l2.05.Ul4. URL http://www. 
scicncedirect.com/science/ article/ pii/ S0021999112002562. Citado na pãg. 7 

Yang e James (2007) X. Yang e A.J. James. An arbitra.ry Lagrangian-Euleria.n (ALE) ruethod 
for interfacial flows with insoluble surfacta.nts. Fluid Dynamics & Materiais Processing, 3:65- 96. 
Citado na pâg. 7 

Yokoi (2008) K. Yokoi. A Numerica.l Method for Free-Surface Flows and Its Application to Droplet 
Impact on a Thin Liquid Layer. Joumu.l of Scientific Computing, 35(2):372- 396. Citado na pág. 15 

Yon e Pozrikidis (1998) Steve Yon e C. Po,1rikidis. A finite-volume/boundary-elcment method 
for flow past interfaces in the presence of surfa.ctants, with applicatiou to shear flow past a 
viscous drup. Compute1·s & Ffoid.<t, 27(8):879 - 902. ISSN 0045-7930. dai: http://dx.doi. 
org/10.1016/ S0045- 7930(98)00013-9. URL http://www.sciencedirect.com/ sc.:ience/article/ pii/ 
S0045793098000139. Citado na p/lg. 7 

Yue et al. (2012) P. Yue, S. Lee, S. Afkhami e Y. Renardy. On the motion of superpa.ramaguetic 
particles in magnetic drug targeting. Actu. Meclwnica, páginas 1-23. Citado nn pág. 9, 18, 19 

Zaitsev e Shliomis (1968) V.M. Zaitsev e M.I. Shliomis. The hydrodynamics of a ferromagnetic 
fluid. Joumal of Applied Mechu.11ics and Teclmical Physics, 9(1):24- 26. ISSN 0021-8944. doi: 
10.1007 / BF00923458. URL http: //dx.doi.org/ 10.1007 / BF00923458. Citado na pàg. 10 

Zeytounian (2012) Radyadour Kh Zeytounian. Navier-Stokes-Fou.,1.er Equations: A Rational 
ÂS?Jmptotic Modelling Point of View. Springer. Citado ua pág. 14 

Zhu et al. (2011) G.P. Zhu, N.T. Nguyen, R.V. Ramanujan e X.Y. Huang. Nonlinear deformation 
of a ferrofluid droplet in a uniform magnetic field. Langmufr, 27{24}:14834 -14841. Citado na pâg. 
9, 18 

Ziolo et al. (1992) Ronald F. Ziolo, Emmanuel P. Gia.nnelis, Bernard A. Weinstein, Michael P. 
O'Horo, Bishwanath N. Ganguly, Vivek Mehrotra, Michael W. Russell e Donald R. Huff
man. Matrix-mediated synthesis of nanocrystalline y-fe2o3: A new uptically transparent mag
netic material. Science, 257(5067):219-223. doi: 10.1126/ science.257.5067.219. URL http: 
/ / www.sciencemag.org/content/257 /5067 /219.abstract. Citado ua pág. 8 



.. 
lndice Remissivo 

célula 
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conservação 

nmnérica de massa de surfactante, 60 

DFT, veja transformada discreta de Fourier 

domínio 
euleriano, 15 

DSP, veja processamento digital de sinais 
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de Navier-Stokes, 53 
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de Maxwell, 20, 21, 112 
de Navier-Stokes, 14, 20 
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incompressível, 19, 21 

extrapolação de Richardson, 26 
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contínua, 14, 70 
dispersa, 14, 70 

ferrofluido, 12, 65, 68, 70, 75, 76 

fluido 
bifásico, 19, 21 

força 
magnética, 55 

Fourier 
transformada, veja transformada de Fourier 
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de Heaviside, 14 
indicadora 

de fluidos, 14 
indicadora de fluidos, 14 

Método 
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método 
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de acompanhamento de fronteira, 14 

de Runge-Kutta, 66 

de volumes finitos, 58 
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front-tracking/front-capturing, 13 
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de Bond magnético, 70, 75, 76 
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nível 
base, 28 

norma, 51 

permeabilidade magnética, 70, 75 

razão 
de cisalhamento, 65, 75 

de deformação de Taylor, 75, 80 

de viscosidade, 65- 69, 75, 76, 80 

Refinamento adaptativo de malhas, 25 
retalhos (patches), 25 

STFT, veja transformada de Fourier de tempo 

reduzido 
surfactante, 12, 65 69 

suscetibilidade magnética, 70, 75 

técnica 
AMR, 25 

TBP, veja periodicidade região codificante 
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