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Resumo

BULHOSA, L. C. Dinâmica de uma Epidemia com Migração de Indivíduos. 2016. 104 f.

Dissertação (Mestrado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São

Paulo, 2016.

O rápido espalhamento de doenças infecciosas em escalas local e global tem chamado atenção

para a importância de modelos matemáticos que descrevem epidemias considerando a mobilidade

das pessoas. O objetivo deste trabalho é entender a dinâmica do espalhamento de doenças infec-

ciosas em humanos, através de um modelo de equações diferenciais ordinárias. O modelo descreve

uma doença do tipo SIR (Suscetíveis-Infectados-Recuperados) e incorpora a mobilidade das pessoas

entre regiões. Pessoas infectadas podem transmitir a doença para outras pessoas na mesma região

e para pessoas nas regiões para onde ela se desloca. Estabeleço condições para existência e estabil-

idade dos equilíbrios relevantes para o sistema: aquele onde não há doença e aquele onde a doença

persiste. O deslocamento de indivíduos pode ser descrito por uma matriz com as taxas de transição

entre as regiões. As análises envolvem os casos onde essa matriz é considerada redutível e irredutível.

Palavras-chave: Modelo epidêmico, multi-grupo, mobilidade.
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Abstract

BULHOSA, L. C. Dynamics of an Epidemic with Migration of Individuals. 2016. 104 f.

Dissertação (Mestrado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São

Paulo, 2016.

The fast spread of infectious diseases at local and global scales has called attention to the

importance of mathematical models describing epidemics considering the mobility of people. The

objective of this work is to understand the dynamic of the spread of infectious diseases in humans,

through a model of ordinary di�erential equations. The model describes a disease of type SIR

(Susceptible-Infected-Recovered) and incorporates the mobility of people between cities. Infected

people can transmit the disease to others in the same city and to people in the cities where it

moves. Establish conditions to the existence and stability of relevant equilibriums for the system:

one where no disease and that where the disease persists. The displacement of individuals can be

described by a matrix with transition rates between cities. The analyzes involve cases where this

matrix is considered reducible and irreducible.

Keywords: Epidemic model, multigroup, mobility.
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Capítulo 1

Introdução

Inicialmente, novas doenças infecciosas podiam se espalhar tão rápido e tão longe quanto as
pessoas podiam caminhar. Então, tão rápido e tão longe quanto os cavalos podiam galopar e os
navios podiam navegar. Com o advento das viagens globais, os últimos cinco séculos têm visto mais
novas doenças que nunca antes se tornaram potenciais pandemias (Tatem et al., 2006).

Os avanços das redes de transporte moderno, juntamente com o crescimento da atividade
econômica e do turismo, têm contribuído para o espalhamento local e global de doenças infecciosas,
facilitando o movimento dos vetores das doenças e das doenças que eles carregam.

Entender as características da transmissão de doenças infecciosas em comunidades, regiões e
países nos leva a melhores maneiras de conter o seu espalhamento. Nesse sentido, modelos matemáti-
cos têm tido um papel importante, sendo usados em comparação, planejamento, implementação,
avaliação e em vários programas de detecção, prevenção, terapia e controle (Hethcote, 2000). Neste
trabalho são reunidos os resultados obtidos com o uso de modelos de equações diferenciais ordinárias
que incorporam características da mobilidade humana.

1.1 Motivação

O espalhamento de doenças infecciosas tem acompanhado a história da humanidade. Um exem-
plo importante do ponto de vista histórico é a Peste Negra na Europa, no século 14, que causou a
morte de aproximadamente 25 por cento da população nesta região. A praga foi trazida da Itália,
por navios vindos do Leste, no �nal de 1347. Ela se espalhou em muitas partes da Europa através dos
séculos 14, 15 e 16, com diferentes graus de intensidade e mortalidade. Em 1665, a praga reapareceu
em Londres e matou mais que 68 mil pessoas na cidade (Shausan, 2014).

Um outro exemplo histórico signi�cativo é a disseminação da varíola. A varíola se espalhou
através do mundo, primeiro através da Ásia, começando no primeiro século a.C., e então através
da Europa e do norte da África. Com a colonização européia, a doença foi levada às Américas
Central, do Sul, do Norte e ao sul da África, nos séculos 16 e 17. Até a vacinação ser introduzida,
no �m do século 18, a disseminação de varíola foi mundial. Em 1920 a varíola era endêmica na
maior parte dos países, sendo presente em 124, e ausente apenas nos países da Oceania e em
16 países nos 4 continentes. Os únicos países da Oceania com populações grandes o su�ciente
para ter suportado uma endemia de varíola eram a Austrália e a Nova Zelândia, os quais foram
protegidos pela distância e por um sistema efetivo de quarentena via portos marítimos e poucas
importações, as quais eram controladas na entrada. Nas Américas, dezenas de milhares de casos de
varíola foram reportados anualmente nos anos de 1930 no México, alguns países da América do Sul e
Estados Unidos (Fenner et al., 1988). Quando a Organização Mundial da Saúde (OMS) começou um
programa global de erradicação da varíola em 1967, haviam aproximadamente 15 milhões de casos
por ano, dos quais 2 milhões morriam e outros milhões eram des�gurados pela doença (Hethcote,
2000).

Durante o século 20, a in�uenza foi a principal doença infecciosa a ser in�uenciada pelo cresci-
mento da rede de transportes global e a mostrar comportamento pandêmico (Tatem et al., 2006).
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2 INTRODUÇÃO 1.1

Um subtipo H1N1 levou a uma pandemia nos anos 1918 e 1919, que matou aproximadamente meio
milhão de pessoas nos Estados Unidos e 20 milhões de pessoas no mundo. Pandemias também ocor-
reram em 1957, vindo da gripe asiática (um subtipo H2N2), e em 1968, vindo da gripe em Hong
Kong (um subtipo H3N2) (Hethcote, 2000).

A SARS (Severe Acute Respiratory Sindrome) é a primeira severa e transmissível nova doença
a emergir no século 21. Ela mostrou uma clara capacidade de se espalhar ao longo das rotas do
tráfego aéreo internacional. Os maiores surtos foram concentrados onde há maior �uxo na rede
de transportes (hubs) ou nas áreas com maior densidade populacional. A OMS considerou todo
país com aeroporto internacional, ou que faz fronteira com uma área de recente transmissão, como
um risco potencial de surto (WHO, 2003). Em 21 de fevereiro de 2003, um físico de Guangdong,
Província Chinesa, se hospedou em um hotel em Hong Kong, passando o vírus a outros 16 hóspedes
(Tatem et al., 2006). O número total de casos ultrapassou 5000 em 28 de Abril, 6000 em 2 de Maio
e 7000 em 8 de Maio, reportados de 30 países, nos seis continentes (WHO, 2003).

Alguns anos depois, em Março e início de Abril de 2009, um novo vírus de origem suína, in�uenza
A (subtipo H1N1), emergiu no México e nos Estados Unidos. Durante as primeiras semanas, o vírus
se espalhou no mundo, alcançando 30 países, levando a OMS a declarar alerta de pandemia tipo 5,
de 6 (Khan et al., 2009). Mais uma evidência do impacto da mobilidade humana no espalhamento
de doenças infecciosas.

Doenças infecciosas continuam a ser a maior causa de sofrimento e mortalidade em países em
desenvolvimento. Além da importância do ponto de vista humano, os surtos e os espalhamentos
das doenças causam impacto na economia, nas viagens, no turismo, no dia-a-dia das pessoas, no
funcionamento de escolas, hospitais, e são responsáveis por um alto custo para a saúde pública
(Hethcote, 2000), (WHO, 2003), (WHO, 2016b).

Sobre este fato temos, por exemplo, o vírus da imunode�ciência humana (HIV). Desde a sua
identi�cação, há 30 anos atrás, a epidemia da síndrome da imonude�ciência humana (AIDS) tem
excedido todas as expectativas (P.Piot et al., 2001). Além de fatores como pobreza e desigualdades
sociais, que di�cultam o acesso à prevenção, identi�cação e tratamento da doença, a migração
também é apontada como responsável pelo seu espalhamento (P.Piot et al., 2001). Em 2014, 36, 9
milhões de pessoas já viviam com o vírus HIV no mundo, aproximadamente 2 milhões de novas
pessoas foram infectadas, das quais 1, 4 milhões na África Sub-Saariana. Nesse mesmo ano, 1, 2
milhões morreram com doenças relacionadas a AIDS, das quais 790 mil na África Sub-Saariana.
Esforços para conter a doença, identi�car as pessoas que ainda não sabem que estão infectadas e
oferecer tratamento para quem ainda não tem acesso irão necessitar de um aumento nos custos de
$9 bilhões no mundo, alcançando um pico de $31, 1 bilhões até o ano de 2020, de acordo com a
UNAIDS (UNAIDS, 2015).

No �nal de 2014, um surto de Ebola na África chamou a atenção mundial. Foram 28646 casos e
11323 mortes, dos quais 28610 casos foram reportados em Guiné, Libéria e Serra Leoa, com 11308
mortes. A maioria destes casos e mortes foram reportados entre Agosto e Dezembro de 2014. A
incidência da doença declinou como resultado do tratamento e da isolação desses países. Sete países,
Itália, Mali, Nigéria, Senegal, Espanha, Inglaterra e os Estados Unidos da América, reportaram os
outros casos da doença (WHO, 2016c).

A dengue, doença encontrada nos países de clima tropical e subtropical, tem como vetor o
mosquito Aedes Aegypti. A dengue hemorrágica foi reconhecida pela primeira vez em 1950, durante
uma epidemia de dengue nas Filipinas e na Tailândia. Hoje, ela afeta a maioria dos países asiáticos e
latino-americanos, sendo uma grande causa de hospitalização e morte entre crianças nessas regiões.
Antes de 1970, epidemias de dengue hemorrágica aconteceram em apenas 9 países. A doença é agora
endêmica em mais de 100 países nas regiões (classi�cadas pela OMS) da África, das Américas,
Mediterrâneo Leste, Sudeste Asiático e Pací�co Oeste. Em 2010, 2012 e 2013 foram reportados
casos de dengue em mais de 10 países europeus, nos Estados Unidos e em uma província da China.
Dados reportados a OMS indicam que não apenas o número de casos de dengue continua a crescer,
mas também estão ocorrendo surtos explosivos. Em 2015 foram reportados 2, 35 milhões de casos
de dengue apenas nas Américas, dos quais 1, 5 milhões ocorreram no Brasil (WHO, 2016b). Em
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2008, cerca de $1 bilhão já estava sendo gasto em controle e prevenção da dengue, em nível nacional
(WHO, 2012).

Viajantes têm um papel importante na epidemiologia global das infecções de dengue. Eles car-
regam diferentes sorotipos de dengue e frequentemente levam o vírus de países em desenvolvimento,
onde não há laboratórios especializados para identi�car o sorotipo, para países desenvolvidos onde
pode ser feita a identi�cação. Informações sobre os viajantes também são utilizadas para alertar a
comunidade internacional para epidemias e endemias em áreas não vigiladas, espalhamento geográ-
�co de sorotipos e novas áreas com risco de dengue hemorrágica (WHO et al., 2009).

Além do vírus da dengue, o Aedes Aegypti é responsável pela transmissão da chikungunya, e da
zika. A chikungunya já foi identi�cada em cerca de 40 países, na maioria africanos e asiáticos. Surtos
menores aconteceram na América e casos foram reportados na Itália, transportados por viajantes
(WHO, 2016a). Já a infecção pela zika, em Fevereiro de 2016, se moveu rapidamente através da
larga região ocupada pelo mosquito Aedes nas Américas, tendo casos reportados em mais de 20
países americanos, além de milhões de casos em Cabo Verde, oeste da África. A OMS declarou a
infecção da zika, associada com a microcefalia e outros problemas de desordem neurológica, como
uma Emergência em Saúde Pública de Preocupação Internacional (Kindhauser et al., 2016).

Ainda que os avanços da medicina e os esforços dos pro�ssionais de saúde ajudem a conter
o espalhamento das doenças e a diminuir a morbidez e a mortalidade que elas causam, a veloci-
dade de locomoção permitida pela rede de transportes atual e o aumento da mobilidade humana
no mundo, causada pelo crescimento da atividade econômica e do turismo, contribuem para um
rápido espalhamento de doenças infecciosas, espalham diferentes sorotipos de vírus, permitem o
movimento dos vetores das doenças e, consequentemente, das doenças que eles carregam, tornando
as pessoas mais suscetíveis a epidemias locais e globais, vindas de doenças já conhecidas, ou de
doenças completamente novas.

Há muito tempo, modelos matemáticos são utilizados em programas de detecção, prevenção
e controle de doenças infecciosas. Acompanhando as epidemias que emergiram ou reemergiram
neste século, o estudo de modelos matemáticos incorporando características de mobilidade é uma
importante ferramenta para entender o impacto da moderna mobilidade humana no espalhamento
de doenças infecciosas.

1.2 Modelagem Epidêmica

Os indivíduos são organizados nos modelos de acordo com seus estados epidemiológicos. Se uma
mãe foi infectada, alguns dos seus anticorpos são transferidos para o �lho pela placenta, então o
bebê nasce com imunidade passiva temporária, entrando na classe de imunidade passiva (M). Depois
que os anticorpos desaparecem do corpo, eles se movem para a classe de indivíduos suscetíveis (S),
aqueles que podem se tornar infectados. Os bebês vindo de mães que nunca tiveram a doença
também entram na classe dos suscetíveis. Quando um indivíduo suscetível entra em contato com
um indivíduo que está infectado e a transmissão ocorre, ele se move para a classe dos expostos
(E), aqueles que já foram infectados, mas não são capazes de transmitir a doença. Terminando o
período de latência da doença, indivíduos expostos se movem para a classe de indivíduos infecciosos
(I), aqueles capazes de passar o vírus a outras pessoas. Uma vez recuperados os indivíduos podem
adquirir imunidade temporária e, em seguida, voltar a ser suscetíveis, ou ter imunidade permanente,
entrando na classe dos indivíduos recuperados (R), como mostra a Figura (1.1).

Um modelo com essas cinco classes, onde um recuperado adquire imunidade temporária, é deno-
tado MSEIRS, um modelo com a imunidade permanente é denotado MSEIR. Se não há imunidade
passiva e o período latente é muito curto temos um modelo SIRS, e se o período de imunidade é tão
curto que pode ser ignorado, esse modelo se torna um SIS. Ajustando os compartimentos de acordo
com as características das doenças podemos ter modelos MSEIRS, MSEIR, SEIRS, SEIR, SIRS,
SIR, SEIS, SEI, SIS e SI. Neste trabalho trataremos de um modelo SIR, onde indivíduos nascem
suscetíveis, se tornam infecciosos e, em seguida, recuperados com imunidade permanente, como
mostra a Figura (1.2). Doenças que seguem esse padrão são, por exemplo, a in�uenza e doenças da
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Figura 1.1: Fluxograma de um modelo MSEIR. Indíviduos nascidos com imunidade passiva entram na classe
M e os nascidos sem imunidade entram na classe S de indivíduos suscetíveis. Um indivíduo suscetível, ao se
infectar, passa para a classe E de indivíduos expostos. Passando a fase de latência da doença, o indivíduo
se torna infeccioso, entrando na classe I, onde �ca até a recuperação da doença, quando entra na classe R
de indivíduos recuperados. Mortes podem acontecer em qualquer uma das classes.

infância como sarampo, catapora e caxumba (Hethcote, 2000), (Allen, 2011).

Figura 1.2: Fluxograma de um modelo SIR. Não existe transmissão vertical da doença, então todos os
indíviduos nascem suscetíveis, na classe S. Um indivíduo suscetível, ao se infectar, se torna infeccioso,
passando para a classe I, onde �ca até a recuperação da doença, quando entra na classe R de indivíduos
recuperados, com imunidade permanente. Mortes podem acontecer em qualquer uma das classes.

O primeiro modelo matemático completo para o espalhamento de doenças infecciosas que rece-
beu atenção na literatura foi o modelo determinístico de Kermack e McKendrick. Eles utilizaram
um sistema de equações diferenciais ordinárias para descrever a dinâmica de uma doença SIR
em uma população homogênea. Nessa análise eles obtiveram o importante resultado de que para
uma epidemia ocorrer o número de suscetíveis na população deve ultrapassar um valor limiar
(Kermack e Mckendrick, 1927). Daí a idéia de vacinar uma parte da população, tornando essa parte
imune à doença e, consequentemente, reduzindo o número de suscetíveis. Não vamos comentar aqui
todas as importantes passagens na história da modelagem epidêmica. Os livros que provavelmente
receberam maior atenção e que trazem detalhes históricos são os de Bailey (Bailey, 1975) e Ander-
son e May (Anderson e May, 1991), e mais recentemente os de Daley e Gani (Daley e Gani, 1999)
e de Dieckmann e Heesterback (Diekmann e Heesterbeek, 2000) (ver (Anderson e Britton, 2000)).
Arino faz um resumo histórico sobre os modelos determinísticos com movimento de indivíduos en-
tre grupos (Arino, 2009). Vamos comentar apenas os estudos mais recentes ligados diretamente às
técnicas abordadas neste trabalho.

O número de reprodução básico, R0, é um parâmetro limiar conhecido dentro dos modelos
epidêmicos, de�nido como o número médio de infecções produzidas quando um indivíduo infec-
cioso é introduzido dentro de uma população inteiramente suscetível. Uma doença pode se tornar
endêmica numa população se, e somente se, seu número de reprodução básico é maior que um. Para
modelos com apenas um grupo, este parâmetro limiar é dado pelo produto da taxa de infecção pelo
período médio infeccioso. P. van den Driessche e J. Watmough (van den Driessche e Watmough
, 2002) consideraram um modelo multi-grupo, obtiveram uma expressão para o número de repro-
dução básico deste modelo, e mostraram, como no modelo com apenas um grupo, que ele é um
parâmetro limiar para a invasão da doença na população. Os primeiros exemplos de aplicação deste
método foram dados por J. Arino e P. van den Driessche. Eles estudaram modelos SIS e SEIRS,
obtiveram uma fórmula explícita para calcular o número de reprodução básico destes modelos e
limitações para R0 foram determinadas. O ponto de equilíbrio desses sistemas onde a doença não
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existe foi provado ser único e simulações numéricas indicaram que a mobilidade pode estabilizar ou
desestabilizar este equilíbrio (van den Driessche e Arino, 2003), (Arino e van den Driessche, 2003).
Os modelos utilizados por eles são uma extensão do modelo introduzido por L. Sattenspiel e K.
Dietz (Sattenspiel e Dietz, 1995), em que são consideradas a zona onde o indivíduo reside e a
zona onde ele se encontra em qualquer instante de tempo. Esta abordagem foi usada numerica-
mente por L. Sattenspiel e K. Dietz para estudar a transmissão de sarampo nas ilhas do Caribe da
República Dominicana, por L. Sattenspiel e outros para estudar o espalhamento da in�uenza no
Canadá (Sattenspiel e Herring, 1998), o efeito da quarentena (Sattenspiel e Herring, 2003) e a in-
�uência dos padrões de mobilidade (Sattenspiel et al., 2000). Fulford, Robert e Heesterbeek, Wang e
Zhao estudaram outros modelos para o espalhamento de doenças entre zonas (Fulford et al., 2002),
(Wang e Zhao, 2004). Ruan, Wang e Levin usaram o modelo introduzido por Sattenspiel e Dietz
(1995) para estudar o espalhamento global da SARS (Ruan et al., 2006).

Devido a grande escala e a complexidade dos modelos multi-grupos, o progresso da matemática
na análise da sua dinâmica global caminhou mais lentamente. Em particular, a questão da unicidade
e estabilidade global do equilíbrio endêmico, quando o número de reprodução básico é maior que um,
permaneceu aberto por muito tempo. Para um modelo multi-grupo com subpopulações variando,
quem primeiro teve sucesso em estabelecer a dinâmica global do sistema foi H. Guo, M. Y. Li e
Z. Shuai (Guo et al., 2006). A análise proposta por eles envolve o uso de uma classe de funções
de Lyapunov já muito utilizada na literatura, mas o ponto chave foi uma descrição completa dos
padrões complicados exibidos nas derivadas das funções de Lyapunov, usando teoria de grafos.
Depois desta publicação vários modelos passaram a ser analisados usando esta abordagem, mas
sem incorporar a migração entre os grupos (ver (Muroya et al., 2012)).

A abordagem com teoria dos grafos desenvolvida por Guo et al. (2006) foi extendida pelos mes-
mos autores para tratar o problema da estabilidade global em redes (Guo et al., 2008), (Li e Shuai,
2009b). M. Li e Z. Shuai foram os primeiros a obter condições para a estabilidade global do equi-
líbrio endêmico para um modelo com subpopulações variando e migração entre as zonas, utilizando
a abordagem com teoria de grafos desenvolvida anteriormente (Li e Shuai, 2009a). Mais recente-
mente, condições para a estabilidade global de um modelo SIR foram obtidas por Y. Muroya, Y.
Enatsu e T. Kuniya usando a mesma função de Lyapunov, mas sem a abordagem de teoria de
grafos (Muroya et al., 2012). As condições obtidas em ambos os casos são um pouco restritas, mas
a estabilidade foi estabelecida de forma mais geral para um modelo SIS por T. Kuniya, Y. Muroya
(2014), utilizando a mesma técnica usada por Muroya (2012) e por Yu Jin e Wendi Wang (2005),
utilizando teoria de sistemas cooperativos (Kuniya e Muroya, 2014), (Jin e Wang, 2005).

Pesquisadores também trabalham para compreender de que forma o movimento pode estabilizar
ou desestabilizar uma situação (Salmani e van den Driessche, 2006). Um artigo recente estuda a
in�uência de epidemias nos grandes centros urbanos nas cidades menores vizinhas (Arino e Portet,
2015). Além de modelos determinísticos de equações diferenciais ordinárias, outras abordagens são
utilizadas para estudar o espalhamento de doenças infecciosas como uma modelagem estocástica
(Anderson e Britton, 2000), (Allen, 2011), (Dargatz, 2007), (Fan, 2014), estudos para entender a
dinâmica de movimento populacional (Brockmann et al., 2009), (Brockmann, 2009) e estudos de
redes (Santos, 2014).

1.3 Organização deste trabalho

Neste Capítulo demos a motivação para o estudo da modelagem epidêmica, introduzimos a
organização dos modelos epidêmicos e �zemos uma revisão histórica da pesquisa envolvendo modelos
de equações diferenciais ordinárias multi-grupos com migração. O Capítulo (2) é o desenvolvimento
da análise da dinâmica do sistema. Começamos com o tratamento do modelo de mobilidade com
vários grupos e, em seguida, adicionando os estados epidemiológicos a cada grupo, trabalhamos
o modelo epidêmico e trazemos os resultados relacionados aos pontos de equilíbrio relevantes e
ao parâmetro limiar para a estabilidade destes, o número de reprodução básico. A análise feita
neste capítulo envolve em sua maioria, além do tratamento de sistemas de equações diferenciais,
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resultados sobre matrizes irredutíveis, matrizes não negativas e M-matrizes. Para as provas de
estabilidade global são usadas teoria de Lyapunov e resultados de teoria de grafos. Além disso, são
utilizados resultados de persistência, teoria de sistemas assintoticamente autônomos e desigualdades
diferenciais. Estas ferramentas são encontradas no Capítulo (3). Este, traz também a dedução do
número de reprodução básico para modelos multi-grupo. Como a modelagem estocástica também é
muito utilizada no contexto de modelagem epidêmica, trazemos uma breve abordagem no Apêndice.



Capítulo 2

Dinâmica de um Modelo Epidêmico

considerando a Mobilidade Humana

2.1 Introdução

Consideramos uma doença humana infecciosa que se espalha através do contato pessoal, em um
grande território, subdividido em regiões menores, entre as quais há deslocamentos de indivíduos.
O tráfego entre essas regiões é um fator importante no espalhamento da doença. É assumido que as
viagens entre as regiões são rápidas o bastante para que não haja transmissão da doença durante
o percurso, assim as infecções só acontecem na região de destino ou de origem. Neste contexto,
trabalhamos com um modelo para a mobilidade de indivíduos entre n regiões (que podem ser, por
exemplo, cidades ou bairros), onde em cada região i a população é dividida entre os estados epidemi-
ológicos de seus indivíduos, que podem ser suscetíveis, infectados ou recuperados, representados por
Si, Ii e Ri, respectivamente. Cada região é representada por um vértice de um grafo direcionado,
com os arcos representando as viagens entre as regiões. O grafo por sua vez, é associado a uma
matriz que descreve o �uxo dos indivíduos entre as regiões.

Reunimos os resultados já obtidos para esse modelo e extendemos alguns deles, apresentando
uma análise da sua dinâmica (ver, por exemplo, (van den Driessche e Arino, 2003), (Arino, 2009),
(Li e Shuai, 2009a)) e (Arino e Portet, 2015). Os equilíbrios relevantes para um modelo epidêmico
são aqueles onde a população está completamente livre de doença (DFE, do inglês, Disease Free
Equilibrium) e aqueles onde a doença persiste, equilíbrio endêmico. Estudar a existência e a esta-
bilidade desses equilíbrios é importante para decidir quais medidas tomar para erradicar a doença e
impedir o seu espalhamento. Já é conhecido que o número de reprodução básico, R0, é um parâmetro
limiar para a estabilidade do DFE, sendo este localmente assintoticamente estável para valores de
R0 abaixo de um, e instável para valores acima de um. Para modelos com mais de uma região, como
neste trabalho, uma de�nição para R0 foi dada por van den Driessche e Watmough (2002), e esta
pode ser vista em detalhes no Capítulo (3). Apresentamos o R0 para esse modelo e os resultados a
respeito da estabilidade dos equilíbrios.

2.2 O Modelo de Mobilidade

Temos o total de n regiões. Denotando porN(t) a população total no tempo t eNi(t) a população
na região i no tempo t,

N(t) =

n∑
i=1

Ni(t). (2.1)

Indivíduos nascem na região i de acordo com a função Bi ≥ 0, morrem em qualquer região a uma
taxa per capita d > 0 e não ocorre morte por doença. Indivíduos na região i deixam a região a
uma taxa per capita de gi ≥ 0 por unidade de tempo. Uma fração mji desses indivíduos vão para a
região j. Assim, se gi > 0, gimji é a taxa de indivíduos que saem da região i para a região j. Além

7
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disso, mii = 0 e
∑n

j=1mji = 1. Desses fatos, para i = 1, ..., n, a evolução da população presente na
região i é dada por

dNi

dt
= Bi − dNi +

n∑
j=1

mijgjNj − giNi, i = 1, ..., n. (2.2)

Denotando B =
∑n

i=1 Bi e usando que
∑n

i=1mij = 1, temos das equações (2.1) e (2.2) que

dN

dt
=

n∑
i=1

dNi

dt
=

n∑
i=1

[Bi − dNi +
n∑
j=1

mijgjNj − giNi]

=

n∑
i=1

Bi − d
n∑
i=1

Ni +

n∑
i=1

n∑
j=1

mijgjNj −
n∑
i=1

giNi

= B − dN +

n∑
j=1

(

n∑
i=1

mij)gjNj −
n∑
i=1

giNi

= B − dN. (2.3)

Como nosso modelo trata de populações, para todo tempo t devemos ter valores não negativos
para as soluções. Da equação (2.2), é fácil ver que se Ni = 0 no tempo t = 0, então dNi/dt ≥ 0 e
Ni ≥ 0 para t > 0. Assim, começando com uma condição inicial não negativa, permanecemos com
valores não negativos para Ni. Segue que Rn+ permanece invariante pelo �uxo em (2.2).

Diferentes funções de nascimento podem ser consideradas e sua escolha pode facilitar, ou não,
as análises a respeito da dinâmica do sistema. Neste trabalho vamos considerar que as mortes
compensam os nascimentos em todas as regiões, isto é, a função de nascimento é dada por Bi = dNi

para i = 1, ..., n.
Segue da equação (2.3) que dN/dt = 0, logo a população total é constante e as soluções per-

manecem limitadas superiormente pela população inicial, N(0). Isso, junto com a invariância do
�uxo sobre Rn+, nos dá a limitação das soluções.

Denotando N = (N1, .., Nn)′ e Id a matriz identidade n× n, reescrevemos nossas equações em
(2.2), com Bi = dNi como

dN

dt
=MN, (2.4)

ondeM é a matriz de mobilidade dada por

M =


−g1 g2m12 · · · gnm1n

g1m21 −g2 · · · gnm2n
...

...
. . .

...
g1mn1 g2mn2 · · · −gn

 . (2.5)

Temos aqui um sistema linear, logo dada uma condição inicial, a solução do sistema existe e é
única para todo tempo t ≥ 0. Destes fatos segue a Proposição a seguir.

Proposição 2.2.1. Considere o sistema (2.2), com a função de nascimento Bi = dNi. Dada uma
condição inicial, a solução de (2.2) existe e é única para todo t ≥ 0. Além disso, o �uxo de (2.2)
deixa Rn+ positivamente invariante e as soluções são limitadas.

O Movimento entre as Regiões

A teoria de grafos é de grande ajuda para caracterizar propriedades de modelos com várias
populações e seus deslocamentos. Vamos dar aqui algumas de�nições.
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Escrevemos um grafo G como G = (V,A), onde os elementos em V são pares ordenados de
vértices (i, j), e os elementos em A são arcos direcionados entre os vértices. No nosso modelo de
várias populações cada região é um vértice do grafo G e um arco com sentido do vértice i para o
vértice j, representa a possibilidade de mobilidade de um indivíduo da região i para a região j.

Acesso direto Chamamos região acessada diretamente da região i, a uma região j em que o
tráfego de pessoas da região i para a região j é não nulo, ou seja, a taxa mjigi é positiva. De�nimos
o conjunto de regiões que podem ser acessadas diretamente da região i como o conjunto de índices

Vi→ = {j 6= i; gimji > 0}.

Reciprocamente, chamamos região com acesso direto à região i, a uma região j em que o tráfego de
pessoas da região j à região i é não nulo, ou seja, a taxa mijgj é positiva. De�nimos o conjunto de
regiões que têm acesso direto à região i como o conjunto de índices

V→i = {j 6= i; gjmij > 0}.

Matriz de conexão Escolhendo uma ordem para os vértices, uma matriz pode ser associada ao
grafo G. A entrada (i, j) da matriz de conexão é igual a um, se a taxa de indivíduos que viajam da
região i à região j, é positiva, isto é, se a região i tem acesso direto à região j; e é igual a zero, caso
contrário.

Acesso Indireto Uma região i tem acesso indireto a uma região j, se existe um caminho de i a j
em G, mas indivíduos em i e indivíduos nas regiões intermediárias não têm acesso direto à região
j. Em outras palavras, existem indíces k1, ..., kn tais que

gimk1igk1mk2k1 · · · gknmjkn > 0,

mas
mji = 0,mjk1 = 0, ...,mjkn−1 = 0.

Acesso A partir das de�nições de Vi→ e V→i, chamamos os conjuntos de índices

Ai→ = {j 6= i : ∃(k1, ..., kn), ki 6= kj , gimk1igk1mk2k1 · · · gknmjkn > 0}

como o conjunto de regiões que são acessadas da região i, e

A→i = {j 6= i : ∃(k1, ..., kn), ki 6= kj , gjmk1jgk1mk2k1 · · · gknmikn > 0}

como o conjunto de regiões que têm acesso à região i. Note que o acesso pode ser direto ou indireto.
Dizemos que duas regiões i e j estão conectadas se i tem acesso a j ou j tem acesso a i.

Na Figura (2.1a), a região 1 tem acesso direto às regiões 2 e 3, enquanto a região 2 tem acesso
direto à região 3, mas apenas acesso indireto à região 1, e a região 3 tem acesso direto à região 1,
mas apenas acesso indireto à região 2. Na Figura (2.1b), a região 2 não é acessada, nem tem acesso
a nenhuma região. Nesse caso, uma doença que acontece em 1 ou 3 não pode se espalhar para a
região 2.

Componente conectada de um grafo Dada qualquer região i em uma componente conectada,
existe uma região j da componente a qual i tem acesso ou é acessada.

Grafo fortemente conectado Dadas quaisquer duas regiões i e j em um componente fortemente
conectado de um grafo a região i tem acesso à região j. O grafo é dito fortemente conectado se todas
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(a) (b)

Figura 2.1: Na Figura (a) a região 1 tem acesso direto às regiões 2 e 3, enquanto a região 2 tem acesso
direto à região 3, mas apenas acesso indireto à região 1, e a região 3 tem acesso direto à região 1, mas
apenas acesso indireto à região 2. Na Figura (b), a região 2 não é acessada, nem tem acesso a nenhuma
região.

as regiões pertencem a uma mesma componente conectada. O grafo na Figura (2.1a) é fortemente
conectado, enquanto na Figura (2.1b) há duas componentes conectadas, {1, 3} e {2}. A conectivi-
dade forte é equivalente à irredutibilidade 1 da matriz de conexão (Berman e Plemmons, 1979).

Note que a matriz de mobilidade M combina a matriz de conexão vinda da teoria dos grafos
com a intensidade das conexões. A matriz de conexão é obtida da matrizM fazendo sua transposta
e trocando as entradas na diagonal por zero e as entradas não nulas fora da diagonal por um.

Antes de analisar o equilíbrio do modelo de mobilidade vamos dar algumas propriedades da
matriz M que serão úteis a seguir. Usaremos as notações A ≥ 0 para uma matriz A com todas
as entradas não negativas, A > 0 para uma matriz A com todas as entradas positivas e A 6= 0
para uma matriz A não nula. A mesma notação é utilizada para vetores. Denotamos 1′k o vetor
transposto em Rk com todas as entradas iguais a 1, Id a matriz identidade e A′ a matriz transposta
de A.

Lema 2.2.2. Seja c ∈ R+ \ {0}. A matriz de mobilidade M de�nida em (2.5) tem as seguintes
propriedades.

(i) −M é uma M-matriz singular e todos os seus autovalores têm parte real não negativa;

(ii) −(M− c.Id) é uma M-matriz não singular;

(iii) M− c.Id tem todos os seus autovalores com parte real menor ou igual a −c;

(iv) Se M é irredutível, zero é um autovalor simples e todos os outros autovalores têm parte real
negativa;

(v) Ainda mais, seM é irredutível, −(M− c.Id) é irredutível e −(M− c.Id)−1 > 0.

Demonstração. Vamos usar aqui resultados da teoria de M-matrizes apresentados no Capítulo (3),
Seção (3.2) deste trabalho.

(i) Pelo Teorema do disco de Gerschgorin2, cada autovalor de M pertence ao disco centrado
em −gi ≤ 0 de raio gi, para algum i = 1, ..., n. Assim a parte real dos autovalores de M
é não positiva, e, portanto, a parte real dos autovalores de −M é não negativa. Do fato de
suas colunas terem soma zero, M tem autovalor nulo e é uma matriz singular. A matriz
−M ∈ Zn×n, isto é, tem elementos não positivos fora da diagonal. Desse fato e de ter todos
autovalores com parte real não negativa, −M é uma M-matriz, �nalizando o ítem (i);

1Uma matriz A ∈ Rn×n é uma matriz redutível se, e somente se, existe uma matriz de permutação P , tal que
P ′AP tem a forma triangular em blocos. Uma matriz que não é redutível é dita irredutível.

2Seja A uma matriz complexa quadrada n×n. Para i = 1, ..., n, o Disco de Gerschgorin Di, é o disco centrado no
elemento aii da diagonal de A, de raio igual a

∑n
j=1,j 6=i aij . O Teorema do disco de Gerschgorin nos diz que qualquer

autovalor de A está contido em um dos discos de Gerschgorin. Como os autovalores de A e A′ são os mesmos, podemos
considerar o raio de Di como

∑n
j=1,j 6=i aji.
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(ii) Do ítem anterior, −M é uma M-matriz singular. Como c > 0, isto implica que −M+ c.Id é
uma M-matriz não singular (Lema (3.2.7), Capítulo (3));

(iii) O espectro de M− c.Id é um deslocamento de −c na parte real do espectro de M. Como
todos os autovalores deM têm parte real não positiva eM tem autovalor nulo, os autovalores
deM− c.Id têm parte real menor ou igual a −c;

(iv) Considere d = maxi=1,...,n{gi}. Está claro que a matriz M + d.Id é não negativa. Como a
matrizM é irredutível e a irredutibilidade não é alterada por modi�car a sua diagonal (é fácil
notar pensando no grafo de conexão associado), M + d.Id é também irredutível. Assim, do
Teorema de Perron-Frobenius para matrizes não negativas e irredutíveis (ver Teorema (3.2.2),
Capítulo (3)), segue que seu raio espectral, ρ(M+d.Id), é um autovalor simples e é associado
a um autovetor positivo. Além disso, qualquer autovetor não negativo deve ser um múltiplo
deste. Usando que as colunas deM somam zero, observamos que

1′n(M+ d.Id) = 1′nM+ d1′n = d1′n.

Aqui, 1′n é um autovetor positivo associado ao autovalor d, logo d é o raio espectral de
M + d.Id. Uma vez que o espectro de M + d.Id é obtido do espectro de M deslocando a
parte real de d, como d é um autovalor simples associado a M + d.Id, 0 é um autovalor
simples associado aM. Ainda do Teorema de Perron-Frobenius, para qualquer um dos outros
autovalores λ deM+ d.Id, vale que |λ| ≤ ρ(M+ d.Id) = d. Usando isso e novamente do fato
de um deslocamento de d na parte real do espectro deM, resultar no espectro deM+ d.Id,
a parte real de todos os outros autovalores deM é menor que 0, caso contrário teríamos um
autovalor λ deM+ d.Id, com |λ| > ρ(M+ d.Id) = d, concluindo a prova.

(v) Usando o mesmo argumento do ítem anterior, notamos queM e −(M− c.Id) têm o mesmo
grafo de conexão associado, implicando que −(M− c.Id) é também uma matriz irredutível.
Disso e do ítem (ii), −(M− c.Id) é uma M-matriz não singular irredutível. Segue do Teorema
de caracterização de M-matrizes não singulares (Teorema (3.2.6), Capítulo (3)) que −(M−
c.Id)−1 > 0.

Equilíbrio do Modelo de Mobilidade

Vamos estudar o equilíbrio para o modelo (2.2) considerando a função de nascimento citada
anteriormente, dada por Bi = dNi. Arino, para obter o resultado de estabilidade global a seguir,
assume a irredutibilidade da matriz de mobilidade M e discute casos onde a matriz é redutível
(Arino, 2009). Vamos apresentar o caso da matriz irredutível e, em seguida, tratar o caso em que a
matriz pode ser redutível.

Proposição 2.2.3. Considere a função de nascimento na equação (2.2) dada por Bi = dNi, com
d > 0, e a matriz de mobilidadeM, de�nida em (2.5), irredutível. A equação (2.4) sujeita à condição
inicial N(0) = (N1(0), ..., Nn(0)) com Ni(0) ≥ 0 para i = 1, ..., n, tem um único equilíbrio N∗ > 0,
o qual é globalmente assintoticamente estável.

Demonstração. Temos da equação (2.4) com a função Bi considerada, que dN/dt = MN. Para
achar seu equilíbrio precisamos resolver a equaçãoMN = 0, ondeM é uma matriz singular. Temos
que a população total é constante e igual a N(0), logo 1′nN = N(0) é mais uma equação para o
nosso sistema. Assim, temos o sistema sobredeterminado,

(
1′n
M

)
N =


N(0)

0
...
0
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Da irredutibilidade deM e do Lema (2.2.2)(iv) o autovalor nulo é simples, assim basta eliminar
uma das equações do sistema, por exemplo a segunda. Temos agora um sistema com n equações
e n incógnitas e o resolvemos utilizando a regra de Cramer. Temos para i = 1, ..., n, Ni = Di/D,
onde D é o determinante da matriz de coe�cientes e Di é o determinante da matriz de coe�cientes
com a coluna i trocada pelos termos independentes. Assim, detD1 = N(0)detM(1), onde M(1) é a
matrizM sem a primeira linha e a primeira coluna, ou seja,

M(1) =

 −g2 g3m23 · · · gnm2n
...

. . .
g2mn2 g3mn3 · · · −gn

 .

Para calcular o determinante D procedemos fazendo operações nas colunas, cr → cr − c1,
r = 2, ..., n. Assim, detD = det(M(1) + T1), onde T1 = (m21, ...,mn1)′1′n−1 = m′11

′
n−1, onde m1 é

a primeira coluna de D omitindo a primeira entrada.
Temos que −M(1) ∈ Zn×n, 1′n−1(−M(1)) ≥ 0 e não é o vetor nulo, pois M é irredutível

(se todas as colunas de −M(1) somassem zero, não seria possível ter acesso à região 1). Segue
que −M(1) é uma matriz não singular (é fracamente diagonal dominante e de qualquer vértice se
pode chegar a um vértice de dominância, pela irredutibilidade3). Então det(−M(1)) 6= 0. Uma vez
que T1 tem posto 1, segue da linearidade do determinante sujeito a perturbações de posto 1 que
det(M(1)+T1) = detM(1)[1+1′n−1M(1)−1m1] (ver, por exemplo, corolário 4.2 em (Rump, 1997)).
Como −M(1) é uma M-matriz, −M(1)−1 ≥ 0, assim M(1)−1 ≤ 0. Também temos m1 ≤ 0, logo
M(1)−1m1 ≥ 0, donde segue que [1 + 1′n−1M(1)−1m1] é positivo. Pela regra de Cramer,

N1 =
N(0)detM(1)

detM(1)[1 + 1′n−1M(1)−1m1]
=

N(0)

1 + 1′n−1M(1)−1m1
> 0.

Procedendo da mesma forma, concluímos para i = 1, ..., n,

Ni =
N(0)detM(i)

detM(i)[1 + 1′n−1M(i)−1mi]
=

N(0)

1 + 1′n−1M(i)−1mi
> 0, (2.6)

ondeM(i) e mi são de�nidos também de forma análoga aM(1) e m1. Assim, há uma única solução
positiva N∗ = (N∗1 , ..., N

∗
n).

Vamos agora considerar a estabilidade de N∗. O autovalor simples, zero, é consequência da
sobredeterminação do sistema. Do Lema (2.2.2)(iv) todos os outros autovalores têm parte real
negativa e segue que o equilíbrio é (globalmente) assintoticamente estável.

O caso redutível

O modelo com a função de nascimento Bi = dNi e a matriz de mobilidade M redutível não é
muito utilizado na literatura, pela ausência de resultados gerais. Os problemas são tratados caso
a caso, a depender da natureza precisa da matriz. Arino discutiu o caso redutível, apresentando
as situações possíveis para três regiões (Arino, 2009). Vamos expor aqui esses casos e, em seguida,
introduzindo uma nova de�nição, apresentamos o caso geral.

Genericamente, com três regiões, as situações correspondem a um dos seguintes grafos (trocando
a ordem das regiões se necessário). Não há grafo com um único componente fortemente conectado,
pois isto corresponderia a uma matrizM irredutível. Há dois grafos com apenas componentes fortes
isoladas, os grafos G1 e G2, na Figura (2.2).

Como são componentes fortes isoladas, a Proposição (2.2.3) pode ser aplicada a cada uma das
componentes em G1 e G2. Então, na prática, analisamos blocos irredutíveis separadamente, que
correspondem aos blocos da matrizM na forma reduzida, diagonal em blocos.

3Matrizes irredutíveis e fracamente diagonal dominantes são não singulares(Horn e Johnson, 1991). Isto segue
como um corolário, pois a demonstração é a mesma.
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(a) G1 (b) G2

Figura 2.2: Os grafos G1 e G2 apresentam as únicas con�gurações possíveis para grafos com apenas com-
ponentes fortes isoladas.

No caso onde as componentes não estão isoladas, podemos ter duas ou três componentes fortes.
No caso de duas componentes fortes, podemos ter as con�gurações dos grafos G3 ou G4, na Figura
(2.3).

(a) G3 (b) G4

Figura 2.3: Os grafos G3 e G4 apresentam as con�gurações possíveis para grafos com componentes não
isoladas, nestes casos com duas componentes fortes.

Aos grafos G3 e G4 temos as seguintes matrizes de mobilidade associadas,M3 eM4, respecti-
vamente.

M3 =

 −g1 g2 0
g1 −g2 g3

0 0 −g3

 , M4 =

 −g1 g2m12 0
g1 −g2 0
0 g2m32 0

 .
Os casos restantes têm três componentes fortes e podem ser vistos nos grafos G5, G6, G7, G8 e

G9, na Figura (2.4).
Associadas a estes grafos, temos as matrizes de mobilidade

M5 =

 −g1 0 0
g1m21 −g2 0
g1m31 g2 0

 , M6 =

 −g1 0 0
g1 −g2 0
0 g2 0

 , M7 =

 −g1 0 0
0 −g2 0
g1 g2 0

 ,

M8 =

 −g1 0 0
g1m21 0 0
g1m31 0 0

 e M9 =

 −g1 0 0
g1 0 0
0 0 0

 .
Chamamos atrator um conjunto de vértices de onde não partem arcos para vértices de fora do

conjunto. E chamamos fonte um conjunto de vértices de onde partem arcos para vértices de fora do
conjunto e não chegam arcos vindo de vértices de fora do conjunto. O conjunto pode ser unitário.

A principal distinção aqui não é o número de componentes fortes, mas o número de atratores
e/ou componentes fortes isoladas. Note que chamamos atrator um vértice que é um atrator, um
componente forte que é um atrator no grafo, ou um componente forte isolado. Observamos que a
multiplicidade do autovalor nulo na matriz de mobilidade é igual ao número de atratores no grafo.
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(a) G5 (b) G6 (c) G7

(d) G8 (e) G9

Figura 2.4: Os grafos G5, G6, G7, G8 e G9 apresentam as con�gurações possíveis para grafos com componentes
não isoladas, nestes casos com três componentes fortes.

Resumimos este fato na Tabela (2.1) a seguir,

Caso N◦ de Atratores Autovalores
G1 3 0,0,0
G2 2 0,0,−(g1 + g2)
G3 1 0,−g3,−(g1 + g2)
G4 1 0,λ2,λ3

G5 1 0,−g2,−g1

G6 1 0,−g1,−g2

G7 1 0,−g1,−g2

G8 2 0,0,−g1

G9 2 0,0,−g1

Tabela 2.1: A quantidade de atratores no grafo é igual à quantidade de autovalores nulos da matriz de
mobilidade.

onde
λ2 = 1/2

[
−(g1 + g2)−

√
(g1 + g2)2 − 4g1g2m32

]
e

λ3 = 1/2
[
−(g1 + g2) +

√
(g1 + g2)2 − 4g1g2m32

]
são os outros autovalores negativos da matriz de mobilidade. Note que o valor dentro da raiz é
positivo, igual a (g1− g2m32)2 + g2

2(1−m2
32) + 2g1g2(1−m32). Logo, os dois outros autovalores são

de fato reais e negativos.
De maneira similar aos atratores, chamamos fonte um vértice que é uma fonte, ou um com-

ponente forte que é uma fonte no grafo. Vamos acrescentar aqui a de�nição de fonte maximal em
um componente conectado. De�nimos como o maior conjunto de vértices dentro do componente
conectado, de onde partem arcos para vértices de fora do conjunto, não chegam arcos vindos de
vértices de fora do conjunto e, todos os vértices têm acesso (direto ou indireto) a um vértice de fora
do conjunto. Note que essa de�nição difere da de�nição de fonte (dada em (Arino, 2009)) no fato
de que esse conjunto não é necessariamente uma componente forte, ou seja, pode ter uma matriz
redutível.

Calculamos os valores de equilíbrio para cada um dos grafos apresentados. Uma vez que a popu-
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lação total é constante, quando há apenas um autovalor nulo, resolvemos, como no caso irredutível,
o sistema com uma equação a mais a seguir. Nos outros casos, além disso basta analisar as equações.

(
1Tn
M

) N1

N2

N3

 =


N(0)

0
0
0

 ,

com N(0) = N1(0) +N2(0) +N3(0).
Os casos G1 e G2 têm os equilíbrios dados na Tabela (2.2). É claro que as regiões isoladas

(compostas por um ou por mais de um vértice) têm a sua população constante e igual ao valor
inicial, assim no grafo G2, por exemplo, a população no vértice 3 se mantém inalterada em todo o
tempo, e a população dos vértices 1 e 2, N1(0) +N2(0), se divide entre eles.

Caso N∗1 N∗2 N∗3
G1 N1(0) N2(0) N3(0)

G2
g2(N1(0)+N2(0))

g1+g2

g1(N1(0)+N2(0))
g1+g2

N3(0)

Tabela 2.2: Equilíbrios para os grafos G1 e G2.

No caso de G3, o vértice 3 é uma fonte e o conjunto de vértices {1, 2} é um atrator, assim temos
o equilíbrio dado na Tabela (2.3).

Caso N∗1 N∗2 N∗3
G3

g2(N1(0)+N2(0)+N3(0))
g1+g2

g1(N1(0)+N2(0)+N3(0))
g1+g2

0

Tabela 2.3: Equilíbrio para o grafo G3.

Nos casos de G4 a G7, o vértice 3 é um atrator, o único do grafo, e o conjunto de vértices {1, 2}
é uma fonte maximal. Em G4 o conjunto de vértices {1, 2} é uma fonte, mas em G5 e em G6, apenas
o vértice {1} é uma fonte, e em G7 os vértices {1} e {2} são fontes. Assim, os equilíbrios são como
na Tabela (2.4).

Caso N∗1 N∗2 N∗3
G4 0 0 N1(0) +N2(0) +N3(0)
G5 0 0 N1(0) +N2(0) +N3(0)
G6 0 0 N1(0) +N2(0) +N3(0)
G7 0 0 N1(0) +N2(0) +N3(0)

Tabela 2.4: Equilíbrios para os grafos G4, G5, G6 e G7.

Por �m, G8 e G9 têm dois vértices atratores e o vértice 1 é uma fonte. Seus equilíbrios estão
dados na Tabela (2.5).

Caso N∗1 N∗2 N∗3
G8 0 N2(0) +m21N1(0) N3(0) +m31N1(0)
G9 0 N1(0) +N2(0) N3(0)

Tabela 2.5: Equilíbrios para os grafos G8 e G9.

Analisando (2.2), temos que limt→∞Ni(t) = 0, quando i é uma fonte (que é apenas um vértice).
De fato,

dNi

dt
= −giNi, (2.7)

uma vez que as taxas de nascimento e morte se compensam e não há �uxo de entrada. Assim,
começando com Ni(0) ≥ 0, a solução desta equação converge para o equilíbrio, Ni(t) = 0.
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O resultado também é válido em fontes que não são apenas um vértice e em fontes maximais.
Para mostrar isto consideremos uma fonte maximal composta com k vértices e, reordenemos os
vértices se necessário, de forma que os k primeiros vértices sejam os pertencentes a fonte maximal
analisada. Escrevemos as equações para cada vértice i da fonte maximal, separando o �uxo de saída
do vértice i para outro vértice também pertencente a fonte maximal, do �uxo de saída para fora do
fonte maximal.

dNi

dt
=

k∑
j=1

mijgjNj −
k∑
j=1

mjigiNi −
n∑

j=k+1

mjigiNi, i = 1, ..., k. (2.8)

Assim, somando as equações para i de 1 a k, os dois primeiros somatórios duplos se anulam. Sem
pensar de maneira analítica, o que ocorre é que os �uxos que entram em um dos vértices, saíram
de outro dos vértices da fonte maximal (uma vez que eles não recebem �uxo de vértices de fora do
conjunto) e, portanto, se cancelam. Isto implica que

d

dt

k∑
i=1

Ni = −
k∑
i=1

n∑
j=k+1

mjigiNi. (2.9)

Vamos mostrar na proposição a seguir que, em um equilíbrio, Ni = 0, para todo i = 1, ..., k.
Daí, da mesma forma que em uma fonte com apenas um vértice, segue que para cada vértice i da
fonte maximal, i = 1, ..., k, Ni = 0 em um equilíbrio.

Proposição 2.2.4. Considere o sistema de equações (2.2), com a função de nascimento Bi = dNi e
com a matriz de mobilidadeM redutível. Em um equilíbrio (supondo que exista ao menos um ponto
de equilíbrio), todos os vértices pertencentes a uma fonte maximal têm população nula. O mesmo é
válido para os vértices de uma fonte.

Demonstração. Reordenamos os vértices se necessário, de forma que os k primeiros vértices sejam
aqueles pertencentes à fonte maximal, que para simpli�car a escrita denotamos F . Da equação (2.9),
em um equilíbrio, Ni = 0 para todo vértice i do conjunto F , que tem acesso direto a um vértice de
fora do conjunto. Ou seja, tal que mjigi > 0 para algum j ∈ {k + 1, ..., n}.

Agora, vamos mostrar que todo vértice que tem acesso a um desses vértices também é nulo
em um equilíbrio. Então, suponha Ni = 0 e N ′i = 0. Isso implica

∑k
j=1mijgjNj = 0, seguindo

que Nj = 0 sempre que mijgj > 0, ou seja, sempre que o vértice j tem acesso direto ao vértice i.
Suponha que um vértice j tem acesso indireto a esse vértice i. Isso signi�ca que existe um conjunto
de índices k1, ..., kt tais que

mk1jgjmk2k1gk1 ...mktkt−1gkt−1miktgkt > 0.

Então, o vértice kt tem acesso direto ao vértice i, e do argumento anterior, Nkt = 0 em um equilíbrio.
Prosseguindo indutivamente, concluímos que Nj = 0. Se j tem acesso a i, então j tem acesso a um
vértice de fora de F .

Do exposto até agora, concluimos que todo vértice que tem acesso (direto ou indireto) a um
vértice de fora da fonte maximal tem população nula em um equilíbrio, e segue daí (pela de�nição
de fonte maximal) que todos os vértices de F tem população nula em um equilíbrio. O mesmo
raciocínio é aplicado em uma fonte, uma vez que dados quaisquer dois vértices nesse conjunto um
tem acesso ao outro.

Consideremos agora um conjunto �nito de vértices, em um componente conectado G, que pode
ser decomposto em G = F ∪ A, onde F é uma fonte maximal e A um atrator. Vamos mostrar
que, nesse caso, dadas condições iniciais N(0) = (N1(0), ..., Nn(0)), o equilíbrio é único e é glob-
almente assintoticamente estável. Para isso precisaremos do Lema a seguir. A prova usa as idéias
da demonstração de que "se uma matriz é irredutível e fracamente diagonal dominante, então ela
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é não singular", a qual pode ser encontrada, por exemplo em (Horn e Johnson, 1991). Note que a
matriz em questão não é necessariamente irredutível.

Lema 2.2.5. Na matriz de mobilidade associada a um grafo conectado, considere o bloco corre-
spondente nas linhas e colunas apenas aos vértices da fonte maximal, e denote este bloco por matriz
de mobilidade da fonte maximal. A matriz de mobilidade de uma fonte maximal tem todos os auto-
valores com parte real negativa.

Demonstração. Já sabemos do Lema (2.2.2)(i) que essa matriz (denotamos A = (aij)) tem auto-
valores com parte real não positiva. Da demonstração usando os Discos de Gerschgorin é claro que
se existe um autovalor com parte real nula ele deve ser o autovalor zero. Vamos mostrar que ela é
não singular, logo todos os seus autovalores têm partes reais negativas.

Note que numa fonte maximal, ao menos um dos vértices, digamos j, tem acesso direto a um
vértice de fora do conjunto, o que signi�ca que a coluna j da matriz de mobilidade dessa fonte
maximal não tem soma zero, isto é, gj >

∑k
i=1,i 6=j gjmij . Assim, essa matriz é fracamente diagonal

dominante, isto é, |ajj | ≥
∑k

i=1,i 6=j |aij | e para pelo menos um j a desigualdade é estrita. Considere
então o conjunto de vértices J = {j1, ..., jt} que têm acesso a um vértice de fora da fonte maximal.
Assim, as colunas j1, ..., jt da matriz têm o elemento da diagonal dominante.

Suponha por absurdo que a matriz é singular, então existe um vetor x = (x1, ..., xk) não nulo
tal que xA = 0. Considere |xi| = max1≤i≤k|xi| > 0. Se i é um dos vértices em J , então

|xi||aii| >
k∑

l=1,l 6=i
|xi||ali| ≥

k∑
l=1,l 6=i

|xl||ali|,

o que implica que multiplicando o vetor x pela coluna i da matriz não obteremos 0. Um absurdo.
Suponha então que i não pertence a J . Da de�nição de fonte maximal o vértice i tem acesso a um dos
vértices em J , que denotamos j. Isto signi�ca que existe um caminho i = i0 → i1 → ... → iw = j,
tal que aim+1im 6= 0 para todo m de 0 a w− 1, onde aim+1im são entradas na matriz de mobilidade.
Vamos mostrar que |xj | = |xi|.

Multiplicando o vetor x pela coluna i = i0,

a1ix1 + a2ix2 + ...+ aiixi + ...+ akixk = 0.

Daí,
|aii||xi| ≤ |a1i||x1|+ |a2i||x2|+ ...+ |aki||xk|.

Por outro lado, do fato de i ser uma coluna de dominância fraca e da maximalidade de |xi|,

|aii||xi| = |a1i||xi|+ |a2i||xi|+ ...+ |aki||xi| (2.10)

≥ |a1i||x1|+ |a2i||x2|+ ...+ |aki||xk|.

Assim,
|aii||xi| = |a1i||x1|+ |a2i||x2|+ ...+ |aki||xk|.

Da última equação junto com a equação (2.10)

|a1i||x1|+ |a2i||x2|+ ...+ |aki||xk| = |a1i||xi|+ |a2i||xi|+ ...+ |aki||xi|,

o que implica
|a1i|(|x1| − |xi|) + |a2i|(|x2| − |xi|) + ...+ |aki|(|xk| − |xi|) = 0.

Logo, |xl| = |xi| para todo l tal que ali 6= 0, em particular para l = i1. Assim, |xi| = |xi1 |. Repetindo
o mesmo raciocínio, temos |xi| = |xi0 | = |xi1 | = ... = |xiw | = |xj |.
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Da dominância na coluna j temos

|xj ||ajj | >
k∑

i=1,i 6=j
|xj ||aij | ≥

k∑
i=1,i 6=j

|xi||aij |,

o que implica que multiplicando o vetor x pela coluna j da matriz não obteremos 0. Um absurdo.
Segue que a matriz é não singular.

Proposição 2.2.6. Considere a função de nascimento na equação (2.2) dada por Bi = dNi, com
d > 0, e a matriz de mobilidadeM, de�nida em (2.5), associada a um grafo G que é uma componente
conectada. Também suponha que o conjunto de vértices de G é �nito e pode ser decomposto em
G = F ∪A, onde F é uma fonte maximal e A um atrator.

Nessas condições, a equação (2.4) sujeita à condição inicial N(0) = (N1(0), ..., Nn(0)) com
Ni(0) ≥ 0 para i = 1, ..., n, tem um único equilíbrio, o qual é globalmente assintoticamente estável.

Demonstração. Como anteriormente, consideramos os k primeiros vértices pertences à fonte maxi-
mal. Podemos reescrever a equação (2.4) como(

N′F
N′A

)
=

(
MF 0
C MA

)(
NF

NA

)
,

onde o vetor NF = (N1, ..., Nk) corresponde à população em cada vértice da fonte maximal, o vetor
NA = (Nk+1, ..., Nn) corresponde à população em cada vértice do atrator, a matriz MF e a matriz
MA são, respectivamente, a matriz de mobilidade entre os vértices que formam a fonte maximal e
a matriz de mobilidade entre os vértices que formam o atrator. O atrator não tem acesso a nenhum
vértice da fonte e a taxa de saída dele é nula. Isto justi�ca os valores nulos na matriz. Como a fonte
tem acesso ao atrator, a matriz C é não nula.

Note que a equação N′F = MFNF pode ser resolvida independentemente do restante do sistema,
digamos então NF (t) = (N1(t), ..., Nk(t)). Substituindo esta solução no sistema restante obtemos
o sistema não autônomo N′A = CNF (t) + MANA. Sabemos do Lema anterior que os autovalores
de MF têm partes reais negativas, assim para i = 1, ..., k, limt→∞Ni(t) = 0. Utilizando a teoria
de sistemas assintoticamente autônomos (ver Seção (3.6), Capítulo (3)), podemos trocar NF (t)
pelo seu valor limite 0, obtendo o sistema autônomo limite N′A = MANA. Vamos mostrar que
este sistema possui equilíbrio globalmente assintoticamente estável e, em seguida, usando a Teoria
de sistemas assintoticamente autônomos vamos mostrar que o resultado também é válido para o
sistema não autônomo original.

Consideramos agora a matriz de mobilidade do atrator MA. Temos que resolver a equação
MANA = 0, com a equação extra Nk+1 + ...+Nn =

∑n
i=1Ni(0). Da demonstração na Proposição

(2.2.3), temos que o equilíbrio existe, é único e globalmente assintoticamente estável. Também da
demonstração segue que cada vértice do atrator tem população positiva no equilíbrio e seu valor é
dado em (2.6).

Assim, o equilíbrio do sistema autônomo limite é único, é da forma (N∗k+1, ..., N
∗
n), com N∗k+1 >

0, ..., N∗n > 0, e é globalmente assintoticamente estável. Para mostrar que este equilíbrio é também o
do sistema original e que ele também é globalmente assintoticamente estável, vamos usar o Corolário
(3.6.1.1), na Seção (3.6), sobre sistemas assintoticamente autônomos. Uma vez que as soluções
são limitadas, basta ver que nos sistemas não autônomo e autônomo, x′ = f(t, x) e x′ = g(x)
respectivamente, as funções f e g são Lipschitz em x ∈ Rn−k. Mostraremos para a função f e o
cálculo para a função g é análogo.

Temos f(t,NA) = CNF (t) +MANA, logo

|f(t,NA)− f(t, N̄A)| = |MA(NA − N̄A)|.

Denotando MA = (aij) para k + 1 ≤ i, j ≤ n, da linha i de MA,

|fi(t,NA)− fi(t, N̄A)| ≤ |ai,k+1||Nk+1 − N̄k+1|+ ...+ |ain||Nn − N̄n|.
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Agora, sabemos sobre a norma euclidiana que |xi| ≤
√∑n

i=1 |xi|2 = |x|. O que implica

|fi(t,NA)− fi(t, N̄A)| ≤ |ai,k+1||NA − N̄A|+ ...+ |ain||NA − N̄A|
≤ (|ai,k+1|+ ...+ |ain|) |NA − N̄A|
= Li|NA − N̄A|,

onde Li = |ai,k+1|+ ...+ |ain|.
Por �m,

|f(t,NA)− f(t, N̄A)| =

√√√√ n∑
i=k+1

|fi(t,NA)− fi(t, N̄A)|2

≤

√√√√ n∑
i=k+1

L2
i |NA − N̄A|2

≤

√√√√ n∑
i=k+1

L2
i |NA − N̄A|.

Segue que f é Lipschitz em x ∈ Rn−k, com constante de Lipschitz
√∑n

i=k+1 L
2
i .

Da demonstração anterior vemos que, para t tendendo a in�nito, a população em uma fonte
maximal sempre tende a zero. Para o grafo G = F ∪A1 ∪ ... ∪At, onde A1, A2, ..., At são atratores
(disjuntos dois a dois) e F uma fonte maximal, o sistema (2.2) tem in�nitos equilíbrios e, em
todos eles, a população está distribuída entre os atratores. Partindo de uma condição inicial pode
acontecer de algum deles �car vazio. Se no instante inicial um vértice de F que se conecta ao atrator
Am tem população não nula, então, no equilíbrio, Am tem população não nula. Vejamos este fato
a seguir.

Consideremos um grafo G = F ∪ A1 ∪ ... ∪ At, o qual é apenas uma componente conectada,
a fonte maximal F composta pelos k primeiros vértices e, sem perda de generalidade, considere o
atrator A1 com vértices k + 1,...,t. Suponha que o vértice 1 de F tem acesso ao vértice k + 1 do
atrator A1, isto é, mk+1,1g1 > 0, e que N1(0) > 0. Escrevemos a equação para o vértice i do atrator
A1, separando o �uxo de entrada no vértice i vindo de outro vértice também pertencente ao atrator,
do �uxo de entrada vindo de fora do atrator.

dNi

dt
=

k∑
j=1

mijgjNj +
t∑

j=k+1

mijgjNj −
t∑

j=k+1

mjigiNi, i = 1, ..., k. (2.11)

Assim, somando as equações para i de k+ 1 a t, os dois segundos somatórios duplos se anulam. Isto
implica que

d

dt

t∑
i=k+1

Ni =
t∑

i=k+1

k∑
j=1

mijgjNj ≥ mk+1,1g1N1. (2.12)

Uma vez que N1(0) > 0, então d/dt(
∑t

i=k+1Ni)(0) > 0, e como o atrator não tem taxa de saída,
para t > 0,

∑t
i=k+1Ni > 0. Como o atrator é associado a uma matriz irredutível, da Proposição

(2.2.3), todos os seus vértices têm população não nula.
Dos fatos descritos, segue a proposição a seguir.

Proposição 2.2.7. Na Proposição (2.2.6) troque a componente conectada por G = F ∪A1∪ ...∪At,
onde F é uma fonte maximal, e A1, ..., At são atratores. Suponha que existe um vértice vi de F , que
têm acesso direto ao atrator Ai e tal que Nvi(0) > 0. Então, em um equilíbrio da equação, todos os
vértices de Ai têm população não nula.
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Ainda mais, podemos generalizar o resultado da Proposição (2.2.6) para G = F ∪A1 ∪ ... ∪At,
calculando quanto da população de F vai para cada atrator (e permanece lá, já que o atrator não
tem acesso a vértices de fora dele), o qual, junto com a população inicial do atrator, será a sua
população no equilíbrio. Sendo os vértices i = 1, ..., k pertences a F , para o atrator Aj temos

lim
t→∞

NAj (t) = NAj (0) +

∫ ∞
0

k∑
i=1

∑
l∈Aj

mligiNi(t)dt

= NAj (0) +
k∑
i=1

∑
l∈Aj

mligi

∫ ∞
0

Ni(t)dt. (2.13)

Sabendo disto, vamos mostrar na Proposição a seguir que o sistema (2.2) com uma condição
inicial converge para um dos seus in�nitos equilíbrios.

Proposição 2.2.8. Considere a função de nascimento na equação (2.2) dada por Bi = dNi, com
d > 0, e a matriz de mobilidadeM, de�nida em (2.5), associada a um grafo G que é uma componente
conectada. Também suponha que o conjunto de vértices de G é �nito e pode ser decomposto em
G = F ∪A1 ∪ ... ∪At, onde F é uma fonte maximal e A1, ..., At são atratores.

Nessas condições, a solução do sistema (2.2) sujeita à condição inicial N(0) = (N1(0), ..., Nn(0))
com Ni(0) ≥ 0 para i = 1, ..., n, converge para um equilíbrio o qual é instável.

Demonstração. Mais uma vez reescrevemos a equação (2.4) como
N′F
N′A1

N′A2
...

N′At

 =


MF 0 0 · · · 0
C1 MA1 0 · · · 0
C2 0 MA2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

Ct 0 0 · · · MAt




NF

NA1

NA2

...
NAt

 .

Como na da demonstração da Proposição (2.2.6), usamos o Lema (2.2.5) para mostrar que o
valor das populações dos vértices de F convergem para zero. Isto implica que a população total do
grafo converge para os atratores, e esta é distribuída como na equação (2.13).

Agora, como na Proposição (2.2.6), usamos o mesmo argumento da Proposição (2.2.3) para
concluir, para cada atrator Ai, que a equação MAiAi = 0 junto com o fato de que a soma dos
vértices em Ai é dado em (2.13), implica que a solução converge assintoticamente para o equilíbrio
dado como na equação (2.6). Relembrando aqui, isto acontece porque todos os autovalores de MAi

têm partes reais não positivas, e o autovalor nulo é simples, e é devido ao fato de o sistema estar
sobredeterminado. Note que aqui, o valor em (2.13) depende da condição inicial.

Assim, a equação (2.2), sujeita a uma condição inicial, converge para um dos equilíbrios de
(2.2). É fácil ver que é um equilíbrio instável. Se aumentarmos em ε > 0 o valor de NAj (0) e não
alteramos os valores iniciais dos vértices da fonte maximal, da equação (2.13) vemos que a solução
converge para outro equilíbrio, onde NAj é acrescido de ε.

2.3 O Modelo Epidêmico SIR Multi-grupo

No modelo de mobilidade apresentado na seção anterior, a cada uma das n regiões associamos
três estados epidêmicos, suscetíveis (S), infectados (I) e recuperados (R), obtendo um modelo
epidêmico para o conjunto de regiões, onde as pessoas se deslocam.

Sejam Si(t), Ii(t) e Ri(t) o número de indíviduos suscetíveis, infectados e recuperados na região
i, no tempo t, respectivamente. Temos Ni(t) = Si(t) + Ii(t) +Ri(t), para todo t.

Para a força de infecção usamos a incidência proporcional4, assim o termo referente às novas

4Existem modelos que usam a lei de ação de massas. Maiores detalhes sobre essas duas formas de modelar a força
de infecção, podem ser vistos em (Hethcote, 2000)
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infecções é dado por

Φi = βi
SiIi
Ni

,

onde βi > 0 é o parâmetro de transmissão da doença na região i. Note que esta força de infecção está
bem de�nida para Ni > 0. Então, para Ni = 0, de�nimos Φi = 0, como em (Dhirasakdanon et al.,
2007).

Um indivíduo infectado se recupera, passando ao estado recuperado, a uma taxa γ > 0 por
unidade de tempo. A taxa de recuperação é assumida depender apenas da doença, sendo assim
a mesma em todas as regiões. Indivíduos nascem suscetíveis e a taxa de mortalidade é a mesma,
independentemente dos estados epidêmicos. É assumido que os nascimentos compensam as mortes
em cada região.

As equações seguintes, com as condições iniciais, constituem o modelo epidêmico SIR multi-
grupo, que incorpora a mobilidade entre os grupos. Os grupos aqui são regiões geográ�cas.

dSi
dt

= dNi − Φi +

n∑
j=1

mijgjSj − (gi + d)Si (2.14a)

dIi
dt

= Φi +

n∑
j=1

mijgjIj − (gi + d+ γ)Ii (2.14b)

dRi
dt

= γIi +
n∑
j=1

mijgjRj − (gi + d)Ri. (2.14c)

Como são n regiões e para cada região temos três equações, há um total de 3n equações no
modelo. Para uma grande quantidade de regiões, há também uma grande quantidade de equações
e de parâmetros, tornando o seu tratamento qualitativo mais complicado, mas o modelo pode ser
resolvido numericamente e resultados podem ser retirados de simulações.

Segue da proposição a seguir que o modelo epidêmico apresentado está bem de�nido.

Proposição 2.3.1. Considere o sistema (2.14). Dada uma condição inicial em R3n
+ , a solução de

(2.14) existe e é única para todo t ≥ 0. Além disso, R3n
+ é positivamente invariante sobre o �uxo de

(2.14) e as soluções são limitadas.

Demonstração. Se Si = 0 em t = 0, segue de (2.14a) que dSi/dt ≥ dNi ≥ 0, assim Si ≥ 0 para t > 0.
De forma similar, se Ii = 0 em t = 0, segue de (2.14b) que dIi/dt ≥ 0, e se Ri = 0 em t = 0, segue de
(2.14c) que dRi/dt ≥ 0. Assim, a invariância de R3n

+ sobre o �uxo segue naturalmente das equações
em (2.14). Vimos no modelo de mobilidade que a população total é limitada superiormente. Isso
junto com a invariância de R3n

+ nos dá a limitação das soluções.
Dada uma condição inicial em R3n

+ , a existência e unicidade das soluções vem do fato do campo
vetorial ser uma função contínua e localmente lipschitz em R3n

+ (Teorema A4, (Thieme, 2003)).
Vejamos estes fatos a seguir. Considere a norma euclidiana em R3n

+ e denote

fiS(t,x) = dNi − Φi +
n∑
j=1

mijgjSj − (gi + d)Si

fiI(t,x) = Φi +
n∑
j=1

mijgjIj − (gi + d+ γ)Ii

fiR(t,x) = γIi +

n∑
j=1

mijgjRj − (gi + d)Ri,

para i = 1, ..., n, com f = (f1S , f1I , f1R..., fnS , fnI , fnR).
As funções fiS , fiI e fiR são claramente contínuas em R3n

+ , a menos da função incidência Φi.
Lembramos que Φi = βiSiIi/Ni, se Ni > 0 e Φi = 0, caso contrário.
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Na vizinhança de um ponto x̄i = (S̄i, Īi, R̄i) em R3
+ com alguma das coordenadas positivas,

temos que Ni > 0, assim

lim
xi→x̄i

Φi(Si, Ii, Ri) = lim
xi→x̄i
Ni>0

βi
SiIi
Ni

= βi
S̄iĪi

S̄i + Īi + R̄i
= Φi(S̄i, Īi, R̄i).

Logo, Φi é contínua nos pontos (S̄i, Īi, R̄i), com uma das coordenadas positivas. Considere então
x̄i = 0 ∈ R3. Su�cientemente próximo de x̄i = 0, temos 0 < Si+Ii+Ri < 1 e valem as desigualdades

SiIi ≤
SiIi

Si + Ii +Ri
≤ Ii.

É claro que as funções nos extremos tendem a zero, assim do Teorema do Confronto,

lim
xi→0

Φi(Si, Ii, Ri) = lim
xi→0
Ni>0

βi
SiIi
Ni

= lim
xi→0
Ni>0

βi
SiIi

Si + Ii +Ri
= 0 = Φi(0).

Isto conclui a prova da continuidade da função. Veremos agora que a função f é localmente lip-
schitz em R3n

+ , isto é, para todo x ∈ R3n
+ , existe uma vizinhança de x onde a função é lipschitz.

Começaremos mostrando que Φi é localmente lispchitz em R3n
+ .

Considere V uma vizinhança de x ∈ R3n
+ , com x 6= 0, tal que Ni > 0 em todo ponto de V . Em

todo ponto de V , Φi = βiSiIi/Ni é uma função diferenciável. Temos que

∂Φi

Si
= βi

I2
i + IiRi

(Si + Ii +Ri)2
,

∂Φi

Ii
= βi

S2
i + SiRi

(Si + Ii +Ri)2
e

∂Φi

Ri
= βi

−SiIi
(Si + Ii +Ri)2

.

Assim,

|∂Φi

Si
| = βi|

I2
i + IiRi

(Si + Ii +Ri)2
| ≤ βi.

Analogamente, |∂Φi/Ii| ≤ βi e |∂Φi/Ri| ≤ βi. Logo, considerando a norma euclidiana, ‖∇Φi(x)‖ ≤√
3βi, para todo x ∈ V . Disto e do Teorema do Valor Médio para funções reais de n variáveis vale

que
|Φi(x)− Φi(x̄)| ≤

√
3βi‖x− x̄‖, (2.16)

para todo x e x̄ em V .
Agora considere uma vizinhança V de x̄ = 0 e x 6= 0 em V . De |xi| ≤

√∑n
i=1 |xi|2 = ‖x‖ e

Si/Ni ≤ 1 segue que

|Φi(x)− Φi(0)| = |βi
SiIi
Ni
− 0| ≤ βiIi ≤ βi‖x‖

≤
√

3βi‖x‖ =
√

3βi‖x− 0‖,

para todo x ∈ V .
Segue que Φi é localmente lipschitz em R3n

+ e podemos escolher a mesma constante de Lipschitz,√
3βi, para toda vizinhança considerada.
Considere x = (S1, ..., Sn, I1, ..., In, R1, ..., Rn) e x̄ = (S̄1, ..., S̄n, Ī1, ..., Īn, R̄1, ..., R̄n).

|fiS(t,x)− fiS(t, x̄)| = |d(Ni − N̄i)− (Φi(x)− Φi(x̄)) +

n∑
j=1

mijgj(Sj − S̄j)− (gi + d)(Si − S̄i)|

≤ d
(
|Si − S̄i|+ |Ii − Īi|+ |Ri − R̄i|

)
+
√

3βi‖x− x̄‖+
n∑
j=1

mijgj |Sj − S̄j |

+(gi + d)|Si − S̄i|.
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Como |xi| ≤ ‖x‖,

|fiS(t,x)− fiS(t, x̄)| ≤

3d+
√

3βi +
n∑
j=1

mijgj + gi + d

 ‖x− x̄‖ = LiS‖x− x̄‖,

onde LiS =
(

3d+
√

3βi +
∑n

j=1mijgj + gi + d
)
. Analogamente, obtemos

|fiI(t,x)− fiI(t, x̄)| ≤

√3βi +
n∑
j=1

mijgj + gi + d+ γ

 ‖x− x̄‖ = LiI‖x− x̄‖ e

|fiR(t,x)− fiR(t, x̄)| ≤

γ +
n∑
j=1

mijgj + gi + d

 ‖x− x̄‖ = LiR‖x− x̄‖,

onde LiI =
(√

3βi +
∑n

j=1mijgj + gi + d+ γ
)
e LiR =

(
γ +

∑n
j=1mijgj + gi + d

)
.

Por �m, |f(t,x)− f(t, x̄)|

=

√√√√ n∑
i=1

|fiS(t,x)− fiS(t, x̄)|2 +

n∑
i=1

|fiI(t,x)− fiI(t, x̄)|2 +

n∑
i=1

|fiR(t,x)− fiR(t, x̄)|2

≤

√√√√ n∑
i=1

L2
iS‖x− x̄‖2 +

n∑
i=1

L2
iI‖x− x̄‖2 +

n∑
i=1

L2
iR‖x− x̄‖2

≤

√√√√ n∑
i=1

L2
iS +

n∑
i=1

L2
iI +

n∑
i=1

L2
iR‖x− x̄‖.

Segue que f é localmente Lipschitz em R3n
+ , com constante de Lipschitz√√√√ n∑

i=1

L2
iS +

n∑
i=1

L2
iI +

n∑
i=1

L2
iR

em toda vizinhança de x ∈ R3n
+ .

Em particular, segue da Proposição anterior, que o modelo está bem de�nido na região

Γ = {(S1, I1, R1, ..., Sn, In, Rn) ∈ R3n
+ |Si + Ii +Ri = Ni, i = 1, ..., n e

n∑
i=1

Ni = N(0)}. (2.20)

2.3.1 Equilíbrios do Modelo Epidêmico

O sistema está em equilíbrio se as derivadas temporais no sistema (2.14) são nulas. Uma região
i está em equilíbrio livre de doença (DFE, do inglês, Disease Free Equilibrium), se Ii = 0 e a doença
é endêmica em uma região i, se o número de infectados nesta região, Ii, é positivo. O modelo (2.14)
está no DFE se todas as regiões estão no DFE, isto é Ii = 0, para i = 1, ..., n, e está em um equilíbrio
endêmico se a doença é endêmica em alguma região. O DFE de (2.14) sempre existe e, nesse caso,
o modelo se reduz ao modelo de mobilidade estudado na seção anterior.

Vamos primeiro mostrar que em um DFE, o número de recuperados em toda região i é nulo,
isto é, Ri = 0 para i = 1, ..., n.
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Teorema 2.3.2. Suponha que, no sistema (2.14), Ii = 0 para i = 1, ..., n. Então, para i = 1, ..., n,

lim
t→∞

Ri(t) = 0.

Demonstração. Substituindo Ii = 0 em (2.14c), asseguramos que, em um DFE, usando a forma
vetorial da equação,

(M− d.Id) R = 0.

Do Lema (2.2.2)(ii),M− d.Id é uma matriz não singular, assim, devemos ter R = 0. Além disso,
do mesmo Lema, ítem (iii), esta matriz tem todos os autovalores com parte real negativa, assim
R→ 0.

Nesse caso, Si é igual ao valor de equilíbrio, N∗i , no modelo de mobilidade discutido na seção
anterior, nas Proposições (2.2.3), (2.2.6) e (2.2.8).

Os dois teoremas relacionam o tipo de equilíbrio, endêmico ou livre de doença, com a conexão
entre as componentes do grafo. Qualquer região que pode ser acessada de uma região endêmica, tam-
bém deve ser endêmica. Na prática, há maior preocupação com regiões endêmicas em componentes
conectadas. Note que estes resultados não variam com a função de nascimento escolhida.

Teorema 2.3.3. Se o sistema (2.14) está no equilíbrio e a região i está no equilíbrio livre de doença,
então todas as regiões que têm acesso à região i também estão no equilíbrio livre de doença. Em
particular, se a matriz de mobilidadeM é irredutível, então todas as regiões estão no equilíbrio livre
de doença.

Demonstração. Suponha, por simplicidade, que a região 1 está no DFE, isto é, I1 = 0. Como o
sistema está em equilíbrio, para j 6= 1, com m1jgj 6= 0, segue da equação (2.14b) que

0 =
dI1

dt
=

n∑
j=1

m1jgjIj ,

implica Ij = 0. Logo, toda região que tem acesso direto à região 1 também está no DFE.
Considere agora uma região j que tem acesso direto à região 1. Do já exposto, a região j está

no DFE. Repetindo os argumentos para a região j, concluímos que toda região com acesso direto à
região j está no DFE.

Indutivamente, toda região com acesso à região 1 está no DFE.
Em particular, se a matriz de saída é irredutível, a região 1 tem acesso a todas as outras, então

todas as regiões estão no DFE.

Teorema 2.3.4. Suponha que o sistema (2.14) está em um equilíbrio e que a doença é endêmica
na região i. Então a doença é endêmica em todas as regiões que podem ser acessadas da região i.
Em particular, se a matriz de mobilidadeM é irredutível, então a doença é endêmica em todas as
regiões.

Demonstração. Considere o sistema em equilíbrio e a região i endêmica. Suponha que a região
k,com k 6= i, pode ser acessada diretamente da região i e está em DFE. Assim, segue de (2.14b) que

0 =
dIk
dt

=
n∑
j=1

mkjgjIj .

Como mkigi 6= 0, devemos ter Ii = 0, uma contradição. Logo, a região k também deve ser endêmica.
Mais uma vez, procedendo indutivamente, toda região que pode ser acessada da região i é

também endêmica.

A existência e a estabilidade dos diferentes tipos de equilíbrios são importantes para decidir as
medidas de controle que devem ser tomadas para impedir o espalhamento da doença. Na prática, o
que se deseja alcançar é a estabilidade do equilíbrio livre de doença.
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2.4 Número de Reprodução Básico e Estabilidade dos Equilíbrios

O número de reprodução básico, denotado R0, é o número médio de infecções secundárias pro-
duzidas quando um indivíduo infectado é introduzido em uma população onde todos são suscetíveis.
Sua importância reside no fato de este ser um parâmetro limiar para a estabilidade do DFE, sendo
localmente assintoticamente estável para valores de R0 abaixo de um, e instável para valores de R0

acima de um. O valor de R0 depende de vários fatores que são parâmetros no sistema como as taxas
de incidência e de recuperação da doença, os valores de �uxos entre as regiões, etc.

Van den Driessche e Watmough deram uma de�nição de R0 para um modelo multi-grupo,
como o deste trabalho (van den Driessche e Watmough, 2002), e esta pode ser vista em detalhes no
Capítulo (3), Seção (3.1).

Apresentamos o R0 para o modelo (2.14), com matriz de mobilidade,M, irredutível e os resul-
tados obtidos a respeito da estabilidade dos equilíbrios. A expressão �nal para o R0 é complexa,
então é de grande ajuda encontrar limitações para o seu valor.

2.4.1 Número de Reprodução Básico

Seguindo os passos na Seção (3.1) (ou por van den Driessche e Watmough (2002)), ordenamos
os compartimentos colocando inicialmente aqueles com indivíduos infectados

I1, ..., In, S1, ..., Sn, R1, ..., Rn,

e formamos os vetores,

F = [Φ1, ...,Φn, 0, ..., 0, 0, ..., 0]′ ,

representando as novas infecções, e

V =



(g1 + d+ γ)I1 −
∑n

j=1m1jgjIj
...

(gn + d+ γ)In −
∑n

j=1mnjgjIj
−dN1 + Φ1 −

∑n
j=1m1jgjSj + (g1 + d)S1

...
−dNn + Φn −

∑n
j=1mnjgjSj + (gn + d)Sn

(g1 + d)R1 − γI1 −
∑n

j=1m1jgjRj
...

(gn + d)Rn − γIn −
∑n

j=1mnjgjRj


,

representando as transferências de indivíduos por todos os outros meios.
No sistema (2.14) as condições de (i) a (iv) são satisfeitas, e a condição (v) está assegurada pois

o componente demográ�co sem doença converge. A Proposição (2.2.3) garante essa condição.
As matrizes F e V são obtidas diferenciando as primeiras n linhas de F e V em relação as

variáveis de infectados e avaliando no DFE, isto é, Ii = 0, Si = N∗i > 0 e Ri = 0 para i = 1, ..., n.
Assim,

F =


β1 0 ... 0
0 β2 ... 0
...

...
. . .

...
0 0 ... βn

 (2.21)
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e

V =


g1 + d+ γ −g2m12 · · · −gnm1n

−g1m21 g2 + d+ γ · · · −gnm2n
...

...
. . .

...
−g1mn1 −g2mn2 · · · gn + d+ γ

 . (2.22)

A matriz V pode ser escrita como −(M− (d + γ)Id). O número de reprodução básico é dado
por

R0 = ρ(FV −1). (2.23)

2.4.2 Análise de Estabilidade dos Equilíbrios

Aqui, vamos apresentar resultados de estabilidade local e global dos equilíbrios endêmicos e livre
de doença, considerando a matriz de mobilidade,M, irredutível.

Van den Driessche mostrou que o R0 é um parâmetro limiar para a estabilidade local do DFE,
sendo estável, se R0 < 1 e instável, se R0 > 1 (van den Driessche e Watmough, 2002). Shuai et al.,
utilizando um modelo com a incidência bilinear, garante que o DFE é globalmente assintoticamente
estável, se R0 ≤ 1 (Li e Shuai, 2009a). Condições para a estabilidade global do equilíbrio endêmico
demoraram mais de ser encontradas.

Uma abordagem de teoria dos grafos foi desenvolvida para estudar a derivada de funções de
Lyapunov e aplicada para resolver problemas de estabilidade global do equilíbrio endêmico de mod-
elos epidêmicos multi-grupo (Guo et al., 2006), (Guo et al., 2008), (Li e Shuai, 2009b). Li e Shuai
deram a primeira prova da estabilidade global do equilíbrio endêmico para um modelo epidêmico
multi-grupo que incorpora a mobilidade. A idéia chave da prova foi utilizar resultados de teoria dos
grafos para analisar a derivada da função de Lyapunov (Li e Shuai, 2009a). Muroya et al., utilizando
a mesma função de Lyapunov, faz outra prova, apresentando outras condições para a estabilidade
global do equilíbrio endêmico, sem utilizar teoria de grafos (Muroya et al., 2012). As provas sao
feitas considerando que a dispersão dos indivíduos depende do seu estado epidemiológico, isto é, as
taxas de transição entre as regiões podem ser diferentes para indivíduos suscetíveis, infectados ou
recuperados. Vamos mostrar aqui ambas as provas, mas considerando, como feito até agora, que a
dispersão independe do estado epidemiológico dos indivíduos.

Como na prova da estabilidade global do DFE, foi assumido nesses modelos a incidência bilinear.
Apresentamos esses resultados e os extendemos para o nosso modelo com incidência proporcional,
utilizando a teoria de sistemas assintoticamente autônomos.

Começamos com o teorema sobre estabilidade local do equilíbrio livre de doença, DFE, que pode
ser visto em detalhes no Teorema (3.1.4), Seção (3.1) ou (van den Driessche e Watmough, 2002).

Teorema 2.4.1. Seja R0 de�nido em (2.23). O DFE do modelo (2.14) é localmente assintotica-
mente estável se R0 < 1 e instável se R0 > 1.

Vimos que, quando a matriz de mobilidade é irredutível, o componente demográ�co converge
para N∗ = (N∗1 , ..., N

∗
n) > 0, dado na equação (2.6). Considere o sistema não autônomo x′ = f(t, x),

dado por (2.14), onde N = N(t). Trocando cada Ni(t) pelo seu valor limite N∗i > 0, obtemos um
sistema autônomo, o qual denotamos x′ = g(x), dado por

dSi
dt

= dN∗i − βi
SiIi
N∗i

+
n∑
j=1

mijgjSj − (gi + d)Si (2.24a)

dIi
dt

= βi
SiIi
N∗i

+

n∑
j=1

mijgjIj − (gi + d+ γ)Ii (2.24b)

dRi
dt

= γIi +
n∑
j=1

mijgjRj − (gi + d)Ri. (2.24c)
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Assim, de�nimos

Γ∗ = {(S1, I1, R1, ..., Sn, In, Rn) ∈ R3n
+ |Si + Ii +Ri = N∗i , i = 1, ..., n}. (2.25)

Proposição 2.4.2. Γ∗ é positivamente invariante sobre o �uxo de (2.24).

Demonstração. Já vimos que as soluções deixam o R3n
+ positivamente invariante. Se começamos

com uma condição inicial em Γ∗, vale que Si + Ii +Ri = N∗i para todo i. Somando as três equações
em (2.24), temos que dNi/dt = 0, e, portanto, a população em cada região i não se altera para todo
tempo positivo. Segue que (2.24) deixa Γ∗ positivamente invariante.

Usando a teoria de sistemas assintoticamente autônomos (que pode ser vista na Seção (3.6),
Capítulo (3)), temos que x′ = f(t, x) é um sistema não autônomo, com sistema autônomo limite
x′ = g(x).

Lema 2.4.3. Considere o sistema (2.14) com M irredutível. Se P é um ponto de equilíbrio glob-
almente assintoticamente estável para o sistema (2.24), então também é um ponto de equilíbrio
globalmente assintoticamente estável para o sistema original, (2.14).

Demonstração. Se o ponto de equilíbrio P de x′ = g(x) é globalmente assintoticamente estável,
satisfeitas as hipóteses do Corolário (3.6.1.1) (Capítulo (3)), ele é também um equilíbrio globalmente
assintoticamente estável do sistema x′ = f(t, x). Uma vez que já vimos que as soluções do sistema
estão limitadas, basta mostrar a hipótese de que f e g são localmente Lipschitz em x ∈ R3n. Os
cálculos para as funções f e g são análogos e foram feitos na Proposição (2.3.1).

Segue do Lema (2.4.3) que podemos trabalhar com o sistema autônomo (2.24) e, em seguida,
transferir os resultados obtidos sobre a estabilidade global dos equilíbrios para o sistema original,
(2.14). Vamos proceder apresentando inicialmente as provas para o sistema (2.24) e, então, a partir
deste Lema, apresentamos o Teorema �nal extendendo esses resultados para o sistema (2.14). Antes
de iniciar, observe que as matrizes F e V dadas em (2.21) e (2.22), respectivamente, não se alteram
para o sistema autônomo, assim o valor de R0 também é o mesmo.

Estabilidade Global do DFE

Vamos apresentar a prova da estabilidade global do DFE feita por Li e Shuai (Li e Shuai,
2009a). Para tornar mais clara a escrita do próximo Teorema, colocaremos em destaque as seguintes
propriedades sobre matrizes não negativas que são utilizadas na sua demonstração, e que podem
ser encontradas em (Berman e Plemmons, 1979).

1. Se E é não negativa e irredutível, então ρ(E) é um autovalor simples e E tem um autovetor
positivo, correspondente a ρ(E) (Perron-Frobenius).

2. Se 0 ≤ E ≤ F , então ρ(E) ≤ ρ(F ). Se além disso E 6= F e E + F é irredutível, então
ρ(E) < ρ(F ).

3. Se E é não negativa e irredutível, e F é diagonal e positiva, então EF é irredutível.

Teorema 2.4.4. Assuma que R0 ≤ 1. Então, o equilíbrio livre de doença do sistema (2.24), x∗ =
(S∗1 , I

∗
1 , R

∗
1, ..., S

∗
n, I
∗
n, R

∗
n) = (N∗1 , 0, 0, ..., N

∗
n, 0, 0), é globalmente assintoticamente estável.

Demonstração. Segue do Lema (3.1.1) que F é uma matriz não negativa e V é uma M-matriz não
singular, sendo então V −1 não negativa. ComoM é irredutível e a irredutibilidade não é afetada por
alterações nas entradas da diagonal, V também é irredutível. Assim, V −1 é uma matriz positiva
(Teorema (3.2.6)), e, portanto, irredutível. Como F é uma matriz diagonal positiva e V −1 não
negativa e irredutível, segue que V −1F é uma matriz irredutível não negativa e, pelo Teorema de
Perron-Frobenius, tem um autovetor à esquerda positivo, w = (w1, ..., wn), correspondente à raiz
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de Perron ρ(V −1F ). Como as matrizes F e V são inversíveis, FV −1 e V −1F compartilham o mesmo
espectro, portanto, ρ(V −1F ) = ρ(FV −1) = R0. Segue daí que

(w1, ..., wn)V −1F = ρ(V −1F )(w1, ..., wn) = R0(w1, ..., wn),

e assim,
1

R0
(w1, ..., wn) = (w1, ..., wn)F−1V. (2.26)

De�na agora a função L =
∑n

i=1 ciIi, com ci = wi/βi > 0, para i = 1, ..., n, e denote I =
(I1, ..., In)′. Diferenciando L ao longo das soluções do sistema (2.24) e lembrando que mii = 0, para
i = 1, ..., n, obtemos

L′ =
n∑
i=1

ciI
′
i

=
n∑
i=1

ci

βiSiIi
N∗i

+
n∑
j=1

mijgjIj − (gi + d+ γ)Ii


=

n∑
i=1

wi
βi

(
βi
SiIi
N∗i
− (V I)i

)

=

n∑
i=1

wi
SiIi
N∗i
−

n∑
i=1

wi(F
−1V I)i.

De (2.26),
n∑
i=1

wi(F
−1V I)i = w′F−1V I =

1

R0
w′I =

n∑
i=1

1

R0
wiIi.

Assim,

L′ =

n∑
i=1

wi
SiIi
N∗i
−

n∑
i=1

1

R0
wiIi

=

n∑
i=1

wi

(
Si
N∗i
− 1

R0

)
Ii (2.27)

Aqui, como Si ≤ N∗i , Si/N∗i ≤ 1. Segue de (2.27) que

L′ ≤
n∑
i=1

wi

(
1− 1

R0

)
Ii.

Como (w1, ..., wn) é positivo, L′ ≤ 0 quando R0 ≤ 1. Assim, L é uma função de Lyapunov para
o sistema (2.24) (ver Capítulo (3), Seção (3.5), sobre Teoria de Lyapunov).

Agora, note que como ci > 0 para todo i, L′ = 0 se, e somente se, I ′i = 0 para todo i.
As matrizes F e V são obtidas diferenciando as primeiras n linhas de F e V em relação as

variáveis de infectados e avaliando no DFE, isto é, Ii = 0, Si = N∗i e Ri = 0 para i = 1, ..., n
(ver Seção (2.4.1)). De�na as matrizes F̄ e V̄ como as matrizes obtidas da mesma maneira que F
e V para o sistema (2.24), mas sendo avaliadas em outro ponto, que não é o DFE. Para lembrar
mais facilmente da notação, denotamos M(S∗) = FV −1 e M(S) = F̄ V̄ −1, onde S∗ = (S∗1 , ..., S

∗
n) e

S = (S1, ..., Sn) são o DFE e um ponto diferente deste, respectivamente.
Temos que I ′i = 0 para todo i é equivalente a (F̄ − V̄ )I = 0, isto é, (F̄ V̄ −1 − Id)I = 0 e daí,

F̄ V̄ −1I = I. Assim, I ′i = 0 para todo i é equivalente a M(S)I = I.
Para 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ Si ≤ S∗i = N∗i implica 0 ≤ M(S) ≤ M(S∗). Se S 6= S∗, então M(S) ≤

M(S∗) com M(S) 6= M(S∗). Uma vez que M é irredutível, sabemos que M(S) e M(S∗) são
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irredutíveis. Ainda mais, temos M(S) +M(S∗) irredutível.
Portanto, ρ(M(S)) < ρ(M(S∗)) = ρ(FV −1) = R0 ≤ 1. Assim, se S 6= S∗, ρ(M(S)) < 1, e

M(S)I = I implica I = 0. Segue que L′ = 0 se, e somente se, I = 0, isto é, Ii = 0 para todo i.
Do Teorema (2.3.2), quando I = 0, R → 0, logo o único subconjunto invariante do conjunto

E = {(S1, I1, R1, ..., Sn, In, Rn); Ii = 0, i = 1, ..., n} é o unitário {x∗} = {(N∗1 , 0, 0, ..., N∗n, 0, 0)}.
Pelo Teorema de La Salle (Teorema (3.5.2), Seção (3.5)), x∗ é globalmente assintoticamente estável
em Γ∗.

Existência de Equilíbrio Endêmico

Li e Shuai provam a existência do equilíbrio endêmico usando resultados sobre persistência de
um sistema (Li e Shuai, 2009a). Essas ferramentas são encontradas no Capítulo (3), Seção (3.4).
Antes de apresentar as provas vamos introduzir as de�nições de persistência e persistência uniforme
de um modelo epidêmico com equações diferenciais.

A noção de persistência captura a idéia de que se o sistema representa um modelo de ecossistema,
então todos os componentes do ecossistema sobrevivem (Smith e Waltman, 1995). O sistema x′ =
f(t,x), com x ∈ Rn é dito ser persistente se

lim inf
t→∞

xi(t) > 0, i = 1, ..., n

para toda trajetória com condições iniciais positivas, e é dito ser uniformemente persistente se existe
um número positivo ε tal que

lim inf
t→∞

xi(t) > ε, i = 1, ..., n

para toda trajetória com condições iniciais positivas.
No que segue denote o interior de Γ∗ por Γ̆∗.

Lema 2.4.5. O único conjunto positivamente invariante pelo sistema (2.24), contido em ∂Γ∗ é o
unitário do DFE, {x∗} = {(N∗1 , 0, 0, ..., N∗n, 0, 0)}.

Demonstração. Seja M ⊆ ∂Γ∗ um conjunto positivamente invariante por (2.24). Dado um ponto
(S1, I1, R1, ..., Sn, In, Rn) ∈ M ⊆ ∂Γ∗, ao menos uma das suas coordenadas deve ser nula. Supon-
hamos primeiro que Si = 0 para algum i �xo, então S′i = 0 implica que

dN∗i +
n∑
j=1

mijgjSj = 0,

que é um absurdo, pois dN∗i > 0.
Suponhamos então que Ii = 0 para algum i �xo. Aqui, I ′i = 0 nos dá

n∑
j=1

mijgjIj = 0.

Isto implica que Ij = 0, sempre que mijgj = 0, isto é, sempre que o vértice j tem acesso direto
ao vértice i. Como M é irredutível, qualquer vértice j tem acesso ao vértice i, ou seja, existe um
conjunto de índices (k1, ..., kn), ki 6= kj , tal que gjmk1jgk1mk2k1 · · · gknmikn > 0. Assim, do raciocínio
anterior, o vértice kn tem acesso direto ao vértice i, portanto Ikn = 0. Procedendo indutivamente,
teremos Ij = 0. Logo, devemos ter

M ⊆ {(S1, I1, R1, ..., Sn, In, Rn); Ii = 0, i = 1, ..., n} ∩ Γ∗.

Se I = 0, segue do Teorema (2.3.2) que R→ 0, e, consequentemente Si → N∗i , para todo i. Destes,
fatos temos M = {x∗}.
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A última opção é termos Ri = 0 para algum i �xo, o que nos dá, R′i = 0 e

γIi +

n∑
j=1

mijgjRj = 0.

Segue daí que Ii = 0. Do caso anterior, concluímos M = {x∗}.
Desta análise, o único conjunto postivamente invariante contido em ∂Γ∗ é o conjunto M =

{x∗}.

Lema 2.4.6. Suponha R0 > 1 para o sistema (2.24). Seja L′ como na equação (2.27) na prova do
Teorema (2.4.4). Então existe uma vizinhança do DFE, x∗, contida em Γ∗, onde L′ > 0, para todo
x ∈ V \ {x∗} ∩ Γ̆∗.

Demonstração. Seja
ε = min

i=1,...,n
N∗i (1− 1/R0) > 0. (2.28)

Considere uma vizinhança V de x∗, contida em Γ∗, tal que para todo ponto x ∈ V , ‖x−x∗‖ < ε.
Temos que

‖x− x∗‖2 =

n∑
i=1

(Si −N∗i )2 + I2
i +R2

i < ε2,

implica, para todo i, |N∗i − Si| < ε, e daí

Si > N∗i − ε

= N∗i − min
i=1,...,n

N∗i

(
1− 1

R0

)
≥ N∗i −N∗i

(
1− 1

R0

)
=

N∗i
R0

.

Assim, para todo i, Si
N∗i
− 1

R0
> 0. Segue que para x ∈ V \ {x∗} ∩ Γ̆∗,

L′ =
n∑
i=1

wi

(
Si
N∗i
− 1

R0

)
Ii > 0,

uma vez que wi > 0 para todo i, e x tem coordenadas Ii, i = 1, ..., n, positivas em Γ̆∗.

Proposição 2.4.7. Se R0 > 1, então o sistema (2.24) é uniformemente persistente no interior de
Γ∗.

Demonstração. Para demonstrar tal resultado vamos observar que (2.24) satisfaz as condições do
Teorema (3.4.2) na Seção (3.4). Considere X = R3n

+ e Γ∗ dado em (2.25). Já mostramos que Γ∗ é
positivamente invariante sobre o �uxo de (2.24).

Do Lema (2.4.5), o único conjunto invariante M em ∂Γ∗ é o unitário do DFE, {x∗}, e ele é
isolado. A cobertura é o próprio unitário e ela é acíclica (nos termos da Seção (3.4)). Assim, a
hipótese (H) do Teorema (3.4.2) é satisfeita.

Como R0 > 1, do Lema (2.4.6), existe uma vizinhança do DFE, x∗, contida em Γ∗, onde L′ é
positivo para todo x ∈ V \ {x∗}. Como L =

∑n
i=1 ciIi, com ci > 0 para todo i, L′ > 0 indica que

no tempo seguinte uma das coordenadas de Ii deve aumentar, fazendo com que uma solução com
condição inicial em V \ {x∗} ∩ Γ̆∗ caminhe para longe de x∗.

No Lema (2.4.6), V é o conjunto tal que a distância de qualquer um dos seus pontos a x∗ é
menor que ε (dado em (2.28)). Considere o conjunto B como a bola aberta centrada em x∗ com
raio ε/2. Qualquer solução começando com condição inicial em y ∈ S[∂Γ∗, ε/2] ∩ Γ̆∗, permanece no
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interior do compacto Γ∗ \ B, a partir de algum t(y) > 0. Assim, o �uxo é ponto dissipativo em
S[∂Γ∗, ε/2] ∩ Γ̆∗.

Segue que qualquer trajetória, partindo de condições iniciais positivas, se distancia do DFE e,
portanto, a prova é concluída por observar que a condição necessária e su�ciente para a persistência
uniforme no Teorema (3.4.2) equivale a instabilidade do DFE.

Teorema 2.4.8. Assuma que R0 > 1. Então, o sistema (2.24) com condições iniciais positivas, é
uniformemente persistente e existe um equilíbrio endêmico xe em Γ̆∗.

Demonstração. Aqui, vamos observar que estamos nas hipóteses do Teorema (3.4.3), na Seção (3.4)
ou Teorema 2.8.6 (Bathia e Szegö, 1967). Já vimos que o sistema é uniformemente persistente em
Γ̆∗. Da persistência uniforme, existe ε > 0 e T > 0 tal que para t > T , Si(t), Ii(t), Ri(t) ≥ ε. Deste
fato e da limitação uniforme das soluções em Γ̆∗, podemos a�rmar que existe um compacto, digamos
N ⊂ Γ̆∗, que é um atrator para o �uxo de (2.24). A saber, para todo ponto x em N , ε ≤ xi ≤ N∗i −ε.
A região de atração de N é o Γ̆∗. Assim, do Teorema (3.4.3) (Seção (3.4)), N contém um ponto de
equilíbrio. Como N ⊂ Γ̆∗, este ponto é um equilíbrio endêmico.

Estabilidade Global do Equilíbrio Endêmico

Li e Shuai e Muroya et al. fazem duas provas distintas para a estabilidade global do equilíbrio
endêmico (Li e Shuai, 2009a), (Muroya et al., 2012). As duas provas, as quais apresentamos aqui,
utilizam a Teoria de Lyapunov e o Teorema de LaSalle (Seção (3.5), Capítulo (3)). Construímos uma
função de Lyapunov L, de�nida no fecho do conjunto Γ̆∗, contido em Γ∗, positivamente invariante
pelo sistema (2.24). Em seguida, encontramos o conjunto E, onde a derivada de L é nula, e o
maior conjunto positivamente invariante, M , contido em E. Como as soluções são limitadas, pelo
Teorema de LaSalle, toda solução com condição inicial em Γ̆∗ aproxima-se do conjunto M . Por �m,
mostramos queM = {xe}, assim toda solução com condical inicial em Γ̆∗ converge para o equilíbrio
endêmico, xe ∈ Γ̆∗.

As duas provas utilizam a mesma função de Lyapunov L =
∑n

i=1CiiLi, onde Cii é uma constante
positiva para todo i e

Li(Si, Ii) = Si − Sei − Sei ln
Si
Sei

+ Ii − Iei − Iei ln
Ii
Iei
,

onde Sei e I
e
i são as coordenadas de xe. A diferença entre as provas se dá na técnica para analisar

as derivadas da função de Lyapunov. Vamos começar provando os lemas a seguir.

Lema 2.4.9. A função L : Γ̆∗ → R, de�nida como acima, satisfaz os ítens a seguir.

(1) L é continuamente diferenciável em Γ̆∗;

(2) Para cada x̄ em Γ∗, o limite lim
x→x̄
x∈Γ̆∗

L(x) existe e é um número real, ou é +∞.

Demonstração. Para mostrar as propriedades, de�nimos a função f : R+ \ {0} → R, dada por
f(x) = x− xe − xe ln x

xe , onde x
e é um valor real positivo.

(1) Temos df
dx = 1− xe

x , que é contínua para x > 0.

(2) Como f é contínua, para x̄ > 0, limx→x̄ f(x) = f(x̄) ∈ R. Para x̄ = 0, lim
x→x̄
x>0

f(x) = +∞.

A função L é uma combinação linear da função f aplicada em Si > 0, com xe = Sei > 0, e da
função f aplicada em Ii > 0, com xe = Iei > 0. Assim, as propriedades de L seguem diretamente
das propriedades de f .
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Lema 2.4.10. O único conjunto positivamente invariante pelo sistema (2.24) contido em

E = {(Se1, aIe1 , R1, ..., S
e
n, aI

e
n, Rn); a ∈ R \ {0}} ∩ Γ∗

é o ponto de equilíbrio xe = (Se1, I
e
1 , R

e
1, ..., S

e
n, I

e
n, R

e
n) ∈ Γ̆∗.

Demonstração. O conjunto E pode ser reescrito como

E = {(Se1, Ie1 , N∗1 − Se1 − Ie1 , ..., Sen, Ien, N∗n − Sen − Ien) + µv;µ ∈ R} ∩ R3n
+ ,

onde v é o vetor diretor (0, 1,−1, 0, Ie2/I
e
1 ,−Ie2/Ie1 , ..., 0, Ien/Ie1 ,−Ien/Ie1) ∈ R3n

+ .
SeM ⊆ E é um conjunto positivamente invariante por (2.24), então qualquer vetor w ortogonal

ao vetor diretor de E deve também ser ortogonal ao vetor derivada das soluções que iniciem em
M . Em particular, w = (1, 0, 0, ..., 1, 0, 0) ∈ R3n

+ é ortogonal ao vetor v. Assim, para todo ponto
(S1, I1, R1, ..., Sn, In, Rn) em M devemos ter

w · (S′1, I ′1, R′1, ..., S′n, I ′n, R′n) = 0.

Como (S1, I1, R1, ..., Sn, In, Rn) ∈M ⊆ E, segue da primeira equação de (2.24) que, para todo i,

0 = dN∗i − a
βi
N∗i

Sei I
e
i +

n∑
j=1

mijgjS
e
j − giSei − dSei . (2.29)

Uma vez que o lado direito de (2.29) é estritamente decrescente em a, a igualdade em (2.29) é válida
se, e somente se, a = 1, o que implica Ii = Iei para todo i.

Portanto, o conjunto positivamente invariante por (2.24) contido em E é o conjunto

M = {(Se1, Ie1 , N∗1 − Se1 − Ie1 , ..., Sen, Ien, N∗n − Sen − Ien)}.

Assim, M = {xe}.

Vamos a prova do teorema de estabilidade global do equilíbrio endêmico com a técnica utilizada
por Li e Shuai.

Teorema 2.4.11. Assuma que R0 > 1 e que existe um equilíbrio endêmico,

xe = (Se1, I
e
1 , R

e
1, ..., S

e
n, I

e
n, R

e
n),

para o sistema (2.24). Suponha que a seguinte condição é satisfeita: existe λ > 0 tal que Sej = λIej ,

para todo 1 ≤ j ≤ n. Então, xe é único e globalmente assintoticamente estável em Γ̆∗.

Demonstração. Observe que as duas primeiras equações do sistema (2.24) não dependem da variável
Ri. Então, reescrevemos aqui as duas primeiras:

dSi
dt

= dN∗i − βi
SiIi
N∗i

+

n∑
j=1

mijgjSj − giSi − dSi (2.30a)

dIi
dt

= βi
SiIi
N∗i

+

n∑
j=1

mijgjIj − giIi − (d+ γ)Ii, (2.30b)

para i = 1, ..., n. O comportamento das funções Ri pode então ser determinado pela última equação
de (2.24). Reescrevemos as equações acima como
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dSi
dt

= dN∗i − β̄iSiIi +
n∑
j=1

mijgjSj − giSi − dSi (2.31a)

dIi
dt

= β̄iSiIi +

n∑
j=1

mijgjIj − giIi − (d+ γ)Ii, (2.31b)

para i = 1, ..., n, onde β̄i = βi/N
∗
i .

Vamos provar que xe é globalmente assintoticamente estável em Γ̆∗. Em particular, isto implica
que xe é necessariamente único. De�na

Li(Si, Ii) = Si − Sei − Sei ln
Si
Sei

+ Ii − Iei − Iei ln
Ii
Iei
.

Derivando Li ao longo das soluções de (2.31), obtemos

L′i = S′i −
Sei
Si
S′i + I ′i −

Iei
Ii
I ′i = dN∗i − dSi +

n∑
j=1

mijgjSj − giSi

−dN∗i
Sei
Si

+ β̄iS
e
i Ii + dSei −

n∑
j=1

mijgjSj
Sei
Si

+giS
e
i − (d+ γ)Ii +

n∑
j=1

mijgjIj − giIi

−β̄iSiIei + (d+ γ)Iei −
n∑
j=1

mijgjIj
Iei
Ii

+ giI
e
i .

Das equações de equilíbrio para (2.31), obtemos as igualdades

dSei = dN∗i − β̄iSei Iei +

n∑
j=1

mijgjS
e
j − giSei (2.33a)

(d+ γ)Iei = β̄iS
e
i I
e
i +

n∑
j=1

mijgjI
e
j − giIei . (2.33b)
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Colocando em evidência Si/Sei e Ii/I
e
i para aparecer os termos nas igualdades anteriores temos

L′i =

(
1− Si

Sei

)
dN∗i − dSei

(
Si
Sei

)
+

n∑
j=1

mijgjSj − giSei
(
Si
Sei

)

+β̄iS
e
i I
e
i

(
Ii
Iei

)
+ dSei −

n∑
j=1

mijgjSj

(
Sei
Si

)
+ giS

e
i

−(d+ γ)Iei

(
Ii
Iei

)
+

n∑
j=1

mijgjIj − giIei
(
Ii
Iei

)
− β̄iSei Iei

(
Si
Sei

)

+(d+ γ)Iei −
n∑
j=1

mijgj

(
IjI

e
i

Ii

)
+ giI

e
i

=

(
1− Si

Sei

)
dN∗i −

Si
Sei

(
dSei + giS

e
i + β̄iS

e
i I
e
i

)
+
Ii
Iei

(
β̄iS

e
i I
e
i − (d+ γ)Iei − giIei

)
+ (dSei + (d+ γ)Iei + giS

e
i + giI

e
i )

+
n∑
j=1

mijgjSj −
n∑
j=1

mijgj
SjS

e
i

Si
+

n∑
j=1

mijgjIj −
n∑
j=1

mijgj
IjI

e
i

Ii
.

Das equações em (2.33),

L′i =

(
1− Si

Sei

)
dN∗i −

Si
Sei

dN∗i +

n∑
j=1

mijgjS
e
j

+
Ii
Iei

− n∑
j=1

mijgjI
e
j


+

dN∗i +
n∑
j=1

mijgjS
e
j +

n∑
j=1

mijgjI
e
j


+

n∑
j=1

mijgjSj −
n∑
j=1

mijgj
SjS

e
i

Si
+

n∑
j=1

mijgjIj −
n∑
j=1

mijgj
IjI

e
i

Ii

= dN∗i

[(
1− Sei

Si

)
+

(
1− Si

Sei

)]
+

n∑
j=1

mijgjS
e
j

(
1− Si

Sei
+
Sj
Sej
− SjS

e
i

SiSej

)

+
n∑
j=1

mijgjI
e
j

(
1− Ii

Iei
+
Ij
Iej
− IjI

e
i

IiIej

)
.
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Usando operações com logarítmos de forma a não alterar as igualdades, temos que

L′i = dN∗i

(
1− Si

Sei
+ ln

Si
Sei

+ 1− Sei
Si

+ ln
Sei
Si

)
+

n∑
j=1

mijgjS
e
j

(
1− Sei Sj

SiSej
+ ln

Sei Sj
SiSej

)

+
n∑
j=1

mijgjS
e
j

(
Sj
Sej

+ ln
Sej
Sj
− Si
Sei
− ln

Sei
Si

)

+
n∑
j=1

mijgjI
e
j

(
1− Iei Ij

IiIej
+ ln

Iei Ij
IiIej

)

+
n∑
j=1

mijgjI
e
j

(
Ij
Iej

+ ln
Iej
Ij
− Ii
Iei
− ln

Iei
Ii

)
.

Agora, do fato de 1− x+ lnx ≤ 0 para todo x > 0, temos

L′i ≤
n∑
j=1

mijgjS
e
j

(
Sj
Sej

+ ln
Sej
Sj
− Si
Sei
− ln

Sei
Si

)

+

n∑
j=1

mijgjI
e
j

(
Ij
Iej

+ ln
Iej
Ij
− Ii
Iei
− ln

Iei
Ii

)
.

Usando a hipótese de Sej = λIej ,

L′i ≤
n∑
j=1

mijgjI
e
j

[(
λ
Sj
Sej

+ λ ln
Sej
Sj

+
Ij
Iej

+ ln
Iej
Ij

)
−
(
λ
Si
Sei

+ λ ln
Sei
Si

+
Ii
Iei

+ ln
Iei
Ii

)]

=

n∑
j=1

mijgjI
e
j [Gj(Sj , Ij)−Gi(Si, Ii)] ,

onde

Gi(Si, Ii) = λ
Si
Sei

+ λ ln
Sei
Si

+
Ii
Iei

+ ln
Iei
Ii
.

Aqui, vamos usar a abordagem da Seção (3.7). Considere uma matriz de pesos B = (β̃ij) com
entradas β̃ij = mijgjI

e
j e denote o correspondente digrafo como G(B). Seja Cii =

∑
T ∈Ti

w(T ) ≥ 0
como dado em (3.24). Então, por (3.27), segue que

n∑
i=1

Cii

n∑
j=1

mijgjI
e
j (Gj(Sj , Ij)−Gi(Si, Ii)) = 0. (2.39)

Seja

L(S1, I1, R1, ..., Sn, In, Rn) =

n∑
i=1

CiiLi(Si, Ii).

Usando (2.39) obtemos

L′ =

n∑
i=1

CiiL
′
i ≤

n∑
i=1

Cii

n∑
j=1

mijgjI
e
j (Gj(Sj , Ij)−Gi(Si, Ii)) = 0. (2.40)

para todo (S1, I1, R1, ..., Sn, In, Rn) ∈ Γ̆∗.
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Disto e do Lema (2.4.9), L é uma função de Lyapunov para o sistema (2.31). Como M é
irredutível, Cii > 0 para todo i (ver Teorema (3.7.1), na seção (3.7)), e assim L′ = 0 implica
Si = Sei para todo i (pois 1− x+ lnx = 0 se, e somente se, x = 1). Além disso, implica, para todo
1 ≤ i, j ≤ n,

Iei Ij
IiIej

= 1,

isto é, para todo i, j, Ii/Iei = Ij/I
e
j . De fato, se mijgj 6= 0, é claro que devemos ter Iei Ij

IiIej
= 1 (pois

1−x+lnx = 0 se, e somente se, x = 1). Assim, Ii/Iei = Ij/I
e
j sempre que mijgj 6= 0. Suponha então

mijgj = 0. ComoM é irredutível, existe um caminho {(ik, ik+1) : k = 0, ..., n; i0 = i, in+1 = j} tal
que mik+1,ikgk 6= 0, para k = 0, ..., n. Assim vale que

Ii
Iei

=
Ii1
Iei1

=
Ii2
Iei2

= ... =
Iin
Iein

=
Ij
Iej
.

Daí, Ii/Iei = Ij/I
e
j , para todo i, j. Segue que para algum a ∈ R, Ii = aIei para i = 1, ..., n. Do

Lema (2.4.10), o único conjunto invariante em que L′ = 0 é o unitário {xe}. Portanto, pelo Princípio
da Invariância de La Salle (Teorema (3.5.2), Seção (3.5)), xe é globalmente assintoticamente estável
em Γ̆∗ para o sistema (2.31) e, equivalentemente, para o sistema (2.30) e o sistema (2.24).

Apresentamos agora a segunda prova da estabilidade global do equilíbrio endêmico, feita por
Muroya et al., a qual faz uso da mesma função de Lyapunov, mas não analisa a sua derivada com
teoria de grafos (Muroya et al., 2012).

Teorema 2.4.12. Assuma que R0 > 1 e que existe um equilíbrio endêmico,

xe = (Se1, I
e
1 , R

e
1, ..., S

e
n, I

e
n, R

e
n),

para o sistema (2.24). Suponha que existe um vetor coluna positivo v = (v1, ..., vn)′ tal que

vi
(
β̄iI

e
i + d+ gi

)
−

n∑
j=1

vjmjigi ≥ 0 e (2.41a)

n∑
j=1

vjmjigi + viβ̄iS
e
i ≤ vi (d+ γ + gi) , (2.41b)

para qualquer i = 1, ..., n, onde β̄i = βi/N
∗
i , com N∗i dado em (2.6).

Então, xe é único e globalmente assintoticamente estável em Γ̆∗.

Corolário 2.4.12.1. Assuma que R0 > 1 e que existe um equilíbrio endêmico, xe para o sistema
(2.24). Então, existe um vetor coluna positivo v = (v1, ..., vn)′, tal que

n∑
j=1

vjmjigi + viβ̄iS
e
i ≤ vi (d+ γ + gi) . (2.42)

Ainda mais, para este v, se para qualquer i = 1, ..., n vale

vi
(
β̄iI

e
i + d+ gi

)
−

n∑
j=1

vjmjigi ≥ 0,

então o equilíbrio endêmico de (2.24), xe, é globalmente assintoticamente estável em Γ̆∗.

Demonstração. (Teorema (2.4.12)) Como na prova do teorema anterior, podemos reduzir nossa
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análise ao sistema

dSi
dt

= dN∗i − β̄iSiIi +
n∑
j=1

mijgjSj − giSi − dSi (2.43a)

dIi
dt

= β̄iSiIi +

n∑
j=1

mijgjIj − giIi − (d+ γ)Ii, (2.43b)

onde β̄i = βi/N
∗
i . No equilíbrio endêmico, para i = 1, ..., k, vale que

dN∗i = (d+ gi)S
e
i + β̄iS

e
i I
e
i −

n∑
j=1

mijgjS
e
j (2.44a)

(d+ γ + gi) I
e
i = β̄iS

e
i I
e
i +

n∑
j=1

mijgjI
e
j . (2.44b)

Reescrevemos (2.43) como

dSi
dt

= dN∗i − (d+ gi)Si −

β̄iSiIi − n∑
j=1

mijgjSj

 (2.45a)

dIi
dt

=

β̄iSiIi +

n∑
j=1

mijgjIj

− (d+ γ + gi) Ii. (2.45b)

Seja L(S1, I1, R1, ..., Sn, In, Rn) =
∑n

i=1 Li(Si, Ii), onde v1, ..., vn são escolhidos tal que valem as
equações em (2.41) e

Li(Si, Ii) = Si − Sei − Sei ln
Si
Sei

+ Ii − Iei − Iei ln
Ii
Iei
.

Reescrevemos L como

L =

n∑
i=1

vi

[
Sei g

(
Si
Sei

)
+ Iei g

(
Ii
Iei

)]
, (2.46)

onde para qualquer x > 0,
g(x) = x− 1− lnx ≥ g(1) = 0. (2.47)

Derivando L temos
dL

dt
=

n∑
i=1

vi

[(
1− Sei

Si

)
dSi
dt

+

(
1− Iei

Ii

)
dIi
dt

]
.

De�na, para i = 1, ..., n,

xi =
Si
Sei

e yi =
Ii
Iei
. (2.48)
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De (2.44) e (2.45) temos que

dSi
dt

= dN∗i − (d+ gi)Si −

β̄iSiIi − n∑
j=1

mijgjSj


= − (d+ gi) (Si − Sei )−

β̄i(SiIi − Sei Iei )−
n∑
j=1

mijgj(Sj − Sej )


= − (d+ gi)S

e
i (xi − 1)−

β̄iSei Iei (xiyi − 1)−
n∑
j=1

mijgjS
e
j (xj − 1)


e

dIi
dt

=

β̄iSiIi +
n∑
j=1

mijgjIj

− (d+ γ + gi) Ii

=

β̄iSei Iei xiyi +
n∑
j=1

mijgjI
e
j yj

− (d+ γ + gi) I
e
i yi

= β̄iS
e
i I
e
i (xiyi − yi) +

n∑
j=1

mijgjI
e
j (yj − yi).

Então,

dL

dt
=

n∑
i=1

vi

(1− 1

xi

)− (d+ gi)S
e
i (xi − 1)−

β̄iSei Iei (xiyi − 1)−
n∑
j=1

mijgjS
e
j (xj − 1)


+

(
1− 1

yi

) β̄iSei Iei (xiyi − yi) +

n∑
j=1

mijgjI
e
j (yj − yi)


=

n∑
i=1

vi

− (d+ gi)S
e
i

(
1− 1

xi

)
(xi − 1) +

n∑
j=1

mijgjS
e
j

(
1− 1

xi

)
(xj − 1)

+ β̄iS
e
i I
e
i

((
1− 1

xi

)
(1− xiyi) +

(
1− 1

yi

)
(xiyi − yi)

)
+

n∑
j=1

mijgjI
e
j

(
1− 1

yi

)
(yj − yi)

 .
(2.49)

Agora, considere a primeira parte da última equação em (2.49). Uma vez que(
1− 1

xi

)
(xi − 1) = xi +

1

xi
− 2 = g(xi) + g

(
1

xi

)
,(

1− 1

xi

)
(xj − 1) = xj −

xj
xi

+
1

xi
− 1 = g(xj)− g

(
xj
xi

)
+ g

(
1

xi

)
,

segue que

(d+ gi)S
e
i

(
1− 1

xi

)
(xi − 1) = (d+ gi)S

e
i

(
g(xi) + g

(
1

xi

))
(2.50)

e
n∑
j=1

mijgjS
e
j

(
1− 1

xi

)
(xj − 1) =

n∑
j=1

mijgjS
e
j

(
g(xj)− g

(
xj
xi

)
+ g

(
1

xi

))
(2.51)
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para i = 1, ..., n. Considerando agora as partes restantes da última equação em (2.49), temos(
1− 1

xi

)
(1− xiyi) +

(
1− 1

yi

)
(xiyi − yi) =

(
1− 1

xi
− xiyi + yi

)
+ (xiyi − xi − yi + 1)

= 2− 1

xi
− xi

= −g
(

1

xi

)
− g(xi),

e (
1− 1

yi

)
(yj − yi) = yj −

yj
yi
− yi + 1 = −g

(
yj
yi

)
+ g(yj)− g(yi).

Assim, a segunda parte da equação em (2.49) é igual a

n∑
i=1

vi

β̄iSei Iei ((1− 1

xi

)
(1− xiyi) +

(
1− 1

yi

)
(xiyi − yi)

)
+

(
1− 1

yi

) n∑
j=1

mijgjI
e
j (yj − yi)


= −

n∑
i=1

vi

β̄iSei Iei (g( 1

xi

)
+ g(xi)

)
+

n∑
j=1

mijgjI
e
j g

(
yj
yi

)
+

n∑
i=1

vi

n∑
j=1

mijgjI
e
j (g(yj)− g(yi)), (2.52)

e por (2.44), nós temos que

n∑
i=1

vi

n∑
j=1

mijgjI
e
j (g(yj)− g(yi))

=
n∑
i=1

vi

n∑
j=1

mijgjI
e
j g(yj)−

n∑
i=1

vi

n∑
j=1

mijgjI
e
j g(yi)

=
n∑
j=1

vj

n∑
i=1

mjigiI
e
i g(yi)−

n∑
i=1

vi

d+ γ +
n∑
j=1

mjigi − β̄iSei

 Iei g(yi)

=
n∑
i=1

 n∑
j=1

vjmjigi − vi

d+ γ +
n∑
j=1

mjigi − β̄iSei

 Iei g(yi)

=
n∑
i=1

 n∑
j=1

vjmjigi + viβ̄iS
e
i − vi (d+ γ + gi)

 Iei g(yi). (2.53)
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Portanto, de (2.46) a (2.53), nós temos que

dL

dt
= −

n∑
i=1

vi (d+ gi)S
e
i

(
g(xi) + g

(
1

xi

))
+

n∑
i=1

vi

n∑
j=1

mijgjS
e
j

(
g(xj)− g

(
xj
xi

)
+ g

(
1

xi

))

−
n∑
i=1

vi

β̄iSei Iei (g( 1

xi

)
+ g(xi)

)
+

n∑
j=1

mijgjI
e
j g

(
yj
yi

)
+

n∑
i=1

 n∑
j=1

vjmjigi + viβ̄iS
e
i − vi (d+ γ + gi)

 Iei g(yi)

= −
n∑
i=1

vi (β̄iIei + (d+ gi)
)
−

n∑
j=1

vjmjigi

Sei g(xi)

−
n∑
i=1

vi

(β̄iIei + (d+ gi)
)
Sei −

n∑
j=1

mijgjS
e
j

 g( 1

xi

)
−

n∑
i=1

vi

n∑
j=1

mijgjS
e
j g

(
xj
xi

)

−
n∑
i=1

vi

β̄iSei Iei g(xi) +

n∑
j=1

mijgjI
e
j g

(
yj
yi

)
+

n∑
i=1

 n∑
j=1

vjmjigi + viβ̄iS
e
i − vi (d+ γ + gi)

 Iei g(yi), (2.54)

onde, usamos a seguinte relação:

n∑
i=1

vi

n∑
j=1

mijgjS
e
j g(xj) =

n∑
j=1

vj

n∑
i=1

mjigiS
e
i g(xi) =

n∑
i=1

n∑
j=1

vjmjigiS
e
i g(xi).

Ainda mais, por (2.44), temos

(
β̄iI

e
i + (d+ gi)

)
Sei −

n∑
j=1

mijgjS
e
j = dN∗i .

Assim,

dL

dt
= −

n∑
i=1

vi (β̄iIei + (d+ gi)
)
−

n∑
j=1

vjmjigi

Sei g(xi)−
n∑
i=1

vidN
∗
i g

(
1

xi

)

−
n∑
i=1

vi

n∑
j=1

mijgjS
e
j g

(
xj
xi

)
−

n∑
i=1

vi

β̄iSei Iei g(xi) +

n∑
j=1

mijgjI
e
j g

(
yj
yi

)
+

n∑
i=1

 n∑
j=1

vjmjigi + viβ̄iS
e
i − vi

d+ γ +

n∑
j=1

mjigi

 Iei g(yi). (2.55)

Logo, das condições para o vetor v em (2.41),

dL/dt ≤ 0,

para todo (S1, I1, R1, ..., Sn, In, Rn) ∈ Γ̆∗.
Assim, do Lema (2.4.9), L é uma função de Lyapunov para o sistema (2.43). Da equação (2.55),

dL/dt = 0 somente se, xi = 1 para todo i. Como M é irredutível, yi = yj , para 1 ≤ i, j ≤ n



2.4 NÚMERO DE REPRODUÇÃO BÁSICO E ESTABILIDADE DOS EQUILÍBRIOS 41

(pelo mesmo argumento usado no Teorema anterior). Então, existe uma constante a > 0 tal que
Ii = aIei , para todo i. Do Lema (2.4.10), o único subconjunto invariante onde dL/dt = 0 é o unitário
{xe}. Pelo Princípio da Invariância de La Salle (Teorema (3.5.2), Seção (3.5)), xe é globalmente
assintoticamente estável para o sistema (2.43) e, equivalentemente, para o sistema (2.24).

Para a prova do Corolário faremos uso do Lema a seguir.

Lema 2.4.13. Suponha a matrizM irredutível. O sistema

n∑
j=1

vjmjigi + viβ̄iS
e
i = vi (d+ γ + gi) , (2.56)

tem uma solução positiva (v1, v2, ..., vn) de�nida por

(v1, v2, ..., vn) = (C11, C22, ..., Cnn), (2.57)

onde Cii, i = 1, ..., n, é o cofator do k-ésimo elemento da diagonal de B̃, dada por

B̃ =


∑

j 6=1 β̃1j −β̃21 . . . −β̃n1

−β̃12
∑

j 6=2 β̃2j . . . −β̃n2

...
...

. . .
...

−β̃1n −β̃2n . . .
∑

j 6=n β̃nj

 , β̃ij = (δij β̄iS
e
i +mijgj)I

e
j ,

para 1 ≤ i, j ≤ n, δij = 1 se i = j, e δij = 0, caso contrário.

Demonstração. Pela irredutibilidade deM, sabemos que B̃ é irredutível. Do Lema (3.7.2), uma base
para o espaço de soluções do sistema linear B̃v = 0, pode ser escrita como (2.57) e vi = Cii > 0,
para i = 1, ..., n. Então, de B̃v = 0, temos


β̃11 β̃21 . . . β̃n1

β̃12 β̃22 . . . β̃n2
...

...
. . .

...
β̃1n β̃2n . . . β̃nn



v1

v2
...
vn

 =



(∑n
j=1 β̃1j

)
v1(∑n

j=1 β̃2j

)
v2

...(∑n
j=1 β̃nj

)
vn

 ,

o que nos dá
n∑
j=1

vj β̃ji = vi

n∑
j=1

β̃ij , i = 1, ..., n.

Do sistema no equilíbrio endêmico (equações (2.44)) segue que

n∑
j=1

vj
(
δjiβ̄jS

e
j +mjigi

)
Iei = vi

n∑
j=1

(
δij β̄iS

e
i +mijgj

)
Iej = vi (d+ γ + gi) I

e
i

para i = 1, ..., n. Uma vez que Iei > 0, obtemos que (2.56) tem uma solução positiva (v1, ..., vn),
de�nida por (2.57).

Demonstração. (Corolário (2.4.12.1)) Para o sistema (2.24), pelo Lema anterior, é claro que existe
um vetor positivo tal que (2.42) é válida. Então, pelo Teorema (2.4.12), segue este corolário.

Reunimos até agora resultados de estabilidade global para o sistema autônomo (2.24). No Teo-
rema a seguir, extendemos essa análise para o sistema original (2.14).

Teorema 2.4.14. Considere o sistema (2.14) e R0 dado em (2.23). Temos que
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(1) Se R0 ≤ 1, o DFE do sistema (2.14) é globalmente assintoticamente estável.

(2) Se R0 > 1, o sistema (2.14) possui um equilíbrio endêmico

xe = (Se1, I
e
1 , R

e
1, ..., S

e
n, I

e
n, R

e
n)

no interior de Γ. Este equilíbrio é globalmente assintoticamente estável, se ele satisfaz uma
das condições a seguir.

(i) Existe λ > 0 tal que Sei = λIei , para i = 1, .., n, ou

(ii) Existe um vetor coluna positivo v = (v1, ..., vn)′ tal que

vi
(
β̄iI

e
i + d+ gi

)
−

n∑
j=1

vjmjigi ≥ 0 e

n∑
j=1

vjmjigi + viβ̄iS
e
i ≤ vi (d+ γ + gi) ,

para qualquer i = 1, ..., n, onde β̄i = βi/N
∗
i , com N∗i dado em (2.6).

Demonstração. O Teorema segue do Lema (2.4.3) junto com os Teoremas (2.4.4), (2.4.11) e (2.4.12).

Limitações para R0

O valor de R0 pode ser calculado computacionalmente, mas como sua expressão não é muito
simples, pode ser útil achar algumas limitações, que ajudam também a extrair informações de como
as conexões (ou a ausência delas) entre as regiões in�uencia no seu valor e, consequentemente, nos
equilíbrios do sistema.

Considerando que todas as regiões estão isoladas, isto é, não existe migração de indivíduos de
uma região para a outra, cada região i possui um número de reprodução básico, R(i)

0 , dado por

R
(i)
0 =

βi
γ + d

, (2.59)

ou seja, o produto da taxa de infecção pelo tempo médio gasto no compartimento dos infectados. O
teorema a seguir limita o valor de R0 entre o maior e o menor dos valores de R(i)

0 , para i = 1, ..., n.

Teorema 2.4.15. Para cada região i, seja R
(i)
0 de�nido em (2.59). Então

min
i=1,...,n

R
(i)
0 ≤ R0 ≤ max

i=1,...,n
R

(i)
0 .

Demonstração. As matrizes F e V são dadas em (2.21) e (2.22), respectivamente. Denotando vij e
v−1
ij a entrada (i, j) da matriz V e da matriz V −1, respectivamente, e sendo 1′n o vetor em Rn com
todas as entradas iguais a 1, escrevemos o somatório da coluna j de FV −1 como

[
1′nFV

−1
]
j

=
n∑
i=1

βjv
−1
ij .

Assim, valem as desigualdades(
min

i=1,...,n
βi

) n∑
i=1

v−1
ij ≤

[
1′nFV

−1
]
j
≤
(

max
i=1,...,n

βi

) n∑
i=1

v−1
ij . (2.60)
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A soma de cada coluna da matriz V é γ + d, logo a soma de cada coluna da matriz V −1 é
1/(γ + d). De fato, é só observar as igualdades a seguir.

1′nV V
−1 = 1′nId = 1′n

(γ + d, ..., γ + d)V −1 = 1′n

(γ + d)1′nV
−1 = 1′n

(γ + d)(
n∑
i=1

v−1
i1 , ...,

n∑
i=1

v−1
in ) = 1′n

Isso implica que para cada coluna j, (γ + d)
∑n

i=1 v
−1
ij = 1.

Segue desse fato e das desigualdades em (2.60) que(
min

i=1,...,n
βi

)
1

γ + d
≤
[
1′nFV

−1
]
j
≤
(

max
i=1,...,n

βi

)
1

γ + d
.

Assim, para cada coluna j de FV −1,

min
i=1,...,n

R
(i)
0 ≤

[
1′nFV

−1
]
j
≤ max

i=1,...,n
R

(i)
0 .

Pelo Lema (2.2.2) (ii), V é uma M-matriz não singular. Assim, V −1 é não negativa (ver Teorema
(3.2.5)(ii), Capítulo (3)). Como FV −1 é uma matriz não negativa, seu raio espectral está entre as
somas mínima e máxima de suas colunas (ver (Horn e C.R.Johnson, 2005), Teorema 8.1.22, pag.
492), e segue o resultado.

Este Teorema nos dá um resultado interessante. Se todas as regiões, consideradas duas a duas
isoladas, têm um número de reprodução básico, R(i)

0 , abaixo de um, o �uxo de pessoas entre as
regiões não faz com que o valor de R0 seja maior que um e a doença se torne endêmica. Por outro
lado, se todas têm um valor de R(i)

0 maior que um, a doença se torna endêmica, o que já é esperado.
Salmani e van den Driessche, e Arino e Portet investigaram o caso interessante, quando há regiões
com valores de R(i)

0 abaixo e acima de um (Salmani e van den Driessche, 2006), (Arino e Portet
, 2015).

2.4.3 Resultados para Matriz de Mobilidade Redutível

Na seção anterior de�nimos o número de reprodução básico, R0, e apresentamos resultados de
estabilidade global para um modelo com matriz de mobilidade,M, irredutível. Vamos, nesta seção,
extender esses resultados para uma matriz de mobilidade redutível.

Na Proposição (2.2.6), a matrizM é associada ao grafo G = F ∪A, com F uma fonte maximal
e A um atrator (na linguagem da seção (2.2)). É provado que o componente demográ�co deste
modelo converge para o valor

(0, ..., 0, N∗k+1, ..., N
∗
n),

com N∗k+1 > 0, ..., N∗n > 0. Os vértices de 1 a k correspondem à fonte F , e os vértices restantes ao
atrator A. Vimos também que se o grafo possui mais de um atrator existem in�nitos equilíbrios
para o modelo. Então, no que segue vamos analisar o sistema epidêmico, com grafo G = F ∪A.

Número de Reprodução Básico

Observemos que a matriz F , usada para calcular o valor de R0, será distinta daquela dada na
equação (2.21). Os k primeiros valores da diagonal serão nulos, uma vez que no DFE as k primeiras
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regiões, que compõem a fonte maximal, são nulas e a força de infecção também é nula. De fato,

∂Φi

∂Ii
|0 = lim

Ii→0
Si=0,Ri=0

Φi(0, Ii, 0)− Φi(0, 0, 0)

Ii − 0
= lim

Ii→0

βi0Ii/(0 + Ii + 0)− 0

Ii
= lim

Ii→0

0

Ii
= 0.

A matriz V não se altera, então FV −1 terá o primeiro bloco de tamanho k × k, com todas
as entradas nulas. Disto, o raio espectral ρ(FV −1), será igual ao raio espectral do bloco de FV −1

correspondente à matriz do atrator, que é irredutível.
Usando os resultados da teoria de sistemas assintoticamente autônomos, extendemos natural-

mente os Teoremas anteriores, que garantem a estabilidade global do DFE e do equilíbrio endêmico,
para um grafo G = F ∪A. Vejamos a seguir.

Análise de Estabilidade dos Equilíbrios

Teorema 2.4.16. Considere o sistema (2.14). Suponha que a matriz de mobilidadeM é associada
a um grafo G = F ∪A (como na linguagem da Seção (2.2)). Temos que

(1.) Se R0 ≤ 1, o DFE do sistema (2.14) é globalmente assintoticamente estável.

(2.) Se R0 > 1, o sistema (2.14) possui um equilíbrio endêmico

xe = (0, ..., 0, Sek+1, I
e
k+1, R

e
k+1, ..., S

e
n, I

e
n, R

e
n).

Este equilíbrio é globalmente assintoticamente estável, se ele satisfaz uma das condições a
seguir.

(i) Existe λ > 0 tal que Sei = λIei , para i = k + 1, .., n, ou

(ii) Existe um vetor coluna positivo v = (vk+1, ..., vn)′ tal que

vi
(
β̄iI

e
i + d+ gi

)
−

n∑
j=k+1

vjmjigi ≥ 0 e (2.62a)

n∑
j=k+1

vjmjigi + viβ̄iS
e
i ≤ vi (d+ γ + gi) , (2.62b)

para qualquer i = k + 1, ..., n, onde β̄i = βi/N
∗
i , com N∗i igual ao valor de equilíbrio do

componente demográ�co.

Demonstração. Considere o sistema (2.14) com os índices i = 1, ..., k pertencentes à F . Para cada i,
com 1 ≤ i ≤ k, somando dSi/dt+dIi/dt+dRi/dt, temos as equações para dNi/dt como no sistema
(2.2). Assim, considere o sistema dado por

dNi

dt
=

k∑
j=1

mijgjNj − giNi. (2.63)

para i = 1, ..., k, e

dSi
dt

= dNi − βi
SiIi
Ni

+
n∑
j=1

mijgjSj − (gi + d)Si (2.64a)

dIi
dt

= βi
SiIi
Ni

+
n∑
j=1

mijgjIj − (gi + d+ γ)Ii (2.64b)

dRi
dt

= γIi +

n∑
j=1

mijgjRj − (gi + d)Ri. (2.64c)
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para i = k + 1, ..., n.
A parte do sistema correspondente às equações (2.63) pode ser resolvido independentemente

do restante, então temos (N1(t), ..., Nk(t)) como uma função do tempo. Vimos na Seção sobre o
modelo de mobilidade, na Proposição (2.2.6), que (N1(t), ..., Nk(t)) converge para o vetor nulo
e (Nk+1(t), ..., Nk(t)) converge para um vetor positivo, quando t → ∞. O que implica, em par-
ticular, que Si(t), Ii(t), Ri(t) → 0, quando t → ∞, para i = 1, ..., k. Considere então o sis-
tema reduzido, dado pelas equações (2.64), como um sistema não autônomo x′ = f(t, x), onde
x = (Sk+1, Ik+1, Rk+1, ..., Sn, In, Rn), e os vetores

(S1(t), I1(t), R1(t), ..., Sk(t), Ik(t), Rk(t)) e (Nk+1(t), ..., Nn(t))

são funções de t. Trocando estes últimos vetores de váriaveis por seus valores limites, temos o
sistema autônomo x′ = g(x) dado por

dSi
dt

= dN∗i − βi
SiIi
N∗i

+
n∑

j=k+1

mijgjSj − (gi + d)Si (2.65a)

dIi
dt

= βi
SiIi
N∗i

+

n∑
j=k+1

mijgjIj − (gi + d+ γ)Ii (2.65b)

dRi
dt

= γIi +
n∑

j=k+1

mijgjRj − (gi + d)Ri. (2.65c)

para i = k + 1, ..., n.
Usando a teoria de sistemas assintoticamente autônomos (vista na Seção (3.6), Capítulo (3)),

temos que x′ = f(t, x) é um sistema não autônomo, com sistema autônomo limite x′ = g(x).
Observe que o sistema obtido tem matriz de mobilidade irredutível, onde podem ser aplicados os
teoremas (2.4.4), (2.4.11) e (2.4.12). Agora, satisfeitas as hipóteses do Corolário (3.6.1.1) (Capítulo
(3)) o equilíbrio globalmente assintoticamente estável do sistema x′ = g(x) é também um equilíbrio
globalmente assintoticamente estável do sistema x′ = f(t, x). Basta então veri�car as hipóteses. Já
é claro que as soluções do nosso modelo são limitadas. Resta mostrar que f e g são Lischitz em x.
As contas são análogas às que foram feitas no Lema (2.4.3).

Observação 2.4.17. Arino apresenta a prova da estabilidade global do DFE para R0 < 1, inde-
pendentemente da matriz de mobilidade (redutível ou irredutível) (Arino, 2009). Vamos apresentar
este resultado no Teorema a seguir.

Teorema 2.4.18. Considere o sistema (2.14). Se R0 < 1, então o DFE é globalmente assintotica-
mente estável.

Demonstração. Uma vez que Si ≤ Ni, segue que βSiIi/Ni ≤ βNiIi/Ni = βIi, e a equação (2.14b)
dá a desigualdade

dIi
dt
≤ βiIi +

n∑
j=1

mijgjIj − (gi + d+ γ)Ii. (2.66)

De�na o sistema linear dado por (2.66) com uma igualdade no lugar da desigualdade,

dIi
dt

= βiIi +
n∑
j=1

mijgjIj − (gi + d+ γ)Ii. (2.67)

Este sistema linear tem matriz de coe�cientes F − V , e então, pelo argumento na Seção (3.1),
satisfaz limt→∞ Ii = 0 para R0 = ρ(FV −1) < 1. Usando o Teorema da comparação ((3.3.1), Seção
(3.3) ou (Smith e Waltman, 1995)) e a equação (2.66), segue que este limite também é válido para
o sistema não linear (2.14b).
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Substituindo I(t) pelo seu valor limite em (2.14c), temos um sistema autônomo e do Teorema
(2.3.2), limt→∞Ri = 0. Como Ii e Ri tendem a zero, para todo i, e o componente demográ�co
Ni(t) converge para um único valor, N∗i , segue que limt→∞ Si = N∗i , como de�nido no modelo de
mobilidade. Da teoria de sistemas assintoticamente autônomos (Corolário (3.6.1.1), Capítulo (3)),
este limite vale para o sistema (2.14c). Assim, para R0 < 1, o DFE é globalmente assintoticamente
estável e a doença se extingue.

2.5 Discussão

Apresentamos um modelo de equações diferenciais ordinárias que descreve a evolução no tempo
de uma epidemia do tipo SIR. O modelo é multi-grupo, com os grupos representando regiões ge-
ográ�cas, por onde os indivíduos se locomovem. Reunimos os resultados obtidos sobre a dinâmica
deste sistema, os quais utilizam em sua maioria teoria de matrizes não negativas, M-matrizes e
teoria de Lyapunov. Além disso são utilizados resultados de persistência, desigualdades diferenciais,
teoria de sistemas assintoticamente autônomos e teoria dos grafos.

Os pontos de equilíbrio do sistema são classi�cados do ponto de vista da sua relevância para o
problema de espalhamento de uma infecção. Podemos ter um equilíbrio livre de doença (DFE), onde
nenhum indivíduo em toda a população se encontra infectado, e o equilíbrio endêmico, onde existem
indivíduos infectados na população e dizemos que a doença persiste. É claro que as decisões são
tomadas para alcançar a estabilidade do equilíbrio livre de doença. O número de reprodução básico,
R0, já conhecido em modelos epidêmicos que não consideram vários grupos, é um parâmetro limiar
para a estabilidade do equilíbrio livre de doença, sendo este localmente assintoticamente estável
quando R0 < 1 e instável quando R0 > 1. Este signi�cado foi extendido para modelos multi-grupo
por Driessche et. al. (van den Driessche e Watmough, 2002) e é utilizado neste trabalho.

No nosso sistema, considerando as regiões isoladas, se todas elas apresentam R0 < 1, o movi-
mento entre as regiões não pode alterar essa situação. Se todas elas têm R0 > 1, o mesmo resultado é
válido: o movimento não pode estabilizar essa situação. Este resultado foi visto no Teorema (2.4.15).
Em uma con�guração menos restritiva o movimento pode estabilizar uma situação instável ou de-
sestabilizar uma situação estável. Isto tem sido investigado, por exemplo por Salmani et. al. e por
T. Dhirasakdanon et al. (Salmani e van den Driessche, 2006), (Dhirasakdanon et al., 2007). Ainda
neste sentido a in�uência de epidemias nos grandes centros urbanos, onde se concentra por exemplo
o maior número de empregos, oportunidades de estudo e hospitais, sob as regiões menores, vizinhas
e/ou regiões dormitório é estudada por exemplo por Arino et. al. (Arino e Portet, 2015).

As regiões são representadas por vértices de um grafo e o tráfego de indivíduos entre as regiões
é representado pelos arcos entre os vértices e associado a uma matriz de mobilidade, M. Esta,
pode ser irredutível, quando de uma região sempre é possível chegar a qualquer outra, e redutível,
caso contrário. Resultados de estabilidade do DFE foram obtidos, independente da dispersão dos
indivíduos, por Arino et. al., para R0 < 1 e por Shuai et. al., para R0 ≤ 1, considerando a matriz de
mobilidade irredutívela num modelo com incidência bilinear (Arino, 2009), (Li e Shuai, 2009a). Para
R0 > 1, a estabilidade global do equilíbrio endêmico provada por Shuai et. al é obtida sob certas
condições, também para a incidência bilinear e a matriz de mobilidade irredutível. A idéia chave foi
estudar as derivadas das funções de Lyapunov utilizando resultados de teoria de grafos (Li e Shuai
, 2009a). Mais tarde, utilizando a mesma função de Lyapunov, mas sem utilizar técnicas de teoria
de grafos, condições para a estabilidade global são encontradas por Muroya et. al. (Muroya et al.
, 2012). Usando a teoria de sistemas assintoticamente autônomos extendemos, de forma natural
dentro deste contexto, os resultados para o nosso sistema com incidência proporcional. Condições
menos restritivas para a estabilidade global do equilíbrio endêmico para um modelo SIR continuam
em aberto, mas foram obtidas para um modelo SIS por Yu Jin e Wendi Wang, utilizando teoria de
sistemas cooperativos, e por Muroya et al. utilizando a mesma técnica apresentada aqui com teoria
de Lyapunov (Jin e Wang, 2005), (Kuniya e Muroya, 2014).

Os resultados obtidos para uma matriz redutível são uma extensão daqueles obtidos para uma
matriz irredutível. Para ver isso, introduzimos a idéia de fonte maximal (Seção (2.2), O caso re-
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dutível) e consideramos o grafo como uma componente conectada G = F ∪A, onde A é um atrator
e F uma fonte maximal. Como as componentes conectadas podem ser tratadas separadamente,
concluímos essa análise.

O modelo tratado aqui tem população total constante e as taxas de dispersão dos indivíduos
independem dos seus estados epidemiológicos, o que torna o sistema mais simples, mas as técnicas
utilizadas nessa análise podem ser utilizadas para um sistema mais realístico ou indicar um caminho
para o seu entendimento (ver, por exemplo, (Muroya et al., 2013)).
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Capítulo 3

Resultados Matemáticos

A análise da dinâmica de sistemas epidêmicos passa por várias teorias dentro da matemática
além da teoria de equações diferenciais ordinárias. A maioria dos resultados é obtido com teoria
de matrizes não negativas e M-matrizes. A existência e estabilidade global dos equilíbrios têm sido
provadas com resultados de persistência e funções de Lyapunov. Uma das abordagens para funções
de Lyapunov, a qual se tornou muito utilizada no contexto de sistemas epidêmicos de equações
diferenciais, é feita utilizando teoria dos grafos. Resultados são extendidos e adaptados entre os
modelos utilizando teorema da comparação e teoria de sistemas assintoticamente autônomos. Neste
capítulo, na seção (3.1), apresentamos o número de reprodução básico, parâmetro importante para
estudar a estabilidade dos equilíbrios do sistema, e nas seções seguintes abordamos as ferramentas
matemáticas utilizadas no desenvolvimento deste trabalho.

3.1 Número de Reprodução Básico

O número de reprodução básico, denotado R0, é o número médio de infecções secundárias pro-
duzidas quando um indivíduo infectado é introduzido em uma população onde todos são suscetíveis.
Para muitos modelos epidêmicos deterministas, uma infecção pode "invadir"a população se, e so-
mente se, o valor de R0 é maior que um. Invadir no sentido que qualquer solução do modelo
começando com um pequeno número de infectados se move para um ponto onde a doença é endêmica.

Para o caso onde há apenas uma população ou um compartimento no modelo, o R0 é dado como
o produto da taxa de infecção pelo período médio infeccioso. Para modelos mais complicados, com
mais compartimentos, uma outra de�nição de R0 foi dada por van den Driessche e Watmough e
a apresentamos nesta seção. Eles mostram que esse R0 é um parâmetro limiar para a estabilidade
do DFE e a doença pode "invadir"a população se, e somente se, o seu valor é maior que um
(van den Driessche e Watmough, 2002).

3.1.1 Um Modelo Epidêmico com uma População Heterogênea

Consideramos uma população heterogênea cujos indivíduos podem ser distinguidos por idade,
comportamento, ou outra característica (no caso do modelo estudado aqui a distinção é dada pela
localização geográ�ca), mas podem ser agrupados em n compartimentos homogêneos. Dentro do
mesmo compartimento estão os indivíduos com a mesma característica considerada e o mesmo estado
epidêmico. Rearrumamos os compartimentos de forma que os m primeiros sejam de indivíduos
infectados. De�nimos Xs o conjunto de todos os estados livres de doença isto é,

Xs = {x ≥ 0;xi = 0, i = 1, ...,m}.

Denotamos Fi(x) a taxa de aparecimento de novas infecções no compartimento i, V+
i (x) a taxa

de transferência de indivíduos para o compartimento i por todos os outros meios e V−i (x) a taxa de
tranferência de indivíduos para fora do compartimento i. É assumido que cada função é diferenciável
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ao menos duas vezes em cada variável. O modelo consiste de condições iniciais não negativas junto
com as seguintes equações:

ẋi = fi(x) = Fi(x)− Vi(x), i = 1, ..., n, (3.1)

onde Vi = V−i − V
+
i , e as funções satisfazem as condições (i) a (iv) descritas abaixo.

(i) As funções Fi, V+
i e V−i , para i = 1, ..., n, são todas não negativas, uma vez que representam

taxas de transferência de indivíduos;

(ii) Se um compartimento está vazio, não pode haver transferência de indivíduos para fora dele,
isto é, se xi = 0, então V−i = 0. Em particular, se x ∈ Xs, então V−i = 0, para i = 1, ...,m.

Aqui, um modelo de transmissão dado por (3.1), satisfazendo (i) e (ii), é tal que se xi = 0, então
ẋi = fi(x) ≥ 0. Assim para condições iniciais não negativas, as soluções permanecem não negativas,
isto é, Rn+ permanece invariante pelo �uxo de (3.1).

(iii) Se um compartimento não tem indivíduos infectados, a incidência de infecção deve ser nula,
então Fi = 0 para i > m;

(iv) Para garantir que o subespaço livre de doença é invariante, é assumido que se a população é
livre de doença irá permanecer livre de doença. Isto é, se x ∈ Xs, então Fi(x) = 0 e V+

i (x) = 0
para i = 1, ...,m.

A próxima condição é baseada nas derivadas de f próximo ao DFE. Não é necessário assumir a
unicidade deste equilíbrio. Queremos que o DFE seja localmente assintoticamente estável, assim se
a população permanece próximo ao DFE (isto é, se a introdução de poucos infectados não resultam
em uma nova epidemia), então ela retorna ao DFE de acordo com o sistema linearizado

ẋ = Df(x∗)(x− x∗) (3.2)

onde, Df(x∗) é a matriz com as derivadas (isto é, a matriz Jacobiana) ∂fi/∂xj avaliada no DFE,
x∗. Aqui, e no que segue as derivadas são unilaterais, uma vez que x∗ está na fronteira do domínio
(já que suas primeiras m entradas são nulas). Assim, para o DFE ser estável na ausência de nova
infecção, acrescentamos a condição a seguir.

(v) Se F(x) é de�nido como zero, então todos os autovalores deDf(x∗) têm partes reais negativas.

As condições acima fornecem uma partição da matrizDf(x∗), como mostrado no seguinte Lema.

Lema 3.1.1. Se x∗ é um DFE de (3.1) e as funções fi(x), i = 1, ..., n, satisfazem as condições de
(i) a (v), então as jacobianas DF(x∗) e DV(x∗) são particionadas como

DF(x∗) =

[
F 0
0 0

]
, DV(x∗) =

[
V 0
J3 J4

]
,

onde F e V são matrizes m×m de�nidas por

F =

[
∂Fi
∂xj

(x∗)

]
e V =

[
∂Vi
∂xj

(x∗)

]
, 1 ≤ i, j ≤ m.

Ainda mais, F é não negativa, V é uma M-matriz não singular e todos os autovalores de J4 têm
parte real positiva.

Demonstração. Seja x∗ ∈ Xs um DFE. Temos ∂Fi(x∗)/∂xj = 0 se i > m ou j > m, pois da
condição (iii), Fi = 0 para i > m e da condição (iv) não há imigração de infectados vindo dos
outros compartimentos, logo as funções Fi não variam com xj para j > m e ∂Fi(x∗)/∂xj = 0.
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Agora, Vi = 0 para i ≤ m e j > m, pois por (ii) e por (iv), V−i (x∗) e V+
i (x∗) = 0. Ainda, V−i

não varia com xj para j > m, pois é uma taxa de saída e não depende de quem está fora do
compartimento i; e, V+

i se mantém nula, pois a doença se estabiliza pela condição (iv). Assim,
temos a partição mencionada.

Para mostrar que F é não negativa basta ver que por (iv), Fi(x∗) = 0 e por (i), Fi ≥ 0, logo as
derivadas parciais de F em x∗ devem ser não negativas.

Para analisar a matriz V , vamos usar resultados sobre M-matrizes que podem ser vistos na
Seção (3.2). Considere {ej} uma base para o espaço. Então,

∂Vi
∂xj

(x∗) = lim
h→0+

Vi(x∗ + hej)− Vi(x∗)
h

.

Como x∗ é um DFE, temos para i ≤ m, que por (ii) V−i (x∗) = 0, e por (iv) V+
i (x∗) = 0, logo

Vi(x∗) = 0. Para i 6= j, a i-ésima componente de (x∗ + hej) é nula e, novamente pela condição (ii),
V−i (x∗ + hej) = 0. Assim,

Vi(x∗ + hej) = −V+
i (x∗ + hej) ≤ 0.

Segue que ∂Vi(x∗)/∂xj ≤ 0 sempre que i 6= j e a matriz V ∈ Zm×m (ver Seção (3.2)), isto é, vij ≤ 0
se i 6= j. Ainda, por (v), se F é de�nida como zero, temos

f = F − V = −V

e os autovalores de Df(x∗), que serão aqueles de −DV(x∗), têm parte real negativa. Mas, os
autovalores de −DV(x∗), pela partição acima, são aqueles de −V e os de −J4. Segue que V e J4

têm autovalores com parte real positiva. Para �nalizar, como V ∈ Zm×m e seus autovalores têm
parte real positiva, segue que V é uma M-matriz não singular (Teorema (3.2.5), Seção (3.2)).

3.1.2 O Número de Reprodução Básico, R0

Para um modelo epidêmico que não considera heterogeneidades na população o número de repro-
dução básico é o número médio de novos casos de infecção produzidos por um indivíduo infectado,
introduzido em uma população completamente suscetível, e é dado como o produto da taxa de
infecção pelo período médio infecioso da doença. Para um modelo considerando heterogeneidades
na população, essa de�nição não é su�ciente. Um número de reprodução básico mais geral pode ser
dado como o número de novas infecções produzidas por um indivíduo infectado em uma população
no DFE.

Para representar a introdução de um infectado na população, consideramos o sistema linearizado
em (3.2) com reinfecção impossível (aqui, F(x∗) = 0 e não acontece Fi(x∗ + hej) > 0, já que a
reinfecção é impossível, logo ∂Fi(x∗)/∂xj = 0). Isto é, o sistema

ẋ = −DV(x∗)(x− x∗) (3.3)

Pela condição (v), o DFE é localmente assintoticamente estável, assim o sistema (3.3) pode ser
usado para representar a introdução de um pequeno número de infectados em uma população livre
de doença.

De�nimos ψi(0) o número de indivíduos infectados inicialmente no compartimento i, e ψ(t) =
(ψ1(t), ..., ψm(t))′ o número destes indivíduos permanecendo nos compartimentos de infectados de-
pois de um tempo t. Note que as entradas do vetor ψ são as primeiras m entradas de x. A partição
de DV(x∗), dada no Lema (3.1.1), implica que ψ(t) satisfaz ψ′(t) = −V ψ(t), a qual tem a única
solução e−V tψ(0).

Pelo Lema (3.1.1), V é uma M-matriz não singular e é, portanto, invertível e todos os seus
autovalores têm partes reais positivas. Assim, integrando Fψ(t) de zero a in�nito, temos o número
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esperado de novas infecções produzidas por indivíduos inicialmente infectados, dado por∫ ∞
0

Fψ(t)dt = F

(∫ ∞
0

e−V tdt

)
ψ(0) = FV −1ψ(0).

Uma vez que F é não negativa e V é uma M-matriz não singular (logo V −1 é também não negativa
(Teorema (3.2.5), Seção (3.2))), temos FV −1 não negativa.

Para interpretar as entradas de FV −1 e desenvolver uma de�nição signi�cativa do R0, con-
sidere um indivíduo infectado introduzido no compartimento k de uma população livre de doença.
A entrada (j, k) da matriz V −1, digamos v(j,k), é o tempo médio que este indivíduo gasta no com-
partimento j durante seu tempo de vida, assumindo que a população permanece próxima ao DFE
e que a reinfecção não é possível. A entrada (i, j) de F , digamos f(i,j) = ∂Fi(x∗)/∂xj , é a taxa
com que indivíduos infectados no compartimento j produzem novas infecções no compartimento i.
Assim, a entrada (i, k) de FV −1 é dada pela soma

n∑
j=1

f(i,j)v(j,k),

onde cada termo da soma é o produto do tempo médio que um indivíduo infectado introduzido
inicialmente no compartimento k passa no compartimento j pelo número esperado de infecções
que indivíduos em j produzem em i. Aqui, a entrada (i, k) de FV −1 é o número esperado de novas
infecções no compartimento i, produzidas por indivíduos infectados, inicialmente introduzidos em k.
Logo, aplicando FV −1 em ψ(0) temos na entrada i o número esperado de novas infecções produzidos
no compartimento i, a partir dos infectados introduzidos inicialmente (denotado ψ(0)).

Assim, chamamos FV −1, a matriz de próxima geração para o modelo e, de�nimos o número de
reprodução básico, R0, como

R0 = ρ
(
FV −1

)
, (3.4)

onde, ρ(A) denota o raio espectral da matriz A.

O próximo Teorema mostra que R0 = 1, de�nido em (3.4), é um parâmetro de bifurcação para
o modelo de transmissão de doenças, garantindo que o DFE é localmente assintoticamente estável
se R0 < 1 e instável se R0 > 1. Os dois lemas a seguir serão úteis na demonstração e podem ser
encontrados em (Horn e C.R.Johnson, 2005).

Lema 3.1.2. Seja H uma M-matriz não singular e suponha B e BH−1 em Zn×n. Então B é uma
M-matriz não singular se, e somente se, BH−1 é uma M-matriz não singular.

Lema 3.1.3. Seja H uma M-matriz não singular e suponha K uma matriz não negativa. Então,

(i) (H −K) é uma M-matriz não singular se, e somente se, (H −K)H−1 é uma M-matriz não
singular.

(ii) (H −K) é uma M-matriz singular se, e somente se, (H −K)H−1 é uma M-matriz singular.

Teorema 3.1.4. Considere o modelo epidêmico em (3.1) com f(x) satisfazendo as condições de
(i) a (v), e x∗ um DFE do modelo. Então, se R0 < 1, x∗ é localmente assintoticamente estável, e
se R0 > 1, x∗ é instável.

Demonstração. Sabemos que x∗ é um DFE assintoticamente estável, se as partes reais de todos os
autovalores de Df(x∗) forem negativas. Se pelo menos um dos autovalores tiver parte real positiva,
x∗ é um DFE instável. Do Lema (3.1.1), os autovalores de Df(x∗) são aqueles de F − V e −J4.
Ainda deste Lema, as parte reais dos autovalores de J4 são positivas, logo as de −J4 são negativas.
Assim, para analisar a estabilidade do equilíbrio basta nos preocuparmos com os autovalores de
F − V .
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Denotemos J1 = F − V . Segue do Lema (3.1.1) que V é uma M-matriz não singular e F é
não negativa, logo −J1 = V − F ∈ Zm×m (ver Seção (3.2)). Chamemos s(A) a parte real máxima
dos autovalores de uma matriz A. Do Teorema (3.2.5) da Seção (3.2), −J1 é uma M-matriz não
singular se, e somente se, as partes reais de todos os seus autovalores são positivas, o que implica
que as partes reais dos autovalores de J1 são negativas, em particular s(J1) é negativa. Por outro
lado, se s(J1) é negativa, a parte real mínima dos autovalores de −J1 é positiva, portanto todos os
autovalores de −J1 têm parte real positiva e −J1 é uma M-matriz não singular. Em resumo,

−J1 é uma M-matriz não singular ⇐⇒ s(J1) < 0.

Agora, como V é uma M-matriz não singular, V −1 é não negativa. Multiplicando por F , também
não negativa, temos que FV −1 é não negativa. Assim, −J1V

−1 = Id− FV −1 ∈ Zm×m. Aplicando
o Lema (3.1.2) da Seção (3.2), para H = V e B = −J1 = F − V temos

−J1 é uma M-matriz não singular ⇐⇒ Id− FV −1 é uma M-matriz não singular.

Uma vez que Id − FV −1 ∈ Zm×m, Id − FV −1 é uma M-matriz não singular se, e somente se,
é inversível e tem inversa não negativa. Por sua vez, como FV −1 é não negativa, segue do Lema
(3.2.4) da Seção (3.2), que isto ocorre se, e somente se, ρ(FV −1) < 1. Assim,

Id− FV −1 é uma M-matriz não singular ⇐⇒ ρ(FV −1) < 1.

Aqui, R0 = ρ(FV −1) < 1 se, e somente se, s(J1) < 0, e isto acontece se, e somente se, os
autovalores de J1 têm parte real negativa.

Agora, se s(J1) = 0, J1 tem um autovalor com parte real nula e todos os outros autovalores
têm parte real não positiva. Assim, −J1 tem um autovalor com parte real nula e todos os outros
autovalores têm parte real não negativa. Como −J1 ∈ Zm×m, podemos escrever −J1 na forma
−J1 = s.Id−B, com s > 0 e B não negativa. Escrevendo B = PQP−1, onde Q é a forma canônica
de Jordan de B, temos −J1 = s.Id−B = P (s.Id−Q)P−1 e os autovalores de −J1 são os autovalores
de (s.Id − Q). Como B é não negativa, do Teorema de Perron-Frobenius (Teorema (3.2.2), Seção
(3.2)), ρ(B) ≥ 0 é um autovalor de B. Assim, s− ρ(B) é autovalor de −J1 e devemos ter s ≥ ρ(B),
logo −J1 é uma M-matriz. Se fosse uma M-matriz não singular, teríamos do resultado anterior que
s(J1) < 0. Logo, −J1 é uma M-matriz singular. Por outro lado, se −J1 é uma M-matriz singular,
−J1 = ρ(B)Id−B e, para λ autovalor de −J1, temos que

0 = det[−J1 − λId] = det[(ρ(B)− λ)Id−B]

implica ρ(B)− λ autovalor de B. Se λ = α+ iβ com α < 0,

|ρ(B)− λ|2 = (ρ(B)− α)2 + β2 ≥ ρ(B)2

contradiz a maximalidade de ρ. Assim, devemos ter os autovalores de −J1 com parte real não
negativa, e, portanto, os autovalores de J1 com parte real não positiva. Ainda, como −J1 é singular,
J1 tem autovalor nulo. Segue que s(J1) = 0. Em resumo,

s(J1) = 0 ⇐⇒ −J1 é uma M-matriz singular.

Aplicando o Lema (3.1.3) (Seção (3.2)), com H = V e K = F , temos

−J1 é uma M-matriz singular ⇐⇒ Id− FV −1 é uma M-matriz singular.

Notemos que se Id− FV −1 é uma M-matriz singular, Id− FV −1 = ρ(B)I −B, onde B é não
negativa. Se valesse que ρ(FV −1) < 1, teríamos Id − FV −1 não singular. Se ρ(FV −1) > 1, como
1− ρ(FV −1) é autovalor de Id− FV −1,

0 = det[Id− FV −1 − (1− ρ(FV −1))Id]

= det[ρ(B)Id−B − (1− ρ(FV −1))Id]

= det[(ρ(B)− 1 + ρ(FV −1))Id−B]
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implica que (ρ(B)−1+ρ(FV −1)) é autovalor de B, contradizendo a maximalidade de ρ. Segue que
se Id− FV −1 é uma M-matriz singular, então ρ(FV −1) = 1. A recíproca está clara. Assim,

Id− FV −1 é uma M-matriz singular ⇐⇒ ρ(FV −1) = 1.

Aqui, s(J1) = 0 se, e somente se, ρ(FV −1) = 1. Segue que s(J1) > 0 se, e somente se, ρ(FV −1) >
1, isto é, existe um autovalor de J1 com parte real positiva e x∗ é um equilíbrio instável se, e somente
se, ρ(FV −1) > 1.

3.1.3 A Existência de Equilíbrio Endêmico próximo ao DFE

Aqui, analisamos a natureza de pontos de equilíbrio para o modelo de transmissão de doença
próximos ao ponto de bifurcação (x = x∗, R0 = 1). Uma vez que R0 é frequentemente incoveniente
para ser usado como um parâmetro de bifurcação, introduzimos o parâmetro µ, tal que R0 < 1 para
µ < 0, R0 > 1 para µ > 0 e tal que x∗ é um DFE para todo valor de µ.

Reescrevemos o sistema (3.1) como

ẋ = f(x, µ), (3.5)

onde f é continuamente diferenciável ao menos duas vezes em x e em µ. O DFE é a linha (x∗, µ) e
a estabilidade local do DFE muda no ponto (x∗, 0). Usamos a teoria de variedade central (ver por
exemplo (Wiggins, 1990)) para mostrar a existência de um equilíbrio endêmico próximo ao ponto
de bifurcação (x∗, 0). Para maior clareza, vamos antes introduzir algumas notações e alguns fatos.

Denotamos Dxf(x∗, 0) a derivada parcial de f com relação a x, no ponto (x∗, 0). Assumimos que
o autovalor nulo de Dxf(x∗, 0) é simples. Sejam v e w os autovetores correspondentes ao autovetor
nulo, à esquerda e à direita, respectivamente, tais que vw = 1. Pelo Lema (3.1.1) e pelo Teorema
(3.1.4), todos os outros autovalores de Dxf(x∗, 0) têm partes reais negativas. Sejam

a =
v

2
Dxxf(x∗, 0)w2 =

1

2

n∑
i,j,k=1

viwjwk
∂2fi

∂xj∂xk
(x∗, 0) (3.6a)

b = vDxµf(x∗, 0)w =
n∑

i,j=1

viwj
∂2fi
∂xj∂µ

(x∗, 0) (3.6b)

Mostramos em seguida que o sinal de a determina a natureza do equilíbrio endêmico próximo
ao ponto de bifurcação.

Teorema 3.1.5. Considere o modelo de transmissão de doença de�nido por (3.5) com a função
f(x, µ) satisfazendo as condições de (i) a (v) dadas no início da seção, e o parâmetro µ como
descrito acima. Assuma que o autovalor de Dxf(x∗, 0) é simples. Sejam a e b de�nidos por (3.6) e
assuma que b 6= 0. Então, existe δ > 0 tal que

(i) Se a < 0, há um equilíbrio endêmico localmente assintoticamente estável próximo ao DFE,
x∗, para 0 < µ < δ e

(ii) Se a > 0, há um equilíbrio endêmico instável próximo ao DFE, x∗, para −δ < µ < 0.

Demonstração. A teoria de variedade central garante que existe uma variedade central local parametrizada
por u e por µ, da forma

W c = {(x, µ); x = x∗ + uw + z(u, µ)}, (3.7)

onde z(u, µ) : R2 → Rn, é ortogonal a w e é de segunda ordem em u e em µ ((Wiggins, 1990),
Teorema 2.1.1). Ainda mais, a variedade central, W c, é invariante sobre o �uxo de (3.5), isto é,

ẋ = u̇w +
dz

dt
= f(x∗ + uw + z(u, µ), µ).
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Multiplicando a equação anterior por v, e usando que vw = 1 e vdz/dt = 0 para todo (u, µ), temos

u̇ = vf(x∗ + uw + z(u, µ), µ). (3.8)

O comportamento das soluções do sistema (3.5), próximo ao ponto de bifurcação (x∗, 0), é governado
por (3.8) ((Wiggins, 1990), Teorema 2.1.2). Expandindo o lado direito de (3.8) em série de Taylor,

u̇ = vf(x∗, 0) + vDµf(x∗, 0)µ+ vDxf(x∗, 0)(uw + z) +
v

2
Dµµf(x∗, 0)µ2

+vDxµf(x∗, 0)µ(uw + z) +
v

2
Dxxf(x∗, 0)(uw + z)2 +O(3).

A notação O(3) denota os termos de terceira ordem ou ordem mais alta em u e em µ. Uma vez que
f(x∗, µ) = 0 para todo µ, o primeiro, o segundo e o quarto termo da expansão são nulos, e como
v é um autovetor a esquerda correspondente ao autovalor nulo, o terceiro termo também é nulo.
Desenvolvendo os termos restantes temos

u̇ = vDxµf(x∗, 0)µuw + vDxµf(x∗, 0)µz +
v

2
Dxxf(x∗, 0)u2w2 +

v

2
Dxxf(x∗, 0)2uwz

+
v

2
Dxxf(x∗, 0)z2 +O(3).

Como w e z são ortogonais, wz = 0, anulando o quarto termo. Uma vez que z é de segunda ordem
em u e µ, o segundo e o quinto termos são de terceira ordem ou ordem mais alta em u e µ. Usando
estes fatos e os termos a e b de�nidos em (3.6), a equação anterior se torna

u̇ = au2 + buµ+O(3). (3.11)

Temos que u = 0 é um equilíbrio de (3.11). Analisando a parte linear, uma vez que escolhemos
µ tal que o DFE é estável para µ < 0, o sinal de b deve ser positivo.

Vamos analisar o campo u̇ = au2 + buµ. Os pontos �xos são dados por u = 0 e u = −bµ/a e
são plotados na Figura (3.1), para a > 0 e a < 0. Aqui, nos dois casos, para µ < 0 há dois pontos
�xos; u = 0 é estável e u = −bµ/a é instável. Estes dois pontos �xos coalescem em µ = 0 e, para
µ > 0, u = 0 é instável e u = −bµ/a é estável. Assim, ocorre uma troca de estabilidade em µ = 0.

(a) (b)

Figura 3.1: O sinal de a é negativo na Figura (a) e positivo na Figura (b). Como as soluções só estão
bem de�nidas para u ≥ 0, na Figura (a) há um equilíbrio endêmico localmente assintoticamente estável para
valores positivos de µ, e na Figura (b) há um equilíbrio endêmico instável para valores negativos de µ.

Para δ > 0 su�cientemente pequeno, há soluções de equilíbrio de (3.11), não nulas, próximas à
linha u = −bµ/a, para |µ| < δ. Na variedade central dada em (3.7), uma vez que z é de segunda
ordem em u, o sinal de x é determinado pelo sinal da soma x∗ + uw. Como os primeiros m
componentes de w são não-negativos e os primeiros m componentes de x∗ são nulos, as soluções
endêmicas de (3.5) correspondentes às soluções não nulas de (3.11) estão bem de�nidas (isto é, os
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componentes de x são não negativos), somente se u > 0, ou equivalentemente, se µ > 0 e a < 0 ou
se µ < 0 e a > 0. No primeiro caso há um equilíbrio endêmico localmente assintoticamente estável
próximo ao DFE e, no segundo caso, há um equilíbrio endêmico instável próximo ao DFE.

Segue do Teorema anterior que a natureza da bifurcação em R0 = 1 é dada pelo sinal de a.
Se a ou b são zero, então termos de ordem mais alta na série de Taylor devem ser considerados.
A estabilidade do equilíbrio endêmico é importante para o controle da doença. Se a < 0 e µ > 0,
há um equilíbrio endêmico estável próximo ao DFE e a bifurcação é dita supercrítica. Nesse caso,
reduzir o R0 diminui a incidência da doença até que ela seja eliminada quando ele alcançar um valor
abaixo de um. Se a > 0 e µ < 0 há um equilíbrio endêmico instável e a bifurcação é dita subcrítica.
Isso indica que o DFE é estável apenas para perturbações muito pequenas, e que até mesmo uma
pequena perturbação pode resultar em uma epidemia. A falta de um equilíbrio endêmico localmente
estável sugere a existência de um equilíbrio endêmico não local, com uma fração relativamente alta
de indivíduos infectados, ou uma solução periódica.

3.2 M-matrizes

Matrizes com certas características aparecem frequentemente no tratamento de muitos proble-
mas em física, biologia, economia e outras ciências, sendo de grande aplicabilidade o conhecimento
de suas propriedades. Um desses casos é quando uma matriz A tem elementos não positivos fora
da diagonal e elementos não negativos na diagonal, tendo a forma

A =


a11 −a12 · · · −a1n

−a21 a22 · · · −a2n
...

...
. . .

...
−an1 −an2 · · · ann


onde os elementos aij são não negativos. Nesse caso, podemos escrever A como

A = s.Id−B, (3.12)

onde Id é a matriz identidade, s > 0 e B tem todos os elementos não negativos.
Matrizes na forma (3.12) ocorrem em sistemas de equações lineares e não lineares, problemas de

autovalores em uma grande variedade de áreas como métodos de diferenças �nitas para equações
diferenciais parciais, modelos de crescimento em economia, problemas de complementaridade linear
em pesquisa operacional, processos de Markov em probabilidade e estatística. Neste trabalho a
matriz associada ao �uxo de indivíduos entre as regiões pertence a esse grupo especial de matrizes.
Usaremos as notações A ≥ 0 para uma matriz A com todas as entradas não negativas, A > 0 para
uma matriz A com todas as entradas positivas e A 6= 0 para uma matriz A não nula. A mesma
notação é utilizada para vetores.

Formalizando, de�nimos o conjunto dessas matrizes como

Zn×n = {A = (aij) ∈ Rn×n; aij ≤ 0, i 6= j}.

O conjunto das M-matrizes, o qual vamos tratar, é um subconjunto de Zn×n. Aqui ρ(A), raio
espectral de A, é de�nido como o módulo máximo dos autovalores de A.

De�nição 3.2.1. Se uma matriz A pode ser escrita na forma (3.12), com s ≥ ρ(B), ela é chamada
uma M-matriz.

Frequentemente, faremos uso de um importante teorema devido a Perron e Frobenius.

Teorema 3.2.2. [Perron-Frobenius] Seja A uma matriz quadrada não negativa e ρ(A) o seu auto-
valor de maior módulo.
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(i) Se A é positiva, then ρ(A) é um autovalor simples, com magnitude maior que a de qualquer
outro autovalor.

(ii) Se A é não negativa e irredutível, então ρ(A) é um autovalor simples, qualquer autovalor de
A com mesmo módulo é também simples, A tem um autovetor positivo x, correspondente a
ρ(A), e qualquer outro autovetor não negativo de A é um múltiplo de x.

O Teorema (3.2.2) é parte do clássico teorema de Perron-Frobenius. Perron o provou para
matrizes positivas (1907) e Frobenius o extendeu para matrizes não negativas irredutíveis (1912)
(Berman e Plemmons, 1979).

Observação 3.2.3. Notemos que se uma M-matriz A é singular,

0 = det(A) = det(s.Id−B)

implica que s é um autovalor de B e, portanto, s ≤ ρ(B). Como já tínhamos s ≥ ρ(B), segue que
s = ρ(B). Reciprocamente, do teorema de Perron-Frobenius para a matriz não negativa B, ρ(B) é
um autovalor de B e assim, se s = ρ(B) temos

det(A) = det(s.Id−B) = det(ρ(B)Id−B) = 0.

Concluindo que A é singular. Segue que M-matrizes não singulares são aquelas na forma (3.12),
onde s > ρ(B). Na próxima seção trataremos um pouco dessa classe de M-matrizes.

3.2.1 M-Matrizes Não Singulares

Enunciaremos aqui uma pequena parte de um importante teorema de caracterização de M-
matrizes não singulares, além de alguns resultados utilizados no trabalho. O teorema completo e
outras propriedades de M-matrizes foram retirados em (Berman e Plemmons, 1979)(capt. 6). Outras
fontes são (Poole e Boullion, 1974) e (Horn e Johnson, 1991).

Para a prova do teorema é utilizado o lema a seguir.

Lema 3.2.4. Uma matriz não negativa T ∈ Rn×n é convergente, isto é, ρ(T ) < 1, se, e somente
se, existe (Id− T )−1 e

(Id− T )−1 =
∞∑
k=0

T k ≥ 0. (3.13)

Demonstração. Se ρ(T ) < 1, limk→∞ T
k existe e é igual a matriz nula. Assim, a igualdade em (3.13)

segue da identidade

(Id− T )(Id+ T + T 2 + T 3 + ...+ T k) = Id− T k+1, k ≥ 0,

fazendo k tender a in�nito.
Para a recíproca, como T é não negativa, segue do Teorema de Perron-Frobenius que existe x

não nulo, com x ≥ 0, tal que Tx = ρ(T )x. Temos

(Id− T )x = x− Tx = x− ρ(T )x = [1− ρ(T )]x.

Como existe (Id− T )−1, devemos ter ρ(T ) 6= 1, e assim,

(Id− T )−1x =
1

1− ρ(T )
x.

Uma vez que x ≥ 0 e (Id− T )−1 ≥ 0, segue que ρ(T ) < 1.

Teorema 3.2.5 (Caracterização de M-matrizes não singulares). Se A ∈ Zn×n, então as condições
a seguir são equivalentes à a�rmação: "A é uma M-matriz não singular".
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(i) A parte real de cada autovalor de A é positiva;

(ii) A é inversível e sua inversa é não negativa.

Demonstração. Se A é uma M-matriz não singular, temos A na forma (3.12), com s > ρ(B). Seja
λ = α+ iβ um autovalor de A. Assim,

0 = det(A− λId) = det((s− λ)Id−B)

implica que s− λ é um autovalor de B.
Como A é não singular, temos λ 6= 0.
Se α < 0,

|s− λ|2 = (s− α)2 + β2 > s2 > ρ(B)2

e segue que |s− λ| > ρ(B), contradizendo a maximalidade de ρ.
Se α = 0 e β 6= 0,

|s− λ|2 = s2 + β2 > s2 > ρ(B)2,

implicando na mesma contradição.
Assim, concluímos α > 0.
Para a recíproca, consideramos A na forma (3.12) e usamos, do Teorema de Perron-Frobenius,

que ρ(B) é um autovalor da matriz não negativa B. Assim,

0 = det(B − ρ(B)Id) = det[(s− ρ(B))Id− s.Id+B] = det[(s− ρ(B))Id−A]

implica que s − ρ(B) é autovalor de A. Como por hipótese os autovalores de A têm parte real
positiva, devemos ter s > ρ(B), concluindo o ítem (i).

Para o ítem (ii), considere mais uma vez a forma (3.12) de A. A matriz A é inversível com
inversa não negativa se, e somente se,

A−1 =
1

s
(Id−B/s)−1 ≥ 0,

que acontece, pelo Lema (3.2.4), se, e somente se, ρ(B/s) = ρ(B)/s < 1, isto é, s > ρ(B), que
equivale a A ser uma M-matriz não singular, �nalizando o teorema.

Para uma importante classe de M-matrizes, as M-matrizes irredutíveis, temos o seguinte teorema
de caracterização (ver (Berman e Plemmons, 1979), capt. 6, Teorema 2.7).

Teorema 3.2.6. Seja A ∈ Zn×n uma matriz irredutível. Então, cada uma das seguintes condições
é equivalente à a�rmação; "A é uma M-matriz não singular."

(i) A−1 > 0;

(ii) Ax ≥ 0, para algum x > 0.

O Lema a seguir nos mostra que a classe total de M-matrizes pode ser pensada como o fecho
da classe de M-matrizes não singulares. Sua prova é simples, vamos apresentá-la aqui.

Lema 3.2.7. Seja A ∈ Zn×n. Então A é uma M-matriz se, e somente se, A+ εId é uma M-matriz
não singular para todo escalar ε > 0.

Demonstração. Como A é uma M-matriz, escrevemos A = s.Id−B, com s ≥ ρ(B). Dado ε > 0,

A+ εId = (s+ ε)Id−B = s′.Id−B, (3.14)

onde, s′ = s + ε. Assim, s′ > ρ(B), uma vez que s ≥ ρ(B), e segue que A + εdI é uma M-matriz
não singular. Reciprocamente, se A+ εId é uma M-matriz não singular para qualquer escalar ε > 0,
considerando a equação (3.14) e fazendo ε tender a zero, segue que A é uma M-matriz.



3.4 DESIGUALDADES DIFERENCIAIS 59

3.3 Desigualdades Diferenciais

Vamos apresentar aqui um teorema de desigualdades diferenciais utilizado no Capítulo (2) deste
trabalho. Este Teorema e outras informações sobre o assunto podem ser vistos em (Smith e Waltman
, 1995).

Podemos de�nir uma ordem parcial em Rn por y ≤ x se, e somente se, yi ≤ xi para todo i.
Escrevemos x < y, se xi < yi para todo i.

Seja f : R × D → Rn, onde D é um subconjunto aberto de Rn, e f = (f1, ..., fn), onde
fi : R×D → R, para i = 1, ..., n. A função f é dita ser de tipo K em D se, para cada i e para todo
t, fi(t, a) ≤ fi(t, b) para quaisquer dois pontos a e b em D, satisfazendo a ≤ b e ai = bi.

O objetivo aqui é comparar soluções do sistema de equações diferenciais

x′(t) = f(t, x) (3.15)

com soluções do sistema de desigualdades diferenciais

z′(t) ≤ f(t, z) (3.16)

ou
y′(t) ≥ f(t, y) (3.17)

em um intervalo. Assumimos que soluções de problemas com valores iniciais para (3.15) são únicas.

Teorema 3.3.1 (Teorema da Comparação). Sejam D ⊆ Rn aberto e f : R×D → Rn contínua, de
tipo K em D. Seja x(t) uma solução de (3.15) de�nida em [a, b]. Se z(t) é uma função contínua
em [a, b], satisfazendo (3.16) em (a, b), com z(a) ≤ x(a) e zi(a) = xi(a) para algum i = 1, ..., n,
então z(t) ≤ x(t) para todo t ∈ [a, b]. Se y(t) é uma função contínua em [a, b], satisfazendo (3.17)
em (a, b), com y(a) ≥ x(a) e yi(a) = xi(a) para algum i = 1, ..., n, então y(t) ≥ x(t) para todo
t ∈ [a, b].

Demonstração. Para m ≥ 1, seja xm(t) a solução do problema de valor inicial

x′ = f(t, x) + (1/m)(1, ..., 1),

satisfazendo xm(a) = x(a). Então, xm(t) é de�nido em [a, b] para todo m su�cientemente grande
e xm(t) → x(t) quando m → ∞, uniformemente em [a, b]. Vamos mostrar que z(t) < xm(t), para
todo t em (a, b), e a tese segue fazendo o limite para m → ∞ e da continuidade de z em [a, b]. A
segunda parte da tese é análoga.

Assim, seja m ≥ 1 �xo, tal que xm(t) está de�nido em [a, b]. Temos z′(a) ≤ f(t, z(a)), e como
z(a) ≤ x(a), zi(a) = xi(a) e f é de tipo K, então f(t, z(a)) ≤ f(t, x(a)). Daí,

z′(a) ≤ f(t, x(a)) < f(t, x(a)) + 1/m(1, ..., 1) = x′m(a).

Segue que z′(a) < x′m(a), isto é, z′i(a) < x′mi
(a) para todo i = 1, ..., n. Logo, para todo i = 1, ..., n,

zi(t) < xmi(t) para t > a e t− a su�cientemente pequeno.
Suponha por absurdo que z(t) < xm(t) não vale para algum t0 ∈ (a, b). Então, por continuidade,

existe j tal que zj(t0) = xmj (t0). Daí, novamente por continuidade, z′j(t0) ≥ x′mj
(t0). De fato, se

valesse z′j(t0) < x′mj
(t0), a função v(t) = zj(t)− xmj (t) seria tal que v

′(t0) < 0 e, por continuidade,
numa vizinhança de t0, (t0−δ, t0+δ), teríamos v′ < 0, e v decrescente; mas, v(t) = zj(t)−xmj (t) < 0
para a < t < t0 e v(t0) = zj(t0)− xmj (t0) = 0, indicando o crescimento da função. Assim,

fj(t0, z(t0)) ≥ z′j(t0) ≥ x′mj
(t0) = fj(t0, xm(t0)) + 1/m > fj(t0, xm(t0)).

Mas z(t0) ≤ xm(t0) e zj(t0) = xmj (t0) implicam, por f ser de tipo K, que fj(t0, xm(t0)) ≤
fj(t0, z(t0)), levando a uma contradição.

Segue que z(t) < xm(t) para todo t ∈ (a, b), concluindo a demonstração.
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3.4 Persistência

A noção de persistência é utilizada nas provas de existência de equilíbrio endêmico do mod-
elo tratado neste trabalho. Os resultados apresentados aqui e outras informações sobre sistemas
dinâmicos e suas aplicações podem ser encontrados em (Smith e Waltman, 1995)(Apêndice D),
(Freedman et al., 1994) e (Bathia e Szegö, 1967).

Considere um sistema de equações diferenciais da forma

x′i = f(x1, x2, ..., xn), (3.18)

para i = 1, ..., n, com condições iniciais xi(0) = xi0 ≥ 0.
Assuma que a função f é tal que as soluções destes problemas de valor inicial são únicas e

existem para t ≥ 0.
A noção de persistência captura a idéia de que se o sistema (3.18) representa um modelo de

ecossistema, então todos os componentes do ecossistema sobrevivem (Smith e Waltman, 1995). O
sistema (3.18) é dito ser persistente se

lim inf
t→∞

xi(t) > 0, i = 1, ..., n

para toda trajetória com condições iniciais positivas. O sistema (3.18) é dito ser uniformemente
persistente se existe um número positivo ε tal que

lim inf
t→∞

xi(t) > ε, i = 1, ..., n

para toda trajetória com condições iniciais positivas.
Vamos revisar de�nições básicas de sistemas dinâmicos e estabelecer as notações utilizadas. Os

resultados são apresentados em um espaço métrico, que neste trabalho é o Rn. Seja X um espaço
métrico, com métrica d, R+ e R− os conjuntos dos números reais não negativos e não positivos,
respectivamente. Denotemos nesta seção, a solução x(t) de (3.18) com condição inicial x(0) = x,
como o �uxo π(x, t). Consideramos os �uxos de�nidos em X, onde um �uxo π : X × R → X é
uma aplicação contínua, e se A ⊂ X e K ⊂ R, π(A,K) = {π(x, t) : x ∈ A, t ∈ K}. Denotamos
fronteira e interior de um conjunto A como ∂A e Ă, respectivamente. Para qualquer ε > 0 e A ⊂ X,
S(A, ε) = {x ∈ X : d(x,A) < ε} e S[A, ε] = {x ∈ X : d(x,A) ≤ ε}. Um conjunto A ⊂ X é dito
positivamente invariante se π(A,R+) = A. O conjunto ω-limite de x ∈ X é

ω(x) = {y ∈ X : ∃tn ⊂ R+; tn → +∞ e π(x, tn)→ y quando n→∞}.

A de�nição de α-limite é análoga, apenas trocamos {tn} por tn ⊂ R−, tn → −∞.

Atração, estabilidade e estabilidade assintótica de conjuntos compactos

Um conjunto compacto A ⊂ X é dito ser

• um atrator fraco se existe ε > 0 tal que ω(x) ∩A 6= ∅, sempre que x ∈ S(A, ε);

• um atrator se existe ε > 0 tal que ω(x) 6= ∅ e ω(x) ⊂ A para todo x ∈ S(A, ε);

• um atrator uniforme, se ele é um atrator e é tal que dado qualquer δ > 0 e um conjunto
compacto K com a propriedade que ω(x) 6= ∅, ω(x) ⊂ A para todo x ∈ K, existe um
t(K, δ) ≥ 0 com π(K, t) ⊂ S(A, δ) para todo t > t(K, δ);

• estável, se dado qualquer ε > 0, existe um δ > 0 tal que π(S(A, δ),R+) ⊂ S(A, ε);

• assintoticamente estável se é ambos, estável e um atrator; e, �nalmente

• instável, se não é estável.
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Os conceitos de atração e estabilidade são em geral independentes um do outro, mas sob certas
condições, atração e atração uniforme implicam estabilidade (Bathia e Szegö, 1967). Mais detalhes
sobre esse assunto podem ser vistos em (Bathia e Szegö, 1967).

Dado um conjunto A ⊂ X a região de atração fraca e a região de atração do conjunto A são,
respectivamente, W (A) = {x ∈ X : ω(x) ∩ A 6= ∅} e W+(A) = {x ∈ X : ω(x) 6= ∅ e ω(x) ⊂ A}.
O conjunto instável é de�nido como W−(A) = {x ∈ X : α(x) 6= ∅ e α(x) ⊂ A}.

Um �uxo é dito ponto dissipativo sobre um conjunto não vazio A ⊂ X se existe um conjunto
compacto B ⊂ X tal que para qualquer y ∈ A, existe um t(y) > 0 tal que para t ≥ t(y), π(y, t) ∈ B̆.
Um subconjunto A é dito isolado se existe ε > 0 tal que para qualquer conjunto invariante B contido
inteiramente em S[A, ε], nós temos B ⊂ A.

Sejam M e N conjuntos isolados invariantes. O conjunto M é dito estar encadeado a N (M →
N), se existe um elemento x ∈ X \ (M ∪ N) tal que x ∈ W−(M) ∩ W+(N). Uma sequência
�nita M1, ...,Mk de conjuntos isolados invariantes é dita uma cadeia se M1 → M2 → · · · → Mk

(M1 →M1 se k = 1). A cadeia irá se chamar um ciclo se M1 = Mk.
O Teorema a seguir é utilizado para garantir a persistência uniforme do sistema analisado.

Pode ser encontrado em (Freedman et al., 1994) e em (Smith e Waltman, 1995)(Teorema D2).
Consideramos Γ ⊂ X fechado, com ∂Γ e Γ̆ não vazios, e supomos o �uxo positivamente invariante
sobre Γ. Com este tratamento de sistemas dinâmicos a de�nição de uniformemente persistente pode
ser formulada como a seguir.

De�nição 3.4.1. O sistema (3.18) é dito uniformemente persistente se existe ε > 0 tal que para
todo x ∈ Γ̆, limt→∞ d(π(x, t), ∂Γ) ≥ ε.

Denotamos a restrição do �uxo em Γ à ∂Γ por π∂ . Seja M o conjunto maximal invariante pelo
π∂ . Suponha M um conjunto invariante fechado e que existe uma cobertura {Mi}i∈Λ de M , onde
Λ é um conjunto de índices não vazio, Mi ⊂ ∂Γ, M ⊂ ∪i∈ΛMi e Mi (i ∈ Λ) são conjuntos fechados,
invariantes, disjuntos dois a dois. Ainda mais, considere a seguinte hipótese, denotada (H).

1. Todo Mi é um conjunto isolado, invariante pelo �uxo sobre Γ.

2. {Mi}i∈Λ é acíclico, isto é, qualquer subconjunto �nito de {Mi}i∈Λ não forma um ciclo.

3. Qualquer subconjunto compacto de ∂Γ contém no máximo uma quantidade �nita de {Mi}i∈Λ.

Teorema 3.4.2. Seja Γ um subconjunto de X, fechado e positivamente invariante, no qual um �uxo
contínuo π está de�nido. Suponha que existe uma constante α > 0 tal que π é ponto dissipativo em
S[∂Γ, α] ∩ Γ̆ e a hipótese (H) é válida. Então, o �uxo π é uniformemente persistente se, e somente
se,

W+(Mi) ∩ S[∂Γ, α] ∩ Γ̆ = ∅,

para qualquer i ∈ Λ.

Este último Teorema, usado para garantir a existência de um equilíbrio endêmico para o sistema,
pode ser encontrado em (Smith e Waltman, 1995)(Teorema D3) ou (Bathia e Szegö, 1967)(Teorema
2.8.6).

Teorema 3.4.3. Seja N ⊂ Γ um conjunto compacto que é um atrator fraco para o sistema dinâmico
(Γ,R, π). Suponha que a região de atração W+(N) de N , é homeomorfa a Γ. Então N contém um
ponto de equilíbrio.

3.5 Teoria de Lyapunov

No estudo da estabilidade de um sistema não é completamente satisfatório conhecer apenas os
comportamentos locais dos estados de equilíbrio. Um estado de equilíbrio pode ser assintoticamente
estável (localmente) no sentido matemático e perturbações consideradas pequenas, quando com-
paradas com aquelas esperadas em situações reais, podem levar o sistema para longe do equilíbrio
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e ele nunca retornar, o que nos dá uma idéia de instabilidade. Assim, é importante, na prática,
ter alguma idéia do tamanho da região de estabilidade assintótica (LaSalle, 1960). O Princípio da
Invariância de LaSalle, descrito nesta seção, é uma ferramenta matemática de grande potencial para
determinar a dinâmica global de um sistema de equações diferenciais e é utilizado neste trabalho
para as provas de estabilidade global dos equilíbrios livre de doença e endêmicos. Ele faz uso de
uma função de Lyapunov, onde reside a di�culdade da sua aplicação, uma vez que não há métodos
gerais para encontrar tal função.

Considere o sistema de equações diferenciais

x′(t) = f(x), (3.19)

onde f é continuamente diferenciável em algum subconjunto aberto de Rn. Seja Γ um conjunto
fechado e positivamente invariante para (3.19). Uma função L é chamada uma função de Lyapunov
para (3.19) em um conjunto G ⊂ Γ, se

(i) L é continuamente diferenciável em G;

(ii) Para cada x̄ ∈ Ḡ, o limite lim
x→x̄
x∈G

L(x) existe e é um número real, ou é +∞; e

(iii) ∇L · f ≤ 0 em G.

Se L é uma função de Lyapunov para (3.19) em G, extendemos o domínio de L para Ḡ, de�nindo
L em x ∈ Ḡ como o limite de L(y), para y se aproximando de x por pontos em G, isto é,

L(x) = lim
y→x
y∈G

L(y).

Nos pontos x0 ∈ Ḡ, onde L(x0) <∞, mas x0 6∈ G, de�nimos a derivada de L como

L̇(x0) = lim sup
h→0+

L(x(h))− L(x0)

h
,

onde x(t) é solução de (3.19) satisfazendo x(0) = x0. Seja

E = {x ∈ Ḡ; L(x) <∞ e L̇(x) = 0}

e seja M o maior conjunto invariante para (3.19) em E.
Note que se x(t) é uma solução para (3.19) em G, segue, usando a regra da cadeia e o ítem (iii)

da de�nição dada acima, que

d

dt
L(x(t)) = ∇L(x(t)) · x′(t) = ∇L(x(t)) · f(x) ≤ 0, (3.20)

o que implica que L(x(t)) decresce ao longo das soluções de (3.19).
Seja x(t) solução de (3.19), com condição inicial x(0) = x ∈ Γ. Como vimos na seção anterior,

o conjunto ω-limite de x ∈ Γ é

ω(x) = {y ∈ Γ : ∃tn ⊂ R+; tn → +∞ e x(tn)→ y quando n→∞}.

Para provar o Teorema desta seção, vamos utilizar o lema a seguir.

Lema 3.5.1. Se x ∈ Γ, x(t) é uma solução limitada para t ≥ 0 e M é um conjunto que contém
ω(x), então x(t)→M quando t→∞.

Demonstração. Suponha que isto não ocorra. Então existe ε > 0 e uma sequência {tn}, com tn →∞,
tal que

d(x(tn),M) > ε. (3.21)
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Como x(t) é uma solução limitada, x(tn) forma uma sequência limitada no conjunto fechado Γ ⊆ Rn,
logo possui uma subsequência x(tnk

) convergente, digamos para um ponto y ∈ Γ. Da de�nição de
ω-limite, temos que y ∈ w(x) ⊆M , logo y ∈M . Da desigualdade (3.21),

d(x(tnk
),M) > ε,

o que nos dá d(x(tnk
), y) > ε. Contradição com o fato de x(tnk

) convergir para y.

O Teorema a seguir ((Smith e Waltman, 1995), cap. 2, pag. 29), é uma variação do Teorema de
LaSalle da Teoria de Lyapunov (LaSalle, 1960).

Teorema 3.5.2 (Princípio da Invariância de LaSalle). Assuma que L é uma função de Lyapunov
para (3.19) em G e seja γ+ = {x(t) : t ≥ 0} uma órbita limitada de (3.19) pertencendo a G. Então,
γ+ →M quando t→∞. Os conjuntos G e M são como de�nidos acima.

Demonstração. Da desigualdade (3.20), L(x(t)) é decrescente, logo do ítem (ii), existe o limite
limt→∞ L(x(t)). O denotamos por c ∈ R. Como a órbita é limitada, sabemos que o conjunto ω-
limite é não vazio. Assim, devemos ter L ≡ c em ω(γ+). Temos aqui, L̇ = 0 em ω(γ+), o que
implica ω(γ+) ⊂ E. Também é conhecido que o conjunto ω-limite é invariante para (3.19), então
ω(γ+) ⊂M . Do Lema (3.5.1), segue o resultado.

Assim, em certas situações, o conjunto G é uma estimativa da região de estabilidade assintótica.
De acordo com o Teorema (3.5.2), procedemos encontrando uma região G e uma função adequada
L(x). Se L̇ não se anula ao longo de qualquer solução começando em um ponto de G, exceto num
ponto x∗, então toda solução em G se aproxima de x∗, quando t tende a in�nito.

3.6 Equações Diferenciais Assintoticamente Autônomas

A Teoria de equações diferenciais assintoticamente autônomas é utilizada em provas de esta-
bilidade global de equilíbrios neste trabalho. Uma vez que o sistema que descreve o espalhamento
dos indivíduos, independente do seu estado epidemiológico, converge para um ponto de equilíbrio
globalmente estável, podemos tratar o modelo epidêmico trocando as variáveis demográ�cas pelo
seu valor limite, tornando o sistema mais simples de analisar. O comportamento assintótico das
soluções do sistema limite se relaciona com o comportamento das soluções do sistema original a par-
tir dos resultados obtidos por Markus em Asympotically autonomous di�erential systems (Markus
, 1956). Esses resultados também podem ser encontrados em (Thieme, 1992) (Teoremas 1.2 e 4.1),
(Castillo-Chavez e Thieme, 1995) e (Zhang e Ma, 2003).

Considere as equações diferenciais ordinárias

x′ = f(t, x), (3.22a)

y′ = g(y). (3.22b)

com x, y ∈ Rn e t ∈ R.
A equação (3.22a) é dita assintoticamente autônoma, com equação limite (3.22b), se

f(t, x) −→ g(x), t→∞,

localmente uniformemente em x ∈ Rn, isto é, para x em qualquer subconjunto compacto de Rn. É
assumido que f(t, x) e g(x) são funções contínuas e localmente Lipschitz em x. Além disso, todas
as soluções existem para todo t positivo.

Teorema 3.6.1. Seja P um equilíbrio localmente assintoticamente estável de (3.22b) e ω(γ+) o
conjunto ω-limite de uma solução limitada π(x, t) (com t positivo) de (3.22a). Se ω(γ+) contém um
ponto y0 tal que a solução de (3.22b), com condição inicial π(y, 0) = y0 converge para P quando
t→∞, então ω(γ+) = {P}, isto é, π(x, t)→ P quando t→∞.
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Corolário 3.6.1.1. Se as soluções do sistema (3.22a) são limitadas e o equilíbrio P do sistema
limite (3.22b) é globalmente assintoticamente estável, então qualquer solução π(x, t) do sistema
(3.22a) satisfaz π(x, t)→ P , quando t→∞.

Este resultado implica que um equilíbrio globalmente assintoticamente estável do sistema limite
é também um equilíbrio globalmente assintoticamente estável do sistema original, desde que as
soluções deste sejam limitadas.

3.7 Resultados de Teoria dos Grafos

Apresentamos aqui alguns resultados utilizados para mostrar a estabilidade global do equilíbrio
endêmico. Começamos dando algumas de�nições de teoria dos grafos. Os resultados podem ser
encontrados em (Guo et al., 2008), (Li e Shuai, 2009b).

Um grafo direcionado G(E) associado à matriz E = (eij) tem vértices {1, ..., n}, com um arco
direcionado (i, j), indo de i para j, se, e somente se, eij 6= 0. Um caminho orientado P em G é
um subgrafo com vértices distintos {i1, i2, ..., im} tal que seu conjunto de arcos é {(ik, ik+1) : k =
1, ...,m−1}. Se i1 = im, então P é um ciclo orientado. Um ciclo orientado em um grafo direcionado
é um caminho orientado fechado simples. Um grafo é dito fortemente conectado se, para qualquer
par de vértices distintos, existe um caminho de um vértice ao outro. Um grafo G(E) é fortemente
conectado se, e somente se, a matriz E é irredutível.

Uma árvore é um grafo conectado sem ciclos. Uma subárvore de um grafo G é qualquer árvore
T que seja subgrafo de G. Em outras palavras, um árvore T é subárvore de G se todo vértice de
T é vértice de G e toda aresta de T é aresta de G. Uma subárvore T de um grafo G é dita ser
geradora se T contém todos os vértices de G. Uma árvore direcionada é uma árvore em que cada
arco tem uma direção. Uma árvore direcionada T é dita enraizada no vértice i, chamado a raiz,
se i não é vértice terminal de nenhum arco, e cada um dos outros vértices é vértice terminal de
exatamente um arco. Um grafo unicíclico é um grafo direcionado consistindo de uma coleção de
árvores direcionadas enraizadas disjuntas, cujas raízes estão em um ciclo orientado. Veja a Figura
(3.2).

(a) (b)

Figura 3.2: (a) Uma árvore enraizada. (b) Um grafo unicíclico.

Quando um arco direcionado indo de um vértice que não é raiz para a raiz é adicionado a
uma árvore direcionada enraizada, nós obtemos um grafo unicíclico. Ver Figura (3.3). Quando nós
realizamos esta operação de todas as formas possíveis para todas as possíveis árvores direcionadas
enraizadas em um dado conjunto de vértices, obtemos todos os possíveis grafos unicíclicos nestes
vértices, com cada grafo unicíclico contado separadamente para cada arco cíclico que ele contém.
Esta observação será útil na prova de um dos Teoremas desta seção.

O digrafo G(E), associado à matriz E, é também chamado um grafo com pesos, onde cada valor
eij da matriz é o peso do arco (j, i). O peso do digrafo é dado pelo produto dos pesos de todos os
seus arcos.

Agora, considere o sistema linear
B̃v = 0, (3.23)
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Figura 3.3: Um grafo unicíclico formado por adicionar um arco direcionado (j, i) a árvore com raiz no
vértice i.

onde

B̃ =


∑

j 6=1 β̃1j −β̃21 . . . −β̃n1

−β̃12
∑

j 6=2 β̃2j . . . −β̃n2

...
...

. . .
...

−β̃1n −β̃2n . . .
∑

j 6=n β̃nj

 ,
e β̃ij ≥ 0, 1 ≤ i, j ≤ n. Seja G(B) o grafo associado com a matriz B = (β̃ij), e denote o cofator da
entrada (i, j) de B̃ por Cij .

Nas próximas provas usaremos um resultado de teoria dos grafos, conhecido como o Teorema
Matriz-Árvore (Moon, 1970).

Teorema 3.7.1. Assuma n ≥ 2. Seja Cii o cofator do i-ésimo elemento da diagonal de B̃. Então

Cii =
∑
T ∈Ti

w(T ), i = 1, ..., n, (3.24)

onde Ti é o conjunto de todas as árvores geradoras de G(B) que têm raiz no vértice i e w(T ) é o
peso de T . Em particular, se G(B) é fortemente conectado, então Cii > 0, para i = 1, ..., n.

Lema 3.7.2. Assuma que (β̃ij)n×n é irredutível e n ≥ 2. Então vale que

(1) O espaço de soluções do sistema (3.23) tem dimensão 1, com uma base

(v1, ..., vn) = (C11, ..., Cnn),

(2) Para 1 ≤ i ≤ n,
Cii =

∑
T ∈Ti

∏
(r,m)∈E(T )

β̃rm > 0, (3.25)

onde Ti é o conjunto de todas as subárvores geradoras direcionadas de G(B) que são enraizadas
no vértice i, e E(T ) denota o conjunto de arcos direcionados em uma árvore direcionada T .

Demonstração. Uma vez que a soma de cada coluna de B̃ é zero, temos que Cji = Cki, para
1 ≤ i, j, k ≤ n. Por exemplo, a matriz do cofator C21 é obtida trocando sua primeira linha pela
linha omitida anteriormente para obter a matriz de C11, na qual cada elemento é a soma dos
outros elementos na mesma coluna multiplicada por (−1). Assim a matriz de um cofator Cji tem
determinante igual ao oposto do determinante da matriz do cofator Cj−1,i. Denotando detCji o
determinante da matriz obtida eliminando a linha j e a coluna i da matriz original, temos detC11 =
−detC21, detC21 = −detC31, e assim sucessivamente. Como o cofator Cji = (−1)j+idetCji, temos o
desejado. Dito isto, do fato de det(B̃) = 0, qualquer vetor da forma (Ci11, Ci22, ..., Cinn) é solução
de (3.23). Em particular, (C11, C22, ..., Cnn) é solução de (3.23). Pelo Teorema anterior, o cofator
Cii pode ser expresso como

Cii =
∑
T ∈Ti

∏
(r,m)∈E(T )

β̃rm.

Uma vez que B é irredutível, seu digrafo associado G(B) é fortemente conectado. Assim, para cada
i, ao menos um termo no somatório acima é positivo, e assim Cii > 0. Isto implica que, denotando



66 RESULTADOS MATEMÁTICOS 3.7

ci a coluna i de B̃, c1C11 + ...+ cnCnn = 0, e o número de colunas linearmente independentes de
B̃ é n− 1. Logo, o espaço de soluções de (3.23) tem dimensão um.

Como uma ilustração da igualdade (3.25), seja n = 3 e T1 = {T 1
1 , T

2
1 , T

3
1 } o conjunto de todas

as árvores direcionadas com vértices {1, 2, 3}, enraizadas no vértice 1. Veja Figura (3.4). Então,
E(T 1

1 ) = {(3, 2), (2, 1)}, E(T 2
1 ) = {(2, 1), (3, 1)} e E(T 3

1 ) = {(2, 3), (3, 1)}. Portanto,

C11 = det

[
β̃21 + β̃23 −β̃32

−β̃23 β̃31 + β̃32

]
= β̃32β̃21 + β̃21β̃31 + β̃23β̃31

=
∑
T i
1∈T1

∏
(r,m)∈E(T i

1)

β̃rm.

(a) (b) (c)

Figura 3.4: Dado o conjunto de vértices {1, 2, 3}, as três árvores direcionadas possíveis com raiz no vértice
1. (a) T 1

1 . (b) T
2
1 (c)T 3

1 .

Teorema 3.7.3. Assuma n ≥ 2. Seja Cii como dado em (3.24). Então a identidade a seguir é
válida.

n∑
i,j=1

Ciiβ̃ijFij(xi, xj) =
∑
Q∈Q

w(Q)
∑

(r,m)∈E(CQ)

Frm(xr, xm). (3.26)

Aqui Fij(xi, xj), 1 ≤ i, j ≤ n, são funções arbitrárias, Q é o conjunto de todos os grafos unicíclicos
geradores de G(B), w(Q) é o peso de Q e CQ denota o ciclo orientado de Q.
Demonstração. Para uma árvore geradora T , com raiz no vértice i,

w(T )β̃ij = w(Q),

onde Q é grafo unicíclico obtido a partir de T por adicionar um arco (j, i) do vértice j ao vértice
raiz i. Assim,

w(T )β̃ijFij(xi, xj) = w(Q)Fij(xi, xj) com (j, i) ∈ E(CQ).

Quando realizamos esta operação de todas as possíveis maneiras, para todas as árvores enraizadas
em G, obtemos todos os grafos unicíclicos em G, e cada grafo unicíclico Q é criado tantas vezes
quanto o número de arcos no seu ciclo CQ. A identidade (3.26) segue de (3.24) se nós organizamos
a soma dupla no lado esquerdo como a soma sobre todos os grafos unicíclicos em G.

Teorema 3.7.4. Assuma n ≥ 2. Seja Cii como dado em (3.24). Então a identidade a seguir é
válida.

n∑
i,j=1

Ciiβ̃ijGi(xi) =
n∑

i,j=1

Ciiβ̃ijGj(xj), (3.27)

onde Gi(xi), 1 ≤ i ≤ n, são funções arbitrárias.

Demonstração. Do Teorema (3.7.3), ambos os lados da igualdade (3.27) são iguais a∑
Q∈Q

w(Q)
∑

k∈V (CQ)

Gk(xk),
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onde V (CQ) é o conjunto de vértices do ciclo direcionado em Q.
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Apêndice A

Equações de Difusão para um Modelo

Epidêmico

Vamos apresentar uma modelagem também muito utilizada para o espalhamento de epidemias,
utilizando equações de difusão. Na seção (A.1) obtemos a equação de difusão para o caso em que
a população é descrita em um único grupo e na seção (A.2) a apresentamos para um modelo
multi-grupo. Na seção (A.3) trazemos as de�nições e cálculos utilizados na seção (A.1). Para uma
descrição aprofundada ver (Fuchs, 2013), (Dargatz, 2007).

A.1 O Modelo SIR Padrão

Consideremos uma população de tamanho N em que indivíduos são classi�cados em suscetíveis
a uma doença (S), infectados (I) ou recuperados (R). Assumiremos o tamanho da população �xo.
Vamos assumir, como anteriormente, que o contato entre um indivíduo suscetível e um infeccioso
causa uma infecção a uma taxa β, e um indivíduo infectado se recupera a uma taxa γ. Essas
taxas aqui representam a probabilidade do respectivo evento ocorrer. Cada estado deste processo é
representado por um par (S, I), onde S e I representam, respectivamente, o número de indivíduos
suscetíveis e infectados na população. Assim, o espaço de estados desse processo é discreto, sendo
a escolha apropriada

DN = {(S, I)′ ∈ [0, N ]2 ∩ N2;S + I ≤ N},

onde S e I representa o número absoluto de indivíduos naquele estado. O vetor de parâmetros para
o modelo é θ = (β, γ)′.

A.1.1 Processo de Salto

Começamos por calcular as probabilidades de transição entre os estados em DN . A evolução
dessas probabilidades é descrita por equações diferenciais de primeira ordem na variável tempo-
ral contínua, e equações de diferença na variável espacial discreta. Estas equações são chamadas
equações mestres. Em seguida, consideramos uma sequência de processos com espaço de estados
discreto, nos quais as variáveis de estado são dadas em função das frações, s e i, de indivíduos
suscetíveis e infectados na população. Para o tamanho da população tendendo a in�nito esta se-
quência converge a um processo com variáveis de estado contínuas no espaço. As correspondentes
equações do processo com variáveis de estado discretas convergem para uma equação diferencial
parcial de segunda ordem, que é mais conveniente para análise analítica.

Vamos então começar com o cálculo das probabilidades de transição entre os estados. O pro-
cesso é considerado homogêneo no tempo e todos os indivíduos são assumidos mutuamente in-
dependentes. Assumindo que no máximo um evento pode ocorrer num intervalo de tempo in-
�nitesimal de comprimento ∆t, há no máximo três possibilidades (disjuntas) para obter o estado
(S, I) ∈ [0, N − 1]× [1, N − 1] com S + I ≤ N no tempo t+ ∆t:
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1 Há S + 1 suscetíveis e I − 1 infectados no tempo t, e uma infecção ocorre;

2 Há S suscetíveis e I + 1 infectados no tempo t, e uma recuperação ocorre;

3 Há S suscetíveis e I infectados no tempo t, e nada ocorre.

Dado o estado (S+ 1, I − 1) ∈ DN , a probabilidade de uma infecção acontecer dentro do tempo
∆t é a seguinte: cada um dos infectados I−1 tem β contatos potencialmente infecciosos por unidade
de tempo. Em média β · (S + 1)/N destes contatos serão com um indivíduo suscetível e resultarão
em uma nova infecção 1. A probabilidade de um contato infeccioso no intervalo de tempo consid-
erado é então (I − 1) · β(S + 1)/N · ∆t + o(∆t), onde o(∆t)/∆t tende a zero quando ∆t tende a
zero. De maneira similar, dado o estado (S, I + 1) ∈ DN , a probabilidade de uma recuperação é
γ(I + 1)∆t + o(∆t). Para o terceiro caso a probabilidade é o complementar de acontecer um dos
saltos para outro estado, ou seja 1− βSI/N∆t− γI∆t+ o(∆t).

Denotamos PN (t,X) = PN (t;S, I) a probabilidade de que no tempo t o processo esteja no estado
X = (S, I)T ∈ DN (sujeito a alguma condição inicial). Fora do espaço de estados esta probabilidade
é assumida zero. Da descrição acima, para (S, I) ∈ [0, N − 1] × [1, N − 1], onde S + I ≤ N , a
probabilidade de um sistema no tempo t+ ∆t estar no estado (S, I) é dada por

PN (t+ ∆t;S, I) =

(
β
S + 1

N
(I − 1)∆t+ o(∆t)

)
PN (t;S + 1, I − 1)

+ (γ(I + 1)∆t+ o(∆t))PN (t;S, I + 1)

+

(
1− β S

N
I∆t− γI∆t+ o(∆t))

)
PN (t;S, I).

Subtraindo PN (t;S, I) da equação anterior, em seguida dividindo por ∆t e fazendo o limite
quando ∆t tende a zero, temos a equação mestre do processo de salto, dada por

∂PN (t;S, I)

∂t
= β

S + 1

N
(I − 1)PN (t;S + 1, I − 1) + γ(I + 1)PN (t;S, I + 1)

−
(
β
S

N
I + γI

)
PN (t;S, I), (A.1)

como uma descrição para o processo em tempo contínuo com espaço de estados discreto. Para as
fronteiras excluídas acima nós obtemos

∂PN (t;S, 0)

∂t
= γP (t;S, 1), (A.2)

∂PN (t; 0, N)

∂t
=

β

N
(N − 1)P (t; 1, N − 1)− γNP (t; 0, N), (A.3)

∂PN (t;N, 0)

∂t
= 0, (A.4)

com S ∈ [0, N − 1] na equação (A.3). O termo na equação (A.3) se refere a uma recuperação, os
termos na equação (A.4) a uma infecção e nenhuma recuperação e, na equação (A.4), como todo
mundo é suscetível não há nenhuma possibilidade de transição. As equações de (A.1) a (A.4) são
sujeitas a condições iniciais (S0, I0).

1Mais precisamente, o número é β(S+1)/(N−1) já que as auto-infecções são excluídas. Entretanto, esta diferença
é compensada pela escolha adequada de β e, de qualquer maneira, é desprezível para valores de N muito grandes. A
divisão por N ao invés de N − 1 é a notação padrão.
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Vamos reescrever a equação mestre com uma outra notação. Dado um estado X = (S, I)′ ∈ DN ,
podem acontecer as transições

(S, I)→ (S − 1, I + 1)

(S, I)→ (S, I − 1),

e, correspondendo a essas, temos respectivamente os saltos ∆1 e ∆2:

∆1 =

(
−1
1

)
∆2 =

(
0
−1

)
.

Denotando a probabilidade de transição de um estado X para um estado X+∆j , num intervalo
de tempo ∆t, por PN (∆t,X,X + ∆j), e as taxas de transição de um estado X para um estado
X + ∆j por

WN,j(X) = WN (X,∆j) = lim
∆t→0

1

∆t
PN (∆t,X,X + ∆j),

temos

WN,j(X) = WN,j(S, I) =

{
β

N
SI, se j = 1

γI, se j = 2.

Assim, podemos reescrever a equação mestre como

∂PN (t;S, I)

∂t
= WN,1(S + 1, I − 1)PN (t;S + 1, I − 1) +WN,2(S, I + 1)PN (t;S, I + 1)

−(WN,1(S, I) +WN,2(S, I))PN (t;S, I). (A.5)

A.1.2 Aproximação a uma Equação de Difusão

Nesta seção aplicaremos um dos métodos existentes para aproximar o modelo epidêmico SIR a
uma equação de difusão.

Convergência da Equação Mestre

Vamos fazer a transição da equação mestre anterior para uma equação com espaço de estados
contínuos. Ao invés dos números naturais S e I de indivíduos infectados e suscetíveis, consideramos
agora as respectivas frações s = S/N e i = I/N em (0, 1) da população total. Assim, temos a
variável x = X/N = (s, i)′, no espaço CN = N−1DN . Consideramos uma sequência de processos
correspondendo a uma sequência de números N , os quais tendem a in�nito.

Em termos da variável x as taxas de transição são

wN (x,∆j) = wN,j(x) = wN,j(s, i) = WN,j(Ns,Ni) =

{
Nβsi, se j = 1
Nγi, se j = 2.

(A.6)

Denotamos wN = Nw, onde

w(x,∆j) = wj(x) = wj(s, i) =

{
βsi, se j = 1
γi, se j = 2.

(A.7)

Seja pN (t; s, i) = pN (t,x) = PN (t,Nx) a densidade de probabilidade de ter frações s e i de
indivíduos suscetíveis e infectados no tempo t, com condições iniciais de estado e tempo �xadas.
Da equação (A.6), wN,1(s, i) = WN,1(Ns,Ni), e sendo ε = 1/N , a equação mestre (A.5) se torna
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∂pN (t; s, i)

∂t
= wN,1(s+ ε, i− ε)pN (t; s+ ε, i− ε) + wN,2(s, i+ ε)pN (t; s, i+ ε)

−(wN,1(s, i) + wN,2(s, i))pN (t; s, i).

Do fato de wN = Nw e ε = 1/N , reescrevemos a equação acima como

∂pN (t; s, i)

∂t
=

w1(s+ ε, i− ε)
ε

pN (t; s+ ε, i− ε) +
w2(s, i+ ε)

ε
pN (t; s, i+ ε)

−
(
w1(s, i)

ε
+
w2(s, i)

ε

)
pN (t; s, i),

e rearranjando os termos temos

∂pN (t; s, i)

∂t
=

w1(s+ ε, i− ε)pN (t; s+ ε, i− ε)− w1(s, i)pN (t; s, i)

ε

+
w2(s, i+ ε)pN (t; s, i+ ε)− w2(s, i)pN (t; s, i)

ε
.

Sendo a função p o limite da sequência de funções pN segue que

∂p(t; s, i)

∂t
=

w1(s+ ε, i− ε)p(t; s+ ε, i− ε)− w1(s, i)p(t; s, i)

ε
(A.8)

+
w2(s, i+ ε)p(t; s, i+ ε)− w2(s, i)p(t; s, i)

ε
. (A.9)

Agora vamos escrever o lado direito desta equação como quocientes de diferenças para conseguir
aproximá-lo em termos das derivadas das respectivas funções. A Seção (A.3) traz de�nições, provas
e cálculos sobre como fazer essas aproximações. O numerador dos quocientes em (A.8) e (A.9) ainda
não está na forma de diferenças, como na De�nição (A.3.1), da Seção (A.3.1), mas o algoritmo na
Seção (A.3.4) descreve como eles podem ser expandidos. Os cálculos feitos no Exemplo (A.3.5) traz
como resultado as equações (A.10) e (A.11) a seguir. Para o numerador do primeiro termo (A.8),
temos:

(w1 · p)(t; s+ ε, i− ε)− (w1 · p)(t; s, i)

= (w1 · p)(t; s+ ε, i− ε)− (w1 · p)(t; s+ ε, i)− (w1 · p)(t; s, i− ε) + (w1 · p)(t; s, i)
+(w1 · p)(t; s+ ε, i)− (w1 · p)(t; s, i)
+(w1 · p)(t; s, i− ε)− (w1 · p)(t; s, i), (A.10)

onde a notação (w1 · p)(t; s, i) é uma notação curta para w1(s, i)p(t; s, i). Com o operador diferença
na notação da De�nição (A.16), (A.10) pode ser expressa como(

D2
(1,1)′,(ε,−ε)′ +D1

(1,0)′,(ε,·)′ +D1
(0,1)′,(·,−ε)′

)
(w1 · p)(t; s, i). (A.11)

Seguindo os passos do Exemplo (A.3.6) e, especialmente as equações (A.24) e (A.25), reescrevemos
(A.11) como a seguir.
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D2
(1,1)′,(ε,−ε)′(w1 · p)(t; s, i)

+
1

2
D2

(2,0)′,(ε,·)′(w1 · p)(t; s− ε, i) +
1

2
D1

(1,0)′,(2ε,·)′(w1 · p)(t; s− ε, i)

+
1

2
D2

(0,2)′,(·,−ε)′(w1 · p)(t; s, i+ ε) +
1

2
D1

(0,1)′,(·,−2ε)′(w1 · p)(t; s, i+ ε).

Multiplicando e dividindo por ε ou ε2 de forma conveniente temos

= −ε2
D2

(1,1)′,(ε,−ε)′

−ε2
(w1 · p)(t; s, i)

+
ε2

2

D2
(2,0)′,(ε,·)′

ε2
(w1 · p)(t; s− ε, i) + ε

D1
(1,0)′,(2ε,·)′

2ε
(w1 · p)(t; s− ε, i)

+
ε2

2

D2
(0,2)′,(·,−ε)′

ε2
(w1 · p)(t; s, i+ ε)− ε

D1
(0,1)′,(·,−2ε)′

−2ε
(w1 · p)(t; s, i+ ε).

Aqui, todos os quocientes têm a forma de quocientes de diferenças como em (A.16) e podem ser
aproximados por (

−ε2 ∂2

∂s∂i
+
ε2

2

∂2

∂s2
+ ε

∂

∂s
+
ε2

2

∂2

∂i2
− ε ∂

∂i

)
(w1 · p)(t; s, i). (A.12)

Da mesma forma, o numerador do segundo termo (A.9), (w2 · p)(t; s, i+ ε)− (w2 · p)(t; s, i), é dado
por

D1
(0,1)′,(·,ε)′(w2 · p)(t; s, i)

=

(
ε2

2

D2
(0,2)′,(·,ε)′

ε2
+ ε

D1
(0,1)′,(·,2ε)′

2ε

)
(w2 · p)(t; s, i− ε)

≈
(
ε2

2

∂2

∂i2
+ ε

∂

∂i

)
(w2 · p)(t; s, i). (A.13)

Combinando (A.12) e (A.13), e usando que ε = 1/N , uma representação aproximada da equação
mestre do processo de saltos é

∂p(t; s, i)

∂t
=

(
− 1

N

∂2

∂s∂i
+

1

2N

∂2

∂s2
+

∂

∂s
+

1

2N

∂2

∂i2
− ∂

∂i

)
(w1 · p)(t; s, i)

+

(
1

2N

∂2

∂i2
+
∂

∂i

)
(w2 · p)(t; s, i),

que pode ser reescrita como

∂p(t,x)

∂t
= −

2∑
j=1

∂[µj(x)p(t,x)]

∂xj
+

1

2N

2∑
j,k=1

∂2[
∑

jk(x)p(t,x)]

∂xj∂xk
,

onde x = (x1, x2)′ = (s, i)′, e µj e
∑

jk são as componentes de

µ(x) =

(
−w1(x)

w1(x)− w2(x)

)
=

(
−βsi

βsi− γi

)
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e

∑
(x) =

(
w1(x) −w1(x)
−w1(x) w1(x) + w2(x)

)
=

(
βsi −βsi
−βsi βsi+ γi

)
.

A matriz de difusão N−1
∑

é positiva de�nida para todo s e i positivo. Aqui, o processo de salto
com variáveis contínuas de estado e tempo pode ser aproximado por um processo de difusão, o qual
é solução de

dxt = µ(xt)dt+
1√
N
σ(xt)dBt xt0 = x0,

onde x0 é o valor inicial do processo no tempo t0,
∑

= σσ′ e B = (B1, B2) são movimentos
brownianos independentes. A decomposição de

∑
não é única. Um coe�ciente de difusão possível

é dado por

1√
N
σ(x) =

1√
N

( √
βsi 0

−
√
βsi

√
γi

)
.

Resumindo os resultados obtidos até agora neste capítulo, foi introduzido o modelo SIR padrão,
o qual foi caracterizado como um processo de salto com equação mestre

∂pN (t; s, i)

∂t
= Nβ(s+ ε)(i− ε)pN (t; s+ ε, i− ε) +Nβ(i+ ε)pN (t; s, i+ ε)

−N(βsi+ γi)pN (t; s, i),

onde pN é a probabilidade de transição de x = (s, i)′ e ε = 1/N . Este processo pode ser aproximado
por uma equação de difusão, a qual é solução da equação diferencial estocástica

ds = −βsidt+

√
βsi

N
dB1 (A.14)

di = (βsi− γi)dt−
√
βsi

N
dB1 +

√
γi

N
dB2, (A.15)

onde B1 e B2 são movimentos brownianos independentes, e dB1/dt e dB2/dt podem aqui ser
interpretados como �utuações na transmissão e na recuperação da doença. O espaço de estados
contínuos de x é

C = {(s, i)′ ∈ [0, 1]2; s+ i ≤ 1}.

A equação diferencial é sujeita a uma condição inicial (s0, i0) ∈ C. Note que o processo dado
pela solução de (A.14) não é no limite uma difusão, mas uma difusão que ainda tem o parâmetro
N referente ao tamanho da população. No limite quando N tende a in�nito, obtemos a equação
diferencial ordinária

ds = −βsidt
di = (βsi− γi)dt,

que é uma descrição determinística da dinâmica do sistema.

A.2 O Modelo SIR multi-grupo com migração

Aqui, introduzimos uma rede com regiões i = 1, ..., n de tamanhos Ni, onde além da dinâmica
de infecção local, que segue o modelo padrão SIR dado anteriormente, indivíduos viajam entre as
regiões. Um indivíduo sai da região i com taxa gi, e da região i para a região k com taxa mkigi.
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Assumimos mii = 0 para todo i. Para estar num estado X = (S1, I1, R1, ..., Sn, In, Rn)′ ∈ DN ,
podem ter acontecido as transições

(Si + 1, Ii − 1) → (Si, Ii)

(Ii + 1, Ri − 1) → (Ii, Ri)

correspondentes a uma infecção e uma recuperação na região i, respectivamente, e

(Si + 1, Sk − 1) → (Si, Sk)

(Ii + 1, Ik − 1) → (Ii, Ik)

(Ri + 1, Rk − 1) → (Ri, Rk)

correpondentes à saída de um indivíduo (suscetível, infectado ou recuperado, respectivamente) da
região i para a região k. As variáveis omitidas no vetor de estados permanecem constantes.

Análogo ao feito para o caso de apenas uma região, podemos expressar essa dinâmica em termos
de equações diferenciais estocásticas. Denotando si = Si/Ni, ji = Ii/Ni e ri = Ri/Ni,

dsi =

(
−βsiji −

n∑
k=1

mkisi +
n∑
k=1

miksk

)
dt

+

√
βsiji
Ni

dB
(i)
1 (t) +

n∑
k=1

√
mkisi
Nk

dB
(i,k)
3 (t)−

n∑
k=1

√
miksk
Ni

dB
(k,i)
3

dji =

(
βsiji − γji −

n∑
k=1

mkiji +

n∑
k=1

mikjk

)
dt

−
√
βsiji
Ni

dB
(i)
1 (t) +

√
γji
Ni

dB
(i)
2 (t) +

n∑
k=1

√
mkiji
Nk

dB
(i,k)
3 (t)−

n∑
k=1

√
mikjk
Ni

dB
(k,i)
3

dri =

(
γji −

n∑
k=1

mkiri +

n∑
k=1

mikrk

)
dt

−
√
γji
Ni

dB
(i)
2 (t) +

n∑
k=1

√
mkiri
Nk

dB
(i,k)
3 (t)−

n∑
k=1

√
mikrk
Ni

dB
(k,i)
3 ,

para i = 1, ..., n. Os movimentos brownianos B1 e B2 e a coleção de n× n movimentos brownianos
independentes B3 representam os distúrbios na transmissão, recuperação e migração, respectiva-
mente.

A.3 Expansão da Equação Mestre do Processo de Salto

Esta seção contém de�nições, provas e cálculos que foram utilizados, a �m de expandir a equação
mestre do processo de salto.

A.3.1 Operadores Diferença

De�nição A.3.1. Seja f : Rn → R uma função in�nitamente diferenciável com diferenciais con-
tínuas, tal que a ordem de diferenciação com relação a diferentes argumentos não importa. Para
ε = (ε1, ..., εn)′ ∈ Rn �xado de�na o operador diferença Dm

k de ordem m, com k = (k1, ..., kn)′ ∈ Nn
e |k| =

∑n
i=1 ki = m, recursivamente como segue:

D0
0 = f(x), D1

ei
f(x) = f(x + ei � ε)− f(x), Dm+1

k+ei
f(x) = D1

ei
Dm
k f(x).
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para m ≥ 0, onde ei = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)′ denota o i-ésimo vetor unitário em Rn e u � v =
(u1v1, ..., unvn)′ para arbitrários u, v ∈ Rn. Se o parâmetro �xado ε é ambíguo, escreva-o como um

segundo índice do operador, isto é, D
|k|
k,ε.

Para o leitor que não está familiarizado com a notação vejamos um exemplo. Considere uma
função f : R2 → R como na de�nição anterior, ε = (ε1, ε2)′ �xado e x = (x1, x2)′ ∈ R2.

D1
(0,1)′f(x) = f(x + (0, 1) � ε)− f(x) = f(x1, x2 + ε2)− f(x1, x2)

D1
(1,0)′f(x) = f(x + (1, 0) � ε)− f(x) = f(x1 + ε1, x2)− f(x1, x2).

Da de�nição de forma recursiva temos

D2
(1,1)′f(x) = D1

(1,0)′D
1
(0,1)′f(x)

= D1
(1,0)′ [f(x1, x2 + ε2)− f(x1, x2)]

= [f(x1 + ε1, x2 + ε2)− f(x1 + ε1, x2)]− [f(x1, x2 + ε2)− f(x1, x2)]

= f(x1 + ε1, x2 + ε2)− f(x1 + ε1, x2)− f(x1, x2 + ε2) + f(x1, x2).

É fácil ver que D2
(1,1)′f(x) = D1

(1,0)′D
1
(0,1)′f(x) = D1

(0,1)′D
1
(1,0)′f(x). Vejamos mais um exemplo.

Sobre as mesmas condições anteriores,

D2
(2,0)′f(x) = D1

(1,0)′D
1
(1,0)′f(x)

= D1
(1,0)′ [f(x1 + ε1, x2)− f(x1, x2)]

= [f(x1 + 2ε1, x2)− f(x1 + ε1, x2)]− [f(x1 + ε1, x2)− f(x1, x2)]

= f(x1 + 2ε1, x2)− 2f(x1 + ε1, x2) + f(x1, x2).

Agora, note que para |(ε1, ε2)| su�cientemente pequeno,

∂f

∂x1
(x1, x2) ≈ f(x1 + ε1, x2)− f(x1, x2)

ε1
.

Como
∂2f

∂x2∂x1
(x1, x2) =

∂

∂x2

(
∂f

∂x1

)
(x1, x2),

∂2f

∂x2∂x1
≈ ∂

∂x2

(
f(x1 + ε1, x2)− f(x1, x2)

ε1

)
≈ f(x1 + ε1, x2 + ε2)− f(x1, x2 + ε2)

ε1ε2
− f(x1 + ε1, x2)− f(x1, x2)

ε1ε2

=
f(x1 + ε1, x2 + ε2)− f(x1, x2 + ε2)− f(x1 + ε1, x2) + f(x1, x2)

ε1ε2
.

De maneira similar,
∂2f

∂x2
1

≈ f(x1 + 2ε1, x2)− 2f(x1 + ε1, x2) + f(x1, x2)

ε21
.
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Assim, observando os exemplos anteriores, é fácil notar que para εi tendendo a zero, para i = 1, ..., n,

Dm
k f(x)

εk11 · · · ε
kn
n

−→ ∂mf(x)

∂xk11 · · · ∂x
kn
n

. (A.16)

Os lemas a seguir explicitam fórmulas para os operadores diferença apresentados.

Lema A.3.2. O operador diferença pode ser expresso como

Dm
k f(x) =

k1∑
j1=0

...

kn∑
jn=0

(−1)m−
∑n

i=1 ji

(
k1

j1

)
...

(
kn
jn

)
f(x + j � ε) (A.17)

=

m∑
l=0

∑
j∈Kl

(−1)m−l
(
k1

j1

)
...

(
kn
jn

)
f(x + j � ε), (A.18)

onde

Kl = {j = (j1, ..., jn)′ ∈ Nn; |j| = l e 0 ≤ ji ≤ ki para todo i = 1, ..., n} (A.19)

para l = 0, ...,m e k �xado.

Demonstração. A fórmula (A.18) segue diretamente da fórmula (A.17). Para provar (A.17) vamos
fazer indução em m = |k|. Como D0

0f(x) = f(x) e D1
ei
f(x) = f(x + ei � ε)− f(x) a fórmula (A.17)

é trivial para m = 0 e m = 1. Assuma então que ela é válida para qualquer valor natural de m
�xado. Por de�nição e por hipótese de indução,

Dm+1
k+ei

f(x) = D1
ei
Dm

k f(x)

=

k1∑
j1=0

...

ki∑
ji=0

...

kn∑
jn=0

(−1)m−
∑n

i=1 ji

(
k1

j1

)
...

(
ki
ji

)
...

(
kn
jn

)
f(x + (j + ei) � ε)

−
k1∑
j1=0

...

ki∑
ji=0

...

kn∑
jn=0

(−1)m−
∑n

i=1 ji

(
k1

j1

)
...

(
ki
ji

)
...

(
kn
jn

)
f(x + j � ε),

para qualquer i = 1, ..., n. Reescrevendo a primeira linha acima para ter f(x + j � ε) ao invés de
f(x + (j + ei) � ε), e colocando o sinal de menos para dentro do somatório na segunda linha temos

=

k1∑
j1=0

...

ki+1∑
ji=1

...

kn∑
jn=0

(−1)m−[(
∑n

i=1 ji)−1]

(
k1

j1

)
...

(
ki

ji − 1

)
...

(
kn
jn

)
f(x + j � ε)

+

k1∑
j1=0

...

ki∑
ji=0

...

kn∑
jn=0

(−1)m+1−
∑n

i=1 ji

(
k1

j1

)
...

(
ki
ji

)
...

(
kn
jn

)
f(x + j � ε).

Colocando em evidência os termos referentes a ji e separando o termo referente a ji = ki + 1 na
primeira linha e o termo referente a ji = 0 na segunda linha,
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k1∑
j1=0

...

ki−1∑
ji−1=0

ki+1∑
ji+1=0

...

kn∑
jn=0

(−1)m+1−
∑

h 6=i jh

(
k1

j1

)
...

(
ki−1

ji−1

)(
ki+1

ji+1

)
...

(
kn
jn

)

×

f(x1 + j1ε1, ..., xi, ..., xn + jnεn) +

ki∑
ji=1

(−1)−ji
[(

ki
ji − 1

)
+

(
ki
ji

)]
f(x + j � ε)

+ (−1)−(ki+1)f(x1 + j1ε1, ..., xi + (ki + 1)εi, ..., xn + jnεn)
)
.

De

(
ki

ji − 1

)
+

(
ki
ji

)
=

(
ki + 1
ji

)
, segue que a soma entre parênteses nas segunda e terceira

linhas resulta em

ki+1∑
ji=0

(
ki + 1
ji

)
f(x + j � ε),

e o cálculo �nal em

k1∑
j1=0

...

ki+1∑
ji=0

...

kn∑
jn=0

(−1)m+1
∑n

h=1 jh

(
k1

j1

)
...

(
ki + 1
ji

)
...

(
kn
jn

)
f(x + j � ε),

concluindo a prova.

Lema A.3.3. Cada expressão da forma f(x + k � ε) − f(x) pode ser expandida como a soma de
diferenças Dm′

k′ f(x) com |k′| = m′ ≤ m = |k|. Em outras palavras, para cada k existe um conjunto
Ik ⊆ Nn com

k′ ∈ Ik ⇒ |k′| ≤ |k|

tal que

f(x + k � ε)− f(x) =
∑
k′∈Ik

D
|k′|
k′ f(x).

Demonstração. A prova é feita novamente por indução emm. A a�rmação é trivialmente verdadeira
para m = 1, pois

f(x + ei � ε)− f(x) = D1
ei
f(x),

para qualquer i = 1, ..., n. Assuma que ela é válida para m′ ≤ m. Seja k = (k1, .., kn)′ arbitrário,
mas �xado com |k| = m+ 1 e

Kl = {j = (j1, ..., jn) ∈ Nn; |j| = l e 0 ≤ ji ≤ ki para todo i = 1, ..., n} (A.20)

para todo l = 0, ...,m+ 1. Note que

f(x + k � ε)− f(x)

=

m+1∑
l=0

∑
j∈Kl

(−1)m+1−l
(
k1

j1

)
...

(
kn
jn

)
f(x + j � ε)

−
m∑
l=0

∑
j∈Kl

(−1)m+1−l
(
k1

j1

)
...

(
kn
jn

)
f(x + j � ε)

− f(x),

já que l = m+ 1 se, e somente se ji = ki para todo i = 1, ..., n. Então, do Lema (A.3.2), podemos
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reescrever isto como

Dm+1
k f(x)−

m∑
l=0

∑
j∈Kl

(−1)m+1−l
(
k1

j1

)
...

(
kn
jn

)
f(x + j � ε)− f(x).

Somando e subtraindo termos convenientemente,

Dm+1
k f(x)−

 m∑
l=0

∑
j∈Kl

(−1)m+1−l
(
k1

j1

)
...

(
kn
jn

)
[f(x + j � ε)− f(x)]

 (A.21)

−

1 +
m∑
l=0

∑
j∈Kl

(−1)m+1−l
(
k1

j1

)
...

(
kn
jn

) f(x). (A.22)

A linha (A.21) é a soma de diferenças de ordem menor ou igual am+1 devido à hipótese de indução
aplicada em f(x + j � ε)− f(x), enquanto a linha (A.22) é zero, uma vez que

1 +

m∑
l=0

(−1)m+1−l
∑
j∈Kl

(
k1

j1

)
...

(
kn
jn

)

= (−1)m+1−(m+1)

(
k1

k1

)
...

(
kn
kn

)
+

m∑
l=0

(−1)m+1−l
∑
j∈Kl

(
k1

j1

)
...

(
kn
jn

)

=
m+1∑
l=0

(−1)m+1−l
∑
j∈Kl

(
k1

j1

)
...

(
kn
jn

)
,

e, usando a identidade de Vandermonde generalizada e binômio de Newton,

m+1∑
l=0

(−1)m+1−l
∑
j∈Kl

(
k1

j1

)
...

(
kn
jn

)
=

m+1∑
l=0

(−1)m+1−l
(
m+ 1
l

)
= (−1)m+1(1− 1)m+1 = 0.

Isto conclui a prova.

A prova do Lema (A.3.3) já indica como expandir uma expressão f(x+k�ε)−f(x) com |k| = m,
para obter uma representação como a soma de diferenças Dm′

k′ . Vamos ver uma sequência de passos
para realizar este processo.

Algoritmo A.3.4. Este algoritmo converte uma expressão f(x + k � ε) − f(x) a uma soma de
diferenças que podem ser expressas pelo operador diferença dado na de�nição (A.3.1). No que segue,
a variável C é utilizada para a parte já convertida da expressão, e R para a parte restante, que
ainda será convertida. Em todos os momentos, R consiste de termos f(x + j � ε), com |j| ≤ |k|, e
C +R = f(x + k � ε)− f(x).

Inicialmente, temos C = 0 e R = f(x + k � ε) − f(x). Enquanto R 6= 0, execute as seguintes
etapas:

• Selecione o termo αf(x + k∗ � ε) de R que tem o maior valor para |k∗|. Se há mais de uma
escolha possível, escolha qualquer uma delas. Então faça

a←− f(x + k∗ � ε)

e escolha α ∈ Z{0} de acordo com o coe�ciente de a em R.

• Faça

b←−
m∗−1∑
l=0

∑
j∈K∗l

(−1)m
∗−l
(
k∗1
j1

)
...

(
k∗n
jn

)
f(x + j � ε)
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com m∗ = |k∗| e K∗l de�nido como em (A.19), com ki sendo trocado por k∗i .

• Faça
C ←− C + α(a+ b) = C + αDm∗

k∗ f(x)

e
R←− R− α(a+ b).

Quando R = 0, a variável C tem a forma desejada. Este algoritmo termina em tempo �nito, uma
vez que os vetores no índice dos somatórios de b têm módulo menor que |k∗|.

Exemplo A.3.5.

Na Seção (A.1) desejamos converter a expressão (w1 · p)(t; s + ε, i − ε) − (w1 · p)(t; s, i) a uma
soma de diferenças que podem ser expressas por operadores diferença. Fazendo uso do algoritmo
acima, iniciamos com as variáveis C = 0 e R = (w1 · p)(t; s+ ε, i− ε)− (w1 · p)(t; s, i). Na primeira
execução temos

a←− (w1 · p)(t; s+ ε, i− ε) e α = 1

b←−
∑1

l=0

∑
j∈Kl

(−1)2−l
(

1
j1

)(
1
j2

)
(w1 · p)(t; (s, i) + j � (ε,−ε))

= (w1 · p)(t; s, i)− (w1 · p)(t; s+ ε, i)− (w1 · p)(t; s, i− ε)

C ←− C + α(a+ b) = (w1 · p)(t; s+ ε, i− ε)− (w1 · p)(t; s+ ε, i)− (w1 · p)(t; s, i− ε)
+(w1 · p)(t; s, i) = D2

(1,1)′,(ε,−ε)′(w1 · p)(t; s, i)

R←− R− (a+ b) = (w1 · p)(t; s+ ε, i) + (w1 · p)(t; s, i− ε)− 2(w1 · p)(t; s, i)

Como R 6= 0, repetimos o processo.

a←− (w1 · p)(t; s+ ε, i) e α = 1

b←− −(w1 · p)(t; s, i)

C ←− D2
(1,1)′,(ε,−ε)′(w1 · p)(t; s, i) +D1

(1,0)′,(ε,·)′(w1 · p)(t; s, i)

R←− (w1 · p)(t; s, i− ε)− (w1 · p)(t; s, i)

Executando os passos mais uma vez,

a←− (w1 · p)(t; s, i− ε) e α = 1

b←− −(w1 · p)(t; s, i)

C ←− D2
(1,1)′,(ε,−ε)′(w1 · p)(t; s, i) +D1

(1,0)′,(ε,·)′(w1 · p)(t; s, i) +D1
(0,1)′,(·,−ε)′(w1 · p)(t; s, i)

R←− 0

Aqui, temos R = 0 e C é a expansão desejada, isto é, (w1 · p)(t; s + ε, i − ε) − (w1 · p)(t; s, i) pode
ser escrito como

D2
(1,1)′,(ε,−ε)′(w1 · p)(t; s, i) +D1

(1,0)′,(ε,·)′(w1 · p)(t; s, i) +D1
(0,1)′,(·,−ε)′(w1 · p)(t; s, i). (A.23)

O Lema (A.3.3) não assegura a unicidade da expansão de f(x + k � ε) − f(x). Se há mais de
uma representação possível, todas estão igualmente corretas. No contexto das expansões da Seção
(A.1), entretanto, devemos ter cuidado. Termos da forma

Dm
k f(x) = εk11 ...ε

kn
n

Dm
k f(x)

εk11 ...ε
kn
n

≈ εk11 ...ε
kn
n

∂mf(x)

∂xk11 ...∂x
kn
n
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com ε1, ..., εn ∈ {−ε̃, ε̃} para algum ε̃ positivo, pequeno considerado. A princípio para os limites
dos quocientes de diferenças serem tomados consistentemente, todas as diferenças deveriam ser
expandidas sobre intervalos [a1, b1]× ...× [an, bn] com somas idênticas de comprimento |b1 − a1|+
...+|bn−an|. De acordo com o Lema (A.3.2),Dm

k f(x) cobre um intervalo de comprimento k1|ε1|+...+
kn|εn| ≤ mε̃, isto é,Dm

k f(x) eDm′
k′ f(x) cobrem intervalos de diferentes comprimentos, param 6= m′.

Devemos então ter cautela para fazer a aproximação por derivadas adequadamente. Vejamos um
exemplo.

Exemplo A.3.6.

Na Seção (A.1), as expansões acima de termos da forma f(x + k � ε) − f(x) são feitas para
aproximar as equações do processo de salto por equações de difusão. Naquela situação tínhamos
|k| ≤ 2 para todas as diferenças. Em tais casos procedemos como segue. Como proposto na De�nição
(A.3.1), use o parâmetro ε como um segundo índice para o operador diferença. Onde ambos oper-
adores diferença D1

k,ε e D
2
k′,ε′ têm |εj | = |ε′j | para todo j = 1, ..., n, o operador de primeira ordem

pode ser expandido de forma a igualarmos os intervalos cobertos pelos operadores diferença. De
fato,

D1
ei,ε
f(x) =

1

2

[
D1

ei,ε
f(x) +D1

ei,−εf(x)
]

+
1

2

[
D1

ei,ε
f(x)−D1

ei,−εf(x)
]
.

Usando que

D1
ei,ε
f(x) +D1

ei,−εf(x) = f(x + ei � ε)− f(x) + [f(x + ei � −ε)− f(x)]

= f(x + ei � ε)− 2f(x) + f(x− ei � ε)
= D2

2ei,ε
f(x− ei � ε)

e

D1
ei,ε
f(x)−D1

ei,−εf(x) = f(x + ei � ε)− f(x)− [f(x + ei � −ε)− f(x)]

= f(x + ei � ε)− f(x− ei � ε)
= D1

ei,2ε
f(x− ei � ε),

temos

D1
ei,ε
f(x) =

1

2
D2

2ei,ε
f(x− ei � ε) +

1

2
D1

ei,2ε
f(x− ei � ε), (A.24)

para arbitrário i = 1, ..., n. A última linha consiste de expansões sobre intervalos de comprimentos
idênticos àqueles cobertos por D2

k′,ε′ . A aproximação correspondente é então

D1
ei,ε
f(x) =

ε2i
2

D2
2ei,ε

f(x− ei � ε)
ε2i

+
2εi
2

D1
ei,2ε

f(x− ei � ε)
2εi

≈ ε2i
2

∂2f(x)

∂x2
i

+ εi
∂f(x)

∂xi
. (A.25)
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