
Pares holomorfos e a Família de Arnol’d Generalizada

Arlane Manoel Silva Vieira

Tese apresentada
ao

Instituto de Matemática e Estatística
da

Universidade de São Paulo
para

obtenção do título
de

Doutor em Ciências

Programa: Matemática Aplicada
Orientador: Prof. Dr. Edson de Faria

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxílio financeiro da CAPES

São Paulo, agosto de 2015



Pares comutantes e dinâmica complexa

Esta é a versão original da tese elaborada pelo
candidato Arlane Manoel Silva Vieira, tal como

submetida à Comissão Julgadora.



Resumo

VIEIRA, A. Pares comutantes e dinâmica complexa. 2015. 92 f. Tese (Doutorado) -
Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2015.

Para obter os complex bounds para mapas críticos do círculo de tipo cúbico, de Faria
definiu um objeto análogo às aplicações tipo quadráticas chamado par comutante holomorfo
(de grau 3). Um modelo para esse objeto foi construído a partir da família de Arnol’d
(padrão). Neste trabalho, consideramos uma extensão dessa família e construímos pares
comutantes com qualquer criticalidade, estendendo assim os resultados de de Faria. Além
disso, provamos que o conjunto de escape da projeção canônica dessa extensão da família de
Arnol’d ao cilindro C∗ tem medida positiva e que o seu conjunto de Fatou tem medida finita.

Palavras-chave: Mapas críticos do círculo, renormalização, pares comutantes, conjuntos de
Julia.
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Capı́tulo 1
Introdução

O fenômeno da Rigidez e seus diferentes aspectos constituem uma das mais importantes e

notáveis descobertas em geometria e em sistemas dinâmicos unidimensionais (veja [20]). Pro-

vavelmente, o fenômeno de rigidez (global) mais antigo que se conhece foi descoberto por G.

D. Mostow 1968, hoje conhecido como Teorema da Rigidez de Mostow. Na forma geométrica,

esse resultado afirma que se duas variedades riemannianas fechadas de curvatura constante

negativa e dimensão maior ou igual a 3 têm grupos fundamentais isomorfos então elas são,

de fato, isométricas (para mais detalhes, veja [59]). Em dinâmica, esse problema consiste em

verificar se uma equivalência topológica pode ser promovida a uma equivalência diferenciá-

vel. No contexto de difeomorfismos do círculo, o problema da rigidez está completamente

solucionado.

Começando com os conceitos básicos, revisaremos a seguir os principais resultados de

rigidez de difeomorfismos e mapas críticos do círculo (veja também [21]).

Em 1885, Poincaré [53] introduziu importante um invariante topológico, chamado nú-

mero de rotação, e mostrou que todo homeomorfismo do círculo sem pontos periódicos é

combinatoriamente equivalente a uma (única) rotação rígida, isto é, órbitas correspondentes

estão ordenadas da mesma forma no círculo. A existência de órbitas periódicas é equivalente

ao número de rotação ser racional.

Para ser mais preciso, seja f : S1 → S1 um homeomorfismo e F : R→ R um levantamento

qualquer de f . A sequência (F n(x)/n) converge para um número real ρ(F ) que não depende

de x. A parte fracionária desse número, que denotaremos por ρ(f), está bem definida e não

1



2 INTRODUÇÃO 1.1

depende da escolha do levantamento F . O número de rotação de f é ρ(f), por definição,

e qualquer homeomorfismo combinatoriamente equivalente à f tem o mesmo número de

rotação. Denotaremos por Rα a rotação rígida do círculo com número de rotação α. Portanto,

se f não tem pontos periódicos, existe uma função contínua h sobrejetora tal que h ◦ f =

Rρ(f) ◦ h, chamada de semiconjugação entre f e Rρ(f). Assumiremos, daqui por diante, que

ρ(f) é irracional, a menos de menção explícita em contrário.

Dessa forma, o principal problema é saber quão regular pode ser essa semiconjugação.

Como veremos a seguir, foram usadas técnicas diferentes para tratar dos casos de difeomor-

fismos e homeomorfismos com, pelo menos, um ponto crítico.

A teoria da rigidez no contexto de mapas unimodais têm sido desenvolvida em paralelo

à de homeomorfismos do círculo por diversos autores como D. Sullivan, M. Lyubich, W. de

Melo, A. Ávila, M. Yampolsky, E. de Faria, C. McMullen, S. van Strien, dentre outros (para

mais detalhes recomendamos [20, 21, 22]).

1.1 Rigidez de difeomorfismos

No contexto de difeomorfismos, Denjoy [9] construiu exemplos dessas aplicações de classe

C1 para os quais a correspondente semiconjugação não é injetora (esses homeomorfismos

são chamados contraexemplos de Denjoy), veja [22, Theorem 2.3, pg. 42]. Para uma prova

simples usando renormalização e pares comutantes, veja [48]. Herman [36] também construiu

certos difeomorfismos do círculo de classe C1+α, para qualquer 0 ≤ α < 1, que possuem

intervalos errantes, isto é, uma coleção de intervalos fechados dois a dois disjuntos que são

permutados pelo homeomorfismo. A existência desse tipo de órbita é a única obstrução para a

injetividade da semiconjugação, e neste caso, o único conjunto minimal para o difeomorfismo

é um conjunto de Cantor. Esse exemplo pode ser cuidadosamente modificado de modo que

a medida de Lebesgue do conjunto minimal seja a, qualquer que seja a ∈ [0, 1) (veja [39,

Proposition 12.2.2]).

Por outro lado, se esse difeomorfismo for de classe C2, ou de classe C1 e tiver variação

limitada, por um resultado clássico de Denjoy [9], tal semiconjugação é injetora ([22, Theorem

2.1, pg. 38]), e portanto, uma conjugação topológica.

Quando um homeomorfismo do círculo é topologicamente conjugado a uma rotação rí-
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gida, essa conjugação está bem definida a menos de uma rotação rígida. Em particular, se

fixarmos dois pontos no círculo, existe uma única conjugação que leva um desses pontos no

outro.

Ainda neste contexto, Herman [36, pg. 8] obteve um resultado fundamental de Rigidez:

todo difeomorfismo do círculo de classe Cr, onde r ≥ 3 é real ou r ∈ {∞, ω}, cujo número de

rotação pertence a um subconjunto de medida total dos números de tipo de Roth [36, cap.

V], é Cr−1−ε-conjugado a uma rotação rígida, para qualquer ε ∈ (0, 1]. Alguns anos depois,

Yoccoz [67] estendeu esse resultado para todos os números de rotação que satisfazem alguma

condição Diofantina.

Para cada β ≥ 0, denotaremos por Dβ o conjunto dos números reais Diofantinos de

expoente β, isto é, x ∈ Dβ se, e somente se, existe uma constante C > 0 tal que

|α− p/q| ≥ C/q2+β

para todo p/q racional. É interessante observar que Dβ ⊆ Dβ′ sempre que β < β′. Os

conjuntos D0, ∩β>0Dβ e ∪β≥0Dβ representam os números irracionais de tipo constante, de

tipo de Roth e Diofantinos, respectivamente. Por um resultado clássico de Khinchin [40], D0

tem medida nula e Dβ tem medida total para todo β > 0. Em particular, os números reais

de tipo de Roth e Diofantinos têm medida total. Além disso, observamos que D0 é denso

em [0, 1] e tem dimensão de Hausdorff igual a um (Teorema de Jarník [37]). Os números

irracionais que não são Diofantinos, são ditos de Liouville. Observe que D0 coincide com o

conjunto dos números irracionais cuja sequência dos coeficientes em sua expansão em frações

contínuas, é limitada (veja [40, Theorem 23], por exemplo). Por esse motivo, diz-se que os

números em D0 são do tipo limitado (veja também [33]).

O Teorema de Herman-Yoccoz generaliza um Teorema de Rigidez de Arnol’d (1961), na

categoria Cω (veja [36, pg. 7]). Ao mesmo tempo, Arnol’d construiu exemplos de difeomor-

fismos linearizáveis nessa mesma classe, para os quais a conjugação topológica associada

nem ao menos é absolutamente contínua. Ao leitor interessado, indicamos a referência [2]

para uma discussão detalhada de diversos resultados de M. Herman sobre difeomorfismos

do círculo.
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Os resultados mais recentes (Katznelson e Ornstein [38], Sinai e Khanin [58], Teplinsky

[62]), descrevem a máxima regularidade da conjugação h. Por exemplo, com base nos re-

sultados de Katznelson e Ornstein [38], Teplinsky [62] provou que, se f é de classe C3+δ e

ρ(f) ∈ Dβ, com 0 < δ < β < 1, então h é de classe C2+δ−β. Katznelson e Ornstein [38]

construíram exemplos de conjugações com essa regularidade e provaram que não existem

conjugações com regularidade maior.

1.2 Rigidez de mapas críticos

No caso de homeomorfismos do círculo com pontos críticos, Hall [35] construiu contrae-

xemplos de Denjoy de classe C∞ com pontos críticos do tipo flat, isto é, todas as derivadas

se anulam neste ponto. No caso em que os pontos críticos são não-flat, e consequentemente

em número finito, Yoccoz [66] provou que não existem intervalos errantes, e portanto, a

semiconjugação é injetora (veja [33]).

Nesse contexto, se f é topologicamente conjugada à Rρ(f) via h, não podemos esperar que

essa conjugação seja ao menos diferenciável, em virtude da presença de pontos críticos para

f . Isto sugere que devemos comparar homemorfismos críticos entre si, e não com rotações

rígidas. Assim, o problema da Rigidez consiste em saber se a conjugação topológica entre

homeomorfismos críticos pode ser promovida a uma conjugação diferenciável.

Nosso objeto principal de estudo são os mapas críticos do círculo. Estas aplicações são

homeomorfismos críticos do círculo que preservam orientação, sem pontos periódicos, e de

classe Cr, r ≥ 3, com um único ponto crítico (não-flat) de ordem p ≥ 3. Esta última condição

significa que, numa vizinhança do ponto crítico c, podemos escrever f(t) = ±|φ(t)|p + f(c)

onde φ é um difeomorfismo local de classe Cr com φ(c) = 0. Topologicamente, cada um

desses mapas é conjugado a uma rotação rígida (Yoccoz [66]). Consequentemente, dados

dois mapas críticos do círculo, existe um único homeomorfismo que conjuga esses mapas e

leva o ponto crítico de um deles no ponto crítico do outro.

Com base em resultados anteriores (Feigenbaum, Kadanoff, Lanford, Rand, Shenker e

outros) e analogia com o caso unimodal (Sullivan [60]), a seguinte conjectura foi formulada

por de Faria em sua Tese (veja [13, pg. 996]), conhecida por Conjectura da Rigidez: dois

mapas críticos do círculo de classe C3 com o mesmo número de rotação e cujos pontos
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críticos têm a mesma ordem, são topologicamente conjugados através de um difeomorfismo

de classe C1+β, para um certo 0 ≤ β < 1 universal.

Para abordar esse problema, de Faria adaptou para o contexto de mapas críticos do

círculo, os métodos da teoria de renormalização, o argumento pull-back, e diversas técnicas

de análise complexa para aplicações unimodais desenvolvidos por Sullivan [60].

Para definir o operador de renormalização no espaço dos mapas críticos do círculo, de Fa-

ria identificou cada um desses mapas com um par comutante crítico, um método desenvolvido

por Lanford [47] e Rand [55]. Posteriormente, de Faria definiu uma extensão complexa desses

pares comutantes, no caso analítico, bem como um operador de renormalização sobre essas

extensões, compatível com o operador de renormalização pré-existente, que passou a chamar

de par comutante holomorfo. Esses objetos são os análogos às aplicações tipo quadráticas da

teoria de Douady-Hubbard [10] usadas por Sullivan no estudo de mapas unimodais.

Uma das principais etapas na demonstração da Conjectura da Rigidez, é a prova da exis-

tência certos limitantes geométricos nos mapas renormalizados, chamados limites a priori

complexos para mapas críticos do círculo (veja a seção 2.5). Em [13], de Faria obtém esses

limites para mapas críticos na classe de Epstein com número de rotação em D0. Posterior-

mente, Yampolsky [63] estendeu esse resultado para mapas críticos na classe de Epstein com

qualquer número de rotação irracional. O resultado de Yampolsky foi estendido por de Faria

e de Melo em [18, Theorem 3.1] para mapas críticos analíticos, e com os resultados de [17],

provaram a Conjectura da Rigidez para mapas críticos analíticos com número de rotação em

um subconjunto de medida total que contém D0.

Ainda em [17], foram construídos mapas críticos de classe C∞ topologicamente conju-

gados, com número de rotação em um subconjunto não-enumerável e que contém números

Diofantinos, para os quais a conjugação não pode ser de classe C1+β, qualquer que seja

β > 0. O mesmo tipo de exemplo foi construído por Ávila [1] no caso analítico.

Em [45], Khanin e Teplinksky provaram que a conjugação entre dois mapas críticos

analíticos com pontos críticos de mesma ordem, é de classe C1, qualquer que seja o número

de rotação (irracional). Em [38], Khmelev e Yampolsky provaram que, nesse mesmo contexto

analítico, a conjugação é C1+α no ponto crítico, onde α > 0 é uma constante universal, sem

hipóteses sobre o número de rotação (irracional). A prova desse resultado está baseada nas
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técnicas desenvolvidas em [18] e em propriedades básicas dos pares holomorfos.

Recentemente, com base nos resultados de de Faria, de Melo, Khanin, Teplinsky, Yam-

polsky e novas técnicas no contexto de mapas críticos, Guarino [31] provou em sua Tese a

Conjectura da Rigidez para mapas críticos de classe C3 com número de rotação em D0. E

mais recentemente ainda, Guarino anunciou a extensão desse resultado para mapas críticos

com qualquer número de rotação irracional, em um trabalho conjunto com W. de Melo e M.

Martens [34]. Para mais detalhes, veja a seção 7 de [33].

1.3 Modelo de pares holomorfos

Um modelo topológico para esses pares comutantes holomorfos foi construído a partir da

família de Arnol’d (a um parâmetro)

f̃θ(z) = z + θ − 1

2π
sin(2πz), θ ∈ [0, 1), z ∈ C.

A restrição de f̃θ ao eixo real é o levantamento de um mapa crítico do círculo real-analítico

com um único ponto crítico de ordem p = 3 (cúbico).

Usando esse modelo, alguns resultados de pré-rigidez foram obtidos e transferidos aos

pares comutantes holomorfos gerais por de Faria [12, 13]. Observamos que tais resultados

tratam explicitamente do caso cúbico, já que os pontos críticos de f̃θ na reta real são os

inteiros, todos do tipo cúbico.

Nosso ponto de partida foi a construção desses pares holomorfos por de Faria [12] e então

consideramos o problema de estender, em termos do grau de criticalidade, a teoria básica

dos pares comutantes holomorfos. Naturalmente, a principal dificuldade aqui diz respeito à

extensão da família de Arnol’d a ser definida. Também em [12, pág. 996], de Faria observa

que os métodos desenvolvidos podem ser estendidos para qualquer criticalidade.

Consideramos a família de funções inteiras (Eω), obtida da família trigonométrica

Eω,k(z) = z + ω +
k∑
j=1

aj sin(2jπz), (1.1)

com ω ∈ [0, 1) e Eω := Ek,ω onde k ∈ N, com as seguintes características: os pontos críticos

coincidem com os números inteiros, todos de ordem 2k + 1, e E1,ω = f̃θ. Além disso, Eω|R
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deve ser o levantamento de um homeomorfismo crítico do círculo real analítico com um

único ponto crítico de ordem 2k + 1. Essas restrições sobre (Eω) implicam em uma rigidez

nos coeficientes aj’s, que provaremos serem unicamente determinados. Denotaremos por fω

a projeção de Eω como endomorfismo holomorfo de C∗ através do recobrimento z 7→ e2πiz,

e para simplificar a notação denotaremos por ρ(ω) o número de rotação de fω|∂D. Como ρ é

contínua, (fω|∂D) é uma família completa de mapas críticos do círculo.

1.4 Outra extensão da família de Arnol’d

Em [23], os autores consideraram a família mais geral

Fa(x) = dx+ a1 + a2m sin(2πmx) +
m−1∑
j=1

(
a2j sin(2jπx) + a2j+1 cos(2jπx)

)
(1.2)

de polinômios trigonométricos, com a = (a1, . . . , a2m) ∈ R2m tal que:

(i) a2m > 0

(ii) a projeção fa de Fa no círculo via x 7→ e2πix, é uma aplicação 2m-modal.

(iii) d ∈ Z

Eles verificaram que, sob certas condições, a família (fa) é completa, isto é, se g é uma

aplicação 2m-modal do círculo e satisfaz certas condições naturais ([23, p. 1326]), então g é

topologicamente conjugado a algum membro dessa família. Denotaremos por ∆ o conjunto

dos parâmetros a ∈ R2m que satisfazem as condições (i), (ii) e (iii). Dessa forma, se a =

(a1, . . . , a2m) representa o parâmetro na família (1.1) devemos ter a2j+1 = 0 com 1 ≤ j < m,

e é provável que a esteja na fronteira de ∆.

Recentemente, Rempe e van Strien [54] provaram a densidade de hiperbolicidade na

família (fa). Em outras palavras, o subconjunto dos parâmetros nos quais fa é hiperbólica,

é aberto e denso em ∆. Dizer que fa é hiperbólica significa que a órbita de cada ponto

crítico está contida em uma bacia atratora ou é assintótica a uma singularidade essencial.

A densidade de funções hiperbólicas no espaço de funções racionais (Conjectura de Fatou)

é um dos problemas mais importantes em dinâmica complexa. Esse problema foi reduzido,



8 INTRODUÇÃO 1.5

por Mané-Sad-Sullivan, à não existência de campo de linhas invariante no conjunto de Julia

(veja [50, p. 3]).

No caso da família (fω), a hiperbolicidade de um membro é equivalente ao seu número

de rotação ser racional, e portanto, temos a densidade de hiperbolicidade para (fω). Além

disso, segue-se imediatamente de [54, Theorem 9.3 and Theorem 9.4] que fω não suporta um

campo de linhas invariante em seu conjunto de Julia e nem mesmo no conjunto de escape.

Tanto quanto sabemos, a dinâmica complexa (espaço de fase) induzida pela extensão

inteira de Eω ainda não foi descrita.

1.5 Resultados principais

Nossa principal contribuição com este trabalho é a construção de pares comutantes ho-

lomorfos de grau arbitrário e o estudo de alguns aspectos da dinâmica complexa da família

(fω) de endomorfismos de C∗. Mais precisamente, provamos os seguintes teoremas:

Teorema A. Dado k > 0, para cada n ≥ 0 e cada ω tal que ρ(ω) tem expansão em frações

continuadas de comprimento n+1, no mínimo, o par comutante real de ordem 2k+1 definido

por (f qnω , f
qn+1
ω ) estende-se a um par comutante holomorfo Γn,ω, de grau 2k+1, com fronteiras

geométricas e número de rotação Gn(ρ(ω)).

No Teorema A, a função G é a aplicação de Gauss, isto é, G(x) é a parte fracionária de

x, para cada x ∈ [0, 1).

Teorema B. Para todo ω ∈ [0, 1), o conjunto de escape de fω tem medida positiva e o

conjunto de Fatou tem medida finita.

Alguns aspectos na dinâmica complexa de famílias de funções holomorfas têm sido estu-

dados por um longo tempo. Até onde sabemos, a família de funções inteiras mais estudada

é a exponencial: z 7→ λez com λ ∈ C∗. Dentre as famílias de endomorfismos de C∗, pouco se

sabe. Alguns aspectos topológicos e combinatórios da dinâmica da família

z 7→ z + a+
b

2π
sin(2πz), com a, b ∈ R.

foram descritos por Fagella [28].
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Em termos da medida do conjunto de Julia, McMullen mostrou em [49] que o conjunto

de Julia da família exponencial tem dimensão de Hausdorff igual a 2, e no caso em que existe

uma órbita periódica atratora ele provou que a medida desse conjunto é igual a zero. Em

contraste, McMullen demonstrou que o conjunto de Julia da família de senos z 7→ sin(αz+β),

com α, β ∈ C∗, tem sempre medida positiva.

Seguindo as ideias de McMullen, Fang [29] mostrou que o conjunto de Julia de endo-

morfismos de C∗ da forma z 7→ zm exp
(
P (z) + Q(1/z)

)
, onde P (z) e Q(z) são polinômios

mônicos de grau d, e m ∈ Z, tem medida positiva. Com as mesmas ideias, Schubert [56]

verificou que, em cada faixa vertical de largura 2π, a área do conjunto de Fatou da função

seno é finita, confirmando assim uma conjectura de J. Milnor.

Usaremos as técnicas desenvolvidas por McMullen [49] em conjunto com os resultados

de Schubert para provar o Teorema B. Até o momento não sabemos como usar as ideias do

Teorema B para dizer, por exemplo, se o conjunto de Julia dos pares holomorfos tem medida

positiva.

1.6 Organização do Texto

Esta Tese está organizada da seguinte forma. No Capítulo 2 introduzimos os mapas crí-

ticos do círculo, apresentamos os conceitos e os principais resultados sobre pares comutantes

reais e holomorfos desenvolvidos por de Faria, devidamente adaptados ao caso com critica-

lidade arbitrária. Explicamos ainda a construção do operador de renormalização no espaço

dos mapas críticos em termos dos pares comutantes.

Já no Capítulo 3, introduzimos a família de Arnol’d generalizada, como já dissemos

na introdução, e provamos que os coeficientes aj’s são números reais não-nulos, e a seguir

determinamos explicitamente seus valores. Adaptamos um resultado técnico fundamental de

[12] a respeito do crescimento exponencial de Eω e a seguir, construímos os pares comutantes

holomorfos (prova do Teorema A).

No Capítulo 4, relembramos importantes resultados sobre distorção conforme de funções

univalentes, e a teoria básica de iterações de funções inteiras e endomorfismos de C∗ essenciais

para a descrição da dinâmica de fω. Em particular, apresentamos alguns resultados sobre o

conjunto de escape para funções inteiras transcendentes de C e do cilindro C∗.
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No Capítulo 5, apresentamos a classificação das componentes de Fatou de fω em função

do número de rotação de sua restrição ao círculo unitário, e estendemos para fω os resulta-

dos obtidos por de Faria [13] para a família de Arnol’d (padrão). Usando os resultados do

Capítulo 4 provamos o Teorema B. Para concluir, mostramos que quase toda órbita segue o

conjunto pós-singular de fω, incluindo aqui, as singularidades essenciais.

No Apêndice A, apresentamos a demonstração do Teorema 3.2.



Capı́tulo 2
Pares comutantes

Seguindo [12, 17], apresentaremos neste capítulo a teoria básica dos pares comutantes

reais e holomorfos, este último no contexto mais geral em termos do grau de criticalidade.

Essa é uma adaptação dos pares comutantes holomorfos introduzidos por de Faria [12] no

caso cúbico. Nesse contexto, apresentaremos com mais detalhes apenas a construção desses

pares comutantes holomorfos a partir de uma generalização da família de Arnol’d, no próximo

capítulo.

2.1 Mapas críticos do círculo

Neste texto, consideraremos o círculo S1 como a fronteira do disco unitário ∂D. Um

homeomorfismo f : S1 −→ S1 de classe Cr, para algum r ≥ 3, com um único ponto crítico

c ∈ S1 não-flat de ordem 2k + 1, onde k ≥ 1, é chamado mapa crítico do círculo de grau

2k + 1. Isto significa, em particular, que existe um difeomorfismo local φ de classe Cr tal

que f(z) = ±|φ(z)|2k+1 + f(c) para todo z numa vizinhança de c, com φ(c) = 0. A principal

família de mapas críticos do círculo que consideraremos neste trabalho é uma generalização

da famosa família de Arnol’d induzida por

fθ : C −→ C, onde fθ(z) = z + θ − 1

2π
sin(2πz) e θ ∈ [0, 1) (2.1)

Dado um homeomorfismo do círculo f , denotaremos seu número de rotação por ρ(f) ∈

11
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[0, 1), o qual pode ser expresso como fração contínua:

ρ(f) = lim
n→∞

[r0, r1, . . . , rn] = lim
n→∞

1

r0 +
1

r1 +
1

r2 +
1

. . . +
1

rn

,

que por sua vez pode ser finita ou infinita dependendo se ρ(f) é racional ou irracional, res-

pectivamente. A menos que seja dito explicitamente o contrário, daqui por diante suporemos

que o número de rotação de f é irracional.

Seja (qn) a sequência de primeiros retornos de ρ(f) definida por:

q0 = 1, q1 = r0, e qn+1 = rnqn + qn−1, para n ≥ 1

Se Rθ é a rotação rígida de ângulo θ := 2πρ(f) em S1 e z ∈ S1, (Rqn
θ (z)) é a sequência

de primeiros retornos de z, isto é,

d (z,Rqn
θ (z)) < d

(
z,Rj

θ(z)
)
, 0 < j < qn,

onde d é a distância usual em S1. Pelo Teorema de Poincaré, existe uma função h : S1 −→ S1

contínua e sobrejetora tal que h ◦ f = Rθ ◦ h. Portanto, se h(x) = z e [x, f qn(x)] é a imagem

do intervalo de primeiro retorno com extremidades em z e Rqn
θ (z) então

f j(x) /∈ [x, f qn(x)], se 0 < j < qn.

Dado z ∈ S1 e n ≥ 1, seja Jn(z) o intervalo em S1 limitado por f qn(z) e f qn−1(z) e que

contém z. Denotaremos por In(z) ⊂ Jn(z) o intervalo limitado por z e f qn(z). Note que

In(z) ∩ In−1(z) = {z} e In(z) ∪ In−1(z) = Jn(z). No caso em que f é um mapa crítico com

ponto crítico em z = c, escreveremos simplesmente In e Jn sem referência ao ponto que

estamos considerando. Neste caso definimos a partição dinâmica Pn de nível n associado à

f por:

Pn =
{
In−1, f(In−1), . . . , f qn−1(In−1)

}
∪
{
In, f(In), . . . , f qn−1−1(In)

}
.
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Cada intervalo em Pn é compacto, e a menos de pontos de fronteira, a partição dinâmica é,

de fato, uma partição. Note que essa partição é induzida por {f j(c) ; 0 ≤ j ≤ qn + qn−1−1}.

Denotaremos por Pn(z) o átomo da partição Pn que contém o ponto z. Dois resultados

fundamentais sobre homeomorfismos críticos do círculo é o seguinte, cuja prova pode ser

encontrada , por exemplo, em [17]:

Teorema 2.1 (Real bounds). Seja f : S1 −→ S1 um mapa crítico de classe C3 com

número de rotação irracional. Existe n0 = n0(f) tal que, para todo n ≥ n0 e qualquer par

I, J de átomos adjacentes de Pn temos K−1|I| ≤ |J | ≤ K|I|, onde K é uma constante

universal.

Teorema 2.2. Sejam f e g mapas críticos do círculo com o mesmo número de rotação, e

seja h a conjugação entre f e g que leva o ponto crítico de f no ponto crítico de g, de mesma

ordem. Então, h é quase simétrica.

A extensão dos Teoremas 2.1 e 2.2 para homeomorfismos do círculo com mais de um

ponto crítico (todos não-flat), foi anunciado recentemente por de Faria [15] em um trabalho

conjunto com G. Estevez.

2.2 Pares comutantes reais

Se f é um mapa crítico do círculo, como antes, podemos considerar a aplicação de

primeiro retorno fn : Jn → Jn de f ao intervalo Jn, definida por fn|In = f qn−1 e fn|In−1 = f qn .

O par (f qn−1|In , f qn|In−1) motiva a ideia abstrata de par comutante real (veja a figura 2.1).

Definição 1. Um par comutante real ζ := (ξ, η) de classe Cr é um par funções reais

injetoras ξ : Iξ −→ R e η : Iη −→ R de classe Cr que preservam orientação onde:

(a) Iξ := [η(0), 0] e Iη := [0, ξ(0)];

(b) existe uma vizinhança de Iξ e Iη na qual ξ e η estendem-se injetivamente com a mesma

regularidade e ξ ◦ η = η ◦ ξ, onde ambos os estiverem definidos;

(c) 0 < ξ ◦ η(0) < ξ(0);

(d) ξ′(x) 6= 0 para todo x ∈ Iξ\{0} e, η′(x) 6= 0 para todo x ∈ Iη\{0}.
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Tendo em vista a condição (b), chamaremos de par comutante crítico de ordem 2k + 1

um par comutante real (ξ, η) tal que a origem é ponto crítico de ordem 2k + 1 para ξ e η.

Usaremos a seguinte convenção: dado um par comutante real ζ := (ξ, η) definimos

ζ(x) =

 ξ(x), se η(0) ≤ x ≤ 0,

η(x), se 0 < x ≤ ξ(0).

Figura 2.1: par comutante real

Com isso, podemos associar à ζ um único a ∈ N ∪ {∞} que chamaremos de tempo

primeiro retorno de ζ da seguinte forma: se existe n ∈ N tal que ηn+1 ◦ ξ(0) < 0 ≤ ηn ◦ ξ(0)

então a será o menor n que satisfaz esta desigualdade; caso contrário, a = ∞. No último

caso a sequência (ηn ◦ ξ(0)) converge para um ponto fixo parabólico no intervalo (0, ξ(0)).

2.2.1 Espaço métrico dos pares comutantes reais normalizados

Dado um par comutante real ζ = (η, ξ), sejam λ := λ(ζ) = ξ(0)/|η(0)| e Λ(x) = |η(0)|x

para cada x ∈ R. Podemos assim, definir ζ̃ = Λ−1 ◦ ζ ◦ Λ e de modo análogo, ξ̃ e η̃. Então

ζ̃ = (ξ̃, η̃) é um par comutante real, onde Iξ̃ = [−1, 0] e Iη̃ = [0, λ], que chamaremos de

normalização de ζ, ou que ζ̃ é um par comutante real normalizado. Note ainda, que existe

uma única transformação de Möbius Aλ tal que

Aλ(−1) = −1, Aλ(0) = 0 e Aλ(λ) = 1.
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Em particular, se λi = λ(ζi) para i = 1, 2, então λ1 = λ2 se e, somente se, Aλ1 = Aλ2 .

No que segue definiremos uma métrica no espaço dos pares comutantes reais normalizados

de classe Cr. Antes disso devemos lembrar que, se φ : [−1, 1] −→ R é uma função de classe

Cr em [−1, 1]\{0} e possui uma descontinuidade na origem, definimos

‖φ‖r = max
{∥∥φ|[−1,0]

∥∥
r
,
∥∥φ|[0,1]

∥∥
r

}
.

Definição 2. Sejam ζ1 = (η1, ξ1) e ζ2 = (η2, ξ2) dois pares comutantes reais normalizados

de classe Cr, com 0 ≤ r <∞, com λi = λ(ζi) para i = 1, 2. Definimos

dr(ζ1, ζ2) = max
{
|λ1 − λ2|,

∥∥Aλ1 ◦ ζ1 ◦ A−1
λ1
− Aλ2 ◦ ζ2 ◦ A−1

λ2

∥∥
r

}

Da observação acima segue-se que se dr(ζ1, ζ2) = 0 então ζ1 = ζ2. Com isso pode-se

verificar facilmente dr é, de fato, uma métrica. Denotaremos esse espaço métrico por Pr.

2.2.2 Renormalização de pares comutantes reais

Nesta seção estamos interessados apenas em apresentar os pares comutantes reais sem

pontos periódicos, de modo que, para cada ζ sempre existe um tempo de primeiro retorno a

finito tal que ζa+1(0) > 0. Neste caso será possível definir a partir ζ um novo par comutante

real Rζ que chamaremos de renormalização de ζ, como se segue. Seja ζ̃ a normalização de

ζ e considere Aζ(x) = −ζa+1(0)x, para todo x ∈ R. Definindo-se ξ̃(0) = −η(0)/ηa+1(0), seja

Rζ : [−1, ξ̃(0)] −→ [−1, ξ̃(0)] a aplicação dada por

Rζ(x) =

 A−1
ζ ◦ η ◦ Aζ(x), se − 1 ≤ x ≤ 0,

A−1
ζ ◦ ζa+1Aζ(x), se 0 < x ≤ ξ̃(0).

O subespaço dos pares comutantes ζ ∈ Pr renormalizáveis é denotado por Pr1, de modo que

o operador de renormalização R : Pr1 −→ Pr está bem definido. Considerando-se Prn :=

R−n(Pr) para cada n ≥ 1, temos Prn+1 ⊆ Prn para todo n. Se ζ não possui pontos periódicos

então ζ̃ ∈ Pr∞ =
⋂
n≥1 Prn, isto é, ζ̃ é infinitamente renormalizável.

Suponha, agora, que ζ ∈ Prn para algum n ≥ 1. Neste caso, seja an o tempo de primeiro
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retorno do par comutante Rnζ. Se ζ ∈ Pr∞, definimos o número de rotação de ζ por ρ(ζ) =

[a, a1, a2, . . . , an, . . .]. Caso contrário existe n ∈ N tal que ζ ∈ Prn e ζ /∈ Prn+1, e ρ(ζ) :=

[a, a1, a2, . . . , an].

2.2.3 Renormalização de homeomorfismos do círculo

Sejam f um homeomorfismo do círculo e c ∈ S1 tal que f qn(c) 6= c, para algum n ≥ 1.

Como antes, fn : Jn −→ Jn é a aplicação de primeiro retorno de f em Jn := In ∪ In−1.

Existe um único recobrimento afim An−1 : R −→ S1 tal que An−1([−1, 0]) = In, com

An−1(−1) = f qn(c) e An−1(0) = c. Suponha ainda que f qj(c) 6= c para cada 0 ≤ j ≤ n e

defina λn > 0, o menor número real tal que An−1(λn) = f qn−1(c). Então An−1([0, λn]) = In−1.

Segue-se do fato de que An−1 é um recobrimento afim que λn = |In−1|/|In| para cada

n ≥ 1, uma sequência uniformemente limitada pelo Teorema 2.1. Note que 1/λn é a n-

ésima razão de escala de f (veja [13], p. 997). Com isso podemos considerar a aplicação

ζn : [−1, λn] −→ [−1, λn] dada por ζn = A−1
n−1 ◦ fn ◦An−1; aqui, A−1

n−1 é o ramo da inversa de

An−1 cuja imagem inversa de Jn é o intervalo [−1, λn]. A aplicação ζn é um par comutante real

normalizado chamado n-ésima renormalização de f . No caso em que f é um homeomorfismo

crítico, tomamos o ponto c como o (único) ponto crítico de f . Em particular, se f não tem

pontos periódicos então ζn+1 = Rζn para todo n ≥ 0 e ainda, se ρ(f) = [a, a1, a2, a3, . . .]

então ρ(ζn) = [an, an+1, . . .].

A seguir, Q : z 7−→ zp onde p é um número inteiro positivo ímpar.

Definição 3. Diremos que um par comutante real analítico ζ = (ξ, η) de ordem p pertence

à classe de Epstein E se, para γ = ξ, η, existe uma decomposição γ = hγ ◦Q tal que:

(a) hγ : Q(Iγ) −→ γ(Iγ) é um difeomorfismo que preserva orientação;

(b) h−1
γ estende-se como uma função univalente para C(Ĩγ), onde Ĩγ ⊇ γ(Iγ) é um intervalo

aberto e C(I) := C\(R\I).

Lema 2.2.1 (de Faria [12]). A classe de Epstein E é invariante pelo operador de renorma-

lização.
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2.3 Pares comutantes holomorfos

Diremos que uma quádrupla (D,Oξ,Oη,Oν) de domínios simplesmente conexos no plano

é uma bowtie1 se:

(B1) os quatro domínios são simétricos em relação ao eixo real;

(B2) cada Oγ é um domínio de Jordan cujo fecho está contido em D;

(B3) Oξ ∩ Oη = {0} ⊂ Oν ;

(B4) Oγ\Oν e Oν\Oγ são subconjuntos conexos não-vazios para γ = ξ, η;

(B5) o intervalo Oξ ∩ R está a esquerda da origem.

Definindo-se Jγ = Oγ ∩R, para γ = ξ, η ν, segue-se de (B3) que a origem é uma extremi-

dade comum aos intervalos abertos Jξ e Jη, e Jξ está contido no semieixo real negativo por

(B5). Além disso, por (B3), Jν contém a origem e está contido em Jξ ∪{0}∪ Jη, por (B4). E

mais, segue-se de (B4) que Oξ ∪ Oν ∪ Oη e Oγ ∩ Oν , para γ = ξ, η, são domínios de Jordan

(veja a figura 2.2).

Definição 4. Um par comutante holomorfo de grau p é formado por uma bowtie (D,Oξ,Oη,Oν),

três funções analíticas ξ, η e ν, com domínios Oξ,Oη e Oν, respectivamente, e um inteiro

positivo m satisfazendo as seguintes condições:

H1 as três funções comutam com a conjugação complexa;

H2 as funções ξ : Oξ −→ D ∩ C(ξ(Jξ)) e η : Oη −→ D ∩ C(η(Jη)) são univalentes e

sobrejetoras;

H3 ν : Oν −→ D ∩ C(ν(Jν)) é um recobrimento ramificado sobrejetor de grau p, com um

único ponto crítico na origem;

H4 ξ e η estendem-se analiticamente a uma vizinhança da origem na qual estão definidas

ξ ◦ η e η ◦ ξ, e ainda, ξ ◦ η(z) = η ◦ ξ(z) = ν(z) para todo z nesta vizinhança;
1Em português isto seria uma gravata borboleta, nome sugestivo para a configuração desta quádrupla no

plano. Esse nome foi dado por de Faria em [13].
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Figura 2.2: par comutante holomorfo de grau 5.

H5 se x ∈ Jξ então ξ(x) > x, enquanto que η(x) < x se x ∈ Jη; e ainda, ξ(0), ν(0) ∈ Jη e

η(0) ∈ Jξ;

H6 se Jξ = (a, 0) e Jη = (0, b) então ξm(a) e η(b) estão bem definidos como valores de

fronteira e temos ξm(a) = η(0) e η(b) = ξ(0).

Apesar ξ e η não estarem definidas propriamente na fronteira de seus domínios, o Te-

orema de Carathéodory (veja [8], pág. 51) garante que essas funções estendem-se como

homeomorfismos ao fecho dos seus domínios, o que justifica a condição H6.

Pares comutantes holomorfos serão denotados por Γ. Neste capítulo construiremos ex-

plicitamente pares comutantes holomorfos de grau p arbitrário. Note que, da condição H2, p

é necessariamente ímpar. Segue-se também, da definição acima, que (ξ̂, η̂) é um par comu-

tante crítico real analítico de ordem p, onde ξ̂ := ξ|[η(0),0] e η̂ := η|[0,ξ(0)], e portanto, podemos

definir o número de rotação de Γ como sendo o número de rotação desse par comutante real

associado. Dado um subconjunto Ω do plano complexo, denotaremos por Ω+ o subconjunto

Ω ∩H. E ainda, Ω− é a reflexão de Ω+ em relação ao eixo real.
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Lema 2.3.1. Sejam Ω ⊂ C um domínio simétrico em relação ao eixo real e φ : Ω −→ C

uma função univalente que comuta com a conjugação complexa e tal que φ|Ω∩R é crescente.

Então φ(Ω+) ⊂ H.

Demonstração. Se x ∈ Ω ∩ R então φ(x) = φ(x) = φ(x), de onde segue-se que φ(x) ∈ R,

e portanto φ(Ω ∩ R) ⊂ R. Como φ é injetora, temos duas possibilidades: φ(Ω+) ⊂ H ou

x0 φ(x0)

φ
t 7→ (x0 + it)

t 7→ φ(x0 + it)

Figura 2.3: comutação

φ(Ω−) ⊂ H, exclusivamente. Fixado x0 ∈ Ω real, considere a curva α : t 7−→ (x0 + it) (figura

2.3). Então, para t > 0 suficientemente pequeno,

Imφ(x0 + it) = φ′(x0)t+O(t3) > 0,

visto que os coeficientes da série de Taylor de φ em torno de x0 são reais e que φ′(x0) é

positivo.

Proposição 2.1 (de Faria [12]). Em qualquer par comutante holomorfo de grau p, as funções

ξ e η têm extensões analíticas à Oξ∪Oν e Oη∪Oν, respectivamente. Além disso, as restrições

ξ∗ := ξ|Oν e η∗ := η|Oν são recobrimentos ramificados de grau p sobre Oν e Oξ ∩ C([ξ−1 ◦

η(0), 0]), respectivamente, e η ◦ ξ∗ = ξ ◦ η∗ = ν.

Demonstração. Como ξ|Jξ é monótona crescente e ξm(a) < 0 por H6, segue-se que ξ(a) < 0.

Por outro lado,

ξ(Oξ) ∩ Oη = Oη\ (R\[ξ(a), ξ(0)]) = Oη\ (R\[0, ξ(0)]) = Oη\[ξ(0), b]

Portanto, existe V ⊂ Oξ tal que ξ(V ) = Oη\[ξ(0), b]. Em particular, por H2,

η◦ξ(V ) = η(Oη)\[η◦ξ(0), η(b)] = [(D\R)∪(η(0), ξ(0))]\[η◦ξ(0), η(b)] = D∩C([η(0), η◦ξ(0)])
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Logo,

η ◦ ξ : V −→ D ∩ C([η(0), η ◦ ξ(0)])

é uma função univalente e sobrejetora. Seja Y := ν−1([ν(0),+∞)). Pela condição H3, Y é

a reunião p curvas (arcos) γ1, γ2, . . . , γp tais que γi ∩ γj = {0}, se i 6= j, e cada γj tem

extremidades em 0 e na fronteira de Oν . Note que, se γj é uma dessas curvas então sua

reflexão em relação ao eixo real também o é. Em particular, uma delas está contida no

eixo real, cuja imagem é o intervalo Oν ∩ [0, b]; Dessa forma, Oν − Y tem p componentes,

uma das quais é simétrica em relação ao eixo real. Seja W esta componente. Na verdade

provaremos que W = V . Para tanto, será suficiente verificar que W+ = V +, já que ambos

são simétricos em relação ao eixo real. Pelo Lema acima, ν leva W+ injetivamente sobre D+,

e da mesma forma, η ◦ ξ leva V + injetivamente sobre D+. Com isso podemos considerar a

função φ := ν−1 ◦ (η ◦ ξ), que está bem definida em V +, cuja imagem é W+. Seja U uma

vizinhança da origem, dada pela condição H4. Então, para todo z ∈ V + ∩ U , φ(z) = z, e

portanto, φ é a identidade em V +. Em particular segue-se que V + = W+, como queríamos.

Lembrando que ξ(V ) = Oη\[ξ(0), b], a partir da discussão acima concluímos que V ∩

R = (ξ−1(0), 0), de onde segue-se que Oξ ∩ Jν = (ξ−1(0), 0). Como ν coincide com η ◦ ξ

em W obtemos ν(ξ−1(0)) = η ◦ ξ(ξ−1(0)) = η(0). Analogamente podemos concluir que

Oη ∩Jν = (0, η−1(0)) e que ν(η−1(0)) = ξ ◦ η(η−1(0)) = ξ(0). Portanto, por H3, a imagem de

Oν por ν é D ∩ C([η(0), ξ(0)]). Isto prova que a função ξ∗ := η−1 ◦ ν : Oν −→ Oη está bem

definida. Por H3, ξ∗ é um recobrimento ramificado de grau p, e como ν coincide com η ◦ ξ

em W , temos o seguinte: para todo z ∈ W

ξ∗(z) = η−1 ◦ ν(z) = η−1 ◦ η ◦ ξ(z) = ξ(z),

o que prova que ξ∗ é uma extensão de ξ a Oν . Da mesma forma prova-se que

η∗ := ξ−1 ◦ η : O −→ Oξ

está bem definida e estende η a Oν .
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2.3.1 Renormalização de pares comutantes holomorfos

A Proposição 2.1 é peça fundamental para introduzir um operador de renormalização

no espaço dos pares comutantes holomorfos compatível com o, já existente, operador de

renormalização no espaço dos pares comutantes reais.

Teorema 2.3 (de Faria [12]). Seja Γ um par comutante holomorfo de grau p. Então existe

um par comutante holomorfo R(Γ) de grau p cujo par comutante real associado é a primeira

renormalização do par comutante real associado a Γ, ambos de ordem p.

Considerando o par comutante holomorfo como um sistema dinâmico complexo, podemos

identificá-lo com uma aplicação auxiliar associada definida por

F (z) :=


ξ(z), se z ∈ Oξ
η(z), se z ∈ Oη
ν(z), se z ∈ Oν\(Oξ ∪ Oη)

Proposição 2.2 (de Faria [12]). Dado um par comutante holomorfo Γ de grau p, sejam F

sua aplicação auxiliar associada, U := Oξ ∪ Oν ∪ Oη e X := J ∪ F−1(J), onde J := R ∩ U .

Então:

(a) F |U\X é um recobrimento regular de grau p sobre D+ ∪ D−;

(b) F e Γ têm as mesmas órbitas como conjuntos.

Definição 5. Seja Γ um par comutante holomorfo. O conjunto de Julia cheio de Γ é o

conjunto

K(Γ) =
⋂
n≥0

F−n(D).

Como no caso de iterações de polinômios, denotaremos por J (Γ) := ∂K(Γ) o conjunto

de Julia de Γ. Em [18, Proposition 4.10] foi provado que K(Γ) = J (Γ).

2.4 O argumento pull-back

Dizemos que um par comutante holomorfo Γ tem fronteiras geométricas se a bowtie

associada (D,Oξ,Oη,Oν) é tal que ∂D e ∂U , onde U := Oξ ∪Oη ∪Oν , são K-quase círculos
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para algum K ≥ 1. O menor valor de K junto com o número mod(D − U) serão chamados

de parâmetros geométricos de Γ.

Teorema 2.4 (Pull-back Theorem [12]). Sejam Γ0 e Γ1 pares comutantes holomorfos de grau

p com fronteiras geométricas. Se h : J0 −→ J1 é uma conjugação K-quase simétrica entre

Γ0|J0 e Γ1|J1, onde Ji = R ∩ Ui, então existe uma conjugação H : U0 −→ U1 quaseconforme

entre Γ0 e Γ1 tal que H|J0 = h e cuja dilatação maximal depende apenas de K e dos

parâmetros geométricos de Γ0 e Γ1.

2.5 Limites a priori complexos

Usando a família de Arnold, de Faria construiu, em [12], exemplos de pares comutantes

holomorfos de grau 3 além de obter certos complex bounds para estudar a rigidez de home-

omorfismos críticos (veja também [18]). Os resultados seguem para qualquer criticalidade.

Teorema 2.5. [18, Theorem 3.1] Seja f : S1 −→ S1 um homeomorfismo crítico de ordem

p real analítico com número de rotação irracional arbitrário. Então existe n0 = n0(f) tal

que, para todo n ≥ n0 a n−ésima renormalização de f estende-se a um par comutante holo-

morfo com fronteiras geométricas cujo domínio fundamental tem módulo conforme limitado

inferiormente por uma constante uniforme.

Teorema 2.6. [63, Theorem 1.3] Sejam f e g dois homeomorfismos críticos do círculo na

classe de Epstein com o mesmo número de rotação. Então

dr(Rnf,Rng) −→ 0,

para todo 0 ≤ r <∞.



Capı́tulo 3
Construção de pares comutantes holomorfos

Neste capítulo definiremos uma possível generalização da conhecida família de Arnol’d,

apresentaremos algumas propriedades geométricas e construiremos exemplos de pares co-

mutantes holomorfos de grau arbitrário. Essa construção é uma das principais contribuições

desse trabalho.

3.1 Descrição da Família de Arnol’d Generalizada

Nesta seção definiremos um levantamento de um homeomorfismo crítico do círculo, ana-

lítico real e com um único ponto crítico (de ordem ímpar qualquer).

Teorema 3.1. Seja k um número inteiro positivo. Existe uma única k-upla (a1, a2, . . . , ak)

de números reais não-nulos, tais que a função fω : R −→ R, para ω ∈ [0, 1), dada por

fω(x) = x+ ω +
k∑
j=1

aj sin(2jπx)

é um homeomorfismo crescente e satisfaz:

(a) f(x+ 1) = f(x) + 1, para todo x ∈ R;

(b) todo número inteiro é ponto crítico de fω com ordem 2k + 1;

(c) f é analítica real.

Em particular, fω induz uma família completa de homeomorfismos críticos do círculo com

um único ponto crítico de ordem 2k+ 1. A prova do Teorema 3.1 será uma consequência do

seguinte resultado clássico sobre determinantes.

23
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Lema 3.1.1 (Matriz de Vandermonde). Sejam b1, b2, . . . , bk números complexos não

nulos. Então

det



b1 b2 · · · bk

b3
1 b3

2 · · · b3
k

...
... . . . ...

b2k−1
1 b2k−1

2 · · · b2k−1
k


=

[
k∏
j=1

bj

]
·
[∏
i<j

(b2
j − b2

i )

]

Demonstração. Dividindo cada elemento da j-ésima coluna por bj, obtemos

det



b1 b2 · · · bk

b3
1 b3

2 · · · b3
k

...
... . . . ...

b2k−1
1 b2k−1

2 · · · b2k−1
k


=

[
k∏
j=1

bj

]
det



1 1 · · · 1

b2
1 b2

2 · · · b2
k

...
... . . . ...

b2k−2
1 b2k−2

2 · · · b2k−2
k


=

[
k∏
j=1

bj

]
·
[∏
i<j

(b2
j − b2

i )

]

Observe que a última matriz acima é uma matriz de Vandermonde, cujo termo geral é

(b2
n)m−1.

Usando o Lema 3.1.1 acima podemos provar o Teorema 3.1.

Demonstração do Teorema 3.1. Os itens (a) e (c) são imediatos e por isso, provaremos ape-

nas o item (b). Note que

Dfω(x) = 1 +
k∑
j=1

2jπaj cos(2jπx) (3.1)

e por indução em n ≥ 1 pode-se verificar que

Dnfω(x) =



k∑
j=1

(−1)m(2jπ)naj cos(2jπx), se n = 2m+ 1;

k∑
j=1

(−1)m(2jπ)naj sin(2jπx), se n = 2m.
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Usando isto, concluímos que

D2m−1fω(0) =
k∑
j=1

(−1)m(2jπ)2m−1aj

e D2mfω(0) = 0 para todo m ≥ 1.

Para simplificar a notação escreveremos bj = 2jπ para cada j ≥ 1. Considerando aj como

incógnita, para j = 1, 2, . . . , k, gostaríamos de obter uma única solução para o sistema de

equações:

Dnfω(0) = 0, n = 1, 2, . . . , 2k − 1

Como D2jfω(0) = 0 para todo j ≥ 1, isto significa resolver o sistema de k equações lineares

com k incógnitas

D2m−1fω(0) = 0,m = 1, 2, . . . , k,

e portanto é preciso resolver o sistema linear não homogêneo:



−b1a1 − b2a2 − · · · − bkak = 1

b3
1a1 + b3

2a2 + · · · + b3
kak = 0

...
...

(−1)jb2j−1
1 a1 + (−1)jb2j−1

2 a2 + · · · + (−1)jb2j−1
k ak = 0

...
...

(−1)kb2k−1
1 a1 + (−1)kb2k−1

2 a2 + · · · + (−1)kb2k−1
k ak = 0

onde a j-ésima linha desse sistema corresponde à equação D2j−1fω(0) = 0, para j =

1, 2, . . . , k. Dividindo-se cada parcela na j-ésima linha por (−1)j, chegamos ao seguinte

sistema linear equivalente:
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b1a1 + b2a2 + · · · + bkak = −1

b3
1a1 + b3

2a2 + · · · + b3
kak = 0

...
...

b2j−1
1 a1 + b2j−1

2 a2 + · · · + b2j−1
k ak = 0

...
...

b2k−1
1 a1 + b2k−1

2 a2 + · · · + b2k−1
k ak = 0

(3.2)

E ainda, a matriz dos coeficientes é

B :=



b1 b2 · · · bk

b3
1 b3

2 · · · b3
k

...
... . . . ...

b2k−1
1 b2k−1

2 · · · b2k−1
k


cujo determinante é não-nulo, pelo Lema 3.1.1, e portanto o sistema linear acima admite

uma única solução não-trivial, já que sistema 3.2 não é homogêneo.

Afirmação 1 Para cada j = 1, 2, . . . , k, aj 6= 0.

Para ver isto, suponha que aj = 0 para algum 1 ≤ j ≤ k. Consideremos agora o

subsistema com k − 1 equações lineares e k − 1 incógnitas obtido a partir do sistema 3.2

eliminando-se a primeira equação e as parcelas correspondentes à j-ésima coluna da matriz

dos coeficientes. Tal sistema linear é homogêneo cuja matriz dos coeficientes é de Vander-

monde, com todas as entradas distintas e não nulas, e portanto tem determinante não nulo.

Isto implica que an = 0 se n 6= j. Como estamos supondo que aj = 0, concluímos que an = 0

para cada n = 1, 2, . . . , k. Com essa contradição provamos a Afirmação 1.

Feito isto, basta provar que D2k+1fω(0) 6= 0 de onde seguir-se-à que a origem, e portanto

todo inteiro, é um ponto crítico de ordem 2k+1. Para tanto, basta trocar a primeira linha do

sistema linear 3.2 pela equação D2k+1fω(0) = 0. Novamente usando o Lema 3.1.1 conclui-se

que a matriz dos coeficientes tem determinante não nulo e portanto, o novo sistema linear

admite apenas a solução trivial, o que não pode ocorrer já que teríamos aj = 0 para todo

j = 1, 2, . . . , k.
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Corolário 6. Nas hipóteses do Teorema 3.1, para cada j = 1, 2, . . . , k temos:

ak =
(−1)k

kπ

(
2k

k

)−1

e aj =
(−1)k+jkak

j

(
2k

k + j

)

Antes de provar este corolário vamos recordar alguns resultados sobre equações de dife-

renças (veja [24, p. 57]). Seja z 7−→ P (z) uma função polinomial de grau q. Consideraremos

um operador de diferença que será essencial na prova do Corolário 6, definido da seguinte

forma:

∆P (z) := P (z + 1)− P (z)

Pode-se observar agora, que ∆P (z) é um polinômio de grau q−1. Continuando esse processo

iterativo, definimos recursivamente

∆nP (z) := ∆n−1P (z + 1)−∆n−1P (z)

Com isso, pode-se verificar que, para todo n ≥ 0,

∆nP (z) =
n∑

m=0

(−1)m
(
n

m

)
P (z + n−m) (3.3)

Em particular, se P (z) = z2p então

∆2kP (z) =

 (2k)!, se p = k;

0, se 1 ≤ p < k.
(3.4)

Demonstração do Colorário 6. Faremos a demonstração em duas etapas, simplesmente ve-

rificando que os coeficientes aj, j = 1, 2, . . . , k, definidos acima, satisfazem o sistema linear

3.2, e a conclusão seguirá da unicidade desses coeficientes.

Parte 1:

Observe que

A :=
k∑
j=1

(−1)k+j

(
2k

k + j

)
=

k∑
j=1

(−1)k−j
(

2k

k − j

)
,
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e como

2k∑
j=0

(−1)j
(

2k

j

)
=

k∑
j=1

(−1)k+j

(
2k

k + j

)
+ (−1)k

(
2k

k

)
+

k∑
j=1

(−1)k−j
(

2k

k − j

)

segue-se que
2k∑
j=0

(−1)j
(

2k

j

)
= 2A+ (−1)k

(
2k

k

)
(3.5)

Lembrando que

kπak

(
2k

k

)
= (−1)k e

2k∑
j=0

(−1)j
(

2k

j

)
= 0,

segue da igualdade 3.5 que

A =
(−1)k+1

2

(
2k

k

)
Portanto

k∑
j=1

bjaj = 2kπak

k∑
j=1

(−1)k+j

(
2k

k + j

)

= 2kπak
(−1)k+1

2

(
2k

k

)

= −1

(3.6)

Isto prova que estes aj’s satisfazem a primeira equação do sistema linear 3.2.

Parte 2:

Fixemos 2 ≤ j ≤ k e defina p := j − 1. Em particular, 1 ≤ p < k. Se P (z) := z2p então

∆2kP (z) = 0, para todo z, pela relação 3.4. Agora, por 3.3 temos:

2k∑
m=0

(−1)m
(

2k

m

)
(k −m)2p = 0 (3.7)

Por outro lado, se B :=
k∑

m=1

(−1)k+mm2p

(
2k

k +m

)
então

k∑
m=1

(−1)k−mm2p

(
2k

k −m

)
= B,

visto que (−1)k+m = (−1)k−m e
(

2k
k+m

)
=
(

2k
k−m

)
. Fazendo um mudança de variáveis conveni-
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ente, obtemos:

B =
2k∑

m=k+1

(−1)m(k −m)2p

(
2k

m

)
=

k−1∑
m=0

(−1)m(k −m)2p

(
2k

m

)

E com isso,

2k∑
m=0

(−1)m
(

2k

m

)
(k −m)2p =

k−1∑
m=0

(−1)m
(

2k

m

)
(k −m)2p +

2k∑
m=k+1

(−1)m(k −m)2p

(
2k

m

)
= 2B

Logo, a igualdade 3.7 implica que B = 0. Para finalizar, juntamos estes ingredientes para

obter o seguinte:

k∑
m=1

b2j−1
m am =

k∑
m=1

(2mπ)2p+1 (−1)k+mkak
m

(
2k

k +m

)

= (2π)2p+1kak

k∑
m=1

(−1)k+mm2p

(
2k

k +m

)

= (2π)2p+1kakB

(3.8)

Isto é, para cada 2 ≤ j ≤ k,
k∑

m=1

b2j−1
m am = 0,

provando com isso, que os coeficientes aj’s também satisfazem as últimas k− 1 equações do

sistema linear 3.2.

Até agora sabemos que todo número inteiro é um ponto crítico de fω, para todo ω, e

no entanto, poderiam existir outros pontos críticos que não sejam números inteiros. Essa

possibilidade é eliminada pelo próximo resultado.

Corolário 7. Todo ponto crítico de fω é um número inteiro.

Demonstração. Seja x0 tal que Dfω(x0) = 0 e definamos

z = e2πix0 (3.9)
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Como

cos(bjx0) =
1

2

(
zj +

1

zj

)
,

segue-se da equação 3.1:

2zk +
k∑
j=1

ajbjz
k+j +

k∑
j=1

ajbjz
k−j = 0 (3.10)

Mas, pelo Corolário 6 temos a identidade

2zk +
k∑
j=1

ajbjz
k+j +

k∑
j=1

ajbjz
k−j = akbk(z − 1)2k (3.11)

de modo que, a única solução da equação 3.10 é z = 1. E isto implica que x0 ∈ Z, por

3.9.

3.2 Extensão holomorfa da Família de Arnold Generalizada

Para cada 0 ≤ ω < 1, seja Eω : C −→ C a função inteira definida por

Eω(z) = z + ω +
k∑
j=1

aj sin(2jπz), (3.12)

onde os coeficientes a1, a2, . . . , ak são dados pelo Teorema 3.1. Apesar de conhecermos os

pontos críticos de Eω no eixo real, não é imediatamente claro se existem ou não, outros

pontos críticos em C.

Lema 3.2.1. Todo ponto crítico da função inteira Eω é, necessariamente, um número in-

teiro.

Demonstração. Seja z ∈ C um ponto crítico de Eω. Isto equivale a dizer que

1 +
k∑
j=1

ajbj cos(bjz) = 0 (3.13)

Fazendo w = e2πiz, é possível verificar que 2 cos(bjz) = wj + w−j. Substituindo na equação

3.13, obtemos

2wk +
k∑
j=1

ajbjw
k+j +

k∑
j=1

ajbjw
k−j = 0 (3.14)
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Da identidade 3.11 concluímos que w = 1. Isso mostra que, se z ∈ C é um ponto crítico de

Eω então e2πiz = 1, isto é, z ∈ Z. Note que Eω não do tipo finito, já que ω + Z é o conjunto

dos seus valores críticos.

A restrição de Eω aos números reais é o levantamento de um homeomorfismo do círculo

que preserva orientação. Portanto, se En
ω(x)− x /∈ Z, para todo inteiro n e qualquer x ∈ R,

a projeção de Eω restrita ao eixo real é um homeomorfismo minimal do círculo.

3.3 Estimativas para o crescimento de Eω

O resultado a seguir, cuja prova ficará para o final destas notas, é a ferramenta principal

na construção dos pares comutantes holomorfos de grau arbitrário. O mesmo resultado foi

obtido por de Faria [12] para o caso em que Eω têm pontos críticos cúbicos.

Teorema 3.2. Existe uma constante positiva C0 e uma função s 7−→ ϕ(s) positiva, mo-

nótona não-decrescente definida para s ≥ 0 tal que se |y| ≥ ϕ(|x|) então |Eω(x + iy)| ≥

C0 exp(kπ|y|).

A prova desse resultado técnico será adiada para o final desta tese.

3.4 Geometria da família

Nesta seção apresentaremos algumas propriedades geométricas da Família de Arnold

Generalizada {Eω} definida pela equação 5.1. A preimagem do eixo real por Eω é uma

família de curvas analíticas, além do próprio eixo real, que passaremos a descrever agora.

Implicitamente, essas curvas são definidas pela equação

y +
k∑
j=1

aj cos(2jπx) sinh(2jπy) = 0 (3.15)

Primeiro, passando pela origem, existem 2k curvas analíticas que são levadas no eixo real

pela aplicação de Arnold Eω, às quais são simétricas aos pares, em relação ao eixo imaginário.

Para cada j = 1, 2, . . . , k, denotaremos por αj a curva analítica cuja imagem é mapeada no

eixo real por Eω e, é assintótica à reta x = (1 − 2j)/4k quando y −→ +∞. A imagem

de cada uma dessas curvas está contida no fecho do semiplano iC+, que é o conjunto dos

números complexos com parte real negativa. Se L é a reflexão em torno do eixo imaginário,
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isto é, L(z) := −z, então, definindo-se αk+j := L(αk−j+1) para cada j = 1, 2, . . . , k, obtemos

as últimas k curvas analíticas cujas imagens são mapeadas no eixo real por Eω (veja figura

3.1).

Figura 3.1: Curvas Im(Eω(x+ iy)) = 0, para k = 2.

Observação 8. Dado x ∈ R, denotaremos por lx a reta formada pelos pontos de C com

parte real igual a x. É importante observar que, para todo m ∈ Z, a semireta lm/2 ∩ C+ é

mapeada no semiplano superior C+, enquanto que lm∩C+ é mapeada em C+ apenas quando

k for par.

Como os únicos pontos críticos de Eω são os números inteiros, cada um commultiplicidade

2k + 1, a preimagem do eixo real por esta aplicação é, exatamente, a família de curvas

{Tm(αj) ; 1 ≤ j ≤ 2k,m ∈ Z} ∪ R

No que segue, usaremos a notação α±j para representar a porção da curva αj no semiplano
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C±. Seja Vm o domínio simplesmente conexo limitado pelas curvas Tm−1(α+
2k) e T

m(α+
1 ), e o

segmento de reta [m−1,m] ⊂ R. Pela Observação 8, para todo m inteiro, Eω
∣∣
Vm

é univalente

cuja imagem é C+; portanto, podemos definir φm : C+ −→ Vm como a inversa de Eω
∣∣
Vm

.

Da mesma forma, para cada j = 1, 2, . . . , 2k−1, seja Wj o domínio simplesmente conexo

limitado pelas curvas α+
j e α+

j+1. Aqui é preciso considerar duas possibilidades que dependem

da paridade do inteiro j, que está fixado desde o início. Primeiro, Eω
∣∣
Wj

é univalente. Depois,

sua imagem é C+ se j for par e, C− se j for ímpar. Em qualquer caso, denotaremos por ψj

a correspondente inversa.

Seguindo [13], seja An ⊂ V0 ∪ V1 o domínio cujo fecho contém o número real T−pn+1 ◦

Eqn+1
ω (0) e tal que Eqn

ω (An) = C+. A partir da definição de {pn} e {qn}, An ⊂ V0 ou An ⊂ V1

dependendo apenas da paridade de n. Analogamente, seja Bn ⊂ V0 ∪ V1 o domínio tal que

T−pn ◦ Eqn
ω (0) ∈ Bn e Eqn+1

ω (Bn) = C+. Note que, para todo n, os domínios An e Bn estão

em componentes conexas distintas de V0 ∪ V1.

Lema 3.4.1. Para cada n ≥ 0, existe uma única qn-upla (k1, k2, . . . , kqn) com 0 = k1 ≤ k2 ≤

· · · ≤ kqn ≤ pn + 1 tal que

An = φk1 ◦ φk2 ◦ · · · ◦ φkqn (C+)

Da mesma forma, existe uma única qn+1-upla (k′1, k
′
2, . . . , k

′
qn+1

) com 0 = k′1 ≤ k′2 ≤ · · · ≤

k′qn+1
≤ pn+1 + 1 tal que

Bn = φk′1 ◦ φk′2 ◦ · · · ◦ φk′qn+1
(C+)

Demonstração. O resultado segue imediatamente da seguinte observação. Para cada j =

0, 1, . . . , qn existe kj inteiro positivo tal que kj < Ej
ω(0) ≤ kj + 1. Da definição de pn e qn

tem-se k1 = 0 e kqn = pn + 1.

Lema 3.4.2. Seja f um homeomorfismo do círculo com ρ(f) := [r0, r1, r2, . . .], seja c ∈ S1,

e para cada n ≥ 0 seja Jn ⊂ S1 o intervalo fechado com extremidades em c e f qn−1−qn(c), e

que contém o ponto f qn−1(c). Se f−j(c) ∈ Jn para algum j < qn então j ≤ 0.

Demonstração. Por hipótese qn− j > 0. Portanto f qn−j(c) pertence ao intervalo de primeiro
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Figura 3.2: Primeiros retornos

retorno 〈f qn−1(c), f qn(c)〉, que contém c (veja a figura 3.2). Por definição de qn, devemos ter

qn − j ≥ qn, isto é, j ≤ 0.

Lema 3.4.3. Para cada n ≥ 0 tem-se An ∩ R = 〈αn, 0〉 e Bn ∩ R = 〈0, βn〉, onde α0 = −1,

β0 = α1 e para n ≥ 1 os pontos αn, βn ∈ R estão unicamente determinados pelas condições:

T−pn ◦ Eqn
ω (αn) = T−pn−1 ◦ Eqn−1

ω (0) e T−pn+1 ◦ Eqn+1
ω (βn) = T−pn ◦ Eqn

ω (0)

Demonstração. Seja fω aplicação do círculo cujo recobrimento é Eω
∣∣
R. Então c := 1 é o

ponto crítico de fω. Pelo Lema 3.4.2, f qnω não possui pontos críticos em Jn. De fato, pela

regra da cadeia, z ∈ S1 é um ponto crítico de f qnω se, e somente se, f jω(z) = c para algum

j = 0, 1, . . . , qn − 1. Portanto, f qnω
∣∣
int(Jn)

é um difeomorfismo sobre a imagem, para cada

n ≥ 0, de onde segue-se que αn está unicamente determinado pela relação

T−pn ◦ Eqn
ω (αn) = T−pn−1 ◦ Eqn−1

ω (0).

Da mesma forma o resultado segue para βn.

Dado R > 0, usaremos a notação DR para representar o disco aberto com centro na

origem e raio R > 0. E, como antes, D+
R := DR ∩ C+.

Seja An,R o subconjunto de An cuja imagem por Eqn
ω é o semidisco T pn(D+

R). Neste caso,

An,R é um domínio simplesmente conexo. De modo análogo definimos o aberto Bn,R ⊂ Bn.

Escolhendo R > pn + 1, temos (V0 ∩ V1) ∩ R ⊂ T pn(D+
R) e portanto, An,R ∩ R = An ∩ R e

Bn,R∩R = Bn∩R para n ≥ 0. Por outro lado, como D+
R é a imagem de An,R por T−pn ◦Eqn

ω ,
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que é conforme, segue-se que An,R é um quase-disco, e em particular, é um domínio de

Jordan. Analogamente concluímos que Bn,R é um quase-disco.

Lema 3.4.4. Para todo R suficientemente grande temos

An,R ⊂ DR ∩ C+ e Bn,R ⊂ DR ∩ C+

Demonstração. Sejam ϕ e C0 dados pelo Teorema 3.2. Considere

δ(s, R) := ϕ(s) +
1

kπ
log+

(
R

C0

)

Se |y| ≥ δ(|x|, R), então |y| ≥ 1

kπ
log+

(
R

C0

)
, de onde tiramos que

C0 exp(kπ|y|) ≥ R,

por um lado. E por outro lado, essa desigualdade implica que |y| ≥ ϕ(|x|), e do Teorema 3.2

obtemos

|Eω(x+ iy)| ≥ C0 exp(kπ|y|) ≥ R,

isto é, Eω(x+ iy) ∈ C−DR. Em particular, para todo m ∈ Z temos

φm
(
D+
R

)
⊂ Vm ∩ {x+ iy; y ≤ δ(|x|, R)} .

Seja Vm,R := Vm ∩ {x+ iy; y ≤ δ(|x|, R)}. Para cada n ≥ 0, existe Rn > 0 suficientemente

grande tal que

Rn −
1

kπ
log+

(
2Rn

C0

)
> pn + 1 + ϕ(pn + 1),

isto é,

Rn > pn + 1 + δ(pn + 1, 2Rn).
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Dessa forma, se 0 ≤ m ≤ pn + 1 e z ∈ Vm,2Rn com z := x+ iy, então

|z| ≤ |x|+ |y| ≤ |x|+ δ(|x|, 2Rn) ≤ pn + 1 + δ(pn + 1, 2Rn) < Rn,

de onde segue-se que z ∈ DRn ∩ C+. Isto posto, se 0 ≤ m ≤ pn + 1 então

φm
(
D+

2Rn

)
⊂ DRn ∩ C+ ⊂ D+

2Rn
.

Uma vez que T pn
(
D+
Rn

)
⊂ D+

2Rn
, escolhendo-se (k1, k2, . . . , kqn) como no Lema 3.4.1,

deduzimos que

An,Rn = φk1 ◦φk2 ◦ . . .◦φkqn
(
T pn
(
D+
Rn

))
⊂ An,Rn = φk1 ◦φk2 ◦ . . .◦φkqn

(
D+

2Rn

)
⊂ DRn ∩C+

Isto demonstra a primeira inclusão, enquanto que a segunda segue-se analogamente.

Observação 9. Seja Un,R := φk2 ◦ φk3 ◦ . . . ◦ φkqn (D+
R). Repare que se definirmos

A
(2m−1)
n,R := ψ2m−1 ◦ σ(Un,R) e A

(2m)
n,R := ψ2m(Un,R)

para cada m = 1, 2, . . . , k, onde σ : C −→ C é a conjugação complexa, podemos aplicar os

mesmos argumentos da prova do Lema 3.4.4 para verificar que, para cada j = 1, 2, . . . , 2k−1,

para todo R > 0 suficientemente grande, e para todo n ≥ 0,

A
(j)
n,R ⊂ DR ∩ C+.

3.5 Construção de pares comutantes holomorfos

Nesta seção, o propósito principal é construir pares comutantes holomorfos de grau ar-

bitrário a partir da família de Arnold Generalizada (Teorema A). Seja G : [0, 1) −→ [0, 1) a

aplicação de Gauss, definida por G(0) = 0 e G(x) = 〈1/x〉 (parte fracionária) se x 6= 0.

Teorema 3.3. Dado k > 0, para cada n ≥ 0 e cada ω tal que ρ(ω) tem expansão em frações

continuadas de comprimento n+1, pelo menos, o par comutante real de ordem 2k+1 definido
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por (f qnω , f
qn+1
ω ) estende-se a um par comutante holomorfo Γn,ω, de grau 2k+1, com fronteiras

geométricas e número de rotação Gn(ρ(ω)).

Este é o resultado análogo obtido em [13], sobre a existência de pares comutantes ho-

lomorfos de grau cúbico, já que foi construído usando-se a família de Arnold tradicional.

Usando as informações obtidas até aqui sobre a família (Eω), seguiremos a construção de de

Faria (sem modificações), para obter o Teorema 3.3.

Demonstração do Teorema 3.3. Dado n ≥ 0, seja Rn > 0 dado pelo Lema 3.4.4. Sejam

ξn := T−pn ◦ Eqn
ω e ηn := T−pn+1 ◦ Eqn+1

ω ,

e sejam Oξn ,Oηn ⊂ C, domínios de Jordan simétricos em relação ao eixo real e tais que

O+
ξn

= An,Rn e O+
ηn = Bn,Rn .

Sendo assim, as aplicações ξn e ηn comutam e pelo Lema 3.4.4, Oξn ,Oηn ⊂ DRn . Além do

mais, por construção, ξn
∣∣
Oξn

e ηn
∣∣
Oηn

são univalentes cujas imagens são, respectivamente,

C(〈ξn(αn), ξn(0)〉) e C(〈ηn(0), ηn(βn)〉),

pelo Lema 3.4.3.

Além disso, seja Oνn a componente conexa de ξ−1
n (Oηn) que contém a origem. Note que,

por construção, T−pn ◦ Eqn
ω (0) ∈ Bn,Rn . Seja agora νn := ξn ◦ ηn. Isto posto, νn

∣∣
Oνn

é um

recobrimento ramificado de grau 2k + 1 sobre a imagem, e

νn(Oνn) = DRn ∩ C(〈ηn(0), ξn(0)〉).

Além do mais, pela Observação 9 temos

O+
νn ⊂

2k−1⋃
j=0

A
(j)
n,Rn
⊂ DRn ∩ C+,

onde A(0)
n,Rn

:= An,Rn . Isto prova que (DRn ,Oξn ,Oηn ,Oνn) é uma bowtie.
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Para terminar a demonstração, basta pois mostrar que as aplicações ξn, ηn e νn junta-

mente com essa bowtie determinam um par comutante holomorfo Γn,ω, a menos de orien-

tação, de grau 2k + 1 com fronteira geométrica, com número de rotação ρ(Γn,ω) = [rn+1 +

1, rn+2, rn+3, . . .] e altura dada por m(Γ0,ω) = r0 e m(Γn,ω) = rn + 1 quando n > 0. Mas, na

definição 4 já verificamos os itens H1 até H5. Falta apenas provar o item H6.

Se n = 0 então a = −1 e b satisfaz a igualdade (T−p1 ◦ Eq1
ω )(b) = (T−p0 ◦ Eq0

ω )(0), pelo

Lema 3.4.3. À vista disso,

ξr00 (a) = Er0
ω (−1) = Er0

ω (0)− 1 = (T−1 ◦ Er0
ω )(0) = (T−p1 ◦ Eq1

ω )(0) = η0(0)

e

η0(b) = (T−p1 ◦ Eq1
ω )(b) = (T−p0 ◦ Eq0

ω )(0) = ξ0(0)

Fixemos agora n > 0. Como T e Eω comutam, segue-se novamente do Lema 3.4.3 que

ξrn+1
n (αn) = (T−pn ◦ Eqn

ω )rn ◦ (T−pn ◦ Eqn
ω )(αn)

= (T−rnpn ◦ Ernqn
ω ) ◦ (T−pn−1 ◦ Eqn−1

ω )(0)

= T−rnpn−pn−1 ◦ Ernqn+qn−1
ω (0)

= T−pn+1 ◦ Eqn+1
ω (0)

= ηn(0)

e

ηn(βn) = (T−pn+1 ◦ Eqn+1
ω )(βn) = (T−pn ◦ Eqn

ω )(0) = ξn(0)

Com isso provamos a condição H6, e m(Γn,ω) = rn + 1 é a altura de Γn,ω quando n > 0. A

afirmação sobre o número de rotação segue-se da definição.

Observação 10. Pelo Teorema 2.3 podemos fixar R > 0 suficientemente grande. Conse-

quentemente, para cada n ≥ 0, Γn+1,ω será a primeira renormalização de Γn,ω, a menos de
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rescalonamento linear.

3.6 Rigidez dos pares comutantes holomorfos

A construção de pares comutantes holomorfos de grau arbitrário a partir da família de

Arnold Generalizada, em conjunto com o Teorema Pullback, nos permitirá transferir certas

propriedades de rigidez dessa família, através de conjugações quase conformes, aos pares

comutantes mais gerais. A prova de de Faria [12] aplica-se mutatis mutandis.

Teorema 3.4. Seja Γ um par comutante holomorfo de grau 2k+1 com fronteiras geométricas

e número de rotação irracional. Então Γ não possui domínios errantes e todo coeficiente de

Beltrami com suporte em J (Γ), simétrico e Γ-invariante é trivial.

Proposição 3.1 (de Faria, de Melo [18]). Seja Γ um par comutante holomorfo. Então

K(Γ) =
⋂
n≥0

F−n(J).
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Capı́tulo 4
Ferramentas de Análise e Dinâmica Complexa

Neste capítulo apresentaremos os principais conceitos e resultados sobre dinâmica com-

plexa e distorção conforme que usaremos a seguir.

4.1 Dinâmica Complexa

Seja f : S −→ S um endomorfismo holomorfo de uma superfície de Riemann S. A

dinâmica induzida pelos iterados de f em S particionam esta superfície em dois subconjuntos

da seguinte forma. O subconjunto dos pontos de S no qual (fn) é uma família normal

é chamado conjunto de Fatou de f , e será denotado por F(f). Esse conjunto é aberto,

por definição. O complemento J (f) := S − F(f) é dito conjunto de Julia de f . Estamos

interessados principalmente nos casos S = C e S = C∗. Para mais detalhes, veja [51].

A estrutura topológica das componentes do conjunto de Fatou de f depende essencial-

mente dos valores singulares de f . Mais precisamente, denotaremos por sing(f−1) o conjunto

dos pontos que possuem alguma vizinhança na qual nenhum ramo de f−1 pode ser definido.

Como consequência, se f ∈ End(C) ∪ End(C∗) então

sing((fn)−1) ⊂
n−1⋃
j=0

f j(sing(f−1)).

Em [43], Keen classificou o conjunto dos valores singulares para certos endomorfismos

holomorfos de C∗.

41
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Proposição 4.1 (Keen [43]). Seja f : C∗ −→ C∗ uma função holomorfa do tipo

f(z) = zn exp [P (z) +Q(1/z)]

onde n ∈ Z, P e Q são polinômios de grau p e q, com p+q > 0. Então, os valores singulares

de f são os valores assintóticos 0 e ∞ e os valores críticos de f .

Teorema 4.1 (Bergweiler [5], Keen [42]). Sejam g : C∗ −→ C∗ holomorfa e f , uma

função inteira não-linear e não-constante. Se exp f(z) = g(exp z) para todo z ∈ C, então

exp−1 J (g) = J (f).

O conjunto pós-crítico de f ∈ End(C) ∪ End(C∗) é definido por

P (f) :=
∞⋃
n=1

sing((fn)−1).

Diremos que f ∈ End(C) ∪ End(C∗) é do tipo finito se sing(f−1) é um conjunto finito.

Para essa classe de funções holomorfas sabe-se que toda componente de Fatou é não errante

(veja [44], [42], [27] e [30]). Dessa forma, toda componente de Fatou deve ser periódica ou

pré-periódica, conforme classificação a seguir.

Teorema 4.2 (Kotus [44]). Seja f ∈ End(C∗) com singularidades essenciais em 0 e ∞.

Se D é uma componente periódica do conjunto de Fatou de f , então uma das seguintes

possibilidades ocorre:

(a) D é um domínio (super)atrator.

(b) D é um domínio parabólico.

(c) D é um disco de Siegel.

(d) D é um anel de Herman.

A relação entre o conjunto dos valores singulares de f e suas componentes de Fatou é

dada pela Proposição a seguir (veja [51]).

Proposição 4.2. Seja f ∈ End(C∗) com singularidades essenciais em 0 e ∞.
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(a) Se D1, D2, . . . , Dq é um ciclo periódico (super)atrator ou parabólico então
⋃q
j=1Dj

contém um valor singular de f .

(b) Se D1, D2, . . . , Dq é um ciclo periódico de discos de Siegel ou anéis de Herman de f

então

P (f) ⊃
q⋃
j=1

∂Dj.

Consideraremos ainda, o conjunto dos pontos de escape de uma função transcendente

f ∈ End(C) ∪ End(C∗).

Definição 11. Seja f : S −→ S um endomorfismo holomorfo de uma superfície de Riemann

S. O conjunto de escape de f é definido por

I(f) = {z ∈ S ; ω(z) ∩ S = ø}

Na definição acima, ω(z) é o conjunto limite da órbita positiva de z. Alguns resultados

são conhecidos sobre o conjunto de escape de f .

Teorema 4.3 (Eremenko [26]). Se f ∈ End(C) é transcendente então:

(a) I(f) ∩ J (f) 6= ø.

(b) J (f) = ∂I(f).

(c) todas as componentes de I(f) são ilimitadas.

(d) se sing(f−1) é limitado então I(f) ⊂ J (f).

Teorema 4.4 (Liping [29]). Seja f ∈ End(C∗) com singularidades essenciais em 0 e ∞.

Considere os conjuntos

I0(f) := {z ∈ C∗ ; fn(z)→ 0, n→∞} e I∞(f) := {z ∈ C∗ ; fn(z)→∞, n→∞}.

Então:

(a) I0(f) e I∞(f) são não vazios.
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(b) J (f) = ∂I0(f) = ∂I∞(f).

(c) J (f) ∩ I0(f) 6= ø e J (f) ∩ I∞(f) 6= ø.

(d) se sing(f−1) é limitado então J (f) = I(f).

4.2 Distorção

Nesta seção apresentaremos algumas técnicas de controle de distorção conforme que

usaremos a seguir. O primeiro resultado é uma versão do clássico Teorema 1/4 de Koebe.

Esse Teorema diz o seguinte: se f é uma função univalente no disco unitário que fixa a origem

e cuja derivada na origem tem módulo igual a 1 então sua imagem contém o disco de raio

1/4, com centro na origem (veja [11, p. 31], por exemplo).

Lema 4.2.1 (Koebe). Seja f : B(z0, 2r) −→ C uma função univalente. Então

(a) (Teorema 1/4 de Koebe) B
(
f(z0), |f ′(z0)|r/4

)
⊆ f

(
B(z0, r)

)
.

(b) (Teorema do Crescimento de Koebe) f
(
B(z0, r)

)
⊆ B

(
f(z0), 4|f ′(z0)|r

)
.

(c) (Teorema da Distorção de Koebe) para quaisquer z, w ∈ B(z0, r) tem-se

1

81
≤ |f

′(z)|
|f ′(w)| ≤ 81.

Demonstração. Para provar o item (a), considere as funções

ϕ(z) =
z − z0

r
e ψ(z) =

z − f(z0)

rf ′(z0)
.

Se g := ψ ◦ f ◦ ϕ−1 então g é univalente em B(0, 1), g(0) = 0 e g′(0) = 1. Pelo Teorema 1/4

de Koebe, devemos ter B(0, 1/4) ⊆ g(B(0, 1)). Como ϕ−1(B(0, 1)) = B(z0, r) e

ψ−1(B(0, 1/4)) = B(f(z0), r|f ′(z0)|/4),

segue-se o resultado.
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Quanto ao item (b), consideremos α(z) = ϕ(z)/2 e β(z) = ψ(z)/2. Com isso, a função

h := β ◦ f ◦ α−1 é univalente em B(0, 1) e satisfaz h(0) = 0 e h′(0) = 1. Portanto (veja [11,

p. 33]), para |z| = r < 1,

|h(z)| ≤ r

(1− r)2
.

Isto implica que

h(B(0, r)) ⊆ B(0, s),

onde 0 < r < 1 e s = r/(1− r2). Em particular, tomando-se r = 1/2 temos

h(B(0, 1/2)) ⊆ B(0, 2).

Como α−1(B(0, 1/2)) = B(z0, r) e β−1(B(0, 2)) = B(f(z0), 4r|f ′(z0)|), segue-se a conclusão

do item (b).

Falta provar o item (c). Com a notação acima, (veja [11, p. 32])

1− r
(1 + r)3

≤ |h′(z)| ≤ 1 + r

(1− r)3

para |z| = r < 1. Em particular, para todo z ∈ B(0, 1/2),

4

27
≤ |h′(z)| ≤ 12.

Por outro lado, como h′(z) = f ′(α−1(z))/f ′(z0) para todo z ∈ B(0, 1/2), concluimos que

4

27
|f ′(z0)| ≤ |f ′(z)| ≤ 12|f ′(z0)|

sempre que z ∈ B(z0, r). Logo, para quaisquer z, w ∈ B(z0, r),

1

81
≤ |f

′(z)|
|f ′(w)| ≤ 81.

O resultado a seguir é uma consequência do Lema 4.2.1.
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Lema 4.2.2. Seja f : B(z0, 2r) −→ C uma função univalente. Se A ⊂ B ⊂ B(z0, r) são

mensuráveis então

81−2m(A)

m(B)
≤ m(f(A))

m(f(B))
≤ 812m(A)

m(B)
.

Demonstração. Sejam A e B subconjuntos mensuráveis de B(z0, r). Então,

inf
z∈A
|f ′(z)|2 ·m(A) ≤ m(f(A)) =

∫
A

|f ′(z)|2dz ≤ sup
z∈A
|f ′(z)|2 ·m(A).

Portanto,
infz∈A |f ′(z)|2 ·m(A)

supz∈B |f ′(z)|2 ·m(B)
≤ m(f(A))

m(f(B))
≤ supz∈A |f ′(z)|2 ·m(A)

infz∈B |f ′(z)|2 ·m(B)

Para concluir a demonstração, basta ver que

1

812
≤ infz∈A |f ′(z)|2

supz∈B |f ′(z)|2 ≤
supz∈A |f ′(z)|2
infz∈B |f ′(z)|2 ≤ 812,

pelo Lema 4.2.1.

Se A e B são subconjuntos mensuráveis do plano complexo, com 0 < m(B) < ∞,

definimos a densidade de A em B por:

dens(A,B) :=
m(A ∩B)

m(B)
.

E ainda, se A é não vazio, o diâmetro de A será denotado por diam(A).

Definição 12. Sejam D ⊆ C um subconjunto limitado e f uma função holomorfa em uma

vizinhança de D. Dizemos que f tem distorção limitada em D se existem c e C constantes

positivas tais que

c <
|f(z)− f(w)|
|z − w| < C (4.1)

para quaisquer z, w ∈ D distintos.

Definimos a distorção de f em D por

Lf (D) = inf{C/c ; (c, C) satisfaz (4.1)}.
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Se A e D são subconjuntos mensuráveis de C e f tem distorção limitada em D então

dens(f(A), f(D)) < Lf (D)2dens(A,D). (4.2)

Outra ferramenta relacionada ao controle de distorção conforme é a não-linearidade de

uma função. Seja φ : V −→ C uma função univalente no domínio V ⊆ C. Dado um

subconjunto limitado D ⊂ V , a não-linearidade de φ em D é definida por (compare com [19,

p. 60])

Nφ(D) := diam(D) sup
z∈D

∣∣∣∣φ′′(z)

φ′(z)

∣∣∣∣ .
Uma relação entre distorção de uma função e sua não-linearidade é dada pelo resultado

a seguir (compare com [56, Lemma 2.1]).

Lema 4.2.3. Sejam Q um quadrado e f uma função conforme em uma vizinhança de Q.

Se Nf (Q) < 1/4 então

Lf (Q) ≤ 1 + 8Nf (Q).

Demonstração. Por [19, Lemma 3.8.1] temos

exp(−Nf (Q)) ≤
∣∣∣∣ f ′(z)

f ′(w)

∣∣∣∣ ≤ exp(Nf (Q))

para quaisquer z, w ∈ Q. Portanto

Lf (Q) ≤ exp(Nf (Q)) ≤ 1 + 8Nf (Q),

já que ex ≤ 1 + 8x para 0 ≤ x < 1/4.

Em [49], McMullen verificou que Lf (Q) é limitado por 1 + O(N(f |Q)), para N(f |Q)

próximo de 0.

De agora em diante, todo quadrado que considerarmos neste texto será fechado e terá

lados paralelos aos eixos coordenados.
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Definição 13. Dado um número real r > 0, uma grade Gr em C é o conjunto de todos os

quadrados da forma [mr, (m+ 1)r]× [nr, (n+ 1)r] para algum m,n ∈ Z.

O resultado a seguir foi provado por Schubert [56, Lemma 2.3].

Lema 4.2.4. Sejam y > 0 e Q um quadrado de lado r > 0. Suponha que f é uma função

univalente em uma vizinhança de Q. Se z0 ∈ Q então

#
{
Qr ∈ Gr ; Qr ∩ ∂f(Q) 6= ø ou Qr ∩ (∂R(y) ∩ f(Q)) 6= ø

}
≤ 12 + 21Lf (Q)|f ′(z0)|.

4.3 Conjuntos encaixantes

Nesta seção apresentaremos uma técnica geral, desenvolvida por McMullen [49], para

mostrar que o conjunto de Julia de certas funções inteiras têm medida positiva.

Para cada j ∈ N0, seja Ej uma coleção finita de compactos em C. Usaremos a seguinte

notação:

Ej :=
{
F l
j ⊂ C ; 1 ≤ l ≤ nj

}
,

onde nj = #Ej.

Dizemos que a sequência (Ej) satisfaz as condições encaixantes se E0 = {F 1
0 }, onde F 1

0

é conexo e, para cada j ∈ N0:

(a) todo F ∈ Ej+1 está contido em algum F ′ ∈ Ej;

(b) todo F ∈ Ej contém pelo menos um elemento de Ej+1;

(c) se 1 ≤ l < l′ ≤ nj então

m
(
F l
j ∩ F l′

j

)
= 0.

(d) existe ∆j > 0 tal que, para todo 1 ≤ m ≤ nj e Fm
j ∈ Ej tem-se

dens

(
nj+1⋃
l=1

F l
j+1, F

m
j

)
≥ ∆j.
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Neste caso, podemos considerar o conjunto

E :=
∞⋂
j=1

nj⋃
l=1

F l
j .

Lema 4.3.1 (McMullen [49]). Seja (Ej) uma sequência que satisfaz as condições encai-

xantes. Então

m(E,F 1
0 ) ≥

∞∏
j=0

∆j.

O lema a seguir é uma versão de [49, Proposition 3.1], cuja prova detalhada pode ser

encontrada em [57, p. 12].

Lema 4.3.2. Seja n ∈ N. Para todo j ≤ n natural, sejam Dj ⊂ C abertos e fj : Dj −→ C

uma funções univalentes. Suponha que existem α > 1 e M > 0 constantes tais que

|f ′j(z)| > α e
∣∣∣∣f ′′j (z)

f ′j(z)

∣∣∣∣ < M

para todo j ≤ n e z ∈ Dj. Suponha ainda que, para cada j ≤ n, Qj ⊂ Dj é um quadrado de

lado r <
√

2/8M que satisfaz Qj+i ⊂ fj(Qj). Defina D := fn(Qn) e h : D −→ Q1 por

h(z) = (fn ◦ · · · ◦ f1)−1(z).

Então h é univalente e existe uma constante c := c(α,M, r) > 0 tal que

Lh(D) < c.

Em [57, p. 12], foi obtido

c =
∞∏
m=0

(
1 +

8Mr
√

2

αm

)
.
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Capı́tulo 5
Dinâmica da Família de Arnol’d Generalizada

Neste capítulo estudaremos a dinâmica complexa da família de Arnol’d generalizada e

de sua projeção em C∗.

Para cada 0 ≤ ω < 1, seja Eω : C −→ C a função inteira definida por

Eω(z)
.
= z + ω +

k∑
j=1

aj sin(2jπz), (5.1)

onde os coeficientes a1, a2, . . . , ak são dados pelo Teorema 3.1. Pelo Lema 3.2.1, o conjunto

dos pontos críticos de Eω coincide com os inteiros, para todo ω ∈ C. A figura 5.1 apresenta

componentes de Fatou contendo pontos críticos.

Como Eω comuta com a translação T , a família de Arnold generalizada induz uma família

de funções holomorfas fω : C∗ −→ C∗ através do recobrimento z 7−→ exp(2πiz), que leva o

eixo real no círculo unitário:

fω(z) = ze2πiω

k∏
j=1

exp

[
πaj

(
zj − 1

zj

)]

Ou seja, de modo que o diagrama a seguir seja comutativo.

C
e2πiz

��

Eω //

	

C
e2πiz

��
C∗

fω
// C∗

Note ainda que, se σ(z) := 1/z então fω comuta com σ, o que significa que fω é simétrica

51
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Figura 5.1: A região em preto é o conjunto de Fatou de E3/11 para k = 3.

em relação ao círculo unitário. Dessa forma, fω|∂D é um homeomorfismo crítico do círculo

com número de rotação ρ(ω), digamos. Por um resultado obtido por Herman (veja [36]), a

aplicação [0, 1) 3 ω 7−→ ρ(ω), é contínua, não-decrescente e tal que o intervalo ρ−1(t) ⊂ [0, 1)

é degenerado se t é irracional, enquanto que, se t é racional este intervalo possui interior.

Portanto, a restrição de Eω aos números reais é o levantamento de um homeomorfismo

do círculo fω|∂D que preserva orientação. Pelo Teorema de Poincaré (veja [39, capítulo 11]),

se o número de rotação de fω|∂D for racional então existirá pelo menos uma órbita periódica

(semi)atratora no círculo unitário (na figura 5.2, fω tem uma componente parabólica). Caso

contrário, como fω|∂D é um homeomorfismo crítico do círculo, segue-se do Teorema de

Yoccoz ([66]) que fω|∂D será minimal. Isto nos ajudará a classificar as componentes de

Fatou de fω em termos do número de rotação de fω|∂D, tendo em vista que a única órbita

crítica está no círculo unitário.

No caso da família de Arnold generalizada Eω, Z+ω é o conjunto dos valores singulares.

Para cada ω, fω é uma função holomorfa com um único ponto crítico 1 ∈ S1, de ordem 2k+1,

duas singularidades essenciais (0 e ∞), e um único valor crítico e2πiω. Pela Proposição 4.1,

fω é uma função holomorfa de C∗ do tipo finito.

Para conveniência do leitor apresentaremos algumas propriedades de rigidez dessa família
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Figura 5.2: Conjunto de Julia de f0, para k = 2; no centro da figura aparece a bacia de atração
imediata do ponto fixo z0 = −1 (parabólico).

de Arnol’d generalizada, análogas àquelas obtidas por de Faria, em [13], para a família de

Arnol’d padrão. As demonstrações são as mesmas.

Proposição 5.1 (Rigidez). Seja f : C∗ −→ C∗ uma função holomorfa normalizada, simé-

trica e topologicamente conjugada a fω, para algum ω ∈ [0, 1). Então existe α ∈ [0, 1) tal que

f = fα.

Em outras palavras, a Proposição 5.1 afirma que, em um certo sentido, a família {fω}

é topologicamente completa. Nas condições dessa Proposição, diremos que f é simétrica se

comutar com a aplicação σ e, que é normalizada se o ponto crítico for 1 ∈ ∂D.

Demonstração da Proposição 5.1. Seja f : C∗ −→ C∗ uma função holomorfa e suponha,

pós-compondo com σ se necessário, que h : Ĉ −→ Ĉ é um homeomorfismo que preserva

orientação, fixa a origem e o ponto no infinito, e satisfaz h ◦ fω = f ◦ h:

C∗

h
��

fω //

	

C∗

h
��

C∗
f

// C∗



54 DINÂMICA DA FAMÍLIA DE ARNOL’D GENERALIZADA 5.0

Definindo-se λ = e−2πiωh(e2πiω), segue-se que a função dada por A(z) = λz é um au-

tomorfismo conforme de Ĉ que satisfaz A ◦ fω(1) = h ◦ fω(1). Com isso, existe uma ho-

motopia Φ : Ĉ × [0, 1] −→ Ĉ tal que Φ(z, 0) = h(z) e Φ(z, 1) = A(z) para todo z ∈ Ĉ,

e ainda, Φ(p, t) = h(p) se p ∈ {0, e2πiω,∞}. Por outro lado, se Xf := C∗ − sing(f−1) e

Xfω := C∗− sing(f−1
ω ), então as aplicações f : f−1(Xf ) −→ Xf e fω : f−1

ω (Xfω) −→ Xfω são

recobrimentos regulares. Pelo Teorema do Levantamento de Homotopias, Φ(z, t) admite um

levantamento Φ̃(z, t) (veja o diagrama abaixo) tal que

Φ̃(z, 0) = h(z) e f ◦ Φ̃(z, t) = Φ(fω(z), t).

f−1
ω (Xfω)

fω
��

Φ̃ //

	

f−1(Xf )

f

��
Xfω Φ

// Xf

Seja Ã : f−1
ω (Xfω) −→ f−1(Xf ) definida por Ã(z) = Φ̃(z, 1), para cada z ∈ f−1

ω (Xfω).

Em particular, Ã é holomorfa e injetiva em f−1
ω (Xfω). Além disso, como Ã é homotópica a h

e f−1
ω (e2πiω) é discreto em C∗, segue-se do teorema das singularidades removíveis de Riemann

que Ã tem extensão holomorfa em Ĉ (que também denotaremos por Ã) tal que Ã(0) = 0 e

Ã(∞) =∞, e portanto, Ã ∈ Aut(Ĉ). Logo, Ã(z) = az para algum a ∈ C∗.

Por outro lado, se f comuta com σ e seu ponto crítico é 1 então h(1) = 1 e com

isso, h ◦ fω(1) = f ◦ h(1) = f(1) ∈ ∂D de onde segue-se que existe α ∈ [0, 1) tal que

h ◦ fω(1) = e2πiα. E ainda, para cada z ∈ C tal que fω(z) = e2πiω tem-se Ã(z) = h(z). Em

particular Ã(1) = h(1) = 1 e portanto, Ã é a identidade. Logo, para todo z,

f(z) = A ◦ fω ◦ Ã(z) = λfω(z) = fα(z).

Teorema 5.1. Para cada ω ∈ [0, 1), a função fω não admite coeficiente de Beltrami inva-

riante, simétrico, não-trivial e com suporte em seu conjunto de Julia.

Demonstração. Por absurdo, suponha que µ é um coeficiente de Beltrami fω-invariante em
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Ĉ com suporte em J (fω). Suponha ainda que µ é simétrica em relação ao círculo unitário,

isto é, µ ◦ σ = σ ◦ µ. Para cada t real suficientemente pequeno seja ht : Ĉ −→ Ĉ a única

solução normalizada de ∂ht = (tµ)∂ht, isto é, que fixa os pontos 0, 1 e∞. Pela unicidade da

solução normalizada da equação de Beltrami temos σ ◦ ht ◦ σ−1 = ht, já que tµ é simétrica,

e portanto ht é simétrica. Agora considere a função ft := ht ◦ fω ◦h−1
t . Como tµ é invariante

por fω, a função ft é holomorfa e possui um único ponto crítico em 1. Pela Proposição 5.1,

para cada t existe αt ∈ [0, 1) tal que ft = fαt . Em particular, ρ(αt) é irracional para todo

t ou ρ(αt) é racional para todo t, e como t 7→ ρ(αt) é contínua, segue-se que ρ(αt) = ρ(ω).

Logo ht comuta com fω para todo t. Portanto, o conjunto Yn := f−nω (1) é invariante por ht,

para cada n ≥ 0. Como h0 é a identidade de Ĉ e a aplicação t 7→ ht(z) é contínua para cada

z, pelo Teorema de Ahlfors-Bers, segue-se que ht(z) = z para todo z ∈ Yn e cada n ≥ 0.

Sejam agora, z0 ∈ J (fω) ∩ C∗ e U uma vizinhança qualquer de z0 em Ĉ. Pelo Teorema de

Montel existe n > 0 suficientemente grande tal que 1 ∈ fnω (U), isto é, Yn ∩ U 6= ø. Como

U é uma vizinhança arbitrária de z0, que por sua vez é um ponto arbitrário do conjunto de

Julia de fω, isto prova que J (fω) ⊆ ⋃n≥0 Yn. E com isso, ht(z) = z para todo z ∈ J (fω)

e cada t. Por fim, lembrando que o suporte de tµ está contido no conjunto de Julia de fω,

concluímos que ht é holomorfa em C∗−J (fω) e portanto, ht(z) = z para z ∈ Ĉ e cada t, de

onde segue-se que µ ≡ 0 em quase todo ponto.

O Teorema 5.1 foi enunciado em [13] para o caso ρ(ω) irracional. No entanto, ao analisar

a prova verificamos que o resultado vale para qualquer número de rotação.

Definição 14. Um campo de linhas (não trivial) em C∗ é uma diferencial de Beltrami

µ = µ(z)
dz

dz

onde µ(z) é uma função complexa mensurável tal que:

(a) para quase todo z ∈ C∗, |µ(z)| = 0 ou |µ(z)| = 1.

(b) o suporte supp(µ) := {z ∈ C∗ ; |µ(z)| = 1} tem medida positiva.

Dizemos que o conjunto de escape de f suporta um campo de linhas µ invariante se
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supp(µ) ⊂ If e

µ(f(z))
f ′(z)

f ′(z)
= µ(z)

para quase todo z ∈ C∗, com f ′(z) 6= 0.

O resultado a seguir é uma consequência imediata do Teorema 5.1.

Corolário 15. Para cada ω ∈ [0, 1), o conjunto de escape de fω não suporta um campo de

linhas invariante e simétrico.

5.1 Classificação das componentes de Fatou

Suponha que o conjunto de Fatou de fω é não vazio. Pelo fato de a órbita crítica estar

contida no círculo unitário, segue-se da Proposição 4.2 que não existem ciclos de anéis de

Herman e nem de discos de Siegel em F(fω), uma vez que a origem é uma singularidade

essencial de fω. Além disso, o Teorema 4.2 implica que existe apenas um ciclo periódico no

conjunto de Fatou de fω, e este ciclo deve ser (super)atrator ou parabólico. Ambos podem

ocorrer. Isto prova o resultado a seguir.

Proposição 5.2. Suponha que o conjunto de Julia de fω é diferente de C∗. Então, o conjunto

de Fatou F(fω) possui um único ciclo periódico, (super)atrator ou parabólico, e não contém

domínios errantes.

Ainda neste caso, o número de rotação ρ(ω) deve ser, necessariamente, racional. Portanto,

obtemos o

Corolário 16. O número de rotação ρ(ω) é irracional se, e somente se, J (fω) = C∗.

Na figura 5.4, a órbita de todo ponto no círculo unitário é densa neste subconjunto.

5.2 Medida do conjunto de Julia

Nesta seção o objetivo é verificar que a área do conjunto de Fatou de Eω em cada faixa

vertical de comprimento unitário é finita. Isto implica, em particular, que o conjunto de

Julia de fω tem medida positiva para cada ω ∈ [0, 1). Mais precisamente, demonstraremos

o seguinte teorema.

Teorema 5.2. Para todo ω ∈ [0, 1), o conjunto de escape de fω tem medida positiva e o

conjunto de Fatou tem medida finita.



5.2 MEDIDA DO CONJUNTO DE JULIA 57

Figura 5.3: Conjunto de Julia de fω, onde ω = (
√
5−1)/2, para k = 2; Na figura aparece o círculo

unitário e algumas componentes de Fatou.

Figura 5.4: Conjunto de Julia de fω, onde ω = 1/2, para k = 2; nela aparece o círculo unitário.

Seguiremos as ideias de McMullen [49] e Schubert [56] para provar o Teorema 5.2. Pri-

meiro mostraremos que Eω tem expansão uniforme e não-linearidade limitada numa certa
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Figura 5.5: Conjunto de Fatou (componentes em preto) de Eω para k = 3 e ω = 0, 2831, no
retângulo [0, 1]× [−0, 7, 0, 7].

região do plano complexo. Para cada y ∈ R positivo, definimos a região

R(y) := {z ∈ C ; |Im z| > y}

Lema 5.2.1. Existe y0 ∈ R tal que

|E ′ω(z)| ≥ 1

2
e2kπ|Im z| e

∣∣∣∣E ′′ω(z)

E ′ω(z)

∣∣∣∣ < 10k

para quaisquer ω ∈ C e z ∈ R(y0).
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Demonstração. Para todo z ∈ C,

E ′ω(z) = 1 +
k∑
j=1

πjaj
(
e2πijz + e−2πijz

)
e E ′′ω(z) =

k∑
j=1

2(πj)2iaj
(
e2πijz − e−2πijz

)
Como

lim
|Im z|→∞

|E ′ω(z)|
e2kπ|Im z| = kπ|ak|

e

lim
|Im z|→∞

|E ′′ω(z)|
e2kπ|Im z| = 2(kπ)2|ak|,

existem y1 e y2 positivos tais que

|E ′ω(z)|
e2kπ|Im z| ≥

1

2
kπ|ak|, para |Im z| > y1,

e
|E ′′ω(z)|
|E ′ω(z)| ≤ 10k, para |Im z| > y2.

Como kπ|ak| ≥ 1 para todo inteiro k positivo, é suficiente escolher y0 := max{y1, y2}.

Aumentando-se y0 se necessário, podemos supor que y0 > 1136 e portanto, Eω tem

expansão uniforme em R(y0):

|E ′ω(z)| ≥ 2, z ∈ R(y0). (5.2)

Definição 17. Dados um número real r > 0 e um subconjunto B ⊂ C, um r-empacotamento

de B, que será denotado por packr(B), é a coleção dos quadrados da grade Gr contidos em

B. Usaremos a notação
⋃

packr(B) para a reunião desses quadrados.

Lema 5.2.2. Dado y ≥ y0, defina yj = expj(kπy)/kπ para todo j ∈ N. Se Q ⊂ R(yj) é um

quadrado de lado r <
√

2/80k então

dens
(⋃

packr
(
Eω(Q) ∩R(yj+1)

)
, Eω(Q)

)
≥ 1− 2yj+1

exp(2kπyj)

para todo j ∈ N0.
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Demonstração. Fixemos j ∈ N0 e seja Q um quadrado em R(yj) de lado r > 0. Como yj > 0

segue-se que Eω é conforme em Q e pelo Lema 5.2.1, obtemos

NEω(Q) < 10kdiam(Q) = 20kr
√

2 < 1/4. (5.3)

E pelo Lema 4.2.3,

LEω(Q) < 1 + 8NEω(Q) < 3. (5.4)

Fixemos z0 ∈ Q. Como

LEω(Q) ≥ supz∈Q |E ′ω(z)|
infz∈Q |E ′ω(z)| (5.5)

temos

sup
z∈Q
|E ′ω(z)| ≤

(
inf
z∈Q
|E ′ω(z)|

)
LEω(Q) ≤ |E ′ω(z0)|LEω(Q),

e portanto,

diam
(
Eω(Q)

)
≤
(

sup
z∈Q
|E ′ω(z)|

)
diam(Q) ≤ 3r|E ′ω(z0)|

√
2. (5.6)

Também segue-se de 5.5 que

inf
z∈Q
|E ′ω(z)|2 ≥ |E

′
ω(z0)|2

LEω(Q)2
>

1

9
|E ′ω(z0)|2.

Logo,

m
(
Eω(Q)

)
≥
(

inf
z∈Q
|E ′ω(z)|2

)
m(Q) >

r2

9
|E ′ω(z0)|2. (5.7)

Como z0 ∈ R(yj), segue-se do Lema 5.2.1 que

|E ′ω(z0)| ≥ 1

2
exp(2kπ|Im z0|) >

1

2
exp(2kπyj). (5.8)

Agora considere os seguintes subconjuntos da grade Gr:

A := {Qr ∈ Gr ; Qr ∩ Eω(Q) 6= ø} , B := {Qr ∈ Gr ; Qr ⊂ Eω(Q) ∩ (C−R(yj+1))}

e

C := {Qr ∈ Gr ; Qr ∩ ∂Eω(Q) 6= ø ou Qr ∩ (∂R(yj+1) ∩ Eω(Q)) 6= ø}
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Então ⋃
Qr∈A

Qr =
⋃

packr

(
Eω(Q) ∩R(yj+1)

)
∪
[ ⋃
Qr∈B

Qr

]
∪
[ ⋃
Qr∈C

Qr

]
,

e portanto, a densidade de
⋃

packr

(
Eω(Q) ∩R(yj+1)

)
em Eω(Q) é igual a

dens

( ⋃
Qr∈A

Qr, Eω(Q)

)
− dens

( ⋃
Qr∈B

Qr, Eω(Q)

)
− dens

( ⋃
Qr∈C

Qr, Eω(Q)

)
(5.9)

Dos resultados já encontrados, obteremos uma estimativa para cada parcela acima.

Primeiro, observe que todo quadrado Qr ∈ B está contido no retângulo com centro na

origem, de altura igual a 2yj+1 e largura diam(Eω(Q)). Portanto,

dens

( ⋃
Qr∈B

Qr, Eω(Q)

)
≤ 2yj+1diam(Eω(Q))

m(Eω(Q))

Usando as estimativas 5.6, 5.7 e 5.8 concluimos que

dens

( ⋃
Qr∈B

Qr, Eω(Q)

)
≤ 108

√
2

r
· yj+1

exp(2kπyj)
(5.10)

Por outro lado, segue-se do Lema 4.2.4 que

#C ≤ 12 + 21LEω(Q)|E ′ω(z0)|,

e portanto,

dens

( ⋃
Qr∈C

Qr, Eω(Q)

)
≤ (12 + 21LEω(Q)|E ′ω(z0)|)r2

m(Eω(Q))
(5.11)

Como y0 > 1136 (> ln(206)/2π), segue-se do Lema 5.2.1 que

|E ′ω(z0)| ≥ 1

2
exp(2kπy0) ≥ 1

2
exp(2πy0) > 108,

e portanto,
9(12 + 63|E ′ω(z0)|)

|E ′ω(z0)|2 ≤ 568

|E ′ω(z0)| .

Das relações 5.4, 5.11 e 5.8 temos:
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dens

( ⋃
Qr∈C

Qr, Eω(Q)

)
<

1136

exp(2kπyj)
<

yj+1

exp(2kπyj)
(5.12)

Para finalizar combinamos 5.9, 5.10, 5.12 e a igualdade

dens

( ⋃
Qr∈A

Qr, Eω(Q)

)
= 1

para obter o resultado.

Teorema 5.3. Seja y ≥ y0. Se Q é um quadrado em R(y) de lado r <
√

2/80k então

dens(I(Eω), Q) > 1− 19 exp(−kπy).

Prorrogaremos a prova do Teorema 5.3 para o final desta seção a fim de obter a demons-

tração do Teorema principal.

Proposição 5.3. Se S := {z ∈ C ; 0 ≤ Re z ≤ 1 e Im z ≥ 0} então S − I(Eω) tem medida

finita, para todo ω ∈ [0, 1).

Demonstração. Seja r <
√

2/80k e escolha l0 natural tal que rl0 > 1. Para cada j ∈ N0 e

0 ≤ l ≤ l0, considere o quadrado

Ql
j :=

{
z ∈ C ; lr ≤ Re z ≤ (l + 1)r e jr ≤ Im z ≤ (j + 1)r

}
Então

S ∩R(y0) ⊆
∞⋃
j=0

l0−1⋃
l=0

Ql
j.

E ainda, se j0 é o menor inteiro positivo tal que rj0 ≥ y0 então Ql
j ∈ Gr é um quadrado em

R(y0) para quaisquer j ≥ j0 e 0 ≤ l ≤ l0. Pelo Teorema 5.3

dens(I(Eω), Ql
j) > 1− exp(−kπjr),
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para todo j ≥ j0. Portanto

m([S ∩R(y0)]− I(Eω)) ≤ m

([
∞⋃
j=0

l0−1⋃
l=0

Ql
j

]
− I(Eω)

)

≤
∞∑
j=0

l0−1∑
l=0

m(Ql
j − I(Eω))

=
∞∑
j=0

l0−1∑
l=0

(
1− dens(I(Eω), Ql

j)
)
m(Ql

j)

<

∞∑
j=0

l0−1∑
l=0

19r2 exp(−kπjr)

= 19r2

[
j0−1∑
j=0

l0−1∑
l=0

exp(−kπjr) +
∞∑
j=j0

l0−1∑
l=0

exp(−kπjr)
]

≤ 19l0r
2

[
j0 +

∞∑
j=j0

exp(−kπjr)
]

≤ 19l0r
2

[
j0 +

1

1− exp(−kπr)

]
.

Logo,

m(S − I(Eω)) ≤ y0 + 19l0r
2

[
j0 +

1

1− exp(−kπr)

]
<∞.

Demonstração do Teorema 5.2. Para cada n ∈ Z, considere a faixa vertical

Sn = {z ∈ C ; n ≤ Re z ≤ n+ 1}.

Pela Proposição 5.3, e por Eω ser simétrica em relação ao eixo real, o conjunto de Fatou de

Eω na faixa S0 tem medida finita; e ainda, o conjunto de escape de Eω em S0 tem medida

positiva. Como Eω comuta com a translação z 7→ z+ 1, essa mesma conclusão é válida para

qualquer faixa Sn, com n ∈ Z. Como S0 ∩ I(Eω) projeta-se no conjunto de escape de fω,

através do recobrimento z 7→ exp(2πiz), segue-se que

I(fω) = I0(fω) ∪ I∞(fω)

tem medida positiva, e portanto J (fω) tem medida positiva. Além disso, com o mesmo
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argumento conclui-se que F(fω) tem medida finita.

Demonstração do Teorema 5.3. Sejam y ≥ y0 e Q, um quadrado em R(y) de lado r <
√

2/80k. Considere a sequência definida por yj = expj(kπy)/kπ para cada j ∈ N. Em

particular

kπyj+1 = exp(kπyj) para cada j ∈ N. (5.13)

A seguir construiremos uma sequência de coleções de subconjuntos de Q que satisfazem as

condições encaixantes. Seja E0 := {Q} e recursivamente definimos

Ej :=
{
Gj ⊂ Q ; Gj ⊂ Fj−1 ∈ Ej−1 e Ej

ω(Gj) ∈ packr

(
Ej
ω(Fj−1) ∩R(yj)

)}
,

para cada j ∈ N. Em particular, F0 = Q.

Em outras palavras, Ej é a coleção de pré-imagens porEj
ω dos quadrados no r-empacotamento

de Ej
ω(F ) ∩R(yj) para cada F ∈ Ej−1. Seja nj := #Ej. Usaremos a seguinte notação:

Ej =
{
F 1
j , F

2
j , . . . , F

nj
j

}
Com essa construção, cada F l

j é compacto e pelo Lema 5.2.2 temos

dens
(⋃

packr
(
Ej+1
ω

(
F l
j

)
∩R(yj+1)

)
, Ej+1

ω

(
F l
j

))
≥ 1− 2yj+1

exp(2kπyj)
(5.14)

para todo j ∈ N0 e 1 ≤ l ≤ nj.

Por construção, a sequência (Ej) satisfaz os itens (a), (b) e (c) das condições encaixantes.

Falta verificar apenas o item (d).

Para 1 ≤ l ≤ nj, seja h : Ej+1
ω (F l

j) −→ Q um ramo da inversa de Ej+1
ω . Pelo Lema 4.3.2

temos

Lh(E
j+1
ω (F l

j)) < 9. (5.15)

Como

dens
(
h(A), h(Ej+1

ω (F l
j))
)
≤ Lh(E

j+1
ω (F l

j))
2dens(A,Ej+1

ω (F l
j)),
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para todo A ⊆ Ej+1
ω (F l

j) mensurável, segue-se de 5.14 e 5.15 que

dens

(
nj+1⋃
l=1

F l
j+1, F

l
j

)
= 1− dens

(
F l
j −

nj+1⋃
l=1

F l
j+1, F

l
j

)

= 1− dens

(
h

(
Ej+1
ω

(
F l
j −

nj+1⋃
l=1

F l
j+1

))
, h
(
Ej+1
ω

(
F l
j)
)))

≥ 1− Lh(Ej+1
ω (F l

j))
2dens

(
Ej+1
ω

(
F l
j −

nj+1⋃
l=1

F l
j+1

)
, Ej+1

ω

(
F l
j)
))

≥ 1− 9dens
(
Ej+1
ω

(
F l
j

)
−
⋃

packr
(
Ej+1
ω

(
F l
j

)
∩R(yj+1)

)
, Ej+1

ω

(
F l
j)
))

> 1− 9
(

1− dens
(⋃

packr
(
Ej+1
ω

(
F l
j

)
∩R(yj+1)

)
, Ej+1

ω

(
F l
j

)))
≥ 1− 18

yj+1

exp(2kπyj)
.

Observe que

1− 18
yj+1

exp(2kπyj)
>

1

2
,

para quaisquer k e j naturais.

Para obter o item (d) das condições encaixantes para a sequência (Ej), basta escolher

∆j := 1− 18
yj+1

exp(2kπyj)
.

Pelo Lema 4.3.1, se

E :=
∞⋂
j=1

nj⋃
l=1

F l
j

então

dens(I(Eω), Q) ≥ dens(E,Q) ≥
∞∏
j=0

∆j

Mostraremos que o produto à direita da desigualdade acima, é convergente. Para tanto, note

que

1− 18
yj+1

exp(2kπyj)
= 1− 18

kπ expj+1(kπy)
≥ 1− 18

kπ exp(kπy)
e−j

já que

expj+1(kπy) ≥ ej exp(kπy)
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para todo j ∈ N0, e

log(1− x) > −2x

se 0 ≤ x ≤ 1/2. Com isso,

log

(
∞∏
j=0

∆j

)
=
∞∑
j=0

log

(
1− 18

kπ expj+1(kπy)

)
> − 36e

kπ(e− 1) exp(kπy)

Logo,

dens(I(Eω), Q) ≥ exp

(
− 36e

kπ(e− 1) exp(kπy)

)
≥ 1− 36e

kπ(e− 1) exp(kπy)
> 1−19 exp(−kπy).

5.3 Recorrência

Para uma função f ∈ End(C∗) com singularidades essenciais em 0 e ∞, consideraremos

o conjunto

P̂ (f) := P (f) ∪ {0,∞}.

Nesta seção vamos provar o

Teorema 5.4. Seja ω ∈ [0, 1). Então, para quase todo z ∈ J (fω),

lim
n→∞

dχ
(
fnω (z), P̂ (fω)

)
= 0,

onde dχ é a distância cordal em Ĉ.

Corolário 18. Se fω é hiperbólica então o conjunto de escape de fω atrai quase toda órbita

em J (fω).

Corolário 19. Para todo ω ∈ [0, 1), fω não é recorrente.

O Teorema 5.4 é uma combinação do Corolário 16 com uma simples adaptação de [7,

Theorem] para endomorfismos de C∗, que apresentaremos a seguir.

Proposição 5.4. Seja f ∈ End(C∗) com singularidades essenciais em 0 e∞. Se J (f) 6= C∗
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então, para quase todo z ∈ J (f),

lim
n→∞

dχ
(
fn(z), P̂ (f)

)
= 0.

Usaremos o seguinte Lema (veja [7, p. 18]).

Lema 5.3.1. Seja f ∈ End(C∗) com singularidades essenciais em 0 e ∞. Considere o

conjunto

E :=

{
z ∈ J (f) ; lim sup

n→∞
dχ
(
fn(z), P̂ (f)

)
> 0

}
. (5.16)

Se X ⊆ J (f) é invariante e m(E ∩X) > 0 então m(C∗ −X) = 0.

Demonstração da Proposição 5.4. Suponha que o conjunto

E :=

{
z ∈ J (f) ; lim sup

n→∞
dχ
(
fn(z), P̂ (f)

)
> 0

}
.

tem medida positiva. Pelo Lema 5.3.1, com X = E, segue-se que m(C∗ − E) = 0. Como

C∗−J ⊆ C∗−E, concluímos que m(C∗−J ) = 0 e portanto J = C∗, uma contradição.

Seguindo [7, p. 18], apresentaremos a prova do Lema 5.3.1.

Demonstração do Lema 5.3.1. Suponha que X ⊆ J (f) é invariante e m(E ∩X) > 0. Para

cada q ∈ N, considere o conjunto

Eq :=

{
z ∈ J (f) ; lim sup

n→∞
dχ
(
fn(z), P̂ (f)

)
> 1/q

}
.

Então Eq ⊆ Eq+1 para todo q ∈ N, de onde segue-se que E =
⋃∞
q=1Eq. Portanto,

m(E ∩X) = lim
q→∞

m(Eq ∩X).

Isto implica que existe q > 0 tal que m(Eq ∩ X) > 0. Seja z0 ∈ Eq ∩ X um ponto de

densidade de Eq ∩X. Então, existe uma subsequência (nj) crescente tal que

d(fnj(z0), {0,∞}) ≥ d(fnj(z0), P̂ (f)) > 1/q, para todo j ∈ N.



68 DINÂMICA DA FAMÍLIA DE ARNOL’D GENERALIZADA 5.3

Em particular, existe R > 0 tal que

1

R
< |fnj(z0)| < R, para todo j ∈ N. (5.17)

E mais, escrevendo-se zj = fnj(z0), existe r > 0 tal que

B(zj, 2r) ∩ P (f) = ø, para todo j ∈ N.

Neste caso, existe um ramo da inversa de fnj em B(zj, 2r) que denotaremos por gj, tal que

gj(zj) = z0 para todo j ∈ N.

Para cada j ∈ N, sejam Bj := gj(B(zj, r)) e rj := r|g′j(zj)|/4. Pelo Lema 4.2.1, temos

B(z0, rj) ⊆ Bj ⊆ B(z0, 16rj). (5.18)

Para ver que a sequência (rj) converge para zero, suponha que existam um subconjunto

M ⊂ N infinito e um número real s > 0, tal que s < rj para todo j ∈ M . Com isso,

B(z0, s) ⊂ B(z0, rj) para cada j ∈M e por 5.18 obtemos

fnj(B(z0, s)) ⊂ fnj(B(z0, rj)) ⊆ fnj(Bj) = B(zj, r).

Por 5.17, a sequência (zj) é limitada e, escolhendo s > 0 suficientemente pequeno, po-

demos assumir que |z| > 1/2R para todo z ∈ B(z0, s). Logo, a família (fnj)j∈M é unifor-

memente limitada em B(z0, s) e portanto normal, o que contradiz o fato de z0 estar no

conjunto de Julia de f . Provamos, assim, que rj → 0 quando j → ∞. Por outro lado,

segue-se novamente de 5.18 que

m(X ∩B(z0, 16rj))

m(B(z0, 16rj))
= 1− m(B(z0, 16rj)−X)

m(B(z0, 16rj))
≤ 1− m(Bj −X)

256m(Bj)

para todo j ∈ N, e como z0 é um ponto de densidade de X obtemos

lim
j→∞

m(Bj −X)

m(Bj)
= 0.
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Mas, pelo Lema 4.2.2 temos

m(B(zj, r)−X)

m(B(zj, r))
≤ 812m(Bj −X)

m(Bj)
,

já que X é invariante. Portanto,

lim
j→∞

m(B(zj, r) ∩X)

m(B(zj, r))
= 1. (5.19)

Novamente por 5.17 podemos supor que (zj) converge para um certo z ∈ C∗, tomando-se

uma subsequência se for preciso. Assim, segue-se de 5.19 que

m(B(z, r) ∩X) = m(B(z, r)),

e portanto, N := B(z, r)−X tem medida nula. Como z ∈ J (f), existe n > 0 suficientemente

grande tal que fn(B(z, r)) = C∗. Para terminar a prova basta ver que

C∗ −X ⊆ fn(N).

A proposição a seguir é uma imediata adaptação dos resultados de [7] para o contexto

de endomorfismos holomorfos de C∗.

Proposição 5.5. Seja f um endomorfismo holomorfo de C∗ com singularidades essenciais

em 0 e ∞. Se o conjunto E, definido em 5.16, tem medida positiva então, para todo m ∈ N,

(a) fm é recorrente e ergódica.

(b) a órbita de quase todo z ∈ C∗ por fm é densa em C∗.

Uma função f ∈ End(C∗) é dita ergódica se para qualquer A ⊆ C∗ mensurável que

satisfaz f−1(A) = A tem-se m(A) = 0 ou m(C∗ − A) = 0.

Demonstração do Teorema 5.4. Se ρ(ω) é racional então J (fω) 6= C∗, pelo Corolário 16. A

conclusão segue da Proposição 5.4. Suponha agora que ρ(ω) é irracional. Como os conjuntos
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de escape I0(fω) e I∞(fω) são invariantes e ambos têm medida positiva, pelo Teorema 5.2,

segue-se que fω não é ergódica. Pela Proposição 5.5, o conjunto E tem medida nula.



Apêndice A
Prova do Teorema 3.2

A seguir apresentaremos com detalhes a prova do Teorema 3.2, que generaliza o Lema

4.3 [13, p. 1011] para qualquer criticalidade. Mas antes precisamos relembrar uma exten-

são do binômio de Newton, uma ferramenta útil nessa discussão, conhecida como Teorema

Multinomial:

(x0 + x1 + · · ·+ xk)
2 =

k∑
j=0

x2
j + 2

∑
0≤p<q≤k

xpxq

Escrita de outra forma,

(x0 + x1 + · · ·+ xk)
2 = x2

0 +
k∑
j=1

x2
j + 2x0

k∑
m=1

xm + 2
k−1∑
`=1

k∑
m=`+1

x`xm (A.1)

Demonstração do Teorema 3.2. Consideremos

Eω(z) = z + ω +
k∑
j=1

aj sin(2jπz)

Lembrando que, para z = x+ iy,

sin(2πjz) = sin(2jπx) cosh(2jπy) + i cos(2jπx) sinh(2jπy), (A.2)

obtemos as relações

Re (E0(x+ iy)) = x+
k∑
j=1

aj sin(2jπx) cosh(2jπy) (A.3)

71
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e

Im (E0(x+ iy)) = y +
k∑
j=1

aj cos(2jπx) sinh(2jπy). (A.4)

Na identidade A.1, fazendo-se

x0 = x e xj = aj sin(2jπx) cosh(2jπy)

chega-se à seguinte relação:

Re 2
(
E0(z)

)
= x2 +

k∑
j=1

a2
j sin2(2jπx) cosh2(2jπy)+

+2
k∑

m=1

amx sin(2mπx) cosh(2πmy)+

+2
k−1∑
`=1

k∑
m=`+1

a`am sin(2`πx) sin(2mπx) cosh(2`πy) cosh(2mπy)

(A.5)

Analogamente, das equações A.1 e A.4,

Im 2
(
E0(z)

)
= y2 +

k∑
j=1

a2
j cos2(2jπx) sinh2(2jπy)+

+2
k∑

m=1

amy cos(2mπx) sinh(2mπy)+

+2
k−1∑
`=1

k∑
m=`+1

a`am cos(2`πx) cos(2mπx) sinh(2`πy) sinh(2mπy)

(A.6)

Agora, a partir das relações A.5 e A.6, obteremos um limitante inferior para |E0(z)|2.

Passo 1:
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Lembrando que sinh2(2πjx) = cosh2(2πjx)− 1 temos

sin2(2jπx) cosh2(2jπy) + cos2(2jπx) sinh2(2jπy) = cosh2(2jπy)− cos2(2jπx)

≥ cosh2(2jπy)− 1

=
cosh(4jπy)− 1

2

Portanto, para quaisquer x, y ∈ R e z=x+iy, segue da identidade A.2 que

k∑
j=1

a2
j | sin(2πjz)|2 =

k∑
j=1

a2
j

(
sin2(2jπx) cosh2(2jπy) + cos2(2jπx) sinh2(2jπy)

)
e portanto,

k∑
j=1

a2
j | sin(2πjz)|2 ≥

k∑
j=1

a2
j

2
cosh(4jπy)−

k∑
j=1

a2
j

2
(A.7)

Passo 2:

Para todo x ∈ R temos

−|x| ≤ x sin(2πx) ≤ |x|,

de onde segue-se que

−|x| ≤ x sin(2mπx) ≤ |x|,

para todo x ∈ R e qualquer inteiro positivo m. Isto implica, em particular, que

−|x| cosh(2mπy) ≤ x sin(2mπx) cosh(2mπy) ≤ |x| cosh(2mπy).

Por outro lado, para todo y ∈ R,

y cos(2mπx) sinh(2mπy) ≥ −|y| sinh(2mπ|y|)

≥ −|y| cosh(2mπ|y|)

= −|y| cosh(2mπy)

e
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y cos(2mπx) sinh(2mπy) ≤ |y| sinh(2mπ|y|)

≤ |y| cosh(2mπ|y|)

= |y| cosh(2mπy)

Logo,

−|y| cosh(2mπy) ≤ y cos(2mπx) sinh(2mπy) ≤ |y| cosh(2mπy),

para quaisquer x, y ∈ R. Com isso, se am ≥ 0 temos

amx sin(2mπx) cosh(2mπy) + amy cos(2mπx) sinh(2mπy) ≥ −am(|x|+ |y|) cosh(2mπy),

enquanto que, para am < 0,

amx sin(2mπx) cosh(2mπy) + amy cos(2mπx) sinh(2mπy) ≥ am(|x|+ |y|) cosh(2mπy).

Em qualquer caso, para todo x, y ∈ R e qualquer inteiro positivo m,

amx sin(2mπx) cosh(2mπy) + amy cos(2mπx) sinh(2mπy) ≥ −|am|(|x|+ |y|) cosh(2mπy).

Portanto, um limitante inferior para

2
k∑

m=1

am
(
x sin(2mπx) cosh(2πmy) + y cos(2mπx) sinh(2mπy)

)
é

− 2(|x|+ |y|)
k∑

m=1

|am| cosh(2mπy). (A.8)

Passo 3:

Observe que, para quaisquer x, y ∈ R e `,m ∈ N,

− cosh(2`πy) cosh(2mπy) ≤ sin(2`πx) sin(2mπx) cosh(2`πy) cosh(2mπy)

≤ cosh(2`πy) cosh(2mπy)
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e
− sinh(2`πy) sinh(2mπy) ≤ cos(2`πx) cos(2mπx) sinh(2`πy) sinh(2mπy)

≤ sinh(2`πy) sinh(2mπy),

de onde segue-se que a expressão

∣∣ sin(2`πx) sin(2mπx) cosh(2`πy) cosh(2mπy)+cos(2`πx) cos(2mπx) sinh(2`πy) sinh(2mπy)
∣∣

é superiormente limitada por cosh
(
2(`+m)πy

)
. Portanto, se a`am ≥ 0 então

a`am
(

sin(2`πx) sin(2mπx) cosh(2`πy) cosh(2mπy)+cos(2`πx) cos(2mπx) sinh(2`πy) sinh(2mπy)
)

é inferiormente limitada por

− a`am cosh(2(`+m)πy). (A.9)

Analogamente, se a`am < 0, a expressão A.9 é inferiormente limitada por

a`am cosh(2(`+m)πy).

Em qualquer caso

−|a`am| cosh(2(`+m)πy)

é um limitante inferior para a expressão A.9.

Das estimativas obtidas nas desigualdades A.7 e A.8, e aquela obtida no passo 3, con-
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cluímos a seguinte desigualdade:

|E0(x+ iy)|2 ≥
(
x2 + y2 − 1

2

k∑
j=1

a2
j

)
+

1

2

k∑
j=1

a2
j cosh(4jπy)−

−2(|x|+ |y|)
k∑

m=1

|am| cosh(2mπy)−

−2
k−1∑
`=1

k∑
m=`+1

|a`am| cosh(2(`+m)πy)

(A.10)

Para terminar a demonstração obteremos novas estimativas para |E0(x + iy)|2, a partir

da desigualdade A.10.

Passo 4:

Primeiro é preciso lembrar que, da última parcela no segundo membro da desigualdade A.10,

m+ ` < 2k − 1, de onde segue-se que 2(`+m) ≤ 4k − 2. Logo,

cosh
(
2(`+m)πy

)
≤ cosh

(
(4k − 2)πy

)
.

Tomando-se

C1 := 2
k−1∑
`=1

k∑
m=`+1

|a`am| > 0,

temos a seguinte estimativa:

− 2
k−1∑
`=1

k∑
m=`+1

|a`am| cosh
(
2(`+m)πy

)
≥ −C1 cosh

(
(4k − 2)πy

)
(A.11)

Passo 5:

Por outro lado, do Corolário 6 obtemos a2
j ≥ a2

k para 1 ≤ j ≤ k, e com isso

1

2

k∑
j=1

a2
j cosh(4jπy) ≥ 1

2
a2
k cosh(4kπy) (A.12)

Relacionadas às desigualdades A.11 e A.12, precisaremos das estimativas a seguir.
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Afirmação 1. Para todo y ∈ R e qualquer inteiro positivo k, vale

cosh(4kπy) ≥ cosh
(
(4k − 2)πy

)
cosh(2πy) (A.13)

Demonstração da Afirmação 1. Para todo y ∈ R e qualquer inteiro positivo k, temos:

cosh((4k − 4)πy) ≤ cosh(4kπy)

⇔ cosh(4kπy) cosh(4πy)− sinh(4kπy) sinh(4πy) ≤ cosh(4kπy)

⇔ cosh(4kπy) cosh(4πy)− cosh(4kπy) ≤ sinh(4kπy) sinh(4πy)

⇔ cosh(4kπy)[cosh(4πy)− 1] ≤ sinh(4kπy) sinh(4πy)

⇔ cosh(4kπy)
[
(2 cosh2(2πy)− 1)− 1

]
≤ sinh(4kπy) sinh(4πy)

⇔ 2 cosh(4kπy) cosh2(2πy)− 2 cosh(4kπy) ≤ 2 sinh(4kπy) sinh(2πy) cosh(2πy)

⇔ cosh(4kπy) cosh2(2πy)− sinh(4kπy) sinh(2πy) cosh(2πy) ≤ cosh(4kπy)

⇔ cosh((4k − 2)πy) cosh(2πy) ≤ cosh(4kπy)

Afirmação 2. Existe y0 ≥ 0 real tal que, para todo inteiro positivo k,

1

2
a2
k cosh(4kπy)− C1 cosh

(
(4k − 2)πy

)
≥ 1

4
a2
k cosh(2kπy) cosh(2πy), (A.14)

sempre que |y| ≥ y0.

Demonstração da Afirmação 2. Seja y0 o menor número real não-negativo tal que

cosh(2πy0) ≥ 4C1

a2
k

.

Como o cosseno hiperbólico é par e crescente para y ≥ 0, obtemos

1

2
a2
k cosh(2πy)− C1 ≥

1

4
a2
k cosh(2πy)

se |y| ≥ y0. Juntando-se essa desigualdade com a Afirmação 1, tem-se:
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1

2
a2
k cosh(4kπy)− C1 cosh((4k − 2)πy) ≥ cosh

(
(4k − 2)πy

) [1

2
a2
k cosh(2πy)− C1

]

≥ 1

4
a2
k cosh

(
(4k − 2)πy

)
cosh(2πy)

≥ 1

4
a2
k cosh(2kπy) cosh(2πy),

já que 4k − 2 ≥ 2k.

Passo 6:

Seja y1 := max
{
y0, 1 + 1

2

∑k
j=1 a

2
j

}
. Se |y| ≥ y1 então

x2 + y2 − 1

2

k∑
j=1

a2
j ≥ 0 (A.15)

Passo 7:

Defina C2 := 2
∑k

m=1 |am| > 0. Para todo y ∈ R temos:

−2(|x|+ |y|)
k∑

m=1

|am| cosh(2mπy) ≥ −2(|x|+ |y|)
k∑

m=1

|am| cosh(2kπy)

= −C2

(
|x|+ |y|

)
cosh(2kπy)

(A.16)

Aplicando-se, agora, as estimativas obtidas nas desigualdades A.11, A.12, A.15 e A.16,

na desigualdade A.10, obtemos uma nova estimativa para |E0(x+ iy)|2:

|E0(x+ iy)|2 ≥ 1

2
a2
k cosh(4kπy)− C2(|x|+ |y|) cosh(2kπy)− C1 cosh((4k − 2)πy)

E da Afirmação 2 obtemos

|E0(x+ iy)|2 ≥ 1

4
a2
k cosh(2kπy) cosh(2πy)− C2(|x|+ |y|) cosh(2kπy),
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isto é,

|E0(x+ iy)|2 ≥
(

1

4
a2
k cosh(2πy)− C2(|x|+ |y|)

)
cosh(2kπy). (A.17)

Defina C3 :=
a2
k

4C2

e considere a função t 7−→ ε(t) definida por

ε(t) := C3 cosh(2πt)− t− 1.

Essa função ε é estritamente convexa e possui um mínimo global em

t0 :=
1

2π
ln

(
1 +

√
1 + 4π2C2

3

2πC3

)
> 0.

Portanto, pelo Teorema do Valor Intermediário, para cada s ≥ ε(t0) existe um único ϕ(s) ≥

t0 tal que ε(ϕ(s)) = s. Como ε é estritamente convexa para t ≥ t0, o mesmo ocorre com ϕ

para s ≥ ε(t0), já que

ϕ′′(s) = − [ϕ′(s)]
3
ε′′(ϕ(s)).

Dessa forma, se t ≥ ϕ(s) então

ε(t) ≥ ε(ϕ(s)) = s.

Considere agora a função ϕ : [0,+∞) −→ R definida por

ϕ(s) =

 max{y1, ϕ(s)}, se s ≥ ε(t0);

max{y1, t0}, se 0 ≤ s ≤ ε(t0).

Aumentando y1 se necessário, suporemos que

exp(2kπy1) > C2.

Essa escolha é para garantir que

1−
√
C2e−kπy1 > 0.
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Se |y| ≥ ϕ(|x|) então, da desigualdade A.17,

|E0(x+ iy)|2 ≥
(

1

4
a2
k cosh(2πy)− C2(|x|+ |y|)

)
cosh(2kπy)

=
1

C2

(
a2
k

4C2

cosh(2πy)− |x| − |y|
)

cosh(2kπy)

=
1

C2

(C3 cosh(2π|y|)− |x| − |y|) cosh(2kπy)

≥ 1

C2

(
(|x|+ |y|+ 1)− |x| − |y|

)
cosh(2kπy)

=
1

C2

cosh(2kπy))

de onde segue-se que

|E0(x+ iy)| ≥ 1√
C2

exp(kπ|y|)

Por outro lado, se 0 < ω < 1 então

|Eω(z)| = |E0(z) + ω| ≥ |1− |E0(z)|−1| · |E0(z)|.

Portanto, se |y| ≥ ϕ(|x|) temos

|Eω(x+ iy)| ≥ 1√
C2

(
1−

√
C2e−kπy1

)
exp(kπ|y|)

Para completar a prova, basta tomar

C0
.
=

1√
C2

(
1−

√
C2e−kπy1

)
.
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