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“I sat before the wise man
In the autumn of my youth...”
Ao professor Orlando Lopes.
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And fire lightens the scene
Makes tragedy look beautiful
A scavenger shadow sort remains

In black gasoline smoke

From leaves drops liquid sorrow
Swallowed by deadend fields
And the soft voice of reason

shattered by polished grenades

And our princess future
Fades out in black
Into the same eternal winter

Seizes the land we leave

Children left without an answer
Shoved into a game of fear
And a mute world that is watching

As all of us are going down

Star shells cut the red night sky
Raining fire up to heaven
Painting pictures in a frenzy

Leaving scars in angels faces
Where. . .

Where do I. ..
Where do I belong?

Coroner. “The Favorite Game”. Coroner. Noise Records, 1995. CD.
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Resumo

NARIYOSHL, J. F. C. Sobre uma conjectura de E. De Giorgi. 2017. 101 f. Dissertagdo (Mestrado) - Instituto

de Matematica e Estatistica, Universidade de S3o Paulo, Sio Paulo, 2017.

Esta monografia estuda uma recente prova de E. Serra e P. Tilli a uma conjectura de E. De Giorgi, segundo
a qual se poderia obter solugdes da equagio de onda nio-linear O# + |#[P"1» = 0 como limites de minimi-
zadores de funcionais convexos. Essa descoberta constrdi uma inesperada e nova ponte entre equagbes de
evolugio complicados e problemas variacionais elementares. Alem de tal demonstragio, sio discutidos alguns
aspectos da teoria das equagio da onda nio-lineares e expostas generalizagdes deste novo método variacional
a certas equagdes hiperbolicas e parabdlicas. Uma breve introdugdo aos espagos de Lebesgue com valores em

um espago de Banach foi acrescida para fins de autossuficiéncia.

Palavras-chave: equagdes diferenciais parciais, calculo de variagdes, equagdes de evolugio, equagio da onda,

equagdo do calor.
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Abstract

NARIYOSHYI, J. F. C. On a conjecture of E. De Giorgi. 2017. 101 p. Thesis (Master’s Degree) - Instituto de

Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sio Paulo, 2017.

This monography studies a recent proof from E. Serra and P. Tilli of a conjecture of E. De Giorgi, ac-
cording to which one could obtain solutions of the nonlinear wave equation O% + |#|P~'u = 0 as limits of
minimizers for convex functionals. This breakthrough builds an unexpected and new bridge between hard
evolution equations and rather painless variational problems. Besides the mentioned proof, some elements
of the theory of the nonlinear waves equations are discussed and generalizations of this method to certain
hyperbolic and parabolic equations exposed. A brief introduction to the vector-valued Lebesgue spaces was

added for the sake of completeness.

Keywords: partial differential equations, calculus of variations, evolution equations, wave equation, heat

equation.
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Capitulo 1

Motivagao

A thousand souls are waiting, for a day that never comes

A thousand eyes still closed, cause they’re afraid to see the world

Two thousand hands are bound, with golden chains they bought themselves
Two thousand legs can’t walk, cause they never learned to move

A thousand hearts are bleeding, despite the nails of unknown pain
A thousand heads are bowed, pray for mercy, pray for gold

Two thousand feet are stumbling, on the roads that lead nowhere
Two thousand ears are deaf, from the noise of luxury

Don’t you know you keep the nature chained in dungeons black as coal?
Don’t you know you adore an eagle with broken wings,

Roses that never bloom, wheels that never spin,

Bells that never ring, hands too far to reach?

Coroner. “The Lethargic Age”. Grin. Noise Records, 1993. CD.

1.1 A conjectura de De Giorgi e sua relevancia

Um fato muito bem conhecido, mas cuja explicagio racional parece superar a compreensdo humana, é de
que diversos fendmenos naturais podem ser descritos por meio de principios variacionais.! Este inesgotavel
enigma deu origem a uma série de Weltanschanungs importantes, que vio desde o sistema filosofico de G. W.
Leibniz até a teoria eletrodinamica de R. P. Feynman (veja, e.g., I. Ekeland (2006)).

O motivo do estarrecimento é o seguinte. Principios variacionais, em uma linguagem imprecisa, e de
fato incorreta, asserem que “a Natureza age do melhor modo possivel”. Evidentemente a nogio de “melhor”
varia de situagdo para situagdo: o exemplo primordial, conhecido por “principio de Fermat”, diz que os raios
luminosos entre dois pontos sempre percorrem o caminho mais rapido. Neste caso, portanto, a nogdo de
melhor seria a de minimizar o tempo gasto.

Apesar de hoje se saber que essa ideia de “melhor modo possivel” nem sempre é verdadeira, possuimos
uma formulagdo mais rigorosa, mas igualmente misteriosa, dos principios variacionais. Em certos sistemas
fisicos descritos por equagdes diferenciais, é possivel se introduzir um funcional chamado “a¢3o”, que possui
aforma I(un) = f Ldt, onde a fungdo L é o chamado lagrangeano. Em mecanica, L(#) geralmente expressa a
diferenga entre a energia cinética e potencial de #; para o caso dos raios luminosos, (#) é o tempo gasto para
a luz percorrer uma trajetoria # em um certo meio conhecido. O principio variacional entdo afirma é que as

1Esta afirmagio é de V. I. Arnold (2003), donde se baseia parte da discussdo desta seio.
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solugdes # destas equagdes (i.e., as configuragdes possiveis do sistema fisico), sio os pontos criticos de /; ou
seja, aqueles sobre os quais a variag3o infinitesimal de / ¢ nula. Por isto, se entende que %1 (n+e¢)._, =0
para uma classe conveniente de fungdes-teste ¢. Na nomenclatura classica do Calculo de Variages, a equagio
diferencial original é chamada de “equagio de Euler” para o funcional /.

Informalmente, a versdo moderna do principio variacional diz que na verdade nio ¢ sempre que a Na-
tureza minimiza quantidades, mas esta invariavelmente “deriva e iguala a zero”. Em particular, se # ¢ um
minimo para /, entdo # € solugio do sistema fisico, generalizando o principio prévio.

Do ponto de vista do matematico, argumentos variacionais tém um papel central no estudo das equagdes
diferenciais da Fisica. De suas finalidades, sdo de especial importancia os chamados principios de Dirichlet e
o de Noether.

O primeiro foi originalmente descoberto independentemente em meados do século XIX por tanto C. F.
Gauss e G. L. Dirichlet. Ele se aplicava ao problema de contorno para a equagio de Poisson

—Au(x) = f(x) sex € Q
u(x)=0 sex € 9Q

onde Q ¢ um dominio limitado suave em RN (N > 2) e f € C(Q). Este tipo de equagio surge esponta-
neamente no estudo de potenciais eletrostaticos e gravitacionais e, exceto para casos especiais de Q, nio ¢é
imediato saber se tem de fato solugfo. Gauss e Dirichlet observaram no entanto que as solugdes # € C(Q)
podiam ser caracterizadas como minimos do funcional

I(n) = fg {%wmnz —f(x)u(x)}dx (1)

na classe das fungdes em C2(Q) que se anulam em 9Q. (Isto decorre facilmente do teorema do divergente). Por
sua vez, este funciona quantifica a energia potencial do problema estacionério (1.1) e é limitado inferiormente.
Isto os levou a concluir, por via de premissas puramente heuristicas, que de fato o infimo de (1.1) era atingido,
consequentemente comprovando a existéncia da desejada solugio.

Este formidavel argumento, infelizmente, estava aquém do rigor matematico da entdo recém-nascida Ana-
lise Matematica e foi golpeado fatalmente por K. Weierstrass, ao exibir um simples funcional limitado inferi-
ormente mas sem ponto de minimo. Todavia, apds anos em desgraga, o principio de Dirichlet foi finalmente
redimido no comego do século XX por D. Hilbert. Seu método consistia em estender a nogdo de solugio para
um contexto abstrato propicio no qual problema de minimizagio fazia sentido e depois provar que tal fungio
generalizada cumpria (1.1) em seu significado original; veja, z. B., F. John (1994) ou, para um tratamento mais
moderno, H. Brezis (2011).

Desde entdo, a conexdo entre problemas elipticos e o Calculo de Variagdes se tornou uma ativa area de
pesquisa matematica, tendo fantastico éxito no estudo de problemas elipticos nio-lineares como

—Au(x) = |lu()Pu(x) sex €Q

u(x)=0 se x € 90Q (1:2)
para um certo expoente p > 1. O funcional relacionado
T = [ {51908 = o L (13
al2 p+1 ' '

¢ ilimitado inferiormente e superiormente, porém seu comportamento pode ser muito bem descrito tanto
perto da origem, quanto perto do infinito. Disto uma elegante teoria, chamada de mérodos minimax, permite
provar a existéncia de solugdes para problemas como (1.2); veja, e.g., P. H. Rabinowitz (1986).

A outra técnica variacional citada, o principio de Noether, se aplica a uma outra classe de problemas
e tem uma diferente finalidade. Este teorema afirma que se o funcional ag¢io é invariante por uma familia
de transformagdes, seus pontos criticos satisfazem uma lei de conservagdo. Um modelo a se ter em mente €
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equagdo da onda

62
a—jj(ax) = (An)(t, x), (1.4)

a qual, a0 menos formalmente, é a equagio de Euler para o funcional

prjlf“%@quwmm@wm. (15)

(observe que o lagrangeano &, de fato, a diferenga entre a energia cinética e potencial de #. Quando dizemos
formalmente é porque h4 a priori nenhuma raz3o para se achar que esta integral é convergente). Uma vez que
este funcional ¢ invariante pelo chamado grupo de Poincaré (que consiste de translagdes no espago-tempo e
transformagdes de Lorenz, ou rotagdes hiperbdlicas), hd uma série de quantidades preservadas por solugbes
de (1.4), das quais a conservagio da energia é um caso particular. Essas e outras identidades sio indispensaveis
para se investigar a geometria das equag3es hiperbdlicas; consulte, e.g., J. Shatah-M. Struwe (2000) e W. A.
Strauss (1990).

Apesar de tanto (1.1) e (1.4) possuirem uma formulagdo variacional, cada um o interpreta distintamente,
pois os funcionais de (1.1) e de (1.5) sdo estruturalmente muito diferentes. Com efeito, a a¢do em (1.5) da
equagio da onda nio é limitado inferior nem superiormente, nfo possui propriedades de convexidade ou
concavidade, nfo tem crescimento perto da origem e perto do infinito facilmente estimados. Portanto, sio
raramente empregados métodos variacionais na prova da existéncia de solugdes para (1.4).

Nio obstante, o célebre matematico italiano E. De Giorgi formulou uma alternativa para esse empecilho
funcional na seguinte conjectura.

Conjectura 1.1.1. Seja kb > 1 um inteiro. Para todo & > 0, seja (t,x) € [0,00) X RN > u,(t,x) 0 minimo do
Jfuncional

o= [ [ e 272 )+ ot ol + Lot bdeds (1.6)
o(v) = ) RNe >\ 32 X 5 o(t, x Zkv , X x 1.

sujeito as condigdes iniciais
ov N
2(0,x) = a(x), E(O,x) = B(x), x eR (1.7)
onde a, B € C (RN) sdo fungdes dadas. Entdo, existe o limite
u(t,x) = lim u.(t,x)
-0+
e este soluciona em (0,0) x RN 4 equacio da onda néo-linear

0*u

ar?

sujeito as condigdes de fronteira (1. 7).

(t,x) — Au(t,x) + u(t,x)* 1 =0 (1.8)

A justificativa intuitiva desta questio é a seguinte. Realizando os calculos formais, nio é dificil verificar

que a equagdo de Euler de (1.6) é
,0%u Pu Pu b1
&——F -2+ —=~Au—-u
ot* o> ot?

Passando € a zero, esta equagdo se transforma em exatamente (1.8). Crucial aqui ¢ que Fy ¢ estritamente
convexo, ndo-negativo e, na topologia adequada, é coercivo, de modo que a existéncia e unicidade do minimo
g apresentam nenhuma dificuldade.

A importancia dessa conjectura jaz no fato de que, se verdadeira, ela construiria uma nova e inesperada
conexio entre equagdes de evolugido dificeis tal qual (1.8) e o Calculo de Variagdes. Nas palavras do desta-
cado analista estadunidense L. Nirenberg, ela “suggests a very interesting approach for solving interesting for
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solving initial value problem for the wave equation with a nonlinear term involving a power of the function via a
minimization problem {...}.”2

Assim, o resultado que inspira a elaboragio da presente dissertagio é a seguinte resposta essencialmente
afirmativa publicada por E. Serra e P. Tilli (2012) no prestigiado periddico Annals of Mathematics:?

Teorema 1.1.1. Seja p > 1 um niimero real. Para todo & > 0, seja (t, x) € (0,00) X RN = u.(t, x) 0 minimo de

ro= [ [ el (atza x>) #3190 00 +

com condigdes iniciais (1. 7), onde

1Iv(t,x)|1”+1}a,'xdt (1.9)

a, B € H(RN)n L2 (RN). (1.10)

Entéo, toda sequéncia &, > O tendendo a O, contém uma subsequéncia &, para a qual u converge a u :
(0,00) X RN — R nos seguintes sentidos:

g — u fortemente em L1((0, T) X Q) para todos q € [1,2] U [1,p + 1), (1.11)
QccRNeT >0
e — u fracamente em H'((0,T) x RN) para todo T > 0; (1.12)

ser — uem quasetodot > Oex € RN,

Esta fungdo limite u é ainda mais wuma solucdo fraca de
*u
ot?

sujeito as condigdes iniciais (1. 7) e satisfazendo as seguintes estimativas

—Au+ |ulfu =0 (1.13)

u € L=((0, 00); LPYH(RN)),

u € LY ((0,00); LA(RN)),
Vu € L=((0,00); L2RN )Y, (1.14)
— e L(
52
ot 92

(0, 00); L*(RN)),
€ L=((0, c0); (H ™! + L&) (RN)).

Ademais, vale a desigualdade de energia: se

2
e(t) = fRN {%(Z—iz(t,x)) + %|Vu(t,x)|2 +

et < e0)= [ {%Iﬁ(x)lz + 2o + ]ﬁla(x)lpﬂ}dx

! 1|M(t,x)|11’+1}afx

entdo

para quase todo t > 0.

Esclarecemos este teorema. Em primeiro lugar, enquanto a conjectura original se referia apenas a expoen-
tes naturais impares e com dados iniciais muito suaves, o resultado de Serra e Tilli permite que o expoente seja
qualquer real maior ou igual a 1 e que os dados estejam no espago sensivelmente maior H' N LP*!, E evidente
também o funcional em (1.9) é apenas a tradugio de (1.6) para este contexto mais geral.

2A conjectura de De Giorgi apareceu primeiramente em De Giorgi (1996), mas também se encontra, traduzido ao inglés, na
coletdnea De Giorgi (2006) junto com o comentrio citado de Nirenberg. De Giorgi formulou esta conjectura inspirado pelo trabalho
de T. Ilmanen (1994) acerca da regularizacdo eliptica e aplicagBes a geometria.

3Notemos que U. Stefanelli (2011) ja havia feito progresso nessa conjectura. Entretanto seu método era mais complicado e o
resultado mais fraco. Veja também o artigo de M. Liero e U. Stefanelli (2013) para uma aplicagio em Mecinica Lagrangeana.
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Apesar de o limite de fato existir, nio se sabe se é tinico, como almejava a conjectura original. No entanto,
em dimensio 1 e 2 ou para p < §#2 quando N > 3, ¢ possivel se provar que s6 ha uma solugio para (1.13).
Nestes casos entdo a hipétese de De Giorgi é verdadeira.

Ainda assim, mesmo para p suficientemente grande, o teorema nio apenas fornece uma solugio global,
mas uma com um certo grau de regularidade, que é a desigualdade de energia. Esse tipo de propriedade parece
estar intimamente ligada com problemas de unicidade, como sera discutido durante o texto.

Tal como imaginado por De Giorgi, o0 método empregado por Serra e Tilli depende somente de esti-
mativas a priori relacionadas ao funcional (1.9) e portanto pode ser estendido para outras equagdes (como
as de Klein-Gordon), condi¢des de contorno etc. Por tal motivo, este argumento, de indiscutivel beleza e

simplicidade, ja garantiu seu lugar nas cronicas matematicas e podera ser de grande relevancia no futuro.

1.2 Organizagio do trabalho

Foi composto este texto como se segue.

No capitulo inicial, fazemos uma breve introdugio aos espacos L? de um intervalo de nimeros reais a
um espago de Banach, que serdo de fundamental importancia no palco abstrato por tras do teorema 1.1.1. Em
especial, damos énfase a diferentes perspectivas aos espacos de Sobolev que essa nova teoria proporciona.

Em seguida, nos ocuparemos ativamente em provar detalhadamente o teorema central da dissertagdo. A
demonstragio aqui exposta sera parcialmente influenciada por um segundo artigo de Serra e Tilli (2016) que
apresenta tal resultado como produto de um esquema mais geral.

A segunda parte do trabalho ¢ dividido em trés partes cujos contetdos disjuntos. Na primeira apresenta-
mos a generalizagio desse método variacional para uma classe de equages hiperbdlicas. Depois, comparamos
o resultado de Serra e Tilli com a teoria das equagdes ndo-lineares da onda, que foi alvo de grande desenvolvi-
mento entre as décadas de 1960 e 1990. Por Gltimo, mostramos uma adaptagio a conjectura de De Giorgi para
problemas parabdlicos.

Para a conveniéncia do leitor, alguns fatos usados dispersadamente ao longo da dissertagdo sobre espagos
de Sobolev foram demonstrados no apéndice A.

1.3 Notagoes

Fixemos certas notagdes, algumas destas ja adotamos no texto acima.
Sejam Q ¢ RN um aberto nio-vazio e 0 < T < co. Dada uma funcio # : (0,T) x Q ¢ Rx RN — R,
denotaremos por Don = 9% = 4 = u, e D;u = g—;’i = uy, paral <1 < N, sejam estas derivadas no sentido

classico, sejam no fraco. Analogamente, escreveremos 7% = Déu = Uy, ij = D;Djpara0 < 1,7 < N etc.

As vezes, serd cOmodo usar a notacio de L. Schwartz: se @ = (a1, . ..,an) é um multi-indice em RN, D%«
simboliza o operador diferencial D{" --- D3 u. Ao contrrio do caso anterior no entanto, estas derivadas
sdo todas em respeito a x.

0 0

— (0_ _0_ A : - & 0 A
Naturalmente, V = ( Far 8xN) sera o operador de Hamilton, enquanto A = 57 +ot o denotara

2

2

N

o de Laplace, ou simplesmente laplaciano, na variavel espacial x € RN . Outra transformacio que nos sera ttil
. 2

a de D’Alembert, ou d’alembertiano, dado por 0 = % - A.

Se E for um espago de Banach, sua norma sera denotada por || ||z ou por || || se nio houver perigo de
confusdo. Por {, )z« g,ou(, ), entenderemos o produto da dualidade entre E e seu dual E*: (f,x) = f(x),
Vf € E* e x € E. Especialmente, quando E for hilbertiano, se optard por |#| = ||u|| = (#,#)"?, onde
(, )=(, )& éo produto escalar em E. Em particular, se v = (vy,...,v5) € RN, |v)? = Zf\il ‘vf =9 - .
Todos os espagos encontrados serio reais.

LP(Q; E) e WP(Q; E) denotario, respectivamente, os espagos de Lebesgue e Sobolev de “fungdes” de
Q (com a medida de Lebesgue) a valores em um espago de Banach E. O conhecimento do caso em que Q
¢ um aberto de RN e E = R, no nivel de como estd em H. Brezis (2011), serd presumido. Nesta situagio

refere-se também escrever L2 (Q) e W2 (Q). Se ainda Q = RY, que ser4 o caso mais frequente, serd comum
p q q
simplesmente por L e WP Para p = 2, se costumara chamar W%(Q; E) = H™(Q; E).
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Ainda no contexto de espagos de Lebesgue, sempre que p > 1, p” denotara o seu conjugado, i. e., 0 Ginico
numero real estendido para o qual vale 1/p + 1/p” = 1. Identicamente, escreveremos o expoente critico de
1 _1_1

Sobolevp*comoF=1—7—N,selﬁp<N.

Outros espagos que surgirio naturalmente nas discussdes sio os cléssicos C*(Q; E) das fungdes k vezes
continuamente diferenciaveis de Q em E, e C.(Q; E) das continuas que tém suporte compacto. Deste modo,
pOe-se Cck(Q; E) = CR(@Q; E) N Co(Q; E). Se uma fungio # € CH(Q;E) é tal que suas derivadas até ordem
k se estendem continuamente em €, escreveremos que # € CF(Q;R). Novamente, serd normal escrever
Ck(Q) = CH;R), C.(Q) = C.(R) e assim por diante. Analogamente, se omitira Q quando este for o
espaco todo RN Desta maneira, C® ¢ o tradicional das fung&es-teste da teoria de distribuices.

Em alguns momentos, utilizaremos argumentos baseados na transformada de Fourier. Adotamos portanto

a notagio (Ff)(&) = f(¢) = f[RN f(x)e ™*4dx, se f € L'(RN). Evidentemente, estendemos esta transfor-
magio para L? (através do teorema de Plancherel) e para o espago das distribuigdes temperadas (por duali-
dade). Caso f = f(z,x), escreveremos f(£,&) = (Ff(£))(€), que é formalmente fRN f(t,x)e”*¢dx. Para
os resultados basicos da Analise Harmonica, defini¢do dos espagos H® para s real etc., veja, e.g., F. Linares-G.
Ponce (2009), J.-L. Lions-E. Magenes (1972), W. Rudin (1991) ou L. Tartar (2007).

Mais uma nogdo que também usaremos constantemente ¢é a de funcional de Neminski, que é essencial no
estudo das equagdes nio-lineares. Uma das melhores referéncias é o livro de D. de Figueredo (1989).

Dados dois abertos w e Q em RN, se dird que w est4 FORTEMENTE CONTIDO em £, simbolicamente
w CC Q, caso w C Q e w for compacto.

Finalmente, por C em geral se entendera uma constante genérica > 0. Para explicitar do que depende
C, escreveremos C = C(,...,*), onde os termos em asterisco sio as variaveis em questio. Adotaremos a
convengio de que esta constante C pode mudar de linha para linha.

Daqui em diante, N serd um inteiro > 3. Apesar de a teoria deste texto valeria também para N = 1 e
N = 2 com adaptag3es evidentes, esta inclusio trivial desuniformalizaria a apresentagio dos teoremas.*

*A diferenga é que quando N > 3, o expoente critico de Sobolev 2* estd bem definido e ¢é finito. Assim, as desigualdades de
Sobolev para N = 1 e N = 2 sio mais fortes, o que por sua vez beneficia as conclusdes de alguns teoremas especificos.



Capitulo 2

Os espacos de Lebesgue L7(1; E)

Children, fragile minds beware

This world is about to cut your hair
This world is about to bleach your skin
This world is about to lock you in

Gentle, fragile minds beware

This world will appear, cold and bare

This world wants to eat all of your dreams
But there is more than what it seems

Children, fragile minds beware

Sun is about to disappear

Concrete is danger over here

Now leave that place, mayhem and fear

Coroner. “Caveat (To The Coming)”. Grin. Noise Records, 1993. CD.

Neste capitulo inicial, apresentaremos os rudimentos da teoria dos espagos de Lebesgue com valores em
um espago de Banach. A discussio sera focada somente no caso em que o dominio de integragio é um intervalo
dos nlimeros reais, ja que, além de ser protagonista na teoria das equagdes de evolucio e dispensar algumas
tecnicalidades, ¢ a unica situagio encontrada nesta monografia. O tratamento aqui exposto ¢ parcialmente
baseado nas obras de H. Brezis (1973), Th. Cazenave-A. Haraux (1999) e K. Yosida (1980), onde o leitor pode
se aprofundar no tema.

Sejam portanto I C (—o0, c0) um intervalo aberto ndo-vazio e £ um espago de Banach abstrato.

2.1 A integral de Bochner

Previsivelmente, esses espagos L? tém em sua esséncia a nogdo de limite advinda de uma integral, conceito
que ainda deve ser introduzido uma vez que os integrandos serdo fun¢des em espagos normados completos sem
a priori nenhuma outra estrutura. Para tal finalidade reproduziremos a construgio da integral de Lebesgue,
evitando no entanto o uso de propriedades genuinamente exclusivas de quando o contra-dominio sio os
nimeros reais.

Uma fungdo s : I — E é chamada siMPLES se admitir uma representagio do tipo

s(t) = ) aglx, (t) (2.1)

a€A
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paratodo t € I, onde a, € E, A é uma familia finita de indices, e, para @ € A, X, C I é um conjunto
mensuravel (2 Lebesgue), paraa qual 1x, : [ — (—00, ) é a fungdo caracteristica.

Agora, uma aplicagdo # : I — E ¢ dita (FORTEMENTE) MENSURAVEL se houver uma seqiiéncia de fungdes
simples (5,,)nen tal que s,(¢) — #(t) para quase todo ¢ € I. Isto evidentemente estende a nogdo usual (veja,
e.g., W. Rudin (1976), teorema 11.20). Note que a classe das fun¢des mensuraveis é fechada pelas operagdes
algébricas de soma de aplicagdes e multiplicagdo por escalar, além de incluir as fungdes continuas de [ a E.

A defini¢io acima, baseada no conceito de densidade, é muito conveniente para operagdes com integragio,
mas aparenta ser de dificil verificagdo. Felizmente existe um critério muito pratico devido a B. J. Pettis.

Denomina-se uma fungdo # : I — E FRACAMENTE MENSURAVEL se, para qualquer / € E*, ¢t € [
(f,u(t)) for mensuravel (a Lebesgue); e também ser4 dita DE IMAGEM QUASE SEPARAVEL caso haja um conjunto
de medida nula N C [ para o qual #(/ \ N) for separavel. Com isto, podemos enunciar:

Teorema 2.1.1 (Pettis). Uma funcio n : I — E é mensurdvel se, e somente se, for fracamente mensurdvel e de
imagem quase separdvel.
Ademais, se u for mensuravel, t € I — ||u(t)|| € R serd mensurivel.

Note que a condigio de imagem quase separavel é redundante quando E for um espago separavel. A
demonstragdo da parte da necessidade no teorema acima ¢é imediata, enquanto a suficiéncia ¢ mais delicada,
ja que depende de se fazer uma aproximagio de E por subespacos de dimensio finita. O lema crucial é o
seguinte:

Lema 2.1.1. Se M for um espaco de Banach separdvel, M* na topologia fraca-+ o-(M*, M) possui um conjunto
enumerdvel denso.

Demonstragio. Escolhendo (x3) uma sequéncia densa em M, seja, para todo inteiro 7 > 1, M, o subespago
gerado por x1, . . ., X,. Como cada M,, é de dimensio finita, M, também é e, por conseguinte, é separavel. Po-
demos assim construir uma sequéncia (f, £ )ren densa em M. Aplicando o teorema de Hahn-Banach, estenda
cada f,,; a um funcional ¢, em M* com |l¢,¢lla+ = |l flla:. Provemos agora que D = U::k:l{go’l’k}
satisfaz as condiges desejadas.

Esta tarefa é claramente mesmo que demonstrar que, dado ¥ € M*, se pode tomar uma sequéncia ()
em D tal que (¥, x) — (¥, x) para todo x € M. E isto que faremos no préximo parégrafo.

Dado que cada ¢}, ¢ um elemento de M}, tome um ky satisfazendo ||f,z, — ¥ u, Iz < 1/n. Ponha
portanto ¥, = ¢, 1, . Para todo x; fixado, (W, x1) = W, x )| < | fup, =W, Iz l1%11lar — O quando 7 — co.
Mais ainda, como || llars = || frp, llar; < W1y, gz +1/7 < W |lag+ +1/n, a sequéncia () é uniformemente
limitada. A conclusio desejada entdo vem de um argumento padrio de densidade.

/177

Demonstragio do teorema de Pettis. Como discutimos, basta mostrar que, se # : (0,7) — E for fracamente
mensuravel e de imagem quase separavel, entdo ela sera fortemente mensuravel. Mudando # em um conjunto
de medida zero, podemos supor que N = @ (da defini¢do de imagem quase separavel) e que #(]) esta contido
num subespago M de E separavel.

Pelo lema, hd uma sequéncia {¢,} densa de em M* na topologia fraca-*. Para todo a € M e & > 0,
temos que {t € I;||lu(t) —al|l < &} = N> {t € I;{pn, u(t)) < &+ (@pu,a)} e portanto ¢ mensuravel.
Particularmente, analisando o caso a = 0, concluimos que ¢ — ||%(¢)|| é mensuravel.

Por outro lado, como #(I) é separavel para qualquer € > 0, pode-se tomar ay,a,... em E tais que
Uaen{aa+&BE} contém u(I).! Jaque cada Y, = {t € I; u(t) € ao+&Bg} € mensuravel, X, = Ya\U%:1Ya
também o ¢, tornando a fungio f/ = Y 4, 1x, bem definida e mensurével (pelo conta da disjun¢do dois-a-dois

dos X,’s). Ademais, || f(¢) — u(¢)|| < & paratodo ¢ € I.
Em outras palavras, uma fun¢io mensuravel pode, apés uma modificagio em um conjunto de medida
zero, ser uniformemente aproximada por aplicagdes “quase” simples. Isto da o resultado desejado. /117

Observe que um corolario da prova acima é de que, se #,, : I — E ¢ uma sequéncia de fun¢des mensura-
veis e #,(t) — u(t) para quase todo ¢ € I, entdo # é mensuravel.

1Aqui Br = {a € E;||all < 1} éabola unitiria em E, donde a4 + £Bf é a bola centrada em a4 e de raio .
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Uma fungio simples s : I — E, s = Y ,c4 dq1x,, serd dita INTEGRAVEL caso cada X, tiver medida finita.
Nesta situagdo, sua integral, como esperado, é o vetor f] s(t)dt dado por

f[s(t)dt = Z 1 X, |d

a€A

onde | X, | significa a medida de X,. A integral de uma fung¢io simples independe da escolha de sua represen-
tagdo em (2.1).

Mais geralmente, uma aplicagdo mensuravel # : I — E é chamada INTEGRAVEL se houver uma seqiiéncia
de fungdes simples (s,,) tal que?

lim f||u(t) — s,(t)||dt = 0.
n—oo I

Diante disso, pode-se definir univocamente a INTEGRAL (A BOCHNER) de # como o limite

flu(t)dt :nggoflsn(t)dt.

O célebre teorema de S. Bochner da uma caracterizagio elementar das fungdes integraveis:

Teorema 2.1.2 (Bochner). Para uma funcio mensurdavel w : I — E ser integravel é necessdrio e suficiente gue

f1||14(f)||df < oo,
Assim sendo, vale a desigualdade ” f] u(t)dt” < f]”%(t)”dt-

Demonstragio. Novamente a parte do “somente se” ndo apresenta nenhuma dificuldade. A reciproca exige o
seguinte artificio: usando o teorema de Riesz-Fischer usual, existem fung¢des simples f1, f2,...: 1 — [0, +0)
tais que f,, — ||l#|l em LY(I) e que f,,(t) < g(t) paratodo t € I, onde g € L}(I). Assim, escolhendo uma

sequéncia de fung¢Bes simples integraveis (s,) convergindo a # em quase todo ponto e €, > 0 com &, — 0,
fn(®)

Isn () I+&n
e lv,(t) — u(t)|| — O para quase todo ¢. Assim o teorema da convergéncia dominada diz que flllvn(t) -
u(t)||dt — 0, mostrando que # é integravel.

A desigualdade da Gltima asser¢do € obviamente valida para fungdes simples; dai por densidade é obtido o

caso geral. /177

vemos que v,(t) = s»(t) define uma sequéncia de fungdes simples tal que [|v,(t) — u(¢)|| < 24(t)

Evidentemente que caso # : [ — E ¢ integravel, é também integravel em todo /| C I por restrigdo.
. C e e ey t .
Em particular, pode-se definir a “primitiva” U(t) = ft . u(s)ds, onde to € I. Aqui, como no que se segue,

adotaremos a convengio de que f ; == fﬂ b casoa < b

Apesar da integral de Bochner ser um sucessor natural da de Lebesgue, nio é muito claro saber como
obter o significado exato da integral de /. Se E for um espago de fungdes por exemplo, note f fdt é per se
uma fungio. H4 no entanto uma nogio correlata a integral de Bochner, que seria uma a Riemann: ao invés
de aproximarmos f por fung¢des simples, empregariamos s’s como em (2.1), mas cujos X,’s sio intervalos
e a4’s sio valores de f nesses conjuntos. Desta observagdo, é imediato concluir que a integral de Bochner
¢é uma ferramenta mais forte. Todavia, em alguns casos, como quando f* é continua e em determinados E’s
“concretos”, ¢ possivel calcular explicitamente o vetor f fdt via este argumento & Riemann.> Na tltima
secdo do capitulo, exploraremos algumas aplicagdes destes e dos préximos conceitos a serem apresentados no
contexto de espagos de Sobolev.

Enfim, fagamos uma observacio incontestavel, mas que é empregada frequente e tacitamente. Digamos
que F ¢é um outro espago de Banach que F C E continuamente. Se # : I — F ¢ integravel, ela também ¢
integravel como uma fung¢io com valores em E. Em especial, fica univocamente definido fl u(s)ds.

?Trivialmente pode se verificar que # — s, é mensuravel para todo 7 = 1,2,.. .. Por conseguinte, o teorema de Pettis assere que
a fungio nio-negativa ¢t > ||#(t) — s,(t)|| é mensuravel e assim possui uma integral a Lebesgue bem-definida (possivelmente igual a
+00).

3Para ilustrar este escolio, sejam Q C RY um aberto nio vazio e f e CcIxQ).Se E = LP(Q) paral < p < o0, é ficil ver que
u : I — E, dada por #(t)(x) = f(t,x), é continua. Podemos consequentemente falar na integral f] udt = L. Agora, o raciocinio

acima conclui que precisamente L(x) = f] f(t,x)dt. Este exemplo ser4 generalizado mais adiante.
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2.2 Definicio dos espacos L?(I; E)

Munidos de um conceito de mensurabilidade, ja podemos definir os espagos que entitulam este capitulo.
Por LP(I;E) (1 < p < ), entende-se a classe das fun¢des* # : I — E tais que t + |lu(t)|| esta em
LP(I)( = LP(I;R)). E neles tomada a norma

{ [lw@irde}™” (1< p <o)

Wotll e (1;E) = {
Ess. Sup, ;llu(®)ll  (p = o0).

Quando estiver subentendido o intervalo / e o espago E, prefere-se a notagdes mais comodas || ||z2(7,r) =

I llze = 11 {lp-
Sob certas hipdteses adicionais, estes espagos possuem caracteristicas idénticas ao caso classico £ = R, das

quais algumas so listadas no teorema abaixo.
Teorema 2.2.1. Sdo vdlidas as seguintes propriedades:
1. LP(I; E) é completo para 1 < p < oo;
2. LP(I; E) é separavel para 1 < p < oo se E também o for;

3. O espaco dual de LP(I; E) pode ser identificado com L¥' (I; E*) através da dualidade

(fo) € PIEY X PIE) o [ (s
I
se 1 < p < ooeE” for reflexivo ou separdvel;
4 LP(I; E) é reflexivo caso E o for.

A primeira asser¢do ndo apresenta dificuldades e repete os passos da demonstragio do teorema de Riesz-
Fischer.

J4 a segunda reside em construir uma familia enumeravel de fungbes-escada que é densa em LP([; E); isto
¢ feito através da regularidade da medida de Lebesgue.

Observa-se que por isso a 2.) pode ser refinada da seguinte maneira. Usando fungdes de Urysohn (em t)
prova-se entdo que C.(/; E) também ¢ denso. Por regularizagio (i.e., convolugdo em t) entdo nio ¢ dificil se
notar que esta afirmagio de densidade também vale para C°(1; E).>

As duas tltimas afirmagdes no entanto sio sensivelmente mais dificeis de se provar, ja que necessitam de
um dificil teorema a Radon-Nikodym; as referéncias no assunto sdo N. Dinculeanu (1967) e J. Diestel-]. J.
Uhl ’(1977).

E conveniente também dizer que uma fungdo # : [ — E esta LOCALMENTE EM L?(; E), ou simbolica-
mente # € Lfoc(l ;E), se paratodo M > 0 u Iy Pertence a L?(I; E).¢ Entdo sempre vale, no sentido de
conjuntos, que L?(I; E) ¢ L;. (I;E), qualquer que seja 1 < p < co.

2.3 Definigdo dos espagos de Sobolev W2 (I; E)

De uma fungio # € Llloc(] s E),v e Llloc(] ; £) é uma DERIVADA FRACA OU DISTRIBUCIONAL €aso

f&(t)u(t)dt = —fqb(t)v(t)dt (2.2)
I I

“Na realidade é necessario se identificar duas fun¢des que difiram somente em um conjunto de medida zero. Este procedimento
classico estar4 subentendido ao longo do presente texto.

SEm geral tal técnica de regularizagio e truncamento permite mostrar que, mesmo quando E nio é separavel, para toda # €
LP(I; E) existe uma sequéncia de fungdes ¢, em C°(I; E) tal que ¢, — u em LP(I; E).
(Q;R)), onde Q é um aberto em RN (N > 2), para os

quais em geral é posto # € LfOC(Q) & u € LP(w), paratodo w CC Q. A razio para isto é que nesta situagio unidimensional, entende-
se que as complicacBes de # estdo reservadas aos infinitos; enquanto, no caso multidimensional, na auséncia diregio privilegiada, se
permite que as singularidades das fungdes estejam perto da fronteira.

¢Observe que, de certa maneira, esta definigio difere dos LfOC(Q)( =1

loc



2.3 DEFINICAO DOS ESPACOS DE SOBOLEV WP (I;E) 11

paratoda ¢ € CX(I) = CX(I;R) (ou C(I)).7
Antes de prosseguirmos, ¢ sine qua non estabelecer a unicidade da derivada fraca. Isto essencialmente ¢ o
contetido da seguinte proposi¢io.

Teorema 2.3.1. Suponha que n € L, (I;E) é tal que

fgb(t)u(t)dt =0
1

para toda ¢ € C2(1). Entdo u(t) = 0 para quase todo t € 1.

Demonstragio. Seja f € E*. Trivialmente ¢ — (f, u(t)) é localmente integravel e satisfaz

f OO fn(0))dt = f O d(OuL)dr
I I

={f, d .
<f [ oome t> (23)
=0, Ve Co(I).

(O intercimbio da agdo do funcional f e da integragio em (2.3) é conseqiiéncia do fato de integral ser um
limite de somas finitas para as quais esta troca é valida). Portanto da teoria univariada, {(f, #(¢)) = 0 em quase
toda parte. Uma vez que # tem imagem quase separavel, uma aplicagio do lema 2.1.1 basta para atingir a
conclusio desejada. /177

Por conseguinte, a fungio v em (2.2) €, se existir, unicamente caracterizada (em quase todo ponto) por
u. Assim, ndo ha perigo de escrever v = 7 (outras notagdes possiveis sdo #’ ou ‘(fl—’;) Evidentemente, se
u € CY(I; E), sua derivada usual ser4 a sua derivada fraca.

Nesse momento j4 se pode introduzir os também muito usados espagos de Sobolev W'?(I; E) (1 < p <
o). Estes consistem das fung¢des # € LP(I; E) tais que # igualmente estdo em L?(/; E). Introduz-se portanto
neles norma

u = lullye = llullp + 2,

de modo que o teorema 2.2.1 (exceto o terceiro item) ¢ valido trocando onde est escrito L? por W12, Para
provar isto, basta observar que a relagio (2.2) persiste limites e logo W? pode ser identificado como um
subespaco fechado de L? x L?.

E conveniente escrever H' = W2, especialmente quando E for um espago de Hilbert, ja que este H!
vira também a ser hilbertiano.

Sendo da dimensio do dominio, os espacos de Sobolev possuem algumas propriedades notaveis: seus
elementos informalmente sio “primitivas” de fun¢es em L?. A sucessio de proposi¢des abaixo torna a frase
anterior precisa.

Teorema 2.3.2. Suponha que v € L}oc(l s E) seja tal que sua derivada fraca © = 0 (ou seja, fl d(t)v(t)dt =0
para toda ¢ € C°(1)). Entio existe vy € E tal que v(t) = vo em quase toda parte.

Demonstragio. Lembre-se de que, dada p € C(I), havera ¢y € CX(I) tal que ¢’ = p se, somente se,
[, p(t)dt = 0.

Escolha 8 € C (1) tal que f[ 0(t)dr = 1. Entdo para qualquer ¢ € C°(I), a observagdo anterior afirma
que p(t) = ¢(t) — (fl ¢(s)d$)9(t) ¢ derivada de uma fungio em C°(1). Logo por hipotese

O=ﬁv(t)¢(t)dt—f1¢(t)dt-ﬁ@(t)’u(t)dt

0 que, junto do teorema 2.3.1, d4 a conclusio desejada com vg = fl 0(t)v(t)dt. /177

7Observe que o produto entre uma fungio mensuravel escalar e uma fungio vetorial mensuravel é também mensuravel. Ainda
mais, como 4 fortiori ¢, ¢’ € L=(I), as propriedades de integrabilidade de # e v ndo sio alteradas quando multiplicadas por ¢ ou ¢’.
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Teorema 2.3.3. Sgja | CC I um intervalo nio-vazio (se I = R, podemos tomar | = 1) e defina para todo
|h| < dist(], fronteira de I) o operador linear My, : LP(I; E) — LF(J; E) por

t+h
(Myo)(t) = %f v(s)ds, (v € LP(I; E)).

h—
Para todov € LP(I; E), Mo e (= 7)|]) em LP(]; E) e em quase todo t.

Demonstragio. Aplicando a desigualdade integral de Minkowski vé-se que

t+h 14 1/p
\Mpullre ey = {f]H%ft u(s)ds dt}
1 j4 1/p
< {Lm(ﬂllu(s)llds) dt}
h 1 1/p
— p
sfo |h|{f]||u(t)|| dt} ds

< lwllze;e)

donde se vé que {M},} define uma familia de operadores lineares limitados entre L?(I; E) e L?(J; E) e cujas
normas sio uniformemente limitadas (em /) por 1.

Por outro lado, é ébvio que My — W paratoda ¢ € C (I;E). J& que para qualquer € > O existe
W=y € CO(LE)tal [|lu —yll, < &, tem-se que

\Mpu — ullrr,ey < WMpuw — Mpllegiey + e = Ylloe ey + IMpy = @lle e
<2+ IMpy — Ylle;iE)

e consequentemente
lim sup||Mp,n — ullrr(giE) < 26.
h—0
Isto da a convergéncia em L?(J; E).

Para a quase pontual, modificando # em um conjunto de medida zero, presume-se que #(/) é um conjunto
separavel. Seja entio {a4 }een um conjunto denso. Uma vez que, para todo a, t = |[u(t) — ao|| esta em
Llloc(] ), o teorema da diferenciagio de Lebesgue (veja, e.g., W. Rudin (1987) e P. M. Fitzpatrick-H. L. Royden
(2010)) afirma que

1 t+h o
; f 1) = aallds "=3 1(2) - aul
t

todo t € X,, onde |1\ X,| = 0. Seja X = N>, X,,. Entdo X contém quase todo ¢ € I e para estes t’s vale
< limsup

que
1 t+h
- f u(s)ds — aq
h—0 h t

1 t+h
< limsup 7 f 14(5) = aallds + laq — #(0)]
t

h—0
=2llaq — u(@®)|-

limsup +llae — (@)l

h—0

t+h
% f u(s)ds — u(t)

Ja que se pode tornar ||z, — #(2)]| tio pequeno como se queira, fica provado que Mju(t) — u(t) em quase

toda parte. /117

Teorema 2.3.4. Seja u € Llloc(I; E). A fungio w : I — E dada v(t) = fot v(s)ds é uma derivada fraca de v.*

8 Atente pelo fato de que pela desigualdade de Holder toda fungio em L? est4 localmente em L, de modo que podemos falar na
integral do enunciado.
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Demonstragio. Escolha ¢ € C°(0; T) e observe que vale a seguinte igualdade

w(t +h) —w(t) N ¢(t —h) - ¢(t)
f] ; o(t)dt = fl (1) =t

se |h| < 6 = dist. (I, fronteira de J), onde | C I é um intervalo contendo o suporte de ¢. Passando ao limite,

o teorema 2.3.3 diz o resultado obtido exatamente € (2.2). Isto conclui a prova. /117

Assim, dado # € W (I; E) e to € I, os trés resultados acima afirmam que ¢ + #(t) — f

t: #(s)ds é (em

quase todo ponto) constante. Logo, vale a seguinte versio da desigualdade de Sobolev:

Teorema 2.3.5 (Teorema Fundamental do Calculo). Se » € W?(I; E), entdo para quase todo s,t € I

t
u(t) —u(s) = f u(s)ds.

s

Por conseguinte, WP ¢ C'=1/r (I; E) continnamente.®

A tltima afirmagio devera ser entendida da seguinte maneira. Dos elementos de W ?(I; E), pode ser
escolhido o representante dado pela formula #(t) = u(t5) + ft : #(s)ds, que é continuo. A convengio de
sempre escolher o representante continuo de # sera adotada neste texto.

Se I é limitado, a desigualdade de Holder basta para provar a injegio continua desse teorema; ja quando
|I|] = c0oel < p < o0, & necessario um pouco mais para se ter uma estimativa em L. Sem perda de
generalidade, digamos que I = (—o0, c0). Por aproximagdes, é suficiente s se considerar # em C°(I; E).
Escolhendo f € E* e pondo y(t) = (f, u(t)), uma simples aplicagdo do teorema fundamental do Calculo
e das desigualdades de Holder e de Young dio |y(¢))P < p ftoo ()P~ (5)|ds < const.||w||€(/1yp. Uma vez
que Y(t) = (f,#(t)), o que acabou de ser provado ¢ que [(f, #(t))| < const.||f| l#llw1o(1,)> forgando uma
estimativa do tipo ||#|ec < const.||#|ly s,z por meio do teorema de Hahn-Banach.

Da densidade das fungdes suaves de suporte compacto, o argumento acima assere toda # € WL2(I; E) se

anula “no infinito”, 1. e., | l‘im u(t) = 0 em E. Isto evidentemente s6 tem significado se ] tiver medida infinita.
t|l—>o0

Corolario 2.3.1. Se u € W (I; E), entdo }llim W =u(t)em LP(J; E) paratodo | cC I (sel =R, é
—0

permitido tomar | = 1) e também em E para quase todo t € I.
Demonstragio. Basta fundir o teoremas 2.3.3 € 2.3.5. /117

Para encerrar esta se¢io, ainda introduziremos dois espagos. Define-se os espagos de Sobolev de ordem
maior W”?(I; E) onde m € N, m > 2, indutivamente como o conjunto das fungdes # € W' (I; E) tais que
# € W=V (I; E). Isto vem a ser equivalente a haver fun¢des # = Du, # = D?u, ..., D" u em L?(I; E) tais
que

f D*¢(t)u(t)dt = (1) f o(t)D*u(t)dt
1 1

paratoda ¢ € CX(I). Aqui D = " = d/dt é o operador de derivagio. W™?(I; E) se torna um espago de
Banach sob a norma

m
k
laellwme = > 1DFull,.
k=1

Tal como explicado anteriormente, ¢ comum também se escrever H” = W2,

°Aqui, C*T;E)0<a<1éo espago de Holder, i.e., das fungdes (uniformemente continuas) # : 1> E, para as quais estd
bem-definida a norma ||#||ce = ||#]loo + Supx;&y [lze(x) —(p)||/|x —y|*. Por inércia, entende-se aqui CP como o conjunto das fungdes

continuas e limitadas com a norma da convergéncia uniforme.
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2.4 Exemplos

Mostraremos certos casos em que a teoria aqui exposta é comumente aplicada. Sejam Q ¢ RYN um aberto
nio-vazio,0 < T < el < p < oo.

Exemplo 2.4.1. Relagio entre LP((0; T) x Q) e LP((0, T); LP(Q2)).

Verifiquemos que injegio J : LP((0;T) x Q) — L?((0,T); LP(Q)) dada por (Ju)(¢)(x) = u(t,x) nio
apenas esta bem-definida como ¢ um isomorfismo isométrico.

Primeiro, o teorema de Tonelli afirma, pois fOT fQ lu(t, x)|Pdrdx < oo, que x + u(t, x) é mensuravel e
esta em L?(Q) para quase todo 0 < ¢ < 7. Assim, a fungdo J# : (0,7) — LP(Q) esta bem-definida (a0 menos
para quase todo £).

Notemos que tal J# ¢ mensuravel. Como L?(Q) é separavel, somente temos de verificar que a hipétese de
mensurabilidade fraca. Aqui isto ¢ equivalente a mostrar que ¢ f o f (X)u(t, x)dx é mensuravel para toda
fe L? (Q). No entanto, esta é mais uma consequéncia do teorema de Tonelli, pois fuel(0T)%xQ)
paratodo 77 € (0, 7] N (0, ).

Por conseguinte, o teorema de Fubini mostra que tal / é uma isometria linear, ja que

T
p _ _ p
oy oryanay = [ [ Wt oPdrde = 1l o 7o

Finalmente, a fim de estabelecer a sobrejetividade de J, ¢ suficiente demostrar que sua imagem ¢é densa.
Sejay € LP((0,T); LP(2)). Para todo & > 0, existe uma fungio simples s = ¥, x;g; tal que ||y — s|| < . Por
outro lado, cada ¢; € L?(Q) pode ser tdo bem aproximada por uma fungio simples /#; € L?(Q), de modo a
ainda ter |y — o|| < &, com o = Y, xih;. E facil ver que #(t, x) = o(t)(x) ests em LP(0,T)xQ)eJu =0,
provando a desejada densidade.

Desta maneira, faremos extensivamente a identificacio

LP((0;T) x Q) = LP((0, T); LP(Q))

por meio do abuso de notagio #(t,x) = u(t)(x), dispensando assim a transformagdo /. O cuidado que
deve ser feito ¢ que, ndo é claro que se # € L?((0,T); LP(Q)), a fungio (¢, x) + u(t)(x) vem a ser sequer
mensuravel; isto € no entanto verdade tomando representantes adequados da classe de equivaléncia definida
por ela.1®

/177
Exemplo 2.4.2. Relagio entre W1?((0,T) x Q) e LP((0, T); W #(Q)).
Na veia da discussdo anterior, provemos que

Teorema 2.4.1. O espago LP((0, T); W2(Q)) é exatamente o conjunto das funcées u € LP((0,T) X Q) cujas
primeiras derivadas espaciais (em distribuicio) pertencem igualmente a LP((0, T) X Q).

Esta proposi¢do evidentemente permite a inje¢do isométrica

W((0,T) x Q) c LP((0,T); W' ().

190 mesmo argumento acima também dé seguinte “caracterizagio” de LP((0,T); L9(Q)) para 1 < p,q < oo: este é o espago das
fung¢Bes mensuraveis #(t, x) tais que

f lu(t, x)|?dx < oo
Q

T plq 1/p
[ fo { fg |u<t,x>|qu} dt] = el o7z < -

Estes espagos desempenham um papel central na teoria das equacdes dispersivas; veja, por exemplo, F. Linares-G. Ponce (2009).

para quase todo ¢ e
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Demonstragio. Passo um. Primeiro determinemos que, se # e D;u € LP((0,7) X Q) paral <z < N, entido
vale

fu(t,x)Digb(x)dx=—fDm(t,x)¢(x)dx (2.4)
Q Q

paratoda ¢ € C°(Q),todo 1 <7 < N e quase todo 0 < ¢t < T. Uma vez que podemos interpretar #(t)(x) e
Vu(t)(x) como elementos de, respectivamente, L?((0, T'); L?(Q)) e LP((0, T); L? (Q))N, se comprovara uma
das inclusdes do teorema.!!
Fixe um aberto w cC Q, um indice 1 < i < N e escolha uma seqiiéncia (4,,) tal que |4,| < dist.(w, Fr. Q)
e h, — 0. Como é bem conhecido em espagos de Sobolev, vale o limite
u(t,x + hye;) — u(x)

T
,}f;,fo fw hn

Portanto, aplicando o teorema de Fubini e o de Riesz-Fischer, ha uma subsequéncia (/,,) de (%,) tal que
u(t,x + hle;) — u(x)

lim [ -

para quase todo 0 < ¢ < T. Entdo, passando 7 — oo na identidade
u(t,x + hyei) —u(t,x) $(x — hyei) - ¢(x)
| = e e
Q n Q
mostra-se que (2.4) de fato vale para este z, para toda ¢ com suporte em w e quase todo . O caso geral é
entdo construido exaustando Q por uma sequéncia crescente de (w,), cada um com fecho compacto, e se

4
dxdt =0 (2.5)

D;u(t, x)

dx =0

P
—D;u(t,x)

observando que a unido enumeravel de conjuntos de medida zero tem novamente medida zero.
Passo dois. Reciprocamente, quando # € LP((0, T); W#(Q)), u pode ser entendida como uma fungio em
LP((0, T) x Q) com derivadas espaciais também em L?. De fato, se ¢ € C*((0,T) X Q), o teorema de Fubini

diz que
f fu(t x) (t x)dxdt —f [f u(t, x) (t x)dx]dt
[ oz
f ftp(t x) (t x)dxdt.

Exemplo 2.4.3. Relacio entre W2((0,T) x Q) e W2((0, T); LP(Q)).

/117

Antes, provemos um resultado abstrato.

Seja E um espago de Banach de distribuigdes; isto é, £ é um espago de Banach que possui uma identificagio
natural como um subconjunto do enorme conjunto das distribui¢des 2’(2) (por exemplo, E pode ser um
espago de Lebesgue ou de Sobolev). Por esta razdo, C°(Q2) pode ser compreendido como um subespago de
E*, através da relagdo

(7, f1€ CZ X E = (f,h)

onde os colchetes sem indices denotam (e denotario até o final do capitulo) o produto de dualidade entre
2'(Q) e C2(Q).

Uma observagio importante é que

C2(Q) c E” continuamente,

1A mensurabilidade fraca de # como curva em LP((0,T); W(Q)) é comprovada lembrando, para todo um elemento de

& € WP(Q)*, existem fungdes fo, fi, - - -» In € LP'(Q), tais que (&,u) = fQ So(x)u(x)dx + ZNl fol(x)(D u)(x)dx (veja a
demonstragio da proposi¢io 8.14 de H. Brezis (2011)).
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onde, é claro, estamos considerando C° com a sua topologia usual.’? Por conseguinte, um elemento ¢ €
C2((0, T) x Q) pode ser considerado um elemento de C.((0, T); E*) < L¥'((0, T); E*).

Com isto, podemos dizer que uma distribuicio 7' € 2’((0,T) X Q) estd em L?((0, T); E) se houver um
u neste espago tal que

T T
<T"P>@’((O,T)XQ),CS"((O,T)XQ):fo (M(t),‘ﬁ(t))dt:fo (@(t), u(t))g-dt.

Podemos continuar esta questdo e formular conjecturas sobre as derivadas de 7', que chamaremos de # a
partir de agora. Se g—? estaem L?((0,T); E), o que diz a respeito a #? E mutuamente, a existéncia de # tem

5 ou
alguma relagio com 37?2

Teorema 2.4.2. Nas condicbes acima, W2((0,T); E) é precisamente o conjunto das distribuicbes u tais que

u, % € LP((0,T); E).

Demonstragio. Parte I. Inicialmente mostremos que # e g—;’ € L?((0,T); E), entio 7 existe e é igual a g—;’

Passo um (da parte I). Melhor do que ¢ € C.((0, T); E*), mostremos que toda ¢ € C((0, T) x Q) de fato
estaem C((0, T); E*). Como a derivada forte implica na fraca, em particular ¢ € WLP,((O, T); E*).

Com efeito, para s pequeno, ¢t — ¢(t + h) é uma curva em C®(Q) e é bem-sabido que w -

2
g—f(z) em C(Q). Assim, t > ¢(t) é de classe C((0, T); E¥). Procedendo identicamente para g—f, ng etc, a
afirmagio ¢ provada.

FPasso dois (da parte I). Justifiquemos a asser¢io da parte um.
Tome uman € C(0, T') arbitraria. O que devemos mostrar é que, pondo

T

_ “()d

7= [ woic
T

= [ G,

entio f = gem E, ou

(f h)y=<g.h)

12 verificagio desta afirmagio exige uma certa excursio na teoria das distribui¢es, por isto explicaremos rapidamente o motivo.
Uma excelente referéncia ¢ W. Rudin (1991) (especificamente, o capitulo 6).

Como ¢ tradicional, escrevamos C°(Q) = 2(Q) por um instante. Se K é um compacto de Q, entendemos por Zk o subespago
de 2(Q) cujos elementos estio suportados em K. Ja que Pk admite a distancia

00

o U e —dliyee )
d(p,¢) = /; z—km e,y € ZK],

Pk é um chamado espago de Fréchet, i.e., um espago vetorial e métrico, que é completo, localmente convexo e cuja distancia é
invariante por translagdes (quer dizer, d(¢ + 1, ¢ + 1) = d(p,17), Yoo, 0,1 € D).

Se F é um outro espago de Fréchet (ou mais simplesmente de Banach), bem-sabido que uma transformagio linear A : 2(Q) - F
sera continua se, e s se, as restri¢des A : Zx — F o forem. No entanto, vale um teorema do grafico fechado em espagos de Fréchet,
de modo que esta Gltima condigio é equivalente a: “se ¢, — O em Pk e Ap, — & em F, entio & = 0”.

Pois entdo, o nosso caso é F = E* e A = [a aplicagdo idéntica de 2(Q) em E*]. Assim mostrar que esta injegio é continua, é
mostrar que se ¢, — 0em Pk e ¢, — & em E* entdo & = 0. Agora, dada f* € E, por esta ser uma distribuicdo, (f’, ¢») — 0. Por
outro lado, {f, ¢n) = (@n, f)E*E = (& f)E+ E- Logo, (¢, f YE+ = 0 paratoda f € E e portanto & = 0.
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para todo & € C(Q). Porém, ¢(t, x) = n(t)h(x) € C2((0,T) x Q) ¢ W#'((0, T); E*) (pelo passo um) e

T
Jhy =(h, 1(t)d
oy < | wtwyic Z>E*,E
T
:fo ((t)h, u(t))e- pdt
T
:fo‘ (@(t), u(t))p+ pdt
T 6(,0
\fo <E(t)’u(t)>E$’Edt
T on
- fo (6(6), S5 0),.. o

T ou
—h,f —tdt>
< 0 ‘9t() E*E

={(g,h),

como almejavamos.

Parte II. Agora é vez da inclusio reciproca: se u € W#((0,T); E), entio # d4 origem a ‘3—’: Apresentare-
mos duas provas diferentes, mas ambas semelhantemente interessantes.

Primeira demonstracio (da parte II). Esta decorre um principio mais geral.

Lema 2.4.1. Se B éum espaco de Banach,x € W'2((0,T); B)ey € Wl’P’((O, T); B*), entdo z(t) = (x(t),y(t))s* 5
estd em W0, T) e z(t) = (x(¢), y(£))p B + (x(t), y(t))3 B.

Demonstracio. Sejan € CX(0,T). Para h pequeno,

Tzt +h) - 2@t) (T =h)=n@)
foTn(t)dt_fo z(t)—h dt,

de maneira que um célculo direto envolvendo corolario 2.3.1 diz que quando 2 — 0

T T
fo [ ()55 + (60, g5 (D)t = - fo 2()i(e)de.

/117

Com isto, como # € W'((0,T); E) e toda fungio-teste ¢ pertence a Wl’f”((O, T); E*), temos que pelo
lema acima

d
E(‘P([),“([»E*,E =(@(t), u(t)) g + (@(t), u(t)) e~ E.

Integrando esta identidade de 0 a 7' e lembrando que ¢ possui suporte compacto,

T ' T ' T a<p
[ wteritnzeds = = [ ouenerde == [ (GE@nu0),.

o que d4 o resultado desejado.
Segunda demonstracio (da parte II). Desta vez, empreguemos um fato da teoria de distribui¢des, que enun-
claremos para uso futuro.??

A prova disto segue as seguintes linhas. E possivel escolher uma sequencia de regularizadores da forma Pq, (L. %) = ag, (t)bg, (x),
onde g, > 0 ¢ um pardmetro que tende a 0. Assim sendo, dada uma fungio-teste arbitraria 7, (og, * 7)(2) = f Pq,(z = y)n(y)dy,
onde z = (t,x), converge a 17 na topologia de C((0, ) x RN)) (possivelmente tendo de excluir alguns dos primeiros ¢,’s). Note
que as derivadas de pg * 7 sdo do tipo D¥(p4 * 17) = (D® py) * 17. Por conseguinte, aproximando a integral que define (o4 * 17) por
somas de Riemann em um paralelepipedo adequado, pg * 1, logo 77, é bem aproximado por uma somatéria de fungdes-teste da forma
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Lema 2.4.2. O subespaco
M = {w € CX(O.T) x Qsu(tx) = Y milt)hiCx)
i€l

onde I é um conjunto finito de indicesen; € C (0, T), h; € C°(Q),V1 € I}

édenso em C((0,T) X Q).

Prossigamos. Realizando os mesmos calculos da parte um (passo dois), ndo ¢é dificil ver que para toda

neC20,T)eheCQ)

T T
f (e () pdt = — f b (0 -zt
0 0

Pela linearidade desta igualdade, de fato
T T
[ m@hi),. pde == [ {3 is0hsu0),. e
° e ’ ° e ’

para qualquer familia de indices finita 7 e [17;, ;] € C(0, T) x C2((0, T) x Q). Consequentemente, o lema
garante novamente que

T . T . T 890
[ twtorionzede == [ eouenesde = [ (GEw.no),.

para cada ¢ € CX((0,T) x Q). /117

Sendo assim, as notagdes #, ‘;—’Z, u, sio todas consistentes e simbolizam a mesma distribuico.
Uma aplicagio importante é quando E = L?(Q). Neste caso, provamos que # € L?((0,T) X Q), pertence

aW?((0,T); LP(Q)) se, e somente, %—’Z € L*((0,T) x Q) em distribuigio. Com isto, entende-se

Wl’p((O, T)xQ)c Wi ((0, T); LP(Q)) continuamente.

Um escolio curioso do resultado acima é que se tem uma formula explicita para a integral de Bochner em

LP(Q).

Teorema 2.4.3. Seja u € W1P((0,T); LP(Q)). Para quase todo x € Q, a aplicagio t € (0, T) > u(t,x) estd em
WL2(0, T) e sua derivada é precisamente t + 4(t, x).

Como resultado,
t
u(t,x) = u(,x)+ f u(s, x)ds (2.6)
0
para quase todo x, sendo essa a integral de Lebesgue unidimensional.

Demonstragio. Seja (h,) uma sequéncia de ntimeros reais tendendo a 0. Uma vez que para todo | cc (0,7)

lim f
h,—0 7

Assim, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos escolher um conjunto de medida total A ¢ Q

temos que
u(t +h,x) = u(t,x) ou
h ot

P
(t,x)| dtdx = 0.

desejada, como desejavamos.
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tal que

— P

lim we +hx) - ult, x) - a—M(t,x) dt = 0paratodo J cc (0,T), (2.7)
h,—0 ] h ot
T
f lu(t, x)|Pdt =0, (2.8)
0

T ou P

L E(t,x) dt =0 (2.9)

sempre que x € A. Por (2.8) e (2.9), as fun¢des t — u(t,x) et — #(t, x) sio elementos de L?(0, T'), enquanto
(2.7) afirma que, para estes x’s, %M(t, x) = #(t, x) em distribuigio. Isto mostra o teorema. /177

Resumo da dpera: “u € WP((0,T); Wk (Q))” para inteiros b, m > 0, significa precisamente que # tem
suas derivadas espaciais até ordem k em L? e, por sua vez, estas derivadas espaciais tém 7 derivadas temporais
em LP. Assim, concebemos uma correspondéncia natural entre as fungbes dos espagos de Sobolev com as
curvas abstratas deste capitulo.
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Capitulo 3

O teorema de E. Serra e P. Tilli

No one will ever know the forces that dragged her down
Destruction - she has invited herself

They became her sun, open dream her moon

Death became deliverer, and poison was her god

And the secret she kept within

Was written across her arms

The silver plane she entered once
Became a trap - nailed on dead ground

She...
She should have. ..
She should have. .. known!

Coroner. “Golden Cashmere Sleeper, pt. 1”. Coroner. Noise Records, 1995. CD.

3.1 A defini¢io de solugio fraca

Um dos trunfos da prova que apresentaremos é certamente a colocagio do problema numa linguagem
adequada. Nestas duas primeiras se¢des entio nos ocuparemos em montar esse palco.

De saida, é necessario se fazer claro o que se entende por uma solugio do problema de Cauchy em que
estamos interessados. Evidentemente se pode dar um passo a frente e considerar um problema semilinear mais
geral da forma

{(l:lu)(t,x) + (¢, %, u(t,x)) =0 (3.1)

#(0,x) = a(x), 2(0,x) = B(x)
onde @ e S sio localmente integraveis ¢ f : RXRN xR — R é uma nio-linearidade continua. Diremos a seguir
que uma fungio (¢, x) € (0,00) x RN - #(t,x) € R é uma soLugAo (FRACA) de (3.1) caso (¢, x) > u(z, x)
e (t,x) — f(t,x,u(t,x)) forem integriveis em todo conjunto da forma (0,7) X Q para0 < 7T < co e
Q cc RN e se também valer a identidade

21
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[
j(;,oo)xRN u(t 2)O)E x)drdx = _[,;{N a(x) ot (0, x)dx

—f ,3(X)¢(0,x)dx+f F(t,x, u(t,x))é(t, x)dtdx, (3.2)
RN (0,00)xRN

para qualquer que seja fungio-teste ¢ = ¢(t,x) € C(R x RN),

A motivagdo para este conceito vem da bem-sucedida teoria de distribui¢des. Com efeito, suponha que
u : [0,00) x RN — R é uma sorucio crassica de (3.1), i.e., # é de classe C?, suas derivadas se estendem
continuamente até {¢t = 0} x RN e se verifica (3.1) no seu sentido usual (o que tem logica assumindo que @ e
B sdo per se regulares). Entdo uma série de integragdes por partes em f(O,oo)XRN (On)pdtdx da expressio (3.2).

Apesar de aqui estarmos primordialmente preocupados com solugdes globais (i.e., aquelas que estdo de-
finidas para todo 0 < t), poderiamos muito bem também falar de solugdes locais; ou seja, fungdes cujos
dominios sio da forma (0,T) x RN para 0 < T < oo, e que satisfazem (3.1) se ¢ € CZ((—o0, T) x RN).
Adaptagdes nos enunciados das proposi¢des abaixo entretanto vém a ser bvias e, portanto, serio omitidas.

Uma classe mais restrita de solugdes, mas que surgem naturalmente nas estimativas a priori, s3o as chama-
das DE ENERGIA FINITA; isto &, aquelas para as quais valem as inclusdes

& e 10,00 1Y),

Vu e L°°((O, 0); Lz)N. (3-3)

A raz3o desta nomenclatura é que podemos calcular a “energia” t % fRN{uf + |Vu|*}dx em quase todo
tempo e esta permanece limitada.!

Com estas nog¢des ja nds seria suficiente para desenvolver uma série de resultados profundos (dos quais
vislumbraremos no capitulo 5), contudo sob certas condi¢des o trabalho de verificar as hipoteses acima pode
ser facilitado. A situagio que encontraremos nessa dissertagdo € a contemplada pela seguinte proposigio.

Teorema 3.1.1. Seja E um espaco de Banach para o qual valha a tripla
CIRN) c E c LA(RY) (3.4)

e que todas essas injecbes sejam densas continuas. Considere suponha também u : (0,00) x RN — R satisfaz
(3.3), que (t,x) — f(t,x,u(t,x)) esteja em Ll((O, T) x Q) paratodo 0 < T < 0eQ CC RN ¢ que % €
L} ((0,00); E*). Por fim, suponha também que a e B estdo em L2

Nessas condigoes, u serd solugio de (3.1) se, e somente se, u(0) = @, # = e Ou(t,x) = f(t, X, u(t,x)) 1o
sentido de distribuicdes (em x) para quase todo t > Q.

Duas observagdes estdo em ordem, que ajudario explicar o contetido deste resultado.

In primo loco, entendamos o que significa a afirmagio “#(0) = @ e #(0) = $”. Comecemos pela primeira.

Pelas hipéteses acima, o teorema 2.4.2 implica que # € WI((0,7); L'(Q)) paratodo 0 < T < o e
Q cc RV, de modo que

u(t) = u(0) + fo Z—Zt(s)ds.

Podemos neste instante saber o que se entende por #(0) = @, uma vez que existe o trago #(0) € Ll10c' (Aqui
usamos extensivamente que L3(Q) c L1(Q)).

Note que esta integral possui sentido em L*(Q) para todo Q ¢ RN caso #(0) € L*(RY). Portanto,
um momento de reflexdo (veja o ultimo comentario na se¢do 2.1 ou entdo a formula (2.6)) diz que quando

1A definigio de o que é ser “de energia finita” depende de equagdo para equagio, j4 que em diversos sistemas temos quantidades
que formalmente sio finitas. Por exemplo, para a equagio de Klein-Gordon O# + # = 0, a energia nesse caso é ¢ > % f {u? +
}ch +...+ MJZCN + u?}dx. Portanto, ser de energia finita aqui seria (3.3) mais # € L¥((0, 00); L?). Estas questdes serfo retomadas

futuramente no deste trabalho.

u
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#(0) € L*(RN), entio de fato # € VVlicl((O, o0); L?).2
Para compreender #(0) = f3, é necessario que sejam feitos algumas considera¢des preliminares. Identifi-
cando (L?)* com L? através do teorema da representagio de Riesz-Fréchet, por restrigio® temos também a

seguinte relagdo dual de (3.4)*
L*RY)c E* ¢ 7'(RN) (35)

onde 2'(RN) é o tradicional espago de distribui¢des. Disto interpretamos # € VVhl)Cl ((0,00), E*) c C([0, 00); £¥)).
Em particular novamente, pode-se falar nos #(0) € E* em ¢ = 0 e faz sentido uma possivel igualdade #(0) = B
(em E*).5

Por fim, analisemos a frase “O# = f(#) em distribuigio em x para quase todo ¢ > 0”. A suposigio
de integrabilidade local de #;; e #, implica que para quase todo ¢t > O podemos falar em #,,(t) € E* e
uy,(t) € L*. Paraestes t’s, a distribuigio O# = #,, — An age em uma fungio-teste ¢(x) € C° como®

(@), ) = Gt (1), B)pk — (Do), B gt
= (e (1), BV g + f Vu(t.x) - Vo (x)dx.
Q

Consequentemente, por tal asser¢do afirmamos que para estes ¢’s a distribuigio acima é igual aquela gerada
pela fungdo localmente integravel f ().
Nas condigdes expressas, observe que ¢t + (Ou(t), ¢) estd em L!(0, 00) para qualquer que seja ¢ € C.
A prova do teorema 3.1.1 ¢ essencialmente consequéncia do seguinte lema.

Lema 3.1.1. Sew : (0,00) x RN — R étal que

w €Ll ((0,),1%),
0,00); L?),
0,00); E7),
0, c0); L2)",

W eLl1
(o]
W eLl1
ocC

Vw GLI1

ocC

(«
((
((
((

entdo temos a identidade

f w(Of)didx = (@(0). $(0)) 2 — (B(0). Q))p-r + f (Ow, d)dt (3.6)
(O,oo)XRN (0,00)

para toda ¢ € CX(R x RN),
Caso Dw € Ly ((0,T)x Q) para todos0 < T < 0 eQ cC RN, 4 igualdade (3.6) entéo se torna

[ wEodds = (©00.60), - GO0+ [ Ewidids G9)
(0,00)xRN (0,00)xRN
Demonstragio. A verificagdo de (3.6) ndo apresenta dificuldade nenhuma; ainda assim, como ela toca em
alguns pontos relativamente sensiveis da teoria, realizaremos os calculos minuciosamente.

Podemos considerar ¢ € CX(R x RY) como um elemento de W'*((0, 00); E), de modo que o lema 6.3

24(0) = a tem portanto o mesmo significado do apresentado no capitulo anterior. E possivel também compreender esta afirmagio
pela teoria de distribuiges.

3Por isto, queremos dizer o seguinte. Para todo # € L? podemos definir o funcional linear em E por f € E + (f,u);2. Com
isto, entende-se que L2 ¢ E* continuamente.

“Mais detalhes sobre este tipo de tripla, consulte H. Brezis (2011) (se¢io 5.2) e J.-L. Lions e E. Magenes (1972) (primeiro capitulo).
Nesta situagio, L2 é chamado de um “espago pivd”.

SEm outras palavras, se quer dizer que (#(0), h)g- f = f[RN B(x)h(x)dx paratodo h € E.

¢Nesta se¢io, o simbolo { , ), se nio possuir indices, representard o produto de dualidade entre 2’ e C°.
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afirma que
~(@(0), B0k = f (@), $(0))p-pdt + f (@), $(O)p-zdt
0 0
- [ @+ @b
0 0

Analogamente, repetindo o mesmo argumento, mas com L? no lugar de E e % no de i,

. T . T ..
(@(0). ()12 = fo (@ (1), () 2dt + fo (@ (t), ()2t

Por fim, como vale trivialmente
(=80 6O = [ Tae.n)- Vot o
- [ wxe-aoe vdx

juntamos as trés equagdes acima, a fim de se ter (3.6). (3.7) segue trivialmente desta. /177

Demonstragio do teorema 3.1.1. Assim, caso # seja tal que #(0) = @, #(0) = B e Ou(t,x) + f(u(t,x)) = 0 no
sentido de distribui¢des para quase todo ¢ > 0, uma aplica¢io de (3.7) com w = # com o teorema de Fubini
na integral de O# da imediatamente (3.2).

Para a reciproca, devemos relembrar de um resultado classico da teoria de distribui¢des que diz que existe
uma sequéncia (4,),en densa em C£° na topologia das fungdes-teste.” Fixando 7 > 1, escolha uma ¢ da forma
é(t, x) = n(t)hy(x), onde n € CX(R). Subtraindo entio (3.6) com w = # de (3.2), conseguimos a identidade

fo (Gu(e) + £ (), b Yn(0)de = 0.

J& que isto vale para toda 77, o lema fundamental do Calculo das Variag¢des (ou o teorema de Lusin)
afirma que (Ou(t) + f(#(2)), h,) = 0 para quase todo ¢ > 0. Da densidade das /,,’s, verificamos que (Ou(¢) +
F(u(t)), h) = 0 para quase todo ¢ > 0 e toda fungio-teste 4 € C. Isto claramente era tudo que precisdvamos.

/177

Um outro critério muito simples que deriva do teorema 3.1.1 fecha essa segio.

Corolario 3.1.1. Pressuponha novamente a tripla (3.4), que u satisfaz (3.3) e ii € leoc((O, o); E*)equea, B € L.
Entdo, para u ser solugio de (3.1) é necessirio e suficiente que u(0) = a, #(0) = 8 e que

—ﬁw(ﬂ(t),¢(t))det +wa fRN {Valt, x) - Vo(t,x) + f(t.x,u(t, x)) }dxdt = 0 (3.8)

para toda ¢ € CX((0, 00) x RN),

Demonstragio. Temos de mostrar que (3.8) é de fato equivalente a Ox + f(#) = 0 para quase todo ¢ > 0.
Com certeza, se Ou + f (1) = 0, entdo algumas integragdes por partes (tal como procedemos anterior-
mente) dio (3.8). Note que nfo ha termos de fronteira ja que ¢ € C((0,00) x RV),
Reciprocamente, tomamos uma sequéncia (/,,) densa em C° e estudamos (3.8) com uma fungio teste da
forma ¢(z,x) = n(t)h,(x) com n € C(0, ). Realizando integragdes por partes, reprisamos o argumento
do teorema acima e concluimos que O# + f (1) = 0 para quase todo ¢ > 0. /177

7Eis um esbogo da prova desse fato. Escolha uma exaustio (w5, ) de R, Para todo inteiro £ > 0 e todo m > 1, C(wm) éum
subespago de ck (wm), que é separavel (com a sua topologia usual). Tome entdo D,), ;, um conjunto denso de C:°(wp,). E facil ver
agora que a “sequéncia” Up 54, »1 D,y p cumpre os requerimentos almejados.
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3.2 A existéncia dos minimos

Depois desse breve preltdio, voltemos a estudar o problema com f(¢,x,#) = |u|f~1u

(@u)(t, x) + |u(t, x)P " u(t,x) =0
(3.9)

#(0,x) = a(x), 9£(0,x) = B(x)

comp > leaefem H'NLP*!. Lembremos que a familia de funcionais cujos minimos queremos estudar é

2
Fu(v) = f f /{ (atz(t >) + 3 1Vo(e, D +

O maior espago linear no qual F esta (efetivamente) definido € o espago X = X, das fun¢des # local-

11|fv(t,x)|p+1}dxdt. (3.10)

mente integraveis, cujas derivadas em distribuicio 2 S g” 1 <1< N,estioem leoc((O, 00); RN ) e para as
quais a integral que define F; ¢é finita. Introduzindo entio a norma

1/2 o0 1/(p+1)
lullx = {f f —f/S( + |Vu|2)dxdt} + {f f e—f/€|u|P+1dxdz} ,
RN 0 RN

X se torna um espago de Banach reflexivo.

Ademais, valem algumas imersdes interessantes. Por restrigdo, ¢ facil ver que paratodo» € X, T > Qe
Q cc RN, u (através a desigualdade de Holder) e 7, estio em L*((0,T) x Q) = L*((0, T); L*(Q)). Disto o
exemplo 2.4.2 diz que

I/t
52

X c L*((0,T); H'(Q)) continuamente.

Mais ainda, dessa integrabilidade quadrética local de # e de 2%, temos pelo teorema A.o.7 contido no

5 2 5
apéndice A que analogamente 57 91 e [2((0,T) x Q). Por conseguinte, obtemos uma segunda injegio:

X c H?((0,T); L*(Q)) continuamente.

Logo, podemos falar nos tragos de # e de # em t = 0. O conjunto K = Ko g = {# € X;u4(0) = @, 4(0) =

14 . . . ~ 14 . ~ /’ 14 . / ~
B} ¢, pois as inje¢des do paragrafo anterior sdo continuas, um convexo fechado em X. Além disso, K ¢é nio-
vazio, uma vez que a fungdo “afim” 4(¢,x) = a(x) + ¢B(x) estd em X. Dado entdo que F, ¢ uma fung¢io
coerciva e estritamente convexa em K, F; possui um Gnico minimo em #, € K (veja, z. B., H. Brezis (2011)).

Finalmente, observe que se # € K, 7 esta em Lfoc((O, 00); L?). Tal como apés o enunciado do teorema 3.1.1

escoliamos, o teorema fundamental do Calculo 2.3.5 diz que de fato #(t) = B+f0t i(s)dseu = 0/+fot u(s)ds,
que estdo ambas por conseguinte em leoc((O, 0); L?). Ou seja, # € Hlic((o, 00); L?). Assim provamos:

Teorema 3.2.1. Para todo & > Oea e B em H' N LPTY, existe uma sinica funcio u. € Hlic((o, 0); L?) que
minimiza Fg na classe das funcées u € Hlic((o, 00); L?) cujos tragos sio u(0) = a e #(0) =

Pois, se v € H ((O 0), Lz) mas ndo em X, entdo Fg(v) = co. Logo, podemos nos restringir a K onde
provamos a ex1stenc1a e a unicidade do minimo.

Esta belissima prova usa todo arsenal dos espagos de Lebesgue que desenvolvemos no primeiro capitulo.
Gostariamos no entanto de apontar que ha uma segunda demonstragdo, a método direto do Calculo de Varia-
¢Bes, que pode ser generalizada para outras equagdes hiperbodlicas, tal como discutiremos no proximo capitulo.
Para isto, observemos que formal e fisicamente a energia potencial de (3.9) é a quantidade

_ J— 1 p+1
Vn) = v[u;N {2|V14| + p—+ 1|M| }dx. (3.11)

No que se seguira, sera conveniente estudar a estrutura V' como um funcional.
Primeiro definamos o seu dominio (efetivo). Escreva

E=H'nirt
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e tome nele a norma
lnlle = Nl + Nl

Note que C° C E C L? densamente e continuamente e que E é per se um outro espago de Banach reflexivo.®
Ponha agora V : L? — [0, 00] como V() é igual a (3.11) se # € E e V() = 0o quando nfo.
Com estas convengdes, listamos as principais propriedades de V.

Teorema 3.2.2. 1. 'V éuma fun¢io convexa;
2. V(u) < oo se, e somente se, u € E;

3.V é semicontinua inferiormente na topologia fraca de L>. Em particular, se u, — u fracamente, entdo
V(u) < liminf V (u,) (j4 que L? é separdvel);

4. 'V édiferenciavel a Gateaux em E e sua derivada dV' é dada por
(dV (u), hypr = f {Vau(x) - Vh(x) + ()P~ u(x)h(x) | dx (3.12)
RN

Yu,h € E.

s. Existe uma constante C = C(p) > 0 tal que
1AV (w)llg+ < C(1 + V()71 0+D) (3.13)
para todo u € E;

6. V satisfaz a seguinte condicio a Lipschitz: existe uma constante C > 0 tal que
VGt h) = V)l < A+ V)P0 + Ik, (3.14)
Yu,h € E.

Demonstragio. 1.) e 2.) sdo imediatas.

Lembre-se que dizer que V' ¢é semicontinua inferiormente na topologia fraca de L? é o mesmo que dizer
que os conjuntos [V < a] = {u € L%V (u) < a} sio fechados (na topologia fraca) para todo @ € R. Por
causade 1.), 0s [V < A]’s sdo convexos e assim o teorema de Mazur afirma que estes conjuntos serdo fechados
na topologia fraca se e, somente se, o forem na topologia original de L? (advinda da norma).

Fixe 1 € R eescreva S = [V < A]. Claramente podemos supor que § # @, do contrario o resultado
seria automaticamente verdadeiro. Tome portanto um ponto de acumulagio # de S e escolha #, em § tais
que #, — u em L2. Como V(u,) < A, temos que IVity|z2)v € ||#,]lp+1 sdo limitadas, donde a reflexividade

destes espagos da que #,, — # fracamente tanto em H ! quanto em L*!. Assim, [Vit| g2yn < liminf [V, | g2yn

8Relembramos um pouco da teoria das somas e intersec¢des de espagos de Banach.

Sejam E e F espagos de Banach (sob suas normas || ||z e || ||r, respectivamente) e suponha que exista um espago vetorial
topoldgico X no qual E ¢ X e F c X continuamente. Nos subespagos £ N F e E + I de X, introduzimos respectivamente as
normas ||#||[gnr = |l + l|l#|lF e ll#|lgsr = Infll#1||g + ||#2]|F, onde este Gltimo infimo se d4 no conjunto dos #1 € E e uy € F
tais que # = #1 + #2. Usando o fato de X satisfaz o axioma da separagio de Haussdorf (pois todo espago vetorial topolédgico o
cumpre) e um argumento semelhante aquele usado para mostrar que espagos quocientes sio completos, pode-se provar que £ N F e
E + F sio também de Banach.

Assuma agora que adicionalmente exista um outro espago vetorial topoldgico X tal que E* e F* estdo também continuamente
contidos em Xg. Neste caso, se E e F forem reflexivos, entio £ N F e E + F também o serdo. De fato, é muito bem conhecido que
espago produto E X F sera reflexivo. Assim, pode-se interpretar £ N F como um subespago fechado de E X F (informalmente sua
“diagonal”), verificando sua reflexividade. Ainda mais, entendendo £ + F como o espago quociente (E X F)/(E N F), este também
é reflexivo.

Se adicionalmente ENF for denso tanto em E e em F, ndo é dificil se verificar que podemos identificar isometricamente (E+F)* =
E* N F*. Poroutro lado, (ENF)* = (E™ NF*)* = (E* + F*)" = E* + F*.

A situagio que encontraremos nessa dissertagdo em geral é o caso em que X = Xg = 2’ e E e F sdo espagos de Lebesgue ou de
Sobolev, possibilitando a aplicagdo da discussdo acima.

As concluses anteriores valeriam no caso geral (sem a hipétese de reflexividade), mas as provas sdo mais intrincadas; veja J.
Bergh-J. Lofstrom (1976).
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e |lu]lpp+1 < liminf||#,||;s+1, 0 que finalmente levaa V(%) < liminf V' (%,) < A. Logo # € § e este é fechado.
Isto prova 3.).

V' pode ser escrita como V(#) = Ja(u,u) + F(u), onde a(u,h) = fVM - Vhdx é uma forma bilinear
limitada em H'! e F(u) = f |#|P*1dx é um operador de Neminski de classe C! em LP*1, cuja diferencial
é{dF (n),h) = f |u|P~'uhdx. Portanto, V ¢ de fato de classe C! em E e sua derivada é dada pela férmula
(3.12), demonstrando 4.).

5.) € uma consequéncia da representagdo de 4.) mais uma simples aplicagdo das desigualdades de Holder e
Young e da observagdo de que p/(p + 1) = 1-1/(p + 1):

KdVX%LhH=kf{Vu-Vh+ﬂuV4uhﬁh

< ([ wakax)"( [ (whRax)" sl Wil
< C(1+ V@)=V D) h|E.

Por fim, para 6.), podemos evidentemente assumir que s # O e assim escrever ¢(¢) = V(u + th/||h||E)
(t > 0). ¢ é uma fungiio real de classe C! e 5.) afirma que [¢(¢)] < C(1 + ¢(t)1_1/(1’+1>). Portanto, uma
desigualdade 3 Gronwall? leva & estimativa ¢(¢) < C(1 + ¢(0)"/?*D + t)pH, ouseja, V(n +th) < C(1+
V (u)0+D) 4 ||th||E)p+1. Voltando a 5.), obtemos [|dV (u + th)||g- < C(1 + V(u)"@*V + ||th|z)
C(1+ V(u)p/@+) + ||th||§), produzindo (3.14) através da desigualdade do valor médio. /177

Com V/, podemos escrever o funcional (3.10) mais sucintamente como

o0 2
Fe(u) :fo e—t/s{%w(t)liz + V(u(t))}dt, (3.15)

férmula que faz sentido para qualquer » € Hlic((o, 0); L?), se obviamente permitirmos o valor +co. Mos-
tremos que, s6 com as propriedades 2.)-6.) listadas no teorema (6.3), seria possivel mostrar a existéncia do
minimo #, (a unicidade deste entretanto depende fortemente da propriedade 1.)).

Ponha novamente K = {# € X;u(0) = @,%(0) = B}. F ndo ¢ identicamente +c0 em K, ja que € finita
na mesma fungio afim 4(t) = @ + t 8 € K. E possivel entio escolher uma sequencia minimizante v, € K,
isto €, tal que Fo(uz) = m = Infg Fe.

Pela expressio de Fe, a sequéncia ¥, ¢é limitada em H?((0,7;L?)) para todo T > 0. Portanto, usando
um processo diagonal existe uma subsequéncia de 9, que converge fracamente em H*((0,7);L?) a uma
fun¢io #, € H ((O 0); L?) para todo T > 0. Como em particular ¥, — 7, e ¥, — s, fracamente em
L*((0, T; L?)), uma passagem ao limite na express3es

vu(t) = a + ft 0,(s)ds
0

vn(t) = B+ ft Un(s)ds
0

diz que v, (t) — #:(t) e V,(t) — #.(t) fracamente em L2 para todo t > 0. Logo #. € K. Verifiquemos que
de fato #, minimiza F;.
Evidentemente, qualquer que seja 7' > 0, temos que

T T o0
fewwm%ﬁQMMfeW%N%ﬁQMMfew%m%&
0 0 0

9Verifiquemos esta desigualdade. Escrevendo @ = 1— 1/(p + 1) € (0, 1), defina 4(s) = | fos déj(1+ §O)| E f4cil ver que, qualquer

que seja 0 < y < 1, existe uma constante C = C(y) > 0 tal que y|s|'™® — C < 4(s) < |s|""? para todo s € R. A relagfo sobre ¢
afirma que 7(8(2)) - 7(4(0)) < Ct, donde |p(2)] < C(1 + ¢(0)' ¢ + £)1/(1-0),
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donde passando o limite 7" — oo, obtemos

[ e iR de < timinf [ e el 0.
0 0

Por outro lado, a semicontinuidade inferior de V' e lema de Fatou afirmam que

fo ooe_t/g\/(ug(t))dt < fo T (e7/V (va(2)))dt
< liminf fo Ooe—f/sv(vn(z))dt.
Logo, juntando estas duas desigualdades, finalmente provamos que
Fe(uy) < liminf Fe(v,) = m.

Isto entdo conclui a segunda prova do teorema 3.2.1.

3.3 Estimativas a priori para #., parte 1
Por enquanto, sera conveniente se mudar a escala de tempo de ¢ para £t. Desse modo, pondo
we(t) = ug(et)
temos que wg € Hli (0, 00); L?). Nio ¢ dificil ver que valem as seguintes relagSes
we(t) = sig(st), We(t) = %iig(et), paratodo t > 0.

Além disso, wg(t) podem ser caracterizadas como os minimos dos funcionais

00 2
Je(v) = f; et LN {2—(192(6(;2772) t,x)) + %lVﬂ(t,xN2 + P j_ 1|fv(t,x)lf’“}abca't
:j“frwm@+v@m)w (316)
0 282 3

sujeito as condigdes inciais

2(00)=a, v(0) =&

na classe Hlic((o, 00); L?).
Como ¢ de especial interesse fazer o limite € — 0, estaremos tacitamente assumindo que 0 < £ < 1.

Lema 3.3.1. Existe uma constante C = C(a, ) tal que

Je(we) < V() + Ce. (3.17)

e, particularmente,

Je(we) < C. (3.18)

Demonstragio. Como enfatizamos na segio passada, a fungdo afim g(t) = a + &8 esta classe das fungBes
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sobre a qual estamos minimizando J., donde aplicando a estimativa a Lipschitz (3.14) temos

Je(we) < Je(g)
= f e 'V(a + et B)dt
0
< [ V@ Cott s V@O s Bl Bl e
0
< V(a)+Ce.
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Para facilitar a escrita, introduziremos algumas fungdes escalares. Dado € > 0, escreva para t > 0
Ve(t) = Ve(we(2)) = energia potencial no instante ¢;
1. )
D(t) = Elws(t)lLZQ
L (t) = Dg(t) + Ve(t) = lagrangeano de J,;
1
K.(t) = Ekwg(t)ﬁz = energia cinética no instante ¢.
Segundo lema 6.3, K, esta em \Whl)cl (0,00) ¢
/ 1 ) .
Ki(t)= = f We(t, x)We(t, x)dx. (3.19)
& R”
Lema 3.3.2. Para toda funcio y € Hll)c((O, 0); L?) vale a desigualdade
[ e e <250 +4 [ it (3.20)
0 0

Observe que a convergéncia de nenhuma integral acima é admitida em principio.

Demonstragio. Conforme o teorema , para quase todo x € RN, a funcio t + y(,x) estd em Hﬁ)c(O, o) e
sua derivada é precisamente y (¢, x). Portanto, para todo 7' > 0, podemos integrar por partes e ter

T

T
[ etbenrd = henp]] +2 [ ety
0 0

2 ! —t 2 7.\1/2 T —tp- 2 7\1/2
< |y(0, x)| +z(fo e |y(z, x)dt) (f ez x)dt) ",

0

e usando a desigualdade de Young 2 Vab < a/2 + 2b, ficamos com

T

T
f ety (e, x)[Pdt < 2]y(0,x))* + 4f e~ y(t, x)*dt.
0 0

Para finalizar, € s6 necessario integrar sobre x e passar 7 — oo. /117

Lema 3.3.3. Existe uma constante C = C(a, B) tal gue
f e 'D(t)dt < C; (3-21)
0
f e 'K (t)dt < C; (3.22)
0

[ et <c. (3.23)
0
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Demonstragio. (3.21) € uma consequéncia gratuita de (3.18). Aplicando a desigualdade (3.20) em y(¢,x) =
we(t, x), temos imediatamente (3.22). Novamente (3.20), mas agora com y(t, x) = wg(t, x), obtemos (3.23).

/177

3.4 Estimativas a priori para #., parte 2

As desigualdades acima tém a grande desvantagem de envolver um termo exponencial nos integrandos.
Assim, o limite & — 0 acarreta uma perda severa de informagio acerca dos #.. A solugdo para isto € a
introdugio de uma quantidade que chamaremos de “energia aproximada”, que, como a energia usual, assere
que algumas normas dos minimizadores nio degeneram com o tempo.

Para definir esta fung¢o, introduziremos uma operagio de média. Dada uma func¢io mensuravél nio-
negativa f : (0,00) — R, definimos

Anw= [ e Oreus t2o
t
Como f > 0, Af fica bem definida, possivelmente +o0. No entanto, é facil ver que, caso (Af)(0) =
fooo e ¢ f(£)dé < oo, Af estariem VVlicl(O, o) e
d
;AN =A@ - f(©).

De qualquer forma, uma vez que Af > 0 e mensuravel, podemos reaplicar o operador A e obter A%f.
Uma simples aplicacio do teorema de Fubini d4 a férmula

A21)0) = ¢ f f e f(&)déds

B f ) fo e f (©)deds

- [Teero| [ rens)ae
- [ "0 - g f(e)de.
Definimos portanto para 0 < & < 1 2 ENERGIA APROXIMADA Z : [0, 00) — R de @, por
2(t) = Kolt) + (A2V)(0)
~ K0+ [ e OV (wa@)de,

A intuigdo por tras dessa é a seguinte. Enquanto o termo da energia cinética é preservado, nds extraimos
uma média da energia potencial por meio do niicleo de probabilidade e=¢~)(¢ — t). Quando voltamos para
o parametro ¢ > t/€ original, este niicleo concentra em ¢ para o delta de Dirac. Por conta disto, heuristica-
mente poderiamos imaginar que e.(¢/€) ~ e(t), onde e(¢) é a energia fisica f(%uf + %|V1/t|2 + Iﬁlulpﬂ)dx.
Para isto, obviamente ja estamos pressupondo que #, converge a # em algum sentido.

Pelo lema 3.3.1, (AV:)(0) < (AL.)(0) = Je(we) < C, de modo que AV é, pela discussdo acima, uma
fungio relativamente bem-comportada. Nio ha, no entanto, razio ébvia para supor o mesmo de A%V e
ver que e, ¢ sempre finita. De fato, mostraremos que, nfo apenas a energia aproximada ¢ limitada, como ¢é
nio-crescente. O passo fundamental para a prova disto é o seguinte lema técnico.°

19No artigo original de Serra e Tilli (2012), é prestada atengdo & uma outra quantidade que se assemelha com energia, que é

Q:(2) = wagdx—ifwgzbgdx—etf e *Lg(s)ds.
2¢2 g2 ;

A propriedade especial de Qg(t) é que sua derivada em distribuicdo é Q/(¢) = —4D,(t) < 0, donde Q. € VVI(l;cl((O’ 00)) e é
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Lema 3.4.1. Para toda fungio ¢ € C*([0, 00)) tal que $(0) = O e tal que ¢’ tem suporte compacto, temos

fo ¢(6'(s) — 0(5))Lo(s)ds - fo e (4Du(5)0' () + KA (O)ds = #'OR@s)  (3.24)
onde .
R(w,) = —sﬁ e_55<dV(w8(s)),,8>E*’Eds (3.25)

Mais ainda, existe uma constante C = C(a, B) > 0 tal que

|R(w,)| < Ce. (3.26)

Demonstragio. A ideia é gerar uma familia de “competidores” de w,(¢) variando a escala temporal e assim
usar a equagdo de Euler de [ para obter a lei de conservagio (3.24). Tornemos este argumento rigoroso.
Como ¢ estara fixo, omitiremos os indices que o envolvem.

Observe que a hipotese sobre i afirma que ela é constante para ¢ suficientemente grande, logo limitada.
Portanto, para § € (—co, o) suficientemente pequeno, a fungdes

t €[0,00) > g°(t) = g(t;6) =t — 5¢(2) (3-27)

sio difeomorfismos de classe C? em (0, 00) que variam suavemente com o parimetro . Denotemos entio por

Y(s;8) as suas inversas em £, i.e., Y(g(£;6);0) = t = g(Y(t;6);6) paratodo t > 0 e & pequeno. E ficil ver

que t > Y(t;6) também é um difeomorfismo de classe C? e que ¥/(¢; 6) depende diferenciavelmente em 6.
Para estes ¢’s, ponha

w(t) = w(t;6) = u(g(t;6)) — tos¢’(0)B.

As funcbes w? satisfazem as condi¢es iniciais w(0; ) = @ e w,;(0;6) = B. Ademais, um calculo direto da

w,(t;6) = 7:(t;6)w(g(t;6)) + 6&¢'(0)B
Wi (t58) = g, (t58) 2 (g(£56)) + 920 (£56)w(g(256)).

Assim, w° faz parte de Hli ((0,00); L?) e podemos calcular

1600 = [ e Rlas0P o000 + 000100 + Vlo(t:0) + 1060/ 08) i,
o que, realizando a mudanca de varidvel ¢ = (¢ 6), se transforma na férmula
J@°) = fom W(S;ﬁ)e_‘”(‘;ﬁ){z—;wz(W(S; 8); 6)*@(s)
ORI + V() + 00 OUOIB) b5, (29)
Da defnigio de g em (3.27) ¢ de , temos que s = g((539)50) = U(s:6) = 30 (t36)), ou seja,

W(s;6) = s + 8¢ (s;6)). (3-29)

Por conseguinte |¢(s; 6) — 5| < 6]|@]leo € eV < 9lI¢lloe=5 Por outro lado, (3.14) afirma que

V(w(s) + e’ (O(s)B) < C(1+ V(we(s)) + l/,(s;(g)p/(pﬂ))‘

nio-crescente. Formalmente, esta identidade poderia ter sido obtida através da equagio de Euler para Jz com uma variagfo do tipo
1n(t)se(t), onde n € C(0, 0); 0 problema seria a produgio de termos como |# [P~ ugsie, que podem deixar de ser integrveis.
. .. . , t
Mesmo assim, o resultado original para esta Qg () pode ser obtida através do lema 3.4.1 tomando ¢(¢) = fo ¢(s)ds, onde ¢ €
C(0, ), e realizando uma série tediosa de calculos envolvendo e ¢(2).
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Consequentemente, a discussio acima junto com o lema 3.3.3 e a limitagdo de |40 ||z~ e ||4, ||~ mostra que
J(w?) permanece finito e portanto as w®’s pertencem  classe K definida na seco 3.2.

Agora a nossa vontade ¢ derivar J(w®) em & = 0. De fato, essa derivada existe e vale a regra de Leibniz, ou
seja, a permutagdo entre a derivada e o sinal da integral. A razdo disto é quase idéntica a prova da finitude de
J(w?). Com efeito, devido a férmula (3.29), realmente o tnico termo que poderia causar algum problema é
aquele que envolve V. Entretanto, o fato de V ser diferenciavel a Gateaux e satisfazer a condigio de Lipschitz
(3.14), mostra que se pode aplicar facilmente o teorema da convergéncia dominada no quociente (J(w?%) —
J(@))/6 e concluir o que querfamos.!!

Com isto, computemos a identidade

d
T=J@), =0, (330)

De (3.29), temos que

T d(s)e™ —g'(s)e”.

2 (W)

Mais calculos diretos ddo
O (awso), =206, L {gululs0), = -0"6)
Se {...} é a fungdo entre chaves em (3.28), entio
[ He = D6)+ V() = L)
e = (@), 2676)506) + 6 ()D(6)) + 0OV (4(5)), By
= —4D(5)¢'(s) = K'(5)¢(5) + £¢"(O)s(dV (u(s)), B) . -

Combinando estas resultados, entdo concluimos que

(P @), =e (86 - p)L)
— e (4D(s)¢'(s) + K'(5)¢”(5))
+¢'(0)e " es(dV (u(s)), B)E*’E.

Logo, integrando essa expressio, estabelecemos que (3.30) € exatamente (3.24).
Por fim, aplicamos (3.13), a desigualdade de Young e a estimativa (3.18) para constatar

IR(we)| < 8[0 e sl dV (ws(s))lle- 11 Bllpds

< Csf e~ s(1+ V(s)7 Ve g
0

SCs(l+f e_ssp+1ds+f e_SV(s)ds)ds
0 0

< (C + CJ(ws)))e
< Ceg,

verificando (3.26) e encerrando assim a prova deste lema. /117

Corolario 3.4.1. A identidade (3.24) vale mesmo que ¢ for de classe C1! (isto é, ¢’ é lipschitiziana) com ¢(0) = 0
e ¢’(t) tem suporte compacto.

11Nés omitimos todos os passos, uma vez que a escrita se tornaria desagradavel. Ndo obstante, um raciocinio igual reaparece no
lema 3.5.1, onde é possivel exibir o procedimento por completo de maneira indolor.
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Particularmente, para ¢(t) =t

(A*Le)(0) + 4(AD,)(0) = (ALe)(0) ~ R(we). (3-31)

Demonstragio. A dificuldade dessa demonstragio é a exibigio de uma sequéncia de fungdes (¢,,), cada uma
delas de classe C?, tal que:

1. cada ¢,,(t) tem suporte compacto;

C91(t) S @a(t) < ... < P(t) e pu(t) = ¢(t) ponto-a-ponto paratodo 0 < t < oo;

N

3. 91(2) < @5(t) < ... < P'(t) e ¢,(t) = ¢’(t) ponto-a-ponto para todo 0 < ¢ < oo;
4. ¢,/(t) = ¢"'(t) em quase todo 0 < t < oo;
5. existe C > O tal que ||¢p)) || < C paran =1,2,3,....

Admitindo por um instante a exibi¢io de tais ¢, vejamos como conclui a prova.
Por causa do lema 3.3.3, tanto e *L.(t) e e " Dg(t) estdo em L!(0, ). Por outro lado, pela expressio
(3.19) e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

f e K (1)l < {f Ze_tKg(t)dt}l/z{f 27D, (t)dt} " < oo,
0 0 0

segundo a desigualdade (3.18). Portanto, e~ K/(t) também esta em L.

Assim uma aplicagdo do teorema da convergéncia dominada mostra que todas em integrais em (3.24) com
¢ = ¢, passam ao limite quando 7 — oo, exceto pela integral de e ™ ¢,,(¢)L:(¢). Para esta, entretanto, pode-se
aplicar o teorema da convergéncia mondtona e fooo e ' ¢(t)L(t)dt existe, por causa da limitagio de todos os
outros termos. Isto prova o corolario.

Resta agora verificar que ha de fato uma sequéncia como (¢,). Para isto, seja ps uma aproximagio da
identidade (ou um nucleo de Dirac) em (—o0,00) e escolha §, — 0 tal que, se ¥,(¢) = (ps, * ¢"")(¢),
¥, — ¢" em quase todo ponto e em Ll e 3 |41 — Wnllp1 < oo.

Pondo dy = et — Yalls, defina by = Sy ar — 0 e $(6) = n(e/m{@(0) = by + [} n(s)ds},
onde 1 € uma fungio suave que ¢ igual a 1 para [t| < 1 e O para [f] > 2. Uma verificagdo mostra que

dn(t) = fot Yn(s)ds satisfaz entdo as propriedades desejadas.
/117

Corolario 3.4.2. Para quase todo t > 0

(A’Le)(t) = (ALe)(t) + K (1) = —~4(AD;)(2). (3-32)

Demonstragido. Primeiro defina a fungio ¢ € CY1(R) por ¢(€) = Opara é < 0, ¢(¢) = é2/2se 0 < & < 1
e (&) = € — 1/2 caso & > 1. Entio, para 6 > 0 a fungdo ¢5(£) = 6¢((¢€ — t)/) satisfaz as condigdes do
corolario 3.4.1 com ¢ (¢) = %l(mﬂg)(f ). Assim, escrevendo ¢ = ¢ e rearranjando os termos, temos

o0 1 t+0 00
[ et - oo+ 5 [t Rede =~ [ Duorwiere,

Entretanto, quando 6 — 0, ¢5(¢) — (¢ — t)* = [parte positiva de (¢ — t)] enquanto ¢5(£) — 1(;.00)(&)
para quase todo ¢. Como valem as desigualdades ¢5(&) < (t — &)™ e |¢,,(¢)| < 1, os teoremas da convergéncia
dominada e da diferenciagio de Lebesgue acarretam que

f (& - e L (&)dé - f eEL(6) + e Kolt) = 4 f €D, (£)dé

t

para quase todo ¢ > 0. O resultado segue entdo multiplicando ambos membros por e’. /177
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Ao~ s 11 N .
Teorema 3.4.1. As fungdes e estio em W, > (0, co) e sdo ndo-crescentes, pois

el(t) <0. (3.33)

Hi assim uma constante C = C(«, B) tal que para todo 0 < & < 1
20 < [ {380 + 3V + —lator Ldx + Ce. (334)
RN |2 2 p+1
Demonstragio. Porque V, < L, os lemas 3.4.1 € 3.4.2 asserem que (A2 V) pertence a W/l(ljcl (0, 00). Disto (3.19)
mostra que €; € VVl(l)Cl (0, ). Assim, diferenciando e, temos
en(t) = KJ(t) = (AVe)(t) + (A*Ve)(2).
Uma vez que V; = L, — Dg, o corolario 3.4.2 assere que

(1) = K1) = (ALe)(2) + (AD,)(2) + (A’Le)(t) = (A*De)(2)
= ~(3AD,)(t) - (A*D;)(¢)
<0.

Isto mostra (3.33). Agora, integrando esta desigualdade, obtemos

’é:,(l') < Ea(o)
= KE(O) + (Az Vs)(o)
< K,(0) + (A%L.)(0).

Finalmente, aplicando (3.17), (3.26) e (3.31), alcangamos

e:(t) < Ke(0) + (AL:)(0) — R(we)
= K:(0) + Je(we) — R(w,)

< fRN {%lﬁ(x)l2 + %|Va/(x)|2 + Iﬁla(x)lp”}dx +Ce

como queriamos. /117

3.5 Estimativas a priori para #, outro

Retornemos agora para os minimizadores originais #.(t), dados por #.(¢t) = w.(t). O resultado central
desta sessdo que justifica todo o trabalho anterior, é o seguinte.

Teorema 3.5.1. Nas condicées deste capitulo, existe uma constante C = C (e, B) tal que

t+T
f V(ue(£))dé <CT, t 20 T > & (3-35)
t
f ltig(t, x)?dx < C, t>0; (3-36)
RN
[ et opds < cav i >0 (337)
IRN

el = (00)E7) < C. (3-38)
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Demonstragio de (3.35) Uma vez que 0 < V, < L., a desigualdade 3.18 d4 imediatamente

2 2
e fo Vi()de < fo 4L, (£)dé < C. (3.39)
Agora, como o minimo de s € [1,2] - se™ se daem s = 2, o teorema 3.4.1 diz que para qualquer ¢ > 0
t+2 t+2
e f Va(£)dé < f (t = &) TOLL(E)dE < (APV)(t) < ex(t) < C. (3-40)
t+1 t+1

Assim combinando (3.39) e (3.40) obtemos

t+1
f Ve(&)dé < C, VYt >0.

Trocando ¢ por t /€ e realizando a mudanga de variaveis na integral acima, ficamos com

t+e
f Ve(é)dé < Ce, VYt > 0. (3.41)
t

Finalmente, sejam dados t > O e 7 > &. Para se alcangar (3.35), seja b = [T'/&] = [menor inteiro > T /€], de
maneira que (B — 1) < T/e eentio T < ke < T + & < 2T. Aplicando (3.41), vemos que

t+T k=1 ~t+(j+1)e
[ vede<y [ viee

como queriamos demonstrar. /117

Demonstragio de (3.36) e de (3.37). Pela defini¢io de K.(¢) e do teorema 3.4.1, uma mudanca de variavel leva a

lf |ie(t, x)?dx = Ko(t/e) < C
2 RN

dando (3.36). Ja a desigualdade (3.37) provém do teorema fundamental do Calculo #.(¢) = @ + fot ng(£)dé
mais as desigualdades || ffll < f Iflleab < 3(a? + b). /117

A verificagdo de (3.38) € um pouco mais complicada e depende de dois lemas técnicos.

Lema 3.5.1. Se n(t,x) = ¢(t)h(x) é tal qgue ¢ € CH[0,00) com ¢(0) = 0 = ¢’(0) e h € E, entio vale a
“equagio de Euler”

oo 1
L e_t (;(@s(t), ﬁ(t))LZ + <dvs('ws(t)), Tl(t)>E*7E)dt =0. (3-42)
Esta mesma equagio vale sen € C((0, 00) x RN).

Demonstragio. Observe que w, + 61 esta na classe K, g da se¢do 2.2, de modo a condi¢io de minimalidade
de w, diz que Jo(wy) < Je(we + 6n) para todo —c0 < § < oo. Portanto, a equagdo (3.42) corresponde a
condi¢io de criticidade j_(s Je(wg + 61)j,, = O se trocarmos o sinal da derivada com o da integral. Ja que o
termo envolvendo @, é bilinear, esta passagem serd portanto justificada se provarmos isto para a parte que
envolve V.
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Sejags(t) =€t f (V(we(t, x)+6n(t, x))dx o termo do integrando da fungio f acima que possui V em
sua expressio. Como estamos interessados no comportamento de f e g5 para § pequeno, tomemos [5| < 1.
Pela condi¢do de Lipschitz (3.14), existe uma constante C > 0 tal que |M| < Ce™ e LY(0, ). Por
outro lado, a derivabilidade a Gateaux de V' assere que (lsii% M = (dV (we(t),n(t)) paratodo ¢ > 0.
Agora uma aplicagdo simples do teorema da convergéncia dominada da a conclusdo desejada.

A afirmagio de que (3.42) é valida se 77 for uma fungio-teste qualquer é consequéncia agora da linearidade
da equagdo e do lema 2.4.2.

/117

Lema 3.5.2. Para quase todo t > Qe h € E, temos a férmula

L. e
L @(0) 1) = f e €D = EXAV (wa(0)), B . pdE. (3:43)
Demonstragdo. ParaT > 0e d > 0, seja ¢s € C1(0,00) a mesma fungio que definimos no corolario 3.4.2.
Dada & € E, ponha n(t,x) = ¢s(¢)h(x) e apliquemos o lema 3.5.1 acima. Ja que ¢5(¢) = 6_11(T,T+§),
multiplicando 3.42 por e’ leva a

eT T+6

£26 Jr
Como ja observado, |¢5(2)| < (£ =T)* e |p5(x)| < 1(7,00)- Assim, podemos usar o teorema da diferencia-

¢do de Lebesgue do lado esquerdo e o da convergéncia dominada do lado direito para concluir que (3.43) vale
para quase todo ¢ > 0. /117

e (Du(t), h)dt = f: e D5 (eNdV (ws(t)). h) . pdt.

Demonstragio de (3.38). Aplicando a desigualdade de Young em (3.12), temos que

(dV (we(2)), h)p. p| < C1+ Va(@))IAllE-

Mas A1 =1e A*V, < ¢ < C, de modo que para quase todo ¢ > 0

8—12(127)8(t),h)L2 = f e (@ — E)(ws(t). h)y. pdé < (A2AV (ws). h) . p|) (@) < ClAIE.

t

Assim, como um elemento de E£*, temos que
L.
Sl @l < C

em quase todo ¢ > 0. Destarte (3.38) fica estabelecida ao mudar de w, para #,. /717

3.6 Demonstragio do teorema 1.1.1

Finalmente podemos agora provar o teorema principal desta dissertagio. Ao decorrer desta se¢io, tere-
mos de tomar uma série de subsequéncias e aplicar corretamente um argumento diagonal. Por conta disso,
facilitaremos a escrita e denotaremos todas estas subsequéncia pelo mesmo indice original &,,.

Passo um: demonstracio de (1.1z). Verifiquemos a convergéncia da sequéncia (#.,) no sentido asserido.
Por conta do teorema 3.5.1, vemos que para todo 7 > 0 suficientemente grande, existe uma constante C =

C(T,a,B) > 0tal que
T ong \* ong \? ong \?
2 En En En .
‘fo LN {Msn + (_at ) + (_6x1 ) +...+ (_(%CN) }dtdx < C;
T
f f lne, P dedx < C.
0 RN
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Em outros termos, #g, ¢ eqiiilimitada em H'((0,7) x RN) e em L*1((0, T) x RN). Da reflexividade
destes espagos, o teorema de Kakutani garante a existéncia de uma subseqiiéncia e uma certa fungdo # para as
quais #., — # fracamente em H'((0, T)x R) e de L#*1((0, T') x RN). Escolhendo uma sequéncia crescente
de T”s e aplicando um argumento diagonal, podemos supor que #, — # fracamente em H'((0, M) x RN) e
em LP*1((0, M) x RN) para qualquer M > 0.

Por outro lado, para todo Q cc RN regular e T > 0, o teorema de Rellich-Kondrachov assere que a
injegio H((0,T) x Q) c L*((0,T) x Q) é compacta. Assim um raciocinio analogo ao do parigrafo anterior
leva a conclusdo de que se pode presumir que #., — # fortemente em L2((0, T') X Q) e em quase toda parte,
quaisquer que sejam T > 0 e aberto limitado Q ¢ RN. Em particular, #, (¢,x) — #(t,x) em quase todo
t,x.

A prova da convergéncia #,, — # em L7((0, T) x Q) depende do valor de g. Se 1 < ¢ < 2, entdo basta
usar que L?((0,7) x Q) ¢ L9((0, T) x Q) continuamente pela desigualdade de Holder. Jase 2 < g < p + 1,
ela é entfo fruto da desigualdade de interpolago || f |, < ||f||g||f|;)jr‘1’, onde /g = a/2+ (1 —a)/(p + 1);
consulte, e.g., H. Brezis (2011). Aqui foi usada a limitagio em LP*!. Isto finaliza a demonstrago de (1.12).

Passo dois: demonstragio de que w(0) = « e #(0) = B. Como corolario da discussdo acima, #,, — #
em L*((0,T) x RN) = L2((0,T); L?), para todo T > 0. Assim, da férmula de representacio u, (t) = a +
fot s, (s)ds é facil ver que u,, (t) — u(t) fracamente em L? para todo ¢t > 0. Como #,, (0) = a para todo 7,
temos imediatamente que #(0) = @ no sentido de L.

Verifiquemos que # = S em E*. Como vimos na se¢io 2 deste capitulo, L*> C E* continuamente.
Portanto (3.36) e (3.38) se traduzem no fato de que 7., € W1((0,00); E*) e ¢ eqiiilimitada. Por outro
lado, sabemos do teorema 2.2.1 que L*((0,0); E*) = (L!((0,00); E))*, ja que E é reflexivo. Portanto, pelo
teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (note que L'((0, 0); E) ¢ separével), existe uma subsequéncia &,, tal
que zg,, Svge the,, 5 ¥ na topologia fraca-+ o (L!((0, 0); E), L*((0, o0); E)). Como 7., ja convergia
fracamente em L? para 7(t), temos que ¥ = #. Portanto, com um argumento similar ao caso acima, a férmula
do teorema fundamental do Calculo I/Z,Snk (t)y=p+ fot i - (s)ds mostra que ﬂgnk A #(t) na topologia fraca
em o (E, E*) paratodo t > 0 e que # € W°((0,00); E*) com 7i(t) = ¢1(t). Consequentemente, #(0) = S,
como queriamos demonstrar. 12

Passo trés: demonstragdo de (1.14).

Como V ¢ semicontinua inferiormente na topologia fraca de L? (teorema 6.3), uma aplicagio do lema de
Fatou na estimativa (3.35) da que

t+T
%ft‘ V(u(s))ds < C

paratodo t > 0 e T > 0. Assim, o teorema da diferenciagio de Lebesgue diz que V (#(t)) < C para quase
todo ¢ > 0. Isto e mais as estimativas a priori sobre #; do (1.14). (Lembre-se que E* = H' + L?*1)))

Passo quatro: demonstracio de u satisfaz a equagio Ou + |u|P~'u = 0. Seja g € C((0, 00) x RN). Usando
como fungio-teste (¢, x) — e‘n em (3.42) e fazendo a mudanca de w; para #., obtemos

f (ig(t), €777(t) + 2en(t) + (£))2dt = — f (dV (ug(1)),n(1))de,
0 0
que, apds uma integragio por partes, pode ser reescrita como

f (a0, 2T ()4 267(8) 41} (1)) 2t = f ) f {Vae(t, %) (e, )+ ue(t, )P ue(t, x)n(t, x) fdxdt.
0 0 RN

Quando &, — 0, temos que #;, — # e Dju, — D;u (1 < i < N) fracamente em L*((0,T);L?) e
ng, — u em fortemente L?((0,7)x Q), onde T > 0 e Q sio tais que (0, 7) X Q contém o suporte de 1. Logo,

120Observe que de nfo era necessario passar para a subsequencia £5,. Também era possivel evitar o uso de topologias fracas-+ se
fizéssemos a inclusio W ((0, c0); E*) © HILC((O, o0); E¥).
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passando &, — 0, a teoria dos funcionais de Neminski diz que

j;oo(ﬂg(t),ﬁ(t))pdt = j:o LN {Vu(t,x)'Vn(t,x)+ |u(t,x)|P_1u(t,x)n(t,x)}dxdt.

Usando agora o corolario 6.5 e as estimativas (1.14), concluimos que # € uma solugio fraca da equagio da
onda nio-linear supracitada.

Passo cinco: demonstracio da desigualdade de energia. S6 resta provar a desigualdade de energia. A dificul-
dade aqui é que o operador A? na energia aproximada usa valores de @, para todo ¢ > 0 e nés nio possuimos
uma convergencia global dos minimizadores. Para se livrar dessa dificuldade, necessitaremos do seguinte lema.

Lema 3.6.1. Sejam | e g funcdes ndo-negativas em L}OC(O, o) tais que

(A*f)E) < g(€)  para quase todo € > 0. (3.44)

Entdo paratodost > 0,a > 0e0 < 6 < 1 temos

g t+a t+a
( fo se”'ds) | f(&)dé < f g(&)dé.

t+da

Demonstragio do lema. Lembremos que (3.44) significa

J(6) > fo (s — €)' f(s)ds

para quase todo ¢ > 0. Portanto, parat > 0,a > 0e 0 < § < 1, integramos esta tltima desigualdade em
(t,t + a) para obter

fttﬁ g(&)dé > fowf(f)(ftm(g_§)+e‘(s—§)ds)d§
Y Min{t+a,s}
:ﬁ f(g)(f; (5 —§)+e_(‘_§)ds)d§
t+a Min.{t+a,s}
_ &)t (-8)
> f5 f(f)(ft (s = &) e 679ds)de

| “re [ - oetoasae

+oa

INNCINEE
> ftﬁaf(f)(foéﬂ se”ds)d¢

tal como desejavamos. /117

Vv

(\2

\

Por causa de (3.34), podemos aplicar o lema para f(t) = Vi(¢) e 4(2) = %|,8|Lz + V(a)-Kg(t)+Ce =
e(0) — K.(t) + Ce. Assim, escrevendo Y (£) = ﬂf se"%ds, temos que paratodos ¢ > 0,4 > 0e0 < § < 1 que

t+a

Y (5a) Ve (&)dé + ftm K (6)dé < ae(0) + aCe.

t+da

Troquemos agora w, para #,. Por isto, se torna conveniente reescrever a estimativa acima com t/€ e a/e
a0 invés de, respectivamente, ¢ e a. Fazendo isto, obtemos

t+a

Y(Safe) | V(ns(&)dé + f Jlio(€)adé < ae(0) + aCe.
t

t+da
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Uma vez que Y (o) = 1, podemos usar as propriedades de semicontinuidade inferior de V' e o lema de
Fatou para concluir que com &, — 0

[ vistende+ [ Jierde < acco.

+da

Passando 6 — 0, entdo dividindo por a e fazendo a — 0, a desigualdade de energia ¢ estabelecida através
do teorema da diferenciagdo de Lebesgue.

/117
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Capitulo 4

Uma generalizac¢io a uma classe de
problemas hiperbolicos

Wake up, step out of your dream, come out of the mire
Realize what they do, think about what you do

Is this what I live for, or a dream I die for?

Where is the sense? What’s the price you pay?

Did you see their faces beaten to obey?

Did you see the colours: sulphur yellow, concrete gray?
Did you see the eyes listless and indifferent?
Oppression, no resistance, bodies without a spine

Sometimes they talk behind your back

Is he your friend? Who do you trust?

How far can we go? Who sets all the limits?
Who gives us rights we’ve never wanted?

Coroner. “Sudden Fall”. Punishment to Decadence. Noise Records, 1988. CD.

Uma vez terminados todos os trabalhos do tltimo capitulo, paremos para refletir no que foi realmente
demonstrado. De certo modo, a prova exibida pode ser dividida em duas fases.
Na primeira, mostramos que os minimos #, dos funcionais

[ee)
1 2 1
_t E .o
Fu(v) = f eSO + V(@) de (4.1)
0 E

restritos as condi¢des v(0) = @ e v(0) = B, satisfaziam uma série de estimativas a priori boas, como uma
e : . 2 . .
limitagdo uniforme em ¢ > |s.(2)| jpeemt V (ue(t)). Nesta parte foram utilizadas poucas propriedades
essenciais de V' (#) = f {% |Vau|?+ Iﬁ |u|P*1}dx, porém principalmente as caracteristicas expressas no teorema
3.2.2.

J4 na segunda etapa, mostramos que os estes minimos se acumulam em funges # € VVliCOO((O, 00); L?) tais
que

fo {((2).71(0)) 2 + (dV (). (). p }dt =0 [V € C¥((0,00) x RN)] (4.2)

e que #(0) = @ e #(0) = B em algum sentido. Aqui certamente foram aplicadas algumas caracteristicas mais
finas de dV'. Com base nisto, generalizaremos o enunciado do teorema 1.1.1, como foi feito no segundo artigo

de E. Serra e P. Tilli (2016).

41
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4.1 Hipoteses funcionais e enunciado dos teoremas

Declaremos as suposi¢des do teorema a ser enunciado. Caso ilustrativo, daremos alguns exemplos de
quando estas hipoteses sio validas; entretanto, a maior parte das aplicagBes salvaremos para a proxima segio.

Tal qual anteriormente, consideraremos a familia de funcionais Fy : Hli C((O, 0); L?) — R da forma (4.1).
Sobre V/, sera pressuposto:!

V : [? — [0,00] é semicontinua inferiormente na topologia fraca o-(L?, L?). O seu
dominio préprio é um subespago E; supomos que £ possui uma norma “natural” na
qual E ¢ reflexivo e que as seguintes inje¢Ses sejam validas, continuas e densas

CXcEcl?

(novamente C° esta com a topologia das fungdes-teste).
Restritaa E, V : E — [0, 00) ¢ diferenciavel a Gateaux e sua diferencial fraca, dV :
E — E*, cumpre

IV (@)ller < C(1+ V(u)’) (4.3)
paratodo # € E, onde C > 0e 0 < 6 < 1 sdo constantes.

Obviamente, estamos interessados que, no limite &€ — 0, produzamos solugdes para o problema do “fluxo
gradiente de segunda ordem”?

i(t) = —=dV (u(1)),
1(0) = @,4#(0) = B,

ja que (4.1) possuem formalmente a equagio de Euler

(4-4)

2
E Uttt — 28%ttt + U = —dV(%)

Assim, antes de mais nada, é conveniente que reintroduzamos a nogio de solugio fraca. Para facilitar as
questdes, ja presumamos agora em diante que V' é como em ().

Diremos que um # : [0, 00) — L? ¢ uma SOLUGAO FRACA DE (4.4) se # € L| ((0,00); L), t > dV (u) €
Llloc((O, 0); E*) e, para toda ¢ € C((0, 00) x RN),3

fo ((2). $(2) 2t = (@, $(0)),2 — (B, 9(0)),2 + fo (dV (). ¢(t)) . . (45)

. ~ . . . . . 2
Uma consequéncia de (4.5) € que toda solugio fraca # possui sua derivada distribucional ?97’2’ € Llloc

E comum chamar (4.4) de uma equagdo conservativa, pois a energia
L. 2
t §|u(t)|L2 + V(u())

¢ preservada segundo um célculo formal. Por conta disso, chamaremos uma fungdo # € L| ((0,);L?) g
ENERGIA FINITA se # € L¥((0,00); L?) e V() € L¥(0, c0).

Note que, se # for de energia finita, entdo automaticamente # € VVlij((O, 00); L?); em particular é con-
tinua e, por isso, ¢ — V(u) é mensurdvel.* Além disso, (4.3) diz que t +— dV(x) € L¥((0,00); E*) C
Llloc((O, 00); E*).

Que E seja reflexivo, é imposto de modo que, para 1 < p < oo, LP((0, T); E)* = LP'((O, T); E*), como expressa o teorema 2.2.1.
Esta condigio nio aparece no artigo de E. Serra e P. Tilli, apesar de ser tacitamente utilizada.

2Este nome é dado porque esta equagio lembra de perto as chamadas equagBes do fluxo gradiente, que tomam a forma #’(¢) =
~VV (u()). Observe que V que estudamos até daqui d4 origem formalmente a dV (#) = —Au + |u|P~'u, este fluxo gradiente
correspondente é a equagio do calor #; = Au — |#|P~1u, que serd analisada na Gltima parte desta dissertagio.

3Em comparagio com a defini¢io prévia da se¢io 3.1, esta ¢ um pouco mais fraca: ela é “menos” localizada no espago e exige uma
certa integrabilidade do operador dV (). No entanto, este conceito é adequado para a nova situagio abstrata que estamos estudando.

4*Com efeito, temos que mostrar que para todo, g € R, {t; V(#) > ¢} é mensuravel. Porém {t; V(1) > q} = u”1([V = q]) =
™! (fracamente fechado) = #~!(fortemente fechado) = fechado, j4 que # ¢é continua.

((O, 0); E*).
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Como antes, essas novas estimativas sobre # também facilitam o tarefa de verificar se esta ¢ uma solugio
fraca.

Teorema 4.1.1. Se u é energia finita, entdo uma dessas afirmagcoes implica nas demais.
1. u ésolugio de (4.4);
2. u(0) = a como curva em Vc/lif"((o, 00); L?), s € W((0, 00); E*) com #(0) = B eii(t) = =dV (u(t));

3. #(0) = a como curva em Wl;;""((o, 00); L?), s € W((0,00); E*) com #(0) = B e

_ﬁmﬂuw@um;+wvwa»wu»pﬁwt=a

Vo € C2((0,00) x RN).

Evidentemente o funcional que estudamos no capitulo 3 cai nesta categoria com E = H! n L1 e
6 =1-1/(p +1) = p/(p + 1). Hi no entanto outras escolhas possiveis: por exemplo para p > 1

V(u) = ]l) LN |Vul? dx (4.6)
N

SRR

1=1

observa () para E = {v € L%;Vov € (L?)N} e 6 = 1 - 1/p. Aqui, dV ¢é precisamente
(V(@u),h)p. = f \VulP~>Vu - Vhdx
. RN

que da formalmente origem ao chamado operador “p-laplaciano” A,# = Div. [Vu|f=2Vu.

Uma observagio oportuna que fornece uma grande gama de exemplos, é que () é “aditivamente estavel”
no seguinte sentido. Se V; : E; - Re V5 : E; — R realizam a nossa hipétese, entdo V = V) + V; :
E1 N E; — R também satisfaz (x) para 6 = Max.{6;,0,}.5

E importante também notar que (4.3) acarreta na continuidade a Lipschitz para V em E:

[V +h) = V)| < C(L+ V) + 1A ) AlE (47)

Yu,h € E. A demonstragio é idéntica a do teorema (6.3).
Assim, replicando o raciocinio do capitulo anterior verbatim et literatim, provamos

Teorema 4.1.2 (Estimativas a priori e convergéncia no caso conservativo). Suponha vilida (*). Dados a, 8 € E
e&e > 0, o funcional Fy em (4.1) possui wum minimo u na classe das funcées v € Hlic((O, 00); L?) com v(0) = a e
0(0) = B.¢ Além disso, sido vdlidas as seguintes conclusies sobre as ug’s:

1. (Estimativas). Existe C = C(a, B) > O tal que paratodo0 < e < 1,t >0eT > ¢,

t+T
f V(ue(s))ds < CT,

|ie(t));, < C,

|ue(t)), < C(1 + £2),

ll#6]] o (0.00) < C-

5A fim de mostrar que C2° € E1 N E; densamente, utilize o teorema de Hahn-Banach e o fatos de que C° ¢ E1 N Ey C Eq, Ey,
que (Eq N Ey)* = EY + EJ e que E, E sio espagos de distribuigSes.

¢Este minimo nio é mais necessariamente Unico se V' nio for convexo. Portanto, o problema de unicidade do limite fica mais
delicada no caso geral.
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2. (Convergéncia). Toda sequéncia &, — O possui uma subsequéncia €, — 0O tal que ng; — u na topologia
fraca de H'((0, T), L?) para qualgquer T > Q. Esta funcio u cumpre

u € H)} ((0,00);L7),

u € L°°((O, 0); Lz),

i € L¥((0,00); E*)
en(0) = a(em L?)e(0) = B (em E¥).

3. (Desigualdade de energia). Se
L.
e(t) = §|u(t)|§2 + V (u(2))

entdo para quase todo t > 0

e(t) < e(0) = 31 + V(@)

No mesmo artigo, Serra e Tilli também consideram o problema abstrato com dissipagdo

i(t) = =dV (u(t)) — dD(#(t)), (4.8)
#(0) = @, #(0) = B. +
A hipotese sobre a fungio dissipativa D sera a seguinte:
D : [? — [0, ] ¢ quadrético, no sentido de que
1
D) = 3b(v,v) sev € ]—IZ
00 sev € L masv ¢ H
(%)
onde b : H x H — R ¢ simétrica, limitada e nio-negativa no espago de Hilbert
H c L?, cujanorma é |‘v|§1 = |‘v|i2 + 2D(u). Novamente, presumiremos que
C® ¢ H ¢ L?* continua e densamente.
Observe que a condigdo acima também possui uma propriedade de estabilidade aditiva dbvia.
Nesta situacio, o funcional F; se transforma em
© el 1 1.
Ge(v) = e {5|'v(t)|L2 + 5 V(0(t) + =D(9(2))}dt. (4.9)
0 & &

O modelo basico de uma D segundo () assim é

1
D() =3 ) D"},
acA

onde A é um conjunto finito de subindices em RN ¢ H = {v € L?; D% € L?}. Por exemplo, se V (#) =
% f |Vu|>dx e D(v) = % f |v|?dx, entio (4.8) se transmuta na conhecida “equagio do telégrafo”

Ui = Au — .

A defini¢do de uma solugdo fraca do problema de (4.8) segue as mesmas linhas anteriores. # € Llloc((O, 0); L?)
comdV (u) € Llloc((O, o); E*) e dD(u) € L}OC((O, 00); H*) é chamada de uma soLug&o FrRACA para (4.8), caso

fo (1), §(0)) odt = (0. §(0)) s —(B 0(0)) s+ fo (@V (1), () p. pele+ fo (dD(i(0)), ¢(0))y. e,

nio importando ¢ € C(R x RY).
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Aqui, a férmula da energia é

£ %Vt(t)liz + V(1)) + zfot D(u)ds,

onde usamos que D ¢ quadratica. Aqui a parte com D mede fisicamente a quantidade de energia dissipada,
explicando por que (4.8) é chamada de dissipativa.

Assim sendo definigio agora de uma fungio # de ENERGIA FINITA é se 7 € L%((0,00); L?), V(1) €
L°(0,00) D(s) € L'(0, o).

O critério do teorema (4.1.1) se transforma pois em
Teorema 4.1.3. Se u é energia finita para (4.8), entdo as proximas afirmagies sio equivalentes:
1. u ésolugio de (4.8);

2. #(0) = @ como curva em W/Z})’:O((O, 00); L?), i € W1((0,00); E*) + HZ})C((O, o0); H*) com #(0) = Be
ii(t) = —dV (u(t)) — dD((2));

3. #(0) = @ como curva em VVli’:o((O, 00); L?), € W((0,00); E*) + Hlloc((O, o0); H*) com #(0) = B com
#(0)=Be
fo {((e).71®) 2 + (V (@) n(®)) . p + (D (). 0(2)) 1.y}t = 0

para toda ¢ € CZ((0, 00) X RN>.
O correspondente entdo do teorema 4.1.2 é entdo o

Teorema 4.1.4 (Estimativas a priori e convergéncia no caso dissipativo). Suponha vilidas (x) e (+*). Dados a €
E,Be ENHee >0, ofuncional G5 em (4.9) possui um minimo ug na classe das funcoes v € Hlic((O, o0); L?)
com v(0) = @ e v(0) = B. Além disso, sio vdlidas as seguintes conclusées sobre as ug’s:

1. (Estimativas). Existe C = C(a, B) > O tal que paratodo0 < e <1,t >20eT > ¢,

t+T
f V(ug(s))ds < CT,
t
|ie(t)], < C,
2
|ue(t)];, < C(1+ 22,

||”s||L°°((o,oo);E*)+L2((o,oo);H*) <C,

fooD(ua(s))ds <C.
0

2. (Convergéncia). Toda sequéncia &, — O possui uma subsequéncia &, — O tal que uy — u na topo-
logia fraca de H'((0,T), L?) para qualquer T > O; também temos que iy — 1 na topologia fraca de
L*((0,T); H) para todo T > 0. Esta fungio u cumpre

u € Hlic((o, 0); Lz),
i € L*((0,00); L?),
i € L((0,00); E*) + L*((0,00), H*)

en(0)=a(emL?)en(0) = f(em E* + H*).

3. (Designaldade de energia). Se

agzgmg@+ku»+{£1xﬁmﬁ
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entdo para quase todo t > 0

e(t) < (0) = 51BE + V(@)

A demonstragdo ¢ totalmente analoga, apesar de ser necessario algum esforgo técnico para incluir os
termos envolvendo D nas estimativas a priori. Indicamos ao trabalho de Serra e Tilli (2016) para os detalhes.

4.2 Passagem a equagio hiperbolica e aplicagdes

Se as #’s obtidas tanto nos teoremas 4.1.2 € 4.1.4 vém a ser solugdes fracas, é algo a ser estudado caso-a-caso
dependendo de V. Uma situagio razoavelmente geral no qual a resposta ¢é de fato afirmativa, ¢ quando infor-
malmente a equacio hiperbolica correspondente for linear nas derivadas mais altas. De modo mais preciso,

Teorema 4.2.1. Caso V for da forma
\am-%m%+§] =Dl (4.10)
jag<s P

ondes > 0, 1 > 0epy > 1,7 e D satisfazer (xx), entdo as funcbes u obtidas nos teoremas 4.1.2 € 4.1.4 sevio
solugbes fracas de, respectivamente, (4.4) e (4.8) com u(0) = @ e #(0) =

Aqui, a norma do espago de Sobolev homogéneo H* é

_ 2 12 _ 1 25|~ 2
e = =00l = fR el e e (411
Assim V/, como em (4.10), é relacionado ao operador diferencial

dV(n) = (=AY u+ Y (~1)1 2, D*(ID*ulP*> D).

la|<s
Nio obstante, a escolha por uma norma equivalente também ¢é permitida. Por exemplo, pode-se tomar

Da Da 2
|”|2'5 = f f | u(x) ~ Zu(y)| dxdy.
jal=Ls] VRY VRY x -yt

Quando s = m um inteiro > 1, entio?
@
ity = 3 (5) [, 1prwtoras
a=m a RN

Itll'

/7 . A .
aanl onde @ = (@1, ..., anN)), mas estariamos livres para pOr alternativamente

N
|l = ZfRN D u(x)dx.
=1

Sera conveniente expor a prova desta proposi¢io para elucidar onde as pegas do jogo acima se movimen-
tam.

(naturalmente (| ) =

7Evidentemente pode-se provar que esta V cumpre (¥) com E = {u € L*u € H eloD% € LPo¥|a| < s} e
0 = Max.{1/2,1-1/pa}.
8Este caso ¢ especial: quando 7 = 1, evidentemente temos uma equagio da onda #;; = Au+ [outros termos]; se 72 = 2, temos

4
a chamada “equacio da viga vibrante” u;y = A?u+ [outros termos]. Aqui A2 =A-A= Zl 16 4 +221<]</€<N 6x?a z é o dito

operador biharmonico ou bilaplaciano.
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Demonstragio. Por comodidade, consideraremos somente o caso dissipativo, apesar de no conservativo o
raciocinio € totalmente simile (e os calculos na realidade mais simples). A partir de agora, w denotara um
aberto fortemente contido em RN e 0 < T < co.

Como no teorema (1.1.1), 0s minimos #, solucionam a equagio de Euler

fo (a2, 277 () + 2637(2) + () podt = — fo {(dV (uae)) 1) g + (DD ), (432)

qualquer que sejap € C((0,00) X RN) O nosso desejo é claro: passar o limite & — e descartar os termos
envolvendo &. Justifiquemos como isto é possivel.

Devido a eqiiilimitagio de t = V(u#.) e t = V(u) e a convergéncia de #,;, a u, temos que #y, — u
fracamente em L*((0, 7); H*(w)). Consequentemente, o teorema A.0.9 no apéndice A diz que D%u,; —
D%y fortemente em L2((0, T) X w).

Assim, se 1 < pg < 2, 1,D%e], > 1,D% em LPo((0,T) X w); ja para 2 < po < o0, a limitagio de
AeD%ug em LPe ¢ a desigualdade de interpolagio asserem que 1, D%uy — A, D%u em LP‘Y_l((O, T) X w).

De qualquer modo, como

@V (D)D) = (o) gy + Y (<1 f D% ss(t, 1) 2D (2, x) - D7t x)d,

N
|a|<s R

verificamos acima que

fo (dV (g (2),n(2))dt — fo (dV (u(t), n(t)>E*’Edt.
Por outro lado, sabemos que #,; — # fracamente em L*((0,T); H). Dado que

<dD(”s(t)’ 77(t)>H*,H = b(”e(’f)’ U(t)),

isto basta para mostrar que

fo (dD it (£), (1)) gy — fo (dD(i(0), (). e

Logo, podemos passar o limite ], — 0 em (4.12) e usar o terceiro critério do teorema 4.1.3 para concluir
que # é solugio. /117

Todavia, o silogismo acima 7o seria valido paraa V' do p-laplaciano (4.6), porque Vu,r — Vi em L? nio
necessariamente implica que (dV (#, ), ¢)g+ g — (dV (#), @) para toda fungio-teste . Observemos ainda
que ¢ um problema aberto provar a existéncia global de solug&es fracas para a equagio quasilinear #;; = A, u.

Agora daremos algumas outras aplicagdes onde valem os teoremas 4.1.2 € 4.1.4. Comecemos com o caso
conservativo.

Exemplo 4.2.1. Equacdes lineares.

Se A ¢ de novo um conjunto finito de multi-indices em R e

V() = % Z;lfqu |D® u(x)|dx

9Com efeito, a continuidade de operadores nio-lineares na topologia fraca é dificuldade capital na Analise Funcional.
Todavia a conclusdo permaneceria valida para

N 2
1 0“u 2 1
V(u):z E f|0x~6x‘| dx+;f|Vu|de
ij=1 e}

parap > 1. A prova é a mesma do teorema 4.2.1.
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com E = {u € L?>; D% € L?*}, entio (%) é valida, bem como o teorema 4.1.2 e a conclusio do 4.2.1. Deveras,
V gera a equagio linear

= ) (-D)D*y

a€A

e a Unica condi¢io para garantir que fooo(d V(ung ),mydt — fooo<dV(u), n)dt é uma convergéncia fraca em
L? que trivialmente possuimos.

/177

Exemplo 4.2.2. Certas equacies da onda semilineares.

Seja f : R — R continua com f(0) = 0 e tal que |f(s)| < const.|s|. Presuma também que F(z) =
foz f(s)ds > 0 paratodo z e que exista uma constante C > 0 tal que

f(s)? < CE(s)

em toda parte.’® Entdo para

V(n) = %LN |Vul>dx + LN F(u)dx,

() é verificada com E = H' ¢ 6 = 1/2. dV () neste caso é bem conhecido ser

(V)R s i = f (Vi - Vh+ f()h}dx,
, RN
de modo que a equagio diferencial originada é
Ou + f(u) =0.

As conclusdes de tanto o teorema 4.1.2 e do 4.2.1 sdo procedentes, ja que, como conseguimos garantir a
convergéncia de #, — # em leoc((O, 00) X RN), temos que f(ug) — f(un)também localmente em L2.
Uma aplicagio interessante ¢ a famosa equago de sine-Gordon da Fisica

Ou +sinu =0,

cujo funcional de energia potencial é

V(u) = %LN |Vul>dx + fRN (1 - cosu)dx.
Observe que V' ndo é convexo.
/117
Exemplo 4.2.3. Equacio de Kirchoff-
Se tomarmos

2
V(u) = %(fRN |Vu|2dx)

a hipétese () é observada com E = H' e § = 1/4. No entanto, nio ¢ claro se a # obtida é solugio da equagio
correspondente, a chamada eguacio de Kirchoff,

Uy = (f |Vu|2dx)Au.
RN

19Digamos, se f for C! com f’ limitada, basta verifica esta desigualdade “nos infinitos”, j4 que pela regra de I'Hopital s +>
£(5)?/F (s) nio tem singularidades. No préximo capitulo, estudaremos equagdes da onda com no-linearidades lipschitzianas muito

mais gerais.
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Novamente, a existéncia de solugdes globais para esta equagdo é um problema em aberto, sobre a qual espe-
rangosamente o método variacional podera langar alguma luz.
Mais geralmente, poderfamos estudar algumas n3o-lineares nio-locais da forma u,, = F’( f [VulPdx)Apu,

se pormos V (#) = ‘%F(f |VulPdx).
/117

Vejamos agora uma aplica¢io do caso dissipativo.
Exemplo 4.2.4. Equagies fortemente amortecidas.

Ja notamos que D(v) = 3 f |v|?dx produz equagdes do tipo “telégrafo”; outros exemplos podem ser
obtidos tomando D como a norma ao quadrado de um espago de Sobolev hilbertiano. Digamos, para

D(v) = %fleFdx,

garantimos a presenga do termo Au,, que esta ligado as chamadas equagdes “fortemente amortecidas”. Assim,
se tomarmos V (#) = % f |Vu|*dx + ﬁ f |#|P*1dx para algum p > 0, temos pelo teorema 4.2.1 a existéncia
de solugdes fracas do problema

e — A+ |ulPYu + Au, =0

para dados iniciais #(0) = @ € H' N LP* e 4(0) = p € H! n LP*L,
Ja o problema
e — Npu + |u|‘172u + Au,; =0,

apesar de estar nas condi¢des do teorema 4.1.4, nfo estd nas de 4.2.1, exceto se p = 2. Serra e Tilli contudo
anunciaram que as conclusdes deste continuam verdadeiras se p,q > 1.

/117

Por fim, uma outra generalizacio possivel seria considerar abertos Q mais gerais que RY e, assim, certas
8 ¢ao p 8 q

condi¢des de fronteira. Da teoria das equagdes de evolugdo (veja H. Brézis (2011)), isto pode ser facilmente
feito mudando o espago onde esta #. Por exemplo, uma condigio do tipo “u(t) € H(Q)” esta relacionado a
formulagio fraca condigdo de Neumann “g—z = 0 em 0Q” (v ¢ a normal exterior em dQ); enquanto “u(t) €
Hol(Q)” é associado A fraca da de Dirichlet “# = 0 em dQ”. No método desta dissertacio, basta trocar R
por Q e alterar convenientemente o dominio efetivo de V.

Sob certas hipdteses de coercividade sobre V, este também pode comportar termos de ordem menor. Isto

1% p p

permite que estudemos equagdes nio-homogeéneas.

Por exemplo, tome V(%) = %f |Vu|>dx + # f |u|P*1dx. Se f € L4 para g no intervalo de extremos

(2*) e (p + 1), entdo, via a desigualdade de Holder e de Young, existe uma constante 72 > 0 tal que
1
f fudx =(f,u)yp+p < =V (u)+m,
RN 2

para todo # € E. Por consequéncia, se V(%) = V(u) — (f, u) + m, este funcional satisfaz V' (u) > %V(%) e
portanto cumpre (*) com o mesmo 6. A equagdo adjunta se entdo altera para #;; — Au + ||~ 'u = f.u
De maneira analoga, se poderia estudar sistemas, como e.g.

~(|u? + [w ) u
~(ju? + [0y

(@n)(t, x)
(av)(z, x)

Neste caso, ao invés de trabalharmos em L? e com fungdes reais, tomamos como espago ambiente (L2 ¢
incgnita u(t) = [u1(t), . .., np(t)]. Novamente, as corregdes sio triviais.

1E claro que tem-se uma variedade maior de expoentes na condigio de o dominio ser limitado.
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Capitulo 5

Flementos da teoria das ondas nio-lineares

His hand must be hard as stone
As they call him “the eternal god”
They fear his wrath and more. ..
Steel against steel, so many fell

Hunting in the endless land
For the jewel-crowned king
The sound of distant hymns
Echoes in the broken past
Fanes to the highest emperors

Trembled under his feet

Stygian forges formed his sword
Bearing pride over fear

Whispered fantasia follows his ways
And cries silent in the dark

The black altar

Sculptured of the false
Scepters in the way

To wisdom on the throne
The veil of might - reborn
Above the broken existence

Coroner. “The Invincible”. Death Cult. Independente, 1986. Cassete.

5.1 O problema de Cauchy linear

Neste ponto da dissertagdo, mostraremos alguns fundamentos da teoria classica das equagdes de onda nio-
lineares, a fim de compara-la com o teorema de Serra e Tilli. De modo geral, esta teoria se fundamenta em dois
alicerces: o chamado principio de Dubamel (ou formula de Dubamel), e uma anélise delicada de estimativas a
priori.

Primeiro, relembremos o principio de Duhamel, que nada mais é que uma versio da “férmula da variagio
das constantes” das equa¢es ordinarias. E bem conhecido que a solugio (a0 menos formal) de

(5-1)

{(Du)(t,x) =0
u(0,x) = a(x), g—’t‘(O,x) = B(x).

51
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¢ dada por
u(t,x) = fRN {%R(t,y)a(x —y)+ R(z,)B(x —y)}dy
- (Gro o+ ko o

onde R é a “solugio fundamental” de (5.1); ou seja, a solugdo de

(Ou)(t,x)=0
u(0,x) =0, 2£(0,x) =6

sendo 6 o delta de Dirac concentrado na origem. Por vezes, R também é chamada de fung¢io de Riemann.
Apesar de se haver uma expressdo explicita para R (veja, e.g, L. C. Evans (2010) ou J. Shatah-M. Struwe
(2000)), para os nossos propdsitos so serd necessario a ciéncia destes dois seguintes casos.
Na dimensio fisica N = 3, R ¢ uma integral esférica e é dada pela chamada f6rmula de Kirchoff

1
(R0 =4 [

ly—x|=t

BOMo() = | B+ ey)do(y) (5:2)

lyl=1

(do é a medida superficial). Para qualquer N no entanto, temos a representagio através da transformada de
Fourier

R(t,x) = F (cos(|£]t))

% a1 sin(|€]t)
m(”)‘?‘( €] )

onde & é a transformada de Fourier nas variaveis espaciais x. Pondo %Zij(t) = F (€| cos(|€]t)), é facil entio
que a familia de operadores {7} },50 em H!x L2, T)(a, B) = [R(t)*ﬁ+ %R(t)*a, %R(t)*ﬁ + aa—;R(t)*a] ,
¢ um grupo fortemente continuo (veja também H. Brézis (2011) para uma derivagio da existéncia desse grupo
através do teorema de Hille-Yosida).

Observe também que, até em dimensio 3, a solu¢do # de (5.1) é menos regular que os dados iniciais
(exceto se @ e B € C*) em virtude da derivada temporal em R(t) * . Isto indica que possivelmente os
espagos CF nio sio étimos para estudar esquagdes hiperbdlicas. Por outro lado, as solugdes ndo degeneram
no espago de energia H! x L2. Com efeito, uma derivagio formal (ou um célculo direto escrevendo #(t, &) =
cos(t|&])a(€)+ %E@)) mostra que a energia e(t) = % f{%f + MJZH +...+ 14,25” }dx é constante. Voltaremos
a este topico em breve.

Podemos agora explicar o que é principio de Duhamel. Este afirma que a solu¢io do problema nio-
homogéneo

(@u)(t,x)+ f(t,x) =0
{M(O,x) = a(x), 2(0,x) = B(x). (53)
¢ dada por t
u(t,x) = u(t,x) - f R(t-71)= f(r)dr (5.4)
0

onde #°(t, x) a partir de agora simbolizara a solugdo de (5.1). No espago de frequéncia (5.4) ¢ dada mais
simplesmente como

70.6) = coselnie) + ED fey - [ IEE=DN 7
0

] B(&) - H f(r.&)dr. (5-5)

Se até o momento, tudo foi dito sem nenhuma preocupagio com o rigor, a partir de (5.5) ja podemos
discernir a validade do raciocinio acima. De fato, um momento de reflexio mostra que, se @ € H!, B € [* ¢
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f e Llloc((O, 0); L?), # dada acima é uma solugfo fraca de (5.3) segundo o teorema 3.1.1, tomando E* = H .
Neste caso, de fato # € C([0,00); H') N le)j((o, o) L2 N lej((o, 00); H™!) e as derivadas de # sio dadas
pelas “derivadas formais” de (5.5). Outros resultados de regularidade podem evidentemente serem obtidos sob
outras hipdteses em f.

A férmula de Duhamel também da algumas estimativas a priori pontuais e em média para uma solugio
(5.3). A mais simples desta é sem duvidas

()2 < %Oz + 1 f oy < leliz + 1Bz + 1 f loryzz) (5-6)

que decorre imediatamente de (5.5). Uma outra classe de estimativas sio as desigualdades de energia, que tém
um cunho geométrico e dio estimativas em espagos de Sobolev. Para ilustrar, recapitulemos a seguinte classica
proposi¢do.

Teorema 5.1.1 (Estimativa de energia). Seja # : (0,00) x RN — R uma solucio fraca de (5.3) e fixe to > O e
xo € RN, Definindo

e(t) = lf (. (t, x)* + |Va(t, x)|*)dx,
2 |x—xo|<to—t

entdo para quase todo t > 0

: 12
e(t)'? < e(0)"? + \/E{fo |f(7)|L2(2T)dT} (5-7)

ondeZ; = {x e RN;|x —xo| <t — 7}

Demonstragio. Passo wm. Primeiro, presumemos que # é uma fungio suave, digamos de classe C*. A primeira
etapa € estabelecer a identidade diferencial

o (u+\Vul\ &L o ou\ .
u,(Ou) = E(T - ; o "y c')xi) = divergente de X(¢, x)

que pode ser feita por uma simples aplicagdo da regra de Leibniz. Portanto integrando #,(0#) no tronco de
cone K = {(1,x) € R"*N;0 < 7 < t,|x — x0| < to — 7}, 0 teorema do divergente diz precisamente que

e(t)=e(0)—F—ffKutfdtdx

onde F ¢é o fluxo de X(¢, x) na “regido lateral” do cone K.
No entanto, um calculo direto da que

1 .
N 2 \/E 0<t<t-ty, {(Mt(T’ x)z + |VM(T’ x)|2) - 2%t(V%(T, X)) . |x - le }dO’(T, X)
|x_x0|=t—t0
1 ‘% )
= _2'\/5 0<T<t—top, Mt(T, X)lx _ xol - VM(T,x) dO—(T,x) > O,
[x—xol=t—to

enquanto a desigualdade de Cauchy-Schwarz afirma que
t
f ufdedx = f f ue(t,x)f (7, x)dxdr
K 0 JI,
t
< fo It (D2l f (Dlias,)dr
t
< \/Ef €(T)1/2|f(T)|L2(2T)dT.
0

Chamando ¢(t) = Méx.o<r<ie(T)/? e y(t) = fot |f (Dl2z,)d7, um momento de reflexio diz que
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demonstramos que ¢(t)> < ¢(0)> + V2 (t)¢(t). Esta desigualdade por sua vez sé é possivel se ¢(t) <
glll(t) + % VA(0)2 + 20 ()2 < V2ui(t) + $(0). Ja que e(t)/? < ¢(t), fica estabelecida assim a desigualdade
(5.7) para quando # €é suave.

FPasso dois. Agora, por densidade, provaremos a validade de (5.7) se # nio é necessariamente diferenciavel.

Para tq > 0 fixado, estendemos f para fora do cone. Isto pode ser feito tomando /:; (t) = E(t)f(2),
onde E(t)g(x) = g(x), se |x — xo| < to—t,e E(t)g(x) = go(x/t)g(%x), se |x — xo| > to — t, sendo que
¢ € C=®(RN) étal que ¢ = 1nabola unitria de RN. Com esta escolha, temos que |E(T)g 2wy < Clglrzs,)
para uma constante C > 0 independente de 0 < 7 < t e g € L*(Z,).

Visto que toda fungio em L!((0, t0); L?) pode ser bem aproximada por fungdes-escada, um argumento

basico de densidade garante a existéncia de uma sequéncia de fungdes f,,(z, x) € C®((0, 00) x R) tais que

]?,; - ]7 em L'((0, to); L?). Por convolugio e truncamento, podemos escolher também a, e 8, em C° com
T (V@5 (0) = V(@) + B — 1,0, )P} — 0.

Com estas fung¢des em mio, se define #, como solugdes dos problemas de Cauchy (O#,,)(¢, x) = f,(¢, x)
com #,(0) = @, e #,(0) = B,. Pela teoria linear das equagdes hiperbdlicas (veja, e.g., S. Alinhac (2009), L.
C. Evans (2010), F. John (1994)), tais #, vém a ser de classe C*.! Dai, aplicando a estimativa de energia em
Upm — Uy, vemos que 2 e Vi, convergem dentro do cone para uma ?3_7; e Vo. Esta v por sua vez satisfaz
desigualdade de energia e

fv(D<p)dtdx = —fM(O x)— (O x)dx j‘(;—7;(0,x)qﬁ(O,x)cix+‘f(‘O L f(t,x)p(t, x)dtdx

paratoda ¢ € C®(R x RN) tal que ¢p(¢,x) = 0se t > tyou |x — xg| > to — ¢ com t > 0.
Para finalizar, resta provarmos que # = v dentro do cone. De fato, w = # — v € uma fungio tal que

fw(l:lt,o)dtdx =0 (5.8)

para toda ¢ como acima. Na realidade, estendendo @ = 0 para t < 0 no “semi-cone” infinito K = {t <
to,|x — xo| < t — to}, vemos que (5.8) permanece valida para toda funcio-teste ¢ suportada em K. Assim,
toda regularizagio w, de w no interior de K satisfaz a equagdo da onda Ow, = 0 e com dados iniciais nulos
na base de um cone. Pela estimativa de energia para fungdes suaves, w; = 0. Dado que w, — w no sentido
de distribui¢des, w = 0. Isto completa a demonstragio. /177

Observe que a convergéncia de nenhuma integral tanto em (5.7) é presumida a principio. De fato, uma
das consequéncias deste teorema ¢ justamente que se @ € H|' , B € L e f € L'((0,T); L*(Q)) para todos
T >0eQ cc RN, ention € Hlic((o, 00) x RN). Mais ainda, se os dados iniciais forem nulos, a solucio
fraca tera de ser nula, o que confere legitimidade a solugdo dada por (5.5).

A forma que usaremos esta desigualdade serd em sua formulagio global: passando zg — o e aplicando
com o teorema da convergéncia mondtona, obtemos

1/2
{%jﬂ;N (m(t,x)2+|Vu(t,x)|2)dx} s{%f (B(x)* + [Va(x)I*)d } f|f(7)|L2(RN)dT (59)

para quase todo ¢ > 0. Esta estimativa poderia também ser obtida usando a formula de representagio (5.5),
entretanto preferimos esta prova por trés motivos.

Em primeiro lugar, esta seu carater geométrico. Esta versio localizada implica o famoso principio da
casualidade (ou “principio fraco de Huyghens”): os dados inicias “se propagam com velocidade finita” (e igual a
1 neste caso). Isto quer dizer que os dados iniciais forem nulos dentro de uma bola de raio » > 0 e centro
a € RN, entfo certamente #(t,x) = O para0 < t < 7 e |x —a| < r — t. Em particular, se #(0) estiver

IE suficiente empregar a caracterizagio de Fourier para as derivadas parciais e a férmula de Duhamel (5.5). Observe que pela
estimativa de energia para fungdes suaves, estas #,’s sio Unicas.
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suportada em |x| < M, entdo o suporte de #(t) esta contido em |x| < M + t. Estas propriedades valem tanto
para solugdes fortes quanto fracas.

Além disso, o argumento da prova possui diversas extensdes, entre elas o chamado método abe de K. O.
Friedrichs. Este consiste em multiplicar O# nfo necessariamente por #;, mas por um “multiplicador” geral
daforma au, + b - Vu + cu, onde a, b, ¢ sio fungdes, e proceder em escrever a expressio obtida como uma
divergéncia (mais possivelmente alguns outros termos “bem-comportados”). Com isto, se obtém estimativas
de # perto da origem (como a desigualdade de Morawetz), perto ou longe dos “cones de luz” (desigualdade
de Keel-Smith-Sogge), em fung¢io do grupo de Poincaré (desigualdade conforme) etc. Neste vasto e classico
tema, consulte S. Alinhac (2009), J. Shatah-M. Struwe (2000), W. A. Strauss (1990) e outros.

Finalmente, estas estimativas similarmente possuem homélogos em outras equagdes da onda. Por exem-
plo, para equagio nio-homogénea de Klein-Gordon

(@u)(t,x) + u(t,x) = f(t,x) (5.10)
#(0,x) = a(x), G(0,x) = B(x).
o teorema 5.1.1 permanece valido se substituirmos a expressio de e(¢) para
e(t) = 1 f (1, (t, x)* + |Vau(t, x)|* + |u(t, x)*)dx.
2 |x—x0|<to—t
Por conseguinte, (5.9) é modificada para
1 1/2
{— f (1, (t, x)* + |Vau(t, x)|* + u(z, x)z)dx}
2 RN
1 1/2 t
S{E LN (B(x)* + |Va(x)* + a/(x)z)dx} + \/zﬁ If (D2, )dr.
(5.11)

E interessante também salientar que, para solucées cldssicas de uma equagio semilinear (5.18), o raciocinio
do teorema 5.1.1 permite concluir a identidade

f| N {%ﬁmz + 3 Va() +F(a<x>)}dx

- f {lmu, %) + V(e ) + Fu(t, x))}dx (5-12)
|x—xo|<to—t 2 2
s 1, 2= o P rioVdo
3 Josr<t- |2 Uy % — xo] u u o7, x

[x—xo|=t~to

s . . . . .
onde F(s) = fo f(2)dz. Em particular, se F > 0, vale o principio da casualidade como acima. Por conse-
guinte, temos que para solugdes classicas vale a identidade de energia

LN {%ut(t,x)z + %|Vz4(t,x)|2 + F(u(t,x))}dx = j[;aN {%B(X)Z + %lVa/(x)l2 + F(a(x))}dx,

caso a e f3 tiverem suporte compacto. Lamentavelmente nio ¢ claro se solugdes fracas possuem a suavidade
necessaria para que estas mesmas concluses permanegam validas.?

?Na realidade, o principio da casualidade continua vélido caso a ndo-linearidade f fosse lipschitziana. Para ver isto, escreva
Ou + f(#) = 0 como (O + 1)u + g(n), utilize a versio localizada de (5.11) em cones e aplique a desigualdade de Gronwall.
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5.2 Existéncia de solugdes para o problema semilinear

Agora ja podemos a estudar a equagio semilinear

(@u)(t,x) + f(t,x,u(t,x)) =0
ou (5.13)
u(0,x) = a(x), 5:(0,x) = B(x).
A estratégia tradicional é escrevé-lo como o problema de ponto fixo
t
w0 =10~ [ R =1 f(eutr. e (514)
0

e mostrar através de estimativas a priori que este tem mesmo solugio. Comecemos com um caso simples.?

Teorema 5.2.1. Seja gue f : [0,00) x RN xR — R uma funcio continua satisfazendo f (t, x,0) = 0 e a condigio
de Lipschitz |f (t,x,u) — f(t,x,v)| < Llu — v| para uma certa constante L > 0, quaisquer que sejam 0 < t,
x€e€RNeuvelR.

Entdo para quaisquer « € H' e B € L2 a equagio (5.18) possui uma e sinica solugio de energia finita
u 2 [0,00) x RN — R. Mais ainda, as solucées dependem continuamente dos dados iniciais: se g(a, B)(t) é a
solucéo de (5.18), entio [t,a, B] € [0,00) x H! X L? [g(a, B), g—f(a, ﬁ)] € H' x L? é continua.

Se f independer de t e x, adicionalmente temos que u € C([0, 00); L?) N C([0, 00); H') e que a energia total
se conserva: pondo F(s) = fos f(z)dz e

e(t) = f {%u[(t,x)z + %lexz(t,x)|2 + F(M(t,x))}dx (5.15)
RN
entdo

e(t) =e(0) = «f[RN {%,B(x)2 + %|Va/(x)|2 + F(a/(x))}dx (5.16)
paratodot > 0.

Demonstragio. Dividiremos esta prova em trés partes.*

Passo um: existéncia e unicidade de u.

Esta etapa nio deve apresentar dificuldade a alguém familiar com a teoria de semigrupos (ou mesmo das
equagdes diferenciais ordinarias), contudo para a conveniéncia do leitor exporemos o argumento.

J4 que, para todo s € R, a transformagio linear A; € L(L%L?), Asf = R(s) * f, tem norma < 1e
|[f ()12 < L|u|;2, a desigualdade (5.6) assere que uma solugio de (5.14) necessariamente pode ser estimada
como

t
(®)lpz < laliz + 1Bz + L fo () 2d 7

donde aplicando a desigualdade de Gronwall obtemos que

lu(t)| < (Jalz + | Blr2)e™.

Por conseguinte, é natural procurar a solugio de (5.14) no espago

X = {u : [0,00) = L% % é continua e Sup e‘ktlu(t)le < oo}
£20

para alguma constante £ > L e munido como a norma
llellx = Sup e ™ |u(2)|2.
t>0

Esta norma no apenas torna X em um espago de Banach, como faz com que a aplicagdo § : X — X

STrivialmente este resultado também possui um analogo para solugdes locais.
*Veja também J. Shatah-M. Struwe (2000) para uma prova diferente.
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S(u)(t) = u®(t) - fo Rt —71)= f(r,u(r))dr

esteja bem definida e seja uma contragio de constante L/k < 1. Portanto o teorema do ponto fixo de Banach
garante a existéncia e unicidade da solugdo de (5.14). Além disso, # é de energia finita por conta da estimativa
(5.9). Consequentemente, j4 que ¢ > f(t,u(t)) € C([0,00); L?) C Llloc((O, 00); L?), # é uma solugio fraca de
(5.18).

Passo dois: dependéncia continua e um resultado de regularidade.

Convertemos (5.18) na equagdo de Klein-Gordon O# + # = —f(¢t,x,u) + u = —g(t,x,n), donde
g(t,x,0) = 0 e ¢ lipschitziana de constante L + 1 = L’. Sejam # e v solugdes com dados iniciais #(0, x) =
a(x), #:(0,x) = B(x),v(0,x) = y(x) e v,(0,x) = §(x), onde naturalmente estamos considerando que a e
y € H'e B e € L% Neste caso, aplicando a versio de Klein-Gordon de (5.9), temos que

1 2,y v 5 2 1/2
{5 fR (02, %) = 222, ) + V(e ) = Vot ) + (2, 0) = 0 (2, 1)) }

< 1 S 4+ 1V v 5 oy 1/2
_{5 fRN (18(x) = 5(x)* + [Va(x) = Vy(x)] + |a(x) - y(x)P) x}

+ \/EL'fOt lu(t) — v(7)|2dT

para quase todo ¢t > 0; logo,

1 , 1 , M
{30 =, + 5100 - 900,

1/2

1 1 172 (1 1
< {5|ﬁ—6|§2+5|a—y|§,1} v [ {Em(r)—vt(r)ﬁﬁ5|u<r>—v<r)|§,l} dr

donde, aplicando novamente a desigualdade de Gronwall,

1/2

1 1 vz 1 ,
{Emt(t)—vt(r)ﬁﬁ5|u<z>—fv<t>|§11} S{§|ﬁ—7|iz+§|a—7|§{1} e ()

em quase toda parte. Esta desigualdade provém uma nova demonstragio da unicidade de solugdes, bem como
a de que estas variam continuamente com os dados iniciais.

Presuma a partir de agora que [ = [ (s) somente. Seja T), é o operador de translagdo, T}, f (x) = f (x + he;),
onde 1 <i < N e{ep,...,en} éabase candnica de RN, Se escolhermos y(x) = Tpa e 6(x) = Ty, entio
v(t) = (T,n)(t) e verificamos que

1/2

1/2
{2|h||Thu(t>—u(z>|Lz |Thu<z>—u(t)|H1} {2|h|| B = B+ 5l - a|H1} eV,

21h]

Agora, se @« € H?> e B € H!, entio {%WlﬂThﬁ - ﬁ|i2 + %WlﬂTha - a|§11}1/2 < C,onde C = C(a, B)
independe de /. Portanto, escolhendo 4 = h,, — 0, uma proposigio bésica da teoria dos espagos de Sobolev
(veja, por exemplo, a secio 2.4 desta dissertagdo) assere que # € L‘l’gc((O, o) HY) e u € LT;C((O, 0); H?).
Como u;, = Au + f(u) € LTZC((O, 00); L?), a prova desta etapa é concluida.

Passo trés: a identidade de energia. Se « € H? e B € H', u tem regularidade suficiente para que e(t) em
(5.15) esteja em WL e possamos deriva-la através da regra de Leibniz. Neste caso, um célculo direto d4 que
e’(t) = 0ee(t) = e(0) para todo t > 0. No caso geral, aproximamos @ e 8 por fungdes suaves e utilizamos
a dependéncia continua das condig¢es iniciais que provamos no segundo passo. Observe que, dado que a
convergéncia sobre # e suas derivadas ¢ uniforme sobre conjuntos limitados, de fato as solu¢des # estdo em

C1([0, 00); L*) N C([0, 00); H'), como afirmamos. /177
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Apesar de a conclusio da proposigdo acima ser muito forte, a hipétese da nio-linearidade ser lipschitziana
€ extremamente restringente e raramente vista na pratica. Para equagSes mais complicadas, alguns resultados
positivos sio conhecidos desde que f possua algum tipo de coercividade. Um teorema classico nesta diregio
¢ o de W. A. Strauss. Por simplicidade, consideraremos somente o problema onde f nio depende de ¢, x

{(DM)(t,x) + f(u(t,x)) =0 (5.18)

u(0,x) = a(x), $(0,x) = B(x),

apesar de que enunciados parecidos possam ser validos no caso geral (sem a desigualdade de energia, contudo).

Teorema 5.2.2 (Strauss). Suponha que | : R — R é uma funcio localmente lipschitziana (i.e., restrita a conjun-
tos limitados, é lipschitziana), tal que f(0) = O e que satisfaa a condicio do sinal: s f (s) > O para todo s € R.
Sejam também a € H' e B € L? tais que f[RN {%,B(X)2+%lVa/(x)|2+F(oz(x))}dx = ¢(0) < oo, onde novamente

F(s)= [ f(z)dz.
Entio a equagio (s5.18) possui uma solucio de energia finita u : (0,00) x RN — R. Além disso, para esta u
vale a designaldade de energia: se e(t) = f[RN {%ut(t, x)* + %|Vu(t, x)|? + F(u(t,x))}dx, entio

e(t) < e(0) (5-19)
para quase todo t > 0.

Demonstragio. Passo um: defini¢io de u,, e de . Como agora nio ha um espago natural para se procurar uma
solugdo #, procedemos por aproximar o problema geral por outros em que a nio-lineridade é lipschitziana.

Sejan € CP(R) tal que n > 0, n(s) = Lse|s| < 1en(s) =0parals| > 2.Pondo f,(s) = n(s/n)f(s),
O teorema §.2.1 assere que existe uma unica solugdo #, de (5.18) com f = f,. Estas solu¢des em particular
conservam a energia: para quase todo ¢ > 0

fRN {%ut(t,x)z + %|V1/t(t,x)|2 + F(M(t,x))}dx = LN {%ﬂ(t,x)2 + %chz(t,x)|2 + Fn(a/(x))}dx

=e,. (5.20)

onde nitidamente F,(z) = ﬂ)z Ju(s)ds.
Pelo teorema da convergéncia monétona e, — ¢(0) < oo, de modo que D;u ¢, qualquer que seja 0 <
i < N, uma sequéncia limitada em L*((0, 00); L?). Assim o teorema 2.2.1 ¢ o de Banach-Alaoglu-Bourbaki

R . A . . * .
garantem a existéncia de uma subsequéncia, que ainda denotaremos por #,, tal que D;#,, = D;u natopologia
fraca-+ o-(L1((0, 00); L?); L((0, 00); L?)).

Da semicontinuidade inferior da norma, || D;#l|;~(0,c0),12) < o €, do teorema fundamental do Calculo,
. T
u € H! ((0,00); L?). Por conseguinte, temos que fo fRN {#2 + DouZ + ... + Dyuz}dtdx < C < o
uniformemente em 7, de modo que uma aplicagio do teorema de Rellich-Kondrachov com um argumento
diagonal permite que presumamos que #,(t, x) — #(t,x) em quase todo t > 0 e x € RN,
Em virtude de (5.20), temos que para quaisquer ¢, /4 > 0

1 t+h 1 X 1 ,
Zj; LN {Em(s,x) + §|VM(S,x)| + F(%(s,x))}dxds =e,.

O lema de Fatou e a semicontinuidade da norma entio mostram que

t+h
%f e(s)ds < e(0),

implicando, por meio do teorema da diferenciagio de Lesbesgue, que # satisfaz (5.19).
Passo dois: f,(u,) — f(u)em L'((0, T)XQ) para todo T > 0eQ cc RN, parte i. Nesta etapa, provaremos

que, paratodo 7' > 0, existe C = C(7, |a|g1,|Bl;2) > 0 tal que fOT f[RN |t fro(r)|dxdt < C.
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Para isto, primeiro suponhamos que @ € H? ¢ 8 € H', de maneira que sabemos pelo passo dois da prova
do teorema 5.2.1 que Djju, € LYY ((0,00); L?) paratodo 2,7 = 0, ..., N. Neste caso, multiplicamos a equagio
Oy + fn(1,) = 0 por u, e integramos em 0 < t < T e x € RN para ter

T T
L LN |t fro ()| A dt :fo LN W fr(y)dxdrt
T
=f f {Don(t.x)? = [V (t, x) }dxdt
0 RN
+fRN {#n(T.%)Dotn(T, x) = 1,(0, x) Dorn(T, x)} dx
<C,

como querfamos. O caso geral @ € H' ¢ B € L? decorre da continuidade das solugdes sob as condigdes
iniciais e do fato de que constante C depende somente das primeiras derivadas de #,, e ndo das segundas.
Passo trés: f,(u,) — f(n) em LY(0,T) X Q) paratodo T > 0eQ CC RN, parte ii. Mostraremos agora
que sequencia g, = f,(#,) é uniformemente integravel em (0, 7") x RN isto &, para todo &€ > 0, existe um
§ = 8(e) > Otal que, se A € (0,T) x RN ¢ mensuravel e tem medida < &, entdo fA |gn|dtdx < e.
Com efeito, para todo A > 0 o passo anterior nos permite estimar

f gnldedy = f (o) ldedx + f o (o) lde dx
A An{lun] =2} ANl <A}

1 /
7 [ e fotwnided + (M 1£6))14

%c + (l}ﬁi’ﬁ £ 6)I)IA]

IA

IA

onde |A| denota a medida de A. Tomando A suficientemente grande, %C < &/2, bastando agora tomar ¢ tal
que 6 Max.5j<a | f(s)] < €/2 e concluir.

Passo quatro: f,,(uny) — f () em LY((0,T) X Q) paratodo T > 0eQ cc RN, conclusio.

Finalmente, deduziremos a convergéncia de f;,(#,) a f (%).

De fato, qualquer que seja € > 0, tome § = §(g) > 0 obtido pela integrabilidade uniforme de f,(x,).
Sabemos que f,,(#,) — f(#)em quase todo ponto; disto o teorema de Egorov garante que existe um conjunto
A c (0, T) x Q de medida inferior a 6 tal que f,,(#,) — f(#) uniformemente em (0, 7)) X Q \ A. Assim,

T
limsupf f |[fo(1) = f(n)ldxdt < lim supf |[fo(1n) = f(n)ldtdx + 2e = 2¢.
0 w 0,7)xw\A

n—00 n—oo

Passando & — 0 da o resultado desejado.
Passo cinco: u é wma solugio fraca de (5.18). De fato, dada ¢ € C(R x RN) temos a identidade

f u,(t,x)(@e)(t, x)dtdx = f a(x)a—¢(0,x)dx
(0,00)xRN RN ot
- [ s+ [ ffuntex)oxdeds
RN (0,00)xRN
para todo 7 > 1. Portanto, quando 7 — oo ficamos com
f u(t,x)(@e)(t, x)dtdx = f a(x)a—¢(0,x)dx
(0,00)xRN RN ot
—f B(x)¢(0, x)dx +f F(u(t,x))gp(t, x)dtdx,
RN (0,00)xRN

como queriamos demonstrar.
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/177

Alguns comentarios estio em ordem.

Apesar da condigdo do sinal nfo ser estritamente necessaria,® ela nio ¢ de toda superficialidade, ja que sdo
bem-conhecidos exemplos em que, tendo f o “sinal errado”, as solugdes podem “explodir” em tempo finito.
Um teorema surpreendente e importante nesta dire¢io foi o de F. John, que afirma, em dimensdo N = 3, nfo
hé solugio global do problema cx —|u|!* V2 = 0 mesmo com dados iniciais (#(0), #,(0)) = (@, B) € CXXC;
veja W. A. Strauss (1990) e as referéncias 14 contidas.

Podemos também comparar o teorema acima para f(s) = |s|P~!s com o teorema de Serra-Tilli. No
Gltimo vemos que as solugdes obtidas tém pelo menos a regularidade #,, € L*((0, c0); (H ! N LP*1)*); de fato,

as obtidas pelo teorema de Strauss também a possuem, uma vez que a desigualdade de energia afirma que para
toda ¢ € C=((0,0) x RN),

(Hys,0) = j:o LN {Vu(t,x) -Vo(t,x)— |M(t,x)lp_lu(t,x)w(t,x)}dxdt

[ 1/2 1/2
Sf {f |Vu(t,x)|2dx} {f |V<,0(t,x)|2dx} dt
0 RN RN
00 1/(p+1y 1/(p+1)
+f {f |M(t,x)|p+1dx} {f |<p(t,x)|P+1a’x} dt
0 RN RN

<Cllellz1(o.eopH nLr+1)-

((, ) novamente simboliza o produto de dualidade entre 2’ ¢ C*). Como entio CZ(R x RN) ¢ denso em
LY((0,00); H' N LP*'), temos que #,, € (L'((0,00); H! N LP*1))" = L((0, 00); (H' N LP*1)*). No entanto,
nods decidimos enfatizar este fato no enunciado do teorema 1.1.1, uma vez que ela desempenha um papel
fundamental na verificagio da condigio inicial #,(0) = .

Nio obstante, o teorema de Strauss pede que [a, 8] € H' N LP*! x 2, ao passo que o de Serra-Tilli
solicita [e, B] € H' N LP*! x H' N LP*!, Infelizmente esta Gltima exigéneia ndo pode ser enfraquecida para
a primeira. O motivo: vimos que o espago X, natural para se estudar o funcional F, possuia as injecSes
continuas X ¢ L*((0,T); HY(Q)) e X ¢ H?((0,T); L*(Q)) para qualquer 0 < T ¢ Q cc RM. Deste modo
o teorema A.0.8 do apéndice A diz que todo elemento # € X de fato satisfaz #(0) € Hli/c *en(0) € Hli/c g
Portanto, o método variacional seria inefetivo com a condigio B € L?.¢

Uma questio que fica aberta pelos dois teoremas é a unicidade das soluges fracas.” Este ¢ um problema

5As conclusdes do teorema 5.2.2 continuariam validas se substituissemos a s f(s) > 0 [Vs € R] pelas seguintes condigdes: (i) a de
coercitividade de L. E. Segal
0<sf(s)+Cs?> < CF(s)+ C's?

para duas constantes C,C’ > 0 e todo |s| suficientemente grande; (ii) outra possibilidade é impor que
If ()l < Clsl?

paraalgum 1 < p < 2% com
F(s) > -Cs?

(um exemplo de uma fungio assim é a nio-linearidade oscilatéria F(s) = sin(|s|?s)); (iii) ainda uma outra seria, mantendo F(s) >
—Cs2, supor que |F(s)]/]f(s)] = oo quando |s| — co. Para a demonstragio sob tais hipdteses, veja, respectivamente, J. Shatah-M.
Struwe (2000), M. Majdoub-N. Masmoudi (2014) e W. A. Strauss (1990). A prova segue, no entanto, as mesmas linhas da dedugio
do teorema de Strauss: se aproxima f por fung¢des lipschitzianas f, para se fabricar uma sequéncia de solugdes aproximadas (#5,);
mostra-se que esta sequéncia ¢ limitada no espago de energia; verifica-se que /5 (#,) sio uniformemente integraveis und so weiter.

¢Mesmo assim, ressaltemos que o passo 2 (portanto a demonstragio) do teorema 5.2.2 permanece valida com f no lugar de f;
quando f satisfaz a condigio do sinal; veja M. Majdoub-N. Masmoudi (2014). Por conseguinte, é possivel construir solugdes para
B € L? aproximando por solugdes #y, tais que #,(0) = B, € H' n LP*+1,

7Serra e Tilli conjecturam que, mesmo que nio se tenha unicidade, a solugio obtida pelo método variacional seja Gnica, podendo
ser chamada deste modo de a solugdo variacional. Nio se sabe qualquer progresso foi feito neste sentido; a prova certamente passaria
por novas estimativas a priori sobre #. e por novas leis de conservagio sobre os funcionais F. Este nio € um trabalho inteiramente
6bvio, dado que seria necessario construir explicitamente novos “competidores” a #, isto é, fungSes em v € Hlf)c((O, 0); Lz) tais
que v(0) = @, 9(0) = B e Jo(v) < oo.
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delicado, como ilustra o seguinte argumento heuristico.

As técnicas desenvolvidas até hoje tentam mostrar que se duas solugdes tiverem dados iniciais suficiente-
mente proximos em um espago adequado, elas estario proximas por algum tempo. Este tipo de argumento de
fato ndo mira apenas unicidade, porém também a dependéncia continua. Um ambiente natural para se estudar
estas questdes ¢ o espago de energia B = H'! N LP*! x L2, pois, como vimos, a energia fisica permanece finita
e pode ser estimada pelos variantes do teorema 5.1.1.

No caso de esta ideia possuir procedéncia, em particular a energia em ¢ = 0 deve ser suficiente para ter
algum controle sobre o comportamento de # para t > 0. Dado que estamos tomando a velocidade ¢ = 1,
“fisicamente” as varidveis ¢ e x possuem mesma dimensio, digamos L. Assim, da equagio

Qu + |l lu =0

e da expressdo da energia

1
1 f il dx,

E(u) = %f{u? +|Vul*Ydx + o

a dimensio de # ¢ precisamente L¥? ¢ de €(u) é %L‘MP—DLN = [N-2-4(p-1),

Ou seja, €(#) tem dimensio negativase 1 < p < 2* — 1, é adimensional para p = 2* — 1 e tem dimensio
positiva quando p > 2* — 1. Neste contexto, se diz que os problemas sdo, respectivamente, subcriticos, critico
e supercriticos.®

Essa analise dimensional sugere que nos casos supercriticos, a conservagdo (ou limita¢do) da energia nio
exclui possiveis singularidades, uma vez que mesmo quando L — 0 (ou seja, quando “a energia se concentrar
em um ponto”) €(#) permanece limitada. Ja para os problemas subcriticos, a concentragio L — 0 pode ser
descartada, ja que esta requiriria uma energia inicial infinita.

Confirmando esta intui¢io, € valido a seguinte proposi¢do para as equag3es subcriticas e criticas.

Teorema 5.2.3. Para 1 < p < 2% — 1, a solugio fraca de energia finita u de

(On) + |ulPlu =0

1(0,x) = a(x), %—?(O,x) = B(x), (5.21)

onde a € H' e B € L%, ésinica. Mais ainda, o fluxo [t,a, B] € [0,00) X H' x L? > [u(t), u,(t)] € H' x [* ¢
continuo.

Demonstragio. Omitiremos a prova do caso geral, uma vez que esta depende de técnicas sofisticadas da Analise
Harmonica - a saber, das chamadas “desigualdades de Strichartz”; consulte, z.B., J. Shatah-M. Struwe (2000).
Entretanto, esbogaremos rapidamente o estudo do caso 1 < p < 2*/2 = N /(N —2), o qual pode ser resolvido
completamente por um método de energia.

Mais geralmente, podemos considerar uma nio-linearidade f : R — R satisfazendo |f’(s)] < C(1 +
|s[?~1).> Digamos também que f cumpre a condigio do sinal, donde j4 temos a existéncia de solugdes fracas
globais. A particularidade aqui é que f : H! — L2,

Transformando novamente a equagdo O# + f (#) = 0 na equagio de Klein-Gordon O# + # = ¢(u), temos
que g é tal que |g(2) — g(w)| < C(1 + |z]P7' + |w|P™)|z —w| < C(1 + |z]* 7 + |w|* /7 1)|z — w|, onde C
independe de z e w € R. Observe que 2/2-1=2/(N —2)eque 1 =2/N + (N -2)/N.

Sendo entdo #(t) e v(t) forem duas solugdes de energia finita da equagdo diferencial parcial, escreva
K() = {%|14t(t) - vt(t)liz + %lu(t) - ‘v(t)|§{1}1/2. Da estimativa de energia e das desigualdades de Holder e

$Note também que, pela desigualdade de Sobolev, H! ¢ L9,5¢2 < q < 2" para N 2 3e2 < g < co para N = 1,2. Portanto,
para os problemas subcriticos e criticos temos que automaticamente que a energia inicial ¢ finita se @ € H'1.

9Por exemplo, na dimensio fisica N = 3, temos 1 < p < 3, de modo que a demonstragio acima engloba a célebre equagio do
méson (Ou) + # + u> = 0.
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de Soboley, temos que
K(®) < KO+ VZ [ 1o - @)lads
< KO +C [ 1uts) = wl6liads + C [ (OMpanin-s + o avin-s)s) ~ o6l ds
<K@©)+ Cf:K(s)ds

para C dependendo de “como ¢ finita a energia de # e v”. Entlo, K(¢) < K(0)e®! pela desigualdade de
Gronwall; disso temos a unicidade de solugdes de energia finita. Em particular estas solugdes satisfazem a
desigualdade (5.19) e portanto C = C(f,energia inicial de # e v). E entfo possivel replicar os argumentos
do teorema 5.2.1, e obter exatamente mesmas conclusdes: unicidade de solu¢des, dependéncia continua das
condig&es iniciais, regularidade em H?, continuidade em H'! e conservagio da energia. /117

Todavia, o caso supercritico possui somente resultados muito parciais; veja as referéncias de M. Madjoub-
N. Masmoudi (2014) e, para uma analise numérica do problema, W. A. Strauss e L. Vazquez (1978). Na
proxima se¢do, optaremos por expor alguns resultados mais elementares e classicos em dimensio N = 3, mas
que ilustram muito bem alguns dos fendmenos interessantes desta teoria.

5.3 O teorema de Jorgens

Na dimensio fisica N = 3, temos a particularidade de a {ormula de Duhamel (5.4) admitir uma expressdo
extremamente simples, conhecida como “potencial retardado™:

u(t,x) = ul(t,x) - %fl | fu%;ly"y)dy. (5.22)
x—y|<t

A vantagem desta férmula é que ela permite estimar # em fungio de f em L®. Desta forma, é possivel
produzir solugdes classicas para o problema semilinear com alguma facilidade.

Teorema 5.3.1 (Jorgens). Considere a equacio semilinear (5.18) em dimensio N = 3 e suponha que f : R — R
éde classe C* (2 < kb < o) e que a, B € C. Entiio existe um T* > 0 maximal e wma iinica solucio un €
C*([0, T*) x R?). Ainda mais, se T* < oo, entiio

Jim flae(E)l e goy = oo (5.23)

Demonstragio. Passo um: existéncia de uma solucio local continua.
Baseando-nos em (5.22), queremos provar a existéncia de um #(t, x) satisfazendo a equagio

%(t’x)zuo(t’x)_iﬁ | f(”(t|;|f;y|’y))dy. (520
x—y|<t

Para mostrar a existéncia deste ponto fixo, introduza o espago métrico X = {# € C([0, T|xR?); (0, x) =
a(x), ||n(t) — u®(t)|| < 1}, onde T > 0 sera escolhido em um instante. A métrica em X ¢ a da convergéncia
uniforme. Note que, da regularidade de @ ¢ 3, #° também ¢ suave e tem suporte compacto em [0, 7] x RV,
Portanto existe um C; > 0 tal que ||#|[z~ < Cy paratodo # € X.

Defina agora para todo # € X a transformagio nio-linear

(5%)(t)=uo(t,x)—$ f| | Flu(t |; gm» o
x—y <t
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Uma vez, paranev € X,

1 |f (u(t = 1x = y1.))|
S(u) = 1%l = Ma — d
15Ge) = w7l (OT)xR’) OStsTa}feW A Jjyl<t |x =yl g
M 1
sl ———dy
4m [x—y|<t |x _yl
CiMT?
- 2
e
1 |[f (e = 1x = y1.9)) = f ot = x = yl.2)|
S — S ) = M/ - d
15G) = Sl OStSTajc(GR3 A Jieyl<t lx =l ¢
M t— - 5 - t— - 5
M |t = 1x = yly) — ot = |x -yl y)ldy
47T Ix_y‘<t |x _yl

MT?
2

IA

e = vl 0,7)xR3),

onde M = Max.jsj<c,|f'(s)|, S mapeia X em X e ¢ uma contragdo quando for 7" suficientemente pequeno.
Isto mostra existéncia do ponto fixo #.

Passo dois: u € C*.

O mesmo procedimento pode ser usado para mostrar que # é regular. De fato, por um analogo “local”
do teorema 5.2.1, sabemos que as derivadas espaciais g—;‘i (1 £ 1 < 3) existem no sentido de distribui¢des para

0 <t < T esdo as (Unicas) solugdes fracas dos problemas Ov + f/(#)v = 0 com v(0) = g—;’l e v,(0) = gT"i
Basta provar que estas solugdes sio continuas; entretanto, o método do ponto fixo acima mostra que existem
solugbes continuas destes problemas para 0 < ¢ < T, como queriamos.

De modo geral, para todo multi-indice @ com comprimento |a| < k, D%% ¢ solugio de um problema
do tipo 0w + £ (u)w + [termos conhecidos envolvendo # e suas derivadas até ordem 7 — 1], donde um
argumento idéntico mostra a existéncia de solugdo continua.'® A regularidade sobre as derivadas em ¢ sio
obtidas da equagio #;; = Au + f(un).1!

Passo trés: extensdo de u até o tempo maximal.

Seguindo o argumento de K. Jorgens, podemos estender # para t > T usando a representagio

I e
x—y|<t—

onde

w1, %) = (2. %) - if flutt =k =51)
47 J =T <|x—y|<t [x — |

Por estas iteracdes, # pode ser definida até um tempo maximal 7*; neste instante, # tem de “explodir” na
norma L%, do contrario poderiamos repetir o argumento do passo um perto de 7" e obter uma solugio em
[0, T* + &) para algum & > 0. /117

Além de estabelecer a existéncia de uma solugio classica, o teorema ainda fornece um critério bastante
simples para existéncia de existéncias globais: como em equagdes diferenciais ordinarias, basta verificar que

10F necessério substituir a defini¢io de X, mas a mesma escolha de T continua sendo vélida. Mesmo que 0 < & < 1, o que
provamos ¢ que a solugio fraca €, de qualquer maneira, de classe C kem x.

1Observe que essa equacio é ao menos satisfeita no sentido fraco. Aqui também é necessirio usar uma desigualdade da seguinte
natureza. Seja Q CC RN um aberto limitado; caso f e C(0,T] % Q) ¢ uma distribuicio que possui a seguinte estimativa f;; €
C([0,T] x Q), entfo f; € C([0,T] x Q) e para todo & > 0 existe um Cg > 0 tal que ”ft”C([O,T]xﬁ) < EHﬁIHC([O,T]xﬁ) +
Cellf COTIx)" A prova é simples: basta argumentar por contradigio através de uma sequéncia (#,) de fungdes suaves e aplicar o

teorema de Arzela-Ascoli. (Note que, para0 < ¢ < T, x € R + u(t, x) tem suporte compacto).
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as solugdes nio “explodem” em L. Portanto, em alguns casos de f ¢ possivel fortalecer as conclusdes do
teorema. Daremos alguns exemplos.

Corolario 5.3.1 (Jorgens). Paral < p < 5ea, B € CX(R?), o problema (5.18) com f(s) = |s|P~s admite uma
solucdo suave global.1?

Demonstragio. A prova fard uso da seguinte desigualdade a Hardy.

Lema 5.3.1. Sev € W (RN) com 1 < g < N, entio para todo x € RN e R > 0:

lo(y)|? Cf
@y <C Vo(y)lfdy + v()1do(y), 2
f|y_x|<R e @ |y_x|<R| ONdy + 2o |y—x|:R| O)l*do(y) (5.25)

onde C = C(q, N).

Demonstragio. Por densidade, podemos supor que v € C™ (observe que, se v € H', entio v possui trago).
Escrevendo a integral (5.25) em coordenadas esféricas e integrando por partes, temos

q R
f o)l dy=f f lo(r2)PrN""drdo(z)
[y=x|<R |)’|q lz]=1 Jo
1

f |v(R2)|7RN1do(2)
|z|=1

R
- Nq— q L|=1£ lo(r2)|7'Vo(rz) - zdo (z)dro(z)

1
- q
S(N_qﬂMAbﬂﬁth@nda@>

q f o)l fﬁf }W
+ d Voy)|id ,
N - q { [y—x|<R |)/|q Y [y—x|<R | (y)| Y

bastando agora aplicar a desigualdade de Young. /177

Agora podemos provar o corolario. A formula do potencial retardado (5.24) nos permite majorar
1

wmm:WmM+—ﬁ &P

4m y|<t |x - yl

onde v(y) = u(t — |y|, x + y) para|y| < t. No entanto, a desigualdade de Schwarz diz que

lo(y)I? { lo(y)P? }1/2{ ot }1/2
dy < d P gyt |
Llﬁ lx =l Y = fl;l« Iy |? Y jl;lq o) “ (527)

Estimemos o lado direito da equagio acima. Pelo lema,

2 C
f POy <o [ 1votPdy + —f [v(2)Pdo(2). (5:28)
i<t F ki

Iy [? Iyl <t z|=

dy (5.26)

2Estritamente falando, temos que suavizar # + |#[P~'u perto da origem se 1 < p < 2. De fato, isto nio constitui de um
problema, ji que a prova a seguir pode ter as hipSteses enfraquecidas a “f satisfaz a condigio do sinal com | f(s)| < C|s|?” ou (ainda
“condigdo do sinal + |f(s)] < C(|s|? + [s])”).

Contudo, sabe-se pela demonstragio do teorema 5.2.3 que, para poténcias “baixas” 1 < p < 3, ha unicidade de solugdes fracas. Mais
ainda, como @, B € C2°, temos que # € HIZOC((O, 00) X R?) ¢ esta &, na realidade, a tinica regularidade necesséria para a demonstragio
do corolario (ja que ela permite a estimativa de energia (5.12)). Logo, concluimos que, para o caso “problemético” 1 < p < 2, hA uma
{inica solugio # ¢ ela estd em C([0, 00); C1(R?)) N Wli’c""((o, oo); L2(R3)) N Wllf"((o, c0); H'(R?)) N LY ((0, c0); HA(R?)).
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De um lado, Vo(y) = Vu(t — |yl,x +y) — u.(t — |y, x + y)li—l e pela desigualdade de energia (5.12) temos
entio que, chamando de K = K, = {(r,y) e RxR*0< 7 <t,|y—x| =t -1},
X _ Vu

1
wotiy = [ Ju2 %
j|;|<t ! K2 |_')/ _xl

onde e(0) = f {%|ch|2 +1B%+ Iﬁka’”}dx é aenergia inicial. (Aqui usamos que F(s) = [s|P*1/(p+1) > 0).
Por outro, o teorema do divergente assere que

2
do(t,y) < Ce(0) (5.29)

ur

% f|Z|:t |’U(Z)|2d0'(Z) = % L_x|:t |0l(Z)|2do-(z)

_1 22X Z-X
- f| o) dor(2)

t t t
1 . - X
- - f D1v.{|a/(y)|2y—}dy
L ly—x|<t L
C
<= la(y)lPdy + C [Va(y)Pdy
L5 Jly—x|<t ly—x|<t

2/2%
< c{ f ()P dy} +C Va(y)Pdy
ly—x|<t ly—x|<t
<C fR 3 IVa(y)|*dy < Ce(0) (5.30)

onde no fim aplicamos a desigualdade de Sobolev.
Analogamente, é facil ver

f| | lo(y)* P Vdy = fK lu(z, 7)) Vdo (1, y). (5:31)
yI<t

Unindo portanto (5.27), (5.28), (5.29), (5.30) e (5.31) em (5.26), estabelecemos que
(2, 2)| < [u°(2, )| + Ce(©) ||l |2k
Sel<p <3,como2(p—1)<p+1,adesigualdade de Holder e de energia dizem que

_ -1 B
lIE7 1||L2(K) < Cllulff o Ce(0)?=D/(p+D)
LP1(K)

€ por conseguinte neste caso temos
|u(t, x)| < |u°(t, x)| + Ce(0) /2 P=D/0+D),

onde C = C(t,p).

No entanto, para 3 < p < 5, a mesma estimativa de energia pode ser usada para verificar que

— +1)/2 -3)/2 -3)/2
et~ zagaey < Mall o el < Ce@ 21l

donde temos (32
ll2#]loo0.0yxm?) < 1%l Loo(0.0)xm?) + Ce(o)”””pr((o,z)an' (532)

sendo que agora C independe de ¢.
Seja como for, obtemos a estimativa pontual se 1 < p <5

ll2#(t)l| w3y < constante dependendo de z,e(0) e u®,

provando o teorema. /117



66 ELEMENTOS DA TEORIA DAS ONDAS NAO-LINEARES 5.3

No caso critico p = 5, (5.32) d4 que ||#]lz=0nxry) < 1#°]l1o(0.)xr?) + CeOl#llzo((0.0)xm3)- Disto,
pode-se concluir um teorema de J. Rauch: existem solucées cldssicas globais para o problema critico se os dados
iniciais tiverem energia suficientemente pequena. Posteriormente M. G. Grillakis (1990) provou a existéncia de
solugdes globais para dados de qualquer tamanho em C°(R?). Sua prova, apesar de trabalhosa, ¢ acessivel a
partir dos resultados desta monografia; veja também L. C. Evans (2010).

Corolario 5.3.2 (Peral). Suponha que f : R — R éde classe C?, £(0) = 0, f ¢ ndo-crescente e limitada para
s < 0.3 Entdo, para todas a, § € C>(R>), o problema (5.18) admite uma vinica solucio suave global.

Demonstragio. A brilhante idéia por tras desta prova é aplicar um argumento a principio do mdximo. Seja
A > Otal que f(s) > —A paratodo s € R. Além da solugio (inicialmente local) # de (5.18), sejam v e w
fungdes satisfazendo

{(Dv)(t,x) =A
v(0,x) = a(x), $2(0,x) = B(x).

{(Dw)(t,x) + f(v(t,x))
w(0,x) = a(x), 2£(0,x) = B(x).

Em outras palavras, pelo principio de Duhamel # v e @ resolvem as equagdes integrais

u(t) = u®(t) - L R(t —7) = f(u(1))dr

o(t) = u°(¢) + f[ R(t — 1) * Adt
0
= u°(t) + At
w(t) = u®(t) - j; R(t —7)* f(v(1))dT.

onde R é fungio de Riemann. Como R > 0, subtraindo v de #, vemos que a condigdo sobre f diz que # < .
Logo, f(#) < f(v) e assim analogamente @w < #. Resumindo: é valida estimativa pontual w < # < v
V¢, x. Como resultado, # ¢ limitada inferior e superiormente por fung¢des conhecidas. Segundo o teorema de
Jorgens, # pode ser estendida globalmente. /117

Corolario 5.3.3 (Solugdes de amplitude pequena para equacdes de Klein-Gordon ctbicas). Considere a equacio
de Klein-Gordon néo-linear

ey —Au+u+ f(u)=0

#(0,x) = a(x), $(0,x) = B(x).
em (t,x) € (0,00) X R e com dados iniciais a, B € CZ(R3). Além disso, pressuponha que f : R — R é de classe
C?e £(0) = f(0) = f"(0) = 0.1* Entdo, se ||| 2w € || Bllgriaw=1 forem suficientemente pequenos, a solugio

suave é global.

Demonstragio. A intui¢io paraa demonstragio é que, quando ||# ||« € suficientemente pequena, a nio-linearidade
¢ “desligada” e a equagio entra no seu regime linear.'® Para mostrar que # nio explode, basta demonstrar que
a funcio

M) = Sup {ls(@)sz + e (Ol + (1 + 00 (5.33)

0<7t<t

permanece limitada. A inclusio do tltimo termo ¢ motivada pela seguinte estimativa classica de decaimento:

B Exempli gratia, f(s) = e — 1.

14A famosa equagio de Sinh-Gordon (O#) + sinh(#) = 0 cai nesta categoria.

15Por conta disso, o fato da equagio ser de Klein-Gordon e nio uma da onda geral é crucial. De fato, quando # é pequeno, f (%) é
aproximadamente linear e este termo s6 é controlado pela energia inicial se a equagdo for de Klein-Gordon.
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Lema 5.3.2. Seja uo(t, x) a solu¢do da equagio de Klein-Gordon linear %3 7u — Aug + ug = 0 em R> com dados

ot 2
iniciais uo(0, x) = a, %(O, x) = B, sendo a, B € CZ(R?). Entdo existe uma constante C, independente de a e

B, tal gue

o)z < €1+ ) (lallyss + 1Bllwas). Ve > 0.

Demonstragio. Esbogaremos a demonstragio que estd em C. Morawetz-W. A. Strauss (1972); veja também L.
Hoérmander (1997), corolario 7.2.4, para um enunciado valido em RYN para N arbitrario. A prova essencial-
mente depende de uma férmula explicita para a solugdo fundamental S (ou fungio de Riemann) da equagio
de Klein-Gordon linear. Como na equagio da onda, a fun¢io #g é dada por expressio do tipo

oS
uo(t) = E(t) xa+ 8(t)* .

A convolugio com § ¢, por outro lado,

f ]1(\/j)

Viz ;2

4nS(t)* B == I[B;x;7r]dr

onde I[x; B;7] = flzl:r B(x + z)do(z) e J,(z) é a fungfo de Bessel de primeira espécie e indice p; veja W.
A. Strauss (2007). (Note que, ao contrario da equagio da onda, aqui a solugio fundamental tem seu suporte
em uma bola inteira, nio somente sua “casca”. Por conseguinte, o principio de Huyghens s6 vale em sua
formulagio fraca). Mostraremos s0 a validade da estimativa para S§(¢) * B et > 1 (0 < ¢ < 1 ¢ mais simples,
a5(t)

enquanto o estudo de 2 =~ * a é similar).
A integral, para 0 < 7 < t/2, pode ser estimada como sendo de ordem O(¢7*/2), j4 que [i(z) é per
se de ordem O(z71/2). Para t/2 < r < t, integramos por partes, usando que J{(z) = Ji(z) para cancelar

%][[5’; x; t]. Os termos restantes sio

Jo(t/ N2)(e/2)7 [ B x5 /2] + ]o( Viz -7 )—{— [B; x; 7]}

e , . 1/2 B
Esta ultima integral também pode ser estimada se usarmos que Jo(z) = (i) cos(z — m/4) + O(z3?) e

nz
integrarmos por partes. Somando tudo, obtemos que ¥t > 1

como queriamos. (Lembre-se que, como I[B; x; 7] = f|y|=t Blx+y)s-2do(z) = f|y|<t Div.{B(x+y)y}t~'dy,

2

15+ Bl < oz (1tgsmscll+ [ (il + [ tpimir|+ | st

< C(1+£)7 7| Bllw,

I pode ser estimada pela norma de W 1. Uma forma alternativa seria aplicar a teoria dos tragos). /117

Como corolario, a familia de transformacdes lineares 8 € W21 = T, 8 = S(¢t) * B € L, onde § é a fun-
¢do de Riemann da equagio de Klein-Gordon, nio apenas esta bem definida, como satistaz || 7; || w21, <
C /(1 + t)*?. Procedemos entfio em na analise de M (t); escreva & = ||a|lywsing2 + | Bllw2inz1-

Da desigualdade de energia, temos imediatamente que

l(t)| g2 + | (D)2 < €+ Cj; |f (u(7))|gndr.
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Por outro lado,

%(T)z

|f (u(0))|gp < CE@)|w ()2 + C Z

)

< Cé(r)llu(r)lliw(lu(f)ly + Zl ‘S—Zm
< Co(n)1+71)M(r),
onde 8(2) = Sup,_, _, |f"(u(t))|. Assim
(Ol + (D)o < &+ CEOM (2,

Para estimar a norma oo, usamos a férmula #(t) = #°(¢) — fot S(t — 1) = f(u(7))d7, para ver que

lu(@)llrs < CA+1)> e+ C fot(l +t = 1) f ()|l dr

Agora, calculamos

' (u(r, x)) (T x)

If ()l < L} {|f(u(T,x))| + Z

3

* 2

ij=1

< Co@lln() 1~ f {

< C(1+1)3Ps(r)M(7).

3

2.

1,7=1

2
f”(u('r,x)) (T x) (T x)| + /' (u(T,x))%(‘r,x)

N

(T X)| +

Logo,
t
lu(@)|lz= < C(1 + 1) + C5(t)M(¢)? f 1+t -1)3PA+71)dr
0

t/2
=C(1+1t) e+ 2C5(I)M(t)3f (1+1 1)1+ 727
0
<C+0) e+ C1L+1) 26()M(¢).

Provamos portanto que

M(t) < Ce+ Cs(t)M(t) . (5-34)
Disto um argumento classico prova que M(¢) é limitada sempre que ¢ for suficientemente pequeno.’s ////

Antes de encerrarmos esta subse¢do, gostariamos de enfatizar que a proposi¢io acima é provavelmente
a mais simples no estudo de solugdes de pequena amplitude (isto €, solu¢des que ficam perto de 0 em todo
ponto no espago e tempo) para equagdes de evolugdo. Iniciado por nomes como F. John, I. E. Segal e W. A
Strauss, esta area recebeu contribui¢des fundamentais na décade de 1980 por D. Christodoulou (método do
mapa conformal), S. Klainerman (método das normas invariantes) e J. Shatah (método das formas normais).
Estas técnicas dio critérios geométricos para que equagdes da onda quasilineares tenham solugbes de pequena
amplitude e ainda s3o objeto de pesquisa nos dias de hoje; vide o recente método de ressonancias no espago-

160 raciocinio é o seguinte. Escolha 4 > O e seja K = Supysi<a |f””"(s)|; com base nisto, tome 0 < g9 < A/(1 + C) tal que

g0 < (CK)™2(1 + C)™3/2. Nestas condigdes, se 0 < & < &o, entio M(t) < (1 + C)e para todo 0 < t. De fato, se houvesse um
instante no qual M(t) = (1 + C)g, entfio de (5.34) (1 + C)e < Ce + CK(1 + C)&3, contradizendo os critérios prévios.
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tempo de P. Germain, N. Masmoudi e J. Shatah. Nestas questdes, consulte W. A. Strauss (1990), P. Germain-
N. Masmoudi-]. Shatah (2012) e suas referéncias.

5.4 A desigualdade de energia

Se investigarmos com atengio, veremos que a desigualdade de energia (5.19) foi uma consequéncia de
termos construido a solu¢ido # como limite de fun¢des “boas” (no método de Serra-Tilli, pelos minimizadores
#s €, no método de Strauss, pelas “solugdes aproximadas” #,). Curiosamente, mais do que uma simples
estimativa mais precisa para as normas de #, ela acarreta duas propriedades qualitativas interessantes para essa.

Primeiro, temos este resultado de continuidade.

Teorema 5.4.1. Considere a equacio da onda semilinear em RN (5.18), onde f : R — R ¢é continua com
f(0) = 0. Suponha também que F(z) = foz f(s)ds > —Cz? para todo s € R e uma constante C > 0 e que as
condides iniciais @ € H' e § € L? satisfacam e(0) = f {%|Vaf|2 + %ﬂz + F(a)}dx < oo. Pressuponha também
gue u : (0,00) X RN — R é uma solucio para este problema cumprindo a desigualdade de energia (5.19) para todo
t € D, onde D C [0, ) tem medida total.

Entdo, qualquer que seja0 < i < N, t € D v (D;u)(t) € L? é continua na topologia fraca o(L*), L?).
Além disto, entdo [u(t), n,(t)] > [a, Bl em H' x L? quando t € D tende a 0.

Demonstragio. Passo um: a continuidade fraca de u. Comecemos a verificagio disto com as derivadas espaciais;
’ . 2 0 ’ ’ ’ 0
a tarefa é evidentemente mostrar que, paratodo ¢ € L*, t > (a—;‘i(t), )2 é continua. J4 que 7+ por sua vez
também estd em L=((0, 00); L?), basta provar esta continuidade se ¢ € H'. Lembrando que # € C([0, o0); L?),
~ : i) : d 0 0
vemos entdo que paratodo to € D, th_r)rtl (é—;‘_(t), ‘10)L2 = - th_)rrtl (u(t), a—f)Lz = —(u(to), 6_5)[42 = (é—;’_(to), ‘,D)Lz,
0 12 0 1 12 12

como queriamos.

A demonstragdo para as g—;’ ¢ um pouco mais delicada. Para qualquer ¢ € C®, t > (u,(¢),¢);2 e

t > (u(t), @) estio em Llloc((O, )), onde { , ) é o produto de dualidade entre 2’ e C°. Mais ainda, no
sentido de distribuigdes, j—t(%t(t), @) = (4 (1), @), ja que paratodan € C2°(0, c0),

f (e (1)) (0)dt = f (). m(D)@)dt

0 0
. fo (0’ (1))t
. fo (o0, 9o (D).

Por conseguinte, (#:(t),¢);2 = (B, @)z — fot fIRN {Vau(r,x) - Vo(x) + f(u(r,x))p(x)}dxdt, o que, por
novamente um argumento de densidade, da a continuidade desejada de #;.
Passo dois: a continuidade em t = 0. Que u(t) — @ em L? ja sabemos. Para as derivadas, notemos que

2
f {|Vu(t, x)— Va/(x)|2 + }dx
RN

= 2e(t) + 2e(0) — Zf {Vu(t, x) - Va(x) + Z—f(t, x)B(x)
RN

on
(%) - )

+ F(a(x)) + F(u(z, x))}dx
< 4e(0) — 2f {Vu(t, x)-Va(x) + g—?(t,x)ﬁ(x)
RN
+ F(a(x)) + F(u(z, x))}dx.

Agora a continuidade fraca das derivadas, o teorema da convergéncia dominada aplicado a parte negativa
de F(#) e o lema de Fatou aplicado & positiva, implicam que o limite superior da expressio acima é < 0,
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terminando a demonstragio.” /177

Como enfatizamos anteriormente, a unicidade de solugdes fracas é um problema em aberto, dado que é
necessario uma analise sofisticada de estimativas a priori. Ndo obstante, na se¢do anterior mostramos que, a0
menos em dimensio 3 com dados iniciais em C°, um problema semilinear possui de fato solugdes classicas. A
unicidade destas, por sua vez, ¢ uma tarefa fcil: basta amalgamar a estimativa basica de energia e a desigualdade
do valor médio. Entretanto, mesmo com a existéncia de uma solugio classica, ndo é excluida a possibilidade
de outras solugdes fracas.

Um fato interessante, e que foi recentemente descoberto, é que a questio da unicidade esta intimamente
relacionada a desigualdade de energia. Este ¢ o contetido do seguinte teorema de M. Majdoub e N. Masmoudi
(2014), estendendo um resultado prévio de M. Struwe (2006).

Teorema 5.4.2. Considere a equacio da onda nio-linear em RN

(@u)(t,x) + m?u(t,x) + f(u(t,x)) =0

2(0,x) = a(x), 22(0,x) = B(x). (535)
onde estamos supondo que a,p € C®,m > Oe f : R = R éde classe C! com f(0) = f/(0) = 0.18 Se
F(z) = foz [ (s)ds, suponha que ou (i) [ satisfaz a condicdo do sinal: f (s)s > O para todo s € R; ou entéo (ii) que
exista uma constante C > O tal que F(z) > =Cz? e que | f (s)| < C|s|? para algum 1 < q < 2.

Presuma adicionalmente que existam duas solucées de (5.35): uma clissica u : [0, T) X RN — R e uma de
energia finita v : [0, T) x RN — R satisfazendo a desigualdade de energia (5.19) para quase todo t > 0.1°

Nestas hipdteses, entdo necessariamente u = v.

A demonstragdo, que ¢ um pouco longa e portanto ndo sera exposta aqui, ¢ nio obstante elementar e se
reduz a provar que, paraw = # — v, vale uma desigualdade do tipo fRN {w, (t)* + |Vwt)]* + m?w(t)*}dx <
C [7 [ Aw2(@) + Vo (D) + m*w (1) }dxdr.

Como corolario deste teorema e o de Jorgens, concluimos que a conjectura de De Giorgi é verdadeira em
dimensdo 3 para 1 < p < 5 (isto &, #, converge sem a necessidade de se passar por subsequencias); ou para
qualquer p > 5,se 0 < ¢t < T%; sendo que,se 7" < 0o, em t = T~ u se torna ilimitada.

Outros exemplos em que tanto o método variacional quanto o de Strauss convergem para uma unica
solugdo, que € suave, sio aqueles em que as condi¢Bes dos corolarios da se¢do passada puderem ser verificados.
Um exemplo comico destes é a equagio O + # + #' = 0 em R>, com os dados iniciais sendo funges-teste
de normas pequenas em um espago de Sobolev adequado.

7Empregamos ali a chamada “reciproca do teorema da convergéncia dominada”: se f, — g em LP(Q) (1 < p < c0), entdo existem
uma subsequencia f, ¢ uma fungio g € L? tais que f, (x) = f(x) e |f, (x)| < g(x) para quase todo x. Esta proposigio ¢ de fato
fundamental para a prova do teorema de Riesz-Fischer; veja H. Brézis (2011).

18No artigo original, Majdoub e Masmoudi consideram somente o caso 7 = 0 (isto ¢, a equagio da onda “pura”), mas as adaptagBes
na prova sio 6bvias.

19 Aqui obviamente e(t) = fIRN {%|V%(t,x)|2 + %m(t,x)z + ’”7214(t,x)2 + F(u(t, x))}dx.



Capitulo 6

Uma adaptagio a equagGes parabolicas

Oppression, weighs a ton
Depression, stains in black
Regression, the way things run
Aggression, my last resort

Love never crossed my way
Care, not even for myself
Peace means to reload a gun
Rest, I won’t before I die

Adrenalin, a legal drug
Anger corrodes my heart
Boredom, nitroglycerine
Violence, primal fear

Religion, violent innocence, guilt, panic.
Exposed to all - a false reality,

Look all through society:

More locks than keys

Nails in my brain, all that’s left just
GRIN, until I lose. . . myself

Coroner. “Grin (Nails Hurt)”. Grin. Noise Records, 1993. CD.

6.1 O teorema e algumas observagdes iniciais
Neste derradeiro capitulo, aplicaremos 0 método variacional para a equagio do calor nio-linear
on 1
57 %) = (Ba)(t,2) + (e, )P (2, x) = 0 (6.1)

onde # : (0,00) x RN — R ¢ a incégnita e p > 1 é um exponente. Consideraremos o problema de Cauchy,
onde se prescreve

u(0,x) = a(x) (6.2)

71
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para @ : RN — R uma funco localmente integravel. A constatagio fundamental é que o funcional analogo
a (1.6) neste novo contexto é

0 9 2
F.(v) = fo fRN e_t/g{%(a—lz(t,x)) + il(Vﬂ)(t,x)l2 + mlu(t’x)lpﬂ}dxdt (6.3)

uma vez que a sua equagio de Euler formal é

2
—sa—% + Ou _ Au +|ulP™'u = 0.
ot? ot
Evidentemente poderiamos escolher parabdlicas com nio-linearidades mais complicadas. Entretanto, por
hora preferimos enfatizar que, em contraste com a equagdo da onda, as demonstragdes serdo muito mais
simples e os resultados de fato mais fortes.
Tal como anteriormente, definamos o que é uma solugdo fraca de (6.1). No espirito da se¢io 3.1, tomare-
mos inicialmente o problema semilinear

g—?(t, x) = (Au)(t,x) + f(t,x,u(t,x)) =0, (6.4)

onde f : [0,00) x RN x R — R ¢ continua. Com a condigio inicial (6.2), # : (0,00) x RN — R ser4
uma sOLUGAO FRACA do problema acima se tanto (¢, x) + #(z,x) quanto (¢,x) — f(t,x,#) estiverem em
LY((0,T) x Q), quaisquer que forem 0 < 7' < 00 e Q cC RN, e se valer a identidade

) 8_90 ~ 0
j; fRN M(t’x)(c')t (t,x)+(A<p)(t,x))dxdt —fo ‘fRN f(t,x,u(t,x))go(t,x)dxdt+‘fRN a(x)e(0, x)dx

(65)
para toda fungio teste ¢ € C=((0,00) x RN),
Encore, poderiamos estudar alternativamente solugdes locais as globais de acima (z.e., solugdes cujos do-
minios temporais nio sio todo (0, ), mas intervalos menores); as altera¢des sdo imediatas.
Apesar de ser dissipativo, a equagio (6.1) com f = 0 possui formalmente a energia

! Ony2 1 1
f f (—) (t,x)dxdt + —f IVu(t, x)]*dx = —f |Va(x)|*dx = constante.
0 RN at 2 RN 2 RN

Como na equagio abstrata (4.8), a parte envolvendo %—? quantifica a quantidade de calor que foi perdida ao
ambiente, ao passo de que a outra, a quantidade que ainda esta dentro do sistema.

Por conta disso, diremos uma fungio # : (0,00) x RN — R, tal que # € L'((0,T) X Q),V0 < T < o0 e
Q cc RN, serd de ENERGIA FINITA (para a equagio do calor), se # € L*((0,00); L?) e Vu € L™((0, 00); LZ)N.1
Assim, noch einmal, o seguinte critério é valido:

Teorema 6.1.1. Sgja f : [0, 00) X RN xR — R uma aplicagio continua. Se u : (0, 00) X RN — R tal que
(t,x) > u(t,x) e (t,x) — f(t,x,u(t,x)) estdo em L ((0,T) X Q) para todos 0 < T < 00 e Q CC RN e
adicionalmente u € L}OC((O, o) HY N VVli’Cl((O, o); L?) e a € L?, entio wma das afirmagées abaixo implica nas
demais:

1. u ésolugio fraca de (6.4) com (6.2);

2 u(Q)=aeml?e

?)_1:(]:’ x) = Au(t,x) + f(t,x,u(t,x)) =0

no sentido de distribuicoes (em x) para quase todo t > 0;

1Como vimos, se # ¢ de energia finita e #(0) € L2(RN), entio u € Hﬁ)c((o, T); Lz).
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3. u(0) = a em L? ¢, qualquer que seja ¢ € C=((0, 00) x RN), temos

A prova, como permanece a mesma, sera omitida.
Demonstraremos sem grande esfor¢o que

Teorema 6.1.2. Sea € H' N LP*Y, para todo & > 0 o funcional F, em (6.3) possui wum sinico minimo na u na
classe H Zlc((O, 0); L?) sujeita a condicio inicial (6.2).
Estes minimos u’s possuem as seguintes estimativas a priori

o) a%s 2 1 ) 1 .
fo LN| or (¢.0)[ dxdt < fRN {2|V0’(x)| +p_+ Tla(x)] }dx,

1 2 1 p+1 f 1 2 1 p+1
LN {leng(t,x)l + P 1|14€(t,x)| }dx <2e . {2|Va/(x)| + o7 1|cx(x)| }dx

para quase todo t > 0. Quando é passado o limite € — O, existe uma funcio u, também em H lic((O, 00); L?), tal
que

ne — u fortemente em L1((0, T) X Q) para todo q € [1,2] U [1,p + 1),
todo Q@ cc RN etodo T > 0; (6.6)
ne — u fracamente em Hl((O, T) x IRN)pam todo T > 0.

Além disso, u é a vinica solucio de energia finita de (6.1) com (6.2) e vale a seguinte desigualdade de energia: se

(z)—ftf Srsnfdxds+ [ LSwaenf + Sl opd 6
e _o RNats,x xds RNzu,x p+1u,x X (6.7)

entdo para quase todo t > 0

|oz(x)|p+1}dx. (6.8)

e(t) <e(Q) = LN {%|ch(x)|2 + 5 _1|_ n

Observe que aqui 0 “caminho” inteiro #, converge a #.

Este capitulo, de maneira geral, segue o espirito do trabalho de V. Bogelein-F. Duzaar-P. Marcellini
(2014), no entanto com algumas adaptagdes para os contextos nos quais estamos interessados. Consulte tam-
bém V. Bogelein-F. Duzaar-P. Marcellini (2015a) e V. Bogelein-F. Duzaar-P. Marcellini-S. Signoriello (2015b)
para variagQes sobre o tema.

6.2 Demonstragio do teorema 6.1.2, parte 1: obtenc¢do das estimativas a priori

Sera conveniente readotar algumas notagSes que instauramos no capitulo 3. Quando for conveniente
enxergar #(t) como uma curva em um espago abstrato, denotaremos por #(t) a sua derivada temporal; retor-
naremos a escrever por V(v) a “energia potencial” de v:

— 1 2 1 p+1
V(fu)_fRN (2|v@| +p—+1|v| )dx. (6.9)

Novamente, V est4 perfeitamente definida em H'! N L?*!, mas podemos estendé-la a uma fungio V : L? —

[0, 0], se impusermos V (v) = oo paratoda v € L? que nfo esti em H'! N LP*1,
Assim, dado que F; pode ser reescrito como

F.(v) = fo et/s{%lb(t)hz + iV(v(t))}dt,
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ele faz sentido como um funcional em Hﬁ)c((O, 0); L?). Seu dominio proprio, no entanto, ¢ o espago X, das
fungdes para as quais a norma

00 N 1/2 0 1/(p+1)
lollx = (f f e_t/g{Z|Difv(t,x)|2}dxdt) +(f f e—f/8|v(t,x)|f’+1dxdt)
0 RN =0 0 RN

¢ finita. X é entdo um espago de Banach reflexivo e, como antes, K = K, . = {v € X;;v(0) = a} também
, . ’ . . ) ~ . ~

esta bem-definido e ¢ um convexo fechado em X. Mais ainda, ¢ nio-vazio, uma vez que a fung¢io constante

t — c(t) = a estd nele. Portanto, sendo F, : X, — R um funcional estritamente convexo, continuo e

coercivo, Fg atinge seu infimo em K sobre uma fungio #,, que ¢é unica. Desta forma, provamos a existéncia

dos minimos #,.

Lema 6.2.1. Para todo & > O, o funcional F possui um sinico minimo na u. na classe H l})C((O, 00); L2).
Adicionalmente, vale a designaldade

Fe(ue) < V(a) (6.10)

e, consequentemente,

(?u,s

IA

2V (a), (6.11)

foo —t/e
0

f e_t/‘gV(ug(t))dt
0

A estimativa (6.10) é obviamente fruto da comparagio entre Fe(#.) e F(c), onde ¢(¢) = @ é o estado
constante que ja usamos acima.
Para a sequéncia, defina as seguintes quantidades

— )| .de

IA

eV(a). (6.12)

Ko = 1|20,

Vi(t) = V(ue(t))
Le(t) = Ke(t) + = Vel

“calor dissipado no instante de ¢,

“energia potencial no instante ¢,

“lagrangeano” de F(u:(t)),
AL = [ L s,
t

Todas as fungdes acima, a exce¢do de AL, estdo definidas em quase toda parte. Note também que (AzL:)(t)

¢ um velho amigo: é o operador de médias definido na se¢3o 3.4 sem realizar a mudanga de escala t & &t.

—t/e

Aqui, como a equagio ¢ de primeira ordem, podemos realizar os calculos com o termo e™*/¢ com uma relativa

facilidade.

E importante observar que
(AeLe)0) = Fe(ue) < V(a) (6.13)
segundo (6.10).
Lema 6.2.2. Para todo € > O, temos que no sentido de distribuicées
(AeLe) (t) = —2K(t) < 0.
Por conseguinte, AL, pertence a W1 (0, o) e é uma fungio nio-negativa nio-crescente.

Demonstragio. A prova é analoga a do lema 3.4.1, mas, por conveniéncia do leitor, iremos reitera-la. Tempo-
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rariamente, €screvamos

Jolt) = f eI (5)ds

de modo que, para quase todo ¢t > 0, /. € derivavel com

]s,(t) = e_t/gLs(t) ¢ éet/gjs(t) + et/gls’(t) = (AeLe) ().
Dada ¢ € C°(0, ), definamos para —oco < § < oo as fungdes
t €[0,00) > g°(2) = g(£;6) = t +5(2).

Para § suficientemente pequeno, as ¢°’s definem difeomorfismos em R e, assim, podemos introduzir suas
inversas em ¢. Estas fungdes, que denotaremos por /(t; 8) = y°(t), variam diferenciavelmente em ¢ e satisfa-
zem a equagio Ys(t) = t — (Y (t)).

Com base nelas, para & > 0 fixo, introduzamos os “competidores” #°(t, x) = u2(t,x) = us(4°(t), x). Se
realizarmos uma mudanca de variavel elementar, temos que

oy [ woye) 1 i
Rd) = [T ool K+ LoV b,

Dado que e #5908 < 0l9lle=t/¢ 5 f5rmula acima mostra que #° estd em X. Ademais, uma anélise verifica
que & > Fe(u) é derivavel na origem e que vale a regra de Leibniz. Como

Y(t;0) =1¢,

Y (£50) = 1,

35 (5:0) = ¢(0),

T2 (£50) = ¢'(t),
temos assim a identidade

oo d
ds

- M(&(o v [ M(Kg(t) - o
0 € € ° ° )

oo —t/e oo —t/e 47
=j; erj(t)Lg(t)dt+‘£ eTM(ZKa(t)_Ls(t»dt-

Uma vez que Lg(t) = —e~*/#J/(t), ficamos com

F(”g)lazo

__1 . ’ . ’ —t/e ’
0=-- fo B(OJL(0)de + fo ¢'(1)2e™ + JL(0)de
:f ¢'(t)(é]8(t)+]g’(t)+2e‘f/‘9K5(t)dt.
0
Portanto, pelo teorema (2.3.2),

é]e(t) + () + 2e ¥ K,(¢) = const.

para quase todo ¢ > O; entretanto, j& que J:(t) — 0 quando t — oo ¢ ambas J/(t) e e /¢ K.(t) estio em
L'(0,00), a constante acima ¢ 0. (Para ver isto, integre a igualdade em (¢,¢ + /), para /& pequeno e passe
t — o0). Por conseguinte, (AcL.) (t) = (e!/*];)'(t) = =2K,(t), como querfamos. /177

Corolario 6.2.1. (AzL:)(t) < V(a) paratodost > 0ee > 0.
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Demonstragio. De fato, (AsL:)(t) < (A:L:)(0) < V(a), segundo (6.13). /117

INE
Demonstragio. Segundo o lema 6.2.1, temos que para todo 7' > 0

fT O
0

ot

Corolario 6.2.2.

One dr < V().

(t)

qualquer que seja € > O.

2 T
dt = Zf K (t)dt
12 0

= (ASLS)(O) - (AsLs)(t)
< (A,L)0) < V(a).

Basta agora fazer 7 — oo. /117

Corolario 6.2.3. Dados h > et > 0, temos que

7 f V(ue(s))ds < 2eV ().

Demonstragio. Se 0 < k < &, temos que

t+k t+k
f Vi(s)ds < sek/gsf eIV (5)/eds
t t

< gef? (A L:)(t)
< eeV(a).

Agora, parah > &,sejam > 1o inteiro tal que (m—1)e < h < me, de modo que me < h+e < (m+1)e < 2h

f;Hh V(ne(s))ds = f;Hh Ve(s)ds

m t+(+1)e
< Z f; Vi(s)ds

i=0 +ie

e, portanto,

< (m+1eeV(a)
< 2eehV(a).

/117

6.3 Demonstracio do teorema 6.1.2, parte 2: conclusio

Passo um: convergéncia. Em um primeiro momento, nio mostraremos a convergéncia de toda familia {#, },
mas isto sera estabelecido a posteriori como produto da unicidade de solugdes para o problema parabdlico.

O corolario 6.2.2 estabeleceu que {7} é um conjunto limitado em L?((0, 0); L?) = L2((0,00) x RN),
Em razio disto, (#.) vem a ser também limitada em H!((0, T'); L?) paratodo T > 0 fixo.

Analogamente, segundo o corolario 6.2.3, # ¢ limitada em LP*1((0, T); LP*1) = LP*Y((0,T) x RN) e
em L?((0,T); H'). Por conta desta tltima afirmagio e do pardgrafo anterior, {#.} permanece limitada em
HY((0,T) x RN).

Destarte, aplicamos o teorema de Rellich-Kondrashov a fim de garantir que, para toda sequéncia &, — 0,
&, > 0, existe uma subsequéncia, que ainda rotulada &, por conveniéncia, e uma fungio # : (0, 00) X RN - R
para as quais as convergencias expressas em (6.6) sio validas.
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Passo dois: a condigdo inicial. J& que, paratodo &€ > 0, u.(t) = @ + fot t(s)ds, vemos que u.(t) — u(r)
fracamente em o-(L?; L?) para todo ¢ > 0. Em particular, #(0) = a e # € C'2([0, 00); L?).
Passo trés: u satisfaz (6.1) no sentido fraco. Um argumento elementar envolvendo a defini¢do de #. e o

*© Oug 0 1 1
f f e_t/g{ﬁ—‘p +—=Vu, - Vo + —|M€|P_1M€(p}dxdt =0
0 RN ot Ot & €

t/e

teorema diz que

qualquer que seja ¢ € C2((0, 00) x RN). Trocando ¢(t, x) por e!/¢(z, x), podemos reescrever isto como

ong 0 ong
f fN{ e 09 0¥ 0+ Vug Vo + |ug|P~ u,scp}dxdt—o
R

ot (’)t ot

para toda ¢ € C*®((0, ) x RN). Portanto, em virtude do passo um passamos &, — O para concluir que

a 9
fo fRN {a_?¢ V-Vt |”|p_1%90}dxdt - 0.

Com isto, o passo dois e o teorema 6.1.1 mostram que # € solugdo da equagio diferencial desejada.

Passo guatro: unicidade do limite. Para estabelecer que a {#.} inteira vai a #, é suficiente se estabelecer que
$6 ha uma solugdo de (6.1) com a regularidade dada.

Sejam portanto duas solugdes fracas # e v de (6.1) tais que #(0) = ,v(0) = B € H' n L\, 4,9 €
Llloc((O, o) L) eu,ve Llloc((O, o0); H! N LP*1). Entdo sabemos de antemio que, se @ é # ou v, temos que

0
f {a—zf(t,x)w(x) +Vw(s,x) - Vo(x) + |w(t,x)|P_1w(t,X)<p(x)}dx =0
RN
para toda ¢ € CX(R™N) e quase todo t > 0. Por densidade, podemos enfraquecer esta condicio sobre ¢ e

supor somente que ¢ € H! N LP*1,
Sendo assim, segundo o lema podemos calcular para quase todo ¢ > 0,

S -0t = [ (Zf 0~ 20, x)) (e, = 0(2.%))dx
= —f {|Vu(t,x)—Vv(t,x)|2 + (l(e, )P~ (e, x)
RN

- |‘v(t,x)|p_1v(t,x)) . (u(t,x) - v(t,x))}dx

Logo por integragio,
() — v(0)l2 < |l = B2, (6.14)

o que verifica o que desejdvamos.
FPasso cinco: designaldade de energia. Segundo o lema 6.2.2, temos que

(AL)(s) +2 fo CK(6)de = (AL)0) < V(@)

por (6.13). Integrando de s = t as = ¢t + h (h > 0) e dividindo por A, obtemos entio

1 t+h 2 t+h s
Via) = Zj,: (AcLy)(s)ds + th‘ j; K (&)déds
= (D) + (1ID).

O nosso objetivo agora é passar &€ — 0. Obviamente, a analise de (II) é extremamente simples, j& que pela
semicontinuidade inferior da norma
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t+h

lim iglf () > —

dfds.

(I) é um pouco mais trabalhosa, mas aplicando o teorema de Fubini,

Min.{&,t+h}
m= - f e~ E e (&)dsdé
1 +h
-2 [ f e ()dsde
1 e~ (E=9)/e
> f f Ty (e)dsde
L[ e e,

logo

lim inf (I) > —f V(u(€))dé.

-0

Juntando tudo, temos que

1 tth s 0 1 t+h
i Greldeds s g [ viende < v

o que, passando & — 0, (6.8) é demonstrada (sob uma notagio ligeiramente diferente).
A prova esta finalizada.

/177

6.4 A dinamica das solugdes

Teorema 6.4.1. Se u(t, x) é a solucio de (6.1) com dado inicial u(0) = a, entdo |u(t, x)| < v°(t, x) (em distri-
buigio) para todo t > 0, onde v° é a solugio de v° — Av° = 0 com v°(0) = |a/.
Em particular, ||u(t)||co é limitada nos intervalos da forma (6,00) (6 > 0) e u(t) — O em L.

Antes de provarmos este teorema, notemos o seguinte curioso corolario.

A desigualdade (6.14) com um argumento de convergéncia uniforme mostra que podemos definir unica-
mente um sistema dindmico? {¢, },>0 em L? somente com a imposi¢io de que ¢,(a) = [a solugio de energia
finita de (6.1) com #(0) = @], se @« € H' N LP*!. Como ¢,() é sempre lipschitziana de constante 1 em @,
temos um comportamento completo desta dindmica: o estado nulo w = 0 é um atrator global e assintoticamente
estavel (a Lyapunov) pava ¢, .

Demonstragio. No espirito da observagio acima, por ¢,(a) simbolizaremos a solugio #(t) da equagio do
calor com condigio inicial #(0) = a.
Passo um: se @ > 0, entdo u(t) = ¢,(a) = 0. De fato, da teoria dos espagos de Sobolev #(t)™ = [parte

2Com isto, queremos dizer que [¢,a] € [0,00) X L2 - ¢, (a) € L? & continua, satisfaz ¢o = [identidade] e a regra de composicio
r+s = P1 © ¢ paratodos t,s > 0.
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negativa de #(t)] = (—u(t))* tem a mesma regularidade de # e podemos calcular para quase todo ¢ > 0

%LN (%(t,x)‘)zdx :ZL;N u(t,x) u(t,x)dx
zzf {Vu(t,x)_-V%(t,x)+|M(t,x)|P—114(t,x)u(t,x)—}dx
IRN

=—zf {IVa(e, )71 + (e, %) 1P+ b dx
RN
<0.

Consequentemente |#(¢)"|;2 < |#(0)7|;2 = 0.
Passo dois: se u(t) = ¢,(a) e v(t) = ¢,(B), onde B = |a|, entdo |u(t)| < v(t). A ideia novamente é a
mesma: temos que para quase todo ¢ > 0

%LN ((u(t,x) — v(t,x))+)2a,’x =- 2fRN {IV(u(t,x) —o(t, %)) P

+ (Ju(t, )P u(t, x) = |o(t, x)[P o, x))(u(t, x) - o(t, x))+}dx
<O0.

Desta maneira, |[(#(t)—v(t))"|;2 < |(le|—a)7|;2 = 0. Analogamente verificamos o mesmo para (v(t)+#(t))”,
obtendo o que desejavamos.

Passo trés: se B > 0, v(t) = ¢,(B) e v° é da equagio do calor linear v° — Avy = 0 com v°(0) = B, entdo
u(t) < u°(t) (no sentido de distribuicées) para todo t > 0. Mais uma vez, realizamos os calculos e notamos que
para quase todo t > 0

%LN ((v(t,x) - vO(t,x))+)2dx =— ZLN {|V(@(t’x) — 0%t )
+|o(t, x)P ot x)(v(t, x) — (¢, x)°)+}dx

<0,

onde aqui ja usamos que que v > 0.
Passo quatro (conclusio): se u(t) = ¢.(@), entdo u(t) — 0 quando t — oo. Com efeito, pelos trés passos
anteriores
lu(t, x)| < 0°(t, x) (6.15)

para quase todo ¢ > Oe x € R, onde v° resolve a equagio do calor linear v°+Avy = 0 com 2°(0) = |a| = B.
Entretanto,

v°(t) = K, * B,
onde K;(x) = W exp (— |x|*/(4t)) é o ntcleo gaussiano. Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

vemos que ||2°||c € L(8, %) para todo § > 0.> Melhor ainda, em coordenadas de Fourier,

00(t, &) = exp (—|€PE)B(£).

de modo que, pelo teorema de Plancherel ¢ o da convergéncia dominada, °(t) — 0 em L% se t — oo, guod
erat demonstrandum. /117

Em virtude desta limitagio em L*, as conclusdes do teorema 6.1.2 podem ser sensivelmente refinadas.

Teorema 6.4.2. Para a solugio u dada pelo teorema 6.1.2 com u(0) = @ € H' N LP*', podemos asserir que

u € C'((0,00); L7) N C((0,00); H?) N C([0,00); H' N L) (6.16)

3De fato, v°(t) — 0 em L™.
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e que, se e(t) € dada por (6.7), entdo
e(t) = ¢(0) (6.17)
para todo t > 0. Ademais, u — 0 em H' N LP*, de modo que

Il
Demonstragio. Ao longo desta prova, § > 0 sera um nimero real positivo tdo pequeno quanto se queira e
por (B) estaremos simbolizando a obra de H. Brezis (2011).

Passo um: continuidade de u longe de t = 0. De fato, escreva f(t,x) = |u(t, x)P"'u(t, x). Por causa da
discussdo acima, ¢ ficil ver que f € Lfoc((é, 00); H') N H'((, 00); L?), com sua derivada sendo D; f (¢, x) =
plu(t, x)[P~1D;u(t, x), qualquer que seja0 < i < N.* Assim, como # resolve #, —Au = f, é possivel mostrar
que # € dada pela férmula a Duhamel

ou
E(t) zdt = V(). (6.18)

2
L

u(t +6) = (K, = u(5)) + j; (Kis * f(s))ds
= (K, * u(5)) + j; (K = f(t —s))ds (6.19)

para todo ¢ > 0;° no espago de frequéncia entdo, (6.19) se escreve como
t _
e +6.6) = exp (~eleP)T0) + [ exp (- = NI s+ 0)ds
0

= exp (10 + [ exp (Sl (e =5+ 0)ds

Por conta da segunda igualdade,

on . t -~
a_?(” +6) = —|€]” exp (—t[£[)u(5) + fo exp (—=s|EP)f/(t — s + 8)ds + exp (—t[€) £ (5)

donde # € C((0, 0); L?).

Identicamente, uma analise direta desta expressio legitima a identidade

0

ou f
3] (s +0))ds (6.20)

a t
T (£ 0)= axl-(K’f*”(é))Jrfo (Kims

e assim # € C((0,00); H'). O fato de que # € C((0, 00); L*1) é uma combinagio da limitagio em L* e da
continuidade em 12,6

Finalmente, que # € C((0, 00); H?)) é corolario de —~Au + u = —u, + f + u € C((0,0); L?) e da teoria
basica da regularizagio eliptica.”

Passo dois: continuidade de w em t = 0. Uma vez que vale a desigualdade de energia (6.8), podemos repetir

exatamente os mesmos argumentos do teorema 5.4.1, para ver que ¢t % ¢ continua na topologia fraca
1

o (L% L?) e que u(t) —> @ em H! quando ¢t — 0. Isto d4 que # € C([0, 00); H?).

*A demonstragio disto é feita aproximando # por fung¢es suaves; veja, e.g., 0 teorema 9.2 em (%B).
5Se v é a fungio dada pelo lado direito de (6.19), entio v € C([0,00;L?) e é solugo fraca de (6.1) com v(8) = #(5). Assim,
w = u — v esta em C([0, 00);L2), w(0) = 0 e resolve w; = Aw. Tomando regularizagSes de w (como no final do teorema 5.1.1),
mostra-se que w = 0, ou seja, # = V.
Sobre esta expressio e questdes correlatas, consulte Th. Cazenave-A. Haraux (1999).
¢Lembre da desigualdade “de interpolagio”

g = [ Whitdz < IR [ 1R = el

paratodo2 < g < coehe L2NL™.
7Basta ver o caso A do teorema 9.25 em (%); poderia-se também empregar a andlise de Fourier, como em W. Rudin (1991)
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A anélise em LP*! é idéntica. Com efeito, t +> #(t) é continua na topologia fraca o(LP*'; L®*V'), ja que

para toda ¢ € L?*D" N [? e todo ty > 0 temos que

tll_)ll%(gp’%(t)>[,(1’+l)/,[}’+l = th—>n;lo RN QO(X)%(t,x)dx
- f (o, ¥)dx,
RN

por conta da continuidade de #(z) em L?. Dado que vale a desigualdade de energia, o caso geral ¢ € L#*)" é
entdo obtido por um raciocinio padrio de densidade.
Agora, como subproduto da desigualdade de energia e da continuidade em H!, vemos que

lim sup ||”(t)||p+1 < ||a||p+1 = ||”(O)||p+1-
t—0
Logo a convexidade uniforme de LP*! é suficiente para concluir que #(t) — @ em LP*! quando t — 0%; ou
seja, # € C([0, c0); LP*1). Fica provada por conseguinte (6.16).
Passo trés: regularidade de 37” Escolhendo 1 <7 < N, escrevav = ((997” Em vista de (6.20),

ov K, )
— 0) = 0 "(t = s)ds.
5 (t +0) 910x, * u( )+f; ox. *f (t —s)ds

0K,
dx; |l
¢ convergente e portanto possui sentido. Em particular, ela mostra que v € C'((0,00);L?), ou seja, # €
C1((0,00); HY).

Mais ainda, nio ¢é dificil constatar que v é solugio fraca de

1

= ¢s712, a desigualdade de Young para convolugdes garante que a integral acima

Uma vez que |

v, = Av — plulf o, (6.21)

com v(6) = %(6 ) € H'. Os argumentos i principio do maximo no teorema 6.4.1 agora permitem concluir
13

que |v(t,x)| < w°(z,x), sendo w° a solugdo de % - Aw® = 0 com @%(§) = |v(6)].? Por consequéncia,
v(t) — 0; em outras palavras, Vu(t) — 0 em L? quando ¢t — c0.1°
Passo quatro: a ignaldade de energia (6.17). Uma vez que |u|P*! € H'((6,); L?) com %W(t)l!’”r1 =@+

D]u(t)P~ u(t)i(t), se multiplicarmos a equagio (6.1) por # e integramos de & a ¢, concluimos que

[T B s+ Viato) = vt

Por conta de (6.16), podemos passar § — 0 e provar (6.17).

Passo cinco: o limite (6.18). Ja sabemos que #(t) — 0 em H !; entretanto, a estimativa em L e o decaimento
em L? dizem também que #(t) — 0 em L?*!. Consequentemente, passando t — oo, verificamos (6.18) - i.e.,
fisicamente, “todo o calor inicial é fatalmente dissipado ao ambiente”. /177

Assim, os comentarios pos-teorema 6.4.1 também pode ser fortalecidos: as identidades (6.17) e (6.18)
garantem que o problema (6.1) é também globalmente bem posto no espago de energia E = H! n LP+1.11

8Consulte a proposi¢io 3.32 € o passo dois na demonstragio do teorema 4.10 de (%). Uma prova alternativa seria aplicar o lema
de Brezis-Lieb (exercicio 4.17 de (%)).

*Com efeito, & |(v(t)-w(t)*[}2 = =2 [ |V(@°(t. x)~v(t. x))*[*dx—p Jiviwmwoy 18 0P0(E )(0(E ) =20, ) dx <
-2p f{wawo} lu(t, )P~ wO(t, x)(v(t, x) — wo(t,x))+dx <0, 74 que w® = 0. Logo, v(¢) < w°(t). Similarmente, —w%(¢) < v(t).

1“Dependendo da natureza do expoente p, podemos continuar este argumento para obter mais regularidade de # longe de ¢t = 0.
Por exemplo, se p for um inteiro impar > 1, # € C°°((O, o0) X [RN). Mais ainda, se a estiver, digamos, no espago de Schwartz das
fung¢Bes de decrescimento rapido 8 (RN), entiio todas as fungdes “livres” 20, w0 etc, que usamos para comparar com #, g—;’l und so

weiter, estario em C ([0, 00); L%). Isto posto, concluimos entio de uma anélise da férmula de Duhamel que # € C*™([0, 00) x RN).

Logo, o variante da conjectura de De Giorgi para a equagio do calor é verdadeiro.
oa

W|L2 se # soluciona (6.1) com #(0) = a. Logo, pelo o teorema abaixo (em especial
1

11 (6.14) afirma também que |%(t)|L2 < |
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Teorema 6.4.3. O fluxo ¢ : [0,00) X E — E, ¢(t;@) = ¢ (@) = u(t) = [solucio de (6.1) com dado inicial o], é
continuo.

Demonstragio. Passo um: dependéncia continua em LP*!. Dadas @, B € E, ponha u(t) = ¢,(@) e v(t) = ¢.(B).
Segundo os teoremas 6.4.1 ¢ 6.4.2, # ¢ v sio continuas em LP*! ¢ que t fRN lu(t, x) — v(t, )P dx esta
em C1(0, o). Portanto, um calculo direto d4 que

dd_t LN |I/t(t,X) - ‘U(I,X)|P+1dx = (p + 1) jD;N |I/l(t,X) - ‘U(t,x)'ﬁ_l(%(t’x) _ ‘U([,X))

(Au(t,x) — Av(t,x))dx — (p + 1)f lu(t, x) — v(t, x)[P!
RN
(u(t,x) — v(t, x))(|u(t, )P ult, x) — |o(t, x)P o (t, x))dx

<-(p+1p f lu(t, x) — v(t, )P Vu(t, x) — Vo(t, x)|*dx
RN
<0.

Por conseguinte fRN lu(t)—v(t)[PHdx < fRN |#(8, x)—v(8, x)[P"1dx paratodo 0 < § < t.Passando 6 — 0,
temos que

() = v(D)llp+1 < [l = Bllp+1 (6.22)

paratodo ¢t > 0.

Fasso dois: dependéncia da derivadaem t.Se a,, = a em E e u(t) = ¢4 (@), u,(t) = ¢¢(@,), entdo 4, — #
em L2((0,00) x RN).

De fato, da limitagio das 7, e do fato de #,,(£) — u(t) em L®((0, 0); L?) (vide (6.14)), a argumentagio em
5.4.1 diz que #, — # fracamente em L%((0, c0)x R™). No entanto, pelas identidades (6.18), |1, |L2((0.00)xRN) =
|%]2((0,00)xrN)> donde a conclusido ¢ obtida pela convexidade uniforme de L? (ou simplesmente abrindo o
produto |4, — #|?; veja o préximo passo).

Passo trés: dependéncia em H'. Fixe T > 0. Mantendo as notagdes do passo anterior, verifiquemos que
l#tn — #0711y = O. Isto encerrara a prova.

Qualquer que seja toda ¢ € C([0, T']; L?), afirmamos que

fi—z?(t,x)(p(t,x)dx - fRN %(t,x)go(t)dx (6.23)

xl
uniformemente em ¢ e z. Para provar isto, vamos precisar do seguinte lema

Lema 6.4.1. Se ¢ € C([0,T]; L?), existe uma sequéncia ¢; € C([o, T1; HY) tal que lp;(t) = o)z — 0
uniformemente em [0, T'].

Demonstragio do lema. De fato, tome uma aproximago da identidade { p;, };>0, sequéncian; > 0comn; — 0
e defina ¢;(t) = (pn; = @)(2). E facil ver que ¢ € C([0, T]; H') e que @;(t) = ¢(t) em L? para todo t. Além
disso, pelo fato de ||py It = 1, a desigualdade de Young para convoluges e a continuidade uniforme de ¢
afirmam que a familia {¢;} ¢ eqiiicontinua. Deste modo, ¢; — ¢ uniformemente. /117

Em virtude da proposigio acima, para estabelecer (6.23) basta considerar ¢ € C([0,7]; H!). Mas entio
podemos integrar por partes e usar que #, — # em L*((0,7); L?).

(6.22)), novamente 0 é um atrator global e assintoticamente estavel.
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Mais ainda, |#,(t)|g1 — |#(t)|1 uniformemente, pois

[ oo = [ 19to00Rds| = Vs (00) = V0) = (OIS = o 02)

:‘wan)_va( fo {|»zn<s>|§—|a(s)|§}ds)

= (Il @Iy = DI )

< |V(ay) - V(e + fo |17 (5)13 = 1513 ds

+1 +1
Il OB =l (O1|

— 0.

Logo, por (6.23),
f |Viu,(t,x) — Vu(t,x)*dx = f [V, (£, x)|*dx — 2f Vi, (t,x) - Vu(t,x)dx
RN RN RN

+f [Vu(t, x)[>dx
RN

— 0

uniformementeem 0 <t < 7.

/117

6.5 Uma generalizagio

Como atestado nos paragrafos anteriores, 0 método variacional consegue produzir resultados mais fortes
e com menos esfor¢o no caso parabdlico do que no hiperbdlico. Evidentemente, repetindo as ideias delineadas
no capitulo 4 é possivel estender o argumento para uma equagio diferencial mais geral. Contudo, atentando
aos passos da demonstragio do teorema 6.1.2 (em especial, a verificagio de (6.14)), a unicidade do limite # é
na realidade uma consequéncia da diferencial dV : E — E* ser o que chamam de um operador monétono,
i.e., cumpre (dV(u) — dV (v),u — v)g+p > 0 quaisquer que forem #,v € E. Esta monotonicidade, por sua
vez, esta fortemente ligada a propriedades de convexidade. 2

Com efeito, mostraremos que se V : L? — [0, 00] observar a hipétese () da segio 4.11% e for convexa,
entdo ndo apenas vale conclusdes como as do teorema 4.1.2 como o limite # € de fato uma solucio fraca da
equagio abstrata

{u(r) = —dV (u(t)) (6.24)

#(0) = a.

Com isto, podemos tratar problemas quasilineares (como #; = A,u — |#|772u) e ndo-locais (tal qual #, =
(f |Vu|?dx)Aun), dentre outros.

Antes de mais nada, expressemos o que entendemos por uma solugio fraca do problema de Cauchy acima
(apesar de se poder ja antecipar o qual deva ser a defini¢do). Por simplicidade, novamente ja presumamos a
validade de (*) e que @ € L% Uma fungfo # : (0,00) Xx RN — R ¢é uma soLucio Fraca de (6.24) caso
u € Llloc((O, 00); L?), dV (u) € Llloc((O, o0); E*) e se

[ (00 50) e = g+ [ (V01000 g (6.2

12Qs operadores monétonos foram uma 4drea de intensa pesquisa durante as décadas de 1960 € 1970 € possuem uma vasta e rica
teoria; veja, par example, K. Deimling (2010).
3Na realidade, a hipétese de E ser reflexivo pode ser omitida, j4 que nio faremos uso das identidades LP((0,T); E)" =

LP/((O, T); E*). (Isto s6 era usado para mostrar que, na equagio hiperbélica, #(0) = B, o que agora nio é necessario).
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paratoda ¢ € C(R x RY)
Como nas provas das proposi¢des 3.1.1 e , isto implica que

i(t) = —dV (u(t))

no sentido de distribui¢des em x para quase todo ¢ > 0; isto &, (#(t),n) g c> = —(dV (u(t)),1)E+ £ em quase
todo ¢t > 0, nio importando € C®(RN). J4 fazendo a inclusio L2 ¢ E*, o fato de dV/ (u) ser localmente
integravel, permite que concluamos que uma solugio fraca esta em le)j((o, 0); E*).

Logo, é facil ver que o critério no teorema 6.1.1 admite esta nova forma:

Teorema 6.5.1. As trés assercies a seguir sio equivalentes sobre wum caminho u € L}OC((O, 0); L?), tal que dV (u) €
Llloc((o’ oo); E*)

1. u ésolugio de (6.24);
2. #(0) = a como curva em Wlij((o, o); E*) e si(t) = —dV (u(t)) em distribuicio para quase todo t > 0;

3. #(0) = @ como curva em VVZ;’;((O, o), E*)e

fo (%(t),g—f(t))ydt= fo (dV (u(t)). (1)) . et (6.26)

para toda ¢ € CZ((0, 00) x RN).
De graga ja temos um resultado de unicidade.
Teorema 6.5.2. Se V' cumpre (%) e é convexa, hd no mdximo uma vinica solugio u € VVli’cl((O, o0); L?) de (6.24).

Atente 2 hiptese de # € L1 ((0,00); L?). Esta hipdtese faz sentido, porque a energia no sistema 6.24,

P loc p porq 8 4
t,. ’ . . ~ J

e(t) = fo |u(s)|izds + V(u(t)), é formalmente conservada. Assim, diremos uma solugdo # é DE ENERGIA FI-

NITA se % € L?((0,00); L?) e V(#) € L¥(0, 00). Em virtude de (4.3), esta tltima condigio implica diretamente
que dV (u) € LY ((0, 00); E*).

Demonstragio. Forem u e v duas solugbes de (6.24) com u,v € le)j((o, 0); L?), #(0) = a e v(0) = B,
t e |u(t) - ‘U(t)|i2 estara em VVl(l)’Cl(O, ©0) e para quase todo ¢ > 0

d
1@ = 0@l = 2() = 5(0), u(t) - (1)) .
= ~2(dV (u(t) ~ dV (@), u(t) = (1))

<0

ja que para #(t),v(t) € E em quase todo ¢ (do contririo, dV (#) e dV (v) ndo poderiam ser localmente
integravel) e dV é monoténa (por conta da convexidade de V' e sua diferenciabilidade em E). Portanto |#(¢)—
v(t)|;2 < |@ — B2 paratodo t > 0; particularmente, @ = 8 implica em # = v, como queriamos. /177

Com isto, ja podemos enunciar o teorema central deste paragrafo.

Teorema 6.5.3. Suponha que V : L* — [0, 00| satisfaz a hipdtese () da se¢io 4.1 ¢ que V' seja também convexa.
Sea € E, para todo &€ > 0 o funcional Fy : H;OC((O, 00); L?) — [0, 0]

re- [ e-f/8{§|u<z>|§z+§V(v<r>)}dt (6.27)

possui um nico minimo na ue na classe dasv € H l})C((O, 00); L?) tais que v(0) = a.
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Estes minimos u’s possuem as seguintes estimativas a priori

[ o < v,
0
V(ue(t)) < 2eV(a) (6.28)

para quase todo t > 0. Quando € passado o limite € — 0O, existe uma funcio u, também em H lf)c((O, 00); L?), tal
que us — u fracamente em H'((0,T); L?) para todo T > O.
Além disso, u é a solugio de energia finita de 6.24 e vale a seguinte desigualdade de energia: se

e(t) = fo Iﬂ(s)lizds + V(u()) (6.29)

entdo para quase todo t > 0

e(t) <e(0) = V(a). (6.30)

A novidade nio-trivial é que # ser uma solugdo da equagio correspondente. A demonstragio disto de-
pende da nogio de solugio variacional.

A partir de agora, estaremos implicitamente presumindo que V' é como no teorema acima e que
a€E.

Uma curva # € C([0,00); L?) é chamada uma soLugAo VARIACIONAL do sistema (6.24) caso V(#) €
Llloc(O, ©0) e caso, paratoda v € Hﬁ)c((O, 00); L?) com V(v) € LIIOC(O, o), valer a seguinte condi¢do de mini-
malidade

T T
f V(u(t))dt < f {('z}(t),v(t) —u(t),, + V(fv(t))}dt + %|fv(0) - a/|iz - %|'v(T) - M(T)ﬁz, (6.31)
0 0

qualquer que seja 7 > 0.
Antes de prosseguirmos, expliquemos a origem deste conceito. Suponha que #(¢) é uma solugio de energia
finita de (6.24). Entio, se v é como acima, temos

(a(2) = o(2), u(t) = v(2)) 2 = (dV (u(2)), u(t) — v(2)) — (9(2), u(t) — v(1)),,

para quase todo s > 0. Integrando esta igualdade de 0 a ¢, usando que (dV (#),v — u) < V(v) — V(u) e
rearranjando os termos, (6.31) € prontamente obtida.

A vantagem de se trabalhar com solugdes variacionais ¢ que o termo envolvendo dV ¢é subsitituido por
V/, que tende a ser mais robusto. De fato, podemos falar de solugdes variacionais mesmo quando V' deixa de
ser diferenciavel e a equagdo # = —d V(1) sequer possui assim sentido.

No entanto, como no nosso caso V' ¢é de fato diferencidvel em seu dominio efetivo, é possivel provar que

Teorema 6.5.4. Se u é uma solucio variacional de (6.24), u é uma solucio fraca deste e satisfaz a desigualdade de
energia (6.30).

A verificagdo desta afirmagio sera fragmentada em quatro lemas.
Lema 6.5.1. Caso u for uma solugio variacional de (6.24), n(0) = a.

Demonstragio. Aplicando a fung¢do constante v(¢) = @ em (6.31), temos que

Lty —afa< [ (v V(a)d
§|w( )—a|L2_fo ( (u(t)) - (a)) t.

Como # € C([0, c0); L?), uma passagem ao limite 7 — 0 da o resultado desejado. /117

Para a sequéncia, teremos de introduzir um operador de regularizagio, uma vez que nio sabemos a prin-
cipio se uma solugio variacional possui derivada em L2.
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Na condi¢io de que # € Llloc((O, 00); L?), uo € L? e h > 0, entenderemos por R}, o1 acurva

t
(Rpuon)(t) = e hyg + %jo‘ e(s_[)/hu(s)ds. (6.32)

4 ’
Observe que R, ,, #(t) ¢ continua.
Pelas técnicas apresentadas no capitulo 2, ndo é dificil mostrar

h— .
Lema 6.5.2. 1. Caso u € C([0,00);L?) e u(0) = uo, entdo (R utt)(t) 2 u(t) uniformemente em L?
sobre intervalos limitados;

2. Quando n € L*([0,00); L?), R}, ,,u € Wli’c""((o, 0); L?) e para quase todo t > 0

d
(R )(0) = = (R )(0) = (0)); (633

h—
3. Na hipdtese de u € HZ}JC((O, 0); L) e u(0) = uo, Ry, o2t 20w em HY((0,T); L?) para todo T > 0.14
Um resultado um pouco mais delicado é o seguinte
Lema 6.5.3. Seu € L}OC((O, 00); L?) étal que V () € L}OC(O, o) eseug € E,

T T
lim | V((Rpun)(t))dt = fo V (u(t))dt (6.34)

h—0 Jo
qualquer que sgga T > 0.

Demonstragio. Como aqui teremos de aplicar uma versio um pouco incomum da desigualdade de Jensen,
explicaremos rapidamente quais s3o os elementos envolvidos. Uma discussio mais detalhada esta em H. Brezis
(2011).

Sejam B um espago de Banach e j : B — (—00, 0] uma fungio convexa, semicontinua inferiormente e que
ndo ¢ identicamente co. A sua fung¢do conjugada (ou transformada de Legendre) é a transformagdo j* : B* —
(—00, 00] dada por

7'(f) = Sup {(fx) = j(x)}.
X €
Claramente temos a chamada desigualdade de Young

(f.x) <jx)+7°(f)

al

b’
+ ’ b 2
S+ 5 paraa b>0e

apesar de que aqui ela ¢ absolutamente trivial; o caso classico no entanto ab <
7 . _ _ . _ 1 . _ 1 ’
1 <p < oo,¢obtidocom B =B* =R, j(x) = Z—)|x|f’ ej*(f) = 17|f|1’.
7* € uma fungfo também convexa e semicontinua inferiormente, pois ¢ o envelope superior das fun-
¢des [ +— (f,x) — j(x), que sdo continuas e convexas. Portanto, podemos falar de sua conjugada também.

Restringiremos-nos no entanto ao subespago B C B*™*, de modo que j** : B — (—00, c0] sera definida como

j7Ce) = Sup {(f,x) = ()}

feB*

Um dos pilares da Analise Convexa, o teorema de Frenchel-Moreau, assere que j** = ;.
E ficil ver que se B = L? e j = V, estamos nas condigdes acima. Assim, a desigualdade de Young diz que

(f.u(D2 < V(u()) + V*(f)

paratoda f € [?e0<s < t.

IA

14Vale também a estimativa |%R B

u ||
L2((0,T)xRN) at |L2((0,T)xRN)*
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Logo, se X = X, for [0, ] com a medida de probabilidade du(s) = h(l—l/h)e(s_t)/hds e, conformemente,
_e—t

pormos fX udy = 1 fot eG=0/hy(s), teremos

h(l—e"/h)
(f,Lud,u)LzSLV(%)d,u+V*(f),

Assim, o teorema de Frenchel-Moreau da que

V(Lud,u) = Sup {(f,Lud,u)Lz - V*(f)} < LV(u)d,u, (6.35)

fel?

que era a desigualdade na qual estavamos interessados em obter.
1

Lo=0/hgs — i
ey fo e ds = 1, a convexidade de V e (6.35), mostramos portanto que

Usando o fato de que

paratodo0<¢t <T

1— e—t/h t
V((R),,,n)(t)) = V(e_t/huo + —f e(‘_[)/hu(s)ds)
0

h(1—et/h)
t
VG + 1=V (e [ s
t
< ft/hV(”o)"‘%f e(s‘t)/hV(%(s))ds. (6.36)
0

Por conseguinte, chamando de g;(¢) é o lado direito em (6.36), uma aplicagio do teorema de Fubini
(como fizemos na demonstra¢io da desigualdade de energia no teorema 6.1.2) € possivel mostrar que

T T
f gp(t)dt = h(1 - e_T/h)V(uo) + f (1- e(s_T)/h)V(u)ds.
0

0

Assim,

T T
limsupr; V((Rh,uou)(t))dt S]; V(u(t))dt.

h—0

Por outro lado, a semicontinuidade inferior de V', o lema de Fatou e o lema 6.5.2 (parte 1.) dizem que

T T
ﬁV(%(t))d[Slizn_}iélff; V((Rpom)(t))dt,

o que finaliza a prova. /177

Lema 6.5.4. Caso u for wma solugio variacional de (6.24), 11 € L*((0,00) x RN), V (u) € L*(0, ) e para quase
todo t > O vale a designaldade de energia (6.30).

Demonstragio. Gragas a v = Ry, ,u ser uma fungio de comparagio admissivel na condigdo de minimalidade
(6.31), temos que para todo 4 > 0

T T
hfo |%Rh,au(t)‘izdt =—fo (%Rh,au(t),Rmu(z)—u(t))Lz
T
< fo [V (R qu(t)) = V (u(2))]dt - %|R,wu(r) ~u(T))3s
T
sfo [V(Ryou(t)) = V(u(r))]dt.

Por (6.35), V(R #(1)) < eV () + % fot ek V(u(s))ds = g5,(t), de modo que um calculo direto da
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que

T T
hfo |%Rh,au(t));dzsf [9(6) = V(u(1))]de

T
—hf d%(t)dt
= h[g(0) - (1] (6.37)
< hg(0) = hV (a). (6.38)
Destarte (6.37) e (6.38) implicam nas estimativas
T+k tod
%L |:»f0 |ERh,(x%(s)|izd5 + qh(t):| dt = V(Cl), (639)
[ 5 Ruanof e < V@) (6.40)

Ja que Ry, ,u(t) — wu(t) uniformemente sobre os intervalos limitados de [0, 00), existe portanto 7(t) em
L?. De fato, por (6.40), existe uma sequéncia /4, — 0 tal que %Rhﬂu — f fracamente em L*((0, 00) x RY).
Assim, para toda ¢ € C((0, 00) x RY),

—f f f(t,x)p(t, x)dxdt = — lim f f Rhau(t x)(t, x)dxdt
0 RN h,—0
= hlnu—I}ojo‘ LN Rh,au(t,x)g(t,x)dxdt

_ (7 9¢
_\fo LN u(t, x) 3 (t,x)dxdt,

como queriamos.
T+/€

Em contrapartida, uma reprise da analise do lema (6.5.3) conclui que fT g(t)dt " f V(u(t))dt.
Portanto, uma passagem ao limite em (6.39) produz
T+k
z f [ f | (s)|L2ds + V(u(t))|dt < V(a),
o que prova a desigualdade de energia se fizermos & — 0. /117

Demonstragio do teorema 6.5.4. Devido a (6.5.4), vs(t) = u(t) + 6¢(t) pode ser usada em (6.31) caso ¢ €
C((0,00) x RN). Tomando 7 de modo que (0, T') contenha o suporte de ¢, temos que

T

T
f (5(2) + 6¢(2), (1)) - dt < f %{V(%(t) +0p(t)) - V(u(t))|dt
0 0

Portanto, no limite § — 0, a regra de Leibniz ratifica que

T
fo (#(2), (1)) 2dt < (dV (u(1)), (p(t))E*’Edt

Se trocarmos ¢ por —¢, fica verificada precisamente (6.26). Dado que #(0) = a (lema 6.5.1), o teorema 6.5.1
conclui a prova do teorema. /117

A proposigio capital na prova do teorema 6.5.3 é que os minimos #, convergem a solugdes variacionais
de (6.24).
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Teorema 6.5.5. Nas condi¢des do teorema 6.5.3, toda sequéncia €, > 0 com &, — 0 contém uma subsequéncia
&), tal que u,; converge fracamente a uma funcio u na topologia fraca de H'((0, T); L?) para todo T > 0. Por
sua vez, u satisfaz a desigualdade de energia (6.30) e é uma solucio variacional de (6.24).

Demonstragio. Dado que a prova desta convergéncia e da desigualdade de calor devem ser natural a essa altura,
somente verificaremos que # cumpre (6.31).

Tome T > 0e ¢ € HILC((O, 00); L?) com V() € L}OC(O, o). Para 0 < § < T/2, defina a fungio a
Heaviside kg € H'(0,00) N H}(0,T)

%t se0<t<0

1 sed<t<T-6
ho(t) = 1 |

(T —t) seT -60<6T

0 sel <t.

Fixando & por um momento, definiremos para & > 0 a classe {@s} por ¢s(t) = 5e/ehg(t)p(t).
Evidentemente, se F¢ ¢ o funcional definido em (6.27), temos que Fg(#: + ¢5) < o €, por ¢5(0) = @,

Fs(”s) < Fa(”a + 906)-

Isto pode ser reescrito explicitamente como

T
0< fo il {%(Vts(t) +0s(t)72 — |is(0)]]2) + é(v(%(z) + @s(2)) - V(ug(t)))}dt. (6.41)

Simplifiquemos a expressdo acima.

T/e

Comecemos pelo termo envolvendo V. Se e’ /® < 1, a convexidade de V' acarreta na desigualdade

V(ne(t) + ¢5(2)) = V(ue(t)) = V(ne(t) + 5eehg()p(t)) = V (ue(t))
< 5¢"7(V (a(t) + ¢(2) = V (1:(2))).

Em contrapartida, a parte com #, é precisamente

d e'“ho(t)g(t)) ’ +25(u (t) i(e“?h (t)¢(t)))
%] = & ,dl' [Z]

ro(2) + @5(0) 32 = el = 8|

LZ

Juntando estas expressdes, se multiplicarmos (6.41) por £/6 e passarmos 6 — 0, obtemos
! —t/ y d t/ t/
0< fo e {s(ug(t), E(e he(t)aﬁ(t))Lz + e 1%hy (V (ue(t) + ¢(1)) - V(%(t)))}dt
T
= [ {01,000+ Vae) + 60) = V (o)

T
te fo {Rp@)(11s(2). ¢(2)) 12 + ho(£)(e(2), (1)) 12 | dt

Porém, se v € H! ((0,0);L?) com V(v) € L] (0,00), poderiamos muito bem escolher ¢ = v — #,. Se
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fizermos isto, todo o esfor¢o anterior serviu para mostrar que

T T
f V(ue(t))dt < f ho(t)V (v(t))dt
0 0
T .
+& fo (o) (11e(0). 0(2) = ns(2)) 2 + ha(t)dis(t), (1) = to(2)) 2 bt

T T
+ f (1= ho(2))V (us(t))dt + f ho(£)(se(2), v(t) — %s(t))let‘
0 0

Analisemos o comportamento desta desigualdade quando €], — 0. Evidentemente, o lado esquerdo e o pri-
meiro termo a direito permanecem estaticos. Gragas a (6.28), o segundo decai a O sempre que &), tende a
0.

Para o terceiro, observemos que novamente por (6.28),

fo (1= ho(O)V ()t < { fo " fT :}V(cx)dt

=20V (a).
Por ultimo, escrevemos o postremo elemento como
T ' ~ T ' 17 d 2
fo ho(t) (i), () — o(0)) ot = fo B0, (0) = )~ 5 fo o) 10(8) = o)l
T T
= fo he(t)(é(t),fv(t)—ug(t))y+% fo hy(0)o(t) = ne(t)];dt
= (7 e Lt 2 d
- [ B0 - 0= 55 [ folo) - ne(o)ds
1 %
+%fo [0(t) = ue(2)[7dt.

Uma vez que #,(0) = @ e || V (@), a desigualdade triangular e a de Holder permitem estimar a

2
L(0e0p12) =
parte final como

6 1 6 1 0 2
fo [0(t) = ue(2)]12dt < {\/% fo | — o(t)[7.dt + \/% fo |ueo(2) — a|§2dt}
%] 2
< {\/éjo‘ o — fv(t)|izdt + % \/QV(Q/)} )

Encaixando todas as pegas, a semicontinuidade inferior de V', da norma e o lema de Fatou mostram que

T T
f V(u(t))dt <liminf | V(ug(t))dt
0 0

&,—0

T
< f ho(t)V (0(2))dt + 20V (@)
0

T
+f0 ho(t)(0(t), v(t) — u(t))dt

P) 2
N {\/ifo o — o(0)[22dt +%x/0\/(a>}

T

1 2
“% )y, |o(£) — u(t)|;.dt.
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Portanto, quando § — 0, ficamos com (lembre-se de que #, v € C([0, 00); L2))

fT V(u(s))ds < fT (5(6),0(6) = ()2 + V(@) e + 20(0) = af’, = S[o(T) - (D)L
0 ~Jo ’ 12 2 275 12>

0 que era a nossa missio. /177
Demonstracio do teorema 6.5.3. Basta unir os teoremas 6.5.5, 6.5.4 € 6.5.2. /117
Para fechar o capitulo, mostremos o principio do maximo para a equagio (6.24).'5

Teorema 6.5.6. Sejam uy e uy solucdes variacionais de n = —dV (u), com u1(0) = a1 e #(0) = az. Se
1,3 € E com ay < @y, entdo ui(t) < us(t) paratodo t > 0.

Demonstragio. Defina v1(t) = Min{u1(2), #2(2)} e v2(t) = Max{u1(¢), u2(t)}. E possivel mostrar que
V1,V € HI})C((O, o0); L?) (por causa do teorema (6.5.4)) e que V (v1), V(vy) € Llloc(O, 00). Assim comparando
em (6.31) #1 com v; e # com v; e somando as duas desigualdades, obtemos para todo 7' > 0

fo ! [V (#1(2)) + V (ua(1))] dt < fo ! [V (21(0)) + V(02(1)) | dt

T
+ f [(51(6),21(6) = 11(0)) + (B2(0), 2(2) = 12(1)) .| e

(01T = 11T + [o2(T) = 2T

N =
o

Analisemos a equagio acima. Um momento de reflexio da que

T T
fo [V (#1(2)) + V (ua(2)) ] dt =fo [V (21(0)) + V (v2(2)) ] de.

Por outro lado, nio é dificil ver que v1(2) — u1(2) = —(u1(t) — uz(t))+ e va(t) —ua(t) = (m1(t) - uz(t))+,
de modo que

T T
fo [(B1(2). 21(2) = 1(2)) 12 + (92(2), 02(2) = #2(2)) 1 | = fo (92(2) = D1(2), (m1(2) — m2(2))") 12
T
- fo ((1(2) — 5o )" (1 (0) = ma0))") 1
2 dt
< |1 (T) = ua(T)* 3.

15Este teorema em particular implicaria a unicidade de soluges variacionais quando V' deixa de ser diferenciavel.
Infelizmente, a prova a seguir nio seria valida para sistemas de equagdes (veja o tiltimo pardgrafo do capitulo 4). Estamos realgando

T
= lfo d (1) = ua(2))*[dt

este fato, pois sdo de grande importancia em aplicagdes as chamadas equagdes de reagio-difusio; isto é, sistemas da forma % +Au; =
F;(u1,...,ny) (consulte as referéncias de H. Brezis (2011)).

Em geral, se V' nio for necessariamente diferenciavel, mas estritamente convexa, ainda s existira uma solugio variacional (com a
mesma condigio inicial).

De fato, suponha que #1 e #3 s3o solugBes variacionais com #1(0) = @ = #2(0). Se elas forem diferentes, haverd um 7" > 0 tal que

T 1 T
fo V(@)dt < Efo (V(u1) + V(n2))dt.

Se testarmos #1 e #y com % = (11 + #2)/2 (que é possivel pelo teorema 6.5.4) e somando as duas desigualdades, obtemos

T T
fo [V(n1)+ V(uz)]dt < 2f0 V(w)dt,

que ¢ uma contradicdo.
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Analogamente,

2 oaT) = (D = =3 (T) = T = ~foalT) = T
Portanto, agregando todos os termos,
|(6s(T) = wa(T))* |2 <0 VT > 0],
como querfamos demonstrar. /117

Com isto, pode-se imaginar que os resultados da se¢io 6.4 possam ser validas para uma familia mais extensa
de equagdes do calor semilineares.



Apéndice A

Algumas proposi¢des em espagos de Sobolev

In a world where we think, that we’ve seen everything

In a world where we think, that we rise above all things

In a time that is so fast, you have to run so you won’t get lost
In a time that is so loud, you have to scream to get recognized

In a land where you must fight, for a little fragment of human rights
In a system that uses war, to spread its spirit around the globe

A religion that uses hate, to plug its message into your brain

A revolution that turns back time, forgets what we have learned to be

A public where shoes do shine, and money beats respect for life

In a world that is cleaned of all secrets that nature kept

A public where death’s reduced to be excitement in late night news
In a time where children learn to ignore the world around them

I'd like to say, I have to say
You...don’t know nothin’
You...don’t know nothin’ about
You...don’t know nothin’ at all

Coroner. “About Life”. Mental Vortex. Noise Records, 1991. CD.

Neste apéndice, investigaremos trés situagdes que encontramos espalhadas no decurso desta dissertagio.
Apesar de na literatura estas questdes terem sido estudadas em grande generalidade (veja, par example, R. A.
Adams-]. J. F. Fournier (2003), J.-L. Lions-E. Magenes (1972), L. Tartar (2007) e as referéncias |4 contidas),
aqui nds nos ateremos ao caso hilbertiano p = 2, porque, além de ser o tnico com qual nos deparamos, este
pode ser facilmente compreendido por meio da transformada de Fourier.

O primeiro dos problemas diz respeito a uma questdo de interpola¢io. Digamos que, para algum aberto
Q c RN nio-vazio, # € L*((0,T); L*(Q)) seja tal que tenhamos igualmente 'g:—,ff € L2((0,T); L*(Q)) para

algum inteiro m > 1. O que se pode dizer acerca das derivadas intermediarias ‘;T’; paral </ < m?

Teorema A.o.7. Nas condi¢des acima, para todow cC Qe0 < T’ < T Iu ¢ L*((0, T"); L*(w)). De fato, hi

> o
uma constante C = C(w, T’,1,m) tal que
& u
ot!

0"u

<C (|74|L2((O,T);L2(Q)) + )
L2((0,T);L2(2))

LA((0.T");L*(w))

93
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Adicionalmente, se Q tiver fronteira limitada e suave ou se Q = RN entdo podemos tomar w = Q; caso
T = oo, também é possivel a escolha T’ = co.

Demonstragio. Primeiro, escolha uma funcio § € C®(R x RN) tal que 6(t,x) = 1,5e0<t < T’ e x € w,
ef(t,x) =O0parat > T ex ¢ Q. Agora, por meio do argumento classico de reflexio (vide D. Gilbarg-N.
Trudinger (1983)) é possivel estender @ para uma fungio f : R x RN — R, que estd em L2, assim como
m-ésima derivada temporal.! (Se a fronteira de Q for suave e limitada, entdo primeiro estendemos # em x pelo
supracitado principio da reflexio e depois truncamos em ¢. Este truncamento é evidentemente desnecessario
se T = oo).
Por conseguinte, se (F f)(7, £) ¢ a transformada de Fourier de f/ em ¢ e x, temos que

o f

otm <o

LA(O,T);LA()

[ e IE N R = |f oy +

A desigualdade de Young 7 < C(1 + 7%), no entanto nos garante que
[ g erdnde < [ [asemi@sordre.
RI+N

. N . i
Assim pela caracterizagio de derivadas fracas através da transformada de Fourier, 6—; pertence a L? e, por res-

. / . . .y .
trigdo, g—;} € L*((0,T") x w) = L*((0, T"); L*(w)). Obviamente, uma inspegio do raciocinio acima comprova

a validade de (A.1). /117

14 /’ . . .
Ja segunda pergunta é sobre uma outra propriedade curiosa dos espagos de Sobolev. Digamos que # :
(0,T) x Q — R tenha m > 1 derivadas em ¢ e derivadas espaciais até ordem & em L?; simbolicamente,

u € H™((0,T); LA(Q)) N L2((0, T); H*(Q)). Pelo teorema fundamental do Célculo, sabemos entio que #

. m—1 ~ , .
estdo bem-definidos os “tracos” #(0), .. ., ‘itTff(O) e que estes estio L2. Sera que alguma regularidade x de #

¢ herdada para os estes tragos?

Teorema A.o.8. Nus condi¢des acima, para todo w CC QeQ0<j<m -1,

u
—(0)e HY
L (0) € 1)

2(m—j)-1
2m

ondes; = ;1 = k. Ademais, existe wuma constante C = C(w, j, m, k) tal que

O u
—(0
a[]()

Como antes, se Q tiver fronteira limitada e suave on se Q = RN, entio é permitido tomar w = Q.

i = ¢ (e o2y + 1l 2oty

Demonstracio. Repetindo os argumentos de extensio do teorema A.o.7, ja supomos que pudemos estender
continuamente # para uma fungio f € H™(R; L?) N L*(R; H*).

J4 que a injecio obtida no final ser4 continua, podemos supor a priori que f € CZ(R x RN).

Defina entdo os operadores integrais

— +00 .
f(r,x) = f e T f(t,x)dt “transformada de Fourier em relagio a t”,

(o)

o= [ e fend

(Ff)(1,é) = f e7 1T £(t x)dtdx = “transformada de Fourier em relagio a t e a x”.
RI+N

“transformada de Fourier em relagdo a x”,

Escrevendo (¢, x) = 6(t, x)u(z, x), basta colocar f(z,x) = u(t,x) parat > Oe f(t,x) = Z;’:{I c;v(—t/i,x) para t < 0, onde
Z;ﬂ*{l(—l/i)lci =1, qualquer queseja 1 </ < m + 1.
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Integrando por partes, é facil ver que

(‘;’—j)u, £) = (7 f(r.x)

de modo que o teorema de inversio da que

af( 0,x) = ﬂf_ m(ir)ff(T,x)dT.

e o teorema de Fubini assere que

6/\ +o00 )
(So)e-5 [ i

Lembremos que por hipdtese

+0o0
f fR (TP EPONF ) o) drdx < C(1f lmiarys) + U Dizoryy) < o
Logo,

éff(

ot f_;m(iT)j(gf)(T, &dr|dé

0)

—Cf (1+ 1Py
H'I@®N)

Agora, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, vemos que

) ! ” ‘ (m~7) r
: {f_m 1+12<m—f)+|§|27d7}{L (14720 + g )I(?f'f)(r,gnzdr}.

onde o expoente 7 descobriremos em um instante. Um calculo direto verifica que

fm L dr < C(1 + )" (mm7),

oo 1+ 7Hm=]) 4 |£)27

‘ f GOV (F f)(r.E)d

e uma aplicagio da desigualdade de Young nos fornece

f (1 T || e < f (e P S )

[

Consequentemente,

of
W()

< cf f (1+1ep)y (- f>)(1+72"1+|g| w NG f )6 drde.
HJ(RN) RN

1y = —
Se escolhermos portanto 7(1 — Z(m——])) sj e 27 = k, obteremos a almejada injecio continua para

]

sj= 2oy, /171
Notemos que vale a reciproca: se @; € HS(RN) paraj =0,...,m — 1, existe uma f € H™(R;L?) N

L2(R; H*) tal que %(O) = @; no sentido de tragos.

Para ver isto, sejam ¢; € C°(R;C) (j = 0,1,...,m — 1) tais que para qualquer inteiro 0 < j < m — 1
tenhamos f_O:o(iT)Z @i(t)dt = 1,se ] = j,e=0,casol # j. (A existéncia destas fungdes vem procede da
dimensio infinita de C°). Definindo f(z,x) = Z;”:E)l fi(t.x), onde

@;(&)pi(t[(VT+[ERY™)
(NT+[ER)+Dkrm

(Ffi)a,é) =
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um célculo direto da que esta f tem as propriedades desejadas. Construimos desta maneira uma transformagio
linear e continua [ao, . . ., @pm-1] - f.
Por fim, apresentaremos um teorema de compacidade a Arzela-Ascoli.?

Teorema A.o.9. Sejam Q C RN um aberto ndo-vazio,0 < T < coes > Oeescreva B = H 1((0, T); LZ(Q)) N
12(0,T); H* (@)

Se sy, — u fracamente em o (B, B*), entdo u, — u fortemente em L*((0,T); H* (w)), quaisquer que sejam
0<s ' <sewccQ.

Novamente, quando Q for per se limitado e de fronteira suave, pode-se tomar w = Q.

Em outras palavras, como B é hilbertiano, as injecoes B ¢ L*((0, T); H "(w)) sdo compactas.’

Demonstragio. No espirito da se¢do 2.4, € facil ver que # € B é o mesmo que afirmar que # : (0,7)XQ — R
possui s derivadas em x ¢ uma em ¢. (E suficiente reproduzir do 2.4.2 usando a transformada de Fourier ao
invés de diferengas divididas). Dividiremos pois a prova em quatro etapas.

Passo um. Para todos 0 < s” < s e &€ > 0, existe uma constante C = C(s, 5", Q, w, €) tal que

|v|§—15'(a)) = Slvlijs(g) + C|v|iZ(Q)’ (AZ)

seja qual for v € H*(Q).

Com efeito, primeiro escolha § € C2(Q) tal que @ = 1 em w e ponha f = v € H*(RN) (caso dQ
for suave e limitada entretanto, tome f como a extensdo obtida por meio do principio da reflexdo). Pela
desigualdade de Holder para p = s/s’,

2 2
1l ) < Ty

- [ i ferde

R 1/p . 1/p’
2s 2 2
< {fRN (L+EP)If )l df} {fRN /()| a’f}

2/ 2/’
= |f|H€(RN)|f|L2](7RN)

< Cloly o lol e
bastando agora aplicar a desigualdade de Young.

Passo dois. Suponha que, além de ser como no enunciado, adicionalmente (#,,) é limitada L>((0, T'); H*).
Mostremos que #,, (t) — #(t) uniformemente em L*(w), para todo w cC Q.

Primeiro fixemos w e provemos que existe uma subsequéncia #,, (¢) que converge em L?(w) a uma certa
u(t) paratodo t € [0, T]. De fato, ha um conjunto enumeravel denso X c [0, T'] sobre o qual podemos falar
nos “pontos” #,(t) e estes satisfazem Sup,, |#,(¢)|rs < const. < 0. Pelo teorema de Rellich-Kondrachov e
por um argumento diagonal, podemos extrair 7y < 73 < ... tais que #,,(t) — u(t),Vt € X.

Afirmamos que #,(t) possui limite para todo 0 < ¢ < 7. Com efeito, dados k,/ € N, vemos que

<

|9, (8) = ) (Dl r2(0) < Nt (8) = 1, ()| 12(00) + |8 (8) = ) ()| L2(0) + [0y (8) = ) ()] 12
+ [t (8) = ) ()Nr20) +

t t
f i, (D200 f i (Ol 20T
s 12(w) s
S 2K It = s| + |t (5) = 4, ()] 12(0)s

onde K = Sup, |#,|p < 0. Escolhendo s € X, a densidade deste conjunto diz que o limite superior da

LY(w)

expressio acima quando 7,7 — o0 é < 0.

2Fste teorema, na verdade, vem a ser um caso particular do chamado lema de Aubin-Lions, cuja demonstragio é totalmente
anéloga.
SE i i doad 3 dert ito b bstituir a hipé d in if
claro que inspecionando a demonstragio que poderiamos muito bem substituir a hipétese de as #,’s serem uniformemente
limitadas por uma condi¢io mais branda de eqiiicontinuidade.
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Verifiquemos agora que esta convergéncia ¢ uniforme. Uma vez que |#,,, (£) = #,,(5)|12(0) < K /It =]
paratodos 7 € Nes,t € [0,T], passando 7 — oo obtemos |#(t) — #(s)|;2() < K +/|t — s|. Escolha entdo
t1 <ty <...<tyem|0,T]tais que 2K /f;;1 — t; < &/3, de maneira que para t, <t < Ly,

() =t (D12 < Na(t) = u(tp) 12y + 14(Ep) = tn, (Ep)|12(00) + |10, (Ep) = #, (D] 12(w0)

<2e/3+ Sup |u(ty) = un(t))|12(0)-
1</<k

Isto claramente implica que o limite superior de Sup, [#(t) — #,(t)|;2 € < 2&/3, dando a conclusio desejada.

Por outro lado, como #, — u, devemos ter necessariamente que # = #. Como corolario, vemos nio era
preciso passar a subsequencia #,, e que esta convergéncia era valida qualquer que fosse w.

Passo trés. Considerando o caso geral, estabelecamos que #,, — # em L*(w) uniformemente.

Observe que pode-se estender fungdes f € B para H'!((0,00); L?) N L*((0, 0); H*). Esta é mais uma
consequéncia do principio da reflexio; com efeito, tomando n € CZ(R) tal que 7(s) = 1 quando 0 < s < T
en(s) = 0paras > 37 /2, é suficiente por

f(@) 0<t<T,
Ef@t)=3{nt)f(T —t) T <t<2T,
0 2T <t

(para ver que E f tem uma derivada em ¢, use o teorema fundamental do Calculo). Como esta extensio E é
linear e continua, entenderemos momentaneamente que todos os elementos de B tém como dominio (0, o).

Se {M},} 50 é a familia de operadores lineares (M), f)(¢) = % ftHh f(s)ds do teorema 2.3.3 (esta integral
¢ a de Bochner em H*), um calculo direto diz que

\Myu(®)prsoy < K/ VB, Yh>0, (A3)
M) = n(D)| 20y < KNB,  Vh>0m €N, (A.4)
\Myu(t) = w(D|poy < KNE - V>0, (A.s)

onde novamente K = Sup, |#,|p. Em razio de (A.3), os passos dois e trés se aplicam a M}, u#,, para h > 0 fixo,
de modo que nio ¢ dificil ver que Myu,, — Myu(t) uniformemente em L*(w) para0 < t < T Pois entdo,
(A.4) e (A.5) afirmam que paratodo0 <t < T

() = wn(0)| 20y < N0(t) = Myn()|120) + | Mpn(t) = Mpun(O)lr20) + 1Mpnn(t) = 1,(8)|1200)
< 2K VB + [Myu(t) = Mysn(2)| 2.

Portanto, sendo & > 0 qualquer, tomamos 0 < / < (s/(ZK))z, a fim de que |#(t) — #,(t)12(,) < € para
qualquer t € [0, 7] e para todo 7 suficientemente grande. Isto finaliza a demonstragio deste passo.

Passo quatro. Finalmente demonstraremos a convergéncia forte em L?((0,7T); H Sf(a))). Para isto, tome
& > 0 e note que, pelo passo um, existe C > 0 tal que

2

[2(OT):H () + Clotn

|un — ul < &luy

2 2
~ #lperyH W) ~ 4o riiw):
Logo,

< 4K’¢,

: 2
lim sup |#,, — %|L2((O,T);H5'(a))) <

71—00

0 que passando & — 0, prova a nossa assercio. /117
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I might find myself

Out in the desert’s land
Raise the moon, call the dead
Touch the sky, curse the sand

I might leave myself

Out in the desert’s land

Like the serpent glides from its skin
With gentle moves on floors of sin

Coroner. “Serpent Moves”. Grin. Noise Records, 1993. CD.
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