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Resumo

Alves, A. R. R. Existência de medidas invariantes absolutamente contínuas para

recobrimentos críticos do círculo com combinatória Fibonacci generalizada. 2010.

120 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo,

São Paulo, 2017.

Nesse trabalho estudamos as propriedades dinâmicas de recobrimentos críticos do cír-

culo que possuam grau topológico d ≥ 2, derivada de Schwarz negativa e cujo ponto crítico

possua ordem 1 < ` ≤ 2. Mais precisamente, estamos interessados em condições sobre a

combinatória que nos garantam que tais aplicações possuam medidas invariantes absoluta-

mente contínuas em relação à medida de Lebesgue, que chamamos de medidas acip. Como

já foi provado que a combinatória de Fibonacci satisfaz esses requisitos, nos concentramos

em uma combinatória que chamaremos de Fibonacci generalizada. Provaremos que para um

subconjunto importante dessas aplicações temos Df sn(cf ) tendendo ao in�nito, o que é uma

condição su�ciente para garantir a existência de acips.

Palavras-chave: círculo, aplicações de recobrimento, medida absolutamente contínua.
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Abstract

Alves, A. R. R. Existence of absolutely continuous measures for critical covering

maps of the circle with generalized Fibonacci combinatorics.

Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo,

São Paulo, 2017.

We study the dynamical properties of critical covering maps of the circle with topological

degree d ≥ 2, negative Schwarzian derivative and who's critical point has order 1 < ` ≤ 2.

We're especially interested in combinatorial properties that guarantee the existence of ab-

solutely continuous invariant measures (acip) for those functions. Since such a result was

already proven for the Fibonacci combinatorics, we concentrate our e�orts on a combinatory

we will call generalized Fibonacci. For an important subset of such functions, we will prove

that Df sn(cf ) tends to in�nity, which is a su�cient condition to assure the existence of acip

measures.

Keywords: circle, covering maps, absolutely continuous measure.
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Capítulo 1

Introdução

Um recobrimento crítico do círculo S = R/Z é uma aplicação de recobrimento f : S1 → S1

com um único ponto crítico c; que deve ser necessariamente um ponto de in�exão. Vamos
considerar apenas aplicações cujo grau topológico seja maior ou igual a dois. De acordo com
[dMvS93], desde que tais aplicações não possuam intervalos errantes ou atratores periódicos,
pode-se garantir que elas são topologicamente conjugadas à aplicação g : S1 → S1 induzida
por x 7→ dx. Isso implica que f não apenas possui órbitas densas em S1, mas que o conjunto
B = {x : ω(x) = S1} é residual.

Nosso principal objetivo será investigar as propriedades métricas de f . Para tanto, con-
sidere a conjugação h : S1 → S1 tal que:

f ◦ h = h ◦ g

Desejamos determinar se tais aplicações possuem uma medida de probabilidade invariante
absolutamente contínua em relação à medida de Lebesgue, que chamaremos de acip daqui
em diante. Como a medida de Lebesgue é g-invariante, a existência de medidas acip para
f depende da regularidade da conjugação h. Obviamente, a existência de um ponto crítico
c impede que a conjugação h seja diferenciável. Considere, por outro lado, o conceito de
aplicações absolutamente contínuas. Dizemos que uma aplicação φ : I → R é absolutamente
contínua caso para todo ε > 0 exista δ > 0 tal que se tomarmos uma sequência �nita de
subintervalos disjuntos (xk, yk) com

∑
k

|(xk, yk)| < δ, então
∑
k

|φ(xk) − φ(yk)| < ε. Se a

conjugação h for absolutamente contínua, então f possui acip.
Outra forma de se provar que uma aplicação do intervalo possui acip é observar o cres-

cimento das derivadas na órbita crítica. O primeiro resultado nessa direção foi obtido em
[CE83], no qual provou-se que se existirem constantes C > 0 e λ > 1 tais que:

|Dfn(f(c))| ≥ Cλn

para todo n natural, então f possui medida acip. Posteriormente encontrou-se condições
mais fracas para se garantir que aplicações f : I → I possuem acip. Em [NvS91], [SSB03]e
[SSBRL08], por exemplo, foram estabelecidos diversos critérios altenativos para se garantir
a existência de acip. Uma discussão mais aprofundada sobre esses resultados será feita em
4.

Mas qual o papel que a combinatória desempenha na existência (ou não) de acip para
determinadas aplicações? No contexto de aplicações unimodais, provou-se em [She06] que
tais medidas existem desde que as seguintes medidas sejam satisfeitas:

• Seu ponto crítico deve ser de ordem 1 < ` ≤ 2.
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2 INTRODUÇÃO 1.0

• Não possuir atratores periódicos.

• As cascatas de retornos centrais devem ser limitadas.

Deve-se destacar que a prova desse resultado utiliza a simetria natural entre as compo-
nentes de aplicações unimodais. Tal simetria não existe no caso de recobrimentos críticos,
o que faz com que os resultados obtidos nesse contexto sejam bem mais modestos. De fato,
o principal resultado que relaciona a existência de acip com propriedades combinatórias de
um recobrimento crítico foi obtido em [CdNV09], aonde se prova que recobrimentos críticos
com uma combinatória que chamaremos de Fibonacci generalizada também possuem medida
acip. A de�nição formal desse tipo de combinatória encontra-se na seção seguinte.



Capítulo 2

Apresentação do problema

De�nimos o círculo S1 como o quociente R/Z, com orientação e métrica induzidas pela
reta real. Dada a aplicação de recobrimento π : R→ S1 com π(x) = x mod Z, observe que
π leva o intervalo (0, 1) difeomor�camente em S1\{π(0)}. Dada uma aplicação f : S1 → S1,
dizemos que f̂ : R→ R é um levantamento de f quando temos:

π ◦ f̂ = f ◦ π

Caso f̂ e ĝ sejam levantamentos da mesma aplicação f : S1 → S1, existe k ∈ Z tal que
f̂ − ĝ = k. Por outro lado, uma aplicação f̂ : R→ R é o levantamento de alguma aplicação
do círculo se e somente se existir k ∈ Z tal que f̂(x+ 1) = f̂(x) + k para todo x ∈ R.

2.0.1 De�nição. Seja f : S1 → S1 e f̂ : R→ R um de seus levantamentos. Dizemos que f
possui grau topológico d caso f̂(x+ 1) = f̂(x) + d.

Podemos estudar a dinâmica de recobrimentos do círculo. Mais especi�camente, vamos
estudar as propriedades dinâmicas de recobrimentos do círculo que possuem um único ponto
crítico, os chamados recobrimentos críticos do círculo. Em seguida de�nimos o que é ordem
de um ponto crítico:

2.0.2 De�nição. Condição de Ordem do Ponto Critico
Dado um recobrimento crítico do círculo f dizemos que seu ponto crítico c possui ordem

` caso existam:

• uma constante ϑ > 0

• uma aplicação ψ : I0 → I0 de classe C1 com lim
x→c

ψ(x) = 0

• uma vizinhança V de c

tais que:

f(x) = f(c) + ϑ sgn(x− c)|x− c|`(1 + ψ(x)) (2.1)

para todo x ∈ V

2.0.3 De�nição. Seja Cd o conjunto de recobrimentos críticos do círculo f de classe C1 e
grau topológico d ≥ 2 que apresentam as seguintes propriedades:

• O ponto crítico c é recorrente e não periódico.

3



4 APRESENTAÇÃO DO PROBLEMA 2.1

• O ponto crítico c possui ordem ` > 1.

• Restrito a S1\{c}, a aplicação f possui classe C3 e derivada de Schwarz negativa.

Quando não existe ` que satisfaça 2.0.2, dizemos que c é um ponto crítico �at.
Antes de prosseguir, é importante explicar a razão de restringirmos nossa atenção a

aplicações pertencentes ao conjunto Cd. A primeira condição que exigimos na de�niçao de
Cd é que o ponto crítico c seja recorrente. Essa condição se justi�ca pois o comportamento
dinâmico de aplicações do intervalo cujos pontos críticos são não recorrentes, as chamadas
aplicações de Misiurewicz, é bem compreendido. No trabalho de [Mis81], posteriormente
extendido em [Str90], provou-se o seguinte teorema:

2.0.4 Teorema. Seja f : I → I uma aplicação que satisfaça as seguintes condições:

1. f é de classe C2 e todos os seus pontos críticos são não �at.

2. todos os pontos periódicos de f são repulsores hiperbólicos.

3. a órbita positiva de qualquer ponto crítico de f não se acumula em nenhum ponto
crítico de f . Ou seja: se c1 e c2 são pontos críticos de f , temos c1, c2 /∈ ω(c1), ω(c2).

Então f possui uma medida de probabilidade invariante absolutamente contínua em re-
lação à medida de Lebesgue.

Daqui por diante, vamos nos referir a medidas de probabilidade invariantes absolutamente
contínuas em relação à medida de Lebesgue simplesmente como acip, às quais estudaremos
com mais detalhes quando tratarmos dos aspectos métricos da dinâmica em dimensão um.
Quanto à de�nição de acip, basta dizer que uma medida µ é f -invariante caso se tenha:

µ(f−1(A)) = µ(A)

para qualquer conjunto mensurável A. Por outro lado, dizemos que uma medida µ1 é
absolutamente contínua em relação à µ2 caso µ2(A) = 0 implique µ1(A) = 0.

2.1 Principal Nest

Seja f ∈ Cd. De�ni mosI0 = (0, 1) e I1 como a componente de f tal que c ∈ I1. Como
o ponto crítico c é recorrente e não periódico, podemos de�nir indutivamente In como a
componente da aplicação de primeiro retorno Rn do intervalo In−1 tal que c ∈ In. Dessa
forma obtemos uma sequência de intervalos:

I0 ⊃ I1 ⊃ ... ⊃ In ⊃ ... ⊃ {c}

Essa sequência de intervalos é chamada de principal nest de f .
Usando a principal nest de f e suas respectivas aplicações de primeiro retorno, de�niremos

agora as combinatórias de Fibonacci e Fibonacci generalizada.

2.1.1 De�nição. Dizemos que uma aplicação f ∈ Cd possui combinatória de Fibonacci
generalizada caso exista uma sequência kn ∈ N tal que:

Rn+1|In+1 =
(
Rn−1|In−1

)kn−1 ◦ Rn|In
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2.1.2 De�nição. Dizemos que uma aplicação f ∈ Cd possui combinatória de Fibonacci caso
se veri�que a seguinte condição:

Rn+1|In+1 = Rn−1|In−1 ◦ Rn|In

De�na sn tal que Rn|In = f sn . Se f possui combinatória de Fibonacci, temos que sn+1 =
sn + sn−1, o que implica que a sequência sn é a prórpria sequência de Fibonacci. Por outro
lado, se f possui combinatória de Fibonacci generalizada, temos que sn+1 = sn + kn−1sn−1.

Finalmente estamos prontos para enunciar nosso principal resultado:

2.1.3 Teorema. Seja f ∈ Cd uma aplicação com combinatória de �bonacci generalizada e
kn ≥ 2 para todo n ∈ N. Então f possui medida acip.



Capítulo 3

Propriedades Topológicas

3.1 Atratores Topológicos

Nesse capítulo apresentamos as propriedades topológicas ds aplicações f ∈ Cd; ou seja, as
propriedades que são preservadas quando duas aplicações são topologicamente conjugadas.
Um resultado provado inicialmente em [Shu69] por Shub garante que toda aplicação f ∈ Cd
é semi-conjugada à aplicação:

g(x) = dx mod 1

Denotando essa semi-conjugação por ψ:

ψ ◦ f = g ◦ ψ

Se ψ for injetiva, as aplicações f e g são topologicamente conjugadas. Por outro lado,
ψ−1(x) pode ser, para algum x ∈ [0, 1], um intervalo errante ou uma componente da bacia
de atração de uma órbita periódica atratora. Mas foi provado em [dMvS93] que aplicações
f ∈ Cd não possuem intervalos errantes. Isso implica que, caso tais aplicações não tenham
atratores periódicos, serão conjugadas à aplicações do tipo g(x) = dx mod 1. Levando-se
em conta que para todo ponto não periódico x de g temos ωg(x) = [0, 1], podemos nos
perguntar aonde se acumulam os pontos de [0, 1] quando iterados por uma aplicação f ∈ Cd.
Para responder essa pergunta, considere a de�nição a seguir:

3.1.1 De�nição. Um conjunto A é dito um atrator topológico caso as seguintes propriedades
se veri�quem:

1. A bacia de atração de A, de�nida como B(A) = {x;ω(x) ⊂ A}, é um conjunto residual
em [0, 1] (ou em algum de seus abertos).

2. Para todo conjunto compacto invariante B ⊂ A com B 6= A; tem-se que B(B)\B(A) é
residual em [0, 1] ( ou em algum de seus abertos ).

Munidos dessa de�nição estamos preparados para descrever os conjuntos limites da "mai-
oria"dos pontos de [0, 1]. Nesse caso, como estamos interessados em atratores topológicos, a
"maioria"se refere a um conjunto residual. No teorema a seguir elenca os possíveis atratores
topológicos de aplicações f ∈ Cd:

3.1.2 Teorema. Se A é um atrator topológico de uma aplicação f ∈ Cd, então vale uma das
seguintes propriedades:

6



3.2 COMBINATÓRIA DO ELEMENTOS DE CD 7

• A é uma órbita periódica atratora

• A é o intervalo [0, 1]

Provou-se em [dMvS93] que, caso existam, os pontos periódicos de qualquer recobrimento
do círculo têm período limitado. Caso f possua derivada de Schwarz negativa, toda órbita
periódica atratora deve necessariamente ao menos um de seus pontos críticos. Isso implica
que qualquer aplicação f ∈ Cd possui no máximo uma órbita periódica atratora.

Para efeito de comparação, apresentamos agora a classi�cação dos atratores topológicos
de aplicações unimodais:

3.1.3 Teorema. (Atratores Topológicos)
Seja f : I → I uma aplicação unimodal, de classe C2 e cujo ponto crítico c é não �at.

Se A é um atrator topológico de f , uma das seguintes propriedades se veri�ca:

• A é uma órbita periódica

• A, é um conjunto de Cantor minimal que contém c.

• A é uma união �nita de intervalos contendo um ponto crítico de c. Nesse caso, f age
como uma aplicação topologicamente transitiva nesses intervalos.

Ademais, o número de atratores periódicos é �nito.

Comparando-se os atratores topológicos de aplicações unimodais com os de recobrimentos
do círculo, veri�ca-se que a principal diferença é que atratores solenoidais podem ocorrer
em aplicações unimodais. Lembrando que o conjunto ω(c) é solenoidal caso existam uma
sequência de intervalos

I0 ⊃ I1 ⊃ ... ⊃ In ⊃ ... ⊃ {c}

e inteiros sn tais que:

• Os conjuntos In, f(In), ..., f sn−1(In) têm interiores dois a dois disjuntos.

• f sn(In) ⊂ In.

Nesse caso o conjunto Λ = ω(c) =
⋂
n≥0

sn−1⋃
k=0

fk(In) é um conjunto de Cantor, de medida

de Lebesgue zero. Tais aplicações são chamadas in�nitamente renormalizáveis.
No caso especí�co em que f é uma aplicação unimodal com derivada de Schwarz negativa,

o teorema 3.1.3 foi provado inicialmente em [Guc79]. O principal obstáculo para se provar
teoremas semelhantes é a possível existência de intervalos errantes. Em [Yoc84], [WdM89],
[BL] e [MMvS92] provou-se, com crescente grau de generalidade, que aplicações reais analí-
ticas do intervalo (ou do círculo) não possuem intervalos errantes, o que permitiu generalizar
3.1.3 a essa classe de aplicações.

3.2 Combinatória do elementos de Cd
Por comodidade vamos nos referir ao valor crítico f(c) como cf . Da mesma forma, de�-

nimos cn = fn(c) para qualquer n natural. Observe que essa notação será usada à partir de
agora ao longo de todo o texto.
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3.2.1 Sequências de Intervalos Nice

Assim como no caso de aplicações unimodais, um intervalo (a, b) é chamado nice caso
f i(a), f i(b) /∈ (a, b) para todo i ∈ N. Nos próximos lemas apresentamos algumas propriedades
especiais de intervalos nice que contenham o ponto crítico c:

3.2.1 Lema. Sejam f ∈ Cd e U um intervalo nice que contenha o ponto crítico c. Se
RU : Du → U é a aplicação de primeiro retorno de U e J uma de suas componentes
conexas, então:

1. RU(J) = U

2. J é um intervalo nice

3. Se c ∈ J , então RU |J = L ◦ f , onde L é um difeomor�smo.

4. Se c /∈ J , então a própria aplicação RU |J é um difeomor�smo.

Demonstração. (1)
A prova se dá por contradição. Suponha que RU(J) 6= U . Como J é componente conexa

de RU , temos que RU |J = f s para algum s ∈ N. Já o fato de RU(J) 6= U implica que existe
x ∈ ∂J tal que f s(x) ∈ intU .

Nesse caso existe um intervalo T 3 x de forma queRU |T = f s1 com s1 < s e f s1(x) ∈ ∂U .
Mas isso contraria a hipótese de U ser intervalo nice, pois teríamos f s−s1(a) ∈ intU para
algum ponto a ∈ ∂U .

(2)
Seja s ∈ N tal que RU |J = f s. Pelo item anterior temos que f s(J) = U . Por RU ser

uma aplicação de primeiro retorno, concluimos que f j(x) /∈ intU para quaisquer 1 ≤ j < s
e x ∈ ∂J . Por outro lado, pontos do bordo de J são levados por f s em pontos do bordo de
U . E por U ser nice, concluimos que fn(x) /∈ U para todo x ∈ ∂J e todo n ∈ N.

(3)
Como J é uma componente de RU , existe s ∈ N para o qual:

RU |J = f s

O fato de RU ser uma aplicação de primeiro retorno nos permite concluir que:

f i(J) ∩ U = ∅

para todo i = 1, ..., s− 1.
Como c ∈ U é o único ponto crítico de f , temos que f s−1|f(J) é um difeomor�smo em

sua imagem.

(4) A prova é idêntica à do item anterior.

Considere agora uma aplicação f ∈ Cd. Se p é um ponto �xo de f , tomamos o intervalo
I0 = S1\{p}. Por comodidade, identi�camos I0 com o intervalo (0, 1). De�nimos também I1
como a componente de f que contém o ponto crítico c. Para n ≥ 2, de�nimos indutivamente
In+1 como a componente da aplicação de primeiro retorno em In que contenha o ponto crítico
c.

Observe que essa construção, que só é possível por c ser recorrente e não periódico, nos
fornece uma sequência de intervalos nice I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ ... ⊃ {c}. Como todos os intervalos
In são nice e contém o ponto crítico, vale o lema 3.2.1. Antes de discutir propriedades
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combinatórias das aplicações f ∈ Cd vamos introduzir os seguintes conceitos: chamaremos
RIn simplesmente por Rn e de�nimos os tempos de retorno crítico como sn = Rn−1|In .
Também chamamos de ramo pós-crítico a componente Mn+1 de Rn tal que Rn(c) ∈ Mn+1,
enquanto a componente J de Rn tal que Rn|J = Rn−1|J é chamada de ramo imediato.

3.2.2 De�nição. Retornos Centrais
Dizemos que uma aplicação f ∈ Cd possui retorno central na etapa n caso f sn(c) ∈ In.

Observe que f sn(c) pertence necessariamente a In−1, enquanto f sn(c) ∈ In indica uma
recorrência forte do ponto crítico no período n. É importante lembrar que em [Bru98a]
foram obtidas aplicações unimodais para as quais ω(c) é um conjunto de intervalos, porém
não possuem acip. Tais aplicações possuem retornos centrais em diversas etapas consecutivas,
o que garante que a medida invariante absolutamente contínua obtida seja in�nita.

3.2.3 De�nição. Combinatória de Fibonacci
Dizemos que uma aplicação f ∈ Cd possui combinatória de Fibonacci caso sua sequência

de tempos de retorno crítico seja a sequência de Fibonacci. Ou seja, devemos ter:

sn+1 = sn + sn−1

para todo n ≥ 2.

O lema a seguir nos fornece algumas características da combinatória de Fibonacci:

3.2.4 Lema. Se f ∈ Cd possuir combinatória de Fibonacci, valem as seguintes propriedades:

1. O ramo pós crítico de Rn é também seu ramo imediato, para todo n natural. Mais
especi�camente, temos Rn+1 = Rn−1 ◦ Rn.

2. Dois domínios pós-críticos consecutivos Mn e Mn+1 encontram-se de lados opostos de
c e dentro de I0

Demonstração. Dado que f sn|In : In → In−1 é um homeomor�smo, Rn possui um único
ramo imediato. Observe que R0 possui exatamente d componentes e que R0 restrita a cada
uma delas é f . Quanto a R1, temos R1|I2 = f s2 = f 2 e R1|J = f , onde J é o ramo imediato
de R1. Ademais, o tempo de retorno de qualquer ramo que não seja o imediato é sempre
maior ou igual a dois. Como s3 = s2 + s1 = 3, temos que o ramo pós-crítico de R1 deverá
ser necessariamente seu ramo imediato, o que implica que:

R2|I3 = R0|I1 ◦ R1|I2

Procedemos por indução. Assuma que o ramo imediato de Rn−1 possua tempo de retorno
igual a sn−1.Assuma também que todos os outros ramos possuam tempo de retorno superior
a sn. Então, como sn+1 = sn + sn−1, concluimos que o ramo pós crítico de Rn−1 é seu ramo
imediato. Ademais, excetuando-se os ramos crítico e central, todos os ramos de Rn terão
tempo de retorno igual ou superior a 2sn−1, o que termina a prova.

Já segunda a�rmativa é consequência dos ramos de Rn preservarem orientação e dos
ramos pós-críticos serem os ramos imediatos.

Como veremos na proposição a seguir, a combinatória de Fibonacci apresenta uma forte
recorrência do ponto crítico.
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3.2.5 Proposição. Se g ∈ Cd possui uma sequência de tempos de retorno crítico sn menor
(com relação à ordem lexicográ�ca) que a sequência de Fibonacci, então g possui ao menos
um retorno central.

Demonstração. Sejam sn é a sequência dos tempos de retorno crítico de g e qn a sequência
de Fibonacci. Como a sequência sn é diferente de qn, podemos tomar i o menor natural para
o qual si 6= qi. Obviamente temos si < qi e, pela de�nição de i, si−1 = qi−1. Como vimos no
lema 3.2.4, o ramo de Rn−2 com menor tempo de retorno é o ramo imediato. Assim, temos
que si = si−1 o que signi�ca que g possui de fato retornos centrais.

Dessa forma, excluindo-se o caso em que há retornos centrais, �ca claro que a combina-
tória de Fibonacci apresenta a recorrência mais forte do ponto crítico. Como a incidência
de retornos centrais pode ser uma obstrução à existência de uma medida acip, pode-se per-
guntar se existe alguma relação entre a combinatória de Fibonacci e a existência de medida
acip. Isso foi feito em [CdNV09], onde provou-se o seguinte teorema:

3.2.6 Teorema. Seja f ∈ Cd uma aplicação com combinatória de Fibonacci e cujo ponto
crítico é de ordem ` ∈ (1, 2]. Então f necessariamente possui medida acip.

Um possível próximo passo seria extender esse resultado para outras combinatórias. Nesse
sentido, de�neremos uma combinatória que é uma generalização da combinatória de Fibo-
nacci.

3.2.7 De�nição. Combinatória de Fibonacci Generalizada Dizemos que uma aplicação
f ∈ Cd possui combinatória de Fibonacci generalizada caso sejam satisfeitas as seguintes
condições:

1. Para todo n ≥ 3 existe kn−1 ∈ N de forma que:

sn+1 = sn + kn−1sn−1

2. Caso kn−1 seja maior que um, temos que csn+isn−1 ∈ In−1 para todo 0 ≤ i ≤ kn−1 − 1.

O lema a seguir caracteriza a combinatória de Fibonacci generalizada:

3.2.8 Lema. Se f ∈ Cd possuir combinatória de Fibonacci generalizada, valem as seguintes
propriedades:

1. O ramo pós crítico de Rn é também seu ramo imediato, para todo n natural. Mais
especi�camente, temos Rn+1 = (Rn−1)

kn−1 ◦ Rn.

2. Dois domínios pós-críticos consecutivos Mn e Mn+1 encontram-se de lados opostos de
c e dentro de I0.

3. Se kn−1 é maior que um, temos que csn+isn−1 ∈ (c, csn+(i−1)sn−1) para todo 1 ≤ i ≤
kn−1 − 1. Ademais, temos csn+isn−1 ∈Mn para todo 1 ≤ i ≤ kn−1 − 1.

Demonstração. Assim como na combinatória de Fibonacci, o fato das aplicações Rn−1|In :
In → In−1 serem homeomor�smos implica que existe apenas um ramo imediato para todo
n ≥ 1. Considere a aplicação de primeiro retorno R1. A única componente de R1 que possui
tempo de retorno um é seu ramo imediato. Como s3 = s2 + k1s1 e todos os pontos cs2+is1 ,
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com i = 0, 1, ..., k1 − 1, devem pertencer a I1, concluimos que o ramo pós crítico M1 deve
ser obrigatoriamente o ramo imediato. Ademais, os pontos cs2+is1 com 0 ≤ i ≤ k1− 1 devem
todos pertencer a M1.

Procedemos, mais uma vez por indução. Suponha que o ramo imediato de Rn−1 possui
tempo de retorno sn−1. Suponha também que todos os outros ramos possuem tempos de
retorno estritamente maiores que sn−1. Usando as propriedades da combinatória de Fibonacci
generalizada, temos que csn+1 = sn + kn−1sn−1 para algum kn−1 ∈ N e csn+isn−1 ∈ In−1 para
todo 0 ≤ i ≤ kn−1− 1. Isso implica que o ramo pós-crítico Mn tenha de ser o ramo imediato
e que todos os pontos csn+isn−1 com 0 ≤ i ≤ kn−1 − 1 pertencem a Mn, o que implica que:

Rn|In+1 = (Rn−2|In−1)kn−1 ◦ Rn|In

Finalmente, concluimos que qualquer componente de Rn com exceção do ramo imediato
possui tempo de retorno superior a sn, o que termina a prova da primeira a�rmativa.

A segunda a�rmativa, assim como no caso Fibonacci, é consequência dos ramos de Rn

preservarem orientação e dos ramos pós-críticos serem os ramos imediatos.
Já a terceira é consequência de csn ∈ (c, p), onde p é o ponto �xo repulsor de Rn−1|Mn .

O lema 3.2.8 mostra o quão semelhantes são as combinatórias de Fibonacci e Fibonacci
generalizada. Em ambas o ramo pós crítico coincide com o ramo imediato.

3.2.2 Tempos de Primeira Aproximação

Outra forma de caracterizar a combinatória das aplicações f ∈ Cd é através dos tempos
de primeira aproximação, cuja de�nição daremos a seguir. De�nimos v1 = 1 e o intervalo
U1 = (0, c1). Observe que c ∈ U1, visto que c1 = f(c) > c. Tomamos v2 coo sendo o menor
natural para o qual cv2 ∈ U1. Em seguida de�nimos:

U2 =

{
(0, cv2), se cv2 ∈ (c, c1)

(cv2 , c1), se cv2 ∈ (0, c)

Vamos agora de�nir indutivamente tantos os tempos vm quanto os intervalos Um. Suponha
agora que os intervalos Ui e os inteiros vi estejam de�nidos para 1 ≤ i ≤ m, de forma que vi é o
menor natural para o qual cvi ∈ Ui−1. Por conveniência, adotaremos a notação Ui = (cvi , c

∗
vi

).
De�nimos vm+1 como o menor natural para o qual cvm+1 ∈ Um. Em seguida, de�nimos Um+1

de forma que:

Um+1 =

{
(cvm+1 , c

∗
vm), se cvm+1 ∈ (cmn , c)

(cvm , cvm+1), se cvm+1 ∈ (c, c∗vm)

Por �m, de�nimos Um+1 = (cvm+1 , c
∗
vm+1

). Chamamos os elementos da sequência vm que
acabamos de de�nir de tempos de primeira aproximação. São tempos nos quais os iterados
do ponto crítico c retornam próximos ao próprio ponto crítico.

Usaremos essa de�nição para de�nir a combinatória de Fibonacci generalizada. Para
tanto será necessário de�nir uma subsequência sn dos tempos de primeira aproximação vm,
assim como uma sequência de inteiros kn.

De�nimos s1 = 1. Já s2 será o primeiro natural para o qual cs2 < c. Se s2 = s1 +k0, então
todos os tempos s1 + i, com i = 0, ..., k0 serão tempos de primeira aproximação. Quanto a
s3 e k1, de�nimos k1 como o maior natural para o qual todos os tempos da forma s2 + is1,
com i = 1, ..., k1 sejam tempos de primeira aproximação. De�nimos então s3 = s2 + k1s1.
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Procedemos por indução. Suponha que os primeiros j termos da sequência sn estejam de-
�nidos, assim como os primeiros j−2 termos da sequência kn. Nosso objetivo será determinar
tanto sj+1 quanto kj−1. De�nimos então kj−1 como o maior natural para o qual

• sj + isj−1, com i = 0, ..., kj−1, são tempos de primeira aproximação de f .

• Para i = 1, ..., kj−1, não existe nenhum tempo de primeira aproximação entre sj + (i−
1)sj−1 e sj + isj−1.

De�nimos então sj+1 = sj + kj−1sj−1. Observe que a sequência sn é a sequência de
Fibonacci caso kn = 1 para todo n ∈ N. Nesse caso os tempos de primeira aproximação
coincidem com os tempos da sequência de Fibonacci.

3.2.3 Sequências Kneading

Outra forma de se de�nir a combinatória de uma aplicação f ∈ Cd é usando sua sequência
kneading, que de�neremos a seguir. Considere as aplicações:

Ij(x) =


0, se f j(x) ∈ (0, c),

0, 5, se f j(x) = c,
1, se f j(x) ∈ (c, 1).

Usando essas funções, de�nimos o itinerário de um ponto x ∈ (0, 1) como a sequência:

i(x) = (I0(x), I1(x), I2(x), I3(x), ...)

Já a sequência de kneading é o itinerário do ponto crítico c, ou seja:

Kf = i(f(c))

Vamos de�nir indutivamente a sequência kneading de aplicações como combinatória Fi-
bonacci e Fibonacci generalizada. Para tanto precisaremos da seguinte de�nição:

3.2.9 De�nição. Considere um vetor u = (u1, u2, ..., un) cujas entradas sejam zeros ou uns.
De�nimos o vetor u = (u1, u2, ..., un) de forma que ui = ui para i = 1, ..., n− 1 enquanto:

un =

{
0, se un = 1,
1, se un = 0.

Dada a sequência kneading Kf , de�nimos o vetor Knf composto pelas n primeiras en-
tradas de Kf . Vamos de�nir agora a relação recursiva que de�ne as sequências kneading de
aplicações como combinatória Fibonacci generalizada. Tome s1 = 1 e K1

f = 1. De�nimos
s2 ∈ N tal que

3.2.10 De�nição. Dizemos que uma aplicação f possui combinatória de Fibonacci genera-
lizada caso existam sequências si e ki tais que:

• s1 = 1

• s2 é tal que existe k0 ∈ N tal que Ks2f =
(
K1
f

)k0−1K1

f

• De�nimos s3, k1 ∈ N tal que Ks3f = Ks2f
(
K1

f

)k1−1
K1
f
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• Finalmente, para n ≥ 3 de�nimos Ksnf = Ksn−1

f

(
Kn−2f

)kn−2−1
Kn−2f

Pela de�nição que acabamos de fornecer, é fácil constatar que cs1 e cs2 encontram-se em
lados opostos de c. Ademais, temos que:

I0(csn) =

{
0, se n é par,
1, caso contrário.

Isso implica que, para todo n natural, os pontos csn e csn+1 encontram-se em lados opostos
do ponto crítico.

Observe também que os tempos sn são de�nidos indutivamente, utilizando-se a fórmula:

sn+1 = sn + kn−1sn−1

Por outro lado, a combinatória de Fibonacci é o caso particular da Fibonacci generalizada
para o qual kn = 1 para todo n natural. Nesse caso teríamos sn+1 = sn + sn−1.

3.2.4 Prova da equivalência das de�nições

Provaremos aqui que as três de�nições das combinatórias de Fibonacci e Fibonacci ge-
neralizada que acabamos de apresentar são equivalentes. Para tanto, vamos considerar as
de�nições que temos para combinatória de Fibonacci generalizada:

1. Caracterização da combinatória de Fibonacci generalizada por intervalos nice.

2. Caracterização da combinatória de Fibonacci generalizada por tempos de primeira
aproximação.

3. Caracterização da combinatória de Fibonacci generalizada por suas sequências Knea-
ding

Demonstração. Prova da equivalência das de�nições

(1)⇒ (2)

A prova dessa implicação é imediata. Basta observar as posições relativas dos pontos da
órbita crítica, como foi feito em 3.2.8.

(2)⇒ (1)

Seja I 3 c um intervalo tal que f(I) = (0, 1) e de�na a principal nest:

I = I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ ... ⊃ In ⊃ ... ⊃ {c}

da mesma forma que �zemos em na de�nição de (1). Observe que como o intervalo I não
é necessariamente o mesmo de (1).

Por de�nição temos que f s1 = f é a aplicação de primeiro retorno de c em (0, 1). Ademais,
s2 é o tempo de primeira aproximação de c em I1. Vamos proceder agora ppor indução para
provar que sn é o tempo de primeira aproximação de c em In−1.

Suponha que sk é o tempo de primeiro retorno de c em Ik−1 para k ≤ n. Pela de�nição
de combinatória de Fibonacci generalizada por termos de primeira aproximação, existe kn−1
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maximal tal que sn+isn−1 com i = 0, ..., kn−1 são os únicos tempos de primeiras aproximação
entre sn e sn + kn−1sn−1. Isso implica que

csn+isn−1 ∈Mn

para i = 0, ..., kn−1 − 1. Quanto à localização de csn+1 , observe que pela de�nição da
combinatória Fibonacci generalizada por tempos de primeira aproximação, temos que o
próximo tempo de primeira aproximação será sn+1+sn, o que implica que csn+1 ∈Mn+1 ⊂ In,
o que termina a prova.

Considere a aplicação de primeiro retorno Rn de In−1 e seu ramo central, In, assim
como seu ramo imediato, Mn. Seguindo a mesma notação da caracterização por intervalos
nice, temos que Rn|In = f sn e, pela de�nição de Mn, temos Rn|Mn = f sn−1 . Obviamente
csn ∈ In−1. Também pela de�nição (2), temos que existe kn−1 tal que os tempos sn + isn−1,
com i = 0, ..., kn−1−1, são todos tempos de primeira aproximação. Observe agora que o único
domínio de Rn cujo tempo de retorno é sn−1 é o intervalo Mn e que sn−1 é o menor tempo
de retorno ao intervalo In−1. Dessa forma temos que csn+isn−1 ∈Mn para i = 0, ..., kn−1 − 1.

Por �m observe que sn+1 = sn+kn−1sn−1 também é um tempo de primeira aproximação,
assim como sn+1 + sn. Ademais temos que c ∈ (csn+(kn−1−1)sn−1 , csn+1). Isso implica que
csn+1 ∈ In e também que as de�nições de sn+1 de (1) e (2) coincidem, o que termina a prova
da a�rmação.

(1)⇒ (3)

A prova dessa a�rmação é imediata. Basta observar que todas as aplicações R|Mn tem
associadas a si dois vetores u e u. Qualquer ponto x cuja órbita adentreMn terá u ou u como
segmento de seu itinerário, sendo que a única diferença entre os dois vetores é sua última
entrada.

(3)⇒ (1)

Suponha que f possui combinatória de Fibonacci generalizada de�nida por sequências
Kneading. Devemos mais uma vez provar que f possui as propriedades descritas em (1).
Para tanto, de�nimos uma principal nest:

I = I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ ... ⊃ In ⊃ ... ⊃ {c}

Obviamente f = f s1 é a aplicação de primeiro retorno no intervalo I0 = (0, 1). Provaremos
agora, por indução, que Rn+1|In+1 = f sn+1 . Suponha que Rn|In = f sn e Rn−1|In−1 = f sn−1 .
Pela de�nição da combinatória Fibonacci generalizada pelas sequências kneading, temos:

Ksn+1

f = Ksnf
(
Ksn−1

f

)kn−1−1Ksn−1

f

Como Ksn−1

f e Ksn−1

f são os dois segmentos da sequência kneading associados a Rn|In ,
temos que:

csn+isn−1∈Mn

para i = 0, ..., kn−1−1. Resta apenas provar que f sn+1(c) ∈ In. Mas isso segue diretamente
das propriedades de nossa sequência kneading, visto que:

Ksn+1+sn
f = Ksn+1

f Ksnf
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Isso implica que csn+1 ∈ In, ou seja, Rn+1|In+1 = f sn+1 como queríamos demonstrar.

3.2.5 Extensão dos Intervalos f(In)

Apresentaremos aqui dois teoremas que nos permitirão decompor

f sn|In = f sn−1|f(In) ◦ f |In

onde f sn−1|f(In) é um difeomor�smo com distorção limitada enquanto f |In , como já vimos,
possui c como seu único ponto crítico.

3.2.11 Teorema. (Real Bounds) Seja f ∈ Cd . Se In é a sequência de intervalos nice obtida
à partir de 3.2.1, existe α = α(`) > 0 tal que In+1 está α-bem dentro de In desde que n− 2,
n − 1 e n sejam momentos de retorno não central. Caso a aplicação não possua retorno
central, o resultado é válido para n ≥ 3.

Esse teorema, provado inicialmente em [SV04], vale tanto para aplicações unimodais
quanto para recobrimentos críticos do círculo.

3.2.12 Lema. Sejam J ∈ Un tal que Rn|J = f t e Ĵ ⊃ f(J) o intervalo maximal tal que
f t−1|Ĵ seja um difeomor�smo. Então temos:

f t−1(Ĵ) ⊃ In−1

Demonstração. Sejam (a, b) = Ĵ e In = (w+
n , w

−
n ). A maximalidade de Ĵ implica a existência

de i, j < t− 1 tais que f i(a) = c = f j(b). Observe a �gura abaixo:

cf j+1(J) w−n

Como tanto f j+1(J) quanto {c} estão contidos em f j(Ĵ) temos que w−n ∈ f j(Ĵ). Através
de procedimento análogo concluimos que w+

n ∈ f i(Ĵ). Como, pelas de�nições de In−1 e In, as
órbitas de w−n e w+

n jamais adentram In−1 concluimos que f t−1(Ĵ) ⊃ In−1, como queríamos
demonstrar.

3.2.13 Lema. Considere uma aplicação, f ∈ Cd com combinatória de Fibonacci generalizada
e cujo ponto crítico c possui ordem ` maior que 1. Então existe uma constante:

K−1 <
Df j(x)

Df j(y)
< K

para n ≥ 4, j = 0, 1, ..., sn − 1 e quaisquer x, y ∈ f(In)
Em particular temos:

K−1 <
Df j(cfsn+1

)

Df j(f(c))
< K

Demonstração. Seja α a constante obtida em 3.2.11 e K a constante de 4.2.3 associada a α.
Então, de acordo com 3.2.12, existe um intervalo T ⊃ f(In) tal que f sn−1 : T → In−2 é um
difeomor�smo. E de acrodo com 3.2.11, In−1 está α bem dentro de In−2. Basta então usar o
lema 4.2.3, para provar a primeira a�rmativa.

Quanto à segunda, segue de c e csn+1 pertencerem ao intervalo In.



Capítulo 4

Propriedades Métricas

Os princípios de Koebe estão entre as principais ferramentas para se controlar a distorção
e encontrar cotas inferiores para derivadas de aplicações do intervalo. Aqui listamos diversas
de�nições e resultados básicos que serão usados como ferramentas ao longo de todo o texto.
Maiores detalhes podem ser encontrados em [dMvS93]

4.1 Derivada de Schwarz

4.1.1 De�nição. Sejam J, T ⊂ [0, 1] um para de intervalos tais que J ⊂ T e T\J possui
duas componentes conexas não vazias L e R. Dizemos que J está α-centralizado de T caso

min{|L|, |R|} ≥ α|J |

4.1.2 De�nição. A razão cruzada de J e T é dada por:

C(T, J) =
|T ||J |
|L||R|

Seja agora h : T → R um difeomor�smo em sua imagem e de�na agora:

B(h, T, J) =
C(h(T ), h(J))

C(T, J)

4.1.3 De�nição. Seja f : T ⊂ R→ R uma aplicação de classe C3. para todo ponto no qual
Df(x) 6= 0 de�nimos a derivada de Schwarz como

Sf(x) =
D3f(x)

Df(x)
− 3

2

(
D2f(x)

Df(x)

)2

Em seguida provaremos diversas propriedades do operador derivada de Schwarz, incluindo
suas relações com as transformações de Mobius e com a distorção da razão cruzada.

4.1.4 Proposição. Sejam f, g aplicações de Classe C3 tais que tenhamos f : T ⊂ R →
f(T ) ⊂ R e g : f(T ) → R. Suponha também que Df(x), Dg(y) 6= 0 para quaisquer x ∈ T e
y ∈ f(T ). Então temos:

S(g ◦ f) = (Sg ◦ f)(Df)2 + Sf

Demonstração. A prova pode ser encontrada em [dMvS93].

16
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Usando o resultado acima concluimos facilmente que a propriedade de possuir derivada
de Schwarz negativa é preservada por composição de funções. Em particular temos que
Sfn < 0 sempre que Sf < 0.

4.1.5 Proposição. Seja g : T ⊂ R→ R uma função monótona e contínua. Então B(g, T ∗, J∗) =
1 para quaisquer intervalos J∗ ⊂ T ∗ ⊂ T se e somente se g é a restrição de uma transfor-
mação de Mobius.

Demonstração. A prova pode ser encontrada em [dMvS93].

4.1.6 Proposição. Seja g : T ⊂ R → R uma função monótona de classe C3. Então a
derivada de Schwarz de g é identicamente nula se e somente se g é a restrição de uma
transformação de Mobius ao intervalo T .

Demonstração. A prova pode ser encontrada em [dMvS93].

4.1.7 Proposição. Seja g : T ⊂ R→ R uma função de classe C3 com derivada de Schwarz
negativa. Então:

B(g, T ∗, J∗) > 1

para quaisquer pares de intervalos J∗ ⊂ T ∗ ⊂ T

Demonstração. Primeiramente devemos provar que a aplicação x 7→ Dg(x) não possui ne-
nhum mínimo local positivo. Tal propriedade, chamada de princípio do mínimo, será provada
a seguir por contradição. Se a ∈ T fosse mínimo local positivo de Dg teríamos:

• Dg(a) > 0

• D2g(a) = 0

• D3g(a) > 0

do que concluimos Sg(a) > 0, que contraria nossa hipótese de que Sg < 0.
Considere agora os intervalos T ∗ = [x0, x1] e J∗ = [y0, y1]; assim como a transformação

de Mobius φ tal que φ ◦ g �xe os pontos x0, x1 e y0. A�rmamos que φ ◦ g(y1) > y1. De
fato suponha por contradição que φ ◦ g(y1) ≤ y1. Nesse caso, pelo Teorema do Valor Médio,
existem pontos z0 ∈ [x0, y0], z1 ∈ [y0, y1] e z1 ∈ [y1, x1] tais que:

• D(φ ◦ g)(z0) = 1

• D(φ ◦ g)(z1) ≤ 1

• D(φ ◦ g)(z2) ≥ 1

o que contraria o princípio do mínimo. Dessa form temos φ ◦ g(y1) > y1, o que nos dá:

B(φ ◦ g, T ∗, J∗) =

|φ(g(T ∗))|
|T ∗|

|φ(g(J∗))|
|J∗|

|φ(g(R∗))|
|R∗|

|φ(g(L∗))|
|L∗|

=

|φ(g(J∗))|
|J∗|

|φ(g(R∗))|
|R∗|

> 1

Observe que:

B(φ ◦ g, T ∗, J∗) = B(φ, g(T ∗), g(J∗)) ·B(g, T ∗, J∗)

De acordo com 4.1.5 B(φ, g(T ∗), g(J∗)) = 1, o que implica que:

B(g, T ∗, J∗) = B(φ ◦ g, T ∗, J∗) > 1

como queríamos demonstrar.
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4.2 Lemas de Koebe

Os lemas de Koebe são uma ferramenta para se controlar a distorção de uma aplicação,
que de�nimos a seguir:

4.2.1 De�nição. Sejam g : N → N uma função de classe C1 e T um subintervalo de N .
Se Dg(x) 6= 0 para todo x ∈ T , de�nimos a distorção de g em T como:

Dist(g, T ) = sup
x,y∈T

{
|Dg(x)|
Dg(y)

}
Ocorre que todos os lemas dessa seção assumem a existência de uma constante 0 < C0 ≤ 1

tal que B(g, T, J) ≥ C0. Felizmente a proposição 4.1.7 garante que qualquer aplicação com
derivada de Schwarz negativa possui tal propriedade, com C0 = 1.

4.2.2 Teorema. ("Princípio do Mínimo")
Sejam T = [a, b] ⊂ N e g : T → g(T ) ⊂ N um difeomor�smo de classe C1. Se para

quaisquer intervalos J∗ ⊂ T ∗ ⊂ T tivermos

B(g, T ∗, J∗) ≥ C0

para alguma constante 0 < C0 ≤ 1, então:

|Dg(x)| ≥ C3
0 min{|Dg(a)|, |Dg(b)|}

para todo x ∈ (a, b)

Demonstração. Tome um intervalo T ∗ = [a∗, b∗] ⊂ T e de�na:

B0(g, T
∗) =

(
|g(T ∗)|
|T ∗|

)2
1

|Dg(a∗)||Dg(b∗)|

De�na também:

B1(g, T, x) =
|Dg(x)| |g(T )||T |
|g(L)|
|L|

|g(R)|
|R|

Onde L e R são as componentes de T\{x}.
Como

B0(g, T
∗) = lim

J∗→T ∗
B(g, T ∗, J∗)

e

B1(g, T, x) = lim
J→{x}

B(g, T, J)

concluimos que:

•
(
|g(L)|
|L|

)2
≥ C0|Dg(a)||Dg(x)|

•
(
|g(R)|
|R|

)2
≥ C0|Dg(x)||Dg(b)|
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• |Dg(x)| |g(T )||T | ≥ C0
|g(L)|
|L|

|g(R)|
|R|

As duas primeiras desigualdades são consequência de B0(g, L) ≥ C0 e B0(g,R) ≥ C0,
enquanto a terceira decorre de B1(g, T, x) ≥ C0. Como g|T é um difeomor�smo temos:

min

{
|g(L)|
|L|

,
|g(R)|
|R|

}
≤ |g(T )|
|T |

≤ max

{
|g(L)|
|L|

,
|g(R)|
|R|

}
do que depreeendemos:

|Dg(x)|2 ≥ C2
0

( |g(L)|
|L| ·

|g(R)|
|R|

|g(T )|
|T |

)2

≥ C2
0 min

{(
|g(L)|
|L|

)2

,

(
|g(R)|
|R|

)2
}

≥ C3
0 min {|Dg(a)||Dg(x)|, |Dg(b)||Dg(x)|}

o que nos permite concluir que |Dg(x)| ≥ C3
0 min {|Dg(a)|, |Dg(b)|}.

O princípio do mínimo será usado para provar uma das ferramentas mais poderosas no
contexto de dinâmica em dimensão um: o Lema de Koebe. Tal lema nos permite controlar
a distorção de aplicações cuja distorção da razão cruzada também seja limitada.

4.2.3 Teorema. ("Princípio de Koebe")
Sejam J ⊂ T intervalos tais que g : T → g(T ) é um difeomor�smo de classe C1. Assuma

também que exista uma constante C0 ∈ (0, 1] tal que J∗ ⊂ T ∗ ⊂ T para a qual:

B(g, T ∗, j∗) > C0

Então, se g(J) está τ centralizado em g(T ), temos:

1

K0(C0, τ)
≤ |D(x)|
|D(y)|

≤ K0(C0, τ)

para quaisquer x, y ∈ J , com K0(C0, τ) = (1+τ)2

C6
0τ

2 .

Demonstração. Usando uma transformação de Mobius podemos reescalonar g de forma que
J = g(J) = (0, 1). Sejam então a, b ∈ ∂T de forma que a < 0 < 1 < b. Usando o operador
B0 de�nido na prova de 4.2.2 temos:

B0(g, J) =
|g(J)|2

|J |2
1

|Dg(0)||Dg(1)|
≥ C0

o que implica que:

|Dg(0)||Dg(1)| ≤ 1

C0

(4.1)

Da mesma forma usamos o operador B1 para obter:

B1(g, L ∪ J, 0) =
|Dg(0)| |g(L∪J)||L∪J |
|g(L)|
|L|

|g(J)|
|J |

≥ C0

o que implica
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|Dg(0)| ≥ C0
|g(L)|
|L|

|g(L ∪ J)|
|L ∪ J |

≥ C0
|g(L)|
|L ∪ J |

Por g(J) estar τ centralizado em T temos que |g(L)||L∪J | ≥
τ

1+τ
, do que concluimos:

|Dg(0)| ≥ C0
τ

1 + τ
(4.2)

Repetindo o mesmo procedimento para B1(g, J ∪R, 1), obtemos:

|Dg(1)| ≥ C0
τ

1 + τ
(4.3)

Combinando as equações 4.1, 4.2 e 4.3 obtemos:

C0
τ

1 + τ
≤ |Dg(0)|, |Dg(1)| ≤ 1

C2
0

1 + τ

τ

Por 4.2.2, temos:

|Dg(x)| ≥ C4
0

τ

1 + τ
(4.4)

para todo x ∈ [0, 1].
Por outro lado considere os intervalos U = [0, x] e V = [x, 1], dado que x ∈ J . Por

g|T ser um difeomor�smo |g(U)|
|U | ≤

|g(J)|
|J | = 1 ou |g(V )|

|V | ≤
|g(J)|
|J | = 1. Supondo que a primeira

desigualdade seja verdadeira temos:

B0(g, U) =

|g(U)|2
|U |2

|Dg(0)||Dg(1)|
≥ C0

Usando 4.2 temos:

|Dg(x)| ≤ 1

C0

1

|Dg(0)|
|g(U)|2

|U |2
≤ 1

C0

1

|Dg(0)|

≤ 1

C2
0

1 + τ

τ

Combinando essa fórmula com 4.4, temos:

C6
0

τ 2

(1 + τ)2
≤ |Dg(x)|
|Dg(y)|

≤ 1

C6
0

(1 + τ)2

τ 2

para quaisquer x, y ∈ J . O caso em que |g(V )|
|V | ≤

|g(J)|
|J | = 1 é análogo ao que acabamos de

apresentar.

Por �m, enunciamos o princípio macroscópico de Koebe, cuja prova pode ser encontrada
em [dMvS93]:

4.2.4 Teorema. (Princípio macroscópico de Koebe)
Seja h : T → R uma aplicação de classe C3, com derivada de Schwarz negativa e que

seja um difeomor�smo em sua imagem. Então temos:
Seja J um subintervalo de T de modo que h(J) esteja α-centralizado em h(T ) para algum

α > 0. Então existe α > 0 tal que J esteja α-centralizado em T , com
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α =
α2

1 + 2α

4.3 Teoria da Medida

Apresentamos aqui algumas de�nições básicas de teoria da medida, assim como alguns
poucos teoremas que nos serão úteis daqui em diante. Mais informações sobre o assunto
podem ser encontradas em diversos livros textos, como por exemplo [Rud87] ou [AAIS66].

Seja X um espaço topológico. Uma coleçãoM de suconjuntos de X é uma σ-álgebra de
X caso se veri�quem as seguintes propriedades:

• X ∈M

• Se A ∈M, então AC ∈M, onde AC é o complementar de A em relação a X.

• Se {An} é uma coleção enumerável de elementos deM, então
⋃
n∈N

An também pertence

aM.

A menor σ-álgebra de X que contém seus subconjuntos abertos é chamada de σ-álgebra
de Borel associada a X. Seus elementos são chamados de borelianos de X. Daqui por diante
vamos nos referir à σ-álgebra de Borel associada a X por BX . Já uma medida de Borel é
uma função µ : BX → R+ tal que

µ(Ai) =
∑
i

µ(Ai)

para qualquer união disjunta e enumerável de conjuntos Ai ∈ BX .
Uma medida que merece um destaque especial é a chamada medida de Lebesgue. Se

X = Rn para algum n natural, de�nimos uma célula de Rn como um conjunto do tipo:

W = {x = (x1, ..., xn) : αi < xi < βi para todo i = 1, ..., n}

Nesse caso, de�nimos o volume de uma célulaW de X como sendo vol(W ) =
n∏
i=0

(βi−αi).

Dadas essas de�nições, estamos prontos para de�nir a medida de Lebesgue de um espaço
X = Rn:

4.3.1 Teorema. Se X = Rn, existe uma medida m : BX → R+ com as seguintes proprieda-
des:

• m(W ) = vol(W ) para toda célua W de X

• m é invariante por translação, ou seja:

m(E) = m(E + x)

para todo x ∈ X

• Se µ : BX → R+ é uma medida invariante por translação tal que m(K) <∞ para todo
K compacto, então existe uma constante c ∈ R+ de forma que µ(E) = cm(E) para
todo E ∈ BX
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No caso em que X = R, a medida m mede o comprimento dos intervalos abertos.
Uma medida µ é chamada medida �nita caso se tenha µ(X) = C, para algum C ∈ R+.

Se C = 1 dizemos que m é uma medida de probabilidade. Já uma medida σ-�nita pode ser
expressa como a soma enumerável de medidas �nitas.

Dadas duas medidas µ e ν de (X,BX), dizemos que ν é absolutamente contínua em
relação a µ caso µ(A) = 0 implique necessariamente ν(A) = 0, para todo A ∈ BX . O
teorema a seguir estabelece uma relação entre medidas absolutamente contínuas e funções
integráveis:

4.3.2 Teorema. (Teorema de Radon-Nikodym)
Seja µ uma medida �nita. Então ν é uma medida absolutamente contínua em relação a

µ se e somente se existir uma função integrável f : X → R para a qual se tenha:

µ(A) =

∫
A

fdµ

para todo A ∈ BX .

4.4 Medidas Físicas

Em seguida apresentamos os conceitos e resultados de teoria ergódica que utilizaremos
como ferramentas em nossos estudos. O leitor que tiver desejar uma exposição mais detalhada
poderá encontrá-la em diversos livros textos, como por exemplo [Pol93] ou [Sin76].

Seja X um espaço topológico e BX sua σ-álgebra de Borel. Dizemos que uma aplicação
T : X → X é mensurável caso tenhamos T−1(BX) ⊂ BX . E dada uma aplicação mensurável
T : X → X, dizemos que uma medida µ é T -invariante caso se veri�que µ(T−1(B)) = µ(B)
para todo conjunto B ∈ BX . A seguir daremos alguns exemplos de aplicações mensuráveis e
suas respectivas medidas invariantes:

• Seja X o intervalo [0, 1) com a σ-álgebra de Borel. Dada a aplicação T : [0, 1)→ [0, 1)
com T (x) = 10x mod 1, temos que a medida de Lebesgue m é T -invariante.

• Considere agora o intervalo (0, 1), mais uma vez com σ-álgebra de Borel. Se T : (0, 1)→
(0, 1) é a aplicação T (x) = 1

x
mod 1, comunmene chamada aplicação de Gauss, sua

medida invariante será dada por:

µ(B) =

∫
B

1

log 2(1 + x)
dx

para todo B ∈ BX .

Uma pergunta natural a se fazer é: sob quais condições pode-se garantir a existência de
uma medida invariante? O lema a seguir dá uma resposta parcial a tal pergunta:

4.4.1 Lema. Sejam X um espaço topológico compacto, T : X → X um homeomor�smo e BX
sua σ-álgebra de Borel. Então sempre existe ao menos uma medida µ que seja T -invariante.

Tendo de�nido medidas invariantes, dirigimos nossa atenção para um tipo particular-
mente importante de medidas invariantes: as chamadas medidas ergódicas.
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4.4.2 De�nição. Uma medida T -invariante µ é ergódica caso sempre que tivermos T−1(B) =
B, para algum B ∈ B, tenhamos µ(B) = 0 ou µ(B) = 1.

Um dos motivos de se estudar medidas ergódicas são suas propriedades de recorrência.
O teorema

4.4.3 De�nição. Seja µ uma medida invariante de f . Chamamos de bacia de µ o conjunto:

B(µ) =

{
x ∈ I ;

1

n

n−1∑
i=0

φ(f j(x))→
∫
φdµ

}

Uma medida µ para a qual λ(B(µ)) > 0 é chamada medida física ou medida SRB.
Outro tipo especial de medida, cuja relação com medidas físicas será vista a seguir, são

as chamadas medidas ergódicas, que de�nimos logo a seguir:

4.4.4 De�nição. Uma medida f -invariante µ é ergódica caso sempre que tivermos f−1(B) =
B para algum boreliano B, tennhamos necessariamente µ(B) = 0 ou µ(B) = 1.

Dito de outra forma, se µ é uma medida ergódica e B um conjunto f -invariante, então B
é um conjunto de medida zero ou medida total. Um dos motivos de se estudar tais medidas
são suas propriedades de recorrência. Tanto o teorema a seguir como seu corolário mostram
a relação que existe entre a medida de um conjunto e a frequência na qual a órbita de um
ponto típico o visita:

4.4.5 Teorema. (Teorema Ergódico de Birkho�)
Sejam T : X → X uma transformação do espaço mensurável (X,BX) e m uma medida

ergódica. Então, para quase todo ponto x ∈ X (com respeito à medida m), temos

1

n

n−1∑
i=0

f(T i(x))→
∫
fdm quando n→∞

para toda função f integrável.

Escolha agora um conjunto B ∈ BX e de�na a função característica XB tal que:

XB(x) =

{
1, se x ∈ B,
0, se x /∈ B.

Substituindo as funções f em 4.4.5 por funções características, obtemos o seguinte coro-
lário:

4.4.6 Corolário. Seja µ uma medida de probabilidade ergódica e B ∈ BX . Então para
quase todo ponto x ∈ X ( com respeito a µ), a proporção dos iterados da órbita de x que
interceptam B é dada por m(B). Ou seja:

#{0 ≤ i ≤ n− 1|T i(x) ∈ B}
n

→ µ(B), quando n→∞

Isso signi�ca que uma medida de probabilidade ergódica mede a frequência com que a
órbita da maioria dos pontos x ∈ X visita cada conjunto B ∈ BX . Mas observe que, nesse
caso, os conceitos de "maioria"ou quase todo dizem respeito à própria medida µ. A princípio,
nada impede que o conjunto Y ⊂ X maximal para o qual valem 4.4.5 e 4.4.6 tenha medida de
Lebesgue 0. Mas deve-se observar que essa situação não ocorre se medida de probabilidade
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ergódica µ for também absolutamente contínua em relação à medida de Lebesgue. Nesse
caso µ é um tipo especial de medida física, para a qual λ(B(µ)) = 1. Tais medidas, às quais
chamaremos de acip daqui por diante, desempenham um papel importante na classi�cação
de sistemas dinâmicos em dimensão 1.

4.5 Atratores Métricos

Um conjunto A é dito atrator métrico de f ∈ Cd caso as seguintes propriedades se
veri�cam:

1. A bacia de atraçao de A, de�nida como B(A) = {x;ω(x) ⊂ A}, é um conjunto de
medida de Lebesgue positiva.

2. Para todo conjunto compacto invariante B ⊂ A com B 6= A; tem-se que B(B)\B(A)
também possui medida de Lebesgue positiva.

Vamos agora descrever os atratores métricos de quaisquer aplicações f ∈ Cd. Mas para
tanto será necessário usar o seguinte lema:

4.5.1 Lema. Seja f ∈ Cd e considere o conjunto limite ω(c). Se ω(c) não for minimal, então
qualquer conjunto B ⊂ [0, 1] de interior vazio, compacto e invariante terá necessariamente
medida de Lebesgue zero.

Demonstração. Ver [dN01].

4.5.2 Teorema. Se A é um atrator métrico de uma aplicação f ∈ Cd, vale um dos seguintes
casos:

• A é o intervalo [0, 1]

• A é uma órbita periódica atratora

• A é um conjunto de Cantor minimal que contém o ponto crítico c.

Demonstração. A prova desse teorema pode ser encontrada em [dN01]. Mas por ser extre-
mamente relevante para nosso trabalho, decidimos reproduzi-la em su totalidade.

Caso f possua atratores periódicos, o conjunto dos pontos de [0, 1] atraídos pelos atratores
terá medida total, que corresponde à situação descrita no item dois desse teorema. Suponha
agora que f não possua órbitas periódicas atratoras.

Nosso primeiro passo será de�nir uma base enumerável de abertos em [0, 1], ou seja, uma
sequência de intervalos abertos Jn tais que:

• |Jn| → 0 quando n→∞

• [0, 1] ⊂
⋃
n≥N

Jn para todo N natural.

Em seguida de�nimos os seguintes conjuntos compactos e invariantes:

En = {x ∈ [0, 1] : fm(x) /∈ Jn para todo quadm ≥ 0}
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De�nimos agora os conjuntos E∞ =
⋃
n∈N

En e seu complementar EC
∞. Como tanto E∞

quanto EC
∞ são totalmente invariantes por f e f é ergódica em relação à medida de Lebesgue,

concluimos que E∞ ou EC
∞ deve ter medida de Lebesgue um.

Se EC
∞ possui medida um, então f se enquadra no primeiro caso de nosso teorema.

Suponha portanto que |E∞| = 1, o que por sua vez implica que |En| > 0 para algum n
natural. Nosso objetivo é provar que nossa aplicação f se enquadra no terceiro caso descrito
nesse teorema. Para tanto, considere a seguinte a�rmação:

A�rmação: Para quase todo ponto x ∈ En (em relação à medida de Lebesgue), veri�ca-se
que ω(x) = ω(c).

Demonstração. Prova da a�rmação
Primeiramente provaremos que existe um conjunto Σ = {x : ω(x) 3 c} possui medida

de Lebesgue um.
Para tanto, considere os intervalos nice In que de�nimos anteriormente e de�na os con-

juntos:

Θn = {x ∈ [0, 1] : fk(x) ∈ In para algum k ∈ N}

De acordo com [Ma n85], por f ser uma aplicação que não possui atratores periódicos,
todos os conjuntos Θn possuem medida de Lebesgue um. Isso por sua vez implica que:

Σ =
⋂
n∈N

Θn

também tem medida de Lebesgue um.
Nosso próximo passo será provar que ω(x) ⊂ ω(c) para Lebesgue quase todo ponto

x ∈ En. A prova se dá por contradição. Suponha que exista um ponto de densidade y ∈ En
tal que ω(y) não esteja contido em ω(c). Então existe uma sequência ki →∞ e um número
δ > 0 tais que:

dist(fki(y), orb+(c)) ≥ δ

Considere agora os intervalos maximais Hi tais que:

• y ∈ Hi

• fki |Hi é um difeomor�smo

Como todos os valores críticos de fki estão contidos em orb+(c), temos que fki(Hi)
contém uma δ-vizinhança de fki(y).

Considere agora os intervalos H̃i ⊂ Hi tais que:

fki(H̃i) = (fki(y)− δ

2
, fki(y) +

δ

2
)

Usando o princípio de Koebe concluimos que:

lim
i→∞

|fki(H̃i)\En|
|fki(H̃i)|

≤ lim
i→∞

|fki(H̃i\En)|
|fki(H̃i)|
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≤ K lim
i→∞

|H̃i\En|
|H̃i|

= 0

Onde K é uma constante que depende apenas de δ. E como os intervalos fki(H̃i) têm
todos comprimento δ, podemos tomar um intervalo H de comprimento δ

2
tal que H ⊂

fki(H̃i) para um número in�nito de valores de i. O limite que acabamos de obter implica
que |H\En| = 0. Como En é fechado, temos que H ⊂ En. Mas isso implicaria que:

En ⊃
∞⋃
m=0

fm(H) = [0, 1]

o que obviamente não é o caso. Com isso concluimos que ω(x) = ω(c) para um conjunto
de medida de lebesgue um, o que prova a a�rmação.

Em seguida considere o conjunto ω(c). Basta provar que esse conjunto é minimal. Mais
uma vez a prova se dá por contradição. Se ω(c) não for minimal, então pelo Lema 4.5.1 todo
conjunto de interior vazio, compacto e f -invariante tem medida de Lebesgue zero. Assim,
temos que E∞ tem medida de Lebesgue zero, contrariando nossa hipótese inicial.

Apresentamos agora a classi�cação dos atratores métricos de aplicações unimodais:

4.5.3 Teorema. (Atratores Métricos)
Seja f : I → I uma aplicação unimodal que não contém intervalos de pontos de pontos

�xos. Se A é um atrator métrico de f , então uma das seguintes propriedades se veri�ca:

• A é uma órbita periódica

• Lx = ω(c), onde c é o ponto crítico de f e ω(c) é um conjunto minimal com medida
de Lebesgue zero. Esse caso se divide em dois subcasos, que serão expostos a seguir:

� A = ω(c), de forma que c é um ponto crítico e ω(c) é um atrator solenoidal.

� A = ω(c), c é ponto crítico e ω(c) é um conjunto de Cantor minimal mas não
solenoidal. Nesse caso a aplicação f age transitivamente em um conjunto de in-
tervalos contendo ω(c). Porém, Lebesque quase todo ponto nessa união é atraído
para o conjunto ω(c), que possui medida zero.

• A é um união �nita de intervalos que contém o ponto crítico c, enquanto f age tran-
sitivamente nessa união.

O teorema 4.5.3 foi provado inicialmente em [BL91] e posteriormente extendido em
[Mar94], [She04] e [SV04].

Observando os teoremas 3.1.3 e 4.5.3, devemos destacar o comportamento dinâmico des-
crito no segundo subcaso do segundo item de 4.5.3. Nesse subcaso, um subconjunto residual
de uma coleção de intervalos L apresenta órbita densa em L. Ao mesmo tempo, existe um
subconjunto X ⊂ L com λ(X) = λ(L) de forma que ω(x) = ω(c) para todo x ∈ X, onde
ω(c) é um conjunto de cantor de medida zero. Nessa situação, na qual as dinâmicas métrica
e topológica parecem estar em con�ito, o conjunto ω(c) é chamado atrator selvagem. No
teorema a seguir, provado inicialmente em [HB96] e [Bru98b], veri�cou-se pela primeira vez
a ocorrência de tais atratores:
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4.5.4 Teorema. (Existência de Atratores Selvagens)
Existem aplicações f : I → I da forma f(x) = xd+a, com a ∈ R e d ∈ N par (e grande),

tais que:

• Para quase todo ponto x temos ω(x) = ω(c); onde c é o ponto crítico de f e ω(c) é um
conjunto de Cantor de medida zero.

• Existe um conjunto residual X ⊂ I para o qual temos ω(x) = L para todo x ∈ X, onde
L é um conjunto de intervalos contendo ω(c).

Tendo estabelecido que atratores selvagens podem de fato ocorrer, pode-se questionar em
quais circunstâncias eles aparecem. Mais precisamente, podemos buscar condições su�cientes
para descartar a existência de tais atratores. Mas antes de seguir essa linha de raciocínio,
será necessário apresentar algumas ferramentas usadas para provar 3.1.3 e 4.5.3.



Capítulo 5

Revisão da bibliogra�a

5.1 Homeomor�smos do círculo

Seja f : S1 → S1 um homeomor�smo do círculo. Nosso objetivo nesse capítulo será
descrever as classes de conjugação de tais aplicações, assim como a regularidade dessas
mesmas conjugações. Para tanto, devemos primeiramente descrever os conjuntos limites de
suas órbitas, o que foi feito inicialmente por Poincaré. De acordo com o autor, qualquer
homeomor�smo do círculo se enquadra em um dos seguintes casos:

1. Se f : S1 → S1 possui uma órbita periódica, então toda órbita de f é assintótica a
alguma órbita periódica. Ademais, caso f preserve orientação, garante-se também que
quaisquer órbitas periódicas de f possuem o mesmo período.

2. Se f não possui órbitas periódicas, então existe uma aplicação monótona e contínua
h : S1 → S1 tal que:

h ◦ f = g ◦ h

onde g é uma rotação irracional do círculo.

A aplicação h que acabamos de descrever é chamada uma semi-conjugação entre f e
g. Nada garante que tal aplicação seja invertível, pois a imagem inversa de um ponto de
S1 poderia ser um intervalo. Na verdade um de nossos objetivos será encontrar condições
su�cientes para garantir que h seja um homeomor�smo. Em seguida trataremos de veri�car
a classe de diferenciabilidade dessa conjugação, assim como sua relação com a existência de
medida acip.

5.2 Descrição dos Conjuntos Limites

Descreveremos aqui os conjuntos limites de homeomor�smos do círculo. Didividiremos
essas aplicações em dois grupos distintos: os que preservam e os que invertem orientação.
Dizemos que um homeomor�smo f : S1 → S1 preserva orientação caso seus levantamen-
tos sejam todos monótonos crescentes, enquanto homeomor�smos cujos levantamentos são
monótonos decrescentes invertem a orientação.

Trataremos primeiramente dos homeomor�smos que invertem orientação, pois seu com-
portamento é relativamente simples de se descrever.

28



5.2 DESCRIÇÃO DOS CONJUNTOS LIMITES 29

5.2.1 Lema. Seja f : S1 → S1 um homeomor�smo do círculo que preserva orientação e
possui um ponto �xo p. Então a órbita de qualquer ponto x ∈ S1 é assintótica à um ponto
�xo y, onde y pode ou não ser igual a p.

Demonstração. Sejam J um intervalo compacto e f : J → J uma aplicação injetiva que
preserve orientação. Caso tenhamos f(x) > x, podemos provar por indução que a sequência
fn(x) é monótona crescente. Assim, por compacidade do intervalo J , temos:

lim
n→∞

fn(x) = y = sup{fn(x)}

Pela continuidade da função f temos:

f(y) = f( lim
n→∞

fn(x)) = lim
n→∞

fn+1(x) = y

O caso em que f(x) < x é análogo. Para provar o lema, basta tomar J = S1\{p} e um
recobrimento π : R→ S1 tal que π : (0, 1)→ S1\{p} seja um difeomor�smo.

Como acabomos de provar, se f é um homeomor�smo crescente em um intervalo J com
um ponto �xo p, então toda órbita de f é assintótica a um ponto �xo. Para provar um
resutado semelhante para homeomor�smos do círculo que invertem orientação, basta provar
que tais aplicações possuem pontos periódicos e usar 5.2.1.

5.2.2 Proposição. Seja f : S1 → S1 um recobrimento do círculo de grau topológico −1.
Então para todo x ∈ S1 temos ω(x) = Orb(p) para algum ponto periódico p.

Demonstração. Tome x tal que x 6= f(x). Em seguida tome arcos A = (x, p), B = (x, q) ⊂ S1

partindo de x em direções opostas. Tome A e B maximais de forma que A ∩ f(A) = ∅ e
B ∩ f(B) = ∅. Como f reverte a orientação, temos que A e f(A) estão contidos na mesma
componente conexa de S1\{x, f(x)}, enquanto B e f(B) estão contidos na outra componente.
A maximalidade dos intervalos A e B garante que p e q sejam pontos �xos de f . Como f 2

preserva orientação, basta usar o lema 5.2.1 para obter o resultado.

Descreveremos agora os conjuntos limites de homeomor�smos f : S1 → S1 que preservam
orientação. Para tanto será necessário introduzir o conceito de número de rotação, o que será
feito a seguir.

5.2.3 De�nição. Sejam f : S1 → S1 um recobrimento de grau 1, f̂ : R → R um de seus
levantamentos e x ∈ S1. O número de rotação de f será:

r(f) = lim
n→∞

f̂n(x)− x
n

O número de rotação nos permite comparar qualquer homemor�smo f : S1 → S1 que
preserve orientação com rotações �xas do círculo. Lembrando que se α ∈ Q, então todo
x ∈ S1 é ponto periódico de Rα : S1 → S1. Por outro lado, se α /∈ Q, então ω(x,Rα) = S1

para todo x ∈ S1.
Uma pergunta natural a se fazer é se homeomor�smos com número de rotaçao r(f) = α

apresentam comportamento dinâmico semelhante à rotações Rα. Caso r(f) ∈ Q, garante-se
que f possui órbitas periódicas, o que nos permite usar 5.2.1 para garantir que para todo
x ∈ S1, existe um ponto periódico p tal que ω(x) = orb(p). Quanto à homeomor�smos com
número de rotação irracional temos o seguinte resultado:



30 REVISÃO DA BIBLIOGRAFIA 5.3

5.2.4 Teorema. (Poincaré)
Seja f um homeomor�smo do círculo de grau 1 com R(f) /∈ Q . Então existe uma

aplicação h : S1 → S1 contínua, monótona e sobrejetiva tal que:

h ◦ f = Rα ◦ h

com α = R(f)

Observe que nesse caso h é uma semi-conjugação entre o homeomor�smo f e a rotação
irracional Rα, o que impede que f tenha pontos periódicos. Uma pergunta bastante natural
é sob quais circunstâncias a aplicação h é uma conjugação. Caso h não seja uma conjugação,
existe x ∈ S1 tal que h−1(x) = J , onde J é um intervalo não degenerado. Observe que
h ◦ f = Rα ◦ h implica que h ◦ fn(J) = Rn

α(x); do que depreendemos que os intervalos fn(J)
são dois a dois disjuntos. As propriedades desse intervalo motivam a seguinte de�nição:

5.2.5 De�nição. Dizemos que J é um intervalo errante de uma aplicação f quando:

• Os intervalos J, f(J), f 2(J), ... são dois a dois disjuntos

• O ω-limite de J não é uma órbita periódica.

No caso de homeomor�smos do círculo de grau um com número de rotação irracional
chegamos à seguinte dicotomia: ou tais aplicações são topologicamente conjugadas à uma
rotação irracional ou possuem um intervalo errante. O teorema a seguir fornece condições
su�cientes para que f seja conjugada à uma rotação:

5.2.6 Teorema. (Denjoy)
Seja f um homeomor�smo do círculo de grau 1, de classe C2 com R(f) /∈ Q. Então f

não possui intervalo errante.

Dessa forma podemos garantir que quaisquer aplicações que satisfaçam as hipóteses do
Teorema de Denjoy são topologicamente conjugadas a uma rotação irracional. Isso implica
que as órbitas de todos os pontos x ∈ S1 são densas em S1.

5.3 Classes de conjugação

Seja f um homeomor�smo de S1. Um problema clássico de dinâmica unidimensional
consiste em determinar condições para que tais aplicações sejam C1 conjugadas à uma
rotação do círculo. Como a medida de Lebesgue é invariante por qualquer rotação de S1,
qualquer aplicação C1 conjugada à uma rotação Rα possui medida acip.

O primeiro resultado nessa direção foi obtido por Arnold em [Arn63], no qual provou-
se que qualquer difeomor�smo analítico do círculo com número de rotação Diofantino é
analiticamente conjugado à rotação irracional Rρ. Lembrando que um número irracional é

Diofantino quando existem constantes C > 0 e β ≥ 0 tais que
∣∣∣ρ− p

q

∣∣∣ ≥ C
q2+β

para quaisquer

p ∈ Z e q ∈ N.
Arnold também provou em [Arn63] que tais resultados não podem ser extendidos a

todos os números de rotação irracionais; ao construir um difeomor�smo analítico do círculo
f , com número de rotação ρ irracional cuja medida invariante é singular. Isso implica que a
conjugação h tal que:
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Rρ ◦ h = h ◦ f

não é absolutamente contínua.
Um resultado análogo ao de Arnold foi obtido por Herman em [Her], no qual provou-se

que quaisquer difeomor�smos C∞ do círculo f, g com o mesmo número de rotação Diofantino
são C∞ conjugados.

Mas esses resultados fornecem condições su�cientes para que difeomor�smos do círculo
possuam medida acip. Uma pergunta natural a se fazer é se podemos obter resultados se-
melhantes para aplicações que possuem um ponto crítico c, os chamados homeomor�smos
críticos do círculo. Em [dFdM99], W. de Melo e E. de Faria que quaisquer homeomor�smos
críticos analíticos do círculo f, g com número de rotação limitado são C1 conjugados. Esse
resultado foi generalizado por Yampolski em [Yam02] para todos os números de rotação.

Chamamos de rigidez C1 o fenômeno de todas aplicações que compartilham determinadas
características serem C1 conjugadas. É interessante notar que homeomor�smos críticos do
círculo apresentam maior rigidez C1 que difeomor�smos, visto que nenhuma condição quanto
ao número de rotação é necessária.

5.4 Recobrimentos de Grau 2

Considere agora o conjunto dos recobrimentos do círculo de grau d ≥ 2, sem atratores
periódicos ou intervalos errantes. Desejamos encontrar condições su�cientes para que tais
aplicações possuam medida acip; assim como estudar os casos em que isso não ocorre. Para
tanto, introduzimos o conceito de aplicações expansoras, assim como um teorema provado
incialmente por Shub.

5.4.1 De�nição. Dizemos que uma aplicação f : S1 → S1 é expansora caso existam cons-
tantes C > 0 e λ > 1 tais que

|Dfn(x)| ≥ Cλn

para quaisquer n ∈ N e x ∈ N.

É imediato veri�car que a aplicação gd = dx mod 1 é expansora. O teorema a seguir,
cuja prova pode ser vista em [dMvS93],

5.4.2 Teorema. (Shub)
Seja f : S1 → S1 uma aplicação expansora de classe C1 e grau d. Se g : S1 → S1 é um

recobrimento de grau d, existe uma aplicação h : S1 → S1 monótona e sobrejetiva tal que:

h ◦ g = f ◦ h

Observe que a aplicação g(x) = dx mod 1 é uma aplicação expansora e sua medida in-
variante é a própria medida de Lebesgue. Observe também que caso f não possua atratores
periódicos ou intervalos errantes, a semi-conjugação garantida por 5.4.2 é um homeomor-
�smo. Infelizmente, conjugações topológicas não preservam necessariamente propriedades
métricas. Veremos diversos casos de aplicações conjugadas a dx mod 1 que não possuem
medida acip.

O primeiro teorema a descrever condições su�cientes para a existência de medidas acip
para recobrimentos do círculo foi o chamado teorema de folclore, provado incialmente em
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[Ren57]. Antes de enunciá-lo será necessário de�nir o que são aplicações de Markov, o que
faremos em seguida.

5.4.3 De�nição. Uma aplicação f : I → I é de Markov caso exista uma família enumerável
Ii de intervalos abertos disjuntos tais que:

• I\ ∪i Ii possui medida de Lebesgue zero. Ademais, existem constantes C > 0 e γ > 0
tais que para todo n ∈ N e cada intervalo J com f j(J) contido em um único membro
da famíia Ii para j = 0, 1, ..., n, temos:∣∣∣∣Dfn(x)

Dfn(y)
− 1

∣∣∣∣ ≤ C|Dfn(x)−Dfn(y)|γ

para todo x, y ∈ J

• Se f(Ik) ∩ Ij 6= ∅, então f(Ik) ⊃ Ij.

• Existe r > 0 tal que |f(Ii)| > r para todo i.

5.4.4 Teorema. Teorema de folclore
Sejam f : I → I uma aplicação de Markov sem intervalos errantes ou atratores periódicos

e Ii sua partição correspondente. Então f possui medida acip.

Demonstração. Seja Pn a partição de I de�nida pela iteração de ∪iIi por fn. Mais precisa-
mente, I ∈ Pn se e somente se I é maximal tal que I, f(I), ..., fn−1(I) estão todos contidos
em um único intervalo da partição Ii. Isso garante que I é maximal tal que fn|I é um
homeomor�smo.

De�nimos também as medidas pull-back de Lebesgue como:

λn(A) = |f−n(A)|

para todo boreliano A. Considere agora a sequência µn = 1
n

n−1∑
i=0

λi. Como o espaço de

medidas em I é compacto com relação à topologia fraca, existem subsequências convergentes
µnk de µn. Mostraremos agora que uma medida µ tal que µnk → µ é f invariante.

µ(f−1(A)) = lim
k→∞

1

nk

nk−1∑
i=0

|f−i(f−1(A))

= lim
k→∞

1

nk
|
nk−1∑
i=0

|f−i((A)) + |f−nk(A)| − |A||

lim
k→∞

1

nk
|
nk−1∑
i=0

|f−i((A))| = µ(A)

Resta apenas provar que µ é absolutamente contínua em relação a Lebesgue. Para tanto,
tome A mensurável. Como fn|I possui distorção limitada, para todo I ∈ Pn temos:

|f−n(A) ∩ I|
|I|

|fn(I) ∩ A|
|fn(I)|

≤ K ≤ |A|
|fn(I)|
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Pela de�nição de aplicação de Markov, existe r > 0 tal que |fn(I)| ≥ r para todo I ∈ Pn,
o que nos dá:

|f−n(A) ∩ I| ≤ K

r
|I||A|

Tomando todos os intervalos I ∈ Pn obtemos:

|f−n(A)| ≤ K

r
|A|

O que nos permite concluir, usando a de�nição de µ, que:

µ(A) ≤ K

r
|A|

É importante observar que aplicações muito parecidas com as contempladas no teorema
de folclore podem não possuir medida acip. De fato, em [Bow79] provou-se que uma aplicação
de Markov que possua um ponto �xo de derivada igual a um não possui medida acip, pois
sua medida invariante absolutamente contínua à Lebesgue é in�nita. Por outro lado, Lasota
e Yorke provaram o seguinte teorema em [LY73]:

5.4.5 Teorema. Seja f : [0, 1] → [0, 1] uma aplicação C2 por partes tal que |Df(x)| > 1
para todo x ∈ [0, 1]. Então f possui acip

Observe que a principal diferença entre 5.4.5 e 5.4.4 é que 5.4.5 dispensa a hipótese de f
ser aplicação de Markov. Posteriormente, [Pia81] generalizou 5.4.5 para aplicações de classe
C1. Tanto o teorema de Lasota e Yorke quanto o de Piaginiani usam como ferramenta o
operador de Perron-Frobenius.

Outra contribuição importante foi dada por Misiurewicz em [Mis81] no qual provou-se
que qualquer aplicação do intervalo que satisfaça as seguintes condições possui medida acip:

• Ter classe de diferenciabilidade C3

• Não possuir pontos críticos

• Não possuir atratores periódicos

• Ter derivada de Schwarz negativa

Observe que nenhum das aplicações que tratamos até agora possui pontos críticos. De
fato, o primeiro resultado indicando que a presença de pontos críticos não precisa ser ne-
cessariamente um obstáculo à existência de medida acip foi provado por P. Collet e J.-P.
Eckmann em [CE83]. Nesse trabalho provou-se que se f : I → I é uma aplicação unimodal,
tendo ccomo seu único ponto crítico, e existem constantes C > 0 e λ > 1 tais que:

|Dfn(f(c))| ≥ Cλn

para todo n ∈ N, então f possui medida acip. A condição |Dfn(f(c))| ≥ Cλn é comun-
mente chamada de condição de Collet-Eckmann.

Desde então, no contexto de aplicações unimodais, foram estabelecidos diversos critérios
semelhantes para se garantir a existência de medida acip. Em [NvS91], por exemplo, provou-e
ue qualquer aplicação unimodal f que satisfaça:
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∞∑
n=0

|Dfn(f(c))|−
1
` <∞

onde ` é a ordem do ponto crítico c, também possui medida acip. Tal condição é chamada
condição de Nowicki-van Strien. É importante observar que a condição de Collett-Eckmann
implica a condiçao de Nowicki-van Strien, sendo portanto mais restritiva.

Outro resultado semelhante foi obtido em [SSB03], onde provou-se que se |In+1|
|In| → 0

quando n→∞, então f possui acip.
Por �m, em [SSBRL08], provou-se o seguinte teorema:

5.4.6 Teorema. Seja f : [0, 1]→ [0, 1] uma aplicação multimodal de classe C3, tal que todos
os seus pontos críticos sejam não �at e todos os seus pontos periódicos sejam repulsores
hiperbólicos. Assuma também que para quaisquer de seus pontos críticos c veri�que-se a
seguinte condição:

lim
n→∞

|Dfn(f(c))| =∞

Então f possui medida acip.



Capítulo 6

Prova da existência de acip

6.1 Introdução

Tendo de�nido a combinatória de Fibonacci generalizada, procedemos agora a provar
como certas aplicações que apresentam essa combinatória possuem medida acip. Ao longo
de todo esse capítulo vamos supor que as aplicações f pertencem ao conjunto Cd, de�nido
anteriormente. Supomos também que f não só possui combinatória de Fibonacci generali-
zada, mas também que kn ≥ 2 para todo n ∈ N. Em resumo, o objetivo desse capítulo é
provar o teorema 2.1.3.

6.2 Extensão das vizinhanças do ponto crítico

Daqui em diante vamos supor que f ∈ C∗d . Considerando as aplicaçõesRn−1|In = f sn = fn
(de�nimos f0 = f |M1), nosso objetivo aqui é encontrar intervalos Un ⊃ In tais que f sn|Un
tenha c como único ponto crítico. Quanto mais centralizado f sn(In) estiver de f sn(Un),
melhor o controle de distorção de f sn−1|f(In).

De�nimos os pontos fm(c) = cm com m ≥ 1 para quaisquer pontos da órbita crítica.
Dentre eles destacamos os pontos csn ∈ Mn. Também de�nimos os pontos zn = (fn)−1(c),
ẑn = (fn)−kn(c), zn = (fn)−1(fn−1(ẑn)) e ĉsn = csn+(kn−1−1)sn−1 .

6.2.1 Lema. Sejam zn, ẑn e zn de�nidos anteriormente. Temos que:

1. zn encontra-se entre os pontos csn−1 e ĉsn+1

2. ẑn encontra-se entre os pontos csn−1 e csn+1

3. zn encontra-se entre os pontos c e zn

Demonstração. 1. Como fn(c) = csn , temos que zn e csn encontram-se de lados opostos
de c. Como zn ∈ In, csn−1 /∈ In e ambos estão do mesmo lado de c, concluimos que
zn ∈ (csn−1 , c). Resta provar que ĉsn+1 ∈ (zn, c). Mas tomando a imagem dos três pontos
por fn, temos que csn+2 ∈ (c, csn); onde fn(ĉsn+1) = csn+2 , fn(zn) = c e fn(c) = csn , o
que termina a prova.

2. Basta observar que csn+1 = f−kn+1
n (ĉsn+1), ẑn = f−kn+1

n (zn) e usar o item anterior.

3. Basta aplicar fn nos três pontos e constatar que fn−1(ẑn−1) ∈ [c, csn).

35
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6.2.2 De�nição. De�na agora g1, g0 : R→ R como os levantamentos de f tais que g1|I1 =
f |I1 = f1 e g0|M1 = f |M1 = f0 respectivamente. Para n ≥ 2, de�nimos indutivamente
gn = g

kn−2

n−2 ◦ gn−1

6.2.3 Lema. Seja en = csn−c
|csn−c|

. Para todo n ∈ N, existe uma constante An ∈ N tal que

gn−1 ◦ gn − gn ◦ gn−1 = enAn

Demonstração. Observe que para todo n ∈ N existe Ln ≥ 2 tal que gn(x+ 1) = gn(x) +Ln.
Por de�nição, temos que L0 = L1 = 2; enquanto da fórmula gn = g

kn−2

n−2 ◦ gn−1 depreendemos
que Ln = Ln−1L

kn−2

n−2 quando n ≥ 2. Tendo em mente as constantes Ln, o resto da prova se
dá por indução.

• Para n = 1, usamos o fato de que g1 = g0 + 1 para provar que g0 ◦ g1− g1 ◦ g0 = 1 = e1

• Hipótese de Indução: gn−1 ◦ gn − gn ◦ gn−1 = enAn

• Prova da propriedade para n+ 1: Temos que

gn ◦ gn+1 = gn ◦ gkn−1

n−1 ◦ gn = g
kn−1

n−1 ◦ gn ◦ gn − enAn(
kn−1−1∑
i=0

Li) = gn+1 ◦ gn + en+1An+1

onde An+1 = An(
kn−1−1∑
i=0

Li), o que termina a prova. Observe que usamos a igualdade

−en = en+1, que é consequência direta dos pontos csn alternarem de lado em relação a
c.

6.2.4 Lema. Para todas as aplicações gn : R→ R, temos que gn|In = fn|In

Demonstração. Mais uma vez procedemos por indução:

• Para n = 1, é segue por de�nição que g1|I1 = f1|I1

• Para n = 2, temos que :

f2|I2 = (f0|M1)
k0 ◦ f1|I1 = (g0|M1)

k0 ◦ g1|M1 = g2|M2

• Hipótese de Indução: Para k ≤ n temos gk|Ik = fk|Ik

• Prova para n+ 1

Temos que fn+1|In+1 = (fn−1|In−1)
kn−1 ◦ fn|In = (gn−1|In−1)

kn−1 ◦ gn|In = gn+1|In+1

6.2.5 Lema. Para n ≥ 1, seja ∂n o ponto da fronteira de (0, 1) tal que csn ∈ (c, ∂n). Seja
também γn = g−1n (∂n). Portanto temos:

1. γn ∈ (zn, csn−1), para todo n ≥ 2

2. γn = g−1n−1 ◦ g
−kn−2+1
n−2 (γn−2), para n ≥ 3.

3. γn+1 ∈ (zn−1, c), para n ≥ 2.
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Demonstração. 1. Aplicando gn no intervalo (zn, csn−1), obtemos

gn(zn, csn−1) = (gn−1(ẑn−1), gn−1 ◦ gn(c)− enAn)

Usando a de�nição de en dada anteriormente e o fato de gn−1 ◦ gn(c) ∈ (0, 1), �ca claro
que:

∂n ∈ (gn−1(ẑn−1), gn−1 ◦ gn(c)− enAn)

Do que segue imediatamente que γn ∈ (zn, csn−1), pois gn(γn) = ∂n.

2. Basta observar que:

∂n = gn(γn) = g
kn−2

n−2 ◦ gn−1(γn) = gn−2(g
kn−2−1
n−2 ◦ gn−1(γn)) = ∂n−2

Como gn−2(γn−2) = ∂n−2 e gn−2 é um homeomor�smo, o resultado segue de imediato.

3. Considere a seguinte a�rmação: para todo n ∈ N, têm-se:

gn(x) < 0 para todo x < 0 e gn(x) > 1 para todo x > 1

A prova dessa a�rmação se dá por indução:

• Para n = 0 ou 1, observe que g0(0) = −1, g0(1) = 1, g1(0) = 0 e g1(1) = 2.
Concluimos portanto que essa a�rmação é válida para n = 0, 1

• Hipótese de Indução: suponha que a a�rmação seja válida para i = 0, 1, ..., n− 1

• Para i = n, temos que

gn = (gn−2)
kn−2 ◦ gn−1

Como as aplicações gn são homeomor�smos, concluimos que gn(x) > 1 para todo
x > 1 e gn(x) < 0 para todo x < 0, como queríamos demonstrar.

Seguindo o mesmo método usado para provar o item 1 desse lema, provaremos que

∂n+1 = gn+1(γn+1) ∈ gn+1(zn−1, c)

Observe que:

gn+1(zn−1) = g
kn−1

n−1 ◦ gn(zn−1) = g
kn−1

n−1 ◦ gn−2(c) = g
kn−1−1
n−1 ◦ (gn−2 ◦ gn−1(c)− en−1An−1)

Usando as de�nições de en, ∂n+1 e a a�rmaçao que acabamos de provar, segue imedi-
atamente que:

∂n+1 ∈ (csn+1 , g
kn−1−1
n−1 ◦ (gn−2 ◦ gn−1(c)− en−1An−1)
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6.2.6 Lema. Para n ≥ 3, a restrição de gn ao intervalo (γn, zn−1) é um homeomor�smo de
classe C1, sobrejetivo em (∂n, csn−2) tendo c como único ponto crítico.

Demonstração. De�nimos os intervalos U1 = I1, U2 = g−11 ◦ g−k0+1
0 (M1) e Un = (γn, zn−1)

para n ≥ 3. Dividimos agora a prova desse lema em dois passos: provar que Un+1 ⊂ Un para
qualquer n ∈ N e provar que gn|Un é um homeomor�smo de classe C1 tendo c como único
ponto crítico.

• Prova de que Un+1 ⊂ Un

Para n ≥ 3, a prova de que Un+1 ⊂ Un segue diretamente da de�nição de Un e dos
Lemas 6.2.5 e 6.2.1, que tratam da localização relativa dos pontos γn, zn e c. Resta
provar que U2 ⊂ U1 e U3 ⊂ U2. Quanto a U2 ⊂ U1, basta observar que g1(I1) = (0, 1) e
que g−k0+1

0 (M1) ⊂ (0, 1). Para provar que U3 ⊂ U2, prova-se que γ3 e z2 pertencem a U2.
Mas pelo segundo item de 6.2.5, temos que g2(γ3) = g−k1+1

1 (γ1), com g−k1+1
1 (γ1) ∈ [0, 1].

Da mesma forma, g2(z2) = g1(ẑ1) ∈ [0, 1]. Como g2(U2) = [0, 1], segue o resultado.

• Prova de que gn|Un possui um único ponto crítico

gn−1(Un) cγn−2

g
kn−2−1
n−2 g

kn−2−1
n−2

Observe que g1(U1) = (0, 1) = g2(U2). A primeira igualdade é imediata enquanto a
segunda segue do fato de, pela de�nição de U2, termos gk0−10 ◦ g1(U2) = M1. Também
segue da de�nição de U1 que g1|U1 possui um único ponto crítico. Quanto a U2, basta
observar que g1(U2) = g0−k0 + 1(M1), do que concluimos ser c o único ponto crítico
de g2|U2 .

Para n ≥ 3, procedemos por indução supondo que a propriedade seja válida para n−1
e n − 2. Como Un ⊂ Un−1, temos que gn−1|Un possui c como seu único ponto crítico.
Ademais,

gn−1(Un) ⊂ (γn−2, c), onde (γn−2, c) é uma componente de Un−2\{c}. De fato gn−1(Un−2) =

(gn−1(γn, gn−2(ẑn)) = g
−kn−2+1
n−2 (γn−2, c) , o que implica que gkn−2

n−2 |gn−1(Un) é um difeo-
mor�smo do que segue o resultado.

O Lema 6.2.6 é o princial resultado dessa seção. Os Lemas 6.2.1, 6.2.3, 6.2.4 e 6.2.5 são
lemas auxiliares que estabelecem a ordem relativa das pré imagens do bordo ( pontos γn ),
pré imagens do ponto crítico (pontos zn, ẑn e zn ) e pontos da órbita crítica ( csn ). Conhecer
a distribuição desses pontos no intervalo é um pré requisito para se extender as aplicações
f sn|In , mantendo a presença de apenas um ponto crítico. Sobre as extensões f sn|Un obtidas
em 6.2.6, destaca-se o fato de um dos pontos do bordo de Un ser levado por f sn no bordo
de (0, 1).
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0 1c

f1

f3

f5

f0

f2

f4

.

Sejam γ̂n = f
−(kn−1)
n (γn) e x̂n = fn(ẑn). Observe que as de�nições de γ̂n e x̂n só fazem

sentido caso kn ≥ 2. De�nimos também qf = f(q) para todo q ∈ (0, 1).

6.2.7 Lema. Para n ≥ 3, temos:

1. f sn−1 aplica (γfn, c
f ) difeomor�camente em (∂n, csn).

2. Quando kn ≥ 2, fknsn−1 aplica (γ̂fn, x̂
f
n) difeomor�camente em (∂n, csn).

3. Quando kn ≥ 2, f (kn−1)sn−1 aplica (f sn(γ̂fn), f sn(x̂fn)) difeomor�camente em (∂n, csn).

Demonstração. 1. O Lema 6.2.6 garante que fn|(γn,zn) possui um único ponto crítico c.
Como (γn, c) ⊂ (γn, zn), segue que fn|(γn,c) é um difeomor�smo. Como (cf , γfn) =
f(γn, c), segue também que a aplicação:

f sn−1|(cf ,γfn)

é um difeomor�smo, do que segue o resultado.

2. Pelas de�nições de fn e γn, temos que fn(γn, c) = (∂n, csn) ⊃ (γn, c). Consequente-
mente, (fn)−i(γn, c) ⊂ (γn, c) para todo i ∈ N. Em particular,

(γ̂n, x̂n) ⊂ fn(γ̂n, x̂n) ⊂ f 2
n(γ̂n, x̂n) ⊂ ... ⊂ fkn−1n (γ̂n, x̂n) = (γn, c)

Como fn|(γn,c) é um difeomor�smo, concluimos que fknn |(γ̂n,x̂n) também é; o que por sua
vez implica que fknsn−1|(γ̂fn,x̂fn) também é um difeomor�smo.

3. A prova é análoga à do item anterior.
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6.3 Derivadas da Órbita Crítica

Tendo de�nido anteriormente as extensões Un dos intervalos In, nosso próximo passo será
fornecer uma primeira estimativa para a razão:(

Df sn+1(cf )
)2

Df sn(cf )Df sn−1(cf )

Nossa principal ferramenta será a expansão da razão cruzada, que usaremos em diversos
subintervalos de f(Un) para os quais f sn−1, fkn−1sn−1−1 ou f (kn−1−1)sn−1−1 seja um difeomor-
�smo.

Sejam dn = |csn − c|, dfn = |cfsn − c
f |, λn = dn

dn+2
e λfn = dfn

dfn+2

.

6.3.1 Lema. Seja α > 0 dada pelos real bounds e λn de�nido anteriormente. Então
λn ≥ 1 + α
para n ≥ 2. Ademais, se kn+1 ≥ 2, temos:

dn
dn+2+(n+1)

≥ 1 + α.

Demonstração. Observe que existe uma componente R de In\In+1 entre csn e csn+2 . Isso
ocorre pois csn+2 ∈ In+1 enquanto csn ∈ In−1\In, como podemos ver na �gura abaixo:

In+1In\In+1 cIn−1\In

csn csn+2

Por real bounds temos dn ≥ R + dn+2 ≥ α|In+1|+ dn+2 ≥ (1 + α)dn+2 do que segue que
λn ≥ 1 + α.

Quando kn+1 ≥ 2, temos que dn
dn+2+(n+1)

≥ λn ≥ 1 + α do que segue a última parte do
lema.

6.3.2 Lema. Para n su�cientemente grande existem funções θ(1)n , θ(2)n e θ(3)n tendendo a 1
quando n→∞ tais que :

1. dfn = θ
(1)
n ϑd`n

2. Df(csn) = θ
(2)
n `ϑd`−1n

3. dfn
dfn−dfn+2

= θ
(3)
n

d`n
d`n−d`n+2

= θ
(3)
n

1

1−λ−`n

Demonstração. 1. Segue imediatamente da condição de ordem do ponto crítico.

2. Tomando a derivada equação da condição de ordem do ponto crítico, temos:

Df(x) = ϑ`|x− c|`−1(1 + ψ1(x)) + ς(x)

Onde ψ(x) → 0 quando x → c e ς(x) é um termo de erro que também tende a 0
quando x→ c.
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3. Considere a função ε(a, x) = 1−x
1−ax , com x ∈ [0, (1 + α)−1] e a < 1 + α, onde α é a

constante dada em 6.3.1. Nós temos :

dfn

dfn − dfn+2

=
1

1− dfn+2

dfn

=
1

1− θ
(2)
n+2

θ
(2)
n

d`n+2

d`n

=
1

1− θ
(2)
n+2

θ
(2)
n

λ−`n

= θ(3)n
1

1− λ−`n

Isolando θ(3)n na última igualdade obtemos θ(3)n = ε(
θ
(2)
n+2

θ
(2)
n

, λ−`n ). Como, pelo item dois

desse lema,
θ
(2)
n+2

θ
(2)
n

→ 1 e ε(a, x) tende uniformement para 1 quando a → 1, concluimos

que θ(3)n → 1.

6.3.3 Lema. Para n grande o su�ciente, existe uma constante K(1)
n que tende a 1 quando

n→∞ tal que :

|Df sn−1(cfsn+1
)| ≥ K(1)

n

dn + d̃n+1

dfn+1

dfn−1

dfn−1 − d
f
n+1

Demonstração. Sejam g = f sn−1, T = (γfn, c
f ), J = {cfsn+1

}, L = ((γfn, c
f
sn+1

) e R =

(cfsn+1
, cf ). Observe que, por 6.2.7, g aplica os intervalos T ,J , L e R difeomor�camente

em:

g(T ) = (csn , ∂n), g(J) = {ctn+1}, g(L) = (ctn+1 , ∂n) e g(R) = (csn , ctn+1)

Usando a expansão da razão cruzada obtemos:

Df sn−1(cfsn+1
) ≥ g(L)

g(T )

g(R)

R

T

L

≥ g(L)

g(T )

dn + d̃n+1

dfn+1

γfn

γfn − dfn+1

Como 0 < d̃n < dn e 0 < γfn < dfn−1, obtemos:

Df sn−1(cfsn+1
) ≥ K(1)

n

dn + d̃n+1

dfn+1

dfn−1

dfn−1 − d
f
n+1

Como queríamos demonstrar.

6.3.4 Lema. Para n grande o su�ciente, existe uma constante K(1)
n−1 que tende a 1 quando

n→∞ tal que :

|Dfkn−1sn−1−1(cfsn)| ≥ K
(1)
n−1

dn−1 − dn+1

dfn

Demonstração. Sejam g = fkn−1sn−1−1, T = (x̂fn−1, γ̂
f
n−1), J = {cfsn}, L = (cfsn , γ̂

f
n−1) e

R = (x̂fn−1, c
f
sn). Observe que, por 6.2.7, g aplica os intervalos T ,J , L e R difeomor�camente

em:

g(T ) = (csn−1 , ∂n−1), g(L) = (csn+1 , ∂n−1), g(J) = {csn+1} e g(R) = (csn−1 , csn+1)
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γ̂fn x̂fncfsn+1

∂n csncsn+2

fknsn−1

Em seguida usamos a expansão da razão cruzada para obter:

Dfkn−1sn−1−1(cftn) ≥ g(L)

g(T )

g(R)

R

T

L

≥ g(L)

g(T )

dn−1 − dn+1

d̃fn − x̂fn−1

x̂fn−1 − γ̂
f
n−1

γ̂fn−1 − d̃
f
n

≥ K
(1)
n−1

dn−1 − dn+1

d̃fn

6.3.5 Lema. Seja tn = sn + sn−1. Para n su�cientemente grande temos:

Df (kn−1−1)sn−1−1(cftn) ≥ Kn−1
dn−1 − dn+1

d̃fn

Demonstração. Sejam g = f (kn−1−1)sn−1−1, T = (f sn−1(x̂fn−1), f
sn−1(γ̂fn−1)), J = {cftn}, L =

(cftn , f
sn−1(γ̂fn−1)) e R = (f sn−1(x̂fn−1), c

f
tn). Observe que, por 6.2.7, g aplica os intervalos T ,J ,

L e R difeomor�camente em:

g(T ) = (csn−1 , ∂n−1), g(L) = (csn+1 , ∂n−1), g(J) = {csn+1} e g(R) = (csn−1 , csn+1)
Em seguida usamos a expansão da razão cruzada para obter:

Df (kn−1−1)sn−1−1(cftn) ≥ g(L)

g(T )

g(R)

R

T

L

≥ g(L)

g(T )

dn−1 − dn+1

d̃fn − f sn−1(x̂fn−1)

f sn−1(x̂fn−1)− f sn−1(γ̂fn−1)

γ̂fn−1 − d̃
f
n

≥ K
(1)
n−1

dn−1 − dn+1

d̃fn

6.3.6 Lema. Para n grande o su�ciente, existe uma constante K(1)
n−1 que tende a 1 quando

n→∞ tal que :

|Df sn−1−1(cf )| ≤ K(1)
n

dn−1 + d̃n

dfn

dfn−2

dfn−2 − d
f
n+1
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Demonstração. Sejam h = f sn−1−1, T = (γfn−1, c
f ), R = {cf},J = (cf , cfsn) e L = (cfsn , γ

f
n).

Observe que, por 6.2.7, h aplica os intervalos T ,J , L e R difeomor�camente em:

g(T ) = (∂n−1, csn−1), g(R) = {csn−1}, g(J) = (csn−1 , ctn) e g(L) = (ctn , ∂n−1)

Usando a expansão da razão cruzada obtemos:

Df sn−1−1(cf ) ≤ h(T )

h(L)

h(J)

J

L

T

≤ g(T )

g(L)

dn−1 + d̃n

dfn

dfn−2

dfn−2 − d
f
n

Temos então que g(T )
g(L)

= K
(1)
n−1 → 1 quando n→∞, o que termina a prova.

No próximo lema, começamos a estimar as derivadas na órbita crítica. Antes devemos
introduzir a seguinte de�nição:

qn =
Df sn−1(cfsn+1

)

Df sn−1(cf )

6.3.7 Lema. Para n su�cientemente grande, existem funções K(2)
n → 1 e K̂(2)

n → 1 quando
n→∞ tais que:

(Df sn+1(cf ))2

Df sn(cf )Df sn−1(cf )
≥ K(2)

n λ2−`n−1`
2 qn−1
qn

1− λ−1n
1− λ−`n−2

1− λ−1n−1
1− λ−`n−1

,

Demonstração. Usando a regra da cadeia obtemos:

(Df sn+1(cf ))2

Df sn(cf )Df sn−1(cf )
=

[
Df sn−1(cf )Df(csn)Dfkn−1sn−1−1(cfsn)Df(cfsn+1

)
]2

Df sn−1(cf )Df(csn)Df sn−1−1(cf )Df(csn−1)

=
(
Dfkn−1sn−1(cfsn)

)2 Df sn−1(cf )Df(csn)

Df sn−1−1(cf )Df(csn−1)
=

=
qn−1
qn

(
Dfkn−1sn−1(cfsn)

)2 Df sn−1(cfsn+1
)Df(csn)

Df sn−1−1(cfsn)Df(csn−1)

=
qn−1
qn

(
Df (kn−1−1)sn−1(cftn)Df sn−1−1(cfsn)Df(ctn)

)2 Df sn−1(cfsn+1
)Df(csn)

Df sn−1−1(cfsn)Df(csn−1)

=
qn−1
qn

(
Df (kn−1−1)sn−1(cftn)

)2
Df sn−1(cfsn+1

)Df sn−1−1(cfsn)
Df(csn) (Df(ctn))2

Df(csn−1)

=
qn−1
qn

(
Df (kn−1−1)sn−1−1(cftn)

)2
Df sn−1(cfsn+1

)Df sn−1−1(cfsn)
Df(csn)

(
Df(ctn)Df(csn+1)

)2
Df(csn−1)

Dividimos essa expressão em dois termos:
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• Termo 1:
Df(csn )(Df(ctn )Df(csn+1 ))

2

Df(csn−1 )

• Termo 2: qn−1

qn

(
Df (kn−1−1)sn−1−1(cftn)

)2
Df sn−1(cfsn+1

)Df sn−1−1(cfsn)

Usando 6.3.2 estimamos o Termo 1:

θ
(2)
n

(
θ
(2)
n

)2 (
θ
(2)
n+1

)2
θ
(2)
n−1

ϑ4`4
d`−1n d̃2`−2n d2`−2n+1

d`−1n−1
(6.1)

Já para estimar o Termo 2 usamos os lemas 6.3.3, 6.3 e 6.3.5

qn−1
qn

(
Df (kn−1−1)sn−1−1(cftn)

)2
Df sn−1(cfsn+1

)Df sn−1−1(cfsn)

≥ qn−1
qn

K(2)
n

(
dn−1 − dn+1

d̃fn

)2
dn−1 + d̃n

dfn

dfn−2

dfn−2 − d
f
n

dn + d̃n+1

dfn+1

dfn−1

dfn−1 − d
f
n+1

≥ qn−1
qn

K(2)
n

(
1

θ
(1)
n ϑ

)4(
dn−1 − dn+1

d̃`n

)2
dn−1 + d̃n

d`n

dfn−2

dfn−2 − d
f
n

dn + d̃n+1

d`n+1

dfn−1

dfn−1 − d
f
n+1

(6.2)

Combinando as estimativas de 6.1 e 6.2, obtemos:

(Df sn+1(cf ))2

Df sn(cf )Df sn−1(cf )
≥

≥ K(3)
n `4

qn−1
qn

(
dn−1 − dn+1

d̃n

)2
1

1− λ−`n−2
1

1− λ−`n−1

d`−2n+1

d`−2n−1

≥ K(3)
n `4

qn−1
qn

(
dn−1 − dn+1

dn

)2
1

1− λ−`n−2
1

1− λ−`n−1

d`−2n+1

d`−2n−1

≥ K(3)
n `4

qn−1
qn

(
1− λ−1n−1

)2 1

1− λ−`n−2
1

1− λ−`n−1

d`−2n+1

d`−2n−1

(
dn−1
dn

)2

Onde:

K̂(2)
n = K(1)

n K
(1)
n−1

θ
(3)
n−1θ

(3)
n−2θ

(2)
n

(
θ
(2)
n+1

)2
θ
(1)
n+1θ

(1)
n θ

(2)
n−1

Como consequência direta de 6.3.2 e de , concluimos que K(2)
n → 1 quando n→∞.

6.4 Crescimento Exponencial da Derivada

Partindo do resultado obtido no Lema 6.3.7, nosso próximo passo é provar queDf sn(cf )→
∞ quando n→∞. Utilizando a desigualdade obtida em 6.3.7, concluimos que:
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(Df sn+1(cf ))2

Df sn(cf )Df sn−1(cf )
≥ K(3)

n `4
qn−1
qn

(
1− λ−1n−1

)2 1

1− λ−`n−2
1

1− λ−`n−1

d`−2n+1

d`−2n−1

(
dn−1
dn

)2

≥ K(3)
n `4

qn−1
qn

1− λ−1n−1
1− λ−1n−2

1− λ−1n−2
1− λ−`n−2

1− λ−1n−1
1− λ−`n−1

d`−2n+1

d`−2n−1

(
dn−1
dn

)2

≥ Pn−1
Pn

σn−1`
2

(
dn−1
dn

)2

onde

σn−1 = K(3)
n `2

1− λ−1n−2
1− λ−`n−2

1− λ−1n−1
1− λ−`n−1

(
dn−1
dn+1

)2

e

Pn =
qn

1− λ−1n−1
O que nos deixa com a seguinte desigualdade:

(Df sn+1(cf ))2

Df sn(cf )Df sn−1(cf )
≥ Pn−1

Pn
σn−1`

2

(
dn−1
dn

)2

(6.3)

Em seguida, multiplicamos (Dfsn+1 (cf ))2

Dfsn (cf )Dfsn−1 (cf )
e (Dfsn+2 (cf ))2

Dfsn+1 (cf )Dfsn (cf )
para obter:

(Df sn+2(cf ))2

Df sn+1(cf )Df sn(cf )

(Df sn+1(cf ))2

Df sn(cf )Df sn−1(cf )

=
(Df sn+2(cf ))2Df sn+1

(Df sn(cf ))2Df sn−1
≥ Pn−1
Pn+1

σnσn−1`
4

(
dn−1
dn+1

)2

Tomando log dos dois lados da inequação, obtemos:

Xn+1 ≥ Xn−1 + δn−1 − δn+1 + εn−1 + εn + 2 log
dn−1
dn+1

(6.4)

Onde:

δn = logPn

εn = log σn

Xn = log
(
Df sn+1(cf )

)2
Df sn(cf )

Nosso próximo passo será encontrar a solução geral para a equação em diferença 6.4, o
que será feito no seguinte lema:

6.4.1 Lema. Para n ≥ 3 temos:
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Xn ≥


X1 + δ1 − δn +

n−1∑
i=1

εi + 2 log d1
dn
, se n é ímpar,

X2 + δ2 − δn +
n−1∑
i=2

εi + 2 log d2
dn
, se n é par.

Demonstração. A prova se dá por indução. Observe que, por 6.4, temos:

X3 ≥ X1 + δ1 − δ3 +
2∑
i=1

εi + 2 log
d1
d3

X4 ≥ X2 + δ2 − δ4 +
3∑
i=2

εi + 2 log
d2
d4

Nossa hipótese de indução será:

Xn ≥


X1 + δ1 − δn +

n−1∑
i=1

εi + 2 log d1
dn
, se n é ímpar,

X2 + δ2 − δn +
n−1∑
i=2

εi + 2 log d2
dn
, se n é par.

Para n par temos:

Xn+2 ≥ Xn + δn − δn+2 + εn+1 + εn + 2 log
dn
dn+2

≥

(
X2 + δ2 − δn +

n−1∑
i=2

εi + 2 log
d2
dn

)
+ δn − δn+2 + εn+1 + εn + 2 log

dn
dn+2

≥ X2 + δ2 − δn+2 +
n+1∑
i=2

εi + 2 log
d2
dn+2

Por outro lado, se n é ímpar temos:

Xn+2 ≥ Xn + δn − δn+2 + εn+1 + εn + 2 log
dn
dn+2

≥

(
X1 + δ1 − δn +

n−1∑
i=1

εi + 2 log
d1
dn

)
+ δn − δn+2 + εn+1 + εn + 2 log

dn
dn+2

≥ X1 + δ1 − δn+2 +
n+1∑
i=1

εi + 2 log
d1
dn+2

o que conclui a prova.

Nosso próximo passo será encontrar uma solução para tal que o limite inferior de Xn
n

seja
positivo.

6.4.2 Lema. Seja uma sequência que satisfaça 6.4.1. Então, caso lim infn εn > −∞, temos:

lim inf
n

Xn

n
≥ lim inf

n
εn
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Demonstração. Considere a equação em diferença presente em 6.4.1. Dividimos seu lado
esquerdo em quatro termos:

• Xi

• δi − δn

•
n−1∑
j=i

εj

• 2 log dn
dn+2

Onde i = 1 quando n é ímpar e i = 2 quando n é par.
Como X1 e X2 são limitados, temos

lim
n→∞

Xi

n
→ 0

Quanto ao segundo termo, observe que 3.2.13 garante que δn possui limites superior e
inferior, do que se depreende:

lim
n→∞

δi − δn
n

= 0

Em relação ao quarto termo, basta observar que di
dn
≥ 1, o que implica log di

dn
≥ 0.

Concluimos portanto que:

lim inf
n

Xn

n
≥ lim inf

n

n−1∑
j=i

εj

n
= lim inf

n
εn

6.4.3 Lema. Seja ` ∈ (1, 2] e εn = 1
2

log σn, onde σn é de�nido em 6.4. Então existe ε > 0
tal que

lim inf
n

εn ≥ ε

Demonstração. Considere a função ψ` : [1,∞)→ R de�nida por ψ`(1) = 1 e

ψ`(t) = `
1− t−1

1− t−`
para t > 1. Prova-se com um simples exercício de cálculo que ψ` é estritamente crescente,
contínua e possui limt→∞ ψ`(t) = `. Fixando t = t0 > 1 e tratando ψ`(t0) como uma função
`→ ψ`(t0), também constatamos que ψ`(t0) é crescente para todo t0 > 1. Lembrando que:

σn = K(2)
n `2λ2−`n−1

1− λ−1n−1
1− λ−`n−1

1− λ−1n−2
1− λ−`n−2

= K(2)
n λ2−`n−1ψ`(λn−1)ψ`(λn−2)

Como K(2)
n → 1 basta provar λ2−`n−1ψ`(λn−1)ψ`(λn−2) é uniformemente maior que 1. Divi-

dimos a prova em dois casos: ` ∈
(
1, 3

2

)
e ` ∈

[
3
2
, 2
]
. No primeiro caso, observe que ψ`(x) > 1,

o que implica que o produto é maior que λ2−`n−1. Pelo Lema 6.3.1 temos λ2−`n−1 =
√

1 + α. Já no
segundo caso, como λ2−`n−1 > 1, o produto é maior ou igual a ψ 3

2
(λn−1)ψ 3

2
(λn−2). Mais uma

vez usando 6.3.1, temos:
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ψ 3
2
(λn−1)ψ 3

2
(λn−2) ≥

[
ψ 3

2
(1 + α)

]2
Assim, concluimos que ε = min{

√
1 + α,

[
ψ 3

2
(1 + α)

]2
}.

Como consequência dos Lemas 6.4.2 e 6.4.3, temos:

lim inf
n

Xn

n
≥ ε

para ` ∈ (1, 2].

6.5 Crescimento da Derivada

Na seção anterior, mais especi�camente nos lemas 6.4.2 e 6.4.3, provamos que

log
[(
Df sn+1(cf )

)2
Df sn(cf )

]
≥ nε

para algum ε maior do que zero. Infelizmente, tal resultado não garante que Df sn(cf )
cresça exponencialmente com n. Tudo o que se pode garantir é que existe uma subsequência
sin de sn para a qual logDf sin (cf ) ≥ ε

2
in. Nosso principal objetivo nessa seção será extender

esse resultado para toda a sequência sn, ou seja, provar que Df sn(cf )→∞.

6.5.1 Lema. Suponha que exista uma subsequência sin de sn para a qual logDf sin−1(cf ) ≥
ε
2
(in − 1). Então, para n su�cientemente grande, temos que:

logDf sin+1(cf ) ≥ ε

6
(in − 1)

Demonstração. Pelo lema 6.3.2, Df(csin−1
) = θ

(2)
in−1`ϑd

`−1
in−1. Combinando essa igualdade com

a desigualdade obtida em 6.3.6, obtemos:

Df sin−1(cf ) = Df sin−1−1(cf )Df(csin−1
) ≤ θ

(2)
in−1`ϑd

`−1
in−1

g(T )

g(L)

din−1 + d̃in

dfin

dfin−2

dfin−2 − d
f
in

= Kin−1 `
din−1 + d̃in

din

(
din−1
din

)`−1 (
1− λ−`in−2

)
= Kin−1 `

(
1 +

d̃in
din−1

)(
din−1
din

)` (
1− λ−`in−2

)
com Kin−1 = Kin−1

θ
(3)
in−2θ

(2)
in−1

θ
(1)
in

. Com isso temos:

logKin−1 `

(
1 +

d̃in
din−1

)(
din−1
din

)` (
1− λ−`in−2

)
≥ logDf sin−1(cf ) ≥ (in − 1)

ε

2

Isolando o termo log din−1

din
, obtemos:
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` log
din−1
din

≥ (in − 1)
ε

2
− logKin−1 `

(
1 +

d̃in
din−1

)(
1− λ−`in−2

)
Considere agora (Dfsn+1(cf ))2

Dfsn−1(cf )
. Usando a regra da cadeia obtemos:

(Df sin+1(cf ))2

Df sin−1(cf )
=

(Df(csin+1
)Dfkin−1sin−1(cfsin )Df sin−1(cf )Df(csin ))2

Df sin−1−1(cf )Df(csin−1
)

=

[
(Df(csin+1

)Df(csin )Df(ctin ))2

Df(csin−1
)

]
qin−1
q2in

(
Df sin−1(cfin+1)Df

(kin−1−1)sin−1(cftin )
)2
Df sin−1−1(cfin)

≥ K
(2)
in

qin−1
q2in

`5
d2`−2in

d̃2`−2in
d2`−2in+1

d`−1in−1

(
din + d̃in+1

dfin+1

dfin−1

dfin−1 − d
f
in+1

dn−1 − dn+1

dfn

)2
din−1 + d̃in

dfin

dfin−2

dfin−2 − d
f
in

≥ K
(2)
in

qin−1
q2in

`5

(
1− λ−1in−1
1− λ−`in−1

)2

(1− λ−1in )2
1

1− λ−`in−2

(
din−1
din+1

)2−`(
din−1
din+1

)2

≥ K
(2)
in

qin−1
q2in

`5(1− λ−1in )
1− λ−1in−1
1− λ−1in−2

1− λ−1in−2
1− λ−`in−2

(
1− λ−1in−1
1− λ−`in−1

)2(
din−1
din+1

)2−`(
din−1
din+1

)2

Ao tomar o logaritmo dos dois extremos dessa desigualdade e usar nossa estimativa
anterior para Df sin−1(cf ), obtemos:

2 logDf in+1(cf ) ≥ log

K(2)
in

qin−1
q2in

`5(1− λ−1in )
1− λ−1in−1
1− λ−1in−2

1− λ−1in−2
1− λ−`in−2

(
1− λ−1in−1
1− λ−`in−1

)2
+

+(2− `) log
din−1
din+1

+ 2 log
din−1
din+1

+ logDf sin−1(cf ) ≥

≥ (in−1)
ε

2
+(in−1)

ε(2− `)
2`

− 2− `
`

log

[
Kin−1

(
1 +

d̃in
din−1

)
(1− λ−`in−2)

]
+2 log

(
din−1
din+1

)
+

+ log

K(2)
in

qin−1
q2in

`5(1− λ−1in )
1− λ−1in−1
1− λ−1in−2

1− λ−1in−2
1− λ−`in−2

(
1− λ−1in−1
1− λ−`in−1

)2


≥ (in − 1)
ε

`
− 2− `

`
log

[
Kin−1

(
1 +

d̃in
din−1

)
(1− λ−`in−2)

]
+ 2 log

(
din−1
din+1

)
+
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+ log

K(2)
in

qin−1
q2in

`5(1− λ−1in )
1− λ−1in−1
1− λ−1in−2

1− λ−1in−2
1− λ−`in−2

(
1− λ−1in−1
1− λ−`in−1

)2
 ≥ (in − 1)

ε

3

para n su�cientemente grande, o que termina a prova.

Dessa forma chegamos à seguinte dicotomia: ou Df s2k(cf ) → ∞ quando k → ∞ ou
Df s2k+1(cf ) → ∞ quando k → ∞. Nosso próximo objetivo será provar que os intervalos In
estão in�nitamente centralizados nos intervalos In−1, o que será feito logo em seguida. Para
tanto precisaremos das seguintes de�nições:

6.5.2 De�nição. De�nimos I+n como a componente conexa de In−1\In que se encontra à
esquerda de In. Da mesma form de�nimos I−n como a componente conexa de In−1/In que se
encontra à direita de In.

6.5.3 Lema. Considere mais uma vez uma sequência crescente in tal que Df sin−1(cf )→∞.

Então temos |Ini−2|
|Ini−1| → ∞. Ademais,

|I+ni−1|
|Ini−1| → ∞ implica

|I+ni |
|Ini |
→ ∞ e também

|M+
ni
|

|Mni |
→ ∞;

enquanto
|I−ni−1|
|Ini−1| →∞ implica

|I−ni |
|Ini |
→∞ e também

|M−
ni
|

|Mni |
→∞.

Demonstração. Para provar a primeira a�rmação, de que Df sin−1(cf )→∞ implica
|Ini−2|
|Ini−1| →

∞, basta usar 6.3.2 e a regra da cadeia. Vamos então nos concentrar em provar a segunda
a�rmação.

De�na Uin−1 ⊂Min−1 de forma que Uin−1 = (fn−1(ẑin−2), yin−2) seja aplicado difeomor�-
camente por fkn−2

n−2 na componente de Iin−2\{csin−1
} que contém Iin−1. Em seguida considere

os intervalos de�nidos em 6.5.2:

Iin−1 = I+in ∪ Iin ∪ I
−
in

Em seguida de�nimos I+in , I
−
in
⊂ Uin−1 de forma que fkn−2

n−2 (I+in) = I+in enquanto f
kn−2

n−2 (I−in) =
I−in .

Obviamente o intervalo I+in ∪ fn−1(Iin) ∪ I−in é levado por fkn−2

n−2 em In−2. Como fkn−2

in−2 =
Lin−2 ◦ f , onde Lin−2 são aplicações cuja distorção é uniformemente limitada, concluimos

que
|I+ni−1|
|Ini−1| →∞ implica

|I+in |
|fn−1(Iin )|

→∞, enquanto
|I−ni−1|
|Ini−1| →∞ implica

|I−in |
|fin−1(Iin )|

→∞.

Por outro lado, observe que as pré imagens dos intervalos I+in e I−in por fin−1 estão
contidas em Ini−1. Como fin−1 = Lin−1 ◦ f , onde Lin−1 possui distorção uniformemente

limitada, podemos garantir que
|I+in |

|fn−1(Iin )|
→∞ implica

|I+ni |
|Ini |
→∞, enquanto

|I−in |
|fn−1(Iin )|

→∞

implica
|I−ni |
|Ini |
→∞.

Por �m, o fato defin−1 poder ser decomposta em Lin−1 ◦ f onde Lin−1 possui distorção

uniformemente limitada nos permite concluir que
|I+ni−1|
|Ini−1| →∞ implica

|M+
ni
|

|Mni |
→∞ enquanto

|I−ni−1|
|Ini−1| →∞ implica

|M−
ni
|

|Mni |
→∞.

6.5.4 Lema. Se existe uma sequência crescente in para a qual
|M+

in
|

|Min |
ou

|M−
in
|

|Min |
, então existe

uma sequência bn →∞ de forma que Iin+1 está bn centralizado em Iin.
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Demonstração. Existe uma sequência an → ∞ para a qual fin(Iin+1) ⊂ Min possui um
espaço lateral de tamanho an|fin(Iin+1)| dentro de Min . Como Min está α centralizado em
Iin−1, concluimos que fin(Iin+1) está anα centralizado em Iin−1. Daí basta tomar a pré
imagem de ambos por fin para obter o resultado.

Os lemas 6.5.2 e 6.5.4 provam que existe uma sequência An → ∞ tal que os intervalos
Mn e In estão An centralizado em In−1. Nosso próximo passo será obter estimativas para o
espaço existente entre Mn e In, o que será feito no próximo lema.

6.5.5 Lema. Se existe uma sequência An → ∞ de forma que Mn está An centralizado em
In−1 e se kn ≥ 2 para todo n ∈ N, então temos |Gn||In| → ∞, onde Gn é o espaço entre In e
Mn.

Demonstração. Se Mn está Bn centralizado em In−1, então existe uma função bAn com
b(An) → ∞ quando An → ∞ tal que (fn−1)

−1(Mn) ⊂ Mn está b(An) centralizado em Mn.
Como fn(In+1) ⊂ (fn−1)

−1(Mn), temos que a distância En entre fn(In+1) e In é tal que
En

|fn(In+1)| →∞ quando n→∞. Tomando a pré imagem por fn, obtemos o resultado.

Uma consequência direta de 6.5.5 é que dn > |In| para n su�cientemente grande. Ademais,
como |In−1|

|In| →∞, temos que dn
dn+1

. Daqui por diante nosso objetivo será comparar Df sn(cf )

com a razão |In−1|
|In| →∞, o que será feito nos dois lemas a seguir.

6.5.6 Lema. Existe n0 tal que:

2−`−1ϑ|In|` ≤ |f(In)| ≤ 4ϑ|In|`

para todo n ≥ n0, onde ϑ é a constante de�nida em 2.0.2. Ademais, para todo intervalo de

primeiro retorno J ⊂ In\{c} temos

|f(J)| ≥ ϑ

2
|J |`

Demonstração. Observe a de�nição 2.0.2. Tomamos n0 grande o bastante para que ψ(x) ∈
(−1

2
, 1) para todo x ∈ In0 . Tomando In = (c− a, c+ b) e n ≥ n0 obtemos:

ϑ

2
(a` + b`) ≤ |f(In)| ≤ 2ϑ(a` + b`)

Observe que a ou b é maior ou igual a |In|
2
. Supondo que seja a, obtemos:

ϑ

2

(
|In|
2

)`
≤ ϑ

2

(
|In|
2

)`
+ b` ≤ ϑ

2
(a` + b`) ≤ |f(In)|

Por outro lado, tanto a quanto b são menores que |In|, o que nos dá:

|f(In)| ≤ 2ϑ(a` + b`) ≤ 2ϑ
(
2|In|`

)
≤ 4ϑ|In|`

o que termina a primeira desigualdade.
Quanto à segunda desigualdade, basta supor n grande para obter:

|f(J)| ≥ ϑ`

2

b∫
a

|x|`−1dx ≥ ϑ`

2

b−a∫
0

|u|`−1du =
ϑ

2
|J |`
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o que termina a prova.

6.5.7 Lema. Sejam K a constante de distorção obtida em 3.2.11 e ϑ em 2.0.2. Existe n0

tal que:

K−1
ϑ−1

4

|In−1|
|In|`

≤ Df sn−1(cf ) ≤ 2`+1Kϑ−1
|In−1|
|In|`

para todo n maior que n0

Demonstração. Pelo teorema do valor médio, existe d ∈ f(In) tal que Df sn(d) = |In−1|
|f(In)| .

Usando o controle de distorção obtido em 3.2.11, concluimos que:

K−1 ≤ Df sn−1(cf )

Df sn−1(d)
≤ K

o que nos dá:

K−1
|In−1|
|f(In)|

≤ Df sn−1(cf ) ≤ K
|In−1|
|f(In)|

Em seguida, basta usar 6.5.6 para obter:

K−1
ϑ−1

4

|In−1|
|In|`

≤ Df sn−1(cf ) ≤ 2`+1Kϑ−1
|In−1|
|In|`

como queríamos demonstrar.

Finalmente estamos prontos para provar que Df sn(cf )→∞ quando n→∞. Para tanto
usamos primeiramente a regra da cadeia para obter:

Df sn(cf ) = Df sn−1(cf )Df(csn

Em seguida usamos 6.3.2 e 6.5.7 para obter as seguintes desigualdades:

K−1θ(2)n
`

4

|In−1|
|In|`

d`−1n ≤ Df sn(cf ) ≤ 2`+1Kθ(2)n `
|In−1|
|In|`

d`−1n

Mas graças a 6.5.5 podemos garantir que dn > |In|, o que nos leva a concluir que |In| <
dn < |In−1. Assim temos:

K−1θ(2)n
`

4

|In−1|
|In|

≤ Df sn(cf ) ≤ 2`+1Kθ(2)n `

(
|In−1|
|In|

)`
Como já provamos que |In−1|

|In| → ∞, concluimos que Df sn(cf ) também tende à medida
em que n cresce.

6.6 Crescimento de Dfn(cf)

Em seguida provaremos que Dfn(cf ) → ∞, que é uma condição su�ciente para a exis-
tência de acip de acordo com [SSBRL08]. Isso será feito no lema a seguir:

6.6.1 Lema. Seja f ∈ Cd com combinatória de Fibonacci generalizada e kn ≥ 2 para todo
n ∈ N. Então Dfk(cf )→∞.
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Demonstração. Tome o maior sn tal que sn ≤ k. Nesse caso temos k = sn + j. Dividimos a
prova em diversos casos dependendo do valor de j em cada etapa:

1. j < sn−1

Usando o lema 3.2.13, obtemos

Df j(cf ) ≥ Df sn(cf )Df j(cfsn) ≥ Df sn(cf )
1

K
Df j(cf )

Em seguida basta iterar o processo.

2. sn−1 ≤ j ≤ 2sn−1 − 1

Usando os lemas 6.5.7 e 6.3.2 obtemos:

Dfk(cf ) ≥ Df sn(cf )Df sn−1−1(cfsn)Df(ctn)Df j1(cftn) ≥

≥ Ω1
|In−1|
|In|

(
|In−2|
|In−1|`

)
d`−1n Df j1(cftn)

≥ Ω1
|In−2|
|In−1|

(
|In−1|
|In|

)2−`

Df j1(cf )

Onde

j1 < sn−1

Ω1 = K−3
1

16
θ
(2)
n+1 `2θ(2)n

Ω2 = K−3
1

16
θ
(2)
n+1 `2θ(2)n L`−11

Em seguida iteramos o processo novamente.

3. j ≥ 2sn−1

Usando os lemas 6.5.7, 6.3.2 e 6.6.1 obtemos:

Dfk(cf ) ≥ Df sn(cf )Df sn−1−1(cfsn)Df isn−1(ctn)Df(csn+(i+1)sn−1)Df
j1(cfsn+(i+1)sn−1

) ≥

≥ Ω3
|In−1|
|In|

(
|In−2|
|In−1|`

)
d`−1n Df j1(cfsn+(i+1)sn−1

)

≥ Ω4
|In−2|
|In−1|

(
|In−1|
|In|

)2−`

Df j1(cf )
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Onde

j1 < sn−1

Ω3 = Ω1K
−1
1

Ω4 = Ω3K
−1
1

Em seguida iteramos o processo novamente.

Como o número de iterados para os quais |In−1|
|In| é menor que Ω1,Ω2,Ω3 ou Ω4 é �nito,

podemos concluir que Dfn(cf )→∞
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