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Resumo

Muitos problemas de controle ótimo apresentam um comportamento sofisticado e ainda não

totalmente compreendido, o Fenômeno Fuller. Podemos descrever ingenuamente este fenômeno

pela acumulação de descontinuidades no controle.

Neste trabalho elaboramos extensões dos resultados clássicos de detecção deste comportamento

aos sistemas com mútiplos controles e damos uma descrição puramente geométrica do problema que

nos permite extrair informações e compreender sua complexidade examinando apenas os campos

vetoriais envolvidos.

Aplicamos estas técnicas a sistemas de controle que derivam de sistemas hamiltonianos, desco-

brindo caracteŕısticas surpreendentes destes problemas e dando condições suficientes para existência

de Fenômeno Fuller em uma famı́lia destes sistemas.

Palavras-chave: controle ótimo, Prinćıpio do Máximo de Pontryagin, sistemas hamiltonianos,

chattering, Fenômeno Fuller, controle singular.
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Abstract

Many optimal control problems exhibit a peculiar behavior not completely understood, the

Fuller Phenomenon. In a naive way, this phenomenon can be described as the accumulation of

descontinuities in the control function.

In this work we elaborate extensions to multiple input control systems of classic results on the

detection of this behavior, and we give a purely geometric description of the problem which allows

us to extract information and best understand the complexity of the system by considering only

the vector fields that define it.

We apply this tecnique to control systems derived from Hamiltonian systems, leading to the

observation of surprising features of this kind of behavior. Finally, we give sufficient conditions for

existence of the Fuller Phenomenon in a subfamily of these systems.

Keywords: optimal control,Pontryagin Maximum Principle, Hamiltonian systems, chattering,

Fuller Phenomenon, singular control.
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Definições

Na lista abaixo T é um espaço topológico, x um vetor de Rn e f e g campos vetoriais do Rn.

Mes (T ) Conjunto das funções mensuráveis u : [a, b] → T .

sign (x) Vetor cuja i-ésima entrada é 1 se xi > 0 e -1 se xi < 0.

Se algum xi = 0 então sign (x) não está definido.

ẋ(t) Derivada com relação a t de uma função x(t).

x(k)(t) k-ésima derivada com relação a t de uma função x(t).

[f, g] O produto de Lie de f e g.

adk
f g O produto de Lie iterado k vezes, [f, [f, . . . [f, g] . . .]],

com adf g = [f, g]. Por convenção ad0
f g = g.
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Introdução

Em problemas aplicados de controle de sistemas dinâmicos, um dos principais desafios é a

otimização de funcionais como consumo de combust́ıvel, lucro e tempo. A busca por controles

ótimos tem como ferramenta básica o Prinćıpio do Máximo de Pontryagin, enunciado em 1961 por

Lev Semenovich Pontryagin [1].

Como uma consequência direta deste prinćıpio, muitos dos controles ótimos são descont́ınuos.

Isto é particularmente verdade em sistemas afins com relação ao controle, nos quais claramente o

controle é o sinal de uma função diferenciável em quase todo ponto.

Entretanto, um comportamento inesperado, primeiro observado por Anthony Thomas Fuller

em 1963 [2] ao estudar um simples problema mecânico, é a possibilidade de acumulação de descon-

tinuidades do controle. Tal comportamento, como demonstrado por Kupka em 1990 [3] não é uma

excessão e sim muito mais comum e persistente do que esperávamos.

Atualmente conhecido como Fenômeno Fuller, este aspecto dos problemas de controle ótimo

tem sido estudado por diversos pesquisadores do ponto de vista teórico e aplicado. Apesar dos

avanços de Kupka, muitas questões ficam por ser respondidas. Um caso de particular interesse são

problemas afins com múltiplos controles. Um tratamento adequado para detectar Fenômeno Fuller

nas fronteiras de arcos singulares era, até então, desconhecida. Também não era claro o papel das

distribuições geradas pelos campos vetorias que definem o sistema na possibilidade ou não dessa

acumulação de continuidades.

Neste trabalho consideramos sistemas com múltiplos controles para os quais estendemos re-

sultados clássicos relacionados à ordem do problema e damos critérios suficientes, baseados nas

distribuições geradas pelos campos, para detectar Fenômeno Fuller. Em seguida, aplicamos estes

resultados ao controle ótimo de sistemas mecânicos. Finalizamos discutindo o problema de controle

de véıculos subaquáticos.
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Caṕıtulo 1

Conceitos básicos

Considere o problema de controle ótimo:

minimizar
∫ Tf (u)

0
f0(x) +

m∑
i=0

g0i(x)ui dt

sujeito à



ẋ = f(x) +
∑m

i=0 gi(x)ui

u = (u1, . . . , um) : [0, Tf (u)] → Rm tal que

|ui(t)| ≤ K(t), ∀t ∈ [0, Tf (u)] , i = 1, . . . ,m

x(0) = A

x(Tf (u)) = B

onde:

(i) x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn e u = (u1, . . . , um) ∈ Rm

(ii) f , gi, i = 1, . . . ,m, são campos vetoriais de Rn anaĺıticos com relação às duas variáveis

(iii) f , gi, f0, g0i, i = 1, . . . ,m, são funções de Rn na reta, anaĺıticas com relação às duas variáveis

(iv) K é anaĺıtica e estritamente positiva.

(v) ui ∈ Mes (R)

Para aplicarmos o Prinćıpio do Máximo de Pontryagin definimos a função:

Hλ : T ∗Rn × Rm −→ R

(x, p, u) 7−→

〈
p, f(x) +

m∑
i=0

gi(x)ui

〉
− λ

(
f0(x) +

m∑
i=0

g0i(x)ui

)

2



CAPÍTULO 1. CONCEITOS BÁSICOS 3

onde (x, p) ∈ TxRn e λ é um parâmetro. Sabemos então, que toda trajetória ótima (x̄, ū) : [0, T̄ ] →

Rn × Rm pode ser levantada ao fibrado tangente de modo que Hλ(x̄(T̄ ), p̄(T̄ ), ū(T̄ )) = 0 e

(Adj)



dx̄
dt (t) = ∂Hλ

∂p (x̄(t), p̄(t), ū(t))

dp̄
dt (t) = −∂Hλ

∂x (x̄(t), p̄(t), ū(t))

Hλ(x̄(t), p̄(t), ū(t)) = sup {Hλ(x̄(t), p̄(t), v)|v ∈ U}

para quase todo t ∈ [0, T̄ ] e λ ∈ {0, 1}. Além disso, (λ, p̄(t)) 6= 0, q.t. t ∈ [0, T̄ ]. Às soluções de

(Adj) chamaremos de extremais, a p de variável adjunta e as equações (Adj) de equações adjuntas.

Note que se definirmos:

f̄ = (f0, f) ḡi = (g0i, gi)

x̄ = (x0, x) p̄ = (λ, p)

onde x0 satisfaz

ẋ0 = f0(x) + g0(x)u,

a hamiltoniana fica da forma Hλ =
〈
p̄, f̄
〉

+
∑m

i=i 〈p̄, ḡi〉ui e valem:

˙̄x =
∂Hλ

∂p̄
= f̄ + ḡu

˙̄p = −∂Hλ

∂x̄
= −p̄

∂f

∂x
−

m∑
i=1

p̄
∂gi

∂x
ui.

(1.1)

Assim, para simplificar a notação, vamos cometer o abuso de denotar f̄ por f . E, de maneira

análoga, o mesmo abuso será cometido com relação a gi, x e p. Note que o novo problema tem

dimensão n + 1.

Como a hamiltoniana Hλ é linear em u, fica claro do Prinćıpio do Máximo de Pontryagin que

ui(t) = sign (〈p(t), gi(x(t))〉) K(t) nos intervalos de tempos em que 〈p(t), gi(x(t))〉 não se anula em

quase todo instante t. Estes intervalos são chamados de intervalos não singulares e dizemos que o

controle neste intervalo é não singular.

De maneira análoga, em intervalos em que 〈p(t), gi(x(t))〉 se anula em quase todo t são chamados

de intervalos singulares e dizemos que o controle é singular neste intervalo. Note que controles

singulares não podem ser determinados pelo Prinćıpio do Máximo de Pontryagin, mas sim pelas

derivadas da função 〈p(t), gi(x(t))〉.
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Fica desse modo claro o papel central das funções 〈p(t), gi(x(t))〉 e suas derivadas na śıntese

do controle ótimo em intervalos singulares. Veremos mais adiante que o conhecimento das distri-

buições geradas por elas definem a complexidade do problema e a posśıvel ocorrência de Fuller.

Estudaremos estas funções nas fronteiras de intervalos singulares e não singulares. Chamaremos o

instante de tempo desta fronteira de junção.

Como mencionado, nos arcos singulares podemos calcular as derivadas com respeito a t do vetor

coluna [〈p, gi〉]i=1,...,m até que possamos encontrar relações onde componentes do controle apareçam

explicitamente. Em outras palavras, para cada l ∈ N definimos as matrizes m×m:

Bl =
∂

∂u

(
dl

dtl
[〈p, gi〉]i=1,...,m

)

e tomamos a primeira a não ser identicamente nula, Bk. Podemos então escrever o sistema:

0 =
dk

dtk
[〈p, gi〉]i=1,...,m = Ak(x, p) + Bk(x, p)u

Se Bk for uma matriz não singular, então todos os controles estarão determinados. Caso contrário

será posśıvel calcular alguns controles, reduzir o problema e refazer o processo para um novo

problema com menos controles.

Vale ressaltar que esta á uma visão ingênua do processo. Existem casos em que Bl é identica-

mente nula para todo l. Além disso, pode ocorrer de Bk tornar-se singular sobre as trajetórias de

interesse. Essa discussão é melhor aprofundada em [4] e [5]. Quando for posśıvel definir a matriz

Bk, dizemos que o problema tem ordem q = k/2. E quando Bk não se tornar singular sobre uma

trajetória também diremos que esta é de ordem q. Dar condições para que isto ocorra é um dos

objetivos deste trabalho.

Robbins em [5] provou que a ordem de uma trajetória é um número natural (i.e., k é par) e

que a matriz (−1)qB2q é negativa semi-definida. Este resultado estende o critério de otimalidade

de Legendre-Clebsch e por isso ficou conhecido conhecido como Condição de Legendre-Clebsch

Generalizada (GLC)1. Quando a matriz for definida dizemos que ela satisfaz Condição de Legendre-
1Alguns autores, como em [6], afirmam que vale GLC para a ordem do problema, mas neste caso, considere o

sistema:

ẋ = v1 cos θ + v3 sin θ ż = v3 cos θ − v1 sin θ θ̇ = Ω

v̇1 = u1 v̇3 = u2 Ω̇ = u3.

Independente do custo, a ordem deste problema é 3
2
. Entretanto, se o funcional a ser minimizado for x2 + z2 + θ2,

é fácil de ver que, na origem, trajetória totalmente singular é uma solução ótima. Neste caso a matriz Bk se torna
identicamente nula, não contradizendo o resultado quando considerado sobre uma trajetória em particular.
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Clebsch Generalizada Estrita (GLCS).

O pequeno resultado abaixo é fundamental no cálculo de Bk. Versões deste simples lema foram

obtido por diversos autores, inclusive em [4] para sistemas com uma única entrada. Sua extensão

para múltiplas entradas é direta, mas por sua brevidade, a apresentamos a seguir.

Lema 1.0.1. Seja h um campo de vetores diferenciável. Então ao longo de um extremal vale a

igualdade:
d

dt
〈p, h〉 =

〈
p, [f, h] +

m∑
i=1

ui [gi, h]

〉
.

Demonstração. Sabemos que
d

dt
〈p, h〉 = 〈ṗ, h〉+

〈
p,

∂h

∂x
ẋ

〉
.

Usando as equações (1.1) e a linearidade do produto interno, a primeira parcela fica:

〈ṗ, h〉 =
〈

p,−∂f

∂x
h

〉
+

m∑
i=1

〈
p,−∂gi

∂x

〉
ui

e a segunda parcela: 〈
p,

∂h

∂x
ẋ

〉
=
〈

p,
∂h

∂x
f

〉
+

m∑
i=1

〈
p,

∂h

∂x
gi

〉
ui

de onde segue o resultado. �

Então terminamos esta seção com três definições importantes.

Definição 1.0.2 (Analiticidade por partes). Uma função f da reta é dita anaĺıtica por partes em

um intervalo (a, b), se para cada tc ∈ (a, b), existe t1 ∈ (a, tc) e existe t2 ∈ (tc, b), tais que f é

anaĺıtica em (t1, tc) e em (tc, t2). Uma aplicação em Rn é anaĺıtica por partes em um intervalo

(a, b) se cada uma de suas componentes o for.

Definição 1.0.3 (Junção anaĺıtica). Uma junção é dita anaĺıtica se o controle ótimo é anaĺıtico

por partes em alguma vizinhança da junção.

Definição 1.0.4 (Junção anaĺıtica de ordem q). Em um problema de ordem q, dada uma trajetória

com uma junção tc de um arco singular com um arco não singular, dizemos que esta junção anaĺıtica

é de ordem q se a matriz B2q é não singular sobre a trajetória numa vizinhança da junção.



Caṕıtulo 2

Sobre a analiticidade de junções de arcos

Neste caṕıtulo vamos estudar junções de arcos singulares com não singulares. Começamos

estendendo um resultado a respeito da paridade da ordem da junção e, em seguida, estudando

as distribuições geradas pelos campos do problema, damos critérios para existência do Fenômenos

Fuller.

A fim de não sobrecarregar a notação, denotaremos A2q e B2q apenas por A e B, respectiva-

mente.

2.1 A paridade da ordem da junção em problemas com múltiplos controles

Em 1971, McDanell e Powers [7] provaram um teorema relacionando a ordem do arco com a

continuidade do controle e suas derivadas para problemas com um único controle. Alguma confusão

em torno desde resultado aconteceu devido à possibilidade de B não ser identicamente nula, mas

se anular sobre a trajetória em questão. Podemos, a partir desta discussão, definir ordem do arco

e a ordem do problema de maneira diferente, como proposto em [4], mas o cálculo da ordem do

arco, quando esta difere da ordem do problema, tem um tratamento muito mais complicado.

Suporemos então que B não é singular sobre a trajetória (veja a definição 1.0.4) e na seção

seguinte daremos condições para isso.

Nos dedicaremos, a seguir, a dar uma extensão para o resultado de McDanell e Powers para

problemas com múltiplos controles.

Suporemos que todos os controles do problema se tornam singular num mesmo instante tc, i.e.,

tc é uma junção para todos os controles simultaneamente. Quando não for este o caso, temos duas

possibilidades: ou um dos controles já será singular e a demostração segue idêntica, ou saberemos

que um controle é não singular e portanto sinal de uma função conhecida. Neste caso, se pudermos

supor que esta função não se anula numa vizinhança da junção, redefinimos o sistema como um

problema com menos entradas.

6



CAPÍTULO 2. SOBRE A ANALITICIDADE DE JUNÇÕES DE ARCOS 7

Teorema 2.1.1. Seja tc uma junção anaĺıtica de ordem q tal que no arco singular o controle

satisfaz ‖ui‖ < K(t), i = 1, . . . ,m. Se r é o menor inteiro tal que u(r) é descont́ınuo em tc, então

q + r é ı́mpar.

Demonstração. Vamos denotar φ(t) = (φ1(t), . . . , φm(t)), onde φi(t) = 〈p(t), gi(x(t))〉, com i =

1, . . . ,m. Evidentemente, φ é de classe C2q+r−1 em tc, e que φ é não nula numa vizinhança de tc

interceptada pelo interior do arco não singular.

Tome ε 6= 0 tal que tc + ε é um ponto da intersecção dessa vizinhança com o interior do arco

não singular e tc − ε é um ponto do arco singular. Isso define uma bola de raio |ε| e centro tc,

então, para ε suficientemente pequeno, da definição de ordem da junção, sabemos que B é definida

negativa nesta bola, i.e., vale GLCS nesta vizinhança.

Sejam us a restrição do controle u ao arco singular e un a restrição ao arco não singular,

denotamos

u(i)
s (tc) = lim

ε→0
u(i)(tc − ε)

u(i)
n (tc) = lim

ε→0
u(i)(tc + ε).

Definimos k = 2q + r. Como φ(i) é cont́ınua em tc para 0 ≤ i ≤ k− 1 e φ ≡ 0 no arco singular,

a primeira parcela não nula da fórmula de Taylor de φ em torno de tc é a referente a φ(k):

φ(tc + ε) =
εk

k!
φ(k)(tc) + o(εk).

Mas note que:

φ(k) =
drφ2q

dtr
=

dr

dtr
(A + Bu) ,

logo:

φ(tc + ε) =
εk

k!

(
A(r)(tc) +

r∑
i=0

(
r

i

)
B(r−i)(tc)u(i)

n (tc)

)
+ o(εk). (2.1)

Mas no arco singular

0 = φ(2q) = A + Bus ⇒ A = −Bus

de onde

A(r)(tc) = −
r∑

i=0

(
r

i

)
B(r−i)(tc)u(i)

s .
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Substituindo na equação (2.1):

φ(tc + ε) =
εk

k!

(
r∑

i=0

(
r

i

)
B(r−i)(tc)

(
u(i)

n (tc)− u(i)
s (tc)

))
+ o(εk)

Mas como u
(i)
n (tc) = u

(i)
s (tc) para 0 ≤ i ≤ r − 1, obtemos finalmente:

φ(tc + ε) =
εk

k!
B(tc)

(
u(r)

n (tc)− u(r)
s (tc)

)
+ o(εk). (2.2)

Seja o vetor σ = (sign (φ1(tc + ε)) , . . . , sign (φm(tc + ε))). Note que, uma vez que a junção é

anaĺıtica, σ é constante numa vizinhança da junção interceptada pelo arco não singular. Assim,

do Prinćıpio do Máximo de Pontryagin, sabemos que no arco não singular un(t) = σK(t), de onde

u
(i)
n (tc) = σK(i)(tc), i = 0, . . . , r. Agora considere a expansão:

σK(tc − ε)− u(tc − ε) =
r∑

i=0

(−ε)i

i!

(
σK(i)(tc)− u(i)

s (tc)
)

+ o(εr)

=
r∑

i=0

(−ε)i

i!

(
u(i)

n (tc)− u(i)
s (tc)

)
+ o(εr)

=
(−1)r εr

r!

(
u(r)

n (tc)− u(r)
s (tc)

)
+ o(εr).

(2.3)

de onde conclúımos que

u(r)
n (tc)− u(r)

s (tc) =
(−1)r r!

εr
(σK(tc − ε)− u(tc − ε)) + o(εr).

Substituindo esse resultado na equação (2.2), obtemos:

φ(tc + ε) =
(−1)r r!ε2q

k!
B(tc) (σK(tc − ε)− u(tc − ε)) + o(εk).

Agora note que σ foi definido de modo que 〈φ(tc + ε), σK(tc − ε)− u(tc − ε)〉 é positivo. Logo,

denotando v = σK(tc − ε)− u(tc − ε),

0 < 〈v, φ(tc + ε)〉 =
〈

v,
(−1)r r!ε2q

k!
B(tc)v + o(εk)

〉
.

de onde conclúımos que:

0 < (−1)r 〈v,B(tc)v〉 . (2.4)

Note que cada componente do vetor v é diferente de zero, pois por hipótese no arco sin-
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gular ‖ui‖ < K(t), i = 1, . . . ,m. Então como (−1)qB(tc) é definida negativa sabemos que

〈v, (−1)qB(tc)v〉 < 0. Então multiplicando a inequação (2.4) por esta quantidade negativa, ob-

temos:

0 > (−1)r 〈v,B(tc)v〉 . 〈v, (−1)qB(tc)v〉 = (−1)q+r 〈v,B(tc)v〉2

Assim, conclúımos finalmente que (−1)q+r < 0. Logo, q + r é ı́mpar. �

Corolário 2.1.2. Nas hipóteses do teorema, se q é par e A(tc) + K(tc)B(tc)v 6= 0 para todo

v ∈ {−1, 1}m, então a junção é não anaĺıtica.

Demonstração. Basta notar que neste caso o controle será descont́ınuo, i.e., r = 0. De fato, existe

v ∈ {−1, 1}m tal que o controle no arco não singular é u(t) = vK(t), assim, para este v, vale

A(tc) + B(tc)un(tc) = A(tc) + K(tc)B(tc)v 6= 0 = A(tc) + B(tc)us(tc). �

Corolário 2.1.3. Nas hipóteses do teorema, se q é par, A ≡ 0, então a junção é não anaĺıtica.

Demonstração. De fato, o controle será nulo no arco singular e não nulo no arco não singular,

portanto descont́ınuo. �

2.2 Uma nova extensão para o exemplo de Fuller

O problema apresentado por Fuller em 1963 foi amplamente estudado e algumas extensões

foram propostas para que resultados obtidos a partir de grupos de simetria fossem reaproveitados.

Todas estas extensões, porém, continuavam com um problema de uma única entrada. Além disso,

uma análise do problema original deixa claro estas extensões não preservam suas caracteŕısticas

como um problema de mecânica hamiltoniana.

Neste sentido, propomos uma nova extensão do exemplo de Fuller e mostramos, utilizando o

resultado da seção anterior, a existência da acumulação de descontinuidades.

O problema originalmente apresentado por Fuller é:

minimizar
∫ Tf (u)

0

x2

2
dt

sujeito à



ẋ = v

v̇ = u

u ∈ Mes (R) , |u(t)| ≤ 1, ∀t ∈ [0, Tf (u)]

(x, v)(0) = A

(x, v)(Tf (u)) = B
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Note que este problema pode ser interpretado como o movimento de um ponto material na reta e

com aceleração limitada. Isso é descrito no formalismo hamiltoniano como H(x, v) = T (x, v)+P (x),

onde:

T (x, v) =
v2

2
P (x) = −u

e o funcional a ser minimizado é essencialmente o quadrado da norma de x.

Então uma generalização deste problema é a generalização das energias cinética e potencial:

T (x, v) =
vᵀM1v

2
P (x) = −uᵀM2x

onde (x, v) ∈ Rn ×Rn, u ∈ Rn, M1 e M2 são matrizes n× n simétricas e constantes, M1 é positiva

definida, M2 é inverśıvel e o funcional a minimizar é ‖x‖2
2 . Assim o problema fica:

minimizar
∫ Tf (u)

0

‖x‖2

2
dt

sujeito à



ẋ = M1v

v̇ = M2u

u ∈ Mes (Rn) ,

|ui(t)| ≤ 1, ∀t ∈ [0, Tf (u)], i = 1, . . . , n

(x, v)(0) = A

(x, v)(Tf (u)) = B

Então a hamiltoniana estendida do Prinćıpio do Máximo de Pontryagin é:

Hλ(x, p, u) = pᵀ
1M1v + pᵀ

2M2u− λ
‖x‖2

2

com (p1, p2) ∈ Rn ×Rn. E assim, u = sign (M2p2) nos arcos não singulares e as equações adjuntas

ficam:

(Adj)


ẋ = M1v v̇ = M2u

ṗ1 = x ṗ2 = −M1p1.

Note que se estivermos parados na origem o controle ótimo é u ≡ 0. Portanto qualquer tra-
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jetória que chega na origem fora dos eixos coordenados pode ser estendida no tempo para um arco

totalmente singular. Por outro lado, em um arco singular, φ = M2p2 ≡ 0 e assim:

0 = φ(1) = M2ṗ2 = −M2M1p1 0 = φ(3) = −M2M1ẋ = −M2M1M1v

0 = φ(2) = −M2M1ṗ1 = −M2M1x 0 = φ(4) = −M2M1M1v̇ = −M2M1M1M2u.

Assim A = 0 e B = −M2M1M1M2. Note que B é inverśıvel e, portanto, a ordem do arco é

q = 2. Logo, pelo corolário 2.1.3, conclúımos que o controle não é anaĺıtico por partes na junção.

Adicionalmente, note que (−1)2B é de fato uma matriz definida negativa, atendendo ao critério de

otimalidade GLC.

Fica assim apresentado um exemplo de Fenômeno Fuller em um problema com múltiplos con-

troles. Pudemos provar facilmente a acumulação de descontinuidades pois conhećıamos A e B e

elas verificavam as condições necessárias para isso.

Em um problema genérico devemos encontrar outras formas de fazer afirmações sobre A e

B. Em [4] adotamos uma abordagem numérica. Porém uma análise mais cuidadosa dos campos

permite enunciar resultados anaĺıticos que dão informações sobre estas matrizes, garantindo, em

alguns casos, a existência de Fenômeno Fuller.

2.3 O papel das distribuições geradas pelos campos vetoriais

Nesta seção vamos usar o lema 1.0.1 para calcular formas anaĺıticas de A e B e com isso em

mãos ficará claro o papel de distribuições geradas pelos campos do problema de controle ótimo.

Vamos considerar o sistema com uma dimensão aumentada como em 1.1, com Hλ = 〈p, f〉 +∑m
i=1 〈p, gi〉ui e φ = (〈p, g1〉 , . . . , 〈p, gm〉).

A primeira derivada de φ é da forma:

φ(1) =


d
dt 〈p, g1〉

...

d
dt 〈p, gm〉

 =


〈
p, adf g1 +

∑m
i=1 [gi, g1]ui

〉
...〈

p, adf gm +
∑m

i=1 [gi, gm]ui

〉
 . (2.5)

Se esta derivada não depender explicitamente de u, i.e., [gi, gj ] = 0, ∀i, j, então podemos derivar
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mais uma vez, obtendo:

φ(2) =


d
dt

〈
p, adf g1

〉
...

d
dt

〈
p, adf gm

〉
 =


〈
p, ad2

f g1 +
∑m

i=1

[
gi, adf g1

]
ui

〉
...〈

p, ad2
f gm +

∑m
i=1

[
gi, adf gm

]
ui

〉
 . (2.6)

Procedendo com estas derivadas até encontrar um expressão que dependa explicitamente de u

obtemos:

φ(k) =


〈
p, adk

f g1 +
∑m

i=1

[
gi, adk−1

f g1

]
ui

〉
...〈

p, adk
f gm +

∑m
i=1

[
gi, adk−1

f gm

]
ui

〉
 . (2.7)

Reescrevendo este vetor obtemos φ(k) = A + Bu onde:

A =



〈
p, adk

f g1

〉
〈
p, adk

f g2

〉
...〈

p, adk
f gm

〉



B =



〈
p,
[
g1, adk−1

f g1

]〉 〈
p,
[
g2, adk−1

f g1

]〉
· · ·

〈
p,
[
gm, adk−1

f g1

]〉
〈
p,
[
g1, adk−1

f g2

]〉 〈
p,
[
g2, adk−1

f g2

]〉
· · ·

〈
p,
[
gm, adk−1

f g2

]〉
...

...
. . .

...〈
p,
[
g1, adk−1

f gm

]〉 〈
p,
[
g2, adk−1

f gm

]〉
· · ·

〈
p,
[
gm, adk−1

f gm

]〉


.

Note que obtivemos muitas informações durante estes cálculos. Em particular sabemos que〈
p, adl

f gi

〉
= 0 para todo i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k − 1 e t do arco singular. Além disso, já

sab́ıamos, uma vez que estamos em um arco singular, que 〈p, gi〉 = 0. E, se o tempo final for livre,

o Prinćıpio do Máximo de Pontryagin garante que Hλ se anula sobre a trajetória, isto, mais o fato

de estarmos em um arco singular, implica que 〈p, f〉 = 0.

Vemos, então, que os campos do conjunto
{
f, adl

f gi | i = 1, . . . ,m; l = 0, . . . , k − 1
}

são todos

ortogonais a p.

Assim, se definirmos a distribuição ∆ = span
{
f, adl

f gi | i = 1, . . . ,m; l = 0, . . . , k − 1
}
, fica

claro que sua dimensão muito nos conta sobre a complexidade do problema. De fato, é claro que

∆ ⊂ p⊥ e, lembrando que aumentamos a dimensão em 1 colocando o custo na primeira variável,

p ∈ Rn+1. Então, se dim (∆) = n+1, conclúımos que p ≡ 0, contradizendo o critério de otimalidade

do Prinćıpio do Máximo de Pontryagin.
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Por outro lado, se dim (∆) = n, então descrevemos completamente o espaço ortogonal a p e,

portanto, sabemos a direção de p. Isto essencialmente nos dá toda a informação necessária para

resolver completamente o problema de controle ótimo.

Uma questão fundamental na análise do problema é garantir a inversibilidade da matriz B, pois

isto permite que definamos a ordem do arco, por essa razão damos a seguinte definição.

Definição 2.3.1. Seja M uma matriz da forma:

B =



〈p, v11〉 〈p, v12〉 · · · 〈p, v1l〉

〈p, v21〉 〈p, v22〉 · · · 〈p, v2l〉
...

...
. . .

...

〈p, vl1〉 〈p, vl2〉 · · · 〈p, vll〉


. (2.8)

Se os coeficientes constantes desta matriz e os vetores vij que pertencerem a ∆ (e portanto

resultarem em um coeficiente nulo) garantirem que M é inverśıvel diremos que M é ∆-inverso-

decid́ıvel.

Agora é natural o enunciado do teorema abaixo.

Teorema 2.3.2. Se uma junção tem ordem q par, ad2q
f gi ∈ ∆ e as B é ∆-inverso-decid́ıvel então

existe Fuller na junção.

Demonstração. Com a discussão acima a demonstração deste teorema é trivial. Basta notar que

estamos nas condições do corolário 2.1.3. �

2.4 Fenômeno Fuller em sistema hamiltonianos

Muitos problemas de controle originam-se com a introdução de forças externas a um sistema

mecânico. Estas forças tornam-se assim os posśıveis controles do sistema e, como tais, tem li-

mitações práticas. Assim, realizar tarefas otimizando critérios dados, naturalmente trazem estes

problemas para à luz das técnicas de controle ótimo.

Como um exemplo disto, já vimos neste trabalho que o exemplo originalmente proposto por

Fuller pode ser estendido no contexto hamiltoniano para um novo exemplo de Fenômeno Ful-

ler com múltiplos controles. Veremos nesta seção que, sob condições não muito restritivas, este

exemplo pode ser generalizado, fornecendo um critério simples para decidir sobre a acumulação de

descontinuidades em uma classe de problemas de controle de origem hamiltoniana.
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Considere a função hamiltoniana:

H =
vᵀTv

2
+ Q(x)− xᵀMu

onde (x, v) ∈ Rn × Rn e u ∈ Rn. Suponha que, sujeitos a esta dinâmica, queremos partir de um

ponto (x0, v0) ∈ Rn × Rn e chegar na origem minimizando um funcional c : x ∈ Rn → R

minimizar
∫ Tf (u)

0
c(x) dt

sujeito à



ẋ = Tv

v̇ = P (x) + Mu

u ∈ Mes (Rn) ,

|ui(t)| ≤ 1, ∀t ∈ [0, Tf (u)], i = 1, . . . , n

(x, v)(0) = (x0, v0)

(x, v)(Tf (u)) = 0

onde P = −∂Q
∂x . Vamos supor que:

(i) T é simétrica positiva definida;

(ii) M é simétrica e inverśıvel;

(iii) Q e c são aplicações C∞;

(iv) P é nula na origem;

(v) c(x) = 0 ⇔ x = 0;

(vi) ∂c
∂x(0) = 0 e ∂2c

∂x2 é definida positiva.

Note que, uma vez que a origem é um ponto de equiĺıbrio, assim que uma trajetória ótima

chega a ela, todos os controles se anulam, portanto a trajetória possui um arco finalmente singular.

Além disso, toda solução deste problema de controle ótimo pode ser estendida indefinidamente no

tempo sem alterar o custo, bastando manter o controle identicamente nulo.

Antes de procedermos com a abordagem anaĺıtica, observe que se chegarmos à origem num ins-

tante t por um arco não singular então certamente t seria uma junção e o controle seria descont́ınuo

nela. Juntando isso ao fato da ordem do arco singular ser 2, como mostraremos a seguir, podemos

concluir pelo teorema 2.1.1 que existe Fenômeno Fuller nesta junção.
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Vamos agora aplicar as técnicas discutidas na seção anterior. Para isso consideramos os campos

vetoriais que descrevem o problema:

f(x0, x, v) =


c(x)

Tv

P (x)

 gi(x0, x) =


0

0

Mei


e a função a hamiltoniana do Prinćıpio do Máximo de Pontryagin:

H(x0, x, v, p0, p1, p2, u) = −p0c(x) + 〈p1, T v〉+ 〈p2, P (x)〉 − 〈p2,Mu〉

Calculando os primeiros produtos de Lie dos campos obtemos:

[f, gi] = −


0 ∂c

∂x 0

0 0 T

0 ∂P
∂x 0




0

0

TMei

 =


0

TMei

0

 [gj , gi] =


0

0

0


É interessante o fato destes primeiros produtos, juntamente com os campos que definem o

sistema, já nos darem praticamente toda informação sobre o problema. De fato, sabemos que o

espaço vetorial gerado por {f, gi, adf gi | i = 1, . . . , n} está contido em (p0, p1, p2)⊥ e tem dimensão

maior ou igual a 2n. Se a dimensão for 2n + 1, então o arco singular não pode ser ótimo pois neste

caso (p0, p1, p2) será o vetor nulo, contradizendo o Prinćıpio do Máximo de Pontryagin.

Por outro lado, a dimensão é 2n se e só se f for combinação linear dos campos gi, adf gi,

i = 1, . . . , n, pois estes são sempre linearmente independentes. E como a primeira coordenadas

destes campos é nula, também deve ser nula a primeira componente de f , e portanto c deve se

anular no arco singular. Neste caso, o arco é singular se e só se x = 0, pois c anula-se apenas na

origem por hipótese. Isto implica que no arco singular 0 = ẋ = Tv, logo, como T é inverśıvel,

v = 0. De maneira análoga, 0 = ṗ2 = Tp1, logo no arco singular p1 também é nulo e p0 = 1.

Agora já temos uma base inteira para p⊥, portanto ∆ = span
{
f, gi, adf gi | i = 1, . . . , n

}
.

O cálculo dos demais produtos de Lie, apesar de elementar, envolve expressões longas e muitas

delas não adicionam informação relevante à nossa análise. Façamos então uma pequena observação.
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Seja h(x0, x, v) campo vetorial que não depende de x0. Então [f, h] é da seguinte forma:

[f, h] =


0 ∗ ∗

0 ∗ ∗

0 ∗ ∗



−c

Tv

P

−


0 ∂c
∂x 0

0 0 T

0 ∂P
∂x 0



∗

∗

∗

 =


∗Tv + ∗P − ∂c

∂x∗

∗

∗


onde o śımbolo “*” representa matrizes arbitrátias que dependem de (x, v).

Como todos os campos do problema não dependem de x0, aplicamos este resultado a eles e,

uma vez que no arco singular ∗Tv + ∗P − ∂c
∂x∗ sempre se anula, conclúımos que

〈
p, adl

f gi

〉
∈ ∆ em

todo o arco singular. Agora, para podermos aplicar o corolário 2.1.3 basta verificar que a matriz

B é não singular.

Para isso podemos calcular uma forma anaĺıtica para B usando os produtos de Lie como na

seção anterior, ou diretamente, como na generalização do exemplo de Fuller. A segunda estratégia é

mais elementar e, usando que P (0) = 0, obtemos B = −MT ∂2c
∂x2 TM e, portanto, o arco singular tem

ordem 2. Note que (−1)2B é definida negativa, em concordância com GLC. Finalmente conclúımos

que a junção não pode ser anaĺıtica.

Observação 2.4.1. Mesmo se T e M dependessem de x, ainda teŕıamos uma descrição completa

de p⊥ (desde que estas fossem inverśıveis para todo x). Entretanto não podeŕıamos garantir que a

ordem do problema é par e que vale GLCS e portanto não necessariamente teŕıamos acumulação

de descontinuidades.

Ainda assim, como o cálculo da ordem do problema é elementar e podemos descrever comple-

tamente p⊥, o estudo do Fenômeno Fuller para sistemas hamiltonianos se resume a verificar que B

é ∆-inverso-decid́ıvel. 4

Observação 2.4.2. A hipótese de c(0) = 0 é de fundamental importância, caso contrário a di-

mensão de ∆ seria sempre n + 1 e, portanto, p seria identicamente nulo. Neste caso, um arco tal

que Mp2 = 0 não seria uma solução ótima.

Uma consequência direta desta observação é que sistemas hamiltonianos de controle nunca tem

um arco totalmente singular, i.e., Mp2 = 0, se o funcional a ser otimizado não é nulo no ponto que

desejamos atingir. Em particular, se queremos minimizar o tempo, um arco totalmente singular

não pode ser ótimo pois neste caso c(x) ≡ 1 e dim (∆) = n + 1. Este fato já era conhecido (ver

[8]), porém esta abordagem traz generalização e uma interpretação geométrica mais clara. 4

Observação 2.4.3. Claramente as técnicas apresentadas até aqui podem ser utilizadas em sistemas

hamiltonianos que não possuam controle em todas variáveis v. Por isso é a tentadora estratégia
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de, supondo um dos controles não singular, tirar conclusões sobre a ordem do arco singular. Mas é

preciso ter cuidado com o fato de que neste caso a nova matriz B pode ser descont́ınua na junção,

invalidando a demonstração do teorema 2.1.1.

Se, por outro lado, for posśıvel garantir a continuidade dos controles não singulares numa

vizinhança da junção, podemos utilizar este fato para conseguir provar que certos campos não são

ortogonais a p. De fato, este controle será sinal de uma função da forma 〈p, Mei〉 6= 0. Então se

temos um campo h tal que h ∈ ∆i r ∆, onde ∆i = span {Mei,∆}, então certamente 〈p, h〉 6= 0.

4



Caṕıtulo 3

Algumas observações sobre véıculo autônomo subaquático

O controle em tempo ótimo de um véıculo autônomo subaquático é um exemplo prático interes-

sante por possuir diversas caracteŕısticas desafiadoras. Este sistema, cuja dedução pode ser vista

em [9], é descrito pelas equações:



ẋ = v1 cos θ + v3 sin θ

ż = v3 cos θ − v1 sin θ

θ̇ = Ω

v̇1 = −v3Ω
m3

m1
+

u1

m1

v̇3 = v1Ω
m1

m3
+

u2

m3

Ω̇ = v1v3
m3 −m1

I
+

u3

I

(3.1)

onde θ é o ângulo que o véıculo está com relação ao eixo x do referencial inercial, Ω a velocidade

angular, v1 e v3 a velocidade horizontal e vertical do submarino com relação ao referencial móvel

(com origem no centro de massa do submarino). O controle u = (u1, u2, u3) satisfaz |ui| ≤ 1, para

i = 1, 2, 3. As massas são tais que m1 < m3 e I é a inércia.

O problema de minimizar o tempo de trajetórias que vão de um ponto X0 = (x1, z0, 0, 0, 0, 0)

a um ponto XF = (x2, z0, 0, 0, 0, 0) tem sido objeto de estudo de diversos trabalhos nos últimos

anos. Por exemplo [8], [9], [10] e [11]. A presença ou não de Fenômeno Fuller em junções ainda é

desconhecida. Ind́ıcios numéricos foram apresentados em [4] e, como veremos, serão reforçados por

resultados anaĺıticos obtidos nas seções anteriores.

Na notação adotada neste trabalho temos que f(X) + g1(X)u1 + g2(X)u2 + g3(X)u3, onde

18
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X = (x0, x, z, θ, v1, v2,Ω),

f(X) =



1

v1 cos θ + v3 sin θ

v3 cos θ − v1 sin θ

Ω

−v3Ωm3
m1

v1Ωm1
m3

v1v3
m3−m1

I


e g1 = (0, 0, 0, 0, 1

m1
, 0, 0), g2 = (0, 0, 0, 0, 0, 1

m3
, 0) e g3 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1

I ). A hamiltoniana do

Prinćıpio do Máximo de Pontryaginfica:

H = 〈p, f〉+
p4

m1
u1 +

p5

m3
u2 +

p6

I
u3 − p0

de onde conclúımos que o controle ótimo é u1 = sign (p4), u2 = sign (p5) e u3 = sign (p6), ou ainda,

ui = sign (pi+3)

A primeira coisa que podemos afirmar é que, pela observação 2.4.2, este sistema não pode ser

singular em todos os controles ao mesmo tempo.

Supondo que apenas um dos controles seja não singular, digamos ui, podemos calcular a ordem

do problema com relação aos outros dois controles singulares, digamos uj e uk, onde i 6= j 6= k 6= i.

Cálculos simples nos levam a concluir que, neste caso, a ordem do problema é 1 e que a matriz B

é da forma:

B =

 0 b

b 0

 pi+3

onde pi+3 é não nulo por hipótese. Note que (−1)1B, mesmo que pi+3 fosse descont́ınua, não é

negativa, portanto contradiz GLC. Então, apesar de trajetórias deste tipo terem sido estudadas

em [8], não existem trajetórias ótimas com arco singular em dois controles.

Nos resta o caso com um único controle singular. Em [4], estudamos numericamente este caso

para u3 e obtivemos ind́ıcios de que neste caso os controles u1 e u2 eram constantes nas junções de

u3, de modo que pudemos calcular a ordem do problema q = 2. Além disso, vimos que B não se

anula e tão pouco A±B, de modo pudemos concluir que a ordem é par e o controle descont́ınuo,

levando ao ind́ıcio numérico de que existe Fuller nas junções de u3.

Mesmo sob a hipótese de que u1 e u2 é constante numa vizinhança da junção de u3, a distribuição

∆ obtida é de dimensão 5. Como estamos trabalhando em um problema com dimensão 7, ainda
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não pudemos descrever completamente o espaço p⊥.

Então a complexidade do estudo deste problema vem exatamente do fato de termos uma direções

desconhecida de p⊥, nos impossibilitando de fazer afirmações anaĺıticas sobre A e B.

Como estamos supondo que os controles não singulares são constantes, podemos utilizar a a

observação 2.4.3, isto é, definimos duas novas distribuições ∆i = span {gi,∆}, i = 1, 2, e verificamos

se os campos que definem A e B pertencem a alguma delas. Porém, isso nunca é verificado.

Vemos que o desconhecimento de uma única direção de p⊥ impossibilita, com as técnicas co-

nhecidas, concluir analiticamente a presença ou não de Fenômeno Fuller.



Caṕıtulo 4

Conclusões

Estendemos resultados antes conhecidos apenas para problemas com uma única entrada e obti-

vemos novos avanços no estudo dos sistemas de controle ótimo. Com estes resultados, descobrimos

uma classe de sistemas hamiltonianos que, apesar de comuns e essencialmente simples, possuem

soluções com comportamento complicado, tanto do ponto de vista teórico quanto prático.

A abordagem apresentada permite condensarmos os fatos conhecidos sobre as trajetórias singu-

lares em uma descrição puramente geométrica. Com esta visão de um dado problema, podemos fa-

cilmente compreender sua complexidade e, possivelmente, concluir a necessidade de mais hipóteses

para que possamos fazer afirmações sobre suas trajetórias, pois a teoria por si só não é capaz de

dar informações sobre os problemas de interesse de maneira genérica.

Por isso, fica claro que os problemas de controle ótimo ainda precisam ser melhor compreendidos

e novos critérios de otimalidade apresentados. Em particular, o Fenômeno Fuller continua a desafiar

as técnicas conhecidas.
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