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Resumo

Muitos problemas de controle 6timo apresentam um comportamento sofisticado e ainda nao
totalmente compreendido, o Fenémeno Fuller. Podemos descrever ingenuamente este fenémeno
pela acumulacao de descontinuidades no controle.

Neste trabalho elaboramos extensoes dos resultados classicos de deteccao deste comportamento
aos sistemas com mutiplos controles e damos uma descrigao puramente geométrica do problema que
nos permite extrair informagoes e compreender sua complexidade examinando apenas os campos
vetoriais envolvidos.

Aplicamos estas técnicas a sistemas de controle que derivam de sistemas hamiltonianos, desco-
brindo caracteristicas surpreendentes destes problemas e dando condigoes suficientes para existéncia

de Fenomeno Fuller em uma familia destes sistemas.

Palavras-chave: controle 6timo, Principio do Méximo de Pontryagin, sistemas hamiltonianos,

chattering, Fenomeno Fuller, controle singular.



Abstract

Many optimal control problems exhibit a peculiar behavior not completely understood, the
Fuller Phenomenon. In a naive way, this phenomenon can be described as the accumulation of
descontinuities in the control function.

In this work we elaborate extensions to multiple input control systems of classic results on the
detection of this behavior, and we give a purely geometric description of the problem which allows
us to extract information and best understand the complexity of the system by considering only
the vector fields that define it.

We apply this tecnique to control systems derived from Hamiltonian systems, leading to the
observation of surprising features of this kind of behavior. Finally, we give sufficient conditions for

existence of the Fuller Phenomenon in a subfamily of these systems.

Keywords: optimal control,Pontryagin Maximum Principle, Hamiltonian systems, chattering,

Fuller Phenomenon, singular control.
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Definicoes

Na lista abaixo T é um espago topoldgico, x um vetor de R" e f e g campos vetoriais do R".

Mes (T') Conjunto das fungdes mensuraveis u : [a,b] — T.

sign (z)  Vetor cuja i-ésima entrada é 1 se z; > 0 e -1 se x; < 0.
Se algum z; = 0 entdo sign () nao esta definido.

x(t) Derivada com relac¢ao a t de uma fungao z(t).

z®)(t)  k-ésima derivada com relaco a t de uma funcao x(t).

[f, 9] O produto de Lie de f e g.

ad’}g O produto de Lie iterado k vezes, [f,[f,...[f,9]--.]],

com ady g = [f,g]. Por convencao adg)c g=g.
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Introducao

Em problemas aplicados de controle de sistemas dinamicos, um dos principais desafios é a
otimizacao de funcionais como consumo de combustivel, lucro e tempo. A busca por controles
Otimos tem como ferramenta béasica o Principio do Méximo de Pontryagin, enunciado em 1961 por
Lev Semenovich Pontryagin [1].

Como uma consequéncia direta deste principio, muitos dos controles étimos sao descontinuos.
Isto é particularmente verdade em sistemas afins com relacdo ao controle, nos quais claramente o
controle é o sinal de uma funcao diferenciavel em quase todo ponto.

Entretanto, um comportamento inesperado, primeiro observado por Anthony Thomas Fuller
em 1963 [2] ao estudar um simples problema mecanico, é a possibilidade de acumulacao de descon-
tinuidades do controle. Tal comportamento, como demonstrado por Kupka em 1990 [3] nao é uma
excessao e sim muito mais comum e persistente do que esperdavamos.

Atualmente conhecido como Fenémeno Fuller, este aspecto dos problemas de controle 6timo
tem sido estudado por diversos pesquisadores do ponto de vista tedrico e aplicado. Apesar dos
avancos de Kupka, muitas questoes ficam por ser respondidas. Um caso de particular interesse sao
problemas afins com multiplos controles. Um tratamento adequado para detectar Fenomeno Fuller
nas fronteiras de arcos singulares era, até entao, desconhecida. Também nao era claro o papel das
distribuigoes geradas pelos campos vetorias que definem o sistema na possibilidade ou nao dessa
acumulacao de continuidades.

Neste trabalho consideramos sistemas com multiplos controles para os quais estendemos re-
sultados classicos relacionados & ordem do problema e damos critérios suficientes, baseados nas
distribuigoes geradas pelos campos, para detectar Fenomeno Fuller. Em seguida, aplicamos estes
resultados ao controle 6timo de sistemas mecanicos. Finalizamos discutindo o problema de controle

de veiculos subaquaticos.



Capitulo 1

Conceitos basicos

Considere o problema de controle étimo:

Ty (w) m

minimizar / fo(z) + Zgo,-(x)ui dt
0 =0

(

&= f(z) + Yo gi(x)u;

u=(ut,...,um):[0,Tf(u)] — R™ tal que

sujeito a 4 |u,(t)] < K (t), Vt € [0, Ty (u)] vi=1,....,m
z(0)=A
2(Ty(u)) = B

onde:
(i) z=(x1,...,2n) ER" e u = (u1,...,up) € R™
(i1) f, gi, i =1,...,m, sdo campos vetoriais de R™ analiticos com relacao as duas varidveis
(iii) £, gi, fo, 90i, © = 1,...,m, sdo funcoes de R™ na reta, analiticas com relagao as duas varidveis
(iv) K é analitica e estritamente positiva.
(v) u; € Mes(R)

Para aplicarmos o Principio do Maximo de Pontryagin definimos a fungao:

H, : T"R" xR™ — R

(z,p,u) — <p7 flx) + Zgi($)ui> - A (fo(l‘) + Zgo@'(iv)ui)
=0 1=0
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onde (z,p) € T,R™ e A é um parametro. Sabemos entao, que toda trajetéria 6tima (z,u) : [0,7] —

R™ x R™ pode ser levantada ao fibrado tangente de modo que H)(z(T),p(T),u(T)) =0 e

() = %D (z(t), p(t), u(t))

(Adj) 4 () = — %2 (@(1), p(1), a(?))

H(2(t),p(t), u(t)) = sup {Hx(2(t), p(t),v)v € U}

para quase todo t € [0,T] e A € {0,1}. Além disso, (\,p(t)) # 0, q.t. t € [0,T). As solugdes de
(Adj) chamaremos de extremais, a p de varidavel adjunta e as equagoes (Adj) de equagoes adjuntas.

Note que se definirmos:

f=(fo, f) gi = (90i, 9i)

T = (x0733) D= (Avp)
onde x satisfaz
io = fo(x) + go(z)u,
a hamiltoniana fica da forma Hy = <13, f> + > (D, Gi) u; e valem:

OH,

T=-—-2=f4+gu

op
S OHy __of N 0 (1)
p= or pam aa;u”

1=

Assim, para simplificar a notacdo, vamos cometer o abuso de denotar f por f. E, de maneira
analoga, o mesmo abuso serd cometido com relagao a g;, * € p. Note que o novo problema tem
dimensao n + 1.

Como a hamiltoniana H) é linear em u, fica claro do Principio do Maximo de Pontryagin que
u;(t) = sign ((p(t), gi(z(t)))) K (t) nos intervalos de tempos em que (p(t), g;(x(t))) nao se anula em
quase todo instante t. Estes intervalos sao chamados de intervalos nao singulares e dizemos que o
controle neste intervalo é nao singular.

De maneira anédloga, em intervalos em que (p(t), g;(x(t))) se anula em quase todo ¢t sao chamados
de intervalos singulares e dizemos que o controle é singular neste intervalo. Note que controles
singulares nao podem ser determinados pelo Principio do Méximo de Pontryagin, mas sim pelas

derivadas da funcao (p(t), gi(z(t))).
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Fica desse modo claro o papel central das funcoes (p(t), gi(z(t))) e suas derivadas na sintese
do controle 6timo em intervalos singulares. Veremos mais adiante que o conhecimento das distri-
buigoes geradas por elas definem a complexidade do problema e a possivel ocorréncia de Fuller.
Estudaremos estas fungoes nas fronteiras de intervalos singulares e nao singulares. Chamaremos o
instante de tempo desta fronteira de juncao.

Como mencionado, nos arcos singulares podemos calcular as derivadas com respeito a ¢t do vetor
coluna [(p, gi)|;—;_, até que possamos encontrar relagoes onde componentes do controle aparecam

explicitamente. Em outras palavras, para cada [ € N definimos as matrizes m x m:

o (d
B = % <dtl [<p, gi>]i:1,...,m>

e tomamos a primeira a nao ser identicamente nula, By. Podemos entao escrever o sistema:

dk

0=

[P, 9:))iz1,...n = Ak(@,p) + Bi(z, p)u

Se By, for uma matriz nao singular, entao todos os controles estarao determinados. Caso contrario
serd possivel calcular alguns controles, reduzir o problema e refazer o processo para um novo
problema com menos controles.

Vale ressaltar que esta & uma visao ingénua do processo. Existem casos em que B; € identica-
mente nula para todo [. Além disso, pode ocorrer de By, tornar-se singular sobre as trajetdrias de
interesse. Essa discussao é melhor aprofundada em [4] e [5]. Quando for possivel definir a matriz
By, dizemos que o problema tem ordem ¢ = k/2. E quando By nao se tornar singular sobre uma
trajetéria também diremos que esta é de ordem ¢. Dar condigdes para que isto ocorra é um dos
objetivos deste trabalho.

Robbins em [5] provou que a ordem de uma trajetéria é um nimero natural (i.e., k é par) e
que a matriz (—1)?By, é negativa semi-definida. Este resultado estende o critério de otimalidade
de Legendre-Clebsch e por isso ficou conhecido conhecido como Condi¢ao de Legendre-Clebsch

Generalizada (GLC)!. Quando a matriz for definida dizemos que ela satisfaz Condicdo de Legendre-

LAlguns autores, como em [6], afirmam que vale GLC para a ordem do problema, mas neste caso, considere o
sistema:

T = vy cosf + v3sinf 2 =wv3cosf — vy sinf 0=0Q

V1 = U1 U3 = u2 = us.

Independente do custo, a ordem deste problema é % Entretanto, se o funcional a ser minimizado for z? + 22 + 62,

é facil de ver que, na origem, trajetdria totalmente singular é uma solugdo 6tima. Neste caso a matriz By se torna
identicamente nula, ndo contradizendo o resultado quando considerado sobre uma trajetéria em particular.
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Clebsch Generalizada Estrita (GLCS).
O pequeno resultado abaixo é fundamental no calculo de Bj. Versoes deste simples lema foram
obtido por diversos autores, inclusive em [4] para sistemas com uma unica entrada. Sua extensao

para multiplas entradas é direta, mas por sua brevidade, a apresentamos a seguir.

Lema 1.0.1. Seja h um campo de vetores diferencidvel. Entdo ao longo de um extremal vale a

igualdade:
d m

Demonstracdo. Sabemos que
d

G b = k) + (0.5 ).

Usando as equagoes (1.1) e a linearidade do produto interno, a primeira parcela fica:

<zi,h>=< >+§;< agz>m
(%)

< > + 2 <p, o gz>
de onde segue o resultado. U

e a segunda parcela:

1=

Entao terminamos esta secdo com trés definigoes importantes.

Definigao 1.0.2 (Analiticidade por partes). Uma funcdo f da reta é dita analitica por partes em
um intervalo (a,b), se para cada t. € (a,b), existe t1 € (a,t.) e existe ty € (te,b), tais que f €
analitica em (t1,t.) e em (t.,t2). Uma aplicagio em R™ € analitica por partes em um intervalo

(a,b) se cada uma de suas componentes o for.

Definicao 1.0.3 (Juncao analitica). Uma jungdo € dita analitica se o controle dtimo € analitico

por partes em alguma vizinhanga da junc¢ao.

Definicao 1.0.4 (Jungao analitica de ordem q). Em um problema de ordem q, dada uma trajetoria
com uma juncdo t. de um arco singular com um arco nao singular, dizemos que esta juncdo analitica

¢ de ordem q se a matriz Bayg € nao singular sobre a trajetoria numa vizinhanc¢a da juncao.



Capitulo 2

Sobre a analiticidade de juncoes de arcos

Neste capitulo vamos estudar jungoes de arcos singulares com nao singulares. Comecamos
estendendo um resultado a respeito da paridade da ordem da juncao e, em seguida, estudando
as distribuigoes geradas pelos campos do problema, damos critérios para existéncia do Fenéomenos
Fuller.

A fim de nao sobrecarregar a notacao, denotaremos Ay, e By, apenas por A e B, respectiva-

mente.
2.1 A paridade da ordem da jungao em problemas com multiplos controles

Em 1971, McDanell e Powers [7] provaram um teorema relacionando a ordem do arco com a
continuidade do controle e suas derivadas para problemas com um unico controle. Alguma confusao
em torno desde resultado aconteceu devido a possibilidade de B nao ser identicamente nula, mas
se anular sobre a trajetéria em questao. Podemos, a partir desta discussao, definir ordem do arco
e a ordem do problema de maneira diferente, como proposto em [4], mas o calculo da ordem do
arco, quando esta difere da ordem do problema, tem um tratamento muito mais complicado.

Suporemos entdo que B nao é singular sobre a trajetéria (veja a definigdo 1.0.4) e na segao
seguinte daremos condigoes para isso.

Nos dedicaremos, a seguir, a dar uma extensao para o resultado de McDanell e Powers para
problemas com muiltiplos controles.

Suporemos que todos os controles do problema se tornam singular num mesmo instante t., i.e.,
t. € uma juncao para todos os controles simultaneamente. Quando nao for este o caso, temos duas
possibilidades: ou um dos controles ja serd singular e a demostracao segue idéntica, ou saberemos
que um controle é nao singular e portanto sinal de uma func¢ao conhecida. Neste caso, se pudermos
supor que esta funcdo nao se anula numa vizinhanca da juncao, redefinimos o sistema como um

problema com menos entradas.
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Teorema 2.1.1. Seja t. uma juncdo analitica de ordem q tal que no arco singular o controle
satisfaz |ui|| < K(t),i=1,...,m. Ser é o menor inteiro tal que u") € descontinuo em t., entdo

q+r € impar.

Demonstragao. Vamos denotar ¢(t) = (¢1(t),...,om(t)), onde ¢;(t) = (p(t), gi(x(t))), com i =
1,...,m. Evidentemente, ¢ é de classe C297"~! em t., e que ¢ é ndo nula numa vizinhanca de ¢,
interceptada pelo interior do arco nao singular.

Tome € # 0 tal que t. + € é um ponto da intersecgao dessa vizinhanga com o interior do arco
nao singular e t, — ¢ é um ponto do arco singular. Isso define uma bola de raio |e| e centro t,
entao, para € suficientemente pequeno, da definicao de ordem da juncao, sabemos que B é definida
negativa nesta bola, i.e., vale GLCS nesta vizinhanca.

Sejam wus a restricdo do controle u ao arco singular e w, a restricio ao arco nao singular,
denotamos

ul? (te) = lim u (t. — €)

e—0

ul (t,) = liH(l) uD (t, +€).

Definimos k = 2¢ 4+ . Como ¢® é continua em ¢, para 0 <i <k —1e ¢ = 0 no arco singular,

a primeira parcela nao nula da férmula de Taylor de ¢ em torno de ¢, é a referente a ¢(*):
€ ) K
Blte+) = ZoW (1) + o(c").

Mas note que:
dr ¢2q dr

o) = G = g (A+ Bu),

logo:
ek "y | |
St =5 (A“” (t)+ ()B“‘—“ (tyul? <tc>) T oféh). 2.1)

Mas no arco singular

0=0¢2) = A+ Buy, = A= —Bu,

de onde
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Substituindo na equacao (2.1):

d(te+e€) = e]j (i (:) B(r=1) (tc) <unz) (tc) — ugi) (tc)>> + o(ek)

=0

Mas como u!” (tc) = ne (tc) para 0 <i <r — 1, obtemos finalmente:

k
Blte+ ) = T B(t) (u) (1) — ul)(2) ) +o(eh). (2.2)
Seja o vetor o = (sign (¢1(tc +¢€)),...,sign (ém(tc +€))). Note que, uma vez que a jungao é

analitica, o é constante numa vizinhanca da juncao interceptada pelo arco nao singular. Assim,
do Principio do Maximo de Pontryagin, sabemos que no arco nao singular u,(t) = 0 K(t), de onde

ugf) (te) = o KW(t,), i =0,...,r. Agora considere a expansio:

=0
-y (_if)l uD(t,) ug“(tc))ﬂ(a“) (2.3)
Z:_Ol)r o
= () —uD(t) + ole)
de onde concluimos que
(—1)" 7!

ug) (te) — uy) (te) =

(0K (te —€) —u(te —€)) + o(€").

67’
Substituindo esse resultado na equagao (2.2), obtemos:

(—1)" rlea

Hte+€) = —

B(t.) (0K (te —€) — u(t. — €)) + o(€").

Agora note que o foi definido de modo que (¢(t. + €),0 K (t. — €) — u(t. — €)) é positivo. Logo,
denotando v = o K (t. — €) — u(t. — €),

(—1)" rled

0 < (0 0tte + ) = (o T Blao + o).

de onde concluimos que:

0 < (=1)" (v, B(t)v). (2.4)

Note que cada componente do vetor v é diferente de zero, pois por hipétese no arco sin-
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gular |w;|| < K(t), ¢ = 1,...,m. Entdo como (—1)9B(t.) é definida negativa sabemos que
(v, (=1)4B(t.)v) < 0. Entao multiplicando a inequagao (2.4) por esta quantidade negativa, ob-
temos:

0> (=1)" {0, B(t)v) - (v, (~1)B(t)v) = (~1)™" (v, B(t)v)?
Assim, concluimos finalmente que (—1)?t" < 0. Logo, ¢ + r é impar. O

Coroléario 2.1.2. Nas hipdteses do teorema, se q é par e A(t.) + K(t.)B(t.)v # 0 para todo

ve{—1,1}"", entdo a juncgdo € nio analitica.

Demonstracao. Basta notar que neste caso o controle serd descontinuo, i.e., 7 = 0. De fato, existe
v € {—1,1}" tal que o controle no arco nao singular é u(t) = vK(t), assim, para este v, vale

A(te) + B(to)un(te) = A(te) + K(te)B(te)v # 0 = A(te) + B(te)us(tc). O
Corolario 2.1.3. Nas hipoteses do teorema, se q € par, A =0, entdo a jungdo € ndo analitica.

Demonstracao. De fato, o controle serd nulo no arco singular e nao nulo no arco nao singular,

portanto descontinuo. O

2.2 Uma nova extensao para o exemplo de Fuller

O problema apresentado por Fuller em 1963 foi amplamente estudado e algumas extensoes
foram propostas para que resultados obtidos a partir de grupos de simetria fossem reaproveitados.
Todas estas extensoes, porém, continuavam com um problema de uma unica entrada. Além disso,
uma analise do problema original deixa claro estas extensdes nao preservam suas caracteristicas
como um problema de mecanica hamiltoniana.

Neste sentido, propomos uma nova extensao do exemplo de Fuller e mostramos, utilizando o
resultado da secao anterior, a existéncia da acumulacao de descontinuidades.

O problema originalmente apresentado por Fuller é:

Tf(u) 42
minimizar / — dt
0 2

sujeito & Cu e Mes(R),  [u(t)] < 1, Vt € [0, T (w)]

(z,v)(0) = A

(z,0)(Tf(u)) = B
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Note que este problema pode ser interpretado como o movimento de um ponto material na reta e
com aceleragao limitada. Isso é descrito no formalismo hamiltoniano como H(x,v) = T'(x,v)+P(x),

onde:

T(z,v)

e o funcional a ser minimizado é essencialmente o quadrado da norma de x.

Entao uma generalizacdo deste problema é a generalizacao das energias cinética e potencial:

™M
T(z,v) = ! 5 LY

P(x) = —uTMx

onde (z,v) € R" x R", u € R", M; e My sao matrizes n X n simétricas e constantes, M; é positiva

2
”952” . Assim o problema fica:

definida, M> é inversivel e o funcional a minimizar é

L Ty ||z||?
minimizar — dt
0

2
T = Ml?}
v = MQU
u € Mes (R"),
sujeito a
lui(t)] < 1, Vte[0,T¢(u)], i=1,...,n
(2, 0)(0) = A
(2, 0) (Ty(w) = B

Entao a hamiltoniana estendida do Principio do Maximo de Pontryagin é:

2
T
Hy (. p.u) = p] My + ]y — A1)

com (p1,p2) € R™ x R™. E assim, u = sign (Map2) nos arcos nao singulares e as equagoes adjuntas

ficam:

p1L=x p2 = —Mips.

Note que se estivermos parados na origem o controle étimo é u = 0. Portanto qualquer tra-
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jetéria que chega na origem fora dos eixos coordenados pode ser estendida no tempo para um arco

totalmente singular. Por outro lado, em um arco singular, ¢ = Msps = 0 e assim:

0= ¢ = Mypy = —MyMipy 0=¢® = —MyMyi = — My M, Mo

0=0¢? = —MoMypy = —MaMy 0= ¢ = —Mo My My = — Mo My My Mou.

Assim A =0e B = —MsM;M{M>. Note que B é inversivel e, portanto, a ordem do arco é
q = 2. Logo, pelo corolédrio 2.1.3, concluimos que o controle nao é analitico por partes na juncao.
Adicionalmente, note que (—1)2B é de fato uma matriz definida negativa, atendendo ao critério de
otimalidade GLC.

Fica assim apresentado um exemplo de Fenémeno Fuller em um problema com miltiplos con-
troles. Pudemos provar facilmente a acumulacao de descontinuidades pois conheciamos A e B e
elas verificavam as condicOes necessérias para isso.

Em um problema genérico devemos encontrar outras formas de fazer afirmagoes sobre A e
B. Em [4] adotamos uma abordagem numérica. Porém uma andlise mais cuidadosa dos campos
permite enunciar resultados analiticos que dao informacoes sobre estas matrizes, garantindo, em

alguns casos, a existéncia de Fenomeno Fuller.
2.3 O papel das distribuigoes geradas pelos campos vetoriais

Nesta secao vamos usar o lema 1.0.1 para calcular formas analiticas de A e B e com isso em
maos ficara claro o papel de distribuicoes geradas pelos campos do problema de controle étimo.

Vamos considerar o sistema com uma dimensao aumentada como em 1.1, com Hy = (p, f) +

2221 <p7gi> U; € ¢ = (<pvgl> gty <pagm>)'

A primeira derivada de ¢ é da forma:

4 (p.g1) (p,adp g1+ >0 196 1] wi)
50 = : _ : . (2.5)

(D, gm) (p:ady gm + 321 (96> gm] i)

Se esta derivada nao depender explicitamente de u, i.e., [g;, g;] = 0, Vi, j, entdo podemos derivar
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mais uma vez, obtendo:
% (p,ad;g1) {p, adfc g1+ 20 [giady g1] i)
p? = : = : . (2.6)
£ (p,ad; gm) (p,ad} gm + X1 96 adf gm] i)

Procedendo com estas derivadas até encontrar um expressao que dependa explicitamente de u

obtemos:
<P7 adf g1 + Y7, [gi, adj ™! 91} Uz>
o) = ; . (2.7)

<p, adf gm + D1, [Qi; adj™! gm} uz>

Reescrevendo este vetor obtemos ¢*) = A + Bu onde:

[ (padig) |
Ao | (padie)
| (padjgm) |
— <p, [91,ad’}_lg1]> <p, [gg,adfflmb <p, [gm,ad'}_lg1]> _
B_ <107 [glaadl;flgzb <P, [92,6\(1]}7192” <P, [gmaad’fngD
(oot and) (o]} (o o))

Note que obtivemos muitas informagoes durante estes cdlculos. Em particular sabemos que
<p, adlfgi> = 0 para todo i =1,...,m, j = 1,...,k — 1 e t do arco singular. Além disso, ja
sabfamos, uma vez que estamos em um arco singular, que (p, g;) = 0. E, se o tempo final for livre,
o Principio do Maximo de Pontryagin garante que H) se anula sobre a trajetéria, isto, mais o fato
de estarmos em um arco singular, implica que (p, f) = 0.

Vemos, entao, que os campos do conjunto {f, adlf gili=1,....m; 1=0,...,k— 1} sao todos
ortogonais a p.

Assim, se definirmos a distribuicao A = span {f, adlf gili=1,...0m;1=0,....k— 1}, fica
claro que sua dimensdo muito nos conta sobre a complexidade do problema. De fato, é claro que
A C p* e, lembrando que aumentamos a dimensao em 1 colocando o custo na primeira variavel,
p € R"1. Entdo, se dim (A) = n+1, concluimos que p = 0, contradizendo o critério de otimalidade

do Principio do Méximo de Pontryagin.
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Por outro lado, se dim (A) = n, entdo descrevemos completamente o espago ortogonal a p e,
portanto, sabemos a direcao de p. Isto essencialmente nos da toda a informacao necessaria para
resolver completamente o problema de controle étimo.

Uma questao fundamental na andlise do problema é garantir a inversibilidade da matriz B, pois

isto permite que definamos a ordem do arco, por essa razao damos a seguinte definicao.

Definicao 2.3.1. Seja M uma matriz da forma:

[ (D, ’U11> <p7’012> - {p, Ulz> ]
B— (p,v21) (Pyv22) - (p,va) (2.8)
o) (povi) o (poow) |

Se os coeficientes constantes desta matriz e os vetores v;; que pertencerem a A (e portanto
resultarem em um coeficiente nulo) garantirem que M € inversivel diremos que M ¢é A-inverso-

decidivel.
Agora é natural o enunciado do teorema abaixo.

Teorema 2.3.2. Se uma jungdo tem ordem q par, ad?cq gi € A e as B € A-inverso-decidivel entao

existe Fuller na junc¢do.

Demonstragao. Com a discussao acima a demonstracao deste teorema é trivial. Basta notar que

estamos nas condicoes do corolario 2.1.3. (]

2.4 Fenomeno Fuller em sistema hamiltonianos

Muitos problemas de controle originam-se com a introducao de forcas externas a um sistema
mecanico. KEstas forgas tornam-se assim os possiveis controles do sistema e, como tais, tem li-
mitacOes praticas. Assim, realizar tarefas otimizando critérios dados, naturalmente trazem estes
problemas para a luz das técnicas de controle 6timo.

Como um exemplo disto, ja vimos neste trabalho que o exemplo originalmente proposto por
Fuller pode ser estendido no contexto hamiltoniano para um novo exemplo de Fenémeno Ful-
ler com multiplos controles. Veremos nesta secao que, sob condigoes nao muito restritivas, este
exemplo pode ser generalizado, fornecendo um critério simples para decidir sobre a acumulacao de

descontinuidades em uma classe de problemas de controle de origem hamiltoniana.
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Considere a funcao hamiltoniana:

.
H=" 2T“ +Qz) — 2™Mu

onde (z,v) € R" x R™ e u € R™. Suponha que, sujeitos a esta dinamica, queremos partir de um

ponto (zg,vp) € R™ x R™ e chegar na origem minimizando um funcional ¢: x € R — R

Ty (u)
minimizar / c(x) dt
0

,
T=Tv

0= P(x) + Mu
u € Mes (R™),
sujeito a
lui(t)] < 1, Vte [0,T¢(u)], i=1,...,n
(#,v)(0) = (20, v0)

| (@ 0)(Ty(w) = 0

onde P = —%—g. Vamos supor que:
(i) T é simétrica positiva definida;
(ii) M é simétrica e inversivel;
(iii) @ e c sao aplicagoes C*;
(iv) P é nula na origem;
(v) c(z) =0«< x =0;
(vi) %(O) =0e g—;g é definida positiva.

Note que, uma vez que a origem é um ponto de equilibrio, assim que uma trajetéria 6tima
chega a ela, todos os controles se anulam, portanto a trajetéria possui um arco finalmente singular.
Além disso, toda solucdo deste problema de controle 6timo pode ser estendida indefinidamente no
tempo sem alterar o custo, bastando manter o controle identicamente nulo.

Antes de procedermos com a abordagem analitica, observe que se chegarmos & origem num ins-
tante ¢ por um arco nao singular entao certamente ¢ seria uma juncao e o controle seria descontinuo
nela. Juntando isso ao fato da ordem do arco singular ser 2, como mostraremos a seguir, podemos

concluir pelo teorema 2.1.1 que existe Fenémeno Fuller nesta juncao.
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Vamos agora aplicar as técnicas discutidas na secao anterior. Para isso consideramos os campos

vetoriais que descrevem o problema:

c(x) 0
f(xo,z,v) = Tv gi(wo, ) = 0
P(x) Me;

e a func@o a hamiltoniana do Principio do Maximo de Pontryagin:

H(xoua"avupﬂvplva)u) = —pQC(.CU) + <p17TU> + <p27P(x)> - <p2,MU>

Calculando os primeiros produtos de Lie dos campos obtemos:

dc
0 & 0 0 0 0
(fgl=—10 0 T 0 = | TMe; 95,90 ="| 0
0 25 0 TMe; 0 0

E interessante o fato destes primeiros produtos, juntamente com os campos que definem o
sistema, ja nos darem praticamente toda informagao sobre o problema. De fato, sabemos que o
espago vetorial gerado por {f, gi, adgi|i=1,...,n} estd contido em (po, p1,p2)* e tem dimensao
maior ou igual a 2n. Se a dimensao for 2n + 1, entao o arco singular nao pode ser 6timo pois neste
caso (po,p1,p2) serd o vetor nulo, contradizendo o Principio do Méximo de Pontryagin.

Por outro lado, a dimensao é 2n se e s6 se f for combinagao linear dos campos g;,ad; g;,
1 =1,...,n, pois estes sao sempre linearmente independentes. E como a primeira coordenadas
destes campos é nula, também deve ser nula a primeira componente de f, e portanto ¢ deve se
anular no arco singular. Neste caso, o arco é singular se e s6 se x = 0, pois ¢ anula-se apenas na
origem por hipdtese. Isto implica que no arco singular 0 = # = Tv, logo, como T é inversivel,
v = 0. De maneira andloga, 0 = po = T'p1, logo no arco singular p; também é nulo e pg = 1.

Agora j4 temos uma base inteira para p, portanto A = span {f, gi-adpgi [i=1,... ,n}.

O calculo dos demais produtos de Lie, apesar de elementar, envolve expressoes longas e muitas

delas nao adicionam informacao relevante a nossa anélise. Fagamos entdao uma pequena observacao.
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Seja h(zg,z,v) campo vetorial que nao depende de z¢. Entao [f, h] é da seguinte forma:

0 * =x —c 0 % 0 * *TU—I—*P—%*
[fvh]: 0 * =x* Tv [ — ] 0 0 T x | = *
0 * =x P 0 %—1; 0 * *

“*7 representa matrizes arbitratias que dependem de (x,v).

onde o simbolo

Como todos os campos do problema nao dependem de xg, aplicamos este resultado a eles e,
uma vez que no arco singular *Tv + *xP — %* sempre se anula, concluimos que <p, adlf g¢> € Aem
todo o arco singular. Agora, para podermos aplicar o corolario 2.1.3 basta verificar que a matriz
B é nao singular.

Para isso podemos calcular uma forma analitica para B usando os produtos de Lie como na
secao anterior, ou diretamente, como na generalizacao do exemplo de Fuller. A segunda estratégia é
mais elementar e, usando que P(0) = 0, obtemos B = —MT g—iSTM e, portanto, o arco singular tem

ordem 2. Note que (—1)?B é definida negativa, em concordancia com GLC. Finalmente concluimos

que a juncao nao pode ser analitica.

Observagao 2.4.1. Mesmo se T e M dependessem de x, ainda teriamos uma descricao completa
de p* (desde que estas fossem inversiveis para todo x). Entretanto ndo poderfamos garantir que a
ordem do problema é par e que vale GLC'S e portanto nao necessariamente terfamos acumulagao
de descontinuidades.

Ainda assim, como o calculo da ordem do problema ¢é elementar e podemos descrever comple-
tamente p, o estudo do Fenémeno Fuller para sistemas hamiltonianos se resume a verificar que B

é A-inverso-decidivel. AN

Observagao 2.4.2. A hipétese de ¢(0) = 0 é de fundamental importéncia, caso contrario a di-
mensdo de A seria sempre n + 1 e, portanto, p seria identicamente nulo. Neste caso, um arco tal
que Mpo = 0 nao seria uma solucao 6tima.

Uma consequeéncia direta desta observacao é que sistemas hamiltonianos de controle nunca tem
um arco totalmente singular, i.e., Mpy = 0, se o funcional a ser otimizado nao é nulo no ponto que
desejamos atingir. Em particular, se queremos minimizar o tempo, um arco totalmente singular
nao pode ser 6timo pois neste caso ¢(z) = 1 e dim (A) = n + 1. Este fato ji era conhecido (ver

[8]), porém esta abordagem traz generalizagao e uma interpretagado geométrica mais clara. A

Observacgao 2.4.3. Claramente as técnicas apresentadas até aqui podem ser utilizadas em sistemas

hamiltonianos que nao possuam controle em todas varidveis v. Por isso é a tentadora estratégia
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de, supondo um dos controles nao singular, tirar conclusoes sobre a ordem do arco singular. Mas é
preciso ter cuidado com o fato de que neste caso a nova matriz B pode ser descontinua na juncao,
invalidando a demonstracao do teorema 2.1.1.

Se, por outro lado, for possivel garantir a continuidade dos controles nao singulares numa
vizinhanca da junc¢ao, podemos utilizar este fato para conseguir provar que certos campos nao sao
ortogonais a p. De fato, este controle serd sinal de uma fungao da forma (p, Me;) # 0. Entao se

temos um campo h tal que h € A; \ A, onde A; = span{Me;, A}, entdo certamente (p, h) # 0.
A
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Algumas observacoes sobre veiculo autonomo subaquatico

O controle em tempo 6timo de um veiculo auténomo subaquéatico é um exemplo pratico interes-
sante por possuir diversas caracteristicas desafiadoras. Este sistema, cuja deducao pode ser vista

em [9], é descrito pelas equagoes:

& = vy cosf + v3sinf
%2 =w3cost — vy sinf
0=
. m3 Ui (31)
V1 = *U3Q7
mq mi
. my o U2
U3 = 01— + —
ms ms
: m3—mi us3
Q= vy 2
\ I I

onde A é o angulo que o veiculo estd com relacdo ao eixo = do referencial inercial, {2 a velocidade
angular, v; e v3 a velocidade horizontal e vertical do submarino com relagao ao referencial mével
(com origem no centro de massa do submarino). O controle u = (u1, ug, us) satisfaz |u;| < 1, para
1 =1,2,3. As massas sdo tais que m; < ms e I é a inércia.

O problema de minimizar o tempo de trajetérias que vao de um ponto Xy = (21, 20,0, 0,0, 0)
a um ponto Xp = (x2,20,0,0,0,0) tem sido objeto de estudo de diversos trabalhos nos ltimos
anos. Por exemplo [8], [9], [10] e [11]. A presenga ou ndo de Fenémeno Fuller em jungoes ainda é
desconhecida. Indicios numéricos foram apresentados em [4] e, como veremos, serao reforcados por
resultados analiticos obtidos nas secoes anteriores.

Na notacao adotada neste trabalho temos que f(X) + g1(X)u1 + g2(X)u2 + g3(X)us, onde

18
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X = (vo,2,2,0,v1,v2,9),
1

v1 cos B + vy sin @
v cos ) — vy sin 6
F(x) = 0
—v3Q28
le%

V1V3

m3—mj
1

e g1 = (0,0,0,0,-.,0,0), g» = (0,0,0,0,0,--,0) e g3 = (0,0,0,0,0,0,%). A hamiltoniana do

m17 7m37

Principio do Maximo de Pontryaginfica:

P4 P5 Pe
H = <p,f>+7U1+7U2+*U3—p0
mq ms I

de onde concluimos que o controle étimo é u; = sign (p4), ug = sign (ps) e uz = sign (pg), ou ainda,
u; = sign (pi43)

A primeira coisa que podemos afirmar é que, pela observacao 2.4.2, este sistema nao pode ser
singular em todos os controles ao mesmo tempo.

Supondo que apenas um dos controles seja nao singular, digamos u;, podemos calcular a ordem
do problema com relacao aos outros dois controles singulares, digamos u; e uy, onde i # j # k # i.
Célculos simples nos levam a concluir que, neste caso, a ordem do problema é 1 e que a matriz B

é da forma:

onde p;+3 é ndo nulo por hipétese. Note que (—1)!B, mesmo que p;;3 fosse descontinua, nio é
negativa, portanto contradiz GLC. Entao, apesar de trajetérias deste tipo terem sido estudadas
em [8], ndo existem trajetérias 6timas com arco singular em dois controles.

Nos resta o caso com um tnico controle singular. Em [4], estudamos numericamente este caso
para ug e obtivemos indicios de que neste caso os controles w1 e ug eram constantes nas juncgoes de
ug, de modo que pudemos calcular a ordem do problema ¢ = 2. Além disso, vimos que B nao se
anula e tao pouco A £ B, de modo pudemos concluir que a ordem é par e o controle descontinuo,
levando ao indicio numérico de que existe Fuller nas juncoes de us.

Mesmo sob a hipétese de que u; e ug é constante numa vizinhanga da jungao de us, a distribuicao

A obtida é de dimensao 5. Como estamos trabalhando em um problema com dimensdo 7, ainda
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nao pudemos descrever completamente o espaco pr.

Entao a complexidade do estudo deste problema vem exatamente do fato de termos uma diregoes
desconhecida de p*, nos impossibilitando de fazer afirmacoes analiticas sobre A e B.

Como estamos supondo que os controles nao singulares sao constantes, podemos utilizar a a
observacao 2.4.3, isto é, definimos duas novas distribuigoes A; = span {g;, A}, i = 1,2, e verificamos
se os campos que definem A e B pertencem a alguma delas. Porém, isso nunca é verificado.

Vemos que o desconhecimento de uma tnica direcao de p impossibilita, com as técnicas co-

nhecidas, concluir analiticamente a presenca ou nao de Fenomeno Fuller.
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Conclusoes

Estendemos resultados antes conhecidos apenas para problemas com uma tnica entrada e obti-
vemos novos avangos no estudo dos sistemas de controle 6timo. Com estes resultados, descobrimos
uma classe de sistemas hamiltonianos que, apesar de comuns e essencialmente simples, possuem
solugoes com comportamento complicado, tanto do ponto de vista tedrico quanto pratico.

A abordagem apresentada permite condensarmos os fatos conhecidos sobre as trajetérias singu-
lares em uma descricao puramente geométrica. Com esta visao de um dado problema, podemos fa-
cilmente compreender sua complexidade e, possivelmente, concluir a necessidade de mais hipdteses
para que possamos fazer afirmagoes sobre suas trajetorias, pois a teoria por si s6 nao é capaz de
dar informagdes sobre os problemas de interesse de maneira genérica.

Por isso, fica claro que os problemas de controle 6timo ainda precisam ser melhor compreendidos
e novos critérios de otimalidade apresentados. Em particular, o Fenémeno Fuller continua a desafiar

as técnicas conhecidas.

21
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