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Resumo

Tchouaga, K. L Análise Multi-escala para modelos epidemiológicos com vetores. 2016. 77

f. Tese (Mestrado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo,

2016.

Os estudos tradicionais sobre a dinâmica da doença têm-se centrado em questões de estabilidade

globais, devido à sua importância epidemiológica. Nós estudamos um modelo de Dengue em duas

direções diferentes: começamos por determinar as propriedades básicas do modelo. Em seguinte,

vamos dar uma vista diferente e nós argumentamos que os vetores e os hospedeiros podem ter as

escalas de tempo intrínsecas distintas e que tal singularidade se estende aos dinâmica da doença.

Sob estas hipóteses, mostramos que dois regimes assiintóticos aparecem naturalmente: a dinâmica

rápida do hospediro e a dinâmica rápida do vetor. O primeiro regime, conduizi a um modelo SIR

para os hospedeiros. Neste caso, o vector desaparece do modelo e a dinâmica é semelhante a uma

doença directamente contagiosa. Este último conduizi a um modelo SI para os vectores, com os

hospedeiros desaparecendo a partir do modelo.

Palavras-chave: Doenças transmitidas por vetores, Dengue, Separação de escala de tempo.
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Abstract

Tchouaga, K. L. Multiscale analysis for a vector-borne epidemic model. 2016. 77 f. Tese

(Mestrado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2016.

Traditional studies about disease dynamics have focused on global stability issues, due to their

epidemiological importance. We study a model for Dengue in two di�erent directions: we begin by

determining the basics properties of the model. In the sequel, we take a di�erent view and we argue

that vectors and hosts can have very distinctive intrinsic time-scales, and that such distinctiveness

extends to the disease dynamics. Under these hypothesis, we show that two asymptotic regimes

naturally appear: the fast host dynamics and the fast vector dynamics. The former regime yields,

at leading order, a SIR model for the hosts. In this case, the vector disappears from the model,

and the dynamics is similar to a directly contagious disease. The latter yields a SI model for the

vectors, with the hosts disappearing from the model.

Keywords: Vector-borne diseases, Dengue fever, Time-scale separation.
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Introdução

As doenças transmitidas por vetores em geral, em particular o arbovírus , são um grande de-

sa�o para epidemiologistas contemporâneos, o�ciais de saúde pública, para citar alguns. De fato,

enquanto a virada do século XIX para o século XX testemunhou a descoberta de doenças cau-

sada por arbovírus como, por exemplo, dengue e malária. Os séculos XX e XXI testemunhou uma

emergência sustentada destas doenças em todo o mundo. Atualmente, a dengue é uma das prin-

cipais causas de morte por doença entre crianças em alguns países da Ásia e da América Latina

([Org]) e patógenos da malária estão adquirindo resistência à primeira linha de tratamento no sul

da Ásia ([Bre12]). Além disso, o vírus do Nilo Ocidental é agora endemia na África, Ásia, Oceania e

agora estabelecida América do Norte ([PF12]). Tal surgimento parece ser causado, principalmente,

pela difusão de alguns dos vetores associados. Assim, em décadas recentes, Aedes aegypti e Ae-

des albopictus têm experimentado um aumento na propagação ([LSG10]). Além disso, algumas das

doenças evoluiram de benignas para letais. Este é o caso, por exemplo, da febre hemorrágica na

dengue, que se tornou signi�cativamente mais prevalente em anos recentes ([D.J98]). Mesmo para

doenças inócuas como a doença Chinkunguya, há preocupações de uma maior evolução antigênica

([RRR10]).

Do ponto de vista matemático, recentemente propagação de algumas destas doençãs tropicais

tiveram maior atenção, por causa de suas ricas estruturas dinâmicas. Por exemplo, nos casos de

dengue, a interação entre diferentes cepas do patógeno e do sistema imunológico humano, pode

causar nos modelos um rico comportamento dinâmico, por exemplo, bifurcações e caos determi-

nístico ([AKS08], [ABK+11]). Em alguns modelos, a ênfase reside na interação entre o hospedeiro

(humano) e o vírus. Nesses modelos, a partipação dos vetores (mosquitos) é considerada de maneira

indireta. Esta abordagem de modelagem é motivada pelo fato de que os períodos esperados de

vida do mosquito e do hospedeiro humano diferem em ordens de magnitude. Assim, os mosquitos

agem rapidamente nos humanos, mas o estado imunológico dos humanos, susceptíveis a algumas

cepas e imune a outras, segue o tempo da doença humana, como observado, por exemplo, em dados

de noti�cações clínicas. Em vez disso, um primeiro estudo sobre um modelo simples suscetíveis-

infectados com recuperado (SIR) para os seres humanos e um modelo suscetível-infectado (SI) para

os mosquitos foi investigado, inclusive a separação de escala de tempo explicitamente ([Sou14]). Os

esforços de modelagem matemática da propagação da dengue datam da década de 1970 ([FH70]).

No presente trabalho, vamos estudar um modelo de dengue desenvolvido em ([Sou14], [RASS14]),

em termos de classes de hospedeiro humano e os efeitos de acoplamento a uma dinâmica de mosquito.

Neles, utiliza-se uma análise de separação de escala de tempo e a estabilidade dos pontos de equilíbrio

para determinar um novo modelo que represente uma dinâmica envolvendo os humanos.

Os Modelos normalmente são tão complexas que muitas vezes é impossívelgerenciá-los a partir de

uma perspectiva matemática e é necessário recorrer a simulações numéricas para obter informações a

xv
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partir deles. A �m de resolver este problema, alguns autores têm utilizado métodos de agregação para

reduzir o número de variáveis de estado e parâmetros em modelos complexos, de modo a transformá-

los em objetos matematicamente tratáveis ([MP12],[ACVP00],[ENBP12],[PA96]). Usamos técnicas

similares para reduzir o número de variáveis de estado e portanto o número de equações diferenciais

nos sistemas.

No Capítulo 1, baseados em ([Ba77]), desenvolvemos inicialmente uma revisão teórica acerca

da evolução das ideias em epidemiologia matemática, buscando traçar um paralelo entre o surgi-

mento das doenças e como as ideias matemáticas acompanharam e adaptaram essas informações

na evolução dos modelos. Em seguida, estudamos como o conceito de número de reprodutibilidade

basal (R0) foi introduzido na epidemiologia matemática, bem como estruturou-se a de�nição deste

parâmetro através da metodologia da construção do Operador de Próxima Geração ([Ba75]). No

contexto epidemiológico, o parâmetro R0 mede o número de casos secundários causados por um

único indivíduo infectado ao ser introduzido em uma população completamente suscetível.

No Capítulo 2, baseados nos trabalhos em ([Sou14], [RASS14], [PCEF10]) desenvolvemos uma

análise de escala de tempo de um modelo da dengue . Nós argumentamos que vetores e hospedeiros

podem ter escalas de tempo intrínsecas muito distintas e que tal diferença tem impacto na dinâmica

da doença. Sob estas hipóteses, mostramos que dois regimes assimptóticas aparecem naturalmente:

dinâmica rápida do vetor e hospedeiro.



Capítulo 1

Fenômenos epidemiológicos e a

modelagem matemática

Epidemias de doenças infecciosas têm sido documentadas ao longo da história. Desde a Gré-
cia antiga e antigo Egito tem-se relatos de epidemias de varíola, lepra, tuberculose e difteria. As
condições de higiene inadequadas e os escassos recursos da medicina da época, �zeram com que
a e�ciência na propagação e a letalidade dessas doenças tivessem consequências catastró�cas para
a raça humana, atingindo magnitudes semelhantes a das guerras. Motivados pelas aplicações da
modelagem matemática no estudo de doenças infecciosas, desenvolvemos este capítulo com o in-
tuito de expor o progresso das ideias em epidemiologia matemática, bem como sua fundamentação
teórica. Apresentamos o processo de construção e formalização matemática do conceito do número
de reprodutibilidade basal, parâmetro que mede o número de casos secundários causados por um
único indivíduo infectado ao ser introduzido numa população totalmente suscetível.

1.1 Motivação

Em 1918, após o �nal da primeira guerra mundial, que matou pelo menos 37 milhões de pes-
soas, o mundo foi abaladao pela gripe espanhola. Acredita-se que a pandemia de gripe tenha sido
responsável pela morte de 20 milhões de pessoas em questão de meses. Durante o século 14, de 1347
a 1353, a peste negra foi responsável por dizimar cerca de 25% da população europeia que na época
estimava-se em 100 milhões de pessoas ([Ba77]).

Um pouco mais tarde, tendo sido importada da Europa pelos colonizadores em 1952, a varíola
foi responsável pela morte de praticamente metade da população asteca. Já na América do Sul,
em (1648), dados estimam que 280 mil pessoas morreram em função da febre amarela. A malária
atualmente é endêmica nas regiões equatoriais, em regiões da América, Ásia e grande parte da
África. Segundo a ONU cerca de 350 milhões de pessoas vivem em áreas endêmicas ([Ba77]).

A grande praga de Londres cuja ocorrência é datada por volta de 1665 foi uma epidemia em
escala menor se comparada com a peste negra que atingiu a Europa (1347-1353), entretanto, devido
à e�ciente capacidade de propagação da doença comprovada pelo acelerado crescimento do número
de casos, a doença passou a ser monitorada semanalmente ([Ba77]). Durante essa epidemia estimou-
se que o número de mortes causadas pela doença em determinada semana foi 37 vezes maior que o
número de nascimentos da mesma semana.

Após a descoberta de que eram os roedores os reservatórios da doença, a eliminação dos mesmos,
melhores condições de higiene e a resistência genética das populações contribuíram para o declínio
dessas epidemias na Europa ([Ba77]).

1



2 FENÔMENOS EPIDEMIOLÓGICOS E A MODELAGEM MATEMÁTICA 1.2

1.2 Evolução dos modelos epidemiológicos

O estudo de modelos epidemiológicos surgiu por volta de 1760 com um modelo matemático para
inoculação da varíola proposto pelo matemático Daniel Bernoulli, cujo objetivo era estimar o ganho
na expectativa de vida de um indivíduo ao nascer, se a varíola fosse eliminada como causa de morte
([DH02], [Het00]).

Em 1906, Hamer evidenciou o que foi considerada uma das maiores contribuições teóricas em
epidemiologia. Ele foi um dos pioneiros a assumir que o número de novos casos de indíviduos infecta-
dos eram causados pelo produto entre as densidades de indivíduos suscetíveis e infectados ([Het00]).
Esta hipótese matemática formulada por Hamer é a base de todas as teorias determinísticas sub-
sequentes.Esta hipóstese �cou conhecida como o princípio da ação de massas, pois compara-se a
uma reação química ([Ba75]). Usando estas ideias, Hamer pode deduzir a existência de recorrências
periódicas da doença. Uma extensão dessas ideias foi desenvolvida posteriormente por Soper, em
1929. Por volta de 1908, Ross trabalhou com um modelo matemático mais estruturado, tomando
um conjunto básico de parâmetros que descreviam aspectos relacionados a transmissão da malária
([Ba75]).

No entanto, foi em 1927 que estudos matemáticos mais elaborados foram desenvolvidos por
Kermack e McKendrick. Eles propuseram e resolveram um dos teoremas mais importantes em epi-
demiologia, o fenômeno limiar, o qual evidenciava que para se ter um surto epidêmico a densidade
de indíviduos suscetíveis deveria exceder um determinado valor crítico, denominado limiar ([Het00],
[KM27], [And91]). Desde então, os estudos em epidemiologia matemática têm avançado considera-
velmente. Algumas das leituras clássicas sobre a evolução dos primeiros conceitos em epidemiologia
e sobre o desenvolvimento das ideias matemáticas associadas aos modelos epidemiológicos foram
publicadas por Bailey (1975) e Becker (1979), Dietz (1974), Anderson e May (1982) ([Ba75]).

Em geral, modelos matemáticos clássicos neste estudo são os modelos determinísticos e estocáti-
cos. Modelos determinísticos são usados em geral para descrever a dinâmica de grandes populações.
Nesses modelos, os parâmetros de entrada (como por exemplo, taxa de morte da doença ou taxa de
recuperação) são �xados e portanto as predições do modelo ao longo do tempo são de certa forma
predeterminadas. A maior parte dos modelos determinísticos são compartimentais e a representação
matemática desses compartimentos é feita por meio de equações diferenciais ordinárias.

Dentre os modelos determinísticos, as estruturas mais usadas são: MSEIR, MSEIRS, SEIR,
SEIRS, SIR, SIRS, SEI, SEIS, SI, SIS, onde o compartimento M representa a classe dos indiví-
duos que adquiriram algum tipo imunidade através da placenta de suas mãe infectadas, este tipo
de transmissão é conhecida como transmissão vertical. O compartimento S representa a classe dos
indivíduos suscetíveis, E são os indíviduos latentes, ou seja, estão infectados mas ainda não trans-
mitem a doença, I são os indivíduos infectados e R corresponde ao compartimento dos indivíduos
recuperados ou removidos, seja por adquirirem imunidade ou por morte pela doença. Podemos ob-
servar na literatura a ampla aplicação destes modelos nas mais diversas doenças: dengue, cólera,
malária, tuberculose, HIV (ver [Nis06], [CCS02], [KR08], [Het00], [EV99], [CS78], [Ba75], [CCS04],
[AM91]).

McKendrick, em 1926, foi um dos primeiros a publicar trabalhos que envolvessem tratamento
estócástico aos modelos epidêmicos ([Ba75]). Modelos estocásticos permitem que o número de in-
divíduos que se deslocam entre os compartimentos varie aleatoriamente. Essa característica dos
modelos estocásticos oferece facilidades na inclusão de heterogeneidades da doença aos modelos.
Matematicamente, a representação dos compartimentos em modelos estocásticos, é feita por meio
de equações diferenciais parciais. Contudo, estes modelos tendem a ser mais utilizados quando o
estudo envolve pequenas populações, pois quando o tamanho das populações for grande é possível
mostrar que as soluções fornecidas pelo modelo estocástico convergem para as soluções do modelo
determinístico ([Ba75]).

Uma vez que, os modelos matemáticos tenham essencialmente a mesma base, a inserção de
diferentes hipóteses torna-os �exíveis para o estudo de qualquer doença. Dependendo da complexi-
dade destes modelos, métodos numéricos são mais adequados para a obtenção das soluções, posto
que a obtenção da solução analítica não é possível. Entretanto, o que se tem observado é que o
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comportamento qualitativo obtido pela resolução desses modelos, em alguns casos não condiz com
o comportamento dos dados reais.

Um exemplo disso, foi a projeção feita para o números de casos de novos casos de ebola em
Montserrado, na Libéria. A modelagem foi desenvolvida a partir da construção de um modelo SEIR,
cujos parâmetros foram estimados e corrigidos através de simulações do método Monte Carlo. O
modelo estimou que ocorreriam mais de 170 mil casos de outubro de 2014 a dezembro do mesmo
ano, que não se con�rmaram em dezembro ([LMAM+14]).

A correção e aperfeiçoamento dos modelos exige um estudo interdisciplinar. Novos aspectos
instrínsecos ou extrínsecos da doenças são introduzidos aos modelos matemáticos na forma de
parâmetros e variáveis permitindo a formulação de um modelo matemático tão complexo quanto
se queira, inclusive o acoplamento de duas dinâmicas, como é o caso de doenças transmitidas por
vetores ou coexistência de vários sorotipos.

No caso de doenças cuja transmissão é direta e com alta letalidade, tem-se em geral, dados mais
consistentes, pois existe uma maior preocupação dos órgãos da saúde em evitar que essas doenças se
propaguem. No entanto, mesmo com um monitoramento detalhado da doença, mensurar parâmetros
como, por exemplo, número médio de contatos adequados entre indivíduos suscetíveis e infectados
não é uma tarefa simples.

Para doenças transmitidas indiretamente, a situação é ainda mais complicada. A dengue em
particular é um exemplo crítico. Apesar de existirem dados sobre as noti�cações em todo território
nacional, acompanhado pelo Ministério da Saúde, percebe-se variações no comportamento dos surtos
epidêmicos de uma região para outra e inclusive dentro de uma mesma região. Neste sentido, muitas
discussões o envolvimento de outros fatores, não disponíveis nestes bancos, como precipitação,
clima, condições socioeconômicas da população e condições imunológicas dos pacientes com relação
a outras doenças ([MF98], [dS10], [PCLG+09], [HWSW99]).

Na abordagem epidemiológica, até pouco antes do �nal do século XX, não haviam muitas dis-
cuss ões acerca do estudo de outras funções que representassem a transmissão de doenças exceto,
o princípio da ação de massas. Estudos recentes, sugerem uma reavaliação nos padrões de contato
das doenças, propondo o uso de outras funções de transmissão como, funções de transmissão depen-
dente das densidades de indivíduos e funções de transmissão não-lineares. Destacamos aqui alguns
artigos que tentam esclarecer controvérsias acerca de diferentes cenários epidemológicos através do
estudo de diferentes funções de transmissão (ver [CLL13], [Nov08], [HLD89], [mLLI86], [WmHL87],
[JLRdD06], [KM05], [HD91]).

Enquanto que para as doenças emergentes vacinas ainda não foram desenvolvidas, estratégias de
controle com relação a transmissão são medidas de contenção que devem ser tomadas, seja no caso de
doenças transmitidas direta ou indiretamente. Nesta perspectiva, a in�uência da mobilidade humana
na propagação de doenças tem sido estudada através da construção de redes de contato (consultar
os trabalhos [DPE13], [WET+12],[Kee05], [SD95], [KDVH10], [BDG09], [Ari09], [SFM+13], [ISS13],
[AK09]).

Considerando que, todos os modelos são aproximações e que portanto a questão principal con-
siste em obtermos um modelo que não perde a essência do problema real teremos um acréscimo de
imprecisões quanto mais elementos vão sendo incorporados. Sabe-se que em epidemiologia é muito
comum que a maior parte dos parâmetros não tenha aferição direta, isso implica no uso de técnicas
para estimar esses parâmetros. Em geral são usadas técnicas estatísticas como: método Cadeia de
Markov Monte Carlo e hipercubo latino por exemplo ([GRS96], [BD]).

Desde a última década, a velocidade computacional tem melhorado muito e com isso, resolver
numericamente modelos matemáticos so�sticados não tem sido um problema. O uso desta ferra-
menta, além de fornecer as soluções dos modelos, nos permite a exploração de diferentes cenários,
o que em termos de doenças epidêmicas, muito além de tentar predizer epidemias, podem auxiliar
na criação de estratégias de controle e prevenção.
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1.3 Aspectos teóricos dos modelos de propagação de epidemias

Essencialmente, espera-se que os modelos matemáticos satisfaçam três atributos: robustez, �exi-
bilidade e precisão. A robustez caracteriza-se pela habilidade do modelo em de reproduzir os dados
observados e capturar a dinâmica da doença a longo prazo, ou seja, a robustez é responsável por
capturar tanto o comportamento qualitativo quanto quantitativo da doença ([KR08]).

A �exibilidade do modelo está associada a capacidade de adaptação do mesmo a outros fenôme-
nos similares e também a rápida assimilação de novas observações. A precisão por sua vez, é de�nida
no sentido de convergência numérica das soluções do modelo. No caso dos modelos epidemiológicos
espera-se que a solução convirja assintóticamente para os equilíbrios com uma precisão pré-�xada.

Ao fazer um estudo qualitativo, podemos identi�car propriedades com relação a dinâmica do
comportamento das soluções, como estabilidade e convergência. O estudo do comportamento quan-
titativo desses modelos em geral é realizado por meio de simulações numéricas pode fornecer estima-
tivas preditivas que serão avaliadas por órgãos de saúde pública no desenvolvimento de estratégias
de controle.

A abordagem numérica como ferramenta de apoio à modelagem, permite o estudo de diferentes
cenários, a validação de conjecturas qualitativas ou quantitativas sobre a dinâmica, a estimativa de
parâmetros bem como avaliar a sensibilidade do modelo em relação às condições iniciais e parâme-
tros.

1.4 Parâmetros epidêmicos

1.4.1 Força de infecção, λ

Em epidemiologia clássica, a força de infecção é de�nida como densidade de incidência, ou seja,
corresponde ao número de casos novos por unidade de tempo divido pela população total. Este
parâmetro pode ser obtido a partir dos dados epidemiológicos considerando a hipótese de que no
estágio inicial da epidemia o número de indivíduos infectados cresce aproximadamente a uma taxa
constante, essa taxa refere-se a taxa de crescimento da epidemia. Em outras palavras, o número de
infectados podem ser escrito como:

I(t) ≈ I(0) expλt (1.1)

onde I(0) corresponde ao número de indíviduos infectados no tempo zero. Uma das formas de fazer
o cálculo da força de infecção é ajustar uma reta ao número de casos acumulados. O cálculo da força
de infecção a partir do uso dos dados acumulados é razoável, pois esse método suaviza os dados
num estágio crítico da doença, o estágio inicial, onde devemos obter o valor de λ e onde podem
ocorrer as maiores �utuações ([VW10]). Outros métodos estatísticos envolvendo técnicas como o
Método da Máxima Verossimilhança são usados para obter a força de infecção em idades especí�cas
baseados em dados sorológicos estrati�cados por idade ([GA85]).

1.4.2 Número de Reprodutibilidade Basal, R0

Epidemiologicamente, o número de reprodutibilidade basal é conhecido como Ro. Este parâ-
metro corresponde ao número médio de infectados secundários causados por um único indivíduo
infectado em uma população totalmente suscetível. Mais precisamente, este parâmetro caracteriza a
habilidade de um organismo infeccioso invadir uma população totalmente suscetível e estabelecerse
nela. Se R0 > 1 a doença conseguirá invadir uma população e estabelecer-se nela. Se R0 ≤ 1 a
doença não conseguirá se estabelecer na população e desaperarecerá naturalmente.

O valor do R0 pode ser obtido através da força de infecção. Analiticamente e epidemiologi-
camente esses dois limiares relacionam-se. Considerando, L como sendo a expectativa média de
vida da população, R0 por ser escrito em função de λ como sendo: R0 = 1 + λL. A derivação
desta expressão e maiores discussões acerca dessa formulação podem ser encontradas em ([AM91])
e ([Het00]).
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Dependendo da complexidade do modelo matemático pode-se obter o valor de R0 diretamente
das equações do modelo. Considere o modelo SIR (Suscetível - Infectado - Recuperado) proposto
por Kermack e McKendrick, em ([Het00]), com dinâmica vital e governado pelas seguintes equações:

dS

dt
= µN − βS I

N
− µS, S(0) = S0 ≥ 0;

dI

dt
= βS

I

N
− (µ+ γ) I, I(0) = I0 ≥ 0 ;

dR

dt
= γI − µR, R(0) = R0 ≥ 0 .

(1.2)

onde N = S+I+R é constante, µ corresponde a taxa de nascimento e morte natural, γ é a taxa per
capita de recuperação da infecção e β corresponde ao número de contatos adequados entre suscetíveis
e infectados. Nesse sentido, contatos adequados signi�cam contatos que resultem em infecção. Visto
que, β corresponde ao número médio de suscetíveis infectados por um único indivíduo infectado

por unidade de tempo e
1

µ+ γ
é o tamanho do período infeccioso temos portanto, R0 =

β

µ+ γ
([KR08]).

O modelo acima é bastante simples, e neste caso, a dedução do valor de R0 é direta. Para modelos
mais complexos, a expressão deste parâmetro torna-se complicada de ser obtida diretamente das
equações do modelo. Uma das alternativas para contornar este problema é obter o Operados de
Próxima Geração. Diekmann, Heesterbeek e Metz, em ([DHR09]), propuseram uma metodologia
para a construção do Operador de Próxima Geração, (OPG), para modelos compartimentais. Neste
caso o valor de R0 é de�nido como sendo o raio espectral deste operador.

Biologicamente, o parâmetro R0 está associado a transmissão da infecção como se fosse um
processo demográ�co, no sentido que os nascimentos não seriam nascimentos demográ�cos mas
sim um nascimento epidemiológico causado pela infecção através de alguma forma de transmissão.
Naturalmente, somos capazes de entender e visualizar este processo de infecção em termos de gera-
ções consecutivas de indivíduos infectados o que nos possibilita fazer uma analogia com as gerações
demográ�cas ([DHM90], [HD96]). As gerações subsequentes de indivíduos infectados, crescem em
tamanho indicando uma população cada vez maior, no sentido epidemiológico indicando que teremos
uma epidemia e o fator de crescimento por geração indica o potencial de crescimento dessa infecção.
Matematicamente, esse fator de crescimento é a caracterização do R0.

1.4.3 Formalização do conceito de R0 baseado na teoria demográ�ca

O valor crítico R0 não surgiu inicialmente em epidemiologia, mas em demogra�a. Richard Böckh
foi um dos primeiros a mencionar o conceito em 1884 como 'reprodução total' o qual fazia referência
ao número de fêmeas nascidas de uma única fêmea durante o seu ciclo de vida reprodutivo. Dublin e
Lotka (1925) e Kuczynski (1928) formalizaram o cálculo e introduziram a notação de R0 no sentido
demográ�co. Neste contexto, o termo usado para R0 era de taxa líquida de reprodução por geração
([HD96]).

Conforme esta de�nição, o valor crítico de R0 �cou de�nido como:

R0 =

ˆ ∞
0

b(a)F (a)da (1.3)

onde F (a) = e−
´ a
0 µαdα corresponde a função sobrevivência (observe que a função sobrevivência

está relacionada com a mortalidade na idade especí�ca, µ(a)), isto é, corresponde a probabilidade
de um indivíduo recém nascido sobreviver pelo menos até a idade a e b(a) corresponde ao número
médio de descendentes que um indivíduo produzirá por unidade de tempo até a idade a.

Portanto, se R0 > 1, ou seja, se em média cada fêmea contribuir com mais de uma fêmea por
geração a população irá crescer. Este crescimento populacional é então caracterizado pelo cresci-
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mento de gerações subsequentes de indivíduos. A partir dessa conclusão, este conceito limiar passou
a ser associado ao conceito epidemiológico.

Seja n(t, a) o número de indivíduos em tempo t distribuídos no intervalo [a1, a2] dado pela
integral

´ a2
a1
n(t, a)da. A equação diferencial parcial que representa o crecimento da população dis-

tribuída por idade é dada por:

∂n

∂t
(t, a) +

∂n

∂a
(t, a) = −µ(a)n(t, a), (1.4)

onde µ(a) é a taxa de morte especí�ca na idade a.
Sendo b(a) a fertilidade por pessoa em idade a, temos que os nascimentos em tempo t são dados

por:

B(t) = n(t, 0) =

ˆ ∞
0

b(a)n(t, a)da, (1.5)

cuja distribuição inicial de idade é dada por: n(0, a) = n0(a) com n0(0) = B(0).
Este modelo demográ�co foi usado por Lotka, em 1922, na modelagem de populações, por

McKendrick, em 1926, no estudo de modelos epidêmicos e por von Foerster no estudo da proliferação
celular ([Het00]).

Resolvendo a equação (1.4) obtemos:

n(t, a) =

{
B(t− a)e−

´ a
0 µvdv para t ≥ a ;

n0(a− t)e−
´ a
a−t µvdv para t < a .

Substituindo o limite da integral na expressão (1.5) em a = t obteremos:

B(t) = n(t, 0) =

ˆ t

0
b(a)B(t− a)e−

´ a
0 µvdv da+

ˆ ∞
t

b(a)n0(a− t)e−
´ a
a−t µvdv da (1.6)

Esta equação com um núcleo K(a) na primeira integral e g(t) na segunda integral torna-se a
equação de renovação:

B(t) = n(t, 0) =

ˆ t

0
K(a)B(t− a)da+ g(t) (1.7)

Analisando esta equação obtemos que a distribuição de idades se aproxima do estado de equilíbrio
A(a) e que o tamanho da população é aproximado exponencialmente por um crescimento ou decres-
cimento da forma exprt. Portanto, ao analisar o comportamento assintótico da distribuição A(a)
(ver detalhes em [Het00], [HD96]), obteremos a equação característica de Lotka:

1 =

ˆ ∞
0

b(a)F (a)erada, (1.8)

onde r é a taxa de crescimento intrínseco da população.

Observação 1.1.4.1 Se R0 é de�nido como na equação (1.3), de acordo com (1.8) temos:

• R0 > 1 se e somente se r > 0;

• R0 = 1 se e somente se r = 0;

• R0 < 1 se e somente se r < 0.

Até o momento descrevemos duas formas de caracterização para o crescimento e decrescimento
de populações. A primeira baseou-se em gerações discretas, calculando a próxima geração de fêmeas
a partir de uma outra fêmea. A segunda forma baseia-se no crescimento populacional em tempo real.
Uma desvantagem do segundo método é que, pelo fato da caracterização da taxa de crescimento ser
dada implicitamente, o cálculo do parâmetro r, por conseguinte, tem de ser feito numericamente.
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Nosso próximo passo será caracterizar e contextualizar a de�nição de R0 na teoria epidemica,
relacionando este limiar ao parâmetro λ (força de infecção), observando que, ambas as aproximações
ocorrem quando caracterizamos crescimento ou decrescimento de subpopulações infectadas por uma
dada infecção.

1.4.4 Formalização do conceito de R0 a partir de um modelo epidêmico

Em epidemiologia o conceito de R0 foi mencionado inicialmente por Ronald Ross, em 1911, em
seu estudo sobre a malária e em seguida de�nido por Kermack e McKendrick através do teorema
do limiar. Ao descrever este limiar para modelos epidêmicos, Kermack e McKendrick �zeram as
seguintes hipóteses ([DHM90]):

i Uma única infecção desencadeia um processo autônomo dentro do hospedeiro;

ii A doença resulta de imunidade completa ou morte;

iii Os contatos ocorrem de acordo com a lei da ação de massas;

iv Todos os individuos são igualmente suscetíveis;

v A população é fechada, ou seja, na escala de tempo da transmissão da doença a entrada de novos
suscetíveis é negligenciada;

vi O tamanho da população é grande para garantir uma descrição determinística;

Seja S(t) a densidade de suscetíveis na população em tempo t. A hipótese i. permite uma
representação da idade para o estado de infecção (infectividade) de um indivíduo infectado, ou seja,
o tempo decorrido desde a infecção denomina-se idade de infecção. Sob as hipóteses acima a equação
integral para a variação de suscetíveis é dada por:

S′(t) = S(t)

ˆ ∞
0

A(τ)S′(t− τ)dτ (1.9)

onde A(τ) corresponde a infectividade esperada de um indivíduo com idade de infecção τ . A(τ)
pode ser interpretada como uma função de reprodução onde cada descendente produzido representa
uma nova infecção causada.

Na equação (1.9), −S′(t) representa a incidência i(t, 0), que corresponde a densidade de novos
infectados por unidade de tempo, avaliados no tempo t:

− S′(t− τ) = i(t, τ) (1.10)

isso nos dá a incidência de infectados em tempo tque foram infectados em tempo τ ([DHM90]).
Substituindo (1.10) na equação (1.9) obtemos o número de indivíduos infectados em t − τ

unidades de tempo:

∂i

∂t
+
∂i

∂τ
com i(t, 0) = S(t)Λ(t, τ) (1.11)

cujo, Λ(t, τ) =
´∞

0 A(τ)i(t, τ)dτ correponde a força de infecção que mede a probabilidade per capita
por unidade de tempo para tornar-se infectado ([HD96]).

Para caracterizarmos o crescimento ou decrescimento de uma população infectiva procederemos
como anteriormente. Substituindo S(t) na equação (1.9) pela constante S0, onde So corresponde a
densidade inicial de indivíduos suscetíveis (S0 corresponde ao estado de equilíbrio demográ�co da
população na ausência da doença), obteremos :

S′(t) = S0

ˆ ∞
0

A(τ)S′(t− τ)dτ (1.12)



8 FENÔMENOS EPIDEMIOLÓGICOS E A MODELAGEM MATEMÁTICA 1.4

Conforme Heesterbeek e Dietz ([HD96]), é possível mostrar que a equação (1.12) tem soluções
da forma −S′(t) = i(t, 0) = ceλt com λ > 0 se e somente se R0 > 1 onde R0 = S0

´∞
0 A(τ)dτ . A

taxa de crescimento λ na fase exponencial da epidemia é encontrada como sendo a única raiz real
da equação característica, obtida substituindo o "Ansatz"S(t) = ceλt na equação (1.12):

1 = S0

ˆ ∞
0

A(τ)e−λτdτ (1.13)

Portanto, temos uma relação implicíta entre R0 e λ. Isso nos motiva a obter uma aproximação
para R0 a partir do método de geração consecutivas de indíviduos e que nos garantirá uma expressão
explicíta para este limiar.

1.4.5 Formalização do conceito de R0 para uma população estruturada

Quando falamos em populações estruturadas estamos nos referindo a populações heterogêneas.
Considere a variável ξ ∈ Ω ⊂ R, onde Ω representa o espaço das heterogeneidades. Seja S = S(ξ1)
a função densidade de suscetíveis que descreve a densidade de suscetíveis na ausência de doença.
Vamos de�nir A(τ, ξ1, ξ2) como sendo o nível de infectividade esperado de um indivíduo suscetível
do tipo ξ1 que foi infectado τ unidades de tempo atrás por um indivíduo do tipo ξ2. Assim o número
esperado de infecções durante o período infectivo, causado por um infectado por um indivíduo do
tipo ξ2 é dado por:

ˆ
Ω
S(ξ1)

ˆ ∞
0

A(τ, ξ1, ξ2)dτdξ1

Esta quantidade pode ser determinada como o fator de próxima geração de indivíduos infectados.
A primeira geração de indivíduos consiste da densidade inicial de indivíduos infectados na população,
enquanto que a segunda geração consiste de todas as infecções causadas por membros da primeira
geração e assim por diante. Uma vez que novos casos com diferentes características irão surgir,
podemos de�nir uma distribuição de indivíduos sobre o espaço das heterogeneidades Ω através da
função densidade, φ.

Então o operador de próxima geração é de�nido como

(K(S)φ)(ξ) = S(ξ1)

ˆ
Ω

ˆ ∞
0

A(τ, ξ1, ξ2)φ(ξ2)dτdξ2. (1.14)

Este operador nos fornece duas informações: o número de casos secundários resultantes da
geração φ e como esses casos estão distribuídos no espaço Ω. No caso em que Ω = {1, ...,m},
o operador K(S) é uma matriz (mxm). No caso em que m = 1, o valor de Ro coincide com o
proposto por Kermack e McKendrick, equação (1.2).

Sendo S e A não negativos, podemos interpretar K como um operador positivo no espaço de
Banach L1 das funções integráveis. Após m gerações a magnitude da população de infectados na
aproximação linear é K(S)mφ e por conseguinte o fator de crescimento por geração é ‖K(S)m‖

1
m .

Para sabermos o que acontece ao longo das gerações consecutivas basta tomarmos m −→∞.
O raio espectral de K é de�nido como

ρ(K(S)) = inf
m≥1
‖K(S)m‖

1
m = lim

m−→∞
‖K(S)m‖

1
m

começando pela zero-ésima geração φ, a m-ésima geração K(S)mφ converge para zero quando
m −→∞ se ρ(K(S)) < 1.

Além disso, pela positividade e compacidade de K, ρ(K(S)) é um autovalor, denominado auto-
valor dominante desde que |λ| ≤ ρ(K(S)), para todo λ no espectro de K(S). O espectro de K(S)
denotaremos por Qd. Sobre certas condições de irredutibilidade ([DHM90] e [DHR09]) a geração
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inicial φ converge para a distribuição estável:

K(S)mφ ∼ c(φ)ρ(K)mψd para m −→∞

onde ψd é o autovetor correspondente a ρ(K) e c(φ) é um escalar positivo.
Portanto, podemos de�nir R0 como sendo

R0 = ρ(K(S)) = autovalor dominante de K(S) (1.15)

Após certo tempo temos que ψd descreve a distribuição de indivíduos infectados e ρ(K) é o
número de casos secundários.

1.5 Pontos de equilíbrio

Ao fazermos o estudo do comportamento qualitativo de modelos de propagação de doenças,
vamos investigar o comportamento das soluções destes modelos através do estudo do retrato de fase
e dos pontos de equilíbrio. No decorrer do nosso estudo, argumentos matemáticos que, independem
de sentido epidemiológico serão usados para de�nir propriedades gerais.

Para o entendimento global do comportamento das trajetórias de fase de um sistema mecânico,
analisamos inicialmente os pontos de equilíbrio e as órbitas periódicas. Um dos pioneiros no estudo
do retrato de fase de equações diferenciais foi Henry Poincaré, que encontrou sua motivação ini-
cial em problemas da Mecânica Celeste, sendo a estabilidade do sistema solar um dos problemas
que despertou sua maior atenção. Esse estudo desenvolvido por Poincaré foi chamado de Teoria
Qualitativa ([Tel79]).

Em geral, modelos de propagação mais simples tem dois equilíbrios, sendo eles: o equilíbrio livre
de doença e o equilíbrio endemico. As condições de estabilidade destes equilíbrios estão intimamente
associadas ao limiar Ro uma vez que, o equilíbrio livre de doença será assintóticamente estável se,
R0 ≤ 1 e instável se R0 > 1. No caso do equilíbrio endêmico, se R0 > 1 este equilíbrio será
assintóticamente estável. Estes resultados serão veri�cados no capítulo seguinte.
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Capítulo 2

Analíse multi-escala de um modelo de

propagação da Dengue

2.1 Introdução

As doenças infecciosas ainda são um problema relevante para a vida humana. Atualmente,
devido ao intenso �uxo de pessoas em todo o mundo e dentro das cidades, a compreensão de suas
complexas dinâmicas é uma questão multidisciplinar. Relativo a dengue, uma doença transmitida
pelos mosquitos, não existe uma vacina contra qualquer um dos quatro serotipos do vírus, apesar
de muito esforços são feitas nesse sentido. A modelagem da dinâmica da dengue pode ser muito útil
para testar ambas as estratégias de controle adotadas para os mosquitos e a ação de futuras vacinas
([PCEF10]).

Na América do Norte e do Sul, há registros de ocorrência de todos os sorotipos do vírus da
dengue, enquanto no Brasil, até agora, apenas 3 sorotipos (DENV1, DENV2 e DENV3) foram
relatados. No entanto, o Brasil é responsável por 80% dos casos de dengue na América do Sul. A
�m de investigar comparativamente a ação de controle do mosquito na dinâmica da dengue, Pinho
e al. em ([PCEF10]) analisou dois surtos de dengue ocorreu em Salvador, Bahia, Brasil, em 1995
e 2002. No primeiro surto, somente o DENV2 estava circulando e nenhum controle da população
de mosquito foi sido aplicadas pelas autoridades de saÃºde locais. Além disso, a população era
completamente suscetíveis para este sorotipo. Por outro lado, durante o segundo surto, o sorotipo
predominante foi DENV3 e controle do mosquito estava em curso.

Pinho e al., em ([PCEF10]) usuram um modelo matemático para analisar esses surtos de dengue.
O foco foi de cálcular o número bÃ¡sico de reprodução, R0, de epidemias reais, bem como a análise
de sua evolução temporal R(t), uma vez que esse número muda durante as epidemias.

No que se segue, vamos dar uma visão e uma olhar diferente e olhar para diferentes aspectos da
dinâmica dessas epidemias. Mais especi�camente, nós argumentamos que os mosquitos e os humanos
podem ter diferentes escalas de tempo e sobre esta hipótese, mostramos como usar idéias clássicas
de análise assintótica para derivar novos modelos de antigos e como esses modelos simpli�cados
podem contribuir para a compreensão de tal dinâmica.

O trabalho é organizada da maneira seguinte. Na primeira parte, nós apresentamos as proprie-
dades básicas do modelo inicial, cálculamos a taxa líquida de reprodução e depois de ter adimensio-
nalizar o modelo, determinemos os pontos de equilíbrio do novo sistema obtida. Na segunda parte,
após uma separação de escala e uma expansão assintótica, analisamos a dinâmica rápida do vetor.
Por �m, na terceira parte, a dinâmica rápida do hospedeiro é feita.

2.2 Formulação do modelo

Omodelo desenvolvido aqui baseia-se no modelo apresentado em ([YMAW]), em que a população
de mosquitos (M) é dividida em quatro compartimentos: aquático (A), suscetível (Ms), exposto

11
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(Me) e infeccioso (Mi), as três últimas sendo as classes relacionadas com a forma feminina alada
do mosquito. Os parâmetros entomológicos são

• A taxa de oviposição intrínseca, δ;

• A taxa de mortalidade per capita de fêmeas adultas e de formas aquáticas, µm e µa, respec-
tivamente;

• A taxa de emergência per capita dos mosquitos da fase aquática às fêmeas adultas,γm.

Os parâmetros restantes são:

• A capacidade de carga C

• A fração de mosquitos fêmeas nascidos de ovos, k, com 0 < k < 1

• Os esforços de controle, modelada pelas taxas de mortalidade adicionais aplicadas às fases
aquática e terrestre do mosquito, respectivamente, ca e cm

A população humana, (H), é assumida constante com uma taxa de mortalidade per capita dada
por µh, e divida em indivíduos suscetíveis (Hs), expostos (He), infecciosos (Hi), e recuperados (Hr).

Os �uxos dos suscetíveis até as classes infectadas de ambas as populações dependem da taxa
de picada dos mosquitos, das probabilidades de transmissão, assim como o número de indivíduos
suscetíveis e infecciosos de cada espécie. A taxa de picada per capita de mosquitos b, é o número
médio de picadas por mosquitos por dia, enquanto que a probabilidade de transmissão é a proba-
bilidade de que uma picada infecciosa produza um novo caso em um membro suscetível de outras
espécies. Denotamos por βm e βh as probabilidades de transmissão de mosquitos para humanos, e
de humanos para mosquitos, respectivamente.

De�nindo
b

H
como o número de picadas que um humano recebe de cada mosquito, as taxas

de infecção por humano suscetível e mosquito suscetível são dadas, respectivamente, por
bβh
H

Mi e

bβm
H

hi.

Assumimos que as populações de expostas (infectadas mas não infecciosos) de humanos e de

mosquitos se tornam infecciosos a um taxa θh e θm, respectivamente; as quantidades recíprocas
1

θh
e

1

θm
sendo os períodos intrínsecos e extrínsecos da replicação do vírus nos humanos e mosquitos, res-

pectivamente. No caso dos mosquitos, o período extrínsico depende da temperatura ([FHDM93]).
Na verdade, as temperaturas elevadas reduzem θm, aumentando a taxa de replicação do vírus e
intensi�cam a e�ciência do mosquito na transmissão da dengue, aumentando assim o número de
refeições de sangue durante um ciclo gonotró�co ([MAM+08]). Finalmente, os humanos se recupe-

ram da doença em uma taxa constante taxa αh per capita, onde
1

αh
é o período infeccioso, entanto

os mosquitos permanecem infecciosos durante toda a sua vida.
Portanto, as equações diferenciais que regem a dinâmica de propagação da dengue são:
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dÃ

dt
= k̃δ̃(t)

(
1−

(
Ã

C

))
M − (γ̃m(t) + µ̃a(t) + c̃a(t))Ã

dM̃s

dt
= γ̃m(t)Ã− b̃β̃mM̃sH̃i

H
− (µ̃m(t) + c̃m(t))M̃s

dM̃e

dt
=
b̃β̃mM̃sH̃i

H
− (θ̃m(t) + µ̃m(t) + c̃m(t))M̃e

dM̃i

dt
= θ̃m(t)M̃e − (µ̃m(t) + c̃m(t)) M̃i

dH̃s

dt
= µ̃h(H − H̃s)− b̃β̃hH̃sM̃i

H

dH̃e

dt
=
b̃β̃hH̃sM̃i

H
− (θ̃h + µ̃h)H̃e

dH̃i

dt
= θ̃hH̃e − (α̃h + µ̃h)H̃i

dH̃r

dt
= α̃hH̃i − µ̃hH̃r

(2.1)

A tabela 2.1 seguinte resume os parâmetros do modelo (2.1), os seus signi�cados biológicos assim
que os seus ordens de valores, obtidos em ([YMAW],[YMAW], [FHDM93]).

Parâmetro Signi�cados biológicos ordens de valores
δ̃ Taxa média de oviposição 0− 11.2 dia−1

µ̃m Taxa média de mortalidade de mosquitos 0.02− 0.09 dia−1

µ̃a Taxa média de mortalidade aquática 0.01− 0.047 dia−1

γ̃m Taxa média de transcição aquática 0− 0.19 dia−1

θ̃m Taxa de incubação extrínseca 0.02− 0.2 dia−1

µ̃h Taxa média de mortalidade de humanos 0.0143− 0.0167 ano−1

θ̃h Taxa de incubação intrínseca humana 0.083− 0.17 dia−1

α̃h Taxa de recuperação humana 0.083− 0.52 dia−1

k̃ Proporção de mosquitos fêmeas nascidas de todos os ovos 0− 1

C Capacidade de carregamento do mosquito −
b Número médio de picadas por mosquito por dia 0− 1

β̃m e β̃h Taxa de contato efetivo de mosquitos e humanos 0.75

c̃a e c̃m Taxa de esforço de controle 0− 1

Tabela 2.1: Descrição e valores dos parâmetros do modelo (2.1).
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2.3 Estudo preliminar

2.3.1 Existência e unicidade das soluções

O modelo (2.1) é descrito por um sistema de equações diferenciais não linear autónoma de
primeira ordem. Ele pode ser escrito na forma matricial :

X ′(t) = F (X(t)),

onde

X(t) =
(
Ã, M̃s, M̃e, M̃i, H̃s, H̃e, H̃i, H̃r

)T
e F é a função de classe C∞ em R8 × R8 de�nida por:

F (X) =



f1(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8)

f2(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8)

f3(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8)

f4(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8)

f5(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8)

f6(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8)

f7(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8)

f8(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8)



=



k̃δ̃
(

1−
(x1

C

))
M − (γ̃m + µ̃a + c̃a)x1

γ̃mx1 −
b̃β̃mx2x7

H
− (µ̃m + c̃m)x2

b̃β̃mx2x7

H
− (θ̃m + µ̃m + c̃m)x3

θ̃mx3 − (µ̃m + c̃m)x4

µ̃h(H − x5)− b̃β̃hx5x4

H

b̃β̃hx5x4

H
− (θ̃h + µ̃h)x6

θ̃hx6 − (α̃h + µ̃h)x7

α̃hx7 − µ̃hx8



,

onde X = (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8) ∈ R8.

Como F é de classe C1, portanto localmente Lipschitz em R8, podemos concluir a existência e
a unicidade da solução máximal do problema de Cauchy associado à equação diferencial (2.1) com
a condição inicial (t0, X0) ∈ R× R8.

No que segue, assumimos que os parâmetros entomológicos δ(t), γm(t), µa(t), µm(t) e θm(t) e os
esforços de controle dados por ca(t) e cm(t) são constantes.

2.3.2 Positividade das soluções e região invariante do sistema

Para que o modelo tenha um sentido biológico, é importante provar que as variaveis indepen-
dentes do modelo são positivas. Em outras palavras, a solução do sistema de equações (2.1) com
condições iniciais positivas se mantem positivas para todo tempo t ≥ 0. Nós temos o seguinte
resultado.

Proposição 2.2.3.1 Para todo t ≥ 0, as soluções do modelo (2.1) com condições iniciais positivas
são positivas.

Prova .
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Observação 2.2.3.1 : Nós temos também a existência e a unicidade da solução máximal do pro-
blema de Cauchy associado ao sistema formado pelas quartas primeiras equações do sistema (2.1)
com a condição inicial (t0, X0) ∈ R× R4.

1. Para a população de mosquito.

Sejam (t0, X0 = (Ã0, M̃s0, M̃e0, M̃i0) ∈ R+ × R4
+ e (t,X = (Ã, M̃s, M̃e, M̃i)) com t ∈ [t0, T [

e T ∈]t0,+∞], uma solução máximal do problema de Cauchy associado ao sistema formado
pelas quartas primeiras equações do sistema (2.1) com a condição inicial (t0, X0).

Mostremos que ∀t ≥ t0 , X(t) ∈ R4
+.

Como F (X) é de classe C∞, possui os desenvolvimentos de ordem 1 ou 2.

Prosseguimos por absurdo supondo que existe t1 > t0 tal que X(t1) /∈ R4
+. Seja

t1 = min
{
t : X(t) /∈ R4

+

}
,

isto é
∀ t ∈ R+, t0 ≤ t < t1, X(t) ∈ R4

+.

Existe ε > 0 tal que
∀ t1 < t ≤ t1 + ε X(t) /∈ R4

+. (2.2)

Como X∗0 = (0, 0, 0, 0) é um ponto de equilíbrio, então por unicidade das soluções, temos
X(t1) 6= (0, 0, 0, 0). Para t = t1, tem vários casos possiveis para X(t1) /∈ R4

+. Tomamos os
casos seguintes como ilustrações e os demais seguem de maneira análoga.

(a) Suponha que X(t1) = (0, M̃s(t1), M̃e(t1), M̃i(t1)) com (M̃s(t1), M̃e(t1), M̃i(t1)) ∈ (R∗+)3.
Temos então

Ã′(t1) = k̃δ̃M(t1) > 0

Como
Ã(t) = Ã′(t1)(t− t1) +Ot→t1(t− t1),

existe ε̃ > 0 tal que para todo t1 < t ≤ t1 + ε̃, temos: Ã(t) > 0.

Além disso, pela continuidade existe ˜̃ε tal que M̃s(t) > 0, M̃e(t) > 0 e M̃i(t) > 0
para todo t ∈]t1, t1 + ˜̃ε], portanto para todo t ∈]t1, t1 + min{ε̃, ˜̃ε}],

X(t) ∈ R4
+

Isto contradiz a de�nição de t1.

(b) Suponha que X(t1) = (0, 0, M̃e(t1), M̃i(t1)) com (M̃e(t1), M̃i(t1)) ∈ (R∗+)2. Podemos
mostrar como anteriormente que existe ε̃ > 0 tal que para todo t1 < t ≤ t1 + ε̃, temos:
Ã(t) > 0. Além disso, temos

M̃s(t1) = 0, M̃ ′s(t1) = 0 e M̃ ′′s (t1) = γ̃mÃ
′(t1) = k̃δ̃M̃(t1) = k̃δ̃(M̃e + M̃i)(t1) > 0.

Então

M̃s(t) = M̃ ′′s (t1)
(t− t1)2

2
+Ot→t1((t− t1)2).

Deduizimos que existe ˜̃ε > 0 tal que para todo t1 < t ≤ t1 + ˜̃ε, temos:

M̃s(t) > 0.
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E por conseguinte que como M̃e(t1) > 0 e M̃i(t1) > 0, existe ε1 > 0 tal que para todo
t1 < t ≤ t1 + ε1 temos

X(t) ∈ R4
+

Isto contradiz (2.2).

(c) Nós prosseguimos da mesma maneira para os casos (0, 0, 0,Mi), (Ã, 0, M̃e, M̃i),
(Ã, 0, 0, M̃i), (Ã, 0, 0, 0), (Ã, M̃s, 0, M̃i), (Ã, M̃s, 0, 0) e (Ã, M̃s, M̃e, 0).

2. Para a população humana.

Quando H̃s = 0,
dH̃s

dt
= µ̃hH > 0; Isso implica que H̃s > 0.

Quando H̃e = 0,
dH̃e

dt
=
b̃β̃hH̃sM̃i

H
> 0, porque H̃s > 0 e M̃i > 0; Isso implica que H̃e ≥

0.

Quando H̃i = 0,
dH̃i

dt
= θ̃hH̃e > 0, porque H̃e > 0; Isso implica que H̃i ≥ 0.

Quando H̃r = 0,
dH̃r

dt
= α̃hH̃i > 0, porque H̃i > 0; Isso implica que H̃r ≥ 0.

�

Considerando somente a população do mosquito, o sistema de equações diferenciais que gover-
nam a dinâmica da população de mosquito é:

dÃ

dt
= k̃δ̃

(
1−

(
Ã

C

))
M − (γ̃m + µ̃a + c̃a)Ã

dM

dt
=

dM̃s

dt
+

dM̃e

dt
+

dM̃i

dt
= γ̃mÃ− (µ̃m + c̃m)M

(2.3)

Resolvendo as equações
dM

dt
= 0 e

dÃ

dt
= 0, temos:


dM

dt
= 0

dÃ

dt
= 0

=⇒


dM

dt
= γ̃mÃ− (µ̃m + c̃m)M = 0

dÃ

dt
= k̃δ̃

(
1−

(
Ã

C

))
M − (γ̃m + µ̃a + c̃a)Ã = 0

=⇒


M∗ =

γ̃mÃ
∗

µ̃m + c̃m

Ã∗ = C

(
1− 1

RM

)
Onde

RM =
k̃δ̃γ̃m

(µ̃m + c̃m) (γ̃m + µ̃a + c̃a)
(2.4)

Notamos que RM denota a descendência básica da população do mosquito e que RM > 1 é uma
condição necessária para ter uma population positiva de mosquitos.

A �m de simpli�car o modelo para um melhor análise, nós vamos assumir que nós temos um
número constante de mosquito na forma aquática a�m de trabalhar com uma população de mosquito
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aproxima o ponto de equilíbrio. Por isso, no que segue,

Ã = Ã∗ = C

(
1− 1

RM

)
Portanto,

dM

dt
= γ̃mÃ

∗ − (µ̃m + c̃m)M (2.5)

com a solução,M(t) =
γ̃mÃ

∗

µ̃m + c̃m
− γ̃mÃ

∗

µ̃m + c̃m
e−(µ̃m+c̃m)t que aproxima o ponto de equilíbrio

γ̃mÃ
∗

µ̃m + c̃m
de (2.5) quando t −→∞.

Temos o resultado seguinte.

Teorema 2.2.3.1 A região

T =
{

(Ã, M̃s, M̃e, M̃i, H̃s, H̃e, H̃i, H̃r) ∈ R8
+ tal que H̃s + H̃e + H̃i + H̃r = H,

Ã = Ã∗ = C

(
1− 1

RM

)
e M̃s + M̃e + M̃i = M = M∗ =

γ̃mÃ
∗

µ̃m + c̃m
, com RM > 1

}
é invariante para o sistema (2.1).

Prova . Seja (Ã, M̃s, M̃e, M̃i, H̃s, H̃e, H̃i, H̃r) uma solução em T .

Mostremos que (H̃s + H̃e + H̃i + H̃r)
′

= 0 e (Ã+ M̃s + M̃e + M̃i)
′

= 0

1. (H̃s + H̃e + H̃i + H̃r)
′

= µ̃h(H − H̃s)− µ̃h(H̃e + H̃i + H̃r) = µ̃hH − µ̃hH = 0

2.

(Ã+ M̃s + M̃e + M̃i)
′

= k̃δ̃

(
1−

(
Ã

C

))
M − (µ̃a + c̃a)Ã− (µ̃m + c̃m)M

= γ̃mÃ
∗

(
k̃δ̃

µ̃m + c̃m

(
1− 1 +

1

RM

)
− 1

)
− (µ̃a + c̃a)Ã,

= γ̃mÃ
∗
(
µ̃a + c̃a
γ̃m

)
− (µ̃a + c̃a)Ã

= 0

�

Como a população humana �ca constante e que a população dos mosquitos M tende para
γ̃mÃ

∗

µ̃m + c̃m
quando t tende ao in�nito, então todos os caminhos aproximam T . Assim é su�ciente de

estudar o comportamento assintótica das soluções do sistema (2.1) no conjunto invariante T .
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2.3.3 Sistema adimensional

Como as populações dos humanos e dos mosquitos �cam constantes em T , podemos, sem perda
de generalidade, trabalhar com as proporções das populações.

(Hs, He, Hi, Hr) =
1

H
(H̃s, H̃e, H̃i, H̃r)

(Ms,Me,Mi) =
µ̃m + c̃m

γ̃mÃ∗
(M̃s, M̃e, M̃i)

A =
Ã

Ã∗
onde Ã∗ = C

(
1− 1

RM

)
, RM > 1

(2.6)

Consideremos também a mudança t = ∆̃ t̃ onde ∆̃ é uma escala de tempo arbitrária. Temos então
este sistema: 

Ṁs = (µm + cm)(1−Ms)− σ1MsHi

Ṁe = σ1MsHi − (θm + µm + cm)Me

Ṁi = θmMe − (µm + cm)Mi

Ḣs = µh(1−Hs)− σ2HsMi,

Ḣe = σ2HsMi − (θh + µh)He,

Ḣi = θhHe − (αh + µh)Hi

Ḣr = αhHi − µhHr

(2.7)

Onde

σ1 =
b̃β̃m

∆̃
, σ2 =

b̃β̃hγ̃mÃ
∗

∆̃H(µ̃m + c̃m)
, µm =

µ̃m

∆̃
, θm =

θ̃m

∆̃
, cm =

c̃m

∆̃
, µh =

µ̃h

∆̃
, θh =

θ̃h

∆̃
e αh =

α̃h

∆̃
.

Notemos que, como Ã = Ã∗ em T , então A = 1 e Ȧ = 0.
Usando as duas primeiras equações do sistema (2.6), temos que:
Hs +He +Hi +Hr =

1

H
(H̃s + H̃e + H̃i + H̃r) =

H

H
= 1 =⇒ Hr = 1−Hs −He −Hi

Ms +Me +Mi =
µ̃m + c̃m

γ̃mÃ∗
(M̃s + M̃e + M̃i) = 1 =⇒Ms = 1−Me −Mi

(2.8)
Por �m, combinando as equações (2.7) e (2.8), obtemos um novo sistema, que é equivalente ao

sistema inicial (2.1) em T :

Ṁe = σ1(1−Me −Mi)Hi − (θm + µm + cm)Me

Ṁi = θmMe − (µm + cm)Mi

Ḣs = µh(1−Hs)− σ2HsMi

Ḣe = σ2HsMi − (θh + µh)He

Ḣi = θhHe − (αh + µh)Hi

(2.9)
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Com

σ1 =
b̃β̃m

∆̃
, σ2 =

b̃β̃hγ̃mÃ
∗

∆̃H(µ̃m + c̃m)
µm =

µ̃m

∆̃
, θm =

θ̃m

∆̃
, cm =

c̃m

∆̃
, µh =

µ̃h

∆̃
, θh =

θ̃h

∆̃
, e αh =

α̃h

∆̃
.

(2.10)
A partir de agora trabalharemos com o sistema (2.9).

Temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2.3.2 A região de interesse biológico

Ω = {(Me,Mi, Hs, He, Hi) : Me ≥ 0,Mi ≥ 0, Hs ≥ 0, He ≥ 0, Hi ≥ 0,Me +Mi ≤ 1 e Hs +He +Hi ≤ 1}

é positivamente invariante para o sistema (2.9).

Prova .
Sejam (t0, X

0) ∈ R+×R5
+ comX0 = (M0

e ,M
0
i , H

0
s , H

0
e , H

0
i )T e ∀ t ∈ [t0, T [, (T ∈]t0,+∞]) , X =

(Me,Mi, Hs, He, Hi)
T uma solução máximal do problema de Cauchy associado ao sistema (2.9) com

condição inicial (t0, X
0).

Seja t1 ∈ [t0, T [. Vamos mostrar que:

1. Se (Me +Mi)(t1) ≤ 1 então para todo t1 ≤ t < T , temos (Me +Mi)(t) ≤ 1.

2. Se (Hs +He +Hi)(t2) ≤ 1 então para todo t2 ≤ t < T , temos (Hs +He +Hi)(t) ≤ 1

Mostremos primeiro que para todo t ∈ [t0, T [, (Me+Mi)(t) ≤ 1. Nós prosseguimos por absurdo.

Suponhamos que existe ε1 tal que t1 ≤ t1 + ε1 < T e (Me +Mi)(t1 + ε1) > 1.
Seja,

t∗1 = inf {t ≥ t1 / (Me +Mi)(t+ ε1) > 1} .

Como (Me +Mi)(t
∗
1) = 1, então

(Me +Mi)(t) = 1 + (Me +Mi)
′(t∗1)(t− t∗1) + ξt→t∗1(t− t∗1).

Além disso, segundo a soma das duas primeiras equações do sistema (2.9) temos:

(Me +Mi)
′(t∗1) = −(µm + cm)(Me +Mi)(t

∗
1) < 0.

Portanto, existe ε̃1 > 0 tal que t∗1 ≤ t < t∗1 + ε̃1, (Me +Mi)(t) < 1, o que é absurdo.

Concluímos que para todo t ∈ [t0, T [, (Me +Mi)(t) ≤ 1.

Mostremos em seguida que para todo t ∈ [t0, T [, (Hs + He + Hi)(t) ≤ 1. Nós prosseguimos
igualmente por absurdo.

Suponhamos que existe ε2 tal que t2 ≤ t2 + ε2 < T e (Hs +He +Hi)(t2 + ε2) > 1.
Seja,

t∗2 = inf {t ≥ t2 / (Hs +He +Hi)(t) > 1} .

Como (Hs +He +Hi)(t
∗
2) = 1, então

(Hs+He+Hi)(t) = 1+(Hs+He+Hi)
′(t∗2)(t− t∗2)+(Hs+He+Hi)

′′(t2)
(t− t∗2)2

2
+ξt→t∗2((t− t∗2)2).
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Além disso, somando a terceira ,a quarta e a quinta equação so sistema (2.9) temos:

(Hs +He +Hi)
′(t∗2) = −αhHi(t

∗
2) e (Hs +He +Hi)

′′(t∗2) = −αhH ′i(t∗2).

Se 0 < Hi(t
∗
2) ≤ 1 então (Hs +He +Hi)

′(t∗2) < 0.

Se Hi(t
∗
2) = 0 então (Hs +He +Hi)

′(t∗2) = 0 e
(Hs +He +Hi)

′′(t∗2) = −αh (θhHe(t
∗
2)− (αh + µh)Hi(t

∗
2)) = −αhθhHe(t

∗
2) < 0

porque 0 < He(t
∗
2) ≤ 1.

De fato, se He(t
∗
2) = 0 já sabendo que Hi(t

∗
2) = 0, então H1(t∗2) = 1 e esses valores correspondem

à ao ponto de equilíbrio, logo nós perdemos a propriedade da unicidade da solução.

Assim, em ambos os casos, existe ε̃2 > 0 tal que t∗2 ≤ t < t∗2 + ε̃2, (Hs + He + Hi)(t) < 1 Isto
contradiz a hipótese.

Portanto, para todo t ∈ [t0, T [, (Hs +He +Hi)(t) ≤ 1.
Isso completa a prova

�

2.3.4 Taxa líquida de reprodução

De�nição 2.2.3.1 A taxa líquida de reprodução é um indicador demográ�co para medir o grau
de substituição de uma geração pela geração seguinte. Ela expressa o número médio de meninas
trazidas ao mundo por uma mulher que estaria sujeita, a cada idade, durante sua vida reprodutiva,
às condições de fecundidade e mortalidade observadas durante esse ano; Essa taxa leva em conta o
fato que algumas mulheres morrem antes do �nal de sua vida reprodutiva.

Determinemos agora a taxa líquida de reprodução do sistema (2.9).
Por isso, considere o sistema (2.9) nesta forma:

Ḣs = µh(1−Hs)− σ2HsMi

Ḣe = σ2HsMi − (θh + µh)He

Ḣi = θhHe − (αh + µh)Hi

Ṁe = σ1(1−Me −Mi)Hi − (θm + µm + cm)Me

Ṁi = θmMe − (µm + cm)Mi

(2.11)

O modelo (2.11) possui o ponto de livre de doença E1 = (1, 0, 0, 0, 0)T que corresponde à extin-
ção de todas as espécies de mosquito e à presença dos humanos saudáveis. Essa taxa se obte através
o estudo da estabilidade do ponto livre de doença E1 = (1, 0, 0, 0, 0)T .

A matrix Jacobiana associada ao sistema (2.11) no ponto X = (Hs, He, Hi,Me,Mi)
T é

J(X) =


−µh − σ2Mi 0 0 0 −σ2Hs

σ2Mi −(θh + µh) 0 0 σ2Hs

0 θh −(αh + µh) 0 0
0 0 σ1(1−Me −Mi) σ1Hi − (θm + µm + cm) −σ1Hi

0 0 0 θm −(µm + cm)

 .

No ponto de equilíbrio livre de doença E1 = (1, 0, 0, 0, 0)T , temos
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J(E1) =


−µh 0 0 0 −σ2

0 −(θh + µh) 0 0 σ2

0 θh −(αh + µh) 0 0
0 0 σ1 −(θm + µm + cm) 0
0 0 0 θm −(µm + cm)

 .

Observamos que os autovalores da matriz J(E1) são: −µh e os autovalores da matriz JJ dada por

JJ =


−(θh + µh) 0 0 σ2

θh −(αh + µh) 0 0
0 σ1 −(θm + µm + cm) 0
0 0 θm −(µm + cm)

 .

Como os elementos fora da diagonal da matriz JJ são todos positivos então a matriz JJ é uma
matriz de Metzler e ela pode se escrita em forme de bloco seguinte:

JJ =

(
A B
C D

)
,

onde

A =

(
−(θh + µh) 0

θh −(αh + µh)

)
, B =

(
0 σ2

0 0

)
, C =

(
0 σ1

0 0

)
e D =

(
−(θm + µm + cm) 0

θm −(µm + cm)

)
.

A matriz JJ será Metzler estavél se e somente se as matrizes A e D − CA−1B são Metzler
estável ([KS08]).

A matriz A tem como autovalores −(θh + µh) < 0 e −(αh + µh) < 0. Como esses valores são
estritamente negativos, ela é uma matriz Metzler estável.

Mostremos agora que a matriz D − CA−1B é uma matriz Metzler estável.
Um cálculo simples dá:

A−1 =
1

(θh + µh)(αh + µh)

(
−(θh + µh) 0
−θh −(αh + µh)

)
.

Daí, temos

CA−1B =

 0 − σ1σ2θh
(θh + µh)(αh + µh)

0 0

 .

Agora,

D − CA−1B =

 −(θm + µm + cm)
σ1σ2θh

(θh + µh)(αh + µh)

θm −(µm + cm)

 .

A matrice D−CA−1B será Metzler estável se e somente se as raízes do seu polinômio caracte-
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ristico tem partes reais negativas.
A expressão do polinômio caractéristico da matriz D − CA−1B é:

P (λ) = λ2 + λ(θm + µm + cm + µm + cm) + (θm + µm + cm)(µm + cm)− σ1σ2θhθm
(θh + µh)(αh + µh)

O discrimante da equação P (λ) = 0 é:

(θm+µm+cm+µm+cm)2−4(θm+µm+cm)(µm+cm)+4
σ1σ2θhθm

(θh + µh)(αh + µh)
= θ2

m+4
σ1σ2θhθm

(θh + µh)(αh + µh)

Como esse discriminante é positivo então as raízes de P (λ) são todas reais . Considerando λ1 e
λ2 essas raízes, elas devem veri�cam λ1 + λ2 < 0 e λ1 ∗ λ2 > 0. De fato: λ1 + λ2 = −(θm + µm + cm + µm + cm) < 0

λ1 ∗ λ2 = (θm + µm + cm)(µm + cm)− σ1σ2θhθm
(θh + µh)(αh + µh)

λ1 ∗ λ2 > 0 =⇒ (θm + µm + cm)(µm + cm)− σ1σ2θhθm
(θh + µh)(αh + µh)

> 0

=⇒ σ1σ2θhθm
(θh + µh)(αh + µh)(θm + µm + cm)(µm + cm)

≤ 1

Assim a taxa líquida de reprodução do modele (2.11) é:

RN =
σ1σ2θhθm

(θh + µh)(αh + µh)(θm + µm + cm)(µm + cm)
(2.12)

Mostramos o seguinte resultado.

Lemma 2.2.3.1 : Quando RN ≤ 1, o ponto de equilíbrio livre de doençã E1 do sistema (2.9) é
localmente assintóticamente estável. Neste caso, o vírus desaparece na população humana.

Observação 2.2.3.2 Baseados na construção do operador de próxima geração, cuja metodolo-
gia é amplamente discutida em Diekmann et al.,([DHM90] e [DHR09]), S.T.R. Pinho et al. em
([PCEF10]), determinou o número de reprodutibilidade basal do sistema (2.1) associado o ponto de
equilíbrio livre de doença E0 = (Ã∗,M∗, 0, 0, H, 0, 0) que é:

R2
0 =

Cγ̃mθ̃hθ̃mb̃
2β̃hβ̃m

H(θ̃h + µ̃h)(θ̃m + µ̃m + c̃m)(α̃h + µ̃h)(µ̃m + c̃m)2

(
1− 1

RM

)
.

Escrevendo Ã∗ = C

(
1− 1

RM

)
e usando a equação (2.10), obtemos que:

R2
0 =

σ1σ2θhθm
(θh + µh)(θm + µm + cm)(αh + µh)(µm + cm)

= RN .

No que segue, utilisaremos R0.

2.3.5 Pontos de equilíbrio

Denotando por:

X = (X1, X2) = (Me,Mi) e Y = (Y1, Y2, Y3) = (Hs, He, Hi),
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O sistema (2.9) transforma-se em:

Ẋ1 = σ1(1−X1 −X2)Y3 − (θm + µm + cm)X1

Ẋ2 = θmX1 − (µm + cm)X2

Ẏ1 = µh(1− Y1)− σ2Y1X2

Ẏ2 = σ2Y1X2 − (θh + µh)Y2

Ẏ3 = θhY2 − (αh + µh)Y3

(2.13)

Seja E = (X∗1 , X
∗
2 , (Y

∗
1 , Y

∗
2 , Y

∗
3 )T um ponto de equilíbrio do sistema (2.13)

Ele satisfaz o sistema de equações seguinte:

σ1(1−X∗1 −X∗2 )Y ∗3 − (θm + µm + cm)X∗1 = 0

θmX
∗
1 − (µm + cm)X∗2 = 0

µh(1− Y ∗1 )− σ2Y
∗

1 X
∗
2 = 0

σ2Y
∗

1 X
∗
2 − (θh + µh)Y ∗2 = 0

θhY
∗

2 − (αh + µh)Y ∗3 = 0

(2.14)

Da terceira, quarta, quinta e segunda equação de (2.13), temos:

X∗2 =
µh(1− Y ∗1 )

σ2Y ∗1
, Y ∗2 =

µh(1− Y ∗1 )

(θh + µh)
, Y ∗3 =

θhµh(1− Y ∗1 )

(θh + µh)(αh + µh)
, X∗1 =

(µm + cm)µh(1− Y ∗1 )

θmσ2Y ∗1
(2.15)

Substituindo X∗1 , X
∗
2 , Y

∗
3 na primeira equação de (2.14), obtemos:

(1−Y ∗1 )∗
[

σ1θhµh
(θh + µh)(αh + µh)

−
σ1µ

2
hθh(µm + cm + θm)(1− Y ∗1 )

σ2θm(θh + µh)(αh + µh)Y ∗1
− µh(θm + µm + cm)(µm + cm)

θmσ2Y ∗1

]
= 0

Isto implica que:

Y ∗1 = 1 ou Y ∗1 =
1

R2
0

1 +
µh
σ2θm

R2
0(µm + cm + θm)

1 +
µh
σ2θm

(µm + cm + θm)

 (2.16)

Ao introduzir as expressões de Y ∗1 dadas em (2.16) na equação (2.15), obtemos:

1. O ponto de equilíbrio livre de doença: E1 = (0, 0, 1, 0, 0)T

2. O ponto de equilíbrio endémico: E2 = (X∗1 , X
∗
2 , Y

∗
1 , Y

∗
2 , Y

∗
3 )T , onde

Y ∗1 =
1

R2
0

1 +
µh
σ2θm

R2
0 (µm + cm + θm)

1 +
µh
σ2θm

(µm + cm + θm)

 , X∗1 =
(µm + cm)

(
R2

0 − 1
)

R2
0 (µm + cm + θm)

, X∗2 =
θm
(
R2

0 − 1
)

R2
0 (µm + cm + θm)

,

Y2 =
σ2θm

(
R2

0 − 1
)

R2
0 (θh + µh) (µm + cm + θm)

, Y ∗3 =
R2

0 − 1

σ1 (µm + cm)
.
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2.4 A dinâmica rápida do vetor

2.4.1 A separação da escala de tempo

Um olhar mais atento aos parâmetros do modelo na tabela 2.1, mostra que os parâmetros
da dinâmica dos mosquitos σ1, θm, µm, cm são muito maiores que os parâmetros da dinâmica dos
humanos µh, σ2, θh, αh. Para descrever essa separação de escala de tempo, seja:

σ1 =
σ̄1

ε
, θm =

θ̄m
ε

, µm =
µ̄m
ε

, cm =
c̄m
ε
, 0 < ε� 1.

Substituindo estes parâmetros na equação (2.13), obtemos:

Ẋ1 =
1

ε

[
σ̄1(1−X1 −X2)Y3 − (θ̄m + µ̄m + c̄m)X1

]
Ẋ2 =

1

ε

[
θ̄mX1 − (µ̄m + c̄m)X2

]
Ẏ1 = µh(1− Y1)− σ2Y1X2

Ẏ2 = σ2Y1X2 − (θh + µh)Y2

Ẏ3 = θhY2 − (αh + µh)Y3

(2.17)

Com diferentes escalas de tempo:

• Lento, para Y ,

• Rápido, para X.

Para analisar a separação da escala de tempo, nós investigamos o sistema (2.17) em termos da
escala de tempo natural dada por t e em termos da escala de tempo mais rápido

τ =
t

ε
,

e, em ambos casos, tentaremos determinar as soluções em função do pequeno parâmetro ε.

De uma maneira formal, nós suponhamos que a dinâmica do sistema (2.13) sempre converge
para um equilíbrio e esperamos que os lados direitos das duas primeiras equações do sistema (2.17)
equilibram, deixando Ẋ = 0, isto é, o vetor da população está quase no equilíbrio . Nestas hipóteses,
obtemos o seguinte sistema: 

Ẋ1 = 0

Ẋ2 = 0

Ẏ1 = µh(1− Y1)− σ2Y1X2

Ẏ2 = σ2Y1X2 − (θh + µh)Y2

Ẏ3 = θhY2 − (αh + µh)Y3

(2.18)

Enquanto a derivação acima é heurística, mostramos agora que ela pode ser obtida a partir
de uma expansão assintótica multi-escala consistente e, além disso, que tal expansão pode ser
rigorosamente justi�cada.
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2.4.2 Expansão assintótica

O objetivo é escrever a expansão assintótica em termo de ε em torno de ε = 0,
X = X0 + εX1 + ε2X2 +O(ε3)

Y = Y 0 + εY 1 + ε2Y 2 +O(ε3)

com os coe�cientes X0, X1, X2, Y 0, Y 1, Y 2 determinados pelo desenvolvimento de Taylor de uma
função f :

f(x, ε) = f(x) + ε
df

dε
|(x,0) +

ε2

2

d2f

dε2
|(x,0) +O(ε3).

Derivando essas expressões de X e Y obtemos:
dX

dt
=

dX0

dt
+ ε

dX1

dt
+O(ε2)

dY

dt
=

dY 0

dt
+ ε

dY 1

dt
+O(ε2)

Para a escala de tempo lento t, obtemos pelo lado direito do sistema (2.17)

dX

dt
=



1

ε

[
σ̄1(1−X0

1 −X0
2 )Y 0

3 − (θ̄m + µ̄m + c̄m)X0
1

]
+
[
σ̄1

(
Y 1

3 −X1
1Y

0
3 −X0

1Y
1

3 −X1
2Y

0
3 −X0

2Y
1

3

)
−
(
θ̄m + µ̄m + c̄m

)
X1

1

]
+O(ε2)

1

ε

[
θ̄mX

0
1 − (µ̄m + c̄m)X0

2

]
+
[
θ̄mX

1
1 − (µ̄m + c̄m)X1

2

]
+O(ε2)

dY

dt
=


µh
(
1− Y 0

1

)
− σ2Y

0
1 X

0
2 + ε

[
µh
(
1− Y 1

1

)
− σ2

(
Y 1

1 X
0
2 + Y 0

1 X
1
2

)]
+O(ε2)

σ2Y
0

1 X
0
2 − (θh + µh)Y 0

2 + ε
[
σ2

(
Y 1

1 X
0
2 + Y 0

1 X
1
2

)
− (θh + µh)Y 1

2

]
+O(ε2)

θhY
0

2 − (αh + µh)Y 0
3 + ε

[
θhY

1
2 − (αh + µh)Y 1

3

]
+O(ε2)

Com o mesmo raciocínio, para a escala de tempo rápido τ , obtemos


dX

dτ
=

dX

dt

dt

dτ
= ε

dX

dt

dY

dτ
=

dY

dt

dt

dτ
= ε

dY

dt

E inserindo o lado direito de
dX

dt
e

dY

dt
, temos:

dX

dτ
=



[
σ̄1(1−X0

1 −X0
2 )Y 0

3 − (θ̄m + µ̄m + c̄m)X0
1

]︸ ︷︷ ︸
dX0

1

dτ

+ ε
[
σ̄1

(
Y 1

3 −X1
1Y

0
3 −X0

1Y
1

3 −X1
2Y

0
3 −X0

2Y
1

3

)
−
(
θ̄m + µ̄m + c̄m

)
X1

1

]︸ ︷︷ ︸
ε
dX0

1

dτ

+O(ε2)

[
θ̄mX

0
1 − (µ̄m + c̄m)X0

2

]
+ ε
[
θ̄mX

1
1 − (µ̄m + c̄m)X1

2

]
+O(ε2)
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dY

dτ
=



ε
[
µh
(
1− Y 0

1

)
− σ2Y

0
1 X

0
2

]︸ ︷︷ ︸
dY 0

1

dτ

+ ε2
[
µh
(
1− Y 1

1

)
− σ2

(
Y 1

1 X
0
2 + Y 0

1 X
1
2

)]︸ ︷︷ ︸
ε
dY 1

1

dτ

+O(ε3)

ε
[
σ2Y

0
1 X

0
2 − (θh + µh)Y 0

2

]
+ ε2

[
σ2

(
Y 1

1 X
0
2 + Y 0

1 X
1
2

)
− (θh + µh)Y 1

2

]
+O(ε3)

ε
[
θhY

0
2 − (αh + µh)Y 0

3

]
+ ε2

[
θhY

1
2 − (αh + µh)Y 1

3

]
+O(ε3)

Para ordem dominante em ε, obtemos para X0 e Y 0 :

dX0

dτ
=


[
σ̄1(1−X0

1 −X0
2 )Y 0

3 − (θ̄m + µ̄m + c̄m)X0
1

]
θ̄mX

0
1 − (µ̄m + c̄m)X0

2

dY 0

dτ
=


ε
[
µh
(
1− Y 0

1

)
− σ2Y

0
1 X

0
2

]
ε
[
σ2Y

0
1 X

0
2 − (θh + µh)Y 0

2

]
ε
[
θhY

0
2 − (αh + µh)Y 0

3

]
E para ε = 0, temos:

dX0

dτ
=


σ̄1(1−X0

1 −X0
2 )Y 0

3 − (θ̄m + µ̄m + c̄m)X0
1

θ̄mX
0
1 − (µ̄m + c̄m)X0

2

dY 0

dτ
= 0

(2.19)

Esse sistema (2.19) pode ser resolvido explicitamente. Com a condição inicial Y 0(τ0), a solução
para Y 0(τ) é

Y 0(τ) = Y 0(τ0) (2.20)

que é constante.

Com Y 0(τ) = Y 0(τ0), temos que

dX0

dτ
=

 −σ̄1Y
0

3 (τ0)− (θ̄m + µ̄m + c̄m) −σ̄1Y
0

3 (τ0)

θ̄m (µ̄m + c̄m)

 X0
1

X0
2

+

 σ̄1Y
0

3 (τ0)

0

 (2.21)

Agora indo para a escala de tempo mais lento dada po t, temos em ordem dominante de
ε o sistema
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dX0

dt
=


1

ε

[
σ̄1(1−X0

1 −X0
2 )Y 0

3 − (θ̄m + µ̄m + c̄m)X0
1

]
1

ε

[
θ̄mX

0
1 − (µ̄m + c̄m)X0

2

]

dY 0

dt
=


µh
(
1− Y 0

1

)
− σ2Y

0
1 X

0
2

σ2Y
0

1 X
0
2 − (θh + µh)Y 0

2

θhY
0

2 − (αh + µh)Y 0
3

com as condições iniciais dadas pelas soluções anteriores da escala de tempo mais rápido, isto é:

X0(t0) =
(
X0∗

1 , X0∗
2

)
e Y 0(t0) = Y 0(τ0).

Trazendo ε ao lado esquedo do sistema, obtemos

ε
dX0

dt
=


σ̄1(1−X0

1 −X0
2 )Y 0

3 − (θ̄m + µ̄m + c̄m)X0
1

θ̄mX
0
1 − (µ̄m + c̄m)X0

2

dY 0

dt
=


µh
(
1− Y 0

1

)
− σ2Y

0
1 X

0
2

σ2Y
0

1 X
0
2 − (θh + µh)Y 0

2

θhY
0

2 − (αh + µh)Y 0
3

E para ε = 0, 


0 = σ̄1(1−X0

1 −X0
2 )Y 0

3 − (θ̄m + µ̄m + c̄m)X0
1

0 = θ̄mX
0
1 − (µ̄m + c̄m)X0

2

,

dY 0

dt
=


µh
(
1− Y 0

1

)
− σ2Y

0
1 X

0
2

σ2Y
0

1 X
0
2 − (θh + µh)Y 0

2

θhY
0

2 − (αh + µh)Y 0
3

,

Isso signi�ca queX0(t) pode ser exprimir em todo tempo t pela outra variável Y 0(t) sem precisar
resolver qualquer equação diferencial. A relação é:

X0(t) =

(
σ̄1(µ̄m + c̄m)Y 0

3 (t)(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 (t) + µ̄m + c̄m
) , σ̄1θ̄mY

0
3 (t)(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 (t) + µ̄m + c̄m
)) (2.22)

Inserindo essa expressão em
dY 0

dt
obtemos:
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dY 0

dt
=



µh
(
1− Y 0

1 (t)
)
− σ̄1σ2θ̄m(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 (t) + µ̄m + c̄m
)Y 0

1 (t)Y 0
3 (t)

σ̄1σ2θ̄m(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 (t) + µ̄m + c̄m
)Y 0

1 (t)Y 0
3 (t)− (θh + µh)Y 0

2 (t)

θhY
0

2 (t)− (αh + µh)Y 0
3 (t)

(2.23)

que depende somente de Y 0(t). Nesse sentido, a variável lenta Y 0 é escravo da variável rápida
X0.

2.4.3 Análise do sistema assintótico

Antes de a�rmar a qualidade da aproximação fornecida por (2.21), (2.22) e (2.23), precisamos
de uma melhor compreensão da dinâmica do sistema reduzido (2.23).

Proposição 2.2.4.1 Seja Ω1 =
{(
Y 0

1 , Y
0

2 , Y
0

3

)
∈ R3 : Y 0

1 + Y 0
2 + Y 0

3 ≤ 1, Y 0
1 , Y

0
2 , Y

0
3 ≥ 0

}
.

Então, Ω1 é invariant pelo �uxo do sistema (2.23). Em particular, as soluções correspondentes
são globais.

Prova . Similar à demostração do Teorema 2.2.3.2.

�

1. Determinação dos pontos de equilíbrio.
Seja Y 0∗ =

(
Y 0∗

1 , Y 0∗
2 , Y 0∗

3

)
um ponto de equilíbrio qualquer do sistema (2.23). Então, ele

satisfaz o sistema seguinte:

µh
(
1− Y 0∗

1

)
− σ̄1σ2θ̄m(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0∗

3 + µ̄m + c̄m
)Y 0∗

1 Y 0∗
3 = 0

σ̄1σ2θ̄m(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0∗

3 + µ̄m + c̄m
)Y 0∗

1 Y 0∗
3 − (θh + µh)Y 0∗

2 = 0

θhY
0∗

2 − (αh + µh)Y 0∗
3 = 0

Da terceira equação, Y 0∗
2 =

αh + µh
θh

Y 0∗
3 .

Da segunda equação, temos que:

Y 0∗
3 = 0 ou Y 0∗

1 =

(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y

0∗
3 + µ̄m + c̄m

)
(θh + µh) (αh + µh)

σ̄1σ2θ̄mθh
.

Para Y 0∗
3 = 0 temos que Y 0∗

1 = 1 e Y 0∗
2 = 0.

Substituindo a expressão de Y 0∗
1 na primeira equação e fazendo algumas operações algébricas,

obtemos:

Y 0∗
3 =

µhθh
(θh + µh) (αh + µh)

 1− 1

R2
0

1 +
µh
(
θ̄m + µ̄m + c̄m

)
σ2θ̄m
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Com esse valor de Y 0∗
3 , os valores de Y 0∗

2 e Y 0∗
1 são:

Y 0∗
2 =

µh
(θh + µh)

 1− 1

R2
0

1 +
µh
(
θ̄m + µ̄m + c̄m

)
σ2θ̄m

 e Y 0∗
1 =

µh

(
1− 1

R2
0

)
σ2θ̄m(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) + µh

+
1

R2
0

Temos que o ponto de equilíbrio não trivial E4 =
(
Y 0∗

1 , Y 0∗
2 , Y 0∗

3

)T tem um sentido biológico
quando R0 > 1 Assim, demonstrou-se o resultado seguinte.

Proposição 2.2.4.2 O sistema (2.23) possui o equilíbrio trivial E3 = (1, 0, 0)T . Se R0> 1,
existe um único ponto de equilíbrio não trivial E4 =

(
Y 0∗

1 , Y 0∗
2 , Y 0∗

3

)
, dado por:

E4 =



µh

(
1− 1

R2
0

)
σ2θ̄m(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) + µh

+
1

R2
0

µh
(θh + µh)

 1− 1

R2
0

1 +
µh
(
θ̄m + µ̄m + c̄m

)
σ2θ̄m



µhθh
(θh + µh) (αh + µh)

 1− 1

R2
0

1 +
µh
(
θ̄m + µ̄m + c̄m

)
σ2θ̄m





=


Y 0∗

1

Y 0∗
2

Y 0∗
3

 (2.24)

2. Estabilidade assintótica do ponto de equilíbrio trivial.

Temos o resultado seguinte para a estabilidade assintótica local do ponto de equilíbrio trivial
E3 = (1, 0, 0)T do sistema (2.23).

Proposição 2.2.4.3 Quando R0 ≤ 1, o ponto de equilíbrio trivial E3 = (1, 0, 0)T do sistema
(2.23) é localmente assintóticamente estável.

Prova . A matriz Jacobiana do sistema (2.23) no ponto de equilíbrio E3 é:

DF (E3) =



−µh 0 − σ̄1σ2θ̄m(
θ̄m + µ̄m + c̄m

)
(µ̄m + c̄m)

0 − (θh + µh)
σ̄1σ2θ̄m(

θ̄m + µ̄m + c̄m
)

(µ̄m + c̄m)

0 θh − (αh + µh)


(2.25)

A expressão do polinômio caraterístico associado à matriz (2.25) é:

P (λ) = (−µh − λ)P1(λ) onde P1(λ) = λ2+λ (θh + 2µh + αh)+(θh + µh) (αh + µh)
(
1−R2

0

)
Uma das raízes do polinômio P (λ) é λ1 = −µh e é negativa.
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Olhando para o polinômio P1, o discriminante da equação P1(λ) = 0 é:

(θh + 2µh + αh)2 − 4 (θh + µh) (αh + µh)
(
1−R2

0

)
= (θh − αh)2 + 4R2

0 > 0

Isto signi�ca que as raízes do polinômio P1 são reais. Assim, considerando λ2 e λ3 duas raízes
do polinômio P1, temos:{

λ2 + λ3 = − (θh + 2µh + αh) ≤ 0
λ2 ∗ λ3 = (θh + µh) (αh + µh)

(
1−R2

0

)
≥ 0 se e somente se R0 ≤ 1

Isto implica que λ2 ≤ 0 e λ3 ≤ 0 se e somente se R0 ≤ 1.

Como todos os autovalores da matriz Jacobiana DF (E3) são negativos, então podemos con-
cluir que o ponto de equilíbrio trivial E3 é localmente assintóticamente estável.

�

Temos o resultado seguinte para a estabilidade assintótica global do ponto de equilíbrio trivial
E3 = (1, 0, 0)T do sistema (2.23).

Proposição 2.2.4.4 Se R0 ≤ 1, o ponto de equilíbrio trivial E3 do sistema (2.23) é global-
mente assintóticamente estável em Ω1 .

Prova . Seja a função de Lyapunov associada ao ponto E3 seguinte:

V
(
Y 0

1 , Y
0

2 , Y
0

3

)
= Y 0

1 − log Y 0
1 + Y 0

2 +
θh + µh
θh

Y 0
3 − 1 (2.26)

Então,
V (E3) = 0 e ∀

(
Y 0

1 , Y
0

2 , Y
0

3

)
∈ Ω1\{E3}, V

(
Y 0

1 , Y
0

2 , Y
0

3

)
> 0.

Assim, V é de�nida positiva.

A sua derivada orbital é:

V̇ = Ẏ 0
1

(
1− 1

Y 0
1

)
+ Ẏ 0

2 +
θh + µh
θh

Ẏ 0
3

V̇ = −µh

(
1− Y 0

1

)2
Y 0

1

+
σ̄1σ2θ̄mY

0
3(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) − (θh + µh) (αh + µh)

θh
Y 0

3

Como σ̄1Y
0

3 + µ̄m + c̄m ≥ µ̄m + c̄m então
1

σ̄1Y 0
3 + µ̄m + c̄m

≤ 1

µ̄m + c̄m
. Assim,

V̇ = −µh

(
1− Y 0

1

)2
Y 0

1

+
σ̄1σ2θ̄mY

0
3(

θ̄m + µ̄m + c̄m
)

(µ̄m + c̄m)
− θh + µh

θh
(αh + µh)Y 0

3

V̇ = −µh

(
1− Y 0

1

)2
Y 0

1

− (θh + µh) (αh + µh)

θh

(
1−R2

0

)
Y 0

3

Assim, quando R0 ≤ 1, temos:

∀
(
Y 0

1 , Y
0

2 , Y
0

3

)
∈ Ω1\{E3}, V̇ < 0

Portanto, V é uma função de Lyapunov estrita e o ponto de equilíbrio trivial E3 é globalmente
assintóticamente estável em Ω1. Isto conclui a prova.



2.4 A DINÂMICA RÁPIDA DO VETOR 31

�

3. Estabilidade assintótica do ponto de equilíbrio não trivial

Temos o resultado seguinte para a estabilidade assintótica local do ponto de equilíbrio E4 do
sistema (2.19).

Proposição 2.2.4.5 Se R0 > 1, o ponto de equilíbrio trivial, E3 é instável e existe um único
ponto de equilíbrio não trivial E4 para a equação (2.24), que é localmente assintóticamente
estável.

Prova . A matriz Jacobiana associada ao sistema (2.23) no ponto E4 é:

DF (E4) =

 a11 0 a13

a21 a22 a23

0 a32 a33


Com:

a11 = −µh −
σ̄1σ2θ̄mY

0∗
3(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1

(
Y 0

3

)∗
+ µ̄m + c̄m

)
a13 = − σ̄1σ2θ̄m (µ̄m + c̄m)Y 0∗

1(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0∗

3 + µ̄m + c̄m
)2

a21 =
σ̄1σ2θ̄mY

0∗
3(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0∗

3 + µ̄m + c̄m
)

a22 = − (θh + µh)

a23 =
σ̄1σ2θ̄m (µ̄m + c̄m)Y 0∗

3(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1

(
Y 0

3

)∗
+ µ̄m + c̄m

)2
a32 = θh

a33 = − (αh + µh)

O seu polinômio caraterístico é:

P (λ) = α0λ
3 + α1λ

2 + α2λ+ α3,

onde:

α0 = 1

α1 = (θh + µh + αh + µh) +

(
µh +

σ̄1σ2θ̄m
(
Y 0

3

)∗(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1

(
Y 0

3

)∗
+ µ̄m + c̄m

))

α2 = (θh + µh + αh + µh)

(
µh +

σ̄1σ2θ̄m
(
Y 0

3

)∗(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1

(
Y 0

3

)∗
+ µ̄m + c̄m

))

+
(θh + µh) (αh + µh)

(
θ̄m + µ̄m + c̄m

)
σ̄1

(
Y 0

3

)∗(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1

(
Y 0

3

)∗
+ µ̄m + c̄m

)

α3 =

σ̄1σ2θ̄mθ̄hµh

(
1− 1

R2
0

)
(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1

(
Y 0

3

)∗
+ µ̄m + c̄m

)
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Assim, se R0 > 1, os coe�cientes do polinômio P (λ) são todos estritamente positivos. Neste
caso, temos que:

H1 = α1 > 0,

H2 = α1α2 − α0

=
(

(θh + µh)2 + (αh + µh)2 + (θh + µh) (αh + µh)
)

∗

(
µh +

σ̄1σ2θ̄m
(
Y 0

3

)∗(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1

(
Y 0

3

)∗
+ µ̄m + c̄m

))+ µh (θh + µh) (αh + µh)

+ (θh + µh + αh + µh)

(
µh +

σ̄1σ2θ̄m
(
Y 0

3

)∗(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1

(
Y 0

3

)∗
+ µ̄m + c̄m

))2

+ (θh + µh + αh + µh)

(
(θh + µh) (αh + µh)

(
θ̄m + µ̄m + c̄m

)
σ̄1

(
Y 0

3

)∗(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1

(
Y 0

3

)∗
+ µ̄m + c̄m

) )

+
(σ̄1)2 σ2θ̄m (θh + µh) (αh + µh)

((
Y 0

3

)∗)2(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1

(
Y 0

3

)∗
+ µ̄m + c̄m

)2 > 0,

H3 = α3H2 > 0.

Como H1, H2, H3 são todos positivos, as hipóteses do critério de Routh-Hurwitz (ver o apên-
dice A.2.2) são satisfeitas e podemos concluir que os autovalores da matriz Jacobiana do
sistema (2.23) no ponto de equilíbrio E4 possuem partes reais estritamente negativos. Deste
fato, o ponto de equilíbrio não trivial é localmente assintóticamente estável. Isto conclui a
prova.

�

Nós temos o seguinte resultado sobre a estabilidade assintótica global do equilíbrio não trivial.

Teorema 2.2.4.1 Se R0 > 1, então o ponto de equilíbrio não trivial E4 do modelo (2.23) é
globalmente assintóticamente estável no int(Ω1).

Para demonstrar esse resultado, vamos usar os resultados sobre os sistemas competitivos
([LM95], [Smi], [Smi95]) , lembrados na De�nição A.A.3.1 bem como os resultados sobre a
estabilidade das órbitas periódicas.

Prova . Mostremos primeiramente que:

Teorema 2.2.4.2 O sistema (2.23) é competitivo em Ω1.

Prova . Seguinte a caraterização dada à De�nição A.A.3.1, basta achar uma matriz H =
diag(ε1, ..., εn), onde εi ∈ {−1, 1}, (i = 1, ..., n), tal que H(DF (Y 0))H tem elementos ne-
gativos ou nullos fora da diagonal, onde DF (Y 0) é a matriz jacobiana associada ao sistema
(2.23).
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Assim, calculando a matriz jacobiana do sistema (2.23)

DF (Y 0) =



−µh −
σ̄1σ2θ̄mY

0
3(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) 0 a13

σ̄1σ2θ̄mY
0

3(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) − (θh + µh) a23

0 θh − (αh + µh)


onde:

a13 = −
σ̄1σ2θ̄mY

0
1

(
σ̄1Y

0
3 + µ̄m + c̄m − σ̄1Y

0
3

)(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
)2 e a23 =

σ̄1σ2θ̄mY
0

1

(
σ̄1Y

0
3 + µ̄m + c̄m − σ̄1Y

0
3

)(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
)2 ;

e, escolhendo H como sendo:

H =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 −1


Vamos obter H(DF (Y 0))H =



−µh −
σ̄1σ2θ̄mY

0
3(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) 0 − σ̄1σ2θ̄mY

0
1 (µ̄m + c̄m)(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
)2

− σ̄1σ2θ̄mY
0

3(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) − (θh + µh) − σ̄1σ2θ̄mY

0
1 (µ̄m + c̄m)(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
)2

0 −θh − (αh + µh)


Com isso o sistema (2.23) é competitivo em Ω1 e preserva a ordem de�nida pelo conjunto

K =
{

(Y 0
1 , Y

0
2 , Y

0
3 ) ∈ R3 : Y 0

1 ≤ 0, Y 0
2 ≥ 0, Y 0

3 ≤ 0
}
.

�

Mostremos agora a persistência do sistema, o que garanti a presença de todos as espécies.

Proposição 2.2.4.6 Na fronteira de Ω1, o sistema (2.23) tem somente um ponto ω−limte
que corresponde ao equilíbrio trivial E3. Além disso, para R0 > 1, E3 não pode ser ω−limte
de qualquer órbita no int(Ω1).

Prova . O campo de vetores associado ao sistema (2.23) é transversal na fronteira de Ω1 exceto
no eixo Y 0

1 que é invariante pelo �uxo do sistema (2.23).

Assim, restritos ao eixo Y 0
1 , temos:(

Y 0
1

)′
(t) = µh

(
1− Y 0

1 (t)
)

Isto implica que Y 0
1 (t) = 1 + ce−µht. Logo, Y 0

1 (t) −→ 1 quando t −→ ∞. Além disso, E3 é o
único ponto ω−limte na fronteira de Ω1.
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Para mostrar a segunda parte da proposição, considere a função:

V (t) = Y 0
3 (t) + (αh + µh)

(
1 +R2

0

2

)((
θ̄m + µ̄m + c̄m

)
(µ̄m + c̄m)

σ̄1σ2θ̄m

)
Y 0

2 (t). (2.27)

Derivando (2.27) com relação à t, vamos obter:

V ′(t) = (Y 0
3 )′(t) + (αh + µh)

(
1 +R2

0

2

)((
θ̄m + µ̄m + c̄m

)
(µ̄m + c̄m)

σ̄1σ2θ̄m

)
(Y 0

2 )′(t)

= θhY
0

2 − (αh + µh)Y 0
3 + (αh + µh)

(
1 +R2

0

2

)((
θ̄m + µ̄m + c̄m

)
(µ̄m + c̄m)

σ̄1σ2θ̄m

)

∗

[
σ̄1σ2θ̄m(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
)Y 0

1 Y
0

3 − (θh + µh)Y 0
2

]

V ′(t) =

[
1− 1

2

(
1 +

1

R2
0

)]
θhY

0
2

+

[
Y 0

1 −
(

2

1 +R2
0

)(
σ̄1Y

0
3 + µ̄m + c̄m
(µ̄m + c̄m)

)]
(αh + µh)

(
1 +R2

0

2

)(
(µ̄m + c̄m)

σ̄1Y 0
3 + µ̄m + c̄m

)
Y 0

3

Como R0 > 1, temos
1

2

(
1 +

1

R2
0

)
< 1 e

2

1 +R2
0

< 1.

Além disso, escolhendo Y 0
3 <

(µ̄m + c̄m)(R2
0 − 1)

2σ1
, existe uma vizinhança U de E3 tal que

para todo (Y 0
1 , Y

0
2 , Y

0
3 ) ∈ U ∩ int(Ω1) as expressões entre colchetes são estritamente positivas.

Nessa vizinhança V ′(t) > 0 exceto no ponto (1, 0, 0).

Observe também que os conjuntos de nível de V são os planos

Y 0
3 (t) + (αh + µh)

(
1 +R2

0

2

)((
θ̄m + µ̄m + c̄m

)
(µ̄m + c̄m)

σ̄1σ2θ̄m

)
Y 0

2 (t) = c

que se afastam do eixo Y 0
3 quando c cresce. Como V cresce ao longo de suas órbitas, partindo

de U ∩ int(Ω1) concluímos que as órbitas se afastam de E3 quando t cresce. Portanto, para
R0 > 1, E3 não pode ser ω−limite de qualquer órbita no U ∩ int(Ω1)

Assim, concluímos que o sistema (2.23) é persistente.

�

Uma vez veri�cado que o sistema (2.23) é competitivo, ele admite a propriedade de Poincaré-
Bendixson:

Proposição 2.2.4.7 Qualquer conjunto ω−limte do sistema (2.23) no interior de Ω1 é uma
órbita fechada ou o ponto de equilíbrio não trivial E4.

Prova . Suponha que γ é um conjunto ω−limite no interior de Ω1. Se não contém E4, então
γ não contém nenhum equilíbrio uma vez que, E4 é o único equilíbrio no interior de Ω1.
Portanto, pelo Teorema A.9 um conjunto que não contém os equiíbrios é uma órbita fechada.
Isso implica que γ é uma órbita fechada. Por outro lado, se γ contém E4, então, para qualquer
órbita de γ que esteja arbitrariamente próxima de E4, convergirá para E4 uma vez que, E4 é
localmente assintóticamente estável. Então γ = E4
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Observe que, o fato do sistema (2.23) ser persistente, implica que o comportamento das
soluções do sistema está bem de�nido no bordo de Ω1 e além disso, o equilíbrio trivial, que
já mostramos ser globalmente estável, não pode ser ω−limite de qualquer órbita no interior
de Ω1. Consequentemente, o equilíbrio não trivial é o único equilíbrio no interior de Ω1 e
ainda, E3 não pode ser ω−limite de qualquer órbita no interior de Ω1. Entretanto, pelo fato
do sistema (2.23) ser competitivo e por sua vez, admitir a propriedade de Poincaré-Bendixson,
podemos ter órbitas periódicas no interior de Ω1 além do equilíbrio não trivial, conforme à
Proposiçõ 2.2.4.7. Portanto, precisamos mostrar que não existem órbitas periódicas no interior
de Ω1.

Suponha que exista um solução periódica no interior de Ω1. Como esta solução é uma curva pe-
riódica, sabemos que a órbita de uma curva periódica é a própria curva. Pela De�nição A.A.3.4,
se existe uma solução periódica no interior de Ω1, sua órbita deve ser assintóticamente estável.
Portanto, γ é assintóticamente estável.

Como γ é estável no interior de Ω1, o campo de vetores deve apontar para a curva. Por outro
lado, mostramos que E4 Ã© localmente estável, isso implica que existe uma vizinhançaa de
E4 onde o campo de vetores aponta para este equilíbrio. Particularmente, para que ambas
situações ocorram no interior de Ω1,deve existir uma curva fechada γ1, entre γ e E4, que seja
instável, entretanto, isso é um absurdo pois, γ1 deve ser estável.

Embora possamos aplicar o mesmo argumento várias vezes, sempre vamos ter um região
em que o campo de vetores aponta para lados opostos, exigindo a existência de uma curva
periódica, cuja órbita seja instável. Portanto, precisamos mostrar que o sistema (2.23), possui
a propriedade da estabilidade de órbitas periódicas.

Teorema 2.2.4.3 O caminho de toda órbita periódica não constante de (2.23), se existe é
assintóticament orbitalmente estável, com fase assintótica.

Prova . Para provar esse resultado, vamos usar o resultado de Muldowney (Teorema A.A.3.1).
A matriz jacobiana do sistema (2.23) é dada por

DF (Y 0) =



−µh −
σ̄1σ2θ̄mY

0
3(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) 0 a13

σ̄1σ2θ̄mY
0

3(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) − (θh + µh) a23

0 θh − (αh + µh)


onde:

a13 = −
σ̄1σ2θ̄mY

0
1

(
σ̄1Y

0
3 + µ̄m + c̄m − σ̄1Y

0
3

)(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
)2 e a23 =

σ̄1σ2θ̄mY
0

1

(
σ̄1Y

0
3 + µ̄m + c̄m − σ̄1Y

0
3

)(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
)2 .

A segunda composta matricial da jacobiana DF DF
(
Y 0
)
Ã©
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DF [2]
(
Y 0
)

=



−µh −
σ̄1σ2θ̄mY

0
3(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) − (θh + µh) 0 −a13

σ̄1σ2θ̄mY
0

3(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) b 0

0 θh c


onde:

a13 = − σ̄1σ2θ̄mY
0

1 (µ̄m + c̄m)(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
)2 ,

b = −µh −
σ̄1σ2θ̄mY

0
3(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) − (αh + µh),

c = − (θh + µh)− (αh + µh).

Para a órbita γ(t), a equação de segunda composta de (2.23) se escrita:



X ′ = −

(
µh +

σ̄1σ2θ̄mY
0

3(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) + (θh + µh)

)
X+

σ̄1σ2θ̄mY
0

1 (µ̄m + c̄m)(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
)2 (Y + Z)

Y ′ = θhX −

(
µh +

σ̄1σ2θ̄mY
0

3(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) + (αh + µh)

)
Y

Z ′ =
σ̄1σ2θ̄mY

0
3(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
)Y − ((θh + µh) + (αh + µh))Z

(2.28)

Seja ‖.‖ a norma no R3 de�nida por

‖(X,Y, Z)‖ = sup{|X|, |Y |+ |Z|}

Para mostrar que (2.28) é assintóticamente estável, consideremos a seguinte função de Lya-
punov

V
(
X(t),W (t), Z(t), Y 0

1 (t), Y 0
2 (t), Y 0

3 (t)
)

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


1 0 0

0
Y 0

2 (t)

Y 0
3 (t)

0

0 0
Y 0

2 (t)

Y 0
3 (t)


 X

Y
Z


∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= sup

(
|X|, Y

0
2

Y 0
3

(|Y |+ |Z|)
)

Suponha que p(t) = (Y 0
1 (t), Y 0

2 (t), Y 0
3 (t)) é periódica de período minimal ω. Então a Propo-

siçõ 2.2.4.6 implica que a órbita γ de p(t) não intercepta a fronteira de Ω1. Donde:

Y 0
2 (t) ≥ ε e Y 0

3 (t) ≥ ε com 0 ≥ ε ≥ 1.
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Assim, a função V está bem de�nida ao longo de p(t) e existe uma constante c > 0 tal que

V
(
X,W,Z, Y 0

1 , Y
0

2 , Y
0

3

)
≥ c|(X,Y, Z)|, (2.29)

para todo (X,Y, P ) ∈ R3 e (Y 0
1 , Y

0
2 , Y

0
3 ) ∈ γ. A derivada direita de V (t) existe e os cálculo

dessa derivada são descritos em ([Jr], [Mul]). De fato, um cálculo direito dá:

D+|X(t)| ≤ −

(
µh +

σ̄1σ2θ̄mY
0

3(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) + (θh + µh)

)
|X(t)|

+
σ̄1σ2θ̄mY

0
1 (µ̄m + c̄m)(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
)2 (|Y |+ |Z|)

D+|X(t)| ≤ −

(
µh +

σ̄1σ2θ̄mY
0

3(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) + (θh + µh)

)
|X(t)|

+
σ̄1σ2θ̄mY

0
1 (µ̄m + c̄m)(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
)2 Y 0

3

Y 0
2

(
Y 0

2

Y 0
3

(|Y |+ |Z|)
)

D+|Y (t)| ≤ θh|X(t)| −

(
µh +

σ̄1σ2θ̄mY
0

3(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) + (αh + µh)

)
|Y (t)|

D+|Z(t)| ≤ σ̄1σ2θ̄mY
0

3(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) |Y (t)| − ((θh + µh) + (αh + µh)) |Z(t)|

Isto implica que

D+ (|Y (t)|+ |Z(t)|) ≤ θh|X(t)| − (αh + 2µh) (|Y (t)|+ |Z(t)|)− θh|Z(t)|
D+ (|Y (t)|+ |Z(t)|) ≤ θh|X(t)| − (αh + 2µh) (|Y (t)|+ |Z(t)|)

Então, temos:

D+

[
Y 0

2

Y 0
3

(|W (t)|+ |Z(t)|)
]

=

(
Ẏ 0

2 Y
0

3 − Y 0
2 Ẏ

0
3

(Y 0
3 )2

)
(|Y (t)|+ |Z(t)|) +

Y 0
2

Y 0
3

D+ (|Y (t)|+ |Z(t)|)

=

(
Ẏ 0

2

Y 0
2

− Ẏ 0
3

Y 0
3

)
Y 0

2

Y 0
3

(|W (t)|+ |Z(t)|) +
Y 0

2

Y 0
3

D+ (|W (t)|+ |Z(t)|)

≤

(
Ẏ 0

2

Y 0
2

− Ẏ 0
3

Y 0
3

)
Y 0

2

Y 0
3

(|Y (t)|+ |Z(t)|)

+
Y 0

2

Y 0
3

(θh|X(t)| − (αh + 2µh) (|Y (t)|+ |Z(t)|))

≤ Y 0
2

Y 0
3

θh|X(t)|+

(
Ẏ 0

2

Y 0
2

− Ẏ 0
3

Y 0
3

− αh + 2µh

)
(|Y (t)|+ |Z(t)|) Y

0
2

Y 0
3

Obtemos que
D+(V (t)) ≤ sup{g1(t), g2(t)}V (t) (2.30)
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onde,

g1(t) = −θh − 2µh −
σ̄1σ2θ̄mY

0
3(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) +

σ̄1σ2θ̄mY
0

1 (µ̄m + c̄m)(
θ̄m + µ̄m + c̄m

) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
)2 Y 0

3

Y 0
2

g2(t) =
Y 0

2

Y 0
3

θh +
Ẏ 0

2

Y 0
2

− Ẏ 0
3

Y 0
3

− αh + 2µh

Considere agora o sistema (2.23). Dividindo as equações de Ẏ 0
2 e Ẏ 0

3 respectivamente por Y 0
3

e Y 0
3 , npodemos reescevê-las como

Ẏ 0
2

Y 0
2

=
σ̄1σ2θ̄m(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
)
Y 0

2

Y 0
1 Y

0
3 − (θh + µh)

Ẏ 0
3

Y 0
3

= θh
Y 0

2

Y 0
3

− (αh + µh)

Assim,

g1(t) = −θh − 2µh −
σ̄1σ2θ̄mY

0
3(

θ̄m + µ̄m + c̄m
) (
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) +

(µ̄m + c̄m)(
σ̄1Y 0

3 + µ̄m + c̄m
) Ẏ 0

2

Y 0
2

g2(t) =
Ẏ 0

2

Y 0
2

− µh

Usando o fato que σ̄1Y
0

3 + µ̄m + c̄m ≥ µ̄m + c̄m, então
µ̄m + c̄m

σ̄1Y 0
3 + µ̄m + c̄m

≤ 1.

Obtemos

sup{g1(t), g2(t)} ≤ Ẏ 0
2

Y 0
2

− µh

Assim, pela desigualdade (2.30) e pelo lemma de Gronwall (), temos:

V (t) ≤ V (0)Y 0
2 e
−µht ≤ V (0)e−µht

desde que 0 < Y 0
2 < 1 em int(Ω1). Isto implica que V (t) −→ 0 quando t −→∞.

Por �m, da desigualdade (2.29), segue que:

(X(t), Y (t), Z(t)) −→ 0 quando t −→∞

Com isso, concluímos que o sistema (2.29) é assintóticamente estável e portanto a solução
periódica (γ(t) é assintóticamente orbitalmente estável. Isso conlui a prova do Teorema 2.2.4.3.

�

Logo, a prova destas propriedades conclui a prova do Teorema 2.2.4.1 e por conseguinte, este
resultado garante que, se R0 > 1, o equilíbrio não trivial, E4 é globalmente assintóticamente
estável.

�
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Teorema 2.2.4.4 Considere o sistema (2.23). Se R0 > 1, a região Ω1 − {(Y 0
1 , 0, 0) : 0 ≤

Y 0
1 ≤ 1} é uma região assintóticamente estável para o equilíbrio não trivial. Além disso, todas

as trajetórias começando no eixo Y 0
1 , aproximam-se do equilíbrio trivial, E3.

Prova . A primeira parte do teorema segue diretamente da transversalidade do campo de
vetores do sistema (2.23) na região Ω1 − {(Y 0

1 , 0, 0) : 0 ≤ Y 0
1 ≤ 1} e pelo fato de que se

R0 > 1, o equilíbrio não trivial é globalmente assintóticamente estável. A última parte segue
analogamente da proposição 2.1.13 .

�

2.5 A dinâmica rápida do hospedeiro

2.5.1 A separação da escala de tempo

De forma análoga ao caso anterior, suponhamos agora que a dinâmica do hospedeiro é muito
mais rápido do que a dinâmica do vector. Neste caso, esperamos que a população de hospedeiro
está quase no equilíbrio.

Assim, devemos ter Ẏ ≈ 0, ou seja, devemos ter o sistema

Ẋ1 = σ1(1−X1 −X2)Y3 − (θm + µm + cm)X1

Ẋ2 = θmX1 − (µm + cm)X2

Ẏ1 = 0

Ẏ2 = 0

Ẏ3 = 0

(2.31)

Para justi�car o sistema (2.31), suponhamos que

σ2 =
σ̄2

ε
, θh =

θ̄h
ε
, µh =

µ̄h
ε

, αh =
ᾱh
ε
.

Assim, estamos interessados na resolução do sistema de equações

Ẋ1 = σ1(1−X1 −X2)Y3 − (θm + µm + cm)X1

Ẋ2 = θmX1 − (µm + cm)X2

Ẏ1 =
1

ε
[µ̄h(1− Y1)− σ̄2Y1X2]

Ẏ2 =
1

ε

[
σ̄2Y1X2 − (θ̄h + µ̄h)Y2

]
Ẏ3 =

1

ε

[
θ̄hY2 − (ᾱh + µ̄h)Y3

]

(2.32)

2.5.2 Expansão assintótica

Agora, podemos expressar as variaveis de estado em termos de expansões em séries de potência
em ε, em torno de ε = 0.

Seja: 
X = X0 + εX1 + ε2X2 +O(ε3)

Y = Y 0 + εY 1 + ε2Y 2 +O(ε3)
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com os coe�cientes X0, X1, X2, Y 0, Y 1, Y 2 os mesmos como no desenvolvimento de Taylor de uma
função f :

f(x, ε) = f((x, 0)) + ε
df

dε
|(x,0) +

ε2

2

d2f

dε2
|(x,0) +O(ε3)

Derivando essas expressões de X e Y obtemos:
dX

dt
=

dX0

dt
+ ε

dX1

dt
+O(ε2)

dY

dt
=

dY 0

dt
+ ε

dY 1

dt
+O(ε2)

Para o slow time-scale t, obtemos pelo lado direito do sistema (2.32)

dX

dt
=



[
σ1(1−X0

1 −X0
2 )Y 0

3 − (θm + µm + cm)X0
1

]
+ε
[
σ1

(
Y 1

3 −X1
1Y

0
3 −X0

1Y
1

3 −X1
2Y

0
3 −X0

2Y
1

3

)
−
(
θ̄m + µ̄m + c̄m

)
X1

1

]
+O(ε2)[

θmX
0
1 − (µm + cm)X0

2

]
+ ε
[
θmX

1
1 − (µm + cm)X1

2

]
+O(ε2)

dY

dt
=



1

ε

[
µ̄h
(
1− Y 0

1

)
− σ̄2Y

0
1 X

0
2

]
+
[
µ̄h
(
1− Y 1

1

)
− σ̄2

(
Y 1

1 X
0
2 + Y 0

1 X
1
2

)]
+O(ε2)

1

ε

[
σ̄2Y

0
1 X

0
2 −

(
θ̄h + µ̄h

)
Y 0

2

]
+
[
σ̄2

(
Y 1

1 X
0
2 + Y 0

1 X
1
2

)
−
(
θ̄h + µ̄h

)
Y 1

2

]
+O(ε2)

1

ε

[
θ̄hY

0
2 − (ᾱh + µ̄h)Y 0

3

]
+
[
θ̄hY

1
2 − (ᾱh + µ̄h)Y 1

3

]
+O(ε2)

Com o mesmo raciocínio para a escala de tempo rápido τ , obtemos


dX

dτ
=

dX

dt

dt

dτ
= ε

dX

dt

dY

dτ
=

dY

dt

dt

dτ
= ε

dY

dt

E inserindo o lado direito de
dX

dt
e

dY

dt
, temos:

dX

dτ
=



ε
[
σ1(1−X0

1 −X0
2 )Y 0

3 − (θm + µm + cm)X0
1

]︸ ︷︷ ︸
d
dX0

1
dτ

+ ε2
[
σ1

(
Y 1

3 −X1
1Y

0
3 −X0

1Y
1

3 −X1
2Y

0
3 −X0

2Y
1

3

)
− (θm + µm + cm)X1

1

]︸ ︷︷ ︸
ε
dX0

1

dτ

+O(ε3)

ε
[
θmX

0
1 − (µm + cm)X0

2

]
+ ε2

[
θmX

1
1 − (µm + cm)X1

2

]
+O(ε3)

dY

dτ
=



[
µ̄h
(
1− Y 0

1

)
− σ̄2Y

0
1 X

0
2

]︸ ︷︷ ︸
d
dY 0

1
dτ

+ ε
[
µ̄h
(
1− Y 1

1

)
− σ̄2

(
Y 1

1 X
0
2 + Y 0

1 X
1
2

)]︸ ︷︷ ︸
ε
dY 1

1

dτ

+O(ε2)

[
σ̄2Y

0
1 X

0
2 −

(
θ̄h + µ̄h

)
Y 0

2

]
+ ε
[
σ̄2

(
Y 1

1 X
0
2 + Y 0

1 X
1
2

)
−
(
θ̄h + µ̄h

)
Y 1

2

]
+O(ε2)[

θ̄hY
0

2 − (ᾱh + µ̄h)Y 0
3

]
+ ε
[
θ̄hY

1
2 − (ᾱh + µ̄h)Y 1

3

]
+O(ε2)
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Para ordem dominante em ε, obtemos para obtemos para X0 e Y 0:

dX0

dτ
=


ε
[
σ1(1−X0

1 −X0
2 )Y 0

3 − (θm + µm + cm)X0
1

]
ε
[
θmX

0
1 − (µm + cm)X0

2

]

dY 0

dτ
=


µ̄h
(
1− Y 0

1

)
− σ̄2Y

0
1 X

0
2

σ̄2Y
0

1 X
0
2 −

(
θ̄h + µ̄h

)
Y 0

2

θ̄hY
0

2 − (ᾱh + µ̄h)Y 0
3

E para ε = 0, temos: 

dX0

dτ
= 0

dY 0

dτ
=


µ̄h
(
1− Y 0

1

)
− σ̄2Y

0
1 X

0
2

σ̄2Y
0

1 X
0
2 −

(
θ̄h + µ̄h

)
Y 0

2

θ̄hY
0

2 − (ᾱh + µ̄h)Y 0
3

(2.33)

Esse sistema (2.33) pode ser resolvido explicitamente. Com a condição inicial X0(τ0), a solução
para X0(τ) é

X0(τ) = X0(τ0) (2.34)

que é constante.

Com X0(τ) = X0(τ0), temos que

dY 0

dτ
=


−µ̄h − σ̄2X

0
2 (τ0) 0 0

σ̄2X
0
2 (τ0) −

(
θ̄h + µ̄h

)
0

0 θ̄h − (ᾱh + µ̄h)




Y 0
1

Y 0
2

Y 0
3

+


µ̄h

0

0

 . (2.35)

Agora indo para a escala de tempo mais lento dada por t, temos em ordem dominante
de ε o sistema 

dX0

dt
=


σ1(1−X0

1 −X0
2 )Y 0

3 − (θm + µm + cm)X0
1

θmX
0
1 − (µm + cm)X0

2

dY 0

dt
=



1

ε

[
µ̄h
(
1− Y 0

1

)
− σ̄2Y

0
1 X

0
2

]
1

ε

[
σ̄2Y

0
1 X

0
2 −

(
θ̄h + µ̄h

)
Y 0

2

]
1

ε

[
θ̄hY

0
2 − (ᾱh + µ̄h)Y 0

3

]
com as condições iniciais dadas pelas soluções do fast time-scale, isto é:

X0(t0) = X0(τ0) e Y 0(t0) =
(
Y 0∗

1 , Y 0∗
2 , Y 0∗

3

)
.



42 ANALÍSE MULTI-ESCALA DE UM MODELO DE PROPAGAÇÃO DA DENGUE 2.5

Trazendo ε ao lado esquerdo do sistema, obtemos

dX0

dt
=


σ1(1−X0

1 −X0
2 )Y 0

3 − (θm + µm + cm)X0
1

θmX
0
1 − (µm + cm)X0

2

ε
dY 0

dt
=


µ̄h
(
1− Y 0

1

)
− σ̄2Y

0
1 X

0
2

σ̄2Y
0

1 X
0
2 −

(
θ̄h + µ̄h

)
Y 0

2

θ̄hY
0

2 − (ᾱh + µ̄h)Y 0
3

E para ε = 0, 

dX0

dt
=


σ1(1−X0

1 −X0
2 )Y 0

3 − (θm + µm + cm)X0
1

θmX
0
1 − (µm + cm)X0

2
µ̄h
(
1− Y 0

1

)
− σ̄2Y

0
1 X

0
2 = 0

σ̄2Y
0

1 X
0
2 −

(
θ̄h + µ̄h

)
Y 0

2 = 0

θ̄hY
0

2 − (ᾱh + µ̄h)Y 0
3 = 0

Isso signi�ca que Y 0(t) pode ser exprimido em todo tempo t pela outra variável X0(t) sem
precisar resolver qualquer equação diferencial. A relação é:

Y 0(t) =

(
µ̄h

µ̄h + σ̄2X0
2 (t)

,
σ̄2µ̄hX

0
2 (t)

(µ̄h + σ̄2X0
2 (t))(θ̄h + µ̄h)

,
θ̄hσ̄2µ̄hX

0
2 (t)

(ᾱh + µ̄h)(θ̄h + µ̄h)(µ̄h + σ̄2X0
2 (t))

)
(2.36)

Inserindo essa expressão em
dX0

dt
obtemos:

dX0

dt
=


σ1(1−X0

1 −X0
2 )θ̄hσ̄2µ̄hX

0
2

(ᾱh + µ̄h)(θ̄h + µ̄h)(µ̄h + σ̄2X0
2 )
− (θm + µm + cm)X0

1

θmX
0
1 − (µm + cm)X0

2

(2.37)

2.5.3 Análise do sistema assintótico

Antes que podessamos a�rmar a qualidade da aproximação fornecida por (2.35), (2.36) e (2.37),
que precisamos de uma melhor compreensão da dinâmica do sistema reduzida (2.19).

Proposição 2.2.5.1 Seja Ω2 =
{(
X0

1 , X
0
2

)
∈ R2 : X0

1 +X0
2 ≤ 1, X0

1 , X
0
2 ≥ 0

}
.

Então, Ω2 é invariante pelo �uxo do sistema (2.37). Em particular, as soluções correspondentes
são globais.

Prova . Similar a demonstração do Teorema 2.2.3.2

�

1. Determinação dos pontos de equilíbrio.

Seja X0∗ =
(
X0∗

1 , X0∗
2

)
um ponto de equilíbrio qualquer do sistema (2.37). Então, ele satisfaz
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o seguinte sistema
σ1θ̄hσ̄2µ̄h

(
1−X0∗

1 −X0∗
2

)
X0∗

2

(ᾱh + µ̄h)(θ̄h + µ̄h)(µ̄h + σ̄2X0∗
2 )
− (θm + µm + cm)X0∗

1 = 0

θmX
0∗
1 − (µm + cm)X0∗

2 = 0

Da segunda equação, temos:X0
1 =

(µm + cm)X0
2

θm
, logo, 1−X0

1−X0
2 =

θm − (θm + µm + cm)X0
2

θm
.

Substituindo essas expressões na primeira equação e fazendo algumas operações algébricas,
obtemos:[
−σ1 (θm + µm + cm) θ̄hσ̄2µ̄h − (θm + µm + cm) (ᾱh + µ̄h)

(
θ̄h + µ̄h

)
σ̄2 (µm + cm)

] (
X0

2

)2
+[

σ1θmθ̄hσ̄2µ̄h − (θm + µm + cm) (ᾱh + µ̄h)
(
θ̄h + µ̄h

)
µ̄h (µm + cm)

]
X0

2 = 0

Isto implica que:

X0∗
2 = 0 ou X0∗

2 =
R2

0 − 1

θm + µm + cm
θm

R2
0 +

(σ̄2)2

µ̄h

.

Com esses valores de X0∗
2 , temos:

• Para X0∗
2 = 0, X0∗

1 = 0.

• Para X0∗
2 =

R2
0 − 1

θm + µm + cm
θm

R2
0 +

(σ̄2)2

µ̄h

, X0∗
1 =

(µm + cm)
(
R2

0 − 1
)

(θm + µm + cm)R2
0 +

(σ̄2)2 θm
µ̄h

.

Assim, demonstrou-se o resultado seguinte.

Proposição 2.2.5.2 O sistema (2.37) possui o equilíbrio trivial E5 = (0, 0)T . Se R0 > 1,
existe um único ponto de equilíbrio não trivial E6 = (X0∗

1 , X0∗
2 )T dado por:

E6 =



(µm + cm)
(
R2

0 − 1
)

(θm + µm + cm)R2
0 +

(σ̄2)2 θm
µ̄h

R2
0 − 1

θm + µm + cm
θm

R2
0 +

(σ̄2)2

µ̄h


=

 X0∗
1

X0∗
2

 (2.38)

2. Estabilidade assintótica do ponto de equilíbrio trivial.

Temos o resultado seguinte para a estabilidade assintótica local do ponto de equilíbrio trivial
E5 = (0, 0)T do sistema (2.37).

Proposição 2.2.5.3 Quando R0 ≤ 1, o ponto de equilíbrio trivial E5 = (0, 0)T do sistema
(2.37) é localmente assintóticamente estável.

Prova . A matriz Jacobiana do sistema (2.37) no ponto de equilíbrio E5 é:

DF (E5) =

 −(θm + µm + cm)
σ1σ̄2θ̄h

(ᾱh + µ̄h)(θ̄h + µ̄h)

θm − (µm + cm)

 (2.39)
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A expressão do polinômio caraterístico associado à matriz (2.40) é:

P (λ) = λ2 + λ (θm + 2µm + 2cm) + (θm + µm + cm) (µm + cm)
(
1−R2

0

)
O discriminante da equação P (λ) = 0 é:

∆ = (θm + 2µm + 2cm)2 − 4 (θm + µm + cm) (µm + cm)
(
1−R2

0

)
= θ2

m + 4R2
0 > 0

Isto signi�ca que as raízes do polinômio são reais. Assim, pegando λ1 e λ2 duas raízes do
polinômio P , temos:{

λ1 + λ2 = − (θm + 2µm + 2cm) ≤ 0
λ1 ∗ λ2 = (θm + µm + cm) (µm + cm)

(
1−R2

0

)
≥ 0 se e somente se R2

0 ≤ 1

Isto implica que λ1 ≤ 0 e λ2 ≤ 0 se e somente se R2
0 ≤ 1.

Como todos os autovalores da matriz Jacobiana DF (E5) são negativos, então podemos con-
cluir que o ponto de equilíbrio trivial E5 é localmente assintóticamente estável.

�

Temos o resultado seguinte para a estabilidade assintótica global do ponto de equilíbrio trivial
E5 do sistema (2.37).

Proposição 2.2.5.4 Se R0 ≤ 1, o ponto de equilíbrio trivial E5 = (0, 0)T do sistema (2.37)
é globalmente assintóticamente estável em Ω2.

Prova . Seja a função de Lyapunov associada ao ponto E5 seguinte

V (X0
1 , X

0
2 ) =

θm
(θm + µm + cm) (µm + cm)

(
X0

1

)2
+

1

θm

(
X0

2

)2
(2.40)

Então,
V (E5) = 0 e ∀

(
X0

1 , X
0
2

)
∈ Ω1\{E5}, V

(
X0

1 , X
0
2

)
> 0.

Assim, V é de�nida positiva.

A sua derivada orbital é:

V̇ =
2θm

(θm + µm + cm) (µm + cm)
Ẋ0

1X
0
1 +

2

θm
Ẋ0

2X
0
2

= 2R2
0µ̄h

X0
1X

0
2

µ̄h + σ̄2X0
2

− 2R2
0

µ̄h

((
X0

1

)2
X0

2 +
(
X0

2

)2)
µ̄h + σ̄2X0

2

− 2θm
µm + cm

(
X0

1

)2
+2X0

1X
0
2 −

2 (µm + cm)

θm

(
X0

2

)2

≤ 2R2
0X

0
1X

0
2 −

2θm
µm + cm

(
X0

1

)2
+ 2X0

1X
0
2 −

2(µm + cm)

θm

(
X0

2

)2 − 2µ̄hR
2
0

((
X0

1

)2
X0

2 +
(
X0

2

)2)
(µ̄h + σ̄2X0

2 )

V̇ ≤ 〈AX0, X0〉 − 2µ̄hR
2
0

((
X0

1

)2
X0

2 +
(
X0

2

)2)
(µ̄h + σ̄2X0

2 )
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Onde

A =


− 2θm
µm + cm

R2
0 + 1

R2
0 + 1 −2(µm + cm)

θm

 e X0 =

 X0
1

X0
2


O polinômio caraterístico dessa matriz A é:

P (λ) = λ2 + 2λ

(
θm

µm + cm
+
µm + cm
θm

)
+ 4−

(
R2

0 + 1
)2

O discriminante da equação P (λ) = 0 é: 4

(
θm

µm + cm
− µm + cm

θm

)2

+
(
R2

0 + 1
)2
> 0. Então,

as raízes do polinômio são reais. Assim, pegando λ1 e λ2 duas raízes do polinômio P , temos: λ1 + λ2 = −
(

θm
µm + cm

+
µm + cm
θm

)
< 0

λ1 ∗ λ2 = 4−
(
R2

0 + 1
)2

=
(
1−R2

0

) (
3 +R2

0

)
≥ 0 se somente se R0 ≤ 1

Mostremos que quando R0 ≤ 1, os autovalores da matriz A são negativas: ela e é semie-de�nida
positiva.

3. Estabilidade assintótica do ponto de equilíbrio não trivial.

Temos o resultado seguinte para a estabilidade assintótica local do ponto de equilíbrio trivial
E6 do sistema (2.19).

Proposição 2.2.5.5 Se R0 > 1, o ponto de equilíbrio trivial E5 é instável e existe um único
ponto de equilíbrio não trivial E6 da à equação (2.38) que é localmente assintóticamente
estável.

Prova . A matriz Jacobiana associada ao sistema (2.37) no ponto E6 é:

DF (E6) =

 −
σ1θ̄hσ̄2µ̄hX

0∗
2

(ᾱh + µ̄h)
(
θ̄h + µ̄h

) (
µ̄h + σ̄2X0∗

2

) − (θm + µm + cm) a12

θm − (µm + cm)



Com a12 =
σ1σ̄2θ̄hµ̄h

(ᾱh + µ̄h)(θ̄h + µ̄h)

 µ̄h (1−X0∗
1 − 2X0∗

2

)
− σ̄2

(
X0∗

2

)2(
µ̄h + σ̄2

(
X0∗

2

)2)


O polinômio caraterístico dessa matriz é:

P (λ) = λ2 + λ

(
σ1θ̄hσ̄2µ̄hX

0∗
2

(ᾱh + µ̄h)
(
θ̄h + µ̄h

) (
µ̄h + σ̄2X0∗

2

) + (θm + µm + cm) + (µm + cm)

)

+

(
σ1θ̄hσ̄2µ̄h (θm + µm + cm)X0∗

2

[
1 + σ̄2 (µm + cm) (ᾱh + µ̄h)

(
θ̄h + µ̄h

)]
(ᾱh + µ̄h)

(
θ̄h + µ̄h

) (
µ̄h + σ̄2X0∗

2

) )
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Seja λ1 e λ2 as raízes do polinômio P . Então, temos que:

λ1 + λ2 = −

(
σ1θ̄hσ̄2µ̄hX

0∗
2

(ᾱh + µ̄h)
(
θ̄h + µ̄h

) (
µ̄h + σ̄2X0∗

2

) + (θm + µm + cm) + (µm + cm)

)
< 0

λ1 ∗ λ2 =

(
σ1θ̄hσ̄2µ̄h (µm + cm)X0∗

2

(ᾱh + µ̄h)
(
θ̄h + µ̄h

) (
µ̄h + σ̄2X0∗

2

))+
σ1σ̄2θ̄hθmµ̄hX

0∗
2

(ᾱh + µ̄h)(θ̄h + µ̄h)
(
µ̄h + σ̄2X0∗

2

)
+

(θm + µm + cm) (µm + cm) σ̄2X
0∗
2(

µ̄h + σ̄2X0∗
2

) > 0

Isto implica que λ1 < 0 e λ2 < 0 se e somente se R0 > 1, pois X0∗
2 > 0 se R0 > 1.

Como todos os autovalores da matriz Jacobiana DF (E6) são negativos, então podemos con-
cluir que o ponto de equilíbrio endêmico é localmente assintóticamente estável.

�

2.6 Conclusão

Neste capítulo, aplicamos uma separação de escala de tempo a um modelo de propagação da
dengue para ummelhor estudo da dinâmica das populações de mosquito e de humanos. Obtemos dois
modelos. O primeiro modelo análise somente a dinâmica da população humana sem a presença do
mosquito e o segundo modelo, a dinâmica da população de mosquito sem os humanos. Em ambos
casos, determinemos os pontos de equilíbrio e estudemos a suas estabilidade. E como desejada,
quando R0 ≤ 1 os pontos de equilíbrio triviais do dois modelos são globalmente assintóticamente
estáveis. Mostremos que quando R0 > 1, o ponto de equilíbrio endêmico do primeiro modelo é
globalmente assintóticamente estável e do segundo modelo, localmente assintóticamente estável.



Conclusão

Através do surgimento das doenças infecciosas, observou-se a evolução da epidemiologia ma-
temática. Os primeiros conceitos em epidemiologia matemática sugiram a partir da necessidade
humana em entender quais eram os mecanismos de propagação dessas doenças. Entretanto, a teoria
que embasa a epidemiologia matemática, não surgiu essencialmente a partir de interesses mate-
máticos e sim, como uma ferramenta em saúde pública. Atualmente, com o aprimoramento das
técnicas em medicina e a agregação dessas informações aos modelos de propagação de doenças, a
matemática enquanto teoria vem sendo explorada e aplicada no estudo de epidemias. Em doenças
transmitidas por vetores, a epidemiologia dos humanos (hospedeiros) agi frequentemente na escalas
de tempo muito mais lento do que dos mosquitos, que se propaga como um vetor, de humano para
humano, devido aos seus ciclos de vida muito diferentes.

Neste trabalho, nós estudamos primeiramente de qual maneira a escala de tempo rápida da
epidemiologia do mosquito pode ser controlada pela escala de tempo lenta dos humanos, de modo
que para a compreensão dos dados de doenças humanas, principalmente a dinâmica humana, a
escala de tempo é essencial e somente levemente pertubado pela dinâmica dos mosquitos. Como
desejada, quando o vector desapere dentro da população humana, nós obtemos dois pontos de
equilíbrio: o ponto de equilíbrio livre de doença, que é globalmente assintóticamente estável quando
R0 ≤ 1 e o ponto de equilíbrio endêmico, que é globalmente assintóticamente estável quando
R0 > 1. Em segunda lugar, nós suphonamos que a escala de tempo dos hunamos é rápida e neste
caso, obtemos um sistema que leve somente a população de mosquito. Mostremos que o ponto de
equilíbrio trivial é globalmente assintóticamente estável quando R0 ≤ 1 é que o ponto de equilíbrio
não trivial é localmente assintoticamente estável. Podemos concluir que as expansões assintoticas
forem aceitaveis.
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Apêndice A

Ferramentas matemáticas fundamentais

Em toda essa seção, J é um intervalo de interior não vazio de R e U é um aberto de Rn com
n ≥ 1.

A.1 Existência e unicidade das soluções

A.1.1 De�nição

De�nição A.A.1.1 (Equação diferencial): Seja f : J × U → Rn uma função. Chamada Equação
diferencial de primeira ordem associada a f a equaçãseguinte

x′(t) = f(t, x(t)). (A.1)

De�nição A.A.1.2 (Solução local): Uma solução da equação (A.1) é um par (I, x) onde I é um
intervalo não vazio de R e x é uma função de I com valor em Rn derivável em I, veri�cando as
condições seguintes:

1. (t, x(t)) ∈ J × U para todo t ∈ I.

2. x′(t) = f(t, x(t)) para todo t ∈ I.

De�nição A.A.1.3 (Extensão de soluções): Sejam (I1, x1) e (I2, x2) duas soluções de (A.1). Di-
zemos que (I2, x2) estende (I1, x1) se I1 ⊂ I2 e para todo t ∈ I1, x1(t) = x2(t).

De�nição A.A.1.4 (Solução máximal): Dizemos que uma solução (I, x) é máximal se ela não
admite nenhuma extensão (Ĩ , x̃) com Ĩ estritamente incluído em I.

Teorema A.A.1.1 : Toda solução (I, x) de (A.1) admite uma extensão máximal.

De�nição A.A.1.5 (Solução global): Uma solução de (A.1) é uma solução global de�nida sobre
todo J , isto é, (J, x) é uma solução global de x′(t) = f(., x) ondef : J × U → Rn

De�nição A.A.1.6 (Órbita): Seja (I, x) uma solução de (A.1). A órbita da solução (I, x) é de�-
nida por:

{x(t), t ∈ I}

De�nição A.A.1.7 (Conjuntos limite): Seja (I, x) uma solução de (A.1). Os conjuntos omega-
limite de x (ω(x)) e alpha-limite de x (α(x)) são de�nidas por:

ω(x) =
⋂
t≥0

⋃
s≥t

x(s; t0, x(t0)), α(x) =
⋂
t≤0

⋃
s≤t

x(s; t0, x(t0))

De�nição A.A.1.8 (Problema de Cauchy): Dado um ponto (t0, x0) ∈ J × U , o problema consiste
em achar uma solução (I, x) de (A.1) tal que t0 ∈ I e x(t0) = x0.
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A.1.2 Existência de soluções

Teorema A.A.1.2 (Cauchy-Peano-Arzela): Seja (t0, x0) ∈ J × U e suponhamos f : J × U →
Rn continua em (t0, x0). Então, existe uma solução do problema de Cauchy associada à equação
diferencial (A.1) relativo à condição inicial (t0, x0).

Corolário A.A.1.1 : Suponha f : J × U → Rn continua. Então,para todo ponto (t0, x0) ∈ J × U ,
ele passe pelo menos uma solução máximal (I, x) de (A.1). Além disso, o intervalo de de�nição I
de toda solução máxima é um aberto de J .

A.1.3 Unicidade das soluções e teorema de Cauchy-Lipschitz

De�nição A.A.1.9 (Localmente Lipschitz em um ponto): Seja (t0, x0) ∈ J × U . Dizemos que
f : J × U → Rn é localmente Lipschitz em relação a sua segunda variável em (t0, x0) se existe
T > 0, r0 > 0 e k > 0 tais que para todo (t, x, y) ∈ ]t0 − T, t0 + T [×B(x0, r0)×B(x0, r0),

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ k‖x− y‖.

De�nição A.A.1.10 : Dizemos que f : J × U → Rn é localmente Lipschitz em relação a sua
segunda variável sobre J × U se para todo (t0, x0) ∈ J × U , f é localmente Lipschitz em relação a
sua segunda variável em (t0, x0).

Na prática, em vez de veri�car que a função f é localmente Lipschitz em relação a segunda
variável, nós veri�camos que a função f é de classe C1. Temos o teorema seguinte

Teorema A.A.1.3 : Se f é de classe C1 sobre J ×U então f é localmente Lipschitz em relação a
sua segunda variável sobre J × U .

Teorema A.A.1.4 (Cauchy-Lipschitz): Se f : J × U → Rn é continua e localmente Lipschitz em
relação a sua segunda variável sobre J ×U , então para todo (t0, x0) ∈ J ×U , o problema de Cauchy
associado a (t0, x0) ∈ J × U relativo à condição inicial (t0, x0), tem uma única solução.

A.2 Teoria da estabilidade

A.2.1 Algumas de�nições úteis

Considere a equação diferencial autônoma seguinte:

x′(t) = f(x(t)), (A.2)

com f : U ⊂ Rn → Rn localmente Lipschitz em U , para garantir a existência e a unicidade das
soluções para o problema de Cauchy.

De�nição A.A.2.1 (Conjunto invariante): Seja Ωi ⊂ Rn . Dizemos que Ωi é invariante para a
equação diferencial (A.2) se para todo x0 ∈ Ωi e todo t0 ∈ R+, a única solução máxima (J, x) do
problema de Cauchy associada a (A.2) e relativo a (t0, x0), pertence a Ωi, isto é,

∀ t ∈ J, x(t) ∈ Ωi.

De�nição A.A.2.2 (Ponto de equilíbrio): Chamamos ponto de equilíbrio da equação (A.2), toda
solução solução constante de (A.2).

Quando a equação (A.2) modela a dinâmica de uma população, um equilíbrio corresponde bem à
nocão usual de estado de equilíbrio: se o sistema estáno estado x0, então ele �ca. Na prática, sabemos
no entanto que somente os estados de equilíbrio tendo algumas propriedades de estabilidade são
signi�cativos. Isso nos leva a de�nir precisamente o que é uma solução ou um equilíbrio estável.
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De�nição A.A.2.3 (Estabilidade): Seja (R, x) com , uma solução global da equação (A.2). Di-
zemos que (R, x) é estável se para todo t0 ∈ R, para todo ε > 0, existe δ(ε, t0) tal que para todo
x0 ∈ B (x(t; t0, x0), δ(ε, t0)), então a única solução máxima do problema de Cauchy associado a
equação (A.2) relativo à condição inicial (t0, x0), denotada (I, x( ; t0, x0)) veri�ca:

∀ t ∈ I , t ≥ t0 , ‖x(t)− x(t; t0, x0)‖ ≤ ε. (A.3)

A solução será chamada instável se não for estável.

Assim, se uma solução tem a sua condição inicial em t0, na bola B (x(t0), δ(ε, t0)), então ela
está dentro um tubo de raio ε em torno da curva {(t, x(t; t0, x0)), t ≥ t0}.

De�nição A.A.2.4 (Estabilidade assintótica local): Seja t ∈ R. Dizemos que (t, x) é localmente
assintóticamente estável se e somente se (t, x) é estável e ∀ t ∈ R , ∃ δ(t0) > 0 tal que ∀x0 ∈
B (x(t0), δ(t0)), a única solução máximal do problema de Cauchy associado a (A.2) relativo à con-
dição inicial (t0, x0), (I, x(., t0, x0)) é de�nida sobre [t0,+∞[ e veri�ca

lim
t→+∞

‖x(t)− x(t; t0, x0)‖ = 0 . (A.4)

De�nição A.A.2.5 (Estabilidade assintótica global): Seja t ∈ R. Dizemos que (t, x) é globalement
assintóticamente estável em V ⊂ U , se ∀ t0 ∈ R , ∀x0 ∈ V , a única solução máxima do problema
de Cauchy associado a (A.2), relativo à condição inicial (t0, x0), (I, x(., t0, x0)) está de�nida em
[t0,+∞[ e veri�ca (A.4).

A.2.2 Estabilidade local de um ponto de equilíbrio

Seja x∗ um ponto de equilíbrio da equação diferencial (A.2). Vamos linearizar essa equação
usando um desenvolvimento de f em x∗.

De�nição A.A.2.6 : O sistema linearizado de (A.2) em torno do ponto x∗ é

z′(t) = DF (x∗)z(t), (A.5)

onde DF é a diferencial de f .

Temos o resultado seguinte para a estabilidade local do ponto de equilíbrio x∗.

Teorema A.A.2.1 : Se todos os autovalores de DF (x∗) tem partes reais estritamente negativas,
então x∗ é um ponto de equilíbrio localmente assintóticamente estável para o sistema não linear.

Observação A.A.2.1 : Se DF (x∗) tem pelo menos um autovalores com parte real estritamente
positiva, então o ponto de equilíbrio x∗ é instável para o sistema não linear (A.2).

Vamos olhar precisamente o sinal des partes reais dos autovalores de matrizes. Pórem, n ao é
sempre fácil de calcular-los explicitamente. É por isso que usaremos o critério de Routh-Hurwitz
que fornece as informações sobre o sinal das partes reais das raízes de um polinômio a partir de
seus coe�cientes. A aplicação desse critério para o estudo do polinômio característico permite então
de deduzir as informações sobre a estabilidade dos equilíbrios.

Seja o sistema linear de dimensão n seguinte:

ẋi =
n∑
j=1

aijxj , (A.6)

com i ∈ [1, n], onde A = [aij ] é uma matriz quadrada de dimensão n com coe�cients constantes.
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Nós supomos que det(A) 6= 0, isto implica especialmente que a origem é o único ponto de
equilíbrio. A matriz A tem n autovalores que são soluções da equação característica det(A−λI) = 0,
isto é, do polinômio de grau n:

λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + ...+ an−1λ+ an = 0. (A.7)

Temos o resultado seguinte

Proposição A.A.2.1 : Se todos os coe�cientes do primeiro membro da equação (A.7) são não
nulo e de mesmo signal então necessariamente as soluções da equação (A.7) são de partes reais
estritamente negativas.

Consideremos os n determinantes seguintes:

H1 = a1,

H2 =

∣∣∣∣ a1 a3

1 a2

∣∣∣∣ ,
H3 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a5

1 a2 a4

0 a1 a3

∣∣∣∣∣∣ ,

Hk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a3 a5 . . .
1 a2 a4 . . .
0 a1 a3 . . .
0 1 a2 . . .
. . . . . .
0 0 . . . ak

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

com k ∈ [1, n].
No caso da dimensão n, todos os aj com j > n são tomados iguais a zero. Temos o resultado

seguinte:

Proposição A.A.2.2 : O equilíbrio é assintóticamente estável ⇔ ∀ k ∈ [1, n] , Hk > 0.

Devemos, portanto, veri�car que os n determinantes Hk são estritamente positivos. Está é a
condição su�ciente da estabilidade assintótica local.

Quando a ordem da matriz do sistema linear (A.5) é alta, o cálculo dos determinantes Hk

pode tornar tedioso. Se essa matriz se identi�ca a uma matriz de Metzler, então aplica o resultado
seguinte

De�nição A.A.2.7 (Matriz de Metzler): Toda matriz quadrada real com elementos fora da diago-
nal positivos é chamada uma matriz de Metzler.

Proposição A.A.2.3 : Seja M uma matriz de Metzler que se decompõe em bloco da maneira
seguinte:

M =

(
A B
C D

)
,

onde A e D são matrizes quadradas. Então M é Metzler stable se e somente se A e D − CA−1B
são Metzler stable .

A.2.3 Teoria da estabilidade de Lyapunov

De�nição A.A.2.8 (Estabilidade): Um ponto de equilíbrio x∗ de (A.2) é dito globalmente estável
em W ∈ Ω se e somente se ∀V ⊂ W e ∀ t1 ≥ 0 ,∃ ε(V, t1) > 0 tal que : ∀x1 ∈ V , o problema de
Cauchy associado a (A.2) com condição inicial (t1, x1) tem uma única solucão global x(t, t1, x1) e

∀ t ≥ t1, ‖x∗ − x(t; t1, x1)‖ ≤ ε.
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De�nição A.A.2.9 (Estabilidade assintótica global): Um ponto de equilíbrio x∗ de (A.2) é dito
globalmente assintóticamente estável em W ∈ Ω se e somente se ∀V ⊂ W e ∀ t1 ≥ 0, temos:
∀x1 ∈ V , o problema de Cauchy associado a (A.2) com condição inicial (t1, x1) tem uma única
solução global x(t, t1, x1) e

lim
t→+∞

‖x∗ − x(t; t1, x1)‖ = 0.

A estabilidade de um ponto de equilíbrio x∗ da equação (A.2) pode ser estudada através da
análise dos autovalores da parte linearizada de f em x∗, Df (x∗). Contudo, esse metodo de linea-
rização atrativo pela sua facilidade de implimentação, não permite de concluir a estabilidade ou
instabilidade de um ponto de equilíbrio. Em 1892, o matemático Russo A.M. Lyapunov introduiziu
em Problème général de la stabilité du mouvement, um novo critério para estudar a estabilidade.
Ele generalizou a ideia que para um poço, existe uma norma |.| no Rn tal que |x(t)− x∗| decresce
para toda solução x(t) perto de x∗. Lyapunov mostrou que algumas founções , chamadas funçoes
de Lyapunov, podem ser usadas como uma norma para caracterisar a estabilidade.

Seja U um aberto de Rn. Estamos interessados nos pontos de equilíbrio de uma equação dife-
rencial autônoma de primeira ordem (A.2), de�nida em J × U ,

x′(t) = f(x(t)) ,

onde f : J ×U ⊂ R×Rn → Rn é uma função de classe C1, portanto localmente Lipschtiz em J ×U
. Isto garante a existência e a unicidade das soluções do problema de Cauchy.

De�nição A.A.2.10 (Derivada total ou orbital): Consideremos a equação (A.2) e seja V : U →
Rn uma função diferenciavel. A derivada orbital de V ao longo das soluções de (A.2), notada V̇ é
de�nida por

V̇ = 〈∇V (x), f(x)〉 =
n∑
i=1

∂iV

∂xi
(x)fi(x),

onde 〈., .〉 é o produto escalar em Rn, ∇V (x) o gradiente de V em x e fi(x), a i-ésima componente
do campo f .

Temos o resultado seguinte.

Teorema A.A.2.2 (Função de Lyapunov): Seja x∗ uma solução de equilíbrio da equação (A.2).
Seja Ω uma vizinhança de x∗ em U e V : Ω→ R uma função de classe C1 tal que:

i. V (x∗) = 0.

ii. ∀x ∈ Ω\{x∗}, V (x) > 0.

iii. ∀x ∈ Ω, V̇ (x) ≤ 0.

Então, x∗ é estável.

Observação A.A.2.2 : A função V do Teorema A.A.2.2 é chamada função de Lyapunov associada
a (A.2).

Teorema A.A.2.3 (Função de Lyapunov estrita): Seja x∗ uma solução de equilíbrio da equação
(A.2). Seja Ω uma vizinhaça de x∗ em U e V : Ω→ R uma função de classe C1 tal que:

i. V (x∗) = 0.

ii. ∀x ∈ Ω\{x∗}, V (x) > 0.

iii. ∀x ∈ Ω, V̇ (x) < 0.

Então, x∗ é assintóticamente estável.

Observação A.A.2.3 : A função do Teorema A.A.2.3 é chamada função de Lyapunov estrita
associada a (A.2).
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A.3 Teoria de sistemas competitivos

A seguir, nos restringirmos ao sistema Autônomo

x′(t) = f(x(t)), (A.8)

com f : U ⊂ Rn → Rn. Suponhamos que f é contínua e localmente Lipschitz de maneira que para
todo (t0, x0) ∈ R × U , o problema de Cauchy associado à equação diferencial (A.1) com condição
inicial (t0, x0) tem uma única solução máximal (J, x).

De�nição A.A.3.1 (Sistema competitivo): O sistema (A.8) é dito competitivo se e somente se
existe uma matriz quadrado nxn, H, da forma H = diag(ε1, ..., εn), onde ∀i ∈ {1, ..., n}, εi = ±1,
tal que para todo x ∈ J,HDF (x)H tem todos elementos fora da diagonal negativos ou nulos.

Seja U um aberto de Rn. f : J×U ⊂ R×Rn → Rn uma função de classe C1, portanto localmente
Liptchiz em J ×U . Isto garanti a exitência e a unicidade de soluções do problema de Cauchy. Além
disso, suponhamos que f é su�cientemente regular para que todas as soluções sejam globais. O
sistema linearizado de (A.8) associado a x(t, t0, x0), onde (t0, x0) ∈ J × U é dada por

y′(t) = DF (x(t, t0, x0))y(t)

De�nição A.A.3.2 : Seja ‖ . ‖ uma norma qualquer em Rn. Seja d uma distância entre dois
pontos x, y ∈ Rn de�nida por d(x, y) =‖ x − y ‖. De�nimos a distância de um ponto x a um
conjunto S por d(x, S) = infy∈S(x, y)

De�nição A.A.3.3 (Estabilidade orbital): Seja p(t) uma solução periódica de (A.8) de período
ω > 0 e de órbita γ = {p(t), 0 ≤ t ≥ ω}. Dizemos que esta órbita é orbitalmente estável se e
somente se para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que para todas as soluções x do problema de Cauchy
associado a (A.8) com (t0, x0), tal que

d(x0, γ) < δ =⇒ t > t0, d(x(t, x0), γ) < ε

De�nição A.A.3.4 (Estabilidade orbital assintótica): Seja p(t) uma solução periódica de (A.8)
de período ω > 0 e de órbita γ = {p(t), 0 ≤ t ≥ ω}. Dizemos que esta órbita é assintóticamente
orbitalmente estável se e somente se para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que para todas as soluções x
do problema de Cauchy associado a (A.8) com (t0, x0), tal que

d(x0, γ) < δ =⇒ t > t0, d(x(t, x0), γ) −→ 0 quando t→ +∞

De�nição A.A.3.5 (Estabilidade orbital assintótica em fase): Seja p(t) uma solução periódica
de (A.8) de período ω > 0 e de órbita γ = {p(t), 0 ≤ t ≥ ω}. Dizemos que esta esta órbita é
assintóticamente orbitalmente estável em fase se e somente se ela é assintóticamente orbitalmente
estável e se existe b > 0, tal que para todas as soluções x do problema de Cauchy associado a (A.8)
com (t0, x0), tal que

d(x0, γ) < b =⇒ θ0 = θ(x0), d(x(t, x0)− p(t− θ0)) −→ 0 quando t→ +∞

O teorema seguinte nos dá um critério para provar que uma órbita é assintóticamente orbital-
mente estável em fase.

Teorema A.A.3.1 : Seja Γ = {p(t), 0 ≤ t ≤ ω} uma órbita periódica associada a (A.8). Se o
sistema linear

z′(t) = DF [2](p(t))z(t) (A.9)

é globalmente assintóticamente estável, então Γ é assintóticamente orbitalmente estável em fase.
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Prova. [Mul90]

A equação (A.9) é chamada equação da segunda composta de (A.8) e DF [2] é chamada segunda
composta matricial da jacobiana DF de f . De�nimos mais generalmente a noção seguinte:

De�nição A.A.3.6 (k-ésima composta aditiva da matriz): Seja A uma matriz quadrada n× n em
R, chamamos k-ésima composta aditiva de A, a A[k] matriz quadrada N ×N em R onde N = Ckn,
de�nida por

A[k] = D+((I + hA)k)|h=0

onde D+ é a derivada pelo lado direito com relação a h e I corresponde à matriz identidade.

Para uma matriz 3×3

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

, temos:

A[1] = A, A[2] =

 a11 + a22 a23 −a13

a32 a11 + a33 a12

−a31 a21 a22 + a33

 , A[3] = tr(A)

Os sistemas dinâmicos competitivos tridimensionais tem as propriedades seguintes:

Teorema A.A.3.2 Um conjunto limite compacto de um sistema competitivo ou cooperativo de�-
nido em R3, que não contém de ponto de equilíbrio, é uma órbita periódica.

Prova. [Smi], teorema 4.1, página 41.

Teorema A.A.3.3 Seja Γ uma órbita periódica não trivial de um sistema competitivo de�nida em
um conjunto convexo D ⊂ R3, contendo um cubo C. Se Γ ⊂ C ⊂ D então C contém um equilíbrio.

Isto signi�ca que a existência de uma órbita periódica implica a existência de um ponto de
equilíbrio no interior de uma alguma bola fechada tendo por órbita periódica como fronteira.

Prova. [LM95]

Teorema A.A.3.4 No caso de um sistema tridimensional. Seja J um conjunto convexo limitado
de R3. Suponhamos que o sistema (A.8) é competitivo, persistente e tal que toda órbita periódica
é assintóticamente orbitalmente estável. Se x0 é o único ponto de equilíbrio de int(J) localmente
assintóticamente estável então ele é globalmente assintóticamente estável.

Observação A.A.3.1 1. O Teorema A.A.3.2 é um resultado importante, que é amiúde apresen-
tado como uma generalização do teorema de Poincaré-Bendixson para os sistema competitivo
e cooperativo em dimensão 3.

2. O Teorema A.A.3.2 é usado para localiser os equilíbrios, ou reciprocamente, para excluir a
existência das ørbitas periódicas.

Lemma A.A.3.1 Se X(t) é uma função n-vetorial continuamente diferenciável em a ≤ t ≤ b
então D+ existe em a ≤ t ≤ b e |D+|X(t)|| ≤ |X ′(t)|.

Corolário A.A.3.1 (Desigualdade de Gronwall): Se α é uma constante real, ϕ(t) ≥ 0 e φ(t) são
funções reais contínuas para a ≤ t ≤ b que satisfazem

φ(t) ≤ α+

ˆ t

a
ϕ(s)φ(s)ds, a ≤ t ≤ b

então

φ(t) ≤ α
(

exp

(ˆ t

a
ϕ(s)φ(s)ds

))
, a ≤ t ≤ b
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