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Resumo

A Teoria dos Jogos Diferenciais (TJD) teve origem em meados de 1950 com a
pesquisa de Rufus Philip Isaacs, um pesquisador da RAND Corporation. Os
pesquisadores que tinham contato com essa teoria logo descobriram que o tra-
balho de John Von Neumann e Oskar Morgenstern [9] ndo era suficiente para
resolver tais problemas. Os estudos relacionados a TJD ficaram ligados direta-
mente ao estudo de sistemas dindmicos. Sendo assim, assuntos ligados a Teoria
de Controle Otimo comecaram a tomar a frente nas pesquisas sobre TJD. O
Jogo do Motorista Assassino (JMA), se tornou um JP padrdo no estudo em
TJD.

A solucdo de JDs est4 ligada a existéncia de controles 6timos. O Principio da
Programacao Din&mica e o Principio do Minimo, propostos por Richard Ernst
Bellman e Lev Semyonovitch Pontryagin, respectivamente, se tornam condi¢oes
para a determinacao de estratégias (controles) 6timas. A existéncia é garantida

por um teorema, proposto por Aleksei Fyodorovich Filipov.

Os JDs serdo apresentados de maneira formal, junto com a funcdo de Payoff.
Daremos especial atencdo aos JPs. Os JPs sdo JDs de Dois Jogadores com
Soma Zero, conceito bastante difundido em TJD. No caso dos JPs, teremos dois
jogadores: um Perseguidor e um Evasor. A funcdo de Payoff sera estudada de
acordo com a sua convergéncia a Funcgao de Valores de um JD. A continuidade
da funcdo de valores serd provada, utilizando a Equagdo de Hamilton-Jacobi-
Isaacs (EHJI).

Um estudo qualitativo sera feito sobre as condigoes de capturabilidade do Evasor
pelo Perseguidor. Utilizaremos o Principio do Minimo como ferramenta princi-
pal para determinarmos a Barreira S, que determina a regido de capturabilidade

do Evasor pelo Perseguidor.

Palavras-chave: Jogos Diferenciais, Jogos de Perseguicao, Jogo do Motorista
Assassino, Teoria dos Jogos, Teoria de Controle Otimo, Principio do Minimo,
Capturabilidade.



Abstract

The Differential Game Theory (DGT) originated in the mid 1950s with the re-
search Rufus Philip Isaacs, a researcher at the RAND Corporation. Researchers
who had contact with this theory soon discovered that the work of John von
Neumann and Oskar Morgenstern [9] was not enough to solve such problems.
Studies related to DGT were directly linked to the study of dynamical systems.
Therefore, issues related to Optimal Control Theory began to take the lead in
research on DGT. The Homicidal Chauffeur Game (HCG) has become a stan-
dard PG of study in DGT.

The DGs solution is attached to the existence of optimal controls. The Dyna-
mic Programming Principle and The Minimum Principle proposed by Richard
Ernst Bellman and Lev Semyonovitch Pontryagin, respectively, become condi-
tions for determining optimal strategies (controls). The existence is guaranteed

by a theorem proposed by Aleksei Fyodorovich Filipov.

The DGs will be presented formally, along with the Payoff function. We will
give special attention to DGs. The PGs are Two Player Zero-Sum DG, a concept
widespread in DGT. In the case of PGs, we have two players: a Pursuer and
an Evader. The Payoff Function will be studied according to their convergence
to the Value Function of a DG. The continuity of the Value Function will be
tested, using the Hamilton-Jacobi-Isaacs Equation (HJIE).

A qualitative study will be done about the conditions of capturability of Evader
by the Pursuer. We will use the Minimum Principle as the main tool to deter-
mine the Barrier S, which determines the capturability region of Evader by the

Pursuer.

Keywords: Differential Games, Pursuit Games, Homicidal Chauffeur Game,

Game Theory, Optimal Control Theory.
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LISTA DE NOTACOES MATEMATICAS:
1. A: raio de manobrabilidade méxima do perseguidor.
2. 2(t) = La(t)

3. C'(A, B): Conjunto de fungdes de dominio A e imagem em B i vezes
diferenciaveis.

4. R: Conjunto dos nimeros reais.

n;+n; i o™i
5. VSiSj Jf(...,si,...,S]’, ) = 9s; 03, f(...,Si, ...,Sj,...).
6. A*: transposta da matriz A.

7. Seja E um espaco de hilbert qualquer, entdo (a,b) é um produto escalar
entre a e b.

8. Id: Matriz identidade.

9. M(R,n,m): conjunto das matrizes de n linhas e m colunas.
10. Seja F: ACR™ — M(R,n,m). Entao FF~! = F~'F = Id.
11. Seja E' um espago métrico qualquer, entdo ||a|| é a norma de a.

12. Para um conjunto qualquer A, o conjunto A = AU A ¢é o fecho de A,

sendo OA a fronteira de A e A o interior de A.

13. Sejam A e B subconjuntos de um conjunto qualquer, entao
A/B={xe€ A:x ¢ B}.

14. LP(A; B): Conjunto das fun¢oes Borel integraveis em poténcia p em A,

com valores em B.

15. Bs(z) = {z € R" : ||z| < 4}



LISTA DE SIGLAS:

1.

2.

JMA: Jogo do Motorista Assassino (em inglés HCG).
JD: Jogos Diferenciais (em inglés DG).

JP: Jogo de Perseguicao (em inglés PG).

TJD: Teoria dos Jogos Diferenciais (em inglés DGT).

EHJI: Equacao de Hamilton-Jacobi-Isaacs ou simplesmente Equacao de
Isaacs (em ingles HJIE).



Capitulo 1

O Jogo do Motorista

A ssassino

A Teoria dos Jogos estuda as formas de interacoes entre jogadores racionais que
possuem objetivos a serem cumpridos, que podem ser conflitantes ou nao. Os
jogadores procuram sempre escolher uma estratégia que cumpra seus objetivos
de maneira 6tima. No caso do problema proposto por Rufus Philip Isaacs em
seu trabalho mestre [7], The Homicidal Chauffeur Game (Jogo do Motorista
Assassino), que foi resultado de sua pesquisa sobre JDs (ver capitulo 3) realizada
na RAND Corporation entre 1948 e 1955, um jogador p (perseguidor) persegue
um jogador e (evasor) com uma velocidade v, no plano cartesiano e o evasor foge
com uma velocidade v, < v,. O jogador p possui um raio de manobrabilidade
méaxima A, que é o menor raio de virada que o perseguidor possui, ao efetuar
uma manobra, e o0 jogador e foge livremente pelo plano. No JMA, os objetivos
dos jogadores p e e estdo definidos pelo tempo de captura de e por p, pois
sabemos que o jogador p possui uma velocidade maior que a de e e que o tnico
obstéiculo para que p capture e estd em seu raio de manobrabilidade: dessa
forma, p jogard com o objetivo de minimizar o tempo de captura e e jogara
com o objetivo de maximizar o tempo de captura. O JMA terminard quando p
estiver a uma distancia € do evasor. As equacgoes abaixo determinam como os

jogadores p e e interagem (dinamica):

e Dinamica do Perseguidor:

B(t) = (P=(1), 0y (1)) = (vpsen(8,(1)), vpcos(9,(1))), t = 0. (L.1)

10



CAPITULO 1. O JOGO DO MOTORISTA ASSASSINO 11

Restricao de manobrabilidade:

6,(t) = ”pz(t), t>0e|p(t) <1. (1.2)

e Dinamica do Evasor:

e(t) = (éx(t),éy(t)) = (vesen(Be(t)), vecos(0e(t))), t > 0. (1.3)

F 3 H
. |72 ]-ve
Up : _
€x, Ey)
. Ty |=v A
A 1Tp|=vp
o, I
(Pz>Py) A

Figura 1.1: Descrigdo do Jogo do Motorista Assassino

O sistema da dinamica do jogo podera ter a sua dimensao reduzida de 5 para 2
dimensoes: vamos considerar a perseguicao de p por e e as distancias nos eixos
x ey por

do(t) = ea(t) — palt), dy(t) = ey (t) — py(t), £ > 0. (1.4)
Teremos ainda que achar alguma maneira de incluir a variabilidade do angulo

0, (t), para isso iremos efetuar uma rotacdo de adngulo 6,(¢) na diregao do eixo
y no sistema d(t) = (dg(t), dy(t)).
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Agora, para terminarmos, iremos calcular i(t) e ¢(t) e chegaremos ao nosso
sistema reduzido.

& =dy(t)cos(0p(t)) — o (8)8p(t)sen(y (1)) — dy (t)sen(0p(t)) — dy (£)8p(t)cos(6,(t))
(1.7)
=d,(t)cos(0,(t)) — dy(t)sen(0,(t)) — 0,(t)y(t) (1.8)
=(vesen(0.(t)) — vpsen(8,(t)))cos(8,(t)) (1.9)
~ (vecos(Be(1)) — vycos(B,(0)sen8,(0) — 22Dy ) (1.10)
—vesen(Bo(t) — 0, (t)) — %(t)y(t) (1.11)

Vamos chamar 0. (t) — 0,(t) = u.(t) e ¢(t) = up(t), temos:

() = vosen(uo(t)) — 22 ). (1.12)

Calculando ¢(t), temos:

Y :dw (t)sen(0y(t)) + d (t)ép(t)cos(9p<t)) + dy(t)cos(Qp(t)) —dy (t)ép(t)sen(ep(t))

(1.13)
=d,(t)sen(0,(t)) + dy (t)cos(0,(t)) + 0, (t)z(t) (1.14)
=(vesen(0.(t)) — vpsen(8,(t)))sen(0,(t)) (1.15)
F(vecos(Ba(t)) — vpcos(8,(t)))cos(0,(t)) + %p(t)x(t) (1.16)
=vcos(ue(t)) — vp + Mw(t). (1.17)

A

Apos esta série de transformacoes, teremos as seguintes equagdes de dindmica
de um jogo diferenciavel:

Z(t) =vesen(ue(t)) — %p(t)y(t) (1.18)
§(t) =vecos(ue(t)) — vy + %’mx(t) (1.19)

Agora que diminuimos a dimensao do JMA, podemos estudé-lo como um sistema
de controle em R?, utilizando a Teoria de Controle Otimo e os conceitos a ela
ligados: Principio de Bellman (Principio da Programagcao Dinamica e o Principio
do Minimo.



Capitulo 2

Controle Otimo

2.1 Introducao

Em determinados sistemas de controle nao héa s6 o interesse de transferir um
estado zy para um estado zy, hd também o interesse de efetuar esta transfe-
réncia de maneira 6tima, de acordo com algum critério pré estabelecido. Para
entendermos isso, comecaremos estudando um principio bem conhecido sobre
Programacao Dinamica: um principio proposto por Richard Bellman baseado
na Equacgao de Hamilton-Jacobi (Principio de Bellman). O principio de Bell-
man tem uma caracteristica de condicao suficiente para que uma dada estratégia
seja 6tima. Para completar o estudo de Controle Otimo, iremos utilizar de uma
condicio necessaria proposta por Lev Semenovich Pontryaguin: O Principio do
Minimo. A existéncia de estratégias 6timas serd discutida no final deste capi-

tulo, com o Teorema de Filipov.

Vamos desenvolver neste capitulo um estudo sobre controles 6timos para sis-

temas ndo lineares da seguinte forma abaixo:
2(t) = f(z(t),u(t)), 2(0) =z, x € ECR", (2.1)

sendo E o espaco de estados do sistema, u € U,q(U), sendo U o espago de
entradas (controles ou estratégias) e f € C1(E x U,R"). A fungao de controle
6timo u,y sera escolhida de acordo com um funcional de critério pré estabelecido

num intervalo [0,¢] ou [0,00). O funcional de critério pode ser dado por:

T, u) = / a(=(t), u(t)) + G(=(D)dt (2.2)

13
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ou

T, u) = /OOO (=), u(t))dt (2.3)

Se existir uma estratégia 6tima wu(,), entao ela ird caracterizar o funcional de

critério da seguinte maneira abaixo:

Je(z,ue) = uer{gi;lw) Ji(z,u) ou J(x,uy)) = uerriiﬁU) J(z,u). (2.4)

2.2 Principio de Bellman

Vamos enunciar e demonstrar abaixo o Principio de Bellman para o funcional

de critério 2.2.

Teorema 2.2.1 Seja W : [0,f] x E — R, W € C'([0,] x E,R), e fungdes g,
f€CYHE x UR") com g > 0. W satisfaz a equacio abaizo.

Wt(tvx) = inf (g((E,U) + <Wz(t7x)a f(x7u)>) ’ W(O,.’ﬂ) = G(.’E) (25)

uelU

1. Seja z uma solugdo continua em [0,t] de 2.1, entao Yu € Uyq(U) vale a
sequinte rela¢ao:
Ji(z,u) > W(t,x). (2.6)

2. Seja v :[0,1] x E — U, satisfazendo a relagdo abaizo:

g, 0(t, )+ Wa(t, ), f (2,0, 2))) < g(, u)+(We(t, 2), f(2,u)) Vu € U.

(2.7)
Seja ainda y solugao de:
Ls0) = FEW 6T —120), 10,8, 20) =2 (29
Entao, para o controle i = 0(t — t, 2(t)):
W(t,z) = Jg(x,0) (2.9)

Demonstragao do Teorema 2.2.1 Vamos provar os itens em sequéncia.
1. Sejaw(t) = W(t—t,2(t)), com [a, 8] C [0,%] ew € C([a, B],R). Ou seja:

W(t) = =Wyt —t,2(t)) + (W (T — t, (1)), (t)). (2.10)
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Entao vale:

B B
w(ﬁ)—w(a):/ w(t)dt:/ —Wi(t—t,2(t)) + (W (t—1t,2(t)), 2(t))dt.

(2.11)
Porém:
Wit ) = inf (g(z,u) + (Wa(t, 2), f(2,u)) = (2.12)
Wi(t,z) <g(z,u) + (W, (t,x), f(z,u)) = (2.13)
—g(z,u) < = Wi(t,z) + (Wy(t, z), f(z,u)) Yu € U. (2.14)
Logo:
B
w(®) ~w(0) 2 = [ ge(®).u)dt, Yu € VsV, (2.15)

Se B—1tea—0, temos:

w@—mm=wuam—W@mz—Agmmwma: (2.16)

W(t,x)g/otg(z() w(t))dt + G(y() = Ji(z,u), Yu € Upg(U). (2.17)

2. Admitindo o comportamento de U para G, temos:

Wt(t7z) = inf (g(x,u)+(Wx(t,x),f(x,u)>) = g(CC,’LAL)+<Wx(t,:E),f(l‘,’EL)>.

uelU

(2.18)
Entao:
B
w(®) ~ wla) =~ [ glete),u(t)dt = (2.19)
W(0.5(0) ~ W(E) =~ [ g(elt),ult)dt = (2.20
0

W(t,z) = /Otg(z( ), a(t))dt + G(y(t)) = Je(z,a), Vt € [0,7].  (2.21)

O

Observagao 2.2.1 Admitindo certas condigées, W (t,x) nos dd o menor valor
do funcional de custo proposto. A fungao © é um seletor tedrico tal que 0 € Uyyq.



CAPITULO 2. CONTROLE OTIMO 16

A equagdo 2.5 serd chamada de Equac¢do de Hamilton-Jacobi-Bellman, e sua
solucao W serd chamada como funcao de valor 6timo, referente ao controle
6timo 4, que minimizard 2.2. O Principio de Bellman pode ser demonstrado
também no ambito do “Horizonte Infinito” (quando ¢ — oo) e o funcional de

custo é determinado por 2.3. Vamos enunciar e demonstrar esta versao abaixo.

Teorema 2.2.2 Sejag >0, g€ CO(ExU,R) e assuma que existe W : E — R,
com W € CH(E,R) que satisfaz a equacdo abaizo:

inf (g(a,u) + (Wa(a), fw,0)) = 0, 2 € B. (2.22)

Se, para um controle u e sua saida correspondete z, lim;_,, W (z(t)) = 0, entdo:
J(x,u) > W(x). (2.23)

Sev: E — U é uma funcao que satisfaz:

g(x,0(x)) + (Wy(x), f(z,0(x))) =0, z € E (2.24)
e 3 ¢ solugdo de:
L 50) = 160, 0:0), 120 (2.25)
com Timy_o0 W(()) = 0 e a(t) = 8(2(t)), entdo

J(z, 1) = W(z). (2.26)

Demonstragao do Teorema 2.2.2 Seja w(t) = W(z(t), t € [a,f], com
[, 8] € [0,%] e w € C([r, B], R), desta forma, temos:

w(t) = (Wa(z), 2(1)). (2.27)

Entao vale:

B B
w(ﬁ)—w(a):/ w(t)dt:/ (W (@), 5(1))dt. (2.28)
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SeB—tea—0, temos:

wlf) = w(0) = W(0) = W) > = [ g0 ule)it (2.31)

W (x) §/0 g(z(t),u(t))dt + W(z(t)) = J¢(z,u) (2.32)

Chegamos a mesma conclusiao do item 2.2.1 do teorema 2.2.1, mas levando em

consideragdo que lim;_, oo W(z(t)) =0, temos:

W) < lim ( | ateo.uenir+ W(z(T») = [ sc0.uwyie = s
(2.33)

Como 0(§(t)) = 0(t) € uma fungdo definida no enunciado, temos:

inf (g(z,u) + (Wa (), f(z,u))) = 0= —g(2(t), a(t)) = (W (2(1)), f(2(t), @) =

uelU
(2.34)
B T
w(B) - w(a) = - / g(2(0), () dt = W (3(T)) — W(x) = — / g(2(0), a(t)dt
(2.35)
W(z) = /0 GU(t), a())dt + W (2) = Jr(x, i) (2.36)

Dessa forma, chegamos a mesma considera¢do do item 1 do teorema 2.2.1, mas

levando em consideragao que lim;_,oo W(2(t)) = 0, temos:

T—o00

W(z) = lim (/0 g(é(t),ﬁ(t))dt) :/000 g(2(t),a(t))dt = J(x,u). (2.37)

O Principio de Bellman junto com o Principio do Minimo, que apresentaremos a
seguir, possuem caracteristicas complementares que serdo extremamente tteis:
o primeiro acaba sendo uma condicao suficiente para que um dado controle @
seja 6timo, enquanto o Principio do Minimo trabalha uma condicdo necessaria
para a otimizagao. Tanto o Principio do Minimo como o Principio de Bellman
podem ser tratados no ambito da Equcao de Hamilton-Jacobi, como veremos a

seguir.

2.3 Principio do Minimo

Para estudarmos o Principio do Minimo de Pontryaguin, teremos que considerar
o problema 2.1 com as definicoes feitas na introdugao desse capitulo. Vamos
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considerar também as derivadas em relacao ao vetor de estados = € E de f, g
e Gpor V. f, V,ge V.G, respectivamente. Oferecemos abaixo o enunciado do
Principio do Minimo.

Teorema 2.3.1 Assuma que f, g, G, V.f, V.g e V.G sejam continuas e
que um dado controle G, limitado, com uma solugao z de 2.1 que minimiza o
funcional 2.2. Dessa forma, para t € (0,) tal que %-2(t) = f(2(t),4(t), a
desigualdade abaizo sem mantem:

(p(t), F2(), (1)) + g(2(t), a(t)) < min((p(t), f(2(),u)) + g(2(t),u)) (2.38)

uelU

com p solugdo de
p(t) = =V fr(2(t), a(®)p(t) — V.g" (2(t),a(t), p(t) = V.G(2(t)). (2.39)

Demonstragao do Teorema 2.3.1 Vamos diwvidir a demonstra¢ao em dois

Casos.

1. Para g(z,u) = 0.
Seja para algum to € (0,%), %4-2(to) = f(2(to), a(to)). Para um controle
u €U eh>0, comh pequeno, definimos a varia¢do abaizo.

U t to—h to,t
U(t,h): 1_1‘ ) S€ 6{[0, 0 )}U{[qu} (240)
a, seté€ [tog— hytp)
Seja z(t,h) a saida correspondente a u(t,h), dessa forma, temos:
dr _
— > 2.41
7, C(2(6:0)) 20, (2.41)

pois G(z(t,51)) < G(z2(t,s2)) se 0 < 51 < sa. Vamos agora calcular o

valor de 2.41 utilizando as igualdades abaizo.

“(to,h) = 2(to — B, h) +/ihf(z(t,h),a)dt (2.42)
(o) = 2(ta—h)+ [ 0. ale) (2.43)

Como limy, 0 2(tg — h) = £(tp) = limp_,0 2(tg — h, h), ocorre que z(tg —
h,h) = Z(tg — h) para valores pequenos de h, logo:
to

2(to, h) =~ 2(to — h) + . f(z(t, h),w)dt. (2.44)
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Dessa forma, temos:

d+ Z(to,s) — i(to)

Zr2(t,0) = lim - (2.45)
=Slg(r)1+8< " st [ 0.

o o (2.46)

—F(E(to), ) — F(3(t0), 1), (247

Para t € [to,1], %z(t,h) = f(z(t,h),a(t)) e como z(t,h) € C%((ty,t) x
RT,R) (ver [1], piginas 379, 380, 381 e 382), temos:

d (d . d d{(d
T (dtz(t, h)) = f2(2(t, h), u(t»%z(t’ h) = dt (dhz(t’ h)> - (248)

Substituindo - 2(t,0) = q(t), temos:
q(t) = f2(2(8), a(t))q(?)- (2.49)

Seja F(t) uma solucdo fundamental da equagio acima, logo Vt € (to,1),
temos:

-+

0a(T,0) = F(D)F (t0)(f((t0), ) — (3(10), ilt0)). (250

Prosseguindo com o cdlculo de %G(z(t_, 0)), temos:
dt _ ar _

=<Gz(2(t, 0)), F(£)F =" (to)(f (2(t0), @) — f(i“(to)’ﬁ(to)))>

(2.52)

=<(F_1(to))*F*(ﬂGz(Z(t, 0)), (f(2(to), w) — f(ﬁ(to)vft(to)))>-

(2.53)
Como p(t) € solugio de:
p(t) = =V f7(2(t), a(t))p(t) (2.54)
e como F(t) tem o comportamento abaizo:
L F@OP(1) =2 FO)F(7) + F(H) 2 P (1) (2.55)
dt dt dt
=V.f(2(t),a(t)) + F(t)iF—l(t) =0, (2.56)

dt
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logo,
LR = V0, 0(0) P 1) (2.57)

Entdo p(t) = F~1(t)*, ou seja, com a desigualdade 2.41 existindo, prova-
mos o teorema para o Caso 1.

2. g(z,u) #0
Basta reajustarmos o problema:
2(t) = f(z(t), u(t)) (2.58)
2(0) ==z (2.59)
Tayu) = [ ge(e), u(®)it + Gl=(0) (2:60)
0
para
d (a0 _ [ fewae) ) (20 ) _ (e
ﬁ<ww> <gwmwm>’<mm> (o) (280
w(t) = /0 g(z(s),u(s))ds (2.62)
J(z,u) = G(2(F), w(f)) = w(f) + G(2(F)), (2.63)

aplicando o caso 1, o teorema estd provado.

2.4 Existéncia de Controles Otimos

Nas ultimas duas secoes oferecemos condi¢oes necessarias e suficientes para que
uma dada estratégia ou controle seja 6tima para um dado sistema de controle
qualquer. Iremos agora fechar este capitulo com a idéia de existéncia de controles
o6timos. O teorema que garante isso de forma simples e precisa é o Teorema de
Filipov, que sera enunciado e demonstrado, considerando o problema 2.1 com o
funcional de critério abaixo.

J(z,u) = G(t, 2(1)) (2.64)

Teorema 2.4.1 (Filipov) Sejam os conjuntos U e K conjuntos compactos e
L(z) = {u € U : f(z,u)} um conjunto convexo para x € R". Ainda, vamos
considerar que [ satisfaz

1f (2w < CA A+ [lz]| + [[ull), (2.65)
1f(@,u) = £y, w)|| < Cllz = yll(1 + [Jul]) (2.66)
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e G seja uma fungdo continua em K. Se existe um controle admissivel para 2.1

com (t,2(t)) € K, entdo existe um controle admissivel que minimiza 2.64.

Demonstragao do Teorema 2.4.1 Segue da limitacio de K que existe um
nimero t > 0 tal que existem controles admissiveis u(t) definidos em intervalos
[0,%] C [0,]. Vamos estender um controle admissivel u(t) em [0,t] determinando
u(t) = ut para t € [,1], vt € U. Vamos determinar por Q o conjunto de
todas as solugées de 2.1, definidas em [0,t] e que correspondam aos controles
extendidos. De 2.65, para z € Q et € [0,1],

x+/ fz ))ds <||:c||+C’/ <1+||z(s)|+|u(s)|>ds.

(2.67)
Levando em conta o lema de Gronwall (Lema A.2.3),

A0) = 1=(0)] =

t
lz@)] < ect<||9f1’|| +Ct +/ ||U(8)||d8>a t € [0,1]. (2.68)
0
Como U é limitado, entdo para uma constante Cp > 0
llz()|| < C1 para z € Q, t € [0,1]. (2.69)

Ainda, para z € Q e [t,s] C [0,1],

0=l < [ 1. utrldr <€ [ A1+l < Cale—.
(2.70)
As condigoes 2.69 e 2.70 implicam que Q € um conjunto limitado de C([0,1]; R™)
e que seus elementos sio equicontinuos. Pelo Teorema C.0.5, o fecho de Q, Q,
¢ um compacto em C([0,1); R™). Seja J wm valor minimo de 2.64 e seja (zp,)
uma sequéncia de elementos de §) correspondente a uma sequéncia de elementos
(um,) tal que
J(@,um) = Gltm, 2m(tm)) — J. (2.71)

Como K e Q) sao compactos e a fungao G € continua, podemos assumir que
a sequéncia (z,) converge uniformemente em [0,t] para uma fun¢do continua

% com t,, — t. Vamos demonstrar agora que % é a trajetéria dtima do problema.

A funcao % satisfaz a condi¢ao de Lipschitz, portanto ela possui derivadas fini-
tas para quase todo t € [0,%]. Seja t fizo em (0,%) para qual %2(t) ezista. A
continuidade de f implica que para um € > 0 arbitrdrio existe § > 0 tal que se
Iz = 2|l < 6, o conjunto f(z,U) fica contido numa vizinhanga f5(2(t),U) de &
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no conjunto f(2(t),U) Pelo convergéncia uniforme da sequéncia (z.,), existem
n e N >0 tais que ||z (s) — 2(t)|| < 6, para s € (t,t+n) e m > N. Vamos

lembrar que

s—t

m — ~m 1 *

nlo) Z om0 _ 7t/t F ()t (1) dr (2.72)
sendo == [7 f(z2m(7), um(r))dr em fs5(2(t),U) do conjunto convezo f5(2(t),U).
Com m — 400, teremos

z(s) — z(t)

—— e [GED.0) = 420 e KGO0 (2.73)

dt

Desde que 6 > 0 seja arbitrdrio e e o conjunto f(2(t),U) seja convezo e fechado,

teremos ainda

d .

%z(t) € f(;2(t),U). (2.74)
Ou seja, %é(t) existe para algum t € (O,t~). Temos agora que provar que existe
um controle 4 que seja otimo que nos dé a trajetoria otima Z tal que

ié(t) = f(2(t),4(t)), para quase todo t € [0,1].

(2.75)
Pelo Lema C.0.1, pela a convergéncia de t,, — t e z, — 2 em C([0,%]; R")
enquanto m — +oo, pela a compacidade de K e pela continuidade de G temos
que J = G(i,2(8)) e (i, 2(f)) € K. Para completarmos a prova deste Teorema,
segue do teorema C.0.6 que existe uma sequéncia crescente (Ay) de subconjuntos

compactos do intervalo [0,1] tais que a medida de Lebesgue de |J, Ay, €1 e, em
d
dt
%é(t) = f(é(t),u)}, tais que Dy, C RXR™ para todo k, sdo conjuntos compactos
e pelo lema C.0.1 existe funcoes de Borel u: Ay, — U tais que

cada Ay, a fungdo L2 € continua. Os conjuntos Dy, = {(t,u) € Ay x U :

%é(t) = F(3(t), w(t)), t € Ay, V. (2.76)

Ou seja, o controle ¢timo u pode ser dado pela sequinte formula abaizo

() = { G1(t) set e Ay,

2.77
ﬂk(t) set e Ak/Ak_l,Vk‘. ( )

E assim garantimos a existéncia de um controle ¢timo.



Capitulo 3

Jogos Diferenciaveis

3.1 Introducao

O conceito de Jogo Diferenciavel apareceu pela a primeira vez, de forma bas-
tante clara e objetiva, com a obra prima de Rufus Isaacs, Differential Games,
em 1951. Apesar da TJD diferir em muitos aspectos em relacdo a Teoria de
Jogos Classica, pode-se dizer que a primeira s6 foi amplamente estudada por
Isaacs devido aos esforcos militares dos Norte-Americanos em entender o traba-
lho pioneiro de Neumann e Morgenstern, The Theory of Games and economic
Behaviour, de 1944. Mas apesar de as questoes de combate e estratégias mili-
tares serem o motivo original para o estudo de JDs, logo foi percebido que essa
rica teoria poderia ser amplamente estudada para as mais diversas areas como
biologia, economia, ciéncia politica, entre outras. A forma como é apresentada
a TJD deixa o campo aberto para aplicacoes, desde que tenhamos uma diné-

mica de interagao entre agentes racionais que procuram cumprir certos objetivos.

Nesse capitulo, iremos estudar apenas o que diz respeito aos JDs entre 2 jo-
gadores. Como veremos, toda a Teoria de Controle e Teoria de EDOs sera de
grande importancia para o estudo de JDs. Jamais se esqueca que o foco de
estudo do presente trabalho serao os JPs, especificamente o que diz respeito a
um jogo especial: The Homicidal Chauffeur Game (JMA). Resumindo, nao nos
extenderemos muito em relagao a outras classses de JDs, mais iremos abordar de
maneira geral condi¢cOes para que existam estratégias 6timas para os jogadores

envolvidos.

23
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3.2 Definindo um Jogo Diferenciavel entre Dois

Jogadores

Um JD entre dois jogadores pode ser definido por uma interacao entre dois
jogadores, definida por um sistema de EDOs, que é realizada por escolhas de
estratégias em espacos estratégicos U C ™+ e V. C R™v num intervalo de
tempo [to,tf] = I. O conjunto de estratégias que um jogador poderd escolher
serd chamada de conjunto de estratégias admissiveis: nesse caso, o jogador u
escolhera estratégias admissives em U,q = Ll(I; U) e o jogador v em V4 =
LY(I; V). O jogo podera ter uma duragio de tempo ty —to, com um t; fixo ou
nao num espacgo de estados £ C R™. Chamaremos o conjunto R = I x E de
espaco de trajetérias e o conjunto T" C IR de superficie terminal do jogo. De
acordo com a escolha deste perfil (entrada pareada (u,v) € Uygq X Vaq) teremos
uma resposta (saida do sistema em E) que serd modelada conforme o sistema

dindmico abaixo
&(t) = f(t 2(t),u(t), v(t)), z(to) =z0 € E. (3.1)

O sistema de EDOs acima tera solugdo sempre que respeitar os teoremas A.2.3
e A.24. Agora que determinamos condi¢Oes para a existéncia de uma solucio
geral para o sistema 3.1, estamos aptos a comentar sobre perfis estratégicos
(u,v). A escolha do perfil estard atrelada a otimizagdo de dois dados funcionais
de saldo (Payoff), um para cada jogador. Veja abaixo:

P (to,m0) = Fulty, a(ty)) + / " Su(sx(s),u(s) v(s))ds  (3.2)

0

P:yv(to,xo) =F,(ty,z(ty)) + / ! Sy(s,2(s),u(s),v(s))ds. (3.3)

to
Esses funcionais serdo otimizados de acordo com o critério de cada jogador.
Trataremos neste trabalho de um critério bastante difundido, que o critério que
compreende os Jogos de Dois Jogadores com Soma Zero, que pode ser definido

da seguinte forma

Pﬁ,v(tovfo) =F(ty,z(ty)) + ) ! S(s,x(s),u(s),v(s))ds (3.4)
- Ps,v(t()vxo) = Pu,v(t07x0) >0 (35)

com o jogador u querendo maximizar o funcional P, , e o jogador v querendo

minimizar P, ,, uma vez que o ganho de um jogador é o prejuizo do outro. O
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Jogo de dois Jogadores com Soma Zero definido até aqui podera ser abreviado
por G(f,U,V, E, P) ou simplesmente por G.

O par (u,v) pode ser escolhido com o auxilio de seletores tedricos de estratégias

(Ver Principio de Bellman, Segao 2.2), chamados de Estratégias Puras:

u:llxFE—Q,cU (3.6)
viIxXxE—Q,CV, (3.7

sendo €2, e §, restricoes em U e V. Os conjuntos de estratégias puras ad-
missiveis serdo Uyq, = L'(I x E;Q,) e Vag, = L'(I x E;Q,), para u e v

respectivamente.

3.3 O Valor de um Jogo Diferencidvel de Soma

Zero entre Dois Jogadores

Voltando ao funcional 3.4, daremos uma atenc¢ao especial para o par de fungoes

(u(s), V(x)) com a seguinte caracteristica abaixo:

P, (t0a$0) <P, (thxO) < Pu(*)ﬂ)(tvaO)v V(u,v) € Uqga X Vag (38)

(%) () V(%)

O par (u(y),v()) serd chamado de Ponto de Sela do Jogo Diferencivel G e
W =P

U(e) V()

Payoff numa situagdo onde os dois jogadores escolhem suas melhores estratégias

(to,xo) serd o Valor do Jogo G. Este valor representa o valor do

para jogar o jogo GG. Vamos agora estudar algumas propriedades de um valor
W de um jogo diferencidvel qualquer. Vamos assumir que os jogadores tenham
informacao perfeita do passado de seu oponente mas nao tenham informacao
precisa sobre o futuro. Dessa forma, iremos determinar um esquema para ten-
tarmos inferir algo sobre o futuro de cada um dos jogadores. Para isso, vamos
determinar duas situages: na primeira, o jogador u(s) tera conhecimento per-
feito de v(s) para todo s < ¢, enquanto v(s) terd conhecimento de u(s) somente
para todo s < ¢ — d; na segunda situagao ocorre o contrario, o jogador v(s) tera
conhecimento perfeito de u(s) para todo s < ¢, enquanto u(s) terd conhecimento

de v(s) somente para todo s <t — 4. Agora, seja § = %

, vamos dividir o
intervalo I em n intervalos I; = {t;t;_1 <t <t;},com t; =tc+ 56,1 <j<mn.
Ainda, sejam os conjuntos Ugd e de os conjuntos de controles admissiveis para
o intervalos I;. Com estes conjuntos poderemos determinar quatro transforma-

¢oes que nos auxiliardo para a representacao das duas situagoes que comentamos
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nesse paragrafo:

57 /1 1 i—1 i—1 j i 6 (ol 5, .
Dot Vg X Uggo VI x ULy x V3 = ULy, Ty = (T, 0 ToT), 1<j<m

o (3.9

0Vl < Ul Vit < vl U, T8 = (T8 LT, 2 < <n
(3.10)
D00 ULy X Vi Ul x VI x Uy —» V2, ) = (D9), . T9"), 1<j<n
(3.11)

09Ul x VLU < vIEh 5 v T8 = (091, T9"), 2 <5 <n.
(3.12)

As transformacgdes 3.9 e 3.10 serdo chamadas de estratégias J-superior e 6-
inferior para o jogador u e as transformacoes 3.11 e 3.12 serdao chamadas de
estratégias d-superior e d-inferior para o jogador v. O par (Ffur,f‘f}i) repre-
senta a primeira situagdo descrita no paragrafo anterior (situacdo de vantagem
para o jogador u) e o par (I'® | Fg+) representa a segunda situacdo (vantagem
para o jogador v). Chamaremos de respostas os pares de fungoes (uim‘i) e
(u‘i7 vi) que forem escolhidas de maneira unica utilizando os pares estratégicos

(T%,,T ) e (TS _,TY,) com componentes (uj,v;), respectivamente, com

(. (6).02(£)) = (g (£), 05 (1)), se t € I, (3.13)

Uj = Fi’i(ul,vl, ...,Ujfl,l)j,l,’l)j), 'Uj = Fg’f (ul,vl, ...,Ujfl,Ujfl) (314)

(ul (1), v (t)) = (u;(t),v;(t)), set € I, (3.15)
U; = Fg’z (ul,vl, sy Uj—1, 'Ujfl), v; = I‘gf(uhvl, ...,uj,l,vj,huj). (316)

O Payoff do Jogo G utilizando alguma das respostas indicadas, sera escrito da

seguinte forma abaixo:

Pui,vi (to,ﬂ?o) = P(ui,i}é_) = P[FZ+7F16;,] = P[FZ’i,Fg’}, 7Fzyfvr15)’f}
(3.17)
ou

Pys 3 (to, ) = P(u’v}) =P, I | =PIy, T8, .., T5", T
(3.18)
O Payoff 3.17 representa um esquema que serd chamado de Jogo Superior G?,
sendo que a escolha da estratégia 6tima Ff;fv(*) terd como o objetivo a determi-
nacao de uma funcao ui)(*) no intervalo I que satisfaz a propriedade abaixo:

PToL T, . Ty T =sup P[TYL,T0Y, . T0, T, (3.19)

U4 u ) U4 )
+ +.00) oim +
u
+
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Prosseguindo de maneira indutoéria, o Jogo G° também terd o fator de escolha

da estratégia 6tima Ff;_"(*), que vai respeitar a seguinte propriedade abaixo:
D24 ) SO L N r;?j(*)] = inf sup P[Iy!, 09, ., 9™ T9" ], (3.20)

Ut (%) 5 Uy
vy Fi‘:

Agora, extendendo o conceito acima para toda a extensdo do intervalo I, tere-

mos:
”76 _ 4,1 9,1 i,n in
_P[PM«*)’F”—,(*)’""FU+,<*>’F”7,<*>] (3:21)
: : . 4,1 4,1 sn i,n
= inf sup ... inf bupP[FuMFUJ...,Fqu,Fvi ] (3.22)
! pe1 9" pam
. B

O valor W sera chamado de Valor Superior 6 do Jogo G°. Similarmente teremos
o Payoff 3.18, que representa um esquema que serd chamado de Jogo Inferior
G5, sendo que a escolha da estratégia 6tima Ff;f(*) terd como o objetivo a

determinacdo de uma funcao v° no intervalo I que satisfaz a propriedade

+,(%)
abaixo:

Py TYN Ty To" ] = inf POYY, TN, T0" T (3.23)

Ut (%) §,m
Yy
n

Prosseguindo de maneira indutéria, o Jogo Gs também tera o fator de escolha
da estratégia 6tima I‘Z’f (> que vai respeitar a seguinte propriedade abaixo:
PO Ty Iy T ] =sup inf P[TQN,T0L, . T TOT ] (3.24)

vt 7TV () 5 v
o o

Agora, extendendo o conceito acima para toda a extensao do intervalo I, tere-

mos:
Ws = 8,1 9,1 d,n S,n
J *P[FU—,M’FMF,(*)’ ""F"—,<*>’Fv+,(*>] (3.25)
. . ) ) d,n To,n
=sup inf ... sup inf P[Fu’i,FU’j, e I T ] (3.26)

51 oL s.m 7O
oot Doy odn Doy

O valor Wy serd chamado de Valor Inferior § do Jogo Gs. Esses conceitos
analiticos estao sendo desenvolvidos para que possamos provar a existéncia de
valores 6timos para um jogo diferenciavel de acordo com as seguintes condi¢oes
bésicas abaixo:

e (J1) - A funcdo f do problema 3.1 é continua em I x E x U x V.

e (J2) - Existe uma funcgdo o : I — RT com [,0(s)ds < oo tal que
1tz u,0)|| < o)A+ [[=]]) Yt z,u,0) € I x ExU X V.



CAPITULO 3. JOGOS DIFERENCIAVEIS 28

e (J3) - Para cada ¢ > 0 existe uma fun¢do oy : I — R* com [, o9 (s)ds < oo
tal que ||f(t,z,u,v) — f(t,y,u,v)|| < oy(t)|z —y| V(t,z,u,v) € I x E x
UxVelz|<de |yl <.

e (J4) - A funcdo S do Payoff 3.4 & continuaem I X Ex U x V.

Com essas condi¢des, poderemos definir quatro propriedades dos valores W?° e

Ws, expressas na forma de teoremas.

Teorema 3.3.1 Sejam as condigoes (J1) a (J4) e um jogo diferencidvel G.

Entao vale
S . ) ) : o §
We = Il‘%lf ?gpP[F“WF”*] = ilgp l%lf P[FM,FUJ, (3.27)
T, A

com
inf = inf ... inf (3.28)
rs_ oyt

e
Sup = sup ... sup (3.29)

5 5,1 5,
iy Tup oy

Demonstragao do Teorema 3.3.1 Para provarmos o teorema, primeiramente
vamos determinar
B =sup inf P[T,T;_]. (3.30)
rs T9
R
E bastante ébvio que a sequéncia abaizo sempre vale
inf ... inf P[F‘S’l,I“S’l, ...,I“s’",I“S’"] < inf sup... inf supP[F‘s’l,I‘é’l, ...,I“s’",I“S’”]7
oL pm Uy T v Uy )T v . 1o sm Uyt v Uy U
v_ v_ v_ Fu+ v_ Fu+
(3.31)
ou seja, B < W?. Para provarmos que B > W?°, precisaremos de wm argumento
mais sofisticado. Seja € >0 e f‘if tal que

sup P[0, T, . 09" 19" < P[TYL, O, IO 97 + . (3.32)

U4 U4 U4 ?
Fé,n
vt

Da afirmacdo acima, seque que

inf sup P[T!, T, IO, T9"] < inf P[0, TN, T T0"] + e (3.33)

w4
ry” s " ron
Vamos determinar

Boa [P T T 0 = s PO T BT (339
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Podemos determinar, da mesma maneira que nas equagoes 3.32 e 3.33, o se-

guinte resultado abaizo.

: 4,1 4,1 dn—1 pin—1
F%Effl Fi,lili)l P, [FM 1S DSRPReIeS BN el ] (3.35)
S
: 6,1 1,1 ro,n—1 nén—1
< nf Py (oL, T80, Don=1 pon=1] 4 ¢, (3.36)

A regra acima nos oferece a sequinte férmula por indu¢do

inf sup... inf sup P[T31, 091, . TOF T8 . T4, 19" (3.37)
POk pak DO pan L T L
Sryk T pgn
. . 5, 5, =6, s, mon o
< ;I;i, ;?,5 Py Tyt TR T Ty T + (n— (B —1))e. (3.38)
Ou seja
W = inf sup ... inf sup P[Ty}, Tyt . TR, T (3.39)
e 1"/5’1 va 1",6’"
o o
. . =5,1 16,1 =3, s,
< Il‘lélfl\ 1£161£ P[Fu+,Fv7,...,Fuf7Fvﬂ + ne (3.40)
=sup inf P[FZ#FfA] + ne = B + ne. (3.41)
rs I
5, Moo

Tomando € — 0, temos que W® < B. Como W% < B e W? > B, temos que

W? = B. Vamos agora demonstrar que W° = infrs suprs P[szfg ] Seja
u+ v _ -
A= infsupP[T° ,T9 1. 3.42
Inf sup [Ty Ty ] (3.42)
-8,
Sabemos que, para qualquer ffu
1 ) . § &
P[r 10 ]> inf PrS T3 ]. (3.43)
Ou seja, teremos que
sup P[I%,,T9 | > sup inf P[I%, ,T) | =B=V". (3.44)
I + - s IS¢ + -
o I

Ou seja, tomando o infimo em respeito a fgf, teremos que A > W?°. Falta
demonstrar que A < we. Defina

P, [T, T L Ty Ty T = sup PO IO, T, T9"]. (3.45)

U4 U4
s,n
ooy
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Ou seja, dado € > 0, existe f‘f}’f tal que

D 4,1 4,1 dn—1 pin—1 1do,n : D 4,1 4,1 dn pon—1
P [T, Ty, Tyt T =T ] < inf B, [T, Tt T T +e

“ ren
(3.46)
A desigualdade acima pode ser generalizada da sequinte forma
sup...sup P[LY, IO, TOF TRt 1ot 15" T (3.47)

e ooren
< inf sup ... inf supP[Fz’i,Fgf, L, DOk ok o Fg’f] +(n—(k-1))e

uL? Uy
5.k 5, + +
RTINS N

(3.48)

Utilizando a desigualdade acima e tomando o infimo de suprs P[Ffur, fgj em
vt

relagio a TS teremos o seguinte:

A = inf sup P[T ,T? 3.49

inf sup To. 1o ] (3.49)
Ty,

< inf sup... inf sup P[FZ’LF%}, ...,Fg’f,Fg’f] + ne. (3.50)

5,1 s,n
Iy’ Fii Iy’ Fiﬁ
=W?° + ne. (3.51)

Tomando € — 0, temos que A < W0, portanto A = W?°. Com isso, terminamos

a demonstragao.
O

Uma segunda propriedade dos valores W° e Ws é um Corolario do Teorema

anterior, que omitiremos a demonstragao.

Corolario 3.3.1 Sejam as condigées (J1) a (J4) e wm jogo diferencidvel G.
Entao vale

Ws = inf sup P[T'), T | = sup inf P 1o ], (3.52)

e, 135 rs T9.,

A terceira propriedade a ser apresentada relaciona os dois valores W e W, veja
abaixo.

Teorema 3.3.2 Sejam as condi¢oes (J1) a (J4) e um jogo diferencidvel G.
Entio W0 > Ws.
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Demonstragao do Teorema 3.3.2 De acordo com os esquemas 3.13-3.14 e

3.15-8.16 € a definicdo dos valores W5 e W?°, teremos que

Ws = supinf ... supinf P(u1, v1, ..., Un, Up) (3.53)
w V1 w, Un
e
W = infsup...inf sup P(u1, v1, ..., Un, Un)- (3.54)
V1w Un up

Vamos determinar

(U1, V1, oy U, V) = sup inf ...supinf P(uy, vy, ..., Up, Uy) (3.55)
U1 VEHL u, Un
e
Iy (up, vy, ..., ug, v) = inf sup ...infsup P(ug,v1, ..., Un, V). (3.56)
Vk+1 upqq Unuy,

Levando em considerag¢ao as equagoes acima, podemos determinar a segquinte

recursao abaizo

inf P(ug,v1, . tn, Up) < P(ug, 01, 0y Un, 0y) < sup P(uq, v1, ..., Up, Up), (3.57)

Un Uy

ou seja

sup inf P(u1, 01, ooy U, Un) < P, 01, ooy Up, vp) < inf sup P(uy, vy, ..., Un, Up)-

' ' (3.58)

Usando as equacdes de referéncia 3.55 e 3.56, temos

ﬂ-n—l(ulavla "'un—lavn—l) g P(ulavla ...Un,’l)n) S Hn—l(ulavla "'un—lavn—1)~
(3.59)

Ou seja

g (g, 01, g, V) < Plug, vr,y citiyn, vn) < g (ug, v, .coug,vk) VO < kE<n-—1,

(3.60)
com
7o = supinf ... supinf P(uy, vy, ..., Up, Uy) (3.61)
w V1w, Un
e
Iy = infsup ... inf sup P(u1,v1, ..., U, Uy ). (3.62)
Mas mg = Wy e Ilg = W‘S, portanto wo > Ws, conforme 3.60.
O

Finalmente, mostramos abaixo a quarta propriedade sobre os valores W?¢ e Wi.
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Teorema 3.3.3 Sejam as condigées (J1) a (J4) e n e k nimeros inteiros posi-

tivos tais que m =kn, 6 = (t; —to)/n e v = (t; — to)/m. Entdo
WO >Wv > W, > Ws. (3.63)

Demonstragao do Teorema 3.3.3 Para simplificarmos, vamos demonstrar
somente o caso em que k = 2. Vamos dividir cada interval I; em subintervalos

de tamanhos iguais:
M _ 1 @) 1
I titi 1 <t< 2(j_1+tj) 6_[]- = t;i(tj_l+tj) <t§tj . (364)

com I; = {t;t;_1 <t < t;}, t; = to+ jo. Sejam Ug;i(l) e Ui;i(z) 0S espagos
de controles admissiveis de U nos intervalos IJ(-l) e I]@), sendo Vaju’l(l) e Vajc’l(z)

2)

L ; 1 .
0s espacos de controles admissiveis de V nos intervalos Ij(- ) e IJ( . Com isso,

teremos as sequintes funcoes de controles abaizo, definidas no intervalo I;.

ult )(t) sete I(l) v(l)(t) sete IV
ui(t) = J e vj(t) = 1 Toy 3.65
J(0)= { KO GRS I G6)

Agora, podemos prossequir da sequinte maneira abaizo.

inf sup P(u1,v1, ..., Un, Uy) (3.66)
(D) M @ @ ) 1) @) <2>)
1{11%’ 11(12f) 51(111)351(121>)P(u1 R V3 R ) R TS R S N TS 0 (3.67)
> inf sup inf supP(u(ll)7 (1), uf), v%z), ulD oD ) ’U(Z)). (3.68)
SN IS O) " "

Utilizando esse argumento para todos os intervalos I, temos:

inf sup ... inf sup P(uy, v1, ..., Un, Up) (3.69)

V1o Un 4,

= inf inf sup sup ... inf inf supsupP(ug ), (1) u§2), 5) ...,u(l), fll),u@) v(z))
oD 4@ ulD @ o @ wlD @

(3.70)

> inf sup inf sup ... inf sup inf supP<ug1),v§) uf), ) --,Uﬁl)’”£1)7“£12)’v£2)>’
(1) (1> v(z) (2) vszl) u® vﬁf) w$®

(3.71)

ou seja W° > Wv. A demonstragio que W5 < W, ¢é andloga.
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Os dois jogos criados, G5 e G° sdo sequéncias que definem um jogo diferen-
ciavel G. Se os limites

lim W = W+ e lim Wy = W~ (3.72)
6—0 6—0

existirem, entdo charemos W™ e W™ de valores superior e inferior do jogo di-
ferenciavel G. Finalmente, se W+ = W~ = W, entdo chamaremos W de valor
do jogo G.

Vamos agora seguir por uma nova abordagem ao valor W de um jogo diferen-
ciavel G. Tanto o jogador u como o jogador v vdo escolher estratégias I'S =T,
e 'Y =T, respectivamente, gerando uma saida (u°,v%). S6 para esclarecer:
dizer que tanto u como v escolhendo estratégias d-inferiores significa que no ato
da escolha, cada um desses jogadores conhecerd somente o passado do outro,
a escolha presente do adversério ficard incognita até o proximo turno. Iremos
chamar este novo esquema de Jogo-6. Vamos agora introduzir os valores Wo e
Ws, definidos por

W? = inf sup ... inf sup P[[2!, 1%L Ton 1in) (3.73)

5.1 5.m
Y™ Fi)i Iy Fi’j

Ws = sup inf ...sup inf P[03! 1%L 157 o) (3.74)
pyt ot pan gt - -
sendo que é trivial que
WO > W >Ws > Ws. (3.75)

Utilizando 3.75, teremos uma relacao, que pode ser vista no teorema abaixo,

entre os valores W%, W;, W e W que serd bastante util.

Teorema 3.3.4 Sejam as condicoes (J1) a (J4) ¢ P = P,,, entio W° = W°
e V~V5 = W(;.

Demonstragao do Teorema 3.3.4 A demonstracio desse teorema € bastante

trivial. para um k qualquer, temos que:

inf sup ... inf sup P(I'%1, 1oL D01 PO 0 s vy Uy ) (3.76)
Ve up Un
= inf sup... inf sup P[[%!, 1%L T o] (3.77)

ry* pak Ty pan
ou seja, para k =1, temos que

W = infsup...inf sup P(u1, vy, ..., Up, vy) = W°. (3.78)

V1 oy Un

A hipdtese W5 = Wy é provada de maneira andloga.
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0

Para prosseguirmos, vamos determinar como a resposta do Jogo-d ,utilizando
o par de estratégias (I'y,T,), o par (u’,v°) e a trajetoria correspondente por
2°. Vamos supor que existe uma subsequéncia {v'} de {6} tal que as seguintes

condicOes abaixo se mantenham quando 6 = v — 0:

W =, w € Uy (3.79)

v =0, TE Vo (3.80)
5 =

max [|2°(t) — 2(t)]| = 0, (3.81)

sendo Z uma trajetéria correspondente a escolha das fungoes u e ¥ no problema
3.1. Chamaremos de Z de trajetdria generalizada do par estratégico (I',, ;). As
fungoes @ e v serdo chamadas de saidas referentes ao par estratégico (I'y,I',)
e o conjunto de todos os valores Py ; serd chamado de conjunto de valores e
sera denotado por P[I',,T',]. Quando o Payoff de um dado jogo diferencial Gy
estiver definido como

ty(zo)
Py (to, zo) = F(ts(zo), z(ts(z0)) —|—/ S(s,x(s))ds = Py(x0), (3.82)

to

determinaremos como o conjunto de todas as saidas generalizadas de (T'y,T')
do jogo Gg o conjunto Py[l",,,T,], que serd chamado de conjunto generalizado

de valores.

No inicio desse capitulo, definimos o que era o Ponto de Sela de um Jogo Di-
ferencial G. Agora, tratando em termos do par estratégico (I'y,T',), podemos
redefinir abaixo, em notacado de conjuntos, quando P[Fu<*),Fv<*)] serd um con-
junto de Pontos de Sela do jogo G

P[FU7FU(*)] S P[FU(*)vrv(*)] = {V} S P[FU(*)7FU]? (383)

para toda estratégia I';, e I',, se o valor W existir para o jogo G. Da mesma

maneira definimos conjunto generalizado de Pontos de Sela do Jogo G
Bollu, Ty ] < Bo[lug,y, Dy | = {W} < B[l Tl (3.84)
para toda estratégia I',, e I, se o valor W existir para o jogo G.

Observagao 3.3.1 Em termos de Teoria de Conjuntos, no que diz respeito a
conjuntos de valores reais, podemos estabelecer a sequinte rela¢ao de ordem para
dois conjuntos A C R e B C R: seVa € A e Vb € B ocorrer a < b, entao
A< B.
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Como podemos ver, o valor W de um dado jogo diferencial estd intimamente
ligado a um ponto de sela (u(.),v()). Podemos ainda formular uma hipétese
nessa segdo: gostariamos de dizer que, se (u(),v()) € de fato um ponto de sela,
entao

W(t) =P,

() >U(x)

t,z(t)) = mi Py o(t,z(t) = in P, ,(t (),
(t,=(t)) Jnin max w(t z(t)) Inax min w(t z(t))
(3.85)

com W(t) = W(t,z(t)) = P, (t,x(t)) A igualdade acima nos dar& o Prin-

U(w) V()

cipio Min-Maz, que serd provado na préxima secao. Derivando 3.85 em relagao

a t, temos:
iW(t) = min max { — S(t,z,u,v)} (3.86)
dt vEVaq u€Uqq B
= min max (VW (t,x), V. W (t,x))(1, f(t,z,u,v)) (3.87)
vE€Vaq u€Uad
= min max {V,W(t,z)+ V,W(t,z)f(t,z,u,v)}. (3.88)
vEVad u€Uad
Ou seja

VW (t,z) = min max {V,W(t,z)f(t, z,u,v)+ S(t,z,u,v)}. (3.89)

VEVq u€EU4q

Chamaremos a equacao acima de Equa¢do de Isaacs e toda a teoria algébrica

sobre estratégias 6timas estara ligada a existéncia de solucoes desta EDP.

3.4 Uma Condicao Necessaria Para a Existéncia

de Estratégias Otimas

Nessa secao extendemos o estudo sobre jogos diferenciais G definido na segao
3.2 deste capitulo. Para facilitar a notacdo nesta secdo, iremos determinar
(to,x0) = (7,€). A primeira consideracio a ser feita nessa segdo sera sobre a

superficie terminal T do jogo G, sendo T dado por:
T = U T; (3.90)

com T; uma sub-superficie parametrizada por (Y;(o0),X;(0)), 0 € K;, Y; €
CYK;,R) e X; € CY(K;,R"), sendo K; € E um cubo. Para prosseguirmos,

vamos precisar da seguinte defini¢do abaixo.

Definigao 3.4.1 Uma colegcio finita de sub-regioes D1, ...D; de uma regiao D

serd chamada de uma decomposicdo de D se ocorrer:
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1. Cada D; é conexo e tem uma froteira com finitas superficies, todas elas
continuas e diferencidveis.

2. D;ND; =2, i#j.

Uma funcdo definida em D com valores num conjunto qualquer A C R sera
CY(D, A) por partes se esta funco for C!(D;, A)), com D; pertencente a alguma
decomposicao de D. Para prosseguirmos, definimos o jogo G(Ugady , Vad,, P), com
Uady 7# @ € Vaa, # @ tais que, se (u(,), v(x)) um ponto de sela do jogo G, ele sera
independente do valor inicial (7,&). A definicdo abaixo nos auxiliara a controlar
as descontinuidades que u e v poderao ter, garantindo que, em tais pontos de

descontinuidade, a trajetoria 6tima x(,) seja pelo menos continua.

Definigao 3.4.2 Seja R uma regiao qualquer. Uma decomposicao reqular de
R serd uma decomposicdo composta por sub-regides R; j,, i = 1,...,c, com as

condigdes abairo sendo satisfeitas.

1. As regioes R; sdo definidas por:
Ri=|JRi;NR, (3.91)

de tal forma que R1,...,R, seja uma decomposi¢ao de R.
2. Para cadai=1,...,a, R; sempre serd adjacente a T; e R,NTy, = &, 1 # k.
3. Para cadai=1,...,q, Rm-i NT; # 3 e Ri)j N =9, j# j;.
4. Para cadai=1,...,a ej=1,..,5; — 1, o conjunto
M;; = (Ri; N Rij11) NR; (3.92)

¢ uma superficie orientada de dimensao n e diferencidvel em K; ;, com

K; ; sendo um cubo em E e M; ; parametrizada por
(t,2) = (Yi;(0), Xij(0)), 0 € Kij. (3.93)

5. Cada superficie M; ; divide R; em duas regides disjuntas, tal que Mm» N

Mi,k:®7j7ék'

6. Para cada conjunto de inteiros {i1, ..., i} C {1,...,a}, o conjunto N, . ;3

definido abaizo
k
Niioigy = ( N Rij> NR (3.94)
j=1

pode ser vazio ou wma fronteira diferencidvel nao singular.
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Complementando a defini¢ao acima, determinamos a seguinte notacao:

M, =T, (3.95)
M;,o =Uniao de todas as regioes Ny, iy (3.96)
R, =Ri; UM, ; (3.97)
Ry, =Ri; UM, (3.98)
Ri; =R}, UR;,, ic{l,..,a}, je{l,..j} (3.99)

Agora podemos definir as restrides para (u(y),v(x)). Vamos tratar, ug) €
CYR,U) e vy € C*(R,V), ambos por partes, como estratégias puras. Vamos
definir uma decomposicao regular R associada aos pontos de descontinuidade
M; j, tal que u,) € CYR;;,U) e V) € CY(R;;,V) para cada R; ; C R. As
fungoes wu(,) e v(,) vao respeitar as seguintes regras abaixo.

1. A decomposicio associada a (., V() € uma decomposicio regular de R.

2. Se (1,¢) € R, i=1,.,a,j=1,..,J, entdo existe somente uma traje-

toria 6tima
¢(*)(t77—7§) = ¢(*),i(t77-a E)? (b(*),z : (Ta tl,ji) - Ria (3100)

sendo t; ;, 0 tempo que ¢,y alcanga a superficie T;. Ainda: ¢(,) nunca
serd tangente a M; i, k € {j,...j;i}, ou algum Nyg;, ;1.

O lema abaixo garante e reforca as restri¢oes acima.

Lema 3.4.1 Seja (1,€) € Rij, 1 < j < ji, e seja (tix(7,), 2 x(7,€)) uma
representagdo da intersecgdo de ¢y com a superficie My, j < k < j;. Entao
para cada k, j < k < j;, as fungoes ¢ (t,7,8), Voo (t,7,8), Vepuy(t,,8),
Vi (t,T.8) e V?£¢(*)(t,7, &) existem e sdo continuas em (1,€) € R; ; e os
valores das fungées acima em t =t; 1 et =, sdo os limites, calculados a
partir de le Ainda, se em todos pontos (7,£) € M; j._1 ou (7,€) € M; ., nds
definimos para estas funcdes, limites tais que (1,&) — (7,€) de éi,k, tornando
assim as fungoes ¢ () (L, 7€), Vo) (6 7,€), Vedin (1, 7,6), Vi (t,7,€) €
nablafgqﬁ(*)(t,n €) definidas e continuas para (1,§) € R, ;.

Demonstragao do Lema 3.4.1 De acordo com a condi¢io 3.4, temos que R
possui uma decomposi¢do regular para garantir que o par (U, V() seja um
ponto de sela para o jogo G(Ugd,, Vad,, P), de tal forma que, ao considerarmos
uma regido R; com (7,§) € R; ; para algum 1 < j < j;, temos que ¢, ,(t,7,§) =

b (t,7,8) € a trajetoria 6tima em R; que alcanga T;. Sabemos que em cada
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superficie M; j, u.) ou v(y) possuem descontinuidades. Para transpormos este
obstdculo, vamos tratar de uma forma mais local o problema estudado: sejam
Ux),ij € VU(x),i,j evtensoes diferencidveis de uc) e vy em R;j, com j fizo.
Vamos analisar o problema abaizo:

B(t) = f(t2(8); w8 2 (), 00,58 2(1))), (1) = &, (3.101)

com (7,§) € R” Como f € CH(Rx U x V,E), seque de (U ;,0(x),i;) € dos
Teoremas A.2.3 e A.2.4 que existe uma dnica fung¢io ¥(t,7,&) que é solugdo de
3.101, definida no intervalo (a(t,&),b(1,&)) C (t;j—1,ti ;). Ainda, as fungdes
Ve, Vi, Vfg%‘ e VZ1; existem e sio continuas em R” Como u(y),
€ U(x),i,j 8GO extensoes de u(.) e v(y), que sdo diferencidveis em R; ;, entao v;

também serd diferencidvel em R; ;, definida em [t; j_1,t; ;]. Logo, vale:

f(t7 :L‘(t), U(),i,5 (t, (E(t)), V(x),i,j (tv {L‘(t))) = f(tv :L‘(t)7 U(*)(t, x(t))7 v(*)(tv l‘(t)))
(3.102)
Para (1,§) € R;j, a fungdo ¢ (t,7,8) € deinida em 7 < t < t4(7,§), sendo
ti(1,£) 0o momento que ¢,y alcanga T;. Como v; € diferencidvel em R; j, entdo

Y também ¢é diferencidvel em R; ;, logo:

¢(*) (ta T, 6) = w] (t7 T, g)? te (ti,j—la tz,]) (3103)

Se (1,8) € M; j_1, (1,€) € M, j, t =t; j—1 out =t,;,, cada fungdo relacionada
terd o valor computado pelos limites partindo de Ic%m-. Seja agora (1,€) € R; ;,
1 <7 <ji. A trajetoria otima intercepta M; ; em:

(tigs wij) = (8 5(1,€), i 5(7,€)) = (Yi;(0), Xij(0))- (3.104)
Portanto, ¢y tem que satisfazer:
F(o) = ¢ (Yij(0),7,6) = Xi (o) =0, (3.105)
pois V,F(o) ndo é singular:
VoF(0) = ¥;(ti;,7,6)V,Yi (0) — Vo Xi (o) (3.106)

= <h1i%l (ﬁ(*)(ti’j + h,T, 5)) VUYVZ‘J‘(U) — VgXi’j(O‘). (3107)
So-

A matriz

1 limy,_o- G(u)(tiy + h,7,€) 3.108
< — (VoY (o)) —VoXi (o) ) .
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tem posto n + 1, pois ¢,y nunca € tangente a M; ;. Como a matriz acima é

( 1 limy_,o- d)(*)(ti,j +h,7,§) ) (3.109)

semelhante a:

0 —V.F(o)
obviamente V,F(c) tem posto n, sendo F € CY(K; j,E). Como usamos v;
acima, podemos considerar t; ; e x; ; como fungdes diferencidveis em (1,§) €

M; ;1 ou (1,&) € M; ;, calculando assim t; ;(7,&) e x; ;(7,§) como limites par-
tindo de R; ;.

Seja novamente (1,§) € R;;, supondo j < j;. Definimos a trajetdria dtima
G (t,7,8) em Ri’j+1, com (t; j41(7,8), xij4+1(7,€)). No intervalo [t; ;,t; j+1],
temos que

Gy (.7, 8) = Gy (t 80,5, Ti ), (3.110)
pois em Ri,j+1 eTISTEM U(y) 5541 = Ux) € V(x),ij+1 = U(x) diferencidveis em
R; ;. Para (a,b) € R; j11, seja ¥j41(t,a,b) a solucdo de:

i(t) = £t 2(t) uge) g1 (6, 2(0) 00y g (B (D), 2(@) =, (3.111)

. ) ) .
Sabemos que Yji1, Vi1, Va1, Ve, Via“pjn e Vi existem e sao
continuas R; j+1. Como visto anteriormente, temos:

Gy (t, 7,8) = it ti g, Tij) = ooyt tig, Tig), tig St <tijp1.  (3.112)

Pela a hipdtese de diferenciacdo de i1, se (1,§) € M;; ou (1,§) € M; j_1,
novamente os limites de suas derivadas sao calculados partindo de ]G-Bi,j, por-

tanto:

Vepy (t,7,8) = Va, ¥j11(t i j, i j) Vet j(1,6)+ Ve, i (t ti g, w5 j) Ve 5 (7, €).

(3.113)
Set =t;;, temos:
Jim Ve (tig + 7, 7,6) = Vavjs(tig, tig, 2i) Vetii (7€) (3.114)

+ Vohjpi(tij,tig, xij) Ve ;(1,€). (3.115)
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Temos como resultado do apéndice A que
;L‘(t) = f(t, x(t)7u(*),i,j+l(t7x(t))?v(*),i,j+l(tﬂ l’(t))), x(ti,j) =T =
(3.116)
t
z(t) = xi +/ F(5,3(8), w)0,541(8,2(5)), V() 0,541 (5, 2(5)) )ds =
tij

(3.117)

t
Yip1(t,a,b) =b +/ f(s,x(s), u(*)7i7j+1(s,ac(s)),v(*)7i7j+1(s,x(s)))ds =

(3.118)
L Vatja (i tig wig) = —f(Z) = (3.119)
Viothjii(ti, tig, @iy) = 1d, (3.120)

sendo Id a matriz identidade e Z:'j,
Z; = (tigs iy g i (i), Ve i (i) (3.121)

Substituindo em 3.114-3.115, temos:

Wm Vedo(tij +h, &) = =f(Z])Veti j(1,6) + Vewi j(1,6).  (3.122)

h—0t

Para calcularmos limy,_,g- Vep(t; j + h, T,§), substituimos o = o(7,&) em 3.105
usando 3.104,

F(7,€) = ;(ti ;(1,€),7,€) — w1 (7. €). (3.123)

Calculando V§F(T,f), temos:
VeF(1,6) = (ti j(7,€), 7,6 Veti ;(1,€) (3.124)
+ Vet (tij(1,€), 7.§) + Ve 5(7,£) = 0. (3.125)

Como (1,§) € I:{” etij1 <t <ty nds temos ¢ (t,7,§) = ¥;(t,7,8),
portanto:

hmﬁ VE¢(*)(tz,j+ha 7, 5) = _< hmﬁ ¢(*)(ti,j+h777 5)) véti,j (Ta £)+v§x2,j (7-; 5)
h—0 h—0

(3.126)
Vamos definir agora

Zi = iy @i gy ua) i (s Tig)s V(w) i (igis i) (3.127)
e usando o fato que ¢, satisfaz 3.102, finalmente obtemos:

hli%{ Vedy (tiy +h,7,.8) = —f(Z; ))Vetij(1,6) + Ve j(1,€).  (3.128)
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Com as consideragoes acima, garantimos uma andlise das extensoes de ¢, em

R; j, logo o lema estd provado.

O

No lema anterior, conseguimos analisar todas as propriedades de ¢, que serdo
importantes para o estudo da funcdo de valores W(r,£) em R. Definimos a
funcao de valores para o jogo G(Uad, s Vad,, P):

tig izl oty e
W(r, &) = F(ti,, ®ij ;) + S(s)ds + Z / S(s)ds, (3.129)

T k=7 tik

com S(t) = S(t, dey (1), ey (t, D) (1)), vy (£, D4 (1)))- O teorema abaixo ga-
rante algumas propriedades importantes para finalmente determinarmos uma

condigao necessaria para que existam estratégias 6timas.

Teorema 3.4.1 A funcdo de valores W € continua em R. Para cada R; j, as
funcoes V. W e VW ezistem e sao continuas e, além disso, possuem extensoes
continuas em R; ;. Se M; ; é uma fronteira de descontinuidade de somente uma
das estratégias uc)y ou vy, entao VW e VW sdo continuas em pontos de

M; ;. A fungdo W satisfaz abaizo, para todos os valores de R U T

S(r, €1, v0) + VW (7, ) (7,6, 1, vs)) < (3.130)
— V. W(1,8) < S(7, &, up),v) + VeW (T, f(1, €, ugsy, v)
(3.131)
com
ue) = U (1:8), V() = V) (1,€), w€ U, vEV, (3132)

e S(T,&, Uy, v(x)) + VeW (T, ) f(7, &, ), v(v)) = =V W(7,§). Ainda, os va-
lores de VoW, VW, i,y e vy como limites nos pontos em T, nas fronteiras

Ni, ..., € em fronteiras de descontinuidade M; ;.

Demonstragao do Teorema 3.4.1 Pela defini¢io de W e pelo lema 3.4.1,
seque que W € diferencidvel em R; ;. Logo, se (10,&) € M, ; ou (10,&) €
M; 1, os limites

lim VW(r,§) e lim V. W(r,§), com (1,€) € R; ;, (3.133
(re)> (o) ¢ 9 (7.6)=(70.0) .8 (7.9) i (3:133)

existem e as fungoes que calcularmos utilizando esses limites nos pontos (79,&p)

sao continuas em é” Seja o conjunto N(7,&) com as sequintes propriedades:

1. N(Tag) C RZ,J}
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2. (1,€) € N(,8);

3. Eziste v > 0 tal que o intervalo [T, + ] representa a projecao de N(,§)

na reta t;

4. A fungdo
{l(t,l‘) _ { U(*)(t71') se (t,iﬂ) ¢ N(Taf)’ (3134)

é, tal que O € Vg, .

Seja 1)(t) a trajetoria resultante da estratégia pareada (u(.),?), comegando em

(1,€), com T+ o tempo em que VU intercepta a fronteira de N(7,§). Temos:

W(Tv g) = P(Ta g)u(*)ﬂ)(*) < P(T’ g)u(*),f)? (3135)
P(7,8)u, 0 = F(t,2) +/ S(s)ds (3.136)
— F(t,2) + / ™ S(sds + / " §(s)ds (3.137)
A‘r T+:;+A5
=W(r+6,¢(r+0))+ / S(s)ds, (3.138)
S(t) = St (1), ug (8, (1)), 6(t, 9 (1)). (3.139)
Ou seja s
W(r, &) — W(r 4 8,9(r 4+ 0)) < / S(s)ds. (3.140)

Agora, levando em consideragio N(7,&) — (71,&), implica que 6 — 0. Como
VW e VW sao diferencidveis em R; j, podemos aplicar o teorema do valor

médio,
W (T, &) =W (1+08,(T+08)) = =V, W(T,6)5— VW (1, €) (b(1+8)—€), (3.141)

mas:

DT +8) = & =P(7 +8) = (1) = f(7, & ug)(7,€), 8(7,€))8, (3.142)

T+
(VW () + VW (7 ) f (1, € gy (7, €), 81, €)))5 < / 5(s)ds.
(3.143)
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Concluindo:
_VTW(T7 f) < S(T7 67 U(+) (77 5)7 ’U) + V§W(T7 5)f(7-7 57 U(+) (7-7 é-); ’U), (3144)

resultado mantido Yv € Vaq,. Podemos conseguir um resultado andlogo Yu €
Uad1 N

_VTW(T7 f) 2 S(Ta 57 U, V() (Ta é-)) + V§W(T, §)f(7, 57 U, V(x) (Ta 5)) (3145)
Combinando 8.144 e 3.145, temos:

Su,v<*) + VEW(Ta S)fu,v(*) S 7VTW(T7 5) S Su(*),v + VgW(T, f)fu(*),va (3146)

com:.
S(7, 6w, 0(7,€)) =g, (3.147)
S(1, &, u() (7,€),0) =gu.)0s (3.148)
f(T 57” V(% )(T 5)) fu,v(*)e (3149)
f(T £7u( )(T f) ) fU(*),’U' (3150)

Logo, vale

B SV = g min S4VeS (15

com
S=5(r.&uv), f=f(r,&uv) e Ve=Ve(r,8). (3.152)

O resultado acima é um dos mais importantes desta se¢do, pois é uma condi¢io
forte para o entendimento sobre pontos de sela de um jogo G(Uaqd,, Vad,, P)-
Agora vamos procurar mostrar, de alguma forma, que W é continua em R.
Seja (7,€) € M, j, tal que M; ; € uma fronteira de descontinuidade de u(,) ou

V(x). Os limites

W= (r,§) = (m)lig%ﬂf) V. W(t,x), (t,r) € R;;, (3.153)
W=(r,§) = (t,z}i—rﬁns) VW (t,z), (t,z) € R;j, (3.154)
WH(r,€) = (m VW (), (hx) € Riji, (3.155)
VWt (r,8) = (LJET{) VW (t,x), (t,2) € Rijt1, (3.156)

representam o comportamento de W na fronteira M; ;. Vamos supor que v
¢ descontinua em M; ; e que U(x) Seja continua em M; ;. Seja (1,€) € M;; e

seja (t(s),x(s)) uma curva diferencidvel no intervalo (—1,1) contida em M, ;
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com (t(0),z(0)) = (7,£). Seja w(s) = W(t(s),z(s)). Como M; ; € diferencidvel
em K;j e ViW*, V,W+ e Wt sio continuas em R;;.1, seque que existe
W definida numa vizinhanca N de (1,€), tal que ¥(t,x) € Ri7j+1 NN, temos
W =W. Logo:

w(s) = W(t(s),z(s)) = W(t(s), z(s)). (3.157)

Ou seja, existe w(0) tal que:

W(0) = VW (7, 0)(0) + VoW (T, £)i(0) = VW (1, )£(0) + V. W (7, £)i(0).
(3.158)

Por argumentos similares, temos que:
w(0) = VW (7,€)i(0) + VoW (7, €)i(0). (3.159)
Portanto:

(VeW ™ (7,6) = VW™ (7,6))E(0) +H(Va W (7,€) =V W (7,€))2(0) = 0. (3.160)

A equagdo acima nos leva a supor que (VW (7,8) =V W (1,&), V. W (1,£)—
W (7,£)) € um vetor nio nulo ortogonal a M; j ou VW (7,&) = VW (1,€)
eV WH(r,&) =V W (1,£). Seja N wma vizinhanga de (1,£). Vamos elaborar

estratégias vy e v(_y tais que:

V(s),ij+1(t, @) se (t,x) €N,
t,x) = 3.161
() (t, ) {v(*)(t,x) se (L,z) ¢ N. ( )
vy (t,z) = {U(*)’i’j(t’x) we (i,5) € N, (3.162)
v (t, ) se (t,r) ¢ N.
Como U(y) € continua em M; j, temos:
Uy (T5€) = U(a),i 5 (T,6) = Ugsy ijr1 (T56)- (3.163)
Pelas relacoes 3.151 e 3.146:
=ViW(i)(7,6) =S(7, &t (7,6), v(4) (1,€))+ (3.164)
VWi (1, F(7,& ui) (1,€), v(4) (7€) (3.165)
<S(7, & (1,€), v (1,.))+ (3.166)
VaWiiy (1, f (7,6, w0 (1,€),v(-) (7, €)) (3.167)
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VW) (7,6) =5(7, & ug (1,6), v (7, €)) + (3.168)
VW) (1, ) f (7, 5, 0 (1, €), v (7,€)) (3.169)
>8(7, &, u)(1,8), v4) (1, €))+ (3.170)
VW) (1) F (7,6, () (75 €), 01 (7€), (3.171)
Logo:

VW) (1,8) = ViW () (1,8) < =(VaW(y (1,€) = VaW () (7,8) f4),(+) (T, 6)

(3.172)
VtW(-&-)(T, &) — VtW(_)(T,f) > *(VzW(_H(T, &) — VIW(—)(va))f(*),(—)(T’ £),
(3.173)

com
Fey) (1,6) =F(1, 6,0 (1,€), (4 (7,€)) (3.174)
Feo( ) (1,6) =F(7, &, w0 (7,€), vy (T, €)) (3.175)

Se (ViWy(1,8) = ViW(y(1,8), VoW1 (1,&) — VaW(_y(7,§)) € ortogonal a
M; ; e for diferente de zero, vale as duas desigualdades acima. Caso a igualdade
ocorresse em alguma das desigualdades acima, (1, f(t, 2, u)(t,2),v4)(t,2)))
ou (1, f(t, 2, uw (L, x), v (t,x))) seria tangente a M; ;, uma contradi¢do. Por-
tanto VW1 (1,&) = ViW () (1,€) e Vo Wiy (1,6) = V. W(_)(7,§), eisso prova
o teorema.

O

Garantimos, com o teorema anterior, nao sé6 a continuidade de W em R como
sua derivabilidade nas regides R; ;. Um resultado incrivel deste teorema é que

W satisfaz a equacao de Hamilton-Jacobi:

0 0
aW(t, x)+H (t, T, U (t, ), v (t, @), %W(t, x)) =0, (3.176)

com
H(t,z,u,v,A) = S(t,z,u,v) + \f(t, z,u,v). (3.177)
Vamos concluir esta se¢ao com uma relacao bem elaborada entre W com o

hamiltoniano 3.177, definida no teorema a seguir.

Teorema 3.4.2 Seja ¢, (t,7,§) uma trajetoria otima de um ponto (7,§) €
R; ;. Entao existe uma funcio \(t,7,§) definida em t € [1,t; ;,(7,8)] et # ti g,
ke{j,j+1,...,5: — 1}, de tal forma que as condigdes abaizo sejam respeitadas:
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1. X\ € continua em seu dominio de defini¢do e os pontos t; j, possuem limites

laterais A4y x € A=)k

2. As fungoes \ e ¢,y satisfazem o sequinte sistema de equagoes diferenciais:

i(0) = 2 (1, 0(0), uo (0. 20), v (0. 2(0), (3.178)
5O = =21, 2(0), ey (1, 2(0)) v (1, 2(0)), (3.179)

sendo H a Hamiltoniana 3.177, e para t = t; 1, k € {j, 7+ 1,...,5; — 1},

estas equagoes sao respeitadas para os limites laterais A4y e A_)

3. Se M, k€ {j,j+1,....5; — 1}, é uma fronteira de descontinuidade de
somente uma das fungoes U,y ou v, entdo A € continua em t = ;.
Caso contrdrio vale:

Otk 0x; 1 Otie 0x;

A b H(T ey, Tk
o€ LT R o )k 5¢

H(I () ik)—5 (3.180)

com

Ot in = (i i ks Ugs) 4 (Biks Tik)s V() (B> Tik)s At k) (3.181)

4. Parat =t, ;,, vale:

0 0
Fa(ti,ji(ﬂ5)»%]'1-(775))6*50(775)+H(Hi,jw)\ji)afgti,ji(ﬂﬁ)—%xi,ji =0.
(3.182)
5. Se x(t) = ¢ry(t,7,8), t > 7, entdo:
V. W(t,x) = ¢, T,8). (3.183)

6. Para todo t € [1,t; ;) et # t;p, k€ {j,...,5: — 1}, vale:
max min H (t, ¢ (t, 7, &), u, v, A(t)) = min max H (t, ¢, (t, 7, ), u, v, A(t))
(3.184)
= H(t, ¢y (7€) () (£, Do) (£, 756))5 (w) (B D) (8,7, €)), A(E)), (3-185)

eemt =ty k€{j...5. — 1}, as equagdes acima sio respeitadas para

limites laterais A4y € A=)k
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Demonstracao do Teorema 3.4.2 Vamos primeiro desenvolver VW (t,x),
de acordo com a definicao de W e apds isso, provar um lema que facilitard a
demonstr¢do deste teorema,

VEW(T’ 5) =F; (timj’i (U)a Li,js (U)) 0 (T’ f) + S(Piaji)%ti,ji (T7 f) (3186)

8760'

Ji—1 9

+ Z (S(P-y,ik) — S(P(Jr),z‘,k))afgti,k(ﬁ £) (3.187)
k=j

+ / Vw50 + VStV g (t, ¢(t,7,€)) (3.188)
Ji—1 tik+1 _ _

#3080 + VS0 Vg (1,000, 7,) (3.190)
k=j Ytik

+ va(t)v‘lzv(*) (t, ¢(t, T, g)))vﬁd)(*) (t, T, E)dtv (3'191)

com

S(t) ZS(t, (b(*) (t, 7, 5), U(x) (t, qb(*) (t, T, f)), V() (t, qb(*) (t, T, f))), (3.192)
Pi,k :(ti,k; ¢(*) (ti,ka T, g)a U(x) (ti,k, ¢(*) (ti,kv T, 5))7 V(%) (ti,ka ¢(*) (ti,kv T, 5)))

(3.193)
Piiyige =t b (8,7, 6) i) (E by (8,7,6)), 00 (E, P (£, 7, €))) (3.194)
te [ti,k—17tz‘,k]7 t— ik, (3.195)
Pyine =t 000 (6 7,8)s )y (t by (8, T56)), vy (8 Dy (8, 7,6))) s (3.196)
t € [tik tikt1]s = tik, (3.197)
€

F (t _9 F(t g t 3.198
o (tii(0), 2i5 (0)) =5 F(ti3,(0), 215, (0)) 5 ti5i (0) (3.198)

0 0
+opF(tii(0), 215, (0) 523, (0) (3.199)

Como podemos ver, o cdlculo de VeW envolve uma série de operagoes com-
plicadas que vao depender de certas condicoes em cada uma das superficies de
descontinuidades de u(.) ou v(y), ou seja, teremos que procurar alguma técnica
que nos ajude a transpor este obsticulo. Para isso, vamos enunciar e provar o

lema abaizo.

Lema 3.4.2 Eziste uma fungio A(t, 7,€) definida para (t,7,€) € (tix—1,ti k) ¥

R;j, comke {j,j+1,..,J:}, respeitando os resultados abaizo.
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1. Para (1,§) € R;j et € (tik—1,tik), A € uma fungdo continua de (t,7,§).

2. Os limites,

)\(*),k = t_}}zl};i’k )\(Z‘:7 T, 6), (3200)
)‘(+),k = ta}g_?”? )\(t, T, f) (3201)

e
Aj, = t~>tl(1£n)) At, 7, €) (3.202)

1,74
sdo tnicos. Além disso, N\ e A\(4)x satisfazem 3.181 e \;, satisfaz a

equacao abaizo:

0
VUF(tl’J-L (T7 6),!%2’]1 (T7 5))3750(776) (3203)
0 0
+ H(R,jm)\ji)a?ti,ji (1,8) = Aj, g Vi (1,€) = 0. (3.204)

3. Em cada intervalo [t; x—1,ti k], k € {4, ... 4i}, ;\(t, 7,€) existe e satisfaz a

equacao abaizo:

: 0
)‘(t) = _7H(t7 ¢(*) (ta T, 5)7 U(+) (t, ¢(*)(t> T, f))v V(%) (ta d)(*) (t, T, 5)))7

p)
v (3.205)

com os devidos limites laterais em t; i, calculadodo interior de R; j.

Demonstragao do Lema 3.4.2 Vamos aplicar o método dos multiplicadores
de Lagrange para acharmos um ponto em K;, um cubo em E, que define o

término da trajetoria otima ¢(.), associada a W. Dessa forma, temos:

0
VUF(ti,ji (Ta 6)7 Li,5; (T’ 6)) + S(Pi,ji)%Ti7ji+ (3206)

0 0
/\J}: <f(Pi7ji)ao_Ti,ji - 8(7Xi7ji> =0. (3207)
Pelo Principio do Minimo, se trocarmos f(P;;,) por &(t;j,.7.§), a equagdo

acima define unicamente \;, como wma fun¢do continua de (7,£) em R; ;. Re-
;

escrevendo, temos:

0
VUF(tZJl (T7 5)71;1,]1 (T7 5))6760—(7—7 é-) (3208)
0 0
+ H(Pi,ji»kji)a?ti,ji (7,8) = Aji gg Vi (1,€) =0. (3.209)
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Aplicando mais uma vez o Principio do Minimo para X em [t; ;_1(7,§),t; ;,(7,€)],

considere a equacao diferencial abaizo,

)\(t) = va:H(ta ¢(*) (t7 T, 6), U(x) (t7 ¢(*) <t7 T, f))’ U(x) (t7 (b(*) (t’ 7, 5))7 )‘(t»’
(3.210)

sujeito a condigcao de contorno:

i

(3.211)

Novamente pelo Principio do Minimo, sabemos que 3.210 é um sistema linear
em A com uma condi¢do de contorno, portanto possui uma solu¢do unica defi-
nida em [t; ;_1,t;j,] e como \j, e t;;, sdo fungoes continuas de (1,§) € R; ;,
temos:

A=At i, Ay = At 7,6), (3.212)

com A(t,7,&) continua em (t,7,8) € [t; j_1,ti ;] X R; j. Agora, seja A1) j,—1 =
At4),ji—1,7,&). Considere o sistema linear abaizo:

0
~A@di=16-) = (S(Boi5i-1) = S(By,ii-1)) o Tigi-1 = A5Gy (3:213)

com

o 0
Sy = (P igi—1) g, Tigim1 = o X1 (3.214)
Como lim¢_y, ., é(*)(t,T, §) = f(P4y,iji—1), pelo lema 3.4.1 e pela continui-

dade em (7,€) de A(t;j,-1,7,&), seque que o sistema acima define \(_y ;,_1 de
forma dinica como fungdo continua de (7,§) € R; ;. Logo, para a condigdo de
contorno

Atiji—1) = N=)ji—1s (3.215)

a equagdo 3.210 possui uma solug@o unica no intervalo [t; j,—o2,t; j,—1]. Ainda,
a solugio \(t,7,&) € uma solucdo continua em [t; j,—2,t; j,—1] X R; j. E bastante
trivial checar que a equagao 3.213 pode ser reescrita utilizando a notac¢do da

funcao Hamiltoniana H :

<H(H()’i:ji1) - H(H(+),i,ji1)> %Ti,ji—l (3.216)
- (N—m—l - A(+>,ji—1) %Xi,jifl =0, (3.217)
com
Wtyik = (Cisks T, Uy, () (b, Tik), V() () (b Tike)) (3.218)
U(s),+ = U(x),ik+1> W(x),— = U(x),i,ks (3.219)

V() = V() i,k 1 € V(x),— = V() i k- (3.220)
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Checando a relagiao 3.213 e adaptando para k, temos:

0
A kC(—) = (S(Pyik) — S(P(+),i,k))a7Ti,k — AkC(4)

com a 8
= F(Pyig) =T — — X
Cay = f( (i),z,k)ao_ k= 5 Xik

50

(3.221)

(3.222)

Retrocedendo no tempo até k = j e multiplicando 3.222 por a%0(7'7 €), provamos

o lema.

O

Retornando para a demonstra¢ao do Teorema 3.4.2, com \ sendo uma fun¢ao

de acordo com o lema anterior, temos que:

At) =- fH () (6 T ), uny (8,7, ), 00 (£, 7, €))

(t, ¢
—( . ()+VuS<t>Vw<*>( )+ VY, S() (>)

Logo:

(r6) + 5P 2

agti,ji (1,)

0
VeW(r,§) = Fo(tiy, (U),fﬂi,ji(a))a?a
Ji—1

+ Z (S(Pyik) — S(P(Jr),i,k))%ti,k(Tv £)
—

4 [ (0 + A (VaT )+ VuF (Vi 1)

+ Vo f(6)VaT (1)) Vepw (t, 7, £)dt

S / ) A (VT + Y F0) Tt (1)
k=j ik

Como:

¢(*) (ta T, f) = f(t7 ¢(*) (tv T, £)7 U(x) (tv ¢(*) (ta T, g))v V() (t7 ¢(*) (t7 T, g)))v

e pelo lema 3.4.1, seque que, para t € [t; k,ti k1], k € {J, ..., Ji}, temos

(3.223)

(3.224)
(3.225)

(3.226)

(3.227)
(3.228)
(3.229)
(3.230)

(3.231)
(3.232)

(3.233)

vﬁ(é(*)(ta T, 5) = (vwf(t) + Vuf(t)vxa(t) + va(t)sz’)(t))ngb(*)(t, T, 5)

(3.234)



CAPITULO 3. JOGOS DIFERENCIAVEIS 51

Ou seja:
0 0
VW (r,€) = Vo F(t (o), l'i,ji(a'))aé_ a(1,€) + S( ”l)(95 tii (1,€)  (3.235)
Ji—1
0
+ Z (P(-).ik) S(P(+),i,k))87§ti,k(7—a £) (3.236)
]1—1

+ Z )k Ved ) (t),i T €) = M)k Vb (E(=)ikr 75 €))

(3.237)
- )\ji V§¢(*)(ti,jw7-7 f) - /\(Ta T, g)vﬁ(b(*)(Ta T, g) (3238)
Pelo lema 3.4.1, temos que:
lim V O, 7,8) =— f(Pyyii)=— 6 + 0 (3.239)
e ST T s e '
0 0
pgm  Vepe(t7,6) = f(P(f),i,j)aféti,j + geii (3.240)
Logo:
0
VeW(r,§) = Vo F(tij (o), xi,ji(a))*fa(ﬂf) (3.241)
Ji—1
S(Pi;,) 85” +kz<< S(P(+ zk))af >
(3.242)
= o, 0
+ Z < (+), k( P(+)7i,/€) o€ ik + 66131 J) (3.243)
0 0
— )\(—),k:( — f(P(_)J’k)aigti’k + agxl ])> (3244)
0 0
- )‘]l - f(Pl,J@)aigtl,h agml 2Ji + )\(7—7 T, f) (3245)
= )\(7'7 775)7 (3.246)
resultado garantido por 3.206 e 3.181. Ou seja, para t > 7, vale:
V. W (t, z) = A(t,t,x), (3.247)

pois seja & = G (T,7,8), para T > T, entdo para t > T wvale qb(*)(t,f',é) =
b (t,7,8). Esta mesma regra € aplicivel a \. Desde que VW seja continua
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nas fronteiras de descontinuidades de somente uma das fungoes u(.) e v, para
(1,€) fizo, A é continua em valores t; j, logo, se (t,z) € um ponto da trajetoria
(t, P (t,7,€)), entio seque de 3.247 e de 3.151 a relagio abaizo:

min max H (¢, z, u,v, \) = max min H (¢, z, u, v, \) (3.248)
u v v u
= H(t,gb(*),u(*),v(*),)\) = 7th(t,$) (3249)

E isso demonstra o teorema.

O

Os dois teoremas demonstrados nessa se¢ao nos oferecem um panorama geral
sobre a funcao de valores para quaisquer JDs, tanto que eles compreendem uma
série de resultados classicos demonstrados por Rufus Isaacs em [7].



Capitulo 4

Explicando o Jogo do

Motorista Assassino

4.1 Rapida Reapresentacao do Problema

Vamos agora prosseguir o estudo sobre o JMA, aumentando nosso poder de
anélise sobre este JP, que é um jogo diferencial de soma zero nido cooperativo.
Seguiremos a trilha deixada pela a Equacao de Isaacs, que tem um foco central
na solucdo de JDs em geral. Vamos analisar a equacao de estados obtida no
capitulo 1 seguinte equagao de estados abaixo:

#(t) =ve sin(v(t)) — %(t)y(t) (4.1)
() =ve cos(u(t)) — vy + ””Z(t)x(t). (4.2)
com o funcional de custo dado por
Pyt x) =ts(x) —t. (4.3)
Os conjuntos U e V do problema serdo definidos por U = [—1,1] e V = [0, 27],

lembrando que o jogo terd o seu término quando atingir o conjunto Tp =
{(z,y) € 2 : ||(z,y)|| < €}, para algum e > 0. O conjunto de estados sera
dado por E = R2/T.

4.2 Capturabilidade

Antes de analisarmos o jogo formulado pelo conjunto de equagdes 4.1-4.3, temos
que pensar sobre quais condi¢oes o conjunto 07g possa ser atingido. Se ele

33
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nao puder ser atingido, simplesmente diremos que o problema nao é bem posto.
Vamos pensar agora de uma maneira mais qualitativa para o jogo dado, tentando
definir em quais posicoes o perseguidor tem a chance de capturar o evasor. Essas
possiveis posi¢oes vitoriosas podem ser dadas por:

min max v* f(z, u,v) = maxminv* f(z, u,v) <0, (4.4)

sendo v um vetor normal a dTg. Se a desigualdade acima se mantém estrita-
mente, entdo OTg serd atingido, caso contrario, se for mantida a igualdade para
algum z, entdo esses pontos serdo pontos de tangéncia da trajetoria com 0Tg.
O conjunto de todos os pontos z € 0Tg que satisfazem 4.4 serd chamado de
parte utilizdvel (PU) de 0Tg. Teremos dois outros conjuntos importantes que
iremos definir: fronteira da parte utilizdvel (FPU) e a barreira S. A barreira
S serd a curva que separa o conjunto de estados E em dois conjuntos bésicos:
dos estados em que o evasor possa ser capturado diretamente e dos pontos onde
isso nao ocorre. O conjunto F'PU serda dado por S N PU Seja agora = € S tal
que exista um hiperplano tangente a S em z com vetor normal p, entao:

minmax p* f (x, u,v) = 0. (4.5)
u v

Vamos lembrar que a funcao de valores W de um jogo de perseguicao é tida

como solucao da Equacao de Isaacs

Wi(t, z) + muin max {Wa(t,x) f(z,u,v) + St z,u,0)} = (4.6)
—1+m&nm3X{WE(t,x)f(x,u,v) +1} = (4.7
rrbin max {Wa(t,z) f(z,u,v)} =0. (4.8)

Ou seja, quando o estado x do jodo de perseguicao esta contido em S, se o
perseguidor estiver com uma estratégia Otima wu(,), 0 evasor nao conseguird
determinar uma estratégia que direcione o estado atual do jogo para fora da
S. E se o evasor estiver com uma estratégia 6tima v(,), o perseguidor nao
conseguird determinar uma estratégia que direcione o estado atual do jogo para
dentro da S. Chamaremos entao o conjunto S de superficie semi-permeével.
Ainda comentando sobre a S, como os jogos de perseguicdo, em geral, ndo
dependem do tempo inicial, iremos propor que as estratégias, tanto para o
perseguidor como para o evasor, sejam procuradas via controles da seguinte
forma: (u(t,z),v(t,z)) = (u(x),v(z)). Com esse novo ponto de vista, podemos

reescrever a equacao 4.5 da seguinte maneira abaixo

P(@(8))f (2 (), uey (2(t)), vi) (2(2))) = 0. (4.9)
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Aplicando o principio do minimo, temos que p serd obtido ao longo de S de

acordo com o seguinte sistema abaixo:

P(t) = = f7 (2(t), ug (2(8)), v (2(8)))p(8), p(ty) = v. (4.10)

Na proxima secao iremos desenvolver os conceitos propostos até aqui para o
estudo sobre O JMA.

4.3 Determinando a barreira S

(1) =vesen(uo(t)) — %up(t)y(t) (4.11)
() =vecos(ue(t)) — v, + %up(t)x(t). (4.12)

No sistema acima, v, € v, representam as velocidades do perseguidor e do evasor,
respectivamente. O par de controles (u., u,) possuem valores em [0, 27] x [—1, 1].

Vamos agora determinar os conjuntos Tg, PU, FPU e S deste jogo.

o TE:
(z,y) €N, 22+ < €2 (4.13)

e PU: lembre que nesse caso (x,y) € dTg e (x,y) é um vetor normal a 0Tg

min max(z, y)* (vesen(ue) - v—pupy,vecos(u@) —vp + Upu,,x) = (4.14)

Up e A A
muin max zVesen(Ue) + Yvecos(ue) — vpy = (4.15)
muin max ve(zsen(ue) + yeos(ue)) — vpy = (4.16)
— vpY + vee < 0. (4.17)

De acordo como PU foi determinado, entao podemos presumir que se o evasor
estiver na frente do perseguidor, a captura pode ocorrer. Caso o evasor estiver
do lado do perseguidor, mas numa posi¢ao que o perseguidor tenha chances de
captura-lo, ele pode manobrar e evitar uma captura imediata. A FPU nesse
caso serd FPU = {(e\/1 — 32,8¢)} U{(—e/1 — B2, B¢)} Para construirmos a
primeira parte da barreira S, vamos iniciar do ponto (z,y) = (ey/1 — 52, Be),
sendo 8 = v./v, < 1, utilizando a logica da equacdo 4.5, teremos:

rrllLian}LaX < - ( IZupquvesen(ue)) +py <vecos(ue) —vp+ qu:)) , (4.18)
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sendo que, as estratégias que otimizam 4.18, estao descritas abaixo:

sin(ue,(x)) = pim, c0s(Ue,(x)) = Py (4.19)
Up,(+) = sinal(s), com s = pgy — py=. (4.20)

O vetor p = (pa, py) € solucdo do seguinte sistemas de EDOs abaixo:
Pa = —upp, (4.21)
Py = %”uppm (4.22)
com a condig¢ao final,

(p2(t5),py(t5)) = (ev/(1 = B°),€B) = (ecos(a), esin(a)). (4.23)

Para determinarmos p(t), temos que conhecer melhor u, .. Para t = t; e
s = 0, up () ndo pode ser determinada diretamente. Para isso, iremos efetuar

uma derivacao indireta com

ds d
i %(ply — PyT) = —VpPy. (4.24)
Desde que p, > 0 em t = ts, teremos E < 0 em t = ty, ou seja, s(t) > 0 para

algum t suficientemente perto de t; portanto u, = 1 logo antes do término. Ou

seja, a solugao do sistema 4.21-4.22 com a condigdo final 4.23 é

(pa(£). 2y (1)) = (m(f(t —tr)+ a>,esen<1§<t —tr)+ a>> (4.25)

e, com essa solucdo dada a p(t) logo antes do término, temos que a FPU sera

dada pela trajetoria dada pela solugio do sistema de EDOs abaixo:

. v v
Z(t) =v, cos (Ap(t —ty) + a> - Zpy(t) (4.26)
. . v
9(t) =v, sin <Ap(t —ty) + ) —vp + sz(t), (4.27)
com a condicdo de contorno (x(tyf),y (en/1— 2,8¢). A solugdo do

sistema acima seré:

() =(6+Ue(t—tf))cos< (t—ty)+ ) (1—005 (Z’(t—w)))

(4.28)

y(t) =(e + ve(t — tf))sin (p t—tg)+ ) < t—tf)> (4.29)

l>
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que é a barreira S. A trajetoria acima terd inicio em 0Tg e saird dele tange-
cialmente a partir do ponto (ey/1 — 82, B¢). A trajetoria definida acima estard
fora do circulo de centro na origem e raio € desde que em t = t5 a funcao

r(t) = /22(t) + 92 (1) (4.30)

tenha um ponto de minimo, ou seja: que 7(tf) = 0 e que #*(t5) > 0.

o i(tf) =0
e 2 EW)E(tr) +y(ty)y(ty) 431
= T v -

:% <e cos(a) (ve cos(ar) — %’e Sin(a)) + esin(a) (ve sin(a) — v,

(4.32)
—1—%’6 cos(a))) (4.33)
=v, — Up sin(a) = ve — vp% =0 (4.34)

° f(tf) >0
() < L) ()" + 2tp)EEy) +y(ts)its) (4.35)

! w2(i5) + 97 (1)
w(ty)a(ty) +y(tp)y(ty) .
Pty (439
_@(ty)? 4 i(ty)* + e/1 = BZi(ty) + €Bij(ty) (4.37)
(4.38)
Seja:

(ty) =ve/1— B2 — Apeﬁ (4.39)
§(t7) = veB = vy + e/ T— 52 (4.40)
#(tf) = v — ilty) (4.41)
i) = o T= 7 + ity (1.42)
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Temos:
(i) = ( (%W - Z’eﬁ) ver/T— B2 (4.43)
+ (veb’ — v, + Z’e@) (vef3 — v,,)> (4.44)
:% <Ug - i@) (4.45)
Ou seja,

v
v: — v — Zpe\/l - B32>0. (4.46)

Além da barreira S sempre ter inicio na F'PU, tangencial a PU, teremos dois

tipos de barreiras S:
e Caso 1: z(t) > 0Vt € (0,ty), se s(t) > 0.
e Caso 2: z(7) = 0 para algum 7 € (0,%y).

Esses dois casos acima podem ser simplificados se estudarmos ¢(t), utilizando o

primeiro caso acima:

x(t) =0= (e 4+ ve(t —ty))cos (Z’(t —ty) +a> + A(l — cos (K(t - t,«))).
(4.47)
A(cos (”Ap(t tf)> - 1)

e(t) = — ve(t —tf)
cos <UA‘"(t —tf)+ oz)

Vamos analizar €(t) no intervalo (0,%f). calculando €(t) e €(t), temos:

sin(a) — sin < (t—ty) + oz)
(4.49)

é(t) = v, — Ve
cos? (1 (t—ty)+ )

2sin(a) sin (Ap(ttf +a> — cos (Ap t—ty) + )
(4.50)

2
&(t) = %” 3 < )
cos —"

Logo:

(4.48)
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A fungao é(t) se anula quando £ (t —ty) + a = 7k, para todo k inteiro, mas
estamos a procura de t minimo e positivo tal que €(t) seja minimo, porém
positivo. Se k =0, €(t) = %, portanto t = f%a+tf é ponto de minimo. Dessa
forma, conseguimos dividir em dois casos: se e < A(Barcsin(f) ++/1 — 52 —1),
entao temos o Caso 1, caso contrario, teremos o Caso 2.

4.4 Descricao dos dois tipos de Barreiras

Antes de comecarmos com uma descri¢ao geométrica dos dois tipos de barreiras,
temos que levar em conta que, para que uma dada barreira S seja factivel e
tangencie 0Tr em t = ty, a seguinte condicdo abaixo tem que ser garantida:

-5
Vi

e<A (4.51)

4.4.1 Casol

Quando ocorrer € < A(farcsin(8) + /1 — 5% — 1), teremos a seguinte configu-

racao para a barreira S:

Figura 4.1: Definicao da Regiao de Capturabilidade do Caso 1

Note que a regiao verde tem como fronteira a PU e as duas curvas S; e Sy,
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tais que S; U Sy = S. Se o evasor se encontra nessa regido, o perseguidor nao
tem como tragar uma rota de captura: ele terd que efetuar uma manobra para
transferir o evasor para a regiao cinza, onde pode ocorrer a captura. Caso o
evasor esteja na regiao de captura, se o perseguidor jogar de maneira 6tima ele
conseguira capturar o evasor (atraindo o evasor para a PU do problema), mesmo
que o evasor jogue também de maneira 6tima. Nesse caso, o evasor é atraido
para uma das curvas S; e Ss e atraido para um dos pontos (e cos a, esin a) ou
(—€ecosq,esina), que é a FPU de 0Tk.

124
S
1 1

(-ecoso. esma) (ecose, esina)

Figura 4.2: Destaque para a PU e a barreira S, proximo de Tg

4.4.2 Caso 2

Quando ocorrer € > A(Barcsin(f8) + 4/1 — 2 — 1), as curvas S; e Sy possuem
um ponto 7 tal que z(7) = 0, delimitando assim a regido de captura a regido
cinza, delimitada pela PU e pelas curvas S; e S;. Este caso acontecera para
valores altos do raio de manobrabilidade A do perseguidor, diminuindo sua area
de captura. Da mesma maneira que no Caso 1, se o evasor estiver na regiao
cinza, a captura pode ocorrerd normalmente, uma vez que o perseguidor use sua

estratégia 6tima. Caso o evasor estiver na regiao verde, o perseguidor terd que
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manobrar até que ele consiga detectar o evasor na regiao cinza.

Figura 4.3: Definicao da Regido de Capturabilidade do Caso 1

4.5 Conclusao

A Teoria de Controle Otimo, como pudemos comprovar, ¢ uma ferramenta bé-
sica e a0 mesmo tempo poderosa para o estudo moderno de JDs em geral. O
Principio do Minimo de Pontryagin foi amplamente utilizado tanto para provar
a continuidade da Funcao de Valores W de um JD qualquer como para determi-
nar a barreira S que determina a regiao de capturabilidade no espago de estados
do JMA.

Os estudos mais modernos sobre o JMA tem como base a determinacdo da
barreira S. Na regiao de capturabilidade, o tempo de captura é menor do que
fora dela, dessa forma podemos determinar W para todo o espaco de estados
do JMA. Os artigos [13] e [14], podemos ver varios avancos relacionados a JPs,
e um deles é referente a determinacdo das curvas de niveis de W no espaco de
estados do JMA, com um tempo de captura t; associado, levando em conta que
W é continua. Os dois tipos de barreira S geram dois tipos de funcoes W.
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(E:r:_- (y)

(a) (b)

Figura 4.4: Em (a), temos uma captura direta (em azul). Em (b), temos uma

manobra (em azul) seguida de uma captura direta (em vermelho)).

Levamos em consideracgao todo o espaco de estados, exceto o conjunto terminal
Tg. Conclui-se que, caso o estado inicial do JMA seja fora da regidao de cap-
turabilidade, o tempo de captura devera ser maior (ver 4.4, situagdo (b)), pois
o Perseguidor devera efetuar uma manobra que transfira o estado inicial para
a regido de capturabilidade, caso ocorra o contrario (ver 4.4, situacdo (a)), a

captura serd mais rapida.



Apéndice A

Sistema de Equacoes

Diferenciais Ordinarias

A.1 Sistemas de Equacgoes Diferenciais Ordina-

rias Lineares

Seja o seguinte sistema de equagbes diferencias ordinérias lineares com uma

condic¢do inicial, definido abaixo
2(t) = A(t)z(t) + b(t), 2z(to) = xo € R"™, tg € [0,T] (A1)

com z: [0,T] - R*, A:[0,T] - M(R,n,n), b:[0,T] - R e T > 0. Agora,
vamos enunciar um teorema que garante a existéncia e unicidade do problema
acima.

Teorema A.1.1 Assuma que A € L*([0,T]; M(R,n,n)). Entdo eziste exata-
mente uma fungido S : [0,T] — M(R,n,n) com elementos S, ; absolutamente

continuos, tais que

S(t) =A(t)S(t), para quase todo t € [0,T] (A.2)
S(0) =Id. (A.3)

Além disso, a matriz S(t) € inversivel para um t € [0,T] dado, e a solugao inica
de A.1 terd a forma

2(t) = S()S™ (to)z0 + / t S()S~1(s)b(s)ds, t € [0, 7. (A.4)

63
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Observacgao A.1.1 A func¢do S do Teorema A.1.1 serd chamada de solugdo

fundamental de EDOs Lineares e terd o sequinte aspecto:
S(t) = elo Al)ds (A.5)

sendo X a fungio exponencial de uma matriz X € M(R,n,n), veja abaizo:

+o00
1_..
X _ oy
e —E i'X (A.6)

i=0

O seguinte teorema abaixo fornecerd uma propriedade especifica para a fun¢ao

exponencial de uma matriz.

Teorema A.1.2 Seja A € M(R,n,n) ey € R definido por
~v = maz{Re(N\)|det(A — A\Id)}. (A7)
Para cada € > 0, existe uma constante ¢ (dependendo de ¢ e A) tal que

et < e Ft i > 0. (A.8)

A.2 Sistemas de Equacoes Diferenciais Ordina-
rias Nao Lineares
Definigao A.2.1 O sistema
2(t) = f(t, 2(t)), z € R, (A.9)

serd chamado de sistema auténomo se a func¢do f nao depender do tempo, ou
seja f(t,2(1)) = f(2(1))-
Definigao A.2.2 O Problema de Valor inicial

2(t) = f(t,2(t)), 2(to) = 20, 20 € R", (A.10)
serd chamado de Problema de Cauchy.

Definigao A.2.3 Uma fun¢ao f(t,x) satisfaz a condi¢do de continuidade de
Lipschitz na varidvel y, (t,y) € E C R x R", se e somente se existir uma

constante L > 0 tal que

1t o) = F(t,xp)l| < Lifzo — 2], (A.11)

para quaisquer par de pontos (t,x) e (t,xs) em E.
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Definigao A.2.4 O maior intervalo de defini¢iao de solugoes do problema A.10
que passam por zg serd chamado de intervalo maximal de solucioes e serd de-
terminado pelo simbolo y(z0) C R. A solugio que for definida no intervalo
St (20) serd chamada de solu¢io mazimal do problema A.10.

Teorema A.2.1 Seja o Problema de Cauchy A.10, com f continua em t e
Lipschitz continua em x. Nestas condig¢oes, existe uma unica solu¢do para o
Problema A.10.

Teorema A.2.2 Assuma que f seja uma fungio continua em R x R™ com
valores em R™ do problema A.10. Entdo para um tg > 0 dado e x € R", existird
uma solugdo local para A.10. Se z(t), t € [to,T), € uma solu¢do mazimal e
T < 400, entao

1]‘1%11 |z(®)|| = +oo. (A12)

Teorema A.2.3 Assuma que para um x € R" fizo, a fungao t — f(t,xz), t €
[0,T], é Borel mensurdvel e para uam fun¢do ¢ ndo negativa e integrivel em
[0,T] vale

(o) < e®) (|l + 1), (A.13)
1t 2) = f(t )l < c()lz —yll, 2,y € R",t € [0,T]. (A.14)

Entao a equagdo A.10 tem exatamente uma solugdo z. Ainda, para umt € [0,T)]
dado, a fung¢io x — z(t,z) é um homeomorfismo de R™ em R".

Teorema A.2.4 Assuma que a fungio f : R" x R™ — R™ seja continua e,
para um real ¢ positivo,

I1f (, 0l < e(ll]l + [lol] + 1), (A.15)
Hf(x,v) - f(y7v)|| < CHZ‘ - y||7 T,y € %n, v e R (A16)

Entao, para uma fungao localmente integrdvel qualquer v existe exatamente uma

solugao do problema de cauchy abaizo:
z(t) = fx(t),v(t)), =(t) € R" e u(t) e R™ (A.17)

Teorema A.2.5 Assuma que sejam mantidas as condi¢oes do teorema A.2.3
para um t € [0,T] dado, sendo que a fungio f(t,.) tenha uma derivada continua
f=(t,.) e que as fungées f(.,.) e f.(.,.) sao limitadas em conjuntos limitados

de [0,T) x R™. Entao a fun¢io xo — z(.,20), de R" no espago das fung¢ies
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continuas C°([0,T], R"™) é Fréchet diferencidvel num ponto zo dado e a derivada

direcional na direcio w € R" € a solucao £ da equagao linear

§(t) = fo(t, 2(t, 0))E(t), &(to) = w. (A.18)

Em particular, a fung¢do t — x,,(t,x0) € absolutamente continua e satisfaz a

equagao

Tyt x0) = fo(t, x(t, 20)) Tz, (, o) para quase todo t € [0,T] € x4, (to, o) = Id.
(A.19)

Teorema A.2.6 Assuma que a fungio f(t,z,v), (z,7) € R* x R™, t € [0,T],
satisfaz o Teorema A.2.4 com R™ substituido por R™ x R™. Entdo, para um t €
[0,T] dado, (z9,70) € R" x R™, a fungdo v — z(t,x0,7) € Frechét diferencidvel

em o e

Z.’Y(taan’yO) = fr(tvm(t7x0770)v'70)m’y(ta an’VO) +f’y(t7x(ta xOv’yO)v’yO)v te [07 T]
(A.20)

Lema A.2.1 Seja X e Z espagos de Banach e F' uma fung¢do na vizinhanga Q)

de um ponto (&o,Cp), com as sequiuntes propriedades:

1. F(&,¢) =0

2. existem as derivadas de Gateauz Fy e F¢, continuas em (0,0), e o operador
Fe(&0,¢0) tem uma inversa continua FC_I(&),CO). Entao existem bolas
abertas Bs,(§0) C X e Bs.(Co) C Z, tais que para um & € Bs (&) dado,
eziste um 1inico ¢ € Bs ((o), denotado por ((§), tal que F'(§,¢) = 0.

Ainda, a fungio ((§) € diferencidvel em 5.(&o) e
Ce(€) = —F7H(E,C(€) Fe(€,€(9))- (A.21)

Lema A.2.2 Seja D C R" aberto e f : D — D de Lispschitz continua em D
com constante de Lipschitz L. Seja ainda z : [0,T] — D uma solugdo de 2(t) =
f(z(t)), 2(0) = z0 e y € CL([0, D]; D) continuamente diferencidvel satisfazendo

ly(0) = 2(0)[| < a, [lg(t) — fly@)I < b, t €0,T]. (A.22)
Entao vale a sequinte estimativa

ly(t) — 2(t)|| < (a+bT)er, t €[0,T]. (A.23)
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Lema A.2.3 (Lema de Gronwall) Seja k uma fung¢ao ndo negativa, limitada e
Borel Mensurdvel num intervalo [to,t;] e l uma fung¢do ndo decrescente. Seja v

uma fungdo integrdvel em [to,ts] de tal forma que para quase todo t € [to, 1]

v(t) <I(t) —|—/ k(s)v(s)ds. (A.24)

to

Entdo para todo t € [to,tf] que satisfaca a equagio acima, vale

o(t) < elio FO% ). (A.25)



Apéndice B

Teoria de Sistemas de

Controle

B.1 Introducao

Apresentaremos nesse apéndice os resultados mais importantes sobre a Teoria
dos Sistemas de Controle, que nos auxiliardo no estudo de Controles Otimos

para os seguintes sistemas:
2= f(zu), 2(tg) =20, zE ECR" eueclUCR™ (B.1)

De especial atencao para a existéncia de uma condic¢ao inicial para o problema:
veremos que, sobre certas condigoes, se o problema tiver uma condigao inicial,
teremos uma solucao tnica para o sistema B.1. Vamos chamar F de Conjunto
de Estados do Sistema e U de Conjunto de Entradas (Controles) do Sistema. O
objetivo de usarmos o parametro v em Sistemas Dindmicos é de determinar uma
trajetoria para um subconjunto de F que consideramos, de acordo com algum
critério pré determinado, como alvo. O pardmetro uw como veremos a seguir, é
uma funcdo u : [0,4+00) — U. O conceito de controlabilidade estara ligado ao

conceito de transferéncia de estados, de acordo com a defini¢do abaixo.
Definicao B.1.1 A fung¢ao z2(t), solugdo do sistema

2(t) = f(2(¢),u(t)), z(ts) =a, z€ ECR". (B.2)
leva o estado a ao estado b ((a,to) — (b,ty)) em tempo ty —ty se z(ty) =b.

Com esta definicao podemos prosseguir ao estudo de controlabilidade linear de

sistemas.
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B.2 Controlabilidade

Apos uma rapida discussdo sobre transferéncia de estados, surge um questio-
namento natural sobre quais condicdes temos que cumprir para transferir um
sistema que estd num estado a para um estado b, podemos até mesmo nos
perguntar se tal transferéncia é possivel. E logico que a resposta estara direta-
mente ligada a escolha da estratégia u e até mesmo se a escolha de tal estratégia
serd possivel. Primeiramente, vamos estudar amplamente a controlabilidade de

sistemas lineares em geral, que possuem o seguinte formato abaixo

2(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), z(to) = 20 € E, (B.3)
w(t) =C(t)z(t), (B.4)

sendo z : [to,ty] — E, A : [to,tf] = M(R,n,n), B : [to,tf] = M(R,n,m),
u: [to,tg] = U, w: [to,tg] = W, C : [to,ts] — M(R,l,n), W € R o con-
junto de saidas do sistema (oservacdes), to o tempo inicial e t; o tempo final
escolhido. Para facilitarmos em termos de notacao, vamos representar o sistema
das equacgbes B.3-B.4 para a notagado abreviada (A, B). As fun¢des A e B deve-
rao respeitar as condicoes de existéncia e unicidade de solugoes para sistemas de
equagOes diferenciais ordinarias (ver Apéndice A, Teorema A.1.1). Chamaremos
a partir daqui L'([to,t]; R™) como espago das fungdes localmente intergraveis
no intervalo [tg,tr]. Apos a apresentagdo de todas estas definigbes, estamos

aptos a desenvolver o conceito de controlabilidade.

Definicao B.2.1 O sistema (A, B) € dito controldvel em [to,ts| quando, Vzo, zf €
E, existe um controle u € L*([to,t¢]; R™) que satisfaz a condi¢do de contorno
z(to) = 20 e z(ty) = zy para o problema B.3. O sistema (A, B) serd dito com-
pletamente controldavel se Vzy,zy € E existe um T € [0,400) e um controle
u € LY([0,T); R™) que satisfaz a condigio inicial 2(0) = 2o e condi¢io de con-
torno z(T) = zy. Chamaremos de evolu¢do de zy a zy uma solu¢do do problema

A que tenha como condigdo inicial z(ty) = zo e condigdo de contorno z(t;) = zs
((to,; z0) = (tf,25)).

Esta forma de definir controlabilidade é bastante teorica. Como o nosso objetivo
¢é bastante pratico neste trabalho, vamos enunciar formas mais objetivas para

determinar a controlabilidade de um sistema.

Teorema B.2.1 Dado o Sistema Linear de Controle (A, B), sao equivalentes

as sequintes afirmacoes:

1. O sistema (A, B) € controldvel em [to,ty];
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2. Yzp € R" Ju € LY([to, t;]; R™) tal que (A, B) evolui (tg,0) = (ts,25);
3. Yzo € R Ju € L ([to, tf]; R™) tal que (A, B) evolui (to, zo) — (ts,0);

Os resultados relacionados a controlabilidade até o presente momento foram vis-
tos sem restrigdes ao conjunto de entradas do sistema. Seja U € R™ o conjunto
da qual estdo restritas as escolhas de estratégias de controle. O conjunto

Uaa(U) =u € L' ([to, t4]; R™) | w: [to, t;] = U (B.5)

serd chamado de conjunto de controles admissiveis em U. Vamos definir abaixo

um conjunto de especial importancia em teoria de controle.

Definigao B.2.2 Seja zy € R"™. O subconjunto do R" definido por

R(U; 20, [to. t5]) = R(z0. |ty — to]) = {2y € R" | (to, 20) = (t5,2¢),u € Uaa(U)}
(B.6)
é chamado de conjunto de acessibilidade de zy.

Observagao B.2.1 Note que se o conjunto de acessibilidade de um estado zg
qualquer for R™, entdo, pelo Teorema B.2.1, o sistema linear com condi¢do
inicial zg € controldvel.

Uma idéia mais do que natural seria garantir que R(U; zo, [to, t¢]) = R" quando
U=R"e (A, B) é controlavel em [tg,t]. O teorema abaixo ira tratar de uma
propriedade muito importante para o conjunto R(U; 2o, [to,tf]) = R™, no caso

de U ser conjunto proprio de R™.

Teorema B.2.2 Sejam U, U,q(U) e R(U; 20, [to,tf]) 0s conjuntos definidos
acima. Se U € convezo e compacto, entio R(U; 2o, [to, tf]) também serd convexo

e compacto para todo zy € R™.

Considerando o seguinte sistema de controle linear auténomo abaixo

2(t) = Az(t) + Bu(t), ze R", ue R™, A€ M(R,n,n), Be M(R,n,m),
(B.7)
vamos prosseguir com o enunciado e a demonstragao de um dos teoremas mais
importantes sobre a controlabilidade de sistemas lineares auténomos: Critério
de Controlabilidade do Posto.

Teorema B.2.3 O Sistema de Controle B.7 é controldvel se a matriz de di-

mensao n X nm

A = [B|AB|A®B|...| A" ' B] (B.8)

tiver posto n.
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O teorema acima é, sem sombra de duvida, um dos teoremas mais utilizados
em teoria de controle para determinar a controlabilidade de um sistema linear
autoénomo. Sua importancia é tao grande que, podemos determinar a controla-
bilidade de um sistema nao linear auténomo, utilizando uma técnica de linea-
rizagao em torno de um ponto zg qualquer, levando em consideracao algumas
condigOes especiais que serao apresentadas posteriormente. Vamos elaborar um

protétipo tedrico de controle para um sistema linear autoénomo.

Definicao B.2.3 Seja (A, B) um sistema de controle linear auténomo. A ma-
triz

Or = /O ' S(r)BB*S*(r)dr,T > 0 (B.9)

serd chamada de Matriz de Controlabilidade do sistema (A, B) num intervalo
[0,T7].

A matriz da defini¢do acima é simétrica positiva definida, pois ela é a integral
de uma fungado matricial composta pelo produto da matriz S(r)B pela a sua

transposta. Vamos prosseguir com a proposicao abaixo.

Proposicao B.2.1 Assuma que para um T > 0 a matriz Qr de um sistema

autonomo linear (A, B) dado tenha posto mdzimo. Entdo

1. para zy, zy € R", o sistema (A, B) evolui do estado zy para o estado zy
em tempo T com o sequinte controle abaixo

a(t) = —B*S*(T — )Q7" (S(T)z0 — 25), t € [0,T); (B.10)

2. de todos os controles u € L1 ([0, T]; R™) que evoluem o sistema (A, B) do
estado zp para o estado zy, o controle i minimiza a integral fOT i(s)]]? ds.
Ainda,

/0 a(s)|| ds = (Q7'S(T)20 — 25, 5(T)z0 — zf) - (B.11)

Esta proposicao é um primeiro comentario sobre o formato de um controle que
evolui um sistema linear auténomo (A, B) de um estado para um outro, num de-
terminado periodo de tempo. Este conceito serd muito importante no Capitulo
2, onde iremos estudar amplamente métodos para determinar um controle 6timo
para um sistema qualquer, dado um funcional de critério. A controlabilidade
de sistemas lineares autonomos serd utilizada no estudo de controlabilidade de

sistemas de controle nao lineares auténomos, veja sua descricao geral abaixo

z(t) = F(z(t),v(t)), z(t) e R" e v(t) e R™ (B.12)
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O sistema acima, sobre determinadas condi¢oes que iremos demonstrar, pode
ser aproximado em torno de um ponto (zg,vo) = (z(to),v(to)) € K™ x R™ da
seguinte forma

2(t) = Jo(F) (o, v0)2(t) + Ju (F)(zg, vo)u(t), 2(t) = x(t) —x0 e u(t) = v(t) —vo

(B.13)
sendo J,(F)(xo,vg) a matriz jacobiana de F' em relacdo a variavel z no ponto
(z0,v0) € Jy(F)(xo,v0) a matriz jacobiana de F' em relagao a variavel v no ponto
(z0,v0). Basta agora provar em quais condigbes essa aproximacdo sera valida
para prosseguirmos com o estudo de controlabilidade de sistemas de controle
nao lineares auténomos, e para isso, iremos definir o conceito de controlabilidade
local.

Definigao B.2.4 O sistema B.12 serd localmente controldvel em T em tempo
T se para um dado € > 0 existir um § € (0,¢€), tal que para xo, x5 € Bs(Z) arbi-
trarios, existe um controle v definido no intervalo [0,t] C [0,T] com a trajetoria

da evolugio de xog a x5 em tempo t contida em B.(Z).

Este conceito de controlabilidade local serd muito tutil, do ponto de vista com-
putacional, para definirmos um controle 6timo para um dado sistema. Para
isso, basta conectar esse conceito a linearizagdo de um sistema qualquer. Veja
abaixo o teorma que garante a controlabilidade local de um sistema de controle

nao linear qualquer.

Teorema B.2.4 Assuma que a fungdo F da equagio B.12 seja diferencidvel e
com derivada continua numa vizinhanga de um ponto (T, @) tal que F(Z,u) = 0.
Se a linearizagdo do sistema B.12 for controldvel, entdo o sistema serd local-

mente controlavel em tempo T > 0 no ponto .



Apéndice C

Topicos de Teoria da Medida

Teorema C.0.5 (Teorema de Ascoli) Seja K um conjunto fechado de C((a, 8); R™).
Toda seqiiéncia de elementos de K contém uma subseqiiéncia convergente se, e
somente se

1. SUDtec(a,B],feK £ < +oo

2. para um € > 0, existe 6 > 0 tal que

[F(t) = f(s)l <& Vfe K (C.1)
eVt s € [a, 5] tal que |t — s| < 4.

Lema C.0.1 Assuma que D seja um subconjunto compacto de RP x R™ e seja
U uma projecio de D em RP. Entao existe uma fungdo de Borel v : ¥ — R™
tal que

(w,v(w)) € D para um w € V. (C.2)

Teorema C.0.6 (Teorema de Luzin) Se f : [a, 5] — R é uma funcgdo de Borel,
entdo para um arbitrario € > 0 existe um conjunto fechado T' C [, ] tal que a
medida de Lebesgue de [, B]/T € menor que € e f restrita a T' é uma fungdo
continua.
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