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Resumo

Segundo o Teorema de Baker, as orbitas periddicas repulsoras de uma
funcao inteira transcendente f formam um conjunto denso em J(f). Neste
trabalho apresentamos uma prova elementar deste fato, seguindo [5], e outra
prova alternativa usando o Teorema das Cinco Ilhas de Ahlfors. Em contraste
com a dinamica de funcoes racionais, verificamos que, em geral, nao vale o
Teorema das componentes nao-errantes no caso transcendente. No entanto,
seguindo [11][14]|23]|19], provamos que tal resultado pode ser estendido para
certas classes de fungoes inteiras transcendentes.

Palavras-chave: dinamica complexa, conjuntos errantes, conjuntos de Julia,

funcoes inteiras.
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Abstract

According to Baker’s theorem, the periodic orbits repellers of an entire
transcendental map f forms a dense set in J(f). At this work we present an
elementary proof of this fact following [5], and other alternative proof using
Ahlfors Five Islands Theorem. In contrast to the dynamics of rational maps, we
found that, in general, not worth the non-wandering components theorem for
entire transcendental maps. However, following [11][14][23][19], we prove that
this result can be extended to certain classes of transcendental entire maps.

Keywords: complex dynamics, wandering sets, Julia sets, entire maps.
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CAPITULO 1

Introducdo

Dado um automorfismo holomorfo f de uma superficie de Riemann S, tal
funcao induz, através de seus iterados, uma particao de S em dois subcon-
juntos invariantes conhecidos como conjuntos de Fatou e Julia. No primeiro,
a dinamica induzida pelo automorfismo é bastante simples, bem comportada.
No segundo, a dinamica é cadtica, isto é, pontos que comegam arbitrariamente
proximos, ap6s um certo tempo tornam-se distantes na métrica esférica. De
fato, diz-se que f restrita ao conjunto de Julia é sensivel as condi¢oes iniciais.

Por volta de 1918, Fatou e Julia escreveram, independentemente, longos
memoriais nos quais inicia-se a Teoria de iteracoes de funcoes racionais, parte
do que se conhece hoje por dindmica complera, baseando-se fortemente no
critério de normalidade desenvolvido por P. Montel. Um dos principais proble-
mas na area permaneceu sem solucao até 1982, quando Dennis Sullivan anun-
ciou seu famoso Teorema das Componentes nao-errantes. No caso de fungoes
inteiras transcendentes o problema foi solucionado, sob certas condicoes, por
Eremenko e Lyubich [19] em 1985, e de forma independente, por Goldberg e
Keen [23] no ano seguinte. Fatou [22] foi, provavelmente, o primeiro a escrever
um trabalho dedicado as iteracoes de funcgoes inteiras transcendentes; questoes
fundamentais permaneceram sem solucao. Baker foi o primeiro a apresentar
uma funcao inteira transcendente cujo conjunto estavel possui dominios er-
rantes. Isto mostra que é preciso impor certas restricoes sobre a funcao para
que valha um resultado do calibre do Teorema de Sullivan.

Outro problema fundamental sobre o conjunto de Julia de uma funcao in-
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teira transcendente permaneceu sem soluc¢ao até 1968 quando Baker [3] provou
que o conjunto das orbitas periodicas é denso no conjunto de Julia usando uma
poderosa ferramenta: o Teorema das Cinco Ilhas de Ahlfors. Mais tarde, em
1999, Bargmann |[5] apresentou uma nova demonstracdo utilizando-se apenas
de ferramentas simples de Analise Complexa, respondendo a uma das pergun-
tas colocadas por Bergweiler [10] em 1993. No artigo que acabamos de citar,
Bergweiler apresenta diversas perguntas sobre iteragoes de funcdes meromor-
fas, muitas das quais permanecem sem resposta até o presente momento.

Neste trabalho discutiremos os resultados supracitados e ainda, demon-
straremos diversas propriedades topologicas dos conjuntos de Fatou e Julia de
uma fung¢ao inteira transcendente.

No capitulo 2 apresentamos o comportamento local das funcdes holomorfas
descrevendo (sem provas) os principais resultados. No capitulo 3 descrevemos a
dicotomia Fatou-Julia associado a uma funcao holomorfa. Demonstramos que o
conjunto de Julia é transitivo e ainda, apresentamos um exemplo de uma funcao
inteira transcendente cujo conjunto de Julia é toda a esfera de Riemann, o que
responde afirmativamente uma antiga conjectura de Fatou. Provamos esse re-
sultado de duas formas; uma delas é elementar, seguindo Misiurewicz [25]. A
outra é muito simples mas faz uso de um "canhao": O Teorema de Classifi-
cacao das Componentes de Fatou. Ainda neste capitulo, descrevemos o papel
fundamental exercido pelo conjunto dos valores singulares de uma func¢ao in-
teira transcendente e, principalmente pela singularidade essencial (ponto no
infinito). Como consequéncia, demonstramos que toda componente de Fatou
ilimitada é simplesmente conexa. Apresentamos também, resultados funda-
mentais sobre certas classes de func¢oes inteiras transcendentes. Em particular,
demonstramos que funcgoes inteiras transcendentes cujo conjunto singular é
limitado nao admitem dominios de Baker em seu conjunto estavel.

No capitulo 4 apresentamos algumas propriedades topologicas fundamen-
tais de uma funcao inteira transcendente. O resultado principal consiste no
Teorema de Baker: o conjunto de Julia coincide com o fecho do conjunto dos
pontos periodicos repulsores. Apresentamos uma prova elementar desse fato e
outra demonstracao, essencialmente, devida a Baker utilizando-se do Teorema
das Cinco Ilhas de Ahlfors [12].

O capitulo 5 é dedicado a prova do Teorema de Sullivan. No capitulo 6, ap-
resentamos a prova do Teorema das Componentes nao-errantes para funcoes
criticamente finitas devido a Eremenko e Lyubich [19]. Seguindo Bergweiler

et all [11] estendemos esses resultados para uma certa classe de fungoes in-
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teiras transcendentes conhecida como FEremenko-Lyubich; esta classe consiste
das func¢oes criticamente limitadas cuja orbita futura do conjunto dos valores
singulares estd a uma distancia (euclidiana) positiva do conjunto de Julia. No
Apéndice incluimos o enunciado do famoso Teorema da Aplicacao Mensuravel

de Riemann, peca fundamental na prova do Teorema de Sullivan.
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CAPITULO 2

Dindmica Local

O primeiro passo para a descricao da dinamica induzida por uma aplicacao
é o estudo local das 6rbitas numa vizinhanca de seus pontos fixos. Nesta secao
apresentaremos os principais resultados acerca da existéncia de coordenadas
locais canodnicas nestes pontos fixos. Na secao seguinte mostraremos que estas

coordenadas exercem papel importante quanto & descricao da dinamica global.

2.1 Classificacao dos pontos fixos

Seja zp um ponto fixo de uma funcao holomorfa f. Note que podemos supor,
sem perda de generalidade, que 2y = 0 compondo a funcao f com translacoes

do plano, se necessario. Dessa forma podemos escrever localmente
_ 2 3
f(z) = Az +az"+azz"+ -+,

onde A = f/(0) é chamado autovalor do ponto fixo. A classificagdo de um ponto

fixo com autovalor valor \ é a seguinte:

(a) Atrator: [A| < 1. Um ponto fixo atrator é chamado superatrator (veja
figura 2.4) ou geometricamente atrator caso |A\| =0 ou 0 < |A| <1 (veja

figura 2.5), respectivamente.
(b) Repulsor: |A| > 1 (veja figura 2.1).

(¢) Racionalmente neutro: |[A\| =1 e A" = 1 para algum n € Z (veja figura
2.2).
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(d) Trracionalmente neutro: |A|] = 1 e A" # 1 para todo n € Z (veja figura
2.3).

Figura 2.1: z — 2,12 +0,8i2% (ponto firo repulsor).

7ri/8z

Figura 2.2: z — e — 23+ % (ponto fizo racionalmente neutro).

2.2 Pontos fixos repulsores e geometricamente

atratores

Lembramos que um ponto fixo zg de uma funcgao f é topologicamente atra-
tor se existe uma vizinhanca U de zy na qual os iterados de f estdo definidos e

a sequéncia { fr } converge uniformente para a funcao constante igual a z.

v
No caso em que f é holomorfa isto equivale a dizer que |f’'(z0)| < 1, de acordo
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Figura 2.3: 2z — e(ITVo)mi, 4 ;2 (ponto fizo irracionalmente neutro).

Figura 2.4: z — /222 4 0, 74ie%' 2% (ponto firo superatrator).

com a classificagdo dada acima no item (a). Da mesma forma, dizer que um
ponto fixo z é topologicamente repulsor é equivalente a dizer que |f'(z)| > 1
quando a funcao f é holomorfa.

Localmente, a dinamica em torno de um ponto fixo repulsor ou geometri-

camente atrator é descrita pelo seguinte resultado.

Teorema 1 (Kcenigs). Seja f um funcio holomorfa numa vizinhanga da
origem. Se f(0) = 0 e || é diferente de 0 e 1, entdo existe uma mudanga de
coordenadas locais w = ¢(z), com ¢(0) = 0, tal que po fo ¢t é a aplicacio
linear w —— Aw para todo w numa vizinhanca da origem. Além disso, ¢ é

unica a menos de multiplicacao por uma constante.

Dito de outra forma, o Teorema de Koenigs afirma que o diagrama a seguir
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Figura 2.5: 2 +— 0,9z — 23 4+ 0, 1z* (ponto fivo geometricamente atrator).

é comutativo.

U—"—f)
¢>J/ i¢>
C———C

2.3 Pontos fixos superatratores

Consideremos uma func¢ao holomorfa f que fixa a origem e tal que A = 0.
De acordo com a classificagao dos pontos fixos, a origem é um superatrator e

portanto, podemos escrever localmente

f(Z) = anZn -+ an+1zn+1 + -

para algum n > 1 e a, # 0. O inteiro n é chamado o grau local de f em zy = 0.
A dindmica numa vizinhanca da origem é caracterizada pelo Teorema a

seguir.

Teorema 2 (Boéttcher). Seja f uma fungao holomorfa numa vizinhanca da
origem tal que f(0) = 0, com autovalor X = 0. Entao existe uma mudang¢a
de coordenadas locais w = ¢(z), com ¢(0) = 0, que conjuga f com a func¢do
w — w" numa vizinhanca da origem. Além disso, ¢ € unica a menos de

multiplica¢iao por uma (n — 1)-raiz da unidade.

Préximo de um ponto fixo critico, f é conjugada a uma funcao poténcia de
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modo que o diagrama a seguir é comutativo, pelo Teorema de Bottcher.

U f(U)
¢l J{qﬁ
C C

2.4 Pontos fixos parabélicos

Consideremos a func¢ao f(z) = Az + @, 2™ + Gy 12™ ! + - -+ definida numa
vizinhan¢a da origem, com a,, # 0, e tal que o autovalor A é uma raiz da
unidade. Se nenhuma iterada da funcao f for a fungao identidade dizemos que
a origem é um ponto fixo parabélico. Segundo nossa classificacao, um ponto fixo
parabodlico é racionalmente neutro. Com isso, trocando f por alguma iterada,

se necessario, podemos assumir que A = 1.

Teorema 3 (Teorema da Flor Parabdlica). Suponha que
f(2) =2z +az™ + ampr 2™+ -

numa vizinhanca da origem, com a # 0 e m > 0. Para cada j = 0,1,...,m,
se
arga — 2mj

0]‘ =

m

entao existem m dominios
U; C {z €C;0; <argz < 9j+1},

j=0,1,...,m—1, com 0 € OU; e cujas fronteiras sao diferencidveis por partes

tangentes aos raios argz = 0; e argz = 011 tais que f(U;) C U; e f”‘U —0
J

quando n — oo para cada j =0,1,...,m — 1.

Os dominios Uj, no Teorema da Flor Parabolica, também sao chamados de

pétalas atratoras. As figuras 2.6, 2.7 e 2.8 ilustram o Teorema.

2.5 Pontos fixos irracionalmente neutros

Consideremos agora A\ = e*™¢ onde ( ¢ irracional. Uma questdo impor-
tante, mas dificil, é saber se a fun¢ao holomorfa f(z) = Az +a92® +azz>+- -,
definida numa vizinhanca da origem, é localmente linearizdvel. Tsto é, existe
uma mudanca de coordenadas locais z = ¢(w) que conjuga f a uma rotagao

irracional w —— Aw préximo da origem? Tal conjugacao deve ser uma solugao
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Figura 2.6: z — z + 2%,

Figura 2.7: z — —z + 2%

da equacao funcional f(¢(w)) = ¢(A\w) para w proximo de 0. Em caso afir-
mativo podemos supor que ¢'(0) = 1. Uma propriedade fundamental dessa
conjugacao é o fato de ser univalente num disco centrado na origem. Vamos
demonstrar essa afirmacao.

Vamos supor a existéncia de ¢ e tomar & e & tais que ¢(&) = ¢(&2).
Entao ¢(A"€1) = ¢(N"&y) para todo inteiro positivo n. Isto segue da equagao de
conjugacio. Como {\"} é denso no circulo unitario temos ¢(&,e'%) = ¢(&zet?)
para todo 6, e portanto, ¢(£12) = ¢(&2) para todo z € D. Derivando esta
equagao concluimos que & ¢'(§12) = ¢/ (€22) para todo z € D. Em particular,

calculando em z = 0 segue-se que & = &, 0 que demonstra a afirmacao.

Teorema 4. Seja f uma funcao holomorfa definida numa vizinhanca da origem
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Figura 2.8: Dindmica nas pétalas atratoras de z v z+2* e z +— —z+2* (veja [13],
pdg. 40).

e tal que O é um ponto fizo irracionalmente neutro. Entao f € localmente lin-

earizdvel se, e somente se, a sequéncia {f"} € uniformemente limitada numa

vizinhanca da origem.

Dizemos que um ponto fixo irracionalmente indiferente é de Siegel ou de
Cremer de acordo com a possibilidade de linearizagao local ou nao. A figura

(2.9) apresenta um ponto fixo de Siegel. Para uma discussao mais detalhada

Figura 2.9: Disco de Siegel (da galeria de Arnaud Cheritat): z — e*™¢(e* —1) com
(=¥3-!

2

veja [27]. A existéncia de pontos de Siegel e de Cremer é garantida pelos

resultados a seguir.

Teorema 5 (Cremer). Dados A no circulo unitdrio e d > 1, se a sequéncia
{IN — 1|7} ¢ ilimitada quando ¢ — oo, entdo menhum ponto firo, com

autovalor \, de uma funcao racional de grau d pode ser localmente linearizdvel.
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Teorema 6 (Siegel). Para Lebesgue quase todo 0 € [0,1), a fun¢ao quadrdtica

2 —s ™02 4 22 ¢ linearizdvel numa vizinhanca da origem.



CAPITULO 3

Conjuntos de Fatou e Julia

3.1 A dicotomia Fatou-Julia

Sejam S uma superficie de Riemann e f : S — S uma func¢ao holomorfa.
Denotaremos por f" a n-ésima iterada da fungao f, isto &, f°(2) := z, f}(z) :=
f(2) e indutivamente, f"(z) := f(f""'(2)) para n > 1. Estamos interessados
no caso em que S = C e [ nao se estende a esfera de Riemann como funcao
meromorfa. Desse modo f serd uma funcao inteira nao-polinomial, também
conhecida como inteira transcendente. O conjunto de tais funcoes serd deno-
tado por £ assim como o conjunto das fungoes racionais, de grau no minimo
dois, sera denotado por R. Se f € &£, o ponto no infinito é uma singularidade
essencial. O comportamento da fung¢ao f numa vizinhanca furada desse ponto
serd crucial no estudo que se segue.

Dizemos que um ponto zo € S pertence ao conjunto de Fatou F(f) de f se
existe uma vizinhanca U de z; tal que a sequéncia {f”!U} estd bem definida

e satisfaz uma das condicoes:

(a) possui uma subsequéncia que converge uniformemente nas partes com-

pactas de U,

(b) contém uma subsequéncia que diverge uniformemente nas partes com-
pactas de U, de modo que, as imagens de um subconjunto compacto de

U nao intersecta eventualmente qualquer subconjunto compacto de S.

No caso em que S é compacto, toda sequéncia possui uma subsequéncia

13
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convergente, e portanto, o caso (b) nao ocorre. Caso contrario, se tal vizinhanga
nao existe entdo dizemos que zy pertence ao conjunto de Julia J(f) de f.
Segue-se dessa definicdo que F(f) é aberto e J(f) é fechado. Um exemplo
classico que exibe essa dicotomia ¢ dado pela func¢ao f : z — 2% Aqui, J(f) =
Ste F(f) = @\SI. De fato, para todo z € D tem-se que f"(z) — 0 quando
n — o0o. Da mesma forma, f"(z) tende a oo quando n — oo, se z ¢ D. Isto
implica que D e @\]D) sao componentes do conjunto de Fatou de f. Por outro
lado, se 2y € S e U é uma vizinhanca qualquer de zy entdao toda funcao limite

da sequéncia {f"!U} ¢ descontinua em U N'S'. Tsto mostra que J(f) = S'.

Figura 3.1: z — 22 — 1.75488 (conewo).

Figura 3.2: z — 22 — 0.765 + 0.12i (totalmente desconezo).

Lema 1. Seja S uma superficie de Riemann hiperbolica e f : S — S uma

funcao holomorfa. Entao o conjunto de Julia de [ € vazio.

Demonstragao. [27] O
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Figura 3.3: 2 — 22 +0.39 + 0.14i (conezo).

Figura 3.4: z — 22 + (0.99 + 0.14i)z (curva de Jordan).

Definicao 1. Dada uma superficie de Riemann S e uma funcao f: S — S
holomorfa, dizemos que z e w estao na mesma grande Orbita por f se existem

m,n € N tais que f*(z) = f"(w). A grande drbita de z por f é definida por
GO(z, f) = {w €S f'(z) = f™(w), para algum m,n € Z}.
Observe que a relacao de grande 6rbita é uma relacdo de equivaléncia.

Teorema 7. O conjunto de Fatou de f € completamente invariante, isto €,
z € F(f) se, e somente se, f(z) € F(f).

Demonstragdao. Seja zg € F(f) e suponha que {f™T'} converge uniforme-
mente numa vizinhanca U de zp. Como f é uma aplicacdo aberta, {f™} con-
verge uniformemente numa vizinhanca f(U) de f(z9). Logo, f(z0) € F(f).
Agora, suponha que f(z9) € F(f) e assuma que {f" "'} converge uniforme-

mente numa vizinhanca U de f(zp). Seja V um aberto contendo zy tal que
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f(V) C U. Neste caso, {f™} converge uniformemente em V', vizinhanca de z,
e portanto, zy € F(f). O

Corolario 1. O conjunto de Julia J(f) é completamente invariante.

Segue-se imediatamente que se 2, pertence ao conjunto de Julia de f entao

GO(z0, f) C T(f)

Teorema 8. Para todo k > 0, o conjunto de Julia de f coincide com o conjunto
T (f*).

Demonstracao. Basta ver que {f"} é normal num aberto U se, e somente se,
{f**} é normal em U. Isto implica que F(f) = F(f*). O

No caso em que f € &, mostraremos a seguir que o conjunto de Julia é
perfeito e coincide com o fecho do conjunto dos pontos periddicos repulsores.

Por definigdo, um ponto zy é dito ponto periddico de f se f"(z9) = 2o, para
algum n > 0. O menor n que satisfaz essa condicado é chamado de periodo
minimal de zy, ou simplesmente periodo de zy. Para um ponto peridédico zy de
periodo n o nimero A := (f")'(z0) ¢ chamado de autovalor de zy. Dizemos que
um ponto n-periddico 2y é atrator, neutro ou repulsor se o médulo do autovalor
de zg for menor do que um, igual a um, ou maior do que um, respectivamente.
Se A = 0 dizemos que zo é um ponto periddico superatrator. No caso |A| = 1,
existe a € [0, 1] tal que A\ = e?™**. Dizemos que zq é racionalmente (irracional-
mente) indiferente se a é racional (irracional). Dizemos que zy é parabdlico se
A = 1. Localmente, a dinamica depende apenas do autovalor A\, nao sendo rele-
vante de f se estende a uma funcao racional ou inteira. Para mais informacoes
recomendamos [27], [13] e [6].

Teorema 9. Seja f € RUE. Entao, todo ponto periddico repulsor ou parabolico
de f pertence ao conjunto de Julia. Todo ponto periddico atrator ou supera-
trator pertence ao conjunto de Fatou. Um ponto periddico irracionalmente in-
diferente pertence ao conjunto de Fatou se, e somente se, fP € linearizdvel no

ponto fixo zg, isto €, a equagao de Schroder para fP em zg
bo 7=\
tem uma solucao.
Demonstragao. [25] O

Dizemos que um ponto zy € S ¢é excepcional por f se sua grande oOrbita

GO(20, f) &€ um conjunto finito. Usando o Teorema de Montel temos o
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Lema 2. (a) Se f € RUE entao o conjunto dos pontos excepcionais contém

no mdzimo dois pontos.
(b) Se f € & tem dois pontos excepcionais 0 e oo, entdao [ é da forma
f(z) = 2me,
onde m > 0 e g € uma funcao inteira.

Se f é inteira transcendente o conjunto dos pontos excepcionais é vazio ou
unitario no plano. No entanto, oo é sempre um ponto excepcional se f € £.
Na aplicagao z +— e*, por exemplo, temos dois pontos excepcionais (0 e 00).
Outro fato interessante é que, no caso f € R os pontos excepcionais sao pontos
periddicos superatratores, e portanto, pertencem ao conjunto de Fatou de f.
Se f € &, isto ndo ocorre em geral, como mostra que a aplicagao z — 2ze* (a

origem é um ponto fixo repulsor).

Demonstracao do Lema 2. Suponha que exista trés grande orbitas finitas e
distintas. A uniao dessas grandes 6rbitas formam um conjunto finito com mais
de trés pontos, e portanto, o complementar U em C ¢ uma superficie hiper-
bélica, com f(U) = U. Pelo Teorema de Montel {f”‘U

complementar estao contidos no conjunto de Fatou de f. Mas isto implica que

} € normal. Logo U e seu

J(f) é vazio, uma contradigao. Se zy # oo é um ponto excepcional de f entao
devemos ter f~1(z9) C {20}, pois qualquer outro ponto tem uma infinidade de
pré-imagens. Fazendo 2z = 0, existe m > 0 tal que f(2)/z™ # 0 para todo
z € C. Logo existe uma funcdo inteira g tal que f(2)/2™ = 9. E segue o
resultado. O

O resultado a seguir fornece outra caracterizagdo do conjunto de Julia.

Teorema 10. Seja f € RUE. Para todo ponto zo € J(f) néao-excepcional,

J(f)=1z; ["(2) = 20 para algum n > 0}.

Demonstra¢ao. Como J(f) é totalmente invariante e fechado temos que

J(f) 2{z; f(z) = 2z para algum n > 0}.

Por outro lado, tome zg € J(f) e U uma vizinhanca de zp, fixada. Como z

nao é excepcional, sua pré-orbita é infinita. Pelo Teorema de Montel,

U fMU)N{z; f*(z) = 2o para algum n > 0} # O,

n>0
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e portanto, U N {z ; f"(z) = z para algum n > 0} # @. Como z, e U sdo

arbitrarios, segue-se o resultado. [

-

Corolario 2. Genericamente a orbita positiva de qualquer ponto zo € J(f) €
densa em J(f).

Demonstragdo. Seja {B;} uma colegdo enumeravel de abertos formando uma

base para a topologia de C. Para cada J tal que B; N J(f) # O seja

Uj = U fﬁn(Bj>
n>0
Segue-se do Teorema 10 que o fecho do conjunto U; N J(f) coincide com o

conjunto de Julia de f. Agora basta considerar o conjunto residual
A:=(U;NT(f),
J

que é um subconjunto denso, pelo Teorema de Baire. Tome zy € A. Entao,

para cada j (como definido acima) existe n(j) tal que
"9(z) € BynJ(f) # 0.
Portanto a orbita de zy é densa no conjunto de Julia de f. O
O resultado a seguir é consequéncia imediata do Teorema de Montel.

Teorema 11. Seja Q) um conjunto totalmente invariante por f contendo pelo

menos trés pontos. Entao o conjunto de Julia J(f) estd contido no fecho de

Q.

Corolario 3. Dentre todos os conjuntos fechados e totalmente invariantes por
f contendo pelo menos trés pontos, o conjunto de Julia J(f) é o menor (no

sentido da inclusao).

Corolario 4. Seja ) a reunido de componentes de Fatou, totalmente invari-
ante por f. Entdo o conjunto de Julia J(f) coincide com a fronteira de

Q. Em particular, para toda componente de Fatou ) totalmente invariante,

J(f) = 0.

Teorema 12 (Transitividade). Sejam zy € J(f) C C arbitririo e N uma
vizinhanga arbitrdaria de zy. Entdo U = U FHN) € tal que T(f) C U e C\U

n>0
contém no mdximo dois pontos.
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Figura 3.5: Componente de Fatou totalmente invariante: z — z — 22.
Demonstra¢ao. Como o conjunto U é positivamente invariante, isto é, f(U) C
U, segue-se do Teorema de Montel que o conjunto @\U contém no maximo

dois pontos, pois caso contrario teriamos U C F(f) contrariando o fato zy €

ung(f). O

Corolario 5. Se f € RUE entao o conjunto de Julia possui interior vazio ou

coincide com a esfera de Riemann.

Demonstra¢ao. Suponha que exista um ponto interior zo € J(f). Isto implica
que existe uma vizinhanga N C J(f) de zy. Como J(f) é fechado e totalmente
invariante, segue-se do Teorema 12 que J(f) = C. O

O primeiro exemplo de uma funcao inteira transcendente com essa pro-
priedade foi dada por Baker [4] considerando a familia z +— Aze®. A seguir

mostraremos que J (¢?) = C, seguindo Misiurewicz [23].

Teorema 13. Seja f € RUE, a € J(f) e V uma vizinhanga arbitrdria
de a. Entao, para todo compacto K que nao contenha pontos excepcionais,

f™(V) D K para todo n suficientemente grande.

Demonstracao. Seja E o conjunto dos pontos excepcionais. Entao, para todo
aberto W contendo pontos de J(f) tem-se

U o>,

n>0
pois E é totalmente invariante. Em particular, isto vale para o aberto V.
Fixemos um ponto periédico repulsor zy € V', digamos de periodo ¢. Seja Vj

uma vizinhanca suficientemente pequena de zy contida em V tal que Vy C
f1(Vp). Se g := f? entdo

Vo Cg(Vo) C (Vo) C--- .
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Fazendo V; := f7(V;) temos que

Ud () oC\ED K,

k>0

paratodo j =0,1,...,¢q—1. Como K é compacto, paracada j =0,1,...,g—1
existe k(j) > 0 tal que K C ¢"¥)(V;). Tomando

k:=max{k(j); 0<j <q}
e N :=k-q temos que
K C g"(V;) = [*(V)) = [* (Vo) = [V (Vo)

para todo j = 0,1,...,¢ — 1. Mas isto implica que f"(Vy) D K para todo
n > N. Como Vi C V, segue-se o resultado. O

3.2 O Teorema de Misiurewicz

Consideraremos a funcdo inteira £ : C — C dada por E(z) = €.
Mostraremos que a familia { E" },,>0 ndo é normal em nenhum ponto. Com isso,
apresentamos uma fung¢do transcendental com conjunto de Fatou F(E) = O.

Observe que a oOrbita de todo ponto na reta real converge para o infinito.
Esse fato mostrar-se-4 um ingrediente fundamental na prova do resultado. De

agora em diante, E esté fixada e consideraremos os conjuntos
S .= {zec;um (2)] gg} ¢ H:={z€CRe (2)>4}.

A seguir, estudamos alguns propriedades geométricas da exponencial.

3.2.1 Geometria associada a funcao exponencial
Lema 3. Seja z € C. Entao |Im (E"(2))| < |(E™)'(2)].

Demonstra¢ao. Como E(z + iy) = € (cos y + isen y) e |sen y| < |y|, para
todo y € R (figura 3.6), temos que

Im (E(w))| = e*[sen y| = [E(w)| - [sen y| < |Im (w)] - [E(w)],

para todo w € C. Mas F(w) = E'(w), e com isso se w ¢ R entao

[Im (E(w))|

im (] = P00
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|||||||||||||m-lm
VI 1 2 3
] ¥
=14

Figura 3.6: grdficos das fungées x — senx e x — x no quadrado [—7,w| X [—7, 7].

Disto segue que, se E"(w) ¢ R entéo

Im (E"(w)| _ 7 [Im (E(E*(w))) ft)] = TT 1B (E*(w
Im (E(w))] g Im (E*(w))] <H|EE kl:[1|E(E())I-

Note que, se E"(w) ¢ R entao F’(w) ¢ R para todo j = 0,1,...,n — 1 pois
o eixo real é positivamente invariante. Por outro lado,

Im (E(w))| < [E(w)| = |E'(w)]
e portanto,

Im (E™(w))| < H |E/(E¥(w))| = |(E™) (w)].
O caso em que E"(w) € R esta tr1v1almente satisfeito. O
Lema 4. (a) Sez €S entao Re (E(z)) > Re () + (1 —log?2)
(b) Se z € C—R entdo existe n > 0 tal que E™(z) ¢ S.

Demonstracao. Para todo y € [—z q temos cos y > & (figura 3.7) e por

373 2
conseguinte, se x +y € S entao

1
Re (E(z + iy)) = e“cos y > Eex.

Seja ¢(z) := 3e” — x para todo z € R (figura 3.7). Entao ¢/(z) = e* — 1l e

portanto,
i%f o(z) = ¢p(log2) =1 — log 2.
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Assim, se z € S entao

Re (E(z)) > Re (2) + (1 — log2).

Isto prova o item (a).

Figura 3.7: A esquerda, as curvas y = cos x e 2y = |z|. A direita, o grifico de ¢.

Quanto ao item (b), suponha por absurdo que z € C—R e E"(z) € S para
todo n > 0. Como 1 — log2 > 0 segue do item (a) que Re (E*(2)) — +o0
quando k — 4oc0. Para todo y € [—3m, 37 temos [sen y| > 2|y| (figura 3.8).
Logo,

Im (B ()] > % ) 2 im (B(2))

para todo k > 0.

%eRe (E%(2))

Mas para k suficientemente grande, > 2 por (a), e com isso

limy Im (E*(2)) = oo, uma contradi¢ao (figura 3.9). O
No que segue, D,.(b) é o disco aberto {z € C; |z — b| < r}.

Lema 5. Sejan >0 tal que E"| v € wm homeomorfismo. Entdo E™(D,(b))

contém um disco com centro em E(b) e raio r - Din(g) I(E™)'].

Demonstra¢ao. Como E™ ¢ um homeomorfismo, E™(D, (b)) é um aberto

‘Dr(b)
que contém E(b) em seu interior. Seja R := distc(E(b), 0E(D,(b))). Se R =

~1
D (b)) seria constante. Podemos, entao,
™

oo, pelo Teorema de Liouville (E”
supor que R < oo (figura 3.10). Neste caso existe zp € OE(D,(b)) tal que
|E™(b) — 20| = R. Seja v o segmento ligando E"(b) a zo. Entao a curva 7y :=

(E”‘;l(b)(7)> conecta o ponto b ao ponto (E”‘D (b)> (20) € OD,(b), a qual

tem comprimento, no minimo, 7. No entanto, a expansio ou contracao que ~y
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Hd

Figura 3.8: As curvas y = |sen x| e my = 2|x|.

Y

Figura 3.9: ilustracao do item 2(b).

sofre, em qualquer direcao, coincide com o valor absoluto da derivada, pois

E" ®) é conforme. Portanto o comprimento de v é, pelo menos
r- inf |(E™)].
nf |(E")’
Observamos que um dominio é um subconjunto aberto e conexo.
Lema 6. Seja V C C um dominio nao-vazio. Entao, o conjunto
{n>0,E"(V)NS = 0}

¢ finito.
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b I (E?L

Figura 3.10

Demonstragdo. Por absurdo, suponha que exista uma sequéncia crescente (1) ;>0

tal que E™ (V) NS = 0, para todo j > 0. Entao, pelo Lema 3,
1 J
ir‘}f|(E”f)'| > <§7T> :
Basta ver que

(BM) ()] = [(B"+7 0 BW)(2)]
= J(EmY (B ()] (B ()

> m (@) (7)

1 Jj+1
> —TT ,
> (5)

por inducao em j. Portanto, dado r > 0 existe k£ > 0 suficientemente grande

de modo que
1 \*
r|(E™) ()] > (§7r> >

Consequentemente, se E”j‘ ¢ um homeomorfismo, para todo ;7 > 0, existe
v

k > 0 tal que E¥(V) contém um disco de raio 7. Entao existe m > 0 tal que

E*(V) intersecta a reta R + 27im (figura 3.11).

Se E™| mnao for um homeomorfismo, para algum 5 > 0, existem 2z e w
1%

em V, distintos, e k € {0,1,...,n; — 1} tais que ') = e#*®) ou melhor,
eP*(:)=E*w) — 1 Com isso, existe | € Z — {0} satisfazendo E*(z) — E*(w) =
27il. Como V ¢ um dominio nao-vazio, E¥(V) também o é. Isto implica que
Im (E*(V)) é conexo. Como diam(Im E*¥(V)) > 2, existem zg € V e m €
Z — {0} tais que E*(zp) € R + 2wim. Isto mostra que E¥(V) intersecta a reta
R + 27im. Em ambos os casos, BT (V) intersecta o eixo real. Logo, todos os

conjuntos E™ (V'), para n; > k + 1, intersectam o eixo real. Contradigdo. [
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Figura 3.11

Lema 7. Seja V um dominio ndao-vazio tal que o conjunto
{n>0;E"(V) C H}
é infinito. Entdo existe k > 0 tal que E*(V)NR # 0.

Demonstragdao. Por absurdo, suponha que E/(V)NR = @ para todo j > 0.

Considere o conjunto
W:={zeC|lm (2)| <21 e |[Im (E(2))| <2r}.

Afirmamos que E"(V)NOW = @ para todo n > 0. Com efeito, se zy :=
T+ iy € EY(V)NOW para algum [ > 0 entdo, |yo| = 27 e |Im (E(20))| < 27,
ou, |yo| < 27 e |Im (E(2))| = 27 (podendo ocorrer os dois casos). Note que a
tltima possibilidade implica que E?(z) € R o que contradiz o fato de z, estar

em alguma imagem de V. Quanto ao primeiro caso, temos que
2m < |lm (E(20))| = €™ [sen yo| = 0,

o que também é uma contradi¢do. Portanto devemos ter E™(V) N oW = O
para todo n > 0. Se um conjunto conexo A é disjunto de W entao A ou
E(A) é disjunto de S. De fato, se z € A e z ¢ W entdo |Im ()] > 27 ou
[Im (E(2))| > 2m. Se o primeiro caso ocorre, z ¢ S. Caso valha a segunda
possilidade, E(z) ¢ S. Como A é conexo e z € A foi escolhido arbitrariamente
segue-se que A ou F(A) é disjunto de S. Com isso, segue do Lema 6, que
apenas um numero finito de imagens de V' é disjunta de W. Portanto, existe

no > 0 tal que E™(V) C W para todo n > ng. Se

1
||mz|:§7r e Rez>4
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entao
1
lm (E(2))| = eR¢*|sen Im 2| > esen g > 24, 5= 2-4>2m.

Isto mostra que a fronteira de S é disjunta de W N H. Logo, todo subconjunto
conexo de W M H esta contido ou é disjunto de S.

Pelo que vimos acima, uma quantidade infinita de imagens de V' est& con-
tida em W N H. Pelo Lema 4(a) segue que E(W N H) C H. Assim, segue
do Lema 4(b), que uma quantidade infinita de imagens de V' esta contida em
H — S. Isto contradiz o Lema 6. [

Lema 8. Seja V' um dominio nao-vazio. Entao alguma imagem de V intersecta

0 eixro real.

Demonstragao. Por absurdo, suponha que E™(V)NR = @ para todo n > 0.
Pelo Teorema de Montel, {E”
1%

de um nimero finito, quase todas as imagens de V' intersectam o disco D :=

} ¢ uma familia normal. Pelo Lema 7, a menos

E(C —H) = {z € C;|2|] < e*}. Seja g o limite de alguma subsequéncia da

sequéncia {E”‘ } Entdo ¢g(V) intersecta D. Com efeito, seja (ng)r>o tal que
. >

lim, E™ = g e suponha que g(V) N D = @. Dado zy € V existe um dominio

2 C V contendo z tal que g(2) N D = @. Mas, para todo k suficientemente
grande E™(Q)ND # (. Portanto, limy, E™(Q)ND # 0, ou seja, g(Q)ND # 0.
Contradicao.

Seja z € g(V)N D. Se z € R existe k > 0 tal que ¢g*(z) € H. Caso z ¢ R

entdo, pelo Lema 4(b), existe k > 0 tal que ¢*(z) ¢ S. Portanto, existe uma

subsequéncia da sequéncia {E” } que converge para uma fun¢ao holomorfa

v
g e um ponto w € V tal que g(w) € H ou g(w) ¢ S. Entdo existe uma

vizinhanca conexa U de w tal que U C V e E"(U) C Hou E"(U)NS =0
para infinitos n’s. Logo, pelos Lemas 6 e 7, alguma imagem de U intersecta o

eixo real. Contradicao. O

3.2.2 O conjunto de Julia da funcao exponencial

Teorema 14 (Misiurewicz, 1981). J(E) = C.

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que F(FE) # . Entao existe um dominio

U nao-vazio tal que {E” } é¢ normal. Pelo Lema 8 o conjunto dos pontos de U
U

cujas Orbitas intersectam o eixo real é denso em U. Pelo Lema 4(a) as imagens

)

converge uniformemente para o infinito. Como E(C — H) é limitado, quase

de todos esses pontos convergem para o infinito. Logo, a sequéncia {E“




3.3 DOMINIOS DE FATOU 27

todos os conjuntos E"(U) estdao em H. Além disso, quase todos intersectam o
eixo real. Pelo Lema 4(b), uma infinidade desses conjuntos ndo estao contidos
em S. Como a fronteira de S é disjunta de W N H, uma quantidade infinita de
imagens de U nao esta contida em W. Logo, uma infinidade de imagens E™ (V)
nao esta contida na faixa {z € C;|Im z| < 27}. Consequentemente, uma quan-
tidade infinita delas, intersecta uma das retas R+7i. Mas, se z = v +7i, com
xr > 4, entao

4

0< E%(2)=FE(—e")=e <e® < 1.
Em outras palavras, a segunda imagem de qualquer uma dessas retas esta

contida em . Contradicao. m
Corolario 6. A funcao exponencial € topologicamente transitiva.

Demonstra¢ao. Sejam U e V abertos de C. Se E"(U)NV = @ para todon >0
entao {E”

o Teorema de Misiurewicz e termina a prova. ]

} é¢ uma familia normal, pelo Teorema de Montel. Isto contradiz
U

3.3 Dominios de Fatou

Seja S uma superficie de Riemann e f : S — S holomorfa. Suponha que €2

é uma componente p-periddica do conjunto de Fatou de f. O comportamento

de f™ em 2 é classificado de acordo com as seguintes possibilidades ( Teorema
de Classificagao |27]):

(a) Q contém um ponto periddico atrator zy de periodo p. Entao f"(z) —

2o quando n — oo, para todo z € €, é Q é chamada bacia de atragao

(imediata) de 2.

(b) 0 contém um ponto periodico zy de periodo p e f"P(z) — 2z, quando

n — oo, para todo z € Q. Entdo (f?)(z) = 1 se zp € C. Se zg = o©

entdo (¢?)'(0) = 1, onde g(z) = F1/2)

. Neste caso, () chama-se um

dominio de Leau ou parabdlico.

(c) Existe um homeomorfismo analitico ¢ : 2 — D tal que ¢o fPod~!(z) =

e’™y com a € R\Q. Neste caso, ) chama-se disco de Siegel.
(d) Existe um homeomorfismo analitico ¢ :  — A, onde A é um anel,
A={z1<|z| <r},

r > 1, tal que ¢ o fP o ¢ !(z) = e*™?z, com a € R\Q. Neste caso,

chama-se anel de Herman.
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(e) Existe zp € 09 tal que f"(z) — zy quando n — oo, para todo z € €,

mas fP(zp) ndo estd definido. Neste caso, 2 chama-se dominio de Baker.

Note que f € R nao admite dominios de Baker, diferentemente de funcao
inteiras transcendentes onde pode ocorrer dominios de Baker para zy =
oo (singularidade essencial). Mostraremos a seguir que para f € &£ o

conjunto de Fatou F(f) ndo contém anéis de Herman.

Exemplo 1 (Fatou). Considere a fung¢io f : z — 1+ z + e *. Se

z=x+ iy, com x > 0, entao
Re f(z)=x+1+e “cosy>a+1—e",

e portanto, o semi-plano H := {z € C ; Re z > 0} € invariante por f.

Por outro lado, seque-se do Teorema do Valor Médio que existe ¢ €]0, x|

T Cc

tal que 1 — e™™ = e “x, para x > 0. Fazendo \ := e ¢, concluimos que
Re f"(z2) > (1 + A\)"Re z para todo n > 0, onde Re z = x. Isto mostra

que H estd contido em um dominio de Baker.

Seja f uma funcao inteira. Dizemos que um ponto a € C é um valor
regular (ou nao-singular) da fun¢ao f~! se existe uma vizinhanga V de
a tal que f: f~1(V) — V é um recobrimento ndo-ramificado. O con-
junto dos valores singulares de f~! serd denotado por sing(f~!). Como
os automorfismos do plano sao da forma z — az + b, para toda funcao
inteira nao-linear tem-se que sing(f~') # @. Os valores singulares sao
dos seguintes tipos: valores criticos, valores assintdticos ou limites desses

pontos.

Definicao 2. Dizemos que uma singularidade a € C de f~1 é um valor
assintdtico se existe uma curva vy, com y(t) — oo quando t — o0, tal
que

f(r(t) —a

quando t — 00.

Por exemplo, a origem é valor assintotico para f : z — e*. Para ver isto
basta tomar y(t) = —t, t € R. No caso de fung¢oes racionais de grau
> 2 o conjunto dos valores singulares é discreto e contém apenas valores

criticos.

No que segue veremos que o conjunto sing(f 1) exerce papel fundamental

na estrutura das componentes (periodicas) do conjunto de Fatou.
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Teorema 15. Para toda f € RUE, a bacia tmediata de qualquer orbita

periodica atratora ou parabdlica contém um valor singular de f.

Demonstracao. Trocando f por algum iterado podemos supor que U é a
bacia imediata de um ponto fixo zg. Se zg for superatrator nao ha o que
fazer. Primeiro vamos assummir que 0 < |f’(29)| < 1. Entdo existe uma
vizinhanca V' de 2, simplesmente conexa, contida em U é uma funcao

holomorfa ¢ tal que
¢o f(z) = Ap(2),

onde A\ = f’(z). Entdao, ¢y = ¢~ é uma aplicagao conforme de uma
vizinhanga da origem sobre V| com 1(0) = z5. Caso nao existam valores
singulares de f em U, podemos estender ¢ (analiticamente) a uma fungao

holomorfa de C em U através da equacao

fo(z) =¢(Az).

Isto contradiz o Teorema de Liouville.

Suponha agora que f’(z9) = 1. Fixemos uma pétala atratora Uy em U.

Entao, existe uma aplicagao conforme ¢ : Uy — C tal que

¢o f(z) = ¢(z) +1

e ¢(Up) contém o semi-plano direito {z € C ; Rez > 0}. Se U N
sing(f~!) = @, podemos estender ¢ = ¢! a uma fun¢do holomorfa

de C em U através da equacao

fod(z) =¢(z+1),

novamente ccontradizendo o Teorema de Liouville. OJ

Os dominios de Baker nao contém, necessariamente, valores singulares.

21102 ¢ com 0 € R\Q linearizdvel.

Entio 0 estd contido em um disco de Siegel U. Como f~1(0) = {0},

podemos considerar f : C* — C*. Logo, a aplicacao

Exemplo 2. Suponha que f : z +— €

g:z—InA+z2+¢€°

satisfaz o diagrama de comuta¢do abaizo, onde A := f'(0). Com isso,

exp~ Y (U) é um dominio de Baker para g o qual € mapeado injetivamente



30

CONJUNTOS DE FATOU E JULIA 3.3

sobre si mesmo. De fato, sejam z,w € exp~ Y (U) tal que g(z) = g(w).
Neste caso,
f(e) = 9(z) — p9(w) — f(e"),

e como [ € injetiva em U temos que €& = e*. Como z + € = w + €,

seque-se que g € univalente em exp H(U).

C J C
expl lexp
C* - C*

Considere o conjunto

ST = f(sing(f ),
n>0
a oOrbita positiva do conjunto dos valores singulares de f.

Teorema 16. Seja {Uy,Us, ..., U,} um ciclo periddico de discos de Siegel
ou anéis de Herman de f € RUE. Entao

Oan c ST(f).

j=1

Para demonstrar o Teorema 16 precisaremos de alguns resultados pre-

liminares.

Lema 9. Fizemos um aberto conexo U C C e consideremos uma familia
S de ramos holomorfos de alguma sequéncia (f™)~' em U. Enldo § €

normal.

Demonstra¢ao. Podemos supor que U N J(f) # @, pois caso contrario
o resultado é imediato. Como o conjunto dos pontos peridédicos de f
é denso em J(f), existem conjuntos finitos A; e Ay disjuntos tais A,
contém pelo menos trés pontos e f(A;) = A, para cada j. Entdo, como
g(U\A,) N A; é vazio para todo g € §, § é normal em U\ A, para cada
J, e portanto, é normal em U = (U\A;) U (U\As). ]

Lema 10. Nas hipdteses do Lema 9, se UNF(f) # @ entao todo limite

de qualquer sequéncia convergente em § € constante.
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Demonstracao. Podemos supor que U é suficientemente pequeno. Seja
2o € UNF(f), e suponha que uma sequéncia {g;} de elementos de §
converge normalmente em U para uma funcao g nao-constante. Entao,
9(z0) € J(f), pelo Teorema de Weierstrass g ¢ holomorfa e pelo Teorema
de Hurwitz, g é univalente. Logo existe uma vizinhanca V' suficientemente
pequena de g(zg) tal que g;(U) D V para todo j grande. Se g; é um ramo

de (f9)~1, temos que n(j) — oo e
W) € 290 g,(U) = U,
Isto contradiz o Teorema 13. O

Demonstracao do Teorema 16. Trocando f? por f, se necessario, é su-
ficiente considerar um disco de Siegel ou anel de Herman U invariante.
Por absurdo, suponha que existe ( € OU e uma vizinhanca V > ( tal que
VOSJF—(f) = (. Como f‘U ¢ um automorfismo conforme sobre a imagem

U, podemos considerar
9:(f’U)71:U—>U'

Por hipétese podemos estender ¢g" a uma funcao holomorfa definida em
V. Pelo Lema 9, {¢"} é uma familia normal em V' e pelo Lema 10, toda
funcao limite de uma subsequéncia convergente deve ser constante. Mas
existe uma subsequéncia convergindo para a identidade sobre UNV, uma

contradicao. O

Quando um ponto periédico irracionalmente neutro pertence ao conjunto
de Julia de f € R U E dizemos que este é um ponto de Cremer de f. A

existéncia de tais pontos periodicos pode ser vista em |31] & pagina 40.

Teorema 17. Todo ponto de Cremer estd contido em ST(f).

Demonstracao. Novamente é suficiente considerar um ponto fixo irra-
cionalmente neutro zo € J(f). Suponha que existe uma vizinhanga

V 3 2y tal que
ST NV\{z} = 0.

Entao existe um ramo homolorfo g, de (f™)~! tal que g,(z0) = 2 para
todo n. Novamente pelos Lemas 9 e 10, existe uma subsequéncia de {g,}
convergindo para uma constante, o que contradiz o fato que |g/,(z0)| =
1. [
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3.3.1 Propriedades de fungoes Inteiras Transcendentes

Nesta secao descreveremos algumas propriedades basicas quanto a dinamica
de funcoes inteiras transcendentes e estudaremos algumas classes espe-
ciais de funcoes em &£. Em particular, apresentaremos uma nova demon-

stracao do Teorema de Misiurewicz.

Umas das diferencas fundamentais entre a dinamica de fungoes polino-
miais e fungdes inteiras transcendentes é que J(p) é compacto para todo

polinémio p, enquanto que para funcoes em £ temos a

Proposicao 1. O conjunto de Julia de uma funcao inteira transcendente

¢ ilimitado.

Demonstracao. Seja f € £. Como o conjunto de Julia de f ¢ infinito e f
omite no méximo dois pontos, pelo Teorema de Picard, existe ¢ € J(f)
valor nao-omitido. Seja U uma vizinhanca do ponto no infinito. Pelo
Teorema de Picard, existe n € U tal que f(n) = ¢ (veja figura 3.12). Por
outro lado, o conjunto de Julia J(f) é totalmente invariante, e portanto,
ne J(f). Logo, J(f) é ilimitado. O

Figura 3.12: Vizinhancas do ponto no infinito e de um ponto ndo-excepcional no

congunto de Julia.

Ao contrario das funcoes racionais, que admitem anéis de Herman no

conjunto de Fatou (figura 3.13), o conjunto de Fatou das fun¢oes inteiras
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transcendentes nao possuem anéis de Herman. Isto ¢ uma consequéncia

do Lema 1.

Iria. 2 2T Q
1+4+az

contém anéis de Herman.

Com efeito, suponha que H é um anel de Herman para f € £. Mas entao
{f™} é uniformemente limitada em H. Pelo Principio do Maximo, esta
sequéncia também é uniformemente limitada na componente limitada
de C\H, que possua vez contém pontos de J(f), uma contradi¢do. Em

resumo temos a

Proposicao 2. O conjunto de Fatou de uma funcdo inteira transcen-

dente nao contém ciclos de anéis de Herman.

Naturalmente pode existir componente multiplamente conexa no con-
junto de Fatou F(f). De fato, Baker [2|] mostrou que existem fungoes

com essas caracteristicas.

No que segue mostraremos que as componentes de Fatou de f € £ multi-
plamente conexas sao dominios errantes, e que as componentes ilimitadas
devem ser simplesmente conexas. No caso em que o conjunto dos valores
singulares de f é limitado, verificaremos que todas as componentes de Fa-
tou sao limitadas, isto é, nao existem dominios de Baker. Em particular,

este fato fornecerd uma nova prova do Teorema de Misiurewicz.

Defini¢ao 3. Se v é uma curva retificdvel em C entao, para a ¢ {v},

dz
n(a,”) :=/
’7 zZ— Qa

¢ chamado o indice de v em relagao ao ponto a. Se a =0, escreveremos

apenas n(y) = n(0,7).
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A grosso modo, o indice de uma curva em relagdo a um ponto é o ntimero

de voltas, contado com sinal, que esta curva da em torno do ponto.

Lema 11. Seja f € £ e U uma componente de F(f) multiplamente

conexa. Entao

(a) {f"} converge uniformemente para co nas partes compactas de U;

(b) n(v) > 0 para todo n suficientemente grande, onde v € uma curva

de Jordan nao-contrdtil em U.

Demonstragao. (a) Por absurdo suponha que exista alguma subsequén-
cia {7} uniformemente limitada nas partes compactas de U. Em par-
ticular existe M > 0 tal que |f"¥)(z)] < M sobre 4. Pelo Principio
do Maximo, essa desigualdade é valida nas componentes limitadas de
C\{7}, que por sua vez contém pontos de J(f). Isto contradiz o fato de
J(f) ser ilimitado.

(b) Suponha que exista uma subsequéncia { "™} tal que n(f"®(v)) =
0, para todo k. Pelo Principio do Argumento f™*) nio contém zeros no
interior da regiao limitada por ~, pois

1 dz 1 (k)Y (2
0= n(fn(k)W)) = ori /f"(k)ow ~ = i [y <ffn(k))(i))dz.

Pelo Principio do Minimo, para cada inteiro positivo k, existe z; € 7y tal

que
0 < [f"™ (z)] < |f"0(2)]

para todo z no interior de . Como v é um conjunto compacto contido em
U segue-se do item (a) que |f"*)(z;,)| — oo quando k — oc. Portanto,
k%) — o0, quando k — oo, no interior de ~. Isto contraria o fato de

existir pontos periédicos repulsores no interior de ~. O]

Lema 12. Suponha que f € € € limitada sobre uma curva I' que tende

para 0o, entdo toda componente de F(f) é simplesmente coneza.

Demonstracdo. Por absurdo suponha que exista uma componente de Fa-
tou U multiplamente conexa. Seja v uma curva de Jordan em U nao ho-
motopica a uma constante em U. Pelo Lema 11, existe uma subsequéncia
{n(k)} tal que f*®)(y)NT # @. Tome z, € f"*)(4)NT. Mas entdo, existe
wy € 7y tal que

Flz) = [ (),

e portanto, f(zx) — oo quando kK — oo, uma contradi¢ao. O
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Teorema 18 (Baker). Toda componente de Fatou ilimitada de uma

funcao inteira transcendente € simplesmente coneza.

Essa caracteristica difere o conjunto de Julia de fun¢oes transcendentes

e polinomiais.

Corolario 7. O conjunto de Julia de uma funcao inteira transcendente

nao pode ser totalmente desconexo.

Corolario 8. Seja f € £. Se F(f) contém uma componente ilimitada
entdao todas as componentes do conjunto de Fatou de f sdo simplesmente

conexras.

Demonstragao. Seja U uma componente F(f). Se for ilimitada, o resul-
tado segue do Teorema 18. Podemos assumir que U é uma componente
limitada. Entdo a sequéncia {f"} é uniformemente limitada em U e pelo

Lema 11, U ¢ simplesmente conexa. O

O resultado a seguir segue-se imediatamente do Lema 11 e do Teorema
18.

Teorema 19. Seja f € £. Toda componente nao-errante de F(f) €

simplesmente conexa.

Ainda sobre componentes multiplamente conexas em F(f), com f € &,

temos o

Corolario 9. Toda componente multiplamente conexa do conjunto de

Fatou de f € £ € um dominio errante.

Para demonstrar o Teorema 18 usaremos a famosa desigualdade de Har-

nack

Lema 13. Sejam Q C C um aberto conexo e h : @ — R uma funcao
harmonica positiva. Dado um compacto K C (), existe uma constante c

dependendo apenas de Q) e K, tal que
h(z) < ch(w)

para quaisquer z,w € K.
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Demonstracao do Teorema 18 . Seja f € £ e suponha que U é uma com-
ponente de F(f) multiplamente conexa. Seja 79 uma curva de Jordan
nao-homotoépica a um ponto em U. Pelo Lema 11 existe uma subsequén-
cia {n(k)} tal que y; := f™*)(y,) intersecta U para todo k € N. Segue-se
entao que vy, C U.

Seja 2 um dominio limitado contendo as curvas 7o e 1 e tal que Q C U.
Pelo Lema 11, | f"®)(2)| > 1, z € Q, para todo k. Logo,

hi(2) := log | f"¥ (2))]

¢ uma funcao harmonica positiva definida em 2, para cada k € N. Como
YoU7; € compacto, pela desigualdade de Harnack existe uma constante c
independente de n(k) tal que tal que hy(z) < chy(21) para todo z; € 7;,
j = 0,1, e qualquer k. Portanto, | f"®)(z)| < |f"® (2)|°.

Por outro lado, como vy, — oo, n(yx) > 0, e f € &, existe (i, € Y tal que
|£(G)| > |Ck|¢ para todo k. Fixado k, seja 2z € o tal que ¢ = f**)(z)

e considere z; := "W (z) € ;. Com isso temos que

[ )] > 10 (z0) %

uma contradigao. O

3.3.2 Classes especiais de funcoes inteiras

Considere o conjuntos das funcoes inteiras transcendentes f tais que o

conjunto ST(f) é limitado, isto &,
B:={fe€&; ST(f)élimitado}.

Nesta secao apresentaremos alguns resultados béasicos a respeito dessa
classe e como consequéncia obteremos uma demonstracao alternativa

para o Teorema de Misiurewicz.

Sejam f € Be R > 0 tal que ST(f) C Dg. Consideremos A := C\Dp, e
G := f71(A). Seja V uma componente de G.

Lema 14. O dominio V € simplesmente conexo e limitado por uma curva

analitica com extremos tendendo para oo.

Demonstracao. Seja V uma componente de G. Por definicao V' é um

dominio e f(V) = A. Se V fosse limitado, pelo Principio do Maximo
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existiria zop € dV C C tal que |f(z0)| > |f(z)] para todo z € V| isto
é, teriamos |f(zo)| > |w| para todo w € A, o que implicaria que A é
limitado, uma contradicao. Mostraremos que V' é simplesmente conexo

(figura 3.14). Observe que |f(z)| > R para todo z € V' e, em particular, f

Figura 3.14: O dominio V € ilimitado e simplesmente conezo.

nao se anula em V. Por absurdo suponha que 7 seja uma curva de Jordan
nao-contratil em V. Entao existe zy na componente conexa limitada por
tal que f(z9) < R. Pelo Principio do M6dulo Minimo, |f(zo)| > iIF1f lf| =
R, uma contradicao; isto mostra que V' é simplesmente conexo. Por outro
lado, segue-se do Grande Teorema de Picard que V nao é uma vizinhanga
do ponto no infinito pois a imagem de V' nao intersecta o disco unitério,

0 que mostra que oo € JV e termina a demonstracao. O

Como |f(z)] = R para todo z € T, o resultado a seguir é uma conse-

quéncia imediata do Lema (12).

Corolario 10. Se f € B entdo toda componente de F(f) € simplesmente

conexra.

Como V é simplesmente conexo e nao contém zeros de f podemos definir
um ramo holomorfo do logaritmo de f em V', isto é, uma func¢ao holo-

morfa ¢ sobre V tal que e¥ = f. Neste caso,
Re ¢(z) = log|f(z)| > log R,

e com isso, é possivel mostrar que ¢ : V — Hp é conforme e univalente,
onde
Hp = {zEC; Re z>logR}.
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Isto segue-se do fato que o ramo f~! : A — V da inversa de f em
V' é um recobrimento universal, e portanto, f é conforme e univalente
em V. Também podemos assumir que R é grande o suficiente para que
|f(0)] < R, isto é, 0 ¢ G. Logo exp é univalente em cada componente
de U := exp~}(G). Segue-se que existe uma fungao holomorfa F tal que

o diagrama 3.15 seja comutativo. Observe que F'(z) = 0 se, e somente

Figura 3.15: f oexp = expoF

se, f'(e*) = 0 para z € U, de certo que F é conforme e univalente em
cada componente W de U sobre o semi-plano Hg. Portanto, podemos
considerar a aplicacdo F~!' : Hp — W, um ramo da inversa de F.
Sejam zy € W e D o disco centrado em F'(z,) e raio Re F'(z) — log R.
Note que D C Hgi. Como F~! é univalente em Hp segue-se do Teorema

1/4 de Koebe (veja [13], por exemplo) que
1Y (F () |dist(F (), 0D) < dist (20, 0F (D)),

Por outro lado, sendo a funcao exp univalente em W, W nao contém

segmentos verticais de comprimento 27, o que implica que

dist (20, 0F (D)) <

pois F~1(D) c W. Como (F—l)’(F(zo)) = F’(lzo) segue-se que
|F'(20)| > %(Re F(z) —log R). (3.1)

Com essa desigualdade é possivel mostrar que nenhuma orbita em F(f)
tende para oo. Com efeito, suponha que f"(z) — oo quando n — oo,
para algum z € F(f). Isto implica que, para algum disco Dy := D,(z),
{ f"‘ Do} converge uniformemente para o ponto no infinito. Trocando z
por algum ponto em sua Orbita positiva podemos assumir que D, :=
f™(Dy) C G para todo n. Denote por Cy uma componente de exp~!(Dj)
e defina C,, := F"(Cy). Entao,

exp(Ch) = expoF™(Co) = f" o exp(Cy) = f*(Do) = Dn C G,
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e portanto C,, C U para todo n. Seja (s € Cy e defina ¢, := F"({p) € C,.
Agora denotemos que r, o raio do disco maximal centrado em (,, e contido

em C,,. Novamente pelo Teorema 1/4 de Koebe,

it (G0 0D, (G)) < dis(F(G.). D (D (G.).

Como dis (f<Cn>> af(DTn(Cn))) = dis (CTL+17 af(DTn(Cn))) < Thi1, Segue-se
que

1
T'n+1 Z ern|f/(<—n)|
Da equacao (3.1) e sabendo que Re ¢, converge uniformemente para oo
em Cy, temos que |F'((,)| — oo, que por sua vez implica r, — oc.
Em particular, algum dominio C,, contém um segmento vertical de com-
primento 27, uma contradicao. Em resumo, demonstramos o seguinte

resultado.

Teorema 20. Se f € B entao {f™(z)}n>0 nao converge para oo, para
todo z € F(f).

Corolario 11. Se f € B entiao F(f) nao contém dominios de Baker.

Do Lema (11) segue imediatamente o

Corolario 12. Se f € B entao toda componente de F(f) € simplesmente

conexra.

Estamos interessados principalmente em estudar fungoes inteiras tran-

scendentes com conjunto singular finito, isto é, o conjunto

S = {f € & ; sing(f~') ¢ um conjunto ﬁnito}‘

sen z
Note que § C B e a funcao z —

pertence ao conjunto B\S. Um
dos principais resultados deste trabalho é o Teorema das componentes
nao-errantes para funcoes em S. Mostraremos que se f € S entao toda

componente do conjunto de Fatou de f é pré-periddica. Disto segue-se o

Teorema 21. Se f € S e F(f) # O, entdo a orbita de qualquer z € F(f)
estd eventualmente contida em uma bacia de atracao imediata, uma bacia

parabdlica imediata ou um ciclo de discos de Siegel.

Em particular, obtemos o

Teorema 22. Seja f € S e suponha que sing(f~1) é pré-periddico ou

converge para co. Entao J(f) = C.
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Como consequéncia obtemos, novamente, o

Corolario 13 (Teorema de Misiurewicz). O conjunto de Fatou de

z — exp(z) € vazio.



CAPITULO 4

Propriedades fundamentais de 7 (f)

No caso de fungoes racionais, existem diferentes demonstracoes para o
fato do conjunto de Julia ser o fecho das orbitas periédicas repulsoras.
Milnor [27] apresenta duas provas, devido a Fatou e Julia. Mas nenhuma
delas se aplica ao caso transcendente. Com efeito, na prova de Fatou,
primeiro mostrou-se que o numero de pontos periédicos atratores e neu-
tros é finito e depois verificou-se que todo ponto no conjunto de Julia
pode ser aproximado por pontos periodicos, o que implica o resultado. A
aplicagao z — 1+ z +e® mostra que o primeiro argumento nao é valido

no caso de funcoes inteiras transcendentes.
Seguindo [30] e [5], apresentamos uma prova elementar desse resultado.

Seja f : C — C uma fungao inteira transcendente. O objetivo desta
secao ¢ demonstrar as seguintes propriedades bésicas a respeito do con-

junto de Julia da funcao f.

Teorema 23. J(f) € um conjunto perfeito, isto é, um conjunto fechado,

nao-vazio € que nao contém pontos isolados.

Teorema 24. J(f) € o fecho do conjunto de todos os pontos periddicos

repulsores.

Considere o conjunto dos pontos que escapam para oo, isto é,

I(f) := {z €eC; lim f*(2) = oo}.

n—oo

41
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Se f fosse um polindémio, I(f) seria exatamente a bacia de atragao do
ponto fixo (superatrator) oo, e neste caso teriamos J(f) = 9I(f) (veja
[6]). No caso em que estamos interessados, f € &, a situacdo é mais
complicada. Em [21], Eremenko usa o Teorema de Wiman-Valiron para

demonstrar o

Teorema 25. Para toda f € &, I(f) # 0.

Em particular, segue-se que I(f) é infinito pois é totalmente invariante
invariante, e por sua vez, temos que JI(f) C J(f). Por outro lado,
afirmamos que OI(f) D J(f). Para ver isto, tome z € J(f) e V uma
vizinhanga arbitraria de z. Seja zy € 1(f) e defina z; = f(29). Note que
I(f) ndo contém pontos periodicos, e portanto z; = f(29) # zo. Como
f omite no maximo um ponto no plano complexo, segue-se do Teorema
13 que existe z, € V e k > 0 tal que f*(z.) = 20 ou f*(z.) = 2. Logo,
z. € I(f). Como o interior do conjunto dos pontos que escapam para oo
esta contido no conjunto de Fatou de f, segue-se que 9I(f) C J(f). Em

resumo, obtemos o

Teorema 26. Se f € uma funcao inteira entao J(f) = 0I(f).

No caso da fungdo f : z — 14+z+e7 %, I(f) contém o semi-plano Re z > 0

e portanto,

Int(I(f)) # O.

No entanto, no caso em que f é um polinomio tem-se I(f) N T (f) = @
de acordo com a observacao que fizemos acima. Para func¢oes inteiras

transcendentes temos o seguinte

Teorema 27 ([21],[28]). Para qualquer f € €, [(f)NT(f) # 0.

4.1 O conjunto J(f) é perfeito

Para demonstrar o Teorema (23) uma das principais dificuldades é mostrar
que o conjunto de Julia é nao-vazio. No caso em que f é racional de grau
maior do que 1, uma demonstracao pode ser feita como se segue. Se
o conjunto de Julia fosse vazio existiria uma subsequéncia (n;) tal que
f" — g uniformemente em C. Pelo Teorema de Weierstrass, g se-

ria racional. Mas deg (f™) — oo quando j — oo, uma contradigao.
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Outra forma de ver isto seria mostrar que J(f) contém um ponto fixo
repulsor ou de autovalor 1. Ambos métodos nao podem ser aplicados

neste caso.

Teorema 28 (Radstrém [30]). Seja f : C* — C* uma fun¢do holo-

morfa transcendente. Entdao J(f) € infinito.

Demonstra¢ao. Suponha que o conjunto J(f) é finito, possivelmente
vazio. Neste caso o conjunto de Fatou de f é um conjunto aberto e
conexo. Suponha também, sem perda de generalidade, que oo é uma sin-
gularidade essencial de f. Note que 0 é uma singularidade isolada de f.

Se a origem for uma singularidade essencial de f, as equacoes

F(z)=0e f(z) =

nao admitem solugao alguma. Caso contrario, uma delas admite uma
tnica solugao. Pelo Teorema de Picard, a equacdo f(z) — z = 0 admite
infinitas solucoes que se acumulam em 0, se a origem for uma singular-
idade essencial, e em oo. Todas as solucoes, exceto um numero finito,
estdo em F(f), ja que o conjunto J(f) é finito, por hipotese. Sejam zj e
wy, duas destas solucoes. Entao 2, é atrator ou é o centro de um dominio

de rotacao.

Suponha que zj seja atrator. Entao {f™} converge normalmente para z

em F(f). Em particular, wy = lim,,_, f"(wg) = 20, uma contradicao.

Se zg for o centro de um dominio de rotagao, existe uma sequéncia (ny)nen
tal que f™(z) — 2, quando k — oo, em F(f). Seja a € F(f)\{z0}
tal que f(a) = zo. A existéncia de « é garantida pelo Teorema de Picard.

Com isso, zp = limy_ f™ (@) = a, outra contradigao. O

O Teorema (28) sera util para demonstrar a seguinte propriedade.

Lema 15. O conjunto de Julia de uma funcao inteira transcendente nao

contém pontos isolados.

Demonstragao. Seja f € £ e vamos assumir que J(f) # . Primeiro
mostraremos que J(f) ¢ infinito e depois, que nao contém pontos isola-
dos. Seja z € J(f) e assuma que J(f) ¢ finito. Como f~'(w) € J(f)
para todo w € J(f), segue-se que todo ponto de J(f) é excepcional. Pelo

Teorema de Picard existe no maximo um ponto excepcional de f no plano
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complexo, e portanto J(f) = {z}. Conjugando f com uma translagio,
oG —Cré

uma fungao holomorfa transcendente, e pelo Teorema (28), J (f C*) é

se necessario, podemos assumir que z = 0. Assim, f

nao-vazio. Disto segue-se que J(f)\{0} # 0, uma contradigao.

Portanto, o conjunto é J(f) infinito. Sejam zy € J(f) e U uma viz-
inhanga de zy. Considere os pontos 21, 29,23 € J(f)\O(20), distintos.
Como {f"‘U} nao é normal, z; € O*(U) para algum j € {1, 2, 3}. Logo,
O~ () NU\{z} # 0. Como O~ (z;) C J(f) segue-se que

J () NU\z0} # 0.

E portanto, zo nao é isolado. O

Agora o Teorema (23) segue imediatamente do Lema (15) e da Proposicao

a seguir.

Proposicao 3. O conjunto de Julia J(f) é nao vazio.

Para demonstrar a Proposi¢ao (3), serao necessarios dois resultados pre-

liminares.

Lema 16. Seja g uma funcdo inteira tal que g # ide e (¢°—idc)/(g—idc)

é constante. Entao g € um polinémio de grau < 1.

Demonstracao. Podemos assumir que g nao é constante, pois caso con-

trario a conclusao é imediata. Seja a € C tal que
g* —ide = a(g — ide). (4.1)

Se a = 0, g = id¢ e portanto, ¢g ¢ injetora. Segue-se dai que g é um
isomorfismo conforme e portanto, um polinémio de grau < 1. Se oo = 1,

g? = g. E portanto,
9'(2)(d'(g9(2)) — 1) = 0, para todo z € C.

Logo, g é constante ou g = idc. Com isso, podemos assumir que o ¢
{0,1}. Da equagao (4.1) obtemos

§(z) g og(z) —1=a(g(z) — 1), para todo z € C,

e portanto, ¢'(2)(¢ 0 g(z) — ) = 1 — a para todo z € C. Como o # 1, ¢’
omite 0 e ¢’ o g omite o # 0. Pelo Teorema de Picard, ¢’ o g é constante.

Logo, g € um polinémio de grau < 1. O
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Lema 17. Seja g uma funcao inteira tal que g(0) = 0, |¢'(0)] < 1 e
lim,, .o ¢" = 0 localmente uniformente em C. Entao g(z) = ¢'(0)z, para
todo z € C.

Dada uma fungdo inteira h, denotaremos por M (r, h) o moédulo maximo
de h na fronteira do disco D,. Na demonstragdo do Lema (17) usaremos

o Teorema a seguir.

Teorema 29 (Bohr). Seja H o conjunto das fungoes holomorfas h :
D — C tais que h(0) =0 e M(1/2,h) > 1. Para cada h € H, seja

c(h) :=sup{r > 0; 0D, C h(D)}.
Entao inf{c(h) ; h € H} > 0.

Demonstra¢ao. Por absurdo, suponha que inf{c(h) ; h € H} = 0. Isto
significa que existe uma sequéncia {h,} em H tal que

lim ¢(h,) = 0.

n—oo

Entdo, para todo n € N suficientemente grande, existem pontos z;(n) €
0D e z3(n) € 0Dy omitidos por h,. Por outro lado, existe uma tnica
transformagao afim ,, que aplica z1(n) e zo(n) em 1 e 2, respectivamente.
Em particular, a fun¢ao holomorfa ¢, o h, : D — C omite os pontos
1 e 2, o que implica que a familia {p, o f,} é normal, pelo Teorema de
Montel. Tomando uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que

z;j(n) — z; quando n — oo. Explicitamente temos

z—z1(n)

22(n) — z1(n) 1

‘zpn(z) =

Isto implica que ¢,, converge uniformemente para uma funcao afim ¢
tal que p(z1) = 1 e p(22) = 2. Novamente, tomando uma subsequéncia,
se preciso for, assumiremos que ¢, o h, — ¢ uniformente nas partes
compactas do disco unitario. Agora, considere a funcio h = ¢! og.
Entao,

li7ILn h, = h};n [gp_l o (¢n 0 hn)} = h.

n

Logo, h, converge para h uniformemente nas partes compactas de D.
Pelo Teorema de Hurwitz, h € H. Portanto h nao é constante e, por
sua vez, isto implica que existe 7 > 0 tal que 0D, C h(ID;/3). Como

lime(h,) = 0, para cada n > 0 suficientemente grande, existe w, ¢
n
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hn(D) tal que w, — 0 quando n — oo. Considere a fun¢ao dada por
gn(2) := h,(2) — w, para todo z € D. Note que g, — h uniformemente
nas partes compactas do disco unitario e cada g, nao possui zeros em
D. Novamente pelo Teorema de Hurwitz a funcao h nao possui zeros no

disco Dy /3, e com isso chegamos a uma contradigao. O

Demonstracao do Lema 17. Sem perda de generalidade, podemos assumir
que g nao é constante. Como |¢'(0)| < 1, existe r > 0 tal que g(ID,) C D,.

Para cada n € N considere
D, :=¢g"(D,) e r,:=sup{p; 0D, C D,}.

Observe que, se z € D,, entao ¢""!(z) € g(D,) C D,. Portanto, D,, C
D, 1 para cada n € N. Além disso, dado z € C existe k£ > 0 tal que

g*(z) € D,, e com isso concluimos que U D,, = C. Logo, (rn)nen € uma

neN
sequéncia crescente satisfazendo lim,, .. 7, = oo. A ultima afirmacao

pode ser verificada da seguinte forma. Como 7, > r,,; para todo n,
podemos considerar o nimero real estendido (pode ser co) r, := sup{r, }.
Por absurdo, suponha que r, < oo. Isto implica que, para cada n:L existe
2z, € 0D, tal que z, ¢ D,,. Tomando uma subsequéncia, se necessario,
podemos assumir que z, — z, € JD,,. Por um lado, existe N > 0 tal
que z, € Uy. Por outro lado, para todo m > 0 suficientemente grande,
Zm €sta proximo de z,. Mas, se m > N temos que z,, € Dy C D,,, uma
contradi¢ao. Isto mostra que a sequéncia {r,} nao pode ser limitada. E
ainda, para cadan € Ne z € D, _, existe s €]|z],r,[ tal que 9D; C D,,.
Por sua vez, isto implica que ¢"(9D;) C D, e pelo principio do méximo,
g"(z) € D,. Com isso verificamos que z € D,. O que acabamos de

demonstrar é que

r, =max{s>0; Dy C D,}.

Agora, para cada n € N, sejam s,, :==1,/2 e h, : D — C definida por

9(28,2)
hn(z) = —M(sn, Pl

Note que h,(0) =0e M(1/2,h,) =1 para todo n € N. Pelo Teorema de
Bohr existe ¢ > 0 tal que, para cada n € N, existe t,, > c¢ satisfazendo

oDy, C h,(D). Logo, para cada n € N,

aDt”M(s’ﬂvg) C g(Drn) C g(Dn) C D’I’L—l C Dn;
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o que por definicao de r, implica que

cM(Sp,g) < taM(sn,q) < 1y =28,.

M (sn, o o
Portanto, (M) ¢ uma sequéncia limitada. Isto implica que a
Sn neN
funcao ¢ : C — C definida por
/
—4'(0
o= 9 =902 ) =0

z

satisfaz, para cada n € N, M(s,, ¢) < C para alguma constante C' > 0.
Como a fun¢io ¢ é continua no plano e holomorfa em C\{0}, segue-se que
¢ ¢ inteira, e pelo Teorema de Liouville, ¢ é constante. Isto mostra que

¢ é identicamente nula, ja que ¢(0) = 0, o que conclui o resultado. [

Demonstracao da Proposicao 3. Como f é inteira transcendente, segue-
se do Lema (16) que g := (f? —id¢)/(f — idc) é uma fungao meromorfa
nao-constante. Pelo Teorema de Picard concluimos que g~'({0,1,00}) #
0. Isto implica que f possui um ponto periédico p € C. Podemos assumir
que p=0e f(0) =0. Se 0 € J(f), ndo ha o que fazer. Caso contrério,
0 € F(f) e portanto, |f'(0)] < 1. Seja U a componente de F(f) que

contém 0.

Se |f(0)| = 1, pelo Teorema de Weierstrass, toda func¢ao limite da se-
quéncia {f”|U}neN ¢ diferente de constante. Suponha que % — ¢ para
z € U quando j — oo. Entao fm"+1 " (z) — z para z € U. E portanto,
f’U é injetiva. Como f é transcendente, U # C e portanto, J(f) # O.

Se |f'(0)|] < 1 entao segue do Lema (17) que U # C, e portanto, J(f) #
Q. O

4.2 Caracterizacao do conjunto de Julia

A demonstragao do Teorema 24 serd dividida nos resultados a seguir.

Lema 18. Se p € um ponto periddico repulsor de f de periodo n, entao

peJf)
Demonstracao. De fato, segue-se da regra da cadeia que

(/™)' (p)] — o0
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quando k — co. Pelo Teorema de Weierstrass, a familia { f"* ; k € N}
nao é normal em p, e portanto, p pertence ao conjunto de Julia de f",

que por sua vez coincide com o conjunto J(f). O

Como J(f) é fechado, o Lema acima implica que o fecho do conjunto
dos pontos periddicos, estd contido no conjunto de Julia de f. Agora,
basta demonstrar a inclusao contréaria. Para tanto, considere o conjunto
M C J(f) dos pontos recorrentes mas nao-periédicos. Dito de outra
forma, z € M se, e somente se, existe (ng)ren tal que limg ., f™(2) = 2
e f"(z) # z para todo n > 0.

Proposicao 4. M estd contido no fecho do conjunto dos pontos peridodi-

cos repulsores de f.

Para demonstrar a Proposi¢ao (4), usaremos uma adaptacao do famoso

Lema de Zalcman:

Lema 19 (Zalcman [35]). Seja § uma familia de func¢oes meromorfas
em um aberto conexo Q2 C C. Seja zg € ) tal que § nao € normal em
20. Entao existem sequéncias {fulnen em §, {zn}nen em Q e {pntnen
em Ry, e uma funcao meromorfa nao-constante g : C — C tais que

lim,, o0 2, = 20, limy, oo prn = 0 € a Sequéncia

(fn o (pnld(c + Zn))neN

converge para g localmente uniformemente em C.

Como uma ilustracao desse resultado, considere a familia
F:={fi:D—C; fi(z) = 22)",k > 0}

de fungoes holomorfas no disco unitério. Observe que § nao é normal em

a

_ 1 Qi _
20 = 5. Sejam pp = or

e zp = % para todo k > 0 e a € R positivo. Entao,

Jr(ze + pr2) = (1 + a—;)k — exp(az),

quando k — oo.

Para demonstrar o Lema de Zalcman lembramos que, se f : Q C C — C

¢ meromorfa definimos a derivada esférica de f em z € €2 como sendo

NI
&= E
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O Critério de Marty diz que uma familia § de funcées meromorfas em
um dominio € do plano complexo é normal se, e somente se, " é uni-

formemente limitada em cada subconjunto compacto de €2, onde
7 ={f"; f e}

Demonstracao do Lema de Zalcman. Seja r > 0 tal que m c Q.
Pelo Critério de Marty, para cada n > 0, existe w,, € m e fn €T
tais que

ff(wn) > n.

Observe que lim,, .o w, = 2o e lim, . f7(w,) = co. A menos de com-
Z— 20

posicao com uma funcao do tipo z —— podemos assumir, sem
r
perda de generalidade, que 2g = 0 e D,.(z) = D. Como f# é continua no

fecho do disco unitario existe z, € D tal que
f#(zn>(1 — |2al) = Ry

onde
R, := max{f#(2)(1 — |2|); z € D}.

Como R, > f#(w,)(1 — |w,|) temos que R, — oo, quando n — oo.

Para
1 1 — |z
pn = =
f#(2n) R,
obtemos p, — 0, quando n — oo. Note que D, g, (2,) C D, para todo

n € N.

As funcoes
estao definidas em

ja que nessas condicoes,
|pnz + 2n| < pul2| + |20l = pulz] + (1 = Rupn) < 1.

Dado R > 0, tome n suficientemente grande de modo que R, > R.
Entao, g, esta definida em |z| < R e
# — # I,
9 (2) = pufy (pnz + 2n) < an-
Como

pu(Ry — R) =1—[z,| = pp R < 1 — |20 + puz|
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temos que
R, 1

# < —
ZAQ I Ty Ty oY)

para |z| < R. Pelo Critério de Marty {g,} é¢ normal em Dg. Tomando uma

subsequéncia se necessario podemos assumir que g, — ¢ normalmente,

onde g : C — C é meromorfa e ainda,

pois g7 (0) = 1 para todo n € N. O

Demonstracao da Proposicao 4. Sejam zg € M e  C C uma vizinhanca
de zy. Pelo Lema de Zalcman existem uma sequéncia estritamente cres-
cente a(n) € N, sequéncias {z,}neny em Q e {p,}ney em Ry, e uma
funcao meromorfa nao-constante g : C — C tais que lim,,_,o 2, = 2o,
lim, .oopn=0¢

lim (" o (puide +2,)) = g.

n—oo

Como zy € M e g nao é constante, segue-se do Pequeno Teorema de
Picard que existe j > 0 tal que f7(zy) € QNg(C). Sejaw € C satisfazendo

g(w) = fI(z). Entao existe uma vizinhanga V de w tal que

g(V) € Q\{z}

e ¢'(v) # 0 para cada v € V\{w}.

Como zp € M, fi(z) € M. Sendo g(w) = f7(z) existe i > j tal
que fi(zg) estd proximo de g(w). Portanto, existe v € V\{w} tal que
g(v) = f'(zy). Em particular, v ¢ um zero isolado da fungao

h:=g— f(z)= lim (fa(”) o (pnidc + 2,) — f o (puide + 2,)).

n—oo

Assim, o Teorema de Hurwitz implica que existe uma sequéncia {v, }nen

tal que lim,, ., v, =v e

fa(n) (pnvn + Zn) - fi(pnvn + Zn) =0

para todo n € N suficientemente grande. Portanto, p, := f*(pnvn + 2n)
é um ponto fixo de f*™~% para todo n € N grande. Pelo Teorema de

Weierstrass e a regra da cadeia, obtemos

g'(v) = lim (f*™o(ppidetz,)) (v) = lim ((f*7) (pa)-(f) (pavnt20)pn).-

n—oo n—oo
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Note que

lim ((fi)/(pnvn + zn)pn) = (fi)/(zo) nhjgo pn = 0.

n—oo

Como v € V\{w}, temos que ¢'(v) # 0. Disto segue-se que

lim |(f*"7) (pa)| = o0,

n—oo

e portanto, p, é repulsor para todo n suficientemente grande. Finalmente,

como
lim p, = lim f*(pvn + 2,) = f'(20) € Q,
n—oo n—oo
vemos que {2 contém um ponto peridédico repulsor de f. O

O Teorema (24) agora segue imediatamente do Lema (18), da Proposic¢ao

(4) e do Lema a seguir.

Lema 20. M ¢ denso em J(f).

Demonstrac¢ao. Considere o conjunto
A:={z€J(f); O (z) & denso J(f)}.

Note que os pontos periodicos repulsores nao estao contidos em A e
ainda, o conjunto A esta contido em M. Pelo Corolario (2), A é denso
no conjunto de Julia de f. Portanto M é denso em J(f). O

Alternativamente, podemos demonstrar o Teorema (24) como uma apli-

cagao do famoso Teorema das Cinco Ilhas de Ahlfors [9].

4.3 O Teorema de Baker: prova alternativa

A seguir apresentamos uma demonstra¢ao alternativa do Teorema (24)
essencialmente devido a Baker [3|, como uma importante aplicagdo do
Teorema das Cinco Ilhas & Dindmica Complexa. Seguindo [12] demon-

straremos o

Teorema 30. Se f : C — C ¢ uma funcao meromorfa transcendente
entdo o conjunto J(f) coincide com o fecho do conjunto dos pontos

periodicos repulsores de f.

Precisaremos da seguinte
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Proposicao 5. Sejam ay,ao,...,a5 € C pontos distintos. Entdo existe
e > 0 com a sequinte propriedade: se f : C — C ¢ uma funcdo mero-
morfa transcendente e se U C C ¢ um dominio tal que UNJ(f) # 0O,
entao eristem v € {1,2,...,5}, n € N e um dominio V. C U tal que

f"|v : V. — D.(a,) € conforme.

Sejam f,aq,...,as e € como na Proposicao (5). Considere ¢ €]0, [ e para

cada j € {1,2,...,5} sejam Uy, Us, ..., Us dominios satisfazendo
UinJ(f) #o

e U; C Ds(a;). Entao existem v(j) € {1,2,...,5}, n(j) € N e um

dominio V; C U; tal que f”(j)’v : V; — Ds(ay(j)) € conforme. Note que
J

a aplicacdo v : {1,2,...,5} — {1,2,...,5} tem um ponto periédico,

digamos v?(u) = p. Defina

n=mn(u)-n(v(w) n(@?Ww) -n@ (1)

Logo, existe V' C U, tal que f"|., :— Ds(a,) é conforme. Em resumo,

v
demonstramos a

Proposicao 6. Sejam f,ay,...,a5 e € como na Proposicao 5. Sejam
0<d<eely,U,,...,Us dominios satisfazendo
UnJ(f)#o

e U; C Ds(aj). Entao existem p € {1,2,...,5}, n € N e um dominio

UcU, tal que f*|,.: U — Ds(a,) € conforme.

v

Demonstracao do Teorema 30. Note que os pontos periddicos repulsores
pertencem ao conjunto de Julia de f. Com isso, basta mostrar que, se U
¢ um dominio que intersecta J(f) entdao U contém um ponto periddico

repulsor.

Como J(f) é perfeito, U N J(f) contém cinco pontos ay, as,...,as € C.
Seja € > 0 como na Proposigdo 5, e tome 0 < 6 < ¢ tal que Ds(a;) C U
paracada j € {1,2,...,5}. Pela Proposicao (6) existem p € {1,2,...,5},
n € N e um dominio V com V C Djs(a,) tal que f”‘v : V. — Ds(ay)
é conforme. Isto implica que o ramo da inversa de f" que leva o disco
Ds(a,) em V' tem um ponto fixo atrator zop € Ds(a,) C U. Isto mostra

que 2y ¢ um ponto periddico repulsor por f de periodo n. O
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Para enunciar uma versao do Teorema das Cinco Ilhas de Ahlfors, sejam
Uy,U,, ..., Us dominios de Jordan em C com UZHFJ = sei #£ j.
Seja U ¢ C um dominio e F(U, {U;};-1) a familia de todas as fungoes
meromorfas f: U — C com a propriedade de que nenhum subdominio

de U é mapeado conformemente sobre algum dos dominios U; por f.

Teorema 31 (Teorema das Cinco Ilhas). §(U,{U;}5_,) € normal.

De fato, usaremos a seguinte versao fraca desse resultado.

Teorema 32 ([9]). Sejam ay,as, ..., a5 € C distintos. Entdio existe e > 0
tal que F(U,{D.(a;)}>_;) € normal.

J=1

Observe que a Proposigao (5) segue-se imediatamente do Teorema (32).
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CAPITULO b

O Teorema das Componentes N3o-Errantes

Neste capitulo discutiremos um dos principais resultados em dinamica
de fun¢oes holomorfas: o famoso Teorema de Sullivan [34]. Mais precisa-
mente, o Teorema diz que se U for uma componente de F(R), onde R é
uma fungao racional de grau > 2, entao a sequéncia U, R(U), R*(U), ... &
eventualmente peridédica. Na demonstracao original aparecem pelo menos
duas complicagoes: a possibilidade de U nao ser simplesmente conexa e o
comportamento de R numa vizinhanca de OU, por exemplo, OU poderia
nao ser localmente conexo. Apresentaremos uma prova bastante simpli-
ficada devida & Mcmullen & Baker.

Dizemos que uma componente U do conjunto de Fatou de R é errante se
os conjuntos U, R(U), R*(U), ... de F(R) forem disjuntos dois a dois.

Teorema 33 (Sullivan). Seja R : C — C uma funcao racional de grau
> 2. FEntao toda componente U do conjunto de Fatou de R € eventual-

mente periddica, isto é, existem n > m > 0 tais que R"(U) = R™(U).

A idéia da prova é bastante simples. Primeiro vamos supor que exista
uma componente errante U e deformaremos a estrutura complexa da
esfera de Riemann ao longo da grande érbita de U, encontrando assim,
uma familia infinito-dimensional de funcoes racionais de grau d, na qual

todas as fungoes sao quaseconformemente conjugadas a R. Mas isto é

35
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uma contradi¢ao pois o espaco de todas as funcoes racionais de grau d
é isomorfo a um subconjunto aberto de (P??*!, na topologia de Zariski,

que por sua vez tem dimensao finita.

5.1 O argumento de Baker

Em [8], Bers cita o argumento nao publicado que se segue, devido I.N.
Baker. O lema de Baker simplifica substancialmente a prova de Sullivan

e até mesmo, aquela apresentada no trabalho supracitado.

Lema 21 (Baker). Se U ¢é uma componente errante de F(R) entdo

existe ng > 0 tal que R"(U) € simplesmente conexo para todo n > ny.

Usaremos a nota¢ao diam[X] para denotar o didmetro do conjunto X C

C com respeito a métrica esférica.

Lema 22. Suponha que U C F(R) é uma componente errante. Entao,

para todo K C U compacto, diam[f™(K)] — 0 quando n — oo.

Demonstracao. Por absurdo, suponha que existam um compacto K C U,

algum € > 0, e uma subsequéncia {n; } ey estritamente crescente tais que
diam[R" (K)] > ¢,

para todo j € N.
Como {R"‘U

tal que R"® converge normalmente em U para uma funcao holomorfa

} é normal, existe uma subsequéncia {nj(k)}keN de {n;};en,

g. Se tivermos ¢ igual a uma constante, digamos «, em U, entao R™®)

converge uniformemente para o em K e portanto,
diam[R"™® (K)] < €/3,

para todo k suficientemente grande, uma contradicao. Isto mostra que
R"® converge normalmente em U para uma fun¢ao holomorfa g nao-

constante, que por sua vez, ¢ uma aplicacao aberta.

Seja ¢ € U com ¢'(¢) # 0. Entao existe » > 0 tal que D,(¢) C U e
g(z) # g(¢) para todo z € 9D,.(¢). Com isso, existe ky > 0 tal que

|[R"®0(2) — g(2)] < weia%f(o lg(w) — g(Q)] < |g(z) — g({)]
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para todo k& > ko e qualquer z € 9D, (). Note que, para cada k > kg e
qualquer z € 9dD,.((),

[R"® (2) = (O] = [9(2) = g(Q]] = [R"®(2) — g(2)] < |g(2) = g(C)]-

Pelo Teorema de Rouché, o niimero de zeros (contados com a devida
multiplicidade) da fungao z — g(z)—g(() coincide com o namero de zeros
da fungao z — R"® (z) — g(¢) no disco D,.(¢). Portanto g({) € R"®(U)
para todo k > kq. Isto contradiz o fato que U é uma componente errante,

e termina a prova. ]

Demonstra¢ao do Lema 21. Defina U,, = R"(U) para todo n > 0. Como
o numero de pontos criticos de R é no maximo 2d — 1, trocando U por
algum U}, se necessério, para k grande, podemos supor que os conjuntos

U,, nao contém pontos criticos de R, de modo que R"|, : U — U, é um

|
recobrimento, para todo n. Também podemos assumi;] que oo € U.
Agora, sejam v C U uma curva fechada simples e v, := R"(y) C U,.
Pelo Lema (22), diam|v,] — 0 quando n — oo. Portanto, se B,, é a re-
unido das componentes limitadas de C\~, entdo diam[B,,] — 0 quando
n — oo. Como R(B,) ¢ aberto, R(B,) C Yp41 € diam[R(B,)] — 0
quando n — oo, devemos ter R(B,) C B,4i, para todo n suficien-
temente grande. Em particular, os iterados de B, estdo C\U para n
suficientemente grande. Pelo Teorema de Montel B,, C F(R), e portanto
B, C U,. Observando que 7, C B,, temos que existe uma homotopia
H : U, x[0,1] — U, entre v, e uma constante ¢ € U, para todo n sufi-

cientemente grande. Como R"| . : U — U, é um recobrimento, podemos

v
levantar esta homotopia a U. Em outras palavras existe uma homotopia
H:Ux[0,1 — U, (z,t) — Hy(z) tal que R" o H, = H, o R" para
cada t € [0, 1] e n grande o suficiente. Isto mostra que U é simplesmente

conexo. O

AN

5.2 Deformando estruturas complexas em C

Nesta se¢do vamos assumir que U é uma componente errante de F(R)

e ainda, segundo o Lema de Baker, que U é simplesmente conexa. Em

particular, R|U : U, — U,41 é um isomorfismo conforme para todon €
n

N. Dado um coeficiente de Beltrami i definido em U, podemos estendé-lo
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a toda esfera de Riemann de modo que seja também R-invariante. Com

efeito, basta estender p ao longo da grande 6rbita de U
GO(U) :={z € C; R*(2) € Uy, para algum n,m > 0}.

E no complemento @\GO(U), fazemos p = 0. Mais precisamente, se
z € GO(U), existem n,m > 0 e ( € U tais que R"(z) = R™((). Com
isso, definimos p(z) = p(¢). Essa extensao esta definida em quase todo

ponto de C e satisfaz

(a) R'p=p,
(b) [lalloc < o0.

Observe que R™ é um isomorfismo entre U e U,, e portanto nao altera
a dilatagao em U, isto é, ao longo da grande 6rbita de U a dilatacao é
a mesma que aquela em U. Consideremos agora, a deformacgao p; = tu
para |t| < e, onde € ¢é suficientemente pequeno de modo ||p]le < 1
se |t| < e. Pelo Teorema da Aplicacdo Mensuravel de Riemann existe
pp = C — C homeomorfismo quaseconforme que fixa os pontos
0,1 e 0o, e cujo coeficiente de Beltrami é y;. Note que
DI

Ry =tuo Rﬁ =tR" 1 =tu = .
Proposicao 7. Sejam p um coeficiente de Beltrami na esfera de Rie-
mann e o, C — C uma solu¢io normalizada da equacio Op = pdp.

1

Entao, a aplicagao R, = ¢, 0 Ro g, = € racional.

Dizemos que R, é a deformacao p-quaseconforme de R.

Demonstracao da Proposicao 7. Seja A o conjunto dos pontos criticos
(pontos de ramificacado) de R. Neste caso, R#‘@\%(A) é um homeomor-
fismo quaseconforme sobre sua imagem. Como R é¢ holomorfa, 12, preserva
a estrutura conforme em quase todo ponto de C. Portanto, R, ¢ local-
mente conforme em @\goM(A), e portanto holomorfa em ((Aj\goﬂ(A). Como
R,, é limitada numa vizinhanga furada de cada ponto em ¢, (A), segue-se
que todo ponto de ¢, (A) é uma singularidade removivel de R,. Obser-

vando que R, ¢ continua, concluimos que deve ser holomorfa em C. Logo,

R,, € uma aplicacao racional. O
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Segue-se do Teorema de Aplicagao Mensuréavel de Riemann que ¢t — R,
¢ holomorfa, onde R,, = R. Portanto, podemos considerar a varia¢ao

infinitesimal

d .
w(z) = o t:ORt(Z) € Tr»C. (5.1)

Definicao 4. Um campo de vetores sobre R é uma aplicagao v : C —
TC tal que Tov = R, onde 7 : TC —C éa projecao candnica sobre a

base do fibrado tangente da esfera, isto é, m: (z,u) — z onde u € TZ@.
C——TC
\ lﬂ
7

Dizemos que um campo de vetores continuo v : C — TC é uma defor-

magcao de R se
drpv :=voR—R -v

& um um campo de vetores holomorfo sobre R. Como OR' = 0R =0 e
OR =10 R, temos que

0(0rv) = (Ovo R)- R — R - 0v.
Disto segue-se o

Lema 23. Um campo de vetores continuo v : C — TC ¢ uma de-
formacio de R se, e somente se, o coeficiente de Beltrami p = Ov ¢é

R-invariante, isto €,

para quase todo ponto z € C.

No que segue determinaremos explicitamente w(z) definido na equagao
5.1. Para tanto, dado u, considere a tinica solucio da equacdo Ov = u que
se anula em 0, 1 e co. Tal solu¢ao é um campo de vetores quaseconforme,

dado pelo Teorema de Alhfors-Bers. Afirmamos que

o) = 3|l
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Com efeito,
9u(z) = o] [Bea)] = L] [tn)og=)] = ue)
viE ~dtli=o LN ~dtli=o HR2)0PRZ) | = 2.

Agora nao ¢ dificil de verificar que
w(z) =vo R(z) — R (2)v(2).

Observe que a aplicagdo u — w é linear.

Dizemos que o campo de vetores v é uma deformacao trivial de R se

R*v =v. Veja que, se v = v(z)L entdo

Segue-se entao o seguinte

Lema 24. O campo de vetores v é uma deformacao trivial de R se, e

somente se, Orv = 0.

Corolario 14. Se v : C — TC ¢ continuo e induz uma deformacgao

trivial de R entao v € identicamente zero sobre o conjunto de Julia de

R.

Demonstracao. Como dgv = 0,
R(2)o(z) = v(R(2))
para todo z € C. Observe que
v(R(2)) = R (R(2))0(R(:)) = R (R()R()o(z) = (B (2)o(2).
Por indugao sobre k > 0, segue-se que

(R (2)v(2) = v(R"(2))

para todo z € C. Em particular, se z = p é um ponto k-peridédico de R,

temos que

(R") (p)v(p) = v(p)-
Se p é um ponto periodico repulsor de R entao (R*)(p) # 1. Logo, v(p) =
0. Sendo J(R) o fecho do conjunto dos pontos periddicos repulsores de

R, segue-se da continuidade v que v(z) = 0 para todo z € J(R). ]
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5.3 O Teorema de Sullivan

Da construgao que fizemos acima temos as aplicacoes lineares

M(U) i MR<@) L TRRaCd

onde M(U) é o espaco dos coeficientes de Beltrami definidos em U C @,
MR(@) ¢ o espago dos coeficientes de Beltrami R-invariantes definidos
em C e L ¢ a transformacdo linear definida por L(p) = w = dgv, como

fizemos acima.

No que segue diremos que p € M(U) é trivial se existe um campo de

vetores v continuo tal que ov = wewv = 0.

Para demonstrar o Teorema de Sullivan precisaremos do seguinte

Lema 25. Eriste um subespago vetorial V- C M(U) de dimensao infinita,
cujos vetores possuem suporte compacto em U, com a propriedade que se

w eV entao p=0.

Demonstracao do Teorema das Componentes Nao-Errantes 33. Vamos as-
sumir que U é uma componente errante do conjunto de Fatou de R
simplesmente conexa e V' o subespaco vetorial dado pelo Lema 25. Se
L(p) = 0 para algum p € V' entdo, a solucdo normalizada v da equacdo
de Beltrami Jv = p é R-invariante. Logo v ¢ identicamente zero sobre

J(R). Em particular, v . 0. Como p € V segue-se que pu = 0. Isto
U

significa, em outras palavras, que a transformacao linear L| ¢ injetora.
v

Observe que a dimensao de TrRac, é 2d + 1. Mas isto é impossivel, pois

a dimensao de V' ¢ infinita. Essa contradi¢ao mostra que nao pode existir

dominios errantes para R. O

Precisamos, entao, demonstrar o Lema 25. Antes, faremos uma reducao

nas hipoteses.

Lema 26. Sejam v um campo de vetores quaseconforme em C e
VD — U,

um isomorfismo conforme. Suponha que p = 8'0‘ € trivial e tem suporte
U

compacto. Entao ¥*(v) € identicamente nulo em 0D e *(u) € trivial em

M(D).



62

O TEOREMA DAS COMPONENTES NAO-ERRANTES 5.3

Demonstracao. Digamos que p estd suportado no compacto K C U.
Entao

=0
C\K

o=

e portanto, v é holomorfo em @\K E ainda, v‘ = 0. Escrevendo v =
oU

v(2)Z tem-se que

(=) 0 _ w(z) @
W(z) 0z W(z) 0%

é um campo de vetores sobre ID com w holomorfo no complemento de

¥ (v) =

um subconjunto compacto de D e

Jigy () =0

Pelo Principio da Reflexao de Schwarz, w é identicamente zero numa
vizinhanca de S!, e portanto, ¥*(v) é um campo vetorial com suporte
compacto em . Como 9v*(v) = 1*(u), segue-se que ¥*(p) é trivial em
M(D). O

Demonstracao do Lema 25. Pelo Lema 26 podemos assumir que U = D.

Dados ay, as, ..., a, € C, definimos a(n) = (a1, az,...,a,) e

n
Zanzk_17 se |z <1,
k=1

Pda(n)(z) =
0, se  |z| > 3.

Variando os vetores a(n), os coeficientes jia(,) formam um subespago
vetorial de dimensao infinita com suporte compacto contido em D, o

qual denotaremos por V. Segue-se entao que

OVa(n) = lia(n)
onde
4 n a
n_k 1
?Z s se |Z| S 2
k=1
Ua(n)(z) =
" a
n_—k 1
—z se |z > 3.
\ k=1
Se |z| = 1 temos que z -z = |z|> = 1 e portanto, Z = 1271, Disto
- 3 q - - 1 p ) - 1 .

segue-se que va(n) € um campo de vetores continuo. Suponha, agora, que
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[ = Ham) € V & trivial. Entao Ow = p para algum w, onde w . 0.
_ D
Com iss0, O(Vamy — w) = 0. Isto implica que va,) — w é um campo
holomorfo no disco D e como (va(n) —w) ‘a = Va(n) 5 = 0, concluimos que
D D

Ua(n) admite uma extensao holomorfa a fronteira do disco unitario. Como

Va(n) o ¢ um polindémio em 2z~ ! segue-se que a; = ay = --- = a, = 0, e

portanto p = 0. [l
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CAPITULO 6

Dominios Errantes e Funcdes Transcendentes

Seguindo Eremenko e Lyubich [19], mostraremos que para uma certa
classe de fungoes inteiras transcendentes vale o Teorema das Compo-
nentes nao-errantes. Mais precisamente, se f é uma funcao inteira tran-
scendente tal que o conjunto sing(f~!) é finito entdo toda componente do
conjunto de Fatou de f é eventualmente periddica. No caso de funcoes
racionais, como vimos no Capitulo anterior, este resultado é devido a
Sullivan [34]. O exemplo a seguir mostra que este teorema nao vale em

geral.

Exemplo 3. Consideremos a fungao inteira transcendente f : C — C
dada por f(z) = z + 2w +sen(z). O conjunto dos pontos criticos de f
coincide com o conjunto formado pelas raizes da equacdo cosz = —1,
e portanto, [ possui uma infinidade de pontos criticos, a saber ¢, =
(2k + 1)m com k € Z. E ainda, f(cx) = cry1 (figura 6.1) para todo

numero inteiro k.

Consideremos agora as retas Ly, := {z ; Re (2) = 2kn} para cada inteiro

k. Neste caso, para todo y € R tem-se
f(2km + iy) = 2(k + 1)m + i(y + senh (y)),

o que implica que f(Ly) = Lyy1 e cada reta Ly, estd contida no conjunto
de Julia de f, basta ver que todo ponto nestas retas, com parte imag-

wndria diferente de zero, converge exponencialmente para co. Como cada

65
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orhita critica
A

\J

Figura 6.1: Grdfico de f restrita a reta real.

¢k pertence ao conjunto de Fatou de f, existe uma sequéncia {Uy} de
componentes de Fatou com ¢, € U, e U, NU; = O se k # j. Além disso,
f(Ux) = Ugy1 (veja figura 6.2). Cada Uy, € uma componente errante.

SO i
w3 S/ \ WSl \;‘%LJM“:& el r A
(4\;;% Sﬁ»’% 2 Suef 7 Uk—i—l%‘ﬁé L

'

fx f

./5( >, Ck 5@}; Ck+1 f{{

‘4‘: & ey /i «f-\f 3 o
TP TV T e YT
, AN e R P &
% i}? e %S ¥y > 4

Figura 6.2: Conjunto errante (Fagella e Henriksen [17]).
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Consideremos o conjunto & das funcoes inteiras transcendentes f tais
que o conjunto sing(f~!) é finito. Por vezes, diz-se que f criticamente
finita ou pertence a classe de Speiser, ou mesmo, que é do tipo finito. O

resultado principal deste trabalho é o

Teorema 34 (Goldberg, Keen, Eremenko & Lyubich). Se f € S entao

toda componente de F(f) € eventualmente periddica.

Uma das principais diferencas entre as funcoes racionais e as funcoes
inteiras transcendentes é a presenca de valores assintoticos, na tltima
classe. Nestes pontos, os ramos da inversa de f € & nao estao bem
definidos, enquanto que na primeira classe este problema ocorre apenas

sobre conjunto dos valores criticos.

Para demonstrar o Teorema (34), usaremos algumas propriedades de
recobrimento das funcoes em S, as quais sao semelhantes as funcoes

racionais. Em [23] mostra-se que

Teorema 35. Se f € S entao o espaco de deformacgoes quaseconformes

de f tem dimensao finita.

Em outras palavras, isto quer dizer que o espago de Teichmiiller de f
é finito-dimensional. Com os mesmos argumentos usados na prova do
Teorema de Sullivan, ao supor que f possui dominios errantes, ¢ pos-
sivel construir um subconjunto linearmente independente e infinito de
coeficientes de Beltrami invariantes por f. Isto mostrara que o espaco de
deformacoes quaseconformes de f tem dimensao infinita, em contradicao

com o Teorema (35).

Para uma funcdo inteira f, denotaremos por VC(f) o conjunto dos val-
ores criticos de f, isto &, o conjunto dos pontos f(c) que satisfazem
f'(c) = 0; VA(f), o conjunto dos valores assintoticos de f e sing(f~!) =
VCO(f)UVA(f), o conjunto dos valores singulares de f. Observe que

oo é uma singularidade essencial para toda f € £ e assim, pertence ao

conjunto sing(f™').

Sejam M; = C\sing(f~1) e M; = f~1(M;). Apesar de VC(f) ser dis-
creto, é possivel que My seja vazio. De fato, Gross [24] construiu uma
funcao inteira para a qual todo ponto é um valor assintotico ao longo de
algum caminho radial. O resultado a seguir apresenta uma propriedade

essencial do conjunto M.
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Lema 27. Seja f um funcdo inteira. Entao o conjunto My é aberto.

Demonstragdo. Com efeito, basta ver que sing(f 1) é fechado, por definigdo,

e portanto, C\sing(f~') & aberto. O

Lema 28. Se f € £ entao f : ]\/Zf — My € uma aplicag¢ao de recobri-

mento.

Demonstragao. Seja w € Mjy. E preciso verificar que existe uma vizin-
hanca U de w em M; tal que f~1(U) é uma reunido disjunta de abertos
cada um dos quais é aplicado homeomorficamente sobre U. Para tanto,
como My é aberto existe uma vizinhanga simplesmente conexa U de w.
Em seguida definimos ¢ : f~'(w) x U — f~1(U) do seguinte modo.
Sejam z € f~!(w), u € U e escolhemos um caminho simples e continuo
em U entre w e u: v : [0,1] — U onde y(0) = w e (1) = u (veja figura
6.3). Como w ¢ VC(f) podemos definir um ramo g da inversa de f em

uma vizinhanca de w, a qual é unicamente determinada pela condicao

g(w) = z.

Figura 6.3: construcao da fungdo .

E ainda, como UNsing(f~!) = @ podemos continuar g analiticamente ao
longo de v até w. Dai definimos ¢, (u) := ¢(z,u) = g(u). Pelo Teorema
da Monodromia ¢ estd bem definida, isto ¢, nao depende do caminho
~ escolhido. Sendo definida a partir de uma inversa de f, ¢, é injetiva.
Também é facil verificar que é sobrejetiva. Segue-se entao que ¢, é um

homeomorfismo e que f| _ é um recobrimento. O
My

No que segue mostraremos que S é fechado por composicoes e para tanto

precisaremos de um resultado a respeito dos valores assintéticos.
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Defini¢ao 5. Dizemos que ( € VA(f) é uma singularidade logaritmica

se existe uma vizinhangca U simplesmente conexa de ( e um aberto sim-

plesmente conezo ilimitado V- C f~YU) tal que f| 'V — U\{¢} ¢é
1%

uma aplicacao de recobrimento.

Por exemplo, a origem é uma singularidade logaritmica para a exponen-

cial complexa z — e*. Basta tomar U =D e
V ={z; Re (2) < 0}.

Lema 29. Se f € S e ( € VA(f) entao ¢ é uma singularidade logarit-

mica.

Demonstragdo. Como sing(f~!) é finito, existe uma vizinhanca U de ¢
simplesmente conexa tal que sing(f~ 1) NU\{¢} = 0. Seja a : [0, 00) —
C um caminho critico para ( e seja V' a componente conexa maximal de

J~YU) contendo «(t) para todo ¢ suficientemente grande (figura 6.4).

Figura 6.4: singularidade logaritmica.

Seja V* = V\f7!(¢). Pelo Lema (28), f| : V* — U\{(} é uma
V*

aplicagao de recobrimento, portanto V* é homeomorfo a um anel, um

disco furado ou um disco, pelo Teorema da Uniformizacao de Riemann

e observando que V* é ilimitado.

Se V* é um anel, entao a componente limitada do conjunto complementar
é levada em ( por f, o que nao pode ocorrer pois f é localmente injetiva,

ou contém um poélo, o que também nao ocorre pois f é inteira.
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Se V* for um disco furado, entao f| :V* — U\{(} é um recobrimento
V*

finito, isto é, a pré-imagem de todo ponto é um conjunto finito, o que

nao ocorre pois V* é ilimitado enquanto que U tem fecho compacto no

plano.

Portanto, V* = V' é homeomorfo a um disco, f‘ :V — U\{C} é um
v

recobrimento e ( é uma singularidade logaritmica. O]

Proposicao 8. Se f,g € S entao sing((fog)™") = sing(f~)Uf (sing(g™)).

Corolario 15. S € fechado por composicio de funcoes.

Demonstracao da Proposi¢cao 8. Primeiro vamos mostrar que

VC(fog)=VC(f)Uf(VC(g)).

De fato, seja (f o g)(c) € VC(f og). Entao f'(g(c)) =0 ou ¢'(c) = 0. Se
f'(g(c)) = 0 entdo g(c) é um ponto critico de f e portanto, f o g(c) €
VC(f). Agora, se ¢'(c) = 0 entdo ¢ é um ponto critico de g e isto implica
que g(c) € VC(g); portanto, f o g(c) € f(VC(g)). Por outro lado, seja
z € VC(f)U f(VC(g)). Entao z = f(c) com f'(c) = 0, para algum c,
ou z = f(g(p)) com ¢'(p) = 0 para algum. Isto mostra, novamente, que
2eVC(fog).

Portanto, basta mostrar que VA(f o g) = VA(f) U f(VA(g)). Tam-
bém é imediato que f(VA(g)) € VA(f o g). Com isso, precisamos
mostrar que VA(f) C VA(f o g) para concluir a inclusao VA(f og) D
VA(f) U f(VA(g)). Para isto, suponha que ¢ € VA(f). Pelo Lema
29 (¢ ¢ logaritmica, entao existe uma vizinhanga U de ¢ simplesmente
conexa e um aberto V' C f~!1(U) maximal, conexo e ilimitado tal que
f‘v : V — U\{¢} é um recobrimento. Em particular, V N f~1(¢) = 0.

Seja D uma componente de ¢g~'(V). D é um aberto ilimitado e D N (f o
g)"1(¢) = 0. Pelo Teorema de Iversen [29], dado ¢ € U diferente de ¢
e qualquer z € (f o g)7!(&), existe um caminho « : [0,00) — D tal
que «(0) = z e limy_o, a(t) = oco. Em outras palavras, f o go a é um
caminho em U entre £ e (. Portanto, ( é um valor assintotico de f o g,

como queriamos mostrar.

Para terminar a demonstracgao, falta concluir que

VA(fog) cVA(f)U f(VA(9))-
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°3

Seja B = C\[sing(f™) U f(sing(¢g™'))]. Como f e g sdo criticamente
finitas, existem w € B e uma vizinhanca U de w simplesmente conexa,

UCB, talque f/(U)=| Vi, VinV;=0sei#j.ef|, :Vi—Usé

um recobrimento para cada i pelo Lema (28). Também pelo Lema (28),

g (Vi) = U W} tal que g|WZ- : W — V; é um recobrimento para cada
k
k

ke Wi NW/ =@ sek #l. Segue-se entao que f o g ¢ um recobrimento

sobre B e portanto, nao existem pontos de Sing((f o g)_l) em B. O

6.1 Finitude dos dominios de Fatou na classe

S

Dizemos que uma funcao funcao pertence a classe S; se o conjunto
sing(f~!) contém no maximo ¢ pontos. Em outras palavras, existe um
subconjunto A = {ay,as,...,a,} tal que f: C\f'(A) — C\A é uma

aplicacdo de recobrimento (Lema 28). E ainda, S = U S,
q=>1

Dizemos que g € € e f € £ sao topologicamente equivalentes se existem
¢,1 € Homeo(C) tais que

Yof=gog,

ou seja, de modo que o diagrama a seguir, seja comutativo.

c—7! -¢
¢>l ld’
C C

g
Fixado f € §,, consideremos o conjunto
Ty := {g € &£ ; g é topologicamente equivalente a f} cS,.

No que segue definiremos uma estrutura de variedade complexa em 7%

de dimensao ¢ + 2. Para tanto, dados b,b, € C distintos e tais que
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f(b;) ¢ sing(f™"), definimos o conjunto Ty(by,bs) das fungdes g € Ty
tais que os homeomorfismos ¢ e 1) podem ser escolhidos de modo que
¢(b;)) = b;. Pode-se verificar que Ty = UTf(bl,bQ), onde a reunido é
sobre os pares (by, by), com by # by e f({by,bo})Nsing(f~!) = @. Fixemos
b1, by & sing(f™) = {a1,as,...,a,} e fagamos

Ag4+1 = f(by) e Ag42 = f(b2).

Lema 30. Sejam g; = ¢;0 fo¢;' € S, com ¢;(b;) = by, i,j = 1,2.
Suponha que ezista uma isotopia 1, entre ¥y e o tal que Y(aj) = P1(a;)
para 1 <t <2el<j<q+2. Entao g = gs.

Demonstracao. Fixado t € [1,2] considere a aplicagdo z — 1y o f(2).

Como g é um recobrimento podemos levantar a homotopia

‘C\sing(gf)
Yy o f a uma tnica isotopia h; tal que hy = ¢1 e Y0 f = go 0 hy.

C

-7

g2

¢
Para i = 1,2, as funcées ¢ —— hy(b;) sdo continuas e suas imagens,
formam um conjunto discreto, e portanto, sao funcoes constantes. Como
hi(b;) = ¢1(b;) = b; segue-se que hy(b;) = b; para i = 1,2. Fazendo t = 1
tem-se que

giogr =10 f =gpohy,

portanto, g; = go0 (hlogzﬁl_l). Note que o homeomorfismo hjo¢; ! : C —
C fixa by e by e é conforme exceto em um subconjunto discreto, que por
sua vez ¢ um conjunto de singularidades removiveis dessa aplicacao. Logo,

hio¢; ! é a aplicacdo identidade e portanto, g, = g», como queriamos. [

No espago Homeo(C) dizemos que ¢y ~ 1)1 se existe uma isotopia v :
C — C entre ¢y e ¥y tal que ¥ (a;) = o(a;) para todo t € [0,1]
el < j < q+ 2 Defina Y = Homeo(C)/ ~ e considere a aplicagao
©:Y — C?2 dada por
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Homeo(C)

l @Op
p

Y (CKH-Q

Figura 6.5: p: Homeo(C) — Y € a projecdo candnica.

Como © é um homeomorfismo local podemos induzir uma estrutura
complexa em Y, tornando-o uma variedade de dimensao ¢ + 2. Ob-
serve que todo elemento de Y pode ser representado por um homeo-
morfismo quaseconforme. Se 1) é um desses representantes, considere a
aplicacao 1 o f. Pelo Teorema da Aplicacado Mensuravel de Riemann,
existe um homeomorfismo ¢ quaseconforme tal que p(b;) =b;, j = 1,2,
etpofopt=ge & PeloLema 30, a aplicagio m : Y — Ty(by, bo)
dada por m(1)) = ¢ estd bem definida, isto é, ndo depende do repre-
sentante escolhido. Localmente, e fora de um conjunto discreto, tem-se

g1 =¢o f~loy~L Disto segue-se que

sing(g™') = {al(g), as(g), . .. ,aq(g)} = {w(al), Y(ag),. .. ,@/J(aq)}.

Y
Ts(by,bo) > Cat+2
Note que 7 é sobrejetora e localmente injetora. A primeira afirmacao
segue imediatamente da definicdo de m e para a segunda, se w(1y) =
7(11), basta tomar a isotopia ¥, = (1 — t)1by + t1); para 1)y proximo de
Y e 0 <t < 1. Portanto, m induz uma estrutura de variedade com-
plexa em Ty(by, by). E ainda, as fungdes a1(g), az(g), - . ., a,(g) sdo cartas
locais sobre T4(by,bs). Como Ty = UTf(bl, be), essa construcao fornece
uma estrutura de variedade complexa de dimensao ¢+ 2 ao conjunto 7%.
Como as componentes de Fatou de f sao simplesmente conexas, a demon-
stracdo do Teorema (34) segue-se com a mesma constru¢ido do Teorema

de Sullivan.
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6.2 Sobre a classe de func¢oes Eremenko-Lyubich

Nesta secao apresentaremos alguns resultados sobre as funcoes f € B.

Mostraremos que se
dist (T (f),ST(f)) > 0 (6.1)
entao o conjunto de Fatou de f nao contém dominios errantes. Para tanto

precisaremos de dois resultados importantes.

Proposicao 9. Seja Q) um dominio errante de f € €. Entao cada funcao
limite da sequéncia { f™} em § € constante, podendo ser a constante igual
a 0o. Em particular, se Q) for multiplamente conexo, entao tal limite é
sempre oo. Além disso, se a constante for finita, entao ela pertence ao

conjunto de Julia de f.

Demonstracao. Suponha que f™ — ¢ uniformemente nas partes com-
pactas de €. Se ¢ nao for constante entao, como () e f" () sdo
abertos, existem i e j distintos tais que f"i(Q2) N f"(Q) # O, o que
contradiz o fato de 2 ser errante. Suponha agora que a fungao ¢ ¢ con-
stante e igual a ( e diferente de co. Como f"i(2) esta contido em uma
componente de F(f), para cada i > 0, afirmamos que ¢ € J(f). Para
verificar esta afirmagdo, suponha que ¢ € F(f). Entao existe r > 0 tal
que D,.(C) esta contida em alguma componente do conjunto de Fatou de
f. Por outro lado, f™(Q2) C D,(¢) para todo i suficientemente grande.

Isto contradiz, novamente, o fato de ser errante o dominio 2.

Segue-se do Lema (11) que se € é multiplamente conexa entdo ¢(z) = oo,

para todo z € Q2. O

No que segue denotaremos que X o conjunto dos pontos de acumulacao

de S*(f) em C, também conhecido como conjunto derivado de S*(f).

Teorema 36 (Bergweiler, Haruta, Kriete, Meier, Terglane [11]).
Sejam f € B e Q2 um dominio errante de f. Entao toda funcao limite de

{f"|Q} ¢ uma constante contida em X U {oo}.

Seja f € B satisfazendo a condicao (6.1). Se F(f) contém um dominio
errante (2 segue-se da Proposi¢ao (9) que toda fungao limite da sequéncia
{f™} em Q & uma constante contida no conjunto de Julia de f, ja que
F(f) ndo contém dominios de Baker. Pelo Teorema (36), tal constante
pertence ao conjunto conjunto X, contradizendo a condicao (6.1). Logo,

temos a seguinte consequéncia do Teorema (36).
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Corolario 16. Se f € B e dist(J(f),ST(f)) > 0 entdo F(f) ndo

contém dominios errantes.

Exemplo 4. Considere a funcao f € € definida por f(z) = SRE Note
z

que [ possui uma infinidade de valores singulares todos pertencentes ao
intervalo [—1,1]. Logo, f € B\S. Como o intervalo [0,1] € invariante
por f, existe um ponto fixo atrator nesse intervalo cuja bacia de atracao
contém o conjunto sing(f~1). Seque disto que F(f) # @ e pelo Coroldrio

(16), f nao admite dominios errantes.

Demonstragao do Teorema 36. Pelo Lema (11) segue-se o resultado no
caso em que €2 é um dominio errante multiplamente conexo. Com isso,
podemos assumir que €2 é simplesmente conexo; isto implica que f"(Q) é
simplesmente conexo para cada n € N. Seja o € C\ X o limite de alguma
subsequéncia { "™} em Q. Por hipétese, Q N ST(f) = @ e f7(Q) N
ST(f) = @ para cada n € N, de modo que f~" existe localmente em
cada f"(£2) e possui uma continuacao analitica em f™(Q). Logo f”’Q é

univalente.

Sem perda de generalidade podemos assumir que o = 0. Sejam zy € C,

R>0er >0 tais que Dg(z) C Qe
D, N (ST(H\{0}) = 0.

A menos de uma translacao, também podemos assumir que
f"®)(Dg(2)) € D,\{0}.
Pelo Teorema 1/4 de Koebe temos que

UMY )[R < 10 z0)]. 6.2

Defina H := {z € C;Re z < logr} e g : Dr(z9) — H um ramo do
logaritmo de f**) isto é, e% = f™*) Da desigualdade (6.2) concluimos

que

oo ) (z0)]

IN

4
T
Como H é simplesmente conexo, a inversa de g, pode ser continuada
analiticamente a uma funcao hy definida em H, isto é, hy : H — C e

hi(gx(2)) = 2 para todo z € Dg(z0).
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Suponha que hy é univalente em H e defina wy = gi(20). Entdo wy, € H,
isto é, Re wy, < logr; por sua vez, isto implica que D(iogr—Re w,)(Wr) C H.

Pelo Teorema 1/4 de Koebe temos que

D%\hk(wk)\(logrfRe wk)(zo) C hi (D(logrfRe wk)(wk)) C hk(H)

Seja {p, ¢} uma orbita periddica por f de periodo 2 com D, N{p, ¢} = 0.
Como Dg(zy) = hx(H) temos que

hi(H) 0 {p,q} = 0.
Disso segue-se que
}l\h;(wkﬂaogr ~ Re wy) < M,
onde M := min{|z — p|,|20 — ¢|}. Como f**) — 0 e
Re wy, = Re gi(z0) = log | f"®(z9)| — —ox,
concluimos que hj (wy) — 0. Mas hy, (gk(z)) = z, e portanto, h}, (wk)gfc(zo) =

1. Tsto contradiz a condi¢do |g;(z0)| < %.

Agora podemos assumir que h; nao é univalente em H. Entao h; é per-

iodica com periodo 2[,7wi e univalente na faixa
{zE(C; Re z <logr e c<Im z<c+2lk7r}

para todo k (veja [29] pag. 283).

Se [, — oo obtemos uma contradi¢ao repetindo o argumento acima.
Logo, podemos supor que a sequéncia {l;} é finita. Tomando uma sub-

sequéncia se necessario podemos assumir que [, = [ para todo k.

Consideremos agora, G := exp (%) e a fun¢io Hy, : D,.,\{0} — C
definida por Hy(z) = hi(llog z). Para todo z € Dg(z) tem-se Hy,(Gi(z)) =
z, e novamente pelo Teorema 1/4 de Koebe obtemos

/

G0l = 2N 6, o)) < L)

Como Gy(zy) = (f"(k’)(zo))l/l — 0 temos que |G} (z0)| — 0.
Como Hj, é univalente, 0 nao pode ser uma singularidade essencial de Hy.
Suponha que a origem é um polo de H. Isto implica que Hy(ID,1,:\{0})

contém uma vizinhanca de co. Como o conjunto de Julia de f é ilimitado

e perfeito, tal vizinhanca contém uma oOrbita periodica de f, que por sua
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vez ndo estd contida em Hy(ID,1,\{0}) desde que a intersec¢do com o
disco D, seja vazia, como observamos anteriormente. Essa contradicao
mostra que Hj admite uma extensdo holomorfa (univalente) ao disco
D,1/:. Defina 2z, = Gi(20). Novamente pelo Teorema 1/4 de Koebe temos

que
4M

rt— 2]

Como |z| — 0, temos |Hj(z)| < 5 para todo k suficientemente

| Hi(20)] <

grande. Isto contradiz H} (z;)G).(20) = 1 e completa a prova.
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APENDICE A

Homeomorfismos Quaseconformes

~

Um homeomorfismo quaseconforme f da esfera de Riemann C é um

homeomorfismo que preserva orientacao tal que:

~

of o
(a) as derivadas distribucionais 2 e—f estao localmente em L*(C), e

0z 0z
(b) para alguma funcio mensuravel € L(C) com ||ptl|s < 1, temos,
para quase todo ponto z € @,

of _ of
97 ~ M3, (A1)

A funcao p acima é chamada coeficiente de Beltrami de f. A dilatacao

de f é o namero
_ 1A flpfle

I

e a equacao (A.1) chama-se equagao de Beltrami.

K(f):

Dada uma fun¢do mensuravel u, como no item (b), é natural perguntar
quando existe uma solucao da equacao de Beltrami associada. A resposta

é dada pelo famoso Teorema da Aplicacao Mensuravel de Riemann.

Teorema 37 (Alhfors-Bers-Morrey). Seja U um dominio na esfera

de Riemann.

(i) Dada uma fung¢ao mensurdvel pn : U — D tal que ||pllee < 1,

existe um homeomorfismo quaseconforme f : U — V que satisfaz

79
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(i1)

a equacao de Beltrami
of _ of
az Moz

E ainda, de g € outra solucao definida em U entao f o g™?

€ uma
fun¢ao holomorfa. Em particular, se U é a esfera de Riemann ez-
iste uma unica solu¢ao da equacdo de Beltrami que fiza trés pontos
dados.

Seja A um subconjunto aberto de algum espaco de Banach complezo
e considere a aplicagio A x C — D, (¢, z) — wy(2), satisfazendo

as sequintes condigoes:

(a) Para todo t € A, a aplicagio z —— p(z) € mensurdvel, e
llittl|oo < k para algum k < 1 fizado.

(b) Para Lebesgue quase todo ponto z € C, a aplica¢ao t — p,(z)

¢ holomorfa.

Para cada t, seja f; o unico homeomorfismo da esfera de Riemann
que fixa 0s pontos 0,1 e 0o e cujo coeficiente de Beltrami € p,. Entao

a aplica¢ao t — p(2)x € holomorfa para todo z.

Para uma prova e discussao mais ampla a respeito desse resultado veja
[1] e [14].
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