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Resumo

Esta dissertacao aborda o problema de como definir o conceito de uma
estrutura de cones em um fibrado vetorial e, em particular, de uma estrutura
causal em uma variedade. Propomos uma versao deste conceito que com-
preende e ao mesmo tempo generaliza a estrutura causal gerada por uma
métrica lorentziana, de modo a abranger outros exemplos, entre eles a es-
trutura causal gerada por um sistema hiperbdlico de equacoes diferenciais
parciais (lineares) de primeira ordem, que foi introduzida em uma tese de
doutorado recentemente defendida neste Instituto, e também certas estrutu-
ras causais que aparecem naturalmente em teoria de controle. Aqui, anali-
samos algumas questoes iniciais e ainda um tanto elementares que surgem
neste contexto, afim de pavimentar o caminho para uma investigacao mais
completa e profunda, a qual foge do escopo de uma dissertacao de mestrado.

Palavras-chave: Geometria diferencial, Estruturas de cone, Estruturas
causais.






Abstract

This thesis deals with the problem of how to define the concept of a cone
structure in a vector bundle and, in particular, of a causal structure in a
manifold. We propose a version of this concept that comprehends and at
the same time generalizes the causal structure generated by a lorentzian
metric, so as to include other examples, among them the causal structure
generated by a hyperbolic system of first order (linear) partial differential
equations, introduced in a PhD thesis recently approved in this Institute,
and also certain causal structures that appear naturally in control theory.
Here, we analyze a few initial and still somewhat elementary questions that
arise in this context, in order to pave the way for a more complete and
profound investigation, which goes beyond the limitations of a MSc thesis.

Keywords: Differential geometry, Cone structures, Causal structures.
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Introducao

Nesta dissertacao se estudam estruturas causais em variedades, e mais geral-
mente, estruturas de cones em fibrados vetorias, com o objetivo de estender
os fundamentos da teoria da causalidade em geometria lorentziana, ou em
termos fisicos, em relatividade geral, a outros contextos, fazendo para tanto
uso da teoria de fibrados com grupo estrutural. Tal estudo é motivado pela
existéncia de importantes exemplos de estruturas causais que nao provem de
uma métrica lorentziana. Por exemplo, aparecem em teoria de controle e no
estudo de semigrupos de Lie, e recentemente também surgiram na area de
equacoes diferenciais parciais em variedades — mais precisamente, na investi-
gagao de sistemas hiperbdlicos simétricos (de primeira ordem). Sendo assim,
nasce a questao natural de estudar tais estruturas em seu préprio direito,
independentemente do conceito de métrica.

Ao longo do meu estudo do assunto, encontrei na literatura varias pro-
postas, em sua grande maioria de natureza topoldgica, permitindo definir
o que pode ser chamado de uma estrutura causal (ou de cones) continua.
No entanto, em geometria diferencial, o que seria mais natural seria o con-
ceito de uma estrutura causal (ou de cones) suave. Por exemplo, em geo-
metria lorentziana, um tensor métrico g suave deve induzir uma estrutura
causal suave na variedade, mas a pergunta bem natural é o que isso significa.
Ou seja: quando é que devemos chamar uma estrutura causal (ou de cones)
geral de suave, sem fazer referéncia a alguma métrica?

No presente trabalho, seguindo uma sugestao do meu orientador, ela-
boro uma resposta a essa pergunta, adotando para tanto uma estratégia que
é padrao em geometria diferencial, onde qualquer estrutura geométrica em
uma variedade suave, ou relacionada a algum fibrado suave sobre ela, é de-
clarada suave se pode ser obtida a partir de uma estrutura constante (da
mesma natureza) através de alguma trivializagao local suave: uma definigdo
tecnicamente correta pode ser formulada usando fibrados com grupo estrutu-
ral, ou seja, associados a algum fibrado principal. Pode parecer até estranho,
mas nao consegui encontrar essa definicao em nenhum lugar na literatural
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E é quase 6bvio que a estrutura causal induzida por uma métrica lorentziana
suave deve ser suave neste sentido: basta usar qualquer referencial ortonor-
mal local suave para transformar os cones de luz em uma vizinhanca de um
ponto no cone de luz fixo do espaco de Minkowski.

Mais concretamente, esta dissertacao esta dividida em dois capitulos.

No primeiro capitulo, estudo, no ambito da algebra linear, o tipo de cone a
ser empregado no resto do trabalho, que as vezes é chamado de cone préprio,
bastante utilizado na area de otimizacao. Brevemente, um cone préprio em
um espago vetorial real E é um subconjunto C' de E que é (a) um cone (A > 0,
veEC = leCl), (b)convexo (A;,Ae = 0, \y + Ay = 1, v1,09 € C =
A1+ A0 € C), (c) fechado, (d) gerador (C'—C = E) e (e) unilateral (v € C
e —v € C = v =0). Una das vantagens desta classe de cones é que ela é
invariante sob dualidade: todo cone préprio C' no espaco E gera naturalmente
um cone préprio dual C* no espaco dual E*, e tal que C** = C' em E** = E:
C* é o conjunto de elementos de E* que sao > 0 sobre C, e vice versa.
Também existe uma relacao de “ordem” < entre tais cones que desempenha
um papel fundamental na teoria, a saber, C; < Cy <= C; \ {0} C C9 (onde
o superfixo .° denota o interior), e dizemos que um tal cone é prensado entre
dois outros, digamos C; e Cs, se C; < C < Cy.!

Na literatura, é bem comum chamar um cone préprio simplesmente de
cone, e frequentemente seguiremos essa convencao ao longo deste trabalho.

No segundo capitulo, o primeiro passo é munir um fibrado vetorial F,
com variedade base M e fibra tipica E, de uma familia (C,).cps de cones
(sendo entao C, um cone em E,, para todo x € M), e definir quando tal
familia constitui uma estrutura de cones localmente trivial. No caso de um
fibrado vetorial trivial explicitamente trivializado, £ = M x [E, podemos
dizer que a familia é constante se existe algum cone fixo Cy em E tal que
C, = Cy, para todo = € M, e que é trivial se existem algum cone fixo Cj
em E e uma fungao suave 7: M — GL(E) tal que 7(z)(C,) = Cp, para todo
x € M; em ambos os casos, o cone Cy é chamado o cone modelo da estrutura.
Contudo, no caso de um fibrado vetorial nao-trivial, ou mesmo de um fibrado
vetorial trivial mas nao explicitamente trivializado, a no¢ao de uma estrutura
de cones constante nao faz mais sentido, sendo a nocao de uma estrutura de
cones (localmente) trivial sua generalizacao natural quando procuramos por
um conceito que seja independente da escolha de trivializacao (local) e por-
tanto seja bem definida em fibrados vetoriais gerais. Com esta terminologia,
é facil ver que estruturas de cones gerais (sem nenhuma condigao de regulari-

LAs aspas indicam que ndo se trata de uma relacdo de ordem no sentido estrito da
palavra, pois ela nao é nem reflexiva nem antissimétrica, apenas transitiva.
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dade), assim como estruturas de cones localmente triviais, sdo invariantes sob
dualidade e admitem a mesma relacao de “ordem” < ja introduzida acima,
definida fibra por fibra.

Em particular, quando o fibrado vetorial subjacente for o fibrado tangente
da variedade base, obtemos o conceito de uma estrutura causal geral e de uma
estrutura causal localmente trivial. Vale ressaltar que, neste caso, a condicao
de trivialidade local afirma que, em torno de cada um dos pontos da varie-
dade base, a estrutura causal deve se tornar constante em relacao a alguma
trivializagao local do seu fibrado tangente, ou seja, em relacao a algum refe-
rencial (“frame”) local, mas em geral nao em relagdo a alguma carta local:
como ja mostra o exemplo das estruturas causais em geometria lorentziana,
tal condicao seria demasiadamente restritiva, podendo ser satisfeita apenas
quando a variedade for conformemente plana. No entanto, ela pode sempre
ser prensada entre estruturas causais que, estas sim, sao localmente triviais
em relacao a um atlas de cartas, e num certo sentido com qualquer grau
de precisao desejado. Estruturas causais com esta propriedade costumam
ser chamadas de continuas, e se a aproximacao sé for possivel de um lado,
de semicontinuas (inferiormente e/ou superiormente), de modo que podemos
afirmar que estruturas causais localmente triviais sdo continuas — se bem
que é facil encontrar exemplos de estruturas causais continuas que nao sao
localmente triviais.

O resto do trabalho dedica-se a tomar alguns passos iniciais no estudo
de estruturas causais do ponto de vista global. Tanto na geometria loren-
tziana como no ambito mais geral contemplado aqui, a dificuldade principal
reside na identificagao de propriedades adequadas de regularidade — as quais
variam entre (semi-)continuidade e suavidade, passando por estruturas
Lipschitz continuas como caso intermediario especialmente interessante: hé
aqui todo um espectro de possibilidades, e alguns resultados dependem sub-
stancialmente da condi¢ao de regularidade imposta.

A meta principal do projeto completo, que em muito transcende o ambito
de uma dissertacao de mestrado, é estender a teoria da causalidade em
variedades lorentzianas a estruturas causais mais gerais. A estratégia basica
permanece a mesma: consiste em “integrar” uma estrutura causal “infinite-
simal”, definida como estrutura de cones no fibrado tangente da variedade,
para uma estrutura causal “global”, que existe na propria variedade. Tal
procedimento levard a toda uma “hierarquia causal” de nocoes de espagos-
tempos, tais como os causais, os fortemente causais, os estavelmente cau-
sais. etc., culminando no conceito que reina no topo da hierarquia: o de um
espago-tempo globalmente hiperbolico.
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O conceito de um espago-tempo globalmente hiperbolico pode ser definido
pela condicao de que todos os diamantes causais sao compactos. Existem
outras defini¢oes que, no ambito da geometria lorentziana e apés um trabalho
longo e arduo por parte de muitos autores que se estendeu por quase meio
século, foram identificadas como sendo equivalentes, tais como: a existéncia
de uma superficie de Cauchy, a existéncia de uma folheagao global do espago-
tempo inteiro por superficies de Cauchy, a existéncia de uma “fungao tempo”
continua e, por fim, a existéncia de uma “funcao tempo” suave. Passando ao
contexto geométrico de estruturas causais como apresentadas neste trabalho,
resta entao a pergunta: sob quais condicoes de regularidade é que estas
equivaléncias continuam vélidas?

A grande dificuldade a ser enfrentada e superada nesta nova versao de
uma teoria da causalidade ¢ a auséncia de alguns conceitos bastante utilizados
no contexto da geometria lorentziana. Ocorre que para uma estrutura causal
nao lorentziana, mesmo que localmente trivial, pode nao existir nenhuma
conexao linear que a preserve: isso depende da natureza do cone modelo,
que pode deixar de admitir um grupo nao-trivial de transformacoes lineares
que o preservam. Sendo assim, a nocao de geodésica perde seu sentido, e
qualquer afirmacao cuja demonstragao envolve esta nocao deve ser revista e,
em muitos casos, substancialmente modificada.



Capitulo 1

Cones em espacos vetoriais

Durante todo este capitulo inicial, fixamos um espaco vetorial real V de
dimensao finita, se bem que uma parte dos conceitos e resultados seja valida
em um contexto mais geral, a saber, em espacos de Banach ou até espacos
localmente convexos gerais.

1.1 Cones e cones convexos

Comecamos por algumas definigoes elementares.

Definicao 1.1  Um subconjunto C' de V ¢é chamado de cone se para qual-
quer vetorv € C, C' contém todos os seus multiplos positivos, ou seja, \v € C'
para todo A > 0.

Definicao 1.2  Um subconjunto C' de V' é chamado de convexo se para
quaisquer dois vetores vy, ve € C', C' contém todo o segmento da reta que os
conecta, ou seja, \v1 + Aavg € C' para A\, Ay = 0 tais que \i + Ay = 1.

Neste trabalho, consideraremos quase que exclusivamente cones que, na
topologia padrao de V, sao ou fechados ou abertos e que sao nao-triviais,
sendo que os cones triviais em V' sao

e () e V, que sao ao mesmo tempo fechados e abertos;
e {0}, que é fechado, e V' \ {0}, que é aberto.
Note que se C' é um cone nao-trivial em V| entao

e ( fechado — 0e€C;
e C aberto = 0¢C.
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De fato, se C for fechado e nao vazio, tome um vetor v € C: se v = 0, nao ha
mais nada a provar, e se v # 0, temos Av € C' para todo A > 0 e portanto
0 = limy_,0 Av € C'. De modo semelhante, se C' for aberto e tal que 0 € C,
C' contém uma bola aberta em torno de 0 e, sendo cone, é igual a V.

A restricao a cones fechados ou abertos pode ser feita essencialmente sem
perda de generalidade devido ao fato de que o fecho C' e o interior C° de
um cone C' qualquer é novamente um cone, e a mesma afirmacao vale se
substituirmos a palavra “cone” pela expressao “subconjunto convexo”:

e Suponha que C seja um cone: entdo, dados A > 0 e v € C, escreve-
mos v = limy_,oo v, com v, € C' e obtemos \v = limy_,. A\v, € O,
enquanto que, dados A >0 e v € C°, existe € > 0 tal que v+ € C
para todo v" € V' com ||¢|| < €/A e portanto Av+w = A(v+w/\) € C
para todo w € V' com ||w|| < €, ou seja, v € C°.

e Suponha que C' seja convexo: entao, dados A;, Ay = 0 com A+ =1
e v1,vs € C, escrevemos v; = limy_,o0 V1 € Vg = limg_,oo V2 com
U1k, Vo € C' e obtemos A\jvy + Aoy = limy oo (Av1 ks + Aovag) € C,
enquanto que, dados A, A9 = 0 com A + Xy = 1 e v,v9 € C°,
existe € > 0 tal que vy + v}, v2 + vy € C' para todos vj,vy € V com
lv1]], [[va]l < € e portanto (Ajv;+Agvs)+w = A1 (v1+w)+Aa(ve+w) € C
para todo w € V com |Jw| < €, ou seja, \jvy + Avg € C°.

Assim como subespacos, podemos gerar cones convexos a partir de sub-
conjuntos quaisquer, formando combinagoes lineares. Mais concretamente,
dado um conjunto finito {vy,..., v} de vetores v; € V, lembramos que um
vetor v € V' é combinagao linear dos v; se

k
v = E )\ivi
=1

com coeficientes Ai, ..., \x € R, e dizemos que v é combinacdo linear positiva
dos v; se todos os \; sao = 0 e pelo menos um deles é > 0, e que v é combinagao
linear convexa dos v; se, além disso, A\; + ...+ A\x = 1. Entao podemos dizer
que um subconjunto convexo de um espaco vetorial ¢ um subconjunto fechado
sob combinacoes lineares convexas e um cone convexo em um espaco vetorial
¢ um subconjunto fechado por combinacoes lineares positivas.

Tendo em vista que qualquer cone em V gera um cone convexo em V',
definido simplesmente como o conjunto das combinacoes lineares positivas
(ou mesmo apenas convexas) dos seus vetores, vamos a partir de agora nos
restringir a considerar apenas cones convexos.
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Quanto a inclusao ou remocao do apice, notamos para uso posterior que
se C' é um cone convexo em V| entdo C'U {0} (que coincide com C se C for
fechado) e C'\ {0} (que coincide com C se C' for aberto) também sao cones
convexos em V.

Exemplo 1.1 Suponha que o espago V', de dimensao n, esteja munido de
um produto escalar (.,.) lorentziano, i.e., de assinatura (+—...—), digamos.
Entao dado um vetor vy € V' tipo tempo (i.e., tal que (vg,vg) > 0),

C ={veV|(vv)=0, (v,0) >0}
¢ um cone convexo fechado em V e seu interior
C° = {veV|(vv)>0, (v,v) >0}

¢ um cone convexo aberto em V' cujo fecho é o préprio C. Tanto C' como
C° sao chamados de cone de luz em V (relativo ao produto escalar dado),
e qualquer cone assim obtido a partir de um produto escalar lorentziano é
chamado de cone lorentziano.

Exemplo 1.2 Suponha que o espago V', de dimensao n, esteja munido de
uma base {vy,...,v,}. Entao

C = {i)‘ivi
i=1

¢ um cone convexo fechado em V e seu interior

Cc° = {g)\ivi

¢ um cone convexo aberto em V' cujo fecho é o proprio C'. Tanto C' como C°
sao chamados de quadrante positivo em V (relativo & base dada),! e qualquer
cone assim obtido a partir de uma base ¢ chamado de cone facetado.?

Al,...,An>0}

)\1,...,>\n>0}

1 Aqui, usamos a palavra “quadrante” num sentido generalizado, ndo querendo sugerir
que deve haver apenas quatro quadrantes possiveis: isto s acontece no caso n = 2 e ainda
s6 quando usamos uma base ortonormal em relacao ao produto escalar euclideano padrao.

20 motivo desta terminologia se revela quando notamos que a definicio tem um aspecto
iterativo, envolvendo inducao sobre n, pois o bordo de um tal cone é a uniao de n “facetas”
que, por sua vez, sao cones do mesmo tipo em certos subespagos de V' de dimensao n—1,
a saber, os subespagos dados pela condigao de que um dos A; deve ser 0. O inicio da
indugao se da notando que, em dimensao 1, tal cone é a semireta positiva ou negativa,
em dimensao 2, é a cunha limitada pelas semiretas positivas geradas pelos vetores v; e
vg, e assim em diante. O exemplo mais notavel sao as camaras de Weyl na subalgebra de
Cartan de uma algebra de Lie semisimples (real).
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Exemplo 1.3 Seja E um espago de Hilbert de dimensao finita, real ou
complexo, com produto escalar denotado por (.,.), seja L(E) a algebra,
novamente real ou complexa, das transformagoes lineares de E em si e SA(E)
o subespaco real das transformagoes lineares autoadjuntas. Entao

C = {Ae SAE) | (u,Au) > 0 para todo u € E}
¢ um cone convexo fechado em SA(FE) e seu interior
C° = {A € SAE) | (u,Au) > 0 para todo u € E \ {0} }

é um cone convexo aberto em SA(F) cujo fecho é o préprio C. Tanto C
como C° sao chamados de cone positivo em SA(E). Em termos de uma base
ortonormal de F, podemos pensar nos elementos de C' e de C° como matrizes
simétricas (se E for real) ou hermiteanas (se E for complexo) cujos auto-
valores sao, respectivamente, todos > 0 e todos > 0: positividade significa
positividade do espectro.

O dltimo exemplo admite generalizagoes dbvias e sucessivas para espagos
de Hilbert de dimensao infinita, C*-algebras e até x-algebras localmento con-
vexas, 0 que motiva fortemente o estudo de cones em espagos de Banach e até
espacos localmente convexos gerais. No entanto, tais generalizacoes fogem
do escopo do presente trabalho.

Para aplicagoes posteriores, precisaremos de uma generalizacao deste
exemplo em uma direcao diferente:

Exemplo 1.4 Seja E um espago vetorial pseudo-hilbertiano de dimensao
finita, real ou complexo: isto significa que £ vem munido de uma forma bi-
linear simétrica (no caso real) ou sesquilinear hermitiana (no caso complexo)
nao-degenerada, mas nao necessariamente positiva definida, que mais uma
vez serd denotada por (.,.). Como antes, consideramos a dlgebra L(E), real
ou complexa, das transformagoes lineares de E em si e PSA(E) o subespago
real das transformacoes lineares pseudo-autoadjuntas. Entao

C = {Ae€ PSA(E) | (u, Au) > 0 para todo u € E}
¢ um cone convexo fechado em PSA(E) e seu interior
C° = {A € PSA(E) | (u, Au) > 0 para todo u € E \ {0}}

é um cone convexo aberto em PSA(F) cujo fecho é o préprio C. Mais uma
vez, tanto C' como C° sao chamados de cone positivo em PSA(E).
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Ressaltamos que este exemplo pode ser reduzido ao anterior pelo seguinte
procedimento. Introduzimos um produto escalar auxiliar positivo definido
{(.,.) em V que pode ser relacionado com o produto escalar indefinido dado
(.,.) por uma unica transformagao linear 6 que é autoadjunta e também
pseudo-autoadjunto, § € SA(E) N PSA(E), e ndo-singular, conforme

(ug,ug) = ((uy,0us)) para uy,us € E

Entao um calculo elementar mostra que translacao a direita por # define uma
transformacao linear bijetora

Ry: L(E) — L(E)
A — Af

que leva SA(E, ((.,.))) em PSA(E,(.,.)), Cy, ) em C( ) e Cf y em C7 .

Um outro exemplo, que se revela ser muito mais geral do que os anteriores,
provém da teoria dos polinémios hiperbdlicos:

Exemplo 1.5 Sejam E um espaco vetorial real de dimensao finita e p
um polinomio homogéneo de grau m > 0 sobre E, ou seja, um polinomio
p: E — R satisfazendo p(Au) = A"p(u) para A € R e u € E. Dizse
que p é hiperbdlico se existe um vetor ul® € E com p(u®) # 0 tal que,
para qualquer outro vetor u € E, o polinémio homogéneo A + p(u + Au(®)
tem apenas raizes reais (neste caso, diz-se também que p é hiperbdlico em
relacao a u® ou com respeito a u(?); denotando estas raizes por \;(u, u(o))
(1=1,...,m), segue que

p(u+ )\u(o)) = p(u(o)) H()\ — \i(u, u(o))) )

Agora, defina
h(u, u@) = max X;(u, u®)

i=1...m
e
Cu®) = {ueE | h(u,u?) <0}
C"’(u = {uekE| h(u,u ) <0}

Geometricamente, ao notar que, para todo a € R, vale
O) TT(A = M+ au®,u®)) = plu+au® + 3u®)

i=1
= H (A +a—X(u u(o)))
i=1
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e portanto,
Ai(u+ au@ u @) = \(u, ) - a,

de modo que
h(u + h(u, ) u® + au® u®) = — o,

podemos interpretar a situagao da seguinte forma: a reta passando por u
na direcio dada por u® entra em C(u®) no ponto u + h(u,u)u® e a
partir daf (i.e., para a > 0), continua em C°(u(?)). Além disso, na teoria
dos polinémios hiperbélicos que é desenvolvida em [11] (veja também [13]
e [17, Capitulo 12.4]), é mostrado que C°(u(?)) é um cone convexo aberto e
C (u(O)) é um cone convexo fechado, sendo o segundo o fecho do primeiro e o
primeiro o interior do segundo. Também é mostrado que C°(u(®) pode ser
caracterizado abstratamente como a componente conexa do complemento do
conjunto dos zeros de p contendo u(®) (note que tanto o conjunto dos zeros
de p como o seu complemento sao cones, pois p é homogéneo, sendo o tltimo
aberto e denso em E), e que o maior subespaco de E contido em C(u®) é o
subespago E(p) de E ao longo do qual p é constante,

E(p) = {ue E|p(v+u) =p(v) para todov € E} .

Diz-se que p é completo se E(p) = {0}: significa que p é um polinémio que
depende nao trivialmente de todas as varidaveis que compoem o espaco E.
Finalmente, é mostrado que se p é hiperbélico em relacao a algum vetor u(%,
entdo p também é hiperbélico em relacdo a qualquer vetor u") contido em
Co(u®), e de tal forma que C°(uV) = C°(u®), de modo que podemos
omitir a referéncia a algum vetor especifico u(?) e simplesmente chamar C e
C° o cone de hiperbolicidade de p.

Observacgao 1.1 O Exemplo 1.5 generaliza os dois anteriores, sendo que
0s cones positivos sao cones de hiperbolicidade para o polinomio det.
No caso do Exemplo 1.3, este fato é bem conhecido, mas vale igualmente
para o caso do Exemplo 1.4. De fato, substituindo o espaco E do Exem-
plo 1.5 pelo espago SA(FE) ou pelo espago PSA(E) e escrevendo X ao invés
de u, notamos que no caso do Exemplo 1.3, det é hiperbdlico em relacao a 1,

pois
n

det(X + A1) = JJ(A =)

=1

onde os \; sao os autovalores de —X e, portanto, todos reais, com

C(1) = {X € SA(E) | X > 0},
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enquanto que no caso do Exemplo 1.4, det é hiperbdlico em relagao a 6 (!),
pois

det(X + A0) = det det(X0™' + A1) = detd [ (A= N)
i=1

onde os \; sao os autovalores de —X6~! e, novamente, todos reais, com

C(0) = {X € PSA(E) | X0~' > 0}.

Todo cone convexo C' em V proporciona dois subespacos de V' definidos
de forma canonica. O primeiro é simplesmente o subespago de V' gerado
por C: sendo que C' é um cone convexo, este ¢ igual a

C—C = {v=1|v,v eC}.

O segundo é o maior subespaco de V' contido em C' com &apice acrescido,
ou seja, contido no cone convexo C'U {0}, e é chamado o gume de C: sua
existéncia e unicidade segue do fato de que dado dois subespacos Vi e V5
contidos em C'U {0}, sua soma V; + V4 é novamente um subespacgo contido
em C'U{0}. Na verdade, um cone convexo com gume nao trivial costuma
ser chamado de cunha: em inglés, o gume da cunha é o “edge of the wedge”.

Claramente, os cones convexos interessantes sao os que geram o espago
inteiro e cujo gume se reduz ao subespago trivial {0}, sendo que os demais
podem ser construidos a partir destes. (Veja o comentdrio no tltima para-
grafo desta se¢do.) Ocorre que cada uma dessas duas condigoes pode ser
reformulada de varias maneiras.

Lema 1.1  Seja C' um cone convexo em V', com fecho C e interior C°.
Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

1. C gera V: vale V=C—C.

2. 'V admite uma base de vetores pertencendo a C (sendo que tal base
ainda pode ser escolhida de modo a conter qualquer base dada de Ec¢ ).

3. C possui interior nao vazio: C° # ().

4. C' € contido no fecho do seu interior: C' = C°.
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Demonstragao: No decorrer desta prova, utilizaremos uma norma ||.||
sobre V', que pode ser escolhida de forma arbitréaria (j4 que todas as normas
em espagos vetoriais de dimensao finita sao equivalentes).

e (1) = (2): Supondo que V = C —C e escolhendo uma base qualquer
{v1, ..., Vg, Wgt1, ..., w,} de V contendo uma base dada {vy,..., v}
de E¢, podemos escrever cada um dos vetores desta base que nao per-

tence a F¢ na forma w; = v;” —v; com v € C e, por eliminacdo

sucessiva de vetores que dependem linearmente dos demais, reduzir o

sistema gerador {vy, ..., v, v, 1, ..., v, v, vy b de Voa uma base

{v1, ..., Uy Vgs1,- .-,y } de V que, assim como este, e constituida de
vetores que pertencem a C'.

e (2) = (1): Supondo que V admite uma base {vy,...,v,} de vetores
que pertencem a C', todo vetor v de V' é da forma

n
v = E )\ivi
=1

e portanto v = vT —v~, com v* € C definidos por

n
+ +
vt = g AU,
i=1

onde A =X\, A7 =0se \; >0e N =0, \] =—)\;se \; <O.

e (2) = (3): Supondo que V' admite uma base {vy,...,v,} de vetores
que pertencem a C, segue que C' contém o cone positivo aberto relativo
a esta base (veja o Exemplo 1.2).

e (3) = (2): Supondo que C° # {), escolhemos vy € C° com |jvy|| =1
e sabemos que existe >0 tal que todo vetor v € V' com ||[v — vy <7

pertence a C°. Portanto, se {vq,vs,...,v,} é qualquer base de V' con-
tendo o vetor vy, basta definir, para ¢ = 2,...,n, v, = v1 +v;/(2r|v|)
para obter uma nova base {vy, v}, ..., v} de V de vetores que perten-
cem a C.

e (3) = (4): Supondo que C° # ) e notando que a inclusdao C D C°
é trivial enquanto que a inclusao oposta C' C C° j4 segue da inclusao
C C C°, vamos demonstrar esta provando que, para quaisquer dois
vetores vy € C' e vy € C° todos os vetores no segmento da reta que
liga os dois, com a possivel excecao do vetor inicial vy, ou seja, todos
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os vetores vy = (1 — AN)vg + Avy com 0 < A < 1, estdao contidos nao
apenas em C' (isso ja segue da convexidade de C') mas até em C°; em
particular, vg = limy_,ovy € C°. Para tanto, seja r > 0 tal que todo
vetor v} € V com |[v] —wv,|| < r pertence a C'; entdo fixando 0 < A < 1,
vamos mostrar que todo vetor v} € V com |[v} — v,| < Ar também
pertence a C. De fato, dado v} € V com ||v} — v,|| < Ar, defina

1
vy = vl—i—x(v;—v)\).

Entao ]
[v) — vl = X [y — vyl <7

e portanto vj € C. Mas v, pertence ao segmento da reta que liga v, e
vy, pois

vy = (1= N)vg + g
e portanto segue que v} € C.

e

e (4) = (3): Obvio, pois estamos supondo (ainda que tacitamente)

que C # (.

O

Notamos que a implicacdo (3) = (4) ¢ a tnica afirmagao onde usamos
a convexidade (e apenas a convexidade) de C: o argumento mostra que
qualquer subconjunto convexo fechado de um espaco normado com interior
nao vazio é o fecho deste seu interior.

Lema 1.2  Seja C um cone convexo em V. Entao as segquintes condigoes
sao equivalentes:

1. C € unilateral, i.e., v e C\ {0} = —v¢ C\{0};
2. CUA{0} nao contém nenhum subespago unidimensional de V;
3. CU{0} ndo contém nenhum subespago nao-trivial de V;

4. C tem gume trivial {0}.

Demonstragao: A equivaléncia destes critérios é evidente. O
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Notamos que um aspecto talvez inconveniente de nossa defini¢cao do gume
de um cone convexo e, em particular, de unilateralidade, é que nao é estavel
sob a passagem de C para o seu fecho ou para o seu interior. O exemplo mais
dréstico desta instabilidade é o de um semi-espaco: dado uma forma linear
nao-trivial sobre V', v* € V*\ {0}, cujo nicleo é um hiperplano

H = kerv* = {veV | (v v)=0}

em V', podemos considerar qualquer cone convexo C' contido no semi-espaco
fechado

C = {veV|{@,v) >0}

que é um cone convexo fechado em V' com gume H, e contendo o semi-espago
aberto

C°= {veV| (v >0}

que é um cone convexo aberto em V com gume {0}. Assim, o gume E¢
de C' pode ser qualquer subespaco de H, e podemos questionar se devemos
chamar qualquer um destes cones convexos de unilateral ou nao. Mas a
definicao adotada aqui nos parece ser o compromisso mais razoavel.

Exemplo 1.6 No plano V = R2, considere os seguintes cones convexos,
que podem todos ser considerados como versoes do semiplano superior:

Cy = {(z,y) eR? | y >0},
Cy = {(x,y)ER2|y>0}U{(m,0)|x>0},
Cy = {(z,y) eR? |y >0} U {(z,0) | z >0},
Cy = {(z,y) €R* [y >0},

Entao Cy C Cy C C3 C Cy, sendo que (' é aberto e é o interior de todos os
demais, Cy é fechado e é o fecho de todos os demais, e os primeiros trés sao
unilaterais enquanto que o tltimo nao é, pois F(Cy) = {(x, y) ER? |y = O}.

Definicao 1.3  Um cone convero K em V é chamado de cone prdéprio
se satisfaz as sequintes propriedades adicionais:

e K ¢ fechado;
o K geraV (satisfaz todas as condi¢oes equivalentes do Lema 1.1);

o K ¢ unilateral (satisfaz todas as condi¢oes equivalentes do Lema 1.2).
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O termo “cone proprio” foi trazido da area de otimizacao, onde a classe de
cones proprios ocupa uma posicao de destaque [6]. Por abuso de linguagem, a
expressao “cone proprio” é frequentemente abreviada e se fala simplesmente
em “cone”.

A relacao entre cones convexos fechados e cones proprios é relativamente
simples: Se C' é um cone convexo fechado em V' com gume E¢s e que gera o
subespaco Vi de V', temos a seguinte sequéncia de inclusoes:

{0} cEccCcCcVeoCV. (1.1)

Como caso especial de afirmagoes que serao provadas na proxima secao, segue
entdo que a imagem de C' sob a projegao canonica de Vi sobre Vio/Eq é um
cone proéprio neste espaco quociente Vi/Fe, e reciprocamente, todo cone
convexo fechado em V' é obtido como a pré-imagem de um cone préprio em
algum espago subquociente (= espago quociente de um subespago) de V.

1.2 Imagem direta e inversa

Nesta secao, queremos investigar o comportamento de cones convexos em
relacao a transformagoes lineares. Para nao deixar a formulagao dos resul-
tados excessivamente complicados, vamos na discussao da relacao entre os
respectivos gumes supor que os cones convexos considerados contenham o
seu &apice (caso contréario, passamos primeiro de C' para C'U {0}, notando
que, por defini¢do, Ec = FEcugoy), 0 que, como ja vimos, inclui os cones
convexos fechados mas nao os cones convexos abertos.

Comecamos por uma observacao simples. Dado um cone convexo C' em
um espaco vetorial V' que gera um subespaco Vi de V', em conjunto com outro
subespaco V' de V', a interseccao C' NV’ e a soma C' + V' sdo novamente
cones convexos em V', mas a relagao entre os subespacos gerados e os gumes
pode ser complicada: temos

Voave CVen V' Vogwr =Vo+ V7,
Ecnvi=EcnNV' | Ecyyv D Ec+ V',

onde as inclusoes podem ser estritas, dependendo da posicao relativa entre
C e V' como ilustra o seguinte

Exemplo 1.7 No plano V = R2, considere o quadrante positivo

C = {(z,y) eR*|2>0,y>0}
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que é um cone préprio, em conjunto com uma reta com inclinacao «, onde
0<a<m
Vo = {Mcosa,sina) € R? | A € R}

Para 0 < a < 7/2, C NV, é uma semireta e C' 4+ V,, é o plano inteiro, de
modo que Vony, =V, e Ecyy, =V 2V, enquanto que para 7/2 < a < T,
CNV, sereduz a origem e C'+V,, é o semiplano fechado superior e a direita
da reta V,,, de modo que Vony, = {0} <V, e Ecyy, = V.

Proposicao 1.1  Seja f : V. — W wma aplicagao linear entre dois
espacos vetoriais reais V. e W de dimensado finita.

e Dado um cone convexo C' em V', sua imagem sob f é um cone convexo
f(C) em W, e se C € fechado/aberto em V', f(C') € fechado/aberto em
f(V).3 Ademais, supondo que 0 € C' e denotando por Vi o subespago
de V' gerado por C, por Wycy o subespaco de W gerado por f(C), por
Ec o gume de C, por Eycy o gume de f(C) e por Ecixery 0 gume de
C + ker f, vale

fVe) =Wy , f(Ee) C f(Ecikers) = Efc) -

e Dado um cone convexo C' em W, sua pré-imagem sob f é um cone
convezo f~1(C) em V, e se C é fechado/aberto em W, f~1(C) ¢
fechado/aberto em V. Ademais, supondo que 0 € C' e denotando por
We o subespago de W gerado por C, por Wenimp 0 subespago de W
gerado por C Nimf, por Vi-ic) o subespago de V' gerado por f~1(C),
por Ec o gume de C' e por Es-1cy o gume de f~1(C), vale

W) 2 T Wenims) = Visey » [ (Ee) = Ep-1(c) -

Como ja foi mencionado, a relagao entre os dois subespacgos E¢ € Ecyer £, NO
primeiro caso (imagem direta), e entre os dois subespagos We € Wenimy, no
segundo caso (imagem inversa), pode ser complicada: de modo geral s6 temos
as inclusoes 6bvias Fc C Ecqkef, pois C C C +ker f, e We D Wenimy,
pois C' D C' Nimf.

Demonstracao: Primeiro, o fato de que a imagem e a pré-imagem de
um cone convexo sob uma aplicagao linear é novamente um cone convexo €
uma consequéncia imediata das definigoes. Também é claro que se C' C W é
aberto/fechado em W, f~1(C) C V é aberto/fechado em V, pois f ¢ continua.

3Obviamente, isso implica que se C' é fechado em V, f(C) é também fechado em W, mas
é claro que tal conclus@ao nao pode ser verdade se substituirmos “fechado” por “aberto”.
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De modo semelhante, se C' é aberto em V', f(C) é aberto em f(V'), pois
como aplicacao linear sobrejetora de V para f(V'), f é uma aplicagao aberta.
Por outro lado, para mostrar que se C' é fechado em V, f(C) é fechado
em f(V), ou equivalentemente, em W, fazemos uso da hipdtese de que C'
¢ um cone: denotando por S a esfera unitaria de V' em relacao a algum
produto escalar positivo definido (qualquer um serve), C'N S é compacto e
portanto f(C' N S) também é; logo, f(C) ={ w | A =2 0,w € f(CNSI)}
é fechado. Sendo assim, resta apenas provar as afirmacoes referentes aos

subespagcos gerados e aos gumes, lembrando que nesta parte, supomos que
0ecC.

e Imagem direta: Para os subespacos gerados, a igualdade segue direta-
mente das defini¢coes: para w € W, vale
we f(Vo) <= w=f(v) com veVeg=C-C
< w= f(vy —vy) com vy,vy € C
= w=w; —wy com wy,wy € f(C)
— we f(C) = f(C) =Wyq)-
De modo semelhante, para os gumes, a primeira inclusao é dbvia:

ccc + kerf — EC C EC+kerf — f(EC> - f(ECJrkerf) )

enquanto que a segunda igualdade segue diretamente das definigoes:
por um lado, o subespaco Ec ke 5 de V' ¢ contido em C' + ker f e assim
o subespaco f(Eciker £) de W é contido em f(C+ker f) = f(C'), o que
implica a inclusdo f(Ecirerf) C Efc), € por outro lado, o subespaco
E¢c) de W ¢é contido em f(C) e portanto o subespaco [~ (Efc))
de V é contido em f~1(f(C)) = C + ker f, o que implica a inclusao
[ Y E ) C Ecikerf; 1080, Efcy C f(Ecikerf)-

e Imagem inversa: Para os subespacos gerados, a primeira inclusao é
6bvia:
C D Cﬂimf — WC D) WCﬂimf — f_l(Wc) D) f_l(WCmimf),

enquanto que a segunda igualdade segue diretamente das definigoes:
para v € V, vale
v € [T Wenimg) f() € Wonimg = (CNimf) — (CNimf)
f(v) =wy —wy com wi,wy € C'Nimf

f0) = f(v1) = f(v2) com vy, € f7(C)

v=1v, —vy com vy,vy € fH(C)

vefHC) = fFHC) = Vime),

111ty
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onde a pentultima equivaléncia decorre da hipétese de que C' contém 0 e
portanto f~1(C) contém ker f. De modo semelhante, para os gumes, a
igualdade segue diretamente das defini¢oes: por um lado, o subespaco
Ec de W ¢é contido em C e portanto o subespaco f~'(E¢) de V ¢é
contido em f~'(C), o que implica a inclusdo f~'(Ec) C Es-1c), €
por outro lado, o subespago Ey-1(¢y de V' ¢é contido em f~HC) e por-
tanto o subespaco f(Ej-1(cy) de W é contido em f(f~!(C)) = C,
o que implica a inclusao f(Es-1(¢)) C Ec¢ ; usando novamente a hipdtese
de que C contém 0 e portanto Ej-1cy contém ker f, segue que

Ervcy = [T (f(Epe) C fH(Ee).
O

Como caso especial, notamos as seguintes propriedades de estabilidade de
cones proprios:

Corolario 1.1  Seja f:V — W uma aplicacao linear entre dois espagos
vetoriais reais V. e W de dimensao finita.

e Se f for sobrejetora e C' for um cone proprio em V' tal que
CNker f = {0},
entdao a imagem de C sob f é um cone proprio f(C) em W.
e Se f for ingetora e C' for wm cone proprio em W tal que
C°Nnimf # 0,
entdo a pré-imagem de C sob f é um cone préprio f~1(C) em V.
Demonstragao:

e Imagem direta: Conforme a Proposi¢ao 1.1, f sendo sobrejetora garante
que f(C) gera W, pois C' gera V. Resta portanto provar que a outra
condigao implica que f(C) é unilateral. Por absurdo, suponha entéao
que existe um vetor w € W\ {0} tal que w € f(C) e —w € f(C).
Escrevendo +w = f(vy) com vy € C, obtemos que o vetor vy + v_
pertence a C'Nker f, mas nao pode ser igual a 0 porque C' é unilateral.

e Imagem inversa: Conforme a Proposicao 1.1, f sendo injetora garante
que f~1(C) é unilateral, pois C' é unilateral. Resta portanto provar que
a outra condigao implica que f~1(C) gera V. Mas isso segue direta-
mente do Lema 1.1, pois se C° Nimf, que é um aberto de imf, nao
é vazio, a sua imagem inversa sob f, que é exatamente o interior de
f~HC), também nao é vazio.



1.3. CONES E DUALIDADE 15

1.3 Cones e dualidade

A seguir, e ao longo de todo este trabalho, denotaremos a pareamento canonico
entre um espacgo vetorial V' e seu espaco dual V* por

(,): V*xV — R
(v*,v) — (v*,v)

Dado um subconjunto X de V', podemos definir seu cone dual por
X*={z"eV*| (2%, x) > 0 para todo z € X} (1.2)

notando que X* serd sempre um cone convexo fechado em V*. De fato, se
A>0ex* € X* temos que, para todo z € X, (Az*,x) = ANz*, z) > 0, ou
seja, Ar* € X*. De modo semelhante, se A\;, Ao > 0, com A\ + Xy = 1, €
x], x5 € X*, temos que, para todo = € X,

<)\1$>{+>‘2x§>5”> = A2, ) + Ny{y, ) = 0,

ou seja, A\yx] + A\yz5 € X*. Finalmente, X* ¢ fechado por que ¢ a interseccao
de uma familia de (semi-espagos) fechados,

X" = ﬂ {z* e V* | (z*,z) = 0}.

zeX

Obviamente,
X)Xy = X;CXj. (1.3)

Dado um subconjunto X de V' qualquer, podemos considerar o cone con-
vexo fechado gerado por X em V', que por definicao é o menor cone convexo
fechado em V' contendo X. (Tal conceito é bem conhecido; por exemplo,
se substituirmos “cone convexo fechado” por “ cone” ou por “subconjunto
convexo’ ou por “subconjunto fechado”, obtemos, respectivamente, o cone
gerado por X ou o envelope convexo de X ou o fecho de X.) Explicitamente,
o cone convexo fechado gerado por X é igual ao cone convexo gerado pelo
fecho X de X e portanto consiste de todos os vetores de V que podem ser
escritos como combinacdes lineares de vetores de X com coeficientes > 0:
denotaremos-o aqui por CCF(X). Entao é claro que CCF(X) = X se e
somente se X ja for um cone convexo fechado e que, de modo geral,

(CCF(X))" = X*. (1.4)
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Sendo assim, basta considerar o conceito de subconjunto dual apenas para
uma classe especial de subconjuntos, os cones convexos fechados.

Definicao 1.4  Seja C' um cone convexo fechado em V. FEntao o cone
convezxo fechado C* em V* é chamado o cone dual de C'.

E interessante notar como este conceito de cone dual se comporta quando
passamos a considerar o bidual.

Teorema 1.1  Se C' for um cone convexo fechado em V, C* seu cone dual
e C** seu cone bidual (o dual do dual), vale

cr=C.

Portanto, se X for um subconjunto qualquer de V, X* seu dual e X** seu
bidual (o dual do dual), vale

X* = CCF(X).

Pelos argumentos apresentados anteriormente, a segunda afirmacao segue da
) s

primeira. Para provar essa, note que a inclusao C' C C** ¢ trivial, enquanto

que a inclusao C' D C** segue da seguinte

Proposicao 1.2  Seja C' um cone convexo fechado em V. Para todo vetor
v eV \C, existe um covetor v* € C* tal que (v*,v) < 0.

Demonstracao: Esta afirmacao é uma consequéncia direta do teorema de
separagao por hiperplanos, o qual afirma que existem um covetor v* € V* e
um numero real a € R tais que

(v*,u) > a > (v*,v) paratodo u € C.

Veja, por exemplo, [6, Example 2.20, p. 49] (os argumentos utilizados na
prova apresentada neste livro claramente nao dependem da escolha do pro-
duto escalar empregado). Em particular, como 0 € C, vale a < 0. E como
C' é um cone, segue que

(v*,u) >0 paratodo u € C.

De fato, suponha por contradigao que existe u € C' tal que A = (v*,u) < 0.
Entao vale /A > 0 e portanto 2(a/A\)u € C, de modo que, pela desigual-
dade anterior,
(0", 2(a/Nu) > .
Mas como a < 0, temos
(W, 2(a/Nu) =20 < «

o que ¢ uma contradicao. O
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Notemos que esta proposicao é equivalente a dizer que um vetor v € V' que
satisfaz a condigao (v*,v) > 0 para todo v* € C* ja pertence a C, o que é
exatamente a afirmagao de que C** = (.

Na passagem ao cone dual no espago dual, o subespaco gerado e o gume
trocam de papel, no seguinte sentido:

Proposicao 1.3  Seja C' um cone convexo fechado em V e C* seu cone
dual. Entao o subespaco V- de V* gerado por C* é o aniquilador do gume
Eq de C e o gume Ec+ de C* € o aniquilador do subespaco Vo de V' gerado
por C':

Voo =E5 , Eo =V,

Em particular, se C' € unilateral, C* possui interior nao vazio, e se C possui
interior nao vazio, C* € unilateral. Portanto, o dual de um cone proprio é
um cone proprio.

Lembramos que o aniquilador de um subespaco W de um espago vetorial V'
é o subespaco W+ do seu espaco dual V* que consiste de todas as formas
lineares sobre V' que se anulam sobre W.

Demonstragao: Notamos primeiro que trocando V' com V*, C' com C* e
aplicando a operacao .= de passar ao aniquilador de um subespaco, trans-
formamos cada uma das duas igualdades desta proposicao na outra, devido
ao Teorema 1.1; portanto, basta provar uma delas, digamos a segunda. Mas
para um covetor v* € V* a condigdo v* € Vi significa que v*, como forma
linear sobre V', se anula sobre V¢, ou ainda, sobre C' (pois C gera V), o que
é equivalente a dizer que +v* (i.e., tanto v* como —v*) é > 0 sobre C, ou
seja, £v* € C*, o que por sua vez significa que v* € Ec-. O

Uma outra afirmacgao que se mostra ttil é a seguinte proposicao, que
caracteriza o interior do cone dual como formas lineares que sao estritamente
positivas sobre o cone original (a menos do seu &pice):

Proposicao 1.4  Seja C' um cone convexo fechado em V e C* seu cone
dual. Entao vale

(€)= {v" e V* | (v*,v) >0 para todo v € C'\ {0}}
e, reciprocamente, se C' for unilateral,

C\{0} ={veV | (v,v) >0 para todo v* € (C*)°}
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Demonstragao:

e Para provar a primeira afirmacao, observamos primeiro que neste caso
também podemos supor, sem perda de generalidade, que C' seja uni-
lateral, pois senao ambos os lados sao (). Escolhemos entao uma norma
qualquer [|.|| em V', em conjunto com a norma induzida ||.|| em V* e
denotando por S;(V') a correspondente esfera unitaria em V', notamos
que C'NS;(V) é compacto e portanto, para todo covetor v* € C*, vale

(v*,v) > 0 para todo v € C'\ {0}
(v*,v1) > 0 para todo v; € C' NS (V)
existe a > 0 tal que (v*,v1) > « para todo vy € C'NSy(V)

existe a > 0 tal que (v*,v) + (w*,v) >0
para todo w* € V* com ||w*|| < a e todo v € C

existe a > 0 tal que v* +w* € C*
para todo w* € V* com |[w*|| < «

<~
<~
<= existe a >0 tal que (v*,v) > al/v|| para todo v € C
<~
<~

!

e Quanto a segunda afirmagao, notamos que a inclusao “C” segue direta-
mente da primeira, enquanto que a inclusao oposta “2” (na qual, obvia-
mente, podemos substituir C'\ {0} por C') pode ser deduzida da Pro-
posicao 1.2, a qual garante que para todo vetor v € V' \ C' existe um
covetor v* € C* tal que (v*,v) < 0, de modo que, se escrevermos
v* = limg 0o v com vy € (C*)°, conforme o Lema 1.1, ndo podemos
ter (vf,v) >0 para todo k.

Como corolario, obtemos:

Corolario 1.2  Seja K um cone proprio em V', com interior K° e fronteira
0K, e sejam vy e vy vetores em K \ {0}. Entdo vale:

e Se um dos dois vetores pertence a K°, entao temos vy + v1 € K°, ou
seja, vale K + K° C K°.

e Se ambos os vetores pertencem a 0K, mas existe algum X\ €10,1[ tal
que A\vg+ (1 —X)vy € K°, entdo temos avy+ (1 —a)v, € K° para todo
a €]0,1].
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A segunda afirmacao diz que se o segmento entre dois vetores na fronteira
de um cone préprio entra no seu interior, este segmento (a menos de suas
extremidades) j& estd inteiramente contido no seu interior.

Demonstragao: Conforme a primeira afirmagao da Proposicao 1.4, apli-
cada ao cone dual K* e combinada com o Teorema 1.1, temos

K°={veV | (v',v) >0 para todo v* € K*\ {0}}

Sejam agora wvg,v; € K \ {0}; entdo para todo v* € K*\ {0}, temos
(v*,v9) = 0 e (v*,v1) > 0. Suponha primeiro que um dos dois vetores, diga-
mos vy, pertence a K°; entao para todo v* € K*\ {0}, temos (v*,v1) >0 e
portanto (v*,vg 4+ v1) > 0, de modo que vy + v; € K° Agora, suponha que
ambos os vetores pertencem apenas a K, mas que existe algum A €10, 1] tal
que Avg+ (1—XN)v; € K9 entao para todo v* € K*\ {0}, temos (v*,v9) > 0
ou (v*,v1) > 0 e portanto, para todo « €]0,1[, (v*, avy + (1 — a)vy) > 0,
de modo que avy + (1 — a)vy € K°. O

1.4 Ordem entre cones

Concluimos este capitulo menionando uma relagdo de ordenamento (que,
infelizmente, ndo é uma relagdo de ordem no estrito sentido matematico)
entre cones préprios que é muito 1til, e mais forte do que a mera inclusao:

Definicao 1.5 Sejam K, e K5 dois cones proprios em V. Dizemos que K
¢ mais estreito do que Ky e escrevemos K1 < Ky, ou equivalentemente,
dizemos que Ky € mais amplo do que Ky, e escrevemos Ky = K, se K,
a menos do seu apice, € contido no interior de Ky:

Kl = K2 < Kl\{O} - (KQ)O.

Podemos recuperar um cone proprio (a menos do seu apice) como a intersegao
dos interiores de todos os cones préprios mais amplos e o seu interior como
a uniao de todos os cones préprios (a menos do seu dpice) mais estreitos:

Proposicao 1.5 Seja K um cone proprio em V. Entao vale

K= |J K\Mo} e K\{0} = (] K-

K’ cone préprio K' cone préprio
K'<K K'-K

onde ainda podemos substituir “K' cone prdprio” por “K' cone lorentziano
(fechado)”.
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Demonstragao: As inclusées “D”, no primeiro caso, e “C”, no segundo
caso, sao triviais. Para provar as inclusoes opostas, fixamos um produto
escalar positivo definido (.,.) qualquer em V| com norma induzida denotada
por ||.||, e para todo vetor v € V, denotamos por B,(v) a bola aberta e
por B,(v) a bola fechada de raio r > 0 em torno de v, em relagao a esta
norma, assim como por S; a correspondente esfera unitaria. Também, quando
fixamos um vetor vy € S; e uma constante ¢ > 0, decompomos o espaco V'
na soma direta

V = Ruy® vy

de modo que qualquer vetor v € V se decompoe de maneira tinica como
v =M+ vt com A= (v,v9) e vF =v — (v,v0)v0, € notando que

(/\1U0 +01La Ayt +U2L) = MAy + (Ufﬂ;),

introduzimos um produto escalar lorentziano (.,.). em V pondo

1
()‘11)0 +U1L7 AgVg +U2L)c = My — g(“fﬂf%)'

Assim, o correspondente cone lorentziano (fechado) é
K. = {Mg+vt eV |ed= v},

com interior
K2 = {Mp+v- eV |ek>|vt]}.

e Dado um vetor v em K°, que é aberto, existe e >0 tal que B.(v) C K°.
Assim, pondo vy = v e ¢ = ¢, segue que K,.\{0} C K°, pois para
qualquer vetor v' = XNv + (v')+ € K.\ {0}, temos X >0 e

de modo que v'/N € B.(v) C K° e portanto v’ € K°.

1
Y(U/)LH <C = €,

e Dado um vetor v em V\ K, a Proposigao 1.2 garante que existe um co-
vetor v* € V* que pertence ao cone dual K* de K e satisfaz (v*,v) < 0.
Esta desigualdade permanece verdadeira para todos os covetores em
uma vizinhanca de v* em V* e como K* coincide com o fecho do
seu interior, podemos encontrar um covetor vj € V* que pertence
ao interior (K*)° do cone dual K* de K e ainda satisfaz (vj,v) < 0.
Aplicando o “isomorfismo musical” entre V' e V* proporcionado pelo
produto escalar (.,.) e aplicando a Proposi¢ao 1.4, concluimos que
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existe um vetor vy € V, e sem perda de generalidade de norma 1,
tal que (vg,v’) > 0 para todo v' € K\ {0}, enquanto que (vp,v) < 0.
Como K NS; é compacto, concluimos que existe € > 0 tal que vale
(vo,v") > € para todo v € K NS;. Agora, supondo que € < 1 e
tomando ¢ = 1/¢, segue que K\{0} C K?, pois para qualquer vetor
v = Nvg + (')t € K\{0}, temos |[v'||> = N2+ ||()1]]* >0 e
/ / !/
U—GKﬂ51:> A :<UO,U—>>E
[[o"]] N2 [[(v) ]2 [[o"]]

— 6_2)\/2 2 /\/2+||(U/)L”2

— 02)\/2 > (672_1>>\/2 > ||(U/)J_||2
— v e K?.

Por outro lado, temos v € V\ K2, pois ainda vale (vg,v’) > 0 para
todo v" € K?, enquanto que (vg,v) < 0.

Para uso no préximo capitulo, ainda registramos a seguinte inclusao: para
todo € > 0, existe § > 0, exlicitamente dado por

€
Vit

tal que a interseccao do cone futuro transladado por § na dire¢ao passada
—1vy com o cone passado transladado por § na diregao futura vy (a qual é
chamada de “diamante causal”) é contida na bola de raio € em torno da
origem:

5:

(—0vo + K.) N (6vg — K.) € B.(0). (1.5)

De fato, dado v € (—(5@0 + Kc) N ((5”00 — KC) e escrevendo v = A\vg + v+
com A= (v,v9) e vt =1v— (v,v9)vp, cOMo acima, temos
v e K, = c¢(A+0) = vt
—v+dv € K. = co(=A+0) = |lvt]

e portanto
o] —ed < ed < — |Jot|| +¢d,

o que implica |Jvt| < cd e |\ < d; portanto,

loll = VA2 + ot ]2 < V1 + 26
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CapiTULO 1.

CONES EM ESPACOS VETORIAIS




Capitulo 2

Estruturas de cones e
estruturas causais

Neste capitulo, estudaremos estruturas de cones em fibrados vetoriais e, como
caso particular, estruturas causais em variedades. Para simplificar a termi-
nologia, adotaremos ao longo deste capitulo a convencao de chamar cones
préprios simplesmente de cones, pois trabalharemos apenas com tais cones e
seus interiores.

2.1 Estruturas de cones em fibrados vetoriais

Intuitivamente, uma estrutura de cones C em um fibrado vetorial £ sobre
uma variedade base M é simplesmente uma familia (C,).cas onde, para todo
ponto x de M, C, é um cone (no sentido da convengao acima) na fibra
E, de E neste ponto. A questao que se coloca é qual seria a propriedade
de regularidade adequada a ser imposta sobre esta familia, no que se refere
a dependéncia do cone C, em relacao ao ponto x. Um estudo da litera-
tura revela que existem aqui varias propostas, em sua maioria de natureza
topoldgica, permitindo definir o que pode ser chamado de uma estrutura de
cones continua. No entanto, em geometria diferencial, o que interessa seria
o conceito de uma estrutura de cones suave, e nenhuma das definicoes que
encontramos na literatura serve para tal proposito.

Ocorre que existe um procedimento padrao em geometria diferencial para
resolver essa questao: supondo que o fibrado vetorial ambiente E seja (pelo
menos) de classe C”, uma estrutura de cones em E deve ser dita de classe C”
se e somente se existe uma familia de trivializagoes locais de classe C" de F,

23
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cujos dominios recobrem M, tal que cada uma delas mapea a estrutura de
cones dada, restrita ao dominio pertinente, em uma estrutura constante.!
E surpreendente que uma ideia tao basica e 6bvia ainda nao tenha sido
explorada muito mais amplamente.

Para melhor especificar os ingredientes desta abordagem, vamos primeiro
examinar a questao no caso de um fibrado trivial. Sejam entao M uma
variedade, E um espaco vetorial fixoe F = M x E o fibrado vetorial trivial
sobre M com fibra tipica E. Dizemos que uma estrutura de cones C em FE é

e constante se existe algum cone fixo Cy em E tal que C, = Cy, para
todo x € M;

e trivial (de classe C") se existem algum cone fixo Cy em E e uma funcao
(de classe C") 7 : M — GL(E) tal que 7(x)(C,) = Cy, para todo
x € M: este cone Cy é chamado o cone modelo da estrutura.

Ocorre que a segunda propriedade configura a extensao natural da primeira
quando queremos independéncia da escolha de trivializacao e portanto ad-
mite uma extensao natural a fibrados vetoriais gerais, a ser apresentada logo
abaixo.

No entanto, antes de abordar esta generalizacdao, queremos formular e
provar uma afirmacao tecnicamente importante: a de que, em um fibrado
vetorial trivial £ = M x [E, qualquer estrutura de cones C que é trivial
continua (i.e., trivial de classe C°) pode sempre, pelo menos localmente,
ser “prensada’ (“pinched”) entre duas constantes. Para tanto, continuamos
empregando a relacao de ordem < entre cones ja introduzida no capitulo
anterior, conforme a qual dois cones C; e Cs satisfazem C7 < C5 se e somente
se (' é contido na uniao de {0} com o interior C§ de C5, e notamos primeiro
0 seguinte

Lema 2.1 Sejam G um grupo topologico e X um espaco topoldogico munido
de uma agao continua G x X — X, (g,x) — g -x. Dados um compacto K
e um aberto U de X tais que K cU, existe uma vizinhanca aberta N de 1
em G tal que N - K cU.

Demonstragao: Devido a continuidade da agao, podemos para cada ponto
x de K escolher vizinhancas abertas N, de 1 em G e V, de z em X tais que

N, -V,cU.

! Aqui, podemos ter r € {0,1,...,00,w}, mas estamos essencialmente interessados em
trés casos: r =0, r =1 ou r = oo.
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Assim, (V,)zex € um recobrimento aberto de K, e portanto existem pontos
Zi,...,7, € K tais que KcV, u...uV, . Pondo N = N, n...nN,
obtemos a inclusao desejada, N - K cU. O

Proposicao 2.1 Sejam M wma variedade, E um espago vetorial e C uma
estrutura de cones trivial continua no fibrado vetorial trivial E = M x E
sobre M, com cone modelo Cy. FEntio C € localmente prensada entre
estruturas de cones constantes, i.e., para qualquer ponto x de M e quaisquer
dois cones C< e C~ em E tais que C< < C, < C~, ewiste uma vizinhanca
aberta U de x em M tal que C< < Cyp < C~, para todo z' € U.

Demonstragao: Fixando um produto escalar positivo definido qualquer
em E e denotando por S"! a correspondente esfera unitaria, as hipdteses da
proposicao implicam que valem as seguintes inclusoes:

C<nS"lc e e C,nS"tc (CP)

onde notamos que o subconjunto menor é compacto enquanto que o sub-
conjunto maior é aberto. Aplicando o lema a agao natural de GL(E) em E,
obtemos uma vizinhanca aberta N de 1 em GL(E) tal que

geEN = g(C<nsS" ) cC e g '(C,nS" 1) C(C)
e, devido a linearidade da agao,

geN = g(C<)ccou{o} e g '(C,) c(C”)°u{0}

T

Agora, usando que existe uma aplicagdo continua 7 : M — GL(E) tal
que 7(2)(C,) = Cy para todo z € M, definimos 7, : M — GL(E) por
7.(2') = 7(x)"  7(2’), de modo que 7,(x) =1, e pomos U = 7, 1(N); entao
vale

el = 7(x)'r(2)eN

{ (TI)1 )(C )CO"U{O}
( 1

= (@) @) @) € (7)o o)

. { < c (<> 1r< 1) l(ceu{O})
(T(x)* T(2' ) ( x) C (C7)°u{0}
C< c € u{0}

- {Ox/c<0>>0u{0}
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Definicao 2.1  Dado um fibrado vetorial E sobre uma variedade base M
(ambos de classe C"), uma estrutura de cones em E (sem especifica¢io
adicional) é simplesmente uma familia (Cy)zen de cones proprios C, C E,.
Em particular, fitando um cone proprio Cy na fibra tipica E, tal estrutura
de cones C € chamada de localmente trivial (de classe C*°, com s < r)
se para todo ponto x de M, existem uma vizinhanca aberta U de x e uma
trivializacio ® : Ely — U X E de E sobre U (de classe C*) que mapea
C para a estrutura constante Cy sobre U,, i.e., tal que, para todo z' € U,
&, B, — E mapea o cone Cyr mo cone fixo Cy: dizemos entao que Cy €
o cone modelo da estrutura.

Alternativamente, uma estrutura de cones localmente trivial de classe C° seré
chamada de localmente trivial continua e uma estrutura de cones localmente
trivial de classe C* serd chamada de localmente trivial suave.

Comparando com outras definicoes de “regularidade” que se encontram
na literatura, é importante enfatizar que a condicao de trivialidade local
exigida aqui, mesmo no caso de trivialidade local meramente continua, é
mais restritiva do que a condi¢ao de continuidade empregada pelos autores
de alguns trabalhos que se encontram na literatura, tais como [9] e [20].
No entanto, nossa abordagem corresponde fielmente a estratégia adotada em
geometria diferencial para definir regularidade local de qualquer estrutura
geométrica, que normalmente é dada por alguma secao de algum fibrado:
segoes de fibrados (o que inclui fungoes, campos vetoriais, formas diferenci-
ais, campos tensoriais etc.) sdo continuas, diferencidveis etc. se e somente
se suas representacoes em relacao a trivializagoes locais o sao. Pode haver
outros métodos para definir continuidade, mas nao para definir diferencia-
bilidade. Assim, a motivacao principal de usar a definicao adotada aqui é
que esta parece ser a unica forma de chegar a um conceito de uma estru-
tura de cones que seja diferencidvel e nao apenas continua — se bem que esta
condicao pode nao ser suficientemente geral para acomodar todos os casos de
interesse para as aplicagoes, como veremos mais explicitamente na discussao
do Exemplo 2.2.

Independentemente de quais sejam as condicoes de regularidade a serem
impostas, adotamos a seguinte

Definicao 2.2 Dada uma variedade M, uma estrutura causal — ou mais
precisamente, estrutura causal “infinitesimal” —em M € uma estrutura
de cones no seu fibrado tangente TM.
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Por defini¢ao, uma estrutura de cones localmente trivial é constante em
alguma trivializagao local do fibrado vetorial ambiente, mas obviamente nao
em todas. Porém, a Proposicao 2.1 implica que em qualquer trivializacao
local do fibrado vetorial ambiente ela serda pelo menos prensada entre estru-
turas constantes:

Proposigcao 2.2  Seja C uma estrutura de cones localmente trivial continua
em um fibrado vetorial E sobre uma variedade base M. FEntao para qual-
quer trivializacio ® : E|ly — U x E de E sobre um aberto U de M,
qualquer ponto x de U e quaisquer dois cones C< e C~ em E tais que
C< < 9,(C,) < C~, existe uma vizinhanga aberta U, C U de x em M
tal que C< < ®,(Cy) < CZ, para todo z' € U,.

Em particular, para estruturas causais em variedades, cabe fazer a seguinte

Observagao 2.1 E preciso enfatizar que a condicao de trivialidade local
de uma estrutura causal C em uma variedade M nao afirma que, para qual-
quer ponto x de M, ela deva se tornar constante em relagao a alguma carta
local de M em torno de z, pois tal condicao seria demasiadamente restritiva,
mas apenas em relacao a alguma trivializagao local de T'M em torno de x.
No entanto, a Proposicao 2.2 mostra e implica que, em relacao a qualquer
carta local (U, ¢) de M em torno de x e para quaisquer dois cones C<, C~
em R™ que satisfazem C< < T, ¢ (C,) < C~, ela fica prensada, em alguma vi-
zinhanca aberta U, de x contida em U, entre as estruturas de cone constantes
geradas por C< e C~, i.e., vale

Cs<T,p(C,)<C~
para todo z’ € U,.

Também sempre podemos garantir a existéncia de secoes globais com regula-
ridade méaxima que passam por qualquer vetor no interior de qualquer cone
e tomam valores no interior de cada cone:

Proposicao 2.3 Seja C uma estrutura de cones localmente trivial continua
em um fibrado vetorial E sobre uma variedade base M (ambos de classe C").
Entao para qualquer ponto xog de M e qualquer vetor eg na fibra de E sobre xg
tal que ey € C9 , existe uma se¢io ¢ de E (de classe C") que passa por eg

e toma valores em C° (i.e., satisfaz o(xg) = ey e @(x) € C2 para todo
reM).

Demonstracao: Seja (Uy, Xa) Pa)aca uma familia formada por um reco-
brimento aberto localmente finito (U,)aca de M, uma partigado da unidade
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(Xa)aca subjacente a este recobrimento e uma familia (®,)aca de trivia-
lizagoes @, : 71 (U,) — U, X E de E sobre U, que mapeam C para a
estrutura constante Cy sobre U,. Para todo a € A, escolha algum vetor
v, € C§ tal que O, (xy,v,) = ¢, caso zg € U, e defina uma secio ¢, de F
sobre U, por

Ya(r) = (x,v,) para € U,.

Entao tendo em vista que supp xo C Ua, Xa@a ¢ uma segao de E (definida
como = 0 fora de U,) e, como os cones C? sao todos convexos,

= Xa¥a

acA

¢ uma secao de E' com as propriedades enunciadas. O

Infelizmente, nao ha uma extensao geral e natural do Corolario 1.1 para
estruturas de cones localmente triviais em fibrados vetoriais. Mais precisa-
mente, se f: E — F é um morfismo estrito entre dois fibrados vetoriais
reais F/ e I’ sobre uma variedade M, entao

e se for sobrejetor nas fibras e C for uma estrutura de cones em E tal
que
CnNnker f ={0},

entdo a imagem de C sob f é uma estrutura de cones f(C) em F,
mas nao hé argumento geral para garantir que C sendo localmente
trivial, f(C) também o seja (exceto se f for um isomorfismo, é claro);

e se f for injetor nas fibras e C for uma estrutura de cones em F' tal que
CoNimf # 0,

entdo a pré-imagem de C sob f é uma estrutura de cones f~1(C) em F,
mas nao ha argumento geral para garantir que C sendo localmente
trivial, f~!(C) também o seja (exceto se f for um isomorfismo, é claro).

O problema que aparece aqui é que, apesar de que, sob as hipéteses enuncia-
das, f é de posto constante e portanto ker f e imf sao subfibrados vetoriais,
de modo que existem trivializagoes locais de E e F' nas quais ker f e imf sao
constantes, assim como trivializagoes locais nas quais C é constante, nada
garante que existam trivializacoes locais nas quais ker f e C ou imf e C
sao simultaneamente constantes: isso sim seria claramente suficiente para
garantir a trivialidade local de f(C) ou f~1(C).
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Porém, tal situacao pode ser implementada da seguinte forma geral.
Suponha que seja possivel encontrar um fibrado principal P sobre M, com
grupo estrutural G, tal que E e F sao fibrados associados, i.e., E = P xg Fj
e F'= P xXqg Fy onde Ey e Fy sao espacos vetoriais munidos de certas repre-
sentacoes de G, e tal que f: EF — F ¢é induzido por uma aplicacao linear
fo 1 Ey — Fy que é G-equivariante. Suponha ainda que a estrutura de
cones C (em E ou em F') também seja induzida por um cone fixo Cy (em Ej
ou em Fyp): isso requer que Cy seja G-invariante. Entao é claro que todas as
estruturas de cone assim obtidas sao automaticamente localmente triviais,
pois toda secao local de P induz trivializagoes locais nos fibrados vetoriais
associados em que ker f, imf e C sao todos simultaneamente constantes.

Aplicando a construcao do cone dual conforme descrita no Capitulo 1
fibra a fibra, chegamos a seguinte

Proposicao 2.4  Toda estrutura de cones C localmente trivial em um
fibrado vetorial E sobre uma variedade base M induz de maneira canonica
uma estrutura de cones C* localmente trivial no fibrado dual E* de E, defi-
nida por (C*), = (C,)*, chamada a estrutura de cones dual.

2.2 Exemplos

O primeiro exemplo é o mais 6bvio, provindo da geometria lorentziana ou,
em termos de Fisica, da relatividade geral.

Exemplo 2.1 Seja M uma variedade lorentziana orientada no tempo, com
tensor métrico g e orientacao temporal representada por algum campo ve-
torial tipo tempo n, e para todo ponto x de M, seja C, o cone dos vetores
tangentes em x causais (i.e., tipo tempo ou tipo luz) futuros, acrescido do
vetor 0,

C, = {u, € T,M | g,(uyu,) 20, g,(ng.u,) >0}, (2.1)
cujo interior é o cone dos vetores tangentes em x tipo tempo futuros,
Y = {um eT.M|g,(u,u,)>0,g,(n,,u,)> 0} . (2.2)

Entao a familia (C,),epn define uma estrutura causal C' em M que é local-
mente trivial (com grau de diferenciabilidade igual a do tensor métrico).

De fato, a trivialidade local desta estrutura segue imediatamente usando
qualquer trivializacao local de T'M por um referencial local ortonormal e
orientado no tempo.
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O segundo exemplo é menos imediato e provém da estrutura causal gerada
por um sistema hiperbdlico de equagoes diferenciais parciais (lineares) de
primeira ordem, no sentido introduzido em uma tese de doutorado recente-
mente defendida neste Instituto [27].

Exemplo 2.2 Seja D um operador diferencial linear de primeira ordem
agindo nas secoes de um fibrado vetorial E, real ou complexo, sobre uma
variedade base M, com simbolo principal

v:T"M — L(E) (2.3)
que é simétrico hiperbolico em relacao a alguma métrica nas fibras de E,

(u,v) +—
a qual é pseudo-riemanniana (induzindo uma forma bilinear simétrica nao
degenerada em cada fibra), no caso real, ou pseudo-hermiteana (induzindo
uma forma sesquilinear hermiteana nao degenerada em cada fibra), no caso
complexo: isso significa que, para todo ponto x de M e todo covetor § € T M,
~(§) é pseudo-simétrico ou pseudo-hermiteano,

v(§uv = uy(&)v para u,v € E,, (2.5)

e que em todo ponto = de M, existe algum covetor &, € Ty M tal que a forma
(u,v) — uy(&)v seja positiva definida:

uy(&o)u >0 para u € E,\{0}. (2.6)

Entao para todo ponto x de M, definimos C} como o cone dos vetores co-
tangentes em x que, sob -, proporcionam formas positivas semidefinidas,

Cr = {¢eTiM | uy(§u>0parau € E,} , (2.7)

cujo interior é o cone dos vetores cotangentes em = que, sob v, proporcionam
formas positivas definidas,

(Cr)° = {€eTiM | ay(&)u > 0 para u € E,\{0}} . (2.8)

Suponha agora que
kery = {0} . (2.9)

Entao o Exemplo 1.4 combinado com o segundo item do Corolario 1.1 mostra
que a familia (C}),c,, € uma estrutura de cones em 7*M e a Proposi¢ao 1.3
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implica que a familia (C,).eps dos cones duais define uma estrutura causal
Cem M.

Infelizmente, nao é possivel garantir que a estrutura causal assim gerada
seja sempre localmente trivial. Um simples contra-exemplo pode ser dado
considerando o caso em que E é a soma direta ortogonal F; @ Es5 de dois
subfibrados vetoriais tal que D e portanto v sao “diagonais em bloco”, ou
seja, D é a soma direta Dy & Dy de dois operadores diferenciais lineares de
primeira ordem D; agindo nas secoes de E; e Dy agindo nas secoes de Es, com
respectivos simbolos principais v : T*M — L(E}) e o : T*M — L(FE5);
entao é claro que, para todo ponto x de M e todo covetor & € Tr M, vale
Y(&) =7 (&) B Ya(§) eassim C, = cMnc?. Mas em geral, a intersecao de
duas estruturas de cones localmente triviais pode nao ser localmente trivial
e até pode deixar de ser associada com um cone modelo fixo: por exemplo,
a intersecao de dois cones futuros no espaco de Minkowski, referentes a dois
produtos escalares lorentzianos diferentes, nao é um cone futuro associado a
qualquer produto escalar lorentziano neste espago (tanto quanto a intersegao
de duas elipses nao é uma elipse).

No entanto, existe uma situagao importante em que podemos garantir tri-
vialidade local: quando o operador D, ou melhor, o seu simbolo principal 7,
é “geométrico” no sentido de que os fibrados vetoriais envolvidos, T*M e F,
inclusive a métrica nas fibras do segundo, sao associados a um mesmo fibrado
principal, em relacao ao qual v se torna constante. Mais precisamente, supo-
nha que G é algum grupo de Lie conexo e P é um fibrado principal sobre M
com grupo estrutural G' admitindo representagoes

G — GL(n,R) e G — O(E)ouU(E)

de modo que os fibrados vetoriais T*M e E sejam isomorfos aos correspon-
dentes fibrados vetoriais associados

T*MgPXGRn e E§P><GE

e tal que em trivializagoes locais de ambos induzidas pela mesma secao local
de P, o simbolo principal v de D na equagao (2.3) seja representado por uma
aplicagao linear fixa G-equivariante

R" — L(E)

e a métrica nas fibras de F na equagao (2.4) seja representada por uma
forma bilinear simétrica ou forma sesquilinear hermiteana nao degenerada
fixa G-invariante

ExE — C
(u,v) +— W
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Entao ¢ claro que estes ultimos dois objetos definem um cone préprio modelo
Co em R"™ que é G-invariante e que toda secao local de P induz uma trivia-
lizacao local de T* M que implementa uma trivializacao local da estrutura de
cones (C%),.cur-2

Essa situacao “geométrica”, que prevalece no caso do operador de Dirac,
por exemplo, onde G é o grupo Spin (o recobrimento duplo=universal do
grupo de Lorentz) e P é o fibrado dos referenciais espinoriais (um recobri-
mento duplo do fibrado dos referenciais ortonormais orientados e orientados
no tempo), ou seja, uma “estrutura spin” [22], parece ser a melhor inter-
pretacao do que pode ser um “operador diferencial a coeficientes constantes”
sobre uma variedade curva, uma vez que a no¢ao usual, por nao ser invariante
sob transformagoes de coordenadas (locais), é restrita a operadores diferen-
ciais agindo em funcgoes sobre abertos de R"; note que aqui a constancia dos
coeficientes (dos termos de ordem mais alta) se refere a expressoes em termos
nao de coordenadas e sim de referenciais: o passo essencial que faz com que
tal generalizacao funcione consiste em permitir que estes referenciais podem
(e até devem) deixar de ser holonomos.

No que diz respeito a definicao de um operador simétrico hiperbélico
acima citada, ressaltamos aqui a opgao de que a métrica nas fibras (2.4)
seja apenas nao degenerada e nao necessariamente positiva definida: é este
o ponto principal que faz com que esta nocao de um operador simétrico
hiperbdlico [27] seja mais ampla do que o conceito cldssico de Friedrichs [10],
e € essencial para incorporar o operador de Dirac hiperbdlico.

2.3 Variedades com estrutura causal

Nesta se¢ao, pretendemos tomar alguns passos iniciais para a formulagao
de uma teoria de wvariedades causais, a qual estende a teoria de estruturas
causais em variedades lorentzianas para um ambito mais geral. Desenvolver
tal teoria por completo é um programa ambicioso que vai muito além do
escopo de uma dissertagao de mestrado e devera ser deixado para trabalhos
posteriores. Contudo, a meta principal é a mesma que no caso da geometria
lorentziana: consiste em “integrar” uma estrutura causal “infinitesimal” (ou

2No caso em que a primeira representacéo é fiel e sua imagem for um subgrupo fechado
de GL(n,R), de modo que podemos considerar G como subgrupo fechado de GL(n,R), tal
fibrado principal P constitui uma redugao de grupo estrutural do fibrado dos referenciais
lineares de M [18, p. 53] e proporciona o que é conhecido como uma “G-estrutura” sobre M.
No entanto, é importante permitir que G seja um recobrimento ou até uma extensao mais
ampla de algum subgrupo fechado de GL(n,R).



2.3. VARIEDADES COM ESTRUTURA CAUSAL 33

seja, uma estrutura de cones no fibrado tangente da variedade) para uma
estrutura causal “global” (que pode ser vista como uma relagdo de ordem
entre os pontos da prépria variedade).® Isso leva a toda uma hierarquia de
nocgoes, tais como espagos-tempos causais, fortemente causais, estavelmente
causais. etc, culminando no conceito de um espago-tempo globalmente hiper-
bdlico, que reina no topo da “escada causal”, como explicado em [23].

2.3.1 Condicoes de regularidade

Para melhor situar a abordagem seguida aqui, é importante mencionar alguns
artigos anteriores nesta mesma dire¢ao, sendo que em todos eles, a pergunta
critica é qual seria a condicao de regularidade a ser imposta.

Talvez o primeiro trabalho que trata de estruturas causais como conceito
independente de uma métrica lorentziana é [19], onde sao vistas como relagoes
de ordem (ordem causal e ordem cronoldgica) e induzindo uma certa topo-
logia na variedade subjacente (a topologia de Alexandrov) que, em espagos-
tempos fortemente causais, coincide com sua topologia usual.

Também usamos [20], onde se segue a ideia de definir estruturas causais
como sendo semicontinuas inferiormente, semicontinuas superiormente ou
continuas se podem ser “localmente prensadas” entre estruturas que sao
constantes em alguma carta.* Mais precisamente, adotamos a seguinte

Definicao 2.3 Dada uma variedade M, uma estrutura causal C em M é
chamada de

e semicontinua inferiormente se para todo ponto x de M e todo
cone proprio Cs em T M tal que C5 < C,, existe uma carta local
(U,¢) de M em torno de x tal que, para todo =’ € U, vale

e semicontinua superiormente se para todo ponto x de M e todo
cone proprio C; em T, M tal que C, < C, existe uma carta local

(U,¢) de M em torno de x tal que, para todo ' € U, vale

3Neste trabalho, a palavra “ordem”, sem qualquer especificacio, é usada no seu sentido
mais amplo: é simplesmente uma relagao bindria da qual se exige apenas transitividade,
podendo ser reflexiva (<) ou nao (<) e ainda podendo deixar de ser antissimétrica.

4A definicdo de estrutura suave adotada em [20] nos parece inadequada, por ser dema-
siadamente fraca, e também nao é inteiramente claro se a definicao de semicontinuidade
inferior adotada em [20] é equivalente & nossa.



34 CAPITULO 2. ESTRUTURAS DE CONES E ESTRUTURAS CAUSAIS

e continua se é semicontinua inferiormente e semicontinua Superior-
mente a0 mesmo tempo.

Note-se aqui que esta defini¢ao de semicontinuidade (inferior ou superior) nao
depende da escolha de carta, pois é facil verificar que se a condicao é satis-
feita para alguma carta, ela serd satisfeita para qualquer outra carta (com
dominio suficientemente pequeno). Também mencionamos que, conforme
notado na Observacao 2.1, estruturas causais localmente triviais continuas
sao continuas, de modo que nao ha nenhuma inconsisténcia na terminologia.
Por fim, observamos que o andlogo da Proposicao 2.3 continua valendo:

Proposicao 2.5 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal
C semicontinua inferiormente, existem campos vetoriais e 1-formas globais
tipo tempo. Mais especificamente, para qualquer ponto xo de M, qualquer
vetor tangente vy € T, M e qualquer vetor cotangente vy € T; M crono-
légico, existem um campo vetorial global X cronologico e uma 1-forma global
a cronoldgica tais que X (xy) =v, e a(x,) = v§, respectivamente.

Finalmente, ¢é preciso destacar um trabalho mais recente [9] sobre estruturas
causais que sao localmente Lipschitz (em relagdo a uma nogao de distancia
entre cones proprios que é uma adaptacao da distancia de Hausdorff entre
compactos) onde é provada, neste ambito muito geral, a mesma equivaléncia
entre as diversas definicoes de um epago-tempo globalmente hiperbdlico que
foi estabelecida no inicio deste século em geometria lorentziana [3-5].

Nesta dissertacao, queremos explorar a possibilidade de se adotar uma
condicao mais restritiva sobre a regularidade das estruturas causais — e, mais
geralmente, estruturas de cones — a serem consideradas: a de localidade
trivial — se bem que estarmos conscientes que, desta forma, importantes
aplicagoes (por exemplo, provindo da teoria de sistemas de equagoes diferen-
ciais parciais hiperbdlicas) podem deixar de serem contempladas.

2.3.2 Curvas causais e curvas cronologicas

Como ja foi mencionado no inicio desta secao, estruturas causais em varie-
dades podem vir em duas versoes: uma “infinitesimal”, dada por uma
estrutura de cones no fibrado tangente da variedade, e uma “global”, dada
por uma relacao de ordem entre os pontos da prépria variedade.
A “integracao” da versao “infinitesimal” para a versao “global” passa pela
nocao de curvas causais e curvas cronologicas e, mais uma vez, requer uma
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discussao das condigoes de regularidade que devem ser exigidas das curvas a
serem permitidas.

A condigao minima é que se consideram apenas curvas v : [ — M que
sao continuas, mas ¢ importante admitir que o dominio de defini¢ao seja um
intervalo I C R geral: pode ser aberto ou fechado ou semi-aberto, e pode
ser finito ou infinito (I = R) ou semi-infinito. Diremos que tal curva tem
ponto inicial p se I é da forma [a,b] ou [a,b] ou [a,00[ e Y(a) = p e que tem
ponto final q se I é da forma [a,b] ou |a,b] ou | — 00,b] e ¥(b) = ¢. Uma
condigao ligeiramente mais restritiva, adotada em [7,8], é que, em relacao a
alguma métrica riemanniana completa sobre M, v seja localmente Lipschitz:
essa condigdo nao depende da escolha da métrica usada na sua defini¢ao [7],
garante que 7y seja localmente absolutamente continua e portanto possui deri-
vada 4 definida sobre I em q.t.p. que é localmente integravel no sentido de
Lebesgue e tal que vale o teorema fundamental do cdlculo (estes fatos sdo
conhecidos como o teorema de Rademacher), e finalmente implica um bom
comportamento sob o processo de tomar limites (ou mais geralmente, con-
siderar curvas de acumulagao) de sequéncias de curvas [7]. No entanto, a
hipdtese mais tradicional é que v seja suave por partes, ou mais geralmente
de classe C™1 por partes, o que significa que deve existir uma particao do
intervalo I em um numero finito de subintervalos tal que a restricao de v a
cada um destes subintervalos é suave, ou mais geralmente de classe C+1.
Uma das dificuldades para lidar com tais curvas provém do fato de que, para
curvas continuas v : I — M definidas sobre um intervalo I que nao é
aberto, a questao de quando devemos chamar uma tal curva de suave, ou
mais geralmente de classe C"*!, admite duas respostas a priori distintas:

e na versao mais fraca, exige-se que a restricao de v ao interior de I seja
suave ou, mais geralmente, de classe C"*!, e tal que cada derivada de v
de ordem < r + 1 admita extensao continua ao bordo de I, e

e na versao mais forte, exige-se que vy admita uma extensao a uma curva
suave ou, mais geralmente, de classe C"*!, definida sobre algum inter-
valo aberto contendo I.

Para curvas em geral, ocorre que essas duas versoes sao de fato equivalentes,
pois se v for de classe C"™! sobre um intervalo fechado [a, b], digamos, no
sentido fraco, podemos trabalhar em uma carta local de M em torno de 7(a)
e outra em torno de y(b) e usar os vetores

YW (@)= dim AP@)  AP(0) = Tim AP@)  (0<p<r+1)

t—a,t>a t—b,t<b

®Aqui, podemos ter r € {0,...,00}, mas estamos essencialmente interessados em dois
casos: 7 = (0 ou r = oo.
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como coeficientes de Taylor para definir uma extensao de v a um intervalo
Ja —€,b+ €[ que ¢é de classe C"*1: isso é 6bvio quando r < co mas também
vale quando r = oo, devido a um teorema classico de extensao de Borel;
veja, por exemplo, [16, Theorem 1.2.6, p. 16]. No entanto, este procedimento
pode falhar quando considerarmos curvas que devem satisfazer condicoes
adicionais e exigirmos que as suas extensoes ainda satisfacam as mesmas
condicgoes adicionais; um exemplo deste fendmeno que é relevante no nosso
contexto (curvas causais) serd discutido logo abaixo.

De qualquer modo, uma curva v : I — M que é suave, ou mais geral-
mente de classe C™*!, por partes admite, em cada ponto t de I, derivadas
laterais a esquerda e a direita, denotadas por

(1) = lim (t () = lim (t
()=, lim 4(t) e ()= lim ()
respectivamente, que sao iguais no interior de cada um dos subintervalos

onde v ¢ suave mas nao necessariamente nos pontos de contato entre dois
subintervalos adjacentes.

Definicao 2.4 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C
e uma curva v : I — M que € suave, ou mais geralmente de classe C™t1,
por partes, dizemos que vy € causal se

7E(t) € Cyin\{0} para todo t €1,
que ¥ € cronoldgica ou tipo tempo se
JE(L) € Cow para todo t € 1,
e que vy € tipo luz se
VE(t) € 0C,»)\{0} para todo t € 1,

onde C? denota o interior e 0C,, denota o bordo de C,, como antes. Ainda
dizemos que uma curva causal vy é cronologica em algum ponto, digamos,
no ponto y(to) para um certo ty no interior de I, se existe so € [0,1] tal que a
combinagao conveza soy~ (to)+(1—s0)7"(to) pertence a C2 ). Obviamente,
se 7y for diferencidvel em tq, isso significa que Y(to) deve ser cronoldgico,
enquanto que se v apresentar um ponto de quebra em ty, este deve ser um
ponto de quebra cronologica, no sentido de que o segmento da reta no
cone C,y) conectando as duas derivadas laterais de vy em ty deve passar por
seu interior e, conforme o Coroldrio 1.2, deve estar inteiramente contido no
seu interior, i.e., para todo s €0, 1], vale a relagao

57 (to) + (1 = s)7" (to) € Cyy -
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Em particular, curvas constantes (ou mesmo paradas durante algum tempo
ou até paradas em algum instante, i.e., constantes sobre um subintervalo ou
até com derivada se anulando em algum lugar) nao qualificam como causais.

Também notamos que a unilateralidade dos cones C,, ja induz uma direcao
temporal preferida que, por convengao, imaginamos ser ao futuro, sendo que a
existéncia de um campo vetorial que define a orientacao temporal é garantida
pela Proposicao 2.5 acima. Desta forma, vale enfatizar que as curvas causais
e curvas cronolégicas consideradas neste trabalho sempre serao dirigidas ao
futuro, o que requer certas adaptagoes na definicao de alguns dos conceitos
a seguir, em relacao as definicoes andlogas encontradas na literatura sobre
estruturas causais na relatividade geral.

Como tltimo item nesta subsecao, queremos discutir a questao sob quais
condigbes e em que sentido curvas causais/cronolégicas podem ser realizadas
como curvas integrais de campos vetoriais causais/cronolégicos.

Em um primeiro passo, vamos abordar o tema para curvas em geral,
onde ja podemos identificar logo de cara uma condicao necessaria: devido
ao teorema de unicidade de solucoes de equacoes diferenciais ordinarias,
curvas integrais de campos vetoriais sao injetoras, ou seja, nao possuem auto-
intersecoes. Mas para provar uma afirmacgao mais concreta dando condigoes
suficientes, devemos garantir que a imagem (/) da curva 7 seja uma sub-
variedade de M: neste caso, podemos usar o teorema da vizinhanga tubular
para construir a extensao desejada de . Seguem os detalhes.

Proposigao 2.6 Seja v: [a,b] — M uma curva de classe C™' em uma
variedade M, com ponto inicial p = v(a) e ponto final ¢ = ~(b), sem auto-
intersegoes e tal que Y(t) # 0 para todo t € [a,b]. Entao v admite uma ex-
tensdao a uma curva de classe C™! definida sobre um intervalo aberto maior,
la—e, b+¢|, também denotada por vy, que é um mergulho de classe C™ e cuja
imagem é subvariedade de classe O™ de M, e pode ser escrita como seg-
mento de uma curva integral de um campo vetorial X de classe C" sobre M.
Ademais, se y for cronoldgica em relagdo a alguma estrutura causal C em M
que € semicontinua inferiormente, qualquer tal extensdo v da curva original
a uma curva definida sobre |a — €,b+ €[ serd cronoldgica se € for suficiente-
mente pequeno, e qualquer tal campo vetorial X sobre M serd cronoldgico em
uma vizinhanca aberta da tmagem da curva original em M, podendo sempre
ser escolhido de modo a ser cronologico na variedade M inteira.

Demonstragao: Como jé foi mencionado anteriormente, 7 admite uma
extensao a uma curva de classe C"! definida sobre um intervalo aberto I
contendo [a, b], também denotada por v (mas, claramente, longe de ser tinica),
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e que, para € > 0 suficientemente pequeno, é uma imersao injetora quando
restrita a Ja — €,b+ ¢[ C I, por continuidade (ja que p # ¢ e assim existem
vizinhangas abertas disjuntas de p e ¢ com ~y(t) contido na primeira quando
a—¢ <t < a enasegunda quando b < t < b+ €). Portanto, a sua
restrigdo a qualquer subintervalo fechado de |a — €,b 4 €[ é um mergulho de
classe C™*1, por um argumento de compacidade, de modo que diminuindo e
minimamente, podemos concluir que v é um mergulho de classe C" ™! quando
restrita a Ja — €, b + €[, e portanto sua imagem

Ne = v(Ja—€,b+€])

¢ uma subvariedade de classe O™ de M. Assim, podemos fixar uma métrica
riemanniana auxiliar sobre M e usar o fluxo geodésico normal a N, para
construir um difeomorfismo de classe C"*!

exp™:Ja—€,b+ €[ xB(0,p) — U

onde B(0, p) é a bola aberta de raio p em R"™! e U ¢ uma vizinhanga aberta
“tubular” de N, em M, de modo que

exp™(t,0) = (1) .

Por fim, escolhemos um compacto K de M contido em U e contendo v(|a, b])
no seu interior e uma funcao teste y € C°(M) tal que y = 1 sobre K e
supp x C U e definimos

(2) x(x) T expL((l,O)) para x = exp>(t,y) € U
X €T g ’
0 para x ¢ U

Entao X é campo vetorial de classe C" sobre M tal que, para a <t < b,

X(v(t)) = Tygyexpt((1,0)) = 5(t),

como queriamos. Para provar as afirmacoes adicionais, observamos que para
estruturas causais semicontinuas inferiormente, cronologia é uma relacao
aberta: portanto, dada qualquer extensao da curva original v a uma curva
continua 7 definida sobre um intervalo aberto maior Ja — €,b + €[, digamos,
o conjunto dos pontos ¢ no intervalo |Ja — €,b + €| onde « é cronoldgica é
uma vizinhanga aberta de [a, b] em |a — €, b+ €[, e de modo semelhante, dado
qualquer campo vetorial X continuo sobre M que estende a derivada v da
curva original v, o conjunto dos pontos x em M onde X é cronolégico é uma
vizinhanga aberta U de y([a,b]) em M. Finalmente, um campo vetorial X
de classe C" sobre M que estende a derivada 7 da curva original v e que
¢ cronologico na variedade M inteira pode ser construido introduzindo uma
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fungao teste y € C®(M), 0 < x < 1, que vale 1 sobre uma vizinhanga
aberta de v([a,b]) e com suporte contido em U, assim como um campo
vetorial cronolégico Y qualquer sobre M, cuja existéncia ¢ garantida pela
Proposicio 2.5, e pondo X = yX + (1 — )Y O

Cabe ressaltar que, mesmo assumindo propriedades de regularidade muito
mais fortes sobre a estrutura causal C, a afirmacao andloga para curvas
causais — obtida quando substituirmos, na tultima parte desta proposicao,
a palavra “cronolégico(a)” pela palavra “causal”, é falsa. Por exemplo, no
espaco de Minkowski bidimensional com sua estrutura causal padrao, que é
constante, a curva suave vy dada por

v(t) = (t,t*/2) para t € R

é causal sobre o intervalo [0, 1], mas qualquer extensao a uma curva definida
sobre um intervalo da forma | — €, 1 + €] e ainda causal é, no maximo, de
classe O, apresentando uma descontinuidade na sua segunda derivada, em
t = 1. Portanto, quando realizamos curvas causais como curvas integrais de
campos vetoriais, precisamos ou (a) permitir que estes sejam causais ape-
nas em uma parte de M (a ser meticulosamente especificada) ou (b) arcar
com uma possivel perda no grau de diferenciabilidade, da classe C" para a
classe C° (campos continuos) ou talvez C®!) (campos localmente Lipschitz).
Aqui, pretendemos seguir a primeira opgao.

Proposigao 2.7 Seja v: [a,b] — M uma curva de classe C™1 em uma
variedade M, com ponto inicial p = y(a) e ponto final q = v(b), sem auto-
intersecgoes, e suponha que vy seja causal em relagao a alguma estrutura causal
C em M que € localmente trivial de classe C". Assim como na proposi¢ao
anterior, estenda vy a uma curva de classe C™ definida sobre um intervalo
aberto maior, la — €,b + €[, também denotada por vy, que é um mergulho de
classe C™*' e cuja imagem N, = ~(la —€,b+ €[) € subvariedade de classe
O™t de M, fize uma métrica riemanniana auxiliar sobre M e use o fluxo
geodésico normal a N, para construir um difeomorfismo de classe C™+!

exp®:]a — e, b+ €[ xB(0, p) U

onde B(0, p) € a bola aberta de raio p em R"™ e U é uma “vizinhancga tubular
aberta” de N, em M, de modo que

exp™(t,0) = ~(1).
Entao v pode ser escrita como segmento de uma curva integral de um campo
vetorial X de classe C" sobre M que € causal sobre uma “vizinhanga tubular
compacta” de y([a,b]), da forma K5 = exp*([a,b] x B(0,6)), onde B(0,8) ¢
a bola fechada de raio § em R™™Y, para algum & com 0 < § < p.
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Demonstracao: Escolhendo a extensao de v ao intervalo aberto Ja—e, b+¢|
e sua vizinhanca tubular U como indicado na proposicao, fazemos uso da
trivialidade local de C para encontrar, para todo t €la — €,b + €[, §; > 0
com 0; < min{t —a,b—t} +€ e p, >0 com p, < p tais que existam
trivializagoes da estrutura C sobre exp™ (Jt—d;, t+d:[ x B(0, p;)). Diminuindo
¢ minimamente, podemos supor sem perda de generalidade que Ja — €,b + €]
é recoberto por um numero finito de intervalos |t; — d;,t; 4+ J;[ e, substituindo
p pelo mimimo dos p; (e U pela correspondente vizinhanga aberta de N,
em M), podemos encontrar fungoes

tais que, para t; —§; <t <t;+9; e y € B(0,p),
Oexpl(t,y) = T(t,y) eXpl (Az (ta y)CO) .

Em particular, como exp™(t,0) = v(t), vale T ) exp((1,0)) =7(t) € Cy),
de modo que

A;(t,0)71(1,0) € Cy.
Introduzimos, ainda, uma parti¢ao da unidade sobre Ja — €, b+ €[ constituida
de fungoes teste x; € CF(R), 0 < x; < 1, tais que supp x; C |t; —d;, ti+6;[, e
uma outra funcao teste y € C®(R"™1), 0 < y < 1, que vale 1 sobre B(0,6),
onde § < p, e com suporte contido em B(0, p), e definimos

Ty exp™(Z(t,y)) para x=exp*(t,y) €U

X(z) = { 0 para ¢ U

onde
Z(t,y) = Z Xi(E)x(y) Ailt, y) Ai(t,0)7H(1,0).

Entao X é campo vetorial de classe C" sobre M tal que, para a <t < b e
y € B(0,6),

X(y(t)) = Ty exp™(Z(t,0)) = Ty expt((1,0)) = (t)

e, por convexidade,
X(exp(t,y) = Y xilt) Ty expt (At ) Ai(t,0)7H(1,0)) € Cogpriuy)

como queriamos. O
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2.3.3 Ordem causal e cronolégico: futuro e passado

A seguir, voltamos a trabalhar exclusivamente com curvas suaves por partes.

Definicao 2.5 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C
e dados dois pontos p,q € M, dizemos que p € causalmente anterior
a q ou q ¢ causalmente posterior a p, e escrevemos p < q ou q < p,
se existe uma curva causal v com ponto inicial p e ponto final q; ainda
escrevemos p < q ou q < p se exwiste uma curva vy com ponto inicial p e
ponto final g que € causal ou constante. De modo semelhante, dizemos que p
¢ (cronologicamente) anterior a q ou q é (cronologicamente) posterior a p,
e escrevemos p K q ou q > p, se existe uma curva cronologica vy com ponto
nictal p e ponto final q. Entdo o futuro causal e o futuro cronoldgico
de um ponto p de M e, mais geralmente, de um subconjunto A de M, sdo os
subconjuntos de M definidos por:

JHp) ={qeMlp<q} . JHA) = T 0,

Ifp) = {qeMlp<q} , T°A) = |J I").

De forma andloga, definem-se o passado causal e o passado cronologico
de um ponto q de M e, mais geralmente, de um subconjunto B de M :

J (@) ={peMlp<q} , 7 (B) =] J (@),

q€EeB

I'(q) ={peMlp<q} , I"(B)= ] I'(a).

qgEB

Notamos que as relacoes “<” e “<K” assim definidas, que podemos reexpressar
na forma

p<q <= qeJ(p) , p<Kq <= qel(p), (2.10)

compartilham algumas mas nao todas as propriedades de uma relacao de
ordem: ¢ imediato a partir das definicoes que sao transitivas, i.e., para
p,q,r € M, vale

P<q,qsr = p<r , p<kLg,q<Lr = p<Lr, (2.11)

mas em geral nao sao nem reflexivas nem antissimétricas. Isso motiva a
seguinte
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Definicao 2.6 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C,
dizemos que M ¢é causal (em relagio a C) se nao admite curvas causais
fechadas. De modo semelhante, dizemos que M é cronoldgica (em relagao
a C) se nao admite curvas cronoldgicas fechadas.

Concluimos entao que “<” é uma “bona fide” relacao de ordem em M se e
somente se M é causal, enquanto que “<” nunca é.

Para uma estrutura causal constante sobre um aberto U de um espago
vetorial [E, essas relagoes sao o que se espera, e o mesmo vale para o futuro
e passado de um ponto (e portanto também de um subconjunto geral de U),
tanto o causal como o cronolégico:

Proposicao 2.8 Dado um aberto convero U de um espago vetorial E
munido de uma estrutura causal constante Cy, dada por um cone proprio Cy
fixo em E, e dados dois pontos p,q € U, temos

p<q < q—pe(Cp,
p<Lq = q—peCy,

ou seja

JHp) = Un(p+Co) , J (¢ = UnN(g—Cy),
I(p) = Un(p+C) , J (9 = Un(g—0Cf),

Mais geralmente, se existe uma curva causal com ponto inicial p e ponto
final g que € cronoldgica em algum ponto, seque que p <K q.

Demonstracao: Obviamente, a primeira afirmacao é equivalente a
p<q < q—p€C\{0}.

Suponha entao que vale (a) ¢ —p € Cy\ {0} ou (b) ¢—p € CY, e considere
o segmento da reta que passa por p e ¢, i.e., a curva suave ~ definida por
v({t) = p+tlg—p) para 0 < t < 1, que (devido a convexidade de U) é
inteiramente contida em U, que tem ponto inicial p e ponto final ¢ e que
é (a) causal ou (b) cronolégica, provando que (a) p < ¢ ou (b) p < q.
Reciprocamente, suponha que (a) p < ¢ ou (b) p < ¢, i.e., que existe
alguma curva v: [a,b] — U em U que tem ponto inicial y(a) = p e ponto
final v(b) = q e que é (a) causal ou (b) cronolégica. Entao denotando, como
antes, por C§ o cone dual de Cy e por (Cf)° seu interior, temos que para
qualquer covetor 6 € E* que pertence (a) a (Cg)? ou (b) a C§ \ {0}, a funcao
fo : [a,b] — R definida por fy(t) = 0(y(t)) é estritamente crescente, pois
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segundo a Proposicao 1.4, sua derivada satisfaz fi(t) = #(3%(t)) > 0 para
todo t € I;logo, 0(¢q—p) = fo(b) — fa(a) > 0 e portanto, novamente segundo
a Proposigao 1.4, vale (a) ¢ —p € Cy \ {0} ou (b) ¢ — p € Cf. Finalmente,
para provar a ultima afirmacao, suponha que 7 seja cronoldgica em algum
ponto, digamos (tp). Entao podemos aplicar o mesmo argumento: supondo
que 6 pertence a C; \ {0}, obtemos que fi(t) = 8(7%(t)) é > 0 para todo
t el eé >0 em alguma vizinhanca de tg, o que pelo teorema fundamental
do célculo ainda permite concluir que 6(q—p) = fo(b)— fo(a) > 0 e portanto
que ¢ —p € C§, como antes. O

Em geometria lorentziana (veja o Exemplo 2.1), hd algumas propriedades
relativamente elementares e bem conhecidas do futuro/passado causal e crono-
légico cuja generalizacao ao ambiente deste trabalho constitui um primeiro
passo rumo ao desenvolvimento de uma teoria de causalidade mais geral.
Continuando a denotar pontos de M por p, ¢, r etc. e subconjuntos arbitrarios
de M por A, sabe-se, por exemplo, que J*(p) pode nao ser fechado, mas:

1. I*(p), e mais geralmente I(A), é aberto; veja [7, Proposition 2.4.12].

2. I*(p) e J=(p), e mais geralmente I*(A) e J*(A), possuem o mesmo
fecho; mais precisamente, vale

I*(p) € J*(p) C I*(p); (2.12)
veja [7, Corollary 2.4.19].

3. Vale o “pushup lemma”
F(J5(p) = IF(p) = (7 (), (2.13)

ou seja
PSq,q<Lr ou pLg,qsT == pXr, (2.14)

veja (7, Lemma 2.4.14].

4. Vale a ultima afirmacao da Proposicao 2.8 acima: Se existe uma curva
causal com ponto inicial p e ponto final ¢ que é cronoldgica em algum
ponto, segue que p < ¢; veja [7, Corollary 2.4.16].

O resto deste trabalho serd dedicado a provar que, sob hipéteses adequadas
a serem enunciadas e discutidas a seguir, essas propriedades chave continuam
valendo para estruturas causais mais gerais.

A primeira afirmagao da lista acima é que o futuro/passado cronoldgico
de um ponto (e mais geralmente de qualquer subconjunto) é aberto, e ela
vale sob hipdteses bem brandas.
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Teorema 2.1 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C
semicontinua inferiormente, o futuro e o passado cronoldgico de qualquer

ponto de M, e mais geralmente de qualquer subconjunto de M, é aberto
em M.

Demonstragao: Como a uniao de abertos é aberto e como o passado crono-
légico de um ponto em relagao a estrutura causal C é igual ao seu futuro
cronoldgico em relacao a estrutura causal —C, basta provar a afirmacao para
o futuro cronolégico I'™(p) de qualquer ponto p de M. Suponha entdao que
q € I"(p) eque~y: [a,b] — M é uma curva cronolégica com ponto inicial p
e ponto final ¢g. Para mostrar que existe uma vizinhanca de ¢ tal que para
todo ponto ¢ nesta vizinhanca, existe uma curva cronoldgica 4 com ponto
inicial p e ponto final ¢, a ideia é obter ¥ modificando v apenas num pequeno
trecho final; portanto, podemos trabalhar em uma carta de M em torno de ¢
e assim identificar a estrutura causal no dominio desta carta e o trecho final da
curva contido nele com uma estrutura causal e uma curva em um aberto U
de R™. Agora, como v~ (b) € Cy, podemos escolher um cone proprio Cy
em R" tal que 7~ (b) C Cf C Cy\{0} C C¢. Além disso, C sendo semicontinua
inferiormente em ¢, podemos encontrar uma vizinhanga aberta V' C U de ¢
que é convexa e tal que Cp\{0} C C? para z € V. Portanto, existe § >0
tal que v é suave em [b — §,b] e, para t € [b — 0,b], satisfaz y(t) € V C U
(pois 7 é continua em b) e y(t) € C§ (pois 7 é continua em b); assim, segue
que () € C§ C Cy\{0} C C%,), para t € [b—4,b]. Sendo assim, a curva
Y|p-sp em V, com ponto inicial r = y(b — J) e ponto final ¢ = (b), é
cronolégica em relacao a estrutura causal constante em V' dada pelo cone
préprio Cp, e podemos aplicar a Proposicao 2.8 para concluir que ¢ —r € Cf§.
Logo, existe uma vizinhanca aberta W C V' de ¢ em V tal que, para todo
g€ W,vale ¢ —r € C§ e portanto

v(t) para a <t <b—10
it) =< G- —(b—6)§
qg—r ‘o br — (b—0)q

) )

para b—90 <t <b

define uma curva cronolégica 7: [a,b] — M com ponto inicial p e ponto
final q. O

Para as demais afirmacoes, vamos primeiro formular um lema que permite
reduzir o estudo de curvas suaves por partes ao de curvas suaves. Para tanto,
definimos (provisoriamente) uma nova relagao “<” por

p=q < qelt(p (2.15)
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e provamos que, novamente sob hipoteses bem brandas, ela também é tran-
sitiva, i.e., para p,q,r € M, vale

P=q,q=r = p=T. (2.16)

Lema 2.2 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C

semicontinua inferiormente, a relacdo “X7 € transitiva, ou seja, vale a
equagdo (2.16).

Demonstragao: Sejam p,q,r € M tais que ¢ € ]+—(m er e ]+—(q);
e sejam (qr)ren € (Tn)nen Sequéncias de pontos qx € IT(p) e r, € I7(q)
tais que limg_ .o qr = q e lim, , 7, = r. Entao para todo n € N, vale
q € I (r,), e sabemos pelo Teorema 2.1 que I~ (r,) é aberto; logo existe
k, € N tal que, para todo k € N com k > k,, vale ¢, € [~ (r,). Segue que
ar € I*(p) e r, € I'(qr); portanto, r, € I (p) e r € IT(p). O

A vantagem de trabalhar com curvas suaves, em vez de curvas que sao apenas
suaves por partes, é que elas podem ser escritas como curvas integrais de
campos vetoriais suaves, conforme explicado no final da subsecao anterior:
veremos logo como explorar este fato nas demonstracoes a seguir.

A segunda afirmacdo da lista acima é que o futuro/passado causal de
um ponto (e de fato de qualquer subconjunto) é contido no fecho do seu
futuro/passado cronoldgico, e ela requer hipdteses bem mais restritivas. Por
exemplo, é conhecido que vale para estruturas causais lorentzianas suaves [7|
mas que deixa de ser verdade para estruturas causais lorentzianas que sao
apenas continuas [8]. A demonstragao a ser dada aqui é baseada na seguinte

Proposicao 2.9 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal
C localmente trivial suave, e dada uma curva causal suave ~y: [a,b] — M,
com ponto inicial p = ~y(a) e ponto final q = ~(b), sem auto-intersecoes,
eriste uma “deformacao cronologica suave” de 7, i.e., uma familia suave
de curvas cronoldgicas suaves 7 : [a,b] — M, todas com o mesmo ponto
inicial p = vs(a) e com pontos finais qs = vs(b), tal que

li = q.
Sl_r)% ds q

Demonstracao: A ideia bésica é aplicar a Proposigao 2.7 para construir
um campo vetorial X sobre M tal que v é curva integral de X sobre [a, b]
(e até sobre um intervalo aberto ligeiramente maior, Ja — €,b + €[) e que é
causal sobre uma vizinhanga tubular compacta K5 de v([a,b]). Escolhemos
ainda um campo vetorial cronolégico Y qualquer sobre M, cuja existéncia é
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garantida pela Proposicao 2.5, e introduzimos uma familia a um parametro
de campos vetoriais X sobre M, definidos por Xg = X + sY (s € R); entao
vs serd a curva integral de X, com condigao inicial vs(a) = p. Usando o
teorema padrao de continuidade do fluxo de campos vetoriais em relacao a
parametros, podemos concluir que para s suficientemente pequeno (e com
¢ adequadamente diminuido), a curva integral -, também é bem definida
sobre [a,b] (e até sobre Ja — €,b + €[) e satisfaz limy ,o7,(t) = ~(t) para
todo t € [a,b], uniformemente em ¢, o que garante que, mais uma vez para
s suficientemente pequeno, vs(|a,b]) C Kj; portanto, para s suficientemente
pequeno e s > 0, v, é cronoldgica. O

Como corolario, temos

Teorema 2.2 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C
localmente trivial suave, o futuro/passado causal de qualquer ponto de M, e
mais geralmente de qualquer subconjunto de M, é contido no fecho do seu
futuro/passado cronoldgico.

Demonstragao: Como a uniao dos fechos de uma familia de subconjuntos
¢ contida no fecho de sua unidao e como o passado causal/cronolégico de
um ponto em relagdo a estrutura causal C é igual ao seu futuro causal/
cronoldgico em relagao a estrutura causal —C, basta provar que vale a inclusao
J*(p) € I*(p), para qualquer ponto p de M. Suponha entdo que g € J*(p)
e que 7 : [a,b] — M é uma curva causal com ponto inicial p e ponto
final ¢. (Note que podemos supor g # p, pois é ébvio que p € I*(p):
basta tomar qualquer curva cronolégica 7: [0,1] — M com ponto inicial p
e observar que p = lim;,0%(t).) Usando o fato que tanto a relacao “<”
como a relagdo “=<" s@o transitivas (veja as equagoes (2.11) e (2.16), assim
como o Lema 2.2), podemos sem perda de generalidade supor que 7 seja
suave, e Nao apenas suave por partes, e sem pontos de auto-intersecoes: caso
contrario, decompomos vy na concatenacao de um nimero finito de trechos,
cada um conectando um ponto de quebra ao seguinte por uma curva causal
suave, e ainda eliminamos eventuais lacos. Assim, uma simples aplicacao da
Proposigao 2.9 fecha a demonstracao. O

A terceira afirmacgao da lista acima, ou seja, o “pushup lemma”, é uma
consequéncia direta da segunda:

Teorema 2.3 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C
localmente trivial suave, vale

pLqg,qg<<Lr ou pkLKLqg,qg<r — pkLr.
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Demonstragao: Supondo que (a) p<ge g<rou(b)p<Kqgeqg<r,
o Teorema 2.1 mostra que existe uma vizinhanca aberta U de ¢ em M tal
que (a) § < r ou (b) p < ¢ para todo ¢ € U, enquanto que o Teorema 2.2
mostra que existe uma sequéncia (gg)rey em M com limy .o qx = ¢ tal
que (a) p < g ou (b) ¢ < r para todo k € N. Assim, quando k for
suficientemente grande para que valha ¢, € U, segue que, em ambos o0s
casos, p L qx e qr K r; logo, p KL 7. O

Finalmente, a quarta e ultima afirmacao da lista acima segue imediata-
mente da terceira, em combinagao com o seguinte

Lema 2.3  Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C
semicontinua inferiormente, e dada uma curva causal v : [a,b] — M em M
com ponto inicial p e ponto final q que é cronoldgica em algum ponto (to),
digamos, existe uma curva causal 7 : [a,b] — M em M com o mesmo
ponto inicial p e o mesmo ponto final q que € suave e cronoldgica em um
subintervalo nao-trivial I de |a,b] contendo t.

Demonstragao: Como 7 coincidird com v exceto em uma vizinhanga do
ponto () suficientemente pequena para estar contida no dominio de alguma
carta de M, podemos substituir M por algum aberto U de R", cortando
trechos iniciais e finais onde as duas curvas sao idénticas para supor, sem
perda de generalidade, que v é curva em U. Temos entao que distinguir
dois casos. Se, por um lado, 7 for suave em ty, a hipdtese significa que
Y(to) € C%,y (se to = a ou tg = b, escrevemos simplesmente (a) ao invés
de 7" (a) e 7(b) ao invés de 7~ (b)), e podemos escolher um cone préprio Cy
em R" tal que (to) € C§ C Cy\{0} C C%, ). Além disso, C sendo semi-
continua inferiormente em 7(ty), podemos encontrar uma vizinhanca aberta
V. C U de y(to) tal que Cy\{0} C C9 para x € V. Portanto, existe
d > 0 tal que v é suave em Is = [a,b]N]tg — J,t0 + O] e, para t € I,
satisfaz v(t) € V. C U (pois 7 é continua em ty) e y(t) € C§ (pois 7 é
continua em ¢o); assim, segue que y(t) € C§ C Cy\{0} C €7, para t € Is.
Se, por outro lado, v apresentar um ponto de quebra cronoldgica em ¢, (note
que isso s6 faz sentido para to €)a,b[), temos (77 (to) + 7 (o)) € C2 o)
e procedemos como antes: podemos escolher um cone préprio Cy em R™ tal
que (7" (to) + 7 (to)) € C§ C Cy\{0} C C?p): € C sendo semicontinua
inferiormente em 7(¢p), podemos encontrar uma vizinhanga aberta convexa
V C U de «(ty) tal que C,\{0} C C? para z € V. Agora defina uma curva
vs : [a,b] — R™ em R™, onde 0 < ¢ < min{ty —a,b— to}, por:

Y5(t) = (1)
se a<t<tg—0 ou tp+o<t<bh
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1
Y5(1) :7(%—5)+%(t—t0+5>(7(t0+5)—7(t0—5)>
se tog—0<t<ty+0

Entao v;, assim como -, é continua e suave por partes, e notando que
.. .1
lim54(t) = lim —(”y(to +9) —(to — 5))

50 50 20
_ % <1im Y(to +6) — (o) 4 lim Y(to —6) — ’Y(%))

5§—0 §—0 —0

= L")+ (),

concluimos que para ¢ suficientemente pequeno, vs(to £0) = v(tg £6) € V.
Portanto, existe 6 >0 tal que 75 é suave (pois ¢é linear) em I5 =|to — 6, %o+ ]
e, para t € Iy, satisfaz 5(t) € V C U (pois V é convexa) e 74(t) € C§;
assim, segue que 4(t) € C§ C Cy\{0} C C2 ), para t € Is. 0

Teorema 2.4 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C
localmente trivial suave, entao se existe uma curva causal com ponto inicial p
e ponto final q que € cronoldgica em algum ponto, seque que p <K q.

Demonstragao: Conforme o lema anterior, podemos substituir a curva
causal original por uma curva causal que é cronoldgica em um subintervalo
nao trivial e portanto pode ser vista como concatenacao de uma curva causal
(ou constante) inicial, de p até algum p’, com uma curva cronolégica inter-
medidria, de p’ até algum ¢/, e uma curva causal (ou constante) final, de ¢’
até ¢q. Devido ao Teorema 2.3, segue que p < q. O

2.3.4 Causalidade forte e estavel

Com os teoremas bésicos estabelecidos na subsecao anterior, parece ser viavel
desenvolver todo o resto da teoria da causalidade em variedades seguindo o
mesmo raciocinio que na geometria lorentziana.

O primeiro conjunto de conceitos importantes nesta direcao sao as varias
nocoes de causalidade de uma variedade. A mais fraca delas é a de cau-
salidade mesmo, que exige a inexisténcia de curvas causais fechadas; veja
a Definicao 2.6 acima. Versoes mais fortes sao a de causalidade forte e de
causalidade estavel: a primeira se basea no conceito de convexidade causal,
enquanto que a segunda implementa a ideia de que a propriedade de causa-
lidade seja preservada sob pequenas perturbacoes da estrutura causal dada,
para uma estrutura causal ligeiramente mais ampla.
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Definicao 2.7 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C,
dizemos que um subconjunto A de M € causalmente convexo se, para
quaisquer dois pontos p e q de A tais que p < q e qualquer curva causal
v: I — M que os conecta, digamos com p = v(a) e q = 7(b) onde
a,b € I, o segmento inteiro v([a,b]) estd contido em A. Isso é equivalente a
erigir que, para quaisquer trés pontos p,q,r de M, vale

p<qg<r e preAd = qeA.

Também é equivalente a exigir que qualquer curva causal v: I — M inter-
secta A, no mdzximo, “apenas uma vez”, i.e., o conjunto {t € I | ~(t) € V'},
se nao vazio, € conexo (ou seja, um unico intervalo).

Definicao 2.8 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C,
dizemos que M ¢é fortemente causal (em relagao a C) se M é localmente
causalmente convexa, i.c., para todo ponto p de M e toda vizinhanca U
de p, existe uma vizinhanca V' de p contida em U que € causalmente conveza.

Veja, por exemplo, [14, p. 192], [25, p. 27] ou [29, p. 196]. E claro que nestas
condicoes, qualquer curva causal suave sera automaticamente um mergulho.

Definicao 2.9 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C,
dizemos que M ¢ estavelmente causal (em relagio a C) se existe uma
estrutura causal C' tal que C < C' e tal que M € causal em relagao a C'.

Neste contexto, ja podemos notar alguns resultados interessantes.
O primeiro deles é retirado diretamente da geometria lorentziana [24] e diz
que variedades compactas nao podem ser causais: portanto, como modelos
para estudar relatividade geral ou, mais geralmente, equagoes diferenciais
parciais hiperbodlicas, sao intteis. Para provar isso, fazemos uso do seguinte

Lema 2.4  Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C
semicontinua inferiormente, entao para todo ponto p de M e toda vizinhanca
aberta U de p, existem pontos p. e p> em U tais que po < p <K p~.

Demonstragao: Sejam (¢, V) uma carta local de M em torno de p e C;5
um cone proéprio em T, M tal que Cy < C,; substituindo o dominio desta
carta por uma vizinhanga aberta menor de p conforme necessario, podemos
entdo supor sem perda de generalidade que V- C U e T,0(Cy) < T,6(C,)
para todo p' € V. Seja p > 0 tal que a bola aberta B,(0) estd contida
em ¢(V). Entao para todo vetor v € T ,¢(Cy) com [jv| = 1, a curva
v:] = p, p[—> M definida por ~(t) = ¢~ '(tv) é cronolégica, e para qualquer
t_ €] — p,0[ e qualquer ¢, €]0,p[, temos y(t_) < p < y(t4). O
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Proposicao 2.10  Toda variedade M compacta munida de uma estrutura
causal C semicontinua inferiormente admite curvas cronolégicas fechadas.

Demonstracao: Pelo lema anterior, o futuro e o passado cronolégico de
qualquer ponto de M nao pode ser vazio e portanto (I7(p))yenm ¢ um reco-
brimento aberto de M que, pela hipétese da compacidade de M, admite um
subrecobrimento finito (I (p;))i=1..x, € ainda podemos supor sem perda de
generalidade que nenhum dos pontos p; pertence a algum outro I*(p;) (caso
contrario, terfamos I7(p;) C I"(p;) e poderfamos remover I*(p;)). Mas
entao
pi € UI+(Pj) e pi & UI+(Pj) = p el (),
J J#1
ou seja, existe uma curva cronoldgica que conecta p; com p; mesmo. O

A condicao de causalidade forte também merece alguma discussao, pois
ela viabiliza uma analise da estrutura causal em termos de subconjuntos mias
explicitos: os “diamantes causais” — também chamados de “intervalos” (em
relagdo a ordem causal dada) — e os “diamantes cronolégicos”:

Definicao 2.10 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal
C, introduzimos, para cada par de pontos p e q de M tais que p < q, o
diamante causal

<pgz = JTp)NnJ (),
e, analogamente, para cada par de pontos p e q de M tais que p <K q, 0
diamante cronoldgico

Lp,g> = I (p)N1 (q).

Segue imediatamente desta definicao, em conjunto com a transitividade da
relacao “<”, que todo diamante causal é causalmente convexo, e reciproca-
mente, todo subconjunto causalmente convexo A é a uniao dos diamantes
causais nele contidos:

p,gEA
P<q

Também segue, conforme o Teorema 2.1 que, se a estrutura causal C for pelo
menos semicontinua inferiormente, os diamantes cronolégicos sao abertos.
Da mesma forma, quando a estrutura causal C satisfizer a condigao (2.12),
a mesma inclusao vale para os diamentes causais:

<p,¢> C <p,q=> C Kp,¢>; (2.18)

conforme o Teorema 2.2, isso cale, em particular, se a estrutura causal C for
localmente trivial suave.
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Proposicao 2.11 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal
C semicontinua inferiormente, o conjunto de todos os diamantes cronolégicos
constitur uma base para uma topologia em M, chamada a topologia de
Alexandrov.

Demonstragao: Para todo ponto p de M, o Lema 2.4 garante que existem
pontos p. e p~ em M tais que p € Kp,ps>. Agora sejam p, p1, P2, ¢1, G2
pontos de M, com p; < ¢;, tais que p € Uy NUy onde U; =<K p;,q; >
(1 =1,2). Como U; NU, é uma vizinhanga aberta de p, o Lema 2.4 garante a
existencia de pontos p. e p~ em U; NU; tais que p € < p., p->. Mas entao
pi € p< (pois p« € U;) e ps < ¢; (pois ps € U;) e por transitividade da
relacdo “<” segue que K p.,ps> C Uy NUs. O

Obviamente, a topologia padrao de M (como variedade) é mais fina do que
a topologia de Alexandrov, e surge naturalmente a pergunta quando as duas
sao iguais. Para tanto, consideramos as seguintes trés afirmacoes:

(1) Para todo ponto p de M e toda vizinhanga U de p, existe um diamante
cronolégico K p., p~ > contendo p e contido em U.

(2) Para todo ponto p de M e toda vizinhanga U de p, existe um diamante
causal <p., p> = contendo p no seu interior e contido em U.

(3) Para todo ponto p de M e toda vizinhanga U de p, existe um subcon-
junto causalmente convexo A de M contendo p no seu interior e contido
em U.

Claramente, a topologia de Alexandrov coincide com a topologia padrao de M
se e somente se vale a primeira afirmacao, assegurando que os diamantes
cronolégicos formam uma base para a topologia padrao de M, enquanto
que, conforme a Defini¢ao 2.8, M ¢é fortemente causal se e somente se vale a
terceira afirmacgao. Mas na verdade, todas esta afirmagoes sao equivalentes,
desde que a estrutura causal C for continua e satisfizer a condigao (2.12) e,
portanto, a condi¢ao (2.18). Isso é imediato para as implicagoes (1) = (2)
e (2) = (3) (usando a condi¢ao (2.18) no primeiro caso), e as implicagoes
reciprocas podem ser provadas fazendo uso do fato de que, localmente, toda
estrutura causal continua é fortemente causal, como mostra o seguinte

Lema 2.5 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C
continua, entao para todo ponto p de M e toda vizinhanca aberta U de p,
existe uma vizinhanca aberta V' de p contida em U que, como subvariedade
aberta de M com a estrutura causal Cy induzida por restricao, tem todas as
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propriedades (1)-(8) enunciadas acima em relagdo ao ponto p, ou seja: para
toda vizinhanca aberta W de p contida em V', existem pontos p. e p». em W
tais que

pELpe,ps>v C <pe,ps2y C W, (2.19)

onde K p,ps >y € < po,ps =y denotam, respectivamente, o diamante
cronologico e o diamante causal entre p. e ps em V.

Demonstragao: Procedemos de forma andloga a prova do lema 2.4. Sejam
(¢,V) uma carta local de M em torno de p e C, C cones préprios em
T,M tais que Cy < C, < C; substituindo o dominio desta carta por uma
vizinhanga aberta menor de p conforme necessario, podemos entao supor sem
perda de generalidade que V' C U e que T,¢(Cy) < T,9(C,) < T,6(C;)
para todo p’ € V. Restringindo V' ainda mais, podemos também supor
que ¢(V) seja o espago R™ inteiro e aplicar a metodologia desenvolvida na
demonstragao da Proposigao 1.5, escolhendo um vetor vy € T,¢(C;) com
|vol]| = 1 e supondo que T,¢(C}’) seja um cone lorentziano K. em R™. Entao
a equacao (1.5), combinada com a Proposigao 2.8, mostra que, para todo
e > 0, pondo 0 = €/v/1+ ¢ garante que, em R™, com a estrutura causal
constante definida pelo cone K., o diamante cronoldgico entre —dvg e dvg
contém 0 e é contido no diamante causal entre —dvy e vy, que por sua vez
é contido na bola fechada B,(0). Aplicando ¢!, concluimos que o diamante
cronoldgico < ¢~ (—=dvy), d~1(dvy) =y contém p e é contido no diamante
causal < ¢~ 1(—dvg), d~1(dvg) =v, que por sua vez é contido em ¢~ 1(B,(0)),
0 que prova o lema. O

Com este lema a disposicao, podemos provar que ha uma condigao aparente-
mente mais fraca mas que ja é suficiente para garantir que M satisfaca todas
as condigoes desejadas, que é a seguinte [23, Lemma 3.21]:

(FC) Para todo ponto p de M e toda vizinhanga U de p, existe uma vizi-
nhanca V' de p contida em U tal que toda curva causal em M com
ponto inicial e ponto final em V ¢ inteiramente contida em U.

Proposicao 2.12 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal
C continua que satisfaz a condi¢ao (FC), entao todas as propriedades (1)-(3)
enunciadas actma sao vdlidas; em particular, M ¢é fortemente causal e a
topologia de Alexandrov coincide com a topologia padrao.

Demonstracao: Obviamente, a condigdo (FC) é necesséria para que M
seja fortemente causal (pois se a vizinhanga V' é causalmente convexa, toda
curva causal com ponto inicial e ponto final em V' ¢é inteiramente contida
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em V., e nao apenas em U). Para mostrar que ela também ¢é suficiente,
aplicamos o Lema 2.5: Dados um ponto p de M e uma vizinhanca U de p
(que podemos supor ser aberta, sem perda de generalidade), escolhemos uma
vizinhanga aberta V' de p contida em U com as propriedades enunciadas no
lema e em seguida uma vizinhanca aberta W de p contida em V' conforme a
condi¢ao (FC) (com U substituido por V' e V substituido por W) e, por fim,
pontos p< e ps em W tais que valem as inclusoes da equagao (2.19): entao
toda curva causal (ou cronoldgica) em M com ponto inicial e ponto final
em < po,ps 2y (ou em K po,ps >y) € inteiramente contida em V' e logo,
por concatenagao, em < p.,ps >y (ou em K p.,ps >y ): assim, segue que,

na verdade, <p.,ps >y = <p,p>2u (6 Kpa,p>>yv = <Py P> >u1).
O

2.3.5 Perspectivas

Concluimos nosso tratamento com algumas observagoes sobre o conceito
central da teoria: o de hiperbolicidade global. Em geometria lorentziana,
foram propostas varias defini¢coes do que seria um espago-tempo globalmente
hiperbdlico, e a tarefa de provar a equivaléncia entre as diversas defini¢oes
levou meio século para ser completada.

Comecamos com uma definicao baseada na nocao de superficie de Cauchy,
que envolve os conceitos de conjuntos acronais e acausais e do dominio de
dependéncia de um conjunto.

Definicao 2.11 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C,
dizemos que um subconjunto A de M ¢é

e acronal se [(A) N A = 0, ie., qualquer curva cronolégica em M
intersecta A no mdximo uma vez;

e acausal se J*(A)NA =1, i.e., qualquer curva causal em M intersecta
A no mdximo uma vez.

Definicao 2.12 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C
e um subconjunto fechado A de M, o dominio de dependéncia (futuro)
de A é o subconjunto DT (A) de M definido por

toda curva cronolégica sem ponto inicial}

+ _
D™(A) = {peM| e com ponto final p intersecta A



54 CAPITULO 2. ESTRUTURAS DE CONES E ESTRUTURAS CAUSAIS

De forma andloga, o dominio de dependéncia (passado) de A é o sub-
conjunto D~(A) de M definido por

toda curva cronoldgica sem ponto final )
e com ponto inicial p intersecta A

D™ (A) = {pe M|

Finalmente, o dominio de dependéncia de A é a uniao

D(A) = DY(A)U D (A).

Poderiamos ter formulado a mesma defini¢ao substituindo curvas cronolégicas
por curvas causais, como é feito, por exemplo em [14]. No entanto, se defi-
nirmos

toda curva causal sem ponto inicial
e com ponto final p intersecta A

D*(A) = {peM| I

~ toda curva causal sem ponto final
D7(4) = {pe M| e com ponto inicial p intersecta A

}s

D(A) = DY (A)uD~(A),

esperamos que, mediante hipdteses adequadas de regularidade (que preci-
sariam ser especificadas), D¥(A) se comporta melhor do que D*(A), no
sentido de que D*(A) serd sempre fechado e, de fato, serd exatamente o
fecho de Di(A); a demonstracao desta afirmacao no ambito da geometria
lorentziana pode ser encontrada em [14, Proposition 6.5.1]. Mas vale notar
que essa ambiguidade propaga para a definicao do conceito de superficie de
Cauchy, para a qual encontramos duas versoes diferentes na literatura:

Definicao 2.13 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C,
dizemos que um subconjunto fechado S de M € uma superficie de Cauchy

e se S for acronal e D(S) = M, i.e., qualquer curva inextendivel crono-
l6gica em M intersecta S exatamente uma vez (versao cronoldgica

[25]);

e se S for acausal e D(S) = M, i.e., qualquer curva inextendivel causal
em M intersecta S exatamente uma vez (versdo causal [14]).

Seria interessante analisar sob quais condigoes estes dois conceitos de super-
ficie de Cauchy coincidem.

Um outro conceito que desempenha um papel importante na teoria das
estruturas causais ¢ o de uma funcao tempo ou funcao temporal:
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Definicao 2.14 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C,
com estrutura de cones dual C*, dizemos que uma func¢ao continua t sobre M
¢ uma fungao tempo se ela for estritamente crescente ao longo de qualquer
curva causal, e que uma func¢dao suave t sobre M € uma fung¢ao temporal
se

dt, € (C,)° para todo p € M.

Finalmente, dizemos que uma funcgado tipo tempo ou temporal ¢ uma func¢ao
de Cauchy se sua restricao a qualquer curva causal inextendivel tiver como
imagem a reta real R inteira.

Com estas nogoes, podemos formular a seguinte

Definicao 2.15 Dada uma variedade M munida de uma estrutura causal C,
dizemos que M ¢ globalmente hiperbolica se as sequintes condicoes sao
satisfeitas:

1. M admite uma subvariedade 3 que é superficie de Cauchy.

2. M admite uma folheacao por superficies de Cauchy, i.e., existe um
difeomorfismo M = R x ¥ e, para todo t € R, a folha ¥y = {t} x X
¢ uma superficie de Cauchy.

3. M admite uma funcao suave de Cauchy.

4. M ¢ fortemente causal e os diamantes causais J*(p) N J (q) em M
sa0 compactos.

Devido aos trabalhos desenvolvidos por muitos autores durante décadas (veja,
entre outros, [2-5,12,14,19,23-26]), sabe-se que, no ambito da geometria
lorentziana, estas quatro condigoes sao equivalentes entre si e portanto qual-
quer uma delas pode ser utilizada para definir o que é uma variedade
globalmente hiperbdlica, conforme o gosto do autor. Resta a tarefa, para
um trabalho posterior, formular e provar os teoremas correspondentes para
estruturas causais em geral e identificar as condi¢oes de regularidade requeri-
das para cada um deles. Resultados parciais nesta dire¢ao podem ser encon-
trados em [7,8], em um trabalho ndo publicado de Neeb e, principalmente,
no artigo [9], que merece destaque.
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