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Resumo

Canete, S. D. P. Polinémios de Lee-Yang: caracterizagao e interpretagao fisica. 2017. 80
f. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao
Paulo, 2017.

No presente trabalho estudamos a classe de polindmios de Lee-Yang, denotada por LY, que é

composta por polindmios que nao se anulam simultaneamente em B(0,1)" e (C\ B(0,1))". Ob-
tivemos LY,, a partir de polindmios multiafins. Assim, em primeiro lugar fizemos um breve estudo
sobre eles, definindo e compreendendo conceitos como a contracao de Asano e raio interno associado
a um polinémio multiafim. Essas ideias embasaram nossa compreensao sobre os polinémios de Lee-
Yang. Utilizando o conceito de raio interno, caracterizamos os polindémios ¥ € LY,, 1 por meio dos
polindémios ® em n variaveis tais que ®(z1, ..., z,) # 0 quando |z1], ..., |2n| < 1. O que nos permite
compreender melhor os elementos de LY,,. Além disso, forneceremos uma primeira interpretagao
fisica desses polinémios utilizando-os para representar a fungéo termodinédmica Pressao. Apresen-
taremos também o teorema conhecido como Teorema de Lee-Yang, que usaremos para localizar os
zeros da fungdo Pressdo, permitindo-nos estudar a transicdo de fase no modelo de Ising ferromag-
nético. Utilizando a caracterizagao dos elementos de LY, apresentamos alguns novos exemplos de
polinémios de Lee-yang. Por fim, verificamos que na situagao fisica em que as fungoes de particao
sao dependentes da temperatura, aqueles que sdao polinémios de Lee-Yang em altas temperaturas,

por conseguinte, a todas as temperaturas, sao precisamente da forma considerada por Lee e Yang.

Palavras-chave: Polindmios multiafins, Polinoémios de Lee-yang, Contragao de Asano, Raio Interno

para um polinémio multiafim, Modelos de Ising, Transicao de fase.

iii



iv



Abstract

Canete, S. D. P. Lee-Yang polynomials: characterization and physical interpretation. 2017.
80 f. Dissertagao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,
Sao Paulo, 2017.

In the present work, we study the class of Lee-Yang polynomials, denoted by LY, which is
comprised by those that do not vanish simultaneously in B(0,1)* and (C\ B(0,1))". We are
to obtain LY,, by means of multiaffine polynomials, thus we firstly provide a brief study about
them, defining and comprehending concepts such as the Asano contraction and the inner radius
associated with a multiaffine polynomial. These ideas form the foundation to our comprehension
of Lee-Yang polynomials. Applying the concept of inner radius, we characterize the polynomials
VU € LY,11 by means of the polynomials ® in n variables such that ®(z1,---,2,) # 0, when
|z1|,+ -+, |2n] < 1, which enables us to understand better the elements of LY;,. Moreover, we shall
provide a first physical interpretation of such polynomials, using them to represent the Pressure
thermodynamic mapping. We also present the Lee-Yang Theorem, which we shall use in order
to examine the zeroes of the Pressure mapping, allowing us to study the phase transition of the
Ising model for ferromagnetism. We use the characterization of the elements of LY,, to explixitly
present new examples of Lee-Yang polynomials. Finally, we find that in the physical situation where
the partition functions are temperature dependent, those that are Lee-Yang polynomials at high

temperatures, therefore at all temperatures, are precisely in the form considered by Lee and Yang.

Keywords: Multiaffine Polynomials, Lee-yang Polynomials, Asano Contraction, Inner Radius for

a Multiaffine Polynomial, Ising Models, Phase Transition.



vi



Sumario

Introducgao ix
1 Material Preliminar 1
1.1 Fungoes meromorfas e Esfera de Riemann . . . . . . . . ... ... ... ... ..., 1
1.2 Nogoes de topologia geral . . . . . . . . .. . 3

2 Polindmios Multiafins 5
2.1 Definigoes e resultados preliminares . . . . . . . . .. ... Lo 5
2.2 Contragao de Asano . . . . . . . .. 7
2.3 Raio interno de um polinémio Multiafim . . . . . ... .. .. ... .00 10
2.4 O polinomio ®F . . . . 13

3 Caracterizagcao de polinémios Lee-Yang 17
3.1 Caracterizacao de LY, . . . . . . . . . 17
3.1.1 Prova do Teorema 3.6 Caracterizacao dos polindémios Lee-Yang . . . . . . .. 19

3.2 Novos exemplos de polindmios de Lee-Yang . . . . . . . . .. ... ... .. ... .. 22
3.3 O conjunto das classes de Lee-Yang e seu interior . . . . . . . ... ... ... ..., 26

4 Interpretacao fisica 29
4.1 Teorema de Lee-Yang e o modelode Ising . . . . . ... ... ... ... ... .... 29
4.1.1 Prova do Teorema de Lee-Yang . . . . . . . . .. .. .. .. ... ... ... 41

4.2 Caracterizagao de LY, e interpretacao fisica . . . . . . . . . .. .. ... ... 51

A Apéndice A 59
A.1 Espacgo afim e Conjuntos algébricos . . . . . . . . . .. ... L 59
A.1.1 Componentes irredutiveis de um conjunto algébrico . . . . . .. ... 60

A.1.2 Hilbert’s Nullstellensatz . . . . . . . ... .. ... ... ... .. ...... 62

A.1.3 Topologia de Zariski . . . . . . . . . .. 63
Referéncias Bibliograficas 65

vil



viil SUMARIO



Introducao

O principal objeto de estudo deste trabalho é uma classe LY, de polindmios complexos em

n varidveis, que chamaremos polinémios de Lee-Yang, que nao se anulam simultaneamente em

B(0,1)™ e (C\ B(0,1))™ e que sao obtidos a partir de polindémios complexos separadamente do

grau 1 em n varidveis que chamaremos de polinémios multiafins e que sdo da forma
X
D(z1,-+ ,2,) = E Ex.27,

em que [n] = {1,2,--- ,n}, 2X =[[,cx 2z © =1

Iniciaremos este trabalho recordando alguns resultados sobre algebra, topologia dos ntmeros
complexos e fun¢des meromorfas que serao necessarios para a compreensao das ideias aqui apresen-
tadas. Recordaremos também o conceito de Esfera de Riemann no qual estd baseada a prova do
Teorema de Lee-Yang que apresentaremos neste texto.

No Capitulo 2, veremos defini¢oes e resultados sobre polinémios multiafins que embasarao os
principais resultados sobre polinémios de Lee-Yang presentes no texto. Nesta etapa do trabalho estu-
daremos a contracao de Asano que é uma transformacao em um polinémio em n variadveis multiafim.
Ela foi apresentada pela primeira vez em 1970 por Taro Asano para provar o teorema de Lee- Yang.
Nossa compreensao sobre polindémios de Lee-Yang serd muito baseada no conceito de Contracdao de
Asano (ou contragao de Asano-Ruelle). Nosso objetivo é compreender o uso desta transformagao
por David Ruelle para provar um teorema geral sobre localizagao de raizes de polinémios multiafins.

Ainda no Capitulo 2, definiremos um raio interno para um polinémio multiafim que nos auxiliara
a definir rigorosamente a localizagdo de zeros dos polindmios em questao e associaremos a cada

polindémio multiafim ®(z1,--- , z,) um polindmio

(21, ,2) = ZXC[n] E[n]\X'ZX

Essas ideias também embasarao nossa compreensao dos polinomios de Lee-Yang.

No Capitulo 3, passaremos a estudar os elementos de LY,, que sao polindmios V¥ tais que
Psi(z1,--+ ,2n) #0 quando |z1], -+ ,|zn] < 1le|z1], -+ ,|2zn] > 1.

Em janeiro de 2010 David Ruelle apresentou uma caracteriza¢ao para LY, no artigo [Ruel()]
no qual estd baseada esta dissertacao. Neste artigo, David ruelle, utilizando o conceito de raio
interno, caracterizou os polinémios ¥ € LY}, 11 em termos de polindmios ¢ em n varidveis tais que
®(z1,...,2n) # 0 quando |z}, ..., |zn| < 1. Especificamente, sendo A1 o conjunto dos polinémios

multiafins, temos o Teorema:
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X INTRODUCAO

Teorema 0.1. Um elemento ¥ € 4,11 é um elemento de LY, ;1 se, e somente se,
\Il(217 Tty Rny Zn+1) =cC (Zn+l®T(Zla Tt 7Z’VL> + @(217 e 7271))7
em que [c] =1e ® € A, ¢ tal que r(®) > 1.

Com esta caracterizacao veremos que os nicos polinémios multiafins que satisfazem a condi¢ao
®T = ® estdao na forma c(z, 1P + ®) = Up. Ademais, se 7(P) > 1, entdo r(\IJ:rI)) =r(¥s) = 1.

Estabeleceremos assim o conjunto

Int1={¥Ys : A, e r(®)>1}.
e, associando a ele seu espago projetivo real, verificaremos a proposicao seguinte.
Proposigao 0.2. O conjunto [J,41]r ¢ o fecho em [H,1]r de seu interior [J,]r.

Dessa forma a caracterizagao feita por David Ruelle nos auxiliara na compreensao dos polindmios
de Lee-Yang e a exibicao de novos exemplos de polinémios de Lee-Yang além dos apresentados na
classe originalmente considerado por Lee e Yang. Por exemplo, para U = {j,k,I,m} C [n+ 1] e
X C [n+ 1] escreva

by se Unx =190
Eyx =< by se UcX

1 nos demais casos

Entao, se by é real by > 2 ou by = 1, para todo U temos que ¥ € Jp,41.
No Capitulo 4, nos dedicaremos a apresentar interpretacoes fisicas para os polindmios de Lee-

Yang. Iniciamos o capitulo vendo o Teorema de Lee-Yang e seu Coroléario.

Teorema 0.3. (Teorema de Lee-Yang) Sejam n € N, {4;;} uma familia de ntmeros complexos

satisfazendo |A;;| <1 e A;; = Aj; para todo i,j € [n]. Seja Py, o seguinte polindmio

P21, 2n Z H H Ayj. (0.4)

SeP([n]) €S je[n]\S

Se Pn(z1,- -+ ,2,) = 0 e existe m € [n] tal que |z;| < 1, para todo k € [n] \ {m}, entdo |z,| > 1.

Corolario 0.5. Se P : C — C é um polinémio em uma varidvel complexa tal que

p(z) = PH(Z’ T 7Z)

para algum polinémio P,, da forma 0.4 satisfazendo as hipoteses do Teorema de Lee-Yang, entao

todos os zeros de P estao no circulo unitario.

Veremos, assim, que um polinémio de Lee-Yang ® de grau n em uma variavel complexa z tem
todas suas raizes no circulo unitario |z| = 1. O proximo passo deste trabalho sera relacionar os

zeros de polindmios multiafins com os zeros da funcio de particdo ao inverso da temperatura T

(T~ =p)



X1

Za(h)= > exp(—BHa((wi)ica)) -
(wi)icA€QA
no Modelo de Ising, que é um modelo matematicos de ferromagnetismo em mecéanica estatistica,

onde A denota um subconjunto finito de Z<,

QA = {_17 1}A = {(Ui)iEA 105 € {_17 1}}7

denota o que chamaremos de espago de configuragoes no volume A, e dados i,j7 € A tais que
i —Jll =1,
Hp((0i)ier) = =Y J(oioj —1) = Y h(oi = 1),
(i) ieA

em que J e h sao constantes reais, denota a fungao Hamiltoniano Hy : 2y — R, com condigoes de
fronteira livres, do modelo de Ising de primeiros vizinhos no volume A.

Para relacionar os zeros de Z, (h) com os zeros de poliémios multiafins, representaremos a fungao
parti¢do como um polindémio de Lee-Yang em uma varidvel complexa. O faremos da seguinte forma:

faremos z = exp(—20h) e para cada i,j € A e fixado S = S((0;)iea) definiremos

s _{ exp(=28J), sei€S, j€(A\S) e [li—jll=1;

1, caso contrario.

Relacionados os zeros poderemos verificar a auséncia de transicdo de fase em algum h = hg
no modelo de Ising ferromagnético mostrando que a Pressao a volume finito e com condic¢oes de

fronteira w, a qual é construida através de um mecanismo chamado limite termodindmico, dada por

In Z¥
PR(h) = =57

é diferenciavel em h = hg. Isto é, iremos ligar a transicao de fase & diferenciabilidade da Pressao

do modelo e provar a analiticidade da Pressdo para h # 0 utilizando o Teorema de Lee-Yang.

Em geral, o termo transicao de fase é usado quando ao variarmos algum parametro do sistema
de interesse observamos uma mudanga em seu comportamento. Sob o ponto de vista matematico,
neste contexto, a transicdo de fase é usada para indicar a existéncia de mais de uma medida de

Gibbs pp, definida sobre o conjunto das partes de €25, para o modelo de Ising ferromagnético, onde

_exp(—=BHA((04)ien))
pa({(o3)ieat) = Zr(h) ’

para o modelo de Ising ferromagnético.

Concluiremos o Capitulo 4 vendo uma interpretacao fisica dos resultados obtidos no Capitulo 3.
Veremos que na situagao fisica onde ¥ sao fungoes particao dependentes da temperatura, aqueles
que sao polindmios de Lee-Yang em altas temperaturas, por conseguinte, a todas as temperaturas,

sao precisamente da forma considerada por Lee e Yang:

Teorema 0.6. Sejam Wx € C, Eﬁ = Mx e B (2, 2,) = ZXc[n} Ef(zX. Dizemos que
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(Qpﬁ )g>0 € um polindémio de Lee-Yang de altas temperaturas se

1. P € LY,, para alguma sequéncia de reais 3's tendendo a zero por cima
2. YP e LY, para todo >0

3. Existe Wy, € R, a; € R, b € C tais que Wy, = Wy; > 0e

WX:—ZZij—iZaj+b

JEX kg X jex



Capitulo 1

Material Preliminar

Neste capitulo inicial definiremos e enunciaremos alguns conceitos e resultados sobre topologia
geral, fungGes meromorfas e esfera de Riemann que serao necessarios para a compreensao das ideias
presentes neste trabalho. As referéncias utilizadas neste capitulo serao [Lim70|, [Flo11], [Hal07] e
[Net93].

1.1 Funcoes meromorfas e Esfera de Riemann

Nesta secao, vamos estudar e definir as fungoes meromorfas e a Esferam de Riemann. Os exem-
plos de fungdes meromorfas que mais nos interessam sao as fungoes racionais, pois aparecem com
frequéncia no decorrer deste trabalho. As fung¢des racionais sdo quocientes de fungoes polinomiais e
por isso estudaremos primeiros os polindmios e algumas das suas propriedades algébricas.

Seja 2 C C aberto, conexo e nao vazio de C.

Definigao 1.1. Uma fungao f : 2 — C é dita diferenciavel no ponto z se existe, em C, o limite

limy_yq LGoth)=Ieo)

Neste caso, chamamos o limite acima de derivada de f em 2y e o denotamos por f/(zp). Ademais,
dizemos que f é diferenciavel em ) se é diferenciavel em todos os pontos deste conjunto.

Por simplicidade, definiremos a holomorfia de uma fungao complexa f considerando sua equi-
valéncia com a diferenciabilidade de f.

Proposicao 1.2. Seja f: Q — C tal que f(z +iy) = u(z,y) + iv(x,y) com u e v fungdes de classe
C' em Q. f & diferenciavel em zg € (2 se, e somente se, f é holomorfa em 2.

Para uma verificagao deste fato consulte [Net93].
Uma férmula para a derivada de f em zy em termos de u e v é dada por

f'(z0) = G2 + 192

Definigao 1.3. Dizemos que a fungao f : Q — C é analitica em zg € (), se existe r > 0 e uma série
de poténcias poténcias

> =0 an(z = 20)"
com raio de convergéncia r > 0, tal que
f(z) =307 gan(z — 20)™ para todo z € D(z,1) = {w € C: d(zp,w) <}

Dizemos que f é analitica em €2 se é analitica em todos os pontos deste conjunto.
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Definigao 1.4. Uma fun¢éo complexa f tem uma singularidade isolada em z se f é analitica numa
vizinhanca aberta de zg mas nao é analitica em zg.

Definigao 1.5. Suponha que a fungao complexa f tem uma singularidade isolada em zg. se existir
uma fungao analitica g definida numa vizinhanga aberta V' de zg e tal que para todo z € V' \ {20},
g(z) = f(2), entao 2y é dita uma singularidade removivel de f.

Definigao 1.6. Dado zp € Qe f: Q\ {20} — C uma funcao holomorfa, dizemos que zy € um polo
de f se existir uma funcao holomorfa g : 2 — C e um inteiro nao negativo n tal que

Ademais, o menor nimero n satisfazendo a condi¢ao acima é chamada ordem do polo.

Definigao 1.7. Uma funcao f é dita meromorfa em 2 se f é holomorfa em Q\ S onde S C Q é
discreto e composto por polos ou singularidades removiveis de f.

Definigao 1.8. Um polinémio de grau n é uma fungdo p que se pode escrever na forma
p(z) = ao + a1z + agz® + - - - + anz",

em que a; € C e a, # 0. Uma raiz do polinémio p é um ntmero complexo zg , tal que p(zy) = 0.
q j p p p ) que p

Teorema 1.9. (Teorema fundamental da Algebra) Dado um polinémio complexo nao constante de
graun > 1

p(2) = ap + a1z + agz?® + - + ap2",
existe zg € C tal que p(zp) = 0.

Para uma verificacao deste teorema consulte [Flo11].
Agora iremos estudar as funcoes racionais cuja definicdo baseia-se nos polindmios definidos
acima.

Definigcao 1.10. Uma fungéo racional é o quociente de dois polinémios onde o denominador é nao
identicamente nulo:

onde ¢ tem grau maior ou igual a zero.

Para que f seja unicamente determinada, assumiremos que f é uma fragao irredutivel, isto é, p
e ¢ nao contém zeros em comum.

Proposigao 1.11. Toda func¢ao racional é meromorfa em C.

Para a verificagao deste fato consulte [Flo11].
Note que polinémios sao fungoes racionais.

Lema 1.12. Uma fungao racional nao tem singularidade em C se, e somente se, € um polinémio.

Para a verificagao deste fato consulte [Flo11].
A partir de agora, utilizando as func¢oes meromorfas, vamos definir e expor ideias sobre a Esfera
de Riemann que nos auxiliara, sobretudo, na verificacdo do Teorema de Lee-Yang.

Definigao 1.13. Definimos a esfera de Riemann como o conjunto Co, = CU {o0} com a topologia
onde uma base para as vizinhangas de oo sao os complementos de D(R,0).
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Observagao 1.14. Denotando D(co, R) = C\ D(R, 1), observe que 2 C C ¢ aberto se, e somente
se, para todo ponto 2y € € existe R > 0 tal que D(zp, R) C Q.

Definigao 1.15. Dizemos que uma fungao f é meromorfa no infinito se a funcao g(z) = f (%) é
meromorfa em z = 0.

Definigao 1.16. Dizemos que uma fungao f é meromorfa na esfera de Riemann se é meromorfa
em C e no ponto oo € Cyo.

Lema 1.17. Uma fungao racional é meromorfa em Cy.
Para a verificagdo deste fato consulte [Net93].
Lema 1.18. A esfera de Riemann é um conjunto compacto.
Definicao 1.19. Uma transformacao de Mobius é uma funcao racional da forma
T(z) = 22,

onde ad — bc # 0.

A condigdo ad — be # 0 é equivalente a condigdo de que pelo menos um dos polindémios az + b e
cz-+d é nao constante, e que ndo tem nenhuma raiz em comum. Desta forma, uma transformacao de

Mébius é uma fungao holomorfa em C exceto em zg = —2. Mas definindo T'(—2) = 0o e T'(c0) = 2,
onde consideramos % = ¢ = oo quando ¢ = 0, podemos extender 7" a uma aplicacao de Co, em Co.

Proposicao 1.20. Dada uma transformagao de Mobius T : Co — Co, temos que 1" é continua e
bijetiva.

1.2 Nocgoes de topologia geral

Pela necessidade de insercao de uma estrutura topolégica no corpo dos ntimeros complexos,
nesta se¢ao vamos relembrar algumas defini¢coes e proposi¢oes que utilizaremos neste trabalho para
estruturar mais rigorosamente as ideias contidas no texto.

Definicao 1.21. Uma topologia sobre um conjunto X é uma colegdo 7 de subconjuntos de X
satisfazendo as seguintes condigoes:

1. 0 e X estao em T;
2. Dada uma subcolecao Y de 7, a uniao dos elementos de Y esta em 7;

3. Dada uma subcolecao finita Z de 7, a interse¢ao dos elementos de Z esta em 7.

Definigao 1.22. Chamamos de espago topologico ao conjunto X munido de uma topologia fixada
7. Chamamos de conjunto aberto a cada subconjunto A C X tal que A € 7.

Definigao 1.23. Seja X um conjunto qualquer. Uma colegdo B de subconjuntos de X é dita uma
base para uma topologia sobre X quando sao satisfeitas as seguintes condigoes:

1. Para cada x € X, existe pelo menos um conjunto B € B tal que x € B;

2. Se x pertence & interse¢ao de dois conjuntos By, Bs € B entao existe um conjunto Bs € B tal
que x € By C By U Bs.

Definigao 1.24. Um subconjunto F' de um espago topoloégico X ¢é dito fechado quando A = X \ F'
é aberto.
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Definigcao 1.25. Dado um subconjunto B de um espago topolégico X, definimos o interior de B,
denotado por int(B), como a unido de todos os conjuntos abertos contidos em B.

Definicao 1.26. Dado um espago topolégico X, dizemos que V' C X é uma vizinhanga de um
ponto x € X quando existe um aberto A tal que x € A C X.

Definigao 1.27. Dado um espaco topolégico X, dizemos que o fecho de um subconjunto B C X,
denotado por B, como a interse¢ao de todos os conjuntos fechados que contém B.

Definicao 1.28. Sejam X e Y espagos topologicos. Uma fungao f : X — Y é dita ser continua
quando, para cada subconjunto A aberto de Y |, sua imagem inversa f~!(A) ¢ um conjunto aberto
de X.

Proposigao 1.29. Sejam X e Y espacgos topologicos e f : X — Y. Sdo equivalentes:
1. f é continua;
2. Para todo conjunto fechado F C Y, f~1(F) é fechado em X;

3. Para todo B C X, temos que f(B) C f(B);

4. Para todo D C Y, temos que f~!(int(D)) C int(f~1(D)).
Para uma prova desta proposi¢ao, consulte [Lim70].

Definicao 1.30. Dada uma bijecao f : X — Y entre espacos topologicos, dizemos que f é um
homeomorfismo quando f e sua funcao inversa sao continuas. Ademais, dizemos que dois espacos
topoldgicos s@o homeomorfos quando existi um homeomorfismo entre eles.

Definigao 1.31. Dados dois espagos topologicos X e Y, dizemos que uma aplicagdo f: X — Y
é aberta quando para todo aberto A C X ocorre que f(A) C Y é aberto em Y. Dizemos que f ¢é
fechada quando para todo fechado F' C X, f(F) C Y é fechado.

Definicao 1.32. Uma colecdo A de subconjuntos de um espago topoldgico X ¢é dita uma cobertura
de X quando a unido dos elementos de A é igual a X.

Definigcao 1.33. Um espaco topoldgico X é dito campacto quando toda cobertura por abertos de
X admite uma subcobertura finita, isto é, contém uma subcolecao finita que também cobre X.

Proposigao 1.34. Todo subconjunto fechado de um espaco compacto é compacto.
Para uma verificagdo desta proposi¢ao, consulte [Lim70].

Proposigao 1.35. A imagem de um espago compacto por uma aplicagdo continua é também um
conjunto compacto.

Para uma verificagdo desta proposicao, consulte [Lim70].



Capitulo 2

Polinémios Multiafins

A partir dos Polinémios Multiafins obteremos uma classe de polinémios que sera o objeto central
do estudo deste trabalho: a classe dos polinémios de Lee-Yang. Sendo assim, podemos dizer que os
polinémios Multiafins sdo a base para a compreensao deste trabalho.

Comegaremos este capitulo compreendendo o conceito de polindmio multiafim com algumas
defini¢bes e resultados preliminares.

Em seguida, na Segao 2.2, estudaremos uma propriedade vélida para os polindmios multiafins: a
contracgao de Asano. Utilizaremos esta propriedade para a verificagdo de um dos principais resultados
deste trabalho: o Teorema 3.6 que chamaremos de caracterizagio de polindomios de Lee-Yang.

Na Sec¢ao 2.3 associaremos com cada polinémio multiafim um raio interno e estudaremos algumas
de suas propriedades. Este conceito de raio interno de um polinémio multiafim embasard nossa
compreensao destes polindmios e a sua caracterizacao.

Por fim, concluiremos este capitulo definindo e estudando, para cada polinémio multiafim ®, um
polinémio associado ® que nos auxiliara, no capitulo seguinte, na caracterizacio dos polindmios
de Lee-Yang.

Para este capitulo nossa principal referéncia é o artigo de David Ruelle [Ruel0], mas consultamos
o artigo [Ber08] para mais detalhes sobre os polindmios multiafins.

2.1 Definigoes e resultados preliminares

Definigao 2.1. Dizemos que um polinémio f € C[zy,---,2,] ¢ um Polindmio Multiafim se f é
separadamente de grau 1 em cada variavel z; com j =1,2,---,n e n > 1.

Denotaremos por A, o conjunto dos polinémios Multiafins a coeficientes complexos e de grau
n. Note que A,, C C[z1, -, 2,] e que dado ® € A, temos que ¢ ¢é da forma:

D21, ,2,) = Z EX.ZX,

XC[n]
em que [n] ={1,2, - ,n}, 2¥ =[[cx 2 © =1
Definigao 2.2. Sejam ¢; ¢ Py em A, com
1215, 2n) = X xcm) EL 2% e ®g(21,-+ ,2,) = >xcn] E% X

Definimos o seguinte produto

(By % Po) (21, ,20) = Y ExE%.2Y,
XCln]

que é um produto em A,.
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Note que, com respeito a este produto, A, é isomorfo ao semigrupo multiplicativo das fungoes
complexas sobre {X : X C [n]}. De fato, lembrando que um semigrupo G é um conjunto de ele-
mentos associados a uma operacao { que satisfazem as condicoes de fechamento e associatividade,
vemos que o semigrupo multiplicativo das fungdes complexas sobre {X : X C [n]}, que denotaremos
por F, é bem definido: dados f, ¢g: {X : X C [n]} — C, temos que (f0g)(x) = f(z).g(x) (em que
”.” denota a multiplica¢do usual em C) é uma fungao complexa sobre C. Ademais, dada uma fun¢ao
complexa h sobre {X : X C [n]}, (f(z).9(x)).h(z) = f(x).(9(x).h(x)).

Lembrando que isomorfismo é uma correspondéncia biunivoca entre os elementos de dois grupos
que preserva a operagdo de ambos, vejamos que A, é isomorfo ao semigrupo multiplicativo das
fungdes complexas sobre {X : X C [n]}. Seja ¢ : (A, %) — (F,.) tal que

6 (D% @) (21,0 20)) (X0) = & (Lo BB ) (Xo) = By, B,

& (@k(a1, ) (Xo) = 6 (Dxep Fhe¥) (Xo) = B,

Assim,

o) ((I)i('zl? T ,Zn)) (Xo)(ls ((I)j(zly T ,Zn)) (XO) = E&O.Eg(o
¢ (D% ®j) (21, 5 2n)) (Xo)-

Visto que ¢ preserva as operagoes, resta ver que ¢ é bijetiva: dados ®;, ®; € A,,

& (@i(21,+ ,20)) (Xo) = & (Rj (21, 20)) (Xo) = B, = E,

para Xo C [n] qualquer. Assim, ®;(z1,---,2,) = Pj(21,--+,2,) € temos provada a injetividade.
Agora, dado f € F, definamos f(X) = Ex. Donde

& (S F(X)2%) (X) = F(X),

como queriamos.
Uma outra defini¢do preliminar que fixaremos aqui é a de espagos projetivos real e complexo
associados com A,,. Estes serdo denotados por

g = {[@] = {A®: AN £O0,NER} : ® e A}, (2.3)

[Anle ={[®]={ @ : AN#£0,AeC} : ®ec A,}. (2.4)

Assim, dados ®', 2 € A, ndo nulos, diremos que ®' e ®? sdo equivalentes, &' ~ ®?, se, e
somente se, existe A em R ou C tal que &' = A®2. Note que com essa construcio temos definida
uma relagdo de equivaléncia ~. Portanto, podemos definir [A,]r ou [A,]c como um conjunto de
classes de equivaléncia de polinémios.

Agora, vejamos a seguinte:

Observagao 2.5. Dado um polinémio ®(zq, -, z,) Multiafim qualquer, podemos exigir que este
seja simétrico nessas n varidveis, isto é, podemos exigir que ® seja também um polinémio que
podemos permutar suas variaveis entre si sem que isso altere sua expressao.

Por exemplo, (I)(Zl7 22,73, " 7Zn) = q)(Zn, 23,22 721)'
Para mais detalhes sobre os polinémios simétricos, consulte [Hit] e [COS13].

Dois resultados auxiliares para este trabalho utilizando polinémios multiafins simétricos sdo os
seguintes:
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Proposicao 2.6. Quando P é um polindmio complexo de ordem n, existe um tnico & € A,
simétrico nessas n variaveis tal que P(z) = ®(z,--- , 2).

Demonstra¢ao. Sabemos que

P(z,--+,2) = ZXc[n] EXzX, com zX = Hp:|X\ 2P,

Como P é simétrico, podemos escrever

<I>(z,--~,Z)ZE@+(%2+-~+QZ)+(@z2+---+@22>+---+E[n]z",

n n n
Escrevendo Ey = ao, E1 = a1, E12 = a2, E123 = a3, ..., By = an e escrevendo P(z) =
bo + b1z + byz? + - - + by 2", identificamos b; = a; e temos provada a existéncia.
Para provar que ® € A,, é unicamente determinada, basta observar que se ®(z,---,z) = 0,
entdo ®(z1,--- ,2,) =0. O

Teorema 2.7. (De Grace) Seja P um polinémio complexo de grau n em uma variavel e ® € A,, o
polinémio simétrico somente nesses n argumentos e tal que

Se as n raizes de P estdao contidas numa regiao circular fechada K e z1,---,2, ¢ K, entao
®(217 U 7271) ;é 0.

Para uma prova deste Teorema, consulte [Gra02].

2.2 Contracao de Asano

Em analise complexa a contragao de Asano é uma transformagao em um polinémio multivariado
Multiafim. Nosso objetivo com a compreensao desta transformacao de contracao é compreender seu
uso por David Ruelle para provar um teorema geral sobre localizagao de raizes de polinémios
Multiafins. O préoximo Lema deste trabalho trata de uma aplicacdo ¢ +— ® de Ay para A; que
chamaremos de Contragio de Asano.

Lema 2.8. Sejam K; e Ks subconjuntos fechados de C que nao contenham 0 zero. Se d e Ay e
(21, 20) = A+ Bz1 + Cza + D229 # 0 sempre que 21 ¢ Kj e 23 ¢ Ko, entdo ®(2) = A+ Dz #0
sempre que z ¢ —K1.K», onde —K1.Ky = {—u.wv : u€ K; ev € Ky}. A aplicacao ® — & de Ay
para A; é chamada de Contragdo de Asano.

Demonstragao. Como 0 ¢ K1, 0 ¢ Ko e ®(z1,22) # 0 sempre que 21 ¢ Ky e 2z ¢ Ky, entéo
®(0,0) = A # 0. Caso tenhamos D = 0, acabou, pois neste caso ®(z) = A # 0 para todo
z € C. Suponha, entdao, que D # 0. Observe que queremos mostrar que —% € —Ki.Ks, pois

& = A+ Dz =0 se, e somente se, z = —%. Prosseguiremos dividindo esta demonstracao em dois
casos:

1. AD — BC = 0;
2. AD — BC #0.
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Suponha que AD — BC = 0, temos

BC
A+ Bz +Cz+ Dz1z9 = A+ 721 4+ Cz+ Dz129

AD
= Dzyzo + 721 +Cz+ A

D
= ZQ(DZl + C) + A <1 + Czl>

_ (Dz1+C)+A<g g)

= (DZ1 + C (C + Dzl)
= (Dz1+0) <ZQ + )

- (2 S((=+2).

Assim, A+ Bz +Cz —|—Dzlzg =0 se e somente se, 21 = —5 ou 29 = %, pois supomos D # 0.
Por hipotese 5egue que —5 e Kie —@ € Ks, pois CIJ(zl,zz) # 0 quando z; ¢ K e z3 ¢ Ks. Logo,

)

—%. - % 5 € Ki.Ks. Portanto, A+ Dz = 0 se 2 = —7; € K1.K», como queriamos, para este
caso.

Agora resta considerar o caso em que AD — BC # 0 e D # 0. Neste caso podemos determinar
a seguinte aplicacao definida na esfera de Riemann:

A
P(z) = — Cigi-

Considere também a aplicagao ¢ (z) = % definida na Esfera de Riemann. Se escrevermos w = ¢~}
e z2 = w(z1), obtemos que

AB + ADz + ADz9 + CDz12z9 = 0.

De fato, note que 1 ~1(z) = (), pois ¥(¢(2)) = D(AA) = z, ou seja, ¥ o = Id, onde Id denota
a aplicacao identidade. Assim, v

2 =w(z) = oV () = ¢ (5L ) = ﬁigf’% = —4patis,

Entao, CDziz9 + ADzy = —(ADz; + AB) se, e somente se, AB + ADz, + ADzy + CDz1z9 = 0.
Portanto w = w™!.
Como K3 é um conjunto proprio fechado, w(K3) nao pode ser interior a Ks. Caso contrario,

W?(K3) = wow(K3y) = wow (Ky) = Ky seria interior a K». Logo,

w(K2)] N [CVE:| #0. (2.9)

Ademais, C\ K2 C ¢(K1). De fato, dado 22 ¢ Ko, como 23 = w(z1) = ¢(¢¥"1(21)) e 1(21) € K3
quando z; € K1, entdo z3 € ¢(K1). Note que 1)~ (21) realmente pertence a K1, pois caso contrario,
isto &, z1 € K1 e ¢¥~Y(z1) ¢ Ki, teriamos 9 0 ¥(21) = 21 ¢ Kj, que é um absurdo. Como ¢(K7) é
fechado, pois K é fechado e ¢ é Mobius, entao

[m} C B(KY). (2.10)

Logo, das equacgoes 2.9 e 2.10 acima, ¢(K1) Nw(K3) # 0. Ou seja, ¢y~ (Ka) N (K1) # 0 e,
aplicando ¢! em ambos os lados dessa tltima igualdade, obtemos que Kz N (K1) # 0. Isto &,
existe z € C tal que % € Ky e z € Ky. Donde, % € Ki.Ks e, portanto, —% € —Ki1.K5 , como
queriamos. O
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Lema 2.11. Sejam Kjj, com i € {1,2} e j € {1,2,--- ,n}, subconjuntos fechados de C que nao
contém o zero. Se 1, Py € A, e Pi(z1,--+,2,) # 0 sempre que 21 & K1, ,2n & Kip, (i =1,2),
entao 1 x Po(z1,- -+ ,2,) # 0 sempre que 21 ¢ —K11. K21, ,2n ¢ — K15 Kop,.

Demonstra¢ao. Dados ®1, P, € A, temos, por hipotese, que dados zj1, 22, ,2in com (i =
1,2) tais que z1; ¢ Kij e 295 ¢ Ko para todo j = 1,2,--- ,n, ®1(z11,212,- - ,21n) # 0 e
Dy (201,222, , 22n) # 0 . Logo, o elemento definido pelo produto usual em C,

D1 (211,212, -+ 210) X Po(221, 220, , 22n) = P(211, 2125+, 21n, 221, 222, * , Z2n)

¢ diferente de zero quando z;; ¢ K;; para todoi =1,2e j =1,2,---,n. Note que d e Asy,. De
fato,

Oy(211, 212, 21m) X o(221, 220, v 22n) = | > Ex [[ 2] | D Bv [] 22

XCln] JjEX Y C[n] JEY
= 2 || X BxIl=y) B[l
Y Cln| XCln] JEX jey
=Y B
Xc2n]
€ Ao,

Agora, fagamos em & sucessivas contragoes de Asano da seguinte forma:
(zlkasz) — Zl para k= 172’ cee L.

Note que no k-ésimo elemento teremos um elemento de As, k. Agora, afirmamos que, pelo Lema
anterior, Lema 2.8, os elementos de As,,_; sdo diferentes de zero quando

21 ¢ —KiKoi, - zp & —Kige Kok, 5 21641) & —Kiern)-Korr1), 22k+1) & Kogg1)s - 5 21n €
K, e 2z ¢ Koy,

Esta afirmagao segue de uma indugao em k e da aplicagdo do Lema 2.8 anterior. De fato, sabemos
que

Q1 (211, 212, -, 21n) X Pa(221, 222, -+, 22n) = P(211, 212, -+ , Z1n, 221, 222, - , Z2n) F# 0

quando z;; ¢ K;; (i =1,2) (j =1,2,...,n). Pelo Lema 2.8 anterior, a aplicagao

D(21, 212, Z1n, 222, -+, Z2n) € Aop_1

obtida pela contracdo de Asano (z11,221) +— 21 € diferente de zero quando z; ¢ —K11.K91 e
zij ¢ Kij (i =1,2) (j = 1,2,...,n). Portanto a afirmacéo acima é valida para k = 1. Suponha,
entao, a afirmacao valida para k qualquer em [n]. Ou seja, os elementos de Az, sao diferentes de
zero quando zj ¢ —Ki1.Ko1,- -+, 2k ¢ —Kq. Ko € Zij ¢ Kij (Z = 1,2) (j =k+1,--- ,n). Mais
uma vez, pelo Lema 2.8 anterior, a afirmagao é valida para k — 1. Portanto a afirmagao é valida
para k € [n] qualquer. Fazendo k = n, concluimos a prova. ]
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2.3 Raio interno de um polinémio Multiafim

Nesta se¢ao definiremos um raio interno associado com um polinémio Multiafim ® e veremos al-
gumas de suas propriedades. Este conceito de raio interno embasaré a caracterizacao dos polindémios
de Lee-Yang que é um dos principais objetivos deste trabalho.

Definigao 2.12. Dado ® € A,,, definimos seu raio interno, denotado por r(®), por r(®) = oo se ¢
é constante e por

r(®) =sup{r >0 : ®(z1,---,2,) #0 se |z1],--,|zn| <71},

caso contrario.

Lema 2.13. Dado ® € A,, existe ¢ = (1, -+ ,e5) € C" tal que ®(¢) =0 e || < r(P) para todo
Jj € n].

Demonstragao. Seja K = {(z1,--- ,2n) € C" : |z1],-- -, |2zn| < 7(®)} que é um conjunto compacto
em C". Como ® : C" — C uma aplicacio continua, temos que ®~1({0}) é fechado em C™.
Denotemos B = ®~1({0}). Queremos verificar que existe (¢1,--- ,&,) € K tal que ®(g) = 0.

Suponha, por absurdo, que ®(g) # 0 para todo € = (1, -+ ,&,) € K, ou seja, KN B = ). Como K
é compacto, B ¢ fechado e KN B = (), entao

d=d(K,B) =inf{d(z,w) : z€ Kew € B} >0,

em que d(z,w) denota a distancia em C entre z e w.
Agora, definamos o seguinte conjunto

Ka={z€C" : d(z,K) < 4},

[SI[oH

em que d(z,K) = inf{d(z,w) : w € K}. Assim, K4 N B =0, ou seja, ®(z1,- -, 2,) # 0 para todo
2
(21, ,2) € Kua e |2j| < 7(®) + ¢ para todo j € [n], contradizendo a defini¢do de r(®). Portanto
2
existe ¢ € K tal que ®(¢) = 0. O

Observacao 2.14. Dado € = (g1, -+ ,&) € K com ®(¢) =0 e |eg| < r(P) para algum k € [n],
podemos reindexar os €5 para que tenhamos |eq],-- -, |ex| < r(®) e |epy1], -+, |en| = 7(P), com
kE <mn.

Afirmamos que se k > 1, a aplicacdo f : C¥ — C definida por
f(zla"' azk) - (I)(Zh' ©t Ry Ek41y 7571)
deve ser identicamente nula. Em outras palavras :

Lema 2.15. Dado ¢ = (g1, -+ ,&,) € C" tal que ®(¢) =0 e || < r(P) para todo j € [n], entdo ¢
permanece nula se variarmos apenas as entradas de £ que sdo estritamente menores que r(®).

Demonstragao. Pelos Lema 2.13 e Observagao 2.14 anteriores, podemos considerar € = (€1, -+ ,&,) €
B = ®71({0}) tal que |e1], - , |ex| < (@) e |exs1l, -, |en] = 7(®), com k < n. Queremos mostrar
que, para todo (z1,---,2x) € C¥, (21, , 2k, Eps1, -+ ,En) € B. Suponha por absurdo que existe
(21, ,2,) € CF tal que (21, -+, 2k, €ks1s * ,6n) & B. Entdo, para qualquer pequena escolha
(€k+1, " yen) = (Mk+1,- -+ yMn), podemos encontrar (my,--- ,n;) proximo de (e1,--- ,€x) tal que
(I)(nla"' 77]71) =0.

Em particular, podemos considerar |ni],---,|n,| < r(®), contradizendo a definicao de raio

interno para ® € A,,. O]
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Observagao 2.16. Uma consequéncia do argumento acima é que existe (¢1,---,(,) € C" tal que

O(Crs- 1 Gn) =0 e [Gls o, [l = (@)

Agora, note que a fungdo Raio interno r(-) ¢ bem definida sobre as classes de [Ay]c que foram
definidas na Equacao 2.4. De fato, dados ®1 e @9 pertencentes a uma mesma classe [®] de [A,]c,
existe A # 0 em C tal que ®; = A\Ps. Como, para A # 0,

@2(215"' 7Zn) :O@A¢2('Zlv"' 7Zn) :0<:>¢1(217"' 7Zn) :Oa
segue que r(Pq) = r(Pa).

Proposigéo 2.17. E continua a aplicagdo g : [A,]c — [0,00) definida por g([®]) = 7(®).

Demonstracao. Sejam ® € A, nao nulo e z = (21, , 2,) tais que ®(2) = 0 com |z;| < r(P) < 00
para todo j € [n]. Dado ¢ > 0, seja dc A, proximo de @ o suficiente para que tenhamos
(21, ,2n) = 0 para algum z = (21,---,2,) € C" tal que |2 — Z|oo = sUp1<j<, |25 — 25| < €.
Como |zj — Zj| < € para todo j € [n], pela desigualdade triangular contraria, temos que, para cada
j € [n], |z — Zj| > || — |z;|. Logo, para cada j € [n],

e 2 |zl =z = [zl < e + 3l = 7] < e +7(D).

Portanto r(®) < e + r(®).

Agora, vejamos que também ocorre T(EIV’) > r(®)—e. Por compacidade, podemos encontrar a > 0
tal que |®(z1,- -, 2,)| > 2a se |zj| < r(P) —e para todo j € [n]. Isto é, se |z;| € B(0,7(®)—¢) =B
para todo j. Portanto, para ® suficientemente préximo de ®, temos |® (21, ,zp)| > a se |zj| <
r(®) — ¢ para todo j € [n]. Basta considerar |® — ®| < a em B. De fato, se |®(z) — ®(z)| < a para
cada z = (21, -+, 2p) € B", entao

a > |B(z) — &(2)| 2 [8(2)] — [8(2)] = 20— |@(2)| = |®(2)| 2 a .

Donde 7(®) > r(®) — . Pois, supondo que r(®) < r(®) — ¢, temos que existe z € B, tal que
5(z) =0 e, como ® & proximo de ®, existe Z = (21, ,2n) € B™ proximo de z tal que ®(z) =0,
ou seja, ®(2) =0 e |zj| < r(P) para todo j € [n],que é uma contradicao. Portanto, para r(®) < oo,
temos que

r(®)—e<r(®) <e+r(®) = r(®) —c—r(P) < ’I”((T)) —7(®) <e+r(®)—r(®)
= —e<r(®) —r(®) <e
= |r(®) —r(®)| <e.

Agora, note que 7(®) = co somente quando [®] = [1], que é a classe das aplicagdes constantes
nao nulas. Logo ¢ imediato ver que r é continua em [1]. Ou seja, dados ®,® € [A,]c, ndo ambos
numa mesma classe de [A,]c, suficientemente proximos, temos que |r(®) — r(®)| < e para todo
e > 0. Lembrando que a funcao r(-) ¢ bem definida sobre as classes de [A,]c, concluimos esta
prova. O

Proposicao 2.18. Sejam ®;, 3 € A,. Entao r(®y x Po) > r(Py).r(P2), onde * denota o produto
em A, determinado pela Defini¢do 2.2.

Demonstragiao. No Lema 2.11, considere K;; = {z : |z| > r(®;)}, onde r(®;) = sup{r > 0 :
Q(z1,-+,20) #0 se |z1], -+, |2n] < 0}. Assim,

®1(z1,--+ ,2n) # 0 sempre que 21 ¢ K1, -+, 2, ¢ Kin,
Do(z1, -, 2n) # 0 sempre que z1 & Kop, -+, 2n ¢ Kop.
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Ou seja, r(®1) < inf{|z| : z € Kij, j € [n]}, em que |.| denota a norma usual em C, pois
®y(21, -+ ,2p) = 0 para algum (z1,--- , z,) tal que z; € Ky; para algum j € [n].
Analogamente, 7(®2) < inf{|z| : z € Kyj, j € [n]}. Logo,

r(®1).r(P2) < inf{|z| : z € Kyj, j € [n]}.inf{|z] : 2 € Ky, j € [n]}.

Ainda pelo Lema supracitado, temos que ®1 * ®o(21, -+, 2,) # 0 sempre que z1 ¢ —K;1.K91,
© JZn §é —Kln.KQn. Donde

T‘((I)l * @2) < 111f{|Z| S *Klj.KQj, j e [n]},
em que —K1;. Ko = {—uwv:ue€ Ky; e ve Ky}, para todo j € [n]. Assim,

Dy x Dy inf{|z| : z € K1;.K»;, j € [n]}

>
> inf{|z|: 2z € Kyj, j € [n]}.inf{|2| : z € Kyj, j € [n]}
>

r(¢1).r(P2)
]

Proposicao 2.19. Dado ® € A,, r(®) > 0 se, e somente se, Ey # 0. Em particular, r(®) > 0
quando ® é x-invertivel.

Demonstra¢ao. Como ®(z1,--- ,2,) = ZXc[n] ExzX, em que zX = [Lcx 2= , € facil ver que
®(0,---,0) # 0 se, e somente se, Fy # 0. Ademais, por defini¢ao, r(®) > 0 se, e somente se,
®(0,---,0) # 0. Portanto 7(®) > 0 se, e somente se, Ey # 0. O

Proposicao 2.20. Dado ® € A,, se r(®) > 1, entao |Ex| < |Ey| para todo X.

Demonstragdo. Seja E'= maxxc[, |Ex|. Defina o = 2, isto &, (21, ,2) = 2o xCn) (%) 2X.
Sejam r = r(®) > 1, por hipotese, e 7 = T(:IS) Ou seja, ZXC[H} ExzX = 0 paraalgum (z1,--- ,2,) €

C" tal que |z;| > 1 para todo j € [n]. Queremos mostrar agora, que nessas condicoes, 7 > 1.
Seja

O (2, 2p) = X (%‘)nzx

n
Entao (EEX ) tem um limite sobre uma subsequéncia conveniente quando n — oo. De fato, se
Ex = a+bi, com |Ex| = a® + b* > 1 para todo X, entdo

n

E _ |Ex]| E
Se Ex = a+ bi, com |Ex| <1 para todo X, entao ’%" = Bxl 5

E
Ao longo dessa subsequéncia, O 5 @, € Ay, com ®g # 0. A saber,

n
Do(z1, ,2n) = ZXC[n] {limn_mo <ETX) ] 2X.
Pela proposicao 2.18, como r((i) > 1, temos que

F(B*) = (B % -k B) > (D). (D) > 1.

Assim, r(®g) > 1, pela 2.17 que nos diz que ¢ continua a aplicagao [®] — r([®]). Ademais,

como vimos na 2.19 que r(®) > 0 se, e somente se, Ey # 0, segue que Pu(0,---,0) # 0.
n

Como ®¢(0,---,0) = limy, 0 (%) , nao podemos ter ‘%‘ < 1. Logo % = 1 e, portanto,

[Ex| < |E| = [Ejy|. .
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Proposicao 2.21. Dado A € C\ {0} e escrevendo (P o A)(z1, - ,2,) = ®(Az1,---,Azp), temos
que (P o \) = |A1r(P).

Demonstragao. Note que r(® o X) =sup{r >0 : ®(A\z1,---,Azp) #0 se |Az1], -+ ,|Azn| <71}
Ademais, [Azj| = |A|.|z;| < 7 se, e somente se, |z;| < |r7\ para todo j € [n]. Portanto r(® o \) =
Sup{ﬁ >0 Dz, ,20) Z0 se |z1],- 20| < ﬁ} Ou seja, 7(® o \) = [A|71r(®). O

2.4 O polinémio ®f

Nesta se¢ao definiremos um polindémio que também fundamentara a Caracterizagao dos Polino-
mios de Lee-Yang que faremos no capitulo seguinte deste trabalho.

Definicao 2.22. A cada ® € A,, associamos o seguinte polinémio:

(21, 20) = Yxcp Emx-2~

Lema 2.23. Seja ® € A,,. Entao ®f (21, -+ ,2,) =21 - 2, ®(Z - .20 Y).

- ., _ __ z
Demonstragio. Lembrando que para um niimero complexo z, z.Z = |z|?, donde z7! = W7 segue
z
que

—_— X
— — T ——I\X < Ev c
(I)(Zl 1’... .\ Zn I)ZZXC[n] Ex.(z I)X :ZXC[n} Ex. (‘Z|2> :ZXC[TL] Ex. <’22> ’

Logo,
21---an)(21 17 7%71) = Z21 *Zn Z EX H < ZJ:Q)]
XcCn] r€X 2|
Zr
= 2 B [H <||>]
XC[n] xeX
_ Z Ex. X [ < zx2> Zm]
|22
XCln] xeX
= Z Ex Z[n}\X< %1%)
XC[n] xeX
Xc[n] zen\X
= D Bupxs®
XC[n]
- @T<217 722>7
em que z"\X = [Lcpp x %a- O

Exemplo 2.24. Para n = 3, [3] = {1, 2,3}, temos que
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‘13(2’1,2’2,2’3) = Z EX,Z’X
XC3]
= E@l + E{l}zl + E{Z}ZQ + E{3}2’3 + E{172}2122 + E{173}Z’123 + E{2’3}ZQZ3 + E[g]Z1Z22’3,

e temos que

* B = B = B,

* By = Baap

* By = Bray

* By = gy

* B2y = By,

* Epnsy = By,

* Bgpay = Eqy,

* Bpgpg = Eo.
Donde

@T(Zl, 29,23) = EB] 1+ E{273}21 + E{173}22 + E{LQ}Zg + E{g}zlzg + E{Q}leg + E{l}ZQZg + E@legzg

Assim,
n1223@(z1 L, 7 L 33 = Epzizazs + E{1}Z223 + E{2}21Z3 + E{3}21Z2
+E{172}23 + E{173}22 + E{273}21 + E[g]
= (21,29, 23).
Observacao 2.25. Dados z1,22,---,2, € C tais que |z1| = |22 = -+ = |z,] = 1, tem-se
que |®T(z1,- -+, 2n)| = [®(21, -+, 2s)|- De fato, como |z;| = 1, entdo z;l = Z; para todo j em
{1,2,--- ,n}, pois 2]71 = % para todo j. Donde 5]71 =z e®F 7)) = B2, 20)

Logo, pelo Lema 2.23, segue que

|¢)T(z1,... Zn)| = |21 - .chI)(§1_17... g*l)‘ = |®(21, -, 20)|

rTn

Observagao 2.26. Dados @1 e ®3 em A, com @1 (21, -, 2,) = ZXC[n] E}(ZX e®y(z1, - ,2n) =
ZXC[n] Eg(ZX , temos que (P * $o)l = ‘I’J{ * @;. De fato,

-1 -2
(I)-Il-(Zl,"' ,Zn)*(I);(Zl,"' 7Zn) = Z E[n}\XE[n}\XZX
XCln]

_ 1 2 X

= D BB
XC[n]

= [(®1 % ®2)(21, 2]
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Proposigio 2.27. Dado ® € A, temos que r(®T) < r~1(®).

Demonstragio. Parar(®') = 0, a desigualdade & satisfeita, pois 0 < 7~1(®) para todo ® € A,,. Para
r(®) = 0, temos que r(®) = 0 < r~1(®), que equivale a desigualdade pretendida. Suponhamos
entio que r(®) e (®) sdo ambos nao nulos e ® ndo constante. Sabemos que existe ((1,--- ,¢,) € C*
tal que ®(Ci,---,Cn) =0 e |G, .|| = r(®) > 0, pela observagao 2.16. Pelo lema 2.23,
O (21, ,20) = 21.- - .zn@(zl_l, -,z Logo,

rTn

-1 -1, -1 ——1=
<I>T(<:1 7"'a€n):C1 Cn (I)(Clv"'7<n):0'
Z;l‘ = ICQ;'].\Z Il Donde ’Z;l} = ﬁ para todo j € [n]. Ou seja, 7(®T) < r~1(®),
como queriamos. ]

Ademais,

1
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Capitulo 3

Caracterizacao de polindmios Lee-Yang

Neste capitulo definiremos e veremos que todos aqueles polinémios de grau n que dizemos ser de
Lee-Yang, que denotaremos por LY,,, podem ser escritos em fungao de Polinomios Multiafins que nao
se anulam em pontos cujas entradas tem médulo menor que um e veremos que esse procedimento nos
permite exibir novos exemplos de polinémios de Lee-Yang. Assim, na Se¢ao 3.1, caracterizaremos os
Polinémios de de Lee-Yang e na Secao 3.2, utilizando esta caracterizagao, exibiremos polinémios de
Lee-Yang diferentes dos polinémios originalmente considerados por Lee e Yang. O faremos utilizando
o conceito de Raio interno de um polindmio Multiafim apresentado no Capitulo 2.

Ademais, na Se¢éo 3.3, consideraremos um subconjunto, 7, de LY, formados por polin6mios
P tais que ®T = ®. Faremos um breve estudo de 7, reescrevendo-o utilizando a Caracterizacao de
polindmios Lee-Yang, feita na Secao 3.1 deste capitulo.

Para este capitulo também nos baseamos principalmente no artigo de david Ruelle [Ruel0] e
utilizamos as referéncias [Ati94], [Lim70] e [Lim04] para compreender as ideias contidas no arigo
principal. Além de outros artigos devidamente citados pelo texto que foram utilizados para justificar
rigorosamente algumas das ideias pontuais contidas no texto.

Definigao 3.1. Classe de Polinémios Lee-Yang:
LY, ={peA, : r()>1 e r@yh) >1}.

Ou seja, LY, consiste de polindémios ¢ € A, tais que ¥(z1,--+ ,2,) # 0 quando |z1],--- , |z < 1e
|z1], -+ 4 |zn] > 1.

Observagao 3.2. Dado 1 € LY, tem-se que (1)) = r(¢!) = 1. De fato, como ¢ € LY, entdo
r(yp1) > 1. Pela Proposicio 2.27, r(¥1) < r(x)~'. Ademais, r(x))~! < 1, pois r(1)) > 1. Logo
r(y1) < 1 e, portanto, r(yt) = 1.

Agora, note que (1)) < r(¢")~!. Assim, como acima, concluimos que r(¢) = 1.

Definigao 3.3. Dado ® € A, definimos

W21, 5 Zn, Zng1) = 201 ®T (21, 20) + ®(21, -+, 20) (3.4)

que é um polindémio em A1 1.
Proposigao 3.5. Dado ¥g € A,,+1, temos que ol = Up e Vg sp, = Yo, *Vqp,, com 1, g € A4,.

3.1 Caracterizacao de LY,

Agora, usando a propriedade de raio interno de um polindémio Multiafim, caracterizaremos um
elemento 1) € LY,,+1 em termos de polindmios ® em n variaveis e tal que ®(z1,- - , z,) # 0 quando
’21|7 ) ‘Z’n‘ <L

17
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Teorema 3.6. (Caracterizagao de LY;,+1) Um elemento ¥ € A,,11 é um elemento de LY, 1] se, e
somente se, U = c¥gq, onde |c| =1 e & € A, é tal que r(P) > 1.

Na Subsecao 3.1.1 apresentaremos uma verificagao deste teorema.

Definicao 3.7. Dizemos que um polinémio complexo P de grau n pertence a U, se todas as suas
n raizes «; tem norma igual a um, |a;| = 1.

Como visto na Proposi¢ao 2.6, quando P é um polinémio complexo de grau n, existe um tnico
U € A, simétrico nessas n variaveis tal que P(z) = ¥(z,--- , z).

Pelo Teorema 2.7 de Grace, vemos que afirmar que P € U, é equivalente a afirmar que P(z) =
U(z,---,z) € LY,. De fato, como as n raizes de P estao no circulo unitario (que é uma regiao
circular fechada), pelo Teorema de Grace, W(z1,--- ,z,) # 0 e |z;| # 1 para todo i € {1,2,--- ,n}.
Ou seja, ¥ € LY,, conforme Definigao 3.1.

Proposigao 3.8. Um polindémio complexo P de grau n pertence a U, 11 se, e somente se,

P(2) = c(2QT(2) + Q(2)), onde ¢ # 0, Q(z) = >, 12!
tem todas as suas raizes 8; no conjunto {z: |z| > 1} e QT(2) = Y1y Crniz’.

Demonstragiao. Se P € Upy1, entao P(z) = ¥(z, - ,z) para algum ¥ € A, simétrico nessas
n + 1 variaveis e todas as n 4 1 raizes de P tem norma igual a um. Pelo visto acima, ¥ € LY, 1.
Ou seja, pelo Teorema 3.6, P(z) = V(z, -+ ,2) = c¥q, onde |[c| =1 e Q € A, ¢é tal que r(Q) > 1.
Ou seja,

P(z) = ¢ (2Q1(2) + Q(2)), com ¢ £ 0, Q € Ay e 7(Q) > 1.

Como vale a reciproca do Teorema 3.6, segue que P € U, 11 se, e somente se,

P(z) = c(2Q%(2) + Q(2)), onde c # 0 e Q € A,, com 7(Q) > 1.

Observagao 3.9. Seja ¢(z) = a24+b yma transformacdo linear fracional da esfera de Riemann,

cz+d
isto &, ad — be # 0. Dado ® € A,, podemos definir ®? € A,, trocando z; por gj;j:s

®(z1, - ,2,). Essa mudanga nos fornece uma nova versao do teorema de Grace onde o circulo
unitario é trocado pelos eixos real ou imaginario.

na expressao

Exemplo 3.10. Para n = 2, dado ®(z1, z2) € Az, temos que

(21,22) = By + Eqiy21 + Epay20 + By gy 2122

az;+b
czi+d

Trocando z; por com i = 1,2, teremos que

(21, 2) = By + By (255) + By (2285) + By (225 (225).
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3.1.1 Prova do Teorema 3.6 Caracterizacao dos polinémios Lee-Yang

Dado ¥ € LY, 1, por definicio, temos que 7(¥) > 1 e r(¥T) > 1. Considere o seguinte conjunto

T" ={(ar, - an) : o]+ Jan| =1}
Dado (aq, -+ ,ap) € T", as fungoes
frz= ¥, -, an,2) (3.11)
e
g:Zb—>\I/T(041,--~ , Oy 2) (3.12)

sdo ambas afim sobre C, pois como ¥ e ¥l sdo Multiafins, entéo
f(z1 4+ 22) = f(z1) + f(22) e g(21 + 22) = g(21) + g(22) para todo 21,z € C.

Ademais

Proposigao 3.13. Se f definida em 3.11 é constante entao é identicamente nula.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que f = k, com k uma constante nao nula. Assim, f(1) =
U(aq, -+ ,Qn, 1) # 0. Pelo Lema 2.23 sabemos que

\I/T(Oq,--- y Oy 2) = Q1. Q2 \Il(al_l,--- capt 271).
Mas ozj_l = aj paratodo j =1,--- ,n, pois (o, -+ ,a,) € T" e ozj_l = ‘;7‘2. Logo
T, - om,2) =1, .an.z Wlag, -, ap, 271).
Como f =k #0,
g(Z) = \IIT(alv"' ,Oén,Z)
= .- an2¥(a, - ,ozn,zj)
= ai.--.ap.zf(z71)
aq.: - Oanz
Como z ¢ qualquer e k,ay, - ,ay # 0 segue que g nao é constante e que g(0) = 0. Ou seja, por
uma pequena mudanca de (aq, -+, ay,0) obtemos (21, , Zn, znt1) tal que Ui(zy, -+ 2,01) =0
e|z1], -, |zny1| < 1. Absurdo, pois r(¥T) > 1. O

Proposigao 3.14. Se g definida em 3.12 é constante, entao é identicamente nula.

Demonstra¢ao. Suponha que g = %, com k # 0 constante. Analogamente ao feito na Proposigao
3.13 acima, podemos ver que

g(z) =0Q1. 0 Q.2 \I/(alv"' 7a”’z_1)'

Entdo k = a2 U(ag, -, an, 27 1), donde

Uy, - om, 27 1) = M2z1, comM:( k )7&0

Q. .Qp

Como z é qualquer, f é nao constante e f(0) = 0. Logo, para uma pequena mudanga de
(a1, ,ap,0) obtemos (21, -+, 2n, 2n+1) tal que
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U(z1, o y2n41) =0e€ |21, -+, |znt1] < L.
Absurdo, pois r(¥) > 1. O

Suponha, entao, que f é nao constante e que f(3) = 0 para algum g € C. Entdo g sera nao
constante, por defini¢ao, e g(f~1) = 0:

9B = Uay, - an, )
= 1. .Oén./B_l. \I/(aly"' 7an7ﬂ)

= ai.-- a8 f(B)
0.
Ademais, |3] > 1. Pois se || < 1, para uma mudanga pequena de (ai,- - ,ay, ), obtemos
(21, , 2nt1) tal que W(z1, -, 2,41) =0 e |2j] < 1 para todo j =1,--- ,n+ 1, o que contradiz o

fato de que r(¥) > 1.

Analogamente, vemos que |#| < 1. Basta lembrar que r(¥) < 1. Portanto, as fungdes f e
g definidas em 3.11 e 3.12 respectivamente, sdo ambas identicamente nulas ou sdo ambas nao
constantes e se anulam em z =  com || = 1. Neste ultimo caso, existe ¢ = c¢(aq,- -+ ,a,) # 0 tal

que g(z) = cf(z), pois
?
Ou seja,

\IJT(a1,~-- yOn, 2) = c¥(aq, -, an, 2) (3.15)

com ¢ = c(ay, -+ ,ap) # 0.
Para o préximo passo desta demonstracao precisaremos do seguinte Teorema cuja demonstracao
omitiremos por utilizar argumentos que saem do contexto deste trabalho.

Teorema 3.16. Toda aplicacao d-linear é uniformemente continua sobre conjuntos limitados.

Para uma verificagdo deste resultado consulte [Ber08|.

Sendo W € LY, 41 que estamos considerando nao identicamente nula, pelo Teorema 3.16, W é
continua sobre T"*!. Logo, denotando por viz(z) a vizinhanga de um z € C"*! qualquer, temos
que existem § € T"H1, tal que ¥(B), UH(B) # 0, e viz(B) em T"! tal que ¥ e Uf nio se anulam
em nenhum ponto de viz(z). De fato, suponha, por absurdo, que dado 8 € T"*! tal que ¥(3) # 0
ocorre que para todo € > 0 existe z € B(,¢) com ¥(z) = 0, onde B(f,¢) denota uma bola aberta
de centro S e raio €. Defina (e,,), uma sequéncia decrescente de numeros reais e escolha, para cada
neN, z, € B(f,ey) tal que ¥(z,) = 0. Fazendo ¢, tender a zero (¢, — 0) teremos que z, — [ e
U(z,) =0e ¥(B) # 0. Absurdo.

De maneira similar provamos que existe 8 € T,11 e viz(8) em T,y tal que UT ndo se anula
em viz(B3). Portanto existe um conjunto aberto nao vazio O = viz(f) € T**! tal que ¥ e W' nao
se anulam em O. E da Equagao 3.15 temos que

‘IJT(IBM' o 7/8n+1) =cC (/817' o 7/8n+1) \11(1817' o 7/8n+1)7 para todo (513"' 7ﬁn+1) S O

Ou seja, ¥ = c¢¥ em O com ¢ independente da coordenada G,41.

Observagao 3.17. De maneira similar, podemos mostrar que ¢ independe das coordenadas 31, -+ , Bn.

Pela Observacao 3.17 vemos que ¢ é constante em O. Por analiticidade, UT = ¢¥ sobre C**1,
Agora verificaremos que na comprovada equacio ¥ = ¢¥, temos que |c| = 1. Como

‘I’T(Zla S Zngl) = ZXC[n-‘rl] E[n+1]\X-ZX e ‘I’H(zla S Zny1) = ZXC[n—H] Ex.z*,
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sendo U = ¢¥ em C"*!, segue que
V(21,5 2n41) = (C\II)T(ZL"' ) Zn41) = Z EE[n+1}\)(-ZX-
XC[n+1]
Logo, ¥ = ¢¥ e, portanto, ¥ = ¢c¥. Ou seja, le| = 1, como queriamos.
Agora verificaremos que se ¥ € LY, 41, entdo ¥ = k¥g com |k| = 1 e & € A,. Escolha k tal
que k=2 = c. Entdo |k| = 1.
Definicdo 3.18. U, =k~ 'WU € A, 1.

Entao

.I.
Z EXz
XCn-H]
= k! E[n+1]\X. 2%
XC[n+1]
TR S o
XCn-H]

= kUl
E como ¥t = ¢¥ e definimos k2 = ¢, temos que
Ul = kUt = ke® = kk20 = k10 = U,

Por outro lado, usando a Defini¢cao 3.18,

\I/k(zl,"-,znﬂ) = k! Z EJ;ZX

XC[n+1]
= k! ZEZ +Zn+1ZFZ
X Cln] X Cln]

(e, ) = kT E Epypxz™

XC[n+1]
= K D Bt e ) Eppx”
XCln] XCln]

Portanto, \I’L = Uy é equivalente a Fix = E[n]\x. Assim,

(21, 2zpp1) = k71 Z Exz™ + zn41 Z E; \XZ
XC[n] XCln]

Escrevendo ®(z1,- - ,2,) = ZXc[n] ExzX € A,, segue que
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Uizt 2pg1) = k71 (‘I)(Zla"'  2n) + 21 @1 (21, - ﬂn)) =k "Wo(21, y 2nt1)-

Portanto, se ¥ € LY, 11, entdo ¥ = k¥g com |k| =1 e ® € A, como queriamos.
Para concluir essa parte da prova, verificaremos agora que r(®) > 1. Como

\I/(Zla'” 7zn70) = k(@(Zh"' 7Zn) +O@T(z17 7Zn))7

entao

B2y, 20) =k P U(21,- -, 2,0).
E como W¥(z1, -, 2,,0) # 0 quando |z1|, -, |zn| < 1, temos que r(P) > 1. Isso conclui essa parte
da prova.

Agora provemos que se ¥ = c¥g com ® € A, er(P)>1e ¢/ =1, entdo ¥ € LY, 11.
Pela proposicao 3.5 sabemos que ‘112; = Wg e, portanto, basta mostrar que r(Vg) > 1 para
provar que c¥q¢ € LY, +1. Ou seja, queremos mostrar que

\I/Q(Zl,' o 7Zn+1) 7é 0 se |21‘7'” 7’ZTL+1| < 1.

Suponha que r(®) > 1. Assim,

Ug (21, 5 2n,0) = ®(21,- - ,2n) #O0se |z1], -, |zn] < L.
Ademais, se z,11 # 0 e |z1],- -+ ,|2zn] <1,
_ —®t (21, ,2n
\Ifcb(Zl, e ,Zn+1) = 0 = zn—il-l = ﬁ
®f (21, ,2n)

<1

Neste caso, precisamos mostrar que ‘ Do o)

Dado A < 1 real, escrevendo
(PoA)(z1,+,2n) = P(Az1, -+, Azp)

temos que o XA — ® e (P o \)T = & quando A — 1. Portanto

T (®oN)T (21, ,2n)
= limy ‘AQO)\(Zly"',Z'ﬂ)

Y

P (21, ,2n)
(21, ,2n)

em que, pelo principio do méximo,

(®oN) T (21, ,2n)
DoA(z1, ,2n)

(<I>o)\)T(z1,--- Zn)

DoA(z1, ,2n) =1

)

< MaX| g |=.=|ay|=1 ‘

como queriamos.

3.2 Novos exemplos de polinédmios de Lee-Yang

Concluiremos estes texto apresentando novos exemplos de polindmios de Lee-Yang. A seguir,
estudaremos

@(217... 7Zn+1): Z <HEUX> ZX

XCn+1] \ U

para varias escolhas de U e Eyx.
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1. Para U = {j,k} C [n+ 1], com j < k, escreva

a, se jeX,k¢X

B ) Gu se jE X, keX
UX7Y b, se G k¢ X
b, se J ke X

Exemplo 3.19. Para n = 2 temos que [n + 1] = {1,2,3} e escrevamos Uj, = {j, k} onde
Uji, C [3] e j < k. Ademais, escreva Xo = {0}, X, = {m}, Xpq = {p,q} e X123 = {1,2,3}
onde m,p,q € [3] e p < ¢. Assim, temos que

e Fy,x, =bu
e Fy,x, =ay
e Ey,x, =bu
e Ey,x, =by
d EU12X12 = EU
* Ey,x,; =au
® Lyyxys = au
® Ly Xi0s = EU
® Eyx, =bu
e Fysx, =ay
e Fyx, =bu
o Fysx; =au
® Lysx,, = au
= by

® LEyysxys = au

i EU13X13

i EU13X123 = BU
[ ] EU23X0 = bU
o Fuyx, =bu
e Fyy,x, =ay
o Fyyx; =au

i EU23X12 = ay
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U(z1,29,23) = Z (HEUX> 2X
]

XC[3 U
= <HEUX0> 1+ (H EUX1> 21+ <H EUXg) 22
U U U
+ (HEUX3> .23 + <H EUX12> .21.29 + (H EUX13> .21.23
U U U
+ <H EUng) .29.23 + (H EUX123> \21.29.23

U U
= (EU12X0'EU13X0)'EU23X0'1 +o
+(EU12X123'EU13X123)'EU23X123’21'22‘Z3
= bybyby + ayaybyz1 + aybyayzs + byayay 23
+BUCLUCLUZ122 + aUEUEUzlzg + EUEUBUZQZP, + 5(]5(]5(]212223
= b?f] + a2UbUzl + aybyayze + bUE?JZ;g

- = _ 97T -3
—I—bUa?]zlzg + apbyayzi1zs + a%]bUZQZg + byz12223

au

by
De fato, pela observagao 4.47, é suficiente considerar o caso de um U tal que Fyx # 1. De
fato, conforme observagao 4.48, um elemento ¥ € H,,11 pode ser escrito como

Observe que se os complexos ay e by satisfazem < 1 para todo U, temos que ¥ € J,41.

U(z1, s 2ng1) = Az, 2p-1) + B(21, s 2n—1)2n

B (21, 2n1) 21 + AT (21, -+, 201) Zn2nat

emque A, Be A,_1e

A(zla"' 7zn—1) +B(217"' 7Zn—1>2n = (I)(Zla"' 7Zn)

com A(z1, -+ ,zn—1) # 0 para |z1], - ,|zn—1] < 1e
B, -+ an)| < [A(ar, - an-1)]|
para |ai| = -+ = |an_1| = 1. Note que W(z1, -+, zn11) = ®(21, -+, 20) + T (20, , 20) 2Zns1.

Sendo assim, podemos considerar n = 1, U = [n + 1] = {1,2}. Entao ¥ = ¥ com P(z1) =
| <1 temos que 7(®) = 1e ¥ € Jnt.

by + ayz1. Dai, sendo

Observagao 3.20. No Teorema 4.1 de Lee-Yang visto no inicio deste capitulo, tomamos
by =1 e ay real.

2. Para U = {j,k,l} C [n+ 1], escreva

by se UNnX =190

Eyx = bu, se UcX
1 nos demais casos

Entao, se by é real maior ou igual a 1 para todo U, temos que ¥ € J,1. Basta considerar um
caso em que U ¢é tal que Eyx # 1. Podemos entao considerar n =2, U = [n + 1] = {1, 2, 3}.
Assim, com as notacoes usadas acima,
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U(z1,29,23) = Z (HEUX> X

XC[n+1] U
= (Eux,) 1+ (Eux,)z1 + (Eux,) 22

+ (BEuxs) 23 + (Bux,,) 2122 + (Eux,s) 2123

+ (EUX23) 2923 + (EUX123) 212923
= by +21+ 29+ 23+ 2120 + 2123 + 2023 + byzi2023
= (bU + 21+ 29 + 2’12’2) + Z3(1 + 21+ 29 + BUzlzg)

= WUq(z1,22,23)

com P(z1,29) = by + 21+ 22+ 21220 = (1 + 21)(1 + 22) — (1 = by).
O conjunto {(1+ 21)(1 + 22) : |z1] < 1, |22| < 1} € limitado pelo cardidide

T ={pe??:p=2(1+cos(0)):0 € [-n,7]}

e nao contém 1 — by que é real menor ou igual a zero por hipotese. Portanto 7(®) > 1 como
queriamos.

Observagao 3.21. Esta ultima situagao descrita, com Fyx = E[(J2 ))( real, é contida na situacgao

(1) descrita anteriormente onde consideramos U = {j,k} C [n+ 1] com j < k, com Eyx =
E[(]l))( Considere no primeiro caso descrito by, = by,; = by,, = b. Assim, considerando
buys = b% no tltimo caso descrito, temos que

2) 1)
bU123X =b bU123X
porque ambos os lados sdo iguais a b% se |X| = 0 ou 3, e 1 se |X| = 1 ou 2. Portanto

U@ = constante U, Essa equivaléncia falha se b nao for real.

Observacao 3.22. Se considerarmos U = [n + 1] = {1, 2,3} na situacdo (2) e trocarmos o
real byy por b(3) = W com Re(W) > 0 e Im(W) # 0, o conjunto {b(3) : B € R} é um espiral
logaritmica e {1 —0b(5) : § > 0} intersecta a regiao {(1—2z1)(1—22) : |z1| < 1, |22| < 1} dentro
do cardidide I em uma sequéncia de intervalos. O ponto 1 — b(3) esta dentro (respect. fora)
do cardiéide para [ suficientemente pequeno (respect. grande). Portanto, existem sucessivos
intervalos de {#: 5 >0} tal que ¥ ¢ J3 e ¥ € Js.

Para U = {j,k,l,m} C [n+ 1] e X C [n + 1] escreva

QU se UNnX =10
Eyx =4 bu se UcX
1 nos demais casos

Entao, se by é real by > 2 ou by = 1, para todo U temos que ¥ € Jp41. E suficiente considerar
o caso de um U tal que Eyx # 1 e podemos considerar n = 3, U = [n + 1] = {1,2,3,4}.
Entao ¥ = ¥g com

CI)<21,22,23) = (1 + 21)(1 + ZQ)(l + 23) — (1 — bU)

Vejamos que {(1 4 21)(1 + 22)(1 + 23) = |z1] < 1,|22] < 1,|23]| < 1} intersecta o intervalo real
(—00,0]) em (—1,0), de modo que para o real by > 2 ou byy = 1 temos que r(P) > 1.
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3.3 O conjunto das classes de Lee-Yang e seu interior

Nesta segao definiremos e estudaremos um subconjunto (7,) de LY, que consiste de polindémios
U tais que (V) = 1 e Ut = W. Veremos que os tnicos polinémios ¥ que satisfazem a condigéo
Ut = U estdo na forma ¥g e, considerando r(®) > 1, r(¥g) = 1.

Definigdo 3.23. H, = {® c A, : & = 3}

Escrevendo ®(z1,--+ ,2,) = ). xci E .2, temos que H,, consiste dos polinémios Multiafins
® tais que Ex = E[n]\X'
Definicao 3.24. 7, = LY, NH,,.

Note que, por definicdo, ¥ € J,, se (V) = 1 ¢ ¥ = ¥f. Relembrando que
Ua (21, 2ns Zng1) = Znp1®T (21, -+, 20) + ®(21,- -+, 2,), com ® € A,

vejamos a seguinte.

Proposicao 3.25. Considerando os conjuntos H,, e J, definidos acima, afirmamos que
2. jn+1 = {\I/q) :dec A, e T’((I)) > 1}

Ou seja, os unicos polindmios Multiafins ® que satisfazem a condicdo T = ® estao na forma V.
Ademais, se r(®) > 1, entao r(\II];) =r(Us) =1.

Demonstragio. Por definicao, dado Q € Hpy1, temos que Q € Any1 e QT = Q. Logo,

Q(z1,-++y201) = Y Bxat

XC[n+1]

= Z EXz Zn+1 + Z EX,Z

XCln] XC[n]
= Z Bppx=" zni1+ ) Exz"
X Cln]
= Zn—&-l(D (Zla T 72n) + (I)(Zla U 7Zn)-
Ou seja, se Q € Hypy1 entdo Q = ¥ com @ € A, isto é, Hyr1 C {¥s : ® € A,}. Ademais, pela

Proposicao 3.5 que mostra que ¥ = \IIID, vemos finalmente que H,+1 = {¥s : ® € A,}.
Agora verifiquemos a igualdade d item 2. Dado @ € J,+1, pelo Teorema 3.6,

Q = C\:[/cp =C [Z,H_l.(I)T + (13],

onde || =1, ® € A, er(®) > 1. Fazendo fazendo 2,41 = 0 temos que ¢® ¢ unicamente determinado.
Ademais, sendo ® # 0, cWg € Hy,y1 se, e somente se, ¢ € R. Pois neste caso temos que c¥gq =
(cUg)t, isto ¢, € = c. Basta observar que, escrevendo ®(zy,-- -, z,) = ZXc[n} Ex.zX, decorre que
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(C‘PQ)T(ZL'“,%H) = C.Zn+1- Z E[n]\x.zx + c. Z EX.zX

XCln]

= Z Czn+1E \XZX + Z CEXZ
XCln] XC[n]
= Z &.EX Zn+1 + Z E.E[n]\X.ZX
XC[n] XC[n]

= C |:Z7l+1'(I)(Z17"' 7ZTL) +(I)T(Zla 7zn):| )
e que

o (21, s Znt1) = € 2011 ®T (21, -+, 20) + @21, -, 20)] -

27

Assim, os elementos de LY;,11NH,,41 s@o da forma =W g, poisc € Re || = 1. Ademais, Vg = V.

De fato,

+Ve(21, - ,2n41) = =+ (Zn+1q)T(Zla"‘ s2n) + @(21, azn)>

] G A CRIRES) R CICTTE)

— Zl:\I]icI)

com r(x®) = r(P) > 1, como queriamos.

O

Nosso préximo e ultimo resultado deste capitulo procura estudar o espago projetivo real associ-
ado ao conjunto J,4+1. Por isso, antes do enunciado estabeleceremos as defini¢oes e conceitos mais

importantes que serao utilizados no enunciado e na verificagao deste resultado.

o1 =V € Hpr ¢ Uzt 2041) 0 se [z, |z <1 e |zpa] < 1}

Do visto nas anotagbes sobre conjuntos algébricos no Apéndice A deste texto, sabemos que

d e A, isto é,

o:C" —» C
(21, y2n) = B(z1, - ,2n) = Z Ex.z%,
temos que o lugar dos zeros de ® é o conjunto
Z(®@)={peC* : o(p)=0}CA,.

Se T'={®y,---,®P,}, escrevemos Z(Py,---,P,) em vez de Z({ Py, -, P, }).
Para T C A,, X C C" é um conjunto algébrico afim se

X=Z(T)={peC" : &(p)=0V ®ecT}.

Sabemos que dado ¥ € Jpnt1, Ya(21,- -+, 2n) # 0sempre que |z;| # 1. Assim, todo subconjunto

da forma

X = {21, 2001) €C™ 1 2]z S 1€ Jzna] < 1)
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em C" é um subconjunto aberto segundo a Topologia de Zariski vista no Apéndice A deste trabalho.

Ademais, vimos também que para cada polindmio multiafim ®, dado X C C", temos que a
cole¢ao dos conjuntos X = X \ Z(®) é uma base de abertos da topologia de zariski em X.
Portanto, dado o espago real projetivo associado com 7,1, denotado por [J,+1]r, temos que seu
interior é dado por

[Toile = {[Wa] : r([®]) > 1}.

Proposigao 3.26. O conjunto [J,41]r ¢ o fecho em [H,41]r de seu interior [J,;, ]r. Simbolica-
mente,

[(Tnt1lr = [To1]r C [Huv]r-

Demonstragio. A classe [Ugp] ¢ da forma {¥g : ® € [®]}. Assim a aplicagio [®] — [Vg] ¢ um
homeomorfismo de [A,]r em [Hp11]r.

O conjunto [Jn+1]r = {[VYs] : 7([®]) > 1} é homeomorfo ao conjunto {[®] : r([®]) > 1} por
causa do homeomorfismo [®] — [¥3] visto acima. Ademais, temos que o conjunto {[®] : r([®]) >
1} C [Ay]r é fechado, pois

() s [An]c — [0,00]
que leva [®] em r([®]) é uma aplicagao continua, pela proposigao 2.17, e, assim,
{[@] : r([®]) > 1} =7r""([1,00])

em que [1,00] é fechado em R. Logo, {[®] : 7([®]) > 1} é compacto.

De forma similar, o conjunto {[¥s] : 7([®]) > 1} ¢ homeomorfo ao conjunto {[®] : r([®]) > 1}
que ¢é aberto pela continuidade de ().

O mapa A — [® o \] é continuo perto de A = 1.

Assim, se r([®]) = 1, temos que 7([® o \]) = |A| ™! pelo visto na Proposicao 2.21. Ademais, |A|~!
pode ser maior ou menor que 1 para [® o A\] proximo de [®].

Isso mostra que {[Ug] : r([®]) > 1} & o interior de [Jn+41]r € [Tn+1]r € 0 fecho de seu interior.

Resta mostrar que Vg € J,7,; se, e somente se, r(®) > 1. De fato,

Vg € Ty = r(®) > 1, pois (21, -+ ,2,) = (21, , 2, 0).

Inversamente, se 7(®) > 1 e Ug(z1,---, 2p,2) =0 com |21], - ,|2n] <1, devemos ter z # 0 e
1= D (z1,,20)
Be1,oen)
em que
q)T(zlz"'zzn) éT(zlv'”vZn) —
- D(z1, ,2n) < max|a1|:“':|an|:1 D(z1,,2n) | L

Portanto |z| > 1, isto ¢, ¥g € Ty, 4. O



Capitulo 4

Interpretacao fisica

Neste capitulo final, nosso primeiro passo, serd verificar e estudar uma aplicagdo fisica para
o Teorema de Lee-Yang. Nesta aplicagao utilizaremos os polinémios de Lee-Yang para descrever
a funcao termodindmica Pressdo e apresentaremos, assim, uma primeira e cléssica interpretagao
fisica para os polinémios em questao. Em seguida, utilizando os resultados do Capitulo 3, veremos
as interpretagoes fisicas que decorrem desses resultados.

Comegaremos este capitulo estudando, na Segao 4.1, o Teorema de Lee-Yang e o modelo de Ising
ferromagnético. Utilizando este resultado sobre os zeros dos polinémios de Lee-Yang, verificaremos
a auséncia de transicao de fase no modelo de Ising ferromagnético. Vale dizer que, em geral, o
termo "transi¢ao de fase"é usado quando ao variarmos algum parametro do sistema de interesse
observamos uma mudanga em seu comportamento. Sob o ponto de vista matemaético, neste contexto,
a transicao de fase é usada para indicar a existéncia de mais de uma medida de Gibbs para o modelo
de Ising ferromagnético. Na Secao 4.1, para estudarmos a auséncia de transi¢ao de fase no modelo de
Ising ferromagnético, estudaremos a analiticidade de uma fun¢ado termodindmica chamada pressao a
qual é construida através de um mecanismo chamado limite termodindmico. Iremos ligar a transicao
de fase a diferenciabilidade da Pressdo do modelo e provar a analiticidade da Pressdo para h # 0.
Para tanto, usaremos o Teorema de Lee-Yang.

Concluiremos este texto estudando a interpretagao fisica para os polinémios de Lee-Yang utili-
zando os resultados do capitulo 3. Considerando a classe de polindmios Lee-Yang LY, e usando o
conceito de raio interno, vimos no Teorema 3.6, para os polindémios ¥ € LY, 11, uma caracterizagao
em termos de polinémios ® em n variaveis tais que ®(z1,- -, 2,) # 0 quando |z1],-- -, |zn] < 1. Na
Secao 3.2 do capitulo anterior vimos que esta caracterizacao de polinémios de Lee-Yang permite-
nos apresentar alguns novos exemplos. Na situagao fisica onde ¥ sao fungoes particao dependentes
da temperatura, vé-se que aqueles que sao polindmios de Lee-Yang em altas temperaturas, por
conseguinte, a todas as temperaturas, sdo precisamente da forma considerada por Lee e Yang.

4.1 Teorema de Lee-Yang e o modelo de Ising

Iniciamos esta secao apresentando o teorema conhecido como Teorema de Lee-Yang que afirma
que um polinémio de Lee-Yang ® de grau n em uma varidvel complexa z tem todas suas rafzes no
circulo unitéario |z| = 1. Na Subsegao 4.1.1 apresentaremos a verifica¢do para este teorema. Nosso
interesse na apresentacao deste resultado sobre localizagao de zeros reside no fato de eles serem
utilizados neste texto para o estudo de transi¢do de fase no modelo de Ising ferromagnético.

Fixado n € N, desde o Capitulo 2 escrevemos que [n] = {1,--- ,n}. Neste capitulo denotaremos
por P([n]) o conjunto das parte de [n]. Dados S C [n] e uma cole¢do de ntimeros complexos {A4;;}
comi € Sejé€[n]\S, definimos de maneira canonica o produtério [[;eq [1epnp g Aij- Caso S ou
[n] \ S sejam vazios, convencionamos que esse produtorio é igual a um. Se S = {i1, - ,ig} C [n] é
um subconjunto nao vazio e z, - ,2;g € C, também como vinhamos usando, 28 = Ziy Zig "t Zi
Para o caso S = 0, colocamos z°
Multiafim por

g
= 1. Assim, com essas notagoes, denotaremos um polinémio

29
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(I)(Zl,"',zn): Z st H Aij,

SeP(n]) €S jen]\S
Estabelecidas essas notacoes, enunciemos o:

Teorema 4.1. (Teorema de Lee-Yang) Sejam n € N, {4;;} uma familia de ntmeros complexos
satisfazendo |A;;| <1 e A;; = Aj; para todo 4, j € [n]. Seja P, o seguinte polinémio

P21, 2 Z H H Ayj. (4.2)
SeP(ln]) €S jen]\S
Se Pn(z1,- -+ ,2n) = 0 e existe m € [n] tal que |z;| < 1, para todo k € [n]\ {m}, entdo |z,,| > 1.

Na Secao 4.1.1 apresentaremos uma prova para este Teorema 4.1 de Lee-Yang. Antes verificare-
mos o corolario que afirma que um polinémio de Lee-Yang P,, de grau n em uma variavel complexa
z tem todas suas raizes no circulo unitério |z| = 1.

Corolario 4.3. Se P : C — C é um polinémio em uma varidvel complexa tal que

p(Z) = Pn(27 T 72)

para algum polinémio P,, da forma 4.2 satisfazendo as hipdteses do Teorema de Lee-Yang, entdao
todos os zeros de P estdao no circulo unitario.

Demonstragao. Seja z € C\ {0}. Da defini¢ao de P, equagao 4.2, temos que

,P(Zil) = P (Zl 17'” 72771)

= > O 1T 44

SeP([n]) i€S je[n] \S
— Y GO ST TT A
SeP([n]) i€S jen]\S
_ Z s —1 S H H Az]
SeP([n)) €5 j€n]\S
= z " Z Z[n]\S H H A”
SeP([n]) icS je[n\S

Mas note que somar sobre S € P([n]) ¢ equivalente a somar sobre S' = [n]\ S € P([n]). Agora,
como A;; = Aj;, temos que

Pz ) =2" Z 25 H szi =2z"Pu(z,--,Z) = 27 "P(Z).
S'eP([n]) jes’ies

Se |Z| > 1 e P(z) = 0, entao pelo Teorema de Lee-Yang temos que |Z| < 1. Logo |Z| = 1. Por
outro lado, se [z] <1 e P(z) = 0, entdo P(z!) = 27"P(z) = 0 . Pela defini¢do de P temos que

P(z71) =Pu(z71,---,271). Aplicando novamente o Teorema de Lee-Yang, concluimos [z~ !| =1 .
Como |27} = zLP’ segue que |zZ| = 1. Portanto, qualquer raiz da equagao P(z) = 0 satisfaz
Iz| = 1. O

Visto o teorema de Lee-Yang e seu corolério, iniciemos o estudo da transicao de fase no modelo
de Ising. O faremos seguindo de perto as referéncias [BAJ99|, [Lim|, [Lim04], [Min00], [Sim14],
[Rue99] e [RAS15].

Seja d um ntimero natural e considere Z¢ = {(p1,-- ,p4) : pj € Z para todo j € [d]} como
espaco métrico. A distancia entre dois pontos p e ¢ de Z¢ é dada por
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d
P —all=>_Ip; — gl
=1

Seja n um ntmero inteiro e A = [~n,n] x - - x [~n,n] N Z% um subconjunto finito de Z?. Utili-
zaremos este subconjunto para representar a estrutura de atomos do nosso sistema magnético. Cha-
maremos A de rede e a posigao de cada dtomo na rede fica determinada pelo vetor i = (i1, -+ ,iq),
que chamaremos de sitio i. Ademais, denotaremos por |A| o nimero de sitios em A. A cada sitio i
da rede, associaremos uma variavel aleatoria o; que podera assumir os valores mais ou menos um.
Caracterizaremos uma interacao entre spins dessa rede associando ao par o;o; uma constante.

Definigao 4.4. Diremos ser a fronteira externa de A, que denotaremos por dA, o conjunto dos
pontos i ¢ A cuja distancia a A é igual a 1.

Estabelecendo uma configuragao de spins {w} = {w;}icon na fronteira JA, impomos o que
chamaremos de condigbes de fronteira. Neste caso, os spins de {w} interagem com os spins da rede.
Um exemplo é dado quando impomos o que chamamos de condigoes de contorno positivas que sao
obtidas fixando-se w; = 1 para todo i € A. Outro exemplo é dado pela imposi¢do w; = —1 para
todo i € A, onde estabelecemos o que chamaremos de condi¢ées de contorno negativas.

Definicao 4.5. Para cada A C Z? finito definimos o espaco
Qp = {1, 1} = {(04)ien : 05 € {—1,1}},
que chamaremos de espago de configuragdes no volume A.

Definigao 4.6. Sejam i, j € A tais que ||i—j|| = 1. Definimos a fungdo Hamiltoniano Hyp : Qp — R,
com condigoes de fronteira livres, do modelo de Ising de primeiros vizinhos no volume A como

(ISHIN

Hy((01)ien) = =Y J(0i0; = 1) = > h(oi = 1),
(i)

em que J e h sdo constantes reais.

Definigcao 4.7. Seja up a seguinte medida de probabilidade definida sobre o conjunto das partes
de Q4 tal que cada configuracao (0;);cp tem probabilidade

_exp(—=BHA((04)ien))
pa({(o3)ieat) = Za(h) ’

tal que Z5(h) é uma constante de normalizagao escolhida de forma que pp seja uma medida de
probabilidade. Z4 (h) é chamada de fungdo parti¢do ao inverso da temperatura T (T~! = 3) e pode
Ser expressa como

Za(h)= > exp(—BHa((wi)ica)) -

(wi)ieA€QA

A rigor a funcao particdo também depende do parametro J, mas omitimos essa dependéncia
na notacao porque estamos mais interessados na dependéncia dessa funcao apenas com respeito ao
parametro h.

Definigao 4.8. Uma sequéncia (A, )nen de subconjuntos finitos de Z¢ é chamada de absorvente se
para todo subconjunto finito A C Z? existe ng € N tal que A C A,, para todo n > ny.

Dizemos que uma sequéncia (Ay,)nen de subconjuntos de 74 converge para Z¢, notacao A, 1 Z,
se US2 A, = Z%. Note que toda sequéncia absorvente converge para Z.

Sejam o, u € 2 duas configuracoes arbitrarias. Usaremos a notagdo de concatenagdo opwae,
onde A¢ = 7 \ A, para denotar a configuragao n € Q, definida por 7, = 0; se i € A e n; = w; se
1 e A°.
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Definigao 4.9. Definimos a medida de Gibbs do modelo de Ising a volume finito A,, com condi¢oes
de fronteira w € {2 ao inverso da temperatura 5 > 0, como a medida de probabilidade u3 R
P(24) — [0,1] que associa a cada configuracao o € Qp a seguinte probabilidade

eiﬁHxn (UA'fL wA?L )

1y, s({ot) = 2.8 ’
0, caso contrario

Sse O'A% = OJA%

em que o fator de normalizagdo z3 g que é chamado de funcao de particdo a volume A, com
condicao de fronteira w ao inverso da temperatura 8 é dado por

S e R (neng),

NEQA: Mpg=wpg

ZR,5=

tal que

Hxn((o-i)iEAn) == Z J(Uigj - 1) - Zh(gz - 1) - Z JO'Z'(,L)]'.

(i7) i€ lli—jl|=1, €A, jEOA

Denotaremos por uj{ 5 €Hy, 5 8S medidas de Gibbs a volume A,, com condi¢oes de fronteira
positivas e negativas, respectivamente.

Definicao 4.10. Fixado 8 > 0, definimos o conjunto das medidas de Gibbs do modelo de Ising ao
inverso da temperatura 5 como o fecho da envoltoria convexa em M;(€2y) do conjunto

G={peMi(Q): I (Ap)nen, absorvente, A, 1Z% e w, € Qp tal que ,u‘f\z 5= W}

Dessa forma, o conjunto das medidas de Gibbs ao inverso da temperatura g é o conjunto das
medidas de probabilidade em M;j(25) que estdo no fecho da envoltoria convexa do conjunto de
todos os limites fracos de medidas de Gibbs a volume finito com condigoes de fronteira arbitrarias.
Denotaremos, aqui, tal conjunto por Gg(h).

Teorema 4.11. Os limites fracos

/.L; = hl’nAnTzd MXH,IB € Mg = hmAnTzd /an75

existem no espago de todas as medidas de probabilidade, M (£2y), para todo d € N, h € R, J > 0
e B>0.

Para um prova deste Teorema, veja [Geoll].

Teorema 4.12. Fixadosd e N, h e R, J >0 e > 0, temos que

para toda medida de Gibbs pu.

Para um prova deste Teorema, veja |Geoll].

Agora estudaremos a possivel mudanca de Gg(h) quando variamos o parametro 5. Ou seja,
estudaremos a Transi¢do de fase. Sob o ponto de vista matemaético,

Definigao 4.13. Diremos que o modelo de Ising ferromagnético apresenta transicao de fase quando
existe 3 > 0 tal que |Gg(h)| > 1.
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Definigao 4.14. A fungao energia livre a volume finito e com condigoes de fronteira w é dada por

11In 2%
fR(h) = —5—"
B |Al
Definigcao 4.15. A pressao a volume finito e com condigoes de fronteira w é dada por
In Z¥
PY(h) = — =7
Al

O problema matematico associado com a transicao de fase s6 se manifesta no limite termodiné-
mico, isto é, no limite em que o tamanho do sistema, |A[, tende a infinito. Mais adiante mostraremos
que o limite termodindmico para a Pressao do modelo de Ising com condigoes de contorno w existe
e é igual ao limite obtido com condigbes de contorno livres. Provaremos este resultado como uma
consequéncia da primeira desigualdade de Griffiths (Teorema 4.18).

Definigao 4.16. O valor esperado de uma fun¢ao ¢({o}) das configuragdes {o} a volume finito A
e condigbes de contorno w é definido por

(o({o})s = ZlA S o({o}) exp(~BHS),

em que usamos ), para denotar } ¢ 4 o

Na definicao de valor esperado de uma funcao ¢({o}), se p({c}) = [[;_, 0, entdo o valor
esperado ([[_ 0i,) A ¢ denominado de fungdo correlagao dos n spins oy, 04y, , 0, . Agora vamos
provar que a func¢ao correlagao dos n spins é nao negativa se o modelo em estudo for ferromagnético.
Trata-se da  Primeira desigualdade de Griffiths.

Definicao 4.17. Sejam A um subconjunto finito qualquer de Z¢, A C A e n; € N para cada
i € A. Entao definimos

ot = Haf".

€A

Teorema 4.18. (Primeira desigualdade de Griffiths) Considere o modelo de Ising ferromag-
nético d-dimensional. Entao, para qualquer subconjunto A C Z?, temos que:

A
(o >A >0
para qualquer A C A e para qualquer 8 > 0.

Demonstracdo. A seguir, apresentaremos a prova para condi¢oes de contorno livres.
Como a fungao particao é uma soma de parcelas positivas, isto é, como Z, > 0, basta mostrar
que:

Yoo o4 exp(—pHy) > 0.
Para tanto, vamos concentrar nossa atengao no seguinte fator:
exp(—fHp) = H ePhoi H ebIoidi,
ieA (i)
Expandindo €#77i% em série de Taylor obtemos:

Bloios _ 1 4 (5J€1"@'Uj) n (BJUZ;U]-)Q (,BJJiJj)3
1! 2! 3!
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Mas, como o; = +1 ou 0; = —1 para todo i € A, segue-se que:

J)E se k for par
(B)%, P
BJ)kamj, se k for impar.

(BJoio;)* = { (

Logo, agrupando os termos de expoentes pares separadamente dos de expoentes impares podemos
deduzir que:

oBIoio; _ cosh(8J)[1 + tanh(BJ)oi0;].
Logo,

exp(—BHp) = | [ ] cosh(BJ)[1 + tanh(B.J)aio;] | [ €™,
(7) i€

em que o produtoério entre colchetes deve ser desenvolvido entre pares de primeiros vizinhos (ij).
Deste modo obtemos que:

Z o exp(—BHy) = Z H ePhoi H cosh(BJ)[o? + tanh(8J)oi007].
o o Q€A (5)

Desenvolvendo inicialmente os produtoérios da expressao acima obtemos uma soma ), . ¢ P,
na qual cada termo é constituido de um produto envolvendo variéveis de spin

_ Ty Ny Bho;
P, = o o e
1EA

e de um prefator da forma ¢, envolvendo produtos de fungées hiperbdlicas, ora cosh(5.J), ora
cosh(BJ) tanh(5.J). Logo:

ZO‘A exp(—FHy) = Z Zcum = Zcm ZPm.

Observemos agora que cada ¢, > 0, pois cosh(8J) > 0 e tanh(8J) > 0 para J > 0. Por outro
lado, caso todos os expoentes n; definidos em P, sejam pares temos que P, = [];ca eBhoi e por
conseguinte a soma das configuragoes é positiva, pois

E H ePhoi > 0.
o €A
Além disso, a ocorréncia de pelo menos um expoente n; fmpar em P, nos fornece P, =
n]- hO" . . . . ~ oz gl s ~ .
o; [Lica ePhoi ¢ por conseguinte a soma das configuracdes é positiva, pois para h nio negativo
temos

Zaj:h ojePh9i = 2sinh(Bh) > 0.
Utilizando tais argumentos, podemos concluir que:
S, ofe PHA >0,

como queriamos demonstrar. O

Corolario 4.19. Sob as hipoteses do teorema anterior, Zx(f,J,h) é uma func¢do crescente com
respeito a 3, J e h.
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Demonstracao. Basta observar que a derivada parcial de Zj com respeito a qualquer uma de suas
variaveis serd sempre um multiplo positivo do valor esperado de um produto de variaveis de spin,
este por sua vez também positivo pela primeira desigualdade de Griffiths (Teorema 4.18). ]

Agora, vejamos que o limite termodindmico para a Pressao do modelo de Ising com condigoes
de contorno w existe.

Observagao 4.20. Para uma sequéncia absorvente (A, ),en, temos que |A,| tende a infinito quando
n tende a infinito. Pois, neste caso, A, T Z%.

A sequéncia (A, )pen definida como A, = [-n,n] x -+ x [-n,n] N Z%, para cada n € N, é uma
sequéncia crescente, absorvente e tal que lim, ||a/<\ || = 0. Diremos que, para cada n € N, nossa
rede A, = [-n,n] x -+ x [-n,n] N Z% & um hipercubo em Z¢.

Lema 4.21. Se J > 0, h € R e (Ay)nen ¢ uma sequéncia de hipercubos em Z?, entdo existe o
seguinte limite

P(h) = lim Py .

n—o0

Demonstragio. Se A é um subconjunto finito qualquer da rede Z¢, entao podemos escrever

exp BHA H thZ H eﬁJUin H e,BJinj ]

i€A JEA: |[j—ill=1 (i§) 4€A, jEA®

Inicialmente, notemos que o;0; < 1 para cada par de sitios da rede e que para interagoes
ferromagnéticas uniformemente limitadas

exp(BJoio;) < exp(BJ).

Observemos agora que, para cada sitio ¢ € A, existem, no maximo 2d (d a dimensao espacial da
rede) sitios j com os quais o sitio fixado ¢ interage. Logo, para cada sitio ¢ € A fixado, o produtorio
envolvendo os sitios vizinhos j possui no maximo 2d fatores. Assim,

IL;. j—iji=1 €779 < exp(BJ) - - exp(BJ) = exp(2dB.J).

Logo,

exp(—pHY) < [H el exp(QdBJ)] H P/
(i)

€A €A, jEAC
< [exp(2dBJ + h)]M [exp(B.)]7.

Usamos esta tltima desigualdade para obter uma cota superior, exponencial na érea superficial
e no volume da rede A, para a fungao partigao:

Zp < [2exp(2dBT + )] Mexp(B8)]1M,
Segue desta tltima desigualdade que

P (h) < In(2dBJ + h) + In(2) + BTG

Agora, considerando (Aj)nen nossa sequéncia de hipercubos em 74, vejamos que, para todo
n €N,
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Py, (h) < PAn+1 (h>

Vamos assumir que a dimensado espacial do modelo de Ising é d = 2. Isto facilitard a exposicao,
embora os mesmos argumentos sejam validos para qualquer dimensdo. Como

Ay =[-(n+1),n+1] x[-(n+1),n+1]NZ3,
podemos reescrevé-la como a uniao de quatro volumes disjuntos Aq(f)
lagoes rigidas de Ay,:

, k=1,23,4, que sao trans-

A1 = Up_ AP = A | = AL+ [AD] + [AD | + |AD] = 4]A,,].

Vamos agora redefinir o Hamiltoniano para a rede A, 1, introduzindo um parametro a capaz
. . . - L . o k
de incorporar (ou ignorar) as interagoes entre os spins situados nas fronteiras das regioes A& ).
H(a) = Hyo + Hyo) + Hyo + Hyw —a > Jaioy,
(i5)
em que a ultima soma é realizada sobre pares de sitios vizinhos ¢, j localizados em volumes A%)
diferentes. Observe que atribuir o valor @ = 1 ao pardmetro significa incorporar todas as interagoes
. . k ~
entre os spins das fronteiras dos volumes elementares A% ), k=1,2,3,4,de modo que H(1) = Hy,,,.

Por outro lado, se tomarmos a = 0, entao fI(O) = HA(l) + HA(Q) + HA(g) + HA(4). Em termos da

fungao particdo com pardmetro a, definida por

Z(a)= Y exp[-pH(a)],

TN

dado que a notagao {o}a,,, foi utilizada para enfatizar que a soma deve ser realizada sobre todas
as configuracgoes da rede A, 11, é possivel deduzir que:

Z(1) = Zp,,, ¢ 2(0) = 2} ,

n+1

pois:

Z2(0) = > exp[-BH(0)]

{U}An+l

= ) exp[-BH,w +He +He+Hw)

{o}anp
4

=11 > exp(—fH, )
=L{o} )

= Z} .

Considerando ainda a expressao paramétrica da fungao particao, podemos usar o teorema fun-
damental do calculo para estabelecer que:

~ 1 ~
Z(1) - Z(0) :/0 %Z(a)da.

Logo,

1
0 ~
Zapes = 24, +/0 %Z(a)da.

Note que
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|
N
N
S
|

Z B ZJJZJJ exp|—SH (a)]

{(Ynper  \ )

- Zﬁj Z JineXp[_BH(a)]'

@) {otan,,

Mas, para cada par (ij), temos:

J > aiojexp-BH(a)] = J (0i05),  Z(a),

1G5 TN

n+1

que é nao negativa, pois pela primeira desigualdade de Griffiths, sabemos que <Ji0j>An+1 > 0. Além

disto, J > 0 para interagoes ferromagnéticas e z (a), pois z (a) é uma soma de parcelas positivas.
Portanto, o integrando é uma soma de parcelas positivas e entao

fol 2 Z(a)da > 0.

Portanto,
Zppir = ZA
Consequentemente,
ln(ZAnH) >41n(2,,).
Considerando agora Py, ,:
In(Zs,.,.,)  In(Za,.,) In(Zp, )  In(2a,,,)
Bnsil s 7 TAnzil = TAn] = Ppnyy = Ph,-

Ou seja, { Py, } ¢ uma sequéncia mondtona crescente com respeito a A,. Ademais, vimos que

P (h) < (2dBJ + h) + In(2) + BJI%.

. A < L o .
E como lim,, 0 |?A || = 0, entdo {Py,} ¢ uniformemente limitada em n. Portanto {Py,} ¢ uma
sequéncia convergente, como querfamos. O

Lema 4.22. A Pressao P(h) nao depende da condic¢ao de fronteira w.

Demonstra¢do. Fixemos inicialmente um volume A,, = A. O Hamiltoniano do sistema de spins com
condicao de fronteira arbitraria w pode ser escrito como

HY =Hy- > Jow;
i€N, jEOA

Nesse contexto, a funcao particao é dada por

Zy = Zexp(—ﬂHA) exp | B Z Jow;

{o} ieA, jEOA

Para relacionar a expressao acima com a fungdo particdo Z, associada ao sistema com contorno
livre vamos nos concentrar no seguinte fator: exp(5 ) Jow;). Inicialmente, observemos que
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pois o =1,—1 ew =1, —1. Ademais, como 8 > 0, temos

exp(—0J10A]) < exp (8 Yien, jeon Jows ) < exp(BT]0A]).
Logo,
exp(—BJ|0A]) Zn < ZF < exp(BJ|OA]) 24
Tomando o logaritmo da expressao anterior e depois dividindo por |A| temos

_B‘]‘ﬁﬁl—i_P <PK<5J|?/<\‘I+PA7

ou seja,

Py — Pa| < 750

. A, . . -
Mas, como lim,, A [ quando n — oo, para uma sequéncia {A,} de hipercubos, entao

limy, o0 |P{. — Pa,| =0

para qualquer condi¢ao de contorno w. Portanto o limite independe das condigbes de contorno. [

A grandeza P(h) é dita a Pressao do modelo e sera alvo de nosso estudo. Iremos ligar a transigao
de fase em h a diferenciabilidade da Pressao em h. Veremos que os possiveis valores de h para o
qual o modelo de Ising ferromagnético (J > 0) passa por uma transi¢ao de fase sdo aqueles onde
a fungao P(h) nao ¢é diferenciavel. Interessante adiantar que, cumprindo o objetivo deste trabalho,
veremos que P(h) é analitica se h # 0. Ou seja, o modelo em questao nao apresenta transicao de
fase para h # 0. Mas primeiro vejamos a derivada da pressdo a volume finito e com condig¢oes de
fronteira positiva e negativa.

As funcgoes Pressao a volume finito A,, com condigoes de fronteira positiva e negativa, respecti-
vamente, sao dadas por

InzZt _ InZy
PXFn(h) = \AAJlM e PAn(h) = ‘AA| —AnbB

Lema 4.23. As derivadas das fung¢oes Pressao a volume finito A, com condi¢es de fronteira
positiva e negativa, respectivamente, sao dadas por

_ + o Ap 71 8P;n(h) _ — > Ap 7i
oh 5“An,ﬁ( ] ) e —gi— = Brn, s\ TR )

Para uma prova deste lema, veja [Min00].

Lema 4.24. Para a condicdo de fronteira positiva,

. orPyT h)
limy, 00 —3— (

= Bu" (00) = B loo) ;™"

em que ug’h = ,ug. Analogamente para a condicao de fronteira negativa,
. opy, (h) —h
limy, 00 %7;1 =p (0'0>5

Para uma prova deste lema, veja [Min00].
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Definigao 4.25. (Conjunto Convexo) Um subconjunto C' de um espago vetorial V' sobre R é
convexo se, para todo v,w € C e para todo t € [0, 1] temos tv + (1 — t)w € C. Em outras palavras,
todos os pontos no segmento de reta unindo v a w estdo em C.

Definigao 4.26. (Fungao Convexa) Seja C' um conjunto convexo. Uma funcao f : C — R é
convexa se para todo v,w € C e t € [0,1] temos f(tv + (1 —t)w) < tf(v) + (1 —t)f(w).

Lema 4.27. Seja f,, uma sequéncia de fungoes convexas num intervalo (a, b). Suponha que f,(y) —
f(y) para todo y € (a,b) e que f](z) e f'(x) existem para algum z € (a,b). Entédo, f/ (x) — f'(x).

Demonstragao. Por hipotese, f,, é uma sequéncia de fungoes continuas em (a,b), pois uma fungao
convexa é sempre continua. Ademais, existem os limites

limy_ % = f(z) e limy_z W = f'(z)

e fn(y) — f(y) para todo y € (a,b). Logo, quando n — oo,

Lema 4.28. Para cada n € N, as fungoes PIn (h) e Py (h) sdo convexas.

Para uma prova deste lema consulte [Rue99].

Teorema 4.29. Considere o modelo de Ising em dimensao d > 1 e fixe 8 > 0 e J > 0. Se a Pressao
a volume infinito P(h) é diferenciavel com respeito a h em h = hg, entao existe apenas uma medida
de Gibbs para o modelo em questao.

Demonstracao. Pelos Lemas 4.21, 4.23 e 4.28, PXH é uma sequéncia de funcgoes convexas dife-
renciaveis de h que converge pontualmente para P(h). Pelo Lema 4.27, se P'(hg) existe, entao
(Py ) (ho) = P'(hg). Pelo Lema 4.24,

P'(ho) = B ™ (o0) = 6 {o0) ;"

O mesmo argumento implica que
—,h —h
P'(ho) = By (00) = B{o0)™" -

. h —,h
Assim, g™ (09 = 1) = pg"° (oo = 1).

Logo, ,u;’ho = ,u[;’ho. Pelo Teorema 4.12, temos que existe apenas uma medida de Gibbs. [

Para mostrarmos a auséncia de transigao de fase em algum h = hg no modelo de Ising ferro-
magnético basta mostramos que a Pressao é diferenciavel em h = hg, o que faremos com o auxilio
do Teorema de Lee-Yang. Para tanto, associaremos & funcao Particao um polinémio de Lee-Yang.
Como a Pressao P(h) nao depende da condi¢ao de fronteira w, consideraremos, a partir de agora,
condicao de fronteira livre.

Dada uma configuracgao de spins (0;)ieca, seja

S={ieAN:0;=—-1}.
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Esta associa¢do define uma bije¢ao entre os conjuntos Q e {S : S € A} = P(A). Para re-
presentar a funcao particao como um polinémio de Lee-Yang em uma varidvel complexa fazemos
z = exp(—2ph) e para cada i,j € A e fixado S = S((0;)ica) definimos

A = exp(_Qﬁ‘])a seiES,jG(A\S) € ”Z_]H:L
N 1, caso contrario.

Usando agora a defini¢ao de funcdo particdo temos que

Zpa(h) = Z exp ﬁZJ(oiaj —-1)+ 52}1(% -1)

(0i)ien€QA (i) icA
= Z exp | 3 Z J(oioj —1)+ 8 Z h(o; — 1)
(03)icn € (i5), 1€SCA, jEA\S i€SCA
_ Z H o287 H o—28h
(04)ica€Qa \ (7)), i€SCA, jEA\S i€SCA
= > AT T 44 (z = exp(—2ph))
SCA 1€S jJEA\S
= Pz, 2).

A seguir, veremos um corolario do Teorema de Lee-Yang.

Corolario 4.30. Z,(h) # 0 para Re(h) # 0.

Demonstragao. Seja |A| = n. Entao Zp = Py(z, -+ ,2) = P(z). Logo, Zx = 0 se, e somente se,
P =0.

Na prova do Corolario 4.3 vimos que P(z~!) = 27"P(z). Portanto, se P(z) = 0, entdo P(z~!) =
0. Suponha que P(z) = 0, entdo temos as seguintes possibilidades: [z| > 1 ou |[z7!| > 1.Se |z| > 1,
pelo Teorema de Lee-Yang, devemos ter |z| < 1 e, portanto,|z|] =1 . Se |27!| > 1, pelo Teorema
de Lee-Yang, devemos ter |z71| <1 e, portanto,|z| =1 .

Logo, P(z) = 0 implica que |z| = [e72%"| = 1, ou seja, Re(h) # 0, como queriamos. O

Antes de apresentarmos uma prova da auséncia de transicdo de fase no modelo de Ising Ferro-
magnético para h # 0 através da analiticidade da pressao livre para h # 0, precisamos enunciar
alguns resultados de anélise complexa.

Teorema 4.31. (Teorema de Vitali) Seja g,,(z) uma sequéncia de fungoes analiticas numa regiao
D tal que

lgn(2)] < M

para todo n € N e para todo z € D. Suponha que g,(z) tende a um limite, quando n — oo, num
conjunto com ponto de acumulagao dentro de D. Entao g,(z) tende uniformemente a um limite em
qualquer regiao limitada por um contorno no interior de D, o limite sendo, portanto uma funcao
analitica de z.

Para uma prova deste Teorema, veja [Net93|.
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Teorema 4.32. (Teorema de Hurwitz) Seja g,(z) uma sequéncia de fungdes analiticas numa
regiao D limitada por uma curva fechada simples e g,(z) — ¢g(z) uniformemente em D. Suponha
que g(z) nao é identicamente nula. Seja zp um ponto no interior de D. Entao, zp é um zero de g(z)
se, e somente se, ¢ um ponto de acumulagdo do conjunto de zeros das fungoes g, (z), pontos que sao
zeros de uma infinidade de valores de n sendo contados como pontos de acumulagao.

Para uma prova deste Teorema, veja [Net93].

Agora estamos preparados para compreender a prova do seguinte resultado acerca da analitici-
dade da pressao do modelo.

Proposicao 4.33. A pressao P(h) existe e é analitica em h pra Re(h) # 0.

Demonstracao. Considere a seguinte fungao

1

ga(h) = Zx(h)™T = ePah),
entao
ga(h) < 2e28Ih1,

Seja D uma regiao limitada e simplesmente conexa, no plano complexo h, com um segmento
do eixo real e positivo de h em seu interior. Pelo Lema 4.21, lim;| o, ga existe neste segmento,
o qual serd denotado por g. Ademais, como gp(h) < 2e?" | existe uma constante E(D, ) tal
que ga(h) < E(D, ) para todo h € D e A e pelo Corolario 4.30, para cada A na sequéncia
{ZA} nenhum zero de Zj, portanto de ga, ocorre em D. Entao g pode ser extendida a uma fungao
analitica g(h) em D e, em particular, analitica no segmento do eixo real h dentro de D. Em qualquer
regiao limitada D’ em D a sequéncia {ga(h)}, definida por continuagio analitica através do eixo
real positivo em D, converge uniformemente para g(h).

De fato, pelo Teorema de Vitali, Teorema 4.31, a sequéncia de fun¢oes analiticas g definidas
por ga(h) < 2e2P1Ml 5 qual ¢ limitada em D e converge numa porcio do eixo h real dentro de D,
converge para uma fungao analitica no interior de D e converge uniformemente em D’ ( que podemos
assumir simplesmente conexo). Pelo Teorema de Hurwitz, Teorema 4.32, o limite, g, ndo tem zeros
no interior de D ( ela nao pode ser zero em toda parte, visto que gy nunca é menor que 1 para
h real). Consequentemente, seu logaritmo P(h), é analitico no interior de D e limitado em D'. A
convergéncia uniforme de e/ em D’ garante que Py também converge uniformemente. O

4.1.1 Prova do Teorema de Lee-Yang

Nessa subsecao seguiremos de perto a referéncia [CCF14] : Polinémios de Lee-Yang com Coefi-
cientes Complexos publicado na revista Matemdtica Universitdria-SBM em 2014.

A prova que apresentaremos sera feita em duas partes onde os coeficientes que aparecem nos
polinomios do Teorema de Lee-Yang dependem de uma familia {A;;};+; de nimeros complexos tais
que |A;;| <1 e A;; = Aj; para todo 1 < 4,5 < n. Na primeira parte, supomos que 0 < |A;;| < 1
e, usando uma indugao no grau dos polinémios, mostramos que o teorema é verdadeiro. Para esta
inducao utilizamos varias propriedades das aplicagoes de Mobius que detalhamos no 1, Material
preliminar, deste trabalho. Na segunda parte da demonstragao supomos que |A4;;| < 1 e, neste caso,
a prova do teorema é baseada na dependéncia continua das raizes de polindémios em uma variavel
complexa com respeito a seus coeficientes.

Sem perda de generalidade, podemos supor m = n, pois a prova é andloga para os casos com
m # n. Suponha que A;; € (0,1). Para n = 0, temos que Py = 1 por convengao. Para n = 1,

P([1]) = {{1},0} e, assim,

Pi(z1) = Escpy 2° ies Hjepps 4 = 1+ 21
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Assim, para z; € C tal que Pi1(z1) = 0, temos que z; = —1 e, portanto, |z1| = 1.
Para n = 2, P([2]) = {0, {1}, {2}, {1,2}} ¢, assim,

Pa(21,22) = Z ZSH H Aijj =14 Aipz1 + Ao120 + 2122
ScP([2]) €S e2]\S

Dados z1, 22 € C tais que Pa(z1, 22) = 0, temos que

1+ Az + Aotz +21220 = 0
= Az + 2120 = —1— A2
—-1-A -1-A
N 2122 1222

z1 =

Alg+2z  App+ 2
A—FCZg
= =——— =T )
A= TR D, - L)

Como AD — BC =1 — Aj9A15 =1 — |A13|? e |A12| < 1, segue que AD — BC # 0 e portanto
T'(z2) é uma transformacdo de Mébius. Vejamos a seguinte

14az
a+z?

Proposicao 4.34. Se T : Coc — C é uma transformagao de Mobius da forma T'(z) = K.
onde |K| = 1, entdo T(S') = S'. Ademais, Se |a| < 1, entdo T(B(0,1)) = {z € C: |z| > 1}.

Demonstragio. Seja z = €'Y € S'. Entao

1+ae® [14-ae®|

1+aei0 frnd . - frnd g
e¥ (e ¥a+1) |(eia+1)]

a+et?

T(e") =

Ou seja, T(S') = S'. Agora, se |a| < 1, entdo |1 > 1. Assim, |T(0)| = |1| > 1. Ademais, T' &

continua. Logo, pelo Teorema da Alfandega, segue que T(B(0,1)) C {z € C: |z| > 1}. Por outro

lado, como T' é uma bijecao, entao {z € C : |z| > 1} C T(B(0,1)). Caso contrario, existiria z € C
——C

tal que |z| > 1 e z ¢ T(B(0,1)). Logo z € T(B(0,1) ). Absurdo. O

Pela proposigao acima, dado z3 € C tal que |z2| > 1 e Pa(z1, 22) = 0, tem-se que
|21 = |T(22)] < 1.

Agora, para n = 3,

Ps(z1,22,23) = 14 A1pAi1321 + A1 Assza + Az Agezs + A13A2321 20
+A19A3221 23 + A21 A312023 + 212223,

Assim, dados z1, 29, z3 € C tais que P3(z1, 22, 23) = 0, temos que

0 = (14 AxAz2) + 23(A31A32 + A21A3122) + 21 (A12A413 + A13A2322)
+2123(A12A432 + 22)
= A+ 23B+ 21C + 2123D
A+ B
R = T(Zg),

= =
A1 C+ Dz

em que A = 1+ A9y Agzze, B = A1 Ao+ A21A3122, C = Ao A3+ A13Az320 e D = Ao Asa + 20.
Ou seja, obtemos uma aplicac¢do linear fracionaria definida em C \ {—% e que denotaremos por
T. A seguir, alguns fatos sobre os coeficientes de T



4.1 TEOREMA DE LEE-YANG E O MODELO DE ISING 43

Fato 4.35. Na aplicacao T definida acima, para |z2| > 1, temos que D # 0.

Demonstragao. D = A19A30 + 20 = D = Aj9A32(1 + A1_21A3_21Z2). Definindo €1 = A1_21A§2122,
temos que D = Aj2As2(1 + £1). Da definicdo de Pi(z1), segue que D = Aj19A35P1(e1). Como
|A1a|, |A32| < 1, entdo |[Af Az | > 1 e, assim, |e1| = |A]y Azy'||za] > |22] > 1 = |e1] > 1. Logo,
Pi(e1) # 0, pois

Pi(e1) =0 1461 =0&|g]| = 1.

Como A9 Ass # 0, concluimos que D # 0. O

Fato 4.36. Na aplicacao T definida acima, para |z2| > 1, temos que |—%‘ <le ’—%‘ <1.

Demonstracao. Considere a aplicagdo z +— C + Dz. Pela definicao de T vemos que

C+Dz = A9A13+ A13A9329 + (A12A32 + ZQ)Z
= ApAiz(1 + 20A7 Aoy + 2A7 Asa + 20 AT 2AT).

Definindo 1 = zA1_31 eeg = ngl_Ql, pela definigao de Pa(z1, 22), temos que C+Dz = Aj9A13Pa(e1, €2).

E fazendo z = —%, segue que 0 = A19A13P2(e1,¢2), donde Pa(e1,e2) = 0. Como |Ajp| < 1 e
29| > 1, entdo 1 < |29| < |A]5 ||22] = |e2]. Logo, pelo Teorema de Lee-Yang para o caso n = 2, con-
cluimos que |e1| < 1. Portanto, ‘—%} = |z| < |e1] < 1. Para provar que }—%‘ < 1, basta considerar
a aplicacao z — B 4 Dz e seguir com processo analogo ao da prova acima. O

Fato 4.37. A aplicagéo linear fracionaria T' é uma aplicagao de Mobius.

Demonstracao. Se T é uma aplicacao linear fracionaria que nao é Mdbius, entao ela é constante.

Logo, existe uma constante A € C tal que A = —éig'zg = —AD = B. Logo |z1]| = || = ‘g‘ <1

Absurdo. O

Feitas as consideracoes acima sobre a transformacdo 1 construida a partir de um zero de
Ps3(z1, 22, 23), continuemos a prova para o caso n = 3. Suponha, por absurdo, que o Teorema de Lee-
Yang néo seja valido para n = 3 e, assim, considere (a1, ag, a3) = a € C3 um zero de P3(z1, 22, 23)
tal que |ai| > 1, |ae| > 1 e |ag| > 1. Para concluir a prova, (1) construiremos a partir de «, cuja
existéncia provém da hipétese de absurdo, um outro zero de P3(z1, 22, 23), (B1,82,83) = B € C3,
tal que |51] = 1. Em seguida, (2) construiremos uma transformagao de Mébius™T de modo anélogo
a construgdo de T' e, por fim, (3) aplicaremos a proposigao enunciada na prova do caso n = 2,
Proposigao 4.34, para a aplicacao T e teremos, assim, um absurdo.

1. Construgao de 3 a partir de a tal que P3(8) =0e |f1] = 1:

Considere |ag| > 1, pois caso |a| = 1, bastaria fazer a; = ;. Fixando agy e procedendo
analogamente a construcao de T obtemos uma transformagao linear fracionaria da forma
T(z3) com A,B,C e D fungoes de ag no lugar de z3. Como nado ha perigo de confusao,
denotemos também esta aplicagdo por 1. Afirmamos que 1" é uma aplicacdo de Mdbius. De
fato, se T' é uma aplicagao linear fracionaria que nao é Mobius, entao ela é constante. Logo,
existe uma constante A € C tal que A\ = —éigzi = —AD = B. Logo || = |A| = | &| < 1.
Absurdo. Seja ' uma reta arbitraria que passe por a3 € nao intercepte o circulo unitario. Note
que —% ¢ I'. Assim, T'(I") é uma circunferéncia em C, pois T' é uma bije¢ao, T' (—%) =00 e
transformagées de Mobius preservam circulos em C,. Ademais,

o a € T(T), pois ag €l e a; =T(a3);
e — B cT(l),pois coel e —& =T(c0).
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E como |a1| > 1 e ‘—%| < 1, segue que T(I') é uma circunferéncia que intercepta o circulo
unitario em dois pontos distintos. Defina

e 31 como um desses pontos de intersegao;

o Bs=T"1(h);
® 52 = (9.
Temos, assim, o ponto [ como querfamos. Lembre que |51] =1 e |f2| = |ag| > 1.

. Construgao da transformagao de Mdbius T que se encaixa nas hipéteses da Proposigao 4.34:

Da definigao de P3(z1, 22, 23), fixado 1 obtido anteriormente, temos que

P3(B) = (1+ A12A1361) + Ba(A21 A2z + A13A2301)
tﬁS(A?’iA?’Q +~A12A32ﬁi) + B283(A21 431 + 1)
= A+ BB+ B30 + B283D.

Note que os coeficientes j’ B , C e D sio ligeiramente diferentes dos coeficientes A, B,C e

D, os quais foram obtidos para expressar z; em funcdo de z3. A intencdo agora é expressar
B2 como fungao de B3. Analogo ao feito anteriormente, podemos mostrar que |51| = 1 implica

‘—f‘ < 1. Note que P3(f) = 0 por construgao e ff3 # —= Logo, podemos expressar S como
imagem de (3 pela seguinte transformagao de Mobius:

_ A AtC
P2 =T(B3) = BID?Z

que esta bem definida, pois B3 # —%. Vejamos agora alguma relagoes entre os coeficientes
A, B,C e

Fato 4.38. Sejam A e D definidos na equacao 4.38. Entao A= 515.
Demonstragio. Como |B1| = 1, entdo 3, = ﬁfl. E como A;j = Aj;, segue que

A =1+ ApAzfr = Bi(Br Y + A1 Az)) = B1(By + Az Azl) = B1D.

Fato 4.39. Sejam C e B definidos na equacao 4.38. Entao C= ﬁlg

Demonstracio. Como |31| =1, entdo 3, = 51_1. E como A;; = Aji, segue que

C = Az1Az + A12A3z61
B1(By M A1z Ags + Agy Agz)
B1(B1A13A23 + A9y Aog)

= HB.
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Usando esses dois dltimos fatos podemos reescrever e expressao de 1"

T 1T 1T 3 D I+ % Ps
T(ps) = —% =—/ (g) [<(>+),83

Sl

em que D = Ay Agy + B # 0.

D D
hipoteses da Proposicao 4.34.

Definindo K = —p <§> ea = (é), temos que |[K| = 1 e |a| < 1. Logo, T satisfaz as

3. Aplicaremos a proposigao enunciada na prova do caso n = 2, Proposigao 4.34, para a aplicagao
T:

Como T satisfaz as hipéteses da Proposicao 4.34, temos que T transforma o plano de modo
que o exterior do disco unitario torna-se o interior do mesmo. Lembre que supomos |31| =1,
|B2| > 1 e |B3] > 1. Logo, pela Proposigao 4.34, temos que |53] = |T(f2)| < 1. Absurdo.

Portanto o Teorema de Lee-Yang é valido para n = 3.

Agora, para provar o caso geral (n > 4) usaremos inducgao em n. Os principais argumentos
dessa prova estao exemplificados nos casos particulares n = 2 e n = 3. Para fazermos esta
inducao, precisaremos do seguinte:

Lema 4.40. Suponhamos que o Teorema de Lee-Yang seja valido para n —1 e n — 2. Sejam
A,B,C e D os coeficientes dependentes de z;, com i € [n — 1]\ {k} = X, definidos pela seguinte
igualdade

Pn(z1y .oy 2n) = A+ Bz + Czp + Dzpzy,. (4.41)
Se para todo i € X, |z;| > 1, entdo D # 0, }—%’ <1l e !—%‘ < 1.

Demonstra¢ao. Suponha que |z;| > 1 para todo i € X = {1,2,--- ,k,--- ,n — 1}. Note que X =
[n] \ {k,n}. Das defini¢oes de D e X vemos que:

Dzpz, = Y zad® ] I 4

SEP(X) i€SU{k,n} je[n\{SU{k,n}}

= ZnZk Z 25 H H Ajj.
)

SeP(X)  ieSU{k.n} je[n\{SU{k,n}}

Como z, e z; acima sao quaisquer, podemos escrever

D=3 sepx) 25 [liesugrn Hje[n]\{su{k,n}} Aij.
Mas [n]\ {SU{k,n}} ={1,2,--- ;n} \ {k,n} \ S =X\ S. Logo,

D= > 2 I 1I 4

SeP(X)  ieSU{k,n}jeX\S

= > Z | I A | |11 1T 44

SeP(X) jEX\S €S jeX\S

= > AT Awaw | (1464 ) (1T 1T 44

SeP(X) JjeX jeSs €S jeX\S
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Como HjeX ApjAnj nao depende de S, segue que

b - (HAMAM) 5 (HAk;An;) (H I A)

jeX SeEP(X) jeS €S jeX\S
= H Ak:jAnj Z H ZJAI;;A;} H H Aij .
JjeX SeP(X) \JeS 1€5 jeX\S

- —1 4—1 .
Definindo €; = szkj Anj temos que

o (i) (H) (H Il A)

jeX SeP(X) \JES 1€S jeX\S

= (T Awaw ) > 11 11 44

jeX SeP(X) ieSjex\sS

= | I] AxjAn; | Pr-2({ej}jex)
jeX

pois | X| =n — 2. Observe que usamos a notagao usual neste trabalho es = II jes €l Por hipotese,
|zj| > 1 para todo j € X = [n]\ {k,n}. Assim, |¢;| = \szA,;leA;jl] > |zj| > 1 para todo
Jj € X, pois |AjAn;| < 1. Ou seja, |gj| > 1 para todo j € X e pela hipotese de inducdo segue que
Pr—2({ej}jex) # 0. E como HjeX ApjAnj # 0, segue que D # 0.

Provemos agora que ‘—%‘ < 1. Lembrando que [n — 1] = {1,2,--- ,n — 1}, note que

Czn + Dzzn = 3 sep(n-1) 2n2” [icsumy Ljempgsugnyy Ais-
Logo,

2n(C + Dar) = 2n Lsep(n-1)) # Licsugny Ljep rsumyy Ais-
Como z, € C é qualquer, segue que

C+ Dz =3 gep(jn—1)) 25 [Licsupny e gsugnyy 4is-
Note que [n] \ {SU{n}} =[n —1]\ S. Logo,

C+Dz = > 2 I 4| (Il II 4«
SeP([n—1]) Jen—IN\S €S jen—1]\S
= > I A ) (TT4 ) (1T IT 44
SeP([n—1)) jen—1] jes i€S jeln—1)\S
= | I 4s) > (Il=4s | (II II 4|
j€n—1] SeP(jn—1]) \jes i€S jeln—1)\8
Definindo n; = sz;jl, temos que
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C+Dz = | I] 4w| > (IIw) I II 4

j€[n—1] SeP([n—1]) \JE€S i€S je[n—1)\S
=\ IT 4] > (I II 4
j€[n—1] SeP([n—1]) i€S je[n—1)\S

= | II 4w | Peorn}iem—n)-

j€[n—1]

Fazendo z;, = —% na equagao acima, obtemos:

0=C+ Dz, = (Hje[n—u Anj) Pnﬂ({??j}je[n—l})-

Como [ ep_1] Anj # 0, entao Pn—1({n;}jen—1)) = 0. Usando mais uma vez que |z;| > 1 para
todo j € X, concluimos que |n;| = |ZjHA7'_Lj1| > |zj| > 1 para todo j € X. Ou seja, |n;| > 1 para
todo j € X = [n — 1]\ {k}. Como supomos valido o Teorema de Lee-Yang para n — 1, segue que
k| < 1. Logo,

C
‘_D‘ = |zl = [Anem] < || <1,

como queriamos. Analogamente provamos que —%‘ < 1. O

Agora, provemos o Teorema de Lee-Yang.
Considere o polinomio de Lee-Yang definido em 4.41:

Pn(z1, -+ ,2n) = A+ Bz + Czy + Dzyzy.

Assim, dado (z1, -+, 2z,) € C™ tal que Py (21, -, 2n) = 0, obtemos uma aplicagao linear fracionaria
T :Cs — Cx definida em C\ {—%} dada por:

A n —

Pelo Lema 4.40, D # 0. Assim, T'(o0) = —%. Note que T pode ou nao ser uma aplicagao de
Mobius. Assim, temos que considerar os dois casos:

e Caso T nao seja uma transformagao de Md&bius:

existe, entdo, A € C tal que T(z,) = . Como |—%‘ < 1, pelo Lema 4.40, entao

T(o0) = |-§| <1,
donde |\| < 1. Ademais,
A+ Czy, B
A= T(Zn) = —m —(A + CZn) = )\(B + DZn)

= A=-AB e C=-\D.

Logo, dado (21, ,2,) € C" tal que Py (21, - ,2,) = 0, segue que
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0 = A+ Bz +Czy+ Dzpzy,
= —AB+ Bz, —ADz, + Dzpz,
= B(zk—A)+ Dzp(zr — A)
= (zr = N)(B+ Dz,).

Como z, # —%, pois T esté definida em C\ {—%}, segue que zp — A = 0. Logo, nao existe
raiz (z1, -+, 2p) de Pp(z1,--- ,2n) tal que |zj| > 1 para todo j € [n — 1] e |z,| > 1.

Caso T seja uma transformacao de Mobius:

seja o = (a1, -+ ,ap) € C" um zero de P, isto é, P,(a) = 0. Suponha que |a;| > 1 para
todo j € [n — 1]. Se |aq| = 1, defina os seguintes numeros complexos: f5; = «; para todo
i € [n]. Caso |oy| > 1, usamos o Lema 4.40 para garantir que T'(a,) = a; e T(00) = —&.

D
Basta considerar, neste Lema, k = 1 e teremos X = {2,3,--- ,n — 1}, donde
|zj| > 1 para todo j € X = D # 0, |—%‘ <le —%‘ <1

Ademais, sendo o um zero de Py, temos que P,(«) define uma aplicagdo oy = T'(a,) que

C
leva 0o em —5-

Agora, seja I' uma reta que passe por «, e nao intercepte o circulo unitario. O Lema 4.40
garante que I' ndo passa pelo ponto —% . Logo, T(I") é um circulo em C que intercepta o
circulo em dois pontos distintos, pois

T preserva circulos em Cg;
— T é uma bijecao;

ag €TT)elar| >1;
~SeTMe|-5&| <1

Defina 31 como um desses pontos de interseco, 3, = T 1(B1) e Bj = aj para todo 2 < j <
n — 1. Assim, a partir de «, construimos um ponto 8 = (f1,--- , 3,) tal que

— |B1] = 1 por construgao;

- |Bn| > 1, pois B, € T;

— |Bj] > 1 para todo 2 < j < n — 1, por construcao.

Note que, podemos aplicar esse processo, com base no Lema 4.40, com k variando entre 2 e
n — 2. Assim, podemos construir uma n-upla (21,---,2,) € C™ tal que

= Pu(Z1,-+,2n) = 0;

— |z = 2e| = = [Zn2| = 1

|Zn| > 1,
- |zn71| > 1.

Em que

Definigao 4.42.
,Pn(z"la e 7Zn) =A + an—l + Czn + Dé’n_l,i“n,

e seus coeficientes A, B,C e D sdo da forma A, B,C e D, respectivamente, porém sio
funcoes de Z; em vez de funcoes de z;, com j € [n — 2.
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Mais uma vez pelo Lema 4.40, —% =% Zn—1, pois, pelo Lema,

_B
Bl<1
Como Py (21, -+, %,) = 0, podemos expressar Z,_1 como imagem de %, pela seguinte trans-

formacgao de Mobius:

tne1=T(2n) = 552

Vejamos agora algumas relacdes entre os coeficientes 4, B,C' e D:
Fato 4.43. Sejam A e D definidos na Definicdo 4.42. Entéo A= (2)l=2 D.

Demonstragio. Note que A = A(Z1,-++ ,2n—2) € D= D(%1,--+ ,%p—2) . Ademais, || =

|2a| = -+ = |4n_a| = 1, ou seja, % = 2; *. Também, supomos que A;; = Aj;. Assim,

A(Z1, -+ 2n—2) = Z WH H Ay

SeP([n—2]) i€S je[n]\S
- Y @ I I
SeP([n—2]) 1€[n]\S jES
= @2 > @ ] [T4s
SeP([n—2]) ic[n]\S j€S
= @Y (@ T LA
SeP([n—2]) ie[n]\S j€S
= (3)2 Z (3)n—2N\S H HAji
SeP([n—2]) i€[n|\S jES

= (A)AD(4, -, 2pa).
o qual (2)5~["=2 quer dizer que o somatério é feito em P([n — 2]) \ {[n — 2]}. O
Fato 4.44. Sejam B e C definidos na Definicdo 4.42. Entdo B= (2)ln=21 C.

Demonstracio. Note que B = B(z1,-+ ,Zn—2) € C = C(21, -+ ,2p—2) . Ademais, || =

|Zo| =+ = |Zn—2| =1, ou seja, 2; = z'z-_l. Também, supomos que A;; = Aj;. Assim,

Bt %2 = >, 3% ] 11 Ay

SeP([n—2]) i€SU{n—1} j€[n]\(SU{n—1})

-y e I I

SeP(n—2))  ien\(Su{n—1}) jeSu{n—1}

= (3)-2 Z (2)S—[n—2] H H Ajq
SeP([n—2]) i€[n]\(SU{n—1}) jeSU{n—1}

= (»2d D [z)F A 11 IT A
SeP([n—2]) i€[n]\(SU{n—1}) jeSU{n—1}

= A >y ] T A
SeP([n—2)) i€[n]\(SU{n—1}) jeSu{n—1}

= () AB(41,- -, p-2).

em que (2)5~["=2 quer dizer que o somatério ¢ feito em P([n —2]) \ {[n — 2]}. O
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Usando os dois tltimos fatos, podemos reescrever a expressao de T:
. A+C3,
e = T(a) = At
B+ Dz,
@I D+ B,
B+ Dz,
)2 D (1 + ézn)
D
. B .
B\ -
B | : '
(§+2)

Aplicando o Lema 4.40 concluimos que ‘—%‘ < 1. Assim, estamos em condigoes de aplicar a

Proposicao 4.34. Pois basta considerar, em T, K = —(2)ln=2 % e a= (%) Como supomos

20| > 1, segue que |2,_1| = |T'(%,)| < 1. Absurdo, pois |Z,_1| > 1.

Assim, a prova do Teorema de Lee-Yang para o caso em que |A4;;] € (0,1) para todo i, j € [n] esta
completa.

Para provarmos o caso em que |A;;| € [0, 1], usaremos:

Proposicao 4.45. As raizes de um polindmio em C|z] vistas como fungao dos coeficientes dependem
continuamente dos mesmos.

Para uma prova desta proposicao, veja [sNP94].

Seja A = (A;j) a matriz de ordem n x n que define os coeficientes do polinémio de Lee-Yang

_ S
Pu(21,- -5 20) = Yosep(n)) 7 Llies [iepps Aiss
tal que A;; = Aj; e |Aij| € [0,1] para todo j € [n]. Denote Py (21, ,2n) = Pn(A) (21, , 2n).
Agora, suponha que o Teorema de Lee-Yang nao seja valido para o caso em questao. Ou seja, existe

(a1, ,a,) € C" tal que |a;| > 1 para todoi € [n—1] , |an| > 1 e Pp(A) (a1, -+ ,an) = 0.
Defina o seguinte polinémio:

Q('Z) = Pn(A)(Oél, o, 0p1, Z)
Suponha que grau(Q(z)) =m e sejam ag,--- ,a,, seus coeficientes.

Afirmacgao 4.46. Para todo 0 < j < m, a aplicacao

fi:A—a;(A a1, ,an_1) é continua.

Note que Q(a,) = 0. Ademais, considerando «,, como fungao dos coeficientes, isto é, a;, =
ap(ag, -+ ,am), segue, pela Proposi¢ao 4.45, que a aplicagao

fi(ag, -+ am) = an(ao, -, am)
é continua. E como a composicao de aplicagoes continuas é continua, temos que a aplicacao

A ap(ao(A o1, san-1), L am(A, a1, o))
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é continua. Ou seja, dado € > 0 suficientemente pequeno, existe & > 0 tal que se A= (A;jj) € uma
matriz simétrica, de ordem n x n com |A;;| € (0,1), com max; j |[A;; — Azj| < 9, entdo

(A, ar, -+ an 1) = an(A, a1 < e
Pela construgao do polinomio Q, temos
Pa(A)(ar, -+ an(A, a1, an1)) =0

com |aj| > 1 paratodoj € [n—1] e lan(A, a1, ,an_1)| > 1. Mas isso contradiz o caso provado
anteriormente.

4.2 Caracterizagao de LY, e interpretacao fisica

Nesta segao utilizaremos os resultados obtidos no capitulo 3 sobre polinémios de Lee-Yang
para apresentar novos exemplos e para verificarmos que, na situacao fisica onde ¥ sao fungoes
particao dependentes da temperatura, vé-se que aqueles que sao polinémios de Lee-Yang em altas
temperaturas, por conseguinte, a todas as temperaturas, sao precisamente da forma considerada
por Lee e Yang.

Os polindémios

\I/(Zl,-“ 7Zn+1) = Z EXzX
XC[n+1]

relevantes para a fisica sdo tais que Ex = exp SWx, onde 3,Wx € R e ! > 0 é interpretado
como temperatura enquanto que —Wx € a energia da configuragao X. Para tal ¥, pelos Teorema 3.6
e Proposigao 3.25, temos que ¥ € LY, 1 se, e somente se, ¥ = Vg e r(P) > 1,isto é, ¥ € Jpy1.

Observagao 4.47. Dados V1, Wy € LY, vejamos que W1 x Uy € LY,,. O mesmo vale se trocarmos
LY, por J, ou J2. De fato, por definicao, dados ¥y, ¥y € LY,, r(¥;) = r(\Il;r) =13¢=12).
Donde, pela Proposicao 2.18,

(Vg % Wy) > r(Wy).r(Vsy) =1.1=1.
Ademais, (U1 * Uy) < (r(¥q).r(¥s))~! = 1. Portanto (¥ * ¥y) = 1.
Pela Observagao 2.26, r((¥; * ¥5)t) = r(\I']; * \I’E) Logo
(U1 % Uo)t) > r(T]).r(V]) = 1.

Ademais, pela Proposigao 2.27, 7((U1xWs)T) < r~1(U1%Wy) = 1. Portanto, também, r((¥;xW¥s)t) =
1, como queriamos. Ou seja, U1 x Wy € LY.

Agora considere U1, ¥y € J,, = LY, N{® € A, : & = ®}. Assim, U x ¥y = \III * \I/; =
(U = \IJQ)T. Ou seja, ¥ x Wy € J,. Dados ¥, ¥y € J¢, com

\111(21,"' 7zn+1) = Z E}(ZX
XC[n+1]

‘112('217"' 7Zn+1) = Z E?(ZX
XC[n+1]

temos que

(U %« Wo) (21, y 2pt1) = Z EY.E%.25#0
XC[n+1]

se |z1], -z <1 e Jzpg] < 1.
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Observagao 4.48. Um elemento ¥ € H, 1 pode ser escrito como

\I’(Zl, e azn+1) — A(Zlv e 7Z’n71) + B(Z17’ te 7Zn71)-zn
+C(217 te aZn—l)-Zn—H + D(Zla c azn—l)-zn-zn—i—l

em que A, B,C,D € A,_1, D= A" e C = Bt. De fato, como

\IJ(Zh' o 7Zn+1) - Zn-i—l(I)T(Zlv o 7Zn) + (D(Zh o 7Zn)7 com ® € An

e

D(zq,-- ZEXz Z Fx.2X + Z Gx.2%.z,

XCln] XC[n—1] XC[n—1]
O (21, ,2n) = Z F[n_l]\x.zx.zn+ Z é[n_l]\x.zx,
XC[n—1] XC[n—1]
escrevendo
ZXC[TL—I] FX.ZX = A(Zl, R ,Zn_l) (& ZXC[H—I] GX.ZX = B(Zl, v ,Zn—l)
temos que
@(zlv o 7Zn> == A(Zl, e 7Zn—1) + B(Zl, o 7Z7’L—1)zn
(bT(Zla"' 7271) — AT(Zly"' aZn—1)~Zn+BT(Zlv'“ 7Zn—1)
= D(Z17"' aZn—l)-Zn+C(Zly"' 7Zn—1)

Donde

\Il(zl’ to ,Z,H_l) = Zn+1[D(Zl7 e 7271—1)'271 + C(zb T 7271—1)]
+A(Z17 e 7ZTL—1) + B(Z17 ot 7271—1)277,
= A(Zla"' ,Zn_1)+B(Zl,"' 7ZTL—1)Z7L

+C(21, s 2n-1)2n+1 + D(21, , 2n—1)2n-Zn+1
como queriamos.
A condicao [¥] € [J5,,] diz que, para |z1],--- ,|za] <1,
D(z1,+,2n) = Alz1,+ ,2n—1) + B(z1,- ,2n—1)2n # 0
Equivalentemente, [¥] € [J5, ;] diz que

A(Zl,' o 7zn—1) 7é 0 para ’21‘7"' 7’2:71—1’ < 1

|B(a17"' ,O[n_1)| < |A(O[1,--- ,Oén_l)| para |O[]| = 1> .] € [TL— 1]

Note que, sob essa condigdo, B pode ser equivalentemente trocado por C, que corresponde a
troca de z, por z,+1. Isso mostra que, na nossa caracterizagao de polinémios de Lee-Yang, a simetria
da variavel z,41 é essencial.
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Proposicao 4.49. Considere Ei = exp(fWx) para X C [n], com f > 0e Wx € {—o0} UC.
Escreva

PP (21, 20) = Z E)B(ZX
X Cln]

Se r(®1) > 1, existe um intervalo aberto I contendo 1 tal que 7(®?) > 1 para todo 8 € I. Ademais,
para m suficientemente grande temos que mI O (m —1,m+ 1).

Demonstracao.
<I>1(21,"' ,Zn) = Z eWx X
XC[n]
Como r(®1) > 1, entdo ®(z1, -+ ,2,) # 0 se |z1],- -+ ,|2n] < 1. Queremos mostrar que existe
e > 0 tal que para todo 8 € (1 —€,1 4+ €), ocorre que ®%(z1,---,2,) # 0 se |z1], ..., |za] < 1.

Suponha,entdo, por absurdo que para todo € > 0 existe 8 € (1 —¢, 1+¢) tal que ®*(aq,--- , o) =0
para algum (a1, ,0,) € C* com |ay| < 1, j € [n]. Dai 7(®°%) = 0. Donde |r(®!) — 7(®°)| =
[r(®)| > 1 paratodoe >0 e B € (1 —¢1+¢). Absurdo. De fato, fazendo € — 0, temos que

q)ﬁ(zla' te 7Zn) - (I)l(zla"' ,Zn)

= Z (eBWX —eWX> X =0
XCln]

donde |r(®') — r(®?)| — 0 quando € — 0, pois & continua a aplicacio [®] — 7([®]).
Agora denote I = (1 —€,1 + ¢€). Entéo

ml = (m(1—e),m(l+¢) =(m—me,m+me)=(m—¢e,m+¢).

Para m suficientemente grande, € = me > 1. Donde m +€¢ > m+1em — ¢ < m — 1. Ou seja,
mI D> (m—1,m+1). O

Observe que pela Proposigao 4.49 acima e pela Proposi¢ao 2.18, r(fbﬁ) > 1 para todo 8 > m.

Assim, se Wg1 € J,) entao Ygs € J,, para todo f suficientemente grande.Ou seja, escrevendo
U = UP, vemos que UP e Jqpi1 para algum 3. Assim, TP e Jqi1 para todo 3 suficientemente
grande, isto é, pequenas temperaturas. De fato, se 7(®!) > 1, existe um intervalo aberto I contendo 1
tal que r(®%) > 1 para 8 € I. Para um inteiro suficientemente grande temos que mI > (m—1, m+1).
Entdo, pela proposicao 3.2, r(®#) > 1 para todo 8 > m. Assim, se Ug1 € J°, entdo Wgs € J°
para todo 3 suficientemente grande.

Observagao 4.50. Se ¥ € 7,11 possui uma fatoragao nao trivial

Uz, zne1) = Wen, o 2k) + VW (2pg1, o 2ng1)
entao ¥ ¢ J2° . De fato, temos V' € LY}, ¥’ € LY,_;41 e podemos assumir ¥ € Jj, ¥” €
Jn—k+1. Portanto podemos escolher z1, -+, z,41 tal que ¥/ (z1,- -+ ,2,) = 0 com |z1],--- ,|zx| <1
e [zp+1l, o [ena| < 1.

Observacao 4.51. A dimensdo de H,, 11 é a dimensao real de A,, ou seja, 271

. ) . . . ~ 1 . A s
Para n > 1, isso é estritamente maior que a dimensao % do conjunto de polinémios de
altas temperaturas do Teorema 4.56 mais adiante (com b real) que é essencialmente a classe de

polinémios originalmente considerada por Lee e Yang.

Lema 4.52. Sejam § > 0 e Wx € C. Dado X C [n], defina E)ﬁ( =eMMWx e BBz, ,2,) =
ZXc[n} E)B(ZX. Se 7(®%) > 1 para uma sequéncia de ’s tendendo a zero por cima, ento
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WX:ZZij+ZWJ+WO

jEX k¢ X JEX
com o real Wy = Wy; >0, Wj; = 0 e os complexos W; e Wy.

Demonstragio. Para ( suficientemente pequeno, e®"x & proximo de 1, pois SWyx é proximo de
zero, e? =1 e a funcao f (x) = e é continua. Mais precisamente, neste caso,

WX Z 14 BWy + o(82)

De fato, a expansao em série de Taylor centrada na origem da func¢ao f(z) = e* é dada por

=" _ P2
=D =ltat gt
Assim, efWx =1 4+ gWx + (BWX) + (ng/!X)s + .- =14 BWx + 0o(5?). Logo, para 3 pequeno,
Oz, zm) = > [L+BWx +0(8%)]zF
XC[n]
= Z 2+ Z BWxzX + > of
XC[n|
= Z 2X 4 Z BWxz~ + o(8%) Z |z|%
XCln]

Ademais, Yy 2% =TI, (1 + z). De fato, fazendo indugdo em n:

e Sen=1T[_(1+2z)=1+zc¢ > xcq X= A0 g =14 4

e Supondo valida a igualdade para n — 1, isto é H?:_ll(l +2zi) = ZXC[nfl] 2% temos que

n—1

H(l +2) = H(l +2) (1 + 2)

i=1 =1

= Z zX(l—i—zn)

XC[n—1]
S

XC[n—1] XC[n—1]
- Z X

XC[n]

Portanto

n

Pz, yz) = [J+2)+B8 D Wxz™ +0(8%) Y [2¥ (4.53)

i=1 XCln] XC[n]
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Escrevendo ¢; = 1+ z;, podemos assumir ¢ # 0 e > |¢;| limitado, segue que, para cada
X C [n],

WXzX = WXHZZ

= Wx [[ ¢ib(wi 1)
iex

= Wx(ei, 1) [] @i
1€X

= W)I(H%‘

1€eX

= Wxe*

r, . ~ . . .
em que Wy é combinacao linear de Wy com coeficientes em Z. Assim

Oz, 2 Hsoﬂrﬁ > Wi +0(8%) D Jel* (4.54)
X Cln] X Cln]
Ademais,
=1 = H% H% 1l
ieX 1€eX
= H%‘- H ;!
i=1  ie[n)\X
= J[e| II @' 1l I1e!
i=1 ie[n]\X i€eX  ieX
= [Tei| II e I1w) I1e
=1 i€n]\X i€X i€X
Logo

Wyt =Wy [[ei| II @ [[e ]| [[e' = (H %’) Wy (¥
=1

i=1 ie[n]\X ieX ieX

" . ~ . . 2
tal que Wy também é combinacao linear de Wx com coeficientes em Z. Também,

HI%\—H\% IT 1e:' :ﬁ%’ 11 \w[ll:ﬁwﬂlwﬂ

ieX i€\ X =1 i[n]\X i=1  i€X
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pois [T x 197 '] = Tliex |7 |- Portanto,

4.2

(21, 2) = (H%) (Hﬁ > Wil H 08 > solx) (4.55)
=1

XC[n] XC[n]

Defina v = ﬁ% epr ==, =¢=70""1e considere | X| = card(X). Como ¢; = ¢ = 01

para todo j € [n], entdo

BY W :BZWH<P

XCln] ieX

:BZW —1|X|

cln]
= BZW ~y 1o)Xl

= BW[n](’Y_19 +B8 Y Wy ')
| X|<n

Como v = B% entao

By w = BWo (B8 > W g
XCln] | X|<n
= AW BRen Y Wit sl XD giX]
| X|<n
n 1 1X1 X

:W[n]a—i—ZWXﬂ +) gxi

| X|<n

n—|X|

_ 1" n " P X
= Wp0"+ > WX.B< ) gX]

| X|<n
_ X X
= W+ YW n—|X| glx|

| X|<n

= Wy 0"+ Y Wy XL
| X|<n

Ainda com as ultima defini¢des acima, temos que § =" e

ﬁQ Z ‘¢71|X 2n) Z [(V071)71]|X| :O(,Y?n) Z 7*\X|'9|X‘
XCln]

XCln]

Portanto, pela igualdade 4.55 obtida, podemos escrever

(2, z) = O 1+W['7;}_9n+ Z W}é.y”*mﬂ'X‘Jro(y?”) Z ~~IXT gIX]
| X|<n XCln]

= " <1 + W[:l} + 0(7))

para 6 limitado.
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Se W[:L] # 0, existem zeros de ®° da forma z; = --- = 2, = ¢ — 1 com

1
17

0~ (_W[n]> n o n—esima raiz de 1'

Assim, para y pequeno e n > 2, como existem zeros de ®? da forma ¢ —1, entdao ®%(z1,-- - , z,)
0 para algum zq,--- , 2z, com |z1|, -, |z,| < 1.

Ol

Teorema 4.56. (Polinomios de Lee-Yang de altas temperaturas)
Sejam Wx € C, E)% = AWx e P2y, ,2,) = 2_xCln] E)ﬁ;zX. Dizemos que (¢”)ss¢ é um
polindémio de Lee-Yang de altas temperaturas se

1. ¥P € LY,, para alguma sequéncia de reais ’s tendendo a zero por cima
2. YP € LY, para todo >0
3. Existe Wy, € R, a; € R, b € C tais que Wy, = Wy; >0 e

=YY Wi =iy aj+b

JEX k¢ X jeEX

Demonstragao. A implicagao (3) = (2) é provada no item 1 mais adiante e (2) = (1) é 6bvio.
Provemos, entao, que (1) = (3).
Assumindo (1) vélida, temos que (/%) > 1 para alguma sequéncia de reais 8’s tendendo a zero
por cima. Isto é, ¥” satisfaz as condigoes do Lema 4.52 e, portanto, sendo m = card(X) <n

Wx = ZZij+ZWj+WO

JEX kEX jeX
= D> D W=D ) Wi+ > Wi+ W
Jj¢X k€ln] JEX keX jEXx
= Z(W/jl—FWjQ—F"'—Fan—WjKI —Wigy — -+ — jk;m)-i—ZWj—f—WO
JEX igX
= ZZij+ZWj+WO
JEX kgX jgX
S5 3T 3 JIPED SR
= =S Wi [ W S W |+,
JEX kg X JEX jeln] kgX

em que os reais Wy, = Wy; >0, W;; = 0 e W;, Wy complexos. Logo,

Wx = —ZZij-i- ZWj-i-ZZij + Wy

JEX kg X JEX ke[n] j¢ X
= —ZZij+ZWj+WO7
JEX kgX JEX

tal que W; = W, + > ken) Wik complexo.

Em virtude do Teorema 3.6, ¢é independente de X.Ademais,

(E ]\X)
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WX _W[n]\X = ZW] — ZWJ'—FW()—W().
JEX jEX

Entao,
d — d ~ —= _
%exp [6 (WX_W[n]\X)] = %exp ﬁ ZW]'—ZW]‘-FW()—WO
JjEX JjeX

= ZVNV]'—ZW]'-FW()—WQ exp | ZVT/}—ZWJ‘—FW()—WO
JjgX JEX jE¢x jex

(E]

8 - = _
e limg_,0 % < Ex )) ¢ também independente de X e igual a } .oy Wi — 3 icx W+ Wo — Wo.
[n\X

Assim, Wj + Wj = 0. Ou seja, Wj =1a; com a; € R. Escrevendo Wy + ¢ Zj a; = b € C, podemos
reescrever 4.57:

Wx = —ZZij+ZWj+W0

JEX k¢X jEx
SR I I FRD SURTED o
JEX k¢ X j¢x J€[n]
S I IS SURY
jEX k¢X jex
como queriamos. [l

Pelos Lema 4.52 ¢ Teorema 4.56, existem casos onde P € J,, para pequenas temperaturas e
& ¢ Jn+1 para grandes temperaturas. Se & ¢ Jn+1 para uma sequéncia de 3's tendendo a zero
(altas temperaturas), entdo W2 ¢ 7, para todo § > 0 (todas as temperaturas), e

Wx ==Y > Wi+b,

jeX kX

com Wi, b € R tal que Wy, = Wj; > 0 (Teorema 3.5).

Assim, \IIB(O, <, 0) = o = ¢Pb Logo, b € R. Agora, considerando apenas zj # 0 em v,
obtemos "% zj e, assim, a; = 0. Isto significa que aqueles U8 que sdo polinémios de Lee-Yang
em altas temperaturas , por conseguinte, a todas as temperaturas, sdo precisamente da forma
considerada por Lee e Yang.



Apéndice A

Apéndice A

A.1 Espago afim e Conjuntos algébricos

Neste apéndice expomos definigoes e resultados que embasam a compreensao da topologia de
Zariski utilizada no capitulo 3 deste trabalho. Esta exposigao se baeou nos livros [Har13| e [Ati94].

Ao longo deste apéndice, K sera usado para denotar um corpo comutativo. Definimos n-espago
afim sobre K, denotado por Ag ou A", quando K for conhecido, como o conjunto de todas as n-uplas
de elementos de K:

%:{(ala-..7an) . aieK, COmZ‘:]_’...7n}.

Em particular A(lc = C e A? ¢ o plano afim. Um elemento P € A" sera chamado um ponto, e
se P = (ay,a9, -+ ,a,) com a; € K, entdo os a;s serao chamados as coordenadas de P. Como
conjunto, Ag e o produto cartesiano K" sem considera-lo como k-espaco vetorial. A relacao entre
Ag e K" se da em dois niveis: a cada par de pontos P,Q € Ag associa-se o vetor P_Q de K". Por
outro lado, a cada vetor OP ¢ K", associa-se o seu ponto extremo P € Ag.

Definigao A.1. Seja A = K|z, -, 2,] 0 anel de polindmios sobre as variaveis z; com coeficientes
em K e ¢ € A tal que

6. AR SK
p’_>¢(p):¢(alv"‘ ’an)

Definimos o lugar dos zeros de ¢ como o conjunto Z(¢) = {p € Ag : ¢(p) = 0}. Se ¢ é nao
constante, Z(¢) é chamado hipersuperficie definida por ¢.

Se T'={¢1,---,¢r}, escrevemos Z(¢1,--- ,¢r) em vez de Z({p1,- -, Pr}).

Definigao A.2. (Conjunto algébrico afim) Um subconjunto X C Ag é dito um conjunto algébrico
afim se X = Z(T) para algum T C Kz, -, 2, ]:

X=ZT)={peAg : ¢(p)=0 VopeT}.

Vejamos agora propriedades fundamentais para o nosso trabalho, satisfeitas pelos conjuntos
algébricos em A™:
Proposigao A.3. Sejam Ig C Ag (com € B), conjuntos algébricos:

1. A interse¢@o qualquer de uma colegao de conjuntos algébricos e um conjunto algébrico.

2. A uniao finita de conjuntos algébricos e um conjunto algébrico.

99
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3. Os conjuntos ) e A} séo algébricos.

Demonstragao. : (1) Se {Ig} é uma colecao de conjuntos algébricos quaisquer, entdao para cada
B € B existe Tg € K[z, , ], com K um corpo, tal que Ig = Z(Tp). Mostraremos que

ﬂﬁ Ig =2 (UBTB> .
Dado P € (g1 = (13 Z(1}) entdo P € Iz para todo 8 € B, isto ¢, P € Z(1}) para todo 8 € B,
logo
f(P)=0paratodo f€Tg, fe€B = P e Z(Uglp).

Assim, (’L) ﬂBEB Iﬁ = ﬂBEB Z(Tg) C Z(U@Tﬁ).
Agora considere f € UgepTp, isto é, f € T,, para algum o € B, Dai

PeZ(Uglg) = f(P)=0V felUTs = PeZ(lp) =1z V peB.

Logo, P € (Ig e (ii)  Z(UgTp) C (\gepIp- Portanto, de (i) e (ii), concluimos que ()5Iz =
Z(UgTps), ou seja, a intersegao qualquer de uma colegao de conjuntos algébricos é um conjunto
algébrico.

(2) Observe que basta mostrar mostrar o resultado para dois conjuntos algébricos, isto é, que
dados I, I,com a, v € B tem-se que I,UI, ¢ um conjunto algébrico. Dados I, I, com a, v € B
temos que existem Tp,, T, € Kx1,---,2y), com K um corpo, tal que I, = Z(T,,) e Iy, = Z(T},).

Considere o conjunto

T Ty ={fa-fy + fa€Ta e fyeTy}
Afirmacao A4. I UL, = Z(T,T).
Assim, I, U I, ¢ um conjunto algébrico.
(3) Observe que A} = Z(0), onde 0 € K[z, - ,xy,] e que = Z(c) com ¢ € K constante. []
A.1.1 Componentes irredutiveis de um conjunto algébrico

Um conjunto algébrico pode ser a uniao finita de vérios conjuntos algébricos menores, como por
exemplo, Z(y* — 22y — 2%y +23) = Z((y — 2?).(y — 2)) = Z(y — 2?) U Z(y — ). De maneira geral,
temos:

Definicao A.5. Um conjunto algébrico V' C A™ é redutivel se V = V3 U V5 onde V; e V5 sdo
conjuntos algébricos em A" e V;V. Caso contrério, dizemos que V ¢ irredutivel.

Para qualquer subconjunto X C A™ podemos considerar os polinémios que se anulam em X.
Estes formam um ideal em Kz, -+ ,z,] , chamado o ideal de X e que denotaremos por I(X). Ou
seja,

I(X) = {f € K[rr,- - o] | f(p)=0 V peX}

Observagao A.6. Para qualquer que seja X, ocorre que I(X) é finitamente gerado, pois o anel de

polinémios K[z, - ,xy,] é Noetheriano. Este ultimo fato se deve aos fatos (i) K é um corpo, logo
¢ um anel Noetheriano, e (i7) Se K é um anel Noetheriano entao K[xy, - ,x,| também o é. Assim,
todo ideal de K[z1,--- ,x,] é finitamente gerado.

Observagao A.7. Existem algumas propriedades importantes e de facil verificacdo que mostram
algumas relagoes entre conjuntos algébricos e seus ideais, como por exemplo:
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1. Se X C Y, entao I(X) D I(Y).

2. I(0) = K[z1,--- ,xs); I(A™) = (0) se K for um corpo infinito; I({(a1, - ,a,)}) = (x1 —
ap,--- ,Tn — an) que ¢ o ideal finitamente gerado pelos polinémios f; = x; —a; (i =1,--- ,n)
e com a; € K.

3. I(Z(S)) D S para qualquer que seja S[z1,- - ,zy] e Z(I(X)) D X para qualquer que seja
X C A"

4. Z(I(Z(S))) = Z(S) para qualquer que seja S[x1,--- ,z,] e [(Z(I(X))) = I(X) para qualquer
que seja X C A™. Assim, se S é um conjunto algébrico, entdao S = Z(I(S5)); e se I é um ideal
de um conjunto algébrico, entao I = I(Z(I)).

O resultado a seguir relaciona conjuntos algébricos irredutiveis e seus ideais primos, o que facilita
a caracterizacao de tais conjuntos.

Proposicao A.8. Um conjunto algébrico X ¢ irredutivel se, e somente se, o ideal I(X) é primo.

Demonstragao. Suponha que I(X) nao seja primo, isto é, existe f1fo € I(X) com f; e fo nao
pertencendo a I(X), logo

X = (XN Z(f1)) UXNZ(fa)) e (XN Z(f)X (i =1,2),

ou seja, X é redutivel. Reciprocamente, se X é redutivel, isto é, X = X; U Xy, com X;X (i =1,2),
entao, (pela Observagao 1.1.3-(1)), I(X;)I(X) (i = 1,2). Logo, existem f; € I(X;) tal que f; ndo
pertence a I(X) e fo € I(X3) tal que fo nao pertence a I(X). Como X = X3 UXy e f1 € I(X)
e fo € I(Xy), entao fifo € I(X). De fato: dado r € X temos que r € X; ou r € Xy e portanto
fi(r) =0 ou fa(r) = 0. Logo (fif2)(r) = fi(r)f2(r) = 0, mas f1 e fo nado pertencem a I(X), ou
seja, I(X) nao é primo. O

Queremos mostrar que um conjunto algébrico é a unido finita de conjuntos algébricos irredutiveis.
Assim, se X é irredutivel, escrevemos X = X; U Xg; e se Xy é irredutivel, escrevemos Xo = X3 U X4
e assim por diante. Logo, precisamos mostrar que esse processo para.

Lema A.9. Seja F qualquer cole¢do nao vazia de ideais em um anel Noetheriano R. Entao F tem
um elemento maximal, isto é, exite um ideal I € F tal que I nao esti contido em nenhum outro

ideal de F.

Demonstracao. Usando o axioma da escolha, podemos escolher um ideal de cada subconjunto
de F. Seja Iy o ideal escolhido para o F em si. Defina o conjunto F; = {I € F : Iy} e seja
I1 o ideal escolhido em Fj. Defina o conjunto Fo = {I € F : 11} e seja Iy o ideal escolhido
em JFj. Defina o conjunto F3 = {I € F : Iy} e assim por diante. Note que para concluirmos
o nosso resultado, basta mostrar que F,, = () para algum n, isto ¢, a cadeia crescente de ideais
I, D1, 1D DIy DI DIy estabiliza. Suponha que nao. Seja I = U;’io um ideal de R e sejam
fi, -+, fr os geradores de I. Cada f; € I, para n suficientemente grande. Logo I,, = I e, assim,
In,1+1 = I,. Absurdo, pois I, 411,,. ]

Segue imediatamente do Lema anterior que qualquer colegdo de conjuntos algébricos em A™
tem um elemento minimal. De fato: se {X,} é uma tal colecdo, seja I(X,,) 0 elemento maximal da
colecao de ideais {I(X,)}. Entao X,, é claramente o elemento minimal da cole¢ao {X,}.

Teorema A.10. Seja X um conjunto algébrico em A™. Entao existem tnicos conjuntos algébricos
irredutiveis Xy, ---, X, tais que X = X; U---UX, e X;X; para todo 7 # j.
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Demonstragao. Seja F = {X C A" : X € um conjunto algébrico e nio € a unido de um nimero
finito de conjuntos algébricos irredutiveis }. Queremos mostrar que F = (). Suponha que F # ()
e seja Y um elemento minimal de F. Como Y € F, entao Y é ndo irredutivel, caso contrario Y
seria a uniao de um nimero finito de conjuntos algébricos irredutiveis. Dai Y = Y; U Y5, com Y;Y
1t =1,2. Como Y é minimal, temos que Y; nao pertence a F e, assim, ¥; =Y; U---U Y;,,, com Y;;
irredutiveis. Logo Y = U” Y;;. Absurdo. Portanto, qualquer conjunto algébrico Y pode ser escrito
como Y =YjU---UYy,, com Y irredutivel (¢ = 1,...,m). Para concluir que Y;Y; para todo i # j,
basta descartar qualquer Y; tal que Y; C Y para i # j.

Para mostrar a unicidade, seja Y = Wj; U --- U W, uma outra decomposi¢ao. Entao Y; =
U;(W; NY)) e, assim, ¥; C Wj(;) para algum j(i). Analogamente W) C Yj para algum k. Mas
Y; C Yy, implica i = k e, assim, Y; = Wj(;). Também cada W; = Yj(;) para algum i(j). O

Observacao A.11. Xy, --,X,, sao chamados componentes irredutiveis de X. Além disso, X =
X;U---UX, é a decomposicao de X em componentes irredutiveis.

A.1.2 Hilbert’s Nullstellensatz

Se nos é dado um conjunto algébrico X em A", queremos encontrar uma maneira de descrever
X em termos de um conjunto de polinémios que definem X. O Nullstellensatz, ou Teorema dos
zeros, nos da a exata relagao entre os conjuntos algébricos e seus ideais. Nessa subsegao, veremos
o Teorema Hilbert’s Nullstellensatz e alguns seus corolérios importantes para o nosso estudo em
questao. Serao ocultadas as demonstragoes dos fatos dessa subssegao devido a necessidade (para as
demonstragoes) de um arcabougo maior de contetido de Algebra Comutativa que nio sera tratado
aqui por motivos de objetividade. Salvo mengdao em contréria, K denota um corpo algebricamente
fechado.

Definicao A.12. Se I e um ideal qualquer em R, o conjunto
VI={aeR : a* €I para algum n € N\ {0}}

é chamado o conjunto radical de 1.
Observagao A.13. VI & um ideal contendo I.

Um ideal I é chamado um ideal radical se I = v/I. Observe que dado um conjunto algébrico X,
ocorre que se f" € I(X) para algum n € N\ {0}, entao f € I(X). Logo, I(X) é um ideal radical
para qualquer X em A™.

Teorema A.14. (Hilbert’s Nullstellensatz)

Seja I um ideal em K[xy,- -, 2], com K um corpo algebricamente fechado. Entao I(Z(I)) =
VI. Ou seja, se f; (i =1,...,7) e g pertencem a K[z1,--- ,2,], e g se anula sempre que f; se anula,
entdo existe uma equacio g%V = alf! 4 --- +a"f", para algum N > 0 e a' € K[x1,--- ,x,] para

todoi=1,2,---,7.

Corolario A.15. Se I ¢ um ideal radical em K[z1,---,z,], entdo I(Z(I)) = I. Logo, existe uma
correspondéncia injetiva entre ideais radicais e conjuntos algébricos.

Corolario A.16. Se I é um ideal primo em K[x1,--- ,x,], entdo Z(I) e irredutivel. Logo, existe
uma correspondéncia injetiva entre ideais primos e conjuntos algébricos irredutiveis.
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Corolario A.17. Seja f € K[x1, -+ ,xy,] ndo constante e f = f".--- .f' a decomposi¢ao de f em
fatores irredutiveis. Entao Z(f) = Z(f1) U---U Z(f,) e a decomposicao de Z(f) em componentes
irredutiveis e I(Z(f)) = (f1,--- , fr). Logo, existe uma correspondéncia injetiva entre polindémios
irredutiveis de K|z, - ,x,] e hipersuperficies em A”.

Corolario A.18. Seja I um ideal em Klz1,- -+ ,zy, entdo Z(I) é um conjunto finito se, e somente

Klxq.- , . . ~ . . .
se, M é um espaco vetorial sobre K de dimensao finita. Em caso afirmativo, o ntimero de

2 3 y K[I P ,Q?n]
pontos em Z(I) é menor ou igual a dim (%)

A.1.3 Topologia de Zariski

Nesta secao consideraremos K = C que é um corpo algebricamente fechado.

Definicao A.19. A colecao dos subconjuntos algébricos de C" satisfaz o axioma de colecao dos
subconjuntos fechados de uma topologia, chamada a topologia de Zariski:

1. 0 e C" sao algébricos.
2. Xy, , X, € C™ algébricos = X U---UX,, é algébrico.

3. X é algébrico para todo i € I = [, X; ¢ algébrico.

Observagao A.20. Veja a proposigao (xxx) (referenciar)
Se X C C™ é um subconjunto, convencionaremos considera-lo como subespago topologico com
a topologia de Zariski induzida.

Proposicao A.21. (Base de abertos) Para cada f € Clzy,--- ,x,], X C C", seja Xy = X \ Z(f).
Entao a cole¢ao dos Xy é uma base de abertos da topologia de Zariski em X.

Demonstra¢ao. Podemos supor X = C". Seja U um aberto e seja ¥ = XU. Trata-se de um
fechado, e assim Y = Z(I) para algum ideal I. Logo, Y = rer 2 (f) e, passando ao complementar,

Proposicao A.22. A topologia de Zariski em C™ nao é Hausdorff. Entretanto, ela é 11, isto é,
todo subconjunto finito e fechado.
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