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Resumo

Neste trabalho discutimos problemas de otimizagao sob a ética global. Desenvolvemos algorit-
mos capazes de limitar todas as raizes de um sistema de equagoes nao lineares, todos os minimos
globais de uma fungao irrestrita e todos os minimos globais de uma fungao com restrigoes de igual-
dade. A aritmética intervalar é a ferramenta que permite a construgao de nossos algoritmos e 1n6s a
apresentamos comparando-a com ponto flutuante. Mostramos que a aritmética intervalar permite
cdlculos verificados e d4 informagoes globais sobre o comportamento de uma fungdo em um inter-
valo. O prego pago por essas vantagens ¢ a eficiéncia pois ela é cerca de 10 vezes mais lenta que a

aritiética de ponto flutuante.

Nosso trabalho resultou em um pacote escrito em Matlab para resolver problemas de dimensao
baixa. Nosso enfoque é computacional e todos os algoritmos foram testados em problemas cléssicos
de otimizagdo global. Os resultados sdo descritos e comparados com o obtido por métodos de
convexificagao. O leitor pode repetir nossos experimentos pois disponibilizamos os cédigos do

pacote e de testes para download.

Palavras-chave: Otimizacao Global, Aritmética Intervalar, Método de Newton Intervalar.






Abstract

This work deals with optimization problems from a global viewpoint. We develop algorithms
to bound all roots of nonlinear systems of equations, all global minima of unconstrained functions
and all global minima of functions subject to equality constraints. Interval arithmetic is the tool
that made possible our algorithms and we present this arithimetic comparing it with the floating
point arithmetic. We show that interval arithmetic allows the verified calculus and give us global
informations about the behavior of a function in an interval. On the other hand, we show that

floating point arithmetic is about 10 times faster than interval arithmetic.

We wrote a Matlab toolbox to solve low dimensional problems. Our approach is mainly compu-
tational and our algorithms were tested in classical global optimization problems. The results are
described and compared with results obtained by convexification methods. The reader can repeat

our experiments since our toolbox and test set problems are available online.

Keywords: Global Optimization, Interval Arithmetic, Interval Newton Method.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho discute métodos numéricos de otimizacao global. Nosso objetivo ¢ estudar ¢

implementar algoritmos que resolvem os problemas abaixo
Problema 1 Determinar todas as raizes de um sistema de equagdes nao lineares f(x) = 0.
Problema 2 Determinar todos os minimos globais de uma fun¢ao f sem restrigoes.

Problema 3 Determinar todos os minimos globais de uma fungdo f sujeitos a um conjunto de
restrigoes de igualdade c(z) = 0.

Estes problemas sao dificeis de resolver usando métodos tradicionais de otimizagao como os
apresentados por Nocedal e Wright (2006) ou Luenberger (1989). Destacamos duas razoes que

justificam esta dificuldade:

A primeira é a natureza local da teoria desenvolvida pela literatura de otimizagao desde os
tempos de Newton e Lagrange. Para constatar este fato basta notar que algoritmos como o método
de Newton e o BFGS partem da idéia de procurar um ponto onde o gradiente da fungédo que
desejamos minimizar se anula. Esta condigio é local e estd presente em muitos algoritmos de

otimizagao nao linear.

A segunda ¢ a aritmética de ponto flutuante, usada na maioria dos algoritmos de programagao
nio linear. Esta aritmética introduz erros em nossos calculos que sao dificeis de estimar quando
avaliamos expressoes complexas. Além disso ao avaliar uma fungéo em um ponto usando aritmética
de ponto flutuante ndo ganhamos qualquer informagao sobre o comportamento da fungdo em uma

proximidade deste ponto. Neste sentido a aritmética de ponto flutuante € local.

Para resolver problemas de otimizagdo global precisamos lidar com estes pontos de alguma
forma. Como a tcoria de otimizacio global ndo ¢ desenvolvida como a local ¢ nao conhccemos

nenln resultado que possa substituir as condigdes de otimalidade de primeira e segunda ordem



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

mantendo a garantia de encontrar todos os minimos globais de uma funcao, vamos explorar meios

de lidar com as dificuldades provenientes da aritmética de ponto flutuante.

A aritmética intervalar criada por Moore (1979) é capaz de lidar com os problemas da aritmética
de ponto flutuante com facilidade. Com ela é facil conhecer erros de arredondamento obtidos em
cdlculos complexos e também podemos avaliar o comportamento global de uma funcédo em um
intervalo ou caixa. A principal desvantagem desta aritmética com relagao & de ponto flutuante é a
eficiéncia pois, como veremos, a aritmética de ponto flutuante é cerca de 10 vezes mais rédpida que

a intervalar.

Os algoritmos apresentados em nosso trabalho utilizam as condicoes de otimalidade local e a
aritmética intervalar para resolver os problemas 1 - 3 com garantias. Isto quer dizer que os métodos
nunca falham ao buscar os minimos globais de uma fungéo. Por outro lado, estes métodos sao lentos

e seu uso em problemas de tamanho médio e grande ainda é proibitivo.

Um dos principais resultados do trabalho é o INTSOLVER, um pacote escrito em Matlab que
implementa nossas idéias e resolve os problemas 1 - 3 em casos gerais de dimensoes baixas. Nosso
pacote estd disponivel em

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/25211

As principais caracteristicas do INTSOLVER estéo relacionadas a seguir

1. Resolve os problemas 1 - 3 limitando as solugdes por caixas de tamanho pré-fixado.

SV

Permite ao usudrio controlar o niimero maximo de iteragdes, avaliacoes de fungéo, gradiente

e hessiana em cada método.

3. Permite que o usudrio opte por iterar o método até encontrar todas as solugoes de um pro-

blema. Este modo pode ser demorado ¢ cabe ao usudrio usa-lo comn cocréncia.
4. Todos os cdlculos de derivada e hessiana sio feitos por diferenciagao automatica.

5. Simples de usar. Usudrios de Matlab nao terdo problemas em entender nosso pacote.

Com relagdo ao texto, os problemas 1 - 3 sdo tratados em capitulos diferentes. Cada capitulo
é independente e o leitor pode ir direto ao tdpico de interesse. A excegéio é o capitulo 2 que traz
a teoria necessiria para os demais e a se¢do 3.3 que apresenta o método de Newton intervalar.
O leitor com conhecimentos bésicos sobre aritmética intervalar pode pular estes pontos em uma
primeira leitura e voltar neles quando precisar esclarecer conceitos e notagoes. Dividimos o texto

assim:

e No capftulo 2 apresentamos a aritmética intervalar, suas principais propriedades e uma

comparacio dela com a aritmética de ponto flutuante.



o No capitulo 3 discutimos métodos para resolver o problema de determinar todas as raizes de

f. Introduzimos o método de Newton intervalar e apresentamos o método de Krawczyk.

e Nos capitulos 4 e 5 tratamos os problemas de otimizagao irrestrita e com restrigoes de igual-
dade. Utilizamos o método de Newton intervalar para derivar algoritmos que limitam todas

as solugoes destes problemas.

e No capitulo 6 discutimos os resultados mais importantes deste traballio ¢ apontainos tépicos

para trabalhos futuros.

e No apéndice A introduzimos a diferencia¢do automdtica, um método seguro e eficiente para
avaliar derivadas de fungdes sem a necessidade de escrever suas expressoes analiticas. Em
nosso pacote todas as avaliagoes de derivada sdo feitas automaticamente usando o pacote

disponivel em Rump (1999).

A Wltima secdo de cada capitulo traz estudos computacionais. A literatura de métodos in-
tervalares em otimizagao global é pequena e alguns autores ao apresentar novos métodos nao se
preocupam em testa-los em problemas relevantes. Apresentamos problemas de otimizagao global e
avaliamos o desempenho de nossos métodos ao resolvé-los. Todos os estudos computacionais feitos

em nosso trabalho podem ser repetidos pelo leitor. Os arquivos de teste estao disponivels cm

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/25211
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Capitulo 2

Aritmética Intervalar

2.1 Introdugao

Neste capitulo apresentamos a aritmética intervalar. Ela substitui a aritmética de ponto flutu-
ante em nossas aplicagoes e t&m papel central no desenvolvimento de nossos algoritmos. A definigao
de uma aritmética é um trabalho tedioso e que foge de nossos objetivos praticos. Por essa razao esse
esforco deve ser acompanhado de uma boa justificativa. Em nosso caso temos duas propriedades da
aritmética que serao 1iteis em nossos algoritmos e que nédo estdo presentes na aritmética de ponto

flutuante. Essas propriedades sao
o Permite cédlculos verificados de expressoes complexas.

Isto quer dizer que, ao contririo do que acontece na aritmética de ponto flutuante, é facil
estimar os erros decorrentes de arredondamento em nossos célculos. Ilustramos esta propriedade

na segao 2.3.
» D4 informagdes globais sobre o comportamento das fungoes.

Ao contririo da aritmética de ponto flutuante, que tem cardter puramente local, a aritmética
intervalar traz informagdes precisas sobre a varia¢o de uma fungiio em determinado intervalo.

Veremos um exemplo desta propriedade na segao 2.4.
Este capitulo é wm resumo dos trabalhos de Moore (1979), Alefeld e Herzberger (1983) e Hansen
e Walster (2004). Todos os conceitos discutidos sao ilustrados utilizando o Matlab. Nossos objetivos
sao:
1. Apresentar a aritmética intervalar e suas propriedades fundamentais.

2. Apresentar o INTLAB, um pacote aberto para aritmética intervalar.

3. Comparar as aritméticas de ponto flutuante e intervalar.

5



6 CAPITULO 2. ARITMETICA INTERVALAR

Na se¢do 2.2 apresentamos o INTLAB, um pacote escrito em Matlab por Rump (1999) para
lidar com intervalos. Ilustramos o uso do pacote ao longo do capitulo. Nas se¢oes 2.3 - 2.7 apresen-
tamos a aritmética intervalar. Descrevemos suas principais propriedades e mostramos que, além de
algumas definicoes, sé precisamos da capacidade de alterar o modo de arredondamento em nosso
computador para implementd-la. Os resultados apresentados aqui sao simples e o leitor nao deveria
ter dificuldades em obté-los sozinho. Eles sdo expostos para tornar nosso trabalho mais completo

e por permitirem a construgao rigorosa de nossos algoritmos.

Na segao 2.8 comparamos a eficiéncia das aritméticas de ponto flutuante e intervalar. Mostra-
mos que as vantagens da aritmética intervalar tem um custo: Ela é cerca de 10 vezes mais lenta

que a aritmética de ponto flutuante.

O leitor com conhecimentos bésicos da aritmética intervalar pode pular e voltar nele quando

necessario. O leitor interessado apenas no INTLAB pode procurar as partes do texto com o simbolo

>>

que trazem os exemplos de uso da biblioteca.
2.2 INTLAB

A teoria intervalar tem forte apelo computacional. Todo material desenvolvido neste capitulo
tem como motivagao responder perguntas dificeis para a aritmética de ponto flutuante. Portanto,
tdo importante quanto estabelecer relagoes tedricas entre intervalos, é dispor de uma implementagao

simples e que rode em computadores pessoais.

As primeiras implementagoes da aritmética intervalar foram escritas para ALGOL e FOR-
TRAN. Atualmente h4 bibliotecas para lidar com intervalos em C/C++, Java, Python, FORTRAN,
Maple, Mupad e Matlab. Dentre as implementagoes disponiveis destacamos a INTLIB escrita para
FORTRAN77 (KEARFOTT et al., 1994) e FORTRAN90 (KEARFOTT, 1996a), a Interval escrita
para C/C++ no projeto Boost e o INTLAB escrito para Matlab por Rump (1999).

Neste trabalho usamos o INTLAB para nossos algoritmos. Essa escolha se deve a trés fatores.
O primeiro é a facilidade de uso e eficiéncia do INTLAB. O segundo ¢ a facilidade de se programar
¢ modificar fungdes cin Matlab ¢ o terceiro é a portabilidade do pacote. O Matlab estd disponivel
nas plataformas Windows, Linux ¢ Mac, o que facilita o uso de nossas fungoes.

O INTLAB ¢ livrc para fins ndo comerciais ¢ foi criado pelo matemdtico aleinao Rump (1999).
Ele é escrito ein Matlab ¢ depende apenas deste software ¢ do padrdo JEEET54 para funcionar.

O IEET754 é largamente usado em computadores pessoais, laptops e mainframes o que aumenta a

portabilidade do pacote. O INTLAB esta disponivel no enderego

http://www.ti3.tu-harburg.de/rump/intlab/
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e sua instalagao é simples.

HA4 trés formas de definir intervalos no INTLAB. Com o comando intval escrevemos intervalos

rigorosos para valores que nio sao representados pela maquina

>> x = intval(0.1)
intval x =
[0.0999, 0.1001]

com o comando infsup escrevemos intervalos com extremos conhecidos

>> x = infsup(1, 2)
intval x =
[1.0000, 2.0000]

e com o comando midrad definimos um intervalo através de seu ponto médio e raio

>> x = midrad(0, 1)
intval x =
[-1.0000, 1.0000].

Ao longo das demais se¢bes apresentamos o INTLAB. Com isto ilustramos conceitos impor-
tantes da teoria intervalar e permitimos ao leitor se familiarizar com fungbes que serao uteis no
restante do trabalho.

2.3 Aritmética Intervalar

Nesta segao introduzimos as relagdes fundamentais entre intervalos. Esta introdugao € elemen-
tar e para um tratamento completo do assunto o leitor deve consultar (ALEFELD; HERZBERGER,
1983) e (MOORE, 1979).

2.3.1 Intervalos
Definigdo 1 Chamamos de intervalo real o conjunto

a = [a1,a2] := {z € Rla1 £ z < az,—o0 < a1 < az < oo}, (2.1)

e denotamos por I(R) o conjunto dos intervalos reais.

Assim como no caso real, desejamos comparar os elementos de I(R). As definigées abaixo

servem a este propdsito.
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Definigao 2 Dois intervalos a = [a1,a9] e b = [by, ba] sdo iguais se e somente se a; = by e ag = by.
NESt@ CasS0 ESCrevemos a = b

Definigao 3 Um intervalo a = [a1,a2] estd contido em b = [by,ba] se e somente se by < a1 e

as < by. Neste caso escrevemos A C B.
Dados dois intervalos a e b, 0 INTLAB é capaz de verificar as relagoes = e C.

>> a = infsup(0,1)
intval a =
[0.0000,1.0000]
>> b = infsup(-1,2)
intval b =
{-1.0000,2.0000]
>> a ==
ans =

0
>> in(a,b)
ans =

1

Definicao 4 A intersecgdo entre dois intervalos a e b € vazia aNb = @ se ay > by ou by > as.

Caso contrdrio a infersecgdo entre a e b € o internalo

aNb = [maz(ay, b1), min(az, b2))]. (2.2)

A fungdo intersect do INTLAB devolve a intersecgao de dois intervalos nao disjuntos. No caso
de intervalos disjuntos esta fungao devolve o intervalo [NaN, NaN]. Onde NaN ¢é a abreviagio de
Not a Number.

>> a = infsup(0,2)
intval a =
[0.0000,2.0000]

>> b = infsup(1,5)
intval b =
[1.0000,5.0000]

>> intersect(a,b)
intval amns =
{1.0000,2.0000]
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Definigao 5 Dado um intervalo a = [a;,a9] seu comprimento, mddulo, ponto médio e raio sdo
dados respectivamente por

w(a) = as — a1 (2.3)
|a| = maz(|aal, |az|) (24)
mid(a) = & ;“2 (2.5)
rad(a) = 22 5 a (2.6)

Estas funcgoes estao definidas no INTLAB como segue,

>> a = infsup(1,5)
intval a =
[1.0000,5.0000]
>> diam(a)
ans =
4
>> abss(a)
ans =
5
>> mid(a)
ans =
3
>> rad(a)
ans =
2

2.3.2 Operagoes Aritméticas

Definimos agora as operagdes aritméticas intervalares seguindo o trabalho de Moore (1979). Na

secao 2.5 discutimos pontos relevantes sobre a implementagao destas operagoes em computadores.

Definicao 6 Sejo ® € {+,—,*,/} a operagdo bindria tradicional no conjunto dos nimeros reais.

Se a e b pertencem a I(R) entdo
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a®b:={c=0a"Q@b*|a* €qa,b" €b} (2.7)

Segue dai que dados a e b em I(R) temos

a+b=[a1 + b1, a2 + ba]. (2.8)
a—b=[a; — bz, a2 — 0] (2.9)
axb= [min{albl, a1b2, azbl, azbg},’l’na.’t{a1b1, a1b2, agbl,azbg}]. (210)
Se além disso 0 ¢ b temos
2 .l (2.11)
;= b brl .

Estas operagdes estdo definidas no INTLAB. A chamada das fungoes que imnplementam estas

operagoes aritméticas é idéntica aos casos com tipos double, float e complex.

>> a = infsup(0,2)

intval a =
[0.0000,2.0000]

>> b = infsup(1,5)

intval b =
[1.0000,5.0000]
> a+hb

intval ans =
[1.0000,7.0000]
> a-b

intval ans =
[-5.0000,1.0000]
> a*xb

intval ans =
[0.0000,10.0000]
>a/b

intval ans =
(0.0000,2.0000]

No caso de uma das varigveis ser do tipo intervalar e a outra do tipo double, float ou complex

o célculo é automaticamente convertido para o tipo intervalar.
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2.3.3 Poténcias Intervalares

Além das operagoes fundamentais descritas acima definimos poténcias intervalares como segue

Definigao 7 Dado n natural e z = {21, 2] temos

[z7,28] sex1 >0 oun éimpar
" = [25,2]] sez1 <0 en épar (2.12)

[0,|z|*] seO0e€zx en épar

Veremos nas préximas segbes que na aritmética intervalar ndo vale a propriedade 2" =z ...z.

2.3.4 Calculos Verificados

Nesta secao argumentamos que a aritmética intervalar permite estimar os erros de arredon-
damento com facilidade. BEsta propriedade, que chamamos de célculo verificado, justifica o uso
da aritmética intervalar. O exemplo abaixo ilustra o célculo verificado e na segdo 2.5 discutimos

detalhes de implementagao que garantem a propriedade.

Exemplo 1 Vamos usar o método de Newton para encontrar a raiz real de f(z) =23 -2z -5 a
partir do ponto Ty = 7 e desejamos estimar estimar os erros cometidos a cada iteragao do método.
Para que a propriedade de cdlculo verificado fique clara, vamos discutir o problema usando as
aritméticas de ponto flutuante e intervalar. A comparacao torna ébvia a vantagem da aritmética

intervalar no cdlculo de erros.

Inicialmente note que a quantidade 7 nao € representdvel em nosso computador e teremos que

aprozima-la e isso leva a erros de arredondamento. Usando aritmética de ponto flutuanie temos

>> pi
ans =
3.1416

e o erro cometido na aprozimagdo é fdcil de calcular mas ndo vém dado explicitamente. Por

outro lado, usando aritmética intervalar obtemos

>> intval(pi)
intval ans =
[3.14159265358979,3.14159265358980]

e o resultado ndo é uma aprozimacdo de m mas sim um intervalo que seguramente contém o

valor. Sendo assim o erro de aprozimacgdo cometido € dado ezplicitamente se fizermos
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>> diam(intval (pi))
ans =
1.021405182655144e-14.

Agora que xg estd representado podemos aplicar 0 método de Newton. Escrevemos

>> fnewton = @(x) x - (x°3 - 2%x - 5)/(3%x"2 - 2)
fnewton =
Q(x)x-(x"3-2*x-5)/(3*x"2-2)

e utilizando aritmética de ponto flutuante temos

>> fnewton(pi)
ans =
2.4272.

Neste ponto estimar os erros de arredondamento devidos ao passo de Newton é uma tarefa
complicada. Para isso devemos considerar o erro acumulado da aproximagao anterior e recorrer a
férmulas que estimam os erros de arredondamento em operagoes fundamentais de ponto flutuante.
Este trabalho é 4rduo e se repetird a cada nova iteracao do método. Usando aritmética intervalar

teremos

>> fnewton(intval(pi))
intval ans =
[ 2.42721600770102, 2.42721600770103]

e o resultado é novamente um intervalo que contém o verdadeiro valor do passo de Newton.
Para estimar o erro de arredondamento que cometemos ao tomar um ponto representavel qualquer

no intervalo dado acima fazemos

>> diam(fnewton(intval(pi)))
ans =
8.881784197001252e-16.

Com este exemplo procuramos convencer o leitor da facilidade de obter estimativas do erro
de arredondamento através da aritmética intervalar. Ressaltamos que repetidamente garantimos
obter estimativas seguras deste erro. Os detalhes que garantem essa seguranca serao discutidos na

secao 2.5.
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2.3.5 Matrizes e Vetores

13

Ao longo de nosso trabalho nao faremos distingéo entre vetores intervalares e caixas. Matrizes

e vetores intervalares sdo definidos como no caso real. As operagoes entre estes elementos também

nao sofre alteragoes. Uma vez definidos a soma e o produto entre intervalos basta substituir as

operagoes tradicionais pelas intervalares e obter a nova operacao.

O INTLAB permite criar e operar vetores e matrizes intervalares com a mesma facilidade dos

tipos double, float e complex.

>> A
>> B
>> AxB

intval ans =
[-3.5000,2.5000]
[3.0000,10.0000]

>> A = [infsup(1,2), infsup(-1,0); infsup(0,1), infsup(2,3)]

intval A =

[1.0000,2.0000] [-1.0000,0.0000]
[0.0000,1.0000] [2.0000,3.0000]

>> B = intval(rand(2))

intval B =

[0.8936,0.8937] [0.3528,0.3529]

[0.0578,0.0579] [0.8131,0.8132]

>> A * B

intval ans =

[0.8357,1.7873] [-0.4603,0.7058]
(0.1157,1.0674] [1.6263,2.7924]

[infsup(1,2), infsup(-1,0); infsup(0,1), infsup(2,3)];
[infsup(0,1); infsup(2,3)];

Definicdo 8 Sejam V e M um vetor e uma matriz intervalar respectivamente. Temos entdo

W(V) = maz(w(Vy),. ..
VIl = maz(Vl, ..., [Val)

|M]| = maz; > |My-

J

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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As fungoes acima nao estdo definidas no INTLAB porém podemos obté-las da seguinte forma,

>> V = [infsup(0,1), infsup(2,3)];

>> max(diam(V))
ans =
1

>> max(abss(V))
ans =
3

>> M = [infsup(1,2), infsup(-1,0); infsup(0,1), infsup(2,3)];
>> max(sum(abss(M),1))
ans =

4

2.4 Teoremas de Inclusao

Nesta se¢ao mostramos que algumas propriedades comuns & aritmética real nao sao validas no
caso intervalar e apresentamos o principal resultado desta aritmética, o teorema fundamental da
aritmética intervalar. O material desta segao é baseado nos trabalhos de Hansen e Walster (2004),
Moore (1979) e Ratz (1996).

2.4.1 Propriedades Algébricas

As propriedades abaixo seguem imediatamente das definigdes de soma e produto de intervalos.

Proposicao 1 Sejam a, b e ¢ intervalos em I(R) entdo

a+(b+c)=(a+b)+c (2.16)
a+b=>b+a. (2.17)

a(bc) = (ab)e. (2.18)

ab = ba. (2.19)
a+b=b+c=>a=c (2.20)

Sejam 0 = [0,0] e 1 = [1,1] entdo O e 1 sdo os 1nicos intervalos tais que,
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0+a=a.
0a = 0.
la = a.

15

Os préoximos exemplos mostram que algumas propriedades da aritmética real nao sao vilidas

no caso intervalar.
Exemplo 2 Considere o intervalo

>> a

intval a =
[2.0000,3.0000]

Segue das definigcdes 2.9 e 2.11 que

>> a - a
intval ans =
[-1.0000,1.0000]

> a / a
intval ans =
[0.6666,1.5000] .

Em geral, temos quea—a=0 e 2=1 (se 0 ¢ a) se e somente se a = [a1,a1].
Exemplo 3 Considere os intervalos

>> a

intval a =
[1.0000,2.0000]

>> b = infsup(1,1)
intval b =
1.0000
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Note que na aritmética intervalar nao vale a propriedade distributiva pois

> a*x (b~ b)
intval ans =
0.0000

ao passo que

> a*xb-a*b

intval ans
[-1.0000,1.0000]

No entanto vale a propriedade subdistributiva que decorre imediatamente da aplicagao das

defini¢oes de soma e produto.

Proposigio 2 Sejam a, b e ¢ intervalos em I(R) entdo

a(b+c) C ab+ ac. (2.24)

De fato, no exemplo acima temos

>>in(a*(b + b), a*b + a*b)
ans =
1

Lembrando que in é a funcao definida pelo INTLAB para testar se um intervalo estd ou nao

contido em outro.
2.4.2 Inclusao Monotonica

Definimos agora a propriedade de inclusdo monoténica. Ela permite conhecer o comportamento
de uma funcdo em todo um intervalo. Esta propriedade d4 informagdes globais sobre uma fungio e

é de grande importancia em nossa escolha pela aritmética intervalar. Considere o seguinte exemplo

2 no intervalo [2,4]. Se

Exemplo 4 Desejamos estudar o comportamento da fungdo f(z) = z
utilizamos aritmética de ponto flutuante obtemos apenas informagdes locais sobre f. Ao tomar
x = 3 temos f'(3) = 6 e concluimos que este ndo é um ponto critico da fung¢do. Ndo podemos dizer

nada sobre outros pontos do intervalo a partir desta avaliagao de fungao.
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Considerando aritmética intervalar obtemos informagoes sobre o comportamento de f em todo
o intervalo. Com uma avaliogdo de fungdo temos f'([2,4]) = [4,8] e sabemos que ndo hd pontos

criticos da fungdo nesse intervalo.
O restante da segao dedica-se a generalizar este exemplo.

Definigao 9 Seja F : I(R)® — I(R)™ wma fungdo intervalar. Dizemos que F tem a propriedade

de inclusdo monotdnica se

yCSz=F(y) C F(z) (2.25)

Exemplo 5 A fungdo intervalar f(X) = mid(X) + %X nao tem propriedade de inclusdo como
vemos abaizo com o INTLAB.

>> f = @(x) mid(x) + 0.5 * x
£ =
Q(x)mid (x)+0.5%x

>> y = infsup(1,3)
intval y =
(1.0000, 3.0000]

>> z = infsup(2,3)
intval z =
[2.0000, 3.0000]

>> £(y)
intval ans =
{2.5000, 3.5000]

>> £(z)
intval ans =
[3.5000, 4.0000].

Ser4 comum nos referirmos & propriedade de inclusdo monoténica pelo nome de propriedade
de inclusdo. O préximo teorema nos diz que fun¢des racionais intervalares tem propriedade de
inclusdo. Lewmbramos que wmna fungdo racional é aquela que pode ser expressa como razao entre

dois polinémios.
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P

Teorema 1 A func¢do racional intervalar F = 5 onde @ ndo se anula tem a propriedade de

inclusdo.

Demonstragao: Sejam z, y, u e v intervalos tais que £ C y e u C v. Segue das definigoes 2.8
~ 2.11 que

z+uCy+v
z—uCy—v
Txu Cy*xv

z/uCy/v

O resultado segue da transitividade da relagdo C e do fato das fungoes racionais intervalares

serem formadas apenas por essas operagoes.[

Este resultado é 1til pois muitos problemas importantes na prética podem ser escritos como
funcgoes racionais. O resultado é mais geral e se estende as fungdes poténcia, raiz, trigonométricas,
exponencial e logaritmo. No entanto a demonstragao nestes casos é mais complicada e foge ao

escopo de nosso texto. O leitor interessado pode consultar o trabalho de Moore (1979).

Mostramos agora que a composi¢iao de fungoes intervalares com propriedade de inclusao ainda
tem esta propriedade. Este resultado permite a construgao de fungoes intervalares complexas com

propriedade de inclusao.

Teorema 2 Se f e g sdo fun¢ées com a propriedade de inclusdo entdo a composicao f(g(x)) tem

a propriedade de inclusdo.

Demonstragao: Sejam X; e X5 intervalos tais que X; C X5. Como g tem a propriedade de
inclusdo sabemos que g(X;) C g(X2). Uma vez que f também tem a propriedade de inclusao é
imediato que f(g(X1)) C f(g9(X2)).0

2.5 Implementagoes da Aritmética Intervalar

Nas se¢bes anteriores vérios conceitos da aritmética intervalar foram definidos sobre o espago
I(R). Na pratica, desejamos usar esta aritmética em computadores onde o conjunto R néao esta
definido. Nesta segido argumentamos que a capacidade de alterar o modo de arredondamento de
nosso computador garante que podemos representar intervalos e operagdes de I(R) em I(M). Para
maiores detalhes sobre os assuntos tratados aqui consulte (754, 1985), (HARGREAVES, 2002),
(RUMP, 2001) e (RUMP, 1999).
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Denotamos por M(t) o conjunto finito de nimeros representéveis em nosso computador com o
tipo t. Em geral t é do tipo double ou float. Para facilitar nossa andlise consideramos apenas o

caso M = M(double). Todas os resultados obtidos valem para outros tipos de dados.

Assumimos que nosso computador segue o padrdo IEEET54 (1985). Esta hipétese nao deve
ser restritiva pois um mimero grande de computadores o seguem. O leitor interessado em im-
plementagdes de bibliotecas intervalares sem a necessidade do padrao /EEE754 pode consultar o
trabalho de Rump (2001).

Dado um ponto z ¢ M, desejamos representé-lo neste conjunto. Isto é feito através de arredon-
damento. O IEEET754 permite mudar o modo de arredondamento, para baixo, para cima e para
o mais préximo sendo este tiltimo o valor padrao. O préximo exemplo mostra que se T = [z1,29] €
z1 ¢ M entfo o intervalo z* = [z}, 25] € I(M) pode n&o conter z se 0 modo de arredondamento é

para o mais préximo.

Exemplo 6 Suponha que desejamos representar © = [0.1, 1] no conjunto I(M). Suponha ainda que

0.1001 ¢ o ponto mais prozimo de 0.1 em M. Arredondando para o mais prézimo leremos

z* = [0.1001, 1].

e x ¢ z*. No entanto se alterarmos o modo de arredondamento para baizo teremos
z* = [0.999,1].
e garantimos que 7 < 1 e T C z*.

A capacidade de alterar o modo de arredondamento também garante o calculo verificado das
operagoes aritméticas como mostramos abaixo. Para simplificar a notagao, utilizamos | (.), T () e
o(.) para indicar que a operagéo (.) foi realizada com o modo de arredondamento para baixo, para

cima e para o mais préximo respectivamente.

Definigdo 10 Se a e b sdo elementos de I(M) entdo

a+b=[l (a1 +h),1 (a2 +b2)}. (2.26)

a—b=[| (a1 —b2), T (a2 — b1)]. (2.27)
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a*b=[min{| (a1b1), | (a1b2), ] (ash1),!| (a2b2)}, (2.28)
ma:):{T (albl),T (albg),T (agbl),T (agbg)}]. (2.29)

Se além disso 0 ¢ b temos

bR, e
maa:{T (‘;—;) 1 (‘;—D 1 (Z-j) 1 (Z-f)}] (2.31)

As definigoes acima garantem o cdleulo rigoroso das operagdcs aritinéticas intervalares ¢ con-
seqiientemente de fungoes racionais. O céleulo das fungoes poténcia, raiz, trigonométricas, expo-
nencial e logaritmo também é verificado. O leitor pode consultar o trabalho de Rump (2001) para

mais detalhes.
2.6 Extensoes Intervalares

Até aqui discutimos fungdes intervalares e suas propriedades. Nesta secdo mostramos como
relacionar fungdes reais e fungdes intervalares. Esta associagao é importante pois na pratica temos
fungoes reais e gostariamos de encontrar seus minimos ou raizes a partir da aritmética intervalar. O
material desta segio é baseado nos trabalhos de Hargreaves (2002), Moore (1979) e Rump (2001).

Sejam M7 e My conjuntos arbitrdrios e ¢ : M7 — M3 uma fungao arbitrdria. Denote por
S(M;) e S(Mp) a familia dc todos os subconjuntos de M) e M respectivamente. Considere a
func¢io g : S(My) — S(Mz) dada por,

g(X) = {9(z);z € X, X € S(M)}.

Isto é, dada a fungdo g e um intervalo X € I(R), g(X) é o conjunto de todos os valores que g

assume ao percorrer X. Podemos entdo definir extensoes intervalares.

Definigao 11 Seja f : X C R® — R. Chamamos de extensio intervalar de f uma fungao F.
I(M)™ — I(M) que tem propriedade de inclusdo e tal que para qualquer X* C X e satisfaz

f(X*) C F(X).

Os algoritmos desenvolvidos nos préximos capitulos admitem que conhecemos extensoes inter-
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valares das fungdes que desejamos minimizar ou encontrar raizes. Esta hipStese nao é restritiva
pois fungdes racionais, trigonométricas, exponencial, logaritmo, raiz e poténcia tem extensdo inter-
valar. Para obté-las basta substituir as varidveis e operagoes aritméticas reais por suas respectivas
varidveis e operagoes intervalares. Isto permite escrever um grande nimero de funcgoes importantes

em matematica aplicada.

Em geral fungdes reais admitem mais de uma extensio intervalar. No préximo exemplo con-
sideramos duas extensées de wma mesma fungio e discutimos alguns aspectos importantes em sua
escolha.

Exemplo 7 Seja f(z) = Pl+_1 e considere o intervalo X = [~2,2]. FEsta funcio é continua no
compacto X e portanto admite um valor mdzimo e minimo, que desejamos limitar. Considere a

extensao de f

Temos entdo

>>F = @(x) 1/ (x*%x + 1)
F =
Q(x)1/(x*x+1)

>> F(infsup(-2,2))
intval ans =
[- Inf,Inf]

Isto é, ndo ganhamos qualquer informagdo sobre os limitantes de f em X. Considere agora

outra eztensdo de f

1
0= %211

Temos entdo

>G6G=0e(x) 1/ x"2+ 1)
G =
Q(x)1/(x"2+1)

>> G(infsup(-2,2))
intval ans =
[0.1999,1.0000]
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Segue dai que 0.1999 e 1 sdo limitantes para 0 minimo e o mdzimo de f em X. Note que com

o mesmo esforgo computacional ganhamos mais informagées utilizando a extensdo G ao invés de

F.

Este exemplo mostra que algumas extensoes intervalares podem trazer mais informagoes do
que outras. Em geral ¢ dificil saber se a extensdo que consideramos é a melhor possivel. Porém em

alguns casos conhecemos regras que permitem descartar extensdes pouco informativas.

Proposicao 3 Se f(z) = a,z™ + ...+ ag entdo a extensio dada pelo método de Horner

F(X) = Ag+ X (A1 + X(4z + ... + X (42))) (2.32)

nunca € pior do que a obtida pela soma de poténcias F* = Apz+x...xx+ ...+ Ap.

Este resultado segne dirctamente da propriedade subdistributiva ¢ nao serd demonstrado. O
exemplo sugere ainda que o uso de potéucias nao nos dd intervalos maiores do gue quando consi-
deramos o produto x...z. Isto quer dizer que poténcias sdo sempre mais informativas do que este
produto.

2.7 Divisao Estendida

Nos préximos capitulos encontramos situagdes onde nossa definigao de divisao nao se aplica.

Por exemplo ao calcular

(2.33)

o 2

onde r, a e b sfo intervalos e 0 € b.

Nesta secao definimos uma divisdo que estende a de 2.3. Diversos autores discutiram o assunto,
dentre eles Ratschek e Rokne (1988), Hansen e Walster (2004), Hammer et al. (1993) e Ratz
(1996). Em nosso trabalho adotamos a definigio de Ratz. Em nossa defini¢io usamos os operadores
especiais —oo, 00 e NaN definidos no TEEE754. Embora o padrao simplifique as idéias ele ndo
é essencial para a construgao da extensdo de divisao. Qualquer computador que permita alterar o
modo de arredondamento e defina operadores equivalentes aos usados aqui pode estender a divisao

intervalar.

Definicao 12 Se a e b pertencem a I(M) entdo
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o0 seas<0eb <by=0
BNVl (§2),00] seaz<0eb <0<by
2] seay <0 el=b < b

[L(§2),00

[—o0,

[—o0,

{oooo] sea; <0<ageb <0<by (2.34)
[—o0,

[ (l

Sal B>

Ll sea;>0eb <by=0
J][H%%w]suu>0em<0<®
o] sea; >0e0="5b; < by
N9$J se0¢ AeB=][0,0]

A divisao estendida nao estd definida no INTLAB. A funcdo intdiv do INTSOLVER estende

a divisao segundo a defini¢do acima. lustramos seu uso abaixo.

>> a

intval a =
[1.0000,2.0000]

>> b

intval b =
[-1.0000,5.0000]
>> ¢ = intdiv(a,b)
intval c =
[-Inf,-1.0000] [0.2000,Inf]
>> a

intval a =
[-1.0000,2.0000]
>> b

intval b =
[-3.0000,1.0000]
>> ¢ = intdiv(a,b)
intval c =
[-Inf,Inf]

>> a

intval a =
[1.0000,2.0000]

>> b

intval b =
[0.0000,1.0000]

>> ¢ = intdiv(a,b)
intval c =
[1.0000, Infl
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2.8 Comparacao de Eficiéncia

Nesta segio comparamos a eficiéncia das aritméticas de ponto flutuante e intervalar. Os tes-
tes foram feitos em Matlab com o INTLAB. Os resultados devem variar com a linguagem de
programagao e implementagao intervalar usadas. Em nossos experimentos utilizamos um AMD
Sempron®© de 800M HZ e 1GB de meméria RAM com sistema operacional Linux.

Operagdes de dlgebra linear sao responséveis por boa parte do tempo de execugéo em algoritmos
de otimizag@o. Segue daf que quanto mais eficiente o conjunto de rotinas de dlgebra linear (BLAS)

melhor serd o desempenho de nossos métodos.

O Matlab utiliza o BLAS do ATLAS por padrao. Podemos configuré-lo para usar as bibliotecas
MKL (Math Kernel Library) da Intel ou o ACML(AMD Core Math Library) da AMD. Estas
bibliotecas podem aumentar a eficiéncia das operacdes de dlgebra linear em até 30%. QO INTLAB
ntiliza o BLAS do Matlab cm suas operagoes.

Comparamos o desempenho das aritméticas de ponto flutuante e intervalar ao resolver proble-
mas de dlgebra lincar. Esperamos que a cficiéneia no uso de aritmética intervalar seja menor que

a aritinética de ponto flutuante.
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Figura 2.1: Comparagdo de performance entre as aritméticas de ponto flutuante e intervalar. Os grificos
dao a razdo entre o tempo de exccugio com intervalos e o tempo de execugao com ponto flutuante em escala
logaritmica. As tarefas foram executadas 10000 vezes e os tempos médios de execugio usados no célculo da

Tazao.

Os gréficos mostram que realizar operacgoes de algebra linear com aritmética intervalar é cerca

de 10 vezes menos eficiente do que com ponto flutuante. Esta perda de eficiéncia esta ligada a

implementacao do INTLAB. As fungdes do pacote que definem as operacoes usadas acima necessi-

tam de uma série de verificagbes sobre a natureza dos dados de entrada e definem a cada chamada

um objeto do tipo intval. Definir este objeto é uma operagio custosa e depende do tamanho dos

vetores de entrada.

Note que a diferenga de performance diminui quando aumentamos a dimensao do problema,

o que leva a crer que é possivel criar algoritmos intervalares competitivos em problemas grandes.

Este nao é o objetivo de nosso trabalho pois pretendemos resolver problemas de dimensao baixa.
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Capitulo 3

Sistemas de Equagoes Nao Lineares

3.1 Introdugao

Seja f : R® — R™ uma funcdo diferencidvel e Xy uma caixa. Neste capitulo estudamos o

problema de encontrar todas as raizes do sistema de equagdes nao lineares f(z) = 0 em Xj.

Floudas (2000) e Maranas e Floudas (1995) usam métodos de convexificagio e aritmética de
ponto flutuante para resolver este problema. Como veremos em 3.9, o algoritmo apresentado por

Floudas pode nao encontrar todas as raizes de f até mesmo em problemas simples.

A aritmética intervalar permite uma abordagem rigorosa e natural do assunto. Os primeiros
trabalhos que utilizam esta ferramenta na andlise de sistemas de equages nio lineares sio de
Moore (1977) e Krawczyk (1969). Hansen e Greenberg (1983) apresentaram um método que avalia
o comportamento da fungao em uma caixa e a elimina se pudermos garantir que nao existem raizes
em seu interior ou bordas. Consideramos as idéias destes autores ao longo deste capitulo. Nossos

objetivos sdo:

1. Estudar o método de Hansen e Greenberg. Ele nos permite limitar todas as raizes de f em
Xo.

V]

. Ilustrar o uso da fungao intsolve do INTSOLVER. Esta func¢do implementa o algoritmo de
Hansen e Greenberg.

3. Estudar o algoritmo de Krawczyk. Ele nos dd condigoes suficientes para existéncia e unicidade

de solugoes de f em Xp.

4. Tlustrar o uso da fungao intksolve do INTSOLVER. Esta fungio implementa o algoritmo de
Krawczyk.

5. Avaliar a fungao intsolve em problemas da literatura de otimizagao global.

O texto se divide da seguinte forma. Na segao 3.2 apresentamos a notagao usada ao longo do
capitulo. Em 3.3 apresentamos o método de Newton intervalar. A secao 3.4 dedica-se ao método de

27
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Hansen e Greenberg (1983). Na secdo 3.5 ilustramos o uso da funcéo intsolve do INTSOLVER. Na
se¢ao 3.6 apresentamos os teoremas de Moore (1977). Em 3.7 discutimos o algoritmo de Krawczyk
(1969) (WOLFE, 1980). A segdo 3.8 ilustra o uso da funcio intksolve do INTSOLVER. Esta funcgao
implementa o algoritmo de Krawczyk. A segio 3.9 analisa a precisio e eficiéncia da fungdo intsolve
em estudos computacionais.

O leitor interessado somente no algoritmo de Hansen e Greenberg pode ler as secoes 3.2 - 3.5 ¢
3.9. Ao leitor interessado nos teoremas de Moore e algoritmo de Krawczyk recomendamos a leitura
das segoes 3.2 e 3.6 - 3.8.

3.2 Notacao

Denotamos por J a matriz jacobiana de f. Pontos reais serdo denotados por letras minusculas,
por exemplo z. Intervalos sdo representados por letras mimisculas em negrito, por exemplo X.
Escrevemos z! nos casos em que temos wm ponto real e desejamos representé-lo como intervalo.

Por exemplo, entendemos que 0.1/ é o intervalo

>> intval(0.1);
intval ans =
{0.0999,0.1001]

dado pelo INTLAB. Denotainos caixas por letras latinas mafsculas, por exemplo X e Y.

A terna (M, f,J) serd chamada de extensio. Em wma extensio, M ¢ o conjunto de nimeros
representdveis e nosso computador. As fungoes f @ I(M)™® — I(M)” e J : [(M)"* — I(M)™*" s3o

extensoes intervalares de f e J.

Ao longo do capitulo assuinimos que a caixa Xo C R ¢ representével. Isto quer dizer que Xg é

um vetor intervalar onde todas as entradas sdao representiveis no conjunto M".

3.3 Newton Intervalar

Nesta se¢ao apresentamos o método de Newton intervalar. A versao real deste método é famosa
por gerar uma sequéncia de pontos que converge quadraticamente para z* tal que f(z*) = 0, desde
que algumas hipéteses sobre f e o ponto inicial z¢ sejam satisfeitas.

Analogamente, a versdo intervalar do método de Newton gera uma seqiiéncia de caixas cuja
uniao contém todas as raizes de f em Xj. Assim como no caso real, devemos ter algumas hipéteses
sobre f e Xo para garantir este resultado. A principal diferenca entre o caso real e intervalar é que

ainda nao conhecemos resultados sobre ordem de convergéncia no caso intervalar.

Para que nossa exposigao fique completa, comegamos por demonstrar o teorema do valor médio

intervalar. Em scguida usamos este resultado para estender o método de Newton. Assim como no
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caso real, o método de Newton exige a solugio de um sistema de equacdes lineares a cada iteragao
e por esta razao concluimos a segao apresentando a versio intervalar do método de Gauss Seidel.
Ela permite resolver sistemas lineares intervalares e serd ttil em nossa implementagao do método

de Newton.
3.3.1 Teorema do Valor Médio

Nesta subscgio apresentamos o teorema do valor médio intervalar. Em sua versio real o
resultado é vélido somente para fungao univariadas. Mostramos que no caso intervalar cle continna

valido para fungées multivariadas.

Teorema 1 Sejam z,y € Xo. Se f, J e (M, 1,3) estdo definidos como em 3.2 entdo

fy) e @) + 3(Xo)(y — z) (3.1)

Demonstragao: Seja i = 1,...n e considere a fungao hi(t) = fi(z + t(y — z)). Segue do

teorema do valor médio real que

hi(1) = hi(0) + hi(e:)(1 — 0). Para algum ¢; € [0,1].

Se chamamos de J; o vetor gradiente de f; entdo a igualdade acima nos d4

hi(1) = hi(0) + Ji(x +&i(y — 2))(y — z). Para algum ¢; € [0, 1).

Note que h;(1) = fi(y) e hi(0) = fi(z). Como z e y pertencem a Xy ¢ este ¢ um conjunto
convexo entdo x +&;(y — z) € Xy. Além disso como f e J sdo extensdes intervalares de f e J temos

fi(y) € fi(z) + Ji(Xo)(y — 2).
Agrupando as i expresstes em forma matricial segue o resultado. O
3.3.2 O Meétodo de Newton

Se z,y € Xo e y é um zero de f entdo

0= f(y) € f(z') + I(Xo)(y - 2)- (3.2)

Segue dai que fixado z € Xp, o conjunto
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Sz = {z € Xotal que existe f* € f(z') e tal queJ* € J(Xo) tais que f* + J*(z — z) = 0} (3.3)
contém todos os pontos y € Xo tais que f(y) = 0. Este resultado ndo depende da escolha de z.
Isto é, para qualquer z € Xy tomado, o conjunto S; contém todas as raizes de fem Xj.

O método de Newton intervalar é um procedimento iterativo que gera caixas que limitam S;.

Mais especificamente, o método de Newton intervalar gera uma seqiiéncia de caixas tais que

Xo2X12...28;,

onde cada caixa é da forma

Xit1 =X N N(Xk) (34)

Pela construgdo temos que Xo 2 X3 D ... e agora vamos mostrar como construir N (X) que
garantem que todas as caixas X contéin S;. Esta construgao nao é inica ¢ cstamos seguindo as
idéias de Hansen e Sengupta (1981).

Pecla relagao 3.2 garantimos que Xy, 2 S; desde que N(X}) seja uma caixa limitante da

solugao do sisteina linear intervalar

I(Xo)(y — =) = —Hzk). (3.5)

Este sistema fica bem definido se determinarmos z;. Como temos liberdade na escolha desse
ponto vamos tomé-lo como sendo uma aproximagdo do ponto médio da caixa Xj. Denotamos esta

aproximagao por Z.

Nosso objetivo é encontrar uma caixa limitante do conjunto solugao de (3.5). Segundo Hansen
e Smith (1967) este problema é equivalente a encontrar uma caixa limitante da solucao do sistema

pré-condicionado

My—z)=b (3.6)
onde M = mid(J(Xo)) 1J(Xo) e b = —mid(J(Xo)) " f(z!).

Para resolver (3.6) utilizamos uma versdo intervalar do método de Gauss Seidel. Este é um
método iterativo e precisa de uma caixa inicial. Em nossas aplicagdes, para obter a caixa X1 na
seqiiéncia de Newton, utilizamos o método de Gauss Seidel a partir da caixa X;. Esta é a razao
pela qual o operador N tem X como pardmetro de entrada em (3.4).
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3.3.3 Meétodo de Gauss Seidel

Passamos agora a descrever o método de Gauss Seidel intervalar. Suponha que temos uma
caixa inicial X e desejamos procurar as solugdes de (3.6). Este é um método iterativo e seu passo
geral é dado por

X, =X;nY;, i=1...n, (3.7)
onde
R
;=% + M, (3.8)
e
R =b;— > Mi(X; — ;). (3.9)
—
T

Na prética o intervalo M;; pode conter zero. Isto nos leva a dividir o algoritmo de Gauss Seidel
intervalar em dois passos. Neste momento nossa defini¢io de divisio estendida na segio 2.7 serd

importante.

O primeiro passo é o de Gauss Seidel nio estendido. Ele consiste em aplicar o esquema (3.7)
nas linhas i em que 0 ¢ Mj;. Neste estdgio garantimos que Y; é um intervalo pois nao héd divisao
por intervalos que contenham o valor nulo. Segue daf que X; pode ser um intervalo ou o conjunto
vazio. No primeiro caso obtemos uma nova estimativa para S; na diregio i que é no minimo tao
boa quanto a anterior. Caso X; seja vazio podemos excluir a caixa X pois ndo h4 solucoes em seu

interior ou bordas.

O primeiro estdgio do método de Gauss Seidel pode ser aplicado enquanto a caixa resultante
X' é diferente da caixa de entrada X. Note que pelas conclusdes do pardgrafo anterior X’ # X

implica que a regido de busca foi reduzida parcial ou completamente.

O segundo estdgio é o de Gauss Seidel estendido. Ele consiste em aplicar o esquema (3.7) nas
linhas ¢ em que 0 € M;;. Neste estdgio utilizamos divisao estendida e Y; pode ser um intervalo ou
dois. Conseqiientemente X; serd um intervalo, dois intervalos disjuntos ou o conjunto vazio. No
caso em que temos um intervalo ou o conjunto vazio as conclusoes sdo as mesmas do estigio nao

estendido.

Caso existam indices 7 em que o resultado sdo dois intervalos disjuntos, procuramos aquele em
que a distancia entre os intervalos é a maior. Salvamos este indice e os intervalos resultantes x e y

nesta dire¢ao. Esta informagao serd 1itil ao dividirmos a caixa. O estdgio de Gauss Seidel estendido
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¢ aplicado apenas uma vez a cada iteragio do método de Newton.
3.4 Meétodo de Hansen e Greenberg

Nesta sego apresentamos o método de Hansen e Greenberg. Este método limita todas as
solugées de f em Xp por caixas de tamanho pré-fixado. Apresentamos o algoritmo por partes. No
final da segao demonstramos que se y € Xy é raiz de f entdo nosso algoritmo encontra ao menos
wna caixa de tamanho pré-fixado que contém y. Nosso traballio é bascado no artigo de Hansen e
Greenberg (1983).

3.4.1 Visao Geral

Nesta subsegdo apresentamos o escopo geral do método de Hansen e Greenberg. E nosso

objetivo que o leitor entenda os passos do algoritmo e como eles se encaixam em um esquema geral.

Nosso algoritmo mantém duas listas. A primeira, que chamamos de P, é a de caixas que ainda
devem ser processadas. No inicio do programa temos P = X,. A segunda, que chamamos de S,
contém as caixas que salvamos como solugio. Esta lista comega vazia. Segue o esquema geral do

algoritmo.

1. Passo de escolha: Se P estd vazia entdo encerramos o programa. Caso contrario escolhemos

uma caixa em P e a chamamos de X. Excluimos X de P.

2. Passo de eliminagdo: Testamos a existéncia de rafzes de f em X. Se provarmos que nao

ha raizes na caixa entdo excluimos X e voltamos ao passo 1.

3. Passo de redugdo: Aplicamos o método de Newton intervalar para reduzir a regiao de
busca. O resultado é a caixa X1. Se X; ¢ vazia entdo excluiinos X e voltamos ao passo 1. Se

X1 pode ser salva como solugao entdo guardamos X1 em S e voltamos ao passo 1.

P . e s . / " .
4. Passo de divisao: Dividimos X; em duas caixas X; e X;. Salvamos estas caixas no fim da
lista P e voltamos ao passo 1.

Nas préximas subsegbes descrevemos cada passo em detalhes.
3.4.2 Passo de Escolha

Neste passo escolhemos o elemento de P que serd processado na iteracao atual. Existem diversas
estratégias para o passo de escolha. Neste texto apresentamos apenas as mais comuns. O leitor
interessado pode consultar Pedamallu et al. (2008).

Nos algoritmos para, sistemas de equagdes ndo lineares, a escolha da caixa a ser processada

baseia-se no comprimento W (X) de cada elemento de P. As duas estratégias mais comuns sio:
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o Tomar o dltimo elemento de P. Os elementos nesta posigio j4 foram reduzidos e/ou vieram

do passo de divisao. Esta estratégia prioriza caixas com valores pequenos de W(X).

e Tomar o primeiro elemento de P. Os elementos nesta posigao tendem a ser maiores pois
caixas reduzidas e/ou divididas sdo armazenadas no fim de P. Esta estratégia valoriza caixas
com valores altos de W (X).

Métodos que privilegian caixas de wcnores devein a percorrer porcoes menores de Xp em um
minero fixo de iteragdes ¢ tendem a encontrar mais solugdes nestes casos. Por outro lado, métodos
que privilegiam caixas maiores percorremn grandes porgoes de Xg em umn nimero fixo de 1teragoes

mas estdo proprensas a encontrar um nimero menor de solu¢des nestes casos.

Na construgao da fun¢ao intsolve optamos pela estratégia de tomar o dltimo elemento de P.
Esta escolha ¢é eficiente e baseia-se na suposigao de que o usudrio do programa esté disposto a

realizar apenas um nimero fixo de avaliagdes de funcio ou iteracdes do esquema descrito acima.

3.4.3 Passo de Eliminagao

A propriedade de inclusdo garante que se 0 ¢ f(X) entdo 0 ¢ f(X') para qualquer X' C X.

Esta propriedade nos d4 um teste simples para existéncia de zeros em X.
e Se 0 ¢ f(X) entdo ndo existe z € X tal que f(z) = 0 e excluimos esta caixa.

Lembre que f(X) é um vetor intervalar e 0 ¢ f(X) significa que a0 menos uma entrada de § ndo

contém o valor nulo.
3.4.4 Passo de Redugao

Neste passo aplicamos 0 método de Newton intervalar descrito em 3.3. Nosso objetivo é reduzir
a caixa onde procuramos raizes. Inicialmente aplicamos o primeiro estdgio do algoritmo de Gauss

Seidel intervalar enquanto houver redugéo no dominio de busca € no maximo por 7 vezes. Em
nossos experimentos tomamos sempre 7 = 5.

O cuidado de definir um nimero méximo de aplicagoes do primeiro estdgio de Gauss Seidel
garante que nosso algoritmo deixa este passo em algum momento. Esta escolha também garante

que nao tenhamos gastos excessivos com o cdlculo de caixas que reduzem pouco o dominio de busca.

Aplicamos entao o segundo estdgio do algoritmo de Gauss Seidel intervalar. Lembre que este
estdgio é aplicado apenas uma vez a cada iteragdo do método de Newton. Se este estdgio do método
devolver um indice ¢ € dois intervalos disjuntos x e y, conforme descrito em 3.3 entdo salvmos estas

informagGes para usa-las no passo de divisao.
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3.4.5 Passo de Divisao

Se uma caixa néo pode ser processada ou néo foi reduzida o suficiente entio nés a dividimos.
Virios autores discutiram heuristicas para divisdo de caixas. Os trabalhos de Kearfott (1996b),
Boyd, Gosh e Magnani (2003) e Pedamallu et al. (2008) sio boas referéncias para o assunto.

Em nosso algoritmo adotamos um esquema de bissecao simples. considerando dois casos.

- . - . . 1] " .
1. Nao temos informagoes sobre salios na caixa. Neste casos a dividimos em X' e X a partir

da dire¢ao comn maior comprimento.

2. Sabemos que X veio do passo de reducio e nele salvamos o indice de maior salto durante a
: - s . . e qe ’ "
aplicagao do segundo estigio de Gauss Seidel. Neste caso dividimos X em X e X" nessa

diregao. Se 7 ¢ o fndice dessa diregdo e x e y sdo os intervalos resultantes entio tomamos
’ "
X;=xeX;, =y.

3.4.6 Tomando Uma Caixa Como Solugio

A caixa X C Xp é solugao do nosso problema se W(X) < ex e |[f(X)|| < er. Os valores

positivos ex e e sao dados pelo usuério e nio devem ser menor do que a unidade de arredondamento

definida por M.

Estas condigées controlam o comprimento maximo de X e a maior distancia permitida de f(X)

ao vetor nulo. Podemos omitir uma destas condi¢des tomando ex ou £ como infinito.

Tomar €x = oo aumenta a eficiéncia do algoritmo nos casos em que sabemos que f tem
muitas rafzes em Xo. Néo recomendamos tomar valores altos para ep pois isto introduz rufdos
nos resultados. Outros critérios para aceitar X como solugio sao discutidos por IHansen e Walster
(2004), Hargreaves (2002) e Ratschek e Rokne (1988).

3.4.7 O Algoritmo

Apresentamos agora detalhadamente o método de Hansen e Greenberg. O algoritmo deve ser
seguido em seqiiéncia exceto quando indicamos o contrdrio. Omitimos os passos em que testamos
se 0 nimero mdximo de iteragdes ou avaliagdes de funcao foi atingido. Nao é dificil incorporar estes
passos ao algoritmo.

Entradas

o A extensdo (M,f,J)
e A caixa inicial representdvel X.

e Valores ex e ef compativeis com M. Veja a subsecio anterior.
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Saidas

e Um conjunto de caixas S := {5y, ..., Sk} tais que se 2* é raiz de f entdo z* pertence a pelo

menos um elemento de S.

Néo hd relagao de 1 — 1 entre as rafzes de f e os elementos de S. E possivel que uma mesma

raiz esteja em mais de wma caixa e também é possivel que S tenha caixas que nao contém raizes.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Passos do Algoritmo

. Se P estd vazia entdo encerre o programa. Caso contrario tome a iiltima caixa de P e chame-a

de X. Exclua X de P.

. Avalie f(X).

Se alguma entrada de f(X) nio contém zero entdo exclua X e volte ao passo 1.

Se W(X) <ex e |[f(X)|| < er entdo guarde X em S e volte ao passo 1.

. Avalie J(X) e tome A = mid(J(X)).

. Estime os valores singulares A com aritmética de ponto flutuante. Chame de oy, o menor

destes valores e o, 0 maior.

Se ‘;—’1‘ < v entédo divida X na diregdo de maior comprimento. Guarde as duas caixas no fim

da lista P e volte ao passo 1. Em nossos experimentos usamos v = 10~8.

. Estime Z = mid(X) e f(Z'). Tome M = A~'3(X) eb= —A~5(z]).

Aplique o estdgio nao estendido de Gauss Seidel ao sistema M(z — &) = b tomando X como

estimativa inicial. O resultado é uma nova caixa Xj.

Se alguma entrada de X; é vazia entao exclua X e volte ao passo 1.

Avalie f(X7).

Se algum elemento de f(X1) ndo contém zero entdo exclua X e volte ao passo 1.
Se W(X1) < ex e ||f(X1)|| < e entdo guarde X; em S e volte ao passo 1.
Estime Z = mid(X1) e avalie f(z'). Tome b = — A~1§(z)).

Se X1 # X e aplicamos o passo 8 menos do que 7 + 1 vezes entdo substitua X = X;. Volte

ao passo 8.

Aplique o estdgio estendido de Gauss Seidel ao sistema M(z — Z) = b tomando X; como
estimativa inicial. O resultado é uma nova caixa X5. Salve a direcio em que ocorre o maior

salto e os intervalos resultantes nessa direcao.
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17. Se algum elemento de X5 é vazio entao exclua X e volte ao passo 1.

18. Avalie f(X>).

19. Se algum elemento de f(X2) ndo contém zero entdo exclua X e volte ao passo 1.
20. Se W(X2) < ex e ||[{(X2)|| < er entdo guarde X, em S e volte ao passo 1.

21. Se nenhum salto foi salvo entdo divida X» na diregio de maior comprimento. Guarde as duas

caixas em P e volte ao passo 1.

22. Se algum salto foi salvo entdo divida X5 na direcao deste salto. Utilize os intervalos resultantes

nessa dire¢ao. Volte ao passo 1.

3.4.8 Convergéncia do Algoritmo

Concluimos esta sc¢ao mostrando que o algoritino aciina limita todas as rafzes de f em Xy

desde que o mimero mdximo de iteragoes on avaliagoces de fungio nio scja atingido.

Teorema 2 Sejam f: R™ — R"™ uma fungdo diferencidvel, (M, f,3J) uma extensdo e Xy uma caiza
representdvel em M. Suponha que £x e ep sdo mimeros positivos consistentes com M. Entdo o
algoritmo acima limita todas as raizes de f em Xy por caizas X; C Xo tais que W(X;) < ex e

|| f(X:)|| < er em um nimero finito de iteragdes.

Demonstragao: Como f e J sdo extensdes intervalares de f e J garantimos que todos os
célculos envolvendo estas fungbes sdo verificados. Desta forma nao perdemos solucgdes por erros
de arredondamento. Pela mesma razao, o passo de eliminagdo nao perde solugées. J4 mostramos
que o passo de redugao limita o conjunto Sz que contém todas as solugoes de f em X. Como os
cédlculos sio verificados conclufinos que este passo tanbém nao perde solugoes. Os demais passos

nao excluem caixas ou subcaixas ¢ portanto nao podemn excluir solugées do problena.

Os passos de divisdo e redugio garantem que uma caixa que nao foi excluida sera reduzida.
Como ex e ef sdo consistentes com M garantimos que uma caixa que néo foi excluida deverd ser

aceita como solugdo em um nidmero finito de iterag¢des. Isto conclui a demonstragio.(]
3.5 A Fungao intsolve

A funcao intsolve do INTSOLVER implementa o algoritmo descrito na segao anterior. Nesta

segao ilustramos seu uso e algumas de suas opgoes.

O INTSOLVER deve ser simples para usuérios acostumados ao Matlab. A funcdo intsolve

exige poucos parametros de entrada. Por exemplo, desejamos encontrar todas as raizes do sistema
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TI4+23-1=0

x%—m%=0
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na caixa —9 < x1,x9 < 5. Para realizar esta tarefa com o intsolve precisamos apenas da fungéo

f e da caixa Xj.

> f = @(x) [x(1)"2+ x(2)72 - 1, x(1)"2 - x(2)];
>> x0 = [infsup(-5,5), infsup(-5,5)];

>> x =
ite evf
0] 0
10 87
20 112
30 199
40 224

intval x =

A fungédo intsolve assume os seguintes padrdes,

¢ Nimero maximo de iteragdes: 1000.

evj

10

20

30

40

intsolve(f, x0)

evinv

11

17

22

nsol

nlist

[0.7861, 0.7862] [0.6180, 0.6181]
[-0.7862, -0.7861] [0.6180, 0.6181]

completed (%)

0.000

0.248

0.436

0.595

0.901

e Ntimero maximo de Avaliages de funcao: 10000.

o ex =10"8

e ep =10"8.

¢ Nivel do Display: 10.

Iterar até limitar todas as raizes: Nao.
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Todas os parametros acima podem ser modificados. Em particular quando optamos por iterar
até limitar todas as rafzes a funcio ignora quaisquer valores em nimero méximo de iteragoes e
nimero maximo de avaliagées de fungio. Obviamente esta escolha deve aumentar o tempo de

execugao do algoritmo e cabe ao usudrio usi-la coerentemente.

Para alterar os parametros de execucao utilizamos a fungao intoptimset. No préximo exemplo
aumentamos as quantidades ex e ex para 10710, Também atribuimos o valor 0 ao nivel do display

de forma que as informagdes sobre o processo no serao exibidas.

>> opt = intoptimset();

>> opt (1) = 107-10;

>> opt(2) 107-10;

>> opt(8) = 0;

>> [x, iv, ef] = intsolve(f, x0, opt)

intval x =
[0.7861,0.7862] [0.6180,0.6181]
[-0.7862,-0.7861] [0.6180,0.6181]

intval iv =

1.0e-010 =
[-0.4586,0.7405] [-0.6387,0.4511]
[-0.4586,0.7405] [-0.6387,0.4511]

ef =

A sajda x mostra as caixas solugées encontradas pela funggo. Em iv temos f(X;) onde X; e
X2 s80 as caixas em z. Finalmente o pardmetro de saida ef = 0 nos diz que a funcéo foi Analizada

COm Sucesso.

As fungocs do INTSOLVER cstao documentadas ¢ o usudrio que desejar maiores informagoes

deve digitar
>> doc nome_da_fungdo
no Matlab.

3.6 Teoremas de Moore

Nesta se¢ao apresentamos os teoremas de Moore (1977). Estes foram os primeiros resultados

a explorar a aritmética intervalar na andlise de sistemas de equagdes nao lineares. O primeiro
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teorema nos d4 uma condi¢ao de suficiéncia para existéncia de solugées de f em Xp. O segundo

nos dé condigoes suficientes para unicidade de solugao.

O prémio Nobel em economia L. Kantorovich é conhecido por analistas numéricos por seu teo-
rema que, independente de Moore, dd condigGes suficientes para existéncia e unicidade de solugoes
de f em Xp. Sendo assim a comparagao entre os teoremas de Moore e Kantorovich merece alguns
comentdrios. Rall (1980) os comparou e concluiu que o teorema de Kantorovich é mais sensivel e
preciso do que o de Moore. Isto quer dizer que o teorema de Kantorovich é mais eficaz ao identificar
a existéncia de solugoes e da limitantes melhores de erro. Por outro lado, o custo para verificar as
condigoes de Moore ¢ muito menor e faz com que esta seja uma boa opgdo nas aplicagoes onde o

teorema de Kantorovich é usado.

Lema 1 Sejam f, J e (M,,3) definidos como na segio 3.2. Seja’Y uma matriz real ndo singular

e considere o operador P(z) =z — Y f(z). Se

PX)C X (3.10)

entdo f tem ao menos uma raiz em X.
Demonstragao: A continuidade de f implica a continuidade de P. Como X é um conjunto
compacto e convexo e P(X) C X, o teorema de ponto fixo de Brouwer garante que P tem pelo
menos um ponto fixo em X. Se = é este ponto temos P(z')—z = 0. Como Y é nio singular segue

o resultado.Od

Teorema 3 (Existéncia) Sejam f, J e (M,§,3) definidos como em 3.2. Sejamy € X e

K(X) =y~ Yf(y") + {Id - YIX)HX ~v) (3.11)

onde Y ¢é uma matriz real ndao singular e Id a matriz identidade. Se K(X) C X entdo eziste ao

menos uma solugdo de f em X.

Demonstracao: Seja P o operador do teorema anterior. Somando e subtraindo y — Y f(y)

obtemos

Pz)=y-Yf(y) +z—y-Y(f(z) - f(v)). (3.12)

O teorema do valor médio intervalar garante que para qualquer z,y € X temos

f(@) - fly) € I(X)(z —y)- (3.13)
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Aplicando 3.13 em 3.12 temos

P(z)ey-Yf(y)+{{ -YJ(X)}(X -y) (3.14)

para qualquer x € X. Segue dai que P(z) C K(X). Se K(X) C X as hipéteses do teorema anterior

sao validas e existe ao menos uma solugéo de f em X.O

O algoritmo de Krawczyk é dado por

X1 = XegNK(Xg), k=0,1,..., (3.15)

onde

K(Xy) = &y — Yif(@) + {I = Yed(Xe) H( Xk — Zk) (3.16)

yi = { mid(3(Xx)) 1 se || — mid(3(X)) " * I(Xe)ll < T

Y1 caso contrario

com 7 = ||I = Yi3(Xk)|| € T = mid(Xy).

O segundo teorema de Moore nos dd condigoes suficientes para a existéncia de uma nica raiz
de f em X. Ele também mostra que o algoritmo de Krawczyk gera uma seqiiéncia de caixas cada

vez menor que limitam esta raiz. A demonstragao deste teorema é apresentada em Moore (1977)

Teorema 4 (Unicidade) Sejam f, J e (M,f,J) definidos como em 3.2. Se

K(Xg) C Xo e ro = ||[I — YoJ(Xo)|| < 1
entdo eriste uma unica raiz x* de f em Xo. Além disso

1. 22 e X CXgqparak=1,2,....

2. W(Xo) < r§W(Xo).

3.7 Meétodo de Krawczyk

As condigées de Moore foram implementadas pela primeira vez por R Krawczyk. Nesta secao

apresentamos este algoritmo que serd ttil para verificar a existéncia de zeros de f em Xg. O
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algoritmo deve ser seguido em seqiiéncia exceto quando indicamos o contrdrio. Omitimos os passos
em que testamos se o nimero maximo de iteragées e avaliagoes de fun¢ao foi atingido. Nao ¢ dificil

incorporar estes passos ao algoritmo.

Entradas

e A extensdo (M,f,J)

e A caixa inicial representdavel Xjp.
Saidas

e A variavel FLAG que pode assumir os valores:
-1 Sec o teorcina de Moore garante a existéncia de solugoes de f em X.
0 Se o teorema de Moore garante a unicidade de solugao de f em X.
1 Se o algoritmo alcangou o nimero mdximo iteragoes.
2 Se o algoritmo alcangou o nimero méaximo de avaliagdes de fungio.

3 Se as condic¢Ges de Moore nao estdo satisfeitas.

e Se FLAG = 0 devolve um limitante X* da inica solugdo de f em X.
Passos do Algoritmo

1. Tome FLAG = 3.
2. Avalie f(Xo) e J(Xo).
3. Tome T = mid(Xp) e Y = mid(J(Xo))™!.
4. Avalie K =z - Y * §(z1) + (I - Y3(X0))(Xp — Z).
5. Se K ¢ X entdo encerre o programa. Caso contrrio flag FLAG = —1.
6. Avalie 7 = ||[I — YJ(X)||. Se 7 > 1 encerre o programa. Caso contrario faca FLAG = 0.
7. Tome X* = K N Xp.
8. Se X* == X entdo encerre o programa.
9. Tome Xp = X*
10. Avalie f(Xp) e J(Xo)-

11. Tome T = mid(Xo).



42 CAPITULO 3. SISTEMAS DE EQUACOES NAO LINEARES
12. Tome Y’ = mid(3(Xo)™*. Se ||I - Y'J(Xo)|| < rentdo Y =Y er=||I =Y J(Xo)I-
13. Avalie K =z - Y *{(z1) + (I - Y3(X))(X - %).

14. Tome X* = K N Xy. Volte ao passo 8.

3.8 A Funcao intksolve

O algoritmo intksolve do INTSOLVER implementa o algoritmo de Krawczyk descrito na segéo

acima. Nesta segao ilustramnos sen uso. Considere o sistema de equacoes nao lincares

22 + 13 -1=0,

12%——:1:2=0.

Desejamos saber se este sistema tem zeros na caixa

0.7,0.
x = 0709} (3.17)
[0.5,0.7]
Para realizar esta tarefa com o intksolve, o usuario fornece a funcéo § e a caixa X.

> £ = e(x) x() 2+ x(2)"2 - 1, x(1)"2 - x(D];
>> X = [infsup(.7, .9), infsup(.5, .7)];

intval x =

[0.7861,0.7862] [0.6180,0.6181]
intval iv =

(0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000]
ef =

O valor ef = 0 nos diz que as condigoes de Moore estao satisfeitas e existe apenas uma solugio
de f em X. A saida z é um limitante para esta raiz e v nos dd f(z). O intksolve assume os
seguintes padroes,

e Nimere maximo de iteragoes: 1000.

e Niimero mdaximo de Avaliagoes de fungdo: 10000.
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¢ Nivel do Display: 10.

o Iterar até obter resposta: Nao.

Todos os parametros acima podem ser modificados. Em particular quando optamos por iterar
até obter resposta, a fungio ignora quaisquer valores em mimero maximo de iteracies e nimero
maximo de avaliagoes de fungdo. Obviamente esta escolhia deve amnentar o tempo de execucao do

algoritino ¢ cabe ao usudrio seu uso cocrente.

Para alterar os pardmectros de exccugio utilizamos a funcio intoptimset. Veja o exemplo da
sceao 3.5 para maiores detalhes. As fungoes do INTSOLVER cstio documentadas ¢ o usudrio que

descjar maiores informagoes deve digitar
>> doc nome_da_fungéo

no Matlab.
3.9 Estudos Computacionais

Nesta segao estudamos o desempenho da fungao intsolve do INTSOLVER. Esta fungao imple-
menta o algoritmo descrito na segao 3.4. Para facilitar a andlise de desempenho tomamos 7 fungoes
da literatura de otimizagdo global cujas raizes sdo conhecidas e apenas um com solugbes nao re-
portadas. Os problemas foram extraidos principalmente do livro de Floudas et al. (1999) e sdo
reportados como de dificil solugao. Discutimos um caso onde o autor perde solugdes do problema

ao considerar métodos com aritmética de ponto Autuante.

A menos de mencao contrdria, o nimero méximo de iteragoes em cada teste é 1000, o nimero
méximo de avaliagdes de fungdo é 10000 e £ x, £ iguais a 1078, As fungdes foram implementadas em
Matlab exatamente como aparecem descritas abaixo. A extensfo é feita apenas trocando varidveis
reais por intervalos. Os testes foram realizados em um processador AMD Sempron de 800MHZ e

1G'B de meméria RAM com sistema operacional Linux.
3.9.1 Himmelblau

Este problema foi extraido de Floudas et al. (1999). O objetivo é encontrar todas as raizes do
sistema de Himmelblau.

4z3 + dzy79 4 202 — 4227 — 14 =0,
4:1:3 + 2x§ + dx120 — 2629 — 22 = 0.
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na caixa —5 < 1,29 < 5.

O autor reporta as seguintes solugdes

zp | 3.0000 | 3.3852 | 0.0867 | 3.5844 | -2.8051 | -0.2708 | -0.1280 | -3.0730 | -3.7793
zg | 2.0000 | 0.0739 | 2.8843 | -1.8481 | 3.1313 | -0.9230 | -1.9537 | -0.0814 | -3.2832

Aplicando o intsolve obtemos

Tempo(s) #lteragdes #Aval. Func. #Aval. Jac. #Solugdes Concluido(%)
18.187 79 700 79 9 100

Reportamos o ponto médio de cada caixa solugao, isto nos permite comparar nosso resultado ao

de Floudas. Os valores || f(X)|| e W(X) se referem s caixas solugdes e néo aos pontos reportados.

T1 3.0000 | 3.3852 | 0.0867 | 3.5844 | -2.8051 | -0.2708 | -0.1280 | -3.0730 | -3.7793
T 2.0000 | 0.0739 | 2.8843 | -1.8481 | 3.1313 | -0.9230 | -1.9537 | -0.0814 | -3.2832
[|F(X)]] | 5.4e-10 | 4.9e-10 | 1.6e-12 | 5.1e-13 | 9.4e-10 | 7.5e-10 | 1.7e-10 | 1.1e-9 | 1.2e-9
W(X) | 7.6e-11 | 1.2e-10 | 2.3e-12 | 1.0e-12 | 7.9e-11 | 2.7e-10 | 1.4e-10 | 5.8e-11 | 4.4e-11

3.9.2 Brown Almost Linear

Este problema foi extraido de More, Garbow ¢ Hillstrom (1981). Desejamos encontrar todas

as raizes do sistema de equagdes quase linear de Brown

229+ 2o+ 3+ 14+ 25 —-6=0,
1+ 29+ 23+ 24+ 35 —6=0,
Ty +To+2z3+ 14+ 35 —6 =0,
T1+zZo+ 23+ 224+ 25 —6=0,

T1Z2Z3Z4Z5 — 1 =0,

na caixa —2 < z1,...,%5 < 2.

Floudas et al. (1999) reporta as seguintes solugdes para este problema

T ) T3 T4 Ts5
0.916 | 0.916 | 0.916 | 0.916 | 1.418
1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

Aplicando o intsolve com a opgdo de iterar até a conclusio obtemos.
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Tempo(s) #lIteragdes #Aval. Func. #Aval Jac. #Solucdes Concluido(%)
688.50 4661 23267 4661 33 100

Encontramos 33 caixas solugoes para este problema. Isto nio quer dizer que existam tantas
raizes de f em Xp. Neste caso sabemos que o excesso de caixas limitando a rafz z* = (1,1,1,1,1)
se deve ao passo de diviséo do algoritmo. Quando aplicamos este passo a uma caixa de dimensio
n, as caixas resultantes tem um hiperplano de dimensio n — 1 em comum. Se z* pertence a este
hiperplano entéo nosso algoritmo encontra wn limitante da raiz para cada caixa que a contém. Umna
raiz pode ter até 2" limitantes, como é o caso de z* na fingio de Brown. Este custo é nccessdrio

para garantir que nenhuma raiz serd perdida ao longo do processo.

Reportamos o ponto médio da caixa que limita a primeira raiz da funcdo. Os valores

| F (Xl

e W(X) se referem as caixas de solugio e ndo aos pontos reportados.

T T2 T3 T4 Z5 A | W(X)
0.9164 | 0.9164 | 0.9164 | 0.9164 | 1.4182 | 3.de-14 | 5.9¢-15

Para facilitar a exposicao informamos apenas os valores ||f(X)|| ¢ W(X) das 32 caixas que
limitam (1,1,1,1,1).

1F(X)|| | 24e-14 | 4.4e-9 | 3.3e-9 | 2.5e-9 | 3.0e-0 | 2.5¢-0 | 3.2¢-9 | 4.4e-9
W(X) | 1.1e-15 | 8.3e-9 | 4.1e-9 | 4.5e-9 | 3.8e-9 | 4.5e-9 | 3.5¢-9 | 6.5e-9

NFCON | 2.5¢-9 [ 3.2e-9 | 4.4e-9 [ 3.2¢9 [ 4.4e-9 | 2.4e-9 | 3.0e-9 | 4.1e-0
W(X) | 4.5e-9 | 3.5e-9 | 6.5e-9 | 3.5e-9 | 6.5e-9 | 2.8¢-9 | 1.6e-9 | 5.1e-9

HF(X)|] | 3.2e-9 | 4.4e-9 | 3.2e-9 | 4.4e-9 | 2.4e-9 | 3.0e-9 | 3.2e-9 | 4.4e-9
W(X) | 3.5e-9 | 6.5e-9 | 3.5e-9 | 6.5e-9 | 2.8e-9 | 1.6e-9 | 3.5e-9 | 6.5e-9

IFCOI | 3.0e-9 [ 2.0e-9 | 3.0e-9 | 1.2¢-9 | 4.1e-9 | 2.4¢-9 | 2.5¢-9 | 3.4¢-9
W(X) | 1.6e-9 | 2.8¢-9 | 1.6e-9 | 1.3e-9 | 1.7e-9 | 2.8e-9 | 4.5e-9 | 4.2¢-9

3.9.3 Bullard e Biegler
Este problema aparece em Floudas et al. (1999). Desejamos encontrar todas as raizes de

10%zy25 — 1 = 0,

e ™ +e7%2 ~1.001 =0,
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na caixa 0 < z1,72 < 100. Note que este problema é simétrico nas varidveis e portanto se o par
(z1,®2) é solugdo entdo o par (zz2,71) também sers.

Floudas reporta a seguinte solugéo

z* = (1.45¢75,6.8933).

Note que o par z* = (6.8933, 1.45@‘5) nao ¢ reportado como solugao e o autor afirma em seu
livro ter encontrado a tinica solugdo do problema. Acreditamos que este erro seja devido ao uso
de aritmética de ponto flutuante na construgio do algoritmo «BB porém nao tivemos acesso ao

cddigo da fungdo para tirar maiores conclusoes.

Aplicando nosso método obtemos

Tempo(s) #lteragdes #Aval. Func. #Aval. Jac. #Solugdes Concluido(%)
7.2917 99 407 99 2 100

Reportamos o ponto médio de cada caixa solugao, isto permite comparar nosso resultado ao de

Floudas. Os valores ||f(X)|| e W(X) se referem as caixas de solugio e nao aos pontos reportados.

:1:1 6.8934 | 1.4507e-05
Ty | 1.4507¢-05 | 6.8934

AN | 9.1e-9 7.0e-9

W(X) | 41e10 | 1.8e10

Note que ha uma discordéincia entre nosso resultado e o de Floudas com relagdo ao tltimo
digito significativo de z,. Esta diferenga acontece porque em nosso algoritmo consideramos como
critério de parada ex e er iguais a 1078 ao passo que Floudas considera como critério de parada

em seu método apenas trés digitos significativos.
3.9.4 Ferraris e Tronconi

Este problema foi extraido de Floudas et al. (1999). O objetivo é encontrar todas as rafzes do
sistema de Ferraris e Tronconi.

0.25.’132

0.5sin(z1z9) — — 0521 =0

_03

1-—

)e® —e) + 22 _9ez1 =0
m

na caixa 0.25 <z, <1e 1.5 < x5 < 27.
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O autor reporta as seguintes solugoes

T 0.5 0.29945
T | 3.1415 | 2.8369

Com a fungao intsolve obtemos

Tempo(s) #Iteragdes #Aval. Func. #Aval. Jac. #Solugdes Concluido(%)
6.7991 53 249 53 2 100

Reportamos o ponto médio de cada caixa solugao, isto nos permite comparar nosso resultado ao

de Floudas. Os valores || f(X)|] e W(X) se referem as caixas de solugao e nao aos pontos reportados.

1 0.5 | 0.20045

zy | 3.1415 | 2.8369
IFCOI | 5.2e-9 | 1.1e-9
W(X) | 1.0e-9 | 5.3¢-9

3.9.5 Equilibrio de Combustao

Este problema foi extraido de Floudas et al. (1999).

T172 + 71 — 375 = 0,

2z129 + 21 + 3R10.7:% -+ 1:2:1:§ + R7xox3 + Rozaxy + Rsxo — Rxs = 0,
2T925 + Rrzoxs + 2Rsz3 + Rexz — 85 = 0,

Roxoxy + 2z§ —4Rxs = 0,

122 + 21 + le‘% + xng + R7x013 + Roxoxzy + Rgzo + R5IL‘§ + Rgz3 + 233 -1=0,

na caixa 0.0001 < zq,...,z5 < 100.

Os parametros do sistema séo

R=10 Rs =0.193 Rg =4.10622e — 4
R7; =5.4517T7e —4 Rg =4.4975e —7 Ry = 3.4073be -5
Rm = 0.615¢ — 7

O autor reporta a seguinte solugdo em (FLOUDAS et al., 1999):
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z* = (0.003431, 31.325636, 0.068352, 0.859530, 0.036963)

Aplicando nosso método obtemos

Tempo(s) #lteragoes #Aval. Func. #Aval. Jac. #Solugdes Concluido(%)
37838.62 121734 65878 121734 1 100

Reportamos o ponto médio da caixa solugao, isto nos permite comparar nosso resultado ao de

Floudas. Os valores || f(X)}| e W(X) se referem & caixa solugio ¢ ndo ao ponto reportado.

T T9 3 T4 s FCOI | W(X)
0.00343 | 31.32649 | 0.06835 | 0.85952 | 0.03696 | 1.608e-11 | 2.716e-10

3.9.6 Kubicek

Este problema foi extraido de Floudas et al. (1999). O objetivo é encontrar todas as raizes do

sistema,
10z
(1-R)(Ci-m)e o = —x =0,
10zo
d TFIv=3
T, — 329 + (1 — R)(E -2z — 3$2)e_92 =0,
na caixa 0 < zy,...,292 < 1.

Os parametros do sistema séo

R=0955 Cp=2
g=1000 d=22

O autor reporta as seguintes solugoes

z7 | 0.72084 | 0.23633 | 0.051212 | 0.051212 | 0.051212
xy | 0.24453 | 0.52037 | 0.68234 | 0.23514 | 0.078028

Utilizando o intsolve obtemos

Tempo(s) #lteragdes #Aval. Func. #Aval. Jac. #Soluges Concluido(%)
9.5355 87 395 87 5 100
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Reportamos o ponto médio de cada caixa solucdo, isto nos permite comparar nosso resultado ao

de Floudas. Os valores || f(X)|| e W(X) se referem s caixas de solugéo e nao aos pontos reportados.

Ty 0.72084 | 0.23632 | 0.051212 | 0.051212 | 0.051212

To 0.24453 | 0.52037 | 0.68234 | 0.23514 | 0.078027
[IF(X)]] | 8.9e-9 | 2.5e-9 4.5¢-9 4.1e-9 4.7e-9
W(X) | 3.6e-09 | 1.2e-10 | 4.9e-11 | 6.9e-10 1.7¢-9

3.9.7 Smith

Este problemna nnidimensional foi extraido de Floudas et al. (1999). O objctivo ¢ encontrar
todas as raizes do sistcina

na caixa 100 < z < 1000.

Os pardmetros do sistema sdo

1000
4= —3g

T =298

H = -50000
c= —T7548.1193

b = 1.344€9

O autor reporta as seguintes solugoes

300.42
347.32
445.50

Utilizando o intsolve obtemos

Tempo(s)
8.7099

#lteracGes
111

#Aval. Func.
486

#Aval. Jac.
111

#Solugoes
3

Concluido(%)
100

Reportamos o ponto médio de cada caixa solugao, isto nos permite comparar nosso resultado ao

de Floudas. Os valores || f(X)]| e W(X) se referem as caixas de solugdo e néo aos pontos reportados.

z 445.50 | 347.32 | 300.43
IFCOI | 7.7¢-09 | 1.5e-10 | 2.1e-11
W(X) | 2.2¢-9 | 3.4e-9 | 6.0e-9
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3.9.8 Equagoes Trigonométricas

Este problema foi extraido de Moré, Garbow o Hillstrom (1981). A dimensdo do sistema é
varidvel e desejamos analisar a performance do intsolve com o aumento de n. Nosso objetivo é

limitar todas as raizes do sistema
n
filz) =n— Z cos(xz;) +i(1 — cos(x;)) — sin(z,) =0
i=1

para i = 1...n na caixa 0 < z1,...,2, < 1. Os autores nao reportam solucgoes para este

problema. A tabcela abaixo permite avaliar a performance de nosso método

=1

Tempo(s) #lIteracdes #Aval. Func. #Aval. Jac. #Solugdes Concluido(%)

2 41 27 125 27 2 100
3 22.0 107 447 107 2 100
4 129.6 961 2055 961 2 100
b} 265.2 1001 3092 1000 0 98.7
6 258.1 1001 2771 1000 0 96.9
7 301.2 1001 2705 1000 0 75.0

Para facilitar a exposigao reportamos o ponto médio de cada caixa solugao. Os valores || f(X)|]|

e W(X) se referem as caixas solugdes e nao aos pontos reportados.

Para n = 2 temos

1 0.24306 | 0.00000
T2 0.61268 | 0.00000
IF(XDl | 1.47e-9 | 1.13e-11
W(X) | 7.83e9 | 6.92e-12

No caso n = 3 obtemos

z1 | 0.1386 | 0.00000
zo | 0.1523 | 0.00000
z3 | 0.4677 | 0.00000

£ | 1.87e-9 | 1.74e-11

W(X) | 7.41e-9 | 7.49e-12

Finalmente, se n = 4 temos
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1O
W(X)

0.0891
0.0940
0.1003
0.3808
2.35e-9
7.33e-9

0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
2.72e-9
9.62e-10

ol

Para n > 5 a fungao intsolve atinge o minero méximo de iteracdes. Note que o nfimero de

iteragoes ¢ o tempo de execugio crescem rapidamente quando amunentamos a dimenso do problema

o que torna inviavel o uso do método para problemas de dimensdes maiores.
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Capitulo 4

Otimizacgao Irrestrita

4.1 Introducao

Seja f : R®™ — R uma funcdo duas vezes diferencijvel. Neste capitulo estudamos o problema

de encontrar todos os minimos globais de f em uma caixa Xodaformal <z <u.

Diversos trabalhos usam métodos de convexificagio e aritmética de ponto flutuante para resol-

ver este problema. Nao discutimos estes métodos neste texto e o leitor interessado pode consultar
Floudas (2000) e Tuy (1997).

A aritmética intervalar nos dd uma abordagem rigorosa e natural do assunto. Dentre os autores
que usam esta ferramenta em seus algoritmos destacamos Moore (1991), Kearfott (1996b), Hansen
(1980), Hansen e Walster (2004), Martinez et al. (2004), Pedamallu et al. (2008) e Ratz e Czendes

(1995). Consideramos as idéias destes autores ao longo deste capitulo. Nossos objetivos sio:

1. Estudar uin algoritino bascado no método de Newton intervalar que permite limitar todos os

minimos globais de f em X,.

2. Tlustrar o uso da fungéo intminunc do INTSOLVER. Esta fungao implementa o algoritmo

desenvolvido ao longo do capitulo.

3. Validar nossa implementagéo através de estudos computacionais.

Dividimos o capitulo da scguintc forma. Na sc¢io 4.2 apresentamos a notagao usada ao longo
do capitulo. Em 4.3 apresentamos a visio geral do algoritmo desenvolvido ao longo do capitulo. Na
segao 4.4 descrevemos nosso algoritmo de otimizacio irrestrita em detalhes. A secao 4.5 ilustra o
uso da fungdo intminunc do INTSOLVER que implementa nosso método de otimizagio irrestrita.
Em 4.6 avaliamos a precisio e eficiéncia da funcio intminunc em estudos computacionais.

As segBes 4.2 - 4.4 serdo iiteis ao leitor que desejar implementar nosso algoritmo. Os interessados

no uso de nosso pacote podem ir direto & secio 4.5.
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4.2 Notagao

Denotamos por g e H o vetor gradiente e a matriz hessiana de f. Pontos reais serdio denotados
por letras mindsculas, por exemplo z. Intervalos sio representados por letras mintsculas em negrito,
por exemplo x. Escrevemos z’ nos casos em que temos um ponto real e desejamos representd-lo

como intervalo. Por exemplo, entendemos que 0.1 ¢ o intervalo

>> intval(0.1);
intval ans =
[0.0999,0.1001]

dado pelo INTLAB. Denotamos caixas por letras latinas maiusculas, por exemplo X e Y.

A quadrupla (M, f,g,9) serd chamada de extensio. Em uma extensao, M ¢é o conjunto de
numeros representéveis em nosso computador e as fungoes f, g e H sdo extensdes intervalares de f,
g e H. Ao longo do capitulo assumimos que Xy C R é representavel. Isto quer dizer que todos os

vértices de X pertencem ao conjunto M".
4.3 Visao Geral do Método

Nesta secdo apresentamos o escopo geral de nosso método. Esta visio serd ttil para que o
leitor entenda os passos do algoritmo e como eles se encaixam no esquema geral. Todos os passos

apresentados aqui séo discutidos na préxima secao.

A idéia é procurar caixas X C Xj tais que 0 € g(X) e descartar aquelas que nao satisfazem esta
condigao. Queremos também descartar o mais rdpido possivel caixas que satisfazem esta condiggo

mas que nao contenham minimos globais.

Nosso algoritmo mantém duas listas. A primeira, que chamamos de P, é a de caixas que ainda
devem ser processadas. No inicio do programa temos P = Xo. A segunda, que chamamos de C,
€ a de caixas candidatas & solucdo. Esta lista comega o programa vazia. Nosso algoritmo também
exige um limitante superior para o minimo global . Quando ndo h4 nenhuma Informacéo sobre
este valor tomamos p = co. Segue o esquema geral do algoritmo.

1. Passo da escolha: Se P est4 vazia entdo encerramos o programa. Caso contrario escolhemos

uma caixa em P e a chamamos de X. Excluimos X de P.

2. Anilise do gradiente: Testamos a existéncia de pontos cstacionarios de fem X. Se
provarmos que cstes pontos nao existemn entao excluimos X e voltamos ao passo 1.

3. Passo da hessiana:Testamos a existéncia de pontos em z € X tais que H(z) é semidefinida
positiva. Se provarmos que estes pontos nio existem entdo excluimos X e voltamos ao passo
1.
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4. Passo de atualizagdo: Atualizamos u. Exclufmos caixas em P e C que nao podem conter

minimizadores globais.

5. Passo de reducgéo: Aplicamos o método de Newton intervalar ao sistema, g = 0 para reduzir
a regiao de busca. O resultado é a caixa X;. Se qualquer entrada de X; é vazia entao
excluimos X e voltamos ao passo 1. Se X pode ser salvo como solugao entdo guardamos X;
em S e voltamos ao passo 1.

e~ T . ’ " .
6. Passo da divis@o: Dividimos X; emn duas caixas X; e X1 . Salvamos estas caixas em P e

voltamos ao passo 1.

4.4 Descricao do Algoritmo

Nesta segao detalhamos os passos do algoritmo de otimizagao irrestrita. Ele é capaz de limitar
todos os minimos globais de f em Xp por caixas de tamanho pré-fixado. Apresentamos o algoritmo
por partes para facilitar seu entendimento. No final da secio mostramos que se ¥ é um minimo
global de f em X entdo nosso algoritmo encontra ao menos uma caixa de tamanho pré-fixado que

contém x*.
4.4.1 Passo de Escolha

Neste passo escolhemos o elemento de P que serd processado. Este passo ¢ importaute pois
afeta a eficiéncia do algoritmo. Ao contrario do algoritmo para sistemas nao lineares, a estrutura

do problema nos d4 informagdes que permitem escolher a caixa que sera processada.

Se chamarmos de X1, Xa,..., X,, as caixas de P, avaliamos f(X;) parai =1,...,m. Escolhe-
mos entdo a caixa que satisfaz

min f(X,_ .

i=l..m

N

onde §(X;) é o limitante inferior do intervalo f(X;).

Como procuramos por minimizadores globais, é natural esperar que eles pertencam a caixas
que satisfazem a condigao acima. Esta estratégia nio garante que tomaremos elementos de P que

contém minimos globais. Ela apenas prioriza as caixas com potencial para conter estes pontos.

Ao implementar nosso algoritmo de otimizagao irrestrita, tomamos o cuidado de manter a lista
P ordenada segundo os valores de §. Assim, a cada iteragio tomamos o primeiro elemento de P
como caixa a ser processada. Manter a lista P ordenada também nos ajudard a excluir caixas que

nao podem conter o minimo global.
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4.4.2 Analise do Gradiente

A propriedade de inclusdio garante que se 0 ¢ 8(X) entdio 0 ¢ g(X') para qualquer X' C X.

Esta propriedade nos d4 um teste simples para existéncia de pontos estaciondrios de f zeros em X.
* Se 0 ¢ g(X) entdo ndo existe z € X tal que g(z) = 0 e excluimos esta caixa.

Lembre que g(X) é um vetor intervalar e 0 ¢ g(X ) significa que pelo menos uma entrada de g
nao contém zero.

4.4.3 Passo da Hessiana

Uma matriz real A é semidefinida positiva se e somente se z7 Az > 0 para qualquer vetor
z € R™. Segue da definicio que uma matriz semidefinida positiva nio pode ter entradas negativas
em sua diagonal principal. Para entender este fato suponha que a entrada a;; de A tem valor
negativo. Se tomarmos o vetor e; = (1,0,...,0) teremos el Ae; < 0 independente das demais
entradas de A.

Um resultado importante da teoria de otimizacgéo diz que se z* é um ponto de minimo de f entdo

H(z*) é uma matriz semidefinida positiva. Este resultado sugere o seguinte teste computacional

e Se 9;;(X) < 0 para algum i = 1,...,n entdo podemos excluir a caixa X.

Onde $;:(X) é o limitante superior do intervalo Hi(X).

Observe que neste teste utilizamos apenas as entradas diagonais de $5(X). No entanto, em
nosso algoritmo calculamos a matriz $(X) neste passo. Isto porque usamos esta informacédo no
passo de redugao. Como nao queremos calcular duas vezes os intervalos da diagonal principal da
matriz, avaliamos $)(X) e guardamos esta informagdo para usar posteriormente. O préximo passo

nao exclui X e portanto ndo corremos o risco de realizar cdlculos desnecessarios.
4.4.4 Passo de Atualizacao

Neste passo atualizamos o valor 4. A medida que exploramos X obtemos informagGes sobre o
limitante superior do mfnimo global. Usamos estas informagdes para excluir caixas em P e C que

nao podem conter minimos globais.

A atualizagao de p é feita através do ponto médio de X.
o Se f(Z!) < p entdo p = f(z!). Onde f(Z!) & o limitante superior de f(zZ/).

A escolha do ponto médio de X é arbitraria. Na pratica quando % n#o é representdvel em M™
tomamos uma aproximagao. A idéia do teste é mostrar que existe a0 menos um ponto em X que
nos permite reduzir o limitante superior p.
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Uma vez que atualizamos p eliminamos todas as caixas Y em P que satisfazem

fY) > p. (4.1)

Como mantemos P ordenada, basta encontrar o primeiro elemento que satisfaz esta relagéo e

excluimos todas as caixas deste elemento até o fim da lista,

Ao contrario do algoritmo para sistemas nao lineares. nio mantemos uma lista de caixas salvas
S e sim uma lista de candidatas C. Essa diferenca acontece porque neste algoritmo, um elemento
em C pode limitar apenas minimos locais de f. Sendo assim, quando atualizamos p faz sentido
percorrer C e eliminar todos os elementos Y desta lista que satisfazem a relagao (4.1).

E possivel usar nosso algoritmo para encontrar todos os minimos locais de f. Basta nao aplicar
0 teste proposto acima na lista C. Desta forma, todas as caixas que entram nesta lista permanecem

nela até o fim do programa ¢ garantimos limitar todos os minimos de f em Xp.
4.4.5 Passo de Reducao

Neste passo aplicamos o método de Newton intervalar descrito em 3.3 ao sistema g = 0. Nosso

objetivo é reduzir a caixa onde buscamos minimizadores.

Inicialmente aplicamos o primeiro estdgio do algoritmo de Gauss Seidel intervalar enquanto
P , . s ” ! ~
houver redugao no dominio de busca e no méximo por 5 vezes. Isto é, enquanto X # X e nao

excedermos 5 aplicagdes.

O cuidado de definir um niimero mdximo de aplicagdes do primeiro estdgio de Gauss Seidel
garante que nosso algoritmo deixa este passo em algum momento. Esta escolha também garante
que nao tenhamos gastos excessivos com o cdlculo de caixas que reduzem pouco o domfnio de busca.
O ntimero 5 € arbitrdrio e pode ser substituido de acordo com a implementagao ou problema a ser

resolvido.

Aplicamos entdo o segundo estdgio do algoritmo de Gauss Seidel intervalar. Lembre que este
estigio é aplicado apenas uma vez a cada iteragio do método de Newton. Se este estdgio do método
devolver um indice ¢ e dois intervalos disjuntos x e y conforme descrito em 3.3 entdo salve estas

informagoes para usa-las no passo de divisio.
4.4.6 Passo de Divisao

Se uma caixa néo pode ser processada ou nio foi reduzida o suficiente devemos dividi-la. Virios
autores discutiram heuristicas para, divisao de caixas. Os trabalhos de Kearfott (1996b), Boyd, Gosh
e Magnani (2003) e Pedamallu et al. (2008) sdo boas referéncias para o assunto.

Em nosso algoritmo adotamos um esquema de bisse¢do simples, considerando dois casos.
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~ . -~ . « e oqe ! " .
1. Nao temos informagges sobre saltos na caixa. Neste casos a dividimos X em X' e X" a partir

da diregdo com maior comprimento.

2. Sabemos que X vcio do passo de redugio ¢ nele salvamos o indice de maior salto durante a
aplicagio do scgundo estdgio de Gauss Scidel. Neste caso dividimos X em X e X nessa
diregao. Se i ¢ o mdice dessa diregio e x e y sdo os intervalos resultantes entdo tomamos
X Z’ =xe X;’ =vy.

Uma vez que X "e X" foram obtidas, devemos guarda-las em L. Neste ponto avaliamos f(X ')

e f(X "). Guardamos estas caixas em L e ordenamos a lista de acordo com os valores de I
4.4.7 Tomando Uma Caixa Como Candidata

A caixa X C X ¢ candidata & solugdo e a guardamos em C se W(X) < ex e [|g(X)|| < ep.
Os valores positivos ex e ep sdo dados pelo usudrio e ndo devem ser menor do que a unidade de
arredondamento definida por M.

Estas condigdes controlam o comprimento maximo de X e a maior disténcia permitida de g(X)

ao vetor nulo. Podemos omitir uma destas condiges tomando €x ou € como infinito.

Tomar € x = co aumenta a eficiéncia do algoritmo nos casos em que sabemos que f tem muitos
minimos locais em Xp. N&o recomendamos tomar valores altos de ep pois isto introduz ruidos
nos resultados. Outros critérios para aceitar X como solugio sao discutidos por Hansen e Walster
(2004), Hargreaves (2002) e Ratschek e Rokne (1988).

Ao contrario do que fizemos no capitulo anterior, apenas nomeamos as caixas como candidatas 3
solugdo. Isto porque podemos excluir caixas emn C durante o processo se descobrirmos que ela limita
apenas pontos de minimo local de f. O conjunto solugio S é dado pelas caixas que permanceerain
em C até fim do programa. Este conjunto pode ter caixas que ndo contém solugdes além de caixas

que limitam mais de uma vez a mesma solucao.
4.4.8 O Algoritmo

Apresentamos agora o algoritmo para resolver problemas de otimizagio irrestrita. Ele deve ser
seguido em seqiiéncia exceto quando indicamos o contrario. Omitimos os passos em que testamos
se o nlimero mdximo de iteragdes ou avaliagdes de funcao foi atingido. Nao é dificil incorporar estes

passos ao algoritmo.
Entradas
e A extensdo (M, §,J)

e A caixa inicial representdavel Xp.

e Um limitante superior do minimo global u. Pode ser oo.



4.4. DESCRICAO DO ALGORITMO 59

o Valores ex e ep compativeis com M. Veja a subsegio anterior.

Saidas

* Um conjunto de caixas S := {S,...,5:} tais que se z* é minimo global de f entdo z*

pertence a pelo menos um elemento de S.

e Um limitante superior do minimo global p.

Nao hd relagao de 1 —1 entre os minimos de f e os elementos de S. E possivel que uma mesma

solugéo esteja em mais de uma caixa e também é possivel que S tenha caixas que nao contém

solugoes.

10.

11.

12.

13.

14.

Passos do Algoritmo

. Se P estd vazia entdo encerre o programa. Caso contririo tome a primeira caixa de P e

chame-a de X. Exclua X de P.
Avalie f(X) e g(X).

Se alguma entrada de g(X) ndo contém zero entdo exclua X e volte ao passo 1.

. Avalie H(X).

Se $;(X) < 0 para algum i =1,...,n entdo exclua X e volte ao passo 1.

Estime Z = mid(X) e f(z7).

Se f(#!) < p entdo u = f(z1).

Se atualizamos y entdo exclua todas as caixas Y em P e C tais que f(Y) > p.

Se W(X) <ex e||g(X)|| < er entdo guarde X em C e volte ao passo 1.
Estime A = mid(H(X)).

Estime os valores singulares A usando aritmética de ponto flutuante. Chame de o7 0 menor

destes valores e o, 0 maior.

Se ‘;—’1‘ < v entédo divida X na dire¢do de maior comprimento. Guarde as duas caixas em P.

Ordene P de acordo com f- Em nossos experimentos usamos v = 107°.
Estime M = A71%(X) e b = —A~1§(z1).

Aplique o estdgio ndo cstendido de Gauss Scidel ao sistema M(z — Z) = b tomando X como

estimativa inicial. O resultado é uma nova caixa X;.
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15

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
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Se alguma entrada de X; é vazia entdo exclua X e volte ao passo 1.
Avalie f(X71) e g(X1).
Se alguma entrada de g(X) nao contém zero entdo exclua X e volte ao passo 1.

Se f(X1) > p entdo exclua X e volte ao passo 1.

estime Z = mid(X,) e avalie f(z/).

Se f(z!) < p entdo u = f(z!).

S

Se atualizou u entdo exclua todas as caixas Y em P e C tais que f(V) > pu.

Se W(X1) < ex e||g(X1)|| < er entdo guarde X, em C e volte ao passo 1.
Tome b = — A~1§(z1).

Se X, # X e aplicamos o passo 13 menos do que 6 vezes entdo substitua X = X;. Volte ao
passo 13.

Aplique o estigio estendido de Gauss Seidel ao sistema M(z ~ Z) = b tomando X; como
estimativa inicial. O resultado é uma nova caixa X3. Salve a diregio em que ocorre o maior

salto e os intervalos resultantes nessa diregao.

Se algum elemento de X3 é vazio entao exclua X e volte ao passo 1.

Avalie f(X2) e g(X3).

Se algum elemento de g(X2) ndo contém zero entdo exclua X e volte ao passo 1.
Se f(X2) > p entdo exclua X e volte ao passo 1.

Avalie T = mid(Xs) e f(z!).
Se f(ZT) < p entdo u = f(z7).
Se atualizou i entdo exclua todas as caixas Y em P e C tais que f(Y) > p.

Se W(X3) < ex e ||g(X2)|| < er entdo guarde X5 em C e volte ao passo 1.

Se nenhum salto foi salvo entdo divida X5 na direciao de maior comprimento. Guarde as duas

caixas em P. Ordene P de acordo com f. Volte ao passo 1.

Se algum salto foi salvo entdo divida X3 na direcdo deste salto. Utilize os intervalos resultantes

nessa diregao. Ordene P de acordo com f. Volte ao passo 1.
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4.4.9 Convergéncia do Algoritmo

Concluimos esta segdo mostrando que o algoritmo acima limita todos os mfnimos globais de f

em Xp desde que o niimero méximo de iteragGes ou avaliagdo de fungdes nio seja atingido.

Teorema 1 Sejam f : R™ — R uma fungdo diferencidvel, (M,f,9,9) uma extensio e Xy uma
caiza representdvel em M. Suponha queex e ep sdo nimeros posilivos consistentes com M e p um
limitante superior do minimo global de f. Entdo o algoritmo acima limita todas os minimos globais
de f em Xo, que satisfazem g(z) = 0, por caizas X; C Xq tais que W(X;) < ex el||lg(X;)|| < er

em um nimero finito de iteragoes.

Demonstragao: Como f, g e § sdo extensdes intervalares de f e ge H garantimos que todos
os cdlculos envolvendo estas fungdes sdo verificados. Desta forma niao perdeinos solugoces por crros

de arredondamento.

Os argiunentos nsados para justificar que os passos de redugao, climinagao ¢ divisao ndo perdem
solngdes no capitulo anterior contimam validos ¢ através deles temos que os passos de redugao,
divisdo, gradiente e Hessiana nio devem perder solugées. O passo de atualizacio ndo exclui minimos
globais de f pois ele s6 se aplica quando encontramos um ponto que reduz verificadamente o

limitante superior u.

Os passos de divisao e redugio garantem que uma caixa que nao foi excluida sera reduzida.
Como ex e e sio consistentes com M garantimos que uma caixa, que nao foi excluida devera ser

aceita como solugdo em um ndmero finito de iteragdes. Isto conclui a demonstracio.0
4.5 A Funcio intminunc

A fungéo intminunc do nosso pacote INTSOLVER implementa o algoritmo descrito na segao

anterior. Nesta secdo ilustramos seu uso e algumas de suas opgdes.

O INTSOLVER deve ser simples para usudrios acostumados ao Matlab. A fungdo intminunc

exige poucos pardmetros de entrada. Por exemplo, desejamos encontrar os minimos globais de

(a7 + 23 — 1)* + (] — 22)°

na caixa —10 < z1,z9 < 10. Para realizar esta tarefa com a funcdo intminunc precisamos

apenas da funcao f e da caixa Xj.

>> f
>> x0

Q(x) (x(D)"2+ x(2)"2 - 1)"2 + (x(1)"2 - x(2))"2
(infsup(-10,10), infsup(-10,10)];

>> [x, iv] = intminunc(f, x0)

]
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ite evf evg evi evh min nsol nlist completed(%)
0 1 0 0 0 Inf 0 1 0.000
10 71 50 10 10 1.000e+00 0 5 0.625
20 141 100 20 20 1.000e+00 0 5 0.938
30 211 150 30 30 1.028e-01 0 6 0.986
40 287 206 40 40 1.028e-01 0 13 0.991
intval x =

[-0.7862,-0.7861] [0.6180, 0.6181]
[0.7861, 0.7862] [0.6180, 0.6181]

intval iv
1.0e-017 =*
[0.0000,0.2731]
[0.0000,0.2731]

A fungéo intminunc assume os seguintes padrdes,

e Nimero méaximo de iteragdes: 1000.

e Numero méximo de Avaliagdes de fungdo: 10000.

* 1= 00.
L 6x=10_8.
e cp =1078,

Nivel do Display: 10.

Iterar até a limitar todas as solugdes: Nio.

Todas os pardmetros acima podem ser modificados. Em particular quando optamos por iterar
até limitar todas as solugdes, a funcdo ignora quaisquer valores em niimero méximo de iteragoes
e nimero méximo de avaliagdes de fungdo. Obviamente esta escolha deve aumentar o tempo de

execugao do algoritmo e cabe ao usudrio o uso coerente desta opgao.

No préximo exemplo mudamos as quantidades ex e ex para 10710, Também atribufmos o

valor 0 ao nivel do display de forma que as informagdes sobre o processo nio serio exibidas.
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>> opt = intoptimset();

>> opt(1) = 10°-10;
>> opt(2) = 10°-10;
>> opt(8) = 0;

>> [x, iv, ef] = intminunc(f, x0, opt)

intval x =
[ -0.7862, ~-0.7861] [ 0.6180, 0.6181]
L 0.7861, 0.7862] [ 0.6180, 0.6181]
intval iv =

1.0e-023 *
[ 0.0000, 0.1567]
[ 0.0000, 0.1567]
ef =

0

A salda z mostra as caixas solugdes encontradas pela fungio. Em iv temos §(X;) onde X; e
X2 sa0 as caixas em z. Finalmente o pardmetro de saida ef = 0 nos diz que a funcéo foi finalizada

CoIm sucesso.

As fungées do INTLAB estio documentadas e o usudrio que desejar maiores informacoes deve

digitar
>> doc nome_da_fungéao

no Matlab.
4.6 Estudos Computacionais

Para avaliar o desempenho da fungao intminunc escolhemos 10 problemas irrestritos da litera-
tura de otimizagio global. Levamos em conta a precisio e a eficiéncia da fungdo. Com relagio &
precisao veremos que a fungao é capaz de encontrar todas as solugdes dos problemas desde que o
nimero méximo de iteragoes ou avaliagoes de fung¢do ndo seja atingido. Com relagao & eficiéncia,
apresentamos em cada caso o nimero de iteragoes, avaliagoes de funcao, gradiente, Hessiana e o

tempo de execugao em segundos da funcao.

A menos de mengdo contréria, o niimero maximo de iteragoes em cada teste é 1000, o niimero

méximo de avaliagoes de fungdo é 10000, u = +co e os valores £x e £ sdo iguais a 10~8. As funcdes
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foram implementadas em Matlab exatamente como aparecem descritas abaixo. A extensao é feita
apenas trocando variaveis reais por intervalos. Os testes foram realizados em um processador AMD
Sempron de 800MHZ e 1GB de meméria RAM com sistema, operacional Linux.

4.6.1 Rosenbrock

Esta é uma generalizagdo da funcio de Rosenbrock. O objetivo é encontrar todos os minimos
globais da funcao

n—1
Z[lOO(:I:i — 1) + (2 — 1)7
i=1

na caixa —5 < z1,...,z, < 10.

Este problema tem uma tnica solucao dada por

Figura 4.1: Fungdo de Rosenbrock no dominio —5 < z7,z2 < 10

Aplicando a fungdo intminunc obtemos

#Varidveis #lterages #Aval. Func. #Aval. Grad. #Aval. Hess.

2 69 507 377 69

5 171 1424 1090 17
10 275 2830 2288 275
15 375 3982 3240 375

20 475 5042 4100 475
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# Varidveis Tempo(s) L #Solugées  Concluido(%)

2 10.185 4.457e-29 1 100
5 90.488 1.932e-22 1 100
10 384.86 4.774e-22 1 100
15 892.81 4.579e-22 1 100
20 1444.5 4.579-22 1 100
Em todos os casos encontramos caixas que contém o ponto.
¥ =(1,...,1)
A tabela abaixo traz estatisticas sobre estas caixas
#Varidveis  ||g(X))] W(X) f(X)
2 5.6047e-11  9.7256e-14 [0, 1.959¢ — 24]
5 6.2655¢-0  1.3630e-11 [0,2.165¢ — 20]
10 6.7234e-9 1.3272e-11 [O, 2.477e — 20]
15 6.7110e-9  1.3126e-11 [0,2.464e — 20)
20 6.7110e-9  1.3125e-11 [0, 2.464e — 20]

4.6.2 Rastringin

Este problema foi extraido de Torn e Zilinskas (1989). A fungéo de Rastringin é dada por

20 + 23 — 10 cos(2m1) + 73 — 10 cos(2mz2)

na caixa —5.12 < x1, 22 < 5.12.

Este problema tem muitos minimos locais e somente um global dado por

z* =(0,0)

e sabemos que f(z*) = 0. A figura abaixo mostra o grifico da fungzo.
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Figura 4.2: Fungdo de Rastringin no dominio —~5.12 < z;,z, < 5.12

Aplicando nosso método obtemos

#lteragdes #Aval. Func. #Aval. Grad. #Aval. Hess.

31 316 265 31
Tempo(s) L #Solugdes Concluido(%)
10.926 3.553e-15 4 100

Encontramos mais de um limitante para o tinico minimo global z*. Isto se deve ao passo de
divisdo do algoritmo, veja a subsegdo 3.9.2 para maiores detalhes. Todas as caixas solucdes deste
exemplo limitam z*. A tabela abaixo traz estatisticas elas

le(X)Il  W(X) f(X)

7.180e-23 1.809¢-24 10714[—0.7106,0.7106]
7.180e-23 1.809e-24 10714[-0.7106,0.7106]
7.180e-23 1.809e-24 10~!4[—0.3553,0.7106]
7.180e-23 1.809e-24 10~'4[-0.3553,0.7106]

4.6.3 Levy

Este problema foi extraido de ( ). Desejamos encontrar todos minimos globais
de

n-—1
sin(rz1)? + Z(zi — 1)2(1 + 10(sin(mz; + 1))2) + (2n — 1)2(1 + (sin(27z,))?)

i=1
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comzi=1+5"4"—1nacaixa—logzl,...,mnsm.

Este problema tem uma tnica solugio dada por

Figura 4.3: Fungéo de Levy no dominio —10 < z,,z, < 10

Utilizando a funcéo intminunc do Intsolver obtemos

#Varidveis #lterages #Aval. Func. #Aval. Grad. #Aval. Hess.

2 11 146 126 11
5 29 374 318 29
10 59 754 638 59
15 89 1134 958 89
20 119 1514 1278 119
#Variaveis Tempo(s) i #8Solugdes  Concluido(%)

2 9.5531 6.829e-19 1 100

) 48.231 6.829e-19 1 100

10 187.00  6.829¢-19 1 100

15 415.58  6.829e-19 1 100

20 733.59  6.829¢-19 1 100

Em todos os casos encontramos caixas que contém o ponto

67
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A tabela abaixo traz estatisticas sobre estas caixas

#Varidveis  [|lg(X)||  W(X) f(X)
2 4.9032e-9 2.8101e-9 [0,5.358¢ — 18]
5 4.9032¢-9 2.810le-9 [0,5.358¢ — 18]
10 4.9032¢-9 2.8101e-9 [0,5.358¢ — 18]
15 4.9032e-9 2.8101e-9 [0,5.358¢ — 18]
20 4.9032e-9 2.810le-9 [0,5.358¢ — 18]

4.6.4 Griewank

Este problema foi extraido de Torn e Zilinskas (1989). Desejamos encontrar todos minimos
globais de

na caixa —600 < 1,z < 600.

Este problema tem uma unica solucio dada por

z* = (0,0)

e sabemos que f(z*) = 0. A figura abaixo mostra o grifico da fungio.

Com a fungdo intminunc obtemos

#lteragoes #Aval. Func. #Aval. Grad. #Aval. Hess.

79 554 407 79
Tempo(s) U #Solugdes Concluido(%)
18.454 2.220e-016 4 100

Encontramos mais de um limitante para o dnico minimo global z*. Isto se deve ao passo de
divisao do algoritmo, veja a subsegdo 3.9.2 para maiores detalhes. Todas as caixas solugdes deste

exemplo limitam z*. A tabela abaixo traz cstatisticas sobre cstas caixas
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Figura 4.4: Funcéo de Griewank no dominio —6 < z,,z, < 6

eIl W(X) f(X)
4.2361e-16 5.986e-16 [—6.662e — 16,3.331e — 16]
4.236le-16 5.986e-16 [-2.221e — 16,3.331e — 16]
4.2361e-16  5.986e-16 [—2.221e — 16,3.331e — 16]
4.2361e-16 5.986e-16 [0,3.331e — 16)

4.6.5 Goldstein e Price

Este problema foi extraido de ( ). Desejamos encontrar todos minimos globais
de

[1+ (21 + 22 + 1)%(19 — 14z + 32% — 1425 + 62,122 + 323)] *
[30 + (221 — 322)(18 — 32z + 1222 + 48z, — 362122 + 2723)]

na caixa -2 < 1,9 < 2.

Este problema tem uma tnica solugdo dada por

z* =(0,-1)

e sabemos que f(z*) = 3. A figura abaixo mostra o gréfico da fungio.
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Figura 4.5: Fungéo de Goldstein e Price no dominio —2 < T1,Toe < 2

Resolvemos este problema com a opgao de iterar até a convergéncia. Desta forma obtemos

#lteragdes #Aval. Func. #Aval. Grad. #Aval. Hess.
14475 63272 54520 63272

Tempo(s) p  #Solugées Concluido(%)
18985 3 4 100

Encontramos mais de um limitante para o \inico minimo global z*. Isto se deve ao passo de
divisdo do algoritmo, veja a subsegdo 3.9.2 para maiores detalhes. Todas as caixas solucdes deste

exemplo limitam z*. A tabela abaixo traz estatisticas sobre elas

ls(X)Il  W(X) F(X)

9.5891e-9 4.379e-12  [2.9999, 3.0001]
9.7680e-9 4.040e-12  [2.9999, 3.0001]
9.2497¢-9 3.858e-12  [2.9999, 3.0001]
5.3836e-0 2.455e-12  [2.9999, 3.0001]

4.6.6 Three Hump Camel

Este problema foi extraido de ( ). Desejamos encontrar todos minimos globais
de

1

3117? + 2179 — 472 4 42k

4z? — 2.1z +

na caixa —5 < x1, 29 < 5.
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Este problema tem como solugdes os vetores

% = (0.0898, —0.7126)
a} = (—0.0898, 0.7126)

e sabemos que f(z*) = —1.03163. A figura abaixo mostra o gréfico da fungao.

-1000

Figura 4.6: Fungio Three Hump Camel no dominio —5 < z;,z2 < 5

Nosso método nos d4

flteragoes #Aval. Func. #Aval. Grad. #Aval. Hess.
229 1162 1009 229

Tempo(s) U #Solugbes  Concluido(%)
51.3149  -1.0316 2 100

As caixas solugdes limitam corretamente os pontos z} e z3. A tabela abaixo traz estatisticas

sobre elas

(XN W(X) f(X)
1.7553e-9  2.406e-10 [—1.0317, —1.0316]
1.7553e-9  2.406e-10 [—1.0317, —1.0316]
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4.6.7 Branin
Este problema foi extraido de ( ). Desejamos encontrar todos minimos
globais de
(z2 172%1 + ~ 6)° + 10(1 8—ﬂ_)cos(:1:1) + 10

na caixa -5 < z; <10, 0 < 25 < 15.

Este problema tem as seguintes solugdes

z] = (—m,12.275)
zy = (m,2.275)
z3 = (9.42478,2.475)

e sabemos que f(z*) = 0.397887. A figura abaixo mostra o grafico da fungdo.

Figura 4.7: Fungdo de Branin no dominio —5 < z; < 10,029 <15

Através da fungdo intminunc obtemos

#lteragoes #Aval. Func. +#Aval. Grad. #Aval. Hess.
24 251 217 24

Tempo(s) 1 #Solugoes Concluido(%)
7.0609 0.3979 3 100
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As caixas solugdo limitam corretamente os pontos reportados acima. Segue uma tabela com
estatisticas sobre estas caixas

lls(OIl W(X) F(X)

2.1889%¢-9 6.12e-10 [0.3978,0.3979]
4.6852¢-9 1.23269 [0.3978,0.3979]
5.8498e-9  7.54e-10 [0.3978,0.3979]

4.6.8 Easom

Este problema foi extraido de ( ). Desejamos encontrar todos minimos globais de

—cos(z1 )cos(zy)e~(F1-m) Hz2—m)?)
na caixa —30 < 1,z < 30.
Este problema tem uma tinica solucéo
:L‘T = (7r’ 7T)

e sabemos que f(z*) = —1. A figura abaixo mostra o grafico da fungéo.
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Figura 4.8: Funcdo de Easom no dominio —30 < T1,< 292 <30

Aplicando nossa fungao obtemos

#lteragdes #Aval. Func. #Aval. Grad. #Aval Hess.
19 102 78 19
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Tempo(s) u #Solugdes Concluido(%)
4.4524 -1.000 1 100

A caixa obtida limita corretamente a tinica solugao do Problema. Seguem estatisticas sobre ela

le(I W(X) f(X)
3.1227e-9  1.2280e-9  [—1.0000, —0.9999]

4.6.9 Shubert

Este problema foi extraido de ( ). Desejamos encontrar todos minimos globais
de

] 5
Y icos((i+ 1)y + 1) * > "icos((i + 1)zz + 1)

i=1 i=1
na caixa —10 < z1, 29 < 10.

Este problema tem muitas solugdes locais e 18 solugoes globais. Nas solugdes globais sabemos
que f(z*) = —186.73067. A figura abaixo mostra o grafico da fungao.
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Figura 4.9: Fungéo de Shubert no dominio —10 < T1,T9 <10

Aplicando nossa fungio obtemos

#lteragbes #Aval. Func. #Aval. Grad. #Aval. Hess.
834 6015 4630 833

Tempo(s) L #Solugdes Concluido(%)
968.606 -186.7309 18 100
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As caixas obtidas limitam corretamente as solugdes do Problema. Seguem estatisticas delas

le(X)Il  W(X) F(X)

9.254e-9 3.868e-11 [—186.7310, —186.7309)
9.307¢-9 3.80le-11 [-186.7310, —186.7309]
9.322¢-9 3.34le-11 [—186.7310, —186.7309)
8.260e-9 3.439e-11 [—186.7310, —186.7309]
9.527e-9 3.304e-11 [—186.7310, —186.7309]
8.575e-9 3.812¢-11 [—186.7310, —186.7309)]
2.856e-9 1.100e-11 [—186.7310, —186.7309]
3.976e-9 1.522e-11 [-186.7310, —186.7309]
2.658¢-9 1.009¢-11 [—186.7310, —186.7309)
1.693e-9 6.430e-12 [—186.7310, —186.7309)]
1.010e-9 4.040e-12 [—186.7310, —186.7309)]
6.63e-10 2.32e-12 [—186.7310, —186.7309)]
6.22¢-10 2.50e-12  [—186.7310, —186.7309)]
4.56e-10 1.75e-12  [—186.7310, —186.7309]
2.36e-10  9.5e-13  [—186.7310, —186.7300]
1.02¢-10  4.4e-13  [—186.7310, —186.7309)
1.44e-10 5.4e-13  [—186.7310, —186.7309)
57e-11  2.3e-13  [—186.7310, —186.7300]

4.6.10 Michalewics

de

75

Este problema foi extraido de Michalewicz (1996). Desejamos encontrar todos minimos globais

2
2ix;
m

))20

- Z sin(z; ) (sin(
i=1

na caixa 0 < z3,...z, < 7.

Este problema tem muitas solugdes locais e apenas uma solugéo global.

—1.8013sen=2
¥ =< —4687658 sen=>5
—9.66015 se n = 10

A figura abaixo mostra o grifico da funcao.
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Figura 4.10: Fungao de Michalewicz no dominio 0 < zy,zo < 7

Aplicando nossa fungéo obtemos

#Varidveis #lteragdes #Aval. Func. #Aval. Grad. #Aval. Hess.

2 18 166 138 18
5 108 1051 870 108
10 1001 9840 7890 1000

#Variaveis Tempo(s) i #Solugdes Concluido(%)

2 11.059  -1.8015 1 100
5 168.28 -4.688 1 100
10 418.55 -8.036 0 68

Nosso método ndo é capaz de resolver o problema de Michalewicz com n = 10 em até 1000

iteragbes. Nos demais casos o programa limita corretamente os minimos globais de f. Seguem
estatisticas das caixas solugoes

Paran=2

eIl W(X) f(X)
8.9393e-09 4.084e-10 [-1.8014,-1.8013]

Paran=95

le(X)I]  W(X) f(X)
2.9457¢-09 5.276e-11 [-4.6877,-4.6876]




Capitulo 5

Otimizacao Com Restrigoes de Igualdade

5.1 Introdugao

Sejam f:R™ — Rec:R* — R™ fungdes duas vezes diferencidveis com m < n. Neste capitulo
estudamos o problema de limitar todas as solugdes de

min f(z) (5.1)
Sujeito a ¢(z) =0 (6.2)
z € Xo (5.3)

onde Xy é uma caixa da forma [l < z < u.

Assim como nos casos anteriores o problema pode ser tratado por métodos de convexificagio e
aritmética de ponto flutuante, no entanto, acreditamos que a abordagem intervalar é mais natural
e rigorosa. Ainda seguindo a filosofia dos capitulos anteriores, adaptamos o método de Newton
intervalar para resolver o problema. Nossos objetivos sao:

1. Estudar um algoritmo capaz de limitar, sob determinadas hipdteses, todos os minimos globais
de f em Xy restritos a c.

2. Ilustrar o uso da fungao intmincon do INTSOLVER que implementa o algoritmo desenvolvido

ao longo do capitulo.
3. Validar nossa funcgéo através de estudos computacionais.
Destacamos que algumas hipéteses devem valer para que nosso algoritmo seja capaz de limitar
todas solugdes do problema. Veremos na segdo 5.3 quais sdo essas condigbes mas adiantamos

ao leitor acostumado com a teoria de otimizagdo que z* deve satisfazer alguma qualificacao de
restricao. Ao leitor com pouco conhecimento de otimizagdo é necessdrio dizer que a teoria para

77



78 CAPITULO 5. OTIMIZAGAO COM RESTRICOES DE IGUALDADE

resolver problemas restritos é diferente daquela para problemas irrestritos. Em nosso trabalho
usamos resultados dados por Lagrange no século XVIII para resolver o problema. Estas idéias

serao resumidas neste capitulo.

Dividimos o texto da seguinte forma. Na segio 5.2 apresentamos a notagao no capitulo. A
segao 5.3 resume as condigdes de Lagrange e nio precisa ser lida por leitores familiarizados com
otimizagao. Em 5.4 apresentamos a visdo geral de nosso algoritmo e na se¢io 5.5 o descrevemos em
detalhes. A secao 5.6 ilustra a fungéo intmincon do INTSOLVER que implementa nosso método.

Em 5.7 avaliamos a preciséo e eficiéncia da fungio intmincon através de testes computacionais.

As segbes 5.2 - 5.5 serdo tteis ao leitor que desejar implementar nosso algoritmo. Os interessados

no uso do mesmo podem ir direto & secio 5.6.
5.2 Notacgao

Denotamos por g e H o vetor gradiente e a matriz hessiana de f. O vetor gradiente e matriz
hessiana das restrigdes ¢; sdo dados por J; e D;. Pontos reais serio denotados por letras mintsculas,
por exemplo z ao passo que intervalos sdo representados por letras mintsculas em negrito, por

I

exemplo x. Escrevemos z' nos casos em que temos um ponto real e desejamos representi-lo como

intervalo. Por exemplo, entendemos que 0.1/ é o intervalo

>> intval(0.1);
intval ans =
[0.0999,0.1001]

dado pelo INTLAB. Denotamos caixas por letras latinas afusculas, por excmplo X e Y.

O conjunto (M,f,g,9,¢,J,D) scrd chamado de extensdo. Em uma extensao, M é o conjunto
de nimeros representiveis em nosso computador, as funcdes f, g e $ sdo extensdes intervalares
de f, g e H e as fungdes ¢, J e D sdo extensdes intervalares de ¢, J e D. Ao longo do capitulo
assumimos que a caixa Xy € representdvel o que quer dizer que todos os vértices de Xy pertencem

ao conjunto M",
5.3 Condicoes de Lagrange

Esta segao discute as condigbes de Lagrange. Elas sao necessirias para que o ponto z* seja
candidato a minimo global. O algoritmo desenvolvido nas préximas se¢oes depende fortemente dos
resultados desta segdo. Nossa exposi¢io é elementar ¢ o para nma exposicio completa do assunto

o leitor deve consultar Izmailov e Solodov (2005) e Luenberger (1989).

Comegamos por definir um tépico importante da teoria de otimizagio, a qualificagio das res-

trigoes. O teorema de lagrange, que apresentamos nesta segio, supde que um candidato a minimo
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z* deve satisfazer alguma dessas qualificagdes. A mais famosa das qualificagdes de restrigao é a de
regularidade

Definicao 1 Seja 2* um ponto que satisfaz c(z*) = 0. Diremos que z* ¢ ponto regular das res-
trigoes se e somente se o conjunto de vetores {J1(z*), Ja(z*),..., Jm(z*)} € linearmente indepen-
dente.

Para facilitar a notagio, chamnanos os pontos regulares das restrigoes de pontos regulares. Ein
geral, a nao validade desta qualificagio cst4 ligada a problemas mal formulados ou instaveis ¢ nosso
algoritmo pode falhar ao tratar estes casos. Antes discutirmos as condigdes Lagrange precisamos

ainda da idéia de fungio Lagrangeana

Definicao 2 Sejam f e c definidos como em 5.2. A fung¢do Lagrangeana L : R"t™ — R™ ¢ dada
por

L(z,)\) = g(z) — Z AiJi(z). (5.4)

Os valores Ay, ... Ay sdo conhecidos como multiplicadores de Lagrange. E claro que se f e ¢
sao extensdes intervalares de f e ¢ entao temos uma extensio intervalar da funcao Lagrangeana.

Denotamos esta extensdo por £.

Apresentamos agora o teorema de Lagrange. Ele nos d4 condicdes necessérias para o ponto z*
ser candidato a minimo. Este resultado é demonstrado em vdrios livros de otimizacéo e o leitor

interessado pode consultar o livro de Izmailov e Solodov (2005).

Teorema 1 (Lagrange) seja z* um minimizador local do problema 5.1 - 5.3. Suponhamos que

z* € um ponto regular das restrigées. Entdo existe um inico \* € R™ tal que
L{z*, A*) =0. (5.5)

5.4 Visao Geral do Método

Nesta segao apresentamos o escopo geral de nosso método. Esta visdo serd 1itil para que o
leitor entenda os passos do algoritmo e como eles se encaixam no esquema geral. Todos os passos

apresentados aqui sao discutidos na préxima segdo.

Seja X C Xp uma caixa. Vimos na se¢ao anterior que um ponto z* € X regular das restricdes

¢ candidato a minimo se existe A* tal que L(z*, \*) = 0. Durante todo o capitulo supomos que z*
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€ regular das restrigdes. Desejamos usar o método de Newton intervalar para limitar as raizes do
sistema

L(z,\)=0 (5.6)
c(z) =0 (5.7)

na caixa X. Note que este sistema tem n +m equacdes e n+m incdgnitas e a diferenga entre este
problema e aqueles estudados no capitulo 3 é que neste caso nio conhecemos limitantes para A.

Sendo assim nosso algoritino trabalha cm dois cstégios.

No primeiro limitamos os multiplicadores de Lagrange A através de mininos gquadrados in-
tervalares. No segundo aplicamos o mdétodo de Newton intervalar para limitar caixas candidatas.
Assiln como nos casos anteriores, queremos descartar o mais rdpido possivel caixas que nao contémn

minimos globais.

O algoritino mantém duas listas. A primeira, que chamamos de P, é a de caixas que ainda
devem ser processadas. No inicio do programa temos P = Xj. A segunda, que chamamos de C,
€ a de caixas candidatas a solugdo. Esta lista comega o programa vazia. Nosso algoritmo exige
um limitante superior para o minimo global i como entrada. Quando nao h4 nenhuma informagao

sobre este valor tomamos p = co. Segue sua visdo geral.

1. Passo da escolha: Se P estd vazia entdao encerramos o programa. Caso contrario escolhemos

uma caixa em P e a chamamos de X. Descartamos X de P.

2. Passo das restrigoes: Testamos a existéncia de zeros de ¢ em X. Se provarmos que estes
pontos nao existem entdo descartamos X e voltamos ao passo 1.

3. Limitando os lagrangeanos: Procuramos limitantes para A usando minimos quadrados
. -~ ~ o 2 gw - ! 4
intervalar. Se ndo encontramos A entdo dividimos X em duas caixas X e X, salvamos estas

caixas em P e voltamos ao passo 1.

4. Passo de atualizagao: Atualizamos . Descartamos caixas em P e C que nado podem conter

minimizadores globais.

3. Testamos a existéncia de raizes de L em (X, A). Se provarmos que estes pontos nio existem

entdo descartamos X e voltamos ao passo 1.

6. Passo de redugao: Aplicamos o método de Newton intervalar ao sistema £ = 0 para reduzir
a regiao de busca. O resultado é a caixa X;. Se X é vazia entio descartamos X e voltamos
ao passo 1. Se X7 pode ser salvo como solugao entdo guardamos X; em S e voltamos ao

passo 1.

s e~ o s e . ’ " .
7. Passo de divisao: Dividimos X; em duas caixas X; e X;. Salvamos estas caixas em P e

voltamos ao passo 1.
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5.5 Descricao do Algoritmo

Nesta se¢do detalhamos os passos do algoritmo. Ele é capaz de limitar por caixas de tamanho
pré-fixado todos os minimos globais regulares de f, restritos a ¢ que pertencem a Xy. Apresentamos
o algoritmo em partes.

5.5.1 Passo de Escolha

Neste passo escolhemos o elemento de P que serd processado. Este passo é importante pois
afeta a eficiéncia do algoritmo. Ao contrério do algoritmo para sistemas nio lineares, a estrutura

do problema nos dé informagoes que permitem escolher a caixa que serd processada.

Se chamarmos de X1, X,..., X, as caixas de P, avaliamos f(X;) parai=1,...,m e escolhe-

mos a caixa que satisfaz

min  f(X;)

i=1...m

onde f(X;) é o limitante inferior do intervalo f(X;). Esta estratégia nio garante que tomaremos

elementos de P que contém minimos globais. Ela apenas prioriza caixas com potencial para conter

estes pontos.

Ao implementar nosso algoritmo de otimizagao restrita, tomamos o cuidado de manter a lista
P ordenada segundo os valores de . Assim, a cada iteragdo tomamos o primeiro elemento de P

como caixa a ser processada. Manter a lista P ordenada também nos ajudard a excluir caixas que

nao podem conter o minimo global.
5.5.2 Passo das Restrigoes

A propriedade de inclusio garante que se 0 ¢ ¢(X) entdo 0 ¢ ¢(X') para qualquer X' C X.

Esta propriedade nos d4 wm teste simples para existéneia de pontos viaveis em X.
e Se 0 ¢ ¢(X) entdo ndo existe z € X tal que c¢(z) = 0 e descartamos a caixa.

Lembre que ¢(X) é um vetor intervalar e 0 ¢ ¢(X) significa que pelo menos uma entrada de ¢

nao contém zero.
5.5.3 Limitando os Lagrangeanos

Neste passo procuramos limitantes para os multiplicadores de Lagrange. Esta informagao é
necessaria para resolver o sistema 5.6 - 5.7 pelo método de Gauss Seidel intervalar. Note que fixada

a caixa X, a extensdo intervalar da Lagrangeana nos da
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F(X) =31(X)M + ...+ I (X) A (5.8)

Agrupando os termos no lado direito temos

HX) = 3T(X)A. (5.9)

onde f(X) é um vetor de dimensio n, A é um vetor de dimensio m e JT(X) é uma matriz de
dimensdo nzm, todos intervalares. Determinar limitantes A dos multiplicadores de Lagrange é um
problema de minimos quadrados intervalar. Especificamente, desejamos encontrar limitantes do

conjunto

Z={X eR™3f* €f(X) e J* € IJT(X) tais que [|J*\* — [l = Alélﬂi{l}ﬂ [|J*A = Ff*1}.  (5.10)

Este problema nem sempre tem solucio. Em geral ele pode ser resolvido quando JT(X) tem
posto completo, isto ¢, quando qualquer matriz A € J7(X) tem posto completo. O leitor interessado
em minimos quadrados intervalares pode consultar o trabalho de Bentbib (2002).

A fangao verifylss do INTLAB resolve problemas de minimos quadrados lineares para matrizes
com posto completo. Este passo usa a verifylss para encontrar os limitantes ).

 Dada a caixa X, se podemos resolver f(X) = JT(X)A usando verifylss entdo guardamos \.

Caso contrério seguimos para o passo de divisdo.

E claro que se conhecermos limitantes para A associados a X podemos pular este passo. A
propriedade de incluséo evita cdlculos desnecessarios. Se conhecermos limitantes de )\ associados a

X ent@o podemos usar estes limitantes associados a qualquer caixa X* C X.
5.5.4 Passo de Atualizagao

Neste passo atualizamos o valor y. A medida que exploramos Xy obtemos informacgoes sobre o
limitante superior do minimo global. Usamos estas informagdes para excluir caixas em P e C que

nao podem conter minimos globais.

No capitulo anterior argumentamos que qualquer ponto em Xg pode ser usado para atualizar
p. Isto porque todos os pontos em Xg sio considerados vidveis no caso irrestrito. Naquele capitulo
tomamos uma aproximacao do ponto médio de Xy para atualizar o limitante superior do minimo
global.

Em problemas restritos o passo de atualizagao é mais complicado. Dada uma caixa Xg preci-
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samos decidir se ela contém ou nao pontos vidveis. Somente atualizamos @ se pudermos garantir
a existéncia pontos vidveis na caixa. Lembrando que nosso conjunto de restrigdes é dado por c,

somente atualizamos 4 se existe pelo menos um ponto z € X, tal que

c(z) = 0.

O método de Krawczyk nos d4 condicbes suficientes para a existéncia de raizes de um sis-
tema quadrado de equagdes nao lineares em uma caixa X. Nio podemos usar estas condigoes

imediatamente pois o sistema ¢ nfo é quadrado e temos mais varidveis do que equagoes.

Alguns autores recomendam que o teste de Krawczyk seja aplicado em ¢ fixando quantas
varidvels forem necessdrias para tornar o sistema quadrado. Nesta se¢ao apresentamos um método
bascado na decomposigio QR que procura as variaveis que sao responsaveis pelas maiores variagocs
de c. Em nosso algoritmo usainos cstas varidveis como livres ¢ fixamos aquelas que sdo responsdveis

por pequenas variagoes e c.

Bentbib (2002) introduzin a decomposicio QR intervalar através da generalizagao das mnatri-
zes de Householder. Em nosso trabalho apresentamos a decomposicio QR intervalar a partir da
generalizacao das matrizes de Givens com permutagio de colunas e linhas. Esta decomposicgio é

dada pelo seguinte algoritmo,

Entradas

e Uma matriz A com m linhas e n colunas, n > m.

e Um vetor P de dimensdo n com P(1)=1,P(2) =2,...,P(n) =n.
Saidas

e A matriz A triangular superior com m linhas e n colunas, n > m.

o Um vetor P de permutagdes com dimensio n.

Passos do Algoritmo

1. Tome k =1.

2. Se k > m encerre o programa.

3. Tome % como o indice, a partir de k, onde o vetor coluna A; tem a maior norma.

4. Se a maior norma obtida no passo anterior é igual a zero entio encerre o programa.

5. Permute as colunas A; e A.
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6. Permute os elementos P; e P.
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7. Tome 7 como o indice, a partir de k, onde o vetor linha A; tem a maior norma.

8

9

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18

19

20

. Permute as linhas A; e Ay.

. Para j de k + 1 até m faca

Tome R = 2.
Tome Ay = \/m
Tome A, =0
Para pde k+ 1 até n faca
Tome u = App.
Tome Ay, = m"'l;\/%;ﬁ.
Tome Ay, = %ﬂ.
Fim de Para.
. Fim de Para.
. Tome k =k + 1.
. Volte ao passo 2.

Note que este algoritmo pode ser interrompido no passo 4. Neste caso nio sabemos dizer se hé

ou nao pontos vidveis na caixa de interesse e o passo de atualizagao se encerra. Caso o algoritmo

termine no passo 2 entdo podemos tomar as variaveis correspondentes aos m primeiros indices de

P como livres e fixar as restantes. Agora podemos aplicar o método de Krawczyk e procurar por

limitantes do minimo global.

Caso o algoritmo de Krawczyk seja incapaz de dizer se ha ou nao pontos vidveis em X entio

encerramos o passo de atualizagao. Por outro lado, se o algoritmo de Krawczyk garantir a existéncia

de pontos vidveis em X entdo tomamos

= min(u, f(X)).

Uma vez que atualizamos p eliminamos todas as caixas Y em P que satisfazem

(Y) > . (5.11)
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Como mantemos P ordenada, basta encontrar o primeiro elemento que satisfaz esta relagao e

descartamos todas as caixas deste elemento até o fim da lista.

Ao contrério do algoritmo para sistemas nio lineares, nao mantemos uma lista de caixas salvas
S e sim uma lista de candidatas C. Essa diferenga acontece porque, neste algoritmo, um elemento
em C pode limitar apenas minimos locais de f. Sendo assim, quando atualizamos pu faz sentido

percorrer C' e eliminar todos os elementos Y desta. lista que satisfazem a relagido acima.

E possivel usar nosso algoritmo para encontrar todos os minimos de f sujeitos a c¢. Basta
nao aplicar o teste proposto acima na lista C. Desta forma, todas as caixas que entram nesta lista
permanecem nela até o fim do programa e garantimos limitar todos os minimos de f em X sujeitos
ac.

5.5.5 Passo de Reducao

Neste passo aplicamos o método de Newton intervalar descrito em 3.3 a0 sistema 5.6 - 5.7. Este
passo s6 pode ser aplicado depois de encontrarmos limitantes \ dos multiplicadores de Lagrange.
Para facilitar a notagio consideramos o vetor intervalar Y = (X, A). Isto é, o vetor que tem X
nas n primeiras coordenadas e A nas restantes. Desejamos reduzir as dimensdes de Y e com isso

encontrar uma regido de busca menor em X ou limitantes melhores para \.

Inicialmente aplicamos o primeiro estégio do algoritmo de Gauss Seidel intervalar ao sistema
5.6 - 5.7 partindo de Y. Aplicamos este estdgio enquanto houver reducdo no dominio de busca e

s s Py 4 - . -~
no mdximo por 5 vezes. Isto €, enquanto Y # Y e nao excedermos 5 aplicagdes.

O cuidado de definir um nimero méximo de aplicagdes do primeiro estagio de Gauss Seidel
garante que nosso algoritmo deixa este passo em algum momento. Esta escolha também garante
que nao tenhamos gastos excessivos com o célculo de caixas que reduzem pouco o dominio de busca.
O niimero 5 é arbitrario e pode ser substituido de acordo com a implementacdo ou problema a ser

resolvido.

Aplicamos entao o segundo estigio do algoritmo de Gauss Seidel intervalar. Lembre que este
estdgio é aplicado apenas uma vez a cada iteragao do método de Newton. Se este estdgio do método
devolver um salto em X entdo devemos guarda-lo. Isto é, se a aplicacdo deste estagio devolver um
indice ¢ entre 1 e n e dois intervalos disjuntos x e y conforme descrito em 3.3 entdo salve estas

informagoes para usi-las no passo de divisao.
5.5.6 Passo de Divisao

Se uma caixa néo pode ser processada ou nao foi reduzida o suficiente devemos dividi-la. Varios
autores discutiram heuristicas para divisdo de caixas. Os trabalhos de Kearfott (1996b), Boyd, Gosh
e Magnani (2003) e Pedamallu et al. (2008) sdo boas referéncias para o assunto.

Em nosso algoritmo adotamos um esquema de bissecao simples, considerando dois casos.
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- . - . T I .
1. Nao temos informagGes sobre saltos na caixa. Neste caso a dividimos X em X eX a partir

da diregdo com maior comprimento.

2. Sabemos que X veio do passo de redugao e nele salvamos o indice de maior salto durante a
: - O . « e s ’ "
aplicagao do segundo estdgio de Gauss Seidel. Neste caso dividimos X em X e X nessa

diregao. Se i é o indice dessa direcio e x e y sdo os intervalos resultantes entdo tomamos
2 "

Uma vez que X' e X" foram obtidas, devemos guarda-las em L. Neste ponto avaliamos f(x’ )
e f(X" f(X"). Guardamos estas caixas em L e ordenamos a lista de acordo com os valores de f.

5.5.7 Tomando Uma Caixa Como Candidata

A caixa X C Xp ¢ candidata a solugio ¢ a gnardamos cin C se W(X) <ex, |I2(X, M|l <ere
lle(X)I] < ec. Os valores positivos ex, ep e ec sao dados pelo usudrio ¢ nio devem ser menor do

que a unidade de arredondamento definida por M.

Estas condigdes controlam o comprimento mdximo de X e a maior distancia permitida da
fungdo Lagrangeana e das restrigdes & origem. Podemos omitir uma destas condigbes tomando e,
EF OU £¢ como infinito.

Tomar £x = co aumenta a eficiéncia do algoritmo nos casos em que sabemos que o problema
tem tem muitas soluges em Xy. Nao recomendamos tomar valores altos de € ou g¢ pois isto
introduz ruidos nos resultados. Outros critérios para aceitar X como solugdo sdo discutidos por
Hansen e Walster (2004), Hargreaves (2002) e Ratschek e Rokne (1988).

Apenas nomeamos as caixas como candidatas a solugao. Isto porque podemos excluir caixas em
C durante o processo se descobrirmos que ela limita apenas pontos de minimo local do problema.
O conjunto solugdo S é dado pelas caixas que permaneceram em C até fim do programa. Este
conjunto pode ter caixas que ndo contém solugdes além de caixas que limitam mais de uma vez a

mesma solugao.
5.5.8 O Algoritmo

Apresentamos agora nosso algoritmo para problemas de otimizagio com restrigoes de igualdade.
O algoritmo deve ser seguido em seqiiéncia exceto quando indicamos o contrario. Omitimos os
passos em que testamos se o mimero maximo de iteragdes ou avaliagdes de fungao ou restrigao foi

atingido. Nao ¢ diffcil incorporar estes passos ao algoritmo.

Entradas

o A extensdo (M,f,g,c¢,J)

e A caixa inicial representdvel Xj.
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o Um limitante superior do minimo global y. Pode ser co.

e Valores ex, €r e ¢ compativeis com M. Veja a subsecdo anterior.

Saidas

Um conjunto de caixas S := {Sy,...,S;} tais que se z* ¢ solugao do problema 5.1 - 5.3 entao

existe a0 menos um indice & tal que z* € S,.

Um limitante superior do mfnimo global .

Nao h4 relagao de 1 — 1 entre as solugdes de 5.1 - 5.3 e os elementos de S. E possivel que

uma mesma solugao esteja em mais de uma caixa e também é possivel que S tenha caixas que nio

contém solugoes.

1.

10.

11.

12.

Passos do Algoritmo

Se P estd vazia entdo encerre o programa. Caso contririo tome a primeira caixa de P e

chame-a de X. Exclua X de P.

. Avalie ¢(X) e J(X).

Se alguma entrada de ¢(X) nao contém zero entao exclua X e volte ao passo 1.

. Avalie f(X) e g(X).

- Usando minimos quadrados intervalares avalie 37 (X)\ = g(X) para limitar os lagrangeanos

A

Se néo foi possivel encontrar limitantes para todos os lagrangeanos entdo divida X na diregao
de maior comprimento. Guarde as duas caixas em P. Ordene P de acordo com f. Volte ao
passo 1.

. Aplique o procedimento descrito na subsecio 5.5.4.

Se pudermos afirmar que existem pontos vidveis do problema em X ent#o p = min(u, §(X)).
Se atualizou x entdo exclua todas as caixas Y em P e C tais que m > p.

Avalie £(X, A) e sua matriz jacobiana J£(X, ).

Estime A = mid(JL(X, ))).

Estime os valores singulares A com aritmética de ponto flutuante. Chame de o1 o menor

destes valores e g,, 0 maior.
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13.

14.
15.

16.

17.
18.
19.
20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.
27.
28.
29.
30.

31.

32.

33.
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Se 32 < v entdo divida X na direcio de maior comprimento. Guarde as duas caixas em P.
Ordene P de acordo com f e volte ao passo 1. Em nossos experimentos usamos v = 10~8.
Estime Z = mid(X, \).
Estime M = A™'JE(X,)) e b= -A~1g(z)).

Aplique o estdgio ndo estendido de Gauss Seidel ao sistema M (z — Z) = b tomando (X, \)

como estimativa inicial. O resultado ¢ uma nova caixa (X1, A}).

Se alguma entrada de X; é vazia entdo exclua X e volte ao passo 1.

Estime Z = mid(X1, A1) e §(X4).

Se §(X1) > p entdo exclua X e volte ao passo 1.

Avalie £(X7, \1).

Se alguma entrada de £(X1, A1) nio contén zero entio exclua X e volte ao passo 1.

Se W(X1) <ex, ||£(X1, M)l| < er e |[e(X1)]| < ec entdo guarde X; em C e volte ao passo
1.

Estime b = —A~1£(z).

Se X3 # X e aplicamos o passo 15 menos do que 6 vezes entdo substitua X = X 1. Volte ao
passo 15.

Aplique o estdgio estendido de Gauss Seidel ao sistema A (z — Z) = b tomando (X}, A1) como
cstimativa inicial. O resultado é wna nova caixa (X2,A2). Salve a dircgio em que ocorre o

maior salto ¢ os intervalos resultantes nessa diregao.

Se algum elemento de X3 ¢ vazio entdo cxclua X e volte ao passo 1.

Avalie f(X2).

Se KXL) > n entdo exclua X e volte ao passo 1.

Avalie £(X2, A2).

Se alguma entrada de £(X2, A2) ndo contém zero entdo exclua X e volte ao passo 1.

Se W(X2) < ex, ||£(X2, M2)|| < eF e ||c(X2)|| < ec entdo guarde X3 em C e volte ao passo
1.

Se nenhum salto foi salvo entdo divida X5 na dire¢do de maior comprimento. Guarde as duas
caixas em P. Ordene P de acordo com f. Volte ao passo 1.

Se algum salto foi salvo entéo divida Xy na diregao deste salto. Utilize os intervalos resultantes

nessa diregao. Ordene P de acordo com §. Volte ao passo 1.
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9.6 A funcao intmincon
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A fungao intmincon do INTSOLVER implementa o algoritmo descrito na secao anterior. Nesta

segao ilustramos seu uso e algumas de suas Opgoes.

O INTSOLVER deve ser simples para usuarios acostumados ao Matlab. A fungao intmincon

exige poucos parametros de entrada. Por exemplo, desejamos encontrar as solugdes globais de

min z? + (13 — 1)?

Scazg—22=0

na caixa —1 < 71,29 < 1. Para realizar esta tarefa com a funcao intmincon precisamos apenas das

fungoes f e ¢ e da caixa Xj.

> f = e x(1)"2 + (x(2) - 1)-2;
>> ¢ = @(x) x(2) - x(1)"2;
>> x0 = [infsup(-1,1), infsup(-1,1)];

>>[x,iv] = intmincon(f, x0, c)

ite evf evg evh evc evcg evch min nsol
0 1 0 0 0 0 0 Inf 0

10 44 27 3 29 29 3 2.000e+00 O

20 447 301 13 303 303 13 9.845e-01 2
>> x
intval x =

{0.7071,0.7072]  [0.5000,0.5001]
(-0.7072,-0.7071] [0.5000,0.5001]
{0.7071,0.7072]  [0.4999,0.5001]
[-0.7072,-0.7071] [0.4999,0.5001]
>> iv

intval iv =

[0.7499,0.7501]

(0.7499,0.7501]

[0.7499,0.7501]

[0.7499,0.7501]

nlist

completed

0.000

0.171

0.941
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A fungao intmincon assume os seguintes padres,

¢ Nimero méximo de iteragoes: 1000.

* Numero méximo de Avaliacdes de fungio: 10000.

¢ Nimero maximo de Avaliages de restrigao: 10000.

® (L= 00.

o cx =108,

e g = 10-8.

e cc = 1078,

e Nivel do Display: 10.

e Iterar até limitar todos os minimos globais: Nao.

Todas os pardmetros acima podem ser modificados. Em particular quando optamos por iterar
até limitar todos os minimos globais, a fungfio ignora quaisquer valores em nimero méximo de
iteragGes, nimero méximo de avaliagdes de funcio e nimero maximo de avaliagGes de restricao.

Obviamente esta escolha deve aumentar o tempo de execugio do algoritmo e cabe ao usuério o uso

coerente desta opgao.

No préximo exemplo mudamos as quantidades ex, ex e ec para 10710, Também atribufmos o

valor 0 ao nivel do display de forma que as informacdes sobre o processo nio serdo exibidas.

>> opt = intoptimset();

>> opt(1) = 10"-10;
>> opt(2) = 10°~10;
>> opt(3) = 10°-10;
>> opt(8) = 0;

>> [x, iv, ef] = intmincon(f, x0, c, opt)
>> X

intval x =

(0.7071, 0.7072] [0.5000,0.5001]
[-0.7072,-0.7071] [0.5000,0.5001]
[0.7071, 0.7072] [0.4999,0.5001]
[-0.7072,-0.7071] [0.4999,0.5001]

>> iv

intval iv =
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[0.7499,0.7501]
[0.7499,0.7501]
[0.7499,0.7501]
[0.7499,0.7501]
>> ef

ef =

A saida z mostra as caixas solugdes encontradas pela fungdo. Em 4v temos f(X;) onde X; sio
as caixas em z. Finalmente o pardmetro de saida ef = 0 nos diz que a funcgao foi finalizada com

SucCesso.

As fungoes do INTLAB estao documentadas e o usuario que desejar maiores informacoes deve
digitar

>> doc nome_da_fungéo

no Matlab.
5.7 Estudos Computacionais

Para avaliar o desempenho da fungao intmincon escolhemos 3 problemas da literatura de oti-
mizagdo global. Levamos em conta a precisdo e a eficiéncia da fungdo. Com relagao a precisio
veremos que a fungao é capaz de encontrar todas as solugdes dos problemas desde que o nimero
méximo de iteragdes ou avaliagoes de fungdo e restrigio nio sejam atingidos. Com relagédo a
eficiéncia, apresentamos em cada caso o nimero de iteragdes, avaliagdes de fungao, gradiente, Hes-
siana da fungdo f e avaliagbes de fungao, gradiente e Hessiana de c. Reportamos também o tempo

de execucao em segundos em cada caso.

A menos de mengao contriria, o nimero méximo de iteracdes em cada teste é 1000, o nimero
maximo de avaliagdes de fungao e restricao é 10000, 1 = +o0 e os valores & X, EF € Ec sio iguais
a 1078, As fungdes foram implementadas em Matlab exatamente como aparecem descritas abaixo.
A extensdo é feita apenas trocando varidveis reais por intervalos. Os testes foram realizados em
um AMD Sempron de 800M HZ e 1GB de meméria RAM com sistema operacional Linux.

5.7.1 Runarsson

Este problema foi extraido de Runarsson e Yao (2000). Desejamos encontrar todos os minimos

globais regulares de
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n
min — \/(TL)”H.’L,,
i=1

S.aiz?—1=0
i=1

na caixa 0 < zy,...,z, < 1.

Este problema tem uma tnica solugio dada por

. (1 1
-’E - ;Lm,..-,m

e sabemos que f(z*) = —1. Usando a fungdo intmincon obtemos

#Varidveis #lteragdes #Aval. f #Aval. ¢ #Aval. V§ H#Aval. Ve.

2 14 543 368 368 368
3 81 806 574 580 580
4 381 10001 G746 6833 6833

#Varidveis Tempo(s) U #Solugoes  Concluido(%)

2 10.448 -1 1 100
3 25.887  -0.9164 1 100
4 312.81  -0.7545 8 50

Observe que para n = 4 a fungdo alcanga o nimero mdximo de avaliacoes de fungao. Nos
demais casos encontramos caixas que contém o ponto

A tabela abaixo traz estatisticas sobre estas caixas

#Varidveis  [|E(X, A W(X)  [|e(X)]]
2 3.7442e-11 9.7256e-14 4.4018¢-9
3 4.5498e-9  2.3414e-9  1.6880e-9

5.7.2 Runarsson 2

Este problema foi extraido de Runarsson e Yao (2000). Desejamos encontrar todos os minimos
globais regulares de
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min z3 + (25 — 1)?

S.amy—1z3=0

na caixa —1 < z1,z9 < 1.

Este problema tem duas solugdes dadas por

R 1 1
v =<i20_-5’§)

e sabemos que f(z*) = 0.75. Usando nossa fungao obtemos

#lteragoes #Aval. f #Aval. ¢ #Aval. Vf #Aval. Ve.
25 534 365 367 367

Tempo(s) u  #Solugdes Concluido(%)
11.100 0.75 4 100

Encontramos mais de um limitante para os minimos globais z*. Isto se deve ao passo de divisdo
do algoritmo, veja a subsegdo 3.9.2 para maiores detalhes. Todas as caixas solugoes deste exemplo
limitam z*. A tabela abaixo traz estatisticas sobre elas

IEX NI W) [le(X)]]
2.5634e-9  2.072e9  1.0e-9
4.7344e-9  2.072e9 1.0e-9
5.432e-10  7.79¢-10  1.0e-9
3.715¢-10  7.79¢-10  1.0e-9

5.7.3 Runarsson 3

Este problema foi extraido de Runarsson e Yao (2000). Desejamos encontrar todos minimos
globais regulares de

min exp®1¥273%4Ts

S.azi+zi+zi+ai422-10=0
T9X3 —51:4:1:5 =0

Z3+z5+1=0
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na caixa —2 < z1,24,25 <0, 1 < 29,23 < 2.

Este problema tem uma tnica solugio dada por

T* = (-1.717143,1.595709, 1.827247, —0.7636413, —0.763645)

e sabemos que f(z*) = 0.0539498. Usando a funcio intmincon obtemos

#lteracdes #Aval. f #Aval. ¢ #Aval. Vi #Aval V.
25 534 365 367 367

Tempo(s) i #Solugdes Concluido(%)
11.100 0.75 4 100

Encontrainos mais de um limitante para os minimos globais z*. Isto se deve ao passo de divisdo
do algoritmo, veja a subse¢do 3.9.2 para maiores detalhes. Todas as caixas solugoes deste exemplo
limitam z*. A tabela abaixo traz estatisticas sobre elas

1L WX)  (l«(X)l|
2.5634e-9 2.072¢-9 1.0e-9
4.7344e-9 2.072¢-9 1.0e-9
5.432e-10 7.79¢-10  1.0e-9
3.715e-10 7.79¢-10  1.0e-9




Capitulo 6

Conclusoes

6.1 Consideragoes Finais

Neste traballio apresentamos métodos capazes de limitar todas as solugoes de trés problemas
de otimizagao global. A ferramenta que tornou possivel a construcio destes métodos é a aritmética
intervalar. Ela permite realizar cdlculos verificados de expressdes complexas e dé informacoes sobre

o comportamento global da fun¢do em uma caixa.

Um dos principais resultados da aritmética intervalar é a inclusio. Esta propriedade tem
implicagoes importantes em nosso trabalho. Dentre elas destacamos a capacidade de excluir caixas
que néo contém rafzes ou minimos globais em nossos algoritmos. Outras propriedades importantes
dessa aritmética sdo o teorema do valor médio intervalar e o método de Newton intervalar. Eles
foram explorados ao longo dos capitulos e 0 método de Newton intervalar é a base para os algoritmos
estudados.

O principal resultado do nosso trabalho é o INTSOLVER, um pacote escrito em Matlab que
implementa os algoritmos discutidos nos capitulos anteriores e que resolve, sob certas condigdes,
problemas de otimizagéo global em dimensdo baixa. Testamos o pacote com problemas clissicos
da otimizagao global e a tltima segdo de cada capitulo deste texto dedica-se a apresentagéo dos
principais resultados dos testes. O INTSOLVER e os arquivos de teste estdo disponiveis em

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/25211

O INTSOLVER é simples e usudrios do Matlab nao terdo dificuldades em entede-lo. A sintaxe
das fungoes é semelhante aquelas do optimization toolboz da mathworks e ao longo da dissertagao
ilustramos o uso de suas principais fung¢ées. Além disso o INTSOLVER é um pacote pequeno, com
aproximadamente 2500 linhas de cédigo, e estd aberto para usudrios interessados em modifica-lo.

Embora a teoria que apresentamos seja valida para problemas em qualquer dimensdo, nao
conseguimos resolver problemas médios e grandes usando nosso pacote. Esta limitacao é a principal

preocupagao para trabalhos futuros. Em particular, as préximas implementagoes do INT'SOLVER

95
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devem considerar:
e Estudar. implementar e comparar outros algoritmos de otimizacao restrita com o implemen-

tado no INTSOLVER.

e Incluir uma fungao no INTSOLVER capaz de resolver problemas com restrigoes de desigual-
dade.

e Comparar a performance do INTSOLVER com outros pacotes de otimizagao global.

e Paralelizar nossos algoritmos para aumentar sua eficiéncia. Permitir que problemas maiores

sejam resolvidos.

e Estudar a possibilidade de substituir a hessiana por aproximacoes mais baratas nos algoritimos

de otimizacao.

e Implementar o INTSOLVER em uma linguagem mais eficiente como C + + ou FORTRAN.



Apéndice A

Diferenciacao Automatica

O délenlo de derivadas ¢ essencial e computacio cientifica. Como vimos nos capitulos anteri-
ores, nossos algoritmos dependem do cdlculo de gradientes e hessianas para funcionar corretamente.
Por outro lado, o usudrio do INTSOLVER deve notar que suas fungdes nao exigem expressoes das
derivadas como parametro de entrada. Isto acontece porque nossas funcoes avaliam automatica-

mente todas as derivadas necessarias.

Neste apéndice discutimos as idéias principais da diferenciacao automéatica e ilustramos seu
uso. As fungdes de diferenciagao automdtica que usamos foram escritas por Rump (1999) e estdo

presentes no INTLAB. Nossa exposi¢ao segue o trabalho de Hargreaves (2002).

A diferenciacéo automadtica nao estd ligada exclusivamente & aritmética intervalar. Podemos
usé-la para calcular derivadas e hessianas de fungdes com aritmética de ponto flutuante. No entanto,
neste caso os resultados estao sujeitos a erros de arredondamento. Usando aritmética intervalar os
calculos sao verificados e garantimos que os intervalos obtidos contém os verdadeiros valores das
derivadas. Para facilitar as idéias apresentamos a diferenciagao automatica usando o conjunto do

numeros reais R. A passagem para o caso I(M) deve respeitar as regras expostas no capitulo 2.

Seja f : R™ — R™ uma fungao que depende somente de operagoes elementares com derivadas
conhecidas, por exemplo, +,—, , /, sin, cos, In, exp. A expressdo para f(z), = = (z1,...,Zm) pode

ser decomposta em uma lista de equagoes representando a fungao,

ti(z) = gi(z) = z; i=1,...,m (A.1)
ti(z) = gi(ta(x), ..., tica(x))  i=m+1,...,0 (A.2)
onde t; e g; sdo fungoes escalares e somente uma operagio elementar ocorre em cada g;. As fungoes

g; sao diferencidveis pois sdo compostas de operagoes elementares. Usando a regra da cadeia nas

relagoes acima temos

Oty = 0g: Oty 1 sei=j
—— = 0y ———— onde §;; =
ot; ; Oty Ot; N 0 caso contrério
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Escrevendo t = (t1,...,t) e g = (g1,...,q), podemos escrever A.1 - A.2 como

Dt =1+ DgDt
onde
0
dg2
g Dt 0
Dg=——= ! ! ,
g atj 3—?;’ % o ...
e
1 0
It
Do ot; a 1
9= ot: | e au
J s T |

ey
o~
-
-
&
~

Isto implica que (I — Dg)Dt = I. Este sistema pode ser resolvido para qualquer coluna de
Dt através de substituigiao para frente. Para encontrar todas as derivadas parciais de f devemos
resolver o sistema para as m primeira colunas de Dt.

Para usar diferenciagao automética no INTLAB usamos o comando gradientinit. Por exemplo
desejamos calcular a derivada de f(z) = 2z + cos(2z) no intervalo z = [3,3]. Com o INTLAB
temos

>> £ = @(x) 2*x + cos(2*x);

1]

>> x
>> £(x)
intval gradient value amns.x =
6.9601
intval gradient derivative(s) ans.dx =
2.5588

gradientinit (infsup(3,3));
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