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INTRODUGIXO

A finalidade desta tese ¢ o estudo dos funcionais ana
1{ticos n-lineares, dos funcionais homogeneos que se podem defi
nir a partir destes e de varias questoes dos fundamentos da teo
ria dos funcionais analfticos,

A primeira fdrmule que exprimia um funcional analfti-
co bilinear, sob forma de integral dupla complexa, foi dada pe-
lo prof. Fantappie ([7], pg. 512).+ Quanto as curvas de integra
gao que aparecem na referida férmula, aquela sobre a qual e fei
ta a primeira integragao ¢ variavel,dependendo da segunda vari
avel de integragao.

Em (2, §2, I) : damos uma caracterizagao dos abertos
do produto de um espago fopolégico por outro compacto e utili-
zamos o teorema (3, §3, I) para associar biun{vocamente, a cada

conjunto n-linear do produfo de n espagos funcionais anali{ti-

cos, um aberto do produto de n esferas complexas.

Generalizando o conceito de curva separatriz na esfe-
ra complexa, damos no ( §3, I) a definigao de n-separatriz que

é o produto cartesiano de n contornos fixos, convenientemente

escolhidos,

+ L4 g @
Como e habito, os numeros entre colchetes referem-se & biblio-
grafia,

IPara nos referir a um teorema desta tese, colocaremos em pri-
meiro lugar o numero do teorema, depois o do paragrafo e final
mente o do capitulo. Quando nao houver ambiguidade, omitiremos

alguns destes numeros,
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No ( §2,1II) damos a forma integral de um funcional
anal{tico n-linear, com variedade de integragao igual a uma
n-gseparatriz, e caracterizamos as fungges que 880 iﬂdicatrizes
de funcionais analfticos n-lineares.

Achameos importante o estudo dos funciomais analft;
cos n-lineares, pois varios destes aparecem na analise s o
wronskiano de =n fungges anal{ticas que exprimimos soS'forma
de integral e o produto simétrico de duas fungees.

Quanto aos funcionais anslfticos homoganoos que se
podem definir a partir dos funciomais anal{ticos n;lineares, a
sua definig8o foi apenas esbogada pelo prof. Omar Catunda ([6],
Pg. 54). Achamos, porém mais natural definir funcional homo -
gSneo a partir da restrigio de um funcional n-linear a inter -
secgao de seu campo de definigao ;%fn com a diagonal A

n
do espago onde se encontra 9% o

n
No (§4,I) estudamos os campos de definigao dos

funcionais homogéneos, e provamos (§4,II) que os mesmos 880
equivalentes (a Qenos de um prolongamento) aos de mesmo nome,
estudados pelos profs, Fantappié, Pellegrino e Haefeli, quando
definidos em reunices de regioes lineares. |

| 0 presente trabalho se inicia com as principais de-
finigoes e teoremas da teoria do espago funcional anal{tico e
algumas modificagGes de teoremas, pela introdugao da regiso li-
near vazia,

No (§4,I) damos uma definigao mais natural de linha

analftica e provamos a equivalencia desta com a de F.Pellegri-
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no e D.Del Pasqua ([15], pge 15). Aproveitando um corolario
do teorema (2, §2,I) demonstramos a possibilidade de "unir®
duas fungoes do espago funcional anal{tico por uma linha anali
tica conexa. Provamos, também, 8 possibilidade de "unir" duas
fungoes de uma vizinhanga fﬁndamental, por meio de uma poligo-
nal anal{tica conexa, de tres lados., Por fim, demonstramos a
equivalencia das definigoes de conexao de um conjunto aberto no
espago funcional, por poligonais anal{ticas conexas, por arcos
cont{nuos e por cadeias de vizinhangas fundamentais.

A definicao de linha analf{tica adotada pelo prof.
Fantappié (linha F) e mais restritiva que a de F.Pellegrino e
D.Del Pasqua (linha quase analftica), portanto todo funcional
"hiperanal{tico" isto é analftico sobre as linhas quase analfti - -
cas, sera analftico sobre as linhas F. Escrevem entdo os auto
res F.Pellegrino e D.Del Pasqua (([13], pg.38) = ([21],pg.966)):
" resta da conoscere quali funzionali analitieci sono iperanali-
tici", Demonstramos no (§1,II) que todos os funcionais anal{ti-
cos sao hiperanalf{ticos.

Para melhor compreensao deste trabalho, intercalamos
aqui e acola definigoes e teoremas de teoria dos funcionais
analfticoao

Preferimos usar o espago funcional anal{tico segundo
Fantappié ao espago estudado pelos profs. J.Sebastido e Silva
[20] e Candido L.da Silva Dias [19]. Justificamos isto pelo
exemplo do produto funcional simetrico dado no (§3,II),

Como na definigao de integral mﬁltipla no campo com-
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plexo, aparece o jacobiano relativo a representagao paramétri-
ca da variedade de integragao, preferimos dar a formuls funda-
mental dos funcionais anal{ticos lineares sob forma de integral
extendida a um contorno, e nao extendida simplesmente a curvas
de Jofdan fechadas e rectificaveis.

A maioria dos s{mbolos e defiﬁig5es da teoria dos cen
juntés e da topologia, que adotamos, sao de N.Bourbaki ([2] e
[s]).

Consignamos aqui os nossos agradecimentos a ®"Fondazio
ne Amerigo Rotellini® que nos conc¢edeu uma bolsa de estudos
Junto a0 ™ Istituto di alta matematica ™ de Roma, onde tive-
mos a oportunidade de iniciar o estudo dos funcionais analfti-

CO8e
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§1 TOPOLOGIA DO ESPAGCO FUNCIONAL
ABALITICO

1l Fungoes biregulaves

Definicae 1

Chama-se funcéo anslftics biregular, uma fungao y(t)
anal{tica num aberto M da esfera complexa S e distinte de S,
tal que y(eo) = o se o M,

Se o0cM e y(od # o diremos que ©¢ oo 6 singular
pare y(t).

Indicaremos com o simbole (y(t),M) uma fanﬁo bi-
regular; quando nae houver ambiguidade, simplesmente por y(t)
ou Y. Muitas vezes usaremos os s{mbolos H& para indicar o

campb de definigao de y(t), ¢ I_ ou I para o conjunto das

y
singularidades, isto e [N& "

Dade (y(t),M) biregular, se M oA, diremos que
y(t) @ biregular sobre A.
Pela definigao, a fungao nula sobre a esfera oom -

plexa nao & biregular, pois esta definida num aberto que coinei

de com S,



Definigap 2
Dada uma fungao biregular (¥ Ho), um conjunto fe
chado n&o vazio A < l(o e um numero real positivo ¢ , chama-se
(A,5)

vizinhanga de Yo © indica-se por (A, o) Y, © conjunto das

fungSes biregulares (y,H) que satisfazem ascondigges :
A=u o lylb)ey (6)l<o Ve e

A cada (yoguo) fica entao associado um sistema de
vizinhangas /U/(yo), que satisfazem as seguintes propriedades

([8] ,pg.28 = [9] ,pge659 = [11] ,pg.304 = [6] ,pgo22).

1) 3¢ VeUy,) => 3y, ¢ Vs
2) dadas V67, e Uly,)) = 37, e’l}’(yo)lvlﬂvzzvss

3) dada VeW(y)e yeV = 3IW eUly)| v =7V,

Dada (Yoxﬂo) e um fechado nao vaszio A:Ho, chama=

remos yizinhanga linear e indicaremos por (A)yo, o conjunto

das fungoes biregulares sobre A.

B claro que U(A,0)y = (A)y_ . Poremos entao
0> 0 ° °
(A’”)Yo = (A)yoo
Consideremos o conjunto (Y das partes R do con =

Junto das fungoes biregulares que gozam da propriedade s

Vy e R 3 v ¢ Yy) | V=R .
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Pode-se verificar ([17], pg. 60) que () define uma
estrutura topolégiia no conjunto das funggea biregulares, Mui-

tas vezes usaremos o termeo regiﬁo para indicar um conjunto aber

+
to o

0 conjunto das fungoes biregulares, munido desta topo

logia,seri chamado espago funcional analftico e sera represen-

tado pelo s{mbole Ep.

3 Regioes lineares
Defini¥8o 3
Chama-se regiao linear, uma regiao R, que goza das

propriedades 3

3
V(rys¥y),(vp,8,) ¢ B, = (5475, MNK,) e By
Y(y,M) € R, , « e 1T = «(y;M) ¢ R,
baervaca
Evidentemente a regiao vazia de 54 é linear.
Teorema 1 .
Se uma vizinhanca (A, U)yo, 3 t a regia
linear R, , entéo tambem & vizinhanca linear (A)y, ara

iide em R, (8], pge 24, teor,l).

% , .
As vizinhangas, que definimos, formam um sistema fundamental
de vizinhangas abertas.

¥ Chama-se saus de ( a gla

Cha ! ¥.sM, )e(y,,M,)a fungao cuja regiao de defini

gao e xlf\n e que efi okda ¢ eﬁlﬂ M, gome o valor yl(t)+y2(t)e

Evidentemente supomos M,N M, # 4. 5
Chama-se produto dgaﬁgTT(corpo complexo) por(y,M) a fungao

cujo campo de definigao e M, e que em cada t €M tome o valor

ay(t)eo
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Utilizando-se este teorema ; pode-se demonstrar o

gseguinte teorema fundamental de Fantappié ([8] PEoRE) o

A cada regisgo linear Bef # & pogsivel sssociar um

conjunto fechado A # S nio vazic nide pela interseccec

Cu

o & , @ @ o~
das regices de definicac das fungoeg de Ro o de modo que cadg

funcao y(t) &€ ¥, biregular sobrg A , pertenca a Rp & reclpro
camente o
Usando-se a observagao 1 , podemos evitar a hipote=

se Re% # o Com efeito se R€= g , teremos s

N u

y
YER,

fi
47

que & fechados Reciprocanente , como nao existem em S fun9598

biregulares sobre S, o conjunto das fungges biregulares sobre

I
S e vazio o

~ . I d
Fica entao generalizado o teorema do profe Fantapwe
com ©

Teorema 2

A cada repgiso linear Reé possivel associar um cOR-=

Junto fachado A nao nao vaezio , definido pela inte erseccao das ree-

gices de definicao das funcoes de RE’ de modo_ que cada funqgg

y(t) de ¥ , biregular sobre 4 , pertenga a Roe reciprocament.a,

———— -y

Indicaremos, de agora em diante , uma regiao linear

pelo simbolo (A)

o

4 Intersecgao de regioes lineares

GoAruffo e D, Gallarati ([1],pgs) demonstraram um
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teorema sobre intersecgao de regloes lineares, sob a hipétese

que esta nao seja vazia. Usando a observagao 1, podemos demon

strar o teorema mais geral :

Teorema 3 .
ara e _interseccio jQ,(AJ) seia uma regifo 1i-
r'd "o I d
near e condicao necesgaria e suficiente gue j%&‘j seja fecha

gaﬁ J# é

Provemos que se jE}(Aj) = (A), sera ;?GAJ = A e

reciprocamenteo

Com efeito, seja :

I)
1) ;:L(Aj) > (A), e teremos :
(A) = (a) Y e
Aj < A Vjei

2) j%% AJ e A
Percorrendo o caminho contrﬁrio, vemos que & relagao
2) tem como consequencia -1).
I1)
Seja 3
3) jC}(Aj) < (A), donde
Vy e fla) = ye@
VyE(AJ)’ VJCJ b—— YE(A)

\V/ o fechado I=B,, \/jeJ=> 1B (B CAj Vies, B =[n)



donde
r}
jed Bj e B

4) ‘
j%%'lj = &

Percorrendo 0 caminho contrario, vemos que & rels

¢80 4) tem como consequencia B8).

5 Reuniao de regioes
lineares.
Outro teorena,'demonatrado por Aruffo e Gallarati

([1] ,pg.8), importante para a teoria dos operadores lineares

e o seguinte

ser(ay)

30;1, # # o que gualquer sberte © gue contem ,QTAJ
sontenha algum A, (Jed),
Daremos a seguir uma condigao suficiente para que

j&%(Aj) seja uma regidfo linear.

Ieorema § |
Para que ,L,:J;(l,) gele ume regifio linesr ¢ condi
<89 puflolente aue 93'[‘,] qeg B2ele ume bege de filtro.

Seja J o filtro com base . Pela compacidade
de 8 , teremos ( [3] ,pg.81) s



I) ﬂi

; AcF N
Ay i = A i, = N1,
jeJ jeJ AeT
logo ﬂ A, # ¢ .
jeg 3
11)
Seja '=’erJ Aj , teremos Q o LJ (323)s Com efeito':
Q= [li
AeF
Q = 4\ (A ¢7) ([3],pge 92)
logo Q = Aj (1 e3)s

Segue-se de I)e II)e pelo teorema 4, que

U(AJ) sera ume regiao linear ( (M a
jeJ jeT 3

§2 CARACTERIZAGXKO DE ABERTOS NO
PRODUTO DE UM ESPAGO TOPOL(S-
GICO POR OUTRO COMPACTO.

1) .

Sejam E e F dois conjuntos e H<=E X F. Se-

Jam H(«) e H(t) os cortes de H, segundo «x¢tE e t&eF re-

spectivamente ( [2] ,pg.17).

Sa8o imediatas as proposigoes ¢
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1) Se AXBe—He>BellH(t) ou B<H(t) VteA.
EA
R) (Na(s) ¢ & = &
tecA
3 A 5 &=
) [jO-T j] X [jLe)JBj ] jli:JJLj * B

Daremos agore um teorema importente para o que se-
gue, Em virtude deste poderemos estemder o teorema (2, §1) do

prof. Fantappie aos campos de definigdo dos funcionais n-1ing@: o

res,
2 ~ Ieorema l

Seja E um egpago ;gpolg’g;cg compacto, F um espe
¢o topolopico e H contido no produto EXF , Para que H
e er ¢ condicio necessaria e sufieiente que am_aber
tes (] A(t) (V.I_fechado de E) o Ht®) (VueF).

tel

I) A condiglo e necessaria

Seja NE(t) = g . A condigdo é evidente,
tel

Seja.tOIH(t) # # (I fechado em E) e "o perten-’
cente a esta, Sera por 2) {aoz X I=H. Existira entdo uma

familia de vizinhangas [Vt( oto) X V(t)] % dos pontos de

el
{Qo} X I cont{dos em H e cobrindo {ao} X I, Seja a
familia de vizinhangas [V(t)] gey due cobrem I. Pela compa-

cidade de E, existira
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n
U v(s,) = I.
J =1 '
Teremos entao 3

n n
4) NVvlx T = NV

n
g, (xd x Uv(ty)
=1 %3 =1 3 3=1

Pondo

ﬂvtj{ ) = v(«o) , sera por 3) e 4)

v(“o) *x 1eH,

e por 1)

v(g) = [(1u(s)
tel

o que demonstra que N H(t) e aberta. Que H(a) (\/ «eF)
tel

e aberte, € conhecido ( [5] sPg065) .

II) A condigdo ¢ suficiente @

Se H=g o teorema ¢ evidente.

.. Seja H¥E P e (a,,t, ) €H, teremos totﬂ(“o)o Pela
regularidade de E( [8] ,pg.92), existe uma vizinhanga fecha-
da W(t,) tal que

V(to) = H(ao)
logo {a) xv(t) = 8,

1 Per 1), teremos s

. Qmo)““’



que e aberto por hipdotese. Colocande N H(t) = V(ao),

tevV(t )
¢ )
sera por 2)
V(a) x V(¢) = &
© que nos dis que H é aberto.
3 Seje ® o conjunto das partes abertas nao va=

sias de E ', Podemos munir este de uma topologia anﬁloga a
do espago funeional & , Dado LS © e Af P fechade e

contido em H°, chamaremos vizinhanga de M

,{Kﬁ%leA}o

Este sistema de vizinhangas forma um sistema

fundamental de vizinhangas abertas; define; portanto, uma topo

logia em %o

seja aberto, e condigao necessaria e suficiente que pry H

e H(a) (Y aeF) ge j@m abertos e & aplicacaga-H(x) ¢ ®
( a € prp H) geda contfnua.

I) A condigdo e suficiente.

Evidentemente H(a) ( Va € pPrp H) e Prp H

sao abertos.,
Seja a ¢ prp H . Mostremos que a aplicagao
« —> H(%) e cont{nua em x e Seja A fechado, nao vazio, con-

tido em A(Oto). Pelo teorema 1, nn(t) = V(a) e aberta.
tsA

+ Supomos E regular.
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Pela relagao 2) sera s
v(ao) X A=H

loge por 1), se o ev(ao) => H(a) = A, Isto nos diz que

a aplicagao o — H(®) e cont{nua em & (ver inicio deste nu-

mero) .

11) A condigao & suficiente s

Seja -(ao,to) ¢ H, sera toe H(or.o). Pela regula

ridade de E existira uma vizinhanga fechada V(to) tal que 3

V(to) = H(ao)o
Pela continuidade da aplicagao a - H(x), existi_
ra V(ao) = prgH tal gue :
se o EV(ao) = V(to) = H(a)t
isto @
V(“o) X V(to) = H

donde segue-se que H é aberto.

§ 3 ESTUDO DE CONJUNTOS ABERTOS
O PRODUTO DO ESPAGO FUNCIOS-
NAL ANALfTICO PR UM ESPAGO
' roPoLb6GICO.,

1 Sejam El’ Ez,ooo, En n espagos topola’gicoa
(n>1). Indicaremos por etdl o produto topologieo dos espa-
gos dados, na ordem natural, excetuado EJ( 1€ jsn). Designa-

remos por X (1] elemento de ELJ] (1sjisn).
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Definigao 1

Sejam os espagos E,, Epyeca, B e um aberlo
H=E XByX .o x E (produto topologico). Se o corte H(x(”)
( V x[ﬂ € E[‘ﬂ) (L<j<n) for uma parte propria de Ej’
diremos que H ¢ w Ego Se E for proprio se -
gundo Ej (_“_VIC jsn), diremos que H o W

| Quando os espagos forem as esferas complexas

Sj de variavel tj (1sj€n), indicaremos o produte destas,

na ordem natural, por Sn'

Quando os espagos forem os espagos 8’1 de fun-
coes biregulares y(tj) (tj = variavel da esfera complexa
Sj) (Ls€3<n), indicaremos o produto destes por zn‘

Dade y = (Yl(tl),.oo,yn(tn)) ¢ En, indicare=-
mos por J ou Sly o produto cartesiano das singularidades
I, I, oo In’ respectivamente de y,j0.0,¥, 7 ,qUe cha-

maremos conjunto das singularidades de y. Indicaremos o pro-

duto (Al) Yy X ees X (An)!"n por [A]y.

Seja S espago funcional anal:ftico e E um

- espago topologico. Consideremos o espago topolégico' &IxE.
Sejaygum conjunto contido em XE tal que%(x) (v x € E) se-
ja uma regifio linear de f. Designa-la-emos por (A(x))

S
(A(x) é o conjunto fechado da esfera complexa associado a

regigo lineard(x)). Terecmos:
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a) 'W(Y,M)+ 86 depende de M , ou de I = 'M o que e
O mesmo .
Com efeito ,
W A(y,M) = x eE | (A(x)) & (y,M) ¢ =
=  (x¢E| A(x) =M
Como na ﬁlfima expressao 8o intervem M, e claro que

(M)

"4 (y,M) 8o dependera de M, Poremos entao i/(y,M)

L}

L))

b) Se (y,M) e (yo,Mo) pertencem a ¥ e M- M ,se=
ra por a) ’?(M)«ZTW(MO) .

o

c) Seja H = o B(x)«ixic'YE (B(x) = LA(x)),

teremos 3
H(x) = B(x) (Vx eE),
o que e evidente, e
H(t) ="%(s-t) (Vtes)
pois H(t) = ‘zxsn | B(x)at}= {x+E| A(x)c s-t}=
= W (s-t)
Temos alem disto H préprio segundo S .
d) Podemos tambem obter W(M) a partir dos cortes
de H .

Com efeito:
Fo(M) = zxaE | A(x)sz% = zx::E | B(x)tﬂiM} =
= {x:E | te(M->t¢B(x)} = §{ x#E | te(M=r x eH(t)e
Teremos 3

M) = tDM H(t)

% (y,M) é o corte de '# segundo (y,M)e P
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e) Se o conjunto ‘JAc¥xE for aberto, dado (yo,xo)ﬁ e,
existira (A)yozx V(xo)c=%£. Com efeito existe :
(A,0)y, x Vix, )= W .

Pela propriedade 1) teremos :

xeVix)) = (A90)y, <= (A(x))

Pelo teorema (1,§1) teremos

xeV(x ) = Ay, < (Ax))

Pela propriedade 1) teremos :

(A)y x Vix) <.

As propriedades a) e b) foram obtidas por F.Pellegri
no e F.Succi, no caso em que E = S (|15|,pg.12).As propriedades
c) e d) foram obtidas por F.Pellegrino e D.Del Pasqua, nas hipo
teses em que E =S e ¥ e o campo de definigao de um funcional
anal{tico misto ([13],pg.16 e seg.).

2 Teorema 1

Seja W um conjunto do produto do espago J por um es-
pago topologico E. SeM(x) = (A(x)) Yx ¢E ¢ %W (y,M) for sberto
V (y,me ¥, R 2.91'_3"_3-.?.92_@2'

0 teorema 6 evidente se # = # .

Seja R F e (yo,xo)ﬁﬁﬁ. Teremos (yo,Mo)ff(A(Xo))y
portanto M°:3 A(xo). Consideremos A fechado de modo que

¥, = A=A DA(xo) .

o

o -~
Seja (YO,A) a restrigao de (yo,Mo) a A, teremos tanm

= (o0) & (Alx,))

’ o ’ ’
donde vira : xoﬁ'vw(A) que e aberto por hipotese.
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Se y e(A)(yo,Mo) se££ My - 2. Pela propriedade b)
sera : ;

o) = ¥
Em resumo, ¥y e(A)(yo,Ho) =#9%(uy) = % (R)

My, xHE) = ¥ .

Este teorema foi demonstrado por F,Pellegrino e F.

isto 6,

Sucecl no caso de E = S ({15], pgo 18), Generalizamos o mes-
mo para um espago topolégico E, para aplicﬁ-lo aos conjuntos
n-lineares, o que veremos em seguida.

Definicéo 2

Um conjunto gfn < En que satisfaz & condigdo @

0 corte de %n segundo V y[j] e &1 (L<j<n) é
uma regifo linear de éfj,
sera chamado conjunte nelinear.

Utilizando o teorema 1 déste §, veremos que é pos
s{vel dispensar a hipotese de que o campo de definigao de um

funcional n-linear seja uma regiao (como aparece em ([6],§5)),

pois esta condicao é consequencia do fato de o campo ser n-li-

near,
Teorema 2
Um gggjgn&g nmljlgggz ge Z é ama regiggo
n

Demonstraremos o teorema por indugao. Com efeito,se
Ja g‘62 2 EPI o é?z um conjunto bilinear. Pelo teorema 1,

yfz é uma regifo de Z:2°
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Suponhamos demonstrado que os.conjuntos (_n-=1)«=.
lineares g{n=1 b znal aejan_regises deste eapago, demonstra-
remos que qualquer conjunto n-linear de 2# ¢ uma regifio.

Seja o espage 31 x3’[1] homeomorfo & Ln e
o conjunto Czn’correapondente a yno 0 seu corte segundo
vy & pry %n ¢ um conjunte (n-1)-linear que pwla hipotese
de 1ndug§o é uma regiac. O corte segundo ytl] £ 3[1] é unme
regiao linear de 31, logo, pelo teorema 1, gfn '@ ume regiso. .

Pelo homeomorfismo tambem % sera uma regiao de Zn.

n
Um conjunto n-linear;, sendo tambem uma _regiioy

L d o
sera chamado regiso n-linear.

Levando em conta o teorema e) e procedendo-

se por indugiao como no teorema 2, podemos tambem dememstrar

que

o~

Observagao 1

Se Hn & una regiao n-linear de In, dade
(45 7)) 73X oco X (8n, en)y, <« H_, tambem [A] 7 =
(ADyy x ... xX(B))y, = H L.

Estamos agera em ‘condiggea de demonstrar a gene

ralizagao do teorema (2, §1), que permite redusir o estudo das
regigoa n-lineares de En as regices totalmente prépriae do

éapagosn, mais acessfvel.




ciar uma regiao totalmente prc'vpria HnC@n formada pela

reuniso das singularidades dos elmentos deX , de modo que

-——-——-——n

b 4 <= 4 -
se yé& = e_tal que jy Hn s Sera y&‘&n e reciproca
mente o

U,

yed, v

* *
I) Se « ¢ H , existe ¥ 6%11 com singularidades

» *
SO em o °

Seja H

Com efeito existe yé%n com singularidades
* : *
/\730( « Existira [A] yC% eSeja ¥y com singularidades

% * *
86 em « o.Sera Yy E|A] y donde ¥y e‘H’t{’n .

I1) 0 conjunto H_ é uma regiao de (Sn °

*
Seja o € H . Existe um elemento y*c'&n sine
* g *
gular em o , Existira tambem [A*] yc(}@n+ o Seja y t Z)n
*

’ % * * 4 ’
com singularidades so em A&B = le B2><....,xBn + § sera

*
y&'®, » portanto « ¢€H , donde B < H , o que nos diz

que Hn é aberto °

III) A regifio ¢ totalmente propria no espago ®n

' [jl ’
(Defs 1) « O corte segundo old pzs'{j] H e

+

#e
+ * %, % %, * %, ¥
+ Temos [A*] y = (Al)ylx(Az)yzx.“.x(An)Yn ©

B§ =CA; (L&3%n)

n POT hif)étese e aberto o
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nn({'j]) s{aj Esj l (al,...,aj’.o.,lf‘-n ) %Hn} (l‘j‘n) ®
Seja ye?fn com singularidades so em

o= @i,....,an) ¢ H , teremos g s(A(y?j])) * ’ donde

“j ::B(y[ﬁ) [ reciprocamente e Teremos portanto s

Hn( fxij}) = B(y:‘j]) F Sj (1<j<n)

e pela definigao Hnser; totalmente propria em’ (‘:'Sn .

1V) A regiao ?ﬁ; e formada pelo conjunto das fungoes ¥
tais que cn/y“‘»ﬂn o
Seja y = (yl,...,yn) de modo que J; = ;%000 T =H o
Mostremos que y f-ﬂz. Sejam alll variavel em IﬁJz e as fun-
~ - » 47 ,
goes y,}]singulares so em a‘j’ (1<j<n) o

Teremoss

{41 :
le thlz'!x. oo “{“n} < Hn »
portanto ,
Il - Hn(d.“l]) = 3(52"°.’§n)
segundo I1I) ,

Desta ultima teremos

yle(A(iz,...,ih)) , donde
ize(‘(yl’;s’ 00);n))

+ ~
ijJ indica a h-l)-pl‘, formada por yl,....yn (na ordem natu-
ral excepto ¥y (L<j<n) .

t IEJJ indica o produto de Il’ooo’In ( na ordem n.tural) excopto
I, (Lgjen) »
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e a, eB(yl,ys,o.ojn) Vaz e I,
donde Ip = B(yy,7gscces¥y)
e Jo g (A(y1’§3’°°°’§n))

Continuando assim, faremos desaparecer as fungoes assina-

ladas, nas relagoes do tipe da ultima, e obteremos s

n £ (A(Ylsyzs °oo 97nc,1))
1sto @ 3 |

g = (Yla ?29°°°Yn) € yen 6oqodoe

V) Reciprocamente, demonstremos que se H < G’n e total-
mente propria, o conjunto émn das fungoes y tais que

3&, < H, é uma regiao n-linear.

seja yU1 ¢ gl o H _(yUI) (Lejen)o

Temos

R - {51 I <r) -

N = 3 M (431
{7, 1 1= 05l 1)} (8(y31) 0l pi® )

Para provarmos esta ultima igualdade ¢ suficiente uti

lizar as relagoes 1) e 2) do § 2.

+ \ Lo
ay indica o produto das singularidades das fungoes de 7[1]
e de yd, na ordem natural.
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Pelo teorema (1, §2), o conjunto B(y[j]) é aberto
e diferente de Sj’ porque cada H(t[j]) # Sj (Bn e totalmen-
te propria por hipotese). Pelo teorema fundamental (2, §1),
ye(y[j]) = (A(y[J])) sera uma regiseo linear (A(y[j]) =
(8(y[3]y).
Existe, portanto, uma corrcspondancia biun{voca
entre regices n-lineares ?Mn‘: ):n e as regigee préprias
B <G,
5 Adotaremos no II capftulo as seguintes definigoes :
Contorno - Chama-se contorne, na esfera complexa, um conjunto
de um numero finito de eurvas de Jordan fechadas sem pom=-
tos comuns; compostas de um numero finito de areos regula
res.
Separatrigz - Chama-se separatriz entre dois conjuntos fechados
disjuntes I e A da esfera complexa, um contorno ¢
de modo que uma das partes limitadas por C contenha I
e a outra A,

C limitara uma parte aberta da esfera complexa que
contem I e estara contida em B =[A.

A existentia de uma separatriz entre dois fechados
disjuntos da esfera complexa foi demonstrada peleo prof.
Fantappie ([8],pg. 40).

n-geparatris. Seja H  aberto em S,

d = IIx...xI‘ fechado contido em H . Chama-gse

x.,.xsn &

n-separatriz entre 37 e ﬁﬂn o produte [' de contor-



nos (.!j = Sj % (Ls J<n) que limitam dominios * Dj que con-
tem Ij (L<j<n), deigodo que o produto Dl Xosoe X D, este-

J
ja contido em 'Hne

Quande B 6 uma regifo totalmente propria de @n’
a existeéncia de uma n-separatris é facilmente demcnatra'vol,nt;

ligande o teorema anterier :

Sejam I, X ... X I <H e as fungoes TysooesTy
singulares em I,,.cc, I respectivamente. Sera (yi,...,jn)e

€ yfn (rogigo ncliioar correspondente a Bn). Existira

(4,)y, x cee X (B)y, < %n , © pela primeira parte da demens-.

tragao do teorema B5), sera 3

1) By X By X.0oXB <= H .
Se OJ (L€j<n) forem sepatrizes entre Ij ) Aj
(AJ " ch'), = Gy X e0o X C sera uma nnsoparafris entre

A an.

Observacae 2
Sei: I® = H , existe B® tal que I’1==B”<=Hn (1
fechado L] B aberto).

ﬁ auficiento substituir na relagao 1) acima, os B,

(1<j<n) por B = ﬂ Bj
i=1

' g
dom{nio = aderéncia de um aberto.
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) +
Como consequencia, dado y egfn()An , existe
0 .
(A N = K, sendo 3 = (7,5 ¥y0000,7,)
Poderemos tambem tomar as sepatrizes C, < 8

J 3

(L<j<n) iguais e teremos uma n-separatriz cR,

No capftulo‘ II), usaremos sepatrizes entre as singu-
laridades I ¢ A de fungoes y(t) € S e au(t) ¢ & re-
spectivamente, Orientéealas-emos de modo a deixar I & direita.

Para orientarmos uma n-separatriz [ = Cy X ceeXCp,

entre Js= I) XIg X 0eoXI @ (B, (Y fechado e By aberto),

n
orientaremos cada contorno CJ (1<j<n) de modo a deixar Ij

a direita.

4 No segundo cap{tule estudaremos os funcionais analfti
cos homogeneos que se podem definir a partir dos funcionais ana
1{fticos nélineares F [yl,o.o,yn] o A maneira mais natural de
fazer isto e a de iguelar as fungoes variaveis independentes.
Isto, do ?onto de vista da teoria dos conjuntos, significa con-

siderar a intersecgdo entre uma regiao n-linear de L com &

diagonal deste mesmo,
Como o funcional homoganeo que estudaremos devera

estar definido numa regiao do espago de Fantappi‘, projetaremos

a intersecgao considerada, sobre um qualquer dos fatores de E!f

+
An ~ diagonal de En :



Estudaremos em seguida a intersecgao de uma regiao

®

n-linear com a diagonal de I

n
Seja R = U (Lj)o Consideremos T, - § a
Jj&J
3, - {35: | (Aj)ayo}
Se U (Aj) - (Ao) Vyo £ R ((AO) regiao lf

JedT,
near dep. de yo), diremos que em R esta satisfeita a ggggigég
Pe

Teorema 4

A projecao da interseccao de uma regiso n-linear de
L~ com a diagonal, sobre qualquer dos fatores de'¥ , & uma re-

unigo de vizinhancas lineares gue satisfaz & condicBo P.

I) Seja g{nfwAn = g, sera pr gwnﬂdn = f§ que é uma regism
linear.

Seja X NA #¢ . Existird y e€R=pr X 14, o

(4, U)yb =R . Provemos que (A)yo'é R. Para isto provaremos
antes que B = Hn’

s’ja (ql’ooo,an) e Bno Seré as E B (1‘d‘n)0

- *
A restrigao - de y, ©om os novos pontos singula
res “1:“2,--.,¢n pertencera a (A, o)yb, portanto a R, logo
* * * »*
(yoy yos""yo) € yfn, (1 )n < Hn e (a1’°°°’an) ¢ Hn
isto e

1 n
) . S @



Finalmente (A) = R, porque se y €(A), sera T =B e
= Bn, donde I <= Hn e y & R, Poderemos colocar o con-
junto dos (A) tais que (A)yoc:R (fazendo variar y, em R)

numa familia (Aﬁ} Fica entao demonstrado que R = U (AiL

jeJ’ jeJ
II) A condicio P esta satisfeita.

Se R =@ é evidente.

Seja R #£P e J,ER @ Jga{je:}‘ | (Aj) 3y°}.
Teremos por 1) :
[(a))7,] * = ¥, Vies
©
n n - -
1} = B, H_ VJEJO (8, [:Aj)
donde
N o 19 N [y .
Bj = t[jJeB’j“l H (% )ct[j] elﬁml Hn(t ) B,

Pelo teorema (1, §R2) B, sers aberto e também dife -

rente de S.
Concluimos que
(4,) = (a) Vies, (a,-= [s,)

portanto,

U

J €J (AJ) = (Ao) CoQOdo
0

Vice-versa podemos demonstrar o teorema que, de cer-

to modo, € o rec{proco dsste ultimo :

Iggremg §

Seja R = U (4;) onde estd satisfeita a condiedo
jeg



P. Entao R esta contida na projecdo de interseccao de uma
regigo n-linear com a diagonal ﬂn de En.

= . pB o
I) Seja H, Y BJ Zpe

Mostremos que Hn é totalmente propria em Gﬁno Seja
Hn (alr]) (L<xr<n)e.

Teremos @
(r" I ' g 1
H (a'™) = ;\a '(“1’“"‘3) ¢ H &

AT ) . -'
By («™) B3 %%k P35 T B, o By
Seja y, uma funcao singular so em aye Quando
a & Bj(jsJ), sera Ty tR o reciprocamente.

Teremos \/ (A,) = (A_ ), por hipotese,
Bjaxk J b g9

'd
e sera tambem

L <
Bj.mk BJ 13yk # 8.

Conclufmos que H, (x'*'y 4 8 (1<r<n). O que prova que

H e totalmente proprias em S

II) Provemos que R = pr Zf;fwﬂn , sendo & regido

n-linear correspondente a Hn.

Seja Yy ¢R, teremos :
¥y ¢ (AJ) (3=3)
portanto I < B

J



(Yyo000,7) & * e

n

y g‘pr yﬁn/)Ah
iste ¢ R =pr %nﬂAn coQods

Em geral nao e verificada a igusldade R = préﬁ;(wég,

pois, peara isto, deverfamos demonstrar que 3
y ¢ pr yﬁnf\ﬂh = y ¢R

isto 5, indicando I as singularidades de y 3

el B = 1B (§e3)
35 03 3

0 exemplo seguinte nos mostra qne esta implicagao nem

sempre é verdadeira

Sejam tres pontos Pl’ PZ’ P5 da esfera complexa @
31: Bz 8 BS tres abertos que contenham ceda par.dSutaa pontos

e n80 o terceiro., Teremos, pondo I =:{P11L}{P2}L){P5} 5
2 2 2 2

Entretanto, nao temos 3

I ==13.1 (1<3<38) .

84 LIwmAaAs AmALfTICAS E CONEXZXO MO
ESPAGO FUNCIONAL ANALfTICO.

1 Linhas analiticas
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A ideia de linha analftica, introduzida pelo prof.Fan
tappié, ¢ & de unma fungao de duas variaveis y(a,t), de modo
que dade & num aberto ) de esferas complexa, a fungao y(uo,t)
seja biregular num sberto M a« . Alem disto, fixado to, a
fungao y(a,to) deve ser regulzr e - introduzida a nogao de des
vio * entre dois conjuntos fechados de S - a aplicagao

« »I, = (M, (M, campo de definigdo de y(a,t) como
fungéo de t) deve ser continua ([8],pg. 27).

Posteriormente F.Pellegrino e D.Del Pasqua introduzi-
ram © espago CQ, das partes fechadas parciais nao vazias de S,
tomando como vizinhanga fundemental aberta de I _¢(l, o conjun
to dos I €& @ cujas distancias de seus pontos a Io ¢ menor
que um numere P> g. Segue=ge¢ daqui a definicao de continuida-
de da aplicagao a -aIa. A definicao de linha anal{tice de
F.Pellegrino e D.Del Pasqua, & obtida substituindo-se esta de-
finicao de continuidade aquela dada anteriormente pelo profs
Fantappié. Esta definigao de linha analf{tica, ¢ equivalente a
de uma fungao anal{tica de duas variaves (a,t), definida num

aberto H =8, X S, proprio segundo S , biregular com relagao

t’

@ t. Esta nova linha e designada pelos autores "linha gquase

anal{tica® ([13] ,pg. 15).
Preferimos adotar, nesta tese, uma definigao de linha

anal{tica semelhante a de J. Sebastiao e Silva [ 20 ]. Provare-

+Dados‘I1 e I, fechados nao vazios de S, define-se desvio entre
Iy e I, ¢ sup| (11,12), (Il,xaﬂ (x,€I,,x, eIé), sendo .(xl,Iz)*

dist. entre x; e I, e (I,,x,) = dist. entre I, e x,.
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mos ser esta definigao equivalente 8 de F.Pellegrine e D, Del
Pasqua, e portanto nao equivalente ;quela do prof, Eantappié,
onde a definigao da econtinuidade de aplicagae . I e
mais restritiva ([13].pg. 2).

Definicao 1

Chama-se linhs analftics, uma aplicagao  y(t) de
Q¥ # (aberto em S) emf, que em scada e 0 satisfas a con-
digao de holomorfisa ¢

y (8) =y, (%) A
1) 1lim 2 = (¢ (t), ¥ ),
A> g d = dy o 0

. +
sendo M «, a regiao de definigao de y “o(t) ® (q&b(t),mdb)€3>o

Isto 5,dado (A,G)qao(t), podemos determinar & >0

de mode que s

Vo (t) =y, (%) 1
o <|oz.=a°|4 § = & € (A,0) e (¢)
o

o 0L°

Na definigae de holomorfia, fixamos a regiao H“o

da fungae limite, para obtermos a unicidade do limite, como Ve

remos em seguida. Pode-se verificar que deixande indetermina-

*Como habitualmente, xﬁt) sers holomorfa no porto oo, B8e
¢ﬁ(t) i 3,(t) for holomorfa na origem. f

7 (a,t) =ylo,t) Lt
¥ 1sto equivale a dizer que tende uniformemen 4
A =
0
te a (P“o(t) em qualquer A<M, (y(o,t) = y&(t))o
; o :




= B8 =
da a regizse de definigao de fungao limite, toda restrigao desta

pertencente a 3 N também sera limite. A razdo disto esta no

fato de que o espago </ , & simplesmente um espago T, © nao

um espago separade segundo Hausderff [10] .

Una linkg anal{tica sera designada pelos simbolos
[v4 ®), .0 ou  £(a)  (aeQ).
Teorema 1

a 1{tica e continua.

Como nas fungoes reaes, consideraremosaidentidade :
v, (8) =57 (%)
S ML T Ao R — (e-a) o f
o

o = o
o

%o

A definigao 1) nos da

- t) .
o e e e 1y 7, (t) yaq()

< o+ M (VtCA)y

a=oc°

sendo M = max | {t)]
teA CF%

Desta ultima relagdo ¢ de 2) segue-se facilmente &

continuidade de linha analftica em cada a € Q.
Teorema 2
e uma aplicacao (yq(t), Mg) de Q(aberto emS ;)
en f, sela uma linha analftica, ¢ condigéo necessdris e sufici-
ente que H = “% {a} XM, sgeja aberta e yla,t) = Ya(t) ae-

a ana ca em cada nt a,t) € H

1) A condigdo e necessaria .
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Com efeito, na definigao 1 esta implicita a conti-
nuidade de apl:lcagao o —> H“e ‘%+° Pelo teorema ( 2, § 2 )o
conjunto H =“L6)Q{o<}x L(a = Smx S#s e aberto.

Por comstrugao, y(a,t) é analftica com relagao a ¢ .
Provemos a analiticidade com relagao a «. Fixemos t epry H

€ . =

e & H(to) Teremos t, € H(ace) M « . Dado
( {to}’ o) (P“o(t) , teremos :

Y it) -~ ¥, (t)

o<la=qfj<d = T 2 e( {t,) ,d)%o(t)

o

y ( « )to) Sl 2 (aoy to)
ou - (F (t)| < o .
%

oG =
o

Isto o, y(oc,to) e holomorfa em cada a eH(to).

A fungao y(oa,t) esta definida num aberto

H <= Sa X St :5'/ e sendo analftica separadamente, em relagao
a o e t, gera, pelo teorema de Hartog, anal{tica no par
(a,t).

II) A condigao e suficiente.

Seja y( a,t) analftica em cada (x,t) ¢ H aberto.

Seja o € 0 . Consideremos um fechado nao vazio A < M“ .
(-]

Pela compacidade de S, x sfﬁg, poderemos determinar uma visgi-

nhanga eircular V(& ) de raio R, tal que :

* € indica o conjunto dos abertos nao vazios de 8, . Ver a
defin.‘égao de uma topologia em € no infeio do nimero 3 do § 2.



V(ao) X A<H .

- Seja C a circunferencia de V(ac), orientada de mo
do a deixar o a esquerda, Para cada tecA e « tal que
|a.-%| <r <R, sera :

1 v(z,t)
y(“’t) 27l S Ze o
(4
(37 " 1 ‘g 7(391") ds
o0 joe=a 2Tl g o
c

Toremos entao, quando o # % ¢

v(a,t) = y(a,t) [3y )
« = & \da/ «= %o

i S 1l p 8 1 1l
= o7l cy(z,'t) [snu“zwao] awao'" (z»ono)ﬂz s =

2xi
A=y 1
= 2xd Sy(z,t) (zca)(zuaofz o

Por conseguinte, sendo y(z,t) cont{nua em H 3

y(a,t) = y(ag.t) (By) <l ' & 1 1
« = ag 3a | g = =%y Rer R

(K = max !y(z,t)|)
(59t)£ch

Desta ultima desigualdade segue-se a convergencia

uniforme de y(a,t) Y(uc,t) " (s) - » y obre
(P“o o =0

» &«
O =-a )
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ACMa - A aplicagao [ya(t)]aen gsersa entao uma linha analfti-
o 'y

Cao

Seja uma funggo analftica de duas variéveis' y(a,t),
definida num aberto H=S, A x St préprio segundo St’ biregu- H
lar com relagao at, ql}alquer que seja a¢ pPr, H. Podemos de~- |
finir, em virtude do teorema 2, uma linha analftica -
[ ya(t)}aeﬂ , tomando v, (t) = y(a,t) ¢ Q= pr, Ho Dire-

mos que esta linha esta associada a v(a,t).

2 Conexao

Definicdo 2

Chama-se _analftica conexa, uma linha analftica
[yu(t)]“ea onde  é conexa.

Se y(t) = yao(t) (ao € Q), diremos que

[y4(t)] o £ O Passe por y(t)o

I) Suponhamos M, M, = g .

Sejam C, e C, dois abertos de modo que clf)cz £ 8.

: 2

Seja a fungao analftica de duas variaveis complexas :
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7, () (e,8) ¢ € X My = Ry

(a,t) =
7 ) yo(t) - (a,8) € Gy x M, = B,

\

Pela definigao 2, a linha [ya(t)]aeﬂ(ﬂ = C,UC,)
associada a y(a,t), e analftica, conexa, e passa por (yl,Ml)

e (Y2’M2)°
II) Supomos M,MNM, F 0.

Seja um abertoe McM MM, de modo que (nmu, # # .
Sejam Cy, C e Gy efreulos abertos de modo que C,NCc, e,
cnc, # ¢ o cNc, = g

Sejam R1 Gl.x Hl
R = € X M

=+
fl

2 Co X M,

i (Eal“.“un)ﬂn2 = R

Consideremos a fungao analftica s

7, (%) (2,8) & RyUR

Y(“pt) -

yo(t) (2,8) ¢ R

A linha analftica [yu(t)], o(Q=cC,UCUC,) asso-

-~ L d
ciada a esta fungao e cecnexa,

Nos pontos @eC, e fora de C temos yu(t)=y1(th
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| Nos pontos aeG, e fora de C, temos vu(t) = yz(t).
0 corte de R,URUR_ segundo aséﬂcz é (Cﬁ)ﬂm2

o a fungao correspondente sera (yz(t),(Cﬁk1M2)o

Teorema 4
se (y,Med o (yp#)ed & uma restricio de primeirs,
exist npr a 1l a conexa e passa r el

Com efeito sejam C e 01 dois efrculos abertos dig

tintos, tais que C(1C, # @#. Consideremos em Sy X S, os aber

t
tos R = C XM e Ry = € x M;. Definamos y(x,t) =

y(t) ((x,t)e.RlJRI)o A linha analftica correspondente a esta
fungio & conexa e passa por (y,M) e (y;,M).

"

Chama-se polig

kg, um conjunto de
L4

am numero finito de linhas anal{ticas conexas [y’“(t)]de QO

(].sj:én), de modo que cada uma tenha alguma fungao comum ocom

a anterior (a partir da segunda).

Definigae 4

Um conjunto %?C=€y, se diz conexo, se quaisquer que
sejam (yb.ﬁo) e (y,M) pertencentes a ¥, existe uma polige-
nal analftica conexa [yja(t)] sl (o «j ¢<n), de modo que
Vo xft) = T(t) e 3, aft) = 7() (e eQ, x Q).

Teorema 5

Uma vizinhanga (A,0)y € um conjunto conexo.
Sejam (yo,Mo) e (yl,ul) duas fungoes quaisquer de



(A,0)y. Consideremos a linha analftica [y°+ a(y1=yo)]qeﬂ
( *= plano complexo). As fungoces correspondentes & afo <o <1)

estao contides em (A,0)¥, pois
|7, (8)=y(t)+alyy ($)=y ()| = |y =5 + alyy=y=(y,-D)]| =
= 7= =Dealy=p)| <o (e a o= 0 Vo e a

~ Id

0 campo de definigdo de y + u(ylayo) e MMM, que
contem A,

Sendo [yo+d(yl'yo)]agx uma aplicacéo cont{nua de

« e T end (teorema 1), a imagem inversa de (A,0) por esta

aplicagao ¢ um aberto que contém o intervalo [0,1]° Pode-
remos também determinar um aberto comexo C tal que
[0,1] = € =Q. A linha analftica conexa [yo+ a(yl-yo)] aeC ?
para = 0 nos da (yo,MoﬂM]_) e para ® = 1 nes da (yl,llof\ Hl)
Pelo teorema anterior podemos determinar duas linhas anal{ticas
conexas [yoa(t)]a e G, e [71a(t)] x € Gy que ligam respecti
vamente (yo,Mo) com (yo,uorﬁml) e (yl,ul) com (yl,Hof\Hl)o
£ evidente que estas linhas estfo contidas em (A,0)y. As trés
linhas [y, (%)] wec, [vy ()] gee © [ryal®)] , ¢ ¢y resol-

vem o problema em virtude de definigao 4.

o~

Definicao .5
Chama-se cadeia, um conjunto ordenado e finito ds vi

ginhang¢as fundamentais, cada uma tendo uma fungao comum com &

anterior (a partir da segunda).
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Se uma regiao R goza de propriedade que quaisquer

que sejam as fungoes Y, © ¥, existe uma cadeia contida em
R, cujas vizinhancas extremas contem as mesmas, diremos que R

, ‘" ot _
e conexa por cadeias.

Teorema 6
N ~ ' d V4
Se uma regiao e conexa, ela e conexa por cadeias e
r rocamente

Seja R a regiao e y_ e y duas fungGes quaisquer
de R. Existe uma poligonal [yju(t)]aeil (0 <j<n) que pas
J

sa por y, © 7, correspondentes a valores %,af% e

e
el = fln, respectivamente.

Seja em cada flj o parﬁmetro ca que da o cruzamen-
to da linha jg-% com a anterior (1<j<n). Existirao poligo-

nais (4,,« +1)CQJ (o<j<n). Seja «=a (x), uma representagso
n

3
cont{nua de [0,1] sobre };{(aj,aj+l),de modo que «, =a(o) e

ah+1 = (1), Obteremos por substituigao uma aplicacao cont{-
nua ¢(x) de [0,1] em R<&. Designemos por yi(t) esta aplica-
¢ao. Para cada fungao ¥ (t) xe[0,1], existe um entorno
(Ax,éi)yi contido em R. Existira por conseguinte para cada
x 8[0,1] um intervalo aberto’ contido na imagem inversa de
(A,9) y, (pela continuidade de aplicagao y_(t)). Pelo teg
rema de Borel-Lebesgue, poderemos determinar um numero finito

destes intervalos que cobrem [0,1]. Poderemos ordena-los de

+Intervalo aberto na topologia induzida sobre [0,1] pela reta
numericae.
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modo que cada um corte o anterior (a partir do segundo) .

Em correspondencia teremos em R uma cadeia que 'passa" por

yOOYO

A rec{proca deste teorems e evidente em virtude do
teorema 4.

Definamos conexao por intermeédio de aplicagoes con-
t{nuas :

Uma regiac R se diz conexa, quando quaisquer que
sejam yo(t) e y(t) de R, existe uma aplicagao cont{nua
¢(x) de [0,1] em R tal que  $(0) =y _(t) e $(1)= y(t}

B facil ver que, prodedendo-se como no teorema 6, a
definicao de conexao, de abertos deé?, por aplicagdes cont{-
nuas 6 equivalente a definigao de conexao por cadeias e, pore

tanto, equivalente a definigao por poligonais analfticas.

Em resumo : as definicoes de conexdo de um aberto de®
26 a a a or aplicacoes continuas e ca~-

deiss sao_equivalentes.

‘ 0 estudo da conexao do espagoép, depois de sistemati-
zagao dada pelo prof. Luigil Fantappie a teoria dos funcionais
analfticos, em 1941 [9] , foi iniciada por L. Calabi[4] e
M.Carafe [5].

Com relagao a conexao por linhas analfticas, foi de-
monstrado por L.Calabi que :

g8) Dadas duas fungoes quaisquer de<§% existe sempre uma

poligonal anal{tica com cinco lados que passa por elas,
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b) Dada uma funcao e um de seus prolongamentos, existe

uma linha analftica que passa por elas.

No texto demonstramos o teorema 3 mais forte que
a) e demos outra demonstracao do teorema b),

Dada uma regiao R<¥, introduzamos a seguinte relagEo
de equivaléneias

dadas y, e ¥y em R, diremos que Yy e equiva -
lente A Yo, SO existir uma poligonal analftica contida em R

e que passa por y; € Yy

As classes de equivalencia desta relagao, serao cha-

madas compencntes conexas de Ro

Tendo em vista o teeorema 4, é claro que : cada com-

=) e
one gonexa de uma regiao sera aberta
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C AP I T UTULO 1X

§1 FUNCIONAIS ANALfTICOS."

Dgfinicao 1
Chama-se funcional analftico uma aplicagao Fly(t)] de uma
regiao R < F em = , satisfazendo as seguintes propriedades:

a) se ¥, € R e Tp € & e um prolongamento de ¥y ¢

P[Y1]=F[Y2]

b) se f(a) (a €Q) é uma linha analftica (def.l (§4,1))
que penetrai em R, F[f(x)] é uma fung@o analftica de at F(B)-"

Um funcional anal{tico segundo esta definig&o e chamado
por F.Pellegrino e D.Del Pasqua ([13],pg.38) hiperanal:fticoo

A definicao de linha analf¢ica (linha F), dada pelo profe.
Fantappie, ¢ mais restritiva que a de F.Pellegrino e D.Del Pas-

qua (linha quase analftica, ver infcio do (§4,I). B claro entao

que todo funcional hiperanalftico sera analftico sobre as 11 -

+ te §, 8], pe. X 9] .pg. 652 e seg. ),
ffi;]?;g? 21)?8?[§£]!p§§ 3752502 ) 2t6f5pl-zg-48)f([15],pg-ﬁ9

¥ Diz-se que uma linha analftica f(x) (& €£)) penetra numa
regiao R<& , se £(QQ) NMRFZF .



nhas F([13] ,pg. 88). Porem tambem a rec{proca é verdadeira,
| isto é todo funcional analftico é‘hiperanalftico. Para demon=-
strarmos 1sto, e suficiente determinar uma linha do tipé F,
que penetre na regiao de definigao do funcional, e que seja
"formada" por restrigdes das fungoes de uma linha quase analf-
tica.

seja F[y(t)], definido em R < &, analftico sdbre
as linhas F que penetram em R.

seja f(x) = y (t) (« € Q) ume linha quase anali-
tica que penetra em R. Seja «, & -f(R), sera entao
yuo(t) € R e existire (A,O')yao e R, Pela continuidade da
linha analftica (teorema (1,§4,I)) existira uma vizinhanga aber

-1
ta vl(aQ) < f£(R), de modo que

1) se « g vl(aco) iy 7, (t) € (A,G)ya'o(t).

Teremos tambeém { ao} x A = H., Pela compacidade de

Sa X St’ poderemos determinar uma vizinhanga aberta

Vz(“o)‘= 8o e um aberto M <= S, e que contem A, de modd?,
que V,(a )xM<H, isto é 1 +
2) se a € Vz(oco) = M, =H>M=A .
Seja a linha (F,(t)), .y (V= v, N V,), onde

'

+ M, = canpo de definigao de y&(t)
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F.(t) & restrigdo de y,(t) a M, Evidentemente esta nova 1i
nha e do tipo F, porque a aplicacgao a1 = (M o constanteg
portanto cont{nua segundo a definigao do prof. Fantappié (84,
I). Por 1) e 2) sera : v, (t) € (A’G)yao(t) = R

{ & % V(ao)), e

&,

Fly, ()] = Fl5,(¢)] aevV(a) = £(R)
Isto nos diz que F[ya(t)] e anal{tica numa vizinhan
-1
ga de cada ponto « ¢ f(R), isto ¢ F{y(t)] ¢ hiperanalfiti

co. Teremos entao o

Teorema 1
As definicdes de funcional analftico e hiperanalfti-
co sao equivalentes.

Em virtude desta equivalencia, poderemos utilizar to
dos os resultados de teoria dos funcionais analfticos do prof.
Fantappié.

De agora em diante chamaremos funcional anal{tico,

todo funcional que satisfaz a definigao 1.

2
Definigao 2

Chama-se funcional analftico linear, um funcional
anal{tico definido numa regiso linear (A), satisfazendo a se-

guinte propriedade :
) Fly, (8)+y,(8)] = Fly,(erly, ()] Vi3, e(a).

+Un funcional analftico assume o mesmo valor nos prolongamentos.
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A propriedade :

F[ozy] = «F[y] YV xem,y € (4)

imposta geralmente aos funcionais lineares, e deduzida das pro-
priedades b) e e¢) ([8],pg. 34).

A formula central da teoria dos funcionais analfticos
lineares do prof. Fantappié, e aquela que da o val&f de um fun-

cional analftico linear sob forma de integral de Riemann :

D ] =g w0 y@ oaa Vi) e

i
c

onde u(a) = F [Ef%;ﬂ é uma fungao anal{tica biregular em
B = CA, chamada indicatriz do funcional linear F[y(t)] e C
e uma separatriz entre os conjuntos fechados AeI (I = conjun
to das singularidades de y(t)).

Reciprocamente, se wu(t) for uma fungao anal{tica bi
regular numa regigo prépria B = 8, associando-se a cada fungao

y(t) € (A) (A = [B) o numero complexo dado por

Fly(t)] = 5—1{1—1- Lu(t) y(t) at

e sendo C wuma separatriz entre A e I, obteremos um funcional
anal{tico linear cuja indicatriz e exatamente wu(a).

Pode-se demonstrar que se C for outra separatriz
entre A e I, a integral acima nao muda de valor, Qualquer que

seja a posicao do o com relagao as separatrizes C e C (pe-
¢ P

la biregularidade de u(t) e y(t)).
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§ 2 FUNCIONATIS ANALfTICOS
n-LINEARES

Definigao 1

Chama-se funcional analitico n-linear, uma aplicagao

F[yl,...,yn] de uma regiao n-linear Sﬁn < Zjn em T, com a
seguinte propriedade :
Fixado qualquer ¥ (3] £ pr H (l<j<n), o fun-

$Lj1 “n
cional F[il,...oyj,....in] e analftico e linear em y{n(i[J])

2 Formula fundamental dos fun-

cionais analiticos n-lineares

Seja F[yl,...,yn] um funcional anal{tico n-linear de
finido numa regiao n-linear. Fixemos y = (yl,...,yn)e yen'
Existira [A]y = (A))yy x(B,)yp X oo x (B )y, cxn. A restri-
gEo de F[yl’°°°’yn] a [A]y continuara a ser um funcional
anal{tico n-linear. O valor de F[yl’°°°’yn] como funcional

linear de ¥, sera dado pela formula (1,§1) :

- |
11) F[yl""’yn] _ET-E ] F[d'l-tl’yz’°..yn]yl(dl)dxl
|

onde F[d 1 ,yz,...,yn] e uma funcao analftica de

‘ |
® €By (gi = CAl) e um funcional (n-1)linear de (y2,..,yn)

em (Az)y2 Xeos X(An)yn, e C, uma separatriz entre I, e A;.
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Calculando o valor de F = 1 P PYEREFS 4 ], pela for-
1*% .
mula (1, §1), obteremos :

1 1 i 1
1 ) F[——-_’y °”'9y }=_—-.-' F 5 . ,y oto,y}y (d )da.
- " -t 2 2
2 %y t,77 n] 2mi al ty %=ty 3 . §
Ca
sendo 02 uma separatriz entre I2 e Azo

Continuando, obteremos s

1 ) F —l———-,o-o,-———-’lﬁ—-,y‘]:—gig F[ 1 giemy L ]Y (d )da’
& - - T - o n
) ¥ e T T A W T Q%% - KRR

C
n

sendo Cn uma geparatriz entre In e An“

L2 V' 4
Fazendo as substituigoes necessarias, obteremos a for

mula ¢

2) F[yl,...,yn] =
= —L—(Z'][i)n J oooJ F[-&—]-%%;,"N"a;h:]y:l_(al)o..yn(d-n)daloud%,
C1 Cn

onde Fle—I1 .ceeyd| & uma fungao analitica de (&,,..,& ),
4 -ty a % 1 n
n ‘n

em B1 X B2x°"XBn’ no sentido de Osgood, evidentemente biregu-

o Id
lar com relagao a cada variavel,

Mas a funcao F[a it peeeeym i{‘]eSté definida tambem
171 n n
se (dl,...,ah) €H (regiao totalmente propria de Gbn associa-

da a g{n)'
Esta fungao sera chamada indicatriz do funcional ana-

1{tico n-linear F[yl,oﬁo,y ]. Sendo analitica com relagao a
n
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cada variavel separadamente, sera analf{tica no sentido de Os-
good. Isto pmwém de fato de que um funcional de n fungges ana
1{ticas e n=linear, quando for linear separvadamente com rela-
cao a cada fungao,

Observando que M= ¢ Xooo an é uma n-separatriz entre

+
o e C
X xBn Hn,

1

J =1,%X...x1 e [H pois Dy x...xD <B

teremos a seguinte formula fundamental :

1

5) F[yl,oooyn] =
ety ¢ [ 1 1 .
iz»,tili.ﬁj F “1‘”1: 9"0,a°t }yl(al)oooyn(dn)d“l-o-ddn
r ;¥ n n

Reciprocamente, seja u(tl"'°’tn) uma fungao anal{ti-
ca no‘sentido de Osgood, numa regiao totalmente prépria E§@5n,
biregular com relagao a cada variavel. A cada (yl,.oo,yn)iy{n
(regigo n-linear associada a Hn), fagamos corresponder o nﬁmg

ro complexo s

4) F[yl’ 0 °°9yn] =

= -—Lwci Ju(tl’ 0o e 0 ’tn)yl(tl) e eyn(tn)dtlo o odtn,
r

’ e o
onde | & uma n-separatriz entre I;X...xI e [ H -

*p, = dom{nio limitado por C

]

e que conteém Ij (1<j<n).

]
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Mostremos que a formula acima define um funcional ana
1{tico n-linear com campo de definigao yfn’
I) Mostremos em primeiro lugar que se trata de uma apli-
cagao, isto e, se [ e " forem duas n-separatrizes entre
J e Cnn, o valor de integral acima é o mesmo.
Sejanm Dl’°"’Dn os dominios limitados pelos contor-
nos Cl, cz,ooo’cn de r', e que contgm} Il""’In’ respectivas
D

» '
mente. Sejam D soey Dn os donminios analogos de F‘ o

1? gt
E suficiente demonstrara proposigao quando DB <D (1<j<n).

J

' Consideremos um produto R = R, X...><Rn (Rj aberto ,

1 <j<n) de modo que :

A restrigﬁg de ‘&tl,eo.,tn) a R ¢ analf{tica e biregu
lar com relagao a cada variavel, e o produto wu(t) y[j]+é bire-

gular em relagao a cada variavel no produto (na ordem natural)

de ijoua R, - I, (1#£] 1<j<n).
g integral
+
J u(t) y[j] dt[J] '
A7 B |

+ Quando nao houver ambiguidade y[j] representaré tambem o pro

duto das fungoes yl(tl).Q. yn(tn) exceto yj[tj].

¥ 0s simbolos

J u()y¥) (£01) ag B J u(t) y(t) at
repregsentam &s integrais de u(tl,...,tn) multiplicada por y[j]
e yl(tl)....yn(tn) respectivamente sobre 0[3] e ! sj<n).



o ) e
sera uma fungao biregular de ’cj eR.. Pela parte final do §1,

J

teremos :

5) Flygseeesy,] =

T Zzlacijn J u(t)y(t) at =
| C1X..xCp
| Q‘l c[]-]

e[l

- TE]TfYn J { Ju(t) y[]'] dt[1] yl(tl) dt, =
03

vzgl-uisn J u(t) y(t) at .

\J
Cfxczx...xcn

Substituindo sucessivamente ‘'0s contornos CJ pelos

03

, obteremos :

-(-2—-7;1—5-11 Ju(t)}'(t)dt = mju(t)y(t)dt c.q.d.
r r

1I) Mostremos que a aplicagao é um funcional n-linear.

Sejam y[J] £ ‘prglj?'en, y:j e,%n(y[-ﬂ) e i;] eg'fn(y[i])

(L<j<n). Seja [ uma n-separatriz entre ng e an

Teremos :

"'3. leo.oijx.ooxIn ’ g= I]-XOQQXIJ c.oxin o
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1 = 3] J -
Tzx1i)m J (Yj*‘yj) J u(t)y C dt[ Jdtj =
cJ cld]

. .
rz—mj vy | oyt aelWae,
C

¢ L3l
;g ©

1 < | 3 ogy 3
+ WJ ij u(t)y Y dt dtj,
CJ ¢ b

isto e 3
F[yl,...,yj-vij,...,yn] = F[yl,...,yj,.o.,yn]+r[y1...,yj...yn].
III) Mostremos que a aplicagio e um funcional n-linear ana
1{tico.
Dado ¥ [3 ¢ PT g'fn (L<j<n), precisamos demonstrar
que o funcional de uma so fungao Ty F[yl,.o.,yj,”.,in], e
analf{tico. Para isto e suficiente demonstrar que a restrigao
deste funcional nums vizinhanga conveniente de cada fungao
i;] 3 gfn(i[”) e analitica, .
Seja [A]ly cyen. Teremos I x..xI <B,Xx..xB <H . A
restrigao de u(t) a BjX...xB sera biregular com relagaoc a

cada variavel, e a integral

u(ty) = u 7 91 a¢ (3
¢ [d]

fj = sing. de ij, B, = A (Lgjgn).



- 53 =

sera fungao biregular de t B

J g

0 funcional Tﬁf%fﬁ J u(tj)yj(tj)dtj restricao de

C;

F[Fpseeesvyeenfy] 2 (85, = # (v1) serd analftico em

virtude das consideragoes de parte final do §1.

IV) A indicatriz do funcional analitico n-linear con

struido a partir de u(tl,ooo,tn) ¢ exatamente esta fungao.

Com efeito, levando em conta a formula de Cauchy das

fungoes biregulares com relagao a n variaveis, teremos

1 so e 1 l: l o -—-———-]-'-—oooooo 1 e v e

n ’ 171 %=%s
= l seo o 1 .- 1 LA
(21i)2 u(t]_: . "tn)t e g dtl dtn
I 1 n n
-C, -Cy

= u(al,...,an) \/(al,..,,xn) ¢ H .
Existe portanto uma correspondencia biun{voca entre os
funcionais analiticos n-lineares, e as fungoes definidas em regices

totalmente prépriaa de @sn,biregulares com relagao a n variaveis.
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3) 0 wronskiano de n fungoes
analiticas biregulares sob for -

ma de integral multdi i Ppla.

Como aplicagao da formula 3), demonstraremos uma fﬁg
mula que representa, sob forma de integral mﬁltipla, o wronskir
ano de n fungoes analfticasnbiregulares (yJ,MJ) (L3 &n). ;
calculado num ponto to £ J:H Mj' Esta formula estabelece, ao
mesmo tempo, uma relagio entre o wronskiano e o determinante de
Vandermonte.

Com efeito, o determinante wronskiano

yl(to) c-'ooooaooo yn(to)
y]'-(to) O e o v 000000 y’n(to)
W[yl,ton’yn] = © ¢ 0 009 0000 O0®OSCO 0000 OO OO0

@ ® 000 9 0 000 800 IO 0N 00N e

y D (g )BT ()

n

esta definido para cada n-pla de fungoes biregulares no ponto
toe S, e ve-se facilmente que é um funcional analf{tico n-linear
na regiao ([to})n.

Sua indicatriz seré

# ® @ 00 0 0 00 000 1
% =% : %
l ® & 0 0 s 0 00 l
e ™ {an-tos
w[ﬁ’Q....’“}t] = O 0 ® 0 0 98 O O 0 0 P SN NYTEO QOO NP v
1-1 n %......'...%
v -t )1
al to dn to



Efetuando os célculos, teremos 3

+

W[a -t ""’qn%t ] (a, ut(?.%?iza -t ) [3;%€;’°"’7;%¥:]’

onde o segundo fator representa o determinante de Vandermonte

relativo a

,‘..'.’ L]
%=ty %=-%

Prosseguindo os célculos, teremos

1 i (n-1)!!
w[al-tl””’an-tn] (a,-% ) ...(a -t )5 1]—]; (og-)

que é uma fungao biregular nas variaveis (al,..o,an), njyregiao

H% complementar aos hiperplanos ay = to""’ah = too

Se C for uma circumferencia com centro to e que
deixa fora as singularidades de yl(tl)’°°"yn(tn)’ c® sera
uma n-separatriz entre dJ = leo.. xIn e CH 0

Podemos escrever, levando em conta a formula 3)

yi(tox......;h(to) l,n
yv(tg......y;(to)

<
-1)11( T8 (d57dr) ey (€)% 00l
2 1)n (ql'to)?-(an-t‘)n % 0g)e 3y () A% ool

7P oy e ¢

~+ 0 sfmbolo (n-1)!! significa 1! 2!.,..(n-1)!
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4) O produto funcional simetrico
como funcional analftico bi-

linear.

Dadas duas fungoes (yl(tl),Ml)Syl,e (Yz(tz),Mz)*?ng,
define-se produto funcional simétrico, da seguinte maneira :

o 0
6) Flyy(t)),5,(85)] = 7, (8) 3o (1) = g |1y (R)yp(t)at

C

Em 6) C é uma separatriz entre as singularidades de
yl(%) e yz(t), orientada, por exemplo, de modo a deixar a di-
reita as singularidades de yz(t)° fiste funcional tera signi-
ficado toda a vez que yl(t) e yz(t) nao tiverem singuiaridmbs
rec{procas pois yl(t) e ¥,(t) sao biregulares no oo .

Fixando y,(t;) e designando il as singularidades
de yl(t ), teremos um funcional analitico linear de yz(t )de

finido em (I). PFixando ¥ (t ) e designando I. as singulari
2 i

2
~dades de yz(%z), teremos um funcional anal{tico linear definide
em (12). |

0 funcional 6) sera entao anal{tico bilinear, defi-

nido na regiao g{; < 2:2 dos pares yl(tl) e yz(tz) cujas

gingularidades nao sao rec{procas.

+Invertendo o papel das ungoes que comparecem em 6), o valor
do funcional na muda, o que justifice o nome de produto funcio
nal Bimetrico (f8],pg. 52)
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Evidentemente yfz nao pode estar contida num produto
de regiSes lineares, pois PT, yfz = 33 e pr, 3{2 = gfz "

A indicatriz do funcional 6) sera dada por

L]
~—
|—l
ot
[
"
!,d
ct i
H
=t
jo N
ot
n

=C

§ 3 FUNCIONAIS ANALfTICOS EM
G EE ALK

ie d e

(2N
L]

1 Desenvolvimento en ]

um funecional analitico.

Seja F[y(t)] um funcional analftico definido numa
regiao R < EP e yoe.R. Existira entao (A,o)yoc=R. Pode-se
demonstrar (([8],pg.86) e ([12],pg. 456)) que o funcional pode

ser desenvolvido em série de Fantappié :

= *

1) Fly +9(t)]= Fly ]+ a1 F(n)[%(t),ml,...anW(ml)...4((an)
* *

n=l n!
v y°+ ({7 E(A,a)yo
Na formula 1) pusemos @

a) F(n)[y°9“19°'°’“n] T

on £ 3
P e LA =T |
{a El ....aen o al-t “nrt 81—. o0 Sn = 0




Esta fungﬁo de n variaveis dl,az,..e,dn é uma fun
gao analftica no sentido de Osgood, simetrica em B" e biregu-

~ 4
lar com relagao a cada variavel,
* *

b) F(n)[yo,al,ec.,an]<f(dl)uo.cﬁ(an) =

- '(_—Yl - (n)
2‘[1 n I > o0 [F [yo,al’ooo,an](f)(dl)dal 09 d“n
C C
sendo C uma separatriz entre A e ag singularidades de ¢(t).

0 desenvolvimento 1) e valido para as fungoes
Vo + ¢ fla vizinhanga (A4,0) ¥, Daremos em seguida um desen-
volvimento valido para cada componente conexa da regiao de de-
finigao R de um funcional,

Mais precisamente teremos o

Teorema 1 ) .
Em cada componente conexa de uma regisc R =}EG(AJ“§h%J

(yoj = funcao pula no seu campo de definicao \/jaJ), un_funcio

nal analftigg#tem um ﬁn;co desenvolvimento de antappi'.
= U ag
Seja R, jeJl(Aj’ j)yoj (ch=J) uma componente

conexa de R,

Em cada (A (Jedy sera valido, pela for-

J’Gj) yoj

mula 1), o seguinte desenvolvimento s

- 1 ¥ *
F[y(t)] = F[yoj]"' 2?_'.‘1 ;! F(n)[yo’“l"“’an]y(fl)"'y(fn)

I) Provemos que F[yoj] nao depende de j €J).



way R

Sejam (yop’Mop) e (yoq’Moq) em R,. Sendo R, co-

nexa, existira pelo teorema (6, §4,I), uma cadeia

B s TANTI s 5 05 Srapel & sraie s o A o, v w 580 eJ
( le jl)yojl, s( jm, Jm) yo']m (jl’ 9Jm 1)
u" " = o
que"passa"por  yo . = ¥ 4, © Yo yojm
Teremos ijiB # P susensyg By, 0B, ¥,
j2 3mal jm
Escolhames um ponto X £€B, (B e a fungao (y_,M )
jl 32 0’0o

gsingular em & e nula nos outros pontos, teremos :

yo € (Aj]_’ o:.jl) ij

i
Vo ¢ “‘52"’12)%32
Mas F[(y°51’M31)]= F[(yojl,Mojlf)Mo)]z F[(yo,Mo)]

e F[(yojstjz)]: F[(ijzyMOJ’zm MO)]= F[(yo’uo)] ’

donde F[(yojl’Mojflg F[(yoja’“ )] . Prosseguindo assim demon-

J2
straremos que F[(yojl,Mojl)]= F[(yojm’Mojm)] = Fl[O]
II) Seja ls<n e a famflia de fungaes de n variaveis :
n n
2} (» [yoj,al,.o.,an]) jeg (al,...,dn)s Bj
F (n)[ (n)[ a
Provemos que yor’“l"°°’“ﬂl= F Vog? 1,.”aJ
qﬁando (al,...,an)saB§ITB§ F ] (r,seJ).

Com efeito, seja (y_,M_ ) uma fungao singular em

a eBrﬂBa e nula nos outros pontos., Como (yor’nor) e
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(yos’ Hos) sao fungoes nulas, sera yoe(Ar,°¥)f](As,<%).
Teremos em consequancia 3
r £ 8
1 e 8 o0 0 0 20 n -
3) Flyor + .0_&_:{ o + tlnvt] =

€ £ €1
= F[ M M )+ P ]: i M )+ +roe n
(yor’ orn o) ) =% 3 +“n't F-(yo’ o) 4y -t +ah-t

n
L ] £ .
(“1’ ’an) Br
Tomamos os €€ suficientemente pequenos para assegurar

que as fungges consideradas pertengam a vizinhanga (A,d)yor.

Da mesma forma provarfamoa que 3

L PP 5 ] [ it S ]
4) F[yos+al-t+ +qh=t " ¥ (yo’Mo)+¢t-t+ +a'.n-t

n
(al,..o,an) eB, .

De 3) e 4) segue-se que :

€ £ &
A fn | . 1 n
F[yor+¢ -t+ “.+;r:;} F[yos+a -t+.“.+a -t]
- | n i 8 n

n n
(@) 00052 )¢ Brlﬁ B,
Derivando com relagao aos t¢tno ponto zero, teremos :
n \ph
F(n)[yor, "‘lw':“n] = F(n)[yos’a]_’“’“n] (se BrnBs # 8 r,sed)

-~ ~ 1d
Poderemos entao considerar a fungao de n variaveis

n
5) F( ) (al,...,an)
definida em ;?G B o igual a

6) F(n) [yoj,d,l,..., dn] se (&l,...,an)SBg jed.
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Levando em conta o que foi visto em I), teremos o

desenvolvimento
oo
1 * %
7) F[Y(t)] o Fl[o] " nz_—,l n! F(n)[“19°°9“n]y($—1)vHY(;‘:n)

rd
valido em cada componente conexa de R.

Observacao 1

A fungao 5) nao esta ligada as componentes conexas
de R; portanto, se por hipotese tivermés F[yoj]= F[o] Vj ed,
o desenvolvimento 7) sera valido para qualquer fungao y(t) ¢ R.

O teorema 1) foi demonstrado por F.Pellegrino e
S.Varsano sob as hipéteses mais restritivas da regiao do funcio
nal analftico ser R = j%G(Aj) e além disto ;:} Bj ]

([16], pg. 4).

Ieorema 2

Dado um funcional analftico F[y(t)] nao localmente
constante’, definido numa regiao funcional R e VR, & inter-
secgao dos conjuntos A tais gque (A,o)yoc:R nao e vazia.

Com efeito, temos :

o *

8) Fly +y] = Fly ]+ nzzl Lor g e, y(ag) . y(ay)

V y +y e (8,0)y,

+ Diz-se que um funcionai é localmente constante, se existe uma
vizinhanga contida na regiao de definiggo, onde o funcional &

constante.



« B8 =
an)[

» = & n
ovx.zde a funcao Fo2Ayscves an]e anal{tica em B" = Sl X wie xSn.

Coloquemos os conjuntos mencionados no enunciado,nu-
ma fan{lia (Aj)jeJ°

Consideremos a funcgao u(al,eo.,an) definida em

H = ;EG B? , igual a F(n)[yo,al,oo,an] em B? (Vied).

jC} Aj # @ , mostraremos que

Para mostrarmos que
157 By £ S,

Se, por absurdo, tivessemos jEG Bj = S, para cada
%y €S, terfamos um {ndice jeJ de modo que qhssz. Poder{amos

n-l’ seria

afirmar que, dado (al"'°’ah=1)£ Bj
uj(an) = u(“l”"’“nal’an) uma funcgao biregular de @ em Bj‘
Ter{amos, entao, uma familia de fungbes de a , cuja reuniao
dos campos de definigao cobriria a esfera complexa. Isto nao
nos autoriza a dizer que cada funcgao uj(an) é nula no seu can~
po de definigao.

Podemos, porém, raciocinar assim

Seja, por absurdo, jEG BJ = S. Teremos

n-1 U n
9) I, X 8 < ye3 BJ

pois, dado (al,dz,.o.,an_l,an) e I,

(Io = singularidades de yo)

n-1 ’
x S, sera :

o
19 2""’aﬁ-2’ah-l 3 Io e a ¢ S .

Mas, dado «, pertencente a S, existira joe S de

modo que «_ ¢ B . Sendo I° = B (V’j EJ), teremos :

n-"jo J

n
(ml,...,an_l,an) £ Bjo
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-] ’
0 conjunto Iz X S e fechado no espago compacto

dado pelo produto de n esferas complexas. Poderemos, pelo teo

rema de Borel-Lebesgue, determinar B? ,..Q,B? , de modo que s
1 m
nel n .
10) I ><S'=B UB A s U B = H
o Js jm L

Provemos que o corte de H segundo qualquer
nel

(dl,.oo,dnnl)e(lef7 U..lejg e a esfera complexa S,
Te H, =B, UB, U...UB = levando em
mos prsn 1 i i V) Jm Sn’ evando e
conta 10).
Temos, também, (B,NB, N...NB, )* (B, UB,U...UB,)<
os, tambem, ( 3By, jm) X(leu i jm) H,
ou
(8, N8, N ...NB, )*! xs_ en
jl jz jm n 1

Segue-se daqui quelo corte de Hl, segundo
. n-
(al,oo.,dh_l) dlef]...r\Bj;, é a esfera complexa S,+ Como con

sequencia u(dl, oo ,dnml,c{n) = 0 quando (le,az, o °an-1) (5

: n=1 -

e(Bj N Bj N oo.lej), em virtude da biregularidade com relagao
1 2 m

a ai e do teorema de Liouville.

Seja, entao, (A,U)yo com A=A, UA, U...UA e

317 g - 5
o= min (03 yeosey 0, )o Teremos :
il jm

(A,0)y, = (A )y ﬂ...ﬂ(Aj ,0, )y, =R

j1 jl m jm
Considerando o desenvolvimento 8), teremos :

?

Fly,*y] = Fly ] V y,+y e (8,95,
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» ~
contra a hipotese do funcional considerado nao ser localmente

: N
constante, Como consequencia j%G Bj f S e jeg Aj f ¢ .

§4 FUNCIONATIS HOMOGRNEOS
1 "~
Definicao

Diz-se que um funcional analftico F[y(t)], definido
numa regisao R, 6 localmente homogéneo de grau n em R (ou
homogéneo de grau n enm cada (A,r) =R), se nio for localmente
constante e satisfazer a condicao : Flky(t)] = knF[y(t)]: se
y(t),ky(t) &R,

Seja Fn[yl,..,yn] um funcional analitico n-linear,de
finido em‘ﬁ%n. Suponhamos que a interseccgao jin(\An seja dife
rente do vazio. Consideremos o funcional F[y(t)] definido em
R = pr %Qnr\An,-igual a 3 Fn[y(tl),...,y(tn)], isto e, a restri
gao de Fn[yl,...,yﬁ] a ﬁ{nr\An.

Pela observagio 2) do (§3,I), poderemos tomar iguais

as separatrizes que comparecem em (3,§2). O funcional F[Y(t)]

’
tera a forma :

5
1) F[y(t)] - '—__—; u(tl,ooo,tn)y(tl)...y(tn)dtlottdtn
(271)
ch
Propriedades
a) 0 funcional F[y(t)] e analftico em R,

Com efeito, seja f(a) = y, (t) (¥€9) uma linha analf-

tica que penetra em R, Mostraremos que F[ya(t)] é uma fungao
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anal{tica de o em f”l(R).
Pelo teorema 4(§3,I), temos R = }¥I(A4)°
y . 47
Seja dbgf“l(R); teremos y_ (%) &R, e portanto s
0

7. (88 () (3, ¢ 9)

e I — B (j & J)

0
Podemos tomar C<=Bj o Seja H aberto, de modo que

0 .
I.<H e H contide na regiao limitada por C e que contem

IO.' Teremos CciBjo- A e Cnc=(Bj - ﬁ)nczB? = Hn°

Pela continuidade de [y“(t)]«st , poderemos deter
minar V(db) de modo que, se:i&V(db), tenhamos I <H. Por con
seguinte, y(o,t) = y,(t) sera analftica em V(do) x(Bj - H) e

o
u(tyseeesb dyla,ty)eeay(a,t )
sera analitica em V(do) ><(Bj - §)".

o
Poderemos escrever, pela regra de derivagao sob si-

nal de integragao

S d F[yol (t)]
0 i et

!
b
|

d ’
T g“[u(tls ° '09tn)y(d-9tl) eo oy(%,tn)]l dtlo -odtn
n

(2ai)? [{ga u,

C
o que prova a analiticidade de F[y(t)] em gualquer ponto

|
aef (R).
b) Flky(t)] = ¥"Fl{y(t)] se y(t) e ky(t) pertencem a R.

L4 L4 o &
Isto e, o funcional e homogeneo, de grau n possivelmente, em R,

c) Calculo das derivadas funcionais.



Seja Y, ¢R e (A,d)yoc:R. Facamos o calculo da

derivada funcional de ordem n de 1) pela definicao :

Como temos BT & H (B = CA), sera
F(n)[yo,dl,“o,dn] ”
n 1 & &
a\.lo .a&n (2%1) l- dn'ﬂt £1=o . .=£n=0

cn

n
(d.l,ott’d,n) EB

Os termos da expressao entre colchetes, segundo &

convencao da pg. 50, provem da matriz

551 €
yo(tl) o u.t zb.oooboooood e:
1 1 n 1
€1 by
yo(tz)« onoo-aoo.oo&——w,
17%2 a~to
&1 Ex
vy (%)
(o] n o -t 4 =t
1l 'n n n

Cada termo provem do produto de elementos pertencen-
tes & n 1linhas distintas.
Os termos que contem o fator Vo tém derivada n®2

nula com relagao aos €€ .,
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Os termos que tem fatores numa mesma coluna, terao
derivada nula.

Restam o8 teérmos provenientes de linhas distintas e

ecolunas distintas (a partir da segunda coluna), que dao domas

£ b3 &
. il___ ‘,_12_,_,_ 000000000 0@ ___%n___
a, ot, a4, =t a, =t
11 1 12 2 1n n

onde a somatdoria 6 estendida as permutagoes dos {ndices
1, 2, ceoo ¢ Do

Calculando a derivada, viras

F(n)[yog dl 9 ©eosoo0eecoy dn) =

Z 1 1 .°°.._L-———-(i.b .Odtn
- u(t 000 t ) 1
(2mi)® s B g ¥ *a A, =t ay g
o® . :
Pela formula de Cauchy, viras
r®) [y , o« d,] =2. ul
yo, 19 °ec°°ey n] ‘uai ai) -
1 doeccsedsy n

' n
= 2 F[_-L..“ coooce _'—-1“”"] ((11’ ad an)f' i
4,74’ =
1 n B
Se supuzermos esta soma nao identicamente nula em
nenhum Bnc:Hn, (B aberto), o funcional F[y(t)] nao sera locale
mente constante em nenhum (A, ¢ )<R (ver demonstro (4 §3,1)

onde temos (A, o )= R=B" <= H_, sendo B = [A)o

n?
Podemos entao dizer, resumindo o que foi visto em
a), b) e ¢)t

Dado um funcional analf{tico n « linear F[yl,o.o,yn]
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: 1 = ®S00000 1
definido em ?@n, de modo que r[ail-tl,’~ ? ail-tll

nao seja identicamente nula em algum B%=H_( B aberto),o fun=-

cional definido em R = pr‘ﬁenf\An com valores iguais a da res

tricao de F[yl,...ee,yn] a® NA, e analitico em R = ;gJ(Aj)

e homogeneo de grau n em cada (A,c)< R o

2) Reciprocamente , seja F[y(t)] um funcional anal{tico
em R = ;;G(Aj) e hcmogeneo de grau n em cada (A,0)< R, Mostra
remos que o mesmo & restrigao de um funcional do tipo visto em
1) »
Desenvolvendo F[y(t)] numa vizinhanga linear (AJ)
(j€J) , teremos ; )
) rhr(o] = o] « B D08 L M)ty
=31 1 21 pe
V x et ,
4)  Fley()] = " Fly(z)] V k e o

Comparando 3) com 4) , teremos s

F[Y(t)] - Tz_uliw JF(n)[o,ql,ooo,an]Y(ql)ooY(dn)dqlooodan
Cn

Pelo teorema (1,§3) teremos um desenvolvimento

’ L - U lr
unico em toda a regiao R §83 (Aj) ¢

- 1
F[y(t)] T_rzﬁi il )u(dl,...,dn)y(al).oey(an)ddl...ddn 9
Cn
d . B "
sendo g( 1? ,dn) definida em ;%G. Bj o

i g[o{Ai?dica o valor do funcional numa fungao nula qualquer
il
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Como F[y(t)] & homogeneo de grau n em cada
(A,0) =R, sera tambem nao localmente constante o Teremos ’
entao , pelos teoremas (2,§5,II) e (5,§3,1), que a regifo
n o 4 ~
an ;EG Bj e totalmente prop;ia e , se i % for a regiao
rd
n=linear associada a Hn s Serag

R = pr‘?ﬂ’,nﬂ An i

Seja o funcional Fn[y1’°°"yn] n-linear , cuja ree
giso de definigac e °3€n e indicatriz u(dl,o..,dn)o 0 funcio

[~ o »
nal homogeneo associado a este sera @

.2%2 J 'n.‘(al, 000 ,an)Y(al) oo oy(qn)dalo o oddn y(t)&pr WnnAn'
Cn

e a restrigao deste a R sera exatamente o funcional r[y(t)]

dado o
Finalmente , temos u(dlgo.o,dn) =
1 , 5, Lol
Z’%grn[ amfi‘:q"”"ﬁ"%{” } porque u(al,..o,dn) e sime

1 { &) o

trica em Hn o Como F[y t)] n8o e localments constante ,
Z}F[ ——Jhum’ooooooy——1'=-] ndo sera identicamente nula em

o0 et Wy ot

11" 137" p
nenhum BR = H_ (B aberto) § caso contrario , teriamos
u(dl,o..,dn) nula em BnF\B§ AP (jed) , ¢ Fly(t)] nula
em (AULj)cR (A=(B e Aj = QBJ) °

Podemos , entac , dizer 3 a definicao de funeci

analitico Jlocalmente homogénec de grau n (n natural ),a par-
tir de um funcional anal{tico n-linear , ¢ equivalente (a me-

pos de um prolongamento ) & de funcional analftico definido

+ A somatoria e extendida as permutagoes dos indices 1,2,.,n



em ;gJ(Aj) e localmente;ﬁomogﬁneo de grau n ( n natural).

A forma geral dos funcionais estudados sera

1 X
(2 i)n Jcn 11("31’ cee oo,tn)y(tl) oeoY(tn)dtl.,.dtn

Quanto ao funcional visto no numero 1, y(t) é toma-
da de modo que In==Hn e C® ¢ uma n-separatriz entre I" e
[Hn ( I = singularidades de y(t) e H = regiao de definigao de
u(tl,oooctn) , totalmente propria em G5n) o

Quanto ao funcional visto no numero 2 ’ y(t) e toma

da de modo que I<=Bj ( jeJ ) e ¢ é uma separatriz entre I e

Ay (yer= MJia) ).
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APRNDICE

Si{imbolos d a
tos, da topologia

funcionais anaitd

simboliza s

¢ n
x €A | "
A3 x L
A<=B »
A>B L
AUB "
ANB "
"
327k
N
geah 5

teoria d os

«Q

on jun

e d os ©e 8 pag¢os

ticos .

a propesicao A implica na pro
posicao B.

qualquer que seja.

tal que.

conjunto vazio.

X e elemento do conjunto A

o conjunto A contem o elemen-
to x.

o conjunto A esta contido no
conjunto B.

o conjunte A contem o conjun
to B.

reuniao dos conjuntos A e B.
intersecgao dos conjuntos A eB.

reuniao da familia de conjuntos

) i o

intersecgao da familia de con-
juntos (Aj)jaJ .

complementar do conjunto A<Bj§
pode-se retirar o fgdice B
quando nao houver duvida sobre
o conjunto B=A.

4
conjunto formado por um unico
elemento x .

A’ ‘AB (B A).



{x ¢ E|x satisfaz P} simboliza s

=1
£ (4)

°
A
A

E,.XE

1 xﬁ.ben

&

ln

g [

s))
H(X [JJ )

pPTr

g L]

r, H
Pry

I=1

(A,a)yo

conjunto dos elementos de E

que satisfazem uma certa pro-
priedade P.

[x eEB| £(x) ¢ A} (f = aplicagao
de E em F, A<F),

interior de um sub-conjunto A
de um espago topolegico.

aderencia de um sub-¢on junto
A de um espago topelogico.

produto cartesiano dos conjun=-
tos Elsooq, En ou produto to-

polégico dos espagos topolégi-

cos El,ooo,En.

produto cartesiano dos conjun-
tos E1’°°°’En sendo !j = E

VjeJ°

produto de El,eo.,En na ordem
natural, excepto E.1 (L<j<n)o

elemento de E[j] (1<j<n).

corte de H < E

do o131 CPLIT

Projegao de H‘=31x...xkn gobre

A :

IX...xnn segun-

(L<j<n).

projegao de ncnlx...xx:n sobre

corpo ou plano complexo.
esfera complexa.

conjunto das singularidades de
(y,M) isto e (M.

uma vizinhanga fundamental da
fungao biregular Ve



M)y,
(4)

(A(x))

- T8 o

simboliza : espago das fungges biregulares.

vizinhanga linear da fungao

Yo .

regiao linear com conjunto ca-
racteristico A.

regiao linear com conjunto ca-

racteristicoA(x) dependente de
X

corte de y‘fcc{fxE segundo
(Y9M) °

produto das esferas complexas

S, de variavel 'l'.j (1 <j<n)

produto dos espagos topolégicos
é?l,...,S; de fnngoes(yj(tjlﬂﬁ
(L<j<n).

produto das singularidades Ij
das funcoes y, (l1<j<n) da
n-pla (Y19'°°s}n € Xy

produte das vizinhangas linea-
res (Aj)yj (1 <j<n) sendo

y = (Yla°°°:yn)'

diagonal de Eﬂn.

regiao n-linear de Zn-
regiao de G5n,tota1m.propr1a.

linha analftica.

linha analftica.
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5 Na 62 linha , depois de : fungfo analitica biregu-
lar , inserir : ou simplesmente funcao biregular .

14 Depois de 122 linha , inserir s O conjunto E:,mu-
nido desta topologia , sera indicado pelo simbolo Eto

16 No fim da 22 linha , inserir s um aberto e

20 Substituir pr, j@n 5 por S& s na 62 linha ,

24 Na 72 linha , substituir regiBes proprias , pors
regices totalmente proprias o

Ne 162 linha , depois de : uma das partes, inse=

rirs abertas .

34 No rodapé , substituir: de uma topologia , pors
da topologia Et‘

%6 Na 12 linha , depois de A<=Md s inserir s A de-

~ ) o

nonstracao pode ser repetida no caso em que do= 00 4cOon
giderando-se a fungao y(%,t) .

68 Na 72 linha , depois de s de grau n , inserir:

(n natural) .

71 Antes da 12 linha por ¢ 3 , simboliza : existe .





