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Um.:\ M --- b,lgebra .A e um Teticulafü) a1a•i:ribut:tvo co.T. J;_._.,;_r,.~~-~-.:-•) ~.-. ..:- ........ 
(O) e nl ·ttm.o { 1) elemen•i:io, ju...?1·liam0nte oom "Luna a:p11ca.gão 

n(x) = .... 1f: 

-( X V y) = .... X A - y 

- ~--- -x = .... X 

.. o - 1 .. 
.L = o 

e Y e x V y o su.p~emo óe x e y ]. 

1:rir'2 sv.gere o papel p:r-o~inente das leis de "De Morgan II e -t;am -, 
bem tf A,J{(on-liel:ro ti o primeiro a estudar tais astru.tu.ras. 

. o ~ . 
Do pon·to ae vista e.J.gebrico n : x ~ - ~ e um complemento 

f l"a.CO e c1o ponto de v-lata logioo tuna negação com caracter.Cat1oas 
cláea:J.oas (leis de De morgan _completas) e intuicionistas (--~-x} 
(a 
de 

~ ' 

dv.plEl, negaçao - - x podê então ser interpretada aomo-outro tipo 
afirmaçâo)o 

Como ~onaequêncis da -definigao acima teraoa que .. . 
se x ~ y entao -y ~ - x 

i'lOiB x ~ y impl.ica que x A y = x" don~e -{x I\ y) = · 1 9 

Segu.a-se imediatamGnte das leis de De Morgan que 

--(x A y) = -qx A -- , 

'"'"""(X ;ij y) :r: - ... X\J -~ y 



onde <A~ A O v O O ~ 1> ê um reticulado dii:rtrl b-ti't:1:vo aon }:;rl­

meiro e ÚJ.timo elemento e n ; A ➔ A um.a dualidade -cn.1 q1..1.o 
"""' , • .a,,, 

aeede que entendar~os por dualidade ou homomo?fismo-duàt da 1~~ :ro­

·!;io12.lado <A G A ~ V 9 O O 1> uma aplicação-·d a A ➔ A ta]. cruo 

d(x A y) = d(x) V a{y) 

d(x V y) ~ d(x) ~ d(y) 

d(O) == l 

d( 1) = O 

,., 
Su.bsti•r;uindo Uõ.. de:fi:v.içao acima - .... - x = = x por 

l S\ l½f ~,w;, : 1,f'l-;i, 1 =: 7l) 
p ~ 

oEte:mos um caso 1Ja:!:>t:1cv.1e.:i:- de M..,,. algell:rs. a que chamaremos de ~@-

b:ca s:tmé-'i:;rioao rl'al esti:'1::1:~ura (-e geneJ:~lização om.i tindo & axistô:ncie. ---------... ~-~ 
de O 0 1) é. estu.dad8, em 13:talynickt ~~ í3irula [i] ; [2] 9 Eialy,..1;1.ck-

B:U:v..11:1. 0 Rasiowe [3] i, Rasiowa [4] 9 KaJ.man [5] e Montetro Ú>] e ap~ 
~ ~ q 

:rêce :i::u.:1.t;v.raJ..mente em algeb:rizaçoas de ncgaçoee fo.rtes em logicn□ 

oonst:c-v.t:i ve.s ·~ 

Out:ro caso pa1,,..1iicm.lar das m = á18ebras é a est::-.:-utn.:ra de.o ~lga 
. -

1:n·as de Booleo 

Corno em uma :M-=- á1g,:i"br0. valem a:s leis de De MorgB..L"'l complctn.o 

e f) em par i.-;icu.la.r? ·-rale 

o 

( "" o l) p ) 
c1u0 nao e valida em geral na logica in•t1licionista segue-se qv.o, 

1 • ~ ~ . ~ . 
em gera? uma algebra de Heyting na.o 0 uma -r.'1-algebrs.o No en"'lie,:.;.n;o~ 

~ . 

um particular tipo de algebra de Heyting, estudado por AGciOn-toiro~ 

o denominado rré,lgebra de Heyting linear" · é M - álgebraº Uma àlbo-
~ f) 

brade Heyting linear e uma algebra de Heyting para a qual so-vorl 
,,_._._.,_..,_ ·- . - . --· -•· .,............. - ·-· -,. . .,,. __ ...., -

f'ica 



moa 

c.1011.a.e 

De fato ~ usando as propri~dadee daa álgeb:raa de Hey-hing, "t,! 

((x /\ y} --~ ~] /\ (x ~ y) ~ [{x -; y) ~ (x-,. z)] A 

/\ (x ➔ y) 

~ X ....f.\z 

~ (x ~ z) V (y -w 6) 

e 1 em ,,-,-i st!:l. de p~:-op:..:'5.e (1E'.de cara.cter:Írrtioa da álgebra de Heytin~ 

linGa:c ,. 

fümd e ,., :ponao z = o ~ 

Ve j ti.!ilO::l maia dois casos :particule.rasa. 
m·,m T,1 •~ á lgebra diz-se regular se --

o di~1-se :fo:z•"'i;e 
__.. ► 

se 

X/\ - X = 0 

TÔda M - álgebra. forte ê regalaro 
Pois de 

c~i:: {\ - x) V -- X = o V -·- 2 

, ,~ 
\ :-. V •. .,.. :1t) /\ ( =z V ..,,_ "'"' \ .. l. J ~ ç:.,.~x 



X V ... -x :::: . .:.. .. x 

C? 

2 º Relaçao de incompatibilidade 

#/d t, N {; 

Bm um.a aproximaçao algebrica da relaçao logioa de incoB~a~i -.. 
. . - ~ 

bili dade podemos pensar nas relaço~s binariaa 1 definidas em1 v.m 1"'2, 

tioul.ado distrtbu.tivó <A 9 /1. v v , O .., 1> e satisfazendo à o ;3e ;.., 

gl.ti ntes propriedades 

I 1 ) xly - y l x se entao 

I 2) se ~ 1:v 0 a~ x """ entao a I Y 

I 3) al x 
,,,. 

ss para todo X E A ente.o a= o. 

S0Tia nat u~al então introduzir -x(negaçáo de x) ãe modo .q~ê 
x 1 .... x e !) .se :ic l y então y ~ ... Xo Assim sendo , pediremos pa.1--0. 1 

uaia 

I 4 ) dado x E. A existe y €: A tal que 

x l y 

se x l a 
«;? 

entao a ~ y 

tese y que exis t e para .cada x ê então Único e será denotado por 

Algumas oonsequênci as sim~lee são 

Nl) X~ ,;, - X 

pois~eomo -.x I x segv..e ... se por 14) o resultadoº 

N 2) 

uma vez que 

implicam 

donde 

. .. 
ee x · ~ y entao 

X 1-Y 



11 O porque 11 •J. e O !S =1 implicam. 11 O o Se l Ia~ temof.i x ! a 

:para todo x ~ donde pot- I3 a = O º Logo -1 = Oo 

Reolprocamente. se no réticu1ado distributivo <A•~, v ,0,3> 
# 

fixarmos uma aplicaçao x -+ -x de A em A satisfazendo Nl I H2 e. 

N3 podemos.definir 

x I y se e 

e verificar que aa propriedades 11- a I4 se verificam~ 

De fato 9 se x I y en·tão x ~ ·-y donde -~y ~ --x e y ~ ... x 

que dá y I x º 

Se x I y e e, ~ .x tem0 s x ~ -. y e a ~ x ou a ~ - y qua 

a I y º 
Se a I X para todo X E A temos ·g_ua a :S - X t> para todo X p 

a~ =1 9 a~ 09a = Oo 

Dado x E A observamos que 

xl-x 

:pois x !::: - ... Jc e se 

xla 

x:5: c::,a 0 .... -s. < -x1>8- ~ .... 7-C) ..._ 

o • / Alem disso 9 se z y é uma relação binâria em A para a qual 

7,. /- :K. 

se ~/a então e. < - x -
o valem Il a IJ 

·liemos que 

x / y implioa y ~ - x 

donde 

x/ y implioa. x ~ =Y 

onqu.antô que 9 sé · x ~ -y., como• Y / y O x/ y- º Logo 

x/y 
p 

se e so l3e 

· Assim sendo~ se num :reticulado distributivo Q.. 0 A • V · 9
o,:ç> 

êl.ofinirmos v.ma. relação binárt~ l aatisfa2',endo Il e I4 ott se· de -



~, 
:f::1.nt'l'mos ur:m ~pJ.ie~çsw . ' 
mente e. mesma. ·c g"r;1>)_,~"1:;1.t~. ,, 

pots jó. ,tj_mos que Nl G N2 i mplicam este, pr op1-ieds.df.'. r, ,:.; ·, .-:: . : · 

q_ne ~ a parti:c dela oo·temos x ~ - - z uma .. ,aY.. qu$ 

e ~ sa. ;-e ~ y •iiemos ~ ~ .. ""y e ~y ~ - x D f. 
ConAeqv..&noiss de T-11 f.1 N2 G 1'13 sao 

-O = l 

o ~ = x !) para toüo x E. A ~ clonde - ~ x ~ -o 9 x ~ - O :parG. -~cc~o 

:is:. G. A 'J 011 se ja ~ - O ..: 1 º 

-- - X :::: - X 

pot s de x ~ = ... Ã ve.m - - -- x ~ - : :: e claramente .., x s - - - x., 

... (x V y ) :: - X A -y 

e omo x ~ x v y e y ~ ~t v 3· ' 'I) - ( x V y ) ~ = x e - ( x V y ) ~ - y ou 

s Gja -b:: V y) ~ ~ :t /\ :-:..y º ... x A -y ~ - x 9 donde x ~ - ( ..,.x A -y) ; 

anZtloe;ar:te~ tc y ~ -(=x /\ c...~t ) qu.e\ll com a anter1or 17 dá 

::e v y ~ .,.,( = x /\ -y) 01,;1. se j a -.::e /\ ..,. y ~ .. ( x V y) 

-,,;X V = y ~ -( X A y ) 

p o:l s de ::e 1\ y ~ x t iramos = X !S -( x /\ y) e da maema maneira 

-y ~ - ( x A y) dando e r esultadôo 

Com 1s3o temos que!)' aorescentanóo 

N 4) · -( x A y ) ~ - x V ... y 

~ . ~ 

obtemos um.a. M ... a l3ebra ~egw_ur .. Po1:tanto uma 'M - algebra .rc:gttlar : 

poda ser c_aracterizada como wn reti:cut,ado d1atributiV"o A com prj._ 
.. &' . • "9 

meiro e ~timo e~emento, juntamente com uma aplioaçao - do A en A 

satiafazerido Nl) a N4)b 

A.crc,~aentar 



à Nl. (J N2 e N3 t> donde N1 e, lt5 cara.cteri~am ur.JD. r,1-ê.1~~~: bTE.·. f .-~,:;--:•t·. 

Observemos qua numa M- álgebra forte - x é o 0'!'"'.7o-•r.:ort:pJ~:m~i~ 

-to ãe x fJ i sto e 9 

ae 

X A •X = 0 

x l\ a ==C -entao 

p o:1s de ,e A a = O obteisos -x V •a= 1. {- x v ... a.) ./\ a ◄ 1 li a : 

( - x /\ e) V ( ~ e. /\ a ) = a O -x /\ e. = a e e. ~ - x e. 

Sub ... Ãlgê braa 
h:T" ,.,,, 

Uma sub...âlgebra de uma M - âlgeora A e uma parte B de A f e -
chada par a A O v e - , contendo . O e 1 9 juntamente com as o~ ... 
peraçoe3 induzidas. 

" -a Exemplô9 extre~os de sub-algebraa sao ob~idos fazendo B = A 

o:a=/0~1} º l , () 
Outr o e~ernplo de sub-algebra e n(A} = conjunto dos 

O = -1 €. n(A) . 1 == - O € n( A) 

se ~ tt y é. n( A } " x ~ - u e y = dl.f f1 u O ir E. A O donde 

Anàlogamente ~ se xi, y E. n (A} 0 x v y E:. n(A} º n(A) 

bra aimé·tr::taa pois se x · E n(A} & x = =u. ,, v. €. A 4' donde 

Q . . li 
e· uma M-alge -

--- x = - - (cau} = --u= X 

Ademais n(A) , a maior sub-álgebra de A ·que: M-álgebra sim~tq 

ºª• pois se ~ é uma M~lgebra simétrica que ê sub--âlgebra. de A 
9 se X€. 13 então - - x= X donde x E: :n(A).,. 

. ~ , , 
Vamos agora caracterizar a maior sub-algebra de A que e alg~ 

bra· de Booleo Seja B ~ o conjunto dos x ~ A tais que x A - x ~ O 
e x V = x = 1 º O e. B t 1 E. B e ae x 11 y E. :B ·temos que 

~ /\ - X = y .Í\ - y ~ 0 

-y 
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donde 

(xl\y)A -(xl\y)=(x/\y)/\(-xv-y)=O 

(x I\ y) V .... {x " y) = (x A y) V ( - X V y) = l 

(xv y)/\ -(x V y) =- (xv y) f\ (-xA-y) = O 

(x v y) v - . (x v y) = {x V y}' V ( - x A -y} = 1 

aoarretando que x A~ E B e x v -:, E: B o- Se x e, B 

-x/\=-x=-(xv •x)=O 

.- X V = - X ::: •( X " - X ) = 1 

então - x E. B., Assim sendo 8 B é a maior su.b-&lgebra de A q'\l.e 
~l gebra de Booleº 

--- ---------~-----· .. ----~ 

Se A é M- álgebra então a maior su.b- álgebra de A que é 

! 
. ~ ! 
e i 

1 , 
1 

M - álgebr a r~gu.lar & o sub-conjunto B de todos os x e: A tai.s que 

De fat o? se x € B y E B temos 

donde 

XI\ y ~ - - X A =- y =--(X/\ y-) 

e portanto x A y e: B º ·Anâlo~amente, x v y Ê. B o .. 
- lC € B quer x pertença_~~ -~~-~-~~ B t pois 

. -- ----Além disso 

- x = - .. - x = • ... ( .. x) ~/ (- X) -5 - - l-,,_) 

Assim sendo, B ~ uma "sub~lgebra .r88Ular" de A e olaramonte 
2 maior· de tôdasb . 

A mai'or sub-,lgebra de A que é. uma M. • -álgebra · forte ., o oon -junto~ de todos os x E A tais que 

X/\ -X= 0 

De fatot se x e: B a y ~ B 
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( X ~ y) /\ •( X A y) = ( :z: A 7) A ( •X V •7) . = 

= (:z: A y /\ -xl V (x /\ 7 /\ -f') • 

= O V O = O 

donde x /\ 1' e:. B. 

(x V y) A -(x V y) = (x V y) /\ (-x I\ •TJ= 
= ( X A -x A -Y) V (y A -X /\ · -Y) a 

=OVO= Q . 

donde X V y E:. B., 

Se X€. B 

-- (x A -x) e O 

a:: -•)t /\ --- X 

= •-xA •x 

donde - X €. B o 

-4,, Representaçao 

-Seja E um conjunto nao.vazi-0 e 

um.à aplicação de E em E tal que 

Pondo 

X E E 

ACE 

t CE compl~entar· em rel~ção a E] obtemos um complemento ~oo 

82Jl '6'(E) { conjllnto das parie!3 de E} satiafazenao 

- ~ - e E ~
1c,n = E 

• E = CE \f91
(E) = ~ 



-{X {l Y) -

_, (X U Y) = -.X n - Y 

••• X e 

ou seja~ satisfazendo propriedades anilogaa às dó c õmplemen~0 ~. 

".ma M - ,1gebre. ~ 
Isso au.g~e da:f1nir um M - e.nél de conj'¼Jlt,os como sendo tu1c. 

part0 a de {-J ( 'E) tal que 
. 

~ E: ª17 E€. (L 

se X ~ G., li y € (1, ~ ent;o X()YE:(1, 

se X € a 9 y E G, 11 então xu y e: G... 

X E G_, ... 
- X e:. G., se entao 

~ I 
junta.mente com ae opera.çoes induziaas n O U e, - g Toao M • anal de 

oonjw1·tos é uma ?fi ... áJ.gebra e, na verdade, um r.i-anél 'de conj'Ull-bos i 
~ o exemplo mais geral. de M- álgebra, poia tóda M _: álgebra , iso­

morfa a algu.m 1Jl - anêl de oon3untos .. 

Para demonstrar êsse resu.ltado 9 reoordemos que um filtro de 

um reticulado A ( e também de uma M - álgebra A) é uma parte 'F c.1.3 

A não vazia tal que 

... 
F 1) se x e: F e x ~ y entao y e: F 

F 2) ae x e: F " y e: F ., então x A 1' ~ F 

Um filtro P de A diz-se primo se P ;' A e 

p) Sê X V y e: p então ,x E: p O\t y €. p 

Seja então A · uma M -álgebra e CÇ., o conjunto da 1Jodos oo 

filtros primos d~ Ao Se x · ~ A façamos i(x) = e0njunto dos P€{§' 
tais que x e. P 9 ou seja 

P € i(x) se e só se :k E. p 



Demoustra~□s que i 

i(O) = f9 

i(l) = ri] 

1(XAy) = i(x) íl i(y} 

i{x vy) = i(x) U i(y) 

(ver por exemplo C7]) donde o reticulado distributivo 

~ isomorfo ao anél de conjuntos 

r = i(A) 

.. --.1..t.-

011-cendendo-se po:c anél de oonjunto uma fam!lia de partes c1~ -,.un 

conjunto9 fechada para n e V 0 contendo~ e O oonjunto9 
~ 

Vamos dofinir v..rna aplicaçao 

pondo 

que ~ como mostre.remoa, t realmente v..nm aplicação de ri] em (i;j a 

Como O ~ P O 1 ~ n-1(P) ~ 1 E: lf (P) que é portanto não vazio. C.2, 

1110 l E. P O O E: n-1(P) ~ O (L 4>(P) que é assim di.stinto de Ae Se 

x e: 1...p(P) e x ~ y "'i.ein_os qv.e -x rj_ P ~ -y ~ e» x., donde -y f/, P e 

y €. •..p {P) Q Se x E. \.p(P) - e y E: ~(P) temos que - x ,J. P e 

~yr/. p ~ - X V -yrj. p t -(x /\ y) fl p ou Beja X /\ y E: '{)(P). Sê 

X V y E. \{>(P) ent~o -(x V y) fÍ p f> - x" --y,t p dónde - X(/.. p ou 

'-Yr/. P o que significa x€.lf(P) ou y E: 'f'(P) .. Assim sendo, ~{P) 
i, 

e de fato um filtro primoo Claramente 

~3(p) ~ 4) (P) 

para todo P E. Ó{ . et> portanto, a~ mos-'i;rarm.oa que 



E.:lYGDO 

:~ W.!l M - anel de conjv.ntos :lsomoY·fo à M - ~ile;eora 

P G: C á;::'l(.1(i(x)) ':'"-1➔ \.?(P) (.j i(x) 

'F? J:. q ½?(p) 

- , 
ASA,~-~ sena.o 9 o'bti?-lli,9~- ~?:!.!!_é: -~e?;:'~~-e::~~~~ÇE-Z_.~_rnpL_e_s_ ... 9.?-._::_J!!. "'.' a.lge -

, ).<T ,, • ., • ,_ 

oras -:~omo iw~1~n,~i_gi ___ Ui.)_ . c.onJ~\,OS ,, ..... ...____ 

Uss.ndv M ,., 1:ln&.is de t:.:onjv.ntos i1od.0mol::' él.ar fàcilmant~ e:.-c~Jõ:i.1·-,J.oc 
( ' 

119 ·r-í ~- <ll:;,~o br<?.s., S€: J·a E == < a .... b , e \ G W: E ,.,.-> E la.da •.'IC~ .. , ,_ • . J • :t:' 

. 0 I ' '~i\C.1-b 

{a}= E 
\ ., 

- {b} ~ { b} 



- d = -b =b 

I r 

/ 
/ 

/ 

,. 

1 

~- --- -

<!9--------
0=-1= ... f 

0e::a.do o dia.gra ma d.e n{A) o eeguin-iíe : 

Al::s -o 

. a= -.e 

I' . . 

e=-c=-e 

Fig. l 

Fig. 2 

A Únioa sub 
0

~ álgebra de A ~ue . é álgebra de Boole é { 0,1} • 
Ou.tre, sub - e.lgcbr.a. de A ·tem este d:lagrama 

á 

Q= .... l= 



Uma suh - GJ.gebi.--e regru.ar ele A. é 

l=-0 
-O < -. -... o 

e ~ -- e 
f e=-c= -e 

f ~ -- ,J'..• 
..L 

Figo 4 

'o=-1 = -f 
o • q 

0:aqv.ari:t;o qu.e e. u.11J.o&, sub - algebr-a for·i;e diferente de 
<H:..dei a, 

.o . 
.,_ J. 

-- e 

... r-: 

- 1 

- A •·· . . ... 

., 
e a. 

Ent~ce os 1'ft - Rné:i.s de non jimtor~ Gstão os e1:.emplos maiG gera:.B 
él.as M·-É.;,1ge'b~ras :;;egulares~ ou seja os IH-anéis :ps.1""a. os quais 

XC 

<' 
que 0 eqv.:l.va'.Lent G fl, 

P "[ () ·1 cr b ,... t - lh ~11 .? ' ara as r.. -- a __ 0 e ras -1..or es o_e-;,rfmos asco 1 er os i: - anein 
os que.is '1. 

xn 
I) 

que e eq_v.ivalente L~ 

ou 



Iio exeraplo antertor temos 

X ~{X) ~2{x ) 

Jt> f/J j1 

{a} {b} {o} 
{b J {e} {b} 
{cJ {b) {e) 

{e O b} {b ~ e} {b • e} 
{a , e} \b} {a) 
\b, e} {b, e} {b O e} 

E {b te} {b to} 

Os sub - c onjuntos X para os quais \p2(X} C X são 

f1 ., ,3 b} 9 { e } ~ {a, e} , . { b , e} , E, que nos dão a segu.ill"'~o 
M- algebr a r egular · 

1 = - o 

-b = b 

e=-o= -e 

O= -1 s: -f 

... 
b ~ - -b = b 

e·~ --e= e 

e~ -- e = e 

f~ --f = 1 

Fig. · 6 

que é, como. foi Visto em 3~ • a maior sub - álgebra de A que 6 M - áJ. . . -
eebra regular. 

O conjunto doa X ta1f.t que 'f (X) C X ê {JS., . {b I e} , E},. 
ou seja a maior sub - Ilgebra fort~ de · A e .que , a represento.ela 

na Fig. 5 º . 
Para representar as M-âlgebras simétricas devemos eaoolher 

os X tais qlle 

--X·= X 

ou seja , tais que 
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ou seja• tais que 

o oon3'm• 4• 'to4oa êue■ X , • ll&lor nb-'1cebN et.mhrloa e, 
no oaso do aem.plo, & a :1·- álgebra a1m,trloa aa l'ig.2. 

Também podemoe representar as H - '1.geb~ eluu\trioaa roo ... 
t:ri,ngindo nossas •P:1-ioaçÕea '9 às que satisfazem 

definindo 

e tomando uma parte de 'i((E) fechada · para n • U e - e con­
tendo 15 e E 11 parta aesa a q'Qa podemos ahamar éle M - · anh de oon­
;_untos simétrtoo • ( ver [)]). 

Se quisermos representar o re~ioul.ado distributivo 
(A, A 9 v o O, 1) oom uma. aplicação 

n(x) e: · -x 

que é apenas uma dualida~e (ver 1.) nossas aplicações 'P aão 
. # # . 

quaisquer e a definigao de - no anel éle oon~untos continua sondo 

li'tnalmente, se qu.isermo·s representar o retiaulado Metr.Lbu-
tivo · Q. • /\ 1> v • O t ~ oom um homomorfismo, ou aa 3& • . con .. 
uma aplicaçao-

tal que 
h(z /\ y) a h(x) A h(y) 

h(x V y) = h(x) V h(y) 

h(O) • O 

h(l) e l. 

nossas apllcagÕee 'f> · eão quaisquer e devemos o~ 'tir o oom.pl.GIA3Jl 
tar na ope~ção· que representa h 9 ou aaja.1 · ohamando de H eaoo. opa -



-.: 
ro.gao, -~emoa 

'Re~os os resulte.dos acima no sesui.nte q_ue.c1:i:-o: 

-Tipo de apl1cage.o no reticulado 
t11atributivo 

-~ 9 A ~ V ~ O O ~ 

Homomorfismo! • 

Dualidade 

, 
I;I - Complemente, si111etr100 

s:A--. A 

i ,I - complemento 

n :A-..A 

Tipo de a:plicaçâo no anfi (.(, 
su.b - conjuntos de E " 

<G.r, n f1 u r. ,, ? ~> 

'9t E -. E qualquer 

H t Qi, ..+ Q, & H{ X) = '°P-l( X) 

'{> 1 E -+ E qu.a1<4uar 

D s a,_,. tl., D(X) = CE \{>-1(x) 

\():E-+ E, '{)2(x) ,e X 

sai-. ~i s(x) = CE 'f>-l(x) 

<f t E -+ E• lf)3(x) = 'f (.i:) 
N : li-,, ~, N(X) = CE ~-1(x) 

onde a.o lado d1.rei to temos o exemplo mais geral das estrutura.o do,! 
critas ao lado ?squerdoo 

; º Conjuntos ;Jí - ordenados 

. e, . 

Um çon :JJm12,._ M - ordenado e um conjunto A parcialmente ordollâ 
do por ~ juntamente oom uma ap1ioa9ão 4> , A ~ A tal que . 

'1) o/ 3 ( x) = qJ ( x) 'til 

e 
,. 

se.o 0011 jtm --'tos M - ordenados, uma aplioa9ao 

f IA-. A4 

6 um 1somorf1emo entre essas es·truturas fJe 



- j 

• 1 
a) f é apliceção biunÍvcca de A sÔbre A a 'V i 

ao e só se f(x) <; f(y) .... 
o) f( \!) (lt})= tp • (f(x)) 

se-ja 

1 
j 

ume. Nl -0 !ilgebra4) SG l<; 1 o oonjunto dos fil.tros 
mos qt!e em <f? está definida uma e.plicação \f 

. 
primoz de A j:i 

tão 

dada por 

. / \\)(P) ~ cA--:-l~I 
- --- - · 

Seja (b), 1.1.ma parto não vazia de 

~ (P) e: {Q ci Assitn sendo 
<f? tal que., se P E: ID, 

(k~~'{ 
en -

é um conjunto M - ordenad9 que diremos ser a~~_ocJ,ado a_M_- álgebra 
-- ··------- -~----- -

Ao 

Uma relação de equi và15ncia . s · definida em A é com:pat:Í v:;l 
com a estrutura de M - é.le;ebtra de A se 

a) 
.., 

r> se X - X' e y = yffl entao XA y - /\ y-4 

b) se ~,. 
A - xº e y : Yº "" entao X Vy - xº V yct 

o) 
,. 

se X - X~ entao - X - - X., 

Para cada conjunto t'i - ordene.do 

associado a A vamos definir 

x ;; :\r( tQ, ) se e só se para todo 

P E: (.Q tJ "x €. P" é equivalente a "y e. P" 

ou seja~ x ~ y( (i).) significa que exatamante os mesmos filtros Pr.! 
• ~ ~ A mos . que contem x contem y ., Obtemos assim uma relaçao de eq-:..1--t val.e,!l 

eia compa-t:Ível com a eetru.tura de Ar. De fato 9 se x :; x•(1) • 
Y' : y 0 a x /\ y E. P(P e:lcQ) temos .que x e P ~ y E. P donde 
x~ 6. P ~ yº e-. P e x" A ·yo e. P º Anâl.oga~ente, se x 0 i yi € P(P ~ ~) 

- ------
(l.) . ,n 

Omitiremos no qua eogtie 11 ( ~ ) ... 



temos que lt /\ y E Po Loso x A y ;.: x'- /\ Yf) .. 
se· x : x 0 ~ y a yª e x -v y- ~ P{P E. rJ2) ·i;er110:1 qu,o ~.: ~:. ·:, _ ... 

• y E P i' donde ,t., e: P ou y 0 E P ~ o qu.s aC$1':r.eta ~~ 'I Y "' ~ P ., .r!. i:- • :.il;J,: 

inen·tê., se xi; v y{J €. P(P E (J)) •tem~s que x v y e P º · Lo~o 

.'K V Y ~ X~ V 1 11 ,., 

Seja agora l. :; x"' e •X t - P t cnde P E. (Q. ., Entno 

=-X € CA P t X E n-1 ( e AP) 0 X E e.A _n-1(P)( = ~{P) >~ donde 

~rª e tp. ( P) {u.ms vot que 'P·{P) e: ~),, xfl ~ CA n=1 (P} ~ - .zt fi P ~ 
Análogament e~ para todo P ~ lQ, 9 se - x' ct P én~ão -xt;f. P • Anoim 

sendo = x ~ • x~ º 
Damonstramoae por-iianto O que cacla conjunto Li~ ordenado til 0 

e ssoci ado á m ... álgebra A,, determina uma 
compa:td: vel. com a 3@rtrv..tura de Ao 

rel.ação de equivalência 

Dois con juntos :r.1- ordenados (9. e 6t. ~ associados a A, ae 

equivalência determinadas dizem e~ivalentes 
por 0l0s coincidam 

.; 
caso as relaçoes d~ 
(em extensão)o 

6 '7 Homomorfisf!!~ 

Sejam 

/l 
M - e.lgebra eo 

" e um homomorfismo se 

a} h é uma aplicação 

b) h(a A b) = h(a) 

e) h(a V b) = h(a) 

d) h( -a) ª ... o h(a) 

e 

de A sôbre A• 

A a h(b) 

vº h(b) 

Um homomorfismo biunívoco é um. 1aomorfismoo 
se ~ e ~• são definidos da maneira nsual. e h & um hS 

momorfismó temos 

SG X~ y então h{x) ~o h(y) 

Pois da x ~ y vem x /\ y - x donde 



., 

h{x A y) = h(:;c) 

h(x) /\t> h(y) = h{x) 

h(x) <' h{y) 
. -

h sendo homomorfismo temos -também 

h( O) :::: Oº h(l) = l' 

a ptimeira igualdade se demonstrando, por exemplo, assim 

O:!:i para todo X~ A 

h{O) ~~ h(x) para. todo X€ A 

a.onõ.e !} 
• e, 

ºsÔbra*' h(O) º'· como .n e = 
Se h 

(> . 

um filtro 
,V 

e um homomorfismo e po primo de A1 en·tao 

h =l ( po \. .~. ,.. , .... ' d A 1 ~ um I2-~To primo e D 

:De fator- oomo 1° E. P" e h(l) = lfl temos que h-1(P•) =I= ~; 

s e 6 0t':d;ivesse em h-1 (P);h(O) = 0' 0etaria em P'v absurdo; logo 
,,,.1 , ) 

h --( Pº 4 A º Se j$. ago1:1a 

Da:f. h(z ) E. P 11 e h(x) ~tt h(y) e·, como P 11 ê :filtro h(y) e. :i?t 

dondG ·::,r E. h-:\ po) º Se :-;t: E. h.,,.1 (P 11 ) e y ~ h-l(P 8 ) ~ h(x) E;. pt , G 

h(y) E. _ P º donde como pe é filt:ro h(x) A' h(y) = h(x A y) E. pt ou 

seja x 1\ y E. h- l(po) e Se x V y €. h-l(P" )~ h(x V y) = 

= h(x) v(J h(y) E. p1.> qu.e1> como Pº ê filtro primo, a.carreta . 
h(x) E. Pº ou. h(y') E. po ou seja x G. b-1(pt) _ o~ y Ei h"""1 (P') 0 

A. oac1.e homomo:rfiamo h coTresponae um conjunto M-=- ordena.do o.a 

oociado a A (€.'} b ~ C O 1 > onde l'(] h ê a fam{l.ia dos f11--

troa primos ds A de fo~ h-1(Pá) 0 

Para demonstrar a afirmação acima devemos verif.icar quo (slh 

Ó invariante para. \{) º Seja então P E: (Ç>h f? ou seja" P = h-1(ps), 

onds Pº é. <f] 0 = família doa f1.1 .. Gros primos de A'º . 
Aonim sendo 

I 



···21-

011de 

De fato 9 

:.-.. 

<-➔ =: f/_ n..,1 (h-l(ps)) ~ -x t h-1 (PJ) ~) 

JI: ~ sendo 

u ~ O rcsul·i;3do e.n5..me... mostra ·tambem qua a. aplicaçao 

claé.la. :po1~ 

~ um :i. somorf.j_smo entre os conj11n-i;os Ili .. ordene.dos <({?ª 9 c 9 :, 'f ~> 

V:tmo f:! assim g_1,1.,e \\ a csda homomo:r•-f~.smo 

h .& A -ü- Aº 



Roc~.p:r.ocamente, cada co,:i.jv:n.to ri!,. orõ.enac1o asano:i .. e. r1o a 

A~ <O il C: t t.f>> digamos, de-'cermine. 'lt!il homorlr.o:r,..11.smc h q1i·~ 1•~·/r~ 

O-O.da x E. A na classe da equ.ivalêmcia mõdv.lo lQ { ve1? núraero ..-:Y~S-. 
rior) a que x pertenoà0 

Para elucidar conexões entre oanjun'toa :M- orde:r..ae.oa, TcL:.i,­

çÕéa de equivalência e homomorl'ismos,, :tiXemos l..lJll8. 'Nf - á1geb'.l'8. A 

o façamos: 

.~& = classe dos conjuntos lVI - ordenados associados a A« 

Gl: classe das relações de equivalênoia.oompat!vsie cov 
a astrutu.ra de Ao 

l:& = classe dos homomorfismos h: A ~ A• 9 A11 

(:' 

h:ra e,:rbi tl"arta • 

.. , qp_ .,,. . 
Ni9.s consiôe:raçoes qv.e aegu.em. elementos de .,o.:; sa.o conside~ 

::ro,dos º:i.gv.81.0 11 se são isomol:-fos., elementos de 6i são conaidej:-rr­

do0 11igi.w,:i,s" se coinoidern em extansê:o e h E. ia , li E: ~ 
.., ... 
A O aao considerados ')igv..a.ie" se exis•iíi:f 'Ul'...1. 

i somor:fi smo -tal que h = i o h ~ 

~ ""' Ve.mosi) e1rtao 1 def':tn:l.r aplice.çoes :rela.oionando e~ees claasost 
segt.m.do o esquema abaixo 

'.[ 

,.~ 
se11do as definiçoes oomo segue : 

Se h E~ ,I{h) ê a relação de equivalência em A dada por 

x ~ 1(I(h)) ae e aó ee h{x) = h{y)o Essa relação de equive.13ncin 
~ oompat!val com a eatru·l;u.ra de A. 

Se R ~ Ót. g J(R) é o homomorfismo de A aôima A1i que asoo-

o1.a a cada x e. A a olaaae de equi v~.lênc:i.a mÓdv..lo . R a que x :por·to~ 
000 

ó l ~ n sare açao de equivalenoia ~ dada 

:v,or x a y se 0 sõ se x 1:- J?<=-> y E. P para ·todo P e: lO º Como v2.ll1oe".l • 



Finalmente O se h E:. fo t? L( h) = (Ç'h 

oon~u.nto M - ordenado ti 

tlonae 
a ~ 

... ... 
Mostremos agora qu~ eseas aplicaçoes sao tais que: 

J o I = identidade de~ 

I o J = identidade da fil 

K o L = I 

As du.ae primeiras igualdades são fàoilmente verificadas, 
I ( ou J) estabelece uma correspondência biu.n{ voce, ent:(''3 ~ 
( :, -1) s ena.o J = I e 

Demonstrar a. ÚJ.•i.iima igualdade significa mostrar que, po.1--a 
h G. 2t> 0 (h:A-~ A~) ~ 

h(~) = h(y) se e só se ~ ~ y( ~h) 

o que ~ode ser feito como segue~ Sejam x E:. A, y E A tais que 

h(:n:) = h{y) e P E:, cs'h tal que x ~ P ; existe ·P11 filtro pr-1110 

ele Aº saiiisfaze ,:,<1o P ::: h - 1 (P 0 ) ; logo 1 z €:. h-1(P11 } & h(x) E p t , 

h(y) €. p o ou. y E n-1(P ~} º· y E. P., MJ.s.loga.mente t se P €. Cs'h 6 
-to.l que :l s P O em.t ã o x E. P º :Donde :t: ~:F. y((?h) ct Reclprooamente , ou­

:pondo que x õ y{ c?11) ~ se;ja Pº um fiJ.t:ro primo de A, tal g_v..e 

h( ::c) G. P º;; então :;e s h-l(p~) , y E.. h"'"1.(P 11 ), h(y) E. P~ 0 donâe 

h( x.) ~ b.( y );;, _1L'!Õ.logament f-) h(y} ~ h( x)., • 

.A.8si.m send.o t> en t:re ~ G ~ temos as ap1ic~çÕés 

J o K ...... 

@ ,E @ 

~w, L ~fo 

G ~ de K o L = I ,, vem 

J o K o L = identidade de~ 

ou se ja0 entre os conjuntos M • ordmw.doe \9 ç,ue determ:inar.1 o. 
homomor1:·ismo h ( isto éfl ·~ai s que J o ~{ \Q. } = h} es-t.~ L( h) =l~' 0 ,,'."'.) . . . ! l 
.Aüema1.s :..s h s0 (1istingne e::l1·t.;Te teJ... ~~~ 00::, ~1,'l~nto~ !,1 .. , 0:-:-de!.1~.doz }?OX' 



ocr o maiorº Em outras palavTas 

pelra todo tO tal que J o K( 11)) = h li) I sBo decorxe dt:t 

x a y{(.Q) se e a~ se h(x) = h(y) 

o de 
P € ~h se e só ae (x ~ P e h(x) = h(y) iriplio~'ll ye.P) 

Identificando conjti..ntos M • ordenados que determinam a mornna· 
rolação de equiva2ênoia 9 vemos assim que estudar homo~orfismo3 de 
A (ou relações de equivalência compat{veia com A) equivale esaen­
oialmen-te a · estudar oonjuntos m - ordenados associados a Ao 

7 \) Qpi particular homomorfismo 

:polos 
\ 

por 

Seja. A urna M - á.lg0bra e n( A) a sub-álgebra de A oonsti tttida 
elementos da f'o:rma - x 9 x €. Ao 

Definaf!lOS 
h: A -~ n(A) 

h(x) = - - x X E:. A 

o -v·o jamos ·que h ~ um homomorfismo 

h(x /\ y) = ·-(x /\ y) = -ex A --y = h(x) /\ h(y) 

h( x V -, y, ::: ... - (x V y) = - .,,. X V ...... y = h(x} v- h{y) 

h( -x) = --- c.aX= - h(x) 

Sa y e. n{ A) o y = - X f) X € A ~ 'donde 

h( y) = h( - X ) = - - - X = - X = y-

ou. seja, h ·é "sÔbre 11 e deixa _os elementos de n(À) invariantese 
A relação·ae e4._uivalên0ia determinada por h é 

ou 
· . . ' 

- % t: -y 

sondo que em oada. clasee de equive.lêuoia eatá um a um só elemonto 
do n(A} º 



• O conjunto M - ordenado aesooiado , a. h e ~h' ou seja o con, 

junto dos filtros primos de A da forma ih-1(P')t P 1 filtro primo do 
n(A}. ,,, 

Uma parte B . de A diz-ee satu.ra~e. para a relação de eqú1.v~ ,_, '· 
· lÔnoia • definida acima. se x e. A e x · == y implicam y ~ A o 

Vamos_ ~~strar _q.~e ~h---ººinci~e ó;m o con;J~to dos.. fil trorJ ' 

aa·tu.rad~s_ · ~e !i-.'!._ Se P ~ ~h • x E. P e x : y temos que 

-~ e h""1(PiJ) 0 (P 8 filtro primo dê. n( -A)),, ~(x) e: P', - - x e: pt , 
--y E pci 9 h{y) € pt 1 yE: ·h-1(P~) eY e. :p, donde, se P E: lf{h Gn·iião 

P ~ saturado para ; o Reoiprocaméntel se. P · é um filtro primo sa:t-.::1 
~ado para= vê-se fàcilmente que P € c§Jhº 

Vejamos agora que os filtros primos saturadoa de A coincidem 
oom os fil•tros da fonna tp {P) 9 P fil.,Gro primo de A. De fáto, 
~ (P) é sa·i;urado pois ·se x e: ~(P) e - x = -y então 

x f: CAn-1 (P) 0 x. ç! n""1(P) 1> -x ~ P f) ~ .. yfj P ,yif. n-1 (P) 9 Yê. CAn-1 (P)~ 

y €. tp ( P ) º Por ov.t:ro ledo 9 se lQ. é fil.,liro primo saturado então 

\5/( lb.J ) = 1Q pois x. e: f 2( \Q.) se a só · se x E. n-ln-1( ©,) , ou seja, 

se e s Ó s e ..... ,. X E: !Q ~ on. ainde. 11 se e sÓ se X E: ~ ( pois \Q. & cm.­
ttn•ado e x: ~ = - 1c) º 

Temos por tanto 

~b. -- conjunto dos filtros prlmos satur~doso 

:::: conjv.nto dos filtros 
mo de Ao 

Se A e B são m - álgebT-asi) di:t1~mos que B é i magem homomol"­
fa de A s e exis te \,li!!. homomorfismo h de A sôbre B º Mostre.remes ago - . -
ra que 9 s 0 B é imageia homomorf e. simêtrioa ( isto é uma imagem ho.• 

() . ()1 b ' ~. • ) .. A ~.., ·n •· b,, {> • nomorfa c;_u.e e M - a ge re. s:tme·Grica 00 ~n·"ªº □ -cam em e :uri.agam 
hom.omorfa de n( A) º Tie f~:to, como B é :1.mag,::;.m homomorfa d.e A ex.ioto 
UJ1 homomorfismo g 

Definamos 

fazando 



ou seja, f.é a restrigão de g a n(A)~ Se z E. :B, z :;;; g(x) ~ 
z == - - g(x) ( pois B & simétrica), z = g(- - x) = f{- - ;::) , Ase1n1 ~~ 
do f é homomorfismoo Se= & a re1ação deequ.1valênc1a em A induz! 
ela. 

(') ' :por g 9 isto e e 

X :: y ~ g(x) = g(y) 

antão x = y implica x • y ou seja tôda paesagem ao quociente da A 
• , q -quo reaul te em M - algebra si.metrica e obtida por uma partiçao mo".'"' 

nos fina que a determinada por;º 
Podemos dizer que x e y são simêtrioamente equival.entes 

, li 
oc x = y " x = 1 se e eo sé - x = -1 ou seja se e ao se - - x = 1 9 

h( x) = l º Portanto, x ; l se e só ae x €. h-l( { l} ) o Chamando 
da núcleo de um homom.orfimso h a N = h~1( { l } ) vemos que o nú­
cleo de nosso particular homomorfismo coincide com o conjunto doa 

' i ~ elementos simetr camente equivalentes e. 1 o Alem di~_, __ se!l!l)re em 
' g • " nooso caso parti~ular, vemos facilmente que o nucleo N e tem.bem. 

da.do por 

sondo o oon ju.nto dos filtros primos de Ao 

8 º Sistemas Dedutivos 

Seja A uma m - álgebra:º Se x ~ A e 1 e, A definam.os 

x..,.y =-xvy 

O a:Cmbolo -f> .agora definido não deve ser çonfundido com o m&Bli.1.0 

ofubol o anteriormente usado para as álgebras de Heyting-~ 
Um filtro D de A diz-se um sistema dedutivo se 
~ :::.> --··--·- --~ 

D) x e. D e x _,. y e D aoarre~am. y e -D e - - y e. D 

... " . . . ' . / A condiçao D e equivalente · as duas seguintes: 

) Dl) se x e:. D e x __.. . y e. D então y E. D. 
\ 

1 D2) se X e. D 
\....,. 

-entao .. - x e. D 

Se D~ A o ·siatema dedutivo é prÓprioo Se D é prgprio e nno 
oot& contido prÔpriamente em nenhum outro sistema dedutivo prÓpriov ... " .ontao D e maximalo 

== • 



,, ,, . 

1mnbem e um sistema dedutivo de A~ - . ~ 
Se P ~ _!!;t:~~o _primo de A entao 

D = P n f(P) n '-\)2(P) 

~ ots·~ema dedutivo de Ao De fato, se x ~ D e x..,. y ~ D to-
- . . . . . .. . - •-· ·· - -~--- -·· · --' 

mo'1 que 

donde 
y ~ P <, :pois p &' 

pz-1.mo a -z.rJ r--
p e -x Vy e;l? 

·~ y fl. P 9 pois se =Y e: p ·teríamos --x A -y E l1 absu:rdo 

e, 
~ ~ y E: P 9 pois p' e ptimo 0 =ât p e =X ·v =-=y e: p 

sondo TI portento sistema d0dutivoQ 
Como con,geqv.ência, SEI P ~ fil-tJ:-o primo de A 9 

b aiFsiier,m, dec.1.u-'G:l.vo da Ao Po:ls 'f (P) é filtre prlmo . e 

1 . e? • ., • (? .... d " 1.~ po o :r.·ac:t.oc:i.n:i..o an GeX'J.01" e si.s "'ema euU'u.!.VOo 

Um sistema dedutivo D é ft_lem0nta1: se exiEr'Ge v.m. fil tl .. o J?r,! 
mo P ·l;el que 

0 6 aimétn.co se existe um fil·l.:;z,o p;;::i.mo P tal gp.e --...,__;;.;.;..;..;....,.;;. 

"'' 0 1~ ... Ceo 



pois ea X E D n • D ~ z ·~ D e lt = . - Y. • -g E D O don1e y · ~ O ~ 

= -y V o ;s: X V O·= X€ D e o e D. 

Se D ~ um siste~ deduti:V'o p~prio e P um fil t :;:,o p~_mo ·lwJ. 
que 

n e P ~· P n - n := ~ 

sn:l;ão '-?(P) e 4>2(P)- também têm essas prop.riede.des, ou se je.1 

D e 'f (P) f : '-{)(P)n . .. D= f6 
~ C '\)2(P) • '\)2(P)n ... D = ~ 

De :fato, ae X 6: D e =X~ P,, ter!amos -x € P n -D absú.:..."tlott 
I,oco() D L 'f(P) G 

Se 1-: E 'f(P)n - 'D i, x = - y O y e: D . e •xç/ P ~ donde 

.,.,_y E: D e ~-y (. P a'bSU!'d04 Portanto 'f>{P) n •• D == i' o 

Se X E: D'">= - X € D , ~-x e: P , x € 'f2(P) o Assim D C 4>2(P)~ 

Se :z ~ 'f 2( P) n - D g .... - X 6 P e X = -y ~ y e: D 9 élonde 

.-,-x =. ~ czi - y = -y €.P . e d// e Pn -D absurdo 0 Logo,'f(J:,)n -D= jjfj 

Podemos dernonetrar agora dois resultados interessanteso.O 
pri meiro afirma que todo sistema dedutivo max:Lmal é simétrico~ Poi~ 

- . ·- .----- --- - - --- ··•· ·-···· ·--·-· .. - - - t> ~ 

aojs. D sistema dedu.tivo ma:ninal; entao D e proprio e D n -D= /J º 
Como o ideal eeraãó por -n·é constitui.do pelos elementos x tais 
que x ~ -y 1> y E. D ~ existe um fi1 tro primo P tal que 

donde 

º• oomo D & max:lmal, 

D • lp (P) () 'f)2(P) 

O outro resul:tac1o _d1aq11a todo__!!!(lt8JDf;l· ~dedutivo p~Ó~o & 
r---a- ' ·----intersaoqao ele sistemas dedutivos elementares. . ..,_._ -----------~--- ·-

Realmente. seja D um ld.etema dedu:tiTo p~prio e x fl, Do Se 
lx 3 o ideal gerado por { % ) U - D aoa~mos que 

D(\IxalJ 



Se -entao 

ye:D,y~-UVXo u~D 

c1onde ..a l}. V X e: D 1l u -► X e: D e X E: D absu.rdoci Assim sendo' 

par~ cada x~ D existe um filtro primo Px tal que 

ou seja, tal que 

D C: P..,. e P n ..,.·D = {6 
..... X . 

donde 

lJo.:ra ca.da ~ ff. D Q li'azen<lo 

9 tr Sistemas Dedu:Gi vos e Homomori'1S!itOs 
.,.,--nc -C:: - « ft. -~ .. -=---vwP"rF - -~ 

~ Q 

Se A 0 A (t sao m """ s.J.gebre..s 
/J 

e h : A ~fl- A O e um homomoi•l'ie 

no ~ então o núcleo N ::: 11=1( { 1} ) 
----· ·-- ------ de h ~ tl1ll s i stema dedutivo :t>;§._ 1 

Pois O ~ N ( nas M - álgebras Gonsideramos sempre O /. l) e 
1 E. N ; se x e· y es·tao em N,, h(x) = h(yf = 1 donde h( x ) /\ h(y)= 

= h( x A y) = 1 0 ir. /\ y G X{; s e x E. w 0 x ~ y i;emos que 
h(x) = 1 a h(:x) :;:: h(y) donde h(y} = 1 e y E. 1h Logo., N ~ ,.l"fil 

nilt ~ S ~ ro proprio ~ e 

X E: II! o .... 
~ .. "'~ y E. 1\'f 

n:, 

Bn·bao ~,t ~r) ... , , .!.. ·- :t 0 h' -.. ' ""' --t i .-.,l V h(y) ~ 1 
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roaul:tando 

PortGnto H I ll1D. aiat- 4e4utivo pi&prio. 

~~clp~----•-ee ~ _f -----~~~ dedllt!_~~- -1~~, _ _!_ ~--~~­
o~~o 4e ~ -h~o~-• De ~. •• 1' , aiatema le411't1vo p~ 
pr1o 

- . onde os D1 sao eletemas 4e4utivos ~1ementarea 1 

Dl a Ps, 0 '()(Ps,) 0 q,2(P'1) . 

Se;la 1.Q -~ {Pv <p (P1) • 'P'<Pi.l} • Omao Q ; - tamb,a GIi 

filtros primos 1nvar1ante para 'P ., ~ determina uma relagão 
<lo. equl valênoia•. uma '1sebra quoolente e um homODlortiao 08"Õn:1·­
oo. o m1.oleo dêas• hOJRamorftamo oan3nioo 3 

ADa1m aen4o• •• A • JI -'1.aebre1 a ~ada m.ste• ~.autt:wo pnpr.l.o 
li de .1.. oorNaponle wn oon2unto fbN de homomorfiam.os h qu tb 
ocmo nuoleo w. Em outras palavras 

. 
h lã 61' _ .+ h , homónlorfismo de n4oleo 11. n.s. 

ileolprocamen:t;e• todo hOllomorf'iamo h 4• A está em• •- ocm.-
~wnoa ~,.. . 

O■ hozomorft.81DOa 4e ~1' aâo obtido• a panitt tu fenrbiaa 

~- (!l · 4e ftl.troe prlmoa ele A taie que 



Uma 1'I - Êlgebra A . ~ e régu.lar ae e ao 2a 

lXlI'CT -~ode fil'tro pz-imo p de Ao . 

TI~ fato 0 seja. A M-álgebra regular, .p filtro primo e.e f. -1 

~ E P ; como x ~ =·= x temos que "'!" - x '=. P Oll seja x € 'f2(?) ~ Pv::-
. , p ,.._ 'Jl , t p) R ~ .. , ~ -~a.u\;o '-.. \ - , ,, ec:.-.p:rocamenta 11 se e asa condiçao e zatis:fe.,.:~o. ~~-, 

1.1.n[', M ... l lgebl"a A e x , A(x # O}~ tomemos um fi1--Cro primo P tal 

l:J.1>.c z E. P ; 8ntao :g: E · 1{)2(P) ,, - - X e P o Logo todo filtro primo Cfv.C. 
, , . ~ 

c on·úe!il Z COH'G0f:l •• - X e X ~ - e= X ,, 

JJel'tna!!los pois nm !'1-1 tr9 ]rim9. ~glll.a:t". como tU!l filtro r.,1.~10 

P ·i;c.l qv.e P e: i..p2{P). 

Um f i:t:tro p1~1mo P ~ :regu.lar se e só se 

.., 
Veja.mos ~gora qu.s aa :Lmage11s homomorle.s regu.lar0s sao de-·~<::::· -ntl.11lldas pelas :fara:f.J.iae invariantes para q' de -:fil troa -primos r:; 

-< 

gu .... 1ures,, 
~ ~ n 

Seja en-t:so A !li. - nlgebra s lu 
, . . 

uma tal fa.nu.lia de fi1tros 
pr:lüo3 de Ao Temos 

J.) p E. lQ, ~ 'f (P) ~ (Q 

2) P C f 2(P) para todo F C li) 

Do11oiíemo.s lJOr 

a. LI - ãlgebra qu.octeu'te de A pela xalaçâo 
ü.ctcrmir.mde. por ~ e compat!vel com 

nos qu.Q A/ l.Q é M - 11lgab1-a regru_ai... Se 

da equ.i valênGia x = y ( tJl) 
a estru:trtra de A~ Mostre-. 

X e. A, p e: 4-C) e X e P, 

ont~Ô x e: \p2(P) "-·-x € P e x A •=X€ P. Por outro lado~ se ... 
x A --x E. P entao .x €. P • Assim sendo 

. -. 



v . 
Reo1.p:cocs.men·i;e, se 

6 11u homomorfisri10 de. m -álgebra A sôbre a m- ál~ebra :regnJ.ar :~~ 
t;o l'Ç)h tem as propriedades. 1 e 2 acima e 

A/ {!;1 isomorfa a A 0 

h 

De fato 0 se Pi f filtro primo de Aº a 

tenos que (ver 6) 

0 $! como po e L.0º 2( pu):,, rem;_]_·l;a 
' 

Fj.ca assim d0mons·i;rado o· nosso r0stütado 

Se (.Q, 
..., d) " "" ·ta o -e;-., 0 nao 

q u.al q v.e X' qn e 

/J 
famf.1:l.a 0 8. 

vaz:ta e \Q. 
sej8. o fil·li:-..--o 

de ·todos os fil-t;ros primos regv.laTes e~ 
é in·,1-i:.ir-lan-;:;e pe.:ra tf ( :pois lf P €. !Q 

primó P)o Asaim sendo 

~ . o ~ 
o é.a. ~:m.a:tor" imagem ho.mcmo~-:-:i.a regulai..' 0 

ser& denominado o.e _!~al r0guJ.at a.a M'" filgabra A., R é :pois o 
nücleo a.o homomorf'ismo coz,respondente · a maior imag-em :regv.lar e t~ 

p -bor.1 o conjunto dos elem0n-tos equ.iYalan"i;es a 1 segundo a relaça.o 

dotcrmiuada por ~ º 

Um sistema dedutivo elementar D diz-se re@!at se e--.d.ste 
un f'il•t:eo primo regular P -~al que 

D = P n· l{)(P) 



O nd.cieo N de um homomorf'ismo h: A-+ A• (A' regular} 6 
uo aistema dedutivo elementar. 

Pois 

w::ia vez que P ~ â?h aoarreta Cf (P) e: (({h • 

Reclprocamente• todo sistema dedutivo regular D, n~c1eo da 
al~ homomorfismo h J A_,. A• (A• regu.l.ar). 

donüôi fazendo 

D =.n D1 iE.I 

tom.os que A/ Q é regulal,' e o homomorfismo oanSnioo 

. h: A-. A/Q, 

tem oomo nÚoleo D. 

O radical regular R é o "menor" sistema dedutivo regular. 
Estudo análogo pode ser :feito para as ~ - ilgébras A ta1e q1lé 

para todo x E A 

sondo os filtros primos P oorrespondentes aqualea para· os quais 

'f'(P) C P 
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11 tt !.~~ua homomorfes simétricas 

Estudo semel.hanta ao dQ nú.mero anterior mostra que as i~~~-. 
GCnp hol!lomorfas simétricas de uma M - álgebra A são determiriadt:'.::. 

peJ.a.s fam.{lias invariantes para tf> · de fil troa pritloa P taia f!U.~ 

l{)2(P) = p 

..., 
ee:rao então 06 filtros primos ,simétricos, caracterizetlos ?OÀ 

x E 'P se Q âÓ se e:, .. x e: P º 
Os nttolaos dos homomorfismos 

(Aº simétrica) 

rJ • ,..t.., ~ 
so,o in ve1 .. s0cçao dê sis·i;emas dedu.ti vos elementares da fonna . 

P n \{'(P) onde 

( chc;0 .... 1a.os cJ.e s:tm~·t:;.--ioos em 8)., tases sistemas dedL1'ti vos :D ~u ·7'· •• 

:fazem à condição 

ci+ = X e. D -.g. X E D . 

Reciprocamente~ se D~ v.m sistema dedu~ivo próprio que sa--
~ M • 

tioí'az a tal {!Ondigao e_:utao enste u.m homomorfismo h ~ A -+ A1 

(.A? oiiíi~·~:rice.)- que- -'~em D oorno núcleo o 

De f~to 0 sendo D um aê~scs sistemas dedutivos de A e fe-
zona.o 

15 == D f1 n(A) 

·aeraos que D é v..m sistema dedutivo da sub ... álgebra 

sondo 15 ~ :mtcleo de algum ho:m.omorf:tsmo 

" A' simetr1ca 

So 
f' a A_. n(A) 

& do.da, oomo em 7 por 

f(x) :;:: •-x 

tónos que 
h: g o f 

n(A). Assim 



Acl"me.is 

mfcleo- de h ~ :D 

S de uma M = é.lgebra A & 
,_ 

a :l"rd;crsc (;ç-30 
,., ·- _,_o ,,,. "" .,:, .; l -·--;,,o~ ,, ..... _ 1,_ , . .., o,::-_, i etl. . ·o . t, -••• -. ., .t, • r , ' 
.• ,-... l, U-.1 ,'.) .l.~-l,,_, o .,-"--W.., s m "Gl"lu sou G~JS o .nUC..:.ÉO ªª J. :;\ ---;.,n\a · ) 

a~ 6 a s d.~.-n.::1 º 

Uf.Jl -::-1 •• J.-i-.,.,o -"' ..... J. rno -P e" 
... - .., J. 12-'- • ·-

x. ti ou aejn 

Uma. 

.1\ t f or ~G .. , 

G 

se e so se 

[\ " so se toa. o fil t7'o ·:primo de 

Se j a c.Q um~ famf'lif.l invni:-iante -para. c...p de fil•tros pri!llOS 

-fo-rte s., Entã.o 

Assim câda. P E.ÚL e um sistemo dedutivo e1ementar (dito forte) e 

A/{Q, · é uma M;,,.. álgebra forte~ 

Heci~rocamente 0 $8 

· A11 fort& 

o 
e 'V.m homomorfismo 

~ 

entno é 1.1mo. f3n{lia. invar1.ante :para .. 
f ~r te s eao 



l) , .. :7: V ~ - X E. D para todo X 

2) a V ( x A - x) E. D -~.. a E. D 

Pois se :O é s :i.s·cema dedu-ti vo forte 

D == 

..... - .... 

'.( ...... 1 
i= J) V 2. \/ I' ... ,J,:} 8. ,-'- · -e 

.... -.r .. ,\ -~ 4 :z ?.; 
.:. · 

~:• a ··= '-- F. 
1 

(;;: t\ 

P. 
l. 

- . '\ , -
,j ..... 

pa;ca toõ.o 

E 

1 

E: D a /.1..lérn di sso 

]?. 
:i. 

paz-a tcdo 1 .-:,. 
... 9 

~ a E ~o o 

CO\:.C 

Essas pr·o1; :;-:-•iedaêl.es c.1:tacter .::Lzam as sis·i;emas dedutivos i'o:i:.~te0! 

pois se D ê v.n s5. stema dedu:ti vo próprio sa-'liis:f'azen do 1 e 2 varnos 

Ss ie. a d D,, J3 o conJ·uuto dos elemen-tor; ela 
~ - • 1, 

O"', 1C r, :[ O e suponhamos que 

y e.nn I 
~ 

; en·i:ac, 

y €. D 

y ~ e. v!x1 /\ -x1i. V "º ª V ·{~ /\ -~n) 

donde 

V {x J\ .,., X ) E D n n 

a E. D 

absurdoº Assj_m S(mdo 

D() I = ~ 

e portento exi ste um filtro primo P tal que 

:p n 'f -· r{ • ,_. - · :--.1 



r 

-
,.., 

e nao incluinao ~ <:., , 

~istem0s. 
O -rad i c.:ml f'orte ··-- .. ___ ., -~-•---... 

d t1.·ci ,/o S ~~Ol" ·i; 3 s 6 

Fé a int~raec~Do da _ todos os 

• ÍJ·-:.~ ,.• '\li - .!; • o• e,~ .. . ~•.,. r.z .•.:;;,t:Oro forte-dual se x y 

}_:m:,::p ·:.;oao :filtro t r imo P(' Um fi]"'i,"ro p,_~1·n1c Q,_,e 
N - - _ oetisfaz a essa 

COd( ::.<',Y G ·; :rs um0 :.1 - g,_ln-"'1"'.-.i.·., ,::,, t, d.;~ SÔ. u 1 .... 1., . -
"' - C, .. - .11 ... ;e.-=,,:;; n :e,_ Gro primo Y01"te-c1u.a.1. 

Uh:ai. :- 11r..1.o de '? o :fil tro gel"ado pelos elementos da forma. x ,, ., ✓, 
' .., . ·i . . . o, 

·,;er:iof, nu0 o :o .... ·Gr o i:r:i.mo P 'é': fo:rte-=dual se e só se 

·r Cr 

ssnc1o {J?.).·~ --
)L l ~ .!. 

.f'.' ,-,·m "J- . • a . · -" ' 1 ' e. .1. ,.,. 1 'J . . 1a .os .!.1-·Groe 

As i ma~ens homcnorfas fortes-duais sio deté? minad~s pelas 

J;üj_•a t.p de fili.~1.,os primos fortes=duaj_s., Os 

s istemas de dutiv os 
.... ... 

co~,respondentes sao intersecçoes de sist;erri~s 

du: i;tiros e l3men-tares ela forma 

€- ~oineidem com os sistemas de-dutivos booleanos ( ver m1mero · seguii3. 

te)., Assim o radical fo1'·{;e-duàl coincide ' com o :r.aài~i!l · booleano B 

que 4 o sistema d~dutivo gê~ado pGlOs el~~entos da fo~ma 



· 3 

Um filt~o frimo r • 
· 8 lnva~iante ou booleano se ------

Com1jçoes ~quivalentee ... 
880 

;;: V •::.• ~ :2.. P para todo x e ri p x /\ -x .~ para todo ::r.: ., 

~?.r2, q,.1.e \.lma r..-1;,. álgebra A oeja· Etlgebra de. ])oole é nocsssár:;_f,... 

o st:.f:i.cien°t6' que todos_ o_s filtros ~rimos de A sêjam in~rnriant~s .• 
iis imé1e;0ns bomomo:rfas_._booleana~ são deterrni.nfl1r:is -peJJiG- fac.:: :f. 

li~r; e' e :í:11 tros primos invariantes o 

'iJm s::.st em.f-! dedv.tivo é booleano se fêr inter$ecção d.e- fil Ji;rcn 
pi'j_, 0~; oool(:r.:.n os-::1 Os núcleos dos homomorfismos 

A~ nleebra de B0010 

rJ -, •• l j ;:i,::;-, co;-,1 os sistei:nss dedutivos ·booleanosº 
, ., ,; 1..1ni s i st~:na dedutivo boo1ea..no eotão 

oe;du-~ivo f'rÔ~.1.•io a 

Iiecí pi .. ocamen·t;{'], seja. D um siat~ina dedutivo prÓ~-rio satisfaz_endo. 
essa condiçaov -.,amo~ mostrar que D e· booleanoº Seja a. ,t D e 1 
o idaHl g-Grado -por a. e os .elementos õa forma x A ""'x; suponhamos 

qua 

ei1ta.o 

donde 

yE Dnl 

. y .E: D 

y ~ a V ( Xl /\ =X1) V 

0 0 
º V (xn A .,, x11) €. D a V (x1 A 0 X1) V 

a · V ~(xl V -=-X1) · V 
-V -{-x

0 
V -=~ x11) E'. D 



a s. D 

oosvT·do .. Assi r.'l sendo,, existe ~lm. filtro r,rimo p ta1 que 

DCP 

j[ V p " , l G úüO .Bano " 

ülll f ..... -t. f' O D 
, -.: t; 

e rrn o e: o n t %: a 

mos 

d:; ·1 rna cr ,1n.s l10Tli0 ([10 J'•f JG ----- __ .,,,_ < ______ ,.,_~------ - --

(; :::. 1 

s er COtúü ern ~- .. 2 



lí)f \ , -..a1 ,. ::. 
ª1 

1..p{ ª") = ªJ 
Q .,,,..-- ·\ ..,. --· -··· :., 

<:: o ó J e 

lf{ a3) ª1 
' 

ª2 
.... ~ 

:::: 
ª4. 

-... ., 
;--7.; ..- 11. .. ,.. ... _ ___ 

lf{a1J = ·. ~3 . 
' 

• 

1_() I ·ç;,~· ) ) . ,...., ,.a ~ ;; F( a) 

'-P( F( i.)) ;; F(u) 

t.NF( n)) = :b'(-êi) 

tNP ' ê' ' · .. \. \ • ; I -- .F{n) 

V.e jGltlüS d.e :é'i1.tros primos 

llo o1 eêj no t ,.:1mos que Ji'( a) é o 1ª1:ts.tGrri~ dedt~ti \ro ger,:1f10 _pelos · elP-mc.u 

tos de frn'.' mG x V -=- x ; ou s'3ja. \ l , ~} ,:, A i magem bomomorfa cor"':' 

re~ ..... ~•0.'". c"ter1·h:, ,g ~ -~lrrCl~or~ o' "' ün"l"' · 
'I u '- s;; ..C:I ,.1 I.J ~ <• e.; JI),_; V 't:; O 

.fA {~~r;, t1} 

l {0. ª. i. '1} 

= { Ood 0 i 0 n} - {a,g, .e_ 01) 
,.,. { a~eõ~tl} == {o;<i,1.n} 

H 

. Ot>sêrvemos . g,rn os fí ltro'3 primos fortes~duais sao F( a), :E'( d) · e 

F(i} ouja· interaecçã.o· é l:t ,t} 
{F{ã} 1).F(n)} 

• N . " 

f1l tr-o$ ~i'imcs si métricos G cuja inters.1cçao · a o siste!:Ia aodu-',;i vo 
.. ,, . -~ ~, t, 

simêt;:.ico F ( n) Q A i m~)f;Cill iwmomo:rfa corr~sponàe~te e a. J•,; = a_ga ·re 

o 

0u-'G!'a fa!llÍlio invariente e 
co~stituida por 



Ç;; 1 ' 

1 

,/ . \ 
\ n,11 

1 

{ooa.} 

)\ {1.oQ,} 

ç ~ {deg} 

e., {opa} 

. 
= { O~a} .={n,1} 
= {d~g} -={1 0 !} 
- \iºl} = ~1_,e ~ 
= \n1l} ~{o,a} 

• 

F :ir:;alr:11::rnte!' dn :t'am{lia {F{a) !>F(d) ,F(n)} 

s j_ st\!Jmas dedtrtivos ele:oentares F(o) e F(d) () F(n) 

oi ms.-:;ricos) do ndC:! o r0diênl simét,·ico· F( a) n Jf( n) = 

e;m,i ~10mumc:r-:ta cc·r-r·e sr,onden te (:isomorfa a n( l\)) é 

ob·temos os , 

= F(o) (ambos 

={o}-= ·{lJ 
- (a}. := {.n} 

{ l} ':> A im_a 

e;, {a.,i) == \g;l) 

= {g9l} = {doi) 
~ { ~} = {a) 

.;, {1J ;; \o} 

º 4 com um conju.nto {a'i o ª·2· o ª3 6 ª4J' Frocadcnd·o tambem çamo em · 0 . ... 

e uma aplicoção '-{> dada por 



lp(ai) =-: à2 

'-P(a2) =- a 2 º~ºé" ' o G 
4'(a3) = ª2 ª1 ~ ª3 ª4 
~(a4) 

uma 

f 

=- a 4 

obtemos é 

- a = l 
= b = ·e 

.... 4:.c 

--=> _e; g 

ri e= g 

=f;O 

s endo F( a} 9 F(b) 0 F(c) e F(g) . os filtros primos 6 

~(F(a)) = F(b} 

lf>(F(b)) = F(b) 

~(F( e)) =-= P( e) 

_l{J (F_(g) ) =- F(b) 

a aplicr-ição 'f corresr{Jndeotea 

{P(b)) 
0 

{Ftc)) e {F(b): F(c)} ~mo fomflias de ftl= 
troe pl'imog boolean~~,, s~ndo que :! ultime dti a imageu homomorfn 

lf~b.l) . 

{_o,a}· 
onde li' l à1aico.r bool~ano,,. 

... .{o.,a) = 

.,.. {~c,e \ = 

..., {ll,dog) = 

= {:lc.h,.lJ:. 

{ 1' •h,:t) 

{1,a ,lt} 

{ e,~ ) 

(<4, ~ l 



{b) 

. 

Os 
Q {o} 

nucleos dos 

= {090) 
,_~ { a:,e} 
~- { b 0f} 
= {d0 h} 
•:-> {gr,1} 

~· (o} 
= {a} 
~" { b }_ 

= { e} 
= { dtJB} 

= {e} 
""' {f} 
.,, {hfl} 

= 

= 

= 

::. 

= 

= 

= 

= 

::; 

= 

= 

::: 

= 

homomorfismos 

( ~} \ g ~;{ 

r "' , l g , ~.lJ 
.,. ' J O r• • l ,, J ,í 

{o:,c} 
, ' 
1o~c\ 
\ , 

( } 1. tr 9 1 

{h,l} 
{ e 1 
{dag} 
{ e} 
\dog} 
{o} 

{o} 

.. . 
sao os -_sistemas 

F(d) ~ }'{g) 
. . ' _ ~':!.ntilnionte, ils ram!liaa {~'(b) o ]'(g)j e . . ·. {F{b) , F(c). F!g)} 

sa.o nonoti:i;uidns por. filtros primos f!.n~·tesf gerandó como imagens hJ~ 

respectivos 
F(h) ó 

.mnr"r,.-.{;'... · ~.. G-, ..._ .,.. .,_ ,..t'l- n·i--~,9 
'LV.!'., .z., .-:1.$ t'!.$ li=· [;U.,?_;euras ::: or':!,,eS 8 1~,!:, \ . Uv 

' 
1 



- { o,a,o,e} = {C,1) 
- ('b,cl,f,Ja} • ·to,•,•••) 
- (a,1J • {.o,a,o.e} 

1.1} --{o,a} • {1) 
- {b1 ã}_ :s 

- {o,e} • 

• {t9h) • 

{c,e} 
{B} . 
{o,a} 

- { g} 
- {1} 

= {c,e} 
• \o.a} 

Oa ·ncfcleoe doa respectivos homomorltamoa canônicos ~ão os 
sistemas êcdutivos fortes F(B) e F(l)s sendo late ilt1mo o radi­
cal forte éla li - éleabrA consideradaº 

15 o M -'11,obr:,,e tini tas 

V1'1'!•.1s anteriormente c,omo os conjuntos 11 - ordenaclos estão 
:lntimemet&te relacionados às M - ~lgebrAso Vejamos e130ra como esea 
relaçÃ.o ae torne em equivalênoia n~ caso finitoº 

Rec,,rdemos · f!Ue B relação fundamental e·ntra a ap1icação '-.j> 

e o comil•:me nto fraco - em uma M - aflgebra A I 

onde z & A • p' filtro pri■O de A. 
sa:a agore A 11110 11- '1,:ebra ttni!I• lJII el.emenw p de A 

dls-N .11111 •• 1 ~ o • 
pCS.V7 .... (p~x Ola JEJ) 

Como A é finito 08 filtros c!e A são os conjuntos F(x), 

z €. A O onde 



e os fil"lil"OS 

F{x) = filtro principal gerado ~or Ã 

= conjunto dos Y ~ A tais que 

primos de A e • . o1-nc1.dem com os conjuntos F( p) onda P 
(", . e p-t'lIDO,.. 

Seja P o conjunto d 1 os e ementos primos de Ao P com a or 
dem i nduzida pela· ordem de A é · • · --· · · um conJt.mto parcialmente or·dcnado 
e '1) s e tx•ansportarmos a an1 · ,.. -.t' icaçno \.{) para P obJi;eT.os uma- fu1,ç~o· -· 

\..}' g P "'-=?-' P ·a.ade por 

F ( \J) ( p) ) = \{) ( F ( p)) 

ou se jaº 1...y (:p ) é o gerador do filtro n._,.1. ·mo ,o ( ( ) Á ~L• ~ F p )n Assim 
senc109 V!) ~- .. ,p' ,g um con. t 1,r , / ,.. JUD. o 1 .. = orõ.enado 9 dito 11deter...:. 
f.tÜ1'18 r1 O I)OT' Íl. :, o 

p • . - ass ando . de f1.l tros pai-a elementos a de tp para \.~ ~ obsc~ 
~emos que a .rel aç;o (1) acima ~e torna. 

{2) -

de modo gua podemos de1ittir 4' e = um a partir ão ou·t·ro da se -
gu5.nt0 mane i r a 

X 

=V ._ p 

\:J( p) it X 
= X 

f n·à o lrnvend o p E. P ·tal que . '-V { p) ~ x õ =X = O} 

Passemos a v~r oomo. reo~pr-ocamtlnte • um conjunto til é, orde= 
nodo !1EJ.i2 <J? 

0 
~ r> 4'> determina univocamente um~ M = 3leobra 

que tenha P como o conjunto fJI .. ordenado dos primosº I;aTa 1~so d,! 
ftna~os uma parte normal N do F c9rno um eub=conjunto de P tal que 

q e. N 

e façamos O., 
0 

conjunto das partes normais de F·ó- Claramente, · 
91. e. Q D p E. Ov e, se M. €. Q, "N E. O., · então .Mfl.N é Q, e 

·M U N € a º Porido . 



p o"1 s 

o e um t s ornoi..,:f:'1srno de ordem entre /p ". .. 
"-....,J " ~> -s esne:s conjuntos 

cnm a relação C ., Além ". Qlssop por (2) acima 

N( 1·V(p))CM 

:)nde í:Jí E. ( à., 0 o que mostra que 

,,õ) que <P O :-5: 1 '-tJ> é'!) a rt'lenos de isomorfismo~ o conjunto 

i·,T = ordenaõ:o de.-t;:j;r,minado pela 1~ ~ ~lgebra <OI), n ., U u=, 9-io P> º 

Suponhi:nnos àgo:ra que a M = é.lgcb1'8 A tamb~m determina P 

(!Orno conjunto W = oni~nado él.~s primos a rrwstremo_s que A e .Q, são 

. d J:.'º :i.sso e.t:i..ne.mos 

f ~ birinfvoca 0 pois se 



5.:,1.ilpltca 

para a lf:um q j :J donde, como N é nor1J1al 

:pi € N 

Loe o:, M C If ~\ !màloeamente, N C Me f ê"sÔbre• pois S9 X E: A e 
N = conj~n~o dos p ~ P tnia. que~~ x temos que B, O-e f(N) = Ze 

ClaTamente f( T} = l e O not,mdo que 

p ~ :f(N) ~ p e: N 

obt~mos 
pe:t-!ílN 

p ~ -f(N) e p 6 f(N) 

p :f. !(bi) A f{N) 

f(M U N) = i(M) V f(N) 

He~ta-nos mostrar que 

f ( ~· N) ~ ~f(N) 

o qu~ faremos da seeuinte maneire 

e lU -1(1() 
p ~ J> T 

\f(p) t. ti 
'ft:P) i t(N) 



podemos t:ra ta·1 .. os ou-i:·_, .. _ o·s . C"" se-,·, . . . 
v n " ?. ;::; ·i;u Cl,3íl O fJ 

:,~.(:-11~ {dual) 

,, . 
,.·:_~toa 

,.or-:_;~:, < , 1 ' 0.'l,1,8,. I 

.~iü0..:. '2EH]3 

Condiç.ão 9ô.ü: ion.!3l r:a:r·n .:) 

conjunte, ~-:! •=· ordeni:d=J 

lJ' 2 : ·, \ - 1) ', f..•} .:::: 

4' 2.- "?'"i' \ .;- ; =- ~) 

l}J . { 1J j s - p 

l{J ( p) ::: p 

Os f.l.d ;jeiji·<ros eo~t:i."e sr,onden1~es podem ser a-plicados ao~ conjun . .,, 

t,)B ?'i ·-=- c::··,.ürnad os c oru us réspectives condiçÕss _edi~ionnis.., O e:,rem-

Con jun·i;o I:t é• ordenado 

;\ T 

/\ 
I \ 

p q 

rf. - álgebra 

\lJ (p) = r 

' 1,tJ ( q) 'P 

'-1' (r) = p 

't {Po<l~T] e, 0 = 
' 

-{:P} = 

.;; fo } ;:; 
. \ -

fPJ {q J .={Po4} 

{ ~!/ q ,r.} 
{P }. 

fp,q9r} 
' . 

= {P} 

= {pf)q?r} ~ ~ 

' 



0bserve11oe que • aonjunto t.t .... ordena4o l:IOol .. ao por teP \t} ( p ) ;;:: p dt!ve ser .tal que 

PEq+.•p=_q 

011 se ja r_,,3ue elementos devem ser incomt;arávete lota a doiac. se A é um retioule4o die-tribu~ivo finito e P o oonjun­
·i;D de s~:ius elementos. primoe podemos dstel"Dinnr todos os compl.,!. mente s :fr FJ cos que tórnam: · A 11- álgebra por meio de a-plicaçÕea 1..~j ~ p -:-:4• P qRe tornem P eon3unto t.1- ól'deuàclo .. De fa1io, pelo o1J.(.:) v:l.\iV.) 8 esses complementos devem ser dafin14oa a -partir de '-1' " 

GomrJ 

n:i. (}8S '!; TI' 

J\. 

=X= V p 'I' (p) (.x 

oxemplo\l vejamos oomo determina'\'" 81! M- nleebras 

l l 
ª/"º b p 

o 

defi-
. 

~ 

:::: 1 

e:> 

.... ~ : -b ~ ·c-:-0 = l 

tipo 

forte= _due1 l_Q' {a ) == '-~(b) 4' (l.) = ~ 

<=>9. ::: o o -"b = l ' =C = o 

' 
\ 

1 

l}' (a) :;:; 4J{ b) = 4' {l) = a 

análogo~ trocando a e b 
"'ª = e ~ =" = l 1> =_e =- e 

l~ {p) = -"' 2(p) f-x 1,. ~ X= On-X,ta•;t: 

regular ..; dua1 lV {a.)::.;l 4'{b); a lf (1) ; ª 
análogo, trocando a e b 

qJ (a) = ,{ b) == l , ~ ( ~ l = 8 

análogo trocando à e 0 

caso em que 



-~ •- ;~i !: ";..?.r,1;:1 1'i = Ólg?.bra P . <f? a família dos.filtros primos d~ 

,; .-.~ po r-te :[ini t,.g . a.e <f? invariante p~r.a tp º Então 

é v.m c onjunto M =: orden3do finito e portanto, p~lo ·aufii.~ào do oúm,:t 

r o ~H'1twri or ,° r; 8 Y'P um8 l',j.., álp;ebra fini ts r e, fllostreqios que 

r 

onde a - indica isoraorfismoo Para.- isso definamos 

~azondo f {X) ~ oonjunto dos filtros primos P àa (D tàts que 

X CP. , ond0 X E: A/l.Q. 0 
Claramente ~(X) á uma parte no~mal de \D. 

e por·i:i2nto f (X) ~ f1 º · 
Se f(X) ;;: f(Y) entãa todo filtro ele ~ que cont&m . X 

contém Y e t·ecli:roca.me_nte, donde X = Y : 

Sejá jl € r . e façamos 

p <» 

é uma 
e 

' •r'I o X~ 
4e &quivalênéia seg~ndo ~ p 

~ 8 classe a que O rert9nce e 

}{ e 
) . 



que 

i::> C F ..:1 n+j 

dond:a 0 .oomo P
0

~ l é. -:primo 

xi e: 1:\.1+j 
paTa algunf i 

00 ·, 

U pn+r 



·t:, 
.~ .. :--...... .. , -· 

.:. .. .. ~ 
1~.S~3 Í :.!1 

e 

',. 
} ! ah::rurdoo 

sêno.o 

p l I LJ . ._ 
n+l tv ªºº J:' !l•!·r 

f ,, 
e ~ma ~plic~gão biun:fvocà de .fv'ÍJl 

P E. f ( X A Y) ·, ,;,. X /1. y C p 

~ XC'.P , . YC P 

~ p €. f(X) n f(Y) 

J f. tM 11 donde 

:í:'{X A Y) ; f~X) n f (Y) 

J? E: f '( X V í l -~ :. ;> X V y ~ p 

·1m.r•a ·t o.do P E. to'l t) donde 

_,, -l v V . \ 
.L \ ,.1.. y J 

par a tc.,d·o P e: ~ 0_ ·donde · 

... 
v"' pois.F i primo 

~ X CP ~• YCP 
. . . 

~ :P é: f{JC) . l) f{Y) 

- ·f(X) U f(Y) 

~~ ~ e:: Pv· oride :a: e: X 

~~ . p ~ tf?=X 

~ p € Cqf'-1 < €? J.: > 

~ '.P 6 C~ 'f=-1 (f(X)) 

~ 
p E: ..,.f'(X) 

Assim sendoo uma itllagem bomomorfe finita da M ~ '1.gebra A é 

obtida tom.ando umrl parte finita (D. de -~ tp-variante para tt e · 

geTanô.o :pel o método do · nú~ero anter.ior UtI8 M -álgebra r finita a 



.,.. 
0n t 20 ·~;2xri;c; .... 

sao isomo1,,fos ao conjunto 1Jccorüanada 
~ . 

e,, como @ C ~h O temos que _\Q :. 6:ih º 

.,;:.::,:,io ;:J pci~r:i.~8n1.;c_. t1ma co1"i~êopona.ê;,ic-J.·"' b1un-f'voc", 
•1 "'' L "'· natural ~n1;:;-_"e 

e.~: :, · ~ )DR hol!.mmorfe.s f:tr1i-~as de A e os 

,~:[; o ::J O l}l) 0 onda (Â), C f] e, 

conj-Untos r,i ... , 01.,dcrmdoa f1 
Pó<iemos tambám --;a2• essE. 

S& }J. J um htYm~morfiS"'lllD de uma M.,. S.lge1)ra. em ou:t:ra, êsse I1.9 

rnomorf'isrno :tnêl.u~ l1.rn i somorfismo g ~o conjunto. M ... órãeuado a.a ât.-,.,, 
e;oh:<."'8, i ume;om s ôb:re ümn par·be do oo.njv.rrto M - ordeuad.o de. êlgebre. 

ét?, r ,:-1:r-·~-J.cJa º fü10:l r.:c·ocamente., s0 <R ·9 -::S :> 4') é um cot1jun-to ItiQ 

O:i."d~nadG fj,11:t' i;c, e g u.ri1 ieorno:rfismo c1e R sÔbt-a uma parte de e(;? 
( rm.o.G f!;) f[ o ooú jrmto fü = OT·d~nado dos filtros primos de uma M = 6-! 
g ~:hr-B A) erri;ão o h omomorfismo h de A sôbre a. M= álgebra 63 g_â 

rada j)01" H 8 quo inc1uz g é o prolongamento a ó3 · do homomorfismo 

(;0nôz1icn o.e A sôb1~ .il/ g(R) e é o.aat> por 

h{xj = conjunto doa rê R ts~a que x ~g(r) 

g e h estão 1~0lacionaa.oa ·. por 

h(~) <--) X E: g{:r) 

h(x) ;.; gº1) ( CS)x) 

g(r) =- b'7'l f!(.N(:r})] 

0uo 1dantifioando r com M(r) 

r e: R x~A 



· · · ·,1·t;o 

it o 

h(x) ~ V 
xeg(r) 

h( [ F1.;" º Pm }' ) = g~l( 

) 

t> € h { { l>:i, 'lO • Pm } ) ~, . g L ) 

m1c1o ô t::t~o de "1_. ~-ent_;_f:J.ca· ,...,-ao 
- "" •· E · :~:i or . 

1-- ~ h(x)~ ~ g(i-.) ~ x 

h(x) =--- V :r 
g{r) ~X 

A8s im set'Hioc ~~tnr1é.r homomorfismos dÉr fit c, élge'b:ras : f'ini tss 

eq-uive:Le a. ea•iíudar isomorfismos "emn éle óonjuntoa M - ordenados f,! 

ni ·l;oso 

Soj& <:;1_ 1:1 A r, V ~ o O :e> um- rat1oulado diatl'"ibutivo com 

})riime:l:l"O { O) ê { ,.1-t imo{l ) elemen·too Uma J.)art~ D dê A· é .um J!Ub-re-'ci~ 

~!-ll,~iu ae·A {com n~imeiro e thtimo ·elemanto) se B cont~m o a 1· 

e ó f eohado· pa :"L-,a ; e v r; t claro que· B dom as operações induzi, 

das t um raticulado •ãistributivo com primeiro _e Último elementoº 

So · S ~ um su~oonjunto de A o ~-r5rfiic11lado de A e.,erap.o ·pg1' .§_ 

f') • • 
•• • •· . . ., • 

e a int81 .. secção áos sub- rátlcmlados de A que oontem S~ Vllmos dâ 

· te~!~E\r O St!i:>=re·ticuled·o g_a:rado por Se, :Prim~iro cons•iiruamos o COR, 

juuto I(S} oril~aet~?i0ado po~ 



- i:: 

~ ~. \/ Q o . .s. V ~ . ; %i € -;ts} 
~\ 

y :.. Y1 V V Yn o,., o E . -J ' 

. y j . li,SJ 

ti 
=: 4 ~ V \/ ~) (yl V -~.n.1 ººº 1\ oou V ._,_ ) 

·.· :1 

;::= f 7.3. /\ --~ } V V 
,. 

.12 "., ':i \ z,., " ,r } V 
f 

\/ :1 -

~ ., u '-' ll .-, ' .. ... iü 

~~ -:,- "''" /\ /\ xi =1 .<\.11 1) o C) 

lr e- s 
P-! 

:ik• = 

Y· ;;;. y A Qoo /\ y ,• Yj.t 
E: s 

Jo. 
J jJ, -J 

Q 11ori;a1:rto ir /\ y E ll º Por outro ladot se um dos .x, y 

~~ V ~- E J3 e 0 se nenhum ·~ O 

é 

_(\ "':"~) ,, 
~ J. ., Q () ., 

I{S) 

--º en'iao 

«Oa{le x v y· e 13
0 

Assim . sendo;,. ~ & um eub=rsticula.do de A contendo 

S e ademais todo s~b=re··ticule.do de A .. ~ue opntlni S contEtm :Se . B é 

:PC>:l:'tantó o sul>=,:i:•sticulado ds A. ge:rado -~oF s~ · _ 

Seja. agora ~ 0. A . 11 
V , ~ o O "p ._ uma M=álgebra e S C A 0 

~;.~9:"'~;tg~bi:ª-M .P.~$&f§9.! por_§. -é a interae_cção de tôd9:s as sub= 

á.1.gebras· de A que oontGm S6 Pai>a determinar a eub~ál,gebr& de A 

ir;e?1adt1. por s f:;,çar9;>f3 



= s = con .;unto " dos ~ .. e. onde a e. s 

T = 
conjunto d-os ""' - a ondP. a ~ s 

s u e::, s u ..... <;> s 

e :a o sv..11=i.,.",aticulado de A gerado por 
T º Moa•iiremoa que B é fect~ 

~o p~.:ra ·0 e portqntQ sub-âJ.gebra.· ~ A o ~ 

.:- $ :::: 1t.. E: B ; se x F o 
~~ Ao ~ex€ B ex= O entao 

X:; x _- V --:1 o o o 
e.,, 

. 
lo ~x = O E: l3 ,· se n""nhum d 1 a- os xi.;; · 

.~ •f w ~ 

/\ /\ ) (¼ -- \..:1.11 ººº ~{1 V V /\ " 
.. p ) E 1) o o ººº ""TI xi 111 !ln j 

= lr,• .. Z=1t11 V "o o V . =Xl ) /\ A (-~- V ) "'" b ô i, o o.,_ V ºXn . :P1 l Pn 

1'.'100 

1.,s.3 s9 ~ :'i. ~1 es·i;á eut T tambtm =x,. j es-tá em T donde =X está em Bo 

.ts::sf.í:,1 s&nõ.o" B é sub=-l.lg,~bra · de A e~ como ·tôda a eub=á1.g·e"brs, ü.e 

11 qv..0 CQn·t~rn s coni.;em Dt1 segue-se qu.e B é a sub-.,tlgebra de .A ge= •. 

Seja. · <Pi'-' ~-i:º '-V V · .ti 1 e: 1 0 -uma família de conjuntos 

ordenados fiuii:oso Seja 

· ~ tlof'inamos 

Com isso 
Se 1 € I r• so jti 

:s;
1 

q1 para todo 1 e. I 



(·-
- ) j 

eJ.ementll! distintos de I ( n ~ 1) ~ 

72 r) _ -• r, •"' .._, {) 

·~·· . 

ººo , . 

·Ja·-~ô ·"'or1 1 l i . ,. 
1 _ .1. Q v v.o 1,1 r lº . ., ._. !...... 'J 

. . 
~ 

Notemos· qn-3 

tai~ que 



ou 

sendo 

DireNoa que G_ ~ a. ~ .... flg!brS_JJfil"~~~~1e fe~~ie._.{11)1~ l ,. 

Se '11 t? a aub-âl?,8bt'a de Gt formada !)Ol· fJ e pslos el~meutos 

da. foma 

.,, 
entao a,. .. e isomol'fa a 

l. 
f{ i, sendo o iaomo1~isoo dado po:;.• 

. ~ ~41 ,; 

li(!-).) i •.J oº e, U U(p0 ) 1 

.Aasim ~endcv G, ~tem sub=&tgebras G. i 1somorfne a cada jl 1 e 

6 sa:rads em J( por essas subeilgeb1'!e2~ Ada-r:1ais~ 



fls:ia G . .? ..., ~ J' 

6 (N'(g )
1] = N(og )

1 
= = [N(g)i_) = N(==g}i 

"¼'· (g /\ ~ f!: /\ o,.., g) 41 . . (.-agi\ '~=g) 

4' {g /\ b ~~ {/ j 

4J {g /\ e g) 

4'(=a.g) 
4' CQ e) 

!)i .( g) 

'+1 ( 1) 

.::: 1 

::: l 

o!.., S?ez-ado-r1::,n _11·v1"'es
0 n.. i .... ,1.. -"" .["".l"-?ilei-

donde Gl 8 .,, gerada J)e+os elemantos qa forma N(g)1 , i E, I., que os c:.l gerado1'•0s livres de Gl. o · 

ªªº 
Seja 63 íl.una P,i m álgebra · arbitrária ·g99, sem parda de gener.!! 

lidad . 
· •. . , e,, podemos suuor· ser um Me anel de sub-conjuntos dé E com uma ªPlioe.ção • Lo t E .:_~ E tal nue. lfl = ~ 0 Seja f UlDll aplicação 

de I ' ';\ rr,1 em (3 0 vamos definir k : E -. P • li P :1. 0 
1 E.l 



ki (Jt ) ~ g ~Z € f(l) 

ki (Ã) ~ c:,g • ~x e. •f(l) 

ki(x)~--g ~X€ ••t('1) 

de·(is:r·m ina un:lvocamen-te a apl· • ~ o q1.1.e 1caçao aº Final\iente definam~ : 
hg Q--.63 

é um homomorfismo de Q, aôbre Útta :Parte de 63., Pí.."i msii-o ri1i)st:,:'amos que 

h(N(g)1) = k-1(w(6)
1}a r(t) 

De f,Ti;o ~ p::i.ra ,J.m z arb1 trãrio de E temos 

Ané.log~mente 

Depoi s 9 notando 

concluimoa .qu& 

x e: h(N(g )1) 4--;,, k(x) € lf(g)i 

~ k1(~) f g 

h(~Qí(g)1l> = h(N(..,;g)i) = -f(i) 

h{=[N{g )i]} -h(N(=-g)1) s: -~f(i) 

qua 

h(~) ~ ~ ' h(P) = E 
h(M n N) = h(lt) n h(fl) 

.b(M U N) ; h(M) U h(fi) 

t ~ eu B h leva realm~n e 
h( e,N) s: -h (5) 

(> 
Resta mostrar que 

Abtes. vejamos que 



~~-~ k ( ) ,. 
i. X. * ~ g 

~~ 4J {k1 (x )) ~ _g 

,_: • ( ;_O\ 1:~) ) ::S co-0' ~ 
1 f - ....,. --.- -~ '·P~x) E: ~ f(i) 

Oom isso teraos que 

-~ ·--:-·-) LV (x) ,:_ 1..f"l{f( i}) 

k
1

{ :ir.) ~~ ~n,,,g 

"-P (1,;:i ( ::d ) i ... g 

lp (x) E. lf""~ ~ =l(f( i)) 

~ ""~ X~ t{).~1 (:i:•(i)) 



ãon c1.0 
X E: k -=-l e LlJ ol 

p ,. (N) 

~(x) ç/ '-V =l(n) 

~J (k(x}) ;_ N 

_<-f (Ã) ;f k""'l(N) 

Â ~ '-,'º 1 k ~1 ( N ) 

i,.ssim s-~·1clo :t - ,... 
• .:; t ' .; e 8.c1s. a aplicaçao 

J: : I ....:_,-4,, 63 

paru todo i € I 

-· 0-0 i.i1odo que h seja um homouwrfisrno de 
e -~ 

s eus 
. . . . 

. 
-~ · 'g êi .. bdoréil livfsso 
AJ1:reset1tamoi, abai:,:.o s . . fü = ,~1geora liVl'e com um gel'.'8dor g 

0 



' o 



l l,p <~ " e»@ ) = l 

4' (~/\ '"~-g) = l -
•r 

4J ( g) a:, 
u 

=g 'I' (c,c g) ::; g 

_.,,.,,.. e•-= g 
'V (..,g) = ~ g 

' . - g : 

q, ( l } = g !, ,, g 

A M ~ .. ál.ge b1~ x•agular livre em questão á a H• llgebra. ca gerada 
p9le.. fa-ra{l ia (P1)1 E: l ti sendo que a oom l gerador livre g tem o 

seguinte diagrama 

1 

--g· 

g 

o 



. ~~ (g) = ~ 
u 

g 
q, (~) =--g 

\Jl(.-..og):g 

e a cor\' v:G'i. cxa1~a.dor li we g tem O diagrama 

l 

o 

Fin2lm::11:1:'Ge a Me, álgebra simétrica livre é obtida a partir 

do o onj 1u1to r.;I - ordenado 

g 

\f (g A _., g) = l 

llJ r ) T . g * _g 

'-V (=g):: c,;>g 

\fo' (l) = g A ..,. g 

gA ~ 
d "'""ita pelo diagrama 

seudo e, com um · gerador. livre g esv.i. 
1 

g 



Slc-T · 
e~ . 

0 EMAS l'Orut11s 
. -

o -

Yl "' A:-J f r ru .. las · sao assim caracterizadas : ~- _ .. _ 

v:ma ~ra.r iável ou uma constante é uma f&rmulao 

F2 ) Be rx.·~ é uma fÔrm\l.la ... ~ J uma f6rmulao . 

:~ :,1 ;i s0 ~-!. a ~ são fórmulas <~ J\~ -) e (ot V (3 ) são t&r. 



f ~"'mu.t. º - õ:e ·u · nJ ..., ccnvG:1·~n:f ( :J -!ua .,_1,_ · 0 

t:~ "'. tk", .... !/ ;,i.~.., 

"'e uma ,a:.;;:pressa.o e ou nao .umaYre açao de · I1 

Va çs agora. · ee.raoteri zaT certas rela.çoe_s .., ·, iJ~' .-, 

s_ .. ai,2 e ee:r-t a s regras,, dita.a re,sr""s de deJE_o n_j; ; -c·~.2 . . ?,: r~ . r, ·:-1::; ,•,0~ 
. u . 

•ti:, 1:J KU.i!r que permitem obter 1"elaçoes a parti .. , ::; : :.1-·~. ',,.; - :'?-;(-:-, · . .• 

·~ ~ useas regra s i3ao descritas · abaixo na f' orma 

ond as relações aci ma de linha geramt pala reg r B e,.-i eonsiciv-'OÇ8 C,;, 
,:,~ (? C'I)' • • ~~ • 

as relaçoes no· n1vel i nferi or~ Eis enta Q a aar ~ct s~i ~aÇtO 0 mul~~ 
.e:_,;, . • 

nea da.a relaçoes i nicia.is e reg :as , -distribuída ,:,rr ·10-v-n gr1.p)s o 

I 

II· 

111 

IV 

~A@<~ ~<~ . ~~B 
eu-c~-.c,,-~~am-w:1.~....,._ 

e<., A0> -< (3 . -6 -l._ 0<., A (3 

ol <, cl V (~ 

(3 < d. V {;) 

oi.. /\ (~ V o') .i.. 

l0<. V 0) 1\ {;,,(. V 1f) 

(c,1:,/\:0) V {e<../\7>) 

4- e,(, V (B A cf ) . 

VI "'" ~ J\ - (3 -; ~ (,~ V (3.) 

~ ( e{. A @) ~ ~ ol V ,,.., f-, 

Wll .,,, 

V:III l "\ - O 

o{'] r, r;r ... ~·~ 
~ ~L, úi0 t;1 J-i U'1IJ ·. 



... 

de relações di~=se uma ffl!1°!!!k!IÜ ••• IBM Cll&l 1 1 l.16 Í ~ 1 "' 
O\' ol 1 .,< (3'1 é u• i-ela9ão 1a1elal • °'t " (31 , oMtaa 
de relaçÕea an-teriores na aequêucia ,ar 1188 das ngraaº 

. ... 
·Egem:plo de demonstraoao ·, 

vl /\ v2 < •1 

_ = v1 < .... ( v1 A v2) 

.. , ~2 .( .,. _(yl A Y,) 

(III) 

(II) 

(lli) 

,,,,, ... 1 V ~ v2 <. ~JT1·A··•21 



teTp:-.."'e·~&-Ç008u o s·eja, 
QlZ!c', apliO~fJia 

i(o<.,1\(3) I:; i(oL). " 1(@) 

. 1( ol V ~ -) .x: i( cl. ) ·V i( f.> ) 

1( e., oe.) ;P;; b i ( ~) 

i(O) = O 

· t{l) s l 

Se 'V 0 o Qoujunto d~s ·v«\ri.~veis de M e 

1• C"41 
, N umc up._,:s,(!~Ç~~~ <le V am uma M: cé, algeb:;:-a ! enta.o fioa determinada uma 

i·t.1·i;e~t'."~f>T.'e·taç'ãe 1 que prolonga· f º Essa interpretação diz-a_Q· ,lgdy­
!$S~ ~ 1101~ :ê º :Os fato, como as f6:rmu.1as eão construidas réour~i va.;.. 
mou-~0 a ps.rtil" das var-1Êtveis e· conttantes 1 serl caracterizada 
p o1• 

1f,•1_) C f(v1>. 1: l,2o3f0Q.O 

i(O) = O 

1(1) = l 
i ( ~ A ~ ) ~- i ( el ) 1' i( Q ) 
1(~ V~):.: S(el.,) V i({,)· 

i.C''"'· ol ) e i(~) · 



doncl.e 

Se 
Q -e e.ta forma 

li 
e s demo11str1açã.o pO!' IX a partir de 

eJ1·i;a1•j _ oi-- ne, sequência e se supomos 

. () . 
J 1::1. ver :i.f1.ca.c1or t emos que 

" i ~ . . -
·--SS t.!1 

=i( p.) ~ e, 1 ( À} 

i{~}Ü .~ 1{-,À ) 

sa~do r, obtemos o resultado 

se cl. 1,mpliéa ~ entso 1(cl ) ~ 1( (1 ) 

Pei"'G! ··· " 
0
,,. ~ · ~ · , t.t pl. 

··· " 6 
CtG. a interpretaçao 1 ~ Se tambem l" itn 1.ca ~ temos que 

i(c<, ) " i( (3 ) para tôda i , o que svgere dar a seguinte def'ioi9ão •. 

Se !XJ ~ - (3 €:. r . fasemos 

ol ;: @. ( o1. eguivaleate a (3 ) · 

88· <-<. impliCa (3 · e (} . tm~1oa o(. • l! f~eil ver que = 

~ .. ~alaçâo de equivalência em r e-que 



í . 

1 
1 

~ " @ .;; .. e> /\ ol . 

ol A((~ A oJ ~ -. {ol,f\ ~).A 1í 

cl A{ oL V (5} =· ol 

o " ol :, o . 

0( V o<.:. -<. 

°'V~:{,Vol 

olV(~Vl') ~ (CI(. V~) V 1( 

e<, V( CI(. A ff · ; ol 

ot. A { (!> V :Õ ) ;; ( o(. A @> j V f cl /\ ~ ) 
l v ·o1... = 1 

. -· 
ctv(@Arl = '°' v ~) "< ot. vir> 

..., l ~ O .., O :; l 

""" ( cl J\ ~ ) : . ,._~ cl V .._ (?> . -· 

... o(., 

~ 

- -ol: .#o B Se o(, = ~ entao 
·,. 

oll : ~l r oll A. ,l2 :ã B1 A ~2 e,:, 
Se entao ' 

·, c/.2 ~- 02 1 ell V cl2 ! @1 V f?2 
. 

°" im:plioa . r se e a& aa 

se e só se 

Assim sendo, fazeodo 

F - r/ :. 

ol /\ ~ =-ol 
dw V ~-f@ 

i valiooia . segundo ; . , 
r11r' ( ol 1 claesé 4e Qq~ . 

u :a: -1 pertenoe 
a qual ""'-

~ r,J'( (. _ r ) E F • :· podemos 
"'emos que (Ã, 

definir em F 

1( (ot ) /\ 11'cr> •ll: 'fí (.i. A~) 

1( (ol v~) -
'I( 1'f~') ,; (~} V 

1)':( ~ o(.. ) 
·1í(cl) ;; 

e;> 



1T' : 

,...., 

e ~'?:ii I!', o 
r.-J 

H ( oG) 11 1( ( 0) = 'f( (~) 

'f ( ( cl 11 (3 ) : 1( ( o(, ) 

e{ A ~ ::. ol 

e,(, iro_plicu (3 



i. : r . ~ A 
.i'.l 

< 



cci 

V º"ºV 

m ) lo P-• ~ l 
u 

onde 08 G ... ,,,. s@.D 1,·c :.•j ,th;':d s m.i. · V2J;~:}.f$~!0is j)}'.'eoellid!).a do unm ou c1v.as 
1 .J.-~. 

ooom:>eD(d eb fü:; ::, ~., ~~ • .,_ Qnana.o B.~plioBraos âsse raeu1 tec1o dizemos g:u.~ 

ifii E •. _i ½~'l:~n,i. .. !l2f::Es!J~ Y.&IEigfil}.!g" 
íl,\:,~~:. >: t>j_""!m.tln1, -~:H-rl;v..o ou cl ; O ou 

::;: - .tY() V ,r l 

1 ·v .v:1 

1 

ol e 1 ou -



l) Tc.=ic11J.Z o r--1 

0 e,!.. se 3. " er.i-~a.o cl ~ $ demoustl"ável 0 
p .... 

2) G :.-:· o d l'J_ 7i l 
.... ~- é· ("<tr'li a "' ~nt~o .L.. {3 õ.emonsti'?V8lo ,:--~• . ..:,. o \, 

3) íX. ~:,00.r~·~ 1 (3 refüÀZ o 
.,.. ,, ,., t '"'t t:) ,'.;J. {:) BC a • entao ol 

✓._ 

l~ o "-" Ir,;" 

' 1:no p 
" 

r'-k1po ;-, ~.-:·-; a,~-~- :-:l 
~• ""'• -~ ~' ..... •:J \l , .. ,.. • t_.:., • lJ 

ç_ l 8i.1qu01rto que_ (?> toma a fo1"'1Ila ger-al 

º º º 1\ ( f ul . V º u " • V _ @nqn-) , ; mos-tra=r.emos tlg 

0!... -{ (3 n;o é demons·~:,._•ável,, 

{ <( ll /\ 6 0 .º 1\ ol lPJ.) V ti o º 

E?.il.qUa!ltO _que r SEi . 1.'aduz. a. 

6) 
ol .L.. (3 é demOD!t 

I " º·" .,,/\ . l~ -~ 

-< ( C3i~ ·V 0 of.J\/ 

V ( ·ol tn1, A ºº º A 
o{ ) " 

~l!Ji) V ó.o& !!1l\t1 

~n%)-c.rn1. V ocio V 

~1 - ) /1 • f'J /\ o e> 
q, -

3 = l o o Ili m 

cljl A odo A a<: 3~j 
k;;;l é,oO u 

@ . \/ ºº V ~Ji:CA.1c O. 

kl . 



Par a nos convence:rimos do ~ .e f oi · a.i.':irmado i'lOS é&sos 4 , 5 e 

· 6 cons5_derE.i.r ~moa ·um novo !liste,no. f.0rmwJ._ M0 
deso~ito como se~"Uao 

Símbol os : os mesmos de .ll 

FÓJ:-r11Ulaa Atômicas 

As f5rnmJ.as att>mioaa aão as constantes e as 

p.i..,eceà:i.tlas de zero~ uma ou âuaa ocorl"âncie.s c1e 

FÓ:rmulas 
Fl) Se o!.,r G um.e. f õrmtüa atômica tantão o<.. 

l_a~ 

F2) Se e~ e @ são f&;_~as então _(<>!._/\ (1) e (cl -V (3) 
~ão f6rmu1as. 

llelaçõea 

-· cl < (?, onda e!., -e @ são f~mulaso 

BalaçÕos Iniciais s Reg~"3e · 

Ane1ogás às_ relaçÕeã inioiáis e ~&gras doa gr-u~os l a 

V ( inolusi ve) de Mo . . . 
Damo11stN.Q~ e B&le.'1Ões de~onstrliveia ~ra:o·t;oriz!,..dns a.e 

" • oCI m?anetra Es~mGl lJ.e.t~i;a a om::ae1;;0j~:l{!,g~~J:, e:)l M, · 



<19 M v.ma d0mc,18 

°'') . o ""' 
l 

J 
vi ,_ 

em M
0

., 

Podemos mos·iira.r qv.e ,, sG cl < r., 8 demonstrável em M
0 

entio 

olº < P.,º· ·também é demoost:r&vel em M0 º .Besta :fazar a substitu:J. ... 

ção em .,6Ôda.s as f'Órmulae que ocorrem na. damons"'Gra.çãoo 

Se ~ .g uma :rC:r-mul~ de M
0 

, éL · será a fórmula obtide de 

ol. 1.rooGndo os aímbo1oa 11 /\ n Cil 1
~ '.' 

0 
0 troo~ndo as const@,n ... 

tes O O N e 0 l t; º e subst:l.,ruindo 

.. 
~ por ... ~ 
À À onde À ~ é 

.., por "" - e vaTiavelo 

.it. - À por - À 

Se ol O por exemplo 9 é . 

C'< 



-.~-"- e ···~•'"'7"' ç--::, ,'.'.) ~,... ' ~ I') p d , •pod0mos l!.\'H" 1' ~- ,..: • • · -~(-..... : v V .;i o. ... ·, l';) e .emonstravel em L'l elltfi,,:; 

-í.í .{ ~ ·b2.robéu é '1crmo"i1strá-;ral am M º De f'ato . se oi.. 
0 (3 ! ""' " . 

l;., ,.., ã_ _, 0 t Í... J f] _,, ,3,.8. <'!1-

g'ão inii:.d9: entao \.:' -1.. ol _ tQJD~Gm & relação ~nict11J. ~ sG era 11ma 
~emons'ti:r'S.çao__ º\:: õ' _ prov,sm de ol .( ~ : a (3 ~ 0 :po:r- I 8 82 

0 <- -~ 0 ""6 -< (3 . aao aemonst:z-áveis então ~ -< ~ é deraonatrá-
vel ·também }?01' 1 ; se _ õ ~ oL A ~ provim de "'/f -<. o(, 9 "'6 -< (3 

por lII e 00 <.. õ e (3 -<. ?S são 4emonstnveis entio é(. v {!, "- ... ~ 
& demonst;z:áv0l poy• IV o ou seja ol /\ ~ -< i & demonstráY0l; anàlo­
gamente com e :;.~egra. restan·teo 

Pa~a f aze~ coi--x>esponder oaâa damonstra9ão da Ma uma demonã 
traçeo de M

0 
p~eoisamos primeiro fazer oorresppnder e oada fp1!iI11J:=. 

19, de M uwa fórmu.tà de M
0 

º S~ja então «.. uma tcSrmula da M ; al0 
,., 

será e. f 6r-m1:i.la de M obtida de ol fa1endo tôdas as eubeti tuiçoee o 
possíveis do tipo 

={ oi., A (3) por ( =cl V - (3) 

.... (ol, V (3) por ( -ol '> --·e>} 
.... .. -o<., por ... ~ 

O# o por 1 

.... l por o 

se e.l O por exemplo~ é 

chagamos a 
ol fazendo as substituições acima e terminamos com 

o 

(( ~ -vlA · w v2) V (•V1 V ~.,, v2)) v· (1 A --v2) 

Seja então 

uma. -çoes 

... d u ., pr· imeiro consideremos a aequlncia de re~a= demonstraçao· e 111 

de M0 



e., 

a~monst:re,çno de M0 º Se ol 
1 

< . (3t 6 uma :ralação inio1el r1(i :i:: ~~ 

téo { cl i) 0 < { ~i) 0 ê u-ma relaQão· inioial de M
0 

e Sv.pondo g_U(> r.ú:é' 

{oti)o { { (1i)o já tenhamo$ feito à.e a419Õea necesslrias para 

que a saquênoiQ at4 êsse pQnto .se3a demonetraçâo em M
0 

admitamos 

<'J.'Uê ~1-c-l -< (31 ... 1 aeja ol-< ,s- e que eeea relação, na demonst1"f.:. 
D.I 

ç:e.o Gm lVI" seja justifioada pela ooorrêl\oia anterior de ~ < (3 r:> 

(_3 -< ~ o Entâoi) nada ê preo1eo aoresoeotare pote . ot·0 -'- 00 ~ 
justificado poT ola < . (30 e @o.~ · 00 ·an"9rtoreso s·e 

cl:\+l. ~ @,, ... 1 ., 

just ificedo ~91n ooorrência anter1.or de 
tn1J1b&m nat'ia é pTecieo ad1.cionar poi.e 

~ ~ o<.. e c5 "" (_3 então 
'õ"o ~ ( cl.. " (3 lo ' 

~ 
0 

,<. cl.0, A @o ~usti:fioával. de -.nelra aa,nel.hatl't,eo A regre. l.V 

S trat ada da maneire an,1ogao Fi.nalmente, ae olt~i ~ e.>.s.~l & 

~uat1fic~.dtx. pel.a ooorrêooia anterior de oi.,"--(? • enti.o~ oomo 

oi. o <- ~ o & üemonàtrÃ..-el elD .M0 , p,demoa aoreaoentar uma demoui_ 

b'açi.o em M0 de "'(30 < ;;[0 1 maa (30 °" ~ ' 
( _ - ~ ) @ J.. ( e.; ~) o o 

Asstm. aendo,~a eada demonstnc;i.o 4e • v1aoa como aasooiar 
111a ·demonstração _ de M

0 
º Com leso u111.0s q_u~1 ae ~ -1.. @ , ae111ous-

\ri.m em M então elo -< @o , c1emoustrlval n 110 • 

Podemos agora oompl.etar o uosao estudo albn a decisão para 
18 l'lla9Ões damonstr4.,eia ~uat1ftoanllo o que foi d\ to nos casos · 
4 5 . 

• e 6 ° De fat0 9 SEI 



também Q seria •• 11810 Naal tato aol••• •- meama relação seria de 
monstravel em N

0 
6 llaa eatão -

se1:ia demonstrável ••o, o que M peroe'be ser absurdo tomando a 

interpretação i na •-'1&ebra {o 9 1) tal que t(vj) = o para 

3 = 1 r, 2 s, 3 , o oº o O GUIO 5 & tratado c!e maneire. semelhanteº 

Finalmente. •• a c!os ~jr ooino14e oom um dos @ka 

, Cl.a.rament e demondl'áwl. .,. M º Porlm •• teso não 1C0nteoe, a 
suposição de que ea• relação, dellOl'lstnvel •• M nos leva a adm.!, 
tir que essa mesma nlag'io é 4emo~ve1 em •o • que portanto 

também é demonstrável • M º Kaa })olemoa wr tào1l111ente que isso 
o -I absurdo oons14•ran4o ,a1a i~terpi-et•oao i que tome o valor l 

nu variáveis de 

• que tome o valor O aas w.rl.,nl■ 41 

V i .. 1 4e noaso aietema 
amos considerar agora \111& ••pl ª'ªº 

fortnal M Obtida 001DO eegueo º • 
As fórmulas 4e 1 .ão as . meamaa !I 11 • u rela9oee sao as 

de Me ma1b . . 
~ 

88 a(.. e ~ aão f ~rmulas -l \- ~ 4 u111a relaçáo. 



oL l-0 e{. l- @ ol \- -6 
..... - .,w 

ol ._ (3 J\ 1f 

A f:lns.1idade da li! é care.cterizar a uoção d~ dedução oonfoz: - . 
m0 r1ef'in1.gao ebaixo" 

So cl l· (3 eco:rre em uma demónstre.çÕ.o diremos que (!; é .4!,• 
.§.1tlJ.veJ:. de cC º ~e ~ ·é _1-..m conjun·l:o não vazio de f&rmule.s diremos 
g_l;.0 

ol ~ da.auJGf vel. é!Q 6 
se oziEri; em <ll •. 0.:- 6 ~ 1>0 ~ í) .d..~ .. E. 6 te.ia que 

.L " 

s dedt1t:f.vel üe 

-uiiili!~o.nO.o g seguintê den1onatrQQ&O 

~- "ü{ C(, Í\ -,J0) ~ ~ 
el J\ r,,., ( ~ /\ ... @} ~. ~ 

III 

I 

e~ j\ -,( cl. J\ d:> 0 ) ./.. .- ( ~ J\ • \1) 111 

<;é) (ol /\ -~ 0) < ,_ ~ \J ió • 0 Vl 

, c1. /\ ..-(t\(. f\ _ o, .1...· • oL \I . ..,,.. ª 1 

cl j\ ~{ e{, 1\ ~ ~) r ~- ~ " -... ~ @. . X 

~ " ~< ct /\ · ~ --0 l· ":' _ ~ f\ { ... ·cJ.." .... ~ l . x 

~ Á ( ~~ \J -~ ~ ~ .l 'r .. .., ~ J. 

~ Â~(cl J\ ~·01. \- # ·~ 0. X 



• 

imp11oo. 

,, 
c:!~i (33. i{c!.i) e J. 

,.,, 
i( @1) ;;; l z~ R:t \\ 

"' 
e . e -;'.;:~.9,0 

as Ri li e!, r· i.. . (Ji e i( e~ 1} s;r 1 -entao 1.( 01} =· l 

S& ·n .•.i.1 fi olj, < ~t 
..,.; 

9Uii8.0 i(ol.i)6 1( @1> donde se 
1( e<.) = :t ~ :t( @ ) = ·1 o Se l-1 :••1 

, .. 
~1 \- '31 9 é rela.ção . inicial 

da f'urtuo. À r · w.., 
\ 
/\ a J\{ )\' ex 1 iiomoa que 

as I da forma À ·/\ t v.À v·,-, \-- p. e i( À A( .. À v )ll) ·- l;, 

1-= 1( À/\ <·~À. v y.~> = ·1.., À) J\ t-t( \) . V 1~)) 

s· 1 A '(() V 'f'Jt) )- ~ i<J.t) 

Se Ri é. da forme el1 \- ~f. e & flb'.ti<la · pol!' umn 4às rag:ees, SJl 
}.}O?lbamoa qUf j' Wl'1.fi<?ámoa que é. p!'OJrledade se lilerlti_oa pai'"a as 
3?&1a9Ôes ei\terioxias ;· ae ~1 \- ~1 ,provlili de °'t ~ l3t e~tic, 



.'!, (( 
....,, 

b '~ o 
~ 
d ::.: i{ s 1 

ti 
~ l 

) i( " l (3. } t( S ) i( õ " S j -
')~ (1 õ í\ -fü.:inC.e -- -_:.. ~~. \ 5\, . 

Sup~)ri·i ).amos 

f ÓJ.:IITf:J ... ;9. fj 

c,gm~a qne e(. seja deilut:tve1 de 6 º Exist~m 

0 0 
º rj • . o/..., n partencentea a. 6 "tGl.!ia . c1ue ~ 

0 r.rt. s. ~'> 

= .E~:ri;r;:.G! 

t:~mde :1.~ c-J✓ 2 :;; 1 e voi .. tan-iio cl. é consequência da 6 ' º 
Pr:l2t:s ·,.;10s-Gr0x a r~oí_p:cooe, vejamos antes alguns. resuJ.t&dOso 

So .á ' JJ.i a• J.:tgeln:'8& B e A .r. B I ~ {) danotomos por. 13 o aistenm, às.,., 
~ . . 

thri;i•G'o ge1.•,::d.o por J3 ~ a E. · .J:.; • se- € s8 ae a. €· {bi ~ º º º 11 bn} para 

r,J.gimi.a 1)2.r"i; ,3- fin:i:ta {iJ1 º º õ 11n) de Bo Pois áa a €. { bi, o"º ºn} 
.,,, .., ~ _·oo q entao c.J.araaen•i;e a E . .a ~ se e o oonjun~o dos a E A tais Gxistem 

b1 oº <l> ') t> 1\
1 en B cct1 

JJº a 
0 um siffi;eriia. dsüuj;1vo do . A que contSm :B • donde D~ - D0 

PodenH) B fü:~monstra1-- agora que 

ot1d® <f( & g it1terpx-atação can&nioa., 
.. ~,J .. ...._.,,.,., 

3($ ·n \, e{,. > ,s. 'f( < 6 > então 

rw( ( ol .. € {'iÍ.. { C31} ~ º?'º . 9 ·'1í 



Sa 1f '. (3 ) e · 'rr ( ~ ) est~ em D · 

@l A ººº A. @11 \.@ (32 /\ "ºº I\ ~n -1- "6 

8&.0 dsmo11s·i;rlveis1:1 donde 

·'[( (~J\ ~) :s 'f( { <3·) /\ 'í( ( "'6 )-€ D 

_Sii 'f( ( 0 ) € D 
-

. - (\ " 0 ~,, I\ l\i .-(3 8 4emooetr4ve1 

(3i /\ ~• e, /\ 0n 1- ~ ~ @ ·I 4emonetrlve1 

íJ . ('!'- • (3) = ~c'if ( ~ )-G D 

Se rrl (. 0 , e ~ ·tr t 0 , v 't( .. e 1!) € n ontso t( < ~ C3 v õ} E: 

@ !, 'ô I;, a r, 
. l, 

01 /\ ~.ô ó. /\ 



1 

., 
. ·100 

~··)gO 

o(_ t$ fledut:fvel de 

---- .. - ..... -,~ .. ....__,___..,_,__ 

80 'lr: ( 6 ) ooinoid-g oom F c..1.m--amente 1(. ( ot. ) e. 1l' ( 6 ) 0 

e 11 !)Cr:120 e(. ~ oonseq1~ânoie. de 6 ~ temos que 

llo1((ol.) =::l 

'l( ( cL ) EZ rr( ( 6) 
. 

!J.lfos-treinoe .finalmente que, se cv i co0sequêno1~ de 6. entio 

~ & dedut!vei c13 6 º 
Se oi., & · ~ns0quêL1oia üs 6 · e. '[ ( 6) .=- F en·~~·o 

'"í( ( ~ ) É "IT~ ) dón<le etl. . &>. d~4ut!vei de 6 & Se '1í ( 6 ) as 

-;.;~ oont:Ldc r:,rbpriamGn"Ge eni · 1 existe nl~ homom~i-fieino h de F qtt-; 

·tonbe. 1f <2S'") oor,10 ~oleo º h o ''(( • int,rpretaçâo e 

h O 1( ( Ó ·) e l 1} 



- l 
' 11 

j ' J ' .., ◊, J :;: 

g1llare,Js poB.s ee:-1."' {J s~grd.i1t,3e. 
. ~.f!"1'T'," .,, ,.. ,_., ·,n '") ;.:i (',,""'o-,., oom" ..., r"!a ,e-, ·· de. ~-1.1,.,__ o:~8 ,.;;, •• 0-"~~·•"l.' .._,9 ~ u ru.0 u i•/1 9 

·:Tas rele .. 9ÕEH::J ií'liCit? .. iS e l"egr.aa omi•~ir a J>í:1:raeii~&.. :rele11J'ào 

da X a SUbl3"~ i 'GUir IX po~t 

. ,. :,;, FJ.:i.·'t'J.:í." ê:tss0 si:8"'ümt1a formtà.-l: chegamos 08seno2.B1men-'Ge &.os 
. .. ... 

w ,:; ,?- i.1t:i ~ ~ .. \::s1·,1.tarloe qu ~ ::itri:;i·,.remos. en1. 2 º ~ ~-º Qu.811·i;o a ã.eoiaao_ I?~-= 

' 
~ Q;:) ~j:í? ~ p&Ta algum· r 'l ~ r ~ j)ro 



e!onde :podemos definu-. Eiimplesm.eni;e toct.. é dafü;;tfvsl dt::' 6 
1
ª~x:ls·tem '31 e Q • ., ~ @n e 6 tais que f.,

1 
1\ º º e, /\ (3:il 

demo'flst~,vsl ~ º 

F~J:imtüas como as de M. omitindo as Gons1;ti,ntes n a 
d 

çoes OOillO gs de 11 º 
Orn1.·Gi1Í\do os gruJ.)os II e VIII de 1.'L e a.C:i:"asaen~;anda ,\s .e., -.1. 

çoea iniciais a regras de _M1 ~ relação inioiel 

r..., 
r.:· ., l ,,,;, 

obtmnos as 'i"~lagÕes inioi.ais. e regras de M
2 

~ 
ResuJ:tados ~i.nilogos aos dG ·20- 0 ,iº podem 

Emb ora E:1,S conste_ntes O a 1 não apareçam em r1 
mu_1~s) pod9mos definir 

~ 

ente.a ae:r (:-b·t;tdC.3 o 

( conj1mto das f fir, 

o - classe ae sq_uivalênciQ B. qu& v I\ d vl per-'Gen.~,e l 

1 ::i:. oless~ de e qu:\:,rs.l.G n eia e. que = vl \J r.>-J ~ ,;. 

e'!.. 
pa1~-~~!l.C$ 

. -guinte moôLfioaçao 

ol~l A o ó o A ol jp ~ (3 V .. o, o \/ ~ 
'k'l i... k~~-

3 .·- ----~ 

' demonstrável ea e sS se ume. (ias alter.nativas àé verifict:~ 

1) ol· . 
;jn ' ,. 

ol jm :pãra algum m e clgwn u 9 l ~ m u a.:: 11 - . p 

(3knl ' - À 0 (3kn I -- À (- À varié1reil) pare 31 <!a ·-

gum 111 e el.gu 11 •· l ~ m l5 a ~ ~ ,, 

3) Existem r a m ; l ~ ~ ~ p~ J l ~ a_ .:S qk~ tai.ie q:ti.a 

ooincid"9 co'í!.i B 1.ts 

j 



""' 
1?.81.0 s~-rí:::ls:raz a nemh,ma aa.e 3 -~ont1i90ee aoima en-~ê~ não é âamonrJ? -
• I} -
·.,;2@.·~-2., . .... 

]?Ór-mula.a s&lli a.. const~.n-t;e 1. Rala;Ões 00110 e_.:_1teso 

R81e.çÕes Inicis.ia s Regras~ 
G=:v-p<.1 X i,_ pr:J.w.tJira relação do grupo 1I , grup~ III-9 grupo IV, 

.:-xu r- :) 1J' e p:;:-·im,eirà 1"'alação do .grupo 'V.I I Uº & 

exolui&h 
G!iet:8:Ll!vf: en·;;;_-,, a l."'881.1.l'tados auál.ogoe abs de 2a e 4o º O illêtsa, 

ü~ '1 :· fü~C1.88') par.:i. 3a'ber se uma rE>:taçã.o rL ~ ~ d 011 não demons-
r r , O 

··· = ·· . • ·~fi1 1\11 ~) s~Tnol.han1.e .ao dea~ito ell 3 ., Q pod~ . ser demonst~a 

;. . ,- "~,:C" :;i..-,~:-.Í.~~r?. p'.a,: .. "ei:):i.da &1 ::la 3 º usando um s1ste,na formal au..""tUi&r 

·imo Hs ~ . .?;el):,:-as de IJoole correapondQta ao chou.10 p~opoS\ci9. 

tri.5. .:~lt: r:;si oe 9 nosc:3, ve1.,eÕ.o M
4 

de aisteua formal. ~a essas_ plµ"ti.= 

{Y•.7-J~-,~- '.'Gg M ._,, á:tge'brr:s vai oox-reeiionder a êsse o'1.cnüo -propoli.~ional.o 

. 
s~m as oonstantes O e 1., 
, «. .t,.· (?, ondt ~ e Q . ei.o fCiuulaa 

Inic1Hta e i:tegMS I g!'lll)OS 1 , Ul/11 , ll e 



XiY~e:,.'-_1,:,~ .. s ·~,açÕes e relações viilidas aão caraoterl.rmui~a ::i-0 .... 
. 1. -:· ~ .. , 

a.~.{1.og8. e-.o dos autroa oasoa e a eqnftlênoi9: ontre · ~~ · t.__,. -~u 

1}j_:,áveJ. e r~iaoão válida. p~de ser ea1iabe1eo1c1a oomo 

O = alasse de eqU1V9lênc1a a qua v, /\ ..,., ·:7., ., •. , •· ... ,,;._',. . 
l = ola.ase ae ~qu1val3nc1s a que. 

:Olramoe que u1:114 :tc$rlílula o(, I WI ;porei! . se v1 V ~--: Y 1 ✓- e/ 

e~ rlemc1.1st~11el• ou se~a, Ee (3 -l. ol. · I demonetr~v~l :p;.'"tr r,, -~êcri :-;, .. . 

:t~~=<YiTIPJ..~ (3 ª Diremos que ol. é ;dl.14a áe t { ~ ) :.-: 3. ps.~,."'8 J~Ô ,:;_~--

. . "t ~ s 
~ ., , ..... €-·;':""'"\"e ª"'ô"' ., ••~-" IJ . • J!.,_ ~C-'-' • 

Se e!., é 4teOl'ema ,, 

48monatr.lvel. 

l. ::_ i.('V1) V • "!(TJ.) ~ 'l('cl, ) 

U.Ü".1fi t~ e,(.. ê v&is.-. 
;;a e(, á vâl.tda íJf ( 'X.. ) a 1 (onde 1l' $ a 

ca.nbn ic-a} v donde 

ct !;. Vl V .., •t 

Vi V ~ vl. -<. o{.. cle111011atHvel 

d& .lllodo que 



. . 

modificado aa aepinte manetn 

. ~ · demcnotnwl • e a& •• 1DIII t1u co.nc!l9õea ae wn.ft• . 

1) °'4'r cofnalc!e ao• . ~ J8N eJ.,- • ·• 1 ~~~ P3, e 

algum s , ·1 ~ e e; Clk ·•. 

2) ~~ • • a(.~• p&m . . algllll ,U- (ata) GOII 

1 E., n :E- :P~ 

3) (3kn 4 - (\. paza a1smD par (■ ,n) co• 

1E •,n~ qk 

Obsarvonos que· oa oe..3r e ~. aão aqui ela àrma .)\ ou - ~ 

onde ~ I uma vari&vel, de. ao&, q'lle, para noa 001ff'8D08J.'II08 de 

que a_Z"\Jaoâo 81D queatão não I 4wnS'tr&vel no~ de nealmma das 

oondi9Õoo 1) a 3) ae verificar, ; llasta cona1derar 1nterpfttaçÕes 
corivanimiwa e■ { O , 1} • 

Se oG. • teo~ma 

i = 1, 2 1 3 •••. 

donde esONvendo e<- · na tona nomal oon31m-ti.va. 'temos q11& 

V1, V .. •1 .( °'1 A ••• A °'n anonatr4vel 

vt < °"~ 4ellona1:dve11 • 1,2,3 ••• 1~3'=n 

e que, portanto, sendo o1- 2 4a forma 

°'31 V ,. ••V "'-'iq~ 

tomo 8 que para algmn par <• , n) ooa 

1 ~ m t n ~ q~ • 
~ 

Anain sendo, se el I teoreaa e ét1 A~ ••. A l(n ma forma :º~n.l coramttva,; então cada _e(~ aont&m •oo·m~ .aoapcman'tea ~ e 
" P::u-a. alguma variável Ã.. · • 

Vo.i-noa relacionar o.gora o nosao sistomo. fol"l!l~ tt4 a K- álG(!brae 
, 



1 
I 

► 

:i c d') "represent,~çÕes ª /) 
f - ... • .,,,, 

~lgecx·a; uma• aJ.)l.l Jaçao 

'.!:' ( ·"" i\ (} ) - r( ot ) A r( (!, ) 
:::·( :.{. v f;)) = r( ol ) v r( ~) 

·-~( ~ e{.) = - 7~ ( ~ _) 
/ . 

. / 
~:T..,.. &lgehra o G 11m fi 1 t1-so pr~prio 1 de A,, 

Vejamos quais os f;_1-tjros p:rõprioa de A que . dcteuoi.nam 1::0.iir:i 

ucs ~a-,,.,,, c+o..,-f ... ·t-1 C'"',.. 
t'.!\,<iõ -..rt. J. e.:,., U V4'.. --~ --- · ;;:),.._, ..J. 

Se {J r.m:tri z carac-terf.Ótj. ca :Para r:14 

~v( v 1 V ,.. V-i } €' G 
.. !- . .!.. 

• ... r, envao l"' 
, 

r., ... 

para tôda rerresentação r e!à A 

Uae r(v1) _pode ser qualquer elcnento da A e portanto q contén o 

filtre T gere.c1o pelos elemento s de A da. foma X V - X e 

Ree:lprocamente, se G conté:o T e ~ filtro pr'5p:i:'io de A 0~1; 
,N 

"lia.o <A: e-> é rria.triz ca1•acte1"f ;3tica para M4 º Po~s se ~ d 
·i;eo.reraa 

o( == .... (eii1 M). 

onde & forma .normal conjuntiva de o(, oomo 



V i 

ol,<~/\ -
e{.,~ ,;,l 

j 

~-<clj 

V e, ~;i -< ol ~ aemo11str&vel em 111 ·4 
para toc1o i( e(.. é teorema,)~ Como o 

e 

e<.., V ~:, o V J.,. 

segue=se que alrnn,1 ~j 
,_. 

e(. .... e -=-~ . -po1~ta11-to 
jr ' a 

r{ / 1 = r( e,(. jl) V r( ~ Í I ººº V '-X. j~. } ~ ., 
J 

e 

r( e(., ) = r( o<.. l) /\ º º ó /\ r( ~ n) € G 

Temos _portanto que II erl teorema II implica "1·( cÃ.., } E. G u O para. tôde, 
re:presentação r em Ao Por outro la.ao, se ~ é tal que r( ee, ) e G 
para tôda. a representa.ção :r.> em A O cóns:.i.deremos as parti~1ulares re 
preseir!;açÕea s tais que s( r ) = { 0,1) : temos então qv.e -
s( e<, ) s= l para. tôc1.as essas r0prt1sontaçÕes so Por·liat1to eG é teorei!!.a/l 

Assim senao·ll a VI ... ., álgebra A pode se tornar com algum fil t1"0 

_próprio am ma.triz ca.racterf.stice. se e só se exis-tt~ um fil ii:co pr6-
prio de A contendo T<> rAas-~, corno já viwos no Cap:f-1;u10 I m.{me1"0 12, 
exis·t0 um tal fj_J. tr·o se e só se existe algum filtro primo forte= 

dual~ ou seja eJ.gum fj.l·tro primo P com 

4'(P) C P 

S""' 1 • -' ,. t .... -,,,b",.,l ºS .,.,,at, .. izes cara.cter:fstioas J~gtü _ _g-ªº fa8 J.i:'l Ge~;aesae -.:;ú" e,u ,;;•. ,uc;. .,_ _ 

res aegut1Clo a seguinte definição 
4 " G-> é ma.triz característica regv.lar se G é sistema 

dedutivo próprio de Ao 



._,..,_.•:-_, ·_·,,_o e.·· .. · .. ,, ,~•_;_1·.- o ._ •. n ~ Ca;-r,,• t,1·1 o 1· ..... ~-~•u=.·-o 1·:, - '...; - • - . - :a---· '" ·- ··- - ••uu•·• .t · • .) ' 

no cic A, 

--------------
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