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Resumo

Neste trabalho demos continuidade ao estudo desenvolvido por Colla (2007) que utilizou-se do
arcabouco de algebra linear com técnicas de fatoragdo de matrizes esparsas aplicadas a inferéncia
em redes Bayesianas. Com isso, a biblioteca computacional resultante possui uma separagdo clara
entre a fase simbélica e numérica da inferéncia, o que permite aproveitar os resultados obtidos na
primeira etapa para variar apenas os valores numéricos.

Aplicamos técnicas de paralelizacdo para melhorar o desempenho computacional, adicionamos
inferéncia para Redes Credais e novos algoritmos para inferéncia em Redes Bayesianas para me-
lhor eficiéncia dependendo da estrutura do grafo relacionado a rede e buscamos tornar ainda mais
independentes as etapas simboélica e numeérica.

Palavras-chave:Redes Bayesianas, Redes Credais, Matrizes Esparsas, Computacdo Paralela.
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Abstract

In this work we continued the study by Colla (2007), who used the framework of linear algebra
techniques with sparse matrix factorization applied to inference in Bayesian networks. Thus, the
resulting computational library has a clear separation between the symbolic and numerical phase of
inference, which allows you to use the results obtained in the first step to vary only numeric values.

We applied parallelization techniques to improve computational performance, we add inference
to Credal Networks and new algorithms for inference in Bayesian networks for better efficiency
depending on the structure of the graph related to network and seek to become more independent
symbolic and numerical steps.

Keywords: Bayesian Networks, Credal Networks, Sparse Matrixes, Parallel Computing.
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Capitulo 1

Introducao

As Redes Bayesianas constituem um modelo grafico (Grafo direcional aciclico) que representa
as relagoes de causalidade das varidveis de um sistema. Seja X = X1, Xo,..., X, o conjunto destas
varidveis, uma Rede Bayesiana é composta por vértices e arcos, sendo que cada vértice ¢ representa
uma variavel X; de X e os arcos representam a existéncia de dependéncia direta entre os nos
quantificada pela probabilidade condicional. Para cada varidvel aleatoria X; estd associada uma
probabilidade condicional P(X;|pa(X;)), onde pa(X;) representa o conjunto de pais Y7, ..., Yy, desta
variavel. Estas redes tém ampla utilizacao em problemas de inteligéncia artificial, bioinformaética,
medicina, engenharia, otimizacao e também em outras situagoes que envolvam matrizes esparsas.

A inferéncia em redes Bayesianas ¢ feita através das probabilidades condicionais e pode ser
utilizada para tomar decisdes baseadas em probabilidades, fazer consultas a partir de evidéncias,
decidir quais evidéncias adicionais devem ser observadas a fim de se obter informacdes uteis do
sistema, analisar o sistema a fim de buscar os aspectos do modelo que possuem maior impacto sob
as varidveis de consulta, entre outros usos.

A implementacao computacional desses modelos pode permitir uma série de otimizacoes, ge-
rando ganho de desempenho, devido as caracteristicas das redes. Um particular problema esta na
fatoracao de matrizes esparsas; uma matriz esparsa possui apenas um pequeno nimero de coeficien-
tes ndo nulos de forma que identificar o padrao de esparsidade e manté-lo ao longo de transformagoes
minimiza o nimero de operacoes aritméticas a serem realizadas. Colla (2007) em seu trabalho mos-
tra que este problema pode ser resumido a uma escolha eficiente para ordem da eliminacao das
variaveis. Para tanto, existem alguns procedimentos heuristicos como de Gibbs em uma estrutura
de 4rvore de disseccao.

1.1 Objetivos

O objetivo de estudo neste trabalho é um aprofundamento na teoria das redes Bayesianas e redes
Credais e aplicagoes praticas das mesmas através da implementagao dos modelos, e comparando o
desempenho dos algoritmos que utilizam principalmente computacgao paralela com algoritmos que
utilizam exclusivamente programacao sequencial. Sobretudo, desejamos dar continuidade ao estudo
desenvolvido por Ernesto Colla em seu trabalho Colla (2007), através de suas sugestoes de trabalhos
futuros como a complementacdo dos testes por ele elaborados e a implementacdo de métodos que
descubram, antes da execucdo, se é computacionalmente mais eficiente executar as operacoes de um
determinado problema de forma serial ou paralela. Além disso implementaremos um método paralelo
em memoria distribuida para inferéncia em redes Credais e utilizaremos técnicas de programagao
paralela para aumentar o desempenho computacional da biblioteca, nos casos em que este tipo de
procedimento for vantajoso.



2 INTRODUCAO 1.3

1.2 Contribuicoes
As principais contribuicdes deste trabalho sdo as seguintes:

e Fornecer um ambiente Open-Source e eficiente de inferéncia em redes Bayesianas e redes
Credais;

e Permitir escalar de maneira praticamente infinita o problema original para inferéncia em redes
Credais;

e Estruturar o ambiente computacional de modo que seja possivel aproveitar posteriormente os
resultados de uma fatoracdo simboélica para diversas evidéncias;

e Fornecer um método de fatoracdo simbdlica que obtém vantagem da topologia da rede;

e Analisar e prever o desempenho computacional dos métodos implementados.

1.3 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2, apresentamos os conceitos de redes Bayesianas que serdo utilizados no desen-
volvimento deste trabalho, e conceitos de redes Credais utilizados sdo apresentados no Capitulo 3.
O Capitulo 4 apresenta conceitos de algebra linear para a utilizacdo de fatoragdo de matrizes, a
fatoracao de Cholesky, ideal para matrizes esparsas e também conceitos sobre fatoracdo de matri-
zes com estruturas especiais. O Capitulo 5 apresenta alguns paradigmas de computagao paralela
que justificam as implementagbes do algoritmo de eliminacao apresentado. Temos no Capitulo 6 a
descricdo de todo o procedimento paralelo utilizado para a eliminacao distribuida de variaveis em
redes Bayesianas e credais. Finalmente, no Capitulo 7 apresentamos a biblioteca computacional que
resulta da implementacao dos algoritmos de inferéncia para redes descritos nas se¢oes anteriores. No
Capitulo 8 apresentamos alguns exemplos e resultados obtidos e no Capitulo 9 discutimos algumas
conclusoes obtidas neste trabalho.

Um breve resumo sobre os conceitos de teoria dos grafos pode ser visto no Apéndice A, assim
como um resumo dos principais conceitos de teorias das probabilidades utilizados pode ser encon-
trado no Apéndice B para uma maior compreensio dos assuntos abordados na teoria das redes
Bayesianas e Credais. O Apéndice C apresenta o contetdo dos arquivos utilizados para as redes dos
exemplos passo a passo deste trabalho e o Apéndice D apresenta os diagramas das redes utilizadas
nos testes computacionais.



Capitulo 2

Introducao a Teoria das Redes
Bayesianas

Apresentaremos neste Capitulo uma revisdo bibliogréfica de redes Bayesianas. Nosso objetivo é
fornecer uma visdo geral de cada tema e nao esgotd-los completamente, para isso, recomendamos
a leitura das referéncias indicadas em cada Sec¢do. Assumiremos também um conhecimento prévio
sobre grafos e probabilidades, entretanto, algumas defini¢oes principais podem ser encontradas nos
Apéndices A e B, respectivamente.

2.1 Redes Bayesianas

Redes Bayesianas sdo uma ferramenta bastante util para lidar com incertezas, tendo aplicagoes
na medicina, biologia, sociologia, psicologia, economia, entre outras 4reas. O termo “Rede Baye-
siana” foi criado em 1985 por Judea Pearl para enfatizar trés aspectos: (1) A natureza subjetiva
das informacoes de entrada; (2) A confianca na regra de Bayes para atualizagdo de informagao;
(3) A distingao entre o raciocinio causal e o baseado em evidéncia. Elas comegaram a ser mais
profundamente estudadas no fim dos anos 80 e vem se popularizando com o passar dos anos. Uma
das grandes vantagens das redes Bayesianas é a facilidade com que podemos alterar algum evento
com apenas poucas alteragoes no modelo, em particular, apenas naquelas variaveis relacionadas a
ele, outra vantagem é que quando cada variavel depende apenas de um conjunto pequeno de outras
variaveis a representagdo em forma de rede Bayesiana pode ser bem economica (Pearl, 2009).

Figura 2.1: Exemplo de um GDA que define uma Rede Bayesiana

Uma rede Bayesiana (RB) é um grafo direcionado aciclico em que os vértices representam
variaveis com conjuntos finitos de estados possiveis e associado aos vértices arestas representam as
relacOes entre as variaveis. Adicionalmente, para cada variavel X com pais Y7, Yo, ..., Y, temos
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associada uma tabela de probabilidade condicional P(X|Y1,Ys,...,Y,, ), onde I representa todo
o conhecimento prévio, que é um conhecimento relevante que nao aparece na forma de vértices do
grafo, podendo algumas vezes ser omitido da notagao para simplificd-la. Se X for um vértice raiz
entao sua tabela se reduz a P(X|I), ndo dependendo dos outros vértices do grafo (Taroni et al.,
2006).

A Figura 2.1 apresenta um exemplo de rede Bayesiana. Nela é necessario especificar as seguintes
probabilidades P(A), P(B|A), P(C|B), P(D|B), P(E|C), e P(F|C, D). As mesmas relacdes entre
vértices de um GDA podem ser aplicadas para redes Bayesianas, por exemplo, podemos ver que C
e D s3o esposos, F' é filho de C'e D, C é pai de E, C' é descendente de A, mas ndo de D, entre
outras relacoes.

2.1.1 Independéncia condicional

Chamamos a probabilidade P que gera o GDA de uma rede Bayesiana de probabilidade
adjacente. Dado que cada vértice X; possui associado a ele P(X;|pa(X;)), Geiger et al. (1990)
nos mostra como calcular a probabilidade adjacente de uma rede Bayesiana para um conjunto de
variaveis X = {Xy,..., X, }:

n
P(X) = [ P(Xilpa(Xy)) (2.1)
i=1
Uma consulta padrao em uma rede Bayesiana é verificar a crenca de uma hipétese a dado um
conjunto de evidéncias Y = y, ou seja, calcular P(X|y) para cada um dos valores de « e uma
combinacdo dada de valores de Y. Apesar de, tecnicamente, a Equacao 2.1 ser suficiente para obter
o valor desejado, o procedimento pode ser custoso em armazenamento e tempo computacionais, o
que torna interessante explorar as relacoes de independéncia entre as varidveis apresentada pela
rede. Para tratar melhor esta questdo utilizaremos alguns conceitos que apresentaremos a seguir.
A semantica das redes Bayesianas é delimitada pela condi¢cao de Markov, que origina a
Equacdo 2.1 (e faz com que P(X) seja unica) e incorpora a topologia do GDA para as relagoes
entre variaveis dentro da rede. Esta condicao pode ser enunciada da seguinte forma: Toda varidvel é
independente de seus nao-descendentes nao-pais dados os seus pais (Cozman, 2000a). O conceito de
d-separacao em um GDA apresentado a seguir permitira estudar mais profundamente as relagoes
de independéncia entre as variaveis.

d-separacgao

Duas varidveis distintas X e Z em uma rede Bayesiana sao d-separadas se para todos os
caminhos entre X e Z existe uma variavel intermediaria V, (distinta de X e Z) tal que uma das
seguintes condicoes é satisfeita:

e A conexdo entre as varidveis é serial ou divergente e o valor de V' é conhecido;

e A conexdao entre as varidveis é convergente e os valores de V e de seus descendentes sao
desconhecidos.

Se X e Z nao sao d-separadas, dizemos que sdao d-conectadas.

A Figura 2.2 apresenta os tipos de conexdes possiveis entre as variaveis em uma rede Bayesiana,
ou seja, as trés maneiras possiveis que uma informacao pode trafegar pela rede, ilustrando a d-
separacao. Ding (2010) mostra que para as conexdes divergentes (a) e seriais (b) se o valor de Y’
for conhecido, ela d-separa X e Z pois elas se tornam varidveis independentes. Por outro lado, em
uma conexao convergente (c), o conhecimento do valor de Y d-conecta X e Z.

Uma propriedade fundamental das Redes Bayesianas é que se duas variaveis, representadas por
vértices de um GDA, estdo graficamente d-separadas entao estas variaveis sao independentes (Pearl,
1988). Esta propriedade é importante pois permite identificar o conjunto minimo de variaveis que
sdo estatisticamente relevantes para se inferir sobre uma variavel ou um conjunto de varidveis da
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(a) Conexdes divergentes (h) Conexdes seriais () Conexdes convergentes
Figura 2.2: Tipos de conexoes possiveis entre as variaveis A e C' em um GDA

rede. Com isto é possivel reduzir significativamente as dimensoes do problema de inferéncia e,
consequentemente, a necessidade obrigatéria de processamento numérico.

O conceito de Markov Blanket de um GDA pode ser estendido para o contexto das redes Baye-
sianas como os pais, filhos e esposos (pais dos filhos) de uma variavel. E ele o conjunto minimo de
variaveis que d-separa uma varidvel de todas as outras da rede, ou seja, que torna uma variavel X
independente do restante da rede (Neapolitan, 2003).

2.1.2 Evidéncia

Pode ser de nosso interesse incorporar novas informacdes em um modelo representado por uma,
rede Bayesiana, seja por ter observado o valor de alguma varidvel, ou por ter a informagao de que
alguns de seus estados ndo sdo mais passiveis de serem assumidos. Dada uma rede Bayesiana, um
evento E é chamado de evidéncia e corresponde ao conjunto de valores observados de determinadas
varidveis da rede e Xg é o conjunto de varidveis aos quais os estados ou valores sdao conhecidos.
Podemos ter, por exemplo, E = {X; = z11,X2 = x9} indicando os estados assumidos pelas
variaveis X7 e Xy na rede e, neste caso, Xgp = {X1, X2}. Podemos ainda dizer que uma evidéncia
torna a probabilidade do estado observado da varidvel igual a 1 e todos os outros iguais a zero.

Vamos supor agora que X; possua n estados possiveis com P(X1) = (211, Z12,- .., T1p) € assuma
que temos a informacdo e de que X; pode assumir somente um dos estados i e j. Isso significa
que todos os outros estados diferentes de i e j sdo impossiveis e que a probabilidade P(X1,e) =
(0,...,0,2;,0,...,0,2;,0,...,0). Note que P(X1,e) é obtida através da multiplicacdo de P(X;)
por um vetor no qual todas as posi¢oes sdo zero, com excessao das posigoes i e j (ou dos estados
conhecidos), que valem 1. A esse vetor damos o nome de finding e o representamos por e para que
nao se confunda com a informacdo e “X; estd no estado i ou j” (Jensen, 2001).

Seja P(X) uma tabela com a probabilidade conjunta P(X7, Xa, ..., X,) e e um finding. A tabela
com a probabilidade conjunta P(X, E) ¢ a tabela resultante de P(X) quando atribuimos zero a
posi¢ao todos os estados que sao excluidos por e, ou seja através da multiplicagao de P(X) por e:

P(X,E) = P(X) -e.

Note que P(E) é a probabilidade a priori de E e pode ser escrita como P(E) =) P(X,FE) =
Y x(P(X) -e). Através da regra da cadeia para redes Bayesianas temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1 (Jensen (2001)) Seja RB uma rede Bayesiana sobre X e eq, ea, ..., ey findings.
Entao:

n

P(X,E) = [[ P(Xilpa(X3)) - ng,

i=1 j=1

e para X; € X temos:
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2.1.3 Inferéncia em Redes Bayesianas

Redes bayesianas podem ser utilizadas para calcular novas probabilidades quando informagoes
sao adquiridas. Inferéncia em uma rede Bayesiana corresponde ao processo de obter as distribuicoes
de todas as varidveis da rede condicionais a um determinado conjunto de variaveis.

Uma vez conhecida a distribuicdo conjunta de probabilidades das varidveis de uma rede é pos-
sivel responder a todas possiveis demandas por inferéncia sobre uma ou mais variaveis da mesma
através do processo de marginalizacao de todas as varidveis da distribuigao conjunta, exceto aquelas
que se deseja conhecer a distribui¢do marginal. Chamamos as varidveis que desejamos conhecer a
distribui¢ao marginal a posteriori de variaveis questionadas (query variables). Para realizar a in-
feréncia em redes Bayesianas utilizaremos potenciais, assim, a equac¢ao da probabilidade adjacente
para um conjunto de varidveis X 2.1 passa a ser dada por:

n
P(X) = H(I)i(P(Xi|pa(Xi)>) (22)
i=1
Vamos ilustrar o processo de inferéncia através da rede apresentada na Figura 2.1 cujo conjunto
de variaveis ¢ X = {A,B,C, D, E, F,G}. Temos as seguintes probabilidades e potenciais, com os
dominios entre parénteses: P(A) = ®1(A), P(B|A) = ®3(A,B), P(C|B) = ®3(B,C), P(D|B) =
®4(B,D), P(E|C) =®5(C,FE) e P(F|C,D) =®4(C,D,F).
A distribuicao conjunta das varidveis X é portanto:

P(X) = P(A) - P(B|A) - P(C|B) - P(D|B) - P(E|C) - P(F|C, D).

Ou ainda, utilizando potenciais:

P(X) = ®1(A) - ®y(A, B) - ®3(B,C) - ®4(B, D) - &5(C, E) - &4(C, D, F).

Caso desejemos conhecer a distribuigdo P(D), devemos fazer a eliminagao por marginalizagao
da distribui¢do conjunta as demais varidveis:

P(D)= 3 @i(A)-®2(A,B)- 05(B,C) - 4(B, D) - 5(C, E) - &4(C, D, F).
A,B,C,E,F

E possivel aplicar a propriedade distributiva dos potenciais antes das operagdes produto de
marginalizacdo para que ndo sejam calculados todos simultaneamente, de forma a minimizar o
ntmero de potenciais em cada operagdo, ou seja:

P(D) =) ®1(A)-) ®3(A,B)-24(B,D)- > ®3(B,C)- > &5(C,E)- > ¥6(C,D,F).
A E

B C F

Para isso, inicialmente devemos calcular ®'s = > ®(C, D, F)) e multiplicar o resultado por
®5 para obter ®'5 )" ©5(C, E) - @', multiplicar o resultado obtido por ®3 e assim por diante. Por
outro lado, o calculo de ®5 ndo depende de F', portanto é possivel aplicar novamente a propriedade
distributiva para o célculo de ®'5, o que indica que algumas operagoes de marginalizacao poderiam
ocorrer em paralelo.

Nesse processo de marginalizacao a cada operacao uma variavel é eliminada da distribuicao de
probabilidades, por isso este processo também é chamado de eliminacao de variaveis. Cabe res-
saltar que uma ordem de eliminacao pré-definida especifica a ordem de marginalizacao das varidveis
e que ela estd diretamente relacionada com o custo computacional da marginalizagdo. A escolha
de uma boa ordem de eliminacao estd intimamente ligada & topologia do GDA que define a rede.
Graficamente, o processo de eliminacao de variaveis corresponde & eliminacao de vértices no Grafo
Moral.
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2.1.4 Determinacao das varidveis requisitadas

Seja X, um conjunto de varidveis questionadas, £/ uma evidéncia e X o conjunto de varidveis
dessa evidéncia. A probabilidade a posteriori de X, dada E é:

P(Xy, B) _ 2x\(xgxp D)
P(E) 2 x\xp PX)

E, computacionalmente, o numerador é o termo mais importante desta equacao uma vez que o
denominador é uma constante de normalizagao que pode ser facilmente obtida através do numerador,
sendo deixado para o fim dos calculos (Cozman, 2000a). Apesar do numerador nao ser sozinho uma
medida de probabilidade, é possivel trata-lo como um potencial cujo dominio é dom(®) = X,U Xp.

Tipicamente o calculo de P(X,|E) envolve a densidade de apenas um conjunto de variaveis da
rede. Caso a densidade p(X;|pa(X;) seja necessaria para realizar determinada consulta, entdo X; ¢é
chamada de variavel requisitada e chamamos Xr o conjunto de todas as variaveis requisitadas.
As varidveis de X, necessariamente pertencem a Xg, porém apenas as varidveis observadas de Xg
que possuem pais nao observados em Xpg pertencem a Xpg.

Poder determinar antecipadamente o conjunto de varidveis requisitadas elimina esforcos com-
putacionais desnecessérios e esti relacionado com uma boa manipulacao da topologia da rede.
Algoritmos baseados no critério de d-separacao podem executar a tarefa em tempo polinomial.
Neste trabalho utilizaremos o Bayes-Ball (Shachter, 1998) que consiste em uma bola imaginaria
que percorre os nés da rede seguindo o fluxo da informacao. Utilizamos este algoritmo devido & sua
simplicidade e aproveitamento do que ja fora feito por (Colla, 2007). Outros algoritmos podem ser
encontrados em (Geiger et al., 1990) e (Torti e Wuillemin, 2010).

P(X,|E) = (2.3)

Bayes-Ball

O Bayes-Ball ¢ um algoritmo que define as varidveis probabilisticamente irrelevantes para de-
terminada consulta em uma RB em tempo linear sobre o tamanho da rede.

Retomando, dada uma distribui¢ao de probabilidade conjunta para Xy, P(Xy) de uma rede
G = (N, A), X; é probabilisticamente irrelevante (também chamado de independente) para
Xy dado Xy para J, K, L C N se

P(X;| Xk, X1) = P(Xj|XK)

X é dito irrelevante para X dado X em G, denotado por X; Lg X | Xk, se X for proba-
bilisticamente irrelevante para X; dado X para qualquer distribuicdo de probabilidade conjunta
P(Xy) que possa ser marginalizada. Em outras palavras, X; é irrelevante para X dado Xx em
G se, tendo observado X, nada mais puder ser dito sobre X ; ao se observar X7..

Utilizando o conceito de d-separagao, fortemente utilizado para elaboracao do algoritmo, temos
que dado um grafo G = (N,A) e JJK,LC N,

Xj Llg X1| XKk < K D-separa J de L em G
A bola langada para a execucao do algoritmo pode ter trés destinos. Ela pode:
e Passar pelo n6 (De um pai para os filhos, de um filho para os pais);
e Pode rebater no né e voltar (de um pai para os pais, de um filho para os filhos)
e Ser bloqueada e ndo se movimentar mais.

A Figura 2.3 ilustra as regras de movimentagao da bola. N6s mais escuros representam variaveis
observadas que fazem parte do conjunto de evidéncias F. As setas preenchidas representam os arcos
direcionados que formam a rede e as setas pontilhadas representam o sentido de deslocamento da
bola ao visitar o né, sendo que uma seta com barreira indica que a bola parou. Podemos observar
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2P

Figura 2.3: Regras de movimentacao de uma bola no bayes-ball

que um nd probabilistico nao observado passa a bola através de si mas rebate de volta a bola vinda
de seus filhos e que um né probabilistico observado rebate de volta a bola vinda de seus pais mas
bloqueia a bola vinda de seus filhos.

A primeira versdo do algoritmo considera apenas o fluxo da bola para identificar as variaveis
relevantes. A segunda versdo, mais refinada, mantém uma lista dos nos a serem visitados pelos
pais e pelos filhos e apenas visita um mesmo arco em uma mesma direcao uma vez. Isto é feito
marcando o topo do né quando a bola é enviada aos seus pais e marcando a parte inferior do né
quando a bola for enviada aos seus filhos, e assinalando os n6s observados visitados. Além dos
ganhos computacionais, essas melhorias evitam que o programa entre em um loop infinito.

< > < >
O—— :

®< @ N > *i‘::::%;f"“]

Figura 2.4: Exemplo de execi¢cdo do bayes-ball

A Figura 2.4 ilustra uma execucao da versao refinada do algoritmo, para uma rede Bayesiana
em que X, = {6} e E = {2,5}. A execucao do procedimento ¢ a seguinte:
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No inicio do procedimento o n6 6 ¢é visitado, como se fosse a partir de um filho e manda a
bola para seus pais e seus filhos, marcando seu topo e sua parte inferior;

O 1n6 5 nao manda a bola para ninguém, portanto, ndo é marcado, mas como é um noé observado
¢é assinalado;

O no6 3 é visitado através de um né filho (6), entdo manda a bola para seus pais e filhos e
marca seu topo e parte inferior;

O no6 6 recebe a bola de seu pai, mas como ja estd marcado na parte inferior, ndo faz nada;
O no6 2 recebe a bola de seu pai (3), manda para seus pais e marca seu topo;

O n6 1 recebe a bola de seu né filho (2), manda para seus pais e filhos e marca seu topo e
parte inferior;

Finalmente os nds 2 e 3 recebem a bola mas reconhecem que nao hé mais nada a ser feito por
j& estarem marcados.

Shachter (1998) apresenta este e outros exemplos adicionais de execucao do algoritmo. A seguir

apresentaremos a versao final do algoritmo.

Algoritmo Bayes-Ball

O Algoritmo explora uma rede Bayesiana com variaveis X = { X1, Xa,..., X,,} em que se deseja

calcular P(X,|E) construindo o conjunto Xg.

Inicialize todos os n6s como nao visitados e ndo marcados nas partes superior e inferior;

Crie uma lista de nés a serem visitados, inicializando cada n6é em X, como se fosse visitado
por um filho;

Enquanto houverem nés a serem visitados na lista:
(a) Pegue um no6 j da lista e remova-o da mesma. j pode estar programado para ser visitado
por um pai, um filho, ou ambos;
(b) Marque j como visitado;
(c) Se j ¢ E e a visita de j for a partir de um filho:

i. Se o topo de j nao estiver marcado, marque-o e adicione cada um de seus pais na
lista de nos a serem visitados;

ii. Se a parte inferior de j ndo estiver marcada, marque-a e adicione cada um de seus
filhos na lista de nés a serem visitados;

(d) Se a visita a j for a partir de um pai:

i. Se j € E e o topo de j ndo estiver marcado, marque-o e adicione cada um de seus
pais na lista de nés a serem visitados;

ii. Se j ¢ E e a parte inferior de j nao estiver marcada, marque-a e adicione cada um
de seus filhos na lista de nés a serem visitados;

Os nos irrelevantes sdo aqueles ndo marcados na parte inferior;
Os nos probabilisticos requisitados sao aqueles marcados no topo;
Os nos observados requisitados sdo os nés em E marcados como visitados (assinalados);

Xpg é formado pela unido dos nés probabilisticos requisitados com os nés observados requisi-
tados.
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2.1.5 Algoritmos de inferéncia em redes Bayesianas

A escolha ideal do algoritmo de inferéncia a ser utilizado esté diretamente ligada a natureza
da rede. Temos algoritmos exatos e aproximados, sendo que os exatos tem a vantagem de apre-
sentar o valor da probabilidade sem erros e os aproximados sdo uteis para redes grandes em que o
processamento exato poderia ficar muito lento.

Entre os algoritmos exatos podemos citar o bucket elimination (Dechter e Dechter, 1996), e eli-
minagao de variaveis (Cozman, 2000a), que consistem basicamente em eliminar da rede as variaveis
nao consultadas nao observadas e uma a uma acumular seus valores através de marginalizacao; al-
goritmos baseados em polytrees (um grafo direcionado com no maximo um caminho nao-direcionado
entre quaisquer outros dois vértices) que utilizam a técnica de propagacao de crenga (Kim e Pearl,
1983) baseado na troca de mensagens entre os vértices do grafo moral, explorando as propriedades
da topologia do grafo e que pode ser util para multiplas inferéncias pois uma mesma mensagem
pode contribuir para mais de um marginal e ainda algoritmos em junction trees (Jensen, 1996)
e (Cowell, 1999) utilizados para grafos mais genéricos que trabalha com a moralizacao do grafo,
triangularizacado, e explora os cliques do grafo.

Dentre os algoritmos aproximados temos a simulacdo estocastica que, segundo Castillo et al.
(1997) gera uma amostra a partir da funcdo de probabilidade conjunta das varidveis e também
usa mecanismos aleatoérios. Estas amostras sao utilizadas para calcular valores aproximados das
probabilidades de certos nés, dada a evidéncia. Entre esses algoritmos podemos mencionar por
exemplo logic sampling (Henrion, 1986), também chamado de método de aceitagao-rejeicao que
inicia a simulacao em ndés sem pais e atribui um valor baseado em sua probabilidade a priori e vai
percorrendo os noés filhos através da atribuicdo de valores feita por sorteio de nimeros aleatérios
até que todos os nés da rede tenham sido visitados, e depois calculando quantas vezes cada variavel
foi atribuida; likelihood weighting (Fung e Chang, 1990) e (Shachter e Peot, 1990) que é um tipo
de amostragem por importancia que fixa as varidveis com evidéncias gerando apenas amostras
nas variaveis nao observadas e ponderando cada amostra pela verossimilhanca de acordo com a
evidéncia. Temos ainda métodos direcionais como backward simulation (Fung e Del Favero, 1994)
que parte das evidéncias e faz a simulacao na direcdo oposta aos arcos, e métodos baseados e
métodos de Monte Carlo para cadeias de Markov como gibbs sampling (Casella e George, 1992) que
busca amostrar estados que representem a distribui¢do a posteriori a partir do Markov Blanket das
variaveis. Ide e Cozman (2002) mencionam ainda métodos de Quasi-Monte Carlo, que trabalham
com a geracao de niimeros quasi-aleatérios para obter taxas de convergéncia superiores as do Monte
Carlo tradicional.

Mostraremos agora o método utilizado por Colla (2007), fortemente baseado no método de
eliminacdo de variaveis e bucket elimination cuja escolha foi motivada foi por apresentarem esquemas
algébricos para inferéncia relativamente simples de serem entendidos e implementados e permitirem
a aplicacao de técnicas, heuristicas e estruturas combinatoérias abstratas caracteristicas da fatoragao
de Cholesky em matrizes esparsas para otimizar e paralelizar o processamento numeérico.

Meétodo de Eliminacao de Variaveis

Dado um conjunto de varidveis questionadas X, as evidéncias I e as varidveis requisitadas Xp
queremos calcular:

P(X,E)= ) I Pxilpa(xi)) (24)

Xr\{X¢,XE} \Xi€XR

Seja N o nimero de varidveis requisitadas que nao foram observadas e também nao pertencem
a X, e suponha que essas varidveis estdo ordenadas de uma forma especifica ¢ = [(1), (2), ..., (IV)].
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Temos entao:

P(Xg,E)= Y ... Y P(Xulpa(X@vy) x ... x P(X|pa(X (1)) (2.5)

Xy Xy

Por questdes computacionais podemos deixar a normalizacao para o final do processo, neste
caso, podemos trabalhar com os potenciais ¢:

(X, E) = Z Z@N X (2.6)

Para eliminar uma variavel aleatéria X; cujos valores possiveis sdo (x4, 1,...,2;) do potencial
o(X1,...,Xi, ..., X,) devemos fazer a soma:
Z¢ Xty Xiy oo X)) = (X0 ety X)) Ao+ (X Ty X )

Utilizaremos a notacdo ), para indicar a elimina¢do por marginalizacdo de um determinado
potencial de todas a variaveis do conjunto V', sendo que como vale a comutatividade dos potenciais
essa notacao nao é ambigua.

Uma varidvel X; aparece como varidvel condicional para cada um de seus filhos, aparecendo
portanto nos respectivos potenciais, e aparece uma Unica vez como varidvel nao condicional na
densidade P(X;|pa(X;)) e portanto faz parte do potencial correspondente, ¢;(X;, pa(X;)).

Sendo (bX(i) o conjunto de todos os potenciais com X ;) no seu dominio e por [1¢; o produto de
k potenciais: ¢1, ..., ¢ e considerando a propriedade distributiva dos potenciais, podemos escrever
a equacao 2.6 de uma maneira computacionalmente mais eficiente:

= ZZ¢(N)¢(2)ZH(I)X(1) (27)

Xy X X

Sistematizando esse processo para marginalizar as varidveis requisitadas ndo pertencentes nem a
X4 quanto a X g temos o Algoritmo de Eliminacao de Variaveis, para os potenciais ® = {¢1,..., ¢}
de um conjunto de variaveis X = {Xy,..., X}, que definimos a seguir:

1. Gere uma ordem de eliminacao para as IN varidveis requisitadas ndo questionadas nao obser-
vadas.

2. Paraidel a N:

(a) Crie uma estrutura de dados B;, chamada bucket contendo:
o A variavel X(;
e Os potenciais que contenham a variavel X;
e remova de P estes potenciais
(b) Calcule o separador S; de B; como o potencial ¢p~X® = ZX“) [I®x, - O produto
I <I>X<i) é chamado de cluster B;.

(c) Adicione ¢~*® em ®. Esse resultado é indicado por ® X

3. Colete de gb_X (M) todos os potenciais que contenham variéveis pertencentes a X,. Multiplique-
as e normalize o resultado.

A sequéncia de operagdes envolvendo os buckels pode ser representada como uma arvore na qual
0s n6s sao os buckets. A raiz da arvore normalizada sera a distribuicao P(X,, F).
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2.1.6 Exemplo

Para ilustrar o procedimento anterior e os conceitos previamente estabelecidos, vamos apresentar
o exemplo fornecido por Jensen (2001). Considere o GDA correspondente 4 uma rede Bayesiana
representado pela Figura 2.5

Figura 2.5: Rede Bayesiana Simples

Temos P(X) = ¢1¢2¢3010506-
Suponha que queremos calcular P(Xy) = ZXI’X%XS’X&XG D1P20304050¢. Para evitar calcular
P(X) podemos usar a propriedade distributiva:

P(X4) =) ¢1(X1) D da(Xa, X1)ba(Xa, X2) > b1(X3, X1) D ¢5(Xs5, X, X3) Y (X, X3)

X1 Xo X3 X5 Xe

Primeiro devemos calcular ¢g(X3) = 3° x, ¢6(Xe6, X3) e em seguida multiplicar o resultado por
¢5(X5, X2, X3) e calcular ¢f (X, X3) = > X o6(Xs5, Xo, X3)¢5(X3), multiplicar o resultado por
¢3(X3, X1) e assim por diante. Note que podemos aplicar a propriedade distributiva também no
calculo de ¢f (X5, X3), ou seja, ndo é preciso multiplicar por ¢(X3) antes de marginalizar Xs.

A razao de usar a propriedade distributiva é minimizar o tamanho das tabelas com distribui¢oes
conjuntas que serdo manipuladas. A Figura 2.6 ilustra o graficamente o esquema, de calculo, os nos
elipticos sao os buckets contendo os potenciais, e em um bucket os potenciais sao multiplicados pelos
que chegam, uma varidvel é marginalizada e o resultado é apresentado em uma caixa retangular
para ser enviado para um bucket vizinho.

Neste exemplo a ordem de eliminacgao utilizada foi Xg, X5, X3, Xo, X7, mas, lembrando o que
foi visto nas sec¢oes anteriores, poderia ser outra, gracas & propriedade comutativa dos potenciais,
e lembramos também que uma boa escolha de ordem de eliminacao é responsavel pela eficiéncia e
possibilidade de paralelizagdo do algoritmo.

Considere agora as evidéncias X5 = 2° ¢ Xg = 29 representadas pelos findings es e eg, respec-
tivamente. Temos

P(Xye)= Y. didadsdadsoseses

X1,X2,X3,X5,X6

e, para este caso a férmula do teorema 2.1 fica:

_ P(X4, 6)
>ox, P(Xye)

O efeito das evidéncias no calculo de P(Xy,e) é que os findings sdo incorporados nos buckets
com os potenciais correspondentes, o que torna a marginalizagdo de X5 e X4 redundantes uma vez
que ¢f = P(X5 = 2°| X2, X3) e ¢ = P(Xp = 2°/X3). A Figura 2.7 apresenta este novo esquema de
eliminacao.

P(Xyle)
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Figura 2.6: Eliminagdo de varidveis em uma Rede Bayesiana Simples

Figura 2.7: Incorporagdo de evidéncia na eliminacdo de varidveis em uma Rede Bayesiana Simples

Para finalizar, apresentamos o conceito de Grafo de Dominio. Seja ® = {1,...,n} um conjunto
de potenciais com dominios dom(¢;) envolvendo um conjunto de variaveis X = {Xi,...,X,}. O
Grafo de Dominio para ® é um grafo nao direcionado no qual cada vértice estd associado a uma
variavel de X e os arcos unem vértices que estejam associados a varidveis que pertencam a um mesmo
dominio dom(¢;). A Figura 2.8 apresenta o grafo de dominio para a rede Bayesiana utilizada neste
exemplo. Por construgao o grafo de dominio de uma rede Bayesiana é exatamente o grafo moral do
GDA que define a topologia da mesma.

Graficamente a operacdo de eliminacao de varidveis corresponde ao processo de eliminacao dos
vértices do Grafo Moral. A cada variavel que é eliminada por marginalizacdo da distribui¢do, o
respectivo vértice é retirado do Grafo Moral. A sequéncia de eliminacao para processo de céalculo da
distribui¢ao P(X4) realizado anteriormente é apresentado pela Figura 2.9 sendo que o arco tracejado
é um arco de preenchimento incluido ao longo do processo de eliminacao dos vértices. Convém ainda
observar que o grau do vértice é igual ao ntmero de varidveis do dominio da varidvel representada
por ele a menos da propria varidvel e, quando for o caso, das varidveis sobre a quais se deseja fazer
a inferéncia.
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()
A
@@!@ %)

Figura 2.8: Grafo de Dominio de uma Rede Bayesiana Simples

@ ® ® ® ®
Vallav.
® & ® 6 ® &

Figura 2.9: Eliminagdo dos vértices de uma Rede Bayesiana Simples



Capitulo 3

Redes Credais

Certas vezes pode ser util considerar a presenca de incerteza ou imprecisao relacionadas aos
valores presentes nas tabelas de probabilidade condicional, seja para analisar a sensibilidade de uma
rede Bayesiana, por limitacdo de recursos para obtengao de pardmetros com a precisao desejada, ou
mesmo pela discordancia sobre os valores das tabelas de probabilidade condicional pelos agentes de
conhecimento envolvidos no processo. Nestes casos pode ser inadequado escolher um tnico conjunto
de parametros para as tabelas de probabilidade condicional (da Rocha e Cozman, 2003).

Para tratar esse tipo de situacao podemos utilizar uma rede Credal. Em seu trabalho, Cozman
(2000b) apresenta uma teoria completa de redes Credais. Neste Capitulo apresentaremos algumas
das suas defini¢oes que serao tteis para o desenvolvimento do trabalho, entretanto, para um maior
arcabouco teérico recomendamos fortemente sua leitura.

3.1 Definicoes

Uma rede Credal, assim como uma rede Bayesiana, consiste em um GDA em que cada vértice
representa uma varidvel. A diferenca entre elas é que na rede Credal temos associado a cada variavel
um conjunto fechado convexo de medidas de probabilidade, permitindo, por exemplo, que uma
variavel esteja associada a uma inequacao probabilistica.

Mais especificamente, um conjunto convexo de medidas de probabilidade K é tal que se P; e P
pertencem a ele, entao aP; + (1 —«) Py também pertence, para a € [0, 1]. Um conjunto credal K (X)
contém medidas de probabilidade induzidas pelas densidades p(X), e um conjunto credal condicional
K(X|B) contém medidas de probabilidade induzidas pelas densidades condicionais p(X|B).

A Figura 3.1 mostra um exemplo de rede Credal.

0.4 < P(A) <0.5,

0.7 < P(B|4) < 0.8, 0.1 < P(B|A®) <0.2,
e P(C|B) = 0.6, P(C|B°) = 0.3,
P(D|B) = 0.8, P(D|B°) = 0.1,
o o P(E|C,D) = 0.3, P(E|C, D) = 0.5,
P(E|C¢,D)=0.6, P(E|C¢ D) =0.2

Figura 3.1: Exemplo de uma rede Credal

Dado um conjunto credal K(X) e um evento A podemos definir as probabilidades inferior e
superior, respectivamente, como:

P(A) = min P(4),  P(A) = max P(A). (3.1)

15
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Sendo que os méximos e minimos ocorrem somente nos vértices do conjunto credal. Analoga-
mente, podemos definir também as densidades inferior e superior através dos pontos de minimo
e méaximo das densidades induzidas pelo conjunto credal. Conjuntos credais sdo capazes de gerar
valores inferiores e superiores para qualquer funcional (esperanga, variancia, .. .)

E possivel definir também um conjunto credal condicional K (X|A) em termos da probabilidade
condicional p(X|A) e da regra de Bayes. Quando os conjuntos credais condicionais de K séo inde-
pendentes de vértice para vértice da rede, dizemos que a rede é localmente especificada. Neste
trabalho assumiremos que as redes sao todas localmente especificadas.

As consultas em redes Credais podem ser vistas como problemas de otimizagdo, pois sdo sempre
em termos das probabilidades inferiores e superiores uma vez que a distribuicao nao é Unica.

Os conceitos de independéncia e irrelevincia de varidveis em redes Credais funcionam exata-
mente da mesma forma que em redes Bayesianas, sendo que também assumimos a condi¢ao de
Markov. Adicionalmente podemos definir o conceito de extensao, dada uma rede Credal, uma
série de conjuntos de medidas de probabilidade satisfaz as restricdes impostas pela rede, cada um
destes conjuntos é denominado uma extensdo. A extensao forte de uma rede Credal é o maior
destes conjuntos onde os pontos extremos sdo redes Bayesianas formadas pela rede. O conceito de
extensao forte esta diretamente ligado ao de independéncia forte, ou seja, duas variaveis X e Y sdo
independentes quando todo ponto extremo do conjunto credal das distribui¢oes conjuntas K (X,Y)
satisfaz independéncia estocéstica entre X e Y, ou seja, p(X|Y) = p(X) e p(Y|X) = p(Y).

Muitos dos métodos de inferéncia sao feitos com base nestes modelos, inclusive os apresentados
neste trabalho. A escolha por este tipo de extensao foi motivada pela similaridade com a teoria das
redes Bayesianas ja estudada até o momento. Nesse contexto, cada vértice de uma extensao forte
fatora-se como uma rede Bayesiana, de forma que a rede Credal pode ser considerada uma colegao
de redes Bayesianas. Uma discussao sobre outros tipos de extensdo, suas vantagens e desvantagens
pode ser vista com detalhes em (Cozman, 2000b).

3.1.1 Inferéncia em Redes Credais

Pode ser de interesse calcular tanto as probabilidades posteriores superiores quanto inferiores.
Para o caso das probabilidades a posteriori superiores temos:

P(X,;=12,FE) = max <P(X33(:Ex)q,E)> (3.2)
o ((22x TiXy=ay, B} (Xqr) P(X)
B < Sy Ie(Xp)P(X) ) (3:3)

= max (ZX\XqvaqE—qu P(X)> (3.4)

ZX\XE,XE:J?E

As probabilidades posteriores inferiores podem ser obtidas substituindo as maximizacoes por
minimizacoes.

Assumiremos também, para simplificar, que todas as combinacoes de varidveis possuem proba-
bilidade inferior positiva, para evitar trabalhar com probabilidades nulas, um problema que aparece
ja em redes Bayesianas e é ainda mais dificil de manipular em redes Credais, Além disso, sob estas
condigoes, as extensdes fortes admitem d-separacdo, levando a grandes economias computacionais
nos processo de inferéncia (Cozman, 2000b).

Por conta de um aproveitamento maior do trabalho ja desenvolvido, apresentaremos uma trans-
formagao de uma rede Credal em uma rede Bayesiana comum dada por Cano et al. (1994), chamada
transformacao CCM, para que seja possivel utilizar os algoritmos de inferéncia em redes Bayesianas
j4 conhecidos, inclusive para eliminar as variaveis irrelevantes. Entretanto, assim como em redes
Bayesianas, existem diversos algoritmos para redes Credais, entre eles podemos citar os de enume-
racao que examinam todos os vértices potenciais das extensoes fortes para produzir os valores dos
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limites superiores ou inferiores (Cano et al., 1993) os de eliminacdo de variaveis para redes Credais,
que recai em um problema de programacao multilinear proposto por de Campos e Cozman (2004),
Branch-and-Bound (da Rocha e Cozman, 2005) que se utiliza de propriedades especificas das ex-
tensdes fortes para resolver o problema de programacao multilinear, A/R+ (da Rocha e Cozman,
2005), um algoritmo de inferéncia aproximada para intervalos de probabilidades em redes com topo-
logia de polytrees, 2U (Fagiuoli e Zaffalon, 1998), utilizado para redes com variaveis binérias entre
outros.

Método de Transformacao de uma Rede Credal emm Rede Bayesiana

Em linhas gerais, o método consiste em acrescentar variaveis em cada um dos conjuntos credais
locais K (X;|pa(X;)) de modo a transformé-los em uma tnica rede Bayesiana.

Em mais detalhes, a transformacdo CCM adiciona uma variavel, chamada transparente, X
para cada uma das varidveis X; da rede. Esta nova variavel tem o vértice X; como seu tnico filho e
assume m valores inteiros, onde m é cada uma das possiveis maneiras que o conjunto credal local

K (X;|pa(X;)) pode ser combinado, levando em conta seus valores extremos. X; é entao relacionada
com uma familia de densidades de probabilidade condicionais:

P(Xilpa(X;), X! =1) = PB(Xi|pa(X;)) 1=1,...,m.

Como se sabe que os valores extremos de P(X, = x,|E) sao atingidos nos vértices dos conjuntos
credais locais, uma inferéncia tradicional sobre esta rede Bayesiana produz o resultado desejado
(de Campos, 2006). Como cada variavel transparente tem tantas categorias quanto nimero de
vértices do conjunto associado pode ser um tanto inconveniente trabalhar com redes grandes, no
sentido em que as redes Bayesianas geradas ficardo muito extensas. Neste caso, pode ser vantajoso
trabalhar com algum método de inferéncia especifico para (grandes) redes Credais.

Exemplo

Para ilustrar os comnceitos anteriores, incluindo o processo de inferéncia em uma rede Credal
através da transformagao CCM, considere a seguinte o problema do cachorro (Dog Problem), uma
rede de varidveis binarias bastante utilizada em literatura de redes Bayesianas (Charniak, 1991) em
uma versao credal apresentada na Figura 3.2.

P(F) €[0,15; 0,25], P(B) € [0,01; 0,05]
P(L|F) € [0,8; 0,9], P(L|F¢) €[0,01; 0,1]
(O () P(D|F,B) €1[0,2; 0,3, P(D|F,B° €[0,9; 0,95]
P(D|F¢,B) € [0,05; 0,1], P(D|F¢ B®) €[0,6; 0,7]
P(H|D) €[0,6; 0,7], P(H|D®) € [0,01; 0,05]

Figura 3.2: Dog Problem em sua versao credal

Aplicando o CCM na rede, obtemos a rede Bayesiana apresentada na Figura 3.3. Mantendo a
estrutura binaria da rede, consideraremos o primeiro valor das varidveis transparentes como o valor
inferior do intervalo e seu complementar como o valor superior.

Podemos fazer inferéncias computando limites inferiores e superiores da seguinte maneira, como
no JavaBayes (Cozman, 2001):

1. Execute algum algoritmo de redes Bayesianas, como de eliminagao de varidveis na nova rede,
sem especificar os valores das varidveis transparentes, de forma que o resultado seja dado
condicionado aos seus valores;

2. Inicialize os limites inferior e superior das marginais posteriores com 1 e 0, respectivamente;
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3. Para todas as combinagbes de valores das varidveis transparentes armazene os valores que
forem menores que o limite inferior e maiores que o superior da distribui¢ao posterior marginal.

6 b
O-0 OO

-0

P(F|F') = 0.15,
(B|B") = 0.01,
(LIF,L') = 0.8,
(L|Fe, L) = 0.01,
(D|F,B,D') = 0.2,
(D|F,B¢,D') = 0.9,
(
(
(
P(

D|F¢, B¢, D') = 0.6,
H|D,H') = 0.6,
H|D¢, H') = 0.01,

P
P
P
P
P
P
P
P

D|F¢, B, D') = 0.05,

P(F|F') = 0.25
P(B|B") = 0.05
P(F|F,L'?) = 0.9
(F|Fe,1'¢) = 0.1
(D|F,B,D'®) = 0.3
(D|F, B¢, D'®) = 0.95
(D|F¢, B, D'®) = 0.1
P(D|F¢,B%,D'¢) = 0.7
P(H|D,H'") = 0.7
P(H|D¢, H'®) = 0.05

aelaclaciiacae

Figura 3.3: Dog Problem em sua versao credal apés a transformagiao CCM

Este exemplo mostra também como esta transformacdo implica em um aumento da quantidade
de varidveis na rede Bayesiana associada, ressaltando a importancia de eliminar previamente as

variaveis irrelevantes para a inferéncia.



Capitulo 4

Matrizes Esparsas e Decomposicao de
Matrizes

Neste Capitulo primeiramente apresentaremos alguns conceitos de matrizes e algebra linear de
maneira bastante proxima ao apresentado em (Stern, 1994) e (Stern, 2008) e também como estes
conceitos podem ser aplicados para a fatoracdo de matrizes esparsas como é mostrado também
em (Colla, 2007) utilizando teoria dos grafos, todavia nos limitaremos a apresentar de maneira
simples os resultados obtidos por esses autores, e para um maior formalismo, aprofundamento
tedrico e exemplos adicionais recomendamos a leitura dos originais. A segunda parte usa o que foi
apresentado para mostrar um procedimento analogo que pode ser utilizado para inferéncia em redes
Credais.

Uma matriz esparsa é uma matriz cuja grande maioria das entradas possui valor igual a zero,
possuindo portanto uma pequena quantidade de elementos nao nulos (ENNs). As vantagens com-
putacionais de se levar em conta as caracteristicas deste tipo de matriz sao basicamente que existem
maneiras bastante econoémicas de armazena-las e também que o nimero de operacdes aritméticas
necessario para opera-las fica reduzido por conta dos elementos nulos (Stern, 1994).

Notacao

Para evitar ambiguidades, vamos estabelecer a notagao que utilizaremos para expor os conceitos
de Algebra Linear que virdo a seguir. Matrizes serdo representadas por letras do alfabeto maitisculas,
A, B, C, ... evetores por letras mintisculas, a, b, ¢, . .. Em ambos, os indices de linha serao subscritos
e de coluna serdo sobrescritos, sempre a direita. Desta forma: A7 corresponde ao elemento da i-ésima
linha e j-ésima coluna; b; é o elemento da i-ésima linha do vetor coluna e ¢/ o elemento da j-ésima
coluna do vetor linha. Indices sobrescritos ou subscritos & esquerda serdo utilizados para indicar
matrizes diferentes. Um vetor ¢ uma matriz onde uma de suas dimensdes € igual a 1.

4.1 Classificacao de Matrizes

Alguns tipos especiais de matrizes possuem uma terminologia especifica que facilitam sua identi-
ficacao, como € o caso das matrizes esparsas. Apresentaremos a seguir mais alguns tipos particulares
de matrizes.

Uma matriz é dita quadrada se tem o mesmo ntmero de linhas e colunas, ou seja, m = n.
Numa matriz quadrada A de ordem n x n, chama-se de diagonal principal os elementos a;; onde
1=g,parat=1,--- ,n.

Uma matriz é dita triangular se os elementos acima ou abaixo da diagonal principal sdo zero.
Caso os elementos acima da diagonal principal sejam zero, ela é chamada triangular inferior,
caso os elementos abaixo da diagonal principal sejam zero, ela é dita triangular superior.

Uma matriz diagonal é uma matriz quadrada e que possui todos os elementos fora da diagonal
principal iguais a zero. Uma matriz identidade I, é uma matriz diagonal n X n e que possui todos
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os elementos da diagonal principal iguais a 1.

A matriz transposta é obtida através da troca de linhas pelas colunas em uma determinada
matriz fazendo a correspondéncia dos indices: ai. = aé. Representaremos a matriz transposta de
uma matriz M por M’. Uma matriz simétrica é aquela que é igual & sua transposta.

Uma matriz quadrada A~! ¢ dita inversa de uma matriz quadrada A se o produto entre as
matrizes é a matriz identidade, ou seja, se AA™! = A=A = I. Se A~! ndo puder ser encontrada,
A é dita ndo invertivel, singular ou degenerada. Uma matriz quadrada é ortogonal quando possui
sua inversa igual & transposta.

Uma matriz A é positiva-definida se 2’Az > 0,Vz € R™.

4.2 Decomposicao de Matrizes

Em algumas situagoes como na resolucao de sistemas lineares, no célculo de matriz inversa, etc,
pode ser interessante escrever uma matriz A como o produto de duas ou mais matrizes, por exemplo
A = BC, onde B e C possuem algumas caracteristicas especiais.

Além disso, Barone Jr (1988) mostra que no contexto das transformagoes lineares, a escolha dos
vetores da base modifica a estrutura da matriz, portanto a escolha de uma base conveniente pode
levar a uma estrutura de matriz que facilite os calculos. A forma mais simples de matriz para a base
é a matriz diagonal, pois com ela a operacao de multiplicacdo de matrizes é simplificada, devido a
matriz diagonal possuir numeros diferentes de zero apenas na diagonal principal.

As sec¢Oes a seguir mostram algumas dessas decomposigoes e ferramentas necessarias para elas
de maneira bastante sucinta.

4.2.1 Permutacgoes e Operagoes Elementares

Permutar linhas ou colunas em uma matriz identidade nos fornece uma matriz ortogonal cha-
mada matriz de permutacao . Dada uma matriz de permutacao de linhas da matriz identidade
P e uma matriz de permutacéo de colunas da matriz identidade Q, os vetores correspondentes de
linhas e colunas permutadas sao respectivamente:

/

1

2
p=|P- : eq:[l 2 ... n]Q

m

Dada uma matriz A, podemos realizar uma permutacao de linhas de modo a obter a matriz
permutada A através da multiplicacio a esquerda pela matriz de permutacdo de linhas correspon-
dente. Analogamente realizar uma permutacao de colunas equivale a multiplicar A a direita pela
matriz de permutacdo de colunas correspondente. Dessa forma, se p e g forem respectivos vetores
indices de linhas e colunas permutados teremos:

A7 — J_ Al
A; = (PA); = Ap(i)

i _ J — pa0)
A = (AQ); = 4
Uma permutacio simétrica de uma matriz quadrada A é da forma A = PAP’ onde P é uma
matriz de permutacdo. Se A for simétrica, entdo o resultado dessa permutacgdo serd também uma

matriz simétrica.
O exemplo a seguir ilustra os efeitos de uma permutacao nos elementos de uma matriz. Sejam:

11 12 13 001 010
A=|21 22 23| ,P=|1 0 0[,Q=10 0 1| e p=g=[3 2 1]
31 32 33 010 1 00
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Temos:
31 32 33 13 11 12
PA= (11 12 13| e AQ = |23 21 22
21 22 23 33 31 32

Sdo operagoes elementares de uma matriz:
1. Multiplicar uma linha por um escalar nao nulo;
2. Adicionar a uma linha da matriz uma outra linha da matriz;

3. Subtrair de uma linha da matriz uma outra linha da matriz multiplicada por um escalar nao
nulo.

Uma matriz elementar E ¢ obtida através da aplicacdo de uma operacao elementar na matriz
identidade. Realizar um operacdo elementar sobre uma matriz qualquer A equivale a multiplica-la
A esquerda pela matriz elementar correspondente.

Veremos a seguir que permutagoes e operacoes elementares podem ser usadas para fatorar uma
matriz em matrizes com caracterfsticas especiais, por exemplo, triangulares.

4.2.2 Meétodo de Eliminacao de Gauss

O método de Gauss utiliza o terceiro tipo de operacdo elementar para triangularizar (inferior-
mente) uma matriz, buscando utilizar os elementos de uma dada linha para anular os elementos
das linhas abaixo dela que estdao abaixo da diagonal principal. Em cada etapa esta linha é chamada
de linha pivo, seu elemento diagonal é o elemento pivd e os fatores de multiplicagdo sao chama-
dos multiplicadores. *A é a matriz obtida na k-ésima etapa da eliminagao e kM é a matriz de
multiplicadores correspondente, sendo de kMZJ ¢ o multiplicador utilizado para anular o elemento
da i-ésima linha e j-ésima coluna se j < k e ¢ > j e vale zero caso contrario.

Como os elementos nulos em * A sdo justamente os elementos nao nulos em M é possivel poupar
espaco computacional armazenando simultaneamente essas duas matrizes em uma matriz [kA—i—kM ].

Pivoteamento

Denominamos pivoteamento o processo de troca de linhas para alteracdo do pivo a ser utili-
zado em determinada etapa da eliminacdo. Ele pode se fazer necessario caso aparega algum elemento
nulo na diagonal da matriz ¥ A (e nesta coluna houver algum elemento nio nulo), e pode ser bastante
atil para aumentar a estabilidade numérica do processo, colocando em cada etapa o elemento de
maximo moédulo de modo que todos os multiplicadores tenham moédulo menor que 1, controlando
a propagacao de erros de arredondamento em uma estratégia denominada pivoteamento parcial
(Stern, 1994). Para computacionalmente nao ter que efetivamente trocar as linhas da matriz é pos-
sfvel armazenar um vetor de indices de pivoteamento e realizar as operacoes na matriz considerando
os valores desse vetor.

A seguir mostraremos a matriz [kA + kM ] juntamente com o vetor de permutacao nas etapas
de um processo de eliminacdo de uma matriz 4 X 4 com pivoteamento.

2 1 9 -1]1 3 96 6]4 3 9 6 6]4 3 9 6 6]4
137 7|2 |1/3 05 5|2 |2/3 55 -5|1 |2/3 5 5 5|1
2 8 4 21377 |2/3 2 0 —2(3|2/8 —2/5 2 —4|3 " |1/3 0 5 5|2
396 6/4 |2/3 -5 5 —5[1 |1/3 0 5 5|2 |2/8 —2/5 2/5 —6|3

4.2.3 Fatoracao LU

A decomposicdo LU fatora uma matriz quadrada A em um produto de uma matriz triangular
inferior por uma triangular superior e é obtida através do método de eliminagdo de Gauss com
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pivoteamento, onde L é a matriz triangularizada e U é a ultima matriz dos multiplicadores obtida
somada com a identidade (Lema da Fatoracao). Temos ainda que se A for inversivel entao existe uma
matriz de permutacdo de linhas P de modo que A = PA ¢ triangularizavel pelo método de Gauss
e A= LU (Stern, 1994). Se A for positiva-definida nao sera necessério realizar o pivoteamento.

4.2.4 Fatoragao de Cholesky

Um caso particular da decomposicdo LU quando a matriz Sy« € simétrica e positiva-definida é
a fatoragio de Cholesky S = CC’, onde C' é uma matriz triangular inferior com elementos positivos
na diagonal e C'= LD?2, onde D é uma matriz com os elementos da diagonal de U. A vantagem da
fatoracao de Cholesky é que ela efetua cerca de metade das operacoes aritméticas quando comparada
a decomposigao LU.

Algoritmo

O algoritmo de fatoragao de Cholesky é semelhante ao da fatoragao LU, com a diferenca que ja
incorpora a simetria da matriz. Os passos sdo os seguintes:

l11=a911
l]lzil j:27 , N
lii = n—1 (41)
i—1
aji_zljklik
li=—= =2 ... n—1ej=i+1,...,n

Lii
4.3 Preservacao da Esparsidade

Pela natureza das operacdes na eliminacao de Gauss, alguns valores que eram zero na matriz
original podem acabar assumindo valores diferentes de zero apds a triangularizagdo, o que chamamos
de preenchimento. Para ilustrar, a Figura 4.1 apresenta um grafo, o resultado da fatoracao de
Cholesky em sua respectiva matriz de adjacéncia e em outras duas permutac¢des simétricas, os
numeros representam os vértices, ‘x’ representa um arco conectando dois vértices no grafo original
e ‘¥ gdo as posicoes nulas que foram preenchidas durante a fatoracio.

0’@ (1 = =z 2| [1 =z = 1[5 T i
’ T 2 x [ |z 3 T 4 x

r T 3 x [ lz * 6 *x x x 2 T T

@ @ x 4 [ |lo o * 2 % x| |« 6 T

5 x r x x 4 T T 3 x

6 T * * b 1

@ L * *x x T 0f | 1L r r T 1]

Figura 4.1: Fatoragao de Cholesky para diferentes permutacoes de uma matriz de adjacéncia de um
grafo

Podemos ver que o ntimero de preenchimentos varia de acordo com a permutacao escolhida.
Dessa forma, € interessante buscar ao longo do processo escolhas de pivos que minimizem esse
preenchimento. Através da teoria dos grafos, em que uma abordagem inicial pode ser encontrada no
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Apéndice A, incluindo os grafos de eliminagao referentes a segunda matriz da Figura 4.1, é possivel
encontrar maneiras de preservar a esparsidade durante a fatoracao.

No contexto de fatoragdo de matrizes, os grafos de eliminagdo F; sdo aqueles que possuem como
matriz de adjacéncia as submatrizes ¥A do processo de fatoracio, e o grafo preenchido P = (V, F)
incorpora em F' os arcos originais e os que surgiram na eliminagao. Dessa forma, dada uma ordem
de eliminagdo ¢, eliminar a j-ésima coluna na fatoracao de Cholesky de Agg)) = LL’' preenche as
posig¢des que correspondem aos arcos preenchidos em F' pela eliminacdo do vértice ¢(7)

Dada uma matriz de adjacéncia A, um grafo de eliminacao G = (V, E), uma ordem de eliminacao
q e o respectivo grafo preenchido, o conjunto de indices de linha de elementos nao nulos (ENNs) na
coluna j do fator de Cholesky L/|QAQ’ = LL’ ¢ dado por:

ENN(L) = {ili > j A{q(i),q(j)} € F} + {5} (4.2)
Definimos a Arvore de Eliminacdo H como:

j, se ENN(L/) = {j}

—1/\ N
Iy () = hj) = { min {i > j | i € ENN(L’)}, caso contrario (4.3)

Ou seja, pai do n6 j em H, é simplesmente o primeiro ENN e ndo diagonal na j-ésima coluna
da matriz L da fatoracdo de Cholesky.

Para ilustrar, construimos as arvores de eliminacao para cada uma das matrizes do exemplo
anterior na mesma ordem em que aparecem e apresentamos na Figura 4.2.

®
O-0-0-0 OO0 -0

Figura 4.2: Arvores de Eliminacio para algumas matrizes de adjacéncia

oo @%@4? oo

Temos ainda alguns resultados importantes apresentados em (Stern, 1994) como:

e Dado i > j,i € ENN(L’) = j € I'(i) onde (i) representa todos os descendentes do né i
(funcdo de descendéncia). Pondo de outra forma, qualquer indice de linha abaixo da diagonal
na coluna j de L é um ascendente de j na arvore de eliminacao.

e A arvore de eliminacdo retrata as dependéncias entre as colunas para o processo de fatoracao
da matriz, podemos eliminar a coluna j de A se e somente se ja tivermos eliminado todos os
descendentes de j na arvore de eliminagao.

e (Caso esteja disponivel um processamento paralelo é possivel eliminar simultaneamente todas
as colunas de um mesmo nivel da arvore de eliminacfo, das folhas até a raiz, o que permite
calcular antecipadamente quantas etapas serdo necessarias para a fatoracao.

Temos ainda o Teorema da Fatoracado simbélica (Stern, 1994) que garante uma forma mais
eficiente de se obter o grafo preenchido P = (V, F) e a arvore de eliminacdo H uma vez conhecidos
o padrdo de esparsidade da matriz original G = (V, E) e a ordem de eliminagdo ¢. Usaremos a
versao simplificada dos grafos de eliminacao G;f em que ao eliminar o vértice ¢(j) apenas os lados
incidentes ao vizinho mais préoximo de ser eliminado sdo preenchidos. Os seguintes passos garantem
que F* =F e h* =h:

LGy = (V;. B,
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2. B* = E,
3. h*(j) = min{i > j | {q(4),q()} € E}
4. Bjy = {{a.b) € B} | q(a), qa(b) > j} U {{g(h(7)): v}, v | av) = j A {ali), v} € B}

5. F* = U} E?

4.3.1 Escolha da Ordem de Eliminacao

Uma vez que mostramos a importancia de escolher uma boa ordem de eliminagao para evitar
o preenchimento da matriz é preciso um bom método para escolha dessa ordem, que consideramos
conhecida até o momento. Isto serd feito nesta Secao.

Considere em um grafo G = (V, E) um separador S que divide V' — S em componentes conexas
Vi,Va, ..., V. Podemos considerar em cada uma dessas componentes um novo separador que as
reparte e assim recursivamente. Esse processo pode ser representado pela Arvore de disseccéo
D com raiz S, componentes separadas por S ou separadores dentro dele como filhas de S e com as
componentes nao repartidas como folhas dessa arvore.

Dada uma arvore H de raiz r, definimos um poés-ordem como uma ordem ¢ de seus vértices,
que lista os vértices de cada uma das arvores de H — r recursivamente em pds-ordem até chegar em
r. Se ¢ ¢ uma pos-ordem de uma arvore de disseccdo D de G, temos uma ordem de disseccgao q
ao substituir nela cada né d de D pelos vértices de G em d.

Considere um grafo G e sua ordem de disseccdo ¢. A eliminagao de um vértice v € d somente
pode incluir arcos de preenchimento entre os vértices de G pertencentes ao né d, entre vértices de d
e vértices em nos ancestrais de d em D ou ainda entre vértices em ascendentes de d (Stern, 1994),
(Colla, 2007).

Para ilustrar os conceitos apresentados considere o seguinte exemplo, a Figura 4.3 apresenta um
grafo e sua respectiva arvore de disseccao.

Figura 4.3: Exemplo de um grafo e sua respectiva arvore de dissecgao

O procedimento de eliminagdo simétrica deste grafo para a seguinte ordem de eliminacdo: ¢ =
[9,8,10,3,4,11,12,13,5,6,7,1,2], produz a matriz com as posigdes correspondentes a arcos de
preenchimento indicadas com ‘*’:

19 =« x ]
2l 8 x «x *
3l x 10 z *x «x *

4 r * 3 % *

5 z *x 4 T

6 11 x

7 12 T x

8 13 T

9 r T 5 x T
10 r x * 6 * T
11 7 T
12|z * x x x T ok 1 =x
13 | x x ok 2]
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Levando em conta os arcos de preenchimento que podem surgir em G, ou, analogamente, posi-
coes que podem ser preenchidas na matriz QAQ’ para que uma ordem de elimina¢ao minimize a
regido de possivel preenchimento e considerando o separador Sy é desejavel que ele seja “pequeno e
balanceado'ou, em outras palavras:

e #S) seja o menor possivel,

e Ag sub-arvores tenham aproximadamente o mesmo numero de vértices de G.

Heuristica de Busca em Largura

Uma busca em largura, BEL, varre um grafo G partindo de uma raiz v € V, em seguida
visitando os seus vizinhos, e os vizinhos de seus vizinhos e assim sucessivamente até que o alvo seja
encontrado. Ela particiona os vértices de G a partir da raiz em niveis Lg, L1, ..., L dados por:

L() = {U}, Li+1 = adj(Lz) - Li—l (44)

Podemos definir alguns conceitos como a profundidade do nivel L;, que é i e a largura do
nivel L; que é #L;, a quantidade de vértices que este nivel possui. A profundidade méxima e largura
méxima entre os niveis da BEL definem respectivamente sua profundidade e largura.

A heuristica da BEL busca um separador balanceado S C L; tomando

k i—1 n
i~ —oui| Z#Lj<ﬁ/\ Z 75/£Lj<ﬁ
2 , A 2
j=1 j=i+1

E interessante que a largura da BEL seja pequena, maximizando sua profundidade, e a BEL vai
justamente buscar uma raiz v que gere estas caracteristicas. A distancia em G de um vértice v a um
vértice w, dist(v,w), € o comprimento, ou nimero de lados, do caminho mais curto entre ambos os
vertices. A excentricidade de um vértice v € a distancia maxima entre ele e qualquer outro vértice,
exc(v) = mazyeydist(v, W). Chamamos de periférico um vértice de méaxima excentricidade e esta
é o diametro de G.

Uma BEL com raiz v tem profundidade igual & excentricidade de v, desta forma, é interessante
iniciar a BEL por um vértice periférico. Encontrar este vértice é computacionalmente dificil e uma
solucao ¢é utilizar a Heuristica de Gibbs para encontrar um vértice quase-periférico como
proposto em (Stern, 1994).

Heuristica de Gibbs
Dado G = (V, E):

1. Escolha como raiz um vértice v de grau minimo;

2. Forme os niveis da. BEL com raiz v, Lg, L1,..., L, particione o nivel mais profundo em
suas [ componentes conexas, L = Ué’:p e tome um vértice de grau minimo, v; , em cada
componente.

3. Paraj=1:1
Tome v; como nova raiz e encontre os niveis da BEL Ly, ..., Ly

Até que K > kouj=1;

4. Se o passo anterior terminou com k' > k volte ao passo 2. Caso contrario a raiz atual é um
vértice quase-periférico.

Para ilustrar, tomemos o grafo apresentado na Figura 4.3. A heuristica de Gibbs aponta o vértice
3 como quase-periférico e sua BEL produz a arvore representada na Figura 4.4
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oo o
= O—=O—C—0O— @—CO—0—0

Figura 4.4: Fxemplo de arvore gerada através das Heuristicas de Gibbs e BEL

Escolhendo como separador inicial S; = Ls = {4,5} obtemos as seguintes componentes conexas:
Cy ={1,3,8,9,10}, Cy = {11} e C3 = {2,6,7,12,13}. Escolhendo Sy = L3 = {9} como separador
para Cy e S3 = L7y = {6} como separador para Cs obtemos a arvore de dissec¢ao apresentada na
Figura 4.5.

Figura 4.5: Arvore de disseccao gerada apos as heuristicas de Gibbs e BEL

Listando os vértices obtemos a seguinte ordem por dissec¢ao: ¢ = [3,8,1,10,9,12,13,2,7,6,4, 5].

4.4 Estruturas

Existem ainda alguns tipos particulares de matrizes esparsas que permitem obter vantagem
computacional na triangularizagdo. Estudaremos dois tipos formados por blocos de elementos nao
nulos dispostos de forma regular, sdo aquelas formadas por uma estrutura de forma angular blo-
cada (FAB) por linhas e por colunas (respectivamente FABL e FABC). O bloco ;B tem dimensao
m(r) x n(s) e fora deles todos os elementos sao nulos. Triangularizar estas matrizes corresponde a
triangularizar os blocos diagonais, sendo que durante a triangularizacao nenhum elemento nao nulo
é criado fora dos blocos. A seguir apresentamos matricialmente estas duas estruturas:

B 0 ... 07[IB 0 ... 0 (]
0 2B 0 0 2B 0 ko
0 0 "Bl |0 0 "B

)L 3L ... hLl]lo o ... 0 |hC

4.4.1 Fatoracao em Matriz de Estrutura Angular Blocada

Conforme dito anteriormente, é possivel fazer a fatoragao de Cholesky de uma matriz com es-
trutura angular blocada sem adicionar elementos nao nulos fora dos blocos. Stern e Vavasis (1993)
mostram ainda que, devido & essa estrutura de blocos, a fatora¢do ndo s6 permite preservar a espar-
sidade como também permite que varias operagoes sejam realizadas em paralelo. Vamos apresentar
o algoritmo dado por eles para a fatoracdo blocada de Cholesky para uma rede computacional
de h + 1 nés. Para maiores detalhes, demonstracoes e informagdo sobre consumo computacional
recomendamos a leitura do material original.
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Fatoracao de Cholesky Blocada

Caso nao haja nenhuma linha ou coluna residual na forma blocada é possivel realizar a fatoracao
de Cholesky de forma independente em cada um dos blocos. No caso de colunas residuais devemos
calcular A’A = U'U, sendo que U vem da decomposi¢ao de Cholesky. Como estamos trabalhando
com maftrizes simétricas, nao é necessario fazer a multiplicacdo pois colunas residuais implicam na
presenca de linhas residuais.

O algoritmo paralelo de fatoragao de Cholesky blocado é o seguinte:

1. No n6 k variando de 1 a h compute os blocos (B¥) B, (B*)'C* e (CF) C*;
2. Envie (C*)'C* do n6 k para o n6 0, onde acumulamos Z° = S"(C*Y'C*;

3. No n6 k compute a fatoragao de Cholesky parcial, eliminando as primeiras n(k) colunas da

matriz blocada:
[(Bk:)/Bk (Bk)/ck}

obtendo
vk Wk
o )

4. Envie Z* do no6 k para o né 0, onde acumulamos s Z = Zg VAE

5. No no6 0 fatore o bloco sudeste S = chol(Z) pela fatoracao de Cholesky padrao.

Etapa simbélica da fatoracao de Cholesky Blocada

Na Subsecdo anterior apresentamos um método paralelo de fatoragdo para matrizes blocadas.
Existem alguns algoritmos para realizar a fatoragdo simbélica de Cholesky em paralelo, como por
exemplo a metodologia do algoritmo de Grondelle (1999) que gera uma &rvore de eliminacao e um
grafo preechido para a fase simboélica da fatoragdo de Cholesky percorrendo a matriz de adjacéncia
por ondas. Para o caso de matrizes blocadas, o formato da matriz induz a maneira de paralelizar
o problema, uma vez que a fatoracdo de um bloco ndo gera arcos de preenchimento no outro
e & possivel adaptar o algoritmo paralelo de fatoracao de Cholesky blocado para uma fatoracgao
simboélica

Vamos desconsiderar do algoritmo de fatoracao de Cholesky as operacoes que nao introduzem ou
destroem elementos nao nulos, ou seja, as raizes quadradas e divisdes. Dessa forma, assim como na
eliminacao sequencial, nos preocuparemos apenas com as adicoes, utilizando uma notacgao de grafos,
arvores de eliminacao e o teorema da fatoragao simbolica, como no caso da fatoragao numeérica
sequencial.

Precisamos fazer a adaptagao no algoritmo para calcular em cada bloco a fatoracao parcial e
posteriormente unificar os resultados obtidos nos elementos correspondentes as colunas residuais
(ou linhas residuais, ja que a matriz é simétrica) na fatoracao. O método consiste basicamente nos
seguintes passos:

1. Para cada bloco k considere um subgrafo com os vértices deste bloco e das colunas residuais
e as ligacoes entre eles;

2. Para cada bloco k compute a etapa simbélica da fatoracdo de Cholesky, considerando na
eliminagao os elementos dos blocos e das colunas residuais e guardando o resultado na sub-
arvore[kl;

3. Faca a fatoragdo dos nés correspondentes as colunas residuais e armazene o resultado em uma
sub-arvore principal;
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4. Combine os resultados adionando na sub-arvore principal os filhos das sub-arvores, respeitando
as ligacoes ja existentes.

E importante ressaltar que esse algoritmo assume que o grafo é conexo e que a matriz de
adjacencia correspondente estd na FAB, mas que dentro de cada bloco os elementos nao precisam
ser todos diferentes de zero.

4.4.2 Obtendo a forma blocada de uma matriz

Uma vez que sabemos que matrizes em forma blocada tem sua fatoracao facilitada, pode ser
interessante colocar uma matriz esparsa nesta forma antes de prosseguir com a fatoragao (ou elimi-
nagao de variaveis, no caso de um GDA correspondente a uma rede Bayesiana). Apresentaremos a
seguir um algoritmo apresentado por Stern (1992) que usa um método heuristico bastante conhe-
cido, Simulated Annealing, com a adigdo de penalidade relacionada a temperatura na fungao
objetivo para obter uma permutacao que transforme uma matriz esparsa em matriz blocada que,
dependendo da forma da matriz, pode ser mais indicado para escolher uma boa ordem de eliminacgao
que o algoritmo apresentado anteriormente em 4.3.1.

Simulated Annealing com funcao de penalidade relacionada a temperatura

Annealing (recozimento) é um procedimento utilizado na industria para fundir metal que con-
siste em aquecé-lo a uma temperatura elevada e depois ir resfriando-o lentamente. Simulated An-
nealing ¢ um método de otimizacao heuristico que surgiu no contexto da mecénica estatistica que
busca simular este procedimento numericamente, simulando os niveis de temperatura no resfria-
mento (Haeser e Gomes-Ruggiero, 2008).

Temos uma fungao objetivo f(z) : S — R, z € S, S finito que queremos minimizar. Na versao
mais simples do algoritmo devemos em cada nivel, dado um ponto u € S, gerar varios pontos na
vizinhanca de u e calcular o valor da funcdo objetivo em cada um destes pontos. Cada ponto é
aceito ou nao de acordo com uma certa probabilidade de aceitacdo que decresce de acordo com o
nivel do processo, ou seja, a medida que a temperatura diminui.

Uma caracteristica deste método é que no inicio ele tende a aceitar uma grande quantidade de
pontos para fugir de um étimo local, e ir aceitando pontos que pioram o valor da fun¢ao objetivo com
probabilidade cada vez menor, sendo que no limite (temperatura valendo zero) apenas os pontos
que melhoram o valor da funcao sao aceitos. Desta forma é minimizada a necessidade de um bom
ponto inicial

Stern (1992) descreve uma versao deste método que pode ser diretamente aplicada ao problema
de permutar linhas e colunas de uma matriz de modo a obter uma matriz blocada e mostra que
ele é bastante eficiente mesmo em comparacdo a outras heuristicas. Apresentaremos os aspectos
principais do método a seguir:

O problema de encontrar uma FAB de uma matriz A,,«, a partir de permutacoes de linhas
e colunas P e @ em b blocos retangulares, Bjy,..., By, mais algumas colunas residuais C' pode
ser visto como um problemas de grafos em que queremos pintar todos ENNs de cada vértice ou
linha i € M = {1,...,m} com uma cor p(i) € B = {1,...,b}. A cor ¢(j) de um arco ou coluna
j€N={1,...,n} é o conjunto de todas as cores de seus ENNs, sendo que colunas multicoloridas
correspondem as residuais na FABC. A FABL permite linhas residuais ao invés de colunas. Uma
forma mais geral, e aplicdvel ao nosso problema pode permitir ainda colunas e linhas residuais,
sendo que as linhas residuais recebem uma cor especial zero, ou b + 1, que nao é levada em conta
no calculo das colunas residuais. Em todos os casos é desejavel:

e Aproximadamente o mesmo ntmero de linhas em cada bloco;

e Poucas linhas e/ou colunas residuais.

O que nos leva a funcdo objetivo que queremos minimizar:
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f) =] [F s+ setp) +4r0) (1.5

c(p) = {j € N :lq(j)| > 2}
r(p) = |{i € M : p(i) = 0}
s(p) = [{i € M : p(i) = k}|

O primeiro termo na funcao objetivo avalia o quanto o tamanho do bloco se afastou do tamanho
ideal, ¢(p) ¢ o nimero de colunas residuais e 7(p) é o nimero de linhas residuais.

Definimos um estado vizinho como uma nova cor para a linha i: p(i) — p/(i) € B. Podemos
escolher uma entre as m linhas e entdo escolher uma entre as b cores fazendo com que o tamanho
da vizinhanca TAMV IZ de qualquer estado p seja sempre de mesmo tamanho e igual a m * b.

O método parte de uma configuracao inicial de cores e vai propondo mudancas de estado para
um estado vizinho, que podem ser aceitas ou nao, até que um critério de parada seja atingido,
sendo que pode ser tanto por uma baixa aceitacdo de movimentos propostos (dizemos entdao que o
algoritmo congelou), ou dado um ntimero maximo de iteragoes.

O simulated annealing se comporta de maneira ruim para problemas de FAB pois muitos vizinhos
de um estado de custo baixo podem ter custo alto, e também pelo fato do problema ser degenerado,
tendo muitos estados proximos tenham um mesmo custo, fazendo com que a taxa de aceitacao
permaneca elevada, fazendo com que o algoritmo demore mais para terminar. Para contornar estas
dificuldades é proposta uma funcido dependente da temperatura com o acréscimo de uma penalidade:

i)
i)

[, u(t)) = f(p) — pu(t)pen(p) (4.6)
pen(p) = > (b—1lq(i))
Jla(g)1>1

O termo de penalidade pode ser interpretado como uma penalizagdo heuristica que recompensa
as colunags residuais por utilizarem menos cores. Esta nova fun¢o objetivo é linear em p e coincide
com a funcao objetivo original caso p valha zero. Por conta dessas propriedades, é razoavel que seu
decaimento acompanhe o da temperatura. Com isso, o método consiste nos seguintes passos:

1. Dada a matriz A, armazene uma lista de ENNs de cada linha:
aijs(i) = {j € N : Ali, j] # 0}

2. Atribua o estado p através de uma configuracao inicial de cores e compute a matriz n X b de
pesos contendo o ntumero de ENNs de cada cor por coluna:

Wi k] = [{i € M : Ali, j] # 0 Ap(i) = k}|
e utilize esta matriz para calcular s(k) e f = f(p);

3. Inicialize g com um valor INIT MU, temp com a temperatura inicial INITTEM P e calcule
f(p, 1);

4. Escolha os valores dos parametros: FATORTEMP, FATORMU, FATORTAMANHO,
CUTOFF, ACEITEMIN, MAXCONGFELA;

5. Proponha uma mudanca de estado p’ através de uma proposta de mudanca de cor de uma
linha;
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. Calcule os custos das mudangas propostas:

Ao = f(p') — fp)
A= f,n) — fp, )

. Aceite a proposta de mudanca com probabilidade prob(A,,) :

1 se A, <0
exp(—A,/temp se A, >0

prob(A,) = {

. Em caso de aceitacao atualize W, s, ¢, e f = f + Ag;

. Mantenha armazenado o melhor valor da fun¢do objetivo encontrado até o momento;

Proponha novas mudangas até que haja: TAMANHO = FATORTAMANHO - m - b pro-
postas ou se aceite CUTOFF - TAM AN HO movimentos;

Compute a taxa de aceitacfo para esta temperatura:

aceites
tract = ———
propostas

Decremente a temperatura temp = temp - FATORTEMP e o pardmetro de penalidade
mu =mu- FATORMU,

Cada vez seguida que tzact for menor que ACEITEMIN incremente o contador de con-
gelamento. Repita desde o passo b até que o numero de congelamentos seguidos ultrapasse
MAXCONGFELA ou o namero total de iteraces ultrapasse algum valor previamente esta-
belecido.

Lembramos que devido & natureza simétrica das matrizes associadas aos grafos que trabalhare-
mos, devemos fazer a otimizagdo considerando linhas e colunas residuais.



Capitulo 5

Conceitos de Computacao Paralela

O paralelismo, uma das técnicas de programacao de alto desempenho (do inglés, High Per-
formance Computing, HPC) busca melhorar o desempenho de uma aplicacdo através da execucio
simultanea de multiplas tarefas. Um dos primeiros aspectos que devem ser analisados para tornar
uma aplicagdo paralela é a possibilidade de subdividir o problema original em problemas menores
independentes. Outro ponto relevante é a arquitetura do ambiente onde o programa serd executado,
em particular, se a memoria serd compartilhada ou distribuida. No primeiro caso estamos interes-
sados em ganhar velocidade de processamento, ja no segundo o objetivo é o compartilhamento de
recursos e servicos, tendo bastante preocupacao em como seréd feita a passagem de informagoes.
Apesar dessa diferenga de paradigmas, ambos os casos requerem atengdo especial & sincronizagao
das informagdes.

A Figura 5.1 mostra a diferenga entre esses dois tipos de arquitetura para trés processadores,
sendo a memoria representada por retdngulos e cada processador representado por um circulo.
Em (a) temos uma situagao de memoria compartilhada, em que todos os processadores conseguem
acessar os mesmos enderecos de memoria diretamente. No segundo caso, em (b) temos um exemplo
de memoéria distribuida, em que cada processador tem acesso a enderecos de memoria distintos e
precisam realizar a comunicacao entre si através da troca de mensagens, e, no caso da situagao desta
Figura, centralizando as informagoes em outro lugar.

MEMORIA @ MEMORIA

(a) (0]

Figura 5.1: Exemplo de arquitetura de memoria compartilhada (a) e distribuida (b)

Vamos apresentar brevemente algumas defini¢oes e conceitos utilizados em computacao paralela
e distribuifda, para posteriormente aplicar esses conceitos na elaboracao de um cédigo distribuido
para inferéncia em redes Bayesianas, partindo do c6digo paralelo originalmente proposto por Colla
(2007).
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5.1 Definicoes

As definicoes e conceitos a seguir seguem de maneira bem proxima o que foi apresentado por
Gubitoso (2008) e buscam fornecer uma base para o que seréd discutido mais adiante.

Programa sequencial: Consiste em um conjunto de instrucées que devem ser executadas
sequencialmente.

Programa concorrente: Conjunto de programas sequenciais que executam em paralelo (con-
correntemente) e de modo cooperativo para cumprir uma tarefa.

Processo: Um programa em execucao.

Contexto: Conjunto de variaveis, pilha de execugao, valor dos registradores, arquivos abertos,
e outros elementos associados ao processo.

Escalonamento: Escolha do proximo processo a ganhar a CPU. Utilizado para balanceamento
de carga, ou seja, para evitar a ociosidade das CPUs.

Preempcgao: Capacidade de um processo mais prioritario interromper temporariamente a exe-
cucao de outro processo para ganhar a CPU e retomar o processo original posteriormente.

Operacao atdomica: Operacado que pode ser interrompida sem afetar o resultado final do pro-
cesso.

Secao critica: Trecho de codigo de um algoritmo que utiliza um recurso compartilhado que
nao pode ser utilizado concorrentemente por mais de uma linha de execucao.

Threads (ou processos leves): Linhas de execugao concorrentes que compartilham o mesmo
processo; fungoes ou procedimentos de um mesmo programa executando concorrentemente e que
compartilham o contexto.

Dependéncia: Dizemos que uma instrucdo Y depende da instrucdo X se X precisa ser exe-
cutada antes de Y. A identificacio do paralelismo é baseada fortemente no reconhecimento das
dependéncias dentro do programa que, na medida do possivel, devem ser eliminadas.

Sincronizagao: Garante a cooperagdo entre os processos e pode ser feita via memoria compar-
tilhada ou distribuida.

Embarasing Parallel: Aplicagbes onde ndo ha dependéncia alguma entre as tarefas.

Race Condition: (condigao de corrida) Quando diferentes processos ou threads em execucao
dependem de um estado compartilhado, e o resultado depende do escalonamento dos processos.

5.2 Meméria Compartilhada

Podemos considerar ser mais ficil programar em maquinas com memoria compartilhada, uma
vez que o sistema se encarrega da distribuicdo dos processos entre os processadores e nao ha a
necessidade de troca de mensagens. Todos os processos possuem acesso aos mesmos enderecos
de memoéria, e a0 mesmo tempo. Um impeditivo para que se use muitos processos com memoria
compartilhada é a limitagio de hardware, uma vez que sai caro fazer um computador com muitos
processadores e é dificil aumentar sua capacidade.

Em geral se faz programacao paralela com memoria compartilhada com threads utilizando APIs
como POSIX Threads e OpenMP. Operagoes com threads incluem sua criagdo, término, sincro-
nizagao (através de travas e semaforos), agendamento, interacao com processos e manipulacao de
informacao.

5.2.1 POSIX Threads

As POSIX Threads, ou PThreads como sdo mais conhecidas, surgiram da necessidade de criar
um padrao para computacao paralela, mais especificamente para multithreading, que permitissem
aos desenvolvedores programar suas aplicagoes independente do sistema operacional utilizado.

Pthreads sao definidas como um conjunto de tipos de dados, funcGes e constantes em C. Todos
os identificadores da biblioteca comecam com o prefixo pthread_ e estdo especificados em um
arquivo pthread.h que deve ser incluido no codigo fonte desenvolvido e inclui:
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e Gerenciamento de threads como criacdo, uniao (join), etc;
e Mutezes (gerenciamento da Segao critica para eventos mutuamente exclusivos);

e Varidveis de condigdo (utilizadas para controlar a entrada e saida de processos na Secdo
critica);

e Sincronizagdo entre threads através de travas e barreiras.

Maiores detalhes sobre especificacbes de PThreads, mecanismos de sincronizacao e outros algo-
ritmos de computagado paralela podem ser vistos em Nichols et al. (1996).

5.2.2 OpenMP

OpenMP é um padrao e biblioteca para programagdo com memoéria compartilhada e consiste
em diretivas para o compilador (pragmas) e uma biblioteca de funcoes.

As diretivas fazem com que o compilador inclua os comandos para geragdo e tratamento das
threads, distribua variaveis, faca a sincronizacio, etc, de modo bastante transparente. Podem ser um
comentario (FORTRAN) ou diretivas de compilador (C e C++). As fun¢des permitem a consulta
e controle da execu¢do, mas nem sempre seu uso explicito é necessério.

O uso de diretivas é vantajoso pois facilita a portabilidade uma vez que elas sdo automatica-
mente ignoradas por um compilador que nao suporte OpenMP e também por serem passiveis de
otimizagoes vindas do compilador, uma vez que sao processadas por ele (Chandra, 2001).

Os elementos centrais do OpenMP sao:

Criacao das threads;

Distribuicao de carga do trabalho;

Gestdo do ambiente de dados;

Sincronizacao de threads;

e Funcoes de runtime e varidveis de ambiente.

A especificagdo completa da versao atual (3.1) do OpenMP pode ser encontrada em
OpenMP Architecture Review Board (2011).

5.3 Memoéria Distribuida

Em memoéria distribuida cada processo possui sua prépria memoéria e a informacao s6 pode ser
passada por troca de mensagens. A programacao é mais dificil pois a comunicacdo tem que ser
explicitada e deve-se pensar no conjunto com mais detalhes. Por outro lado, é mais facil construir
e estender uma maquina paralela com essa arquitetura, por exemplo os clusters.

A principal implicacao da memoria nao ser compartilhada é de como o sistema reconhece o
estado em que se encontra, uma vez que nao existe nenhum estado global visivel por nenhum
processo num dado momento. Para definir um estado um processo tem apenas informagcoes locais
e as mensagens enviadas ou recebidas, o que implica também na auséncia de ordenagdo temporal
dos eventos.

Um sistema distribuido é formado pelos processos e pela rede de comunicagdo entre eles. Essa
rede pode assumir diversas topologias, a Figura 5.2 ilustra as mais frequentes que sfo anel, estrela,
arvore e grafo completo. Cabe ressaltar que a conexdo por hardware ndo precisa acompanhar a
topologia virtual.

Existem algumas suposi¢oes comuns aos sistemas distribuidos. Sao elas:

e A transmissao é feita sem duplicacdo de mensagens;
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A transmissdo é feita sem modificagdo de mensagens;
e As mensagens sao recebidas na mesma ordem em que foram enviadas;
e As mensagens 830 entregues em tempo finito;

e As mensagens sdo entregues em um tempo méaximo conhecido.

(a) Anel (b) Estrela (c) Arvare (d) Grafo Completo

Figura 5.2: Topologias de rede: anel (a), estrela (b), arvore (c) e grafo completo (d).

E ideal que um algoritmo utilize o menor niimero de suposigdes possivel.
Podemos ainda definir os niveis de simetria de acordo com o particionamento dos processos:

e Assimetria: Cada processo corresponde a um programa diferente (por exemplo em um mo-
delo cliente-servidor);

e Simetria textual: O programa é o mesmo, a menos de referéncias internas ao nome. Os
nomes dos processos sao diferentes;

e Simetria Forte: Os programas e os nomes sao 0os mesmos € o comportamento muda de acordo
com as mensagens;

e Simetria Total: Todos os processos se comportam da mesma maneira.

5.3.1 MPI

O MPI, do inglés Message Passing Interface, € uma especificacao de uma biblioteca que descreve
métodos para troca de mensagens. Existem diversas implementacoes e varias fungbes disponiveis
para o usuario. O ambiente de comunicacdo é usado de forma abstrata e mapeado internamente
para os canais reais presentes no ambiente. Existem diversas bibliotecas que implementam essas
especificagoes inclusive algumas open-source por exemplo OpenMPI ¢ MPICH2.

No padrao MPI uma aplicacdo é constituida por um ou mais processos que se comunicam,
acionando-se fungoes para o envio e recebimento de mensagens entre os processos. Em geral, criamos
inicialmente um conjunto fixo de processos que sao capazes de executar diferentes programas. Isso faz
com que o padrao MPI algumas vezes seja referido como MPMD (multiple program multiple data).
Elementos importantes em implementaces paralelas sao a comunicacao de dados entre processos
paralelos e o balanceamento da carga. Os processos podem usar mecanismos de comunicacao ponto
a ponto (operagbes para enviar mensagens de um determinado processo a outro). Um grupo de
processos pode invocar operacoes coletivas (collective) de comunicac¢do para executar operagoes
globais. O MPI é capaz de suportar comunicagdo assincrona e programagao modular, através de
mecanismos de comunicadores (communicator) que permitem ao usuario MPI definir modulos que
encapsulem estruturas de comunicacao interna (Ignacio e Ferreira Filho, 2002).

No MPI cada tarefa deve ser identificada por um id assim que um processo envolvendo aplicacao
MPI esta sendo iniciado. O ambiente MPI atribui a cada processo um rank (armazenado como um
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valor inteiro) e um grupo de comunicacao. O rank ¢ um tipo de identificador de processo para cada
tarefa MPI. E contiguo, comeca por zero e serve para especificar a origem e o destino de mensagens.
Frequentemente é usado em condigdes para controle de execugdo que permitem o processo agir de
maneiras distintas de acordo com seu rank. O grupo de comunicacgao define quais processos podem
chamar comunicagdes ponto a ponto. Inicialmente, todos os processos MPI sdo associados a um
grupo de comunicacdo padrao. Os membros de um grupo de comunicacao podem mudar depois
da aplicagdo ter iniciado. Além do envio de mensagens ponto a ponto também é possivel fazer um
envio coletivo de mensagens (para todos os componentes do grupo, por exemplo), o que é chamado
de broadcast.

Para fazer uso das fun¢bes de uma biblioteca MPI o programa deve ser compilado de forma
especial, por um compilador especifico (em geral chamado mpicc para codigos em C compilados com
gee) e também deve ser executado através de um comando especial (mpirun ou mpiexec) para que
os processos sejam devidamente atribuidos ds CPUs. Nessa chamada é preciso especificar o niimero
de processadores que serdo utilizados e passar um arquivo de hosts para que sejam conhecidos os
nomes ou enderecos dos processadores disponiveis, além do nome do programa que serd executado
em paralelo.

A Tabela 5.1 apresenta os principais comandos MPI. Uma lista mais extensa e mais detalhada
pode ser obtida em Aoyama e Nakano (1999).

Tipo Subrotina

Comunicagao Ponto a Ponto | MPI SEND, MPI RECV, MPI WAIT
Comunicagdo Coletiva MPI_BCAST, MPI GATHER, MPI REDUCE
Tipos de Dados MPI TYPE CONTIGUOUSMPI TYPE COMMIT
Topologia MPI_CART_CREATE, MP1 GRAPH CREATE
Comunicadores MPI_COMM_SIZE, MPI _COMM _RANK
Grupos MPI GROUP_SIZE, MPI GROUP_RANK
Gestao do Ambiente MPI_INIT, MPI FINALIZE, MPI ABORT
Arquivos MPI FILE OPEN, MPI FILE READ AT
Informacoes MPI_INFO_GET, MPI_INFO_SET

Medigao de Tempo MPI WTIME, MPI WTICK

Tabela 5.1: Principais comandos MPI

5.4 Speed up e desempenho

Sendo um dos principais objetivos da programacao paralela o ganho de desempenho, é preciso
elaborar critérios e medidas para avaliar a eventual melhora de um programa paralelo em relagao
a sua versao serial. A performance de um programa ou algoritmo estd relacionada ao tempo de
execucao do mesmo, dizemos que quanto menor o tempo, maior a performance, ou desempenho.
Speedup é uma medida para a performance definida pelo quociente dos tempos de execucao das
versoes serial e paralela de um mesmo programa. A eficiéncia é uma medida do uso efetivo de cada
processador e em geral é calculada pelo coeficiente entre o speedup e o numero de processadores.
Um valor de eficiéncia menor que um indica que o processador ndo estd sendo utilizado ao ma-
ximo, enquanto valores maiores que um indicam que o problema poderia ser mais paralelizado para
um melhor desempenho. Finalmente, escalabilidade refere-se ao speedup de um algoritmo dados
diferentes nimeros de processadores e pode ser avaliada através da eficiéncia, se esta permanecer
constante 4 medida que o nimero de processadores aumenta, temos uma escalabilidade linear.

Levando em conta que o niimero de processadores disponiveis é limitado, que acesso a memoéria
ou troca de mensagens através da rede levam tempo, a natureza do problema, a necessidade de
sincronizagao presente em trechos de algoritmos, entre outros fatores, os conceitos anteriores ajudam
aresponder se hé a necessidade real de paralelizar determinado algoritmo. Uma lei bastante utilizada
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para estudar esta questao é a Lei de Amdahl que separa um cédigo entre sua parte exclusivamente
serial, S e a paralela P:

Speedup = FEwa (5.1)

N

Onde N é o numero de processadores. Podemos ver através desta lei que & medida que o
nimero de processadores aumenta, o speedup passa a ser dominado pela parte serial do programa.
O denominador da equagao pode ser considerado o tempo de execugdo do programa.

Chamamos de overhead todo o custo computacional adicionado pela paralelizacao do algoritmo,
inclusive a alocagdo das threads. Este custo nao € previsto na lei de Amdahl. Naturalmente, quanto
maior o overhead, maior a chance de um programa nao ganhar muito desempenho ao ser paralelizado,
por isso, também é importante ter alguma forma de medi-lo.

5.4.1 Avaliando a possibilidade de paralelizar ou nao

Muitos trabalhos foram desenvolvidos na tentativa de avaliar o comportamento de uma aplica-
¢ao paralela, porém eles apresentam alguma limitacao (Sanjai, 2008). Algumas destas limitacoes
podem ser contornadas assumindo por exemplo que os nos terdo dedicagao exclusiva (ndo precisa-
rao disputar tempo de processamento com programas externos), e que possuimos conhecimento das
complexidades computacionais do algoritmo, uma vez que estamos tratando de uma biblioteca que
foi implementada com codigo aberto.

Como nosso objetivo é estruturar uma biblioteca modularizada, apresentaremos um método que
avalia para uma dada funcdo, os ganhos computacionais de paralelizacao para estimar e comparar
o tempo de execugdo do programa em sua versao serial e paralela, considerando a separagdo do
c6digo nas partes serial S e paralela P como na lei de Amdahl. Se o gasto com o overhead, (P, N)
da parte paralelizavel P para N processadores for maior que o ganho por paralelizar uma parte do
c6digo, entdo é mais vantajoso executi-lo de forma serial. Em outras palavras se:

S+P§S+§+n:>P§]]\D]+n:>P(A;V1)

Uma vez conhecido o cédigo fonte podemos usar FLOPs, Floating-point Operations, ou em por-

tugués, operacoes de ponto flutuante, para estimar o custo computacional das operagoes. Como o

custo de uma operacao com ponto flutuante varia dependendo da arquitetura e capacidade do pro-

cessador, é preciso estima-lo de alguma forma. Além disso, precisamos calcular o custo de overhead.
Consideraremos gastos com:

<K (5.2)

e Comunicagao (exclusivo para memoria distribuida)
e Operacoes extras de acesso em memoria (para meméria compartilhada)
e Sincronizagao

Além do numero de processadores N e a parte paralelizavel P, existem dados especificos que
devem ser informados, que se relacionam com a natureza do problema e serdo utilizados em P, por
exemplo, em uma arvore de eliminacdo a largura da mesma. A quantidade de comunicaco, acessos
extras & memoéria e operagdes de sincronizacdo podem ser estimadas pelo codigo fonte, restando
apenas descobrir quanto tempo efetivamente é consumido por cada tipo de operacao.

Cabe mencionar que o custo de todas as operagdes da parte paralela que ndo estdo presentes na
parte serial, como por exemplo a criagdo de uma arvore de threads deve ser computado também como
overhead. Devemos perceber também que apesar do custo da execucdo da parte exclusivamente serial
do c6digo nao entrar no calculo final, se ela for muito grande em relacdo a parte paralelizavel, ou seja,
se o programa for pouco escalavel, ainda que valha a pena paralelizar de acordo com a equacao 5.2,
o ganho computacional serd pouco percebido uma vez que o tempo total ser4d dominado pela parte
serial. Levamos isto em conta na hora de escolher quais fun¢oes da biblioteca seriam disponibilizadas
para execucao paralela.
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Estimando gastos de tempo com as operacoes

Afim de descobrir os custos computacionais realizados pelo algoritmo e por sua paralelizacio
elaboramos algumas funcoes que realizam operagoes e contabilizam seu tempo. Essas func¢oes sao
auxiliares, algumas baseadas em c6digos de software livre prontos ja implementados por terceiros
e idealmente devem ser chamadas uma finica vez antes de rodar o programa e seus valores arma-
zenados para que sejam passados diretamente para a biblioteca em futuras execugoes, isto porque
a propria execucao destas fungoes consome tempo e, dependendo do tamanho do problema, pode
ficar mais caro descobrir se vale a pena paralelizar ou nao que rodar o programa de forma serial,
ou paralela. Além disso, cabe ressaltar que os tempos calculados serdo todos com base nos testes
computacionais, e que os resultados podem variar entre dias diferentes ou computadores, e que a
idéia é apenas dar uma diregdo sobre um eventual gasto muito grande com paralelizacdo que faca
o trabalho computacional extra nao valer a pena.

Para estimar o valor de FLOPs utilizamos uma adaptagdo da traducao do benchmark do LIN-
PACK (Dongarra, 1987) para C de Bonnie Toy com modificagoes de Jack Dongarra e Roy Long-
bottom que faz a resolucdo de um sistema linear denso 100 x 100 através da fatoragao LU e estima
a quantidade de MFLOPS (MegaFLOPS = 10° FLOPS). LINPACK é uma biblioteca cientifica de
fungbes de algebra linear computacional desenvolvida em FORTRAN nos anos 70 e seu benchmark,
que originalmente fazia parte da biblioteca, acabou tornando-se um projeto separado amplamente
utilizado para comparar performance de computadores e supercomputadores. Mais detalhes sobre
o método utilizado pode ser visto mais adiante na Secdo 7.2.1

Para estimar os gastos de comunicagao e sincronizacao com MPI fizemos uso de uma funcao da
propria biblioteca MPI, M PI _Wtime() que pode ser utilizada para computar o tempo decorrido
entre determinadas operacoes. Nos baseamos no procedimento indicado por Luecke et al. (2009)
que consiste em inicialmente descobrir um nimero 6timo de medi¢ées que devem ser relizadas,
em seguida efetuar repetidas comunicacoes (em um processo conhecido como ping-pong) para dois
processadores, computar o tempo apenas no processo pai apos o recebimento das mensagens do
filho e descontar o proprio overhead introduzido pelo uso da fungao M PI_Wtime(), apés chama-
la sucessivas vezes sem nenhuma operacgao intermediaria. Além do send-receive utilizamos também
broadcasts para um nimero maior de processadores passando uma quantidade variavel de caracteres
(chars até atingir um valor maximo estabelecido pelo usuario. Ao invés de trabalhar com um nimero
6timo, optamos por fazer uma regressao linear dos tempos para diferentes quantidades de dados
transmitidos, uma vez que testes preliminares indicaram que o tempo cresce linearmente conforme
o aumento da quantidade de dados.

Para o tempo de alocacdo de threads e acesso & memoria com POSIX threads fizemos testes
semelhantes aos do MPI, testando basicamente a criagdo de threads e utilizacdo dos muteres da
mesma forma que feito por de Supinski e May (1999) que faz a adaptacdo de um benchmark MPI
para PThreads considerando suas principais funcionalidades e substituindo a funcdo de medigao
de tempo para a nativa gettimeofday. A escolha por essa abordagem é devido & estrutura de
nossa biblioteca que trabalha com esse tipo de centralizagdo, tanto na arvore de threads quanto na
fatoracao blocada.

Finalmente, organizamos a chamada a todas essas funcoes em um dnico programa que retorna
os valores de tempo calculados para cada um dos blocos de operacdes. Como todas as estimativas
anteriores simplificam e unificam muitas etapas do processo, como generalizar o custo por operacgao
que pode variar entre somas e divisoes, por exemplo, ou a disponibilidade de carga dos processadores
para comunicacao distribuida realizada, o objetivo é fornecer apenas uma direcao sobre a necessidade
real de se paralelizar, e em casos de ganhos ou perdas muito pequenos, utilizaremos sempre o critério
de minimizar o ntmero de processadores utilizados. Além disso, é preciso considerar nos calculos
toda implementacdo extra feita por conta da paralelizacdo, como é o caso da ThreadTree que
falaremos mais adiante na implementacao computacional da biblioteca paralela.
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Capitulo 6

Inferéncia Paralela em Redes Bayesianas
e Credais

Neste Capitulo combinaremos o que foi visto para redes Bayesianas e Credais com algebra linear
e computacional com o objetivo de criar algoritmos eficientes e paralelizaveis para inferéncia nas
redes. Apresentaremos também o que ja foi posto por Colla (2007) em seu trabalho, um algoritmo
computacional que utiliza técnicas de Fatoracdo de Cholesky para matrizes esparsas para otimizar
e paralelizar o processamento numérico necessario para inferéncia em Redes Bayesianas.

Como ja é frequentemente utilizado em métodos de eliminagdo de varidveis, adotamos a separa-
¢ao dos algoritmos em uma etapa simboélica e outra numérica. A vantagem desse tipo de separagdo é
permitir a aplicacdo de métodos de fatoracdo de matrizes esparsas que sao equivalentes aos métodos
de inferéncia que levam a ganhos computacionais no algoritmo final. Além disso, considerando a
possibilidade de salvar esta etapa, algo que ocorre na versdao atual da biblioteca, é possivel rea-
proveitar as estruturas de eliminacao geradas para realizar diversas consultas, mantendo constante
somente a estrutura da rede.

Ao final apresentaremos dois exemplos numeéricos que ilustram os conceitos apresentados até o
momento e o funcionamento de cada algoritmo.

6.1 Algoritmo de Eliminagao de Variaveis Paralelo

A Figura 6.1 mostra os passos presentes no algoritmo de eliminacao de varidveis. Em comparagao
ao trabalho de Colla (2007), pode-se ver que acrescentamos a heuristica do simulated annealing e
também trabalharemos com a fatoracao blocada que permite paralelizagdo ja nesta etapa. Fora isto,
as duas grandes etapas permanecem iguais:

1. Fase Simbolica: Nesta fase é definido o conjunto de varidveis requisitadas, a ordem de
eliminacdo e a arvore de eliminagao

2. Fase Numérica: Nesta fase ocorre o processamento numérico com a multiplicagdo e margi-
nalizacao das varidveis e normalizacdo dos potenciais envolvidos na rede.

6.1.1 Fase Simbdlica

Na fase simbdlica ocorre todo o processamento relacionado & topologia da rede, sem trabalhar
propriamente com os valores numéricos das distribuicoes. Isso permite ganho computacional e, como
dito anteriormente, a possibilidade de reaproveitamento do processamento para diversas consultas.
Mantivemos a eliminagao das variaveis irrelevantes para a consulta nesta fase pois compreendemos
que este procedimento também envolve apenas a topologia da rede, detalhes sobre o funcionamento
do Bayes-Ball podem ser vistos na Secao 2.1.4 e suas referéncias.
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Determinacado das Variaveis
requisitadas
- Bayes-Ball

Variaveis Requisitadas

v

Fatoragdo Simbdélica

- Heuristica de BELIGibhs

- Eliminagdo simplificada

au

- Heuristica Simulated Annealing
- Eliminagdo Blocada Paralela

Ordem de Eliminacio
Arvore de Eliminagdo
Grafo Preenchido

v

Fatoragao Numeérica

- Produto de Potenciais

- Marginalizagdo

- Mormalizagdo de Potenciais

Resultado

Figura 6.1: Etapas da inferéncia na rede

Na fase simbdlica é executada a Fatoracao Simbdlica, onde sao aplicadas técnicas de dlgebra
linear computacional para fatoracdo de matrizes esparsas para inferéncia em redes Bayesianas. A
Fatoragdo Simbolica consiste na determinacdo da ordem de eliminagdo e construcdo da arvore de
eliminacao dos vértices do grafo da rede, ambos algoritmos que recebem como entrada um grafo nao
direcional. Esta fase, que busca uma otimizacdo do processo de inferéncia e viabilizar a paralelizagao
do processamento numérico serd também realizada em paralelo, caso haja vantagem computacional.

O uso de uma etapa simbdlica e construgdo de arvore de eliminacdo é amplamente utilizado
para fatoracdo de Cholesky em matrizes esparsas. Esta etapa é obtida essencialmente retirando do
algoritmo de fatoragdo todas aquelas operagoes que envolvem os valores da posicdo da matriz e
efetuando somente aquelas relacionadas a topologia do grafo associado & matriz. Liu (1990) em seu
trabalho mostra com detalhes a importancia deste tipo de processo, em particular do uso de uma
arvore de eliminacao. Para a fatoracao simbodlica da rede Bayesiana, que visa a construcao de uma
arvore de eliminacao também utilizamos somente a topologia do grafo moral associado & rede, sem
a necessidade de conhecer os valores das probabilidades.

A primeira versao da biblioteca utiliza as Heuristicas de Busca em Largura e de Gibbs, de-
talhadas na Secao 4.3.1 para determinar a ordem de eliminagdo. Considerando a possibilidade de
trabalhar com redes cujos grafos morais resultem em estruturas blocadas, adicionamos uma nova
heuristica, o Simulated Annealing, descrita na Sec¢do 4.4.2 que também gera uma ordem de elimina-
¢a0, mas com o objetivo de encontrar uma permutacdo que coloque a matriz de adjacéncia do grafo
em sua forma angular blocada. A escolha das heuristicas busca contemplar dois objetivos principais:



6.1 ALGORITMO DE ELIMINAGAO DE VARIAVEIS PARALELO 41

1. Gerar uma ordem de eliminacdo eficiente que minimize a inser¢ao de arcos de preenchimento
durante a eliminagao dos vértices;

2. Gerar uma ordem que maximize as possibilidades de paralelizacao do processamento numérico.

E no Simulated Annealing buscamos adicionalmente também gerar uma ordem que leve a uma
otimizacao da eliminac¢do paralela de varidveis, como na fatoragdo de Cholesky blocada com blo-
cos igualmente distribuidos e minimizando as colunas residuais. Em linhas gerais, apresentamos
o algoritmo de determinacao da ordem de eliminacao a seguir, sem preocupagao com os detalhes
computacionais que sao fornecidos no Capitulo 7.

Determinacao da Ordem de Eliminacao

Dado um Grafo Moral G = (V, F) associado a uma Rede Bayesiana:

1. Inicialize todos os vértices do grafo como nao testados.

2. Escolha um vértice de grau minimo v do grafo e marque-o como testado.

3. Construa a BEL adotando como raiz o vértice v e a defina como a BE Lcorrente-

4. Construa uma lista de nés a serem testados com os nés do nivel mais profundo da BE Lcorrente-
5. Enquanto a lista de nés a serem testados nao for vazia:

(a) Para cada n6 v da lista de nos a serem testados faca:
Marque o n6 v como testado.
Construa a BEL adotando como raiz o vértice v e a defina como BE Ly opq.-
Se, segundo os critérios de comparacao, a BE Ly, for superior a BE Leorrente €ntao
adote a BE Lo, como a nova BE L.orrente-

(b) Se houve a substituicdo da BE Lcorrente construa uma nova lista de nos a serem testados
com os né6s nao marcados como testados do nivel mais profundo da BE L oprente-

6. Para a BELcyrrente construa a Arvore de Disseccao.

7. A partir da raiz percorra a Arvore de Dissec¢do recursivamente montando a ordenagao dos
vértices em pos-ordem.

8. Monte a ordem de eliminacdo percorrendo a lista dos vértices da Arvore de Disseccio listados
em pos-ordem substituindo cada vértice da Arvore de Disseccéo pelos vértices correspondentes
do grafo original.

Determinacao da Ordem de Eliminacao com Blocagem

Dado um Grafo Moral G = (V, E) associado a uma Rede Bayesiana:

1. Execute a heuristica Simulated Annealing com penalidade relacionada & temperatura para a
matriz de adjacéncia do Grafo Moral.

2. Ordene a matriz em blocos de acordo com as cores obtidas para cada coluna, obtendo os
blocos {B, i = 1,...,h e as colunas residuais agrupadas em C. A permutacdo das linhas (e
colunas) realizada para blocar a matriz corresponde & ordem de eliminagao.

3. Armazene o tamanho dos blocos para que seja possivel realizar a etapa simbolica blocada.

4. Caso haja muita esparsidade dentro de um bloco ﬁB, 1=1,...,h é&possivel calcular uma nova
ordem de eliminacdo pelos métodos de gibbs e BEL considerando o grafo ;B N C para cada
bloco.
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A escolha entre os algoritmos apresentados deve ser feita com base na estrutura da matriz e
disponibilidade de recursos computacionais para paralelizacdo. Na Secao 5.4.1 discutimos um pouco
sobre as situacoes que determinado algoritmo deve ser rodado em paralelo ou nao.

Definida a ordem de eliminacdo, partimos para a etapa seguinte da fatoracao simbdlica, que
resultard na arvore de eliminagdo e no grafo preenchido. O algoritmo utilizado serd o de eliminagao
simplificada decorrente do teorema da fatoracao simbolica visto na Se¢fo 4.3, este algoritmo tem a
preocupagao de introduzir poucos arcos de preenchimento no grafo, uma vez que ao longo do processo
de eliminacdo dos vértices adiciona ao grafo apenas os arcos de preenchimento que incidem sobre o
vértice vizinho mais préximo de ser eliminado, o que o torna computacionalmente eficiente.

Colla (2007) relaciona a relagdo de dependéncia entre as variaveis da rede Bayesiana dada pelos
arcos do grafo original e os de preenchimento com a a relacao de dependéncia na eliminacdo das
colunas da matriz dada pelos arcos na fatoracao de Cholesky, que, de maneira resumida, é que
o acréscimo de um elemento nao nulo na matriz fatorada corresponde & inclusdo de um arco de
preenchimento na eliminagdo de varidveis. Na versao inicial do algoritmo de construgao da arvore de
eliminacao estas dependéncias sao analisadas para realizar o processamento numérico em paralelo.
Apresentamos o algoritmo a seguir:

Fatoracdo Simbolica para construcido da Arvore de Eliminacio

Dado um Grafo Moral G = (V, E) associado a uma Rede Bayesiana e uma ordem de eliminacao

1. Inicializar com os nos de G a estrutura para armagzenar a Arvore de Eliminacio H, mas sem
estabelecer ainda os arcos de H.

2. Inicializar com os nés e os arcos de GG a estrutura para armazenar o Grafo Preenchido F,
ligando em F apenas os noés que estejam ligados em G.

3. 7=0.
4. Enquanto j < (Numero de Vértices de G - 1) faga:

(a) Definir v; como o j-ésimo noé de gq.
(b) i=j+1.
(c) Enquanto i < (Numero de Vértices de G) faca:
i. Definir v; como o i-ésimo né de gq;
ii. Se o existe em F o arco v; , v; entao
Acrescentar em H um arco direcional v;, v;;

Definir v; como o vizinho de v; mais proximo de ser eliminado;
Interromper o laco e as iteragoes de i;

iii. Incrementar ¢ =1+ 1;
(d) k=1i+1,;
(e) Enquanto k < (Numero de Vértices de G) faca:

i. Definir v como o k-ésimo né de q;

ii. Se existir em I um arco v; , v e nao existir em I o arco v;, vy entao
Acrescentar em F o arco v;, vg;

iii. Incrementar k =k + 1;

(f) Incrementar j =j+ 1;

Levando em conta uma possivel estrutura angular blocada obtida pelo Simulated Annealing e
também a possibilidade de trabalhar com varios processadores ji nesta etapa, fizemos uma modifi-
cagao do algoritmo anterior, baseado na Fatoragdo de Cholesky Blocada:
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Fatoracdo Simbolica Paralela para construcio da Arvore de Eliminacio

E possivel construir a Arvore de Eliminacio e o grafo preenchido através de um algoritmo
paralelo de fatoracdo em blocos, baseado na fatoracio blocada de Cholesky que apresentamos na
Secao 4.4.1.

Dado um Grafo Moral G = (V| E) associado a uma Rede Bayesiana, uma ordem de eliminacao
q, h blocos de tamanho n e m linhas residuais. Sejam GZ o bloco ¢ do grafo e G, o conjunto de
vértices correspondentes as colunas residuais na matriz de adjacéncia:

1. Crie um subgrafo considerando as varidveis presentes nas ultimas m posi¢oes da ordem de
eliminacao ¢q (G.);

2. Para cada um dos blocos ¢ crie um subgrafo com as varidveis presentes em G} e G¢, o que
pode ser feito com o auxilio do vetor g e o conhecimento do valor de n;

3. No processador 0 faga a fatoracdo simbolica de G, através do algoritmo sequencial visto em
6.1.1;

4. No processador ¢, i = 1,...,h faca a fatoracao simbolica de Gi N G, através do algoritmo
sequencial visto em 6.1.1;

5. Acumule no processador 0 todos os resultados das fatoracdes simbdlicas parciais;

6. Faca um merge dos subgrafos, adicionando & arvore de eliminacdo de G, os arcos necessarios

para incorporar cada uma das arvores de eliminacao correspondentes aos blocos Gy, i =

1,...,h.

7. Faca um novo merge dos subgrafos, adicionando ao grafo preenchido de G, as ligaces ne-
cessdrias para incorporar cada um dos grafos preenchidos correspondentes aos blocos f),
i=1,...,h.

E interessante notar que durante todo o processo ndo utilizamos nenhuma informacio numeé-
rica relativa as varidveis da rede Bayesiana. Desta forma, mantendo constantes os elementos dos
conjuntos X, e F, e a estrutura da rede, é possivel fazer diversas inferéncias sem ter que refazer
a Fatoragdo simbolica. Exatamente por isso optamos por, ao fim desta etapa, permitir ao usuario
salvar a estrutura da &rvore de eliminacdo e a ordem de eliminacao para que ele possa realizar
inferéncias posteriormente, pulando esta etapa.

6.1.2 Fase Numeérica

Na fase numérica sao feitas as operacdes que envolvem numeros: produto entre potenciais,
marginalizagdo das varidveis e normalizagao dos mesmos, o que originou o termo Fatoragao Nu-
mérica. Estas operacoes sao as mesmas realizadas por outros métodos de inferéncia para modelos
probabilisticos em grafos, em particular no método de eliminacao de varidveis descrito na Secao
2.1.5.

Nesta fase nos aproveitamos da estrutura obtida na fatoragio simbdlica; a arvore de eliminacao
e ordem de eliminagao fornecem bastante informacao sobre a estrutura dos potenciais envolvidos
e, em particular, sobre quais operacoes podem ser realizadas em paralelo. Segundo Colla (2007),
estas informagoes podem ser utilizadas para alocar de forma estética os recursos computacionais
que serao necessirios antes de se iniciar o processamento, o que do ponto de vista computacional
pode representar um ganho significativo de performance.

Dada uma arvore de eliminacgao, cada né pode ser eliminado da arvore apdés a eliminacao de
todos seus descendentes, conforme expresso pelos arcos direcionais dos grafos. Isto implica que o
processo comeca a eliminacdo dos nos em cada folha, e que isto pode ser feito de maneira paralela
em relacao as folhas da arvore resultante apés a eliminacao de uma leva de nés terminando na raiz
da arvore. Este processo é representado pela Figura 6.2, nela temos a arvore de eliminacao de uma
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rede Bayesiana construida na etapa da fatoracao simbdlica e ao seu lado o processo de fatoragao
numeérica, com os nés processados (em paralelo) em cada etapa em destaque.

E possivel observar ainda que o processamento sequencial demandaria 13 ciclos de processamento
enquanto usando a topologia da arvore de eliminac¢do e processamento paralelo esse ntimero pode
ser reduzido para 4 ciclos.

Ci@(i@ O Q&

e ds

Arvore de Eliminacao Sequéncia das Ftapas da Fatoracéo Numérica

Figura 6.2: Exemplo de processamento numérico paralelo

Detalhes sobre implementagdo computacional das estruturas de dados e do algoritmo sao dados
na Secao 7.6.

6.2 Algoritmo de Inferéncia Paralela para Redes Credais

Uma vez que temos um algoritmo para reduzir uma rede Credal a uma rede Bayesiana, visto na
Secao 3.1.1, para fazer a inferéncia precisamos apenas ser capazes de enumerar todas as combinagoes
de valores das variaveis transparentes. Os valores de probabilidade inferior e superior sdo obtidos
comparando os valores das inferéncias de cada rede.

Para ganhar desempenho, caso haja disponibilidade, podemos realizar a inferéncia em cada
uma das redes paralelamente, obtendo uma economia significativa de ciclos de processamento, em
especial para redes com muitas varidveis transparentes, ou varidveis transparentes com muitos es-
tados. Conforme explicaremos mais adiante, na Segdo 7.7, essa parte funciona bem em ambiente
distribuido, pois existe uma quantidade grande de processamento a ser executada antes da troca de
mensagens, e esse processamento pode ser realizado de forma paralela, tirando proveito de clusters
com arquitetura hibrida (varios computadores cada um com mais de um processador).

A enumeracao dos conjuntos é feita de maneira bastante simples:

1. Inicialize a lista 7 de variaveis transparentes;

2. Durante o algoritmo CCM na rede Credal, a cada adi¢do de uma variavel transparente 77,
1 =1,...,n adicione-a em T;

3. Para cada variavel transparente T associe uma lista com seus valores possiveis;
4. Combine cada valor de uma variavel 7] com cada um dos valores possiveis das variaveis

restantes T, j = 1...,n A\ j # 1.

6.3 Exemplo de Inferéncia Credal Paralela

Para ilustrar o procedimento de inferéncia paralela em redes Credais (e, consequentemente, em
redes Bayesianas) vamos nos basear no exemplo apresentado por Colla (2007), fazendo as adaptagoes
necessérias para transformar a rede Bayesiana em uma rede Credal.
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Buscamos, assim como no exemplo original, detalhar as etapas do processo de modo a ilustrar
todo o procedimento. As mesmas etapas realizadas no exemplo sao feitas computacionalmente,
através dos processos descritos no Capitulo 7. O formato de entrada de informacdes para a inferéncia
é xml, conforme especificado na Secdo 7.3 e os arquivos que geram esta rede Credal, a consulta e
as evidéncias estdo no apéndice C.1.

A Figura 6.3 apresenta o GDA de uma rede Credal cujas probabilidades estdo representadas
pela tabela 6.1

©

Figura 6.3: Exemplo de Rede Credal para inferéncia paralela

Nosso objetivo é calcular as probabilidades superiores e inferiores da varidavel I observados
os estados das variaveis H = H2 e J = J3, ou seja, queremos obter P(I|H = H2,J = J3) e
P(I|H = H2,J = J3). Assumiremos ja conhecidas as evidéncias, a rede e a consulta.

O primeiro passo que devemos fazer é adicionar as variaveis transparentes de modo a transformar
a rede Credal em uma rede Bayesiana. A rede Bayesiana obtida é apresentada pela Figura 6.4 e

pela tabela 6.2.

Figura 6.4: Exemplo de Rede Credal com Variaveis Transparentes para inferéncia paralela
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P(A) P(H) P(B|A) A1 A2 A3
Al [0,58; 0,62] H1 | 0,50 B1 [0,34; 0,36] | [0,03; 0,05] | [0,47;0,49]
A2 [0,08; 0,10] H2 | 0,03 B2 [0,48; 0,52] | [0,38; 0,42] | [0,46; 0,50]
A3 [0,27; 0,35] H3 | 0,47 B3 [0,12; 0,17] | [0,53; 0,59] | [0,01; 0,07]
Al A2 A3
P(D|A,C)
ci|c2|c1|c2]|c1]c2 P(C|B) B1 B2 B3
D1 0,01 | 0,23 | 0,51 | 0,26 | 0,40 | 0,27 C1 0,08 0,51 0,86
D2 0,47 | 0,05 | 0,23 | 0,32 | 0,46 | 0,38 C2 0,92 0,49 0,14
D3 0,52 | 0,72 | 0,26 | 0,42 | 0,14 | 0,35
F1 F2 P(E|D) D1 D2 D3
P(G|F,H)
H1 | H2 | H3 | H1 | H2 | H3 El 0,38 0,92 0,12
G1 0,03 | 0,39 | 0,48 | 0,96 | 0,51 | 0,60 E2 0,62 0,08 0,88
G2 0,97 | 0,61 | 0,52 | 0,04 | 0,49 | 0,40
P(I|E) El E2
11 0,42 0,79
D1 D2 D3 I2 0,58 0,21
P(JID,G)
Gl | G2 | G1 | G2 | G1 | G2
J1 043 | 0,21 | 0,07 [ 0,14 | 0,33 | 0,35 P(F|B) Bl B2 B3
J2 0,32 | 0,53 | 0,39 | 0,68 | 0,40 | 0,56 F1 0,79 0,43 0,45
J3 0,25 | 0,26 | 0,54 | 0,18 | 0,27 | 0,09 F2 0,21 0,57 0,55
Tabela 6.1: Probabilidades da Rede credal para inferéncia paralela
Al A2 A3 P(C|B) | B1 | B2 B3
P(B|A, B)
B’1 | B2 | B1|B2|B1]| B2 C1 0,08 | 0,51 0,86
B1 0,34 | 0,36 | 0,03 | 0,05 | 0,47 | 0,49 C2 0,92 | 0,49 0,14
B2 0,48 | 0,52 | 0,38 | 0,42 | 0,46 | 0,50
B3 0,12 | 0,17 | 0,53 | 0,59 | 0,01 | 0,07 P(H) P(AIA) | A’1 | A2
H1 0,50 Al 0,58 | 0,62
A1l A2 A3 H2 0,03 A2 0,08 | 0,10
P(D|A,C)
C1 C2 C1 C2 C1 C2 H3 0,47 A3 0,27 | 0,35
D1 0,01 | 0,23 | 0,51 | 0,26 | 0,40 | 0,27
D2 0,47 | 0,05 | 0,23 | 0,32 | 0,46 | 0,38 P(E|D) | D1 | D2 D3
D3 0,52 | 0,72 [ 0,26 | 0,42 | 0,14 | 0,35 El 0,38 | 0,92 0,12
E2 0,62 | 0,08 0,88
F1i F2
P(G|F,H)
H1 | H2 | H3 | H1 | H2 | H3 P(I|E) | E1 | E2
G1 0,03 | 0,39 | 0,48 | 0,96 | 0,51 | 0,60 11 0,42 | 0,79
G2 0,97 | 0,61 | 0,52 | 0,04 | 0,49 | 0,40 12 0,58 | 0,21
D1 D2 D3 P(F|B) | B1 | B2 B3
P(J|D,G)
G1 G2 | G1 G2 | G1 G2 F1i 0,79 | 0,43 0,45
J1 0,43 | 0,21 | 0,07 | 0,14 | 0,33 | 0,35 F2 0,21 | 0,57 0,55
J2 0,32 | 0,53 | 0,39 | 0,68 | 0,40 | 0,56
J3 0,25 | 0,26 | 0,54 | 0,18 | 0,27 | 0,09

Tabela 6.2: Probabilidades da Rede Credal com Varidveis Transparentes para inferéncia paralela
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Esta nova rede Bayesiana codifica uma tnica distribuicao conjunta de probabilidades para o
conjunto de variaveis aleatorias X = {A, B,C, D, E,F,G,H, 1, A’, B'}. Como vimos, a topologia do
grafo da Rede Bayesiana define as relagoes de dependéncia entre as varidveis, permitindo especificar
as distribuicoes de probabilidades envolvidas e, portanto, os potenciais envolvidos:

P(A|A') = ®4(A,A'),  P(B|A,B') = ®5(B, A, B'), P(C|B)=%c(C,B),
P(D|A,C) = &p(D,A,C),  P(E|D)=®x(E,D),  P(F|B)=x(F.B),
P(G\F,H):q)g(G F H), ( ) (I>H( ), PI\E) <I>[( E),
P(J\D,G):<1>J(J,D,G), P(A") =D (A, P(B') = ®p/(B").

Desta forma, a distribuicao de probabilidades de X pode ser calculada por:

P(X) = P(A|A) - P(B|A, B') - P(C|B) - P(D|A,C) - P(E|D) - P(F|B)-
P(G|F,H) - P(H) - P(I|E) - P(J|D,G) - P(4A") - P(B").

Ou ainda, utilizando potenciais por:

PX)=®4 5 -0 -Dp-Op-Pp B - Dy - DBy - Dy - Dy

Temos o conjunto de variaveis observadas que compde a evidéncia Xp = {H,J} e o con-
junto de varidveis questionadas X¢ = {/}. Analisando as evidéncias podemos montar o conjunto
e com os findings correspondentes as variaveis observadas que para o exemplo sdo: ey = {0,1,0}
e e; = {0,0,1}. De acordo com o método de inferéncia para redes Credais apresentado em 3.1.1
devemos incorporar as varidveis transparentes ao conjunto de evidéncias para, posteriormente, gerar
os findings utilizados para representar cada uma das combinacoes de estado possiveis.

Com a informacao da evidéncia temos a probabilidade conjunta dada por:

PX,e)=04-Pp-Pc-Pp-Pp-Pp - Oq-Py-ey-Pr-Py-ey -y - Op

A inferéncia na rede Credal é calculada através dos maximos e minimos obtidos pelo processo
de inferéncia de cada uma das combinacoes de valores possiveis das varidveis transparentes da rede
Bayesiana associada. Até agora nao fizemos distingao de quais estados das varidveis transparentes
estamos utilizando, faremos isso mais adiante, incorporando essa informagao no conjunto da varia-
veis que compoe a evidéncia F. Para calcularmos a distribuicao marginal a posteriori da variavel
I, devemos marginalizar todas as variaveis de P(X,e), exceto I.

P(I,e) = Z Q) Pp-Pc-Pp-Pp-Pp- P Py-ey - Pr-Pye; Par-ey -Ppep.
A,B,C,D,E,F,G,H,J,A',B'
(6.1)
Apo6s o calculo dos méaximos e minimos a distribuicdo desejada pode ser obtida através da
normalizacao da distribuigao:

_P(le)

> P(Ile)

O proximo passo é determinar as varidveis estatisticamente relevantes para a inferéncia, o que
pode resultar em uma reducao da dimensao do problema. Faremos isto através do algoritmo Bayes-
Ball explicado na Segao 2.1.4. Ressaltamos que, por serem auxiliares e artificiais, as varidveis trans-
parentes ndo devem ser retiradas, inclusive, como vamos varrer as diferentes combinacoes de valores
elas podem ser consideradas parte de uma evidéncia. A Figura 6.5 apresenta o resultado da aplicagao
do algoritmo para este exemplo, com os nds correspondentes & varidveis observadas ou transparentes
em laranja. O conjunto obtido ¢ Xp ={A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,A’, B’} . Podemos ver que, por
conta das evidéncias e da consulta, todas as variaveis devem permanecer no grafo para a inferéncia.

Em seguida devemos construir o Grafo Moral para a Rede Bayesiana utilizando apenas as
variaveis presentes em Xp. O resultado pode ser visto na Figura 6.6 com o Grafo Moral e os Moral

P(Ile) = (6.2)
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Figura 6.5: Aplicagdo do Bayes-Ball para definir Xi na rede de exemplo

links acrescentados para unir os vértices com filhos em comum, indicados em destaque e as varidveis
transparentes em cor mais clara.

Figura 6.6: Grafo Moral da rede de exemplo

Para determinar a ordem de eliminagao vamos utilizar a heuristica de Gibbs/BEL passando como
entrada o grafo moral da rede. Este procedimento gera uma possivel arvore BEL com profundidade
5 e escolhe um né quase periférico buscando maximizar a possibilidade de paralelizacao da arvore de
eliminacao gerada pela ordem de eliminacao obtida pela heurfstica. Uma discussao mais detalhada
sobre o assunto é apresentada em Colla (2007).

A Figura 6.7 mostra a escolha do vértice B’ como vértice quase-periférico e os separadores Sy,

Sy e S3 escolhidos como vértices da arvore de disseccdo em (a) e a arvore de dissecgdo resultante
em (b).
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(a) [(9)]

Figura 6.7: Exemplo de Arvore BEL (a) e Arvore de disseccio(b)

Enumerando os vérices da arvore de disseccao em pods ordem temos:
¢d=[H{B'},{A,B},{I},{E,J,G,H},{A", D, F,C}]. A ordem de eliminagdo ¢ a ordem de disseccao,
que & obtida substituindo em § cada vértice da Arvore de Disseccao pelos vértices correspondentes
do Grafo Moral que a compde. Este procedimento origina ¢ = [B', B, A, I, H,E,J,G,A",C, F, D]
como uma ordem de eliminacgdo possivel.

Tomando como base a ordem de eliminacdo obtida e considerando a propriedade distributiva
dos potenciais podemos reescrever a equacao 6.1 como:

P(l,e) =3 p>g2-J25(J,D,Gle;d 0 Par-en ) p®r(l, E)Pp(E, D)-
’ ZF ZH (I)G(G7 F, H)CI)H(H>§H ZC ZA (I)D(Dv A, C)(I)A(Av A/) (63)
> p®p(F,B)®c(C,B)Y 5 ®p(B,A, B 0p (B') - ep-

E possivel efetuar as operacdes sequencialmente, entretanto Colla, em seu trabalho (Colla, 2007)
mostra que é possivel realizar operacoes independentes de forma paralela, considerando a proprie-
dade distributiva dos potenciais e a independéncia entre certas variaveis, o que pode significar em
ganho computacional.

A fim de identificar as dependéncias de dominio entre os potenciais ou, em outras palavras,
quais operacoes sao dependentes e quais podem ser executadas em paralelo, através da ordem
de eliminacdo obtida devemos construir a Arvore de Eliminacdo, principal resultado da Etapa de
Fatoracdo Simbolica. A Arvore de Eliminacdo é criada através da eliminacdo de varidveis do grafo
Moral, seguindo a ordem de eliminacao. Utilizaremos o algoritmo de eliminacao simplificada descrito
na Secao 4.3 para economizar recursos computacionais.

A Figura 6.8 apresenta as etapas da eliminagao dos vértices do grafo moral e construgao da arvore
de eliminacao através da eliminagao simplificada. O vértice circunscrito no circulo é o vértice a ser
eliminado em cada etapa e o vértice inscrito no quadrado é vizinho mais préximo a ser eliminado,
sobre o qual incidirdo os arcos de preenchimento (em tracejado) quando necesséario. Para a arvore
de eliminagao que vai sendo construida no interior de cada vértice estd a ordem na qual o mesmo
seré eliminado e sobre o vértice estad indicada a variavel correspondente no Grafo Moral.
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@

Figura 6.8: Fatoracao simbdlica do Grafo Moral

Grafo Preenchido

Arvore de Eliminagéo

Figura 6.9: Arvore de eliminacdo e Grafo Preenchido obtidos através da fatoracdo simbolica do
Grafo Moral
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A arvore de eliminagdo e o grafo preenchido, com arcos de preenchimento em tracejado, re-
sultantes do processo podem ser vistos na Figura 6.9. Podem ser eliminados em paralelo, ou seja,
vértices que possuem eliminagoes independentes, aqueles que ndo apresentam nenhum arco, moral
link ou arco de preenchimento que os conecte. Com isto encerramos a etapa de fatoracao simbdlica,
ressaltando que em nenhum momento foi solicitada informacdo das probabilidades ou valores dos
potenciais.

Utilizamos na Figura 6.9 cores iguais para indicar a possibilidade de executar os mesmos nds
em paralelo na fase numérica. Como cada n6 da arvore de eliminag@o equivale a eliminacao de uma
variavel, cada cor indica uma fase da fatora¢ao numérica, comecando pelas folhas (nés mais claros)
e conforme a execucao dos nés é concluida, seguindo na direcao dos pais até a raiz.

Com a ordem e a arvore de eliminagao obtidas identificamos as operacgoes que podem ser rea-
lizadas em paralelo ilustradas na Figura 6.10. Podemos observar que esta arvore possui a mesma
estrutura que a arvore de eliminacao.

Pl e)
5 T
@'.(0) I
@' (1, D)

A

(D'B(A, CF

I

by

L »

c @' (D, G, F @A) @, (D, C A F)
A

%
@ (D6 | = @' (A, B)

J @,,D,0) . g

@ (F,0)

%,
D,(8). 8,
®(B, A B

Figura 6.10: Operagbes com potenciais envolvidas na eliminagdo de varidveis

J
z

A partir deste momento precisaremos identificar sobre qual combinacao de estados das variaveis
transparentes estamos trabalhando. O conjunto de estados possiveis ¢ eviransp = {A" = A'1,B' =
B'1},{A" = A’2, B’ = B'1},{A’ = A’2, B’ = B2}, {A’ = A1, B’ = B'2}]. Para cada combinaciao
temos o conjunto de findings correspondente, no primeiro caso temos ey, = {1,0} e ep = {1,0}
e para os outros, respectivamente, ey = {0,1} e eg = {1,0}, eq, = {0,1} e ep, = {0,1},
e, ={1,0} e eg; = {0,1}. Vamos iniciar pelo primeiro caso.

Respeitando a sequéncia de operacoes representada na Figura 6.10 vamos iniciar o processa-
mento numérico da rede simulando uma execugdo em paralelo. Observe que nao utilizaremos tabelas
de probabilidades para varidveis transparentes, consideraremos apenas os findings. Computacional-
mente é possivel inicializar todos os valores dos potenciais correspondentes & essas variaveis com 1
que nao haverd alteracao de resultado e ndo é preciso fazer nenhum tratamento especial.

Ciclo 1: Variaveis B, H, J e I

o Calculo de @/ (A, B) =3 p ®5(B,A, B )®p/(B) - ep

@p(B, A, B)®p/(B') ep EB/4>B(BYAYB’)<I>B/(B’)‘§51
A1 A2 A3 A1l A2 A3
B’1 | B’2 | B’1 | B2 | B'1 | B’2 B1 | 0,34 | 0,03 0,47
B1 | 0,34 - 0,03 - 0,47 - B2 | 0,48 | 0,38 0,46
B2 | 0,48 - 0,38 - 0,46 - B3 | 0,12 | 0,53 0,01
B3 | 0,12 - 0,53 - 0,01 -
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e Calculo de @ (F,G)> 5 ®c(G, F,H)®y(H)ey

Qp(H)ey CG(G, F,H)Py (H)ey > ®c(G, F,H)Py(H)ey

H1 - F1 F2 F1 F2

H2 | 0,03 H1 H2 H3 | H1 H2 H3 G1 | 0,0117 0,0153

H3 - G1 B 0,0117 B B 0,0153 B G2 | 0,0183 0,0147
G2 - 0,0183 - - 0,0147 -

e Calculo de ®,(D,G) =X J®,(J,D,G)e,

@;(J,D,G)ey > J®;(J,D,Gey

D1 D2 D3 G1 G2

G1 G2 | G1 G2 G1 G2 D1 | 0,25 | 0,26

J1 - - - - - - D2 | 0,54 | 0,18

J2 - - - - - - D3 | 0,27 | 0,09
33 | 025 | 0,26 | 0,54 | 0,18 | 0,27 | 0,00

e Como nosso objetivo é calcular P(I|e) a variavel I nao sera marginalizada para fora.
Ciclo 2: Variaveis F, G, B

e Calculo de ®,(I,D) => ", ®;(I,E)®g(E,D)
> p®i, E)®p(E, D)
D1 D2 D3

I1 0,6494 0,4496 0,7456

12 0,3506 0,5504 0,2544

e Calculo de &, (D, F) >, &4 (F,G)®,(D,G)
Yo @y (F,G)®' (D, G)
F1 F2

D1 0,0077 0,0076

D2 0,0096 0,0109

D3 0,0048 0,0055

e Calculo de ®5(A,C, F) =) BY (A, B)®r(F,B)®c(C,B)
> B®, (A, B)®r(F, B)®¢(C, B)
A1l A2 A3

C1 c2 C1 Cc2 C1 Cc2

F1 0,1732 0,3558 0,2903 0,1353 0,1345 0,4391

F2 0,2020 0,2090 0,3617 0,1527 0,1463 0,2201

Como podemos observar pela Figura 6.9 os proximos ciclos implicam em um processamento
sequencial, pois a partir de agora s6 é possivel marginalizar uma varidvel por vez por conta da

dependéncia entre as variaveis restantes.
Ciclo 3: Variavel A

e Calculo de ®',(C, D, A", F) =3, ®p(D, A, C)P4(A, A)P5(A,C, F)
S A®p(D, A, C)PA(A, AP (A, C,F)
F1 F2
A1 A2 A1l A2
C1 C2 C1 c2 C1 Cc2 C1 Cc2
D1 | 0,0274 | 0,0823 | 0,0347 | 0,0958 | 0,0317 | 0,0471 | 0,0402 | 0,0546

D2 0,0693 0,0588 0,0788 0,0738 0,0799 0,0325 0,0907 0,0406

D3 0,0634 0,1946 0,0700 0,2183 0,0740 0,1132 0,0817 0,1267

Ciclo 4: Variavel A’



6.4 EXEMPLO DE INFERENCIA CREDAL PARALELA a3

o Cilculo de @4/ (C, D, F) = Y 4, @4 (D, C, A, F)® 4(A)e

®'y (D, C, A/>4’A/<AI)§A11 S ar ®U(D,C, AN, (A’)EA/l
F1 F2 F1 F2
A’l A2 Al A2 C1 Cc2 C1 Cc2
C1 C2 Cc1 | C2 C1 Cc2 C1 | C2 D1 | 0,0274 | 0,0823 | 0,0317 | 0,0471
D1 | 0,0274 | 0,0823 - - 0,0317 | 0,0471 - - D2 | 0,0693 | 0,0588 | 0,0799 | 0,0325
D2 | 0,0693 | 0,0588 - - 0,0799 | 0,0325 - - D3 | 0,0634 | 0,1946 | 0,0740 | 0,1132
D3 | 0,0634 | 0,1946 - 0,0740 | 0,1132 - -

Ciclo 5: Variavel C
e Célculo de ®.(D,F) =%~ %,,(C,D,F)

Yc ®/(C,D,F)
F1 F2

D1 0,1097 0,0788

D2 0,1281 0,1124

D3 0,2580 0,1872

Ciclo 6: Variavel I

e Célculo de ®,(D) = 3, ®,(D, F)®},(D, F)

@ (D, F)®q (D, F) S p®c(D,F)®L(D, F)
F1 F2 D1 0,0014
D1 | 0,0008 | 0,0006 D2 0,0025
D2 | 0,0012 | 0,0012 D3 0,0023
D3 | 0,0012 | 0,0010

Ciclo 7: Variavel D
e Calculo de @' (1) = > ®%(D)®,(1, D)

@’ (D)® (I, D) S p ®R(D)®RU, D)
D1 D2 D3 1§ 0,0037
11 | 0,0009 | 0,0011 | 0,0017 12 0,0024

12 0,0005 0,0014 0,0006

Normalizando o resultado teremos P(I]e1)

P(Iley)
I1 | 0,6050
I2 | 0,3950

Procedendo da mesma maneira para as outras combinacoes de estados para as variaveis trans-
parentes encontramos as seguintes distribuicoes de probabilidade:
P(Ilez) P(Iles) P(Ileq)
11 | 0,6023 I1 | 0,6003 I1 | 0,6030
12 | 0,3977 12 | 0,3997 12 | 0,3970

Resta agora, para cada estado da varidvel I encontrar o potencial com o maior e menor valor.
Temos entao:

e Maximo para I = I1 e Minimo para I = I2: P(I|e1),
e Minimo para I = I2 e Minimo para I = I1: P(I|e3)

Com isto concluimos nosso exemplo de inferéncia paralela em redes Credais. A seguir apresenta-
remos um exemplo de processamento paralelo para a fase simboélica com a fatoracdo Blocada, para
redes cujo grafo possui matriz de adjacéncia em FAB.
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6.4 Exemplo de Fatoracao Simbdlica Blocada

Para ilustrar o procedimento de fatoracao blocada utilizaremos a rede Bayesiana cujo grafo
estd apresentado na Figura 6.11. Uma vez que realizaremos apenas a etapa simbdlica omitiremos
as distribuicoes de probabilidade. Os arquivos que geram esta rede, as evidéncias, a consulta e os
parametros para o Simulated Annealing estdo no Apéndice C.2

(»)
o W © ©
®—0 ®<—©

Y Y

OO

Figura 6.11: Grafo da rede Bayesiana para o exemplo de inferéncia blocada

Suponha que queremos calcular a probabilidade conjunta das variaveis F', H, J e L dado o
estado da variavel A = A2. Temos entdo Xg = {F,H,J,L} e Xp = {A} com finding e, = {0,1}.
Aplicando o Bayes-Ball (2.1.4) no grafo da rede temos o conjunto de variaveis requisitadas Xp =
{A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L, M}, que, mais uma vez, corresponde a todas as variaveis que
compoe a rede. Particularmente neste exemplo optamos por uma consulta que levasse a isto para
ilustrar mais claramente a fatoracdo blocada.

Em seguida construimos o grafo moral com as varidveis requisitadas que pode ser visto na Figura
6.12 com os moral links em destaque.

Figura 6.12: Grafo Moral da rede Bayesiana para o exemplo de inferéncia blocada
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Para encontrar a ordem de eliminacdo devemos primeiramente montar a matriz de adjacéncia
do grafo moral. Para tornar a visualizacao mais clara, preenchemos os elementos das diagonais com
a variavel correspondente:

OO OO NODO RO OO
N o oo o o0 oo RO
SO R OO OO OO O

— O R O OHOOOOO N
o~ ocoococor~roocoocoollmo
ocoroorrOoO0oOoOo oo
coocoorocoorolggooo
R o oOoOrRrOoOO0COCOoooo
oo oo RO o~ OOO
OO0 O0OO0ONOo OO O
cCoroOoOTToOocOoOO OO
— 00 LUOOoOOoOOoO R OOOO

CONOO OO OO R~ O~

=

Em seguida devemos encontrar a forma blocada da matriz de adjacéncia através do Simulated
Annealing, conforme descrito em 4.4.2. A matriz blocada é obtida através de permutacdes de linhas
e colunas em relacao & matriz original. Um vetor possivel de permutacoes é:

q:[I?F7D7B7G7L7K7C7H?J7M7E7A]

E a matriz blocada correspondente é:

/1 1.0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 ¥ 1 0 0 0 0 0 0O 0O 0 0 O
11D o0 o0 0 0 0 0 0 0 0 O
00 0o B 1100 00 0 00
00 01 &1 0 0 0 O0 O0 01
00 0 11 L 0 0 O0O0 0 00O
Myer,=10 0 0 0 0 0 K 1 1 0 0 0 1
0o 0o 000 1 C1 0 0 0O
060 0 0 0 0 1 1 HO O 0O
0o 0 o0 000 0 0 J 1 1 0
00 0 0 0 0 0 0 0 1 M 11
00 0 0 00 O0 0O O 1 1 E O
1 0 0 06101 00 0 1 0 A

Vale lembrar que esta permutagdo é uma das permutacoes possiveis que leva & matriz blocada. O
desempenho do processo trocando blocos de lugar nao é alterado. De posse da ordem de eliminacao
e da forma blocada da matriz podemos obter a arvore de eliminacao de forma paralela, unido as
variaveis de cada um dos blocos com as varidveis de colunas residuais (no caso somente a variavel
A) e fatorando cada um destes subgrafos simultaneamente. Como a fatoracdo de um bloco nao
altera a quantidade de elementos nao nulos de outro, é possivel antecipar o formato da arvore de
eliminagdo com cada bloco correspondendo a um ramo. Sabemos também que a raiz sempre seré
necessariamente uma variavel presente nas colunas residuais.

A Figura 6.13 apresenta o processo de eliminagdo simplificada dos vértices ocorrendo de forma
paralela. Assim como na fatoragao serial, o vértice circunscrito no circulo é o vértice a ser eliminado
em cada etapa e o vértice inscrito no quadrado é vizinho mais préximo a ser eliminado, sobre o qual
incidirdo os arcos de preenchimento quando necessario. A Figura 6.13 mostra também o resultado
obtido para as sub-arvores de eliminacao. No interior de cada vértice da sub-arvore estd a ordem
na qual o mesmo seré eliminado e sobre o vértice estd indicada a varidvel correspondente no Grafo
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Figura 6.13: Fatoracao simbolica dos subgrafos

Podemos observar que dentro de cada bloco ndao hé tratamento para a escolha da ordem de
eliminacao, o que pode levar & inclusao desnecessaria de arcos de preenchimento. Para blocos grandes
uma solucgdo para este problema é procurar dentro de cada um a melhor ordem de eliminacao através
das heuristicas de Gibbs e Busca em Largura, apenas respeitando que as varidveis das colunas
residuais devem ser as ultimas a serem eliminadas em cada subgrafo.

A arvore de eliminacao resultante do processo pode ser vista na Figura 6.14. Utilizamos cores
iguais para indicar a possibilidade de executar os mesmos nés em paralelo na fase numeérica. Para
montar esta arvore de eliminacao basta percorrer os nos das sub-arvores resultantes de fatoracao
simbélica blocada buscando nés que tenham pais com varidveis de colunas residuais. Encontrando
essas varidveis atualizamos a arvore resultante com um novo ramo correspondente & fatoracao do
bloco. Com isto termina a fase simbolica da inferéncia e através da arvore de eliminacao € possivel
prosseguir com a fatoracao numeérica em paralelo como no exemplo anterior.

Com os dois exemplos apresentados buscamos ilustrar os passos de uma aplicacao tipica de
inferéncia utilizando os algoritmos propostos.
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Figura 6.14: Arvore de eliminacao obtida através da fatoracao simbélica dos subgrafos
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Capitulo 7

Implementacao Computacional da
biblioteca

Nosso conjunto de bibliotecas computacionais consiste em um aprimoramento de alguns méto-
dos da versdo inicial elaborada por Colla (2007), em especial na paralelizagdo, juntamente com a
adi¢cao de novas técnicas, como a inferéncia para Redes Credais e Simulated Annealing para obter a
estrutura blocada de uma matriz de adjacéncia associada & uma rede, e alguns recursos extras como
a possibilidade de salvar em arquivo o resultado obtido através da fase numeérica para utilizagao
posterior.

Buscamos aproveitar a maior parte possivel da separacao dos procedimentos nas bibliotecas
como no trabalho original e mantivemos as mesmas premissas para o projeto e implementacao das
bibliotecas, a saber:

e As bibliotecas devem ser, na medida do possivel, genéricas, flexiveis e com uma arquitetura
que permita o desenvolvimento de aplicagoes com diferentes propoésitos e/ou otimizadas para
uma determinada etapa do processo de inferéncia.

e Deve haver uma separacao clara e bem definida dos diferentes procedimentos e algoritmos,
de forma que as bibliotecas possam ser utilizadas independentemente, ou seja, a utilizacao
de uma biblioteca nao pode estar vinculada a outra biblioteca do conjunto. Por este motivo
procuramos isolar os procedimentos para que possam ser desenvolvidas ou utilizadas formas
alternativas de realizar uma determinada tarefa, inclusive utilizando fun¢oes desenvolvidas por
terceiros, sem inviabilizar adocao das demais rotinas que integram o conjunto de bibliotecas.

e As bibliotecas devem encapsular a complexidade dos procedimentos por meio de interfaces que
tornem mais facil e intuitivo o desenvolvimento das aplicacdes e possibilitem que no futuro
as bibliotecas de operacdes mais elementares, de mais baixo nivel, possam ser reescritas ou
substituidas mantendo a compatibilidade com as aplicacoes desenvolvidas até entao.

e Para facilitar a integracao com aplicagdes e bibliotecas de terceiros, bem como para utilizar
bases de testes e repositérios de dados de dominio piblico, sempre que possivel, devem ser
utilizados padroes abertos e reconhecidamente adotados pela comunidade cientifica.

Como no nosso sistema a inferéncia para redes Bayesianas é umn caso particular da inferéncia para
redes Credais, vamos explicar o funcionamento para estas tltimas. Em linhas gerais, sao realizadas
as seguintes etapas, que serdo detalhadas mais adiante:

Etapa 0 - Estimacao dos Tempos para Avaliar a necessidade de Paralelizar

0.1 Calculo do valor de MFLOPS do processador;

0.2 Calculo do tempo utilizado em operagoes de memoéria compartilhada;

29
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0.3 Calculo do tempo utilizado em operagoes de meméria distribuida;
0.4 Chamada das funcdes que retornam a quantidade de operagoes seriais e paralelas;

0.5 Execucao de calculos para escolher as etapas que serdo realizadas em paralelo.

Etapa 1 - Entrada de Dados para Inferéncia

1.1 Leitura dos arquivos que definem a Rede Credal (ou Bayesiana);

1.2 Adicao das variaveis transparentes para redes Credais (e salva a rede nova);
1.3 Leitura dos arquivos que definem a Consulta (Query);

1.4 Leitura dos arquivos que definem as variaveis observadas (Evidence);

1.5 Determinacao as Varidveis Requisitadas para processar a inferéncia.

Etapa 2 - Fatoragao Simbolica da Rede Bayesiana
2.1 Construgdo do Grafo Moral,

2.2 Blocagem da matriz de adjacéncia para permitir o processamento paralelo;
2.3 Determinacao da Ordem de Eliminacao;
2.4 Construcio da Arvore de Eliminacio e do Grafo Preenchido (em paralelo);

2.5 Criacao do arquivo com o resultado da fatoragdo simbédlica.

Etapa 3 - Criacao das Redes Bayesianas a partir da Rede Credal

3.1 Enumeracgdo das combinagoes de estados das varidveis transparentes como evidéncias;

3.2 Monitoramento das redes criadas (processo principal);

3.3 Chamada em paralelo (processamento distribuido) de inferéncia para cada combinagao.

Etapa 4 - Fatoracao Numérica da Rede Bayesiana

4.1 Carga do arquivo com as estruturas obtidas na fatoragdo simbdlica;

4.2 Construgao da Arvore de Threads para executar o processamento numeérico;

7.0

4.3 Execucio da Arvore de Threads para o calculo da inferéncia utilizando o Método de Eliminacao

de Variaveis;

4.4 Compilacao dos resultados obtidos para cada uma das redes para calcular os limites superior e

inferior da inferéncia na rede Credal.

Etapa 5 - Inferéncia na Rede Credal

5.1 Obtencao do valor maximo das inferéncias em redes Bayesianas;

5.2 Obtencao do valor minimo das inferéncias em redes Bayesianas.
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As etapas descritas anteriormente refletem uma execucdo sequencial de uma inferéncia tipica
em uma rede Credal. Nada impede que sejam executadas separadamente, ou que sejam puladas,
uma vez que a estrutura das bibliotecas foi feita pensando em permitir este tipo de procedimento.
Por exemplo, uma vez feita a fatoracao simbolica e gravada no arquivo, é possivel reaproveitar estas
informacoes para diversas evidéncias (atil para simulagdes), o calculo dos tempos de processamento
pode ser realizado somente uma vez por processador, mesmo que sejam realizadas varias inferéncias,
algumas etapas ou subetapas podem ser eliminadas caso o usuério opte por decidir ele mesmo o
que serda paralelizado, eliminando a etapa 0, ou para realizar inferéncia em uma rede Bayesiana ao
invés de rede Credal, eliminando as etapas 3 e 5.

7.1 Bibliotecas e Estruturas de Dados

Antes de detalhar o funcionamento de cada etapa presente nas bibliotecas apresentaremos a,
forma em que estdo organizadas e também as principais estruturas de dados presentes nas mesmas.
Buscaremos dar uma atencao especial aos métodos e bibliotecas novos e aos métodos presentes na
biblioteca anterior que sofreram alteracoes na versao atual. Aconselhamos ao leitor que leia também
a especificacao da biblioteca original.

7.1.1 Organizacao das Bibliotecas

1. Aplicagdo ou Programa -
Principal SRR
2. Bibliotecas especiicas para CNMain CNUtils CNLoader CParallel
Redes Credais
3. Bibliotecas e interfaces
especificas para Redes BMUtils BMLoader BNVarElimination BMExport
Bayesianas
BMNMain

4. Bibliotecas com
funcionalidades especificas bayesball EliminationLoader
para Redes Bayesianas
5. Biblioteca que define e .

. A . potential
manipula varidveis e potenciais
6. EJI!:}“DTECS de otimizacdo { blocking
numeérica
7. Bibliotecas para operacdes { gibbs graphtools
com grafos
8 Blbllotngs e esiruuras de graph threadtree hash singlelinkedlist
dados genéricas
3. Ellbllutecas_ estimam o { timePthread timeMPI timeFLOP timeCompare
tempo computacional
m'.E."b"D‘EC?_S com fungdes ldManager Matrix FileReader Vector
genéricas auxiliares

Figura 7.1: Organizagdo dos Arquivos e Bibliotecas
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Buscamos organizar as bibliotecas novas de modo similar & estrutura anterior elaborada por
Colla (2007), apenas acrescentando os novos pacotes de acordo com os niveis correspondentes e
niveis de acordo com a hierarquia das operagdes utilizadas. Tal organizagdo visa sobretudo isolar os
procedimentos relacionados & algebra linear computacional dos utilizados para inferéncia, e ainda
separar as Redes Credais das Redes Bayesianas, permitindo que no futuro novos métodos de infe-
réncia para redes Credais possam ser adicionados. Um diagrama com os novos niveis de separa¢ao
das bibliotecas pode ser visto na Figura 7.1. Explicaremos a seguir cada um dos niveis e os arquivos
presentes neles:

Nivel 1 - Aplicacao ou Programa Principal: A aplicacdo ndo esta presente nas bibliotecas,
mas € a responsavel por fazer corretamente a chamada das func¢des de acordo com a necessidade do
usudrio. Ela deve ser implementada pelo desenvolvedor que for utilizar o conjunto de bibliotecas.

Nivel 2 - Bibliotecas especificas para Redes Credais: Este é o nivel que contém os
codigos e estruturas necessarios para a manipulacao de redes Credais. Nele é feita a implementacao
das fungdes que representam internamente uma rede Credal e buscamos, na medida do possivel,
isolar estes métodos dos mais elementares, para que estas bibliotecas (e a aplicacdo) nao precisem
ser alteradas devido & alteracGes de niveis abaixo deste. Aqui também sio definidas as funcbes que
manipulam a rede Credal de modo a transforméa-la em um conjunto de redes Bayesianas para que
seja realizada a inferémncia.

e (C'NMain: Biblioteca que define a estrutura de dados que representa uma Rede Credal e im-
plementa construtores, destrutores e manipuladores de informacoes da mesma.

e (CNUtils: Biblioteca que implementa fungoes para transformar uma Rede Credal em uma rede
Bayesiana com um conjunto de evidéncias.

e (CNLoader: Biblioteca com as fungoes para carregar uma rede Credal, através de dois arquivos
com as defini¢des de uma rede Bayesiana.

e (NParallel: Biblioteca que realiza a inferéncia em uma Rede Credal de forma paralela.

Nivel 3 - Bibliotecas e interfaces especificas para Redes Bayesianas: Assim como no
nivel anterior, este é um nivel que busca abstrair suas fun¢des dos niveis inferiores para permitir
um maior reaproveitamento de codigo, mas desta vez para representar internamente uma Rede
Bayesiana. As bibliotecas deste nivel nao foram alteradas substancialmente, mas ha uma certa
modificacdo em relacao ao codigo original com pequenas melhorias de performance ou aumento de
compatibilidade com ambiente Linux. Também acrescentamos funcdes para realizar procedimentos
em paralelo e adicionamos a funcao para exportar informagoes da rede Bayesiana.

e BNMain: Biblioteca que define a estrutura de dados que representa uma Rede Bayesiana e
implementa funcoes para construcao, destruicdo e obtencdo de informacdes da mesma.

e BNUtils: Interface/Biblioteca que implementa fungoes genéricas e dteis para o processamento
de uma Rede Bayesiana, como por exemplo, a constru¢ao do Grafo Moral, fatoracao simhbélica
ou a interface para o algoritmo de determinacao das variaveis requisitadas.

e BNVarElimination: Biblioteca que implementa o algoritmo de inferéncia utilizando o método
de eliminacdo de variaveis.

e BNLoader: Biblioteca com as fungoes para carregar uma rede Bayesiana, consultas e evidéncias
através de arquivos com as definicoes das mesmas.

e BNEzport: Biblioteca com as funcgoes para salvar uma rede Bayesiana e evidéncias através de
arquivos com as definicoes das mesmas.
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Nivel 4 - Bibliotecas com funcionalidades especificas para Redes Bayesianas: Neste
nivel se encontram arquivos para inferéncia em redes Bayesianas com funcionalidades especificas,
no caso, a determinagdo das varidveis requisitadas da rede. Como testes preliminares provaram a
eficiéncia das fungdes mantivemos sua estrutura intacta. As informacoes de uma fatoracao simbolica
gravadas em arquivos também sdo carregadas neste nivel.

o bayesball: Implementacao do algoritmo Bayes-Ball, descrito em 2.1.4, para a determinar as
varidveis requisitadas para executar uma inferéncia, dado um conjunto de variaveis observadas.

o EliminationLoader: Carrega um grafo com uma arvore de eliminacdo e respectiva ordem de
eliminacdo vindas de um arquivo especifico.

Nivel 5 - Biblioteca que define e manipula varidveis e potenciais: Neste nivel sao
definidas as estruturas de potenciais e variaveis utilizadas para a manipulacdo dos valores associados
as variaveis da rede, ou seja relacionadas a Fatoragio Numérica. Acrescentamos algumas fungoes
que permitem fazer a comparagdo entre dois potenciais ou duas varidveis e modificamos algumas
funcoes para garantir a unicidade dos ids associados a essas estruturas;

e potential: Define as estruturas que representam internamente uma variavel e um potencial. Im-
plementa um conjunto de operacoes basicas envolvendo as duas estruturas como multiplicacao
e marginalizacdo de uma varidvel de um potencial.

Nivel 6 - Biblioteca de otimizagao numérica: Neste nivel implementamos um método de
otimizacao que encontra a forma blocada de uma matriz, no caso da matriz de adjacéncia associada
ao grafo da Rede Bayesiana, para posteriormente executar a eliminacao de varidveis em paralelo.
Caso haja vantagem, é possivel substituir as bibliotecas deste nivel por outros métodos de otimizacao
sem ser necessario alterar as estruturas de dados ou funcoes ja definidas em outros métodos.

e blocking: Implementa o método Simulated Annealing para matrizes esparsas descrito na Secao
4.4.2.

Nivel 7 - Bibliotecas para operacoes com grafos: Implementam operacoes e heuristicas
com grafos utilizadas em algebra linear computacional.

e graphtools: Implementacao da funcao de construcao do Grafo Moral e da Fatoracdo Simbolica
de grafos genéricos. Adicionalmente, acrescentamos uma fun¢do que gera a matriz booleana
de adjacéncia de um grafo, e a fatoracao simbolica paralela para matrizes blocadas.

e gibbs: Executa a Heuristica de BEL/Gibbs para a determinacdo da ordem de eliminagao dos
vértices de um grafo.

Nivel 8 - Bibliotecas e estruturas de dados genéricas: Este nivel contém as defini¢oes e
operacoes de estruturas genéricas de dados utilizadas pelos niveis superiores.

e graph: Define a estrutura e implementa operacoes com grafos. Adicionamos uma funcao para
comparar dois grafos e também passamos a fazer verificacdo de unicidade de ids para os
vértices do grafo.

e threadtree: Define a estrutura e implementa as fungoes para utilizacao das arvores de threads
para o processamento numérico paralelo.

o singlelinkedlist: Define a estrutura e implementa operacoes com lista ligadas simples.
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e hash: Implementa operactes com hash.

Nivel 9 - Bibliotecas que estimam o tempo computacional: Este nivel, ausente na pri-
meira versao, contém as bibliotecas relacionadas & estimacao de tempos computacionais de operacoes
com ponto flutuante e em paralelo, e também que avaliam a vantagem de se executar determinado
procedimento de maneira paralela em relacdo ao mesmo procedimento de forma serial.

e timePthread: Estima o tempo necessario para realizar operagoes com PThreads (memoria
compartilhada).

e timeMPI: Estima o tempo necessario para realizar operagoes com MPI (memoria distribuida)

e timeFLOP: Estima a quantidade de tempo necesséria para se executar uma FLOP (operacao
de ponto flutuante).

e timeCompare: Com base nos tempos de processamento calculados e ntmero de operagoes
necessario para executar um determinado algoritmo de forma paralela e serial, avalia se é
vantajoso utilizar o paralelismo.

Nivel 10 - Bibliotecas com funcoes genéricas auxiliares: Neste nivel mais inferior im-
plementamos funcdes basicas com funcionalidades genéricas, tteis nos niveis superiores, mas que
podem ser substituidas ou reformuladas sem necessidade de alterar as demais funcoes

e IdManager: Biblioteca para manipulacao de Ids. Verifica duplicidade e fornece novos ids com
valores distintos e positivos.

e Matriz: Biblioteca para manipulagao de matrizes e resolucdo de sistemas lineares por minimos
quadrados.

e FileReader: Biblioteca para ler o contetdo de um arquivo e colocé-lo em memoria.

e Vector: Biblioteca para manipulagdo de vetores. Atualmente tem implementada a concatena-
¢ao de dois vetores.

Esta separacdo busca isolar as estruturas de dados mais complexas e permitir um maior grau de
abstracao para niveis anteriores. Por exemplo, a estrutura de uma Rede Credal, definida no arquivo
CNMain.h é conhecida somente nos niveis 1 e 2. O nivel 3, que contém o arquivo BNMain.h com as
defini¢oes da Rede Bayesiana desconhece a estrutura da rede Credal. A estrutura de rede Bayesiana,
por sua vez, é conhecida pelos niveis 1, 2, 3 e 4, nos quais estdo definidas estruturas e implementadas
as funcoes especificas para trabalhar com Redes Bayesianas. Os niveis mais inferiores conhecem
somente os componentes da rede Bayesiana, como o grafo, as varidveis e potenciais, ou nem isso
para os niveis 8 e 9.
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7.1.2 Principais Estruturas de Dados

Apresentaremos a seguir de maneira sucinta as principais estruturas de dados presentes na
biblioteca. Muitas destas estruturas vieram da biblioteca original e estao mais detalhadas em (Colla,
2007) e também na propria documentacao dos codigos-fonte, por isso o objetivo ¢ apenas fornecer
uma base para possibilitar o entendimento das implementacoes.

Grafos

Podemos ver na Figura 7.2 a representagdo das estruturas utilizadas para a manipulagdo dos
grafos, e como elas se relacionam. Essas estruturas foram preservadas da implementagao original da
biblioteca. A principal estrutura definida é a Graph que define os elementos do grafo como o tipo
de grafo, seu nome e seus vértices, entre outros. Esta estrutura pode ser utilizada tanto para grafos
direcionais, como os utilizados em redes Bayesianas e redes Credais, como nao direcionais como é o
caso do grafo moral utilizado no processo de eliminacao de varidveis.

Wertex® vertex,
YertexMode* next;

intid;
char* name;
Graph* graph;
VertexLinkedList* parents; int length:
VerexLinkedList* children; | . B
N WertexMode ﬂrstT vertices
— YWertexMode* last:
util lib[4]; parents
] children intwidth;
verices int depth,
user int* sum;
v lib graph Graph* graph;
graph VertexLinkedList*™ vertices;
inttype;
char* name;
int* arder,
* e Vertex™ index;
S;zz,.f.' —® VertexLinkedList* vertices; < moral -
VertexLinkedList" L G |util userf4; “refEliminationTred "0
chart s; < util lib(4]; ‘*refFiIIedGraph Graph*molral;
float* FP; I‘?hser < Graph* refEliminationTres;
int* IP; ! Graph* refFilledGraph;
char C,
float F;
int i
void* data;

Figura 7.2: Estruturas usadas para manipulagdo de grafos

Um vértice é definido pela estrutura Vertex que contém referéncia para o grafo ao qual ele
pertence, e também as listas de vértices pais (parents) e vértices filhos (children). Essas listas sao
listas ligadas simples com ponteiro para o inicio e fim da lista definidas como VertezLinkedList. No
caso de um grafo nao direcionado, dois vértices conectados sao pais e filhos um do outro.

Internamente os vértices do grafo sdo indexados pelo campo id que permite um acesso em tempo
constante aos vértices. Estes ids devem ser tnicos e, por uma questao de otimizacao de espaco de
armazenamento, preferencialmente sequenciais. Mais adiante, na Secao 7.1.2 detalharemos nossa
implementacao de estruturas relacionadas a garantia da geracao de ids Ginicos, positivos e sequenciais
que pode ser utilizada no campo 4d dos vértices.
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Uma outra estrutura presente na Figura 7.2 é a BELTree. Ela é utilizada para a Busca em
Largura e Heuristica de Gibbs, procedimento adotado para encontrar a ordem de eliminacdo em
grafos que ndo apresentam uma estrutura angular blocada. Esta arvore de busca em largura possui
informacao do grafo ao qual pertence (graph), sua profundidade (depth), largura (width) e uma
lista ligada de vértices para cada um dos niveis da arvore. O campo sum é um vetor cujo conteiido
correspondente a cada nivel da arvore é a soma acumulada do ntmero de vértices desde o primeiro
nivel. Este vetor serd utilizado para a escolha de uma entre as virias arvores que podem ser geradas
pela Heuristica de Gibbs.

Adicionamos uma nova estrutura, SymbolicFactorizationData, que também pode ser vista na
Figura 7.2, utilizada para fazer a fatoracao simbdlica blocada em paralelo, através do uso de PTh-
reads. Ela contém referéncia para a arvore de eliminacao (refEliminationTree) e grafo preenchido
(refFilledGraph) que serdo gerados ao final da eliminagdo, o grafo moral (moral), um vetor com os
ids das variaveis (sublds) do grafo moral envolvidas na fatoragdo (que é na verdade um subgrafo
contendo um bloco e variaveis de colunas residuais), e a quantidade dessas varidveis (size). E através
dessa estrutura que é possivel administrar as informagoes de entrada e saida para as threads.

Lista Ligada Simples

A biblioteca SingleLinkedList implementa uma lista ligada simples, como comumente visto na
teoria da ciéncia da computagdo. Duas caracteristicas importantes desta biblioteca elaborada por
Colla sa0 a presenca de ponteiros para o inicio e fim da lista, permitindo acesso a estes elementos
em tempo constante, e a implementacao de inclusao e remocao de elementos da lista de forma
atomica através do uso de muteres para acessar os elementos da lista, o que torna estas operacoes
thread-safe, ou seja, podem ser executadas seguramente de forma paralela sem que haja problema
de concorréncia.

A Figura 7.3 apresenta as estruturas de dados utilizadas na implementacao da lista ligada. Um
exemplo de uso desta lista é para armazenar os potenciais envolvidos na operacdo de eliminacdo de
variaveis.

int length;
SingleLinkedListMode* first;
SinglelinkedListhode* last;

lnndes

SLLDATA data; ne
SingleLinkedListhode* next;

data

void* SLLDATA;

Figura 7.3: Estruturas usadas para a implementagao da lista ligada simples
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Hash

A Figura 7.4 mostra as estruturas de dados utilizadas para a implementacio do Hash que
é utilizado para armazenamento de pares chave-valor, no caso chaves contendo strings e valores
contendo um double. Esta implementacao vem da biblioteca original e segue padrdes tradicionais
da teoria da ciéncia da computacao.

int length;
HashMode*™ nodes;

lnndes

A

char* key; et
double value;
HashMode* next:

Figura 7.4: Estruturas usadas para implementac¢do do Hash

Na biblioteca as tabelas de Hash sao utilizadas para armazenar os ids das varidveis das redes
Bayesianas e das redes Credais.

Arvore de Threads

A estratégia adotada por Colla para paralelizar o processo de eliminagdo de variaveis foi a criacio
de uma estrutura que pode ser vista como uma arvore de threads denominada ThreadTree que pode
ser vista na Figura 7.5. Cada vértice desta arvore, chamado ThreadVertezx, ¢ uma thread que pode
ser executada paralelamente com outros ThreadVerter sob a condigdo que os vértices filhos dele ja
tenham sido processados.

A topologia da arvore de threads ¢ dada pela topologia da &rvore de eliminagdo obtida na fatora-
¢ao simbdlica do processo de eliminagao de varidveis que é instanciada como um grafo direcionado.

Threadvertex* root; intid,
ThreadVertex™ index; root int status;
ThreadvertexLinkedList* vertices; index |[pthread_t tid;
pthread_attr_t pthread_custom_attr;
void* data;
void* task;
children |ThreadVertex* parent;
vertices ThreadvertexLinkedList* children;

parent

vertex

int length; int length;
ThreadVertexMode™ first; first | ThreadVertex* vertex; next
ThreadvertexMode® last; |ast | ThreadVertexhode® next;

Figura 7.5: Estruturas usadas para implementagdo da arvore de threads
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A eliminagdo dos ThreadVertex é feita por niveis, das folhas até a raiz, como pode ser visto na
Figura 7.6. A raiz da arvore é o dltimo ThreadVertex processado. Todas as threads sdo criadas no
inicio do processamento da arvore, mas o processamento efetivo das threads é feito em etapas, de
acordo com os nfveis de cada vértice. Na Figura 7.6 os vértices destacados em cada passo sdo o0s
vértices que estdo sendo executados.

Dentro do programa utilizamos a Thread Tree na fatoracdo numérica, porém sua estrutura é ge-
nérica o suficiente para permitir que seja utilizada em outras situagoes que apresentem dependéncia
entre as etapas de processamento necessarias para resolver um problema.

raiz raiz raiz raiz raiz

b
Beban

@
@
Anvore ds Threads

Figura 7.6: Sequéncia de execugdo de uma arvore de threads

Gerenciador de Ids

O gerenciamento de unicidade de ids nas bibliotecas ¢é feito através da biblioteca IdManager.
Buscando criar uma estrutura genérica o suficiente para poder ser utilizada em diferentes casos que
necessitem um gerenciamento de ids elaboramos a estrutura que pode ser vista na Figura 7.7.

intvalue; next

ldMode™ next;

ldMode* first;
ldMode* last,

Figura 7.7: Estruturas usadas para implementacao do gerador de ids Gnicas

Este gerenciador (IdFactory) é implementado como uma lista ligada com ponteiro para inicio
e fim da lista (first e last, respectivamente). Cada elemento da lista ¢ um IdNode que contém um
valor inteiro id e um ponteiro para o proximo elemento da lista (next).

A principal razdo para a implementacdo de uma nova lista ligada ao invés de utilizar a Single-
LinkedList é o fato desta lista ser mais simples; os ids sdo sempre inteiros, dispensando a necessidade
de um ponteiro para void e também a simplicidade de insercdo e remocao de elementos pois nao
envolve operacoes com threads.
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Redes Bayesianas e Eliminacao de Variaveis

Uma Rede Bayesiana é definida através da estrutura BayesNet como pode ser visto na Figura
7.8. Ela é composta por um grafo direcionado (Graph), uma lista de variaveis ( Variable) e outra de
potenciais (Potentials) com as distribui¢oes de probabilidade. A correspondéncia entre um vértice
do grafo da rede, uma varidvel e sua tabela de potenciais é feita através do id que é 0 mesmo para
todos.

Cada estado de uma variavel é armazenado como uma string no vetor states e a quantidade
total de estados (que sao mutuamente exclusivos) é armazenada em nstates. O potencial possui um
vetor de variaveis (vars), a quantidade de valores possiveis para a distribui¢ao de probabilidade que
é dada pelo produto da quantidade de valores possiveis de cada uma das varidveis associadas a ele
e é armazenada em nwvalues. Os valores da distribui¢do de probabilidades sao armazenados no vetor
values.

A estrutura Elimination define operacio de eliminacdo de varidveis em uma rede Bayesiana.
Ela esta associada & uma tnica variavel que serd eliminada (variable), contém uma lista ligada
com o0s potenciais que incluem esta variavel (potentials) e também uma tabela de potenciais para
armazenar o resultado da operacao (result). O campo marginalize especifica se o resultado deve ser
marginalizado ou nao, o que varia de acordo com a consulta ou operacao que estiver sendo realizada.

Para permitir o processamento paralelo da eliminacao de varidveis, um mutex garante que a
insercao dos resultados obtidos na operacdo sejam inseridos na lista de potenciais das threads dos
vértices pais sem problema de concorréncia entre as threads filhas. Este mutex é passado para as
funcoes que fazem operacoes criticas com as estruturas de dados da Elimination.

Mantivemos as estruturas usadas para definir uma rede Bayesiana e operagdo de eliminagao

paralela idénticas as da biblioteca original.

Graph* graph;
Yariable®™ variables;
Potential™ potentials;

ariables otentials

intid; intid,
int type; int nvars;
int nstates; vars int nvalues;
char* name; “Wariahle** vars,
char* states; double* values;
variable result
intid;
int marginalize;
int nconst;

Wariable* variable;
SingleLinkedList* potentials;
Fotential* result;
pthread_mutex_t mutex;

Figura 7.8: Estruturas usadas para implementacao da rede Bayesiana e para o processo de Elimi-
nacao de Varidveis
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Redes Credais

Buscamos implementar um estrutura para definir uma rede Credal que se aproximasse o maximo
possivel de uma rede Bayesiana, inclusive para entrada de dados como mostraremos mais adiante
na Secdo 7.3. A Figura 7.9 apresenta esta estrutura.

Uma rede Credal é composta de um grafo direcional (graph), uma lista de variaveis (variables)
que podem ser do tipo discreta ou transparente e duas listas de potenciais, uma com os valores dos
limites inferiores (potentials _lower) e outra com os valores dos limites superiores (potentials_ upper).
Caso determinada varidvel apresente um valor pontual ao invés de um intervalo basta que os limites
superior e inferior possuam o mesmo valor que isto serad tratado na hora da inferéncia.

A vantagem desta abordagem, além da entrada de dados facilitada, é que para o método de
inferéncia escolhido, de adi¢ao de varidveis transparentes e transformacao em inferéncia em uma rede
Bayesiana com multiplas evidéncias, conforme visto na Secao 3.1.1, é possivel poupar processamento
fazendo novas atribuices de grafos e tabelas de variaveis. I importante ressaltar que esta estrutura
nao cobre todos os tipos de redes Credais, outras redes, que nao se aplicam ao método de inferéncia
escolhido, podem necessitar de uma outra estrutura voltada para seu caso particular.

Uma estrutura adicional gerada desta abordagem é a FuvidCombination, também apresentada
na Figura 7.9, que contém todas as informagdes necessarias para gerar cada um dos conjuntos
de evidéncias derivados da rede Bayesiana com as varidveis transparentes. Essas informacoes sdo
a quantidade de conjuntos distintos (n7otal), a quantidade de variaveis transparentes (nVars), a
quantidade de estados de cada umas das variaveis (nStates), os nomes das variaveis para cada
conjunto possivel de evidéncias (varnames) e os seus estados (varstates).

int nVars; Graph* graph;
int nTotal; Variahle* variahles;
int* nStates; Potential*™ potentials_upper;
char™* varname; Potential™ potentials_lower;
char~* varstate,
variables potentials_upper

potentials_lower

intid; intid,

int type; int nvars;

int nstates; vars int nvalues;
char* name; “Wariahle*™ vars,
char* states; double* values;

Figura 7.9: Estruturas usadas para implementacao uma rede Credal

Medicao de Tempo e Desempenho

N

Para fazer os célculos relacionados & necessidade ou nao de paralelizacdo de algumas fungoes
criamos algumas estruturas de dados especificas que sdo apresentadas na Figura 7.10.

Estas estruturas estao definidas na biblioteca timeCompare e sao compostas somente por valores
inteiros e de ponto flutuante, mas sdo bastante uteis para manipular as informagoes de medidas de
tempo de overhead de MPI e PThreads e desempenho do processador (MFLOPS). Na estrutura
Flops_Info temos o valor de MFLOPS do processador (average) e outras informagoes relacionadas
ao processo de medicdo que serdo detalhadas mais adiante na Se¢do 7.2.1.

A estrutura Pthreads Info contém o numero de threads abertas (nthreads), o tempo de alocacao
das threads (overhead), o tempo gasto para disparar e depois sincronizar a execucdo de uma fungao
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int nsize; int nthreads; int nprocs;

int repetitions, double overhead, int maxdata;

intdimension; double create; double walltime_min;
double norm_residudual; double join; double walltime_max;
double residudual; double mutex; double walltime_mean;
double machine_precision; double join_mutex; double beast_slope;
double first_x; double beast_intercept;
double last_x; double pingpong_slope;
douhble overhead; double pingpong_intercept;
double average;

Figura 7.10: Estruturas usadas para medir tempo e desempenho

de soma simples (create e join, respectivamente), e as mesmas informacgoes para uma funcdo de
soma simples protegida por um mutex (mutez e join_ mutez, respectivamente).

Finalmente, a estrutura Mpi_ Info contém o nimero de processos utilizados (nprocs), informa-
¢oes valor minimo, méaximo e médio de gasto de tempo da funcao MPI_Wtime (walltime min,
walltime max e walltime mean, respectivamente), valor maximo de dados (chars) para ser envi-
ado na comunicacao (mazdata), e valores de inclinacao e intercepto obtido ap6s uma regressao linear
dos tempos obtidos para comunicagao de diferentes tamanhos de dados em broadcast e send-receive
(bcast _slope, beast _intercept, pingpong_slope e pingpong intercept, respectivamente).

Outras Estruturas

Algumas estruturas secundérias das bibliotecas foram implementadas através de estruturas mais
elementares ou tipos proprios da linguagem C. Apresentaremos agora as mais relevantes implemen-
tadas por Colla:

e FElimination Order: Vetor de inteiros em que a i-ésima posicao corresponde ao id da i-ésima,
varidvel a ser eliminada.

o Moral Graph: Grafo moral utilizado no processo de eliminacio de varidveis, instanciado como
um Graph direcionado.

e FElimination Tree: Arvore de Eliminacdo com a relacdo de dependéncia entre os vértices do
grafo, utilizada para montar a arvore de threads, instanciada como um Graph direcionado.

e Findings: Incorpora as evidéncias, as informacdes a priori sobre as varidveis, no processo. E
instanciado como um Potential contendo uma tnica varidvel, valendo 1 na posicao do estado
observado, ou nos estados que passam a ser os Gnicos possiveis dadas as informagdes a priori,
e 0 em todas as outras.

7.2 Estimacao dos Tempos para Avaliar a necessidade de Paraleli-
zar

O moédulo de estimacdo de tempos e avaliacdo de necessidade de paralelizacao deve ser rodado
de maneira independente do resto do programa. Mais ainda, os resultados da execugao deste médulo
influenciarao a chamada do programa pois as funcoes paralelas sdo separadas das funcGes seriais
por uma questao de organizacao e desempenho, especialmente para o processamento distribuido
como ¢ o caso da inferéncia em redes Credais com MPI em que a chamada do programa deve ser
feita de maneira diferente.

A Figura 7.11 ilustra os procedimentos envolvidos nesta etapa.
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‘B Resultados
0.1 Calculo de y
MFLOPS

MFLOFPS do processador

Y

{xml)

N :
0.2 Calculo de tempos de

comunicagdo distribuida »| TEMpos 0.5 Indicagao de fungoes
(MPI) MPI a serem paralelizadas
(xrml)

A A

AN

0.3 Calculo de tempos para
memaria compartilhada > Tempus
(PThreads) PThreads
(xrml)

0.4 Calculo de FLOPs ‘
da biblioteca |

Figura 7.11: Processos e estruturas de dados relacionados & medicao de tempo

O formato de arquivo para gravar as informagoes de saida é XML (Extensible Markup Lan-
guage). O XML é um formato portavel, independente de hardware ou software, para a criagdo de
documentos com dados organizados de forma hierdrquica. Este formato é reconhecido e bastante
utilizado pela comunidade cientifica, inclusive foi o formato adotado por Colla em outras bibliotecas
deste conjunto.

Os arquivos XML deste médulo sdo formados basicamente por tags, ou seja, uma chave compre-
endida entre “<” e “>” que podem ser de inicio (<TAG>) ou de fim (</TAG>) e dos elementos
que sdo as informagoes compreendidas entre as tags. Uma especificagdo completa do formato XML
pode ser vista em http://www.w3.org/ XML/

7.2.1 FLOPS

Conforme foi dito na Secdo 5.4.1 para estimar a capacidade de operacao de um processador,
mais precisamente a quantidade de mega-FLOPS (MFLOPS) nos baseamos fortemente no bench-
mark do linpack (Dongarra, 1987) que faz a resolugdo de um sistema linear Az = b. O arquivo
timeFlops.c contém todas as fungoes utilizadas para a estimacao, incluindo as fungoes de algebra
linear do linpack utilizadas para a resolucao do sistema linear. Mantivemos essas funcoes pratica-
mente inalteradas e dentro deste mesmo arquivo para ficar bastante proximo do benchmark original,
mas, como veremos mais adiante, temos também no pacote tools nossa propria implementacao de
matriz e fungdes de algebra linear que sdo de uso mais intuitivo e adequadas para outras funcgoes
da biblioteca.

A estimacao é feita da seguinte forma, primeiro a matriz A, «, e o0 vetor b,x1 sdo gerados. A na
verdade ¢ um vetor que guarda a matriz A linearizada. Um elemento a;; da matriz A é acessado
no vetor a da seguinte forma: A;; = a[lda - j + 1], sendo que lda é a dimensao principal de A que
esté relacionada ao espago utilizado para armazenar a matriz, que é necessariamente igual ou maior
ao numero de linhas de A. Utilizamos na biblioteca os mesmos valores utilizados originalmente no
linpack: n = 100 e Ida = 200.

O vetor b é gerado de forma que a solugdo do sistema seja o vetor unitario x = 1. Dessa forma,
apoés a execugao do programa, é possivel acompanhar se os resultados estao satisfatorios. O programa
executa a resolucdo do sistema através da fatoracao da matriz A pelo do método de eliminacao de
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Gauss com pivoteamento visto na Segao 4.2.2 que usa %nS operacoes e a resolucdo do sistema linear

com a matriz ja fatorada, que usa 2n? operacdes. Sabendo o total de operacdes e o tempo que levou
para resolver o sistema temos a quantidade de MFLOPS do processador.

O processo é feito b vezes e os resultados gravados sao a média dos resultados obtidos nessas
execugoes. O XML de saida possui a seguinte estrutura:

<FLOPS_INFO>
<NSIZE>tamanho da matriz</NSIZE>
<NORM_RESIDUAL>residuo normalizado</NORM_RESIDUAL>
<RESIDUAL>residuo</RESIDUAL>
<MACHINE_PRECISION>precisdo da maquina</MACHINE_PRECISION>
<FIRST_X-1>valor do primeiro elemento da solugdo - 1</FIRST_X-1>
<LAST_X-1>valor do ultimo elemento da solucdo - 1</LAST_X-1>
<OVERHEAD>tempo gasto para gerar a matriz A e o vetor b</OVERHEAD>
<REPETITIONS>numero de repeticdes</REPETITIONS>
<DIMENSION>dimensdo de armazenamento de A e b</DIMENSION>
<AVERAGE>valor médio de MFLOPS obtido</AVERAGE>

</FLOP_SINFO>

O residuo normalizado é uma medida da precisao dos resultados e deve ser O(1). Caso seja
superior a O(100) é possivel que os resultados estejam errados. O nimero de repetigoes é a quanti-
dade de vezes que, dentro de cada execugdo, o sistema foi gerado e resolvido. Esse valor é calculado
tomando como base a quantidade de vezes que é possivel gerar os dados e fatorar a matriz em 5
segundos.

7.2.2 PThreads

Para medir o overhead do uso de PThreads estamos considerando o custo de criagao, alocacao,
jungao (join) e o uso de muteres. O usuério escolhe quantas threads serdo criadas atraves do
argumento da funcao pTime junto com o nome do arquivo de saida e as informagbes que serdo
impressas na tela. Esta funcdo, bem como as outras utilizadas para medir o tempo computacional
das PThreads estdo implementadas no arquivo timePthreads.c. Apesar do nimero de threads ser
livre, recomendamos utilizar o mesmo ntumero de processadores disponiveis para comunicagao com
memoria compartilhada.

O tempo é medido através da funcao nativa do Linux gettimeofday que trabalha com uma estru-
tura timeval que contém o tempo em segundos e microssegundos (1079 segundos) para armazenar
os resultados e por conta disso implementamos uma funcao que faz a diferenca entre dois valores
medidos em timeval e armazenamos em uma nova estrutura chamada TIME DIFF que também
contém valores em segundos e microssegundos.

A funcao utilizada para medir o tempo é uma adicdo simples, com tempo computacional des-
prezivel. Uma versao efetua diretamente a adicio e a outra protege essa soma com um mutez. E
medido o tempo de execugao de cada uma delas (para o namero de threads previamente estabele-
cido) e também da sincronizagdo das mesmas (joins). Também é medido o tempo de alocacao do
vetor de threads, o que chamamos de overhead nesta fungdo. Os resultados sdo gravados em um
arquivo XML com a seguinte estrutura:

<PTHREADS_INFO>
<NTHREADS>numero de threads</NTHREADS>
<OVERHEAD>tempo de alocacdo das threads</OVERHEAD>
<CREATE>execug¢do das threads simples</CREATE>
<JOIN>sincronizacdo das threads simples</JOIN>
<MUTEX>execucdo das threads com mutex</MUTEX>
<JOIN_MUTEX>sincronizacdo das threads com mutex</JOIN_MUTEX>
</PTHREADS_INFO>
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7.2.3 MPI

Para medir o tempo das operagoes de comunicagao em MPI implementamos as fun¢oes disponi-
veis no arquivo timeMpi.c. Conforme dito na Se¢do 5.4.1 a propria fun¢ao do MPT M PI_ Wtime()
foi utilizada para medir o tempo. Para melhor precisio, inicialmente é calculado o gasto de tempo
dessa funcio para que o mesmo possa ser descontado das operagdes de comunicacao.

O proéprio programa detecta a quantidade de processadores disponivel, o que reforga que o teste
apenas faz sentido se estiver sendo rodado no mesmo ambiente que o programa serd executado.
Através do rank um processo sabe se ele é Master (rank 0) ou Slave (rank diferente de 0). A funcao
Master é responséavel por chamar as operagdes do MPI, gerar estatisticas e gravar o arquivo de
saida. J4 as fun¢oes Slave apenas chamam as operacées MPI.

Como o gasto de comunicagao é fortemente influenciado pela quantidade de dados transmitidos
optamos por calcular o tempo de comunicacao para diferentes tamanhos de massa de dados, com
um limite estabelecido pelo usuério, e em posse dos resultados efetuar um ajuste dos valores a uma
reta, permitindo variar posteriormente o tamanho do dado para o célculo de overhead, desde que
os processadores sejam 0S8 mMesmos.

As funcoes utilizadas para fazer o ajuste estdo implementadas no arquivo Matriz.c. Esta bibli-
oteca contém funcoes para ajuste de dados a uma reta através do método dos minimos quadrados
e utiliza o método de eliminacao de Gauss da Secao 4.2.2. As operacgoes utilizam uma estrutura
de dados propria Matriz que contém além dos dados (chars) as dimensdes da matriz e funcoes
de criacdo, destruicdo e operacoes matriciais como multiplicacao e transposicao que facilitam sua
manipulacgao.

Como saida é gerado um arquivo XML com a seguinte estrutura:

<MPI_TINFO>
<NPROCS>numero de processadores</NPROCS>
<MAX_DATA>quantidade méxima de doubles enviados</MAX_DATA>
<WALLTIME>
<MIN>menor tempo obtido para MPI_Wtime () </MIN>
<MAX>maior tempo obtido para MPI_Wtime ()</MAX>
<MEAN>tempo médio obtido para MPI_Wtime () </MEAN>
</WALLTIME>
<BROADCAST>
<SLOPE>inclinacdo da reta de regressdo para o broadcast</SLOPE>
<INTERCEPT>intercepto da reta de regressdo para o broadcast</INTERCEPT>
</BROADCAST>
<PINGPONG>
<SLOPE>inclinag¢do da reta de regressdo para o pingpong</SLOPE>
<INTERCEPT>intercepto da reta de regressdo para o pingpong</INTERCEPT>
</PIGPONG>
</MPI_INFO>

7.2.4 Comparacao de desempenhos

As fungbes no arquivo timeCompare.h sdo responsaveis por fazer a leitura dos resultados obtidos
de execucao de MFLOPS, tempos de overhead de MPI e Pthreads, informar a quantidade de FLOPS
das funcdes paralelizaveis do programa, atualmente:

e Fatoracao numérica com PThreads
e Fatoracao simbélica blocada com PThreads

e Inferéncia em redes Credais com MPI
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e, através de uma funcao simples chamada doParallel implementar a férmula 5.2 que recebe a quan-
tidade de processadores disponiveis, a quantidade de FLOPS de overhead da funcéo e a quantidade
de FLOPS da parte paralelizavel da fungdo e retorna 1 se a funcao for mais vantajosa rodando de
forma paralela e 0 caso contrario. Como o overhead de MPI e Pthreads sao medidos em segundos,
basta multiplicar o tempo obtido nestas funcoes pela quantidade de MFLOPS estimada.

Por uma questao de simplificacdo, para computar o desempenho consideramos que operacoes
de acesso & memoéria sdo equivalentes as FLOPs. As equagoes apresentadas a seguir foram obtidas
diretamente do codigo fonte e consideram o caso médio em algumas situagdes e pior caso em
outras. Lembramos aqui que o objetivo com esta avaliacdo de desempenho é dar uma direcao sobre
a vantagem de paralelizar determinado problema, sem ter que executéd-lo previamente, e que os
valores utilizados nao sdo exatos.

Fatoracao numérica com PThreads

Para a fatoracdo numérica com PThreads adicionamos ao overhead a construcao da ThreadTree.
Para uma arvore com nv variaveis sio necessarias cerca de 12nv? 4+ 57nv operacgodes, correspondentes
4 criacao dos vértices, dos arcos e do indice de vértices da threadtree e & destruicao da arvore. Em
muitos momentos, como na ordenagao para criagdo do indice do grafo, a quantidade de operagdes
varia com a situagao do problema, e nao é possivel prever antecipadamente, entao utilizamos o pior
caso. Nao contabilizamos a criacdo e populacdo das Eliminations pois elas sdo necessarias tanto
para executar de forma serial quanto paralela. Para o overhead especifico do uso de PThreads temos
a criagdo, alocacao e sincronizacao de nv-threads.

As operacoes que podem ser executadas em paralelo sdo as operagoes com potenciais, criacio,
multiplicacao, normalizagao e destruicdo. O nimero de processadores é limitado ao nimero de folhas
da arvore de eliminagdo e o nimero minimo de operacdes realizadas é igual ao niimero de niveis
da arvore de eliminacio. E possivel executar a fatoracio simbélica e obter essas informacoes com
precisdo, ou entdo escolher os valores que serdo utilizados. A eliminacdo de um potencial consome
cerca de nv* 4+ 2nv3 + 6nv operacdes. Consideramos que cada potencial tem % do total de variaveis,
(o que pode ser um pouco sobrestimado) e que cada variavel possui dois estados (o que pode ser
subestimado). Esperamos que estas estimativas resultem em um bom guia do total de operagoes
realizadas.

Fatoracao blocada com PThreads

Para a fatoracao blocada paralela temos apenas o overhead de criacao, alocagdo, sincronizacao
e destruicao de (blocos + 1) threads. O processamento paralelo para a fatoragao blocada é sempre
vantajoso dado que o overhead serd pequeno em relacdo ao processamento dos blocos. Vamos entao
fazer a comparagao relagio a fatoragdo original. A fatoracdo simbolica serial de um grafo com nw
vértices gasta cerca de 12nv3 4+ 10nv? +236nv — 100 operacdes correspondentes 2 criacio de vértices,
arcos e links, inclusdo e remocao de ids, consulta de vértices por id e filhos de vértices no grafo.

Para executar a fatoragdo blocada temos o overhead da montagem dos subgrafos com os blocos
e combinacao dos subgrafos fatorados, que corresponde & cerca de nres? 4 5nres? + 66nres + 5nv +
13nv? +102nblocs + 4nvar -nblocs operacoes, sendo que nres é a quantidade de variaveis em colunas
residuais, nblocks é o niimero de blocos, nv é o namero de varidveis no grafo completo. A fatoragado
paralela é feita chamando a fatoragdo serial para cada um dos subgrafos, inclusive o subgrafo com
as variaveis de colunas residuais, portanto o nimero méaximo de processos possivel & (blocos + 1)
threads.

Lembramos que nem todas as matrizes podem ser colocadas na forma blocada eficientemente
gerando muitas colunas residuais ou simplesmente nao formando blocos. Nestes casos a fatoragao
blocada nao deve ser utilizada pois o resultado final pode ser comprometido.
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Inferéncia em redes Credais com MPI

O overhead da inferéncia com MPI estd na troca de mensagens. Da forma que esta implementado,
todas as mensagens sao strings com o contetido dos arquivos xml correspondentes & rede Bayesiana,
ordem de eliminacdo, drvore de eliminacdo, query e evidéncias, sendo que apenas esta ultima é
diferente para cada processo, mas o tamanho do arquivo é essencialmente o mesmo. Assumindo que
um id de varidvel tem em média dois caracteres, o nome quatro e que as probabilidades sdo definidas
com duas casas decimais, sao transmitidos por processo cerca de 740 + 227nv + 56na + 67nt + 25nq
caracteres, onde nv é o ntunero de varidveis da rede, na o ntimero de ligacoes, nt a quantidade de
variaveis definida com intervalos somada ao nimero de evidéncias e ng a quantidade de varidveis
consultadas. Contabilizamos, além do envio propriamente, o gasto de gravar e ler os arquivos xml
com as informacoes e a construcao do grafo moral e da ThreadTree em cada processo, o que totaliza
aproximadamente 100na + 130nt + 50ng + 1500 + 130nv + 2nv? + nv® operacdes por processo.
O ntimero de processadores estd limitado ao nimero de varidveis transparentes multiplicado pela
quantidade de estados que cada uma delas possui (atualmente sempre 2, o extremo inferior e o
extremo superior do intervalo).

A parte paralelizavel é toda a fatoracdo numérica, sendo possivel fazer a inferéncia de cada
um dos conjuntos originados pela transformacio CCM em um processador. E possivel realizar a
fatoracdo numérica de uma rede tanto de maneira serial quanto paralela. Deixamos isso como um
parametro da funcao para que o usudrio possa escolher como serd feita para calcular se vale a
pena utilizar também o MPI. A fatoracdo paralela utiliza 12nv? 4 87nv + (nv* + 2nv? + 6nv) - nl
operacoes, sendo que nl é o nimero de niveis da arvore de eliminacao e estamos considerando que
estdo disponiveis tantos processadores quanto o numero de folhas da &rvore. A fatoracado serial
utiliza nv® + 2nv?* 4+ 6nv2 4+ 30nv operacdes aproximadamente.

Nem sempre é possivel escolher quais processadores serdo alocados pelo MPI, dessa forma, pode
ser vantajoso optar diretamente pela fatoragdo numérica sequencial, pois dependendo da aloca-
¢do dos processo algumas redes podem acabar disputando um mesmo processador (com memoria
compartilhada) para a fatoracao numeérica, o que ocasionaria perda de desempenho.

7.3 Entrada dos dados para Inferéncia

Para iniciar a inferéncia a primeira tarefa necessaria é a entrada de informacoes para o programa.
Estas informagoes sdo passadas através de arquivos com formatos pré-definidos que permitem a,
chamada automatica dos métodos implementados, sem a necessidade de interacdo com o usuério
em tempo de execugdo, sdo elas:

e Rede Credal ou Rede Bayesiana;
e Evidéncia observada;

e Consulta desejada;

A Figura 7.12 mostra os processos e estruturas de dados envolvidos nesta etapa, tanto para
inferéncia em uma rede Credal (entrada com dois arquivos), quanto para inferéncia em uma rede
Bayesiana (um arquivo). Note que nesta etapa a inferéncia em uma rede Credal contém um processo
a mais, mas depois segue como na rede Bayesiana.

A maneira utilizada para carregar uma rede Credal nas bibliotecas é através da utilizagdo de
dois arquivos de redes Bayesianas, um com os limites inferiores e outro com os limites superiores
(que podem ser iguais) de cada potencial da tabela. O resto dos arquivos, como as varidveis e
relacao de dependéncia entre elas deve ser igual nos dois arquivos, caso contrario a fun¢io retornaréd
um erro. A especificagdo da rede Bayesiana, assim como nas bibliotecas originais de Colla (2007)
é feita atraves do formato XMLBIF (XML-based BayesNets Interchange Format). Esse formato foi
inicialmente desenvolvido por Fabio Cozzman e consiste em um arquivo xml, com tags, desenvolvido
para representar grafos direcionados aciclicos com relagoes probabilisticas. Muitas aplicagoes para
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Figura 7.12: Processos e estruturas de dados relacionados & entrada de dados

redes Bayesianas, incluindo o JavaBayes (Cozman, 2001) suportam este formato. Uma descri¢ao
completa e documentacdo deste formato pode ser encontrada em Cozman (1998).

Adicionamos & leitura da rede uma verificacao de unicidade de ids das variaveis, através de um
conjunto de fung¢bes para criar ids inicos (sequenciais) e validar a inser¢ao de novos ids. Em muitos
lugares as bibliotecas assumem unicidade de ids e por isso optamos por garantir a consisténcia dos
dados tirando essa obrigacao do usuario. Estas funcoes podem ser vistas no arquivo IdManager.c.

Para os demais itens que devem ser especificados optamos pelo formato XML que ja vem sendo
adotado pelas bibliotecas. As tags para especificacdo da consulta e das evidéncias sdo as mesmas
utilizadas por Colla. Uma consulta é definida com as tags query e variable. Caso queiramos conhecer
a distribuicdo de probabilidade conjunta das varidveis A e B devemos criar um arquivo com o
seguinte contetdo:

<query>
<variable>A</variable>
<variable>B</variable>
</query>

a tag query deve aparecer somente uma vez como abertura no inicio do arquivo e outra como
fechamento no fim do arquivo, e para cada variével da consulta abrimos e fechamos uma tag variable
nova. O nome da varidvel dentro da tag deve estar idéntico ao contido no arquivo XMLBIF com a
especificacao da rede Bayesiana.

Uma evidéncia é definida com as tags evidences, variable, name, value. Para especificar uma
evidéncia com a varidavel C assumindo o estado C'1 e a varidavel D assumindo os estados D1 ou D2
devemos criar um arquivo com o seguinte contetdo:

<evidences>
<variable>
<name>C</name>
<value>Cl</value>
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</variable>
<variable>
<name>D</name>
<value>Dl1</value>
<value>D2</value>
</variable>
</evidences>

a tag evidences deve aparecer somente uma vez como abertura no inicio do arquivo e outra como
fechamento no fim do arquivo, para cada varidvel da evidéncia abrimos uma tag variable nova
contendo a tag name com o nome e uma tag value para cada estado possivel ou observado. O nome
da variavel e os valores dentro das tags devem estar idénticos aos contidos no arquivo XMLBIF com
a especificacdo da rede Bayesiana.

Caso estejamos trabalhando com uma rede Credal o préximo passo € acrescentar as varidveis
transparentes ao grafo da rede, o que é feito através da funcao credal2Bayesian no arquivo CNUtils.c
que recebe uma rede Credal e devolve uma rede Bayesiana com o grafo atualizado, com as varidveis
transparentes. Como vimos, a estrutura da rede Credal contém os limites inferiores e superiores dos
potenciais, portanto, para saber se uma varidvel transparente deve ser acrescentada basta verificar
para cada varidvel se estes valores sao diferentes. Como estamos trabalhando com aritmética de
ponto flutuante estabelecemos um valor EPSILON para ser usado na comparacao; dois valores
sao considerados diferentes se 0 médulo da diferenga entre eles for maior que EPSILON. Criamos
uma funcao que exporta uma rede Bayesiana para o formato XMFBIF disponivel na biblioteca
BNExport, esta funcdo deve ser chamada para exportar a nova rede com as variaveis transparentes
que serd utilizada na inferéncia distribuida para rede Credal com MPI.

Com o grafo da rede Bayesiana resultante podemos seguir para o ultimo passo desta etapa que é
a determinacao das varidveis requisitadas, ou seja, das varidveis probabilisticamete relevantes para
a inferéncia, dada a consulta e as evidéncias. Trabalhar com as variaveis requisitadas pode reduzir
bastante a dimensao do problema, o que leva a uma eficiéncia computacional, especialmente no
caso de inferéncia para redes Credais uma vez que este processo realiza a inferéncia em varias redes
Bayesianas. O algoritmo utilizado para esta determinacao foi o Bayes-Ball descrito na Secao 2.1.4,
um algoritmo simples que indica as relagoes de independéncia de varidveis de uma rede Bayesiana
analisando somente na topologia do grafo e que nao utiliza processamento numérico.

Como na biblioteca original, a implementacao do Bayes-Ball estd no arquivo bayesball.c e a
funcionalidade de selecionar as varidveis requisitadas esti encapsulada pela interface BNUtils.c.

7.4 Fatoracao Simbodlica da Rede Bayesiana

A etapa de fatoracao simbdlica tem como principal caracteristica a execucdo dos procedimentos
da inferéncia que ndo requerem valores numéricos. Apos a execugao desta etapa sdo obtidos o grafo
preenchido e a arvore e ordem de eliminagado. Adicionalmente, inserimos uma rotina que grava os
resultados relevantes desta etapa em um arquivo, permitindo que o processamento distribuido possa
ser feito diversas vezes sem necessidade de executar esta etapa novamente. Isto sera tutil tanto para
alterar as evidéncias quanto para realizar a inferéncia em uma rede Credal. A Figura 7.13 ilustra
os principais processos e estruturas de dados envolvidos nesta etapa.

A construgdo do grafo moral é feita considerando o subconjunto das variaveis requisitadas e o
grafo da rede Bayesiana (com as varidveis transparentes se for o caso da inferéncia ter vindo de
uma rede Credal). Nenhuma informacao de distribui¢do de probabilidade das varidveis ou estado
das variaveis observadas da rede Bayesiana ¢é solicitada, o que reforca que nao ha processamento
numérico nesta etapa. O algoritmo utilizado para a construcao do grafo moral varre o grafo e
adiciona arcos entre os pais que possuem um filho em comum.

Apos a construcao do Grafo Moral para encontrar a ordem de eliminacao é possivel percorrer
dois caminhos, caso o usuéario queira fazer o processamento paralelo, o préoximo passo é fazer a
blocagem da matriz de adjacéncia obtida através do grafo moral. A blocagem é feita através do
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Figura 7.13: Processos e estruturas de dados relacionados & fatoragdo simbolica

algoritmo Simulated Annealing descrito na Secao 4.4.2 que busca, em uma fungdo objetivo encontrar
a configuracao 6tima blocada da matriz propondo mudancas de estado, que no caso sdo permutacoes
dos elementos da matriz. Ap6s encontrar a forma 6tima da matriz repassamos as permutacoes ao
grafo moral, gerando assim a ordem de eliminagdo. Os processos e estrutura de dados envolvidos
neste momento estao representados na Figura 7.14. A Fatoragdo Simbolica é feita de forma paralela,
idealmente com o ntimero de processadores igual ao nimero de blocos da matriz mais um, utilizando
o algoritmo de fatoracdo simbolica de Cholesky blocada descrito na Secdo 4.4.1. E importante
mencionar aqui que para que este processo ocorra de forma correta e eficiente é necessario que de
fato a rede possa ser colocada na forma angular blocada.

Oktém matriz Heuristica Simulated
de adjacéncia Annealing

[ Permuta as colunas

Figura 7.14: Processos e estruturas de dados relacionados & ordem de eliminacao paralela

Caso o usudrio opte pelo processamento serial (a matriz pode ter uma estrutura pouco blocavel,
o custo de overhead pode ser alto, nao existe mais de um processador disponivel) é possivel também
encontrar a ordem de eliminacao utilizando as heuristicas de Gibbs e Busca em Largura descritas
na Secao 4.3.1 como feito por Colla (2007). Este procedimento e implementagao estao detalhados
em seu trabalho e por isso apenas apresentaremos graficamente a sequéncia légica deste processo na
Figura 7.15. Em seguida, a Arvore de Eliminacdo ¢ construida através do algoritmo de Fatoracio
Simbolica detalhado na Secao 6.1.1. Nada impede que o usudrio utilize o Simulated Annealing
para determinar a ordem de eliminacdo e prossiga com este algoritmo para construir a Arvore de
Eliminacao.

Finalmente, unificando novamente a continuidade desta etapa, temos a criacdo de um arquivo de
saida, no formato XML, contendo a ordem de eliminacio e a Arvore de Eliminacio. Reforcamos que
a idéia de criar um arquivo além de trabalhar com os ponteiros para estas estruturas em memoéria
é permitir a reutilizacao dos resultados obtidos em outros momentos, para que possam ser feitas
alteragbes nas evidéncias, por exemplo. O arquivo contém a tag ORDER e entre sua abertura e
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Figura 7.15: Processos e estruturas de dados relacionados & ordem de eliminagao serial

fechamento os valores dos ids dos vértices na mesma ordem que aparecem no vetor com a ordem
de eliminagao, separados com espaco, e a tag ARC para definir cada arco da arvore de eliminagao,
cada par de ids que compde o arco deve vir dentro da abertura e fechamento dessa tag. Segue um
exemplo de arquivo com os vértices de ids 0, 1 e 2:

<ORDER>1 2 0</ORDER>
<ARC>0 1</ARC>
<ARC>0 2</ARC>

Grande parte das fungoes descritas aqui pode ser encontrada na biblioteca graphtools.c.

7.5 Criacao das Evidéncias da Rede Bayesiana a partir da Rede
Credal

Conforme vimos na Secao 3.1.1 a inferéncia em redes Credais serd feita utilizando a transfor-
macao CCM (Cano et al., 1994) que consiste resumidamente em adicionar variaveis, ditas transpa-
rentes, como pais das variaveis cujas probabilidades estdo especificadas como um conjunto credal,
atualizando a tabela de probabilidades da variavel filha com os valores da cada extremo do conjunto
credal como um estado da varidvel transparente e em seguida criar varias evidéncias, contemplando
os estados possiveis das varidveis adicionadas. Do modo que a rede estd implementada cada variavel
transparente tera sempre dois estados. Apés criadas as evidéncias elas sdo gravadas em um arquivo
para serem utilizadas na inferéncia com MPI.

A Figura 7.16 mostra os processos envolvidos nesta etapa. Nela podemos observar que a nova
rede Bayesiana com as varidveis transparentes contém toda informacao necessiria para criar as
evidéncias e seguir com o processamento.

Uma vez conhecido o grafo das redes Bayesianas com as varidveis transparentes, o grafo moral
e ordem de eliminacao de varidveis sdo os mesmos para todas as redes. Portanto, para aumentar
os desempenho computacional e evitar calculos repetidos, é conveniente primeiro fazer a fatoragao
simbodlica para e depois fazer a enumeracdo dos findings e realizar a fatoragdo numérica para cada
conjunto de evidéncias.

A enumeragao varre o conjunto de varidveis transparentes e cria uma nova evidéncia para cada
uma das combinacdes de estados possiveis das varidveis transparentes em um processo que con-
siste basicamente no produto cartesiano dos estados possiveis de cada uma das variaveis trans-
parentes. A implementacdo da func@o que realiza este produto ¢ uma adaptacdo da funcao MB-
nert n_ tuple da biblioteca de Martin Broadhurst para anélise combinatéria, que pode ser encon-
trada em http://www.martinbroadhurst.com/combinatorial-algorithms.html

Para permitir uma inferéncia em um momento posterior sem precisar gerar novamente a rede
Bayesiana a partir da rede Credal é possivel salvar a nova rede em formato XMLBIF e também as
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Figura 7.16: Processos e estruturas de dados relacionados & criagdo de evidéncias a partir da Rede
Credal

novas evidéncias respeitando a estrutura XML adotada previamente. As funcGes responsaveis pela
enumeracao e pela criagdo da nova rede estdo na biblioteca CNUtils.c. As fungGes para salvar a rede
Bayesiana e as evidéncias foram implementadas na biblioteca BNFEzport.c.

7.6 Fatoracao Numérica da Rede Bayesiana

Na etapa de Fatoracdo Numérica temos os calculos relacionados & inferéncia envolvendo estados
de variaveis observadas e também as distribuicoes de probabilidade das variaveis. Nesta etapa sao
feitas operagdes com produto, marginalizagdes e normalizagdes envolvendo potenciais. As estruturas
obtidas nas etapas anteriores como a arvore de eliminacao sdo utilizadas para criar um ambiente
que possa efetuar os célculos de forma paralela e eficiente.

Acrescentamos nesta etapa a leitura do arquivo XML resultante da fatoracao simbodlica, o que
permite fazer as duas fatoragoes em momentos diferentes, e o envio da distribuicao de probabilidade
resultante para o processo pai, o que ocorre na inferéncia em redes Credais que explicaremos com
mais detalhes adiante, no mais praticamente a totalidade das fun¢oes e bibliotecas envolvidas com
processamento numeérico nesta etapa foi reaproveitada do trabalho de Colla. Para facilitar o enten-
dimento apresentaremos aqui as principais funcionalidades e funcionamento dos métodos, mas uma
abordagem mais profunda pode ser vista em Colla (2007). A Figura 7.17 apresenta graficamente os
processos estruturas de dados envolvidos na fatoracao numérica.

4.4 Envia os resultados
para o processo pai

A

.‘. 4.3 Inferéncia pelo método
de eliminacdo de varidveis

.—> T A A

4.1 Carrega o arquivo

da Fase Simbdlica

4.2 Constrdi a arvore
de threads

Figura 7.17: Processos e estruturas de dados relacionados a fatoragao numeérica

A solugdo adotada por Colla apresenta vantagens como permitir conhecer de anteméo o niimero
de operacoes de eliminagoes, ordem, e quais podem ser realizadas em paralelo o que possibilita alocar
08 recursos computacionais antes do processamento numérico, o que torna o cédigo mais eficiente.
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Além disso, torna vantajoso o uso de arquiteturas computacionais hibridas (memoria compartilhada
e distribuida), comuns nos computadores de alto desempenho atuais, para a inferéncia em redes
Credais caso seja possivel reservar cada né para uma rede Bayesiana gerada e, dentro do né, os
processadores com memoria compartilhada para realizar a fatoracdo numérica dessa rede.

Antes de iniciar o processamento é possivel carregar os dados obtidos da fatoragdo simbolica
através do arquivo XML. Caso as estruturas resultantes da fatoracao simbodlica ainda estejam alo-
cadas na memoéria nao é necessario utilizar o arquivo, é possivel iniciar diretamente da criacao da
Arvore de Threads para paralelizar o processamento das eliminacées ou pular também este passo
caso a escolha seja por uma eliminagdo puramente sequencial.

A &rvore de threads (ThreadTree vista na Se¢do 7.1.2) replica a topologia da arvore de elimi-
nacao. O ntmero de operagoes de eliminagao é igual ao ndmero de varidveis requisitadas, portanto
com esta medida é possivel alocar o vetor de eliminacoes (estrutura elimination vista na Secao
7.1.2) em uma area de dados genérica da ThreadTree para que as threads (nés da arvore) busquem
informagoes no momento de sua execucao.

Como até o momento nao foram utilizados dados numeéricos, uma, vez alocadas estas estruturas,
é possivel variar as distribui¢oes de probabilidade e estados das varidveis observadas, desde que
as varidveis em X, e F sejam mantidas as mesmas, e aproveitar as estruturas ja& em memoria. A
definicdo das redes (bayesiana ou credal) permanece inalterada ao longo do processamento, dessa
forma é possivel alterar a evidéncia E sem ter que recarregar a rede.

Passos para o processamento numeérico

Uma vez lido o arquivo resultante da fatoracdo simbélica, criada a Arvore de Threads e alocado
o vetor que armazena as operacgoes de eliminagdo o processamento numérico segue os seguintes

passos (Colla, 2007):

1. Inicializar cada operacao de eliminacao do vetor de operacoes associando & i-ésima operacao
a i-ésima varidvel da ordem de eliminacdao g e alocando uma lista vazia para armazenar os
potenciais que serao utilizados na operagao.

2. Para cada variavel pertencente & Evidéncia F marginalizar dos potenciais associados a elas as
varidveis dos mesmos que nao pertencam a Xpr. Em seguida, executar o produto do potencial
de cada variavel pelo respectivo finding. O novo potencial gerado apés estes dois procedimentos
devera ser associado & variavel e seré utilizado nas operacdes de eliminacao.

3. Percorrer Xp acrescentando os respectivos potenciais as operacoes de eliminagao de acordo
com a ordem de eliminacao. Considere o potencial ¢; associado a X; € Xpr com dominio
) . . 7 ) - ., . . )
dom(¢;), seja ainda X, € dom(¢;) a i-ésima varidvel em ¢ e a primeira do dom(¢;) a ser
eliminada. O potencial ¢; deve ser acrescentado & lista de potenciais da i-ésima operacao de
eliminagao.

4. Disparar a execugdo da Arvore de Threads. Os primeiros vértices a serem executados sdo os
vértices que nao possuem descendentes, ou seja, estdo na extremidade da arvore. Os demais
seguein a seguinte sequéncia de operagoes:

(a) Cada vértice da Arvore de Threads aguarda o momento em que as execugoes de todos seus
descendentes tenham sido concluidas para executar a respectiva operacao de eliminacao.

(b) Cada vértice da Arvore de Threads ao executar a respectiva operacio de eliminacio
devera:
i. Calcular o produto dos potenciais da sua lista de potenciais.

ii. Se a varidvel associada & operacdo de eliminacdo nao pertencer a X, entdo margi-
nalizar o resultado do produto dos potenciais.
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iii. Se o vértice executado nao for a raiz da Arvore de Threads
Atribuir o resultado do seu processamento a lista de potenciais de seu pai.
Senao
Concluir a execucio da Arvore de Threads.

5. Aguardar a conclusio da execucio da Arvore de Threads.

6. Normalizar o resultado o ultima operacdo de eliminacdo, executada pela raiz da Arvore de
Threads. O potencial assim obtido é a distribuicao de probabilidades resultante da inferéncia.

Para garantir que ndo houvesse problemas de concorréncia da inser¢ao do potencial resultante
dos filhos na lista ligada do pai durante o processamento existem fungbes especificas que sincro-
nizam o acesso aos elementos da lista e garantem singularidade na manipulacao dos mesmos em
operagoes criticas. Além disso as trocas de contexto de execucao e gerenciamento de concorréncia
estdo minimizados evitando situagoes de race condition.

Caso a inferéncia seja em uma rede Credal, serd necessério encontrar o valor maximo e minimo
de distribuicao de probabilidades entre todas as redes Bayesianas derivadas desta rede. Portanto
o ultimo processo desta etapa é o envio do resultado encontrado na fatoragdo numérica para um
processo pai (eventualmente em um outro processador caso a inferéncia esteja sendo feita com
memoria distribuida) que reunird todos os resultados e concluiréd a inferéncia.

7.7 Inferéncia na Rede Credal

A ultima etapa da inferéncia na rede Credal consiste em obter as probabilidades posteriores
superior e inferior conforme mostra a Figura 7.18.

¥ * 4

5.1 Calcula o valar maximo 5.2 Calcula o valor minima
dentre as distribuigdes dentre as distribuigdes
de probabilidade de probabilidade

Figura 7.18: Processos e estruturas de dados relacionados a inferéncia na rede Credal

O processo monitor da rede Credal instanciado na etapa 3, vai receber neste momento os re-
sultados da inferéncia de cada uma das evidéncias associadas a uma combinacdo de estados das
variaveis transparentes. De posse desses valores encontrard o valor maximo e minimo correspon-
dente & probabilidade posterior superior e inferior, respectivamente. Caso o programa esteja rodando
paralelamente com MPI é este processo o responsavel por disparar as threads de inferéncia e colocar
uma barreira para acumular os valores de distribuicao de probabilidade nela obtidos.

A troca de mensagens do MPI é feita através de arquivos que sdo lidos como uma string que é
enviada para os processos. Um dos parametros recebidos pelo MPI é o niamero de processos que deve
ser conhecido antes da chamada do programa, paralelo. Como 86 é possivel conhecer o nimero ideal
de processos apds enumerar as combinagoes de estados das varidveis transparentes, foi incluido na
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biblioteca um método responsavel por chamar o MPI com o ntimero correto de processos dentro do
programa utilizando a fun¢do MPI_Comm_Spawn que é chamada apés a execucgao da fase simbolica.

Convém reforcar que é possivel executar a inferéncia em uma tinica rede Bayesiana simplesmente
eliminando a etapa 3 juntamente com esta da sequéncia de execucao.



Capitulo 8

Testes e Resultados

Neste Capitulo serdao apresentados os resultados obtidos através dos testes da biblioteca. Tes-
taremos a precisao dos resultados da implementacao dos algoritmos, para avaliar se os resultados
obtidos estao corretos, e performance dos mesmos para redes de diversos tamanhos para verificar
se houve ganho de desempenho através das técnicas de paralelizacdo propostas.

8.1 Testes de Precisao dos Resultados

Para avaliar a precisao dos resultados fizemos testes com as 4 redes utilizadas por Colla e mais 3
redes adicionais, uma elaborada especificamente para fatoracdo Blocada e duas com mais varidveis
e arcos que as outras redes. Para testar redes Credais utilizamos as mesmas redes modificando
apenas as tabelas de probabilidades de algumas das variaveis. Apresentaremos a seguir uma breve
descricao de cada rede. Os diagramas das redes utilizadas estao no Apéndice D.

o Ezemplo01 (Colla, 2007): Rede com 10 variaveis com 2 ou 3 estados possiveis e 11 arcos. Esta
¢ a rede utilizada no exemplo de inferéncia paralela em redes Credais e foi desenvolvida com
o objetivo de simular diversas situacoes que devem ser consideradas quando se trabalha com
inferéncia em Redes Bayesianas.

o DogProblem (Charniak, 1991): Rede com 5 variaveis binarias e 4 arcos utilizada em cursos
introdutorios de Redes Bayesianas. A rede é usada para identificar se uma famfilia esta em
casa ou nao através de varios fatores, incluindo o latido do cachorro.

o Asia (Lauritzen e Spiegelhalter, 1990): Rede binéaria com 8 variaveis e 8 arcos. Esta é uma
rede ficticia utilizada para simular o diagnoéstico de Tuberculose ou Cancer de Pulmao de um
paciente que acabou de chegar de uma viagem da Asia.

e Hailfinder25 (Abramson et al., 1996): Rede com 56 variaveis com multiplos estados e 66 arcos.
Esta rede é utilizada para previsoes meteoroldgicas do Nordeste do Colorado.

o Eremplo02: Rede binéria com 13 variaveis e 12 arcos utilizada no exemplo de fatoracao simbo-
lica paralela. Esta rede foi criada com o propésito especifico de gerar uma matriz de adjacéncia
blocada, com quatro blocos de 3 varidveis e uma varidvel residual.

o Muninl (Andreassen et al., 1989): Rede com 186 varidveis com multiplos estados e 273 arcos.
Esta rede é utilizada como assistente de um sistema de eletromiografia e é uma subrede da
rede Munin.

e Pigs (Criada por Claus S. Jensen): Rede com 441 varidveis com multiplos estados e 592
arcos. Esta rede é composta de informacoes de suinos reprodutores, utilizada para realizar
diagnosticos de doengas e é a maior rede que testaremos em nossas simulagoes.

85
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As redes DogProblem, Asia, Hailfinder25, Pigs e Muninl estdo disponiveis na internet em repo-
sitorios de redes Bayesianas. A utilizagao de redes pequenas (poucos arcos e poucas variaveis) foi
motivada pela possibilidade de fazer os calculos manualmente e confrontar os resultados em dife-
rentes etapas do processo. Ja as redes maiores foram especialmente tteis para os testes de proces-
samento paralelo pois sdo necessarias mais operagoes para a inferéncia, o que gera uma quantidade
maior de processamento.

Os testes elaborados para avaliar a precisdo foram feitos utilizando as redes descritas ante-
riormente e totalizam um conjunto de 80 casos buscando variar a topologia da rede, consulta e
evidéncia. Inferéncias sem evidéncias e consultas com mais de uma variavel na query também fo-
ram testadas. Sempre que possivel os resultados foram confrontados com os obtidos manualmente
e, para as redes maiores, foi utilizado o software JavaBayes (Cozman, 2001) como benchmark. O
JavaBayes foi escolhido por ser uma aplicacao de referéncia para inferéncia em redes Bayesianas ou
redes Credais definidas com pontos extremos.

Para todos os testes os resultados foram os esperados, tanto para os casos simulados manu-
almente quanto para os confrontados pelo JavaBayes. Para os resultados com benchmark manual
etapas intermediarias, como a arvore de eliminac¢do (da matriz blocada ou ndo) também tiveram
o resultado esperado. Isso tudo sugere que a implementacao esta correta e que é possivel confiar
nos resultados. Entretanto, por ainda estar em uma versdo inicial, assim como Colla, sugerimos a
elaboracao de mais testes, que incluam centenas ou milhares de varidveis mesmo ap6s a identificacao
das varidveis necessarias para a consulta. Para que estes testes sejam executados com sucesso sera
necessario um cluster com varios nés e uma quantidade suficiente de memoéria RAM disponivel.

Uma limitagao da primeira versao da biblioteca que se mantém nesta versao é a multiplicagao
de potenciais que aloca em memodria, como um vetor, toda a tabela de valores de resultados. Por
exemplo, para fazer uma multiplicacao de potenciais cujo potencial resultante contém 19 varidveis
cada uma com 3 estados possiveis precisariamos alocar 3'° = 1162261467 valores de ponto flutuante,
0 que equivale a quase dez Gigabytes em memoéria RAM. Como trabalho futuro para continuidade
deste sugerimos a pesquisa de uma maneira mais eficiente de multiplicar grandes potenciais, que
utilize menos memoria RAM para armazenar o resultado, gravando parte em um arquivo, por
exemplo. Uma outra solugdo seria que a biblioteca detectasse o mais cedo possivel que a inferéncia
nao podera ser realizada por conta da memoria.

8.2 Testes de Performance

Uma vez considerados corretos os resultados gerados pela biblioteca, queremos avaliar quando
ha ganho de desempenho utilizando as paralelizacGes propostas, ou seja, a fatoracdo simbolica
blocada paralela e a inferéncia em redes Credais com memoria distribuida. Também aproveitamos
para incrementar os testes iniciais de Colla e acrescentar uma rede maior para testar a paralelizacao
da fase numeérica com memoria compartilhada proposta pelo mesmo. Por fim, com os resultados
dos desempenhos obtidos utilizamos nossa biblioteca de tempos para indicar se cada caso deveria
ser realizado em paralelo ou nao e confrontamos os resultados.

Em todos os testes fizemos as comparacoes utilizando métodos das bibliotecas. Optamos por
nao fazer a comparagao entre outros softwares pois o objetivo neste momento é avaliar o ganho de
desempenho de cada algoritmo proposto, o que pode ser dificultado se houver diferenga de linguagem
de implementagao ou entre os algoritmos presentes nas outras etapas.

Cada teste foi executado 100 vezes e o tempo apresentado nas tabelas com os resultados é o
tempo médio da execucoes. Omitiremos dos resultados os testes em que os tempos de execucao
comparados forem ambos inferiores a 10~* segundos.

8.2.1 Fatoracao simboélica blocada

Comparamos o desempenho da fatoracdo simbélica blocada paralela com a fatoracdo simbdlica
sequencial ji presente na primeira versao da biblioteca. Testes iniciais demonstraram que a fatora-
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¢ao numérica fica ineficiente caso nao haja uma boa ordem de eliminagao das varidveis dentro de
cada bloco por isso optamos por utilizar as heuristicas de Gibbs e Busca em Largura ja implemen-
tadas para o caso sequencial dentro de cada bloco, ainda que isto pudesse gerar um maior custo
computacional nesta fase.

Apresentaremos o tempo total de execucdo e também o tempo da inferéncia executada na fase
numérica. Como hi a possibilidade de armazenar os resultados produzidos na fase simbolica é
importante que haja ganho computacional na fase numérica que potencialmente serd executada
repetidas vezes.

Os testes foram realizados em ambiente Linux com 2 processadores em meméria compartilhada
com as seguintes configuragoes:

Processadores: 2x Intel(R) Core(TM)2 Duo 2.26GHz
Memoria RAM: 8.0 Gb

Sistema Operacional: Ubuntu 12.10 (quantal) 64-bit
Kernel: 3.5.0-27-generic

Compilador: gce versao 4.7.2

Os resultados estao apresentados na tabela 8.1. As colunas contém as seguintes informagoes:
e Rede: Rede Bayesiana utilizada para o teste.

e Teste: Caso do teste.

e Tipo: Algoritmo utilizado (Fatoragao Paralela Blocada ou Serial).

e nvar: Nimero de varidveis requisitadas apés a aplicagdo do Bayes-Ball.

e larg: Numero de folhas da arvore de threads.

e prof: Maior profundidade da arvore de threads.

e tamanho: Tamanho de cada bloco.

e quant: Quantidade de blocos na rede.

e tempo total: Tempo total em segundos decorrido durante o teste.

e tempo num: Tempo especifico para a fatoracdo numérica em segundos.

Rede Teste Tipo nvar | larg | prof | tamanho | quant | tempo total | tempo num
Blocada01 01 Blocada | 13 4 4 3 4 0,0133 0,0000
Blocada01 01 Serial 13 5 6 - 0,0000 0,0000
Blocada01 02 Blocada 7 2 4 3 2 0,0300 0,0000
Blocada01 02 Serial 7 2 4 - - 0,0000 0,0000
Blocada02 01 Blocada | 65 12 17 16 4 0,0900 0,0100
Blocada02 01 Serial 65 13 12 - - 0,0067 0,0067
Blocada02 02 Blocada | 33 6 17 16 2 0,0200 0,0000
Blocada02 02 Serial 33 7 12 - - 0,0001 0,0001
Blocada03 01 Blocada | 197 | 20 27 49 4 95,0533 4,8567
Blocada03 01 Serial 197 | 25 28 - - 4,0900 14,0567
Blocada03 02 Blocada | 99 5 26 49 2 1,5967 1,3367
Blocada03 02 Serial 99 12 28 - - 1,8967 1,8967

Tabela 8.1: Resultados dos testes para fatoracdo simbolica blocada

Podemos ver que em alguns casos h& ganho de desempenho por usar a fatoraciao blocada para-
lela. Sao casos com menos blocos, que conseguem explorar melhor o paralelismo nos processadores
disponiveis. Apesar da pequena quantidade de casos de testes utilizada é possivel afirmar neste
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primeiro momento que ha vantagens em utilizar a fatoragdo blocada paralela quando o grafo da
rede possui uma estrutura condizente com o método. H4 também um caso que apesar do tempo
total com a fatoracdo blocada ter sido maior, a fase numeérica foi mais rapida. Para o caso de varias
inferéncias em uma mesma rede é interessante obter bom desempenho nesta etapa.

Testes com mais processadores e redes maiores poderiam reforcar a qualidade do método. Tam-
bém seria interessante efetuar o teste em redes reais, ainda que isto implicasse em uma modificacao
na biblioteca para permitir blocos de tamanhos diferentes.

As figuras 8.1 a 8.4 apresentam as arvores de threads produzidas para os dois casos de teste
da rede Blocada02. O ntimero dentro de cada né representa sua posi¢ao na ordem de eliminagao.
Vemos através delas que uma outra vantagem da fatoragdo simbélica blocada é que ela produz
arvores de eliminacdo mais balanceadas e de menor profundidade. Assumindo que o tamanho dos
potenciais envolvidos nas operacoes nao difere muito entre os blocos, uma arvore balanceada induz
a um maior balanceamento de carga no processamento paralelo

Com algumas modificacdes no codigo é possivel dentro de cada bloco obter uma sequéncia de
eliminacao sequencial (utilizando a propria ordem de eliminagdo obtida pela fatoragao simbélica).
Tal procedimento pode minimizar as trocas de contexto para ambientes com menos processadores
realizando uma maior quantidade de operacoes de uma vez em cada processador, o que, conside-
rando o balanceamento adequado da arvore, pode levar a um desempenho computacional maior.
Temos ainda que utilizando a arvore de threads com todas as varidveis, é possivel realizar consultas
descartando os ramos que ndo contenham as varidveis requisitadas sem precisar realizar uma nova
fatoragfo simbodlica, o que torna o processo de inferéncia mais eficiente.

Figura 8.1: Arvore de Threads produzida para o teste serial 01 da rede Blocada02
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Figura 8.2: Arvore de Threads produzida para o teste blocado 01 da rede Blocada02

Figura 8.3: Arvore de Threads produzida para o teste serial 02 da rede Blocada02
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8.2.2 Inferéncia paralela em redes Credais

Para a inferéncia paralela em redes Credais utilizamos a implementacao com MPI descrita em
7.7. A versfo sequencial do algoritmo é bastante semelhante & paralela, com a diferenca que as
inferéncias nas redes Bayesianas geradas através das combinagdes de estados possiveis das varia-
veis transparentes sdo realizadas sequencialmente e que nao ha a necessidade de buferizar com
string os contetidos dos arquivos com as rede Bayesiana, consulta e ordem de eliminacdo pois essas
informagoes ja estdo em memoria.

Em ambos os testes é possivel obter vantagem de uma fase simbolica pré processada (inclusive
podendo ser feita com fatoragdo blocada paralela quando for conveniente de acordo com a topologia
da rede). Adicionamos ainda um terceiro tipo de teste que chama a inferéncia paralela com MPI
mas faz a fatoragdo numérica linearmente (sequencial). O objetivo deste teste adicional ¢ avaliar o
balanceamento de carga, uma vez que nao ha um controle explicito do mesmo nas chamadas MPL.

Os testes foram realizados em ambiente Linux com duas e trés maquinas de quatro processadores
em memoria compartilhada cada. Seguem as configuracoes:

Processadores: 4x Intel(R) Core(TM)2 Quad 2.33GHz
Memoria RAM: 16.0 Gb

Sistema Operacional: Slackware 13.37.0 64-bit

Kernel: 2.6.38.7

Compilador: mpicc versao 4.5.3

Os resultados estao apresentados na tabela 8.2. As colunas contém as seguintes informagdoes:
e Rede: Rede Credal utilizada para o teste.
e Teste: Caso do teste.

e Tipo: Algoritmo utilizado (Inferéncia Serial, Paralela com Fatora¢io numeérica paralela ou
Paralela com Fatoracao numeérica linear).

e nvar: Numero de varidveis requisitadas apos a aplicacdo do Bayes-Ball.
e nte: Numero total de varidveis que compdes a evidencia, incluindo as varidveis transparentes.
e links: Nuamero de links do grafo moral da rede.

e prof: Profundidade da arvore de eliminacao.

2 comp: Tempo total em segundos utilizando 2 computadores.
e 3 comp: Tempo total em segundos utilizando 3 computadores.

Podemos ver que de forma geral para redes maiores, com mais varidveis requisitadas, o custo
de envio de mensagens é menor que o gasto com a fatoragdo numérica, o que torna o uso do MPI
eficiente. Apesar do procedimento sequencial apresentar diferenca no tempo, paralelizar a fatoracao
numeérica ou processar de forma linear nao influenciou muito no resultado final por conta do nimero
de processadores que era reduzido. Na verdade este resultado indica que a maior parte do paralelismo
ficou mesmo por conta do processamento das redes geradas com as varidveis transparentes através
do MPI o que sugere que o uso de mais processadores pode ser ainda mais vantajoso.

Podemos observar ainda que ha ganho de desempenho com a inclusao de mais uma maquina,
especialmente para as redes maiores, mais uma vez fazendo com que o custo de comunicacao seja
menor que o de processamento, o que reforca a vantagem de utilizar o processamento distribuido.
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Rede Teste Tipo nvar | nte | links | prof | 2 comp | 3 comp
Pigs 01 Serial 12 3 18 5 0,06030 | 0,06330
Pigs 01 Paralela 12 3 18 5 1,07750 | 0,50680
Pigs 01 Paralela Linear | 12 3 18 - 1,07800 | 0,50320
Pigs 02 Serial 22 3 36 12 | 0,06260 | 0,07260
Pigs 02 Paralela 22 3 36 12 | 0,88050 | 0,86530
Pigs 02 Paralela Linear | 22 3 36 - 1,28120 | 0,71140
Pigs 03 Serial 17 2 27 10 | 0,06130 | 0,06520
Pigs 03 Paralela 17 2 27 10 1,37850 | 0,50710
Pigs 03 Paralela Linear | 17 2 27 - 1,27760 | 0,51830
Pigs 04 Serial 9 2 13 6 0,06050 | 0,06220
Pigs 04 Paralela 9 2 13 6 0,97750 | 0,40600
Pigs 04 Paralela Linear 9 2 13 - 0,98070 | 0,80540
Pigs 05 Serial 13 2 19 6 0,06040 | 0,06340
Pigs 05 Paralela 13 2 19 6 1,47950 | 0,80490
Pigs 05 Paralela Linear | 13 2 19 - 1,27790 | 0,90490
Pigs 06 Serial 11 3 16 6 0,06070 | 0,06250
Pigs 06 Paralela 11 3 16 6 1,07910 | 0,60350
Pigs 06 Paralela Linear | 11 3 16 - 1,07960 | 0,60520
Muninl 01 Serial 22 3 38 10 | 5,09910 | 5,13180
Muninl 01 Paralela 22 3 38 10 2,48450 | 2,30860
Muninl 01 Paralela Linear | 22 3 38 - 2,38730 | 2,44890
Muninl 02 Serial 26 3 41 11 0,13920 | 0,15060
Muninl 02 Paralela 26 3 41 11 1,66060 | 1,76580
Muninl 02 Paralela Linear | 26 3 41 - 1,65210 | 1,86700
Hailfinder25 01 Serial 23 3 50 15 | 8,40650 | 8,43440
Hailfinder25 01 Paralela 23 3 50 15 | 2,77780 | 2,60790
Hailfinder25 01 Paralela Linear | 23 3 50 - 2,57720 | 2,07710
Hailfinder25 02 Serial 47 5 96 17 | 38,49340 | 38,61600
Hailfinder25 02 Paralela 47 5 96 17 7,84210 | 6,64340
Hailfinder25 02 Paralela Linear | 47 5 96 - 7,96540 | 6,61950
Hailfinder25 03 Serial 7 3 8 3 0,01730 | 0,02530
Hailfinder25 03 Paralela 7 3 8 3 1,28760 | 1,70400
Hailfinder25 03 Paralela Linear 7 3 8 - 1,38570 | 1,50410

Tabela 8.2: Resultados dos testes para inferéncia paralela em redes Credais

8.2.3 Fatoracao numeérica paralela

Os testes para avaliar o ganho de processamento ao utilizar a fatoracdo numérica paralela foram
previamente realizados em Colla (2007). Assim como ele, utilizamos uma versao linear do algoritmo
que coincide com a versao paralela até o momento de obter a ordem de eliminacao, nao monta a
arvore de eliminacao nem a arvore de threads e que efetua as operagoes com potenciais de maneira,
serial, eliminando uma varidvel por vez.

Os testes foram executados no seguinte ambiente:

Processadores: 2x Intel(R) Core(TM)2 Duo 2.26GHz
Memoéria RAM: 8.0 Gb

Sistema Operacional: Ubuntu 12.10 (quantal) 64-bit
Kernel: 3.5.0-27-generic

Compilador: gee versao 4.7.2

Assim como nos testes anteriores, dada a importancia de uma fatoracdo numérica eficiente, além
do tempo total computamos o tempo gasto exclusivamente para a parte numérica da inferéncia,
entretanto, para os testes realizados, o tempo gasto com as outras operagoes foi inexpressivo em
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relacdo a fase numérica e serd omitido. Os resultados podem ser vistos na tabela 8.3.
As colunas contém as seguintes informacoes:

e Rede: Rede Bayesiana utilizada para o teste.

e Teste: Caso do teste.

e Tipo: Algoritmo utilizado (Fatoracdo Numeérica Paralela ou Serial).

e nvar: Numero de varidveis requisitadas apés a aplicacdo do Bayes-Ball.
e larg: Numero de folhas da &rvore de threads.

e prof: Maior profundidade da arvore de threads.

e tempo num: Tempo especifico para a fatoracdo numérica em segundos.

Observamos que para redes maiores com mais varidveis requisitadas ha um ganho de desempe-
nho ao utilizar a versdo paralela do algoritmo, reiterando os resultados obtidos em Colla (2007).
Entretanto convém mencionar que apenas a alta quantidade de varidveis nao é garantia de uma boa
paralelizacdo. Nos testes para a fatoragdo blocada vimos que a topologia da arvore de eliminagao
é bastante influente no balanceamento de carga entre os processadores. Além disso, uma fator que
também exerce bastante influéncia e é dificil de ser controlado é a quantidade de varidveis envolvida
nas operacoes com potenciais.
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Rede Teste Tipo nvar | larg | prof | tempo num
Hailfinder25 03 Paralela | 30 7 14 0,4167
Hailfinder25 03 Serial 30 - - 0,2433
Hailfinder25 04 Paralela | 28 7 15 0,0500
Hailfinder25 04 Serial 28 - - 0,0400

Hailfinder25 05 Paralela | 40 11 14 0,7833
Hailfinder25 05 Serial 40 - - 1,0533
Hailfinder25 07 Paralela | 29 8 15 0,0433

Hailfinder25 07 Serial 29 - - 0,0400
Hailfinder25 08 Paralela | 22 5 14 0,5333
Hailfinder25 08 Serial 22 - - 0,3567
Hailfinder25 09 Paralela | 44 14 15 4,0800
Hailfinder25 09 Serial 44 - - 4,4500
Hailfinder25 10 Paralela | 44 14 15 0,6400
Hailfinder25 10 Serial 44 - - 0,7100
Hailfinder25 11 Paralela | 45 15 15 0,4567
Hailfinder25 11 Serial 45 - - 0,8733
Hailfinder25 12 Paralela | 46 16 15 0,5867
Hailfinder25 12 Serial 46 - - 0,8800
Hailfinder25 13 Paralela | 47 17 15 0,6833
Hailfinder25 13 Serial 47 - - 0,7033
Hailfinder25 14 Paralela | 48 18 15 0,7200
Hailfinder25 14 Serial 48 - - 0,7000
Muninl1 02 Paralela | 30 8 11 0,0167
Muninl 02 Serial 30 - - 0,0333
Muninl 03 Paralela | 24 b} 10 0,0133
Muninl1 03 Serial 24 - - 0,0133
Muninl1 04 Paralela | 30 8 11 0,0233
Muninl 04 Serial 30 - - 0,0300
Muninl 05 Paralela | 30 8 11 0,0233
Muninl 05 Serial 30 - - 0,0267
Munin1 06 Paralela | 22 5 11 0,0000
Muninl 06 Serial 22 - - 0,0000
Muninl 11 Paralela | 26 8 10 0,0100
Muninl 11 Serial 26 - - 0,0100
Muninl 12 Paralela | 35 9 17 0,6233
Muninl 12 Serial 35 - - 0,6233
Muninl1 13 Paralela | 50 13 14 0,0433
Muninl 13 Serial 50 - - 0,0533
Pigs 01 Paralela | 5 2 3 0,0000
Pigs 01 Serial 5 - - 0,0033

Tabela 8.3: Resultados dos testes para fatoragdo numeérica paralela
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8.2.4 Previsao de desempenho

Utilizando a biblioteca de avaliacdo de tempos buscamos a indicagdo de quais casos deveriam
ser executados em paralelo entre os apresentados anteriormente. Os resultados podem ser vistos
nas tabelas 8.4, 8.5 e 8.6. Nelas apresentamos os tempos efetivamente gastos nas redes testadas e a
coluna Previsdo que marca com um asterisco qual configuragio foi indicada pela biblioteca.

Podemos observar que nem todas as previsdes condizem com o desempenho obtido. Isso pode
ser justificado por um eventual excesso de simplificacoes ao se considerar sempre o caso médio ou
pior caso. Redes com a mesma quantidade de varidveis podem ter topologias bastante diferentes, o
que tem impacto direto nas operacoes com potenciais envolvidas. Quanto mais varidveis presentes
em um mesmo potencial, mais custosa em termos de processamento e memoria serd a operacao de
multiplicacao.

Para a indicagdo de uso de inferéncia distribuida em redes Credais houve acerto na previsao
especialmente para os testes mais demorados. Tal fato é importante pois para testes rapidamente
executados o tempo de execucao nao é percebido pelo usuario, enquanto nos testes mais demorados
um bom desempenho é imprescindivel.

Para o uso de inferéncia blocada o acerto também foi mais significativo para os tempos maiores.
Entretanto, como vimos anteriormente, a fatoragao blocada, quando aplicavel, produz arvores de eli-
minacao balanceadas e de menor profundidade o que é util para a fatoragao numérica, especialmente
quando ela for executada muitas vezes, alterando apenas a evidéncia.

A escolha pela fatoracdo numérica paralela ou linear sequencialmente apresentou um indice
maior de acerto. Alguns casos, como pudemos ver apresentam o mesmo tempo e a biblioteca em
geral optou pela fatoragdo sequencial para economizar recursos computacionais. Ainda assim, para
um maior acerto da previsdo seriam necessarias mais informagcoes sobre o problema, podemos ver
isso claramente nos testes 9 e 10 da rede Hailfinder25 que apresentam os mesmos argumentos de
entrada para a fungao (nimero de variaveis requisitadas, ntimero de folhas na arvore de eliminacao
e numero de ligacoes no grafo moral), mas possuem tempos de execugao diferentes por conta dos
potenciais envolvidos.

Pudemos ver também, em testes intermediarios, que no caso de PThreads o overhead para o uso
das mesmas é insignificante em comparacao ao restante das operagoes e o que deve ser considerado
mesmo € a quantidade de operagoes adicionais para o uso dos métodos paralelos, como a montagem
da arvore de eliminacao e de threads para fatoracao numérica paralela, ou obtencao da forma blocada
da matriz e criacao dos subgrafos para a fatoragdo blocada.

Finalmente, pontuamos que o objetivo dessa biblioteca de previsdo de desempenho é apenas dar
uma direcao da melhor opcao e também da quantidade de processamento envolvido em cada método.
Uma anélise mais profunda seria capaz de gerar resultados mais aprimorados, porém optamos por
fazer simplificacoes de caso médio e pior caso em varios momentos para evitar ter que buscar
muitas informagdes em tempo de execugdo, fazendo com que o préprio uso da biblioteca ja gerasse
um grande consumo de recursos que acabaria com a vantagem de tempo de utilizar o método mais
eficiente.
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Rede Teste Tipo Tempo | Previsao
Pigs 01 Serial. 0,06330 *
Pigs 01 Paralela. | 0,50680
Pigs 02 Serial. 0,07260
Pigs 02 | Paralela. | 0,86530 *
Pigs 03 Serial. 0,06520 *
Pigs 03 | Paralela. | 0,50710
Pigs 04 Serial. 0,06220 *
Pigs 04 | Paralela. | 0,40600
Pigs 05 Serial. 0,06340 *
Pigs 05 | Paralela. | 0,80490
Pigs 06 Serial. 0,06250 *
Pigs 06 | Paralela. | 0,60350
Muninl 01 Serial. 5,13180
Muninl 01 | Paralela. | 2,30860 *
Munin1 02 Serial. 0,15060
Muninl 02 | Paralela. | 1,76580 *
Hailfinder25 01 Serial. 8,43440
Hailfinder25 | 01 | Paralela. | 2,60790 *
Hailfinder25 | 02 Serial. | 38,61600
Hailfinder25 | 02 | Paralela. | 6,64340 *
Hailfinder25 | 03 Serial. 0,02530 *
Hailfinder25 03 Paralela. | 1,70400

Tabela 8.4: Resultados da previsdo de desempenho para inferéncia em redes Credais

Rede Teste Tipo Tempo | Previsao
Blocada01 01 Blocada | 0,0133

Blocada01 | 01 Serial | 0,0000 *
Blocada01 02 Blocada | 0,0300
Blocada01l | 02 Serial | 0,0000 *
Blocada02 | 01 | Blocada | 0,0900 *
Blocada02 01 Serial 0,0067
Blocada02 | 02 | Blocada | 0,0200 *

Blocada02 02 Serial 0,0000
Blocada03 01 Blocada | 5,0533
Blocada03 | 01 Serial | 4,0900 *
Blocada03 | 02 | Blocada | 1,5967 *
Blocada03 02 Serial 1,8967

Tabela 8.5: Resultados da previsao de desempenho para eliminacao blocada
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Rede Teste Tipo Tempo | Previsao
Hailfinder25 03 Paralela | 0,4167
Hailfinder25 | 03 Serial | 0,2433 *
Hailfinder25 04 Paralela | 0,0500
Hailfinder25 | 04 Serial | 0,0400 *
Hailfinder25 | 05 | Paralela | 0,7833 *
Hailfinder25 | 05 Serial | 1,0533
Hailfinder25 07 Paralela | 0,0433
Hailfinder25 | 07 Serial | 0,0400 *
Hailfinder25 08 Paralela | 0,5333
Hailfinder25 | 08 Serial | 0,3567 *
Hailfinder25 | 09 | Paralela | 4,0800 *
Hailfinder25 09 Serial | 4,4500
Hailfinder25 | 10 | Paralela | 0,6400 *
Hailfinder25 10 Serial 0,7100
Hailfinder25 | 11 | Paralela | 0,4567 *
Hailfinder25 11 Serial 0,8733
Hailfinder25 | 12 | Paralela | 0,5867 *
Hailfinder25 | 12 Serial | 0,8800
Hailfinder25 | 13 | Paralela | 0,6833 *
Hailfinder25 13 Serial 0,7033
Hailfinder25 | 14 | Paralela | 0,7200 *
Hailfinder25 14 Serial 0,7000

Muninl 02 | Paralela | 0,0167 *
Muninl 02 Serial 0,0333
Muninl 03 Paralela | 0,0133
Muninl 03 Serial | 0,0133 *
Munin1 04 | Paralela | 0,0233 *
Muninl 04 Serial 0,0300
Muninl 05 | Paralela | 0,0233 *
Muninl 05 Serial 0,0267
Muninl 06 Paralela | 0,0000
Muninl 06 Serial | 0,0000 *
Muninl 11 Paralela | 0,0100
Muninl 11 Serial | 0,0100 *
Muninl 12 | Paralela | 0,6233 *
Muninl 12 Serial 0,6233
Muninl 13 | Paralela | 0,0433 *
Muninl 13 Serial 0,0533

Pigs 01 Paralela | 0,0000

Pigs 01 Serial | 0,0033 *

Tabela 8.6: Resultados da previsao de desempenho para fatoragdo numérica paralela
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Conclusoes

O objetivo deste trabalho foi incrementar a biblioteca desenvolvida em Colla (2007) adicio-
nando novos métodos para fatoragdo simbolica e inferéncia em redes Credais. Durante o processo
foram implementadas também algumas pequenas otimizacoes e correcoes no ¢6digo que eram mais
facilmente identificaveis por quem nao participou da elaboragdo da biblioteca original.

Reforcamos a separacao entre a fase simbodlica e a fase numérica do processo de inferéncia
através da criacdo de arquivos XML com o resultado da fatoragdo simboélica e exportacao de todas
as informacoes envolvidas na inferéncia. Esta separacao viabiliza uma independéncia real entre as
fases permitindo, por exemplo, que cada uma delas seja feita em um computador diferente, sem a
necessidade de compartilhamento de memoéria.

Com esta separacdo explicita entre as fases simboélica e numérica foi possivel implementar a
inferéncia paralela em redes Credais utilizando o método CCM de transformagao de varidveis de
maneira eficiente, realizando a fase simboélica uma tinica vez no processo principal e utilizando o
MPI na fase numérica de cada rede gerada, minimizando a troca de mensagens e evitando refazer
calculos desnecessarios. Utilizar processamento distribuido para a inferéncia em redes Credais é
apropriado pois, para problemas maiores, conforme pudemos observar nos testes, o processamento
da fase numérica supera o custo computacional da troca de mensagens. Além disso, como o método
apenas altera o estado das evidéncias geradas pelas variaveis transparentes, o tamanho e topologia
das redes sao iguais, bem como os potenciais envolvidos em cada operacao, o que gera um bom
balanceamento de carga, em particular para processadores com as mesmas configuracoes.

A biblioteca de analise de desempenho ainda estd em sua versdo inicial mas ja apresenta boas
direcGes sobre a necessidade de paralelizar ou nao uma inferéncia, afinal, como pudemos observar
nos resultados dos testes, para os casos mais demorados a incidéncia de acertos foi mais alta. Como
o custo de cada método esté diretamente relacionado com o algoritmo, seria necessaria uma anélise
mais detalhada das funcdes, tornando mais variaveis como parametros para obter um resultado ainda
mais preciso. Utilizando a previsdo de desempenho é possivel otimizar o tempo computacional e
evitar a alocacdo desnecessaria de recursos.

A fatoracao simboélica blocada utiliza uma caracteristica particular da matriz de adjacéncia cor-
respondente ao grafo da rede, que é ser composta por blocos. Apesar desta versdo assumir blocos
de tamanhos iguais, com poucas modifica¢Ges no coédigo é possivel torna-lo mais abrangente para
blocos de tamanhos distintos, o que ocorre com mais frequéncia em problemas reais. Sua imple-
mentagao envolveu conceitos de algebra linear computacional e também de otimizacdo numérica
heuristica. A principal vantagem da fatoracao simbolica blocada é a possibilidade de paralelizar
a fase simbolica da eliminacao de variaveis, sendo uma boa opcado quando houver disponibilidade
de mais de um processador com memoria compartilhada. Além disso, ela pode ser utilizada como
um método alternativo de obtencdo da ordem de eliminacdo. Finalmente, os testes demonstraram
que este método gera arvores de eliminacao balanceadas, o que é adequado para o processamento
paralelo da fase numérica.

Conforme os testes de precisao e performance mostraram, esta segunda versdo da biblioteca
implementou métodos paralelos eficientes para inferéncia em redes Bayesianas e credais.
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9.1 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Para trabalhos futuros, além das pequenas melhorias mencionadas ao longo do texto, sugerimos
inicialmente uma refatoracao das Bibliotecas. Apesar da versdo atual ja estar separada em modulos
independentes, é possivel uma separacdo ainda maior com algumas modificacGes nas estruturas
de dados implementadas. Uma linguagem com orientagdo a objetos, por exemplo, permitiria criar
classes que nao necessitam do indice para relacionar uma varidvel com sua tabela de potenciais.
Outra tarefa para a refatoragdo é a modificagdo da arvore de threads para que ela possa receber
qualquer tipo de operacao com potenciais e que seja possivel trocar o mecanismo de operacoes dos
potenciais por outras formas de célculo credal abstrato aumentando bastante a abrangéncia das
bibliotecas.

Apos a refatoracdo sugerimos o estudo e implementagdo de mais técnicas de inferéncia para
redes Credais, em particular de técnicas de inferéncia aproximada que permitam trabalhar com
redes maiores e também daquelas que tiram vantagem de caracteristicas especificas da rede, como
por exemplo redes com variaveis binarias. E possivel também estender a biblioteca para que ela
trabalhe com outros tipos de redes como redes intervalares e qualitativas. Estas redes executam
a mesma estrutura de fatoracdo ja implementada, sendo necessérias poucas modificagbes para o
seu processamento uma vez que o mecanismo de operacoes com potenciais ja esta suficientemente
genérico.

Finalmente, sugerimos o desenvolvimento da aplicacao principal, também com cédigo aberto,
para que haja uma organizacao das bibliotecas e seja mais facil sua difusdo, permitindo que elas
sejam utilizadas amplamente no meio académico.



Apéndice A
Teoria dos Grafos

Este Apéndice tem o objetivo de apresentar os principais conceitos de Teoria dos Grafos para
um embasamento tedrico dos assuntos cobertos nesta dissertacao. Um tratamento teérico mais
abrangente sobre grafos pode ser encontrado em Stern (1994), Bondy e Murty (2007) e também em
Bang-Jensen e Gutin (2009).

Um grafo direcionado (ou digrafo) consiste em um par ordenado G = (Vg, Ag) em que Vg
¢ um conjunto finito nao-vazio de elementos chamados vértices (ou nds) e Ag é um conjunto
finito de arestas (ou arcos) juntamente com I'g, uma fun¢do chamada funcao de filiagao que
associa cada aresta de G a um par ordenado de vértices (4, j) ndo necessariamente distintos que sao
ditos incidentes a aresta (e vice-versa). A inversa da funcao de filiagao, Fél ¢ chamada funcao
de paternidade. Vértices conectados por uma aresta sao chamados adjacentes ou vizinhos; O
conjunto de vizinhos ou vizinhanga N (v) de um vértice v consiste de todos os vértices adjacentes
a ele, a sua vizinhanga fechada Nv] é sua vizinhan¢a N (v) mais ele proprio. Graficamente é
comum representar os vértices de um grafo como pontos e suas arestas como setas. Uma outra
forma de representacdo de um grafo é através da matriz adjacéncia que consiste em uma matriz
B, n x n, usualmente booleana, onde n ¢ o niimero de vértices do grafo e ¢ preenchida da seguinte
forma: se existir uma aresta do vértice ¢ ao vértice j, entdo o elemento Bf de B é nao nulo, em
geral 1, caso contrario é zero.

A ordem de um grafo G é seu nimero de vértices, |Vz| e seu tamanho é o numero de arestas
que possui, |[Ag|. O grau de um vértice ¢ igual & soma dos graus de saida (o numero de arestas
saindo do vértice) e de entrada (o namero de arestas entrando no vértice).

Um laco ou loop é uma aresta que parte e chega no mesmo vértice. Um passeio é uma
sequéncia alternante de vértices e arestas, comecando e terminando em um vértice, onde cada
vértice € incidente & aresta que o precede e o sucede na sequéncia. Um passeio é fechado ou
também chamado de circuito se o primeiro e altimo vértices do passeio forem o mesmo. Uma
trilha é um passeio em que todas as arestas sao distintas. Um caminho é uma trilha na qual nao
hé circuitos. Um ciclo é uma trilha na qual o dnico circuito é toda a trilha.

® @9

5 ()

Figura A.1: Exemplo de um grafo

A Figura A.1 apresenta um exemplo ilustrando as defini¢oes anteriores: G = (Vi, Ag) € um
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grafo em que Vg = {v1,v2,v3,v4, 05,06} € Ag = {(3,2),(3,3),(3,5),(4,4), (5,2), (5, 3), (5,6), (6,3)}.
Temos também a fungao de filiagao: I'(vy) = {}, T'(v2) = {}, T'(v3) = {va,v3,v5}, T'(va) = {va},
I['(vs) = {v2,v3,v6}, I'(vg) = {vs} e sua representacao pela matriz de adjacéncia:

000 O0O0GO
0 00 0O0O0
011010
B_OO()lOO
011001
0 01 00O

A ordem de G ¢é 6 e seu tamanho ¢ 8. O grau do vértice 3, vs, & 5. Podemos ver ainda que (vq,v4) €
um loop, {(vs,vs), (vs, vs), (vs, v3), (v3,v5)} € um passeio, {(vs, vs), (vs,vs), (vs, v3), (v3,v5), (vs,v3)}
é um circuito, {(vs,vs), (vs,ve), (v, v3), (v3,v3), (v3,v2)} € uma trilha, {(vs,ve), (ve, v3), (v3,v2)} €
um caminho e {(vs,vs), (vs,vg), (v6,v3)} € um ciclo.

Se existe uma aresta que vai do vértice i ao vértice j em G, dizemos que i faz parte conjunto
dos pais do vértice j, i € pa(j), ou, equivalentemente, que j pertence ao conjunto dos filhos do
vértice i, j € ch(i). Se os vértices i e j possuem pelo menos um filho em comum, dizemos que j
pertence ao conjunto de esposos do vértice i, j € sp(i) (e vice-versa). Se existe um caminho de
1 até j dizemos que um vértice ¢ é ancestral de um vértice j e que 5 é descendente de 7. Para
representar o conjuntos de descendentes de um vértice definimos a funcio de descendéncia I'g.

Um grafo direcionado é aciclico (GDA) se nao contém ciclos. Uma arvore H = (Vi, Ap) de
raiz v € Vg € um GDA, no qual todos os vértices tem no maximo um pai e apenas a raiz nao tem
pai. As folhas sao os vértices sem filhos de uma arvore. Uma floresta é grafo composto por um
conjunto de arvores.

Um grafo nao direcionado (ou nao orientado) G = (Vg, Ag) difere-se de um grafo direcionado
pelo fato que os vértices associados pelas arestas nao possuem ordem, o que faz com que sua matriz
de adjacéncia B seja sempre simétrica. Um grafo ndo orientado é conexo se existe um caminho
entre quaisquer dois de seus vértices. Um grafo completo é um grafo nido direcionado aciclico que
para cada vértice existe uma aresta conectando este vértice a cada um dos demais. Um subgrafo
de um grafo G é um grafo cujos vértices sao um subconjunto de Vg e o conjunto de arestas é um
subconjunto do conjunto de Ag. Um clique em um grafo G é um subgrafo de G que é completo.
Um separador é um conjunto de vértices que se removidos, separam o grafo em conjuntos conexos
distintos.

O grafo moral de um GDA G é o grafo nao direcionado criado a partir de G, substituindo
suas arestas por arestas ndo direcionadas e adicionando uma aresta (ndo direcionada, denominada
arco moral) entre todos os pais de um mesmo vértice (este processo é chamado casamento). O
Markov Blanket de um vértice ¢ em um grafo moral é o conjunto de seus pais, filhos e esposos.

' 7

(b} (c)

Figura A.2: Exemplo de um GDA, seu grafo Moral e Markov Blanket de um vértice
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A Figura A.2 apresenta um exemplo de um GDA (a), seu grafo moral (b) e o Markov Blanket
do veértice vy (c). Algumas das relagoes que podemos observar em (a) sao: v9 € filho de v1; v3 e vy
sao filhos de v9; v3 e v4 820 esposos e sdo pais de vg; vs, V4, Vs, Vg S840 descendentes de vo; vs € v3
nao sao descendentes de vy4.

Uma ordem em um GDA é uma relacio <, reflexiva e transitiva, e a ordem natural de um
grafo G é definida pela funcdo de descendéncia I'¢ que implica que se para os vértices i e j vale
i < j entdo j é descendente de i (j € T'g(7)). O vetor de indices N = [1,2,...,n] representa essa
ordem natural e o vetor ¢ = [0(1),0(2),...,0(n)] é uma permutagdo da ordem natural, podendo
ser representada simplesmente por ¢ = [(1), (2),. .., (n)] quando nao houver risco de confusao.

Dada uma ordem de eliminacao g e um grafo G = (V, A), dizemos que ¢(k) = i significa que
o vértice i foi o k-ésimo vértice de G a ser eliminado e definimos os grafos de eliminacao Gy =
(Vi, Ag;) como o grafo obtido removendo de G o vértice ¢(k) e suas arestas incidentes, e adicionando
arestas chamadas arcos de preenchimento unindo seus vizinhos transformando-os em um clique.
Caso a eliminac¢do dos vértices ndo implique na adicdo de nenhum arco de preenchimento dizemos
que ela é uma eliminacgao perfeita.

O grafo P = (V, F) obtido através do processo de eliminacao onde F' = Uj_; A é chamado
Grafo Preenchido e seus arcos de preenchimento sao a diferenca F'— A. Por questdes computaci-
onais definimos também a eliminagao simplificada que difere do processo de eliminacao definido
anteriormente quando ao eliminar o vértice ¢(k) sdo preenchidos apenas os arcos incidentes ao seu
vizinho mais préximo de ser eliminado.

A Figura A.3 mostra em (a) um grafo nao direcionado em de (b) a (e) os passos do seu processo
de eliminagao em (f) seu grafo preenchido, com os arcos adicionados em destaque. Em cada passo
os arcos adicionados na etapa aparecem em destaque bem como o préoximo vértice a ser eliminado.
A ordem de eliminagao para o exemplo é ¢ = [1,3,6,2,4,5]. A Figura A.4 apresenta os passos
do processo de eliminacao simplificada para o grafo anterior, mantendo a ordem de eliminacdo.
Adicionalmente, o n6 a ser eliminado ap6s o préximo né a ser eliminado também é destacado, em
cor mais clara.

(o) | (a)—w) | (=)
\
ol e 0 e o

Figura A.4: Processo de eliminacdo simplificada em um grafo nao direcionado e grafo preenchido
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Apéndice B

Teoria das Probabilidades

Este apéndice tem o objetivo de apresentar os principais conceitos de Teoria das Probabilidades
para continuidade do embasamento teérico dos assuntos cobertos nesta dissertacao. Para maiores
detalhes sobre o assunto recomendamos a leitura de Ross (2003).

Suponha que temos um experimento cujo resultado é desconhecido, porém sabemos qual é o
conjunto ) de todos os resultados possiveis. FEsse conjunto é chamado de espago amostral. Um
subconjunto A C ) é chamado de evento. Cada um dos elementos w € 2 caracteriza um dos estados
possiveis de Q. Associado a esses conjuntos temos P(A), uma fungdo que indica a probabilidade de
um evento A C Q) ocorrer satisfazendo as seguintes propriedades:

1. 0< P(A) < 1;
2. P(Q) = 1;

3. Se A1, Ag,..., A, C Q sdo tais que A; N Aj, para i # j (sdo mutuamente exclusivos) entao
P(Al UAgU-- An) = Z:‘L:I P(AZ)

Podemos ver ainda algumas consequéncias dessas propriedades:

e P(A)<P(B) se ACB,

Probabilidade condicional

A probabilidade de A condicionada por B (ou dado B, ou sabendo que B), dado P(B) > 0 é
definida por:

P(ANB)
P(A|B)=——= B.1
Escrevendo de outra forma, temos a regra fundamental da probabilidade:
P(A| B)P(B)=P(ANDB) (B.2)

Em ambos os casos podemos ver que o fato de ocorrer B influencia a probabilidade de A. Para
calcular AN B devemos calcular os eventos que sdo comuns a B e a A. P(AN B) (ou P(A,B)) é
chamada de probabilidade conjunta de A e B. Se P(AN B) = P(A) - P(B) dizemos que A e B
sao independentes. Isto significa que P(A | B) = % = P(A), ou seja, que a ocorréncia de
B néo tem efeito sobre a probabilidade de A acontecer.
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Regra de Bayes

A regra de Bayes relaciona as probabilidade de A e B com as respectivas probabilidades condi-
cionais. Ela é a base de toda estatistica Bayesiana sendo, portanto, muito importante. Ela afirma
que:

P(B)
P(B|A)=P(A|B)  —= B.3
(BI4)=P(A|B) 5 (5.3)

P(B | A), a probabilidade do evento B ocorrer dado que A ocorreu, é chamada de probabilidade
posterior ou posteriori, P(B) ¢ a probabilidade a priori do evento E ocorrer, calculada previamente
antes da ocorréncia de A e P(A) é a probabilidade marginal, ou seja, a probabilidade de que ocorra

A.

Variaveis Aleatoérias

Uma variavel aleatoéria (ou simplesmente variavel) X, é uma fungao X :  — R que associa
cada elemento do espago amostral a um valor real (Bussab e Morettin, 2005).

P(X = A) ou p(A) ¢é a distribuicdo de probabilidade da variavel X. Ela ¢ uma fung¢ao cujo
dominio sdo os valores da varidvel e cuja imagem sdo as probabilidades de a variavel assumir cada
valor do dominio. O conjunto imagem deste tipo de fun¢o estd sempre restrito ao intervalo entre
0 e 1, valendo sempre 0 no caso de um conjunto vazio (evento impossivel) e 1 para todo o espago
amostral (evento certo).

Uma distribuicdo de probabilidade pode ser discreta (finitos valores pontuais), que estamos
particularmente interessados ou continua (assume valores em toda reta real). Uma distribui¢ao
de probabilidade discreta descreve o comportamento de uma varidvel aleatéria quantitativa
discreta, ou seja, aquela que assume uma quantidade finita ou infinita enumeravel de valores e
representa a probabilidade da variavel aleatéria X assumir um certo valor z: P(X = x) sendo que
> u P(X =u) =1 e urepresenta o conjunto de todos os valores possiveis de .

A funcao de distribuicao acumulada (ou simplesmente funcao de distribuicio) de uma
variavel aleatéria discreta representa a probabilidade de uma variavel aleatéria X assumir valores
menores ou iguais a x, ou seja:

F(z)=P(X <=z

Marginalizacao

Se X e Y sao duas varidveis aleatorias discretas, é possivel representar sua funcao de probabi-
lidade conjunta, p(z,y) = P[X = x,Y = y| através de uma tabela onde as linhas indicam todos os
x; estados possiveis de X, as colunas indicam os y; estados possiveis de Y e, portanto, a entrada
correspondente a posicdo ij representa P(X = x;,Y = y;).

A distribuicdo de probabilidade de X, chamada de distribuicao marginal de X pode ser
obtida de p(z,y) por:

px(z)=P[X =a]= > plx,y)
y:p(z,y)>0
Analogamente:
py()=PY =yl= >  plxy)
z:p(z,y)>0

Este processo de obter a distribuicdo marginal de uma varidavel é chamado de marginalizacao.
No primeiro caso dizemos que Y foi marginalizada para fora da distribui¢do conjunta p(z,y) e no
segundo caso dizemos que X foi marginalizada para fora.

Exemplo

O Exemplo a seguir foi baseado no exemplo de Ross (2009) e ilustra uma situacao de uso de
tabelas para distribui¢des conjuntas e condicionais. Suponha que 15% das familias de uma certa
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comunidade nao tenham filhos, 20% tenham 1, 35% tenham 2 e 30% tenham 3 filhos e suponha
ainda que em cada familia cada crianca possa ser menino ou menina com a mesma probabilidade.
Se uma familia é escolhida aleatoriamente na comunidade, X é o ntimero de filhas e Y é o niimero
de filhos dessa familia entao temos sua distribuicdo conjunta dada pela tabela B.1

i jlo 1 2 3 Py (y)
0 1015 0,10 00875 0,0375 | 0,3750
1 |010 0175 0,1125 0 0,3875
2 10,0875 0,1125 0 0 0,2000
3 10,0375 0 0 0 0,0375

Px(y) | 0,3750 0,3875 0,2000 0,0375 | 1

Tabela B.1: Distribuicao conjunta de filhas e filhos de uma familia

As probabilidades foram calculadas da seguinte forma:

P[X =0,Y = 0] = P[sem criancas] = 0,15
P[X =1,Y = 0] = P[1 menina e total de 1 crianga]

1
PI1 crianca] P[1 menina | 1 crianca] = (0, 20) (2>

P[X =2,Y = 0] = P[2 meninas e total de 2 criancas]

1\ 2
= P[2 criancas|P[2 meninas | 2 criancas] = (0, 35) <2>

Sendo que é facil estender o raciocinio para as entradas restantes da tabela. A ultima linha
representa a probabilidade marginal de X (ntimero de meninas) e é obtida através da soma de
cada coluna. Similarmente, a ultima coluna representa a probabilidade marginal de Y (nimero de
meninos) e é obtida através da soma de cada linha. Através da tabela com a distribuigdo conjunta
e as distribui¢oes marginais podemos calcular a distribui¢ao condicional P(X|Y') como mostramos
na tabela B.2. Podemos observar que neste caso a soma de cada coluna é igual a 1.

i jlo 1 2

3
0 |040 026 044 1
1 027 045 056 0
2 1023 020 0 0
3 /00 0 0 0

Tabela B.2: Distribui¢ao condicionais de filhas dados os filhos de uma familia

B.1 Potenciais

Um potencial é uma tabela de valores reais sobre um dominio finito de varidveis e é utilizado
para manipular tabelas de probabilidades. Nesse contexto dom(¢) representa o dominio do potencial
¢ ((Jensen, 2001)). Dois potenciais podem ser multiplicados, com as seguintes propriedades:

1. dom(¢1¢2) = dom(p1) U dom(¢p2);
2. Propriedade Comutativa: ¢1¢2 = Padr;

3. Propriedade Associativa: (¢102)p3 = ¢1(d2¢3);
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4. Emisténcia da Unidade: O ntiimero 1 é um potencial sobre todo conjunto vazio e 1-¢ = ¢ para
todos potenciais ¢. O potencial unitario sera denotado por 1;

Um potencial pode ser marginalizado. ) , ¢ é um potencial sobre dom(¢) \ A, ou seja, A foi
marginalizada para fora. Para potenciais da forma P(A|V'), onde V' é um conjunto de varidveis
temos:

5. Potencial unitdrio: ) 4 P(A|V) = 1;
6. Propriedade comutativa da marginaliza¢do: Y 4> 50 => 5> 4 P;

7. Propriedade distributiva da marginalizagdo: Se A ¢ dom(¢1), entdo ) 4 d1¢2 = 1 Y 4 P2;

B.1.1 Exemplos

As Tabelas B.3-B.7 apresentam os potenciais ¢1(A4, B) e ¢2(B, C) e ilustram algumas operagoes
e o processo de marginalizagdo para fora de A e B, chamado também de projecao para C: As
variaveis A, B e C possuem dois estados mutuamente exclusivos cada, (a1,as2), (b1,b2), (c1,c2),
respectivamente e seus valores sdo apresentados na Tabela B.3. A Tabela B.4 apresenta o produto
dos potenciais ¢(A, B) - ¢p2(B, C') sendo que cada entrada da tabela apresenta os estados ¢; e ¢ de
C, respectivamente. E possivel verificar a propriedade comutativa dos potenciais, uma vez que vale
a comutacao para produto de numeros reais. A Tabela B.5 apresenta a marginalizacao da variavel
C, através da soma das entradas da tabela com o potencial dos produtos. A Tabela B.6 utiliza o
mesmo procedimento para marginalizar C' de ¢o(B, C). Finalmente, a Tabela B.7 é obtida através
do produto de ¢1(A, B) pela marginalizacao de C de ¢3(B,C). Podemos verificar a propriedade
distributiva da multiplicagdo de potenciais, uma vez que as Tabelas B.5 e B.7 sdo equivalentes, dado
que vale a propriedade distributiva para ntimeros reais.

B \ A a; ao B \ Clc e
by T1 X2 by Y1 Y2
by T3 T4 by Y3 Y4

Tabela B.3: Potenciais ¢1(A, B) e ¢o(B,C)

B \ A aiq as
b1 ($1y1,$1y2) (z2y1, T2y2)
by (x3y3,3y1) (Tays3, Taya)

Tabela B.4: Produto ¢1(A4, B) - ¢2(B, C)

B\ A ap ag
b1 T1y1 +T1Y2 T2yl + T2y
bo T3Y3 + T3Ys  T4Y3 + T4Ya

Tabela B.5: Y ¢1(A, B) - ¢2(B, C)



B

b1
bo

Y1+ Y2
Y3 + Y4

Tabela B.6: > ¢2(B,C)

B\ A ay ag
by z1(y1 +y2)  x2(v1y2)
bo v3(ys +y4)  wa(ys + ya)

Tabela B.7: ¢1(A, B) Y -¢2(B,C)

POTENCIAIS
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Apéndice C

Redes dos Exemplos

C.1 Rede Credal utilizada para o exemplo de inferéncia

C.1.1 Rede com limites inferiores
<?xml version="1.0" encoding="US—ASCII" 7>

<!— DTD for the XMLBIF 0.3 format —>
< IDOCIYPE BIF |
< ELEMENT BIF ( NETWORK ) >
<!ATTLIST BIF VERSION CDATA #REQUIRED-
< !ELEMENT NETWORK ( NAME, ( PROPERTY | VARIABLE | PROBABILITY )% )>
< |ELEMIENT NAME (#PCDATA)>
< IELEMENT VARIABLE ( NAME, ( VALUE | PROPERTY )+ ) >
<!ATTLIST VARIABLE TYPE (nature|decision|utility) "nature">
< |ELEMEENT VALUE (#PCDATA)>
< !ELEMENT PROBABILITY ( FOR | GIVEN | TABLE | PROPERTY )x >
< !ELIEMENT FOR (#PCDATA) >
< IELEMENT GIVEN (#PCDATA)
< \ELEMEENT TABLE (#PCDATA)>
< !EIEMENT PROPERTY (#PCDATA)>
|>

<BIF>
<NEITWORK>
<NAME>Credal< /NAME>

<!— Variables —>

<VARIABLE>
<NAME>A< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>A1l< /VALUE>
<VALUE>A2< /VALUE>
<VALUE>A3< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>

<TYPE-DISCRETE< /TYPE>
“NAME-B< /NAME>
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<VALUE>B1< /VALUE>

<VALUE>B2< /VALUE>

<VALUE>B3< /VALUE>
< /VARIABLE>

<VARIABLE>
<NAME>C< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>C1< /VALUE>
<VALUE>C2< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
<NAME-D< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>D1< /VALUE>
<VALUE>D2< /VALUE>
<VALUE>D3< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
<NAME>E< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE-E1< /VALUE>
<VALUE>E2< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
<NAME>F< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>F1< /VALUE>
<VALUE>F2< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
<NAME-G< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>G1< /VALUE>
<VALUE>G2< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
<NAME-H< /NAME>
<T'YPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>H1< /VALUE>
<VALUE-H2< /VALUE>
<VALUE>H3< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
<NAME> [< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
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“VALUE->11< /VALUE>
“VALUE>12< /VALUE>
< /VARIABLE>

<VARIABLE>
“NAME-J< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>J 1< /VALUE>
<VALUE>J2< /VALUE>
<VALUE>J 3< /VALUE>

< /VARIABLE>

<!— Probability distributions —>
<PROBABILITY>

<FOR>A< /FOR>

<TABLE>0.58 0.08 0.27 </TABLE>
< /PROBABILITY>

<PROBABILITY>>

<FOR>B< /FOR>

<GIVEN>A< /GIVEN>

<TABLE>0.34 0.48 0.12 0.03 0.38 0.53 0.47 0.46 0.01 </TABLE-
< /PROBABILITY>

<PROBABILITY>>

<FOR>C< /FOR>

<GIVEN>B< /GIVEN>

<TABLE>0.08 0.92 0.51 0.49 0.86 0.14 </TABLE>
< /PROBABILITY>

<PROBABILITY>
<FOR-D< /FOR>
<GIVEN>A< /GIVEN>
<GIVEN>C< /GIVEN>
<TABLE>0.01 0.47 0.52 0.23 0.05 0.72 0.51 0.23 0.26 0.26 0.32 0.42
0.4 0.46 0.14 0.27 0.38 0.35 </TABLE>
< /PROBABILITY>

<PROBABILITY>>

<FOR>E< /FOR>

<GIVEN>D< /GIVEN>

<TABLE>0.38 0.62 0.92 0.08 0.12 0.88 </TABLE>
< /PROBABILITY>

<PROBABILITY>>

<FOR>F< /FOR>

<GIVEN>B< /GIVEN>

<TABLE>0.79 0.21 0.43 0.57 0.45 0.55 </TABLE>
< /PROBABILITY>

<~PROBABILITY >
<FOR-G< /FOR>
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<GIVEN>F< /GIVEN>
<GIVEN>H< /GIVEN>
<TABLE>0.03 0.97 0.39 0.61 0.48 0.52 0.96 0.04 0.51 0.49 0.6 0.4 </
TABLE>
< /PROBABILITY>

<~PROBABILITY>

<FOR-H< /FOR>

<TABLE-0.5 0.03 0.47 </TABLE-
< /PROBABILITY>

<PROBABILITY>

<FOR>1< /FOR>

<GIVEN-E< /GIVEN>

<TABLE-0.42 0.58 0.79 0.21 </TABLE-
< /PROBABILITY>

<~PROBABILITY>
<FOR>J< /FOR>
<GIVEN-D< /GIVEN>
~GIVEN-G< /GIVEN>
<TABLE-0.43 0.32 0.25 0.21 0.53 0.26 0.07 0.39 0.54 0.14 0.68 0.18
0.33 0.4 0.27 0.35 0.56 0.09 </TABLE-
< /PROBABILITY

< /NETWORK>
< /BIF>

C.1.2 Rede com limites superiores
<?xml version="1.0" encoding="US-ASCII" 7>

<!— DTD for the XMLBIF 0.3 format —>
< IDOCTYPE BIF |
~ELEMENT BIF ( NETWORK )+
<!ATTLIST BIF VERSION CDATA #REQUIRED-
< !ELEMENT NETWORK ( NAME, ( PROPERTY | VARIABLE | PROBABILITY )% )>
< IFLEMENT NAME (#PCDATA) >
< !ELIEMENT VARIABLE ( NAME, ( VALUE | PROPERTY )x ) >
<!ATTLIST VARIABLE TYPE (nature|decision|utility) "nature">
< !ELEMENT VALUE (#PCDATA)>
<!ELEMENT PROBABILITY ( FOR | GIVEN | TABLE | PROPERTY )x >
< IFLEMENT FOR (#PCDATA) >
< IFIEMENT GIVEN (#PCDATA)
< IFIEMENT TABLE (#PCDATA)>
< IFLEMENT PROPERTY (#PCDATA)
|>

<BIF>
<NETWORK>
<NAME>Credal</NAME>
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<!— Variables —>

<VARIABLE>
<NAME>A< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>Al< /VALUE>
<VALUE>A2< /VALUE>
<VALUE>A3< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<NAME>B< /NAME>
<VALUE>B1< /VALUE>
<VALUE>B2< /VALUE>
<VALUE>B3< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
“NAME-C< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>C1< /VALUE>
<VALUE>C2< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
“NAME-D< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>D1< /VALUE>
<VALUE>D2< /VALUE>
<VALUE>D3< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
<NAME-E< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>E1< /VALUE>
<VALUE>E2< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
“NAME-F< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>F1< /VALUE>
<VALUE>F2< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
“NAME-G< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>G1< /VALUE>
<VALUE>G2< /VALUE>

< /VARIABLE>
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<VARIABLE>
<NAME>H< /NAME>

<TYPE>DISCRETE< /TYPE>

<VALUE>H1< /VALUE>

<VALUE->H2< /VALUE>

<VALUE>H3< /VALUE>
< /VARIABLE>

<VARIABLE>
<NAME> [< /NAME>

<TYPE>DISCRETE< /TYPE>

<~VALUE-T1< /VALUE>
<~VALUE-12< /VALUE~
< /VARIABLE>

~VARIABLE>
~NAME=J< /NAME>

<TYPE>DISCRETE< /TYPE>

<VALUE>J 1< /VALUE>

<VALUE>J2< /VALUE>

<VALUE>J3< /VALUE>
< /VARIABLE>

<!— Probability distributions —>

~PROBABILITY
<FOR>A< /FOR>

<TABLE>0.62 0.1 0.35 </TABLE-

< /PROBABILITY>

<PROBABILITY>
<FOR>B< /FOR>
<GIVEN>A< /GIVEN>
<TABLE>0.36 0.52
< /PROBABILITY>

~PROBABILITY
<FOR>C< /FOR>
<GIVEN-B< /GIVEN>
<TABLE-0.08 0.92
< /PROBABILITY>

<PROBABILITY>
<FOR>D< /FOR>
<GIVEN>A< /GIVEN>
<GIVEN>C< /GIVEN>
<TABLE>0.01 0.47
0.4 0.46 0.14
< /PROBABILITY>

<~PROBABILITY>
<FOR>E< /FOR>

0.17

0.51

0.52
0.27

0.05

0.49

0.42

0.86

0.59 0.51 0.50 0.07 </TABLE-

0.14 </TABLE-

0.72 0.51 0.23 0.26 0.26 0.32 0.42
< /TABLE>
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<GIVEN>D< /GIVEN>
<TABLE>0.38 0.62 0.92 0.08 0.12 0.88 </TABLE>
< /PROBABILITY>

<PROBABILITY>>

<FOR>F< /FOR>

<GIVEN>B< /GIVEN>

<TABLE>0.79 0.21 0.43 0.57 0.45 0.55 </TABLE>
< /PROBABILITY>

<PROBABILITY>
<FOR>G< /FOR>
<GIVEN>F< /GIVEN>
<GIVEN>H< /GIVEN>
<TABLE>0.03 0.97 0.39 0.61 0.48 0.52 0.96 0.04 0.51 0.49 0.6 0.4 </
TABLE>
< /PROBABILITY>

~PROBABILITY
<FOR>H< /FOR>
<TABLE-0.5 0.03 0.47 </TABLE-
< /PROBABILITY

<PROBABILITY>>

<FOR>1< /FOR>

<GIVEN>E< /GIVEN>

<TABLE>0.42 0.58 0.79 0.21 </TABLE-
< /PROBABILITY>

<PROBABILITY>>
<FOR>J< /FOR>
<GIVEN>D< /GIVEN>
<GIVEN>G< /GIVEN>
<TABLE>0.43 0.32 0.25 0.21 0.53 0.26 0.07 0.39 0.54 0.14 0.68 0.18
0.33 0.4 0.27 0.35 0.56 0.09 </TABLE-
< /PROBABILITY>

< /NETWORK:>
< /BIF>

C.1.3 Consulta
<query>
<variable>I</variable>

</query>
C.1.4 Evidéncia

<evidences>
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<variable>
<name>H< /name>
<value>H2</value>

</variable>

<variable>
<name>J</name>
<value>J3</value>

</variable>

</evidences>

C.2 Rede Bayesiana utilizada para o exemplo de fatoracao blocada

C.2.1 Rede
<?xml version="1.0" encoding="US-ASCII" 7>

<!— DTD for the XMLBIF 0.3 format —>
< IDOCTYPE BIF |
~ELEMENT BIF ( NETWORK )+
<!ATTLIST BIF VERSION CDATA #REQUIRED-
< !ELEMENT NETWORK ( NAME, ( PROPERTY | VARIABLE | PROBABILITY )% )>
< IFLEMENT NAME (#PCDATA) >
<!ELIEMENT VARIABLE ( NAME, ( VALUE | PROPERTY )x ) >
<!ATTLIST VARIABLE TYPE (nature|decision|utility) "nature">
< !ELEMENT VALUE (#PCDATA)>
< IFLEMENT PROBABILITY ( FOR | GIVEN | TABLE | PROPERTY ) >
< IFLEMENT FOR (#PCDATA) >
< IFIEMENT GIVEN (#PCDATA)
< IFLEMENT TABLE (#PCDATA)>
< IFLEMENT PROPERTY (#PCDATA)
|>

<BIF>
<NETWORK>
<NAME>Blocada</NAME>

<!— Variables —>
<VARIABLE>
<NAME>A< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
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“VALUE>A1l< /VALUE>
“VALUE-A2< /VALUE>
< /VARIABLE>

<VARIABLE>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<NAME>B< /NAME>
<VALUE>B1< /VALUE>
<VALUE>B2< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
“NAME-C< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>C1< /VALUE>
<VALUE>C2< /VALUE>

< /VARIABLE>

~VARIABLE-
“NAME-D< /NAME>
<TYPE-DISCRETE< /TYPE>
<~VALUE-D1< /VALUE>
<~VALUE-D2< /VALUE>

< /VARIABLE=-

<VARIABLE>
<NAME>E< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>E1< /VALUE>
<VALUE>E2< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
<NAME-F< /NAME~
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>F1< /VALUE>
<VALUE>F2< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
“NAME-G< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>G1< /VALUE>
<VALUE>G2< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
“NAME-H< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>H1< /VALUE>
<VALUE>H2< /VALUE>

< /VARIABLE>
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<VARIABLE>
<NAME> 1< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>11< /VALUE>
<VALUE>12< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
<NAME>J< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>J 1< /VALUE>
<VALUE>J2< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
<NAME-K< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>K1< /VALUE>
<VALUE>K2< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
<NAME>L< /NAME>
<TYPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>L1< /VALUE>
<VALUE>L2< /VALUE>

< /VARIABLE>

<VARIABLE>
<NAME-M< /NAME>
<T'YPE>DISCRETE< /TYPE>
<VALUE>MI< /VALUE>
<VALUE-M2< /VALUE>

< /VARIABLE>

<!— Probability distributions —>
<PROBABILITY>>

<FOR>F< /FOR>

<GIVEN>D< /GIVEN>

<GIVEN>1< /GIVEN>

<TABLE>0.48 0.52 0.28 0.72 0.51 0.49 0.38 0.62 </TABLE-
< /PROBABILITY>

~PROBABILITY
<FOR=-D< /FOR>
<TABLE-0.08 0.92 < /TABLE-
< /PROBABILITY

<~PROBABILITY>
<FOR>1< /FOR>
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<GIVEN>A< /GIVEN>
<TABLE>0.08 0.92 0.86 0.14 </TABLE-
< /PROBABILITY>

<PROBABILITY>>

<FOR>J< /FOR>

<GIVEN>M< /GIVEN>

<GIVEN>E< /GIVEN>

<TABLE>0.48 0.52 0.28 0.72 0.51 0.49 0.38 0.62 </TABLE-
< /PROBABILITY>

~PROBABILITY>
~FOR-E< /FOR>
<TABLE-0.51 0.49 </TABLE-
< /PROBABILITY

<PROBABILITY>>

<FOR-M- /FOR>

<GIVEN>A< /GIVEN>

<TABLE>0.08 0.92 0.86 0.14 </TABLE-
< /PROBABILITY>

<PROBABILITY>>

<FOR>L< /FOR>

<GIVEN>B< /GIVEN>

<GIVEN>G< /GIVEN>

<TABLE>0.48 0.52 0.28 0.72 0.51 0.49 0.38 0.62 </TABLE-
< /PROBABILITY>

~PROBABILITY:
<FOR>B< /FOR>
<TABLE-0.51 0.49 </TABLE-
< /PROBABILITY>

<PROBABILITY>>

<FOR>G< /FOR>

<GIVEN>A< /GIVEN>

<TABLE>0.08 0.92 0.86 0.14 </TABLE-
< /PROBABILITY>

<PROBABILITY>>

<FOR>H< /FOR>

<GIVEN>C< /GIVEN>

<GIVEN>K< /GIVEN>

<TABLE>0.48 0.52 0.28 0.72 0.51 0.49 0.38 0.62 </TABLE-
< /PROBABILITY>

~PROBABILITY
<FOR>C< /FOR>
<TABLE-0.50 0.50 </TABLE-
< /PROBABILITY>

119



120 APENDICE C

<PROBABILITY>

<FOR-K< /FOR>

<GIVEN>A< /GIVEN>

<TABLE>0.08 0.92 0.86 0.14 </TABLE>
< /PROBABILITY>

<~PROBABILITY>
<FOR>A< /FOR>
<TABLE>0.50 0.50 </TABLE-
< /PROBABILITY>

< /NETWORK:>
< /BIF>

C.2.2 Consulta

<query>
<variable>J</variable>
<variable>F</variable>
<variable>L</variable>
<variable>H</variable>

</query>
C.2.3 Evidéncia

<evidences>

<variable>
<name>A< /name>
<value>A2</value>

</variable>

</evidences>

C.2.4 Parametros do Simulated Annealing

<SIMULATED ANNEALING:>
<ALPHA>1.0< /ALPHA>
<BETA>1.0< /BETA>
<GAMMA> 1. 0< /GAMMA>
<THETA> 5.0~ /THETA>
<STEPS>30000< /STEPS>
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<STOP>3000< /STOP>
“BLOCKS>4< /BLOCKS>
<SEED>10< /SEED>

< /SIMULATED _ANNEALING>
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Apéndice D

Diagrama das Redes dos Testes

©

Figura D.1: Diagrama da Rede: Exemplo(1

Family ou Bowel problem

Lighton Dog out

OHearhark

Figura D.2: Diagrama da Rede: DogProblem
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Wisit Asia Smaking

Tuberculosis Bronchitis

Dyspnea

Figura D.3: Diagrama da Rede: Asia

Figura D.4: Diagrama da Rede: Hailfinder25
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Figura D.5: Diagrama da Rede: Exemplo02

Figura D.6: Diagrama da Rede: Muninl
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