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Resumo

Borges de Souza, B. Estabilidade de Mittag-Lefller e aplicagées as redes neurais de Hop-
field fraciondria. 2019. 94 f. Dissertacdo (mestrado) - Instituto de Matemédtica e Estatistica,
Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2019.

Neste trabalho estudamos um critério para a estabilidade de Mittag-Leffler dos pontos de
equilibrio de um sistema de equagdes diferenciais ordinarias com derivadas fracionarias de Caputo
e Riemann-Liouville. Como um exemplo de aplicacdo, estudamos um critério para estabilidade

assintética dos pontos de equilibrio de uma rede neural de Hopfield fracionaria.

Palavras-chave: Redes Neurais, Calculo fracionario, estabilidade de Mittag-Leffler.
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Abstract

Borges de Souza, Bruno. Mittag-Leffler stability and applications to fractional Hopfield
neural networks. 2019. 94 f. Dissertation (master) - Instituto de Matematica e Estatistica, Uni-
versidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2019.

In this work we shall study a criterion for the Mittag-Leffler stability of the equilibrium points
of a system of ordinary differential equations with fractional derivatives of Caputo and Riemann-
Liouville. As an example of application, we study a criterion for asymptotic stability of the equili-

brium points of a fractional Hopfield neural networks.

Keywords: Neural Network, Fractional calculus, Mittag-LefHler stability.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo das redes neurais artificias existe hd mais de 70 anos, iniciando em 1943, quando
McCulloch and Pitts [41] introduzem as redes neurais como méquinas computacionais. A ideia do
neurdnio de McCullosh-Pitts é criar duas entradas, que podem ser excitatorias (+1), ou inibitérias
(—1). A fungao de ativagdo ird multiplicar cada entrada pelo seu peso correspondente e ird retornar
o resultado +1 caso a entrada seja maior ou igual zero, ou -1 caso contrario. Esse sistema fornece
um modelo computacional completo, podendo calcular qualquer fungao légica.

Em 1958, Frank Rosenblatt [52] apresenta o perceptron, um algoritmo de treinamento para um
tipo de rede com camada tnica. Esta invencao inspirou engenheiros, fisicos e matematicos a dedicar
seus esforcos de pesquisa para diferentes aspectos das redes neurais na década de 1960 e 1970 [20]. O
perceptron é similar ao neurdnio de McCulloch-Pitts. Os valores de entrada e niveis de ativacao sdo
41 ou —1 e os pesos tém valores reais. O nivel de ativacao é dado pela soma dos valores ponderados
de entrada z;,i = 1,...,n, ou seja, Y ;- w;z;, onde wy é o peso de cada entrada. Usando um limiar
(bias) b, a saida do neurdnio serd +1, se Y.ir; w;x; > b, ou —1 caso > iy w;z; < b. Isso representa
uma forma simples de aprendizado. Apéds tentar resolver uma ocorréncia de problema, um professor
fornece a ele um resultado correto. Deste modo, o perceptron pode ajustar seu conjunto de pesos
(caso exista) de modo a minimizar o erro médio sobre todo o conjunto de treinamento[35].

Ja na década de 1980, o fisico, bidlogo e neurologista John Hopfield desenvolve uma arquitetura
de rede neural com uma camada, com os neuronios dessa camada ligados a todos os outros, o que
torna essa rede auto-associativa [23]. Usando o conceito de minimizagao de energia, Hopfield estuda
as propriedades de convergéncia de uma familia de redes que ele concebeu, as Redes Neurais de
Hopfield, cuja dindmica é baseada no comportamento das sinapses dos neurénios no cérebro hu-
mano. Possui diversas aplicagdes, como por exemplo, em neurociéncia, otimizagao e reconhecimento
de padroes.

As Redes Neurais de Hopfield podem ser implementadas em hardware, combinando componen-
tes como capacitores e resistores, um recurso bastante significativo. Em 2008, Boroomand e Menhaj
[4], propuseram as Redes Neurais de Hopfield Fracionaria (FHNN), que substitui os capacitores
classicos por um componente denominado Capacitor fracionario. O Capacitor fracionério é um ca-
pacitor generalizado, um circuito elétrico no qual sua tensado e corrente sdo relacionadas por uma
equagao diferencial ordinaria de ordem fracionaria (EDOF) [48, [44), [].

As EDOFs tém como principal caracteristica o uso de operadores que generalizam o conceito
de derivada para ordem nao-inteira, sendo conhecidas como derivadas fracionarias. Estas derivadas
existem ha mais de 300 anos e atualmente possuem muitas aplicagoes na fisica e engenharia, como
na bioengenharia [38], controle [3] e viscoelasticidade [2I], pois para descrever alguns sistemas
o uso de derivadas fracionarias é mais acurado. Um exemplo foi a aplicagdo de Anastasio no
circuito neural chamado de Integrador Oculomotor, uma rede que consiste de neurdnios motores e
pré-motores que mediam alguns subsistemas oculomotores, como os responsaveis pela perseguicao
e movimento rapido do olho entre os pontos de fixacdo, retransmitindo comandos de movimento
ocular para motoneuréonios extra-oculares. Anastasio [56] usa o cdlculo fracionario para caracterizar
a dindmica em neuronios motores e pré-motores, onde ele aponta que o integrador oculomotor pode
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ter ordem fracionaria, dependendo da velocidade do olho e dos comandos de posi¢ao dos olhos.

A principal motivacdo para o uso de derivadas fracionarias em modelos de redes neurais é
que tais derivadas possuem melhor descricio de memoria e propriedades hereditarias de véarios
processos que os de ordem inteira [611 [48]. Isso oferece uma vantagem com relagéo as derivadas de
ordem inteira na modelagem de sistemas biolégicos complexos, com comportamento nao-linear e
memoéria de longo prazo. Assim, temos uma melhoria importante com a incorporagao de um termo
de meméria (na forma de uma derivada fraciondria) em um modelo de rede neural como o de
Hopfield. Em 2008, pesquisadores descobriram que o calculo fracionario poderia ser bem usado no
estudo das redes neurais, devido ao fato da diferenciacdo de ordem fracionada fornecer neurdnios
com um capacidade computacional fundamental, que contribui para o processamento eficiente da
informacao, antecipacao do estimulo, e mudancas de fase independentes de frequéncia em disparos
neuronais oscilatérios [36].

Para EDOFs, foi proposto em 2009 um critério especial de estabilidade, a estabilidade de Mittag-
Leffler [32]. Esse critério é uma extensao do método direto de Lyapunov para analisar os pontos de
equilibrio de sistemas com derivadas em ordem fracionaria. O objetivo deste trabalho é o estudo da
estabilidade de Mittag-Lefller do ponto de equilibrio de uma rede neural de Hopfield fraciondria.
Haykin [20] define o estudo da dindmica das redes neurais, com especial énfase na estabilidade,
como neurodindmica. A presenca de estabilidade sempre implica alguma forma de coordenacao
entre as partes individuais do sistema [20]. Assim, para aplicagdes das redes neurais de Hopfield
fracionaria em computacao paralela e processamento de sinais, é necessario que exista uma solugio
computavel bem definida para todos os possiveis estados iniciais. Do ponto de vista matematico, a
andlise de estabilidade de um ponto de equilibrio tinico é necesséria e valiosa [61].

Este trabalho esta organizado em quatro capitulos. No primeiro capitulo introduzimos as duas
principais defini¢oes de derivadas fracionarias, a derivada de Riemann-Liouville e a derivada de
Caputo, mostrando conceitos e propriedades que serdo importantes no desenvolvimento do texto.
Além disso, apresentamos uma interpretacao fisica baseada no conceito de memoria e algumas
relagoes entre ambas as derivadas.

No capitulo 2 introduzimos a fung¢ao de Mittag-Lefller, a transformada de Laplace e como essas
ferramentas sdo importantes na resolugdo de uma EDOF. Também faremos um estudo para deter-
minar critérios de existéncia e unicidade das solugdes destas equacoes. Por ultimo, apresentaremos
a estabilidade de Lyapunov e Mittag-Leffler e dois critérios de estabilidade em EDOFs.

No Capitulo 3 fazemos uma apresentacdo das Redes Neurais de Hopfield e Hopfield fracionaria
continuas e estudamos sua estabilidade através da analise da fungdo de energia. Além disso, mos-
tramos uma aplicacdo das RNHF para identificagao dos pardmetros de um sistema e também na
recuperacdo de dados corrompidos de uma imagem.

Ja no capitulo 4, apresentamos um critério de estabilidade para RNH e também um critério
para a estabilidade de Mittag-Leffler em RNH fracionédrias. Alguns exemplos sao resolvidos com o
objetivo de verificar o resultado teérico.

As redes neurais fraciondrias (RNHF) é um tdpico aberto e significativo em teoria e aplicagoes
[60]. Esperamos que com esse trabalho possamos contribuir para a divulgacdo do método de Mittag-
Leffler para avaliar a estabilidade de EDOF’s e também das redes neurais fracionédrias, demons-
trando sua aplicabilidade e importéancia.



Capitulo 2

Calculo Fracionario

Apresentaremos neste capitulo conceitos preliminares que serdo fundamentais no decorrer deste
trabalho, em particular a funcdo gama, o conceito de integral e derivada de ordens fracionarias e
propriedades tteis. Na literatura existem varias interpretacoes de derivadas e integrais fracionérias,
como as defini¢bes de Riemann-Liouville, Caputo, Riesz, Hadamard e Griinwald-Letnikov. Neste
trabalho, apenas as defini¢ées de Riemann-Liouville e Caputo serao utilizadas.

2.1 Funcao Gama

A funcao gama é uma das fun¢des mais importantes da fisica-matematica. Foi primeiramente
introduzida pelo matematico Leonhard Euler, com o objetivo de interpolar o fatorial sempre que
o argumento da func¢ao é um inteiro. Além disso, pode ser utilizada no calculo da transformada de
Laplace e de algumas funcdes. Eis a sua definicao:

Defini¢ao 2.1 (Fungdo Gama) Seja z um nimero complexo. A fungdo gama é uma fungdo com-
plexa definida como

T(z) = /OOO e tdr 2.1)

Esta integral converge na metade do plano complexo Re(z) > 0, pois

I'(z +iy) = / e WPt = / et 1eiylog(t) gy
0 0

/OOO et* ! [cos(ylog(t)) + i sen(ylog(t))] dt,

e a convergéncia é garantida pelo termo e~!. Para t = 0, a funcio converge quando x = Re(z) > 1.
Na Figura no caso particular em que z é real, podemos verificar sua representacao grafica.
Uma propriedade fundamental da funcdo gama é que ela satisfaz a seguinte igualdade:

I(z+1) =2I'(2), (2.2)

que pode ser verificada fazendo integracdo por partes na integral em (2.1)):
t=00

Mz+1)= /OO e 'Pdz = {—e*ttz]

o0
+ z/ e 't Nt = 2T(2),
0 t=0 0

que para n € N |, podemos escrever
I'(n+1)=nl
Outra funcio conhecida ¢é a fungao beta, definida como

o0 tx—l
B(z,y) :/0 (EnEis

3
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507
407

Figura 2.1: Func¢do gama no intervalo [—5, 5]

onde Re(z), Re(y) > 0. Fazendo s = t/(1 + t), temos
1
B(z,y) = / s*71(1 — 5)"!ds, com Re(z), Re(y) > 0
0

O seguinte teorema estabelece uma relagdo entre as fun¢des gama e beta:
Teorema 2.1 Para as varidveis complezas x e y com Re(x) >0 e Re(y) >0,

L(2)C(y)

P =105y

Demonstragao. Da Equagao (2.1)), temos

F(m)F(y):/O e_ttx_ldt/o e °s¥™ 1d3*/ / —(tFs)pr—Lgy—L gt ds.

Introduzindo a mudanga de varidvel ¢t = uv e s = u(1 — v), temos que t + s = u e dtds = ududv.
Portanto

1 roo
= / / e Ut Ly Ly (1 — v)Y tududo
0o Jo
00 1
= / e‘”uxﬂ/“du/ v* 11 —0)? tdv = T'(x 4+ y)B(z, y),
0 0
que leva a Equacao (2.3). [ |

Para mais detalhes a respeito de propriedades das func¢bes gama, beta e de outras fungdes
especias, o livro [I] é uma 6étima referéncia de leitura.

2.2 Integral e derivada de Riemann-Liouville

Vamos primeiramente introduzir uma motivagdo para a definicdo da integral de Riemann-
Liouville. Seja f : I — R uma fung¢do continua por partes no intervalo [0, 0] e integravel em todo
o subintervalo [0,00) e J"f(t) = (JJ...J)f(t) a composi¢ao n vezes do operador integral

= /Ot f(r)dr

L) = JIF(1) /Jfﬁ Ydri — // F(r)drdm

Observe que
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Do teorema de Fubini, temos:

T21(1) :/Ot/onf(f)mdﬁ :/Ot/:f(f)dﬁdr:/Otf(T)(t—T)dT
Pr0 =920 = [ " f(r)dm = / t | 1 = rydran
:/Ot/:f(f)(ﬁ _T)dﬁsfz/otf(f) ( _27>2d7

Fazendo a composigao do operador Jf(t) n vezes obtemos a expressdo a seguir, conhecida como
féormula de Cauchy:

T(E) = /Ot /OT”I .../Oﬁf(T)d(T)d(n)...d(Tn_l),

Jf(t) = (n—ll)' /0 "F) = ) Var (2.4)

Usando a func¢do gama, temos que o lado direito da expressao (2.4)) pode fazer sentido com n € R.
Assim, é natural definirmos a integral fracionaria como:

Defini¢ao 2.2 (Integral de Riemann-Liouville) Sejam o > 0, f(z) continua por partes no
intervalo [0,00) e integrdvel em um subintervalo [a,b]. Entdao para x € [a,b] definimos a integral
fraciondria de Riemann-Liouville de ordem o como sendo a sequinte integral

apy_ Lot f()
a‘]:v ($) - F( /a ( dr (25)

a) x— 1)l

Mostraremos agora uma propriedade muito importante para a integral fracionaria, conhecida
como lei dos expoentes.

Teorema 2.2 (Lei dos Expoentes) [/8/ Sejam o, > 0 e f(z) continua por partes em (0,00).
Temos que a integral fraciondria de Riemann-Liouville satisfaz a relagdo

JL(IE () = Tt f ()

Demonstracao. Temos de fato que

T @) = 5 [ =P

1 /x ,3—1 /T _1

== r—T dr T—1) " f(n)dm.

Usando o teorema de Fubini para mudar a ordem de integracdo e tomando 7 = 71 + s(z — 11),
temos:

an(anf('x)) = F(a)lf(ﬂ) /am f(Tl) /TZ—@; _ 7—)5—1(7_ _ Tl)a_ldeTl

_ B@B) [* o arse
= Tt o @ i
= J f(2).

|

A Equagao (2.5) é uma integral imprépria quando 0 < o < 1 . A hipdtese de que f é continua
por partes em (0, 00) é tomada com o intuito de que fungdes com comportamento similar a log(t)
e t"”, com —1 < n < 0 em uma vizinhanca da origem também tenham sua integral fracionaria bem

definida [11].
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Exemplo 2.1 Vamos calcular a integral de Riemann-Liouville de ordem o para a fungdo x*, k >
—1: Introduzindo a mudanca de varidvel u = £, temos:

T

apy_ LT f(s)
OJmf(x) - F(Ck)/o (.’IJ _ S)l—ads
N mxa* _ Zya-lgkgg
OJx b= F(Oé)/o 1(1 1:) ! kd

b 1350‘*1 — u)* Nz Frdu
= @y J 7  awaa

1 1
= — 2%(1 — w)* LFuFdu
Fap , #70w

Derivada de ordem fracionaria

A definicdo da derivada de ordem fracionaria, segundo Riemann-Liouville, é baseada essencial-
mente no fato da derivada ser a operacao inversa da integracdo na lei dos expoentes, e estabelece
que a derivada de ordem fracionaria é a derivada de ordem inteira de uma determinada integral de
ordem fracionaria.

Definigdo 2.3 (Derivada de Riemann-Liouville) Sejam a > 0 e n o menor inteiro maior que
a. A derivada de Riemann-Liouville da fungdo f é

a _ pn[ n—« _ 1 ﬁ * f(T>dT
RED:C (:U) =D [aJx (w)] - I‘(n o Oé) dxm /zz (1_ o T)O‘_n"’_l (28)

na qual D™ é a derivada de ordem inteira e ,J"™% a integral de Riemann-Liouville

Exemplo 2.2 Usando a defini¢do , vamos calcular a derivada de Riemann-Liouville de ordem
o de f(z) = 2%, com k> —1 . Usando a Equacdo , podemos escrever

(2.9)

RUDS f(z) = D2~k = lD%”—“*’f)r(k T 1>] |

N'k+n—a+1)
Note que

D' (z" My =(n —a+k)(n—a+k—-1)n—a+k—2)..(n—a+k—(n—1)zg" otk
(n—a—i—k)!x_aJrk:F( —a+k+1) i
(—a+k)! I'—a+k+1) '

Substituindo em , vamos ter

zF=eT(k 4+ 1)

RLNha, .k
pogh =¥ _2WT )
00z T Tk —at1)

(2.10)

Veja na Equacgao (2.10)), considerando £ = 0, que R%Dgxo = F(xl;_aa)’ ou seja, a derivada de

Riemann-Liouville de f(z) = 1 nao é zero.
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O teorema seguinte, cuja demonstracao foi baseada em [55], nos mostra que a derivada de ordem
«a é inversa a esquerda, mas nao necessariamente inversa a direita de uma integral de ordem «.
Para simplificar a notagdo, vamos supor aqui que RLDO‘ RLD“ e Jo=J% a>0.

Teorema 2.3 Sejam o > 0 e f uma fungdo integravel no intervalo [a,b], entdo valem as sequintes
igualdades

MDY f(2) = f(x) (2.11)
1

a—k nyn—k yn—«
fo—krn® 77 f(@)la=a (2.12)

NE

JeRDS f(2) = f(z) —

k=1

sao vdlidos em todo intervalo [a,b].

Demonstracao. Para a Equacao devido a lei dos expoentes,temos
MDY f(a) = DI f () = DM = f(@)

Na Equacao temos

IS f(a) = DD ) = 1 [t @0 (YDer@) ] 29)

Usando integragao por partes sucessivas vezes na integral da Equacao (2.13), vamos obter

1 v a a
faen J, (=D s
= e L D)
=t (@90 @) - s M@= o Dt sy
= DT T Wl gy [ I (s
=T O @l
- g (@Dt s @ — (o= 1) [ o= DR (o)ds)
=Ty O @l
“R D e = gy [ D s
B 1 am—1 rm—c 1 ozlmZmOc
T D T @ g DRI (@) -
S e 1_1 T e~ gy [ T
=X Tara- @xa—k“m—kﬂ-af(x)rz:a I )

—_ S a—k+1Dm—k m—a _ 1
Y Farr T f (@) ma + T (@)

el
—_
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0 que implica em

d - 1
S D f(x) = — <— oy 8 DRI f () g+ Ty f( ))
YT I ];F(oz—k—l-%x v v
- a—k+1 a—k pym—k ym—a

= f(@) - D I f (@) |a=a
v ;(a—kﬂ)r(a—kﬂ)x “

— _ - ; a—k nym—k tm—a

—f([]?) kgll—w(a_k_i_l) D J f )‘:Ea

2.3 Derivada de Caputo

Vimos na se¢do anterior que a derivada fracionédria de Riemann-Liouville é a derivada de ordem
inteira de uma integral fraciondria. Em 1969, M. Caputo [§] desenvolveu uma nova defini¢do para
derivada fracionaria com o objetivo de resolver alguns problemas relacionados & viscoelasticidade.
Vamos agora apresentar a defini¢do de derivada fracionaria segundo Caputo [7], muito similar &
derivada de Riemann-Liouville, porém a ordem de integragao fracionaria com a derivada é invertida.

Definigao 2.4 Sejam a > 0, n € N o menor inteiro maior que « e f(t) uma fung¢do integrdvel de
ordem n. A derivada de Caputo da funcdo f é

(D3 f(x) = Iy D" f(2) (2.14)
Cpa tay Jo 1 (Zl(ffndT sen—1<a<n
Daf (@) =9 g o (2.15)
Zaf(x), sea=n

De fato, quando o — n, a derivada de Caputo da funcdo f(z) torna-se a n-ésima derivada da
fungdo f(z). Para mostrar isto. vamos admitir que 0 < n —1 < a < n e que a fungdo f(z) tem
derivada de ordem n + 1 no intervalo [a, b] para b > a . Integrando por partes temos

a1 v f(r)
%Dx (x) = /a ( dr

I'n—a) x —T)otl-n

- F(nl— Q) ( f(”( ) = / f("+1 n—)aadT>

Tomando o limite para a — n,

lim $D3 f(z) = £ (a) + fP (1) = £ (x).

A definigao (2.4) é mais restritiva que a defini¢do de Riemann-Liouville uma vez que requer a
integrabilidade da derivada de ordem n da fungao.

Exemplo 2.3 Vamos calcular a derivada de ordem «, sequndo Caputo, da fun¢do f(x) =z com
w € (—1,0]. No caso em que p € um nimero natural temos, para g > n

|
Drgh = M
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Usando a funcdo gama, podemos escrever a expressao acima como

Dt — F(:u + 1) iy
L(p—n+1)
Do exemplo (2.2)), temos que
JOph—n — F(M —n+ 1) p—n—c

M'p—n+a+1)
A partir disto podemos escrever

I(p+1) xun}
M(p—n+1)

- {F(i(ﬁ Z -1:1) xua] ‘

CD%.Z‘“ _ Jnfa[Dnl_n] — Jna |:

2.4 Derivada de Caputo vs Riemann-Liouville

A primeira diferenca que devemos notar é que se f(z) é uma fungdo na qual as integrais e
derivadas fracionarias podem ser aplicadas temos que

HDaf(x) = D[ f(2)] # J7 D™ f(2)] = (DS f(x), (2.16)

ou seja, de maneira geral, ao comutar a integral fracionaria com a derivada, alteramos o resultado
final.

Vale ressaltar que se f(x) e suas derivadas de ordem inteira menores que m se anulam em
x = 04, entdo a comutacdo dos operadores é verdadeira. De fato, para que possamos comutar
a integral com a derivada é suficiente que em ambos os casos a integral convirja uniformemente.
E por esta razio que a derivada fracionaria de ordem a > 0 da funcdo f () =¥ |, p € (—1,0]
coincide quando utilizamos a versdo de Riemann-Liouville e a versdo de Caputo, pois f (")(0+) =0
para todo n < m — 1. [11]

Embora para polindmios ndo constantes as defini¢ées segundo Riemann-Liouville e Caputo para
a derivada fracionaria coincidam, isto nao ocorre para constantes, uma vez que na definicdo de
Caputo, primeiro tomamos a derivada de ordem inteira e depois a integral fraciondria. A derivada
de ordem fracionaria segundo Caputo de uma constante é nula, ou seja, CDgl = 0, o que nao
ocorre quando calculamos a derivada segundo Riemann-Liouville. Partindo da interpretagao fisica
deste fato, os autores [12] e [48] consideram a derivada segundo Caputo mais convenientes para
aplicacbes que a derivada segundo Riemann-Liouville.

Outras propriedades das derivadas fracionarias
Ha4 ainda outras propriedades a respeito das derivadas fracionarias que devem ser mencionadas.
Vamos considerar nesta secdo as mais importantes para a derivada de Riemann-Liouville e Caputo.

Linearidade

Sejam fi(x) e fa(x) duas fungdes no intervalo [a,b] e c1,c2 € R. As seguintes equagdes sao
asseguradas,

D (fi(x) + fa(2)) = "eDg fi(x) + FeDZ (fa(2)), HeDS (eLfi(x)) = et "eDZ (fu(e)  (2.17)
D (fi(2) + fo(x)) = GDG fi(x) + DZ(fa(x), DG (erfi(x)) = e1 (DG (f1(2)), (2.18)

que podem ser demonstradas diretamente das propriedades de linearidade da integral.
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Inversa a direita da Derivada de Caputo

Como sabemos, a derivada de Caputo é inversa a esquerda da integral de Riemann-Liouville,
ou seja,

DS (I f () = f(2). (2.19)

Porém, de forma anéloga & derivada de Riemann-Liouville (Teorema , a inversa a direita
da derivada de Caputo é dada pela expressao:

m—1 k a
I (SD2f@)) = f@) - Y 2L @ ap
=0

Demonstragdo. Da definicdo da derivada de Caputo e aplicando a integral de Riemann-Liouville
em ambos os lados, temos

J2(DIf(2)) = J2(J5 D" f(2)) = I} D" f(=).

Usando a expansao de Taylor em f(z), vamos obter

" (x—a) FF)(a
flz) = Z()k!f()Jar, (2.20)

onde R, é o resto de Lagrange, equivalente a

Ro= [ s = i) (2:21)

Substituindo (2.21)) em ([2.20), obtemos

m—1 k a
S0 f@) = f@) — Y P T @

k=0

Relagao entre as derivadas de Caputo e Riemann-Liouville

O seguinte teorema relaciona as derivadas de Riemann-Liouville e Caputo:

Teorema 2.4 [16] Seja x > 0,a e Rn—1<a <n en e N . Entao a sequinte relagio entre as
derivadas de Riemann-Liouville e Caputo € assequrada:

k—

F9(0) (2.22)

n—1 a

Cna RLo £
D =D — g -
aDs f(2) Dz f(2) = Mk+1-a)

Demonstracgao. Da derivada de Riemann-Liouville da fun¢ao poténcia Equagao (2.10)), linearidade
da derivada facionaria e usando a expansdo em série de Taylor com resto de Lagrange de f(x),
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temos

o que leva & Equacgao ([2.22)). |

Nao Comutatividade

No geral, a lei dos expoentes nao é valida para as derivadas de ordem fracionaria. Sejan —1 <
a < n. Para a derivada de Riemann-Liouville temos

LD (MEDg f(2) = FEDST f(2) # BEDE (MGDI f(2)) ;mon € Na € R, (2.23)
o que ¢ diferente da derivada de Caputo, pois
CDe(SD2 f()) = SDEF™ f(a) # SDI (SDEf(x)) smn € N,a € R, (2.24)
As desigualdades e se tornam igualdade sob as seguintes condi¢oes adicionais [48]:

f(s)(O) =0,s=n,n+1,..,m, para D"

a—x)

RL
0,s=0,1,..,m, para “;D.

~
O
—~
=
N~—
I

Regra de Leibniz

A regra de Leibniz tem como objetivo calcular a n-ésima derivada do produto de duas fungoes
f e g continuas, cuja férmula é dada por

D"[f(2)g(x)] = (Z) [D*g(a) D" f(2) (2.25)
k=0

onde n € N . Baseado em [12], [I1] e [53], vamos agora estender este resultado para o cdlculo em
ordem fracionaria.

Lema 2.1 Seja oo > 0 e admita que a sequéncia (fr)5e, € uma sequéncia uniformemente conver-
gente de fungdes continuas no intervalo [a,b]. Entdo podemos intercambiar o operador da integral
fraciondria com o limite da fungdo, isto é

Jo lim fi(z) = lim JZ fu(z).
k—o0 k—o0

Em particular, a sequéncia {,J$ fr}7>, € uniformemente convergente.
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Demonstragdo. Seja f o limite da sequéncia (f;). Sendo f continua, temos que
1 z —1
@ - J¢ < —— t)— f(t — )% dt
oo fi(2) = oI5 f2)] < F(a)/a [fe(t) = f(B)|(z —1)

1 @ o
< F(a)ufk—fuoo/0 (2 — )1
1

_ _ [e%
1
= — — b — n
que converge para zero quando k — oo uniformemente para todo z € [a, b]. [ |

Lema 2.2 Seja f(x) uma funcao analitica no intervalo [a,b]. Entdo a integral fraciondria satisfaz

= [~ (k) (2
e =32 (et te o 220

Demonstragao. Temos que, para o > 0

Je1@) = s [ @ g

Utilizando a expansao de Taylor na fun¢do f(7) em torno de z, temos

b
I(a)

Como f é continua em [a,b] e @« > 0, (z — 7)*f(7) é limitado em [0,b]. Temos que a integral
converge uniformemente, pois o somatério converge em [0,b] . Pelo Lema é possivel trocar a
ordem do somatoério com a integral. Assim ,temos,

T © (_1Ve (k) (4
Jf () = /(g;—T)a—lz( D@ ok,
@ k=0

T(k—1)

k=0

N G 0 Ll I

N kz::O C(a)T(k+1)(k + ) ( )

— — —« f(k)(x) r—a k4«
Ig(k)r(k+a+1)( e

Lema 2.3 Seja f(x) uma func¢io analitica no intervalo [a,b]. Entao a derivada de Riemann-
Liouville satisfaz a relacdo

o (k) (g

Demonstragao. Para 0 <n —a < 1,n € N | temos da definicdo (2.3) e do (2.2) que
DS f () = D"(J5 f ()
o ($ (o) SO —aftey
k Nk+n—a+1)

k=0
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Usando a regra classica de Leibniz (Equagao [2.25)), temos

Lo n\ fPR) (@) (z — a)ktre
b x—ZZ( ><p> F(p+k—a+1)

k=0 p=0

a P+k >k+pa
k+p0<p+k> Fp+k—a+1)
_ S (@) (@ — )~
-3 (5 et

A partir do Lema podemos chegar a regra de Leibniz generalizadas:

Teorema 2.5 [53] Sejam duas funcgoes analiticas f(x) e g(x) em [a,b], a Regra de Leibniz para a
derivada de Riemann-Liouville é assequrada para oo € R | isto é,

e e}

! _

DS (f9) () = <k> f9 (@) (R5Ds Fg(x)). (2.28)
k=0

Demonstragdo. Como f e g sdo fungoes analiticas, (fg) também é analitica. Entdo, do Lema

temos
o) . (k)
HeDg(fo) (@) = kZ_o <k> F(k(f_gié -t

Usando a Equagao (2.25)), vamos obter

RLDe for (e = S= (@)@ =@ S~ (B ) )
Ds(fo)@) =3 kainz o)1

k=0 p=0
« k m—a)k*a (p) (k—p)

Lembrando que () (’;) = (Z) (z‘:g ) e invertendo a ordem dos somatérios, temos

RLpa(f Z Z ( > ( p) (é:‘zij)f(p)g(k—p)

p=0k=p

o 0 _ (k—p)
— X\ £ a=p g _ a)k—p)—(a—p)_
g@f ,%(k—p>r(<k—p>—<a—p>+1>(x 2

Usando o Lema chegamos a

> (O‘)f@) ("hDgrg(x))

p=0 \P

Infelizmente, ndo ha uma representacao simétrica pra a derivada de Caputo. Neste caso, a regra
de Leibniz pode ser calculada utilizando a relagao entre as derivadas de Caputo e Riemann-Liouville,
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dada no Teorema Assim, utilizando o Teorema na equagao ([2.22)), temos

tkfa

n—1
SD2(9)a) = MDR( @) = 3wy U @)ete)® 0)
k=0

> fa n—1 k—a
=2 ( k) (M0 1)) 6 ) = Y- i oy (F@)ala) ©(0),
k=0 —

2.5 Uma Interpretacao fisica do Calculo Fracionario

H&a muitas sugestoes para interpretacdo do calculo fraciondrio, que podem ser encontrados,
por exemplo, em [48], [12] e [50]. Aqui iremos mostrar uma interpretacdo bastante ttil do célculo
fraciondrio, encontrado em [39], principalmente como motivagdo do seu uso nas redes neurais de
Hopfield. O ntcleo dessas interpretacoes é o conceito de meméria. Em geral, quando a saida de
um sistema em cada momento depende apenas da entrada no tempo atual, tais sistemas sdo ditos
sistemas sem memoria. Por outro lado, quando o sistema tem que se lembrar de valores anteriores
da entrada, a fim de determinar o valor atual da saida, tais sistemas sdo chamados de sistemas
com memoéria. Por exemplo, considere um resistor de resisténcia R, obedecendo a lei de Ohm
U(t) = RI(t). Esse sistema é sem memoria, pois o valor da tensao U depende apenas do valor da
corrente I no instante t. Agora, suponha um capacitor com capacitancia C. Neste caso, a tensao
U entre as placas no instante t vale

Ut) = % [ :o I(7)dr,

onde I(7) é a corrente que chega ao capacitor no instante 7. Deste modo, para calcular U(t), deve-se
conhecer a corrente do capacitor em todo o seu passado, desde —oo até t.

Teorema 2.6 A sequinte relacdao entre a derivada de Caputo e a derivada de Riemann-Liouville

€ assequrada:
n—1 tk

G f(1) = "GD <f(t) - gf(k) (0)> (2.29)

Demonstragao. A Equagao (2.29) decorre diretamente da Equagao (2.22)), usando a derivada da
funcgao poténcia Equacao. (2.10) e a propriedade de linearidade da derivada:

n-1 k—a
%D?f(t) = R%D?f(t) — Z F(ki_l_a)f(k) (0)
k=0
n—1 Dok
= LDy f (1) — kz_% F(kil) £9(0)

RL =t
= oDy <f(t) >l ><0>> :
k=0 "

|
A Equagéo mostra que a derivada fracionaria segundo Caputo incorpora os valores iniciais
da funcdo e de suas derivadas de ordens inteiras menores ou iguais a n — 1.
Para mostrar que as derivadas fraciondrias possuem meméria, vamos supor uma funcao Y (t),
cujo valor em termos de f(t) pode ser escrita da seguinte forma:

t —r a—1
V() = /0 @I‘wz)f(ﬂdr, (2.30)
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isto é, Y (t) pode ser vista como uma soma ponderada de energia que armazena a entrada anterior
da funcao f(t). Baseado na definicio acima, tal sistema é um sistema com memoéria e em tais
sistemas, a meméria decai a taxa de w(t) = %, pois Y(t) = [3(w(t —7)f(r))dr.

Da definicao e da equacao [2.19] a aplicagdo da derivada de Caputo de ordem « aos dois
lados da Equagao (2.30)) leva a

GDRY () = GDFIRf(t) = f(2).

Como resultado, a equagao diferencial que modela a meméria do sistema Y (¢) é descrita por
uma derivada fraciondria. Este fato é importante para o desenvolvimento do célculo fracionério,
pois isto implica que as derivadas fracionarias sdo melhores para descrever sistemas com memoria.
Do ponto de vista fisico, o que a memoria é, e como ela é definida em um sistema, depende de
uma profunda compreensao dos fendmenos. Além disso, ndo hé regras e métodos especificos para
selecionar o tipo de derivada fracionaria em uma modelagem [39].

2.5.1 Interpretacdo dos extremos (limites a esquerda)

Vimos que uma caracteristica particular da integral e derivadas fracionarias ,J¢f(t), RLD¢ e
SD?‘ é o uso do extremo a. Suponha que esses operadores estao definidos no intervalo [a, b],a < t < b.
As derivadas fracionérias que foram apresentadas até agora usam o limite a esquerda de [a, b] como
extremo, sendo entdo conhecidas como derivadas fracionarias a esquerda de f(t¢). Seria possivel
definir estas derivadas com o limite superior b do intervalo, o qual seriam as derivadas fracionérias
a direita de f(t), como por exemplo

R R

b
| =t

onde n é o menor inteiro maior que a. As nogoes de derivadas a esquerda e a direita podem ser
consideradas do ponto de vista fisico [48]. Sendo ¢ o tempo, f(¢) é um processo dindmico que se
desenvolve com o tempo. Se tivermos a < 7 < t, entdo o estado f(7) pertence ao passado deste
processo; analogamente, para t < 71 < b, f(71) pertence ao futuro de f. Isso significa que a derivada
fracionaria a esquerda é aplicada em estados passados de f, enquanto que a derivada a direita usa
estados futuros dessa funcgao.

aDi' f (6) Dp_f(t)

Derivada a Esquerda Derivada a Direita

[ 1 }
¥ L} 1

a o passadode f(t) t o futuro de f(¢) b

Figura 2.2: As derivadas a esquerda e d direita como operagées no passado e futuro de f(t)

Assim, da interpretacdo de que derivadas fraciondrias descrevem sistemas com memoéria, o
estado atual f(¢) depende de todos os estados passados f(7),a < 7 < t que serd a memoria do
sistema. Fisicamente, sistemas que capturam memoéria do futuro violam o principio da causalidade,
motivo pelo qual as derivadas fracionarias a direita nao serem utilizadas neste trabalho.
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Capitulo 3

Estabilidade de Pontos de Equilibrios
de EDOFs

Apresentaremos neste capitulo o critério de Mittag-Leffler para estabilidade de EDOFs, intro-
duzido por Yan Li e outros [32] em 2009, que é uma generalizacdo do método direto de Lyapunov.
Para isso, sera necessario estudar o método da transformada de Laplace para resolucao de EDOFs e
também o critério de existéncia e unicidade destas equacdes, que também serao apresentados neste
capitulo.

3.1 Funcao de Mittag-Leffler

A funcao de Mittag-Leffler é uma funcao introduzida pelo matematico sueco Magnus Gustaf
Mittag-Leffler, que a estudou em 1903. Esta fungao é uma generalizacdo da fungdo exponencial e
desempenha papel importante no estudo das equacoes diferenciais de ordem fraciondria. A funcao
de Mittag-Leffler de um pardmetro é definida como

o k

B (2)=S —2 3.1
(2) ’;)I‘(ak—l—l) (3.1)

onde a > 0 e z uma varidavel que pode ser complexa ou real. Iremos sempre supor que a variavel
z é real neste texto. Também podemos definir a funcdo de Mittag-Leffler de dois parametros,
introduzida por Agarwal [25], da seguinte maneira

Z NG ak + p) (3:2)

k=0
onde a, 5 > 0. Neste caso, temos E, 1(z) = E,(z). Note que, para o caso em que a = 1,

ou seja, a fungdo exponencial é um caso particular da funcao Mittag-Lefller. Também é de se esperar
que as fungoes trigonométricas e hiperbdlicas sejam casos particulares da funcao de Mittag-Leffler:

I R 2 0 2k
Epi(2°) =) v = = cosh(z)
S S
S A senh(z)
Epa(:) = — - _ .
I L

Uma propriedade importante da funcao de Mittag-Leffler é que ela é completamente monotonica

17
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para 0 < o < 1, ou seja,
m

d
(=) Ea(-2) 2.0, (3.3)
comz>0,0<a<lem=0,1,2,... Esta propriedade foi primeiramente estudada por Pollard
[49], que demonstrou o seguinte teorema:

Teorema 3.1 Para 0 < o <1, a fun¢io E,(—x) é completamente monotonica.

Vamos discutir agora os dominios de definicdo das func¢des de Mittag-Leffler. Podemos dar um
resultado completo para a versao de dois parametros, demonstrando que a funcdo de Mittag-leffler
¢ uniformemente convergente.

Lema 3.1 [12]) Considere a funcdo de Mittag-Leffler de dois parametros Eq g para o, >0 . A
série de poténcias definida pela Equacdo é convergente para todo z € C.

Demonstracao. Da equacao , temos

> 1
E.5(2z)= apz® com ap, = ————.

Aplicaremos a formula de Stirling EL na qual afirma que, para x — o0,
x x
Plz+1) = () Vara(1 + o(1)).
e

Desta forma, temos

1/k e \otP/k k 1
a, " = 2m(ak + 5)) 2% (1 4+0(1)) = 0
Vo (h) ek a)E (o)
quando j — 0o, desde que a > 0. Entao, pelo critério da raiz, o raio de convergéncia desta série de
poténcias ¢ infinito. |

A funcao de Mittag-Lefler de dois pardmetros possui muita importancia no calculo fracionério,
pois diversas relagoes para as equagoes fracionarias podem ser obtidas usando a técnica de trans-
formacao de Laplace.

3.2 Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é fundamental para o estudo de equacoes diferenciais de ordem
fracionaria. Portanto, faremos nesta secdo uma breve revisdo da defini¢do e algumas propriedades
desta técnica.

Definicdo 3.1 (Transformada de Laplace) Seja f(t) uma func¢dao real ou complexa, definida
no intervalo 0 <t < oo e z = s+ v complezo e F(z) uma funcao definida pela integral imprépria

o) b
F(z) = /0 Ftyetdt = tim_ [ /0 Flt)e dt] (3.4)

entdo a funcdo recebe o nome de transformada de Laplace da fungdo f(t). Se z é real, usamos
z = s e a defini¢do fica simplesmente na forma

LUy =Fls) = [ " F(t)etat (3.5)

1Uma demonstracio da Férmula de Stirling pode ser encontrada em [45].
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Definig¢do 3.2 (Ordem Exponencial) Uma fungio f(t), definida para t > 0, é de ordem expo-
nencial « se existem constantes reais M > 0,t >0 e a € R, tais que

[f(t)] < Me™,t > tg (3.6)

ou, da mesma forma, e"%|f(t)| < M se, e somente se, limy_,o0 | f(t)e™%| = 0. Uma fungio f(t) é
limitada se existe M > 0 tal que |f(t)] < M. Assim, se f é limitada, temos

e | ft) < M,t>0,a>0
Logo, toda funcao limitada € de ordem exponencial.

Teorema 3.2 (Existéncia da transformada de Laplace) [0/ Se uma funcdo f(t), definida em
t > 0, € continua por partes em todo o intervalo fechado 0 < t < ¢, com ¢ > 0 e de ordem
exponencial, entdo existe a € R de modo que L(f(t))(s) existe para Re(s) > a.

Demonstragdo. Como f(t) é de ordem exponencial, existem constantes M e ty tal que |f(t)] <
Me® t > tq. Escolhendo T > ty, podemos escrever a transformada de Laplace como,

£} = /0 T (e tdt = /0 e star + /T  p(t)estat (3.7)

A primeira parcela do lado direito é uma integral definida no intervalo [0, 7], portanto estd bem
definido. Para a segunda parcela, como T > ¢, temos

t)e_Stdt’ g/ \f(t)e—st\dtg/ Me™es~tdt
T T

—M/ satdt M
sS—a

S]\fae_(s_“)T =0, segue que a integral [;° f(t)e *'dt converge para s > a. |

—(s—c)T.

e

Como limp_,o
Defini¢ao 3.3 (Convolugao) Sejam f(t) e g(t) duas fungoes integrdveis e de ordem exponen-

cial o e B, com transformada de Laplace F(s) e G(s) em [0,00), respectivamente. Definimos a
convolugdo de f(t) e g(t), a qual denotaremos por (f * g)(t) como sendo

(f*g)(t /ft—T dT—/f g(t —7)d (3.8)

Ao calcularmos a transformada de Laplace de um produto de convolucao, temos

L{(fxg)t)}= / ‘St/ g(t — 7)drdt.

A integracdo acima estd ocorrendo na seguinte regido do plano t7: que pode ser escrita como
0<7<t,0<t<oo,outT<t<o0o,0<7<o0. Logo

/Ooo /Ot e—stf(T)g(t—T)det = /Ooo f(@®) /too €_Stg(t—7')dtdr,

Introduzindo a mudanca de variavel u =t — 7:

/OOO /Otff“f(T)g(t — 7)drdt = /OOO £t /too =t g () dudr
/ f(r STdT/ g(u)e "dr
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Y

Figura 3.1: Plano t7.

logo, obtemos:
LA *g)(®)} = LLF@)LAg(8)}- (3.9)

Tendo aplicado a transformada de Laplace em um problema de valor inicial, temos que aplicar
a transformada de Laplace inversa para recuperar a solugdo original do problema. O conceito desta
técnica é dada na definicdo a seguir

Defini¢do 3.4 (Transformada Laplace inversa) Se F(s) = L(f(t)) € a transformada de La-
place de f(t), entdo dizemos que f(t) = L7H{F(s)} € a transformada de Laplace inversa da fun¢do
F(s), que pode ser definida pela integral complexa de Bromwich

1 Hieo st
o / T F(s)ettds, (3.10)
y—i0co

onde a integracdo € efetuada ao longo da reta s = v no plano complexo em que v € menor que a
parte real de todas as singularidades.

A Definigao [3.4] s6 faz sentido quando a transformacdo definida no conjunto de fungdes que
possuem transformada de Laplace for bijetora, ou seja, cada funcdo f(t) estd relacionada a uma
unica transformada F'(s).

3.3 Transformada de Laplace para o calculo fracionario

Aqui calcularemos as transformadas de Laplace de algumas fungoes, baseado em [2] e [48] que
serdo tuteis no desenvolvimento da teoria para solugdo e estabilidade de EDOF’s. Vamos comegar
com o seguinte lema:

Lema 3.2 A transformada de Laplace da integral de Riemann-Liouville é dada por L{J{ f(t)} =
s L{f()}.
o tafl

Demonstragdo. Vamos definir a fungao ¢, (t) = NOR Note que

(%) a—1 o0
L{da ()} = /0 e—st;(a)dtzr(la) /0 e st lqt
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Considerando a substituicdo u = st, temos

1 b uvltdu
L{¢a(t)} = lim W)/O € O

Usando o produto de convolugdo, vamos obter

LLTEF(0)} = L{6* (1))
= L{Ga(D}IL{F (1))
= SL{f}.

|

A transformada de Laplace da fungdo do Lema (3.3) é bastante utilizada na resolugao de

equagoes diferenciais fraciondrias e sera aplicada para demonstracdo do Teorema que iremos
enunciar mais a frente.

at+B—1 dkEaﬁ (£az®)
d(Eazx)k

d*E, g(+az® klse=B
L a+pB-1 a,B — 3.11
{z d(£azo)F (5@ F a)k+T (3.11)

Lema 3.3 Seja o, 5 > 0. A transformada de Laplace da funcao z

Demonstragdo. Vamos primeiramente considerar a seguinte integral

o t,8—1 tﬁloo iﬂktak
e 't" 'k ﬂ:to‘dt:/ et
/0 a,p(£pt?) 0 Z ak+,3

Devido a convergéncia uniforme da funcao de Mittag-Leffler, podemos trocar o somatério com

a integral
oo

oo
o—tB-1 a —tyak4B-1
t7 7 By g(£ut®) E t dt. 3.12
/o o (0 7 I ak—i—ﬁ / ¢ (8:12)

Da defini¢ao da funcao gama, temos
oo
/ e Lh L dt = T(ak + B).
0
Logo, podemos escrever (3.12]) como,
o0 © + k 1
/ e "t By g(Eput®)dt = %F(ak +B) = —. (3.13)
0

— T(ak+ ) 1Fp

supondo que |u| < 1, pois caso contrério a série acima divergiria. Diferenciando k-vezes a expressao

(13.13]) temos
dr e
duF /0 et Ba p(Eut*)dt =

El(£1)F
(1 F p)h+!
/Oo e—ttﬁ—l(ita)kdikE (£tY)dt = M
0 d(Fute)e =" (1F )i+

Introduzindo a mudanca de varidvel z com st

| k o0
k(il) :/ e 57 ,8 1 ﬁ 1(i1)k ak akd Eag(i,us z )sdz
(LFwrt o d(Epsz)*
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Substituindo ps® por a, segue

k! oo k+571dkEa75(iazo‘)
e :/O e e (3.14)
8(!

que demonstra o teorema, ja que o lado direito € a trasnformada de Laplace da funcao que queriamos
calcular. m
Se substituirmos k£ = 0 em (3.14]), temos que

L{t* " Eap(at®)} = S‘Za;a.
Se a=4:
c {tﬁ’lEa,a(iata)} = ; .

Uma propriedade 1til que ira ser usada para demonstrar as transformadas de Laplace das derivadas
de Riemann-Liouville e Caputo é a transofrmada de Laplace da derivada de ordem n inteira da
funcao:

n—1 n—1
L{M)} =5s"f(s) =D 8" fRO0) = 8" f(s) = D P EN0),
k=0 k=0

que ¢ obtida pela integracdo por partes na integral da transformada de Laplace, admitindo que
esta integral existe.

Lema 3.4 A transformada de Laplace da derivada de Caputo é dada por
n—1
c{SDPF0)} = 5 f(s) = X0 P (3.15)
k=0

sendo n o menor inteiro maior que o > 0.

Demonstracao: Da definicdo da derivada de Caputo, temos

c{Dpfm)} = L{J D)}

Aplicando a transformada de Laplace da integral de Riemann-Lioville e da derivada de ordem
inteira, vamos obter

c{DgfH)} = sTmrL{D" (1)}
= s mte (snﬁ oy -y f’“(O)snl’“)
k=0

n—1
_ Saf(s) . an+oz Z fk(o)snflfk
k=0

n—1
= s f(s) — Y FO)sH
k=0

|
De forma parecida podemos mostrar o seguinte Lema:

Lema 3.5 A transformada de Laplace da derivada fraciondria de Riemann-Liouville € dada por

L{UEDYf(t)} = sF(s) — nz_:l Sy L (1) (3.16)
k=0
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onde n é o menor inteiro maior que o > 0.

Demonstragao: Da defini¢cdo da derivada de Riemann-Liouville e usando a transformada de Laplace
para derivadas, temos

c{®Mppfn} = c{Dmpo s}
n—1
= "L @) = 30 s D f(0))
k=0
_ Sn[s—(n—a)F(s)] o nz—:l Sn—k—le—(n—a)f(O)
k=0

n—1
— SaF(S) _ Z Sn—k—le—n—&-af(O)‘
k=0

3.4 Solucao de uma EDOF

As EDOFs aparecem cada vez mais em varias areas de pesquisa e em aplicaces na engenharia.
H& diversos métodos para resolver estas equagoes mas, conforme explica Podlubny [48], métodos
conhecidos possuem certas desvantagens. Métodos descritos em [43] e [29] por exemplo, funcionam
em equacoes de ordem racional, mas nao sdo aplicadas no caso em que a ordem de derivacdo é
um numero real. Ainda hd o método iterativo dado em [53], que permite a solugdo de equagoes
diferenciais fraciondrias de ordem real arbitraria, mas funciona eficazmente apenas para equagoes
relativamente simples, tal como ocorre com o método de séries [43].

Para contornar todos estes problemas, iremos utilizar neste texto um método que pode ser
aplicado a uma grande variedade de problemas de valor inicial para equacoes diferenciais de ordem
fraciondria, e que também é muito conhecido para resolver equacoes diferenciais de ordem inteira.
O método usa transformadas de Laplace, baseando-se na transformada inversa para se chegar numa
solucdo em termos da funcao de Mittag-LefHler de dois pardmetros E, g(%).

Vamos dar um exemplo de como resolver uma equacgao diferencial ordinédria de ordem fracionéria
com derivada de Riemann-Liouville, com o uso da transformada de Laplace.

Exemplo 3.1 Resolver a equacdo aRLDta:U(t) = ax(t) ,com condi¢ao inicial xo = ¢ , onde a é

constante ¢ 0 < o« <1 um numero real.

Solucao: Usando a transformada de Laplace em ambos os lados da equagéo, temos
LI DRa(t)} = L{ax(t)}

s2X (s) — J1%2(0) = aX (s).

A constante J!®z(0) é o valor de J; ®z(t) onde t = 0 . Vamos admitir que esse valor existe e

chama-lo de c;. Prosseguindo, temos
C1

X(s) =

s —a

Usando a transformada de Laplace inversa desta fun¢ao, chegamos em

C1

2(t) = £ {Sv L a} — 11" By o (at®). (3.17)

Nos gostariamos de usar a condic¢do inicial dada para encontrar o valor de ¢;. Como

tli%1+ t* 1B, o (at®) =1,



24 ESTABILIDADE DE PONTOS DE EQUILfBRIOS DE EDOFS 3.5

entdo, da Equacao (3.17)), temos que lim,_,o+ 2(t) = ¢1 0 que leva a conclusdo de que
zo = Jx(0).

E natural perguntar-se qual o significado fisico de uma condigdo inicial com um integral de
ordem fraciondria. Infelizmente, até o momento, ndo hd uma interpretacao fisica para este problema,
e esta é a principal dificuldade das EDQO’s fraciondrias de Riemann-Liouville quando aplicamos a
transformada de Laplace para o extremo a esquerda t = 0.

Felizmente, isso ndo ocorre para o caso em que a derivada da EDO fracionaria é de Caputo, pois
observando a Equacao , a transformada de Laplace da derivada de Caputo envolve apenas
derivadas de ordem inteira. Assim, a transformada de Laplace da derivada de Caputo envolve a
funcao f(t) e suas derivadas no extremo ¢t = 0, para as quais existe uma certa interpretagao fisica
(por exemplo, f(0) é a posic¢ao inicial, f/(0) é a velocidade inicial. e f”(0) é a aceleragdo inicial).
Podemos concluir que a derivada de Caputo pode ser usada para resolver problemas aplicados que
conduzem a EDOFs com coeficientes constantes e condi¢ées iniciais da forma tradicional. Esse é o
motivo das redes neurais de Hopfield de ordem fraciondria e de muitas outras aplicacoes em fisica,
quimica e engenharia serem estudadas utilizando a derivada de Caputo.

3.5 Existéncia e Unicidade de EDOFs

J& é bem conhecido as condigoes para que um problema de valor inicial (Problema de Cau-
chy) satisfaca as condigoes de existéncia e unicidade. Estamos interessados agora nas condigoes
de existéncia e unicidade de EDQO’s que envolvem ordem fracionaria. Para este tipo de discussao,
nos baseamos em [12], que faz uma étima exposi¢ao do assunto. O préximo teorema é o teorema
de existéncia e da unicidade para as equagOes baseadas na derivada de Riemann-Liouville. Sem
perda de generalidade, admitimos neste resultado que as derivadas fracionarias sdo desenvolvidas
supondo que o extremo inferior dos operadores de Riemann-Liouville e Caputo sdo iguais a zero e
para simplificar a notacdo omitiremos o extremo zero da notacao.

Teorema 3.3 [1Z] Sejam o« > 0, a« ¢ N e n = [a], onde [n] é o menor inteiro maior que n .
Além disso, seja K >0, h* >0, e by, ba,...,b, € R. Defina

k=1 bt

G={(t,x) eR*:0<t<h*zcRparat=0c¢ |t" T(a—k+1)

< K caso contrdrio},

e admita que a funcdo f : G — R € continua e limitada em G e satisfaz a condicao de Lipschitz
com respeito a sequnda varidvel, isto €

[f(t,21) = f(t,22)| < Ll — @sl.

Entdo a equacgdo diferencial

DR (t) = f(t2(?)),

munida das condicdes iniciais

RUDO=F2(0) = by, (k=1,2,..,n—1), lim J" “z(z) = by,

z—07F
tem uma solugdo continua unicamente definida x € (0, h] onde

s (Tlat+1)KN\Y"
h = mm{h , h, <M) ,
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com M = sup( ,yeq |f(t, 2)] e h sendo uwm nimero positivo arbitrdrio satisfazendo a restricio

< (raaion)

Podemos ver que este resultado é muito similar aos resultados classicos de existéncia e unicidade
para equacoes de primeira ordem. A ideia para demonstracao é transformar este problema de valor
inicial em uma equacao integral de Volterra (Lema . e entdo provar a existéncia e unicidade da
solucdo desta integral usando alguns dos teoremas classicos de ponto fixo da anélise funcional.

Lema 3.6 Admita que as hipdteses do Teorema e seja h >0 . A funcao x € C(0,h] € solugdo
da equacdo diferencial

MDRa(t) = f(t, (1)) (3.18)
RLD?_kx(O) = bk (k‘ = 1, 2, ey — 1)7 Zg%l+ Jn—ax(z) _ bn,

se e somente se € solucdo da equacdo integral de Volterra

n bkta_k 1 /t .
= + (t — 7)1 (7, 2(7))dr. (3.19)
—T(a—k+1)  T(e) Jo
Demonstragao. Podemos escrever a Equacao (3.19) como
n bktoc k
C(t,x(t)). 2
D=2 Ta—rry T GHO) (3.20)

Aplicando o operador de Riemann-Liouville em ambos os lados da equagdo e, devido a lei dos
expoentes para a integral fracionaria (2.2), temos que, para 1 <k <n — 1,

RLpa—k e A A | P
DY "x(t) = E e DO JXRIEf(t, 2(t)). 3.21
Pela equagao (2.9)),
N RLma—ksa—j S~ Lla—j4+1) kn—j
S Rlpekga—i - §° AT T prokyne
i e MN(—j+n+1)

e se j > k, o somatorio acima se anula identicamente. Se t = 0, o somatorio se anula para j < k
também. Entdo, da Equagao (3.21)), obtemos

bk RLDSsz(t)a—k:
MNa—k+1)

RLpoa=F(0) = + JE(t, z(1)). (3.22)

Desde que k > 1, a integral fraciondria se anula e aplicando o resultado do Exemplo [2.2] temos que
RLpa=hia=hk — T(q — k4 1).

Entéao RLD?*kx(O) = by, deverd ser a condicdo inicial do problema. Finalmente, para o caso em que
k = n, se usarmos o operador J"~® em ambos os lados da Equagio (3.19) e aplicarmos o limite
para z — 0 temos que todas as somas do somatoério sdo nulas exceto para a n-ésima soma. Entao

—-n

by z%
n—o 4 n—«
lim, Jz 2(z) = iy (JZ MNa—n+1)

+ Jg_aJ?(Z,ZL‘(Z))> . (3.23)

A integral (J7=%,J%(2z,2(2)) = ¢J%(2,2(2)) — 0 quando z — 0. Lembrando do Exemplo ao
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aplicarmos para calcular a integral em (3.23)), temos que

L (3.24)

limz_>0+J;L_o‘:C(z) = limz_)0+<]?_am

Consequentemente x resolve o problema de valor inicial . Agora, se x é uma soluc¢do continua
do problema de valor inicial (3.18)), entdo nés definimos z(t) := f(¢,z(t)). Por suposi¢do, z é uma
funcdo continua e z(t) = f(t,z(t)) = B!Dfa(t) = D"JP %x(t) também é uma funcio continua,
isto é, J'"“z(t) € C™(0, h]. Do Teorema o seguinte resultado é valido

n takankarlJnfax(t)

t) = JARMDY(¢) + i 3.25
() = JDR() + lim ST (3.25)
Se aplicarmos as condigoes inicias acimas a Equacao (3.25)), obtemos
n n
a(t) = JPEDPa(t) + ) cpa® = TP f( () + ) cpa® 7,
k=1 k=1
com constantes ¢y, ¢g, ..., Cp, € Cx = ﬁ. [ |

Uma observagao é que y é continua no intervalo em (0, ], e ndo no intervalo fechado [0, h]. Se
fosse, a integral no lado direito da Equagao teria que ser continua neste intervalo, devido
a continuidade de f, e o somatério também. Da definicdo de n, podemos ver que o somatorio é
continuo no intervalo [0, h] para k = 1,2,...,n — 1, mas nao para k = n, pois % " — oo quando
x — 0, pois n > « se, a menos que b, = 0.

Demonstragio do Teorema[3.3] A ideia para a demonstracao deste teorema é definir um conjunto
B e um operador A € B tal que se x € B = Ax € B, a equagao integral de Volterra sera
escrita como x = Az. Com isso, satisfazendo as condi¢bes do teorema do ponto fixo de Weissinger
(veja Apéndice A), mostramos que o operador A tem um tnico ponto fixo z*.

Vamos definir o seguinte conjunto

< i}
" bktafk 1

Mla—k+1) ' T(a) /0 (t = 7)* " f(r,a(r))dr

bktnfk

tn—ag;(t) - Z 71_\(0( — k + 1)

B := {x € C(0,h] : sup
k=1

0<t<h

e o operador Azx

Az(t) :==

o

1

Se z € B, obviamente Az € C(0, h]. Além disso, lembrando que M := sup( e | f(t, )|

o n bktn_k B o t a1
N e e R | =t atm)ar
oo t o1 n—o o
t*M
“Tla+n =

na qual a tltima desigualdade segue da definigdo de h, que para t € C(0, h]

t<h< (W)l/" - <F@¢—|—1)K>1/a‘

M M

Assim, chegamos ao resultado de que se x € B entdao Az € B. Vamos agora introduzir um novo
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conjunto

B .= {CL‘ € C(0,h] : sup [t"%z(t)] < oo}
0<t<h

e a seguinte norma
2]l g :== sup [t""“x(t)].
0<t<h

Para verificar que B equipado com esta norma é um espago normado, basta verificar que :

e 1) Se ||lz|| 5 = 0, como t # 0, temos que ter x = 0;

® 2) [lz1 + @2l g = supgep<p [t (21 (t)+22(1)| < SUPgei<p [ @1 (E)[+5UPgyap [t w2 ()| =
Hxl B + ng B <00

0 3) [l 5 = Supperen [ Na(t)] = Asuppre e (t)] = Al 5 < oc,

para A > 0 constante. Temos também que B é um subconjunto complet(ﬂ desse espago. Usando
agora a definicdo do operador A, podemos escrever a equagao integral de Volterra de forma mais
compacta como

x = Ax.

Chegamos agora & iltima etapa da demonstracdo, onde é suficiente mostrar que o operador A
tem um unico ponto fixo. Para este propdsito, empregaremos o teorema do ponto fixo de Weissinger,
ou seja, provaremos que, para x,T € B,

LhoT(a —n + 1)\’ _
< —
B-( T(2a —n+1) ) |z -2

“ij—Aji'

Y (3.26)

Este resultado pode ser demonstrado por indugéo. Para j = 0 é trivial. A etapa de j —1 — j, segue
de
HAjcz: - AjaEH _= sup |t"*(Alx(t) — AV (z)(t))]
B o<t<h
= sup [t"TY(AATTx(t) — AATTE(L))
0<z<h
tnfa

= sup
0<t<h ['(c)

[ 6= 17 ATt = i, A ()

tn—a

t — )Y (r, A (7)) = f(r, AT R (7)) |dr
Soi‘igphr(a)/o“ Y1 £, A La(7)) — f(r, AT i(r) d

t
< su t"_o‘/ t— ) A () — A5 dr,
(o) P, ; t—7)" () |

que decorre do fato de f ser Lipschtiziana. Continuando,

- ], < s s e [0y
0

(@) o<i<n

L t . -
< 3up0<t<ht"7a/ (t — ) tromnpn=a | AT g (7)) — AT 17 |dr
o) - 0
L ‘ 4 t
- J=1,. _ Ai-1s a—n _ \a—1_a-n
< o) HA rz— A% Bsup0<t§ht /0 (t—7)* ' dr
L i 1~ () (a—n+1)
= A e — A || " t*
() |4 Tl g FPo<tsh T2a—n+1)

2Um conjunto completo é um espaco métrico no qual cada sequéncia de Cauchy desse conjunto converge.
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onde a integral foi calculada baseando-se no Exemplo Assim, temos

’ < LhT(a—n+1)
B= TRa—n+1)

HAJ'Q; — A

a7t - a7

LhoT (a—n+1)
T(2a—n+1) °

devemos mostrar que a série Z;’;O a; converge. Para isso basta notar que h < h e da defini¢ao de

provando a desigualdade (3.26]). Aplicando o Teorema |A.2, com «a; = 7/ onde v =

h, v < 1. Assim mostramos que o teorema do ponto fixo de Weissinger leva a existéncia e unicidade
da solucao dada pela integral de Volterra. |
Tendo estabelecido as condig¢bes de existéncia e unicidade para as EDO’s com derivadas de
Riemann-Liouville, veremos agora o problema correspondente para o caso das derivadas serem de
Caputo.
Vamos considerar a seguinte equacgao

CDF () = fla, (1)) (3.27)

Conforme discutimos anteriormente, as condi¢Oes iniciais para a equacdo acima sdo equivalente as
EDOQ’s de ordem inteira, ou seja,

Drat) =2 k=0,1,..,,n—1 (3.28)
com n = |«]. Analogo ao Teorema temos entao:

Teorema 3.4 [I2] Seja o > 0 e n = |a]. Além disso,seja :z(()o), ...,x(()nfl) eR, K>0,eh" ;0.

Defina
-«

e seja a fungdo f: G — R continua. Também defina M = sup(, .yeq |f(t, 2)] e

n—1 (k)
t"xg
=)
k=0

G:= {(t,x) 1t e [0,h"],

h*,se M =0
= 1
h min{h*,(Krg\Z“‘l)> /a}.
Entao existe uma funcao x € C[0,h] que resolve o problema de valor inicial .

Note que, diferentemente do Teorema [3.3] ndo colocamos como condi¢ao a funcdo f ser Lipschit-
ziana. De fato, devido ao maior uso que daremos ao sistema fraciondrio com operador de Caputo,
mostraremos um critério mais fraco que satisfaz apenas a existéncia da solucdo. Para a unicidade,
o procedimento serd andlogo & demonstracao feita no Teorema [3.3] usando o teorema do ponto fixo
de Weissinger. Em muitas aplicagdes na ciéncia e engenharia, como a aplicagdo as redes neurais
fraciondrias por exemplo, podemos ter 0 < a < 1. Neste caso, o conjunto G definido no teorema
é simplesmente o retangulo G = [0, h*] x [:c(()o) - K, xéo) + K] .

Lema 3.7 Admita as hipdteses do Teorema . A funcao x € C[0,h] é uma solugdo do problema
de valor inicial dado em , se e somente se é uma solugdo da equacdo integral de Volterra

n—1 tk

ot s [ () (329)

z(t) Ry

k=0

Demonstragdo. Seja a funcao

y(t) == f(t,z(t),
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com y € C[0.h]. Da equagao e da definicdo da derivada de Riemann-Liouville, podemos escrever

n—1 ,k
y(t) = f(t,2(t)) = “Dix(t) = "Df (90(75) > tw(k)(0)>
o k!
n—1 tk
= prpe <x<t> -3 e <o>)
k=0
Por simplicidade, definiremos
n—1 ,k
t
T=T(t) := ;} gx(k) (0). (3.30)

Aplicando a integral inteira n vezes em ambos os lados desta equacédo, temos
Jiy(t) = JP(x(t) = T) + q(t).

O grau de ¢(t) é no maximo n — 1. e, sendo y(t) continua, J;'y(t) tem um zero de ordem n ou
mais, ou seja,

(Jry()F(0) = 0 para k = 0,1,....,m — 1, e (JPy(t))™(0) # 0,m > n.

Por construgdo, z — T' tem a mesma propriedade e, consequentemente J;'~ “(z(t) — T") também.
Como o grau do polinémio ¢(t) é menor que n, seu zero na origem precisa ter ordem menor que n,
o que implica em ¢(t) = 0. Assim,

TPy() = PO (w(t) = T),
e da Equacao , aplicando a derivada de Riemann-Liouville nesta equacgdo, temos
z(t) — T = BEDP— Jmy (1)
e, da lei dos expoentes,
z(t) = T = DI} My (t) = DI () = Jfy(t).

Lembrando da definicdo da integral de Riemann-Liouville e de T, chegamos na Equacao (3.29)
conforme desejado. |

Demonstrac¢ao do teorema A demonstracao deste Teorema sera feita definindo um conjunto
U e um operador A, satisfazendo as hipdteses do teorema do ponto fixo de Schauder (Apéndice
A), a equacao integral de Volterra , que poderd ser escrita como x = Az, terd pelo menos
um ponto fixo. Para M = 0, f(t,z) = 0 para todo (¢t,z) € G, e é trivial que a solugao nestas
condigoes satisfaz o sistema (ja que a derivada de Caputo de y constante é 0). Vamos definir
T como na Equacao (3.30)) e o conjunto

U:={zeCl0,h]:|lz—T|le < K},

onde || - ||oo ¢ @ norma do supremo. Entao U é fechado e convexo e é um subconjunto do espago
de fungoes C[0, h]. Para verificar a convexidade de U, basta notar que, para z1,22 € U e A € [0, 1]
constante,

AL —z1) + 22 —Tlloo = [|N1 —21) + 2 — T + AT — A\T'||o
=1 =Az1 4+ (1= NT + AMzz2 = T)l|so
<A =Mz1 = Tlloo + Allzz = T'oo
< (1-NK + K = K.
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Como U é um subconjunto do espac¢o normado completo (espago de Banach) formado pelas fungoes
C[0,h], U é um espago de Banach também. Sendo 7' um elemento de U, temos que U nao é um
espago vazio. Definindo o operador

(Az)(t) =T + F(la) /Ot(t — T)O‘*lf(T, x(71))dT (3.31)

e usando este operador podemos reescrever a equacao integral de Volterra ([3.29)) como
r = Azx.

Precisamos agora mostrar que A tem ao menos um ponto fixo. Primeiramente, vamos mostrar
que Ax € U para z € U. Para 0 < 1 <ty < h, temos que

[(Az)(t1) — (Az2)(t2)]
1 /0 "t — 1)L () ) — /O *(ty — 1)L (7, (7)) dr

/Ot1 ((tl — 7')0‘—1 — (ta — 7')0‘—1) (r,2(7))dT — /t2 (ta — T)a_lf(T,.ZE(T))dT

t1

to
(=) = (b= 1) dr 4 [t - ) ar)
t1

M (b
r<Athn-—<Axﬁ<m>rs.F«m(A

Para resolver a integral na Equagao (3.32)), consideraremos trés casos: a = l,a < 1 e a > 1.
No caso em que a = 1, a integral é nula. Para a < l,a—1<0e (t; — 7)% ! > (to — 7)1, 0 que

/
0

(m—Tw*—wm—Tw*k+“”:”a)- (3:32)

(1 =) = (rg =) dr = /Otl ((t1 — ) (g — T)LH) dr

Paraa > 1l,a—1>0e (t; — 7)1 < (t2 — 7)*7 1 e daf

/tl
0

t1

2—T -1 1—T T
((t2=m)>t = (1 =r)°1)d

Lo <t -

(=) =ty =) = |

0

Q

A partir destes resultados temos que a expressao. (3.32]) pode ser escrita como

2M j(t2 =) se a <1

[(Az)(t1) — (Az)(t2)] g{ ., T2a+T)

: 3.33
m((t2—t1)a+t%—t?) se a>1 ( )

E claro que o lado direito de 1) converge para zero quando to — ti, mostrando que Ax é
continua. Além disso, da definicdo de h e sendo y € U, t € [0, h], temos

(40)) = T) = s | [ 6= = fr(rpar

F(a
gth”<#Mh“§ L MET(a+1) o
Fa+1) Fa+1) Fla+1) M
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o0 que mostra que se ¢ € U, Az € U.

Agora, para satisfazer as hip6teses do teorema do ponto fixo de Schauder, resta apenas mostrar
que A(U) : {Au : u € U} é relativamente compacto, ou seja, que o fecho de Au é compacto em U.
Como estamos em um espago de func¢oes com dimensao infinita, ndo necessariamente um conjunto
fechado e limitado, é compacto. Para mostrarmos que um conjunto é relativamente compacto, a
maneira mais natural é aplicarmos o teorema de Arzela-Ascoli (Apéndice A). Paray € A(U), temos
que

(0] = (a0 = [T+ s [ (¢ =) alrar

[ = e ate) s
0

M~ < ||T||oo + K < C,

<|T|+

I'«)

<||IT —_—

0 que mostra que z é uniformemente limitada, pois ||z(t)||cc < C constante. A equicontinuidade
pode ser derivada de (3.33)). Para 0 < t; < ty < h, devemos mostrar que para € > 0, existe § > 0
tal que para todo z € U, |t — t2| < ¢ implica |z(t1) — x(t2)| < € para n < 1 obtemos

2M 2M
(ta —t1)* = =—07,

[(Az(t1)) — (Az(t2))] < 7 T(a+1)

(a+1)

1/a
onde basta escolher 6 = (F(Qa ]\fll)e) . Note que ¢ nao depende de x,t; e to, mostrando assim que

o conjunto A(U) é equicontinuo Para n > 1, usando o teorema do valor médio concluimos que

|(Az(t1)) — (Ax(t2))] < (b2 = 02)* +15 = 17))

I'(a+1)
M

R CESY ((t2 — 1) + oty — tl)tg‘_l)

< D(a+1) (0 + ashe™?)

para algum t3 € [t1, 2] € [0, h]. Como o lado direito da expressdao acima é independente de x,t1 e to
provamos que para « > 1, o conjunto A(U) também ¢é equicontinuo. Assim, do teorema de Arzela-
Ascéli leva a conclusao de que A(U) é relativamente compacto e, dado que A(U) é uniformemente
limitado, podemos finalmente aplicar o teorema do ponto fixo de Schauder, demonstrando que A
tem ao menos um ponto fixo. |

Veja que o problema de continuidade de x que tinhamos com o problema de valor inicial com
a derivada de Riemann-Liouville ndo existe para o caso em que a derivada é de Caputo, por isso
temos que a continuidade de f implica continuidade da solucdo x através do intervalo fechado [0, h].

Teorema 3.5 Secja 0 < « e n o menor inteiro maior que «. Além disso, seja m(()o),...x(()n_l) €

R,K >0 e h™ > 0. Defina G como no Teorema e f: G — R continua e satisfazendo a
condicdo de Lipschitz com respeito a sequnda varidvel, ou seja,

|f(t,z1) = f(t,22)| < Lft1 — taf,

com L > 0 constante. Entdo existe uma unica solugdo definida em h € [0, h] resolvendo o problema

de valor inicial .

Demonstragdo. A demonstragdo é andloga ao teorema onde usamos o teorema do ponto fixo
de Weissinger para demonstrar a unicidade da solucdo. Seja o polinémio T' definido em ,
o operador A definido em e o conjunto U definido em , equipado com a norma do
supremo. Para provar que A tem um unico ponto fixo, temos que verificar que, para cada j € N,
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cada t € [0,h] e 2,7 € U,

. . Lty
[|AMz — AV %] < (Lt%)

< mllw—illm- (3.34)

Por inducao, quando j = 0 é trivial. Para j — j 4+ 1, temos

1472 — 171 E || = [|A(A2) — A(4F)] |

1 w N | 3
:meiﬁhé(w‘7>1U@A%v»—f@A%@»uf
L w o y
< iy, [ =) Tal) - (),

= A

devido a condigao de Lipschitz de f. Aplicando a hipétese indutiva, temos que

|47 — AT |

L h . .
< h—7)*1 sup [Alx(w) — AVz(w)|dr
_FMLA< 117! s |4 (w) — A3(w)
L h (Lta)j
< = h_ a—1_\*~" /) -~ Ood
= F(a)/o = a7~ et
i+l h Lo
<= | (h= P R dr |l — #||ad
_FMFO+aﬁA( ) 7llw — #l|odr
i+l i
< ———JPh™ sup |x — T,
- F(l-Fij) h 0§w2h| ’

e do Exemplo chegamos em

+1 N pa(i+l
|47+ g — AT L T(1 + aj)hoUth

o0 < . . - o0
lloo < F'l+aj) T(a(j+1)+1) Iz — 2]

. ) Lha)j+1
Aitly — Aitly o < ( — oo

que ¢é o resultado que esperavamos. Para aplicarmos o teorema do ponto fixo de Weissinger, é
ayi

. (. . Lt , ~
ainda necessario verificar que 3272 v, com v; = m converge. Mas note que essa é a fungao

de Mittag-Lefler, ou seja, Z;‘;O v; = Eo(Lt), que do Lema sabemos que converge. Dai segue
que o operador A tem apenas um ponto fixo. |

Exemplo 3.1 Considere a sequinte equac¢do:
RL
D7z (t) = (x(t))"
onde 0 < u <1 . Observe que o lado direito desta equacdo viola a condi¢do de Lipschitz, pois

|zt —y*|
|z — |

quando y = 0 fica ilimitado para qualquer constante quando t — co. Com as condi¢des iniciais

RLDOF(0) =0 (k=1,2,....,m —1), lim J" “z(z) =0,

2—0t

podemos ver que uma solucdo trivial € x = 0. Mas um cdlculo explicito nos revela também que



3.6 ESTABILIDADE DE LYAPUNOV 33

com j =n/(1—p), também resolve o problema de valor inicial dado, o que mostra que nem sempre
a unicidade € garantida quando a condi¢do de Lipschitz ndo € vdlida.
0O mesmo acontece com a EDOF com o operador de Caputo

oDFy(t) = (y(t)"
onde 0 < pu < 1. Supondo que as condi¢des iniciais para essa equag¢do $Go
y(0) =0 e D*Fy(0) =0, (k=1,2,...,n—1)

que leva ds mesmas solu¢des para o caso em que a EDOF dada tem o operador de Riemann-
Liouville.

Um dos problemas com o Teorema é que a solucdo é garantida apenas no intervalo [0, h].
Em algumas situagoes é importante saber em quais condigoes a solucdo de uma EDOF existe para
o intervalo [0, 00). Portanto, o seguinte resultado pode ser 1til:

Teorema 3.6 Admita as hipéteses do Teorema exceto que o conjunto G, que € dominio da
fungéo f definida no lado direito de , ¢ agora tomada como G = R? . Entdo existe uma
fungao x € C[0,00] que resolve o problema de valor inicial .

Demonstragdo: Suponha que existem constantes ¢; > 0,c0 > 0e 0 < p <1 tal que
|f(t,z)] < 1 + cola]”,

para todo (t,x) € G. Usando a func¢ao polinomial T" definida em (3.30]), temos que, para p < 1, nés
podemos encontrar algum K > 0 tal que

c1+ ¢y <K + max o

I
KT 1
T(:n)|> < M.
z€[0,h*]

Usando este valor de K, nés entao restringimos a fun¢ao f para o conjunto Gy := (t,z) : € [0, h*], [x — T] < K.
Entao temos que

M:= sup |f(t,z)|<c1+co sup |zt
(tﬂx)GGk (tam)EGk

T(x),)“ o Klla+1)

h*a

<c 4 ey <K+ max
z€[0,h*]

1
Para este valor de K podemos ver da definicdo de h no teorema que (%) e > h* o que

implica em
KT (o + 1)\ /@

Assim, mostramos que a funcao x € C([0,h*]) e a fun¢do G pode ser tomada em G = [0, h*] x R.
Como podemos escolher h* arbitrariamente grande, entdo temos que existe uma solugdo continua
no intervalo [0, 0o] se tomarmos G = R2. [ |

3.6 Estabilidade de Lyapunov

Nesta secao, vamos apresentar alguns conceitos fundamentais que embasam a andalise de esta-
bilidade para equagoes diferenciais ordinarias e introduzir a estabilidade no sentido de Lyapunov.
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Defini¢ao 3.5 (Ponto de equilibrio) Considere a seguinte sistema nao-auténomo de equagdes
diferenciais ordindrias

i = f(t, () (3.35)
x(ty) = xo
com f: D — R" D CR" aberto e f satisfazendo as condi¢des usuais do teorema de Picard de

existéncia e unicidade de solucdes. Entdo T € denominado ponto de equilibrio de do sistema
se f(t,z) = 0.

Nosso objetivo é saber se as trajetérias proximas ao ponto de equilibrio z sdo "bem com-
portadas”. Vamos definir agora a no¢ao de estabilidade e atratividade do ponto de equilibrio. As
defini¢oes de estabilidade dadas a seguir também podem ser estendidas para EDO’s fraciondrias.

Definig¢do 3.6 (Estabilidade e Atratividade) O ponto de equilibrio T do sistema é de-
nominado estdvel se
Ve > 0,3d(e) >0

[|2(0) — Z|| < § = ||z(t) — Z|| < €Vt > to;
e denominado atrativo quando 36 > 0 tal que

2(0) — | < 8 = Jim a(t) = 7.

E denominado assintoticamente estdvel quando é simultaneamente estdvel e atrativo.

A ideia desta definicdo é mostrar que se a trajetéria inicia-se numa bola aberta de centro x e
raio 9, ela sempre ird permanecer dentro de uma bola aberta de centro x e raio € que depende de
0. Para o caso de atratividade, a trajetoria ird convergir ao ponto de equilibrio z. As Figuras e
ilustram bem as ideias apresentadas para o caso bidimensional.

Xy -
Pl iy B b Sl bl
-~ . ! A"
P ~ i \
’ ] R L T e S P
/ B 2= |
2 7a " RN =
\
: .S VU 7 G
\) ! ix'/ I '
\ v o / \
\ L o Ry S v S L R
\ 4 ¥ !
- // \\ 7
S
""_.____—/ \_,_/ ____________________________

Figura 3.3: Nocdo geométrica de estabilidade assintotica em duas dimensoes.

Ha& ainda outros conceitos importantes sobre estabilidade que precisam ser definidos.
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Definicao 3.7 (Estabilidade Exponencial) O ponto de equilibrio & do sistema € expo-
nenctalmente estdvel se existem constantes positivas ¢,k e A tais que

()] < k|2 (to) | 1) (3.36)

para todo ||z(to)|| < c. E globalmente exponencialmente estdvel quando a desiqualdade é satisfeita
para todo ||x(to)l|.

O método direto de Lyapunov para o calculo fracionario que serd estudado mais adiante foi
inspirado no seguinte teorema que caracteriza a estabilidade exponencial:

Teorema 3.7 Seja x = 0 o ponto de equilibrio para o sistema ndo autonomo & = f(t,x) que per-
tence a um subconjunto D € R™. Seja V : [0,00) x D — R uma func¢do continuamente diferencidvel
tal que

Ellz]|* <V (t,2(t)) < kef|z|[* (3.37)
ov. oV "
ot + %f(t,x) < —ksl|z||?, (3.38)

para todot > 0 e x € D, onde k1, ks, ks e a sao constantes positivas. Entdo x = 0 € exponencial-
mente estavel. Caso a suposicao seja assequrada globalmente, x = 0 é globalmente exponencialmente
estavel.

Demonstragao. A partir das equagoes (3.37)) e (3.38]), temos que

V<-2V,

o que leva a
— 13 (t—to)
V(t,x(t)) < V(to,z(to))e F=+ .

Consequentemente,
L I 3 (t—tg) «
Vit,z(t))]= V(to, z(tp))e *2
laf) < [VEZEN )
1 1
] 1
_ | Ballatto)l e T |
< i
(k) @ ks
- () (o)l 7= 1,
k1
e a estabilidade exponencial decorre de (3.36)), fazendo k = (iQ)G eN= % |
1 2

A nocao de estabilidade uniforme é particularmente importante na andlise de estabilidade de
sistemas nao autéonomos. Para os sistemas auténomos, em que nao ha dependéncia explicita com
o tempo, as propriedades de estabilidade sdo automaticamente uniformes em relagdo ao instante
inicial #g.

Definicao 3.8 (Estabilidade Uniforme) O ponto de equilibrio = do sistema ¢ unifor-
memente estdvel quando é estdvel e o raio 6 = §(tg) ndo depende do instante ty considerado. De
forma andloga, um ponto de equilibrio € uniformemente assintoticamente estdvel quando € assin-
toticamente estdvel e o raio § = §(tg) ndo depende do instante t.

Também precisamos ter condigdes que caracterizem quando o sistema é globalmente estavel.ou
seja, estavel para todo R".
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Defini¢ao 3.9 (Estabilidade Assintética Global) O ponto de equilibrio T é assintoticamente
globalmente estdvel quando as condi¢des de estabilidade ndo valem apenas proxrimo ao ponto de
equilibrio, mas para todo o espago R™, ou seja, para todo x(tg) € R" , ||z(t)|| — 0 quando t — oo.

3.6.1 Método de Lyapunov

A. M. Lyapunov [37] desenvolveu métodos para verificar a estabilidade de sistemas dindmicos
nao lineares. O método direto de Lyapunov, chamado também de segundo método de Lyapunov é
um método eficiente de verificar a estabilidade. Dado um sistema néo linear da forma & = f(z), é
obtida uma determinada fun¢do de Lyapunov que nos fornecera informagoes sobre a estabilidade
do ponto de equilibrio do sistema.

Defini¢do 3.10 (Fung¢ao de Lyapunov) Uma fun¢io V : U — R, onde U é uma vizinhan¢a
qualquer de T = 0, é denominada fungdo de Lyapunov para @ = f(t,z(t)) quando satisfaz as
sequintes condicdes:

1. V é continua em U e continuamente diferencidvel em U \ {0};
2. V(0)=0;V(z)>0,Ve e U, x #0;
3. V(z) = (VV(z), f(t,z(t)) = VV(2)* f(t,z(t)) <0, Vo € U\ {0}.
Teorema 3.8 (Método Direto de Lyapunov) Seja U uma vizinhan¢a qualquer de = = 0 e

V : U — R uma fungdo de Lyapunov para o sistema & = f(t,z(t)). Entdo, £ = 0 é um ponto de
equilibrio estdvel.

Demonstragdo: Vamos escolher r > 0 e definir
B, ={zeR":||z|| <r}CD.

B, é um conjunto fechado e limitado (compacto, uma esfera). Construiremos uma superficie de
Lyapunov em B, e mostraremos que toda trajetéria iniciando préximo de r = 0 permanece nesta
superficie (Defini¢ao [3.6). Seja
a= min V(z) a>0
[Jz||—r
Escolha § € (0, @) e denote
Qp={zeB,:V(z) <p}.

Temos, por construgao, Qg C B,. Agora admita que z(0) € Q3. Dali:

V(z) <0= V(z) < V() <, Vt>0.

Portanto, as trajetérias que se iniciam em {13 em ¢ = 0 permanecem em {23 para todo ¢ > 0. Pela
continuidade de V' (z), existe 6 > 0 tal que

lzl] <6 = V(z) <5,
ou seja, Bs C Qg C B,. Em seguida temos que
l|z(0)]| <d = a(t) e Qg C By, Vt>0

e dai
z(0)|] <= [lz(®)]| <r<e VE>0

o que mostra que o ponto de equilibrio £ = 0 é estavel. |

Uma observagao importante é que Se a fungao de Lyapunov satisfizer a condi¢ao (VV (), f(t,z(t))) <
0, a fungdo de Lyapunov é estrita e o ponto de equilibrio do sistema @ = f(t, z(t)) é assintoticamente
estavel.
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Uma interpretacao fisica para o método direto de Lyapunov é considerar V(x) como fun¢ao de
energia do sistema, Se a energia total de um sistema ¢é dissipada continuamente, entao este sistema
deve se acomodar em um ponto de equilibrio. Neste caso, a analogia que se faz é que funcao
de energia V(z) é sempre positiva, e sua derivada temporal ao longo das trajetérias, 'V (z) < 0,
representa a dissipacao desta energia. [54]

Exemplo 3.2 (Circuito elétrico) Considere a equagdo diferencial ordindria associada ao cir-
cuito elétrico RLC:
CLi+ RCt+x =0,

X B 0 1 €1
e

com R, L,C > 0. Definimos uma fun¢ao de Lyapunov para este sistema dada por

temos como sistema associado

V(x1,22) = Laj + C~'af, (x1,22) € R?,
de onde calculamos

T2

<VV(.T1,.T2), f(xl,x2)> = [20_1.%1 2Lx2} [_(LC)_lxl B RL_ll‘Q

] = —2R:c§,

com (1, 2) € 2.0 Teorema garante que & = 0 é estavel.

3.6.2 Principio da Invaridncia de LaSalle

O principio de invaridncia de LaSalle, desenvolvido por LaSalle em 1960 [31], estabelece um
critério para estabilidade assintética dos pontos de equilibrio por meio do conjunto w-limite das
solucdes de um sistema nao linear auténomo. Suponha o seguinte sistema

& = f(x(t)), (3.39)
>0

com z(tg) = xo. Seja y(xo) = {x(t,to;xo,t } a oOrbita positiva de iniciando em zp. O

conjunto invariante

w(zg) = {z € R™: 3, — +oolx = lim x(tn, to; z0)}
n—+4o00

é o w—limite das érbitas por xg, que pode ser interpretado como o conjunto em que a érbita
positiva v que passa por xg se acumula decorrido uma quantidade suficientemente grande de tempo.
Entao temos o seguinte teoremas:

Teorema 3.9 (Principio da Invaridncia de LaSalle) Seja V : R™ — R uma func¢do de classe
C! tal que V(z(t)) < 0. Entio temos que
w(zg) CE={zcR":V(x(t) =0}

Demonstragao [47]. Suponha que w(zg) nao divirja. Como V < 0, V(x(t, 1)) é decrescente. Se
y € w(xg), entdo existem t,, — oo tais que x(t,, zg) — y. E, pela continuidade de V', V (t,,) — V (y).
.Como a func¢éo V' é monotonica, V(t) — ¢ = V(y), quando t — oo, onde ¢ é uma constante. Assim,
como o conjunto w—limite é invariante, isto é, se y € w(xg) entdo x(t,y) € w(xg) para todo t, temos
que V(z(t,y)) = ¢ e, como consequéncia, V = 0. Entdo y € E, como queriamos demonstrar. |

Exemplo 3.3 Considere a equacdo do péndulo amortecido

I = T2
iy = —9sen(r1) — %%2
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onde g € a acelera¢do da grvidade, | o comprimento do fio, k a constante de amortecimento e m a
massa da esfera. Considere a sequinte fun¢do candidata de Lyapunov

Vi) = (1 - cos(an)) + %x% (3.40)

Note que

V(z) :%Jvl sen(x1) + xodo

portanto V(x) < 0. Do principio da invariancia de LaSalle, temos que o conjunto E é dado por
E = {(z1,22) € R : z9 = 0} €, como x2 = 0, temos que &2 = 0, o que implica em x1 = 0, pois
9 sen(x1(t)) = 0. Entdo, o conjunto E contém apenas a solugio x* = 0, e com isso temos que o
conjunto w-limite de qualquer solugdo do sistema é {0,0}.

3.7 [Estabilidade de Mittag-LefHler

Tendo visto os fundamentos das equagdes diferenciais em ordem fracionaria, prosseguiremos
com o estudo da estabilidade deste tipo de sistema. Como vimos, em sistemas nao lineares, o
método direto de Lyapunov (ou segundo método de Lyapunov), prové uma maneira de analisar a
estabilidade de um sistema sem necessariamente resolvé-lo. Uma observacao importante, é que em
sistemas de ordem fracionaria as solucées nao satisfazem a propriedade classica de fluxo de sistemas
dindmicos [32]. Portanto, ndo podemos usar esse argumento para a demonstragdo dos resultados
de estabilidade como sdo provados no contexto de equagdes diferenciais ordinérias.

3.7.1 Conceito de ponto de equilibrio para sistemas de ordem fracionaria

A defini¢ao de ponto de equilibrio para sistemas em ordem fracionaria é a mesma para sistemas
de ordem inteira. Considere o seguinte sistema de Riemann-Liouville

{%%D?w) = f(t,(1)) (3.41)

x(to) = x4,

onde a € (0,1), z = (21,72, ..., z,)T € R™, to > 0 0 tempo inicial e f : (0, +00] x R — RN" continua
por partes em ¢ satisfazendo a condi¢do de Lipschitz local em .

Definigao 3.11 A constante & € um ponto de equilibrio do Sistema se e somente se f(t,2) =
0, Z € solucdo, ou seja, RJSD?‘:I: = f(t, 7).

Para o caso em que a derivada é um operador de Caputo, a defini¢do é andloga a Defini¢do

B.I11

Definicdo 3.12 A constante & é um ponto de equilibrio do sistema

{SD?w(t) = f(t, (1)) (3.42)

J“(to) = Ttq

se e somente se f(t, %) = 0, onde o € (0,1), & = (x1,22,...,2,)T € R", tg = 0 o tempo inicial e
f:[0,400] x R* — R™ continua por partes em t satisfazendo a condi¢ao de Lipschitz local em x.

Uma observacao importante é que o conceito de ponto de equilibrio s6 faz sentido quando estes
pontos representam as solugdes estaciondrias, isto é, z(t) = & resolve o sistema de EDOF. Assim,
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a derivada de x(tp) é igual a zero. Para a derivada de Caputo isso é sempre verdade, mas vimos
que a derivada de Riemann-Liouville de uma constante pode ser uma constante diferente de zero.
Deste modo, o conceito de ponto de equilibrio para sistemas com operador de Riemann-Liouville
apenas fard sentido quando esta derivada para uma constante for zero.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que o ponto de equilibrio do Sistema é a
origem. A razao disto é que qualquer ponto de equilibrio pode ser transladado para a origem via
mudanga de varidveis. Se o ponto de equilibrio é Z # 0, com a mudanca de variavel y(t) = z(t) — Z,
entdo os Sistemas [3.11] e 3.42] podem ser reescritos como

WD) = WDFa(t) ~ ) = b)) — o

e ) = g(t7y)

Zf(t,y+f)—m7_a

onde ¢ D; representa tanto a derivada de Riemann-Liouville quanto a de Caputo e g(t,0)=0eo
novo sistema tem ponto de equilibrio na origem para a variavel y.

3.7.2 Estabilidade de Mittag-LefHler

A definicao de estabilidade para pontos de equilibrio em sistemas de ordem fracionaria é analoga
aos sistemas de ordem inteira. Os Sistemas [3.41] e [3.42) sdo estdveis se, dada as condi¢des iniciais
z(0) € R™, existe A > 0 tal que a solugao x(t) de tais sistemas satisfaz ||z(¢)|| < A para todo ¢ > ¢
. Além disso, é assintoticamente estével se ||z(t)|| — 0 quando ¢t — oo.

Devido ao fato dos sistemas auténomos de ordem fracionaria terem recursos de memoria, a
taxa de decaimento de tais sistemas é andmala, diferente de sistemas de ordem inteira. Assim néo
podemos aplicar os métodos classico de andlise qualitativa para caracterizar o fluxo de EDO’s
fraciondrias. Por exemplo, a estabilidade exponencial ndo pode ser usada para caracterizar a es-
tabilidade assintética de sistemas fracionérios [2]. Vejamos inicialmente um exemplo que pode
caracterizar bem o comportamento de sistemas com ordem fraciondria.

Exemplo 3.4 Considere os dois sistemas sequintes com condi¢ao inicial z(0) para 0 < a < 1.

%az(t) = at® ! (3.43)
CDYx(t) = at® L0<a < 1. (3.44)

Podemos ver que as solugoes analiticas dos dois sistemas sao

u al(a)t*te=l  g(0)te-!
t* 4+ z(0) e (ot a) + T(a)

respectivamente. O Sistema é instdvel para qualquer a € (0, 1), pois no ponto de equilibrio do
sistema (¢ = 0), lim;_, o (t*+2(0)) = oo mas o Sistema é estavel no caso em que limy_, oo t¢T1
converge para zero, ou seja, para 0 < a < 1 — a. Isso mostra que, de fato, sistemas de ordem
fracionaria podem ter caracteristicas de comportamento além dos sistemas de ordem inteira.

Definiremos agora alguns resultados que sao pré requisitos para o estudo da estabilidade de
Mittag-LefHer.

Lema 3.8 [32] A integral fraciondria da funcio f(t,z) dos Sistemas ou satisfaz a se-
guinte desigualdade:

eo Ji £ (& (O] < 1 S F (& 2 (@), (3.45)

onde a >0 e ||-|| denota uma norma arbitrdria.
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Demonstragdo: Com uma norma arbitraria para integrais de ordem fracionaria, podemos entao

escrever X 1 . f(T’m(T))
e O = |75 | S5 ]|
L)
=T Jy (E-mre
= Wt 2(0)]
0 que termina a prova. [ |

Lema 3.9 (Principio da Comparagio para a derivada de Caputo) Se t(thax(t) > t(thay(t)
e0<a<l,z(0)=y(0), entio x(t) > y(t).

Demonstragdo. Suponha que ng‘x(t) = f(t,z(t)) e t(gD?y(t) = ¢g(t,y(t)). Entao, por hipétese
temos que f(t,z(t)) > g(t,y(t)). Da equagdo integral de Volterra equivalente (3.29)), temos que

YO =3(0) + ey | (€= 7 atry(ryar (3.40)
z(t) = x(0) + 1“(104) /t:(t — 1) (7, (7)) dr. (3.47)

Como z(0) = y(0), substituindo y(0) de em ({3.46), obtemos
) =) = o [ (=) (a(ra(r) = S ar)dr (3.49

Desde que 0 < 7 <t=t—7>0,0<a<1=T(a)>0eg(t,z(t)— f(t,x(t) <0, concluimos de

BH) que y(t) < (). .
Teorema 3.10 [32, (73] Se x =0, o ponto de equilibrio do sistema,
GDfa(t) = f(t,x), (3.49)

onde f é Lipschitz em relacdo a x por wma constante L e continua por partes com relagdo a t,
entdo a solugcdo do sistema satisfaz ||x(t)|| < ||x(to)||Ea(L(t —t0)*), onde a € (0,1) .

Demonstracao: Primeiramente, aplicamos 4, J* f (¢, z(t)) em ambos os lados da equagao (3.49)), onde
podemos escrever

to‘]ftojgiaDOx(t) = to‘]taf(tz x(t))
x(t) = x(t0> + tthaf(t7x(t))'
Usando a desigualdade da norma, podemos escrever a expressao acima como,
[z @) = [lz(tol] < [l2(t) = 2(o)l| < e i f (& x(®)]];
Agora, usando a condicdo de Lipschitz e o Lema temos,
oo J5 f (£, 2] < 1 JE 1 (& (@) < Lo I (@]
Nesse caso, existe uma fungdo nao negativa m(t) satisfazendo,

|2(t) = 2(to)|| = Lao J*[|x(8)]] — m(t)
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Aplicando a transformada de Laplace na equacio acima, temos

[z (tolls*~" — s*M(s)

X ()] = P

(3.50)

onde || X (s)|| = L(]|z(t)]|). Aplicando a transformada de Laplace inversa em (5.12]), temos
()] = llz(to)l| Ea(L(t — to)*) — m(t) * [(t — to) ™" Ea,o(L(t — t0)*)],
sendo * o operador de convolu¢do. Devido ao fato de

dEL(L(t —t)*) _ d [ 1 L(t—t))*  L*(t—t0)**
dt T dt F(1)+F(a+1) F(2a+1) 7~

aL(t —to)*™ ! 2aL?(t —tg)?* !

=0+ al'(«) * 2al'(2a) T
_ _ 1 L(t —to)®  L2(t —tg)*®
= (t —to) ™t <r(o) + F(a)o + F(Za(; + )

~ (-t (32 B -t ot -
k=0

dEq(L(t—t0)®)

o (lembrando que L é uma

A partir da igualdade acima e devido ao fato de 0 <
constante de Lipschitz, e portanto maior que 0), temos
_ dE(L(t — t9)*)

(t —to) ' Eao(L(t —tg)*) = o >0,

que leva a
@[] < [z (to)[| Ea(L(t — to)®).

No caso particular em que o = 1, obtemos a desigualdade
lz(®)|] < ||z (to)[[e™1),

que é equivalente a desigualdade (|3.306]). |

Como aponta Chen (2009) [59], o decaimento da energia generalizada de um sistema dindmico
nao precisa ser exponencial para que o sistema seja estivel. O decaimento de energia pode ser
de qualquer taxa, incluindo decaimento em lei de poténcia. Para estender a aplicacdo do calculo
fraciondrio em sistemas nao lineares, Li et al. (2009) [32] propoe a estabilidade de Mittag Leffler,
cujo objetivo é caracterizar a velocidade de decaimento da funcdo de Lyapunov de uma maneira
mais geral que inclua a estabilidade exponencial e a estabilidade em lei de poténcia como casos
especiais.

Definicao 3.13 (Estabilidade de Mittag-Leffler) A solucdo do Sz'stema é dita ser Mittag-
Leffler estdvel se
()] < (m(a(to)) Ea(=A(t — t0)®)", (3.51)

onde to é o tempo inicial, o € (0,1),A > 0,b > 0,m(0) = 0, m(z) > 0 e m(x) localmente Lipschit-
ziana em x € B € R com constante de Lipschitz mg.

Duas observacoes importantes devem ser feitas. A primeira é que a estabilidade de Mittag-
Leffler implica estabilidade assintética. Isso acontece por que no lado direito da desigualdade
m(z(to)) é finito e para a < 1, Ey(—A(t — t9)®) — 0 quando ¢ — oo. Nao somente isso, pois a
estabilidade de Mittag-Leffler mostra uma convergéncia mais rapida que a estabilidade exponencial
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préxima a origem, como pode ser visto a partir das duas derivadas
d__xt Y { d }
—e =—)e =0 =—A e — Eo(—At” = —00
{dt }t:O =0 dt al ) t=0 ’

onde o € (0,1) e A > 0 . Devido ao fato de e’ = E,(0) = 1, segue do principio da comparacio
que E,(—At®) decresce muito mais rapidamente que e~ préximo & origem. A segunda observacio
¢é que a expressao no lado direito de ¢é completamente monotoénica para 0 < a < 1, e portanto
maior ou igual a zero.

H& ainda uma generalizacdo da Defini¢cao que usa a funcdo de Mittag-Leffler de dois
parametros.

Definigao 3.14 (Estabilidade de Mittag-Leffer Generalizada) [33]/ A solugao do Sistema
[543 é Mittag-Leffler estdvel generalizado se

()] < [m(ae)(t = t0) ™ Ba,1— (= At — t0)*]’ (3.52)
Na desigualdade (3.52), para A = 0, temos
b
m(xto) } —~b
< | 707 _ Y
=0l < | F5mss | =10,

0 que mostra que a estabilidade polinomial é um caso especial da estabilidade de Mittag-Leffler.

3.7.3 Meétodo direto de Lyapunov para sistemas fracionarios

Segundo Li, Chen (2010)[33], para sistemas ndo lineares de equagdes de ordem fraciondria,
o método direto de Lyapunov fornece-nos uma maneira de analisar a estabilidade desse tipo de
sistemas sem explicitar as solugoes, desde que, exista alguma candidata a fun¢do de Lyapunov.
Vamos agora apresentar um teorema que nos permite encontrar uma funcdo de Lyapunov tal que
o sistema estudado tenha um ponto de equilibrio que seja Mittag-Leffler estavel.

Teorema 3.11 (Método Direto de Lyapunov para Sistemas Fracionarios) [33] Seja x =
0 o ponto de equilibrio do Sistema[3.49 e D € R" um dominio contendo a origem. Seja V(t,x(t)) :
[0,00] x D — R uma fun¢do continuamente diferencidvel e localmente Lipschitziana com respeito
a x tal que

aillz]|* < V(t,z) < aslz||”, (3.53)

6 DV (t,z(1)) < —asllz]|” (3.54)

ondet >0, € (0,1),z € B,a1,aa,3,a e b sao contantes arbitrdrias positivas. Entao o ponto de
equilibrio T = 0 € globalmente Mittag-Leffler estdvel.

Demonstragao. Segue direto das Equagdes (3.53) e (3.54]) que

DV (t,a(t) < — 2V (¢, 2(t)) (3.55)
Q2

A partir de (3.55)), vemos que h& uma fungdo nao negativa m(t) tal que
SDAV (t, (1)) + m(t) = —azay 'V (L, z(t)) (3.56)
Tomando a transformada de Laplace de (3.56)), temos
sOVL(s) — V(0)s*! + M(s) = —azay 'Vi(s), (3.57)

V(0)sP~1 — M (s)
P 4 a3
a2

Vi(s) =
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onde V(0) = V(0,2(0)) é uma constante nao negativa e Vp(s) = L(V(t,z(t))), M(s) = L(M(t)).
Caso z(0) = 0, entdo V(0) = 0, o que leva & solugdo z(t) = 0 para a Equacio (3.42). Se z(0) # 0,
entdo a func¢ao V(0) é ndo negativa, ou seja, V(0) > 0. Levando em conta que V (¢, z) é localmente
Lispschitziana com respeito a x e do teorema de existéncia e unicidade, aplicando a transformada
de Laplace inversa, obtemos a tnica solu¢do da Equacao (3.57))

V(t) =V(0)Eq <_a3t“> —m(t) * [talEa,a <_O‘?’t“ﬂ (3.58)
(&%) (6%
Note que
d _ d & (—agag ')k
_ 7Ea _ lta - 2
a gz Bal-asay %) = —agy kz:% T(ak + 1)

Ca -1 n 2(—azay ') n 3(—azag 't)? '

INa+1) I'2a+1) I'Ba+1)
. (a_l 2(—azay ') | 3(-agagte)? )

T(a) " 2ar(2a) 3al (3)
-1 N (—agaglto‘) (—a3a2_1ta)2
I'(a) FMNa+a) I'( 2o+ )

- Eoz,a (_a?’ta) y
Qa2

€ como %Ea(—agoz; 11¢) <0 (do Teorema esta funcao é completamente monotonica), implica

que Fq o (—g—gt”) > 0. Além disso t*~ > 0, o que leva a

V(t) < V(0)Es(—azasy 't%).

Substituindo essa equagao em [3.53] segue que

oo < [V Qg (- 2] (3.50)

1 a3

onde Y@ > 0 para x(0) # 0.Se m = Vo) - \/((;,7?(0) >0, entdao temos

aq (o5}

lz(t)]] < {mEﬁ (—Zztﬁ)]i, (3.60)

onde m = 0 é assegurado se e somente 2(0) = 0. Como V (¢, x(t)) é localmente Lipschitziana com
respeito a x e V(0,2(0)) = 0 se e somente se x(0) = 0, segue que m = V(Oo’éigi(o)) ¢ também localmente
Lipschitz com respeito a 2 e m(0) = 0, o que leva a estabilidade de Mittag-Leffler para o Sistema
.42

Para o Sistema , onde o operador fracionario é de Riemann-Liouville, podemos usar a

composi¢ao dos operadores de Riemann-Liouville e Caputo (Equacao ([2.22]))

m(0)t~

ODgm(t) =i Dl (t) = MgDgm(t) — Tl —a)

(3.61)

Devido ao fato de a € (0,1) e m(0) > 0, segue de (3.61)) que

SD&m(t) < REDYm(t). (3.62)



44 ESTABILIDADE DE PONTOS DE EQUILIBRIOS DE EDOFS 3.7

Agora, como V(t,z(t)) > 0, temos que
GDRV (¢, x(1)) < MGDFV (¢, x(t)),
e desta maneira se substituirmos o operador %D? por RED® em temos,
GDFV (¢, x(1)) < MEDFV (¢, 2 (1)) < —a|lz]|”,
e assim, procede-se de forma aniloga a demonstragido do Sistema . ]

Exemplo 3.5 [33] Considere o seguinte sistema
D ()] = —|z(t)| (3.63)

onde o € (0,1). Escolhemos como fun¢io de Lyapunov V(t,x) = |z|. Claramente essa fung¢io é
Lipschitziana. Da Equagdo , temos que

oDV = Dz (t)| < RGDF |z (t)] = —|z].
Supondo a1 = 1,0 =1 e ag = —1, satisfazemos as condi¢des do Teorema|3.11], o que leva a
|z(t)| < |2(0)| Ea(—t%).
Utilizando a transformada de Laplace em , temos

s*L(le(t))) - [F D20 _ = —L(2®)).

Aplicando a transformada de Laplace inversa, vamos obter

_ 1—-a e
()] = o7 Iz @], _, Ba(—t),
onde, da integral de Riemann-Liouville, temos que [OJtI_a]x(t)ﬂ o =0, para qualquer x(0) finito.
Isso mostra que a estabilidade do Sistema ndo pode ser encontrada diretamente calculando a
sua solucdo.

H4a ainda um outro teorema que nos da condicGes para estabilidade assintética de um ponto de
equilibrio de uma EDOF usando funcdes de classe K.

Definig¢ao 3.15 (Fungao Classe-K) [28/ Uma funcao continua o : [0,t) — [0,00) € dita perten-
cer a classe-K se a(x) > 0 para todo x > 0, € estritamente crescente e a(0) = 0. Além disso, se
t =00 e a(r) = oo quando x — oo, entdo o € uma fungdo classe K.

Lema 3.10 Sejam oy e ay funcgoes de classe K em [0,00) e ag e ay fungies de classe K. Seja
também o; ' a inversa de y,i = 1,...,4. Entdo, 1) a;’ é definida em [0,0a1(a)) e é de classe K;
2) az' ¢ definida em [0,a1(a)) e € de classe Koo; 8) a1 0 ag € de classe K; 4) azoay é de classe
K.

Teorema 3.12 [32] Seja x = 0 o ponto de equilibrio do Sistema eV(t,z(t)) :[0,00) x D —
R wma func¢do de Lyapunov, onde D é o dominio contendo a origem. Além disso, sejam oy, s e
asz fungdes de classe K satisfazendo

ay ([[z]]) < V(#, z()) < az (||2]]) (3.64)

DVt x(1) < —as (llzll), (3.65)
onde a € (0,1). Entdo o ponto de equilibrio do sz'stema € assintoticamente estdvel.
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Demonstragao. Segue das Equacoes (3.64)),(3.65)) e do fato de s e a3 serem estritamente crescente
que

||| > a3 (V)
DFV < —ag(az (V).

Do principio da comparacgao (Lema temos que V(t,z(t)) é limitado pela unica solu¢do da
equacao diferencial escalar

GDfg(t) = —az(ay ' (g(t))), 9(0) = V(0,2(0)), (3.66)

e como, pelo Lema azay ! é uma fungdo classe K, temos que g(t) = 0 para t > 0 se g(0) =
V(0,2(0)) = 0 e da definigdo de ponto de equilibrio, g = 0 é um ponto de equilibrio do Sistema
(3.66). Caso g(t) > 0,t € [0,00), segue de que §D?g(t) < 0. Assim, pelo principio da
comparacio novamente,

9(t) < g(0)

para t € (0,00). Suponha por contradi¢ao que g = 0 nao é assintoticamente estavel. Entao existe
uma constante positiva e tal que

0<e<g(t) <g(0),t<0 (3.67)
e ao substituir (3.67) em (3.66)), nos leva a concluir que

—az(ay ' (9(1)) < —as(ay ' (€))

=0 9(0)
com 0 <= 013(%01)(5)). Assim,
GDfg(t) = —az(ayt(9(t))) < ~lg(1), (3.68)

e seguindo o mesmo raciocinio feito para a desigualdade (3.55)), temos que
g(t) < g(0)Eq(—ltar) — 0 quando t — 0 (3.69)

e isso contradiz o fato de que g(t) > e. Como V (¢, z(t) é limitado por g(t), segue de (3.64) que

2@ < ' (V(t,2(®) < a7 (g(#)), (3.70)
e como o ! é de classe K e de (3.69), limy . ||z|| = 0. [

Exemplo 3.6 Considere o sequinte sistema de ordem fraciondria

%Df‘xl = —x1 + sin(x3)xy
CDewy = —x2 + e Feos(x1) 22
C

ODta.T}3 = —x3,

onde 0 < a <1 ex(t) = (v1,22,73) € RN3.

Considere a funcao V (t,x) = . Usando um resultado estudado em [I4], no qual afirma
que, quando 0 < a < 1 e P € ™™™ uma matriz constante, positiva definida e simétrica, a seguinte

2420 .2
T]+T5+a3
2
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desigualdade é assegurada:

1

5t(jD?(a:T(zt)Pa:(t)) <zT(t)PEDx(t),  t > to. (3.71)
Da equagao [3.71], temos que

CDOV (L, z(t)) < 21Dz + 20 DY + 235D
= —x%(t) + sin(xg(t))xg(t) — x%(t) + x%(t)e*tcos(xt(t)) — wg
<0.

Como L|z|[3 < V(t,z(t)) < |[z|[3 e SDeV (t, z(t)) < 0, pelo Teorema o ponto de equilibrio
(0,0,0)T desse sistema é assintoticamente estdvel.



Capitulo 4

Redes Neurais Artificiais de Hopfield
Fracionarias

4.1 Conceitos Basicos

O primeiro passo para o surgimento das redes neurais artificiais veio em 1943, quando War-
ren McCulloch, um neurofisiologista, e um matematico, Walter Pitts, escreveram um artigo sobre
como neur6nios podem funcionar [41]. Segundo Haykin [20], podemos definir uma rede neural como
um processador macicamente distribuido paralelamente, constituido de unidades de processamento
simples, que tem a propensao natural para armazenar conhecimento experimental e torna-lo dis-
ponivel para o uso.

As redes neurais se assemelham ao cérebro por adquirir o conhecimento do ambiente a partir
de um processo de aprendizagem e armazenamento utilizando forgas sinapticas conhecidas como
pesos sindpticos. H4 basicamente dois tipos de redes neurais: estéticas (feedforward) e dinamicas
(recorrentes). As redes neurais estaticas podem ser interpretadas como operadores de transformacao
de representacdo, mas néo sao capazes de reutilizar a informagao transformada, produzindo apenas
mapeamentos estaticos. Devido a isso, as redes neurais estaticas possuem dificuldade em representar
comportamento dindmico. Por outro lado, nas redes neurais dindmicas, o tempo é representado pelo
seu efeito real no processamento. Quanto ao processo de aprendizado, existem diversos algoritmos,
que ajustam os pesos sindpticos da rede a partir de um processo iterativo de treinamento.

A vantagem de uma rede neural recorrente é a maneira como ela armazena informacéo. Podemos
citar como um exemplo a meméria associativa, analoga a forma como um cérebro humano armazena
informacao. Uma meméria associativa é um recurso importante para o comportamento inteligente.
Baseia-se no fato de que a memoéria é enderecada através do seu contetido, ou seja, se um padrao
é apresentado a uma memoéria associativa, ele retorna se esse padrdo coincide com um padrao
armazenado. A coincidéncia ndo precisa ser perfeita, no entanto. Uma memoria associativa também
pode retornar um padrao armazenado semelhante ao apresentado, de modo que a entrada ruidosa
também possa ser reconhecida. [20]

O padrao néao corrompido é usado como um ponto de equilibrio estavel e suas verses ruidosas
como sua bacia de atragdao. Desta forma, uma rede neural dindmica associada a um conjunto de
padrées é criado. Se todo o espago de trabalho é corretamente particionado por uma memoéria
enderecavel por conteido, entdao um sistema deve ter uma solucdo de estado estaciondrio corres-
pondente ao padrao nao corrompido para qualquer condigdo inicial que represente um padrao de
amostra. A dindmica da rede neural de tal classificador serve como um filtro para ”limpar”os dados
corrompidos. [19]

As redes de Hopfield, apresentadas por J. Hopfield [42], sdo um tipo especial de redes neurais
recorrentes que podem ser usadas como memoria associativa. Segundo Hopfield, alguns modelos de
sistemas fisicos poderiam ser usados para resolver problemas computacionais. Tais sistemas podem
ser implementados em hardware, combinando componentes comuns, como capacitores e resistores.

Para entendermos melhor o funcionamento das redes neurais de Hopfield, vamos comecar ex-
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plicando o funcionamento de um neurénio biolégico. Os neurénios sdo células especializadas na
recepgdo, condugdo e transmissdo de sinais eletroquimicos. Existem 100 bilhées de neurdnios e
cerca de 100 trilhoes de sinapses entre eles [46]. Eles vém em uma grande variedade de formas, ta-
manhos e propriedades, mas compartilham caracteristicas anatémicas tipicas, como visto na Figura

41

ramificacbes
do axdnio

dendritos
terminais
o do axonio
nucleo Zh{e/llo)

corpo celular

Figura 4.1: A anatomia de um neurénio.

O corpo celular constitui o centro metabdlico e contém o nicleo da célula. Muitas extensoes
chamadas de dendritos se ramificam no corpo da célula e recebem entrada de sinais sinapticos de
outros neurénios. Um tnico corpo cilindrico longo chamado de axdnio se projeta do corpo celular
e ramifica-se em suas extremidades. A propagacdo do sinal eletroquimico nervoso é chamado de
potencial de agao. Um potencial de acdo é uma onda auto-regenerativa de atividade eletroquimica
que permite que um neurdnio possa transportar um sinal ao longo do comprimento do axdénio para
os ramos terminais, que formam conexoes com neurdnios adjacentes [26]. O potencial de a¢do ocorre
somente se o estimulo elétrico ou quimico tiver energia suficiente para superar o potencial limiar

A membrana do axdnio é formada por duas camadas de moléculas lipidicas que separam o
citoplasma intracelular do axo6nio e do fluido extracelular, dos canais i6nicos (ou poros), enzi-
mas, bombas e receptores. Os poros agem como portas na barreira lipidica, através dos quais as
substancias podem ser transferidas de um lado para o outro.

Em 1952, Hodgkin e Huxley [22], provaram a existéncia de um potencial elétrico através da
membrana de um axo6nio. No estado de repouso, o citoplasma dentro de todos os neurénios contém
uma composicao iénica que torna o interior da célula mais negativo em potencial do que o exterior
da célula. Tal voltagem é mantida a um gasto metabdlico por bombas localizadas na membrana.
As duas camadas de lipidos atuam como um isolador fino e assim a membrana do axénio tem
a propriedade de capacitancia, isto é, separacdo de carga. Portanto, o potencial de membrana
(diferenga entre as voltagens intracelulares e extracelulares) V;,,(t) = Vint(t) — Veae(t) , permite que
a capacitancia C armazene uma carga Q. Da definicdo de capacitancia, temos que

Q = Cvm(t) (4.1)

onde C é uma grandeza escalar constante. Quando a tensao através do capacitor muda, uma corrente
ird fluir. A corrente do capacitor I¢ é obtida pela diferenciagdo da Equagao (4.1)) em relagdo ao

tempo, ou seja,
AV (t
Io(t) = C’A (4.2)
dt

Tons carregados (como Ca?*, por exemplo) passam pelas vesiculas, que abrem ou fecham em
resposta a condigoes locais como a voltagem através da membrana excitavel (a resisténcia a pene-
tragao de fons varia conforme a diferenca de potencial é alterada). A ligacdo dos neurotransmissores
com os receptores de membrana é um processo muito rapido (de menos de 1 ms) apds o qual os
neurotransmissores sao liberados. A liberagao é feita por células gliais especializadas, denominadas
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“transportadoras”. As transportadoras removem os neurotransmissores da membrana pds sindptica
e os transportam ao neurdnio pré sindptico para que eles sejam rearmazenados nas suas vesiculas.
A Figura ilustra esse processo de troca de informacio entre o neurdnio pds sindptico e pré
sindptico. Hodgkin e Huxley [22] propuseram um modelo de circuito elétrico para um canal iénico

Um potencial de agdo chegaao  fons de Célcio entram na

. o i Algumas vesiculas se fundem Os neurotransmissores
terminal sindptico célula com a membrana pré-sinaptica provocam a abertura de
e liberam neurotransmissores, canais iGnicos que excitam
que se difundem pela fenda ou inibem o neurdnio pés-
sinaptica sindptico.

Figura 4.2: Liga¢do entre neurdnios pds e pré sindpticos. Fonte: [51).

que consiste de uma bateria e um resistor em série. A bateria modela a forca devido a diferenca
na concentracdo de ions dentro e fora da célula, e o resistor modela a permeabilidade do canal
para o ion em especifico. Entao, pela lei de voltagem de Kirchhoff, a queda de voltagem através da
membrana é igual a soma da queda de voltagem através da bateria (Ej,, ) e a queda de voltagem
através do resistor:

Vm = Lijon + RIiona

onde I;,, é a corrente através da resisténcia R, dada pela lei de Ohm. Portanto,

Vin(t) — Eion(t)
7 .

Lion(t) = (4.3)

A célula é entdo modelada por um circuito resistor-capacitor (RC'), como mostrado na Figura
Aplicando a Lei de Kirchhoff, nés temos Ic + Ijon = Iext, € da Equacao (4.3)),

— E ion

Figura 4.3: Modelagem de um neurénio por um circuito RC.

AV (t
C;Zt() = —Tion(t) + lext(t)
AV (t 1
Cﬂ = ——(Vin(t) = Eion(t)) + Lext(t). (4.4)
dt R
Para estender a equagdo acima para uma rede de n neuronios, seja lez, = Isin, ; + lapi, &

corrente externa chegando do neurénio k, onde Iy, ; € a corrente sinaptica que vem do neur6nio
J para o neurénio k, e Iy, ¢ a corrente aplicada experimentalmente ao neurénio k. Portanto, nés
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temos,
AV,
dt

n
= _Iionk + Z Isink’j + Iaplk- (45)
=Ltk

Ck

A corrente sindptica pode ser modelada por
Isink,]- - gsinj (VmJ)(mG - Vsm)

onde gs;n; Tepresenta a condutincia sindptica (que descreve a variagdo na condutincia dos canais
sinapticos na membrana do neurdénio pés sindptico) e depende da tensao pré sindptica Vi, Viin
representa o potencial de reversao (equilibrio) sindptico e Vj,, é a voltagem de membrana do
neur6nio pos-sindptico.

H& uma infinidade de modelos matematicos que caracterizam os neurénios biolégicos e tentam
fornecer ideias sobre os processos que ocorrem dentro do neurénio ou para descrever as comunicacoes
entre eles. Eles sdo construidos para ter nds correspondentes aos neurbnios e conexdes entre eles
correspondentes as sinapses [26].

O modelo de um neurénio (né) na rede é apresentado na Figura [20]. Um sinal de entrada
z; ,j =1,...,n na sinapse j conectado ao neurdnio k ¢ multiplicado pelo peso sindptico. Este peso
sindptico representa a forca da conexao e é positivo se for excitatério ou negativo se for inibitério.
A matriz [wy;| formada pelas forcas sindpticas é chamada matriz de conexao. A jungao somadora
¢ um combinador linear de todos os sinais de entrada.

/"

X0 Wy,

Funcao de
Ativagao

X20—» W2

Saida

Sinais de ¢ ‘,‘ y
k

Entrada

Bias
(Limiar)

Pesos
Sinapticos

Figura 4.4: Modelo de um rede neural artificial.

A funcao de ativagdo ¢(-) é um elemento nao linear que possui a propriedade de limitar a
amplitude do sinal de saida y;

n
o | Y wijzi | = v (4.6)
j=1

A funcdo ¢(-) tem por objetivo modelar a propriedade da nao linearidade dos neurdénios
biolégicos. E geralmente considerado monotonicamente crescente e diferencidvel em (—oo, 00), sa-
tisfazendo ¢(0) =0 e ¢'(2) < ¢'(0), para z € R, e

A fungdo sigmoide, cujo grafico tem a forma de S , é a forma mais comum de fungdo de
ativacdo (para a camada de saida da rede) utilizada na construcdo de redes neurais artificiais. Ela



4.1 CONCEITOS BASICOS 51

¢é definida como um funcao estritamente crescente que exibe um balanceamento adequado entre
comportamento linear e nao linear. Um bom exemplo de fun¢do sigmoide ¢é a fungdo logistica

1

p(v) = 1+t e av’

onde a é uma constante que representa a declividade da curva da fungao ¢(v). Variando-se o
parametro a, obtemos fungdes sigmoides com diferentes inclinag¢des, como mostrado na figura

M) 1 ——

0.8 4
0.6 N

04 .

1
—
(=]

]
(]

1
(o}

]
L

1
(2]
(=]
to
=
(o)}
(2]

10

Figura 4.5: Grdfico da funcdo sigmoide.

Vamos agora estender o modelo dado pela equacao para levar em conta a natureza tem-
poral dos dados de entrada para armazenar memoéria. Uma maneira de modelar o comportamento
temporal é representar cada neurénio como um circuito RC' cuja saida passa por um elemento nao
linear. Nestes termos, as entradas z; representam potenciais e os pesos sinapticos wy; denotam
condutancias. A equagdo de balanceamento para as correntes elétricas através do neurdmnio k é
dado pela lei de Kirchhoff:

ICk + IRk = Isink + I(Lplk7 (47)

onde I¢, € a corrente que passa pelo capacitor, Ig, a corrente que passa pelo resistor, I,,, ¢ a
corrente aplicada exteriormente, e Iy;,, ¢ a corrente da sinapse, que é a soma de todas as correntes
provenientes de todos os outros neurdnios:

Isink (t) = Zwkjfbj(t)a (48)
j=1

como podemos ver na Figura [4.0] a seguir.

Wi
W1X1(6) Fonte I I
Xl(t) JAVAVAN > appk Rk
w Atual P A VA VA W—
k2 Wi X (T
x(t) e Ri

4
vi (1)
Vs wkzxz(x " $— Qi () - x(®
xB(t)_mA_,\ Zwklxl(t) | Funciode 52142
j=1

Somatdrio > — | Ativagdo

Win Wien X () /

xn (1) AAN -,
Entradas Condutancias

I Ck Ck

Figura 4.6: Modelo de uma rede neural de Hopfield.
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Agora, seja v a voltagem do circuito RC' do neurénio k. Entéo, pela lei de Faraday, a corrente
capacitiva é

dv(t)
Ie, =C 4.9
Ch k at ( )
onde C}, é a capacitancia do neurénio k. A corrente resistiva é dada pela Lei de Ohm,
. vk (t)
= =7 4.10

onde Ry, é a resisténcia do neurdnio k . A saida do neurdnio j pode ser escrita como z; = ¢;(v;(t))

e, substituindo as Equagdes (4.8)),(4.9),(4.10) na Equacdo (4.7) obtemos uma dindmica no modelo,

definida como a rede neural de Hopfield:

dog __ vk(?)

v =R +jz::1wkj<pj(vj(t))+Iaplk(t),k:1,...,m. (4.11)

Seja vk (to), k =1, ...,n as condi¢oes iniciais da rede de Hopfield. Desde que a funcdo ¢(-) é uma
funcéo limitada, todas as solucdes sio limitadas e o lado direito é de classe C'. Assim, o problema
de valor inicial dado pela equacdo diferencial ordinaria tem uma solugdo Unica definida em
[to, 00], assegurado pelos teoremas de existéncia e unicidade das EDO’s. Como interpretagao fisica
dos componentes do circuito RC, o capacitor e o resistor sdo paralelos para simular as caracteristicas
do atraso de tempo em neurdnios biolgicos. A resisténcia e a funcao de nao-linearidade ¢;(-),
que pode ser simulada por um amplificador operacional, sdo usadas para simular a sinapse e a
caracteristica nao linear dos neurdnios bioldgicos, respectivamente. Assim, usando uma notacao
simplificada para a Equacgio , as equacoes de estado e saida de Hopfield continuo com n
neurdnios sdo dadas como segue:

dvg " U,
Cr—y = Zwkﬂ:j ~ R + I, (4.12)
7=1
1
Uk = X‘Pkl(fﬂk)- (4.13)

onde vg(t) e x(t) sdo a entrada e a saida do amplificador operacional (modelado pela fungao de
ativacdo), respectivamente, para o k-ésimo neurénio no tempo ¢ e wy; a condutancia entre o k-ésimo
e j-ésimo neurdnio. Em muitas aplicacbes da rede de Hopfield, é comum adicionar uma varidvel
A € R que tem como objetivo controlar a taxa de aprendizagem na rede.

4.2 Redes Neurais de Hopfield Fracionarias (FHNN)

O conceito de uma rede neural de Hopfield em ordem fracionaria foi desenvolvido por Boro-
omand e Menhaj [4], que propuseram substituir os cldssicos capacitores por componentes deno-
minado Capacitor Fracionario. O Capacitor fraciondrio, proposto por Nakagawa [44], é um novo
componente fisico, relacionado a um tipo de dielétrico, que pode ser descrito pelo operador de
Caputo.

O capacitor fracionario pode ser definido como um capacitor generalizado por relagcdo de ordem
fraciondria entre o terminal de tensdo e a corrente que passa por ele. Em 1994, Westerlund [58)]
prop6s um novo modelo de capacitor linear baseado na lei empirica de Curie que, para uma tensio
de entrada geral u(t), a corrente é :

i(t) = F(SDgu(t)) (4.14)

onde 0 < a < 1 e F € R a capacitancia fracionaria . Desta ideia, podemos usar o capacitor
generalizado na rede neural de Hopfield continua ao invés dos capacitores comuns e assim definir
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uma nova rede neural, a rede neural de Hopfield com ordem fracionaria (FHNN), descrita por
equagoes diferenciais com ordem fracionaria.

Defini¢do 4.1 (rede neural de Hopfield de ordem fracionaria) [/ Seja 0 < o < 1 e vi(t)
uma funcdo satisfazendo as hipoteses necessdrias para aplicacdo da derivada de Caputo. As equacdes
de estado e saida da rede neural de Hopfield de ordem fraciondria sdo definidas como:

P
v
Fi(GDfu(t)) = > wijzj — 7R’; + I (4.15)
J=1

onde Fy, € a fractincia do neurdénio k.

4.3 Estabilidade de Hopfield

Quando o nimero de neurénios da equacdo de Hopfield é muito grande, o modelo gera pro-
priedades gerais com muitos graus de liberdade, nao linearidade e dissipacdo. Um modelo assim
gera estruturas de atratores complicadas, que pode gerar capacidades computacionais tteis. Com
isso, torna-se fundamental a identificacdo de atratores em redes neurais como objetos computacio-
nais.(por exemplo, a memoria associativa). Para implementar esta ideia, devemos exercer controle
sobre as localizacoes dos atratores no espaco de estados do sistema. Entao teremos um algoritmo
de aprendizagem que admite a forma de uma equacao dindmica nao linear que manipula as loca-
lizacoes dos atratores para o propdésito de codificar informagdo em uma forma desejada, ou aprender
estruturas temporais de interesse. [20]

Para implementar uma tarefa computacional utilizando as propriedades coletivas de uma rede
neural, usamos o conceito de minimizacdo de energia da rede, que apresenta caracteristicas de
estabilidade dindmica, pois ha a garantia de que a rede convergira para um dos atratores do
sistema quando dado um padrao de entrada.

Vamos agora analisar a estabilidade das redes neurais de Hopfield através da funcao de energia
de Lyapunov. Hopfield primeiramente definiu uma funcdo, denominada como funcdo de energia
computacional:

n

E(x) = ~5 SO wrjmpay — > apdp + X > Rk/O 0 (s)ds. (4.16)
k=1 k=1 k=1

J

Hopfield demonstra que caso nenhum neurdnio da rede faca realimentacio em si mesmo e a matriz
de pesos seja simétrica (wr; = wji), % < 0. Para isto, considere o modelo de Hopfield com n

neuronios
dvy, Vg,

n
ZW = i + kzlwkjl'k + I, k=1,2,...,n. (4.17)

Derivando a funcao de energia computacional em relacdo a t ao longo das trajetorias da Equacao

(4.17)), temos:
(4.18)

Considerando wy; = wj; e wy; = 0 e sabendo que v, = o Y(z,), temos a partir da substituicio da

Equagdo (I-16) na Equagio (L.18),

—Zwijk—fk+7 —. (4.19)
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Da Equacao (4.17)), obtemos
dE " dvy, dzy,
i =2 ( it e ) ' (4:20)

dry __

Como 7k = ) (v ) Lo i, temos da Equacao (4.20)

aE_ z Gy (d’“) (h(on). (1.21)

Devido ao fato da funcéo de ativacdo ser monotonicamente crescente, ¢} > 0, implica que

dE Z (dvk>2(p;€(vk) <0. (4.22)

Da equagao definida na Equacao (4 , vemos que a funcdo F é limitada, e sua derivada é néo
positiva e se anula quando < d”’“ = 0, ou seja,

+Zwk]x]+lk—0

ng1

Assim, pelo Principio da Invaridncia de LaSalle (Teorema, teremos um conjunto w—limite para
‘é—ff = 0 . Deste modo, a evolugdo temporal do modelo Hopfield continuo descrito pelo sistema de
equagoes diferenciais de primeira ordem nao lineares, apresentado na Eq. representa uma
trajetoria no espaco de estados que busca os minimos da funcéo de energia E e se mantém em tais
pontos fixos. Deste modo, a rede neural de Hopfield possui atratores, que podem ser interpretados
como uma evolucdo de um padrao distorcido em direcdo a um padrao desejado, o equilibrio. Isso
leva & compreensao da RNH como um método associativo.[20]

Vamos analisar agora a estabilidade de uma FHNN através da fungao de energia de Lyapunov

de redes neurais. Da equagdo da FHNN definida na equacgao (4.15)), a fungdo de energia para esta

rede é
1 n 11 Tk .
- Z Z WhjTRTj — Z rply + = Z —/ ¢, (s)ds (4.23)
2 k=1 j k=1 A=t Bk Jo

Para mostrar a estabilidade da rede neural proposta, precisamos de alguma forma generalizar a
ideia do operador gradiente para ordem fraciondria:

Definigao 4.2 O gradiente fraciondrio de uma fung¢do escalar com respeito a varidvel v = (x1,xa, ...

é definido por V(o‘)f(a:) , onde V@) representa o operador de gradiente fraciondrio. O gradiente fra-
ciondrio de f(x) contém o campo vetorial cujas componentes sio a derivada de Caputo da fun¢ao,
como seque:

V) f(z) = (“DS, £ (@), “Dg, (@), .., DS, f () (4.24)

Teorema 4.1 [J/ Para a FHNN definida na Equac¢do , se ap;l(:ck) ¢ uma funcgdo continua
mondtona crescente, e Fy > 0, entdo a funcdo de energia da FHNN tem gradiente fraciondrio
definido negativo e os sequintes resultados sdo assequrados:

VWE < 0, e V@E =0 se e somente se CD?xk =0,k=12,...,n (4.25)

Demonstragdo. Vamos comecar definindo uma funcao y(x), + = x(t), que satisfaz as hipdteses
requeridas para a integracao e derivacdo de ordens fraciondrias. Neste caso, aplicando a derivada
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de Caputo, temos:

0y 1 ¢ —a Oy
Crho 1—a, / / _ _ aZd ./
D) = g0y (@) = 5 (G2 0)) = g [ (0= ) el (e
_ ay 1 t -,/
N %I’(l - a) /0 (¢ —7) "2 (r)dr.
Como
Do (t) = JIw (f) = ———— /t(t—T)—%'(T)dT
0+t F(l — Ol) 0 )
temos entao que
o a9y
Dy (z) = GD§ ﬂf(t)%a (4.26)

que é um resultado andlogo ao célculo com ordem inteira. Tendo o resultado da equacao (4.26]) em
mente, derivando o primeiro e segundo termos da fungao de energia (4.23)), obtemos como resultado

N 1
“D¢ ( Z Zwljx]xk) = ‘D¢ <—2XTWX) (4.27)

kl]l

190 ror c —C -
=5 (xTwx) “Dpx = _kZ::I Dgxk;wkﬁj, (4.28)

n n
“pe <— > xkfk> = —> I;“Dfay. (4.29)
k k

Agora, da defini¢do (4.2)) e da equagao (4.26) e procedendo de maneira andloga ao que foi feito
anteriormente, temos que o gradiente da funcio de energia da rede neural fracionaria de Hopfield
sera:

Vib = Z aE “Ditay, =
N n n N 1 n 1 . ) o
= _kgl CDt xkal’wmﬂ?j - ;Icht Tg + X k;l R—k (CDt xk) aTk/O vk(s)ds

n n
Cnha Vg
= — D . L — -
Z t lekak + Rk:

Tendo em vista que 4,0,;1 é uma funcado continua monotonicamente crescente e Fj > 0, temos que o

resultado (4.25)) é vélido. [ |

4.4 Algumas aplicacoes das Redes Neurais de Hopfield fracionarias

A principal vantagem de utilizar modelos com ordem fracionaria, em comparagdo com mode-
los de ordem inteira, é que as derivadas fracionarias fornecem uma excelente ferramenta para a
descricao da memoria e propriedades hereditarias de varios processos. De fato, conforme vimos, os
sistemas de ordem fraciondria tém memoéria infinita. Levando em conta este atributo, é facil ver que



56 REDES NEURAIS ARTIFICIAIS DE HOPFIELD FRACIONARIAS 4.4

a incorporacdo de um termo de memoria (na forma de uma derivada fraciondria) em um modelo
de rede neural que utiliza memoria associativa é uma melhoria bastante importante.

Hopfield e Tank [23], demonstraram o poder computacional e a velocidade das redes neurais na
solucdo rapida em problemas de otimizacdo. No entanto, uma solucao 6tima global nao é garan-
tida porque este problema de otimizagdo pode ter muitos étimos locais. Reynold et al [9] indicam
como aplicar uma rede Hopfield ao problema de identificacdo linear de sistemas. A identificacao
de sistemas tem como objetivo derivar um modelo matematico a partir de dados observados do
sistema. Dependendo da informacao prévia disponivel, ha varias abordagens que podem ser uti-
lizadas. Medindo entradas, variaveis de estado e derivadas temporais de variaveis de estado, eles
apresentaram um procedimento para programar uma rede de Hopfield. Os estados dos neurénios
dessa rede convergem para os valores dos parametros do sistema, que devem ser identificados. Em
[], o autor usa a rede de Hopfield fracionaria

- 1 t
k=0

para o procedimento de Hopfield e Tank, demonstrando sua eficacia ao mostrar que tal rede também
converge para os valores de parametros do sistema considerado.

Além da resolucao de probemas de otimizacao, uma das principais aplicacoes da rede neural de
Hopfield é a recuperacgao de padrées mesmo em dados corrompidos. Uma rede neural de Hopfield
que associa padroes funcionaria da seguinte forma: 1) Fase de armazenamento, onde os padroes
estdo sendo armazenados pela Rede Neural; 2) Fase de recuperacao,onde os padroes estao sendo
recuperados em resposta a um padrao distorcido apresentado pela rede.

Para que a rede neural recupere padroes, é necessario uma regra de aprendizagem. Uma das
principais regras é a regra de Hebb. Trata-se da primeira regra de aprendizado para redes neurais
artificiais, proposta por Donald Hebb em 1949 [?]. Sua premissa é que se os dois neuroénios, par-
ticipantes de uma sinapse, tém ativacido simultdnea, entdo a for¢ca da conexdo entre eles deve ser
seletivamente aumentada. ou seja,

Awgj(n) = nyx(n)xi(n),

onde 1 ¢ uma constante positiva que determina a taxa de aprendizagem, x; o sinal pré sindptico,
Yk 0 sinal pos sinaptico, wy; o peso sindptico e n o niimero de iteracao do algoritmo. O aprendizado
de Hebb é analogo ao aprendizado humano, onde acredita-se que o aprendizado esta relacionado a
alteracOes na eficacia das sinapses que conectam os neurdnios

No artigo de J. Hu et al [24] (2012), é feita uma comparagdo entre os modelos de Hopfield de
ordens fraciondria e inteira para recuperacao de padroes. Com o objetivo de verificar o desempenho
da FHNN foram realizados experimentos de reconhecimento usando os sinais numéricos 0 9. Os
dados de treinamento incluem 1 grupo de sinal numérico impresso; os dados de teste incluem 12
grupos de sinal numérico impresso, cada grupo tem 10 sinais numéricos: 0 9, que sdo corrompidos
por ruido aleatério de varios niveis. No experimento, foi comparado o desempenho entre as redes
neurais Hopfield de ordem fracionaria e as redes neurais Hopfield padrao através de niimeros impres-
sos corrompidos por ruido. Como conclusao, percebe-se que para os trés conjuntos de amostras, a
FHNN obteve uma taxa de precisao maior que as redes neurais de Hopfield de ordem inteira. Assim,
os resultados da simulacao, em comparacao com a HNN, mostraram algumas vantagens destacadas
na rede de Hopfield de ordem fracionaria, que contém uma maior capacidade de memoria.



Capitulo 5

Estabilidade de Hopfield em Redes
Neurais Fracionarias

No Capitulo 4 introduzimos as neurais de Hopfield e mostramos, a partir da derivada de sua
funcdo de energia, que esta rede busca pontos de equilibrio (minimos da funcdo de energia E).
Autores como em [34] argumentam que este é um tipo diferente da estabilidade de Lyapunov,
denominando-a como estabilidade no sentido de Hopfield. Isso acontece pois o principio de in-
varidncia de LaSalle ndo traz conclusbes a respeito da estabilidade no sentido de Lyapunov. Os
seguintes argumentos favoraveis a esta conclusao sao [47]:

1. A funcéo de energia ndo é necessariamente uma funcdo de Lyapunov, pois ndo é garantido
que E > 0, conforme a definicdo exige;

2. Ao analisar a estabilidade de uma sistema dindmico no sentido de Lyapunov, deve-se conhecer
o ponto de equilibrio, o que ndo ocorre na estabilidade no sentido de Hopfield, que procura
por esses pontos;

3. Nao se pode concluir que o ponto de equilibrio seja o0 minimo de E' como na estabilidade de
Lyapunov, pois na estabilidade de Hopfield poderia ser um ponto de inflexdo, pois a derivada
de primeira ordem igual a zero é apenas uma condi¢do necessaria para obtermos o valor
minimo.

Devido a esses fatores, torna-se importante um estudo da estabilidade da rede neural de Hopfi-
eld. A estabilidade dos pontos de equilibrio de uma rede neural dindmica é uma das propriedades
mais basicas e importantes para muitas aplicacdes destas redes na engenharia. E importante notar
que nos referimos a estabilidade no sentido de Lyapunov [2§].

Conforme define Haykin [20], o estudo das redes neurais vistas como sistemas dindmicos nao
lineares, com particular énfase no problema da estabilidade, é referido como neurodinidmica. A
estabilidade das redes neurais tem as mesmas complexidades do estudo da estabilidade de sistemas
nao lineares.

A presenca de estabilidade sempre implica alguma forma de coordenacdo entre as partes in-
dividuais do sistema. Com relagdo as FHNN, é necessario que haja uma solugdo computével bem
definida para todos os possiveis estados iniciais. Do ponto de vista matemaético, a andlise da esta-
bilidade de um ponto de equilibrio Gnico é muito necesséria e valiosa [61].

Motivado pelos argumentos apresentados, neste capitulo estaremos preocupados na neuro-
dindmica das FHNNs. Aplicaremos os conceitos ja estudados de estabilidade no sentido de Lyapu-
nov e a estabilidade de Mittag-Leffler para sistemas de ordem fracionaria, com o objetivo de criar
critérios de estabilidade particulares a essas redes neurais.

o7
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5.1 Um exemplo de critério de estabilidade para as Redes de Hop-
field

Muitas condigoes locais e globais para analisar a estabilidade de redes neurais dindmicas foram
introduzidas nas décadas de 80 e 90, e derivadas usando diferentes abordagens de analise nao
linear como as andlises de Cohen e Grossberg [10], Guez et al. [I§], Kelly [27] e Matsuoka [40], para
uma classe geral de redes neurais dinamicas de tempo continuo, que podem ser consideradas como
versoes generalizadas das bem conhecidas redes neurais de Hopfield. Em 2000, [I7] estabelece um
conjunto de resultados para a estabilidade global das RNH’s que sdo menos conservadores e mais
gerais do que as anteriormente estudadas. Vamos considerar o sistema dado pela Equacao
com \ =1,

duy, U Vg,
_ B 1
Ch, o ]El Wi R + I, (5.1)
k= or(vg).k=1,...,n. (5.2)

Aqui ndo admitimos a simetria da matriz wy;, somente que ¢ € Cl, ¢’ é inversivel (aqui
denotaremos vy, = ¢, ' (vx) := G(zy)), e satisfaz 0 < my, < ¢, < M}, < oo uniformemente sobre o
dominio de . Segue do teorema da funcao inversa que

]ék < G = (o () = (eplan) ' < n}tk’“ — 1, (5.3)

Como vy, := G(zr), podemos reescrever a Equagao €omo:

CkG/(;[;k)— = Z’wkjl‘j — R7k + 1. (54)
Se z* = (x1, ...,xn)T é¢ um ponto de equilibrio da Equacdo (5.1), entdo podemos reescrever a
Equagao ((5.4) como

d n . Gilzy) — Gi(at
C.G' (zy, — a:k)ﬁ = Zwkj(xj —x}) — k(xk)Rk k(xk) (5.5)

Teorema 5.1 [17] Se as condigées 1 ou 2 sao satisfeitas, entao o ponto de equilibrio do sistema
(5.1) € globalmente assintoticamente estdvel.

1. Existem constantes p, > 0,k =1,....,n,5 =1,..n tal que :

1 n
Pj (wjj_R.M'>+ > prlwrg <0
1T =Lk

2. A sequinte desigualdade ¢ satisfeita

1 n
Wik — =——— + Z |wkj|<0
BeMy 5

Demonstragdo. Vamos supor que a condi¢do 1 é assegurada. Usaremos a seguinte funcao de Lya-
punov

V(x) = Zkak
k=1

. (5.6)

T
/ - Grlxw)dx
T




5.1 UM EXEMPLO DE CRITERIO DE ESTABILIDADE PARA AS REDES DE HOPFIELD 99

Obviamente, como py e Cj sdo constantes positivas, temos que V(x) > 0. Desde que

“+o00 “+oo

1
—dxg| =400, k=1,.

!
>
G (xw)dxr| > S

Th
entdo V(x) — oo quando ||z|| — oo. Calculando a derivada de Dini superior da func¢do V(z) ao

longo da trajetéria da Equacgao (5.5)), temos que, usando a regra de Leibniz:

dx dxy zk(t) 9 i}
DtV (x prCl ( kGl (k) — d—th;(xk) + / 8tG (Xk:)ka> sgn(zy — xy)
Tl

dx %
PrCk < ute: k(fb‘k)) sgn(ry, — o),

=2
2
onde sgn(z) é a fungdo sinal. Da férmula de Taylor, temos que

Gr(@r) = Gr(}) + Gi.(ne) (21 — ),
com 7, estando entre xy e xz e
(Gr(zy) — Gr(xp)) sen(zy — zx) = Gi(m)|zy, — 2. (5.7)

Utilizando as Equagoes (5.7) e (5.5) em DTV (x), obtemos

n n G T .
DV (x Zpk (Z WgjTg — k}gkk)) sgn(xy — 1)
j=1

k=1

S (Z e Gmk)];kck(x,*;)) sgnfn — o)
k=1

n
V2]
SZ pjw;; + Z pk|wk]|> ‘ﬂfk xk|_z JG/ T]])|.’E] 1"|

j=1 k=1,k#j j= 1

=>|pj <wjj R0, ) + Z prlwil| |zj — =53] + Zﬁj (M - G}(m)) |zj — 2}
J J

j=1 k=1,k#j ] j=1"7
T Z

<> |pj <ij L ) + Z pk\wk] Er
=1 34 k=1,k#j

Suponha agora que a condigao 2) esteja assegurada. Neste caso, vamos usar a fungao de Lyapunov

V(@) = max |y —aj] = lai - o] (5.8)
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e de maneira similar ao que foi feito anteriormente,

dx;
DYV (z) = v sgn(z; — x™)

dt
< oo [(wit X Twgl ) f - ol - Gl — o7
= CzG;(.T}Z) Wi W5 Ty — Xy R s\Mi )| g — X

j=1.j#i
1 1 1 1
e | vt X el b il (57 - G b=
CrGY, (1) {( O RM; j:%:# Y ) R\ M A
1 1 -

< | wis — 5=+ + lwij| | |vi — v
< 0sex#a",
o que verifica a hipotese do teorema. |

Exemplo 5.1 Vamos considerar a sequinte rede de Hopfield

01(t) = —6v1(t) + 2 sen(v1(t)) + sen(va(t)) — 3 sen(va(t)) + 11
va(t) = —bua(t) — 2 sen(v1(t)) — 0.4 sen(va(t)) + sen(vs(t)) + Io
vs(t) = —8us(t) + sen(vy(t) — 2.5 sen(va(t)) + 3.5 sen(vs(t)) + Is.

Neste caso temos uma rede de Hopfield com n = 3, satisfazendo as condigcdes de existéncia e
unicidade, jé que a fungdo sen(v(t)) é Lipschitiziana, v(t) = (v1(t),va(t),v3(t)T , z; = @;(v;(t)) =
sen(vj(t)),j =1,2,3, 5= =6, - =5, ; =8, L =m —4, [, =2,[3 =3 — 4w ¢

2 1 -3
wip = [-2 —04 1
1 —25 35

Aplicando os critérios do teorema , podemos escolher M; = 1, ja que sen(vj(t)) <1 e com
1sso vemos facilmente que as duas condi¢des sdo satisfeitas, demonstrando que o unico ponto de
equilibrio do sistema, vy = (%,O.g)T, € globalmente estdvel. Conforme observado na Figura
com a condicdo inicial (4,4,4)T, a solugio da rede de Hopfield de fato converge para o ponto de
equilibrio do sistema.

5.2 Estabilidade de Mittag-Leffler para FHNNs

Analisaremos agora a estabilidade para a FHNN dada pelo sistema . Usando a método
descrito pelo Teorema , devemos encontrar uma funcdo que satisfaca as condigoes e
. Mas, conforme comentado em [61], é muito dificil encontrar fungdes que satisfacam tais
condicgoes, em razao de que métodos de ordem inteira para construir fung¢ées de Lyapunov nao
sdo efetivos para sistemas de ordem fracionaria. Dai torna-se necessario enfraquecé-las de modo
a tornar viavel a aplicagdo de meios que facilitem o estudo da estabilidade de RNHFs. Um modo
de enfraquecer as condi¢ées do Teorema é usar o conceito de propriedade quase sempre
assegurada. Suponha que temos um espago de medidas (X, X, i), onde X é um conjunto nao vazio,
Y. é uma o—algebra (élgebra de Borel) do conjunto X e p é uma medida em (X, ). Assim, temos
que:

Definicdo 5.1 Dado o espago de medidas (X,%, n), uma propriedade P diz ser quase sempre
assequrada em X se existe um conjunto C € X com pu(C) = 0 e para © € X C ¢é assequrada a
propriedade P.
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vi

v2 T

I v3

v(t)

Figura 5.1: Solugdo da rede de Hopfield do exemplo com condicdo inicial (4,4,4)T.

A Definigao basicamente no diz que uma propriedade é valida em quase todo lugar no conjunto
D se os tinicos pontos em que ela nao é valida constituem um conjunto de medidas nula. O conceito
de medida nula indica probabilidade zero na teoria de probabilidades. Um subconjunto contavel
do R™ sempre tera medida nula. Por exemplo, dada a funcéo

zifzeR\Q
0ifze@Q

tendo em mente que Q é contavel, a propriedade ”estritamente crescente”é quase sempre assegurada
em R.
O teorema a seguir modifica o Teorema (3.11]) de forma a enfraquecer a desigualdade (3.54)) .

Teorema 5.2 [33] [Método direto de Lyapunov para sistemas fraciondrios| Seja x = 0 o ponto de
equilibrio do sistema e D € R" um dominio contendo a origem. Seja V(t,x(t)) : [0, 00| x B —
R uma fungdo continuamente diferencidvel e localmente Lipschitziana com respeito a x tal que
anlla]|® < V(t,2) < aolfz]|*, (5.9)
DoV (T, z(th)) < —as||z||” (Quase sempre assegurado) (5.10)
onde t > 0,0 € (0,1),2 € B,ay,a9,a3,a e b sio contantes arbitrdrias, V é continua por partes

e Vtt,x(tT) = lim,_ 4+ V(7,2(7)) positiva. Entdo o ponto de equilibrio x = 0 é globalmente
Mittag-Leffler estdvel.

Com o objetivo de construir uma func¢ao de Lyapunov apropriada, o Teorema (|5.3)) sobre uma
desigualdade para a derivada de Caputo serd fundamental.

Teorema 5.3 Se h(t) € C1([0,+00)), a sequinte desigualdade é quase sempre assequrada em todo
lugar,

DY A(Y)] < sgn(h(t))DEA(E),0 < a < 1, (5.11)
onde, h(tT) :=lim,_,,+ h(7) e sgn(h(t)) € o sinal da funcdio h(t).

Demonstracao. Como h(t) é continuamente diferenciavel, |h(t)| também é diferenciavel, exceto no

conjunto ¢ = {t|h(t) = 0,h/(t) # 0}. Assim % ¢ continua por partes e lim,_ dl};(:” existe
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para qualquer ¢ € [0, 00). Isso demonstra que o conjunto ¢ com relagdo a fungio |h(t)| tem medida
nula. A funcdo |h(t)| é quase sempre diferencidvel, como por exemplo, na Figura De maneira
formal, para qualquer T' € [0,00), o intervalo [0,7] pode ser dividido em n € N partes com
o mesmo comprimento. Quando n tende ao infinito, cada intervalo tem no méximo um ponto
pertencente ao conjunto de medida nula ¢, caso contrario existiriam dois pontos t1 e to2 € ¢ com
limtz_tlﬁow = 0, o que seria absurdo, ja que h'(t) # 0. Como ¢ é um conjunto contdvel com
medida nula, |A(t)| é quase sempre diferenciavel. Devemos mostrar agora que a desigualdade ([5.11))

|

A

abs(h(t))

Figura 5.2: Exemplo de uma trajetdria de |h(t)|. [61)].

é assegurada exceto no conjunto ¢. Sem perda de generalidade, podemos descrever a trajetéria de
|h(t)| como na Figura Por simplicidade, vamos comecar supondo um trajetéria como na Figura
Neste caso temos apenas um ponto extremo em cada parte (pontos P» e Py). A trajetéria é
formada em trés partes por min{t,t € ¢} e maz{t,t € ¢}(pontos P3 e P5 ). Cada parte é dividida
em dois intervalos onde o extremo é um ponto extremo da fungdo como T'by e Thy na parte A. O
ponto P é a condigdo inicial h(0). Cada ponto tem como coordenadas P, = (Xpg, Y p,). € a linha
tracejada é a trajetéria de —|h(t)|. Quando t & ¢, temos que, conforme Figura

10

Abs(h(t)){A linha sclida)

Figura 5.3: Ezemplo de uma trajetéria de |h(t)|. Fonte: [61)].
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R B 16
D) = Fray | et

B S e G T S o R V1o |
“T-a) </ A e T <t—¢>ad>

sgn(h(t)) GDF (1) =
o Xr3 | sgn(h(t))h(r)|’ i Xp5 | sgn(h(t))h(T)| _ [ Issa(h@)R(D)"
~i-a) </ (el Wy e ol Wy i d)
Na parte A, se sgn(h(t))h(r) = |h(7)|, n6s temos que
A ()l e sen(h()R(T))
/0 (tT)adT_/o (R
) T L1Co P o R TGy L e o
/0 = T)adT = /0 = 7_)O[alT + /sz t— 7)o dr. (5.12)

>

Perceba que, paraa < 1 et € [0, Xp2), (t—lT)O‘ < (t—)%pz)o‘ . De maneira andloga, se 7 € (Xp2, 0], ﬁ
m. A primeira integral do lado direito da Equacao 1' é positiva e |h(7)|" > 0, enquanto
a segunda integral é negativa e |h(7)|" < 0. Assim,

Xp3 ’h(T)’I 1 Xp2 1 Xps3
dr < / h(t)'d +7/ ht)|'dr
L et < e MO e [ )

=——"<0.
(t*ng)a -

Agora, se sgn(h(t))h(7) = —|h(7)|, teremos

A (sgn(h(Dh(D))' P WD) e ()l
/0 (t— ) dr = /0 (t—r)ad >0>/0 (t—r)ad

Na parte B, se sgn(h(t))h(r) = |h(7)|, entao

/Xps ()", [P (@A)

Xp3 (t - T)a Xp3 (t - T)a

De forma andloga & parte A, observando a Figura [5.3] temos que

[ By O

Xp3 (t - T>a Xps3 (t - T)a Xpy (t - T)a
1 Xpa , 1 Xps ,
< (/ () dr + 7/ ()| dr

l— Xp4)a Xps3 (t - Xp4>a Xp4
_ Yps —Yps <o.
(t — Xp4)a

Se sgn(h(t))h(r) = —|h(T)|, temos que, na parte B

[ OO R

Xps (t—m7) Xp3 (t—7)~ Xps (t—71)



64 ESTABILIDADE DE HOPFIELD EM REDES NEURAIS FRACIONARIAS 5.2

Na parte C, se h(t) > 0 ou h(t) < 0 teremos

P L)y T

Xps (t - T)a Xps (t - T)a

Entéao, para concluirmos, temos que

SFin) < e [ S —smnn§osne (513

para qualquer ¢t ¢ ¢. Como a medida de ¢ e zero, a desigualdade é quase sempre assegurada.
Com mais do que um ponto extremo na parte B, a desigualdade ainda seria assegurada.
Na Figura dividimos a parte B de |h(t)| em 10 partes por pontos. Chegariamos em resultados
similares se fizéssemos a integragao em [11, Thol, [T2, t3], [T4, to], [T5, te], [T7, T3] respectivamente. W
Podemos ver que o Teorema estabelece uma conexao entre “D?|h(t*| e “DFh(t), o que é
necessario para verificar a 1-norma de x satisfazendo a desigualdade .
Considere a RNHF da Equagao (4.15))

0D o(t) = —apve(t) + i bijpi(v;(t)) + Ix(t) (5.14)
k=1

onde ap = ﬁ, by = wF—’Z e I, denota a corrente aplicada exteriormente que pode ou nao depender
do tempo. Caso I nao dependa do tempo, o seguinte teorema ¢é valido:

Teorema 5.4 (Estabilidade de Mittag-Leffler para RNHF com entradas externas contantes)
[61] Considere as sequintes suposi¢oes a respeito do sistema :

(A1) As fungées de ativagao sao continuas e Lipischitizianas em R com constante de Lipschitz
L; >0, ou seja
1£5(01) — £5(w2)] < Lifvn —val.

que assequra a existéncia e unicidade das solucoes.

(A2) Eziste constantes positivas cp(k = 1,...,n) tal que

C = a — Z ’bjk|Lk > 0. (515)
j=1

Sob estas condigoes, o sistema|).14| € globalmente Mittag-Leffler estdvel.

Demonstracao. Primeiramente, vamos provar a existéncia e unicidade do ponto de equilibrio do
sistema Considere a aplicacio H(p) = (H(p1), ..., H(pn))T, onde

n
by .
Hk(p) = Zbkj@k (;) 4+ I, i =1,...,n, (5.16)
j=1 J
para p = (p1,...,pn)T € R™. Usando a suposicio (A1) para dois vetores quaisquer p,q € R™, temos

n n

pj qj |brj1 1
S (o (2) - (2)) < £ -
j=1 J J j=1 J

|H;(p) — Hi(q)| =
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Seja a 1-norma de x, ||z|[1 = 7 |x|, para v = (1, ...,2,)T € R™ . Assim,

n

|bk |1
Z . j‘ J_QJ|
j=1

|bk |I
( —= | j_q]’

ijkuk

IN

|H(p) — H(g)|l1 = >_ |Hi(p) — Hi(q)| <>

k k
=>
k

Da suposicdo (A2) temos que 3774 [bjk|lx < ar = 3274 < 1. Entao,

Z(Z'b'” )ij—qj!<2|pj gl = llp — dll1. (5.17)

Da Equagao (5.17), podemos ver que a aplicacio H : R" — R™ é uma contracdo em R™, pois
|H(p) — H(q)|l1 <|lp—ql|li- Assim, pelo teorema do ponto fixo de Banach, existe um tnico ponto
fixo p € R™ tal que H(p) = p, ou seja,

n _
_ p .
D = E bikp; (a-) + I,i=1,...,n. (5.18)
j

Jj=1

_Pk

Se denotarmos vy = £& para ¢ = 1, ..., n, entdo substituindo na Equacao 1’ temos

n
—aipUE + ijkgoj(vj) +0L,=0,i=1,...,n
j=1
o que mostra que v = (v_1,...,v,)7 é o tinico ponto de equilibrio do sistema ([5.14)). Vamos provar
agora que o ponto de equilibrlo desse sistema é Mittag-Leffler estavel (de acordo com o Teorema
Sejam duas solugdes z(t) e y(t) do sistema (5.14) com condigdes iniciais diferentes e e(t) =

(e1(t), ...,en(t))T = y(t) — 2(t). Neste caso, e(t) também seria solugio, ou seja,

ODfer(t) = —arex(t) + D by (i (y; (1) — @5(x;(1)))- (5.19)
j=1

Para a < 1, ex(t) deve ser continuamente diferencidvel. Entao w

dle(7)]
dr

é continua por partes (nao
é diferencidvel apenas onde e(t) = 0 com €'(t) # 0), e lim,_;+
construimos uma funcao de Lyapunov como

existe pata t € [0,00). Entao

Vit e(t) = lle(®)]lr = Z lex(t) (5.20)

Veja que claramente a funcéao (5.20)) satisfaz a condigao (5.9)). De acordo com o Teorema ([5.3))

n n

DRV (T e(th)) = D IDFlex(tt) < D sen(ex(t)) 5Dy ex(t)

k-1 k=1

= _sen(ex(t)) [ —arer(t) + Y bij(wi(y;(t) — wj(z;(2)))
k=1

=1



66 ESTABILIDADE DE HOPFIELD EM REDES NEURAIS FRACIONARIAS 5.2

Da suposi¢dao (Al) temos que, continuando,

M=

DIVt e(t) < D | —anen(t) + 3 Lj\bkjllej(t)\]
j=1

i
I

I
M=

—ager(t) + i Lk\bjkllek(t)]

=1

i
I

I
M=

ay — ZLk!bjk\] lex (2],

=1

=
Il
A

e da suposigao (A2) chegamos a
GDFV(tF,e(t)) < —clle(t)]|1, (5.21)

onde ¢ = min{cy, ..., cn }.

Assim, a desigualdade ((5.21)) satisfaz a condigdao (5.10). Portanto, a solu¢ao do sistema ((5.19))

¢é globalmente Mittag-Lefller, ou seja,
lle(®)[lr < V(0,e(0))Ea(—ct®).
Sendo v o tnico ponto de equilibrio e v(t) uma solugao do sistema , entao
[lo(t) = o[l < V(0,0(0) = ) Ea(—ct®),

0 que mostra que o sistema é globalmente Mittag-Leffler estavel. |

No caso em que o sistema tenha I dependente do tempo, tal sistema torna-se nao
autéonomo e talvez ndo tenha nenhum ponto de equilibrio. Apesar disto, sua estabilidade ainda
pode ser assegurada. Nao apenas isto, mas podemos assegurar que tal sistema tem um ponto de
equilibrio uniformemente estavel e estabelecer um raio ¢ onde a trajetéria z(t) se mantenha em seu
interior.

Teorema 5.5 (Estabilidade de Mittag-Leffler para RNHF com entradas externas dinamicas)
[61] Suponha que as condi¢ies (A1) e (A2) do Teorema sao satisfeitas para o sistema

com Iy, limitado por My e dependente do tempo. Neste caso, o sistema € uniformemente estdvel e

existe T >ty tal que para todo t > T e qualquer solug¢do v(t),

k@l <+ (522)

onde ¢ = min{cy, ..., cn}, W = 3751 370 (|brjllo(0)] + My) e 0 < e << 1.

Demonstracao. Podemos construir uma fungao de Lyapunov V (¢, z(t)) = ||z(¢)||1. Procedendo de
forma andloga a demonstracao do Teorema temos que

DOV (tHa(tt) = i D)) < 3 sem(aa(t) DY (1)
=1 =1
= sgn(w(t)) {—am(t) + > by (fila(t) = £50)) + > bij f5(0) + I
= =

i=1

IN

—Z |:az ZIl|b]Z| |$t‘+2(2|bﬂ||f1 H‘M)
i=1 i=1 \j=1

< —cV(t,x(t )) +W ==V eth)+W
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Vamos considerar o sistema com uma dimensao {D¢z(t) = —cz(t) + W. De acordo com o Teorema
o unico ponto de equilibrio desse sistema, z = % é Mittag-LefHer estdavel, e consequentemente
assintoticamente estavel, ou seja, lim;_, ||2(t)—Z|| = 0. Devido ao Lema como DV (t, z(t)) <
CD?2(t), temos que V (¢, z(t)) < z(t) com V(0,2(0)) = z(0). Entao, existe T > ty tal que, para
todot > 1T,

2] < lim 2(8) + ¢ = % te

t——+o00

Exemplo 5.1 Vamos considerar agora a rede de Hopfield do Exemplo ( com a diferenca da
derivada ser fraciondria,

CDYy (t) = —6u1(t) + 2 sen(v1(t)) + sen(va(t)) — 3 sen(vz(t)) + I
CDYy(t) = —5ua(t) — 2 sen(v1(t)) — 0.4 sen(va(t)) + sen(vs(t)) + I (5.23)
SDfvs(t) = —8us(t) + sen(vi(t) — 2.5 sen(va(t)) + 3.5 sen(vs(t)) + I3

Supondo as entradas Iy = 7w — 4,1o = 2 e I3 = 3 — 4w, ou seja, entradas constantes, as condigoes
(A1) e (A2) do Teorema sao verificadas facilmente. Entdo, o inico ponto de equilibrio desse
sistema é globalmente Mittag-Lefller estavel, como pode ser verificado observando as Figura
para diferentes valores de o e com condicio inicial (4,4, 4)7.

Agora suponha entradas externas dependentes do tempo, I;(t) = 0.8 cos(t), I2(t) = —0.2 sen(t)
e I3(t) =t +1 As condigbes (A1) e (A2) ainda sdo asseguradas e, de acordo com o Teorema o

sistema é uniformemente estavel. Entao existe um tempo 7' > to tal que |vi(t)| < [|z(t)[| < & + €.
Como |I| < My, , podemos escolher My = 0.8, My =0.2¢e Mz =1¢

)
]
NE

(Ibi;] sen(0)] + My) = 2

k=1j=1
3
c1=6- |bj|=5
7=1
3
c2=5-> |bjo| =3.1
j=1
3
03:8—2‘ jg‘:6.5,

<.
Il
_

o que leva a |vg(t)] < 0.65 supondo € = 0.01. Com diferentes valores para « e com condi¢ao
inicial (4,4,4)" , a Figura mostra que, para T > 5 por exemplo, todas as solugoes satisfazem
| < 0.5,k =1,2,3.
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35

2.5

w(t)

0.5

—
= 1
=

Figura 5.4: Solucdo da FHNN com condicdo inicial (4,4,4)T para os valores de o = 0.9, 0.8, 0.7, 0.6
e 0.5 em cada uma das coordenadas de v(t) = [v1(t),va(r), v3(t)]T.
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w(t)

Figura 5.5: Solu¢io da FHNN com condicdo inicial (4,4,4)T e constantes externas dependentes do tempo
para os valores de o = 0.9, 0.8, 0.7, 0.6 € 0.5 em cada uma das coordenadas de v(t) = [v1(t),v2(r),v3(t)]T.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos inicialmente as principais propriedades das derivadas e integrais
fraciondrias com a interpretacdo de Caputo e Riemann-Liouville. Expusemos uma interpretagao
fisica para essas derivadas, baseada no conceito de memoria de um sistema, e estudamos ferramen-
tas necessarias para o estudo das equacodes diferenciais ordinarias fracionérias, como a funcao de
Mittag-Leffler e a transformada de Laplace. Com isso, como uma primeira proposta deste traba-
lho, demonstramos os teoremas de existéncia e unicidade de uma EDOF, utilizando os classicos
teoremas de ponto fixo da anélise funcional.

O estudo da estabilidade de pontos de equilibrio de equagoes diferenciais fracionarias é um
area bastante investigada atualmente e possui diversas aplicacdes. Neste trabalho mostramos um
critério de estabilidade proposto em 2009, a estabilidade de Mittag-Leffler, que tem a estabilidade
em lei de poténcia e exponencial como casos particulares. A partir disto, deduziu-se uma extensio
do método direto de Lyapunov para sistemas de ordens nao inteiras.

Para demonstrar a efetividade da estabilidade de Mittag-Leffler, estudamos sua aplicagdo para
os pontos de equilibrio de redes neurais Hopfield de ordem fracionaria. Uma condi¢do suficiente
de estabilidade de Mittag-Leffler para redes neurais Hopfield de ordem fracionaria com entrada
constante é dada. A estabilidade uniforme de redes neurais Hopfield de ordem fracionaria com
entrada dependente do tempo foi analisada e discutida.

Apresentamos também uma generalizacdo do capacitor, onde o capacitor comum da rede neural
Hopfield de ordem inteira de tempo continuo é substituido pelo capacitor fracionario, dando origem
ao chamado modelo de rede neural de Hopfield de ordem fracionéria.

Sobre a rede de Hopfield fracionéria, ainda é um tépico de pesquisa muito recente e promissor
com relagdo a sua dindmica e comportamento dos pontos de equilibrio e, devido ao fato de modelos
de ordem fracionaria possuirem melhor descricdo de memoria, possiveis aplicagoes futuras podem
demonstrar sua efetividade em comparacio as redes de Hopfield em ordem inteira.

Sobre sugestoes de pesquisas futuras, uma extensao natural deste trabalho seria estudar critérios
de estabilidade de redes neurais fracionarias com mais de um ponto de equilibrio e abordar redes
neurais de Hopfield fracionarias atrasadas e impulsivas, ja que tais redes podem sofrer perturbagoes
impulsivas que podem afetar comportamentos dindmicos dos sistemas, assim como atrasos de tempo
que é inevitavel na pratica e capaz de causar oscilagdes ou instabilidades em sistemas dinamicos.
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Apéndice A
Teoremas de Ponto Fixo

Vamos primeiro relembrar alguns resultados tteis em andlise funcional.

Definicao A.1 (Espago Métrico) Seja U um conjunto nao vazio. Uma métrica sobre um con-
junto U € uma aplicacdo d : U x U — R que a cada par de elementos u,v € U associa um nimero
real positivo d(u,v), que serd denominado como distancia entre u e v, de modo que, para qualquer
elemento u,v,w € U tem-se:

1. d(u,v) >0 e d(u,v) =0< u=wv;

Defini¢do A.2 (Espago métrico completo) Seja (U,d) um espago métrico. Este espago métrico
é completo quando toda sequéncia de Cauchy em U é convergente em U.

Defini¢ao A.3 (Equicontinuidade) Uma familia de fungées F' € Cla,b] é dita ser equicontinua
quando, para cada € > 0 existe algum 6 > 0 tal que para f € F e x,x* € [a,b] com |x — z*| < 4,
nds temos |f(x) — f(x*)| <e.

Definigdo A.4 (Conjunto Relativamente Compacto) Seja (U,d) um espago métrico e F C
U. O conjunto F ¢ relativamente compacto em U se o fecho de F é um subconjunto compacto de

E.

O teorema a seguir é um resultado muito importante na Andlise, pois determina quais sdo as
condicOes necessarias e suficientes para que um conjunto de fungbes, com valores em um espaco
métrico (U, d), seja relativamente compacto em U.

Teorema A.1 (Teorema de Arzela-Ascoli) Seja F' € Cla,b] para algum a < b e admita que
este conjunto estd equipado com a norma do supremo. Entdo, F € relativamente compacto em
Cla,b] se F ¢é equicontinuo e uniformemente limitado (ou seja, existe uma constante C' > 0 tal que
|| f|]| < C para cada f € F) .

Demonstragao: Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [5].

Para demonstrar os teoremas de existéncia e unicidade em equacoes diferencias ordinérias fra-
ciondrias, usamos os teoremas de ponto fixo de Weissinger e Schauder. O primeiro é uma genera-
lizagdo do ponto fixo de Banach e pode ser enunciado como:
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Teorema A.2 (Teorema do Ponto Fixo de Weissinger) Seja (U,d) m espago métrico nao-
vazio e completo, e a; > 0 para cada j € N e tal que ZJO»';O a; converge. Além disso, seja a
aplicacdo A : U — U satisfazendo a desigualdade

d(Alu, ATv) < ayd(u,v) (A.1)

para cada j € N e cada u,v € U. Entdo A tem um tinico ponto fizo determinado u* e, para qualquer
ug € U, a sequéncia (Ajuo)]o.il converge para o ponto fizo u*.

Demonstragao: Pode ser encontrada em [57].
Uma consequéncia imediata deste teorema é o teorema a seguir

Teorema A.3 (Teorema do Ponto Fixo de Bannach) Seja (U,d) um espagco métrico com-
pleto ndo vazio. Seja 0 < a < 1 e a aplicagdo A : U — U satisfazendo a desigualdade

d(Au, Av) < ad(u,v) (A.2)

para todo u,v € U. Entdo A tem um tnico ponto fixo u*. Além disso, para qualquer ug € U, a

A . y oo
sequéncia (Aju)j:1 converge para o ponto fixo u*.

Quando queremos assegurar apenas a existéncia de ponto fixo, podemos trabalhar com uma
hipotese mais fraca para o operador em questdo. O teorema do ponto de Schauder assegura as
hipéteses para a existéncia de solugdes:

Teorema A.4 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder) Seja (E,d) um espago métrico com-
pleto, U um conjunto convexo e fechado de E, e a aplicagio A : U — U tal que o conjunto
{Au : uw € U} € relativamente compacto em E. Entdo A tem pelo menos um ponto fizo.

Demonstragao: Pode ser encontrada em [30].
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Apéndice B
Aplicacao no Matlab

A solugao do sistema de equagoes diferenciais ordindrias dada pela rede neural do exemplo[5.1] foi
encontrada com o uso do algoritmo FDE12, disponivel em [15]. Trata-se de uma implementagao de
um método numérico para resolucdo de EDOF’s, o método preditor-corretor de Adams-Bashforth-
Moulton, descrito em [13].

Algoritmo usado para o Exemplo

a=1; mu=4 ,;

fdefun = Q(t,v) [—6%xv(1)+2*sin(v(1l))+sin(v(2))—=3*sin(v(3))+ 0.8xcos(t)
’—5*v(2)—2*sin(v(1))—O.4>|<Sin(v(
—8+v (3)+sin(v(1l))—2.5xsin (v (2)
t0 = 0 ; tfinal =20 ; y0O = [4 ; 4
h = 2°(-6) ;

2))+sin (v(3))—0.2«xsin(t);
)+3].5*sin(v(3))+(t—1)/(t+1)} :
4]

[t | = fdel2(0.9,fdefun ,t0, tfinal ,y0,h)
[t ] = fdel12(0.8,fdefun ,t0, tfinal ,y0,h)
[t, y3] = fdel2(0.7,fdefun ,t0,tfinal ,y0,h) ;
[t ] = fdel2(0.6,fdefun ,t0,tfinal ,y0,h)
[t | = fdel2 (0.5, fdefun ,t0, tfinal ,y0,h)

figure (1)

plot (t,y1(1,:),t,y2(1,:),t,y3(1,:) ,t,y4(1,:),t,y5(1,:));
xlabel ("t 7)) ; ylabel('vI(t)’) ;

legend (’alfa=0.9",’alfa=0.8","alfa=0.7", alfa=0.6", alfa=0.5") ;
figure (2)

plot (t,y1(2,:),t,y2(2,:),t,y3(2,:),t,y4(2,:),t,y5(2,:));
xlabel (7t 7)) ; ylabel('v2(t)") ;

legend (’alfa=0.9",’alfa=0.8","alfa=0.7", alfa=0.6", alfa=0.5") ;
figure (3)

plot (t,y1(3,:),t,y2(3,:),t,y3(3,:),t,y4(3,:),t,y5(3,:));

xlabel ("t7) ; ylabel("v3(t)’) ;

legend (’alfa=0.9","alfa=0.8","alfa=0.7", alfa=0.6", alfa=0.5") ;
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