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“Ha um tempo

em que € preciso abandonar as roupas usadas
que ja tem a forma do nosso corpo

€ esquecer 0s nossos caminhos

que nos levam sempre aos mesmos lugares.

Eo tempo da travessia

E se ndo ousarmos fazé-la
Teremos ficado para sempre
A margem de nés mesmos.”

— Fernando Pessoa
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Resumo

Na Inferéncia Estatistica, é comum, apds a realizacao de um experimento, testar simultane-
amente um conjunto de diferentes hipéteses de interesse acerca de um parametro desconhecido.
Assim, para cada hipdtese, realiza-se um teste de hipotese e, a partir disto, conclui-se algo sobre os
parametros de interesse. O objetivo deste trabalho é avaliar a (falta de) concordancia lgica entre
as conclusoes obtidas a partir dos testes realizados apds a observacao de um vnico experimento.

Neste estudo, é apresentada uma definicao de classe de testes de hipdteses, uma funcao que para
cada hipdtese de interesse associa uma funcao de teste. Sao entao avaliadas algumas propriedades
que refletem como gostariamos que testes para diferentes hipéteses se comportassem em termos de
coeréncia logica. Tais propriedades sao exemplificadas através de classes de testes que as satisfa-
zem. A seguir, consideram-se conjuntos de axiomas para classes. Estes axiomas sdo baseados nas
propriedades mencionadas. Classes de testes usuais sao investigadas com relacao aos conjuntos de
axiomas propostos. Sao também estudadas propriedades advindas de tais conjuntos de axiomas.
Por fim, estuda-se um resultado que estabelece uma espécie de conexao entre testes de hipdteses e

estimagao pontual.

Palavras-chave: Testes simultaneos, Teoria da decisao, Regras de decisao, Monotonicidade, Pro-

priedades légicas.
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Abstract

In Statistical Inference, it is usual, after an experiment is performed, to test simultaneously
a set of hypotheses of interest concerning an unknown parameter. Therefore, to each hypothesis,
a statistical test is performed and a conclusion about the parameter is drawn based on it. The
objective of this work is to evaluate the (lack of) logical coherence among conclusions obtained
from tests conducted after the observation of a single experiment.

In this study, a definition of class of hypotheses tests, a function that associates a test function
to each hypothesis of interest, is presented. Some properties that reflect what one could expect (in
terms of logical coherence) from tests to different hypotheses are then evaluated. These properties
are exemplified by classes of hypotheses tests that respect them. Then, sets of axioms based on the
properties studied are proposed to classes of hypotheses tests. Usual classes of hypotheses tests are
investigated with respect to these sets of axioms. Some properties related to these sets of axioms
are then analyzed. At last, a result which seems to connect hypotheses testing and point estimation

is stated.

Keywords: Simultaneous tests, Decision Theory, Decision rules, Monotonicity, Logical properties.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideragoes Preliminares e Objetivos

Na Inferéncia Estatistica, quando hé interesse em se testar um determinado conjunto de hipéteses
simultaneamente apds a realizacdo de um experimento, ¢ comum buscar estabelecer critérios de
otimalidade que os testes para cada uma das hipdteses (com duas alternativas cada: nula e alter-
nativa), individualmente, devem satisfazer. Exemplos destas propriedades sdo a minimizacao de
probabilidades de erros de tomada de decisao, sob a abordagem cléssica, e a minimizagao de perda
esperada, sob a abordagem bayesiana. Assim, sdo derivados os testes Uniformemente Mais Pode-
rosos (UMP), Testes da Razao de Verossimilhancas Generalizada (TRVG) e os Testes de Bayes,
entre outros. Contudo, raramente avaliam-se quais propriedades seriam razodveis de se esperar
que tais testes satisfizessem conjuntamente. Por exemplo, ao se realizar uma Analise de Variancia
(ANOVA), usualmente tem-se interesse em varias hipdteses relacionadas as igualdades das médias
dos diferentes grupos. Ao testd-las das formas usuais, é comum incorrer em algumas contradigoes,
sob o ponto de vista légico. Por exemplo, é comum concluir-se, simultaneamente, que a média do
primeiro grupo é igual a do segundo, que a média do segundo grupo é igual & do terceiro e que a
média do primeiro grupo é diferente da do terceiro. Evidentemente, de um ponto de vista estri-
tamente légico, tal situacao nao poderia ocorrer. Neste trabalho, buscou-se especificar e estudar
algumas propriedades que poderiam se esperar quando se tem interesse em realizar uma série de
testes de hipdteses, cada um com duas alternativas. Exemplos de conjuntos (classes) de testes que
satisfazem tais propriedades sao mostrados. Sao também caracterizados conjuntos de propriedades

desejdveis (desideratas).

1.2 Definicoes Basicas

Neste trabalho, denotamos por © o espago paramétrico, cujos elementos sao denotados por 6, x
é 0 espago amostral, que tem como elementos z, o(A) é uma o-dlgebra de subconjuntos do conjunto
nao vazio A e P = {Fy : 6 € O} é uma familia de distribui¢oes de probabilidade em o(x) indexadas
por #. O simbolo V,(6) é utilizado para designar a fungao de verossimilhanga no ponto 6 gerada
pela observagao z. Ademais, I(.) é, como em Gerber et al. [8], a fungao indicadora da afirmacao A:

ela vale 1 quando A é verdadeira e 0 caso contrario. Por exemplo, I(6 < 0) vale 1 quando 6 < 0 e
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0 caso contrario. Observa-se que esta definicao é diferente da definicao usual de fungao indicadora.
O simbolo I é utilizado para designar um conjunto de indices arbitrario, podendo, em particular,
ser nao enumeravel.

A seguir, definimos uma hipétese estatistica. Tal defini¢ao encontra-se em Casella e Berger [2].

Definicao 1.1. (Hipdtese estatistica) Uma hipdtese estatistica € uma afirmagdo sobre um

parametro populacional.

Nota: Uma hipotese é usualmente formulada como H : § € A, em que A é um subconjunto do
espago paramétrico. Neste trabalho, faremos o seguinte abuso de notacao: utilizaremos A como
sinbnimo de H. Isto é, apesar da hipdtese ser uma afirmagdo sobre os parametros, ela também
sera considerada um subconjunto do espago paramétrico. Assim, serao feitas afirmacoes do tipo
“Consideremos a hipétese A C ©”, quando o formal seria “Consideremos a hipétese H : 0 € A”.

Em um problema de testes de hipdteses, a hipdtese que se deseja testar em geral é chamada de
hipdtese nula (Hp ou H). Definida esta hipétese, fica especificada a chamada hipdtese alternativa
(H4 ou Hj), que nada mais é que o complementar de Hy. Neste trabalho, utilizaremos apenas as

hipéteses nulas, de modo que as respectivas hipdteses alternativas ficam subentendidas.

Definicao 1.2. (Teste de hipdtese) Seja (x,0(x),{Ps : 0 € O}) um modelo estatistico. Seja
A C O uma hipdtese. Um teste de hipdtese para A é uma funcao o(x)-mensurdvel ¢ : x — {0,1}
que, para cada possivel observacdao x € x, associa o numero 0 ou 1. O walor 0 estd associado
a aceitagao (ou nao rejeicio) de A, enquanto que o valor 1 estd associado d rejeicio (ou ndao
aceitagdo) de A. O conjunto ¢~ 1({1}) é chamado de regido critica (regido de rejei¢io) do teste ¢

para A. ¢~1({0}) é chamado de regido de aceitacio do teste ¢ para A.

Um teste de hipdtese se refere a um tnico problema de decisao com duas alternativas. Neste
estudo, temos o objetivo de estudar a plausibilidade de varias hipéteses simultaneamente através
de testes a serem conduzidos ap0s a realizacao de um tnico experimento. Iremos supor que estamos
interessados em um conjunto de hipdteses que formam uma o-algebra do espago paramétrico. A
ideia de uma classe de testes de hipdteses, que sera definida a seguir, é, através de um tinico objeto,
L, associar a cada hipétese da o-algebra escolhida um teste de hipotese. Uma defini¢ao de classe de
testes de hipdteses apropriada para nossa abordagem encontra-se em Silva [13], e a reproduzimos

a seguir:

Definigao 1.3. (Classe de testes de hipdteses) Seja o(©) uma o-dlgebra de subconjuntos de
©. Seja ¥ ={¢:x — {0,1} tal que ¢ € o(x)-mensurdvel} o conjunto de todas as fungées de teste.
Uma classe de testes de hipdteses é uma fungao L : 0(©) — ¥ que, para cada hipétese A € 0(0©),
associa o teste L(A) € ¥ para testar Hy : 0 € A contra Hy : 0 ¢ A. Assim, para A € 0(©) e
x € x, L(A)(x) representa a decisdo de aceitar, caso L(A)(x) = 0, ou rejeitar, caso L(A)(x) =1,

a hipdtese A apds observar o ponto x.

A seguir, exemplificamos o conceito de classe de testes através de duas classes que sao induzidas

por testes usualmente utilizados.
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Exemplo 1.1. (Classe de Testes da Razao de Verossimilhancas Generalizada de nivel
a) Suponhamos que © = R" e seja 0(0O) = P(O) o conjunto das partes de ©. Para cada A € 0(0),
seja L(A) : x — {0,1} definida como

supge 4 Va(0) >
LA)(x) =1 —"—2—"L<ca|, Yz €,

e =1 (e X
em que ¢4 € [0,1] é escolhido de tal forma que supge 4 P(L(A)(X) = 1|0) = a, a € (0,1) fixado
previamente. Em palavras, esta é a classe que associa a cada hipdtese A € P(0) o teste da Razao

de Verossimilhangas Generalizada (TRVG) de nivel a para A (Casella e Berger [2]).

Exemplo 1.2. (Testes baseados em probabilidades a posteriori) Suponhamos o mesmo
cendrio do Exemplo 1.1, mas, desta vez, com ¢(©) = B(0), os borelianos de ®". Suponhamos
também que estd fixa uma medida de probabilidade a priori P para ©. Para cada A € 0(0), seja
L(A) : x — {0,1} definida como

L(AY () =T <IP>(A|9c) < ;) Vrexy,

onde P(.|z) é a distribuigdo a posteriori de 6, dado x. Em palavras, esta é a classe que associa, a
cada hipdtese A € B(R"), o teste que aceita A quando sua probabilidade a posteriori é maior ou
igual a 1/2. Como, para cada A € 0(©), o teste baseia-se apenas nas probabilidades a posteriori

de A, doravante chamaremos tais testes de testes baseados em probabilidades a posteriori.

O]

Notemos que a Defini¢ao (1.3) permite que o conjunto de hipdteses de interesse no Exemplo
1.2, B(R"), seja tal que de fato é possivel atribuir probabilidade a cada um de seus elementos. A
classe apresentada neste exemplo nao estaria bem definida se a o-dlgebra do Exemplo 1.1, P(©),
fosse utilizada (Royden [17]). Nota-se também que, alternativamente, uma classe de testes de
hipdteses poderia ter sido definida em uma classe de subconjuntos de © que nao fosse uma o-
algebra. Contudo, optou-se por defini-la desta forma para acomodar probabilidades sobre ©.

Do ponto de vista bayesiano, um teste de hipdteses é sempre derivado através de um pro-
cedimento de minimizagdo da perdas esperadas (DeGroot [3]). Assim, fixadas uma medida de
probabilidade para 6 e, para cada A € 0(©), uma fungao de perda L4 : {0,1} x © — R (em que a
decisdo 0 representa a aceitacao da hipétese nula, e a decisao 1, sua rejeigao), podemos derivar um
teste de Bayes para cada uma das hipéteses A € ¢(©). Como derivamos um teste de Bayes para

cada uma das hip6teses em o(0), podemos considerar a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.4. (Classe de testes bayesianos gerada por uma familia de funcgées de

perda) Seja (x X ©,0(x x ©),P) um modelo estatistico bayesiano. Seja (La)acoo) wma familia
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de fungoes de perda, em que Ly : {0,1} x © — R € a funcao de perda associada ao teste para a
hipétese A € 0(©). Uma classe de testes bayesianos L gerada por (La)aco(o) € qualquer classe de
testes de hipdteses definida sobre os elementos de o(©) tal que L(A) é um teste de Bayes para a
hipétese A contra P,VA € (0).

Notamos que com pequenas adaptagoes na formulagao das fungdes de perda (La)acq (o), @
Definigao (1.4) contempla também testes bayesianos gerados por fungdes de perda que dependem

também da amostra.

Exemplo 1.3. (Testes baseados em probabilidades a posteriori) Suponhamos o mesmo
cendrio do Exemplo 1.2 e que (La)acs(0) ¢ a familia de fungoes de perda com L4(0,0) =1(0 ¢ A)
e Lg(1,0) =1(0 € A), V0 € ©, VA € 0(0). Em palavras, perde-se uma unidade em caso de erro e
nao se perde nada em caso de acerto. Entao, a classe £ definida no Exemplo 1.2 é uma classe de

testes bayesianos gerada por esta familia de funcoes de perda. A classe definida por
1
L(A)(x) =1 (IP(A|$) < 2) , VA€ o(0) eVrx €y,

também é uma classe de testes bayesianos gerada por esta mesma familia de fungoes de perda.

1.3 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2, discutimos algumas propriedades que podem ser esperadas de classes de testes de
hipéteses. Exemplos de classes que as satisfazem sao mostrados. Além disso, algumas caracteristicas
relacionadas a estas propriedades sao analisadas. No Capitulo 3, estudamos algumas desideratas
(conjuntos de axiomas) propostas com base nas propriedades estudadas anteriormente. Finalmente,
no Capitulo 4, concluimos a dissertagao e discutimos alguns aspectos que nao foram contemplados
neste estudo. No Apéndice A, é apresentado o conceito de ultrafiltro, que é complementar ao

Capitulo 2. O Apéndice B contém a demonstragdo do Exemplo 2.8.



Capitulo 2

Propriedades de classes de testes de hipoteses

A seguir, em cada se¢do, descreveremos uma propriedade possivelmente desejavel para classes
de testes de hipdteses. Cada se¢ao sempre serd introduzida por um exemplo que tem por finalidade
motivar as consideracoes de tais propriedades. Estudamos também algumas caracteristicas destas

propriedades, bem como alguns exemplos de classes que as satisfazem.

2.1 DMonotonicidade

Exemplo 2.1. Suponhamos que em um estudo caso-controle verifica-se, em cada individuo de uma
amostra, seu genétipo em um determinado locus. Os resultados encontram-se na Tabela (2.1). Tais
valores foram retirados de Lin et al. [12] em um estudo cujo objetivo era verificar a hip6tese de que
subunidades do gene GABA 4 contribuem para uma condi¢ao conhecida como distirbio do uso de

metanfetamina.

Tabela 2.1: Frequéncias genotipicas amostrais

y | AA | AB | BB | Total |

Caso 55 | 83 | 50 188
Controle || 24 | 42 | 39 105

Aqui, o conjunto dos possiveis gendtipos é G = {AA, AB, BB}. Seja vy = (Y44,7YAB,VBB), onde
~; € a probabilidade de que um individuo do grupo caso tenha genétipo i, i € G. Analogamente,
seja w = (wa4,7AB, TBB), onde m; é a probabilidade de um individuo do grupo controle tenha
gendétipo i, 1 € G. O espaco paramétrico natural é
© = {(va4,74B: VBB, TAA, 7B, TBB) € R + D6V = Yieq™ = 1}, enquanto que o espaco
amostral é x = {(z44,24B,TBB,YAA,YAB,yBR) € NO : YicgTi = 188 e Y . gy = 105} . Consi-
derando o modelo produto de multinomiais (Paulino e Singer [14]), temos que a verossimilhanca é
dada por

Vay(0) o [[17 [[=V, vo €O,
i€G s
em que x e y sao os vetores de observacoes do grupo caso e controle, respectivamente.

Neste contexto, duas hipoteses sao de interesse em geral: HOG iy =, isto é, a hipdtese de que

5
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as proporg¢oes genotipicas sao iguais nos dois grupos e H64 D yaA+ %VA B =TaAA+ %71’,4 B, a hipdtese
de que as proporgoes alélicas sao as mesmas nos dois grupos.

Os p-valores obtidos através dos testes Chi-quadrado usuais (Paulino e Singer [11]) para essas
hip6teses sdo, respetivamente, 0,152 e 0,069 (estes valores foram calculados através do método
de Monte Carlo; nao foi utilizada a aproximacao pela distribuicdo chi-quadrado). Deste modo,
vemos que, ao nivel de significancia de o = 10%, H()4 é rejeitada, mas Hg; nao. Isto é, conclui-
se que as proporcoes genotipicas sdo consideradas as mesmas nos dois grupos, enquanto que as
alélicas nao. Contudo, se 8 é tal que vale Hg, entao v; = m;, Vi € G. Desta forma, 6 é tal que
YA+ %’YAB = TaA + %WAB e, portanto, vale H(f‘. Em palavras, se as proporcoes genotipicas sao

as mesmas nos dois grupos, entao as proporcoes alélicas também devem ser as mesmas.

O]

O exemplo anterior mostra uma situagdo em que aceitamos uma hipétese mas rejeitamos outra
hipétese que é implicada pela primeira. Uma propriedade que poderia se esperar que testes de
hipdteses satisfizessem é justamente a oposta: se uma hipétese é aceita, entdao outra hipdtese
que a contém também deve ser aceita. Tal propriedade foi estudada por alguns autores como
Gabriel [7], Lehmann [10] e [11], Schervish [19], Lavine e Schervish [9], Rom e Holland [1(] e
Betz e Levin [1] (os dois tltimos artigos a estudam especificamente no caso da ANOVA). Nestes
trabalhos, esta propriedade é chamada de coeréncia. No presente estudo, preferimos designé-la por
monotonicidade, como em Fossaluza [5] e Silva [18], uma vez que avaliamos outras propriedades

que também poderiam ser chamadas de coeréncia.

Definicao 2.1. (Monotonicidade) Uma classe de testes L € mondtona (isto €, atende a mono-
tonicidade) se, e somente se, VA,B € 0(0), A C B = L(A) > L(B). Em palavras, se, apds a
observagdo x, uma hipdtese € aceita (isto

é, L(A)(x) =0), qualquer hipdtese que € implicada por
ela também deve ser aceita (isto é, L(B)(z) =0).

Exemplo 2.2. (Classe baseada em Testes da Razao de Verossimilhangas Generalizada)

Seja ¢ € [0, 1] e consideremos a classe de testes definida por

L(A)(z) =1 <W < c> VA€ a(0)eVa € x.

Temos que esta classe ¢ mondétona, uma vez que se A, B € 0(0) sao tais que A C B e x € x, entdo

suppe 4 Va (0) > = SUPgecB Ve (0)

L(A)(x) =0= Suppeo Va(0) supgpee Va(0)

>c= L(B)(z) =0.

Nota-se que, ao contrario do Exemplo 1.1, aqui os testes designados para as diversas hipéteses de
0(0) podem, em geral, ter niveis de significancia diferentes, uma vez que o valor ¢ é o mesmo
para todos os testes. Gabriel [7] estuda algumas propriedades que testes desta forma possuem. L4,

contudo, o conjunto de hipéteses de interesse nao é uma o-algebra do espaco paramétrico. Porém,
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supoe-se que a hipdtese formada pela interseccao de todas as hipdteses de interesse é nao vazia.
Uma propriedade estudada, por exemplo, refere-se a probabilidade de alguma falsa rejeicao quando

a hipétese formada pela intersecgao de todas as outras é verdadeira.

Exemplo 2.3. (Classe de testes FBST) Suponhamos que © = R", 0(0) = B(R"), e que temos
fixada uma distribuicdo a priori para 6. Suponhamos que, para todo = € x, existe f(0|x), a fungao

de densidade da distribuigao a posteriori de 6, dado z. Para cada hipétese A € 0(0), seja
I,' = {0 € ©: f(8la) > sup f(6]2)}
o conjunto tangente & hipdtese nula e seja
evy(A) =1— P(0 € TA|x)

o valor de evidéncia de Pereira-Stern (Pereira e Stern [15]) para a hipétese A. Para A = (), definimos
TA =0.

Podemos definir uma classe de testes £ através de
L(A)(x) =1(evy(A) <¢), VA€ a(O) e Vz € y,

em que ¢ € [0,1] estd fixo. Em palavras, aceitamos uma hipdtese sempre que sua evidéncia for
maior que c. Tal classe atende & monotonicidade. De fato, sejam A, B € ¢(0) tais que A C B e
z € x tal que £L(A)(z) = 0. Temos que supg f(8]x) > sup, f(0|x). Assim, T.Z C T4, de modo que
evy(A) < evy(B). Assim,

L(A)(x) =0=evy(A) > c= evy(B) >c= L(B)(z) =0.

Silva [18] faz um estudo mais aprofundado relacionando o FBST e a monotonicidade: 14 é conside-
rado nao apenas um unico valor ¢ para todos os testes, mas sim diferentes valores, que sao obtidos

através de uma familia de fungoes de perda que dao origem a esta classe.

O]

Classes monétonas podem ser caracterizadas de diversas maneiras. O Teorema a seguir estabe-

lece algumas destas caracterizagoes.
Teorema 2.1. Sdo equivalentes:

1. L é mondtona

2. VA, B € 0(0), L(AU B) < L(A)L(B) = min{L(A), L(B)}
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3. VA, B € 0(0), L(ANB) > 1 — (1 — L(A))(1 — L(B)) = maz{L(A), L(B)}
4. V{Ai}iej - 0’(@), tal que UjcrA; € O'(@), ﬁ(Uie]Ai) < mm{,C(Al)},e[
5. Y{Ai}ier C 0(©), tal que Nic1A; € 0(O), L(NicrAi) > maz{L(A;)}ier

6. V{A1,..., A, Ay, .. ALY C 0(O), tal que A;NA; = A, NAL =0, parai # j ed # ',
ur A = U?;lAi/ =A"eVie{l,....,n},A; = UjeIA;‘ para algum I C {1,...,n'} (isto é,
{AL, ..., Al} € uma particdo de A* mais fina que {Aq, ..., An}),

nl

> (- L4 >1:>Zl— )) > 1,Vz € x,

i=1

isto €, para toda parti¢ao finita mensurdvel de todo subconjunto A* € o(0), aceitar ao menos
um de seus elementos implica aceitar ao menos um elemento de qualquer particdo menos fina

de A* que a considerada.

Demonstragao. Provaremos aqui apenas algumas das implicagoes, uma vez que as outras tem prova

analoga.

1 = 4. Seja {A;}ier C 0(0) tal que Ujer4; € 0(0O) e seja x € x. Se miner L(A;)(z) = 0,
existe ¢ € I tal que L£(A;)(x) = 0. Como A; C U;erA;, temos, por 1., que L(U;erA;)(x) = 0. Caso
minier L(A;)(x) = 1, evidentemente L£(UierAy)(z) < minicr L(A;)(z).

4 = 1. Sejam A, B € 0(©), com A C B e seja x € x. Definimos 47 = A e Ay = B. Su-
ponhamos que L(A)(z) = 0. Seja I = {1,2}. Temos, por 4., que L(B)(zx) = L(AU B)(x) =
min{L(A)(z), L(B)(x)} = 0. Assim, L(A)(z) > L(B)(z). Se = é tal que L(A)(x) = 1, evidente-
mente L(A)(z) > L(B)(z). Desta forma, £(A) > L(B).

1= 5.Seja{A;}icr C 0(O) tal que N;erA; € 0(O) esejax € x. Suponhamos que maz;c; L(A;)(z) =
1. Assim, para algum i € I, L(A;)(z) = 1. Como N;crA; C A;, temos, por 1., que L(N;erA;)(z) = 1.
Se mazicr L(A;)(z) = 0, evidentemente L(N;erA;)(x) > mazier L(A;) ().

5= 1. Sejam A, B € 0(0), com A C B e seja ¢ € x. Seja I = {1,2}. Suponhamos que
L(B)(z) = 1. Definimos 41 = A e Ay = B. Temos por, 5., que L(A)(x) = L(AN B)(z) >
max{L(A)(z), L(B)(z)} = 1. Assim, L(A)(z) > L(B)(z). Se = é tal que L(B)(x) = 0, evidente-
mente L(A)(z) > L(B)(x). Desta forma, L(A) > L(B).

2= 6. Seja {A1,..., Ay, Al,...,Al,} Co(O) como em 6 e seja x € x. Suponhamos que
Z’iil(l — L(A})(z)) > 1. Entao, existe j tal que L£(A})(z) = 0. Como {A},..., A, } é mais fina
que {A,..., Ap}, entdo Fi € {1,...,n} e A C{1,...,n'} tal que j € I e A; = (J;c; A). Assim,
por 2., como L(A%})(x) = 0, temos que L(A;)(x) = 0. Desta forma, > ", (1 — L(A;)(x)) > 1.

6 = 2. Sejam A, B € 0(0). Seja x € x tal que L(A)(z) = 0 (sem perda de generalidade; o
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mesmo ocorre se L(B)(x) = 0). Temos entao
(1= L(A) @) + (1 — LB\A) (@) > 1,
de modo que, pela propriedade 6, considerando as parti¢oes de AU B {A, B\A} e {A U B}, temos
1-L(AUB)(z) > 1,

e, portanto, L(AU B)(z) = 0. O caso L(A)(z) = L(B)(z) =1 é imediato. Assim, vale 2.
O

Observacao: Nao é dificil ver que no Teorema 2.1, as propriedades 2. e 8. podem ser troca-
das pelos respectivos casos finitos: Vn > 1 e V{A1,..., A} C 0(0), LU A;) < [, L(A) e
VAL .., A} C o(6), L0y Ag) > 1— [T, (1 — £(A))).

Com a finalidade de estudar monotonicidade sob um ponto de vista de Teoria da Decisao, iremos
considerar algumas propriedades para familias de fungoes de perda. Seja (La)acr(o) uma familia
de fungdes de perda, onde L4 é a perda associada & hipétese A, A € 0(0©). Neste trabalho, as duas

propriedades a seguir sao de interesse:
L1 VA,B€o(©)com AC BeV0ec©O, Ly(0,0)—La(1,0) > Lp(0,0) — Lp(1,0)

L2 VA€ o(©), 0 € A= L(0,0) < La(1,0) e c A°= L(0,0) > La(1,0)
Interpretacgao:

L1 Esta propriedade serd analisada em trés casos distintos, como mostrado na Figura ??. Chamando-
se de perda relativa a diferenca entre as perdas nas duas possiveis decisoes (aceitar e rejeitar

a hipétese), temos que:

Figura 2.1: Interpretacao da propriedade L1

© © ©

e Se § € A (primeiro quadro da Figura (?7)), acertamos quando decidimos por A e por
B. A suposicao diz que a perda relativa de aceitar A deve ser maior ou igual & perda

relativa de aceitar B. Como B contém A, se 0 estd em A, § também estd em B. Assim,
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quando aceitamos B, parece razodvel perder no maximo o mesmo que quando aceitamos

A (ha “mais elementos” em B que em A).

e Se # € B\A (segundo quadro da Figura (77?)), acertamos quando decidimos por A€
e por B. Assim, parece razoavel que L4(0,6) > Lx(1,0) e Lp(1,0) > Lgp(0,0) (na
realidade, estas desigualdades sdo consequéncia da propriedade L2). Mas isto implica
LA(0,0) — L(1,0) > 0> Lp(0,0) — Lp(1,0).

e Se ) € B¢ (terceiro quadro da Figura (?7)), acertamos quando decidimos por A€ e por B€.
A desigualdade da propriedade é equivalente a Lp(1,0) —Lp(0,60) > La(1,0)—LA(0,0).
A suposicao diz que a perda relativa de rejeitar B deve ser maior ou igual a perda relativa

de rejeitar A. A interpretacdo é aniloga ao primeiro caso.

L2 Ao se tomar uma decisdo correta, perde-se o mesmo ou menos que ao se tomar uma decisao

incorreta.

Exemplo 2.4. As seguintes familias de perdas satisfazem L1 e L2:

e Perdas da forma da Tabela 2.2, com a4,bq € R, VA € 0(0O), e com as restrigdes ag = bye,
VA € 0(0) (isto é, aceitar A tem a mesma perda de rejeitar A°) eaq > ap > 0,VA, B € 0(0)
com A C B. Neste caso, vale que 0 < by < bg.

Tabela 2.2: Exemplo de funcao de perda
Estado da natureza
Decisao || # € A ‘ 0 e A

0 0 aa
1 ba 0

Em particular, podemos tomar a4 = A(A€) e bg = A(A), em que A é uma medida finita em
o(0), com \(©) > 0.

o L4(0,0)= f(d(0,A)) e La(1,0) = f(d(0,A°)), em que d(f, A) é uma distancia entre 6 e A e

f é uma funcao nao decrescente.

O]

O Teorema a seguir estabelece algumas relagoes entre as propriedades L1 e L2 e classes

monotonas.

Teorema 2.2. Seja (L) aco(e) wma familia de fungoes de perda e L uma classe bayesiana gerada
por essa familia. Suponhamos que VA € 0(©) eV € x, [E[LA(0,0)|x]| < oo e |[E[LAa(L,0)]z]| < occ.

Entao:

1. Se (LA)Aea(@) atende a L1, entdo L € mondtona, qualquer que seja a distribuicdo a priori

para 6.
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2. Se (La)aco(e) atende a L2, mas 3A,B € 0(0), com A C B, e 3th € A e th € B, com
{61}, {02} € 0(O), tais que L4(0,0)—La(1,0) < Lp(0,0)—Lg(1,0), 0 € {01,602} (e, portanto,
ndo vale L1), entdo existe uma distribui¢do a priori para a qual £ nao é mondtona. Isto é,

se L1 nao vale, mas L2 sim, L pode nao apresentar monotonicidade.

Demonstragao. 1. Suponhamos que vale L1. Sejam A, B € 0(©) com A C B e x € x tal que
L(A)(z) = 0. Seja py a medida de probabilidade a posteriori de 6, dado x. Temos entao

L(A)(x) =0 = /@ L4(0, 0)dpis () < /e La(1,0)dju(6) = /@ L4(0.6) — La(L,0)dji(8) < 0=
:/ L5(0,6) — Li(1,8)dus () <o:»/ L(0,6)dyu (6) </LB(1,9)dﬂx(9):c(3)(x):o.
© €] (C]

2. Suponhamos que vale L2 mas que 3A, B € ¢(©), com A C B, tais que 30; € A e 0 € B¢
com LA(0,0) — La(1,0) < Lp(0,0) — Lp(1,0), 0 € {01,02}. Como vale L2, temos

LA(O,Ql) — LA(1,91) < LB(O,Hl) - LB(1,91) <0< LA(O, 92) — LA(1,92) < LB(O,GQ) — LB(1,¢92).

Consideremos que x é observado e que, coincidentemente, a opiniao do agente decisor sobre 6 é
dada por

_ pVa(62) : _
P01} = o~ gy’ B0 = 1-P61)),

de modo que a distribuicao a posteriori de 6 dado x, ., é dada por p({61}) =p e p.({02}) =
1-p, 0<p<l1.

A prova sera dividida em quatro casos:

e Se Lp(0,01) — Lp(1,01) <0 < Ls(0,02) — La(1,602), das hipiteses temos que vale:

L(0,61)—LAa(1,01) < Lp(0,01)—Lp(1,01) <0< La(0,02)—LAa(1,02) < Lp(0,62)—Lp(1,62).
Assim,

o L4062 ~ La(L00) _ [L5(0.6) ~ Lo(1L,0)] _
 |La(0,61) — La(1,61)] ~ |Lp(0,61) — Lp(L,61)]
Se p € (0,1) é tal que 71 < % < T9, temos

@LA(079) — La(1,0)dpe(0) = [La(0,61) — La(1,61)]p + [La(0,02) — La(1,602)](1 —p) <0<

< [Lp(0,61) — Lp(1,01)lp + [Lp(0,02) — Lp(1,02)|(1 —p) = /

o LB(Ov 0) - LB(1> H)dﬂm(g)

Assim, temos L(A)(z) = 0, mas L(B)(x) = 1, e, portanto, existe uma distribuigdo a priori
para a qual £ nao é mondtona.
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e Se Lp(0,01) — Lp(1,61) =0 < L4(0,02) — La(1,63), das hipdteses temos que vale:

LA(O, 91)—LA(1,91) < LB(O,Ql)—LB(l,Ql) =0< LA(O, 92)—LA(1,92) < LB(0792)—LB(1,92).

Se p < 1 é tal que
|£4(0,02) — La(1,02)] _ _p
[La(0,61) — La(1,61)] ~1—p’

temos
/@LA(()?H) — La(1,0)dpa(0) = [La(0,61) — La(1,61)]p + [La(0,02) — La(1,02)](1 —p) <0<

< [Lp(0,01) = Lp(1,01)lp + [Lp(0,02) — Lp(1,62)/(1 —p) = /@LB(Q@) — Lp(1, 0)dp.(0).

Assim, temos L(A)(z) = 0, mas L(B)(z) = 1, e, novamente, existe uma distribuigdo a priori

para a qual £ nao é mondtona.

Se Lp(0,01) — Lp(1,61) < 0= L4(0,02) — L4(1,602), das hipiteses temos que vale:

LA(O, 91)*[@4(1,91) < LB(O,Hl)*LB(l,Hl) <0= LA(O, 92)*[@4(1,92) < LB(O,QQ)*LB(LQQ).
Se p > 0 ¢ tal que

P |Ln(0.62) — Ly(1,0:)
1—p " |Lp(0,61)— Lp(1,61)|

temos

@LA(O’ 0) — La(1,0)dpq(0) = [La(0,601) — La(1,601)]p + [La(0,602) — La(1,62)](1 —p) <0<

< [LB(O, 91) — LB(l,el)]p—i- [LB(O,QQ) — LB(l,HQ)](l —p) = /@LB(O,Q) — LB(l,G)d,um(G).

Assim, temos L(A)(z) = 0, mas L(B)(z) = 1, e, novamente, existe uma distribuigdo a priori

para a qual £ nao é mondtona.

Se Lp(0,01) — Lp(1,601) =0 = L4(0,02) — La(1,63), das hipdteses temos que vale:

LA(O, 91)—LA(1,91) < LB(O,Gl)—LB(l,Hl) =0= LA(O, 92)—LA(1,92) < LB(O,HQ)—LB(l,HQ).
Para todo p € (0, 1), temos

/@LA(O79) — La(1,0)dpe(0) = [La(0,01) — La(1,61)]p + [La(0,02) — La(1,02)](1 —p) <0<

< [Lp(0,61) — Lp(1,01)lp + [Lp(0,02) — Lp(1,02)|(1 —p) = /@LB(OaH) — Lp(1,0)du.(0).
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Assim, temos L(A)(z) = 0, mas L(B)(z) = 1, e, novamente, existe uma distribuigdo a priori

para a qual £ nao é mondtona.

2.1.1 Monotonicidade e Admissibilidade

Sob o paradigma classico, a no¢ao de admissibilidade, definida a seguir, desempenha um papel

fundamental.

Definigcao 2.2. (Admissibilidade) Seja ¢ uma regra de decisao e L uma fungdo de perda. A

regra ¢ € inadmissivel se existe uma regra ¢’ tal que

R(0,¢) < R(0,9), V9 €O
e
30y € O tal que R(6y,¢") < R(0o, d),

onde R(0,¢) = E[L(0,p(X))|0] € o risco da regra ¢ no ponto 0. Se ¢ nao € inadmissivel, dizemos

que ¢ € admissivel.

O seguinte exemplo mostra que a admissibilidade de dois testes ndo implica e nem é implicada

pela monotonicidade.

Exemplo 2.5. Seja © = {1, 3,2} e X|0 ~ Bernoulli(f). Consideremos as hipteses A = {1} e
B = {%, %}, de modo que A C B. Considere que a funcao de perda utilizada para testar A é dada
por L4(0,0) =1(0 ¢ A) e La(1,0) =1(8 € A), enquanto que a funcao de perda para testar B é
Lp(0,0) =1(0 ¢ B) e Lp(1,0) =1(0 € B). Em palavras, perde-se uma unidade em caso de erro
e nao se perde nada em caso de acerto. Para estas funcoes de perda, o risco nada mais é que a
probabilidade de erro. As Tabelas (2.3) e (2.4) mostram, respectivamente, os possiveis testes para

A e B, bem como seus riscos.

Tabela 2.3: Testes e riscos associados a hipétese A

R(6,¢) || Regiao de aceitacao de ¢
¢[00 [0 ] 0.1

1/3 [[1]1/3]2/3 0
12 [[0]1/2]1)2 1
2/3 [ 0] 1/3]2/3 1

Vemos, a partir destas tabelas, que o teste que aceita A em {0,1} é admissivel para testar A,

bem como o teste que aceita B em {0} é admissivel para testar B. Contudo, quando utilizamos
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Tabela 2.4: Testes e riscos associados a hipétese B

R(0,¢) || Regiao de aceitacao de ¢
¢ 0[] 0.1

1/3 |[1]1/3]2/3 0
12 [[1]1/2]1)2 0
2/3 |0 [1/3]2/3 1

estes testes e observamos X = 1, aceitamos A e rejeitamos B, de modo que nao ha monotonicidade.
Assim, a admissibilidade de cada um dos testes nao implica monotonicidade.

Além disso, suponhamos que usamos o teste que aceita A em {1} e o teste que aceita B em
{1}. E fécil ver que estes testes sio inadmissiveis (eles sao dominados pelo teste que aceita A em
{0} e pelo teste que aceita B em {0}, respectivamente), contudo sempre que A é aceita, B também

é, de modo que ha monotonicidade.

O

Embora, neste trabalho, o estudo de admissibilidade de cada um dos testes nao esté relacionado
a monotonicidade, Lavine e Schervish [9] relacionam estes dois conceitos levando-se em conta uma
unica perda (conjunta) dos dois testes simultaneamente. A seguir, temos uma versao do resultado
apresentado por Lavine e Schervish [9] para familias de funcoes de perda atendendo L1 e L2, que sao
generalizacoes das familias apresentadas na versao original destes autores. Nela, as desigualdades

de L1 eram igualdades.

Teorema 2.3. Sejam A e B duas hipdteses, com A C B. Suponhamos que as funcdes de perda
para cada uma destas hipdteses, L4 e Lp, respectivamente, satisfacam L1 e L2. Suponhamos que,
ao testar A e B simultaneamente, as perdas do teste simultdneo possam ser compostas da sequinte

forma:

L(A,B) : {0,1}2 X O — R+
((d1,d2),0) = La,y((d1,d2),0) = La(d1,0) + Lp(dz,0)

Isto €, a perda quando se testa A e B simultaneamente € a soma das perdas individuais de cada
teste. Seja ¢ a regra de decisao (simultanea) para (A, B) que aceita A (B) em xa (xB).- Entdo, se
existe € BN A° tal que P(xa N x310) > 0, e La(0,6) > La(1,6) ou Lp(1,0) > Lp(0,0) (isto €,
para ao menos um destes casos, a desigualdade em L2 € estrita), a regra ¢ é inadmissivel. Isto €,

se nao hd monotonicidade, nao hd admissibilidade.

Demonstragao. Consideremos uma nova regra de decisao simultanea v para (A, B) que aceita A
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(B) em x4 NxB (xaUxp). Temos que 1 domina ¢. De fato, denotando por R(6, ¢) o risco em 6

da decisao ¢, temos que

= L(4,)((0,1),0)P(xa N x510) + La,p)((0,0),0)P(xa N x5|0)

+ La,p)((1,1),0)P(x3 N xB10) + La,p)((1,0),0)P(x% N x5l0)

— La,p)((0,1),0)P((xa N xB) N (xaUxs)|0)

— La,p)((0,0),0)P((xa Nx5) N (xaUxs)0)

— Lea,p)((1,1),0)P((xa NxB) N (xaUxs)|0)

— La,5)((1,0),0)P((xa N xB)“ N (xaUxp)|f) =

= L(a,)((0,1),0)P(xa Nx3|0) + Lia,p)((0,0),0)P(xa N xslo)

+ La,py((1,1),0)P(x4 N XB|9) + La,p)((1,0), 0)P(x% N xBl0)

— La,p)((0,1),0)P(0]0) — Lia,p)((0,0),0)P(xa N xBl0) — Lap((1,1),0)P((xaUxs)0)
— La,p)((1 70)a‘9)P((XAﬂXB) (xa Nxs)lo) =

= L(a,p)((0,1),0)P(xa N x5l0) — Lia,p)((1,0),0)P(xa N x5l0) =

= [(£a(0,0) = La(1,0)) + (Lp(1,0) — Lp(0,0))|P(xa N x5|0) = (+)

Por L1, vemos que (x) > 0, V§ € ©. Além disso, seja § € BN A tal que P(xa N x%|0) > 0. Por
hipétese, temos que vale L2 e L4(0,60) > La(1,6) ou Lp(1,60) > Lg(0,6). Deste modo, vale que
L4(0,60) — Lp(0,0) + Lp(1,0) — La(1,6) > 0 e, portanto, (x) > 0. Assim, 1) domina ¢ e esta é,
portanto, inadmissivel.

O]

2.2 Consonancia da Uniao

Exemplo 2.6. Suponhamos que, em uma eleigao majoritaria em dois turnos (Nicolau [13]), ha trés
candidatos, cujas respectivas proporcoes de eleitores sao dadas por 01,65 e 03. Simplificadamente,

desconsideraremos votos nulos e em branco. Estamos interessados nas quatro hipéteses a seguir:
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3
0 1
HE 0; > =
0 H{ > 2}7
1 ].
1
HZ: {6y > 5} e

1

Deste modo, Hga ¢ a hipétese de que nao haverd segundo turno na eleicao, enquanto que Hé é
a hipétese de que o i-ésimo candidato ird ganhar no primeiro turno, ¢ = 1, 2, 3.

Suponhamos que, ao entrevistar um conjunto de 410 eleitores, observamos um vetor X =
(X1, X9, X3), em que X; é o nimero de eleitores na amostra que votam no candidato ¢,
i = 1,2,3. Suponhamos X |0 ~ Multinomial(410,0). Suponhamos também que, a priori, temos
(01,02,03) ~ Dirichlet(1,1,1). Se a amostra observada é = = (200,200, 10), teremos, a posteri-
ori, (61,02,03)|x ~ Dirichlet(201,201,11), de modo que teremos as seguintes probabilidades a

postertori:

3
1 1
P(U{0: > 5}x) = 0,588; P({61 > S }|x) = 0,294

=1

1 1
P({6: > 5 }Ha) = 0,204; B({65 > _}[x) = 0,000

Se utilizamos a classe de testes descrita no Exemplo (1.2), isto é, aceitamos as hipé6teses que
tem probabilidade a posteriori maior ou igual a 0,5, entdao aceitamos Hgo mas rejeitamos H(i),
i1 =1,2,3. Do ponto de vista légico, temos uma contradi¢cao: se nao haverd segundo turno, algum
dos candidatos deve ter mais votos que os demais somados. Contudo, concluimos que nao havera

segundo turno, mesmo concluindo que todos os candidatos tem no maximo 50% dos votos.

Definigao 2.3. (Consondncia da uniao finita) Uma classe de testes L atende d consondncia
da unido finita se, e somente se, YVA,B € 0(0), LIAU B) > L(A)L(B) = min{L(A),L(B)}. Em

palavras, se aceitamos a unido de dois conjuntos, devemos aceitar ao menos um dos componentes.

Nota 1: A palavra consondncia aparece em Gabriel [7] para designar uma propriedade pare-
cida, mas em um contexto diferente do atual. L& o conjunto de hipdteses de interesse nao forma,

necessariamente, uma o-algebra do espaco paramétrico.
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Nota 2: Nao é dificil verificar, por inducao, que £ atende a consonancia da uniao finita se, e
somente se, Vn > 1 e VAy,..., A, € 0(0), LU, Ai) > i, L(A)).

Podemos considerar ainda outras formas de consonancia da unido:

Definicao 2.4. (Consondncia da uniao enumerdvel) Uma classe de testes L atende a con-
sondncia da unido enumerdvel se, e somente se, Y{Ap}nen C 0(0), L(Up>145) > anl L(A,) =
limy, o0 [ 111 £(A;) = min{L(A;) nen.

Definicao 2.5. (Consondncia da unido nao enumerdvel) Uma classe de testes L atende a
consonancia da uniGo nao enumerdvel se, e somente se, V{A;}icr C 0(0), tal que Ujc1A; € 0(0),

L(UierA;) > min{L(A;) }ier, em que I é um conjunto de indices arbitrdrio.

Teorema 2.4. Seja L uma classe de testes de hipoteses. Entao, se L satisfaz a consonancia da
unido ndo enumerdvel, L satisfaz a consonancia da unido enumerdvel. Se esta vale, entdo L satisfaz

a consonancia da unido finita. Ademais, ndo vale a volta de nenhuma destas duas implicacdes.

Demonstragdo. As implicagoes do Teorema sdo triviais, pois um conjunto finito é um conjunto
enumeravel e o conjunto I da Definicao 2.5 pode, em particular, ser enumeravel.

Para mostrar que £ satisfazer a consonancia da uniao finita nao implica que L satisfaz con-
sonancia da uniao enumeravel, seja © = N e 0(0) = P(0). Consideremos uma classe de testes £
definida por £(A) = I(A é finito). Nao ¢é dificil verificar que L respeita a consonancia da uniao
finita, mas nao a consonancia da uniao enumeravel.

De fato, sejam A, B € ¢(0). Entao

L(AUB)=0= AU B ¢ infinito = A ¢ infinito ou B ¢ infinito =
L(A)=0o0u L(B) =0.

Assim, vale a consonancia da uniao finita. Para verificar que nao vale a consonancia da uniao
enumeravel, basta notar que £({2,3,...}) =0 < 1 = ming>2 L({0}).
Um contraexemplo andlogo mostra que existem classes de testes que satisfazem a consonancia

da uniao enumerdvel, mas nao a consonancia da uniao nao enumeravel.

O]

O Teorema a seguir tem a finalidade de caracterizar classes de testes que satisfazem monoto-
nicidade e consonéancia da uniao (finita, enumerdvel ou nao enumerdvel, dependendo da estrutura
de ©). Ele também mostra que, se desejamos criar uma classe de testes que satisfaz essas duas
propriedades simultaneamente, basta criar os testes para cada hipdtese simples. Isto ¢, definidos
estes testes, hd uma forma tunica de estendé-los para as outras hipéteses da o-algebra de modo a

obter uma classe de testes que satisfaca as propriedades de interesse.
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Teorema 2.5. Seja L uma classe de testes construida da seguinte forma: para cada 6 € ©, estd
fixado um teste L({0}) (estamos supondo que {0} € 0(©), V0 € ©). Para cada A € 0(0©), definimos
L(A) = mingea L({0}). Em palavras, o teste para A é o teste da interseccao-uniao (Casella e

Berger [2]) para A, com base nos testes para as hipdteses {0}, 0 € A. Entao

1. L atende a consondncia da unido nao enumerdvel, bem como a monotonicidade.
2. Seja L' uma classe que atende a monotonicidade, com L'({0}) = L({0}), VO € ©. Temos que:

(a) Se © € finito e L atende a consondncia da unido finita, entao L' = L.
(b) Se © ¢é enumerdvel e L' atende d consondncia da unigo enumerdvel, entao L' = L.

(¢c) Se © € ndo enumerdvel e L' atende a consondncia da unido nao enumerdvel, entdao
L=L.

Demonstragao.
1. Seja {A;}ier C 0(0), tal que UjerA; € 0(©). Temos que
L(UierA;) = (def) = g o, LUAOY) =minmin L({0}) = (def) =min L(4;).

Assim, L£(UjerA;) < minger L(A;) e, pelo Teorema 2.1, vale a monotonicidade. Além disso,

L(UierA;) > minier L(A;) e, pela defini¢ao, vale a consonancia da unido nao enumerével.

2. Mostraremos apenas o caso (a), pois os outros sao andlogos. Seja A € ¢(©). Como, por
hipétese, vale a monotonicidade na classe £, temos, pelo Teorema 2.1, que L£'(A) < mingea L£'({6}).
Analogamente, pela consonancia da unido finita, temos que L'(A) > mingea L£'({0}). Assim,
£(A) = minge £/({0}) = minges £({0}) = £(A).

O

Exemplo 2.7. Seja £ a classe de testes de hipéteses construida da seguinte forma: suponhamos
que, para cada 6y € O,

cltop ) =1 ( PEDRIT

como em 2.2. Entao, a extensao dos testes acima para o(©) descrita no Teorema 2.5 é justamente
a classe do Exemplo 2.2. Isto é, esta é a tnica extensao dos testes para as hipdteses simples {6},
0 € O, para uma classe de testes que respeita tanto a monotonicidade quanto a consonancia da
unido (finita, enumeravel ou nao enumeravel, dependendo da estrutura de ©).

De fato, seja A € 0(©). Para provar o que foi afirmado, basta notar que temos
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£(A)(w) = prin £({80})(x) = i (V("O) < ) 1 (W < )

Exemplo 2.8. Seja L a classe de testes de hipéteses construida da seguinte forma: suponhamos
que, para cada 6 € O,
L{0})(z) = T(evs({0}) <), Vx € X,

como em 2.3. Entao, se O é finito ou enumerdvel, a extensao dos testes acima para o(©) descrita
no Teorema 2.5 é justamente a classe do Exemplo 2.3. Se © é nao enumeravel, este resultado vale
contanto que Vx € x e Va € 1, P({0 : f(0|z) = a}|x) = 0, isto é, se as possiveis distribui¢oes a

posteriori nao tenham nenhum “patamar”. A demonstragao deste fato encontra-se no Apéndice B

O]

2.3 Consonancia da Interseccao

Exemplo 2.9. (ANOVA) Suponhamos que X7, ..., Xoo|(p1, i, 13, 02) sdo condicionalmente in-
dependentes e identicamente distribufdas (i.i.d.’s) N (u1,02); Xo1, . - ., Xao| (11, p2, 3, 0%) sdo condi-
cionalmente i.i.d.’s N(uz,02) e X41, ..., Xeo|(11, p2, 3, 0%) sdo condicionalmente i.i.d.’s N (u3, o?).

Consideremos as seguintes hipéteses:

1,2,3
H&D s = o = g

Hél’ Do = 2
1,3
Hé Vo=
e suponhamos que observamos as seguintes médias e desvios-padrao:
X1 =0,15; S; = 1,09
Xo=-0,13; S, =0,5
X3=-0,38; S3=0,79.

Utilizando-se o TRVG para testar cada um destas hipéteses, temos os seguintes p-valores:

pH(l’Q’S) = 0, 0498
0
pH(LQ) = 0, 2564
0

pHél’3) = 0, 0920.
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Assim, ao nivel de significAncia de o = 5%, rejeitamos Hél’2’3), mas nao rejeitamos nem H(()l’z)
nem Hél’?’). Desta forma, concluimos que ao menos dois dos trés grupos (tratamentos) tem médias
diferentes. Contudo, quando comparamos o primeiro com o segundo, concluimos que estes tem
médias iguais, assim como quando comparamos o primeiro com o terceiro. Evidentemente, este
conjunto de afirmacoes é contraditério, sob o ponto de vista légico, uma vez que a partir da nao

1,2 2,3
é?)e 77)

rejeicao de H, H[()l’g) deverfamos esperar a nao rejeicao de H, [()1 . Esta propriedade é definida

a seguir.

O]

Definigao 2.6. (Consondncia da intersecgcdo finita) Uma classe de testes L atende a con-
sondncia da intersec¢do finita se, e somente se, VA, B € 0(0), L(ANB) <1—(1-L(A))(1-L(B)) =

mazx{L(A),L(B)}. Em palavras, se aceitamos dois conjuntos, devemos aceitar sua intersec¢ao.

Nota: Nao é dificil verificar, por inducao, que £ atende & consonancia da interseccao finita se,

e somente se, Vn > 1 e VA,..., A, € 0(0), L(Ni, 4i) <1 -1 — L(A)).
Podemos considerar outras formas de consonéancia da intersecgao:

Definicao 2.7. (Consondncia da intersec¢cdo enumerdvel) Uma classe de testes L atende

a consonancia da interseccdo enumerdvel se, e somente se, V{Ap}tnen C 0(0), L(Np>145) <

1= TTp>1 (1 = £(An)) = maz{L(An) }nen

Definicao 2.8. (Consondncia da intersecc@o ndo enumerdvel) Uma classe de testes L
atende a consonancia da intersec¢ao nao enumerdvel se, e somente se, V{A;}icr C 0(0), tal que
NierAi € 0(0), L(NierAi) < max{L(A;)}ier

Teorema 2.6. Seja L uma classe de testes de hipoteses. Entdo, se L satisfaz a consondncia da
interseccdo ndo enumerdvel, L satisfaz a consonancia da intersec¢do enumerdvel. Se esta vale,
entdo L satisfaz a consonancia da intersec¢do finita. Ademais, ndo vale a volta de nenhuma destas

duas implicacdes.

Demonstragao. As implicagoes do Teorema sao triviais, pois um conjunto finito é um conjunto
enumeravel e o conjunto I da Definicao 2.8 pode, em particular, ser enumeravel.

Para mostrar que L satisfazer a consonancia da interseccao finita nao implica que L satisfaz
consonancia da interseccao enumerdvel, seja © = N e ¢(0) = P(0). Consideremos uma classe de
testes £ definida por L£(A) = I(A€ é infinito). L respeita a consonancia da interseccao finita, mas

nao a consonancia da interseccao enumeravel. De fato, sejam A, B € 0(0). Entao

L(ANB)=1= (AN B)° = A°U B¢ ¢ infinito = A° é infinito ou B¢ ¢é infinito =
L(A)=1ou L(B)=1.
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Assim, vale a consonancia da interseccdo finita. Para verificar que nao vale a consonancia da
intersec¢ao enumeravel, consideremos A; = {i}¢, Vi > 2. Temos que £(A4;) = 0, Vi > 2, uma vez
que A é finito. Contudo, £(N;>24;) = L({1}) = 1, pois {1} é infinito.

Um contraexemplo analogo mostra que existem classes de testes que satisfazem a consonancia
da interseccao enumeravel, mas nao a consonancia da intersec¢ao nao enumeravel.

O

Exemplo 2.10. Seja L a classe de testes de hipdteses construida da seguinte forma: suponhamos
que, para cada A € 0(0),
L(A)(z) =1(R(zx) £ A), Yz € X,

em que R(x) é um estimador por regiao de 0, isto é, R(z) € o(©). L satisfaz a consonancia da
intersec¢ao nao enumerdvel assim como a monotonicidade. De fato, se {A;}ier C 0(0©) é tal que
NicrA; € 0(0) e z € x, temos

E(ﬂingi)(x) =0 = R(CC) - mieIAi <~ R(x) CA,Viel < mafL’{C(AZ)(:c)}lej =0.

O resultado segue da definicao de consonédncia da interseccao nao enumeravel e do item 5. do

Teorema 2.1.

O]

O Teorema a seguir é analogo ao Teorema 2.5. Ele tem a finalidade de caracterizar classes
de testes que satisfazem monotonicidade e consonancia da intersecgao (finita, enumeravel ou nao
enumeravel, dependendo da estrutura de ©). Ele também mostra que, se desejamos criar uma
classe de testes que satisfaz essas duas propriedades simultaneamente, basta criar os testes para
cada hipdtese ©\{0}, 6 € ©. Isto é, definidos estes testes, hd uma forma tnica de estendé-los para
as outras hipéteses da o-dlgebra, de modo a obter uma classe de testes que satisfaca as propriedades

de interesse.

Teorema 2.7. Seja L uma classe de testes construida da seguinte forma: para cada 6 € O, estd
fixado um teste L(O\{0}) (estamos supondo que {8} € 0(0), V0 € ©). Para cada A € 0(0©), seja
L(A) = maxgeac L(O\{0}). Em palavras, o teste para A é o teste da unido-intersec¢ao (Casella e
Berger [2]) para A, com base nos testes para as hipdteses ©O\{0}, 6 € A. Entao

1. L atende a consonancia da intersec¢do nao enumerdvel, bem como a monotonicidade.

2. Seja L € uma classe que atende a monotonicidade, com L'(O\{0}) = L(O\{0}), V8 € O.

Temos que:

(a) Se © € finito e L' atende a consondncia da intersecgdao finita, entao L' = L.

(b) Se © é enumerdvel e L' atende a consondncia da interseccao enumerdvel, entao L' = L.
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(¢) Se © é nao enumerdvel e L' atende a consondncia da intersec¢do nao enumerdvel, entdao

L£==L.

Demonstragao.
1. Seja {A;}icr C 0(0), tal que NierA; € 0(0). Temos que

L(NierAi) = (def) = 96(2321%41-)0 L(O\{8}) = naz 797;(114:15 L(O\{8}) = (def) = maz L(A;).

Assim, L£(NjerA;) > mazier L(A;) e, pelo Teorema 2.1, vale a monotonicidade. Além disso,

L(NierA;) < mazier L(A;) e, pela defini¢ao, vale a consonancia da intersec¢gdo nao enumerdvel.

2. Mostraremos apenas o caso (a), pois os outros sao andlogos. Seja A € ¢(0). Como, por
hipétese, vale a monotonicidade na classe L', temos, pelo Teorema 2.1, que £L'(A) > maxge ac L' (O\{6}).
Analogamente, pela consonancia da intersecgao finita, £'(A) < mazgeac L (©\{0}). Assim, temos
L'(A) = mazgeac L(O\{0}) = mazgecac LIO\{0}) = L(A). O

2.4 Invertibilidade

O seguinte exemplo é tradicional nos cursos de introdugao a estatistica e mostra o cuidado que
se deve ter, sob a abordagem classica, ao escolher o “rotulo” de uma determinada hipdtese: hipdtese

nula ou hipétese alternativa.

Exemplo 2.11. Suponhamos que X |0 ~ Normal(u,1) e que desejamos testar as duas seguintes
hipéteses (nulas):
<
Hy: p<0
Hy: p>0

Os Testes Uniformemente Mais Poderosos (UMP) para estas hipéteses (que também sao os TRVG)

tem as respectivas regioes criticas, ao nivel 5%:
{reR:z>1,64e{zeR:2<—1,64}.

. ~ . . < ’ 7 1
Assim, se observamos x = 1,0, nao rejeitamos Hj nem Hy . Em palavras, concluimos que a média
¢ menor ou igual a 0, mas também concluimos que ela é maior que 0. Desta forma, dependendo de

qual a hipotese que é definida como hipotese nula, essa nao sera rejeitada.
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Definicao 2.9. (Invertibilidade) Uma classe de testes L atende a invertibilidade se, e somente
se, VA € a(0), LIA) =1—L(A). Em palavras, € irrelevante qual hipdtese designamos por hipdtese
nula e qual designamos por hipdtese alternativa, a rejeicdo de A deve ser equivalente a ndo rejei¢ao

de A°.

Exemplo 2.12. Suponhamos que (La)cy(e) ¢ uma familia de fungoes de perda com

LA(0,0) =aql(0 ¢ A) e Ly(1,0) =bsl(0 € A), VO € O,

com ag =bye >0, VA € 0(0). Seja 0y = bp(x) € © um ponto qualquer e seja £ definida por

L(A)(z) =1 (P(A\x) < a;fm) +1 <IP’(A|m) - a;‘ﬁ ey ¢ A) VA€ (0) e Va € x.

Em palavras, aceitamos A sempre que sua probabilidade a posteriori é maior que aAafbAv ou entao

o1 . - s aA . ’
quando sua probabilidade a posteriori é exatamente aiip, € um ponto 0y, fixado previamente, estd

em A. Observa-se que o ponto 8y pode depender de z, podendo ser, portanto, algum estimador

pontual de 6.

L satisfaz a invertibilidade uma vez que

L(A)(z) =0 < (IP(A\Q:) > M“fb) ou (]P’(A|x) - a;LTAbA e b€ A> =

c ba ey _ ba c
(IP(A |a:)<CLA+bA> ou (]P’(A \x)—aA+bAeHO¢A> =

QA Ac QA Ac
P(A° _— P(A%|z) = ——— A€ A€ = 1.
< (A%z) < " +aAc> ou < (A%z) bt an eby ¢ > — L(A(x)

Notamos que £ é uma classe de testes bayesianos gerada pela familia (L4) Aeo(@)- Do ponto de

vista bayesiano, quando P(A|z) = aA“fbA, a decisao de aceitar A tem mesmo valor da decisao de
rejeitar A. A classe apresentada foi escolhida dentre todas as classes de testes geradas pela familia
(L4) aco (@) justamente por respeitar a invertibilidade (esta escolha nao é tinica). Contudo, do ponto

de vista da Teoria da Decisao, todas as classes de testes geradas por (L4)acq (o) 30 equivalentes.

O]
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Capitulo 3

Desideratas

Neste capitulo, estudaremos trés conjuntos de axiomas (desideratas) para classes de testes que
podemos considerar a partir das propriedades descritas no Capitulo (2). Inicialmente, descrevere-
mos cada uma delas, mostrando algumas de suas propriedades, bem como as exemplificando. Por

fim, analisaremos as relacoes entre as desideratas propostas.
3.1 Desideratas

D1 £ deve satisfazer
1. Invertibilidade (VA € 0(0), L(A) =1 — L(A®))

2. Monotonicidade (VA,B € 0(©), AC B= L(A) > L(B))

Exemplo 3.1. Suponhamos que (L4)4cqs(0) ¢ uma familia de fungdes de perda com
LA(O,G) = aA]I(G ¢ A) e LA(l,Q) = bAH(Q € A),V@ €0,

com aq = bge e ag > ap > 0 VA, B € 0(0©) com A C B (e, portanto, 0 < by < bp). Seja
0o = Bp(x) € © um ponto qualquer e seja L definida por

L(A)(z) =1 (IP’(A\:U) < a;’fm) +I <IP’(A|m) - aA‘f’:bA e 0y ¢ A) VA€ a(O) eV € x.
Como (L) acq (o) satisfaz L1, definida no Capitulo 2, pelo Teorema 2.2, vale a monotonicidade.
Além disso, L satisfaz a invertibilidade, pois trata-se de um caso particular do Exemplo (2.12).
Assim, £ satisfaz D1.
Notemos que £ é uma classe de testes bayesianos gerada pela familia (L4) s (0). Este exemplo
é andlogo ao Exemplo (2.12), no qual uma particular classe foi escolhida dentre todas as classes

geradas pela mesma familia de fungoes perda justamente por respeitar a invertibilidade.

25
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Teorema 3.1. Se L € uma classe de testes que satisfaz a desiderata D1, entdo
1. L(©) =0,
2. L(0) =1,
3. sex € x ese A, B € og(0) sao disjuntos, entao L(A)(x) =0= L(B)(z) =1,

4. V{A1, ..., Ay} particao finita mensurdvel de ©, Y ' (1 — L(A;)) < 1 (isto é, aceita-se no

mdzimo um dos elementos da parti¢do),

5. Y{Ai, Ag, ...} particio enumerdvel mensurdvel de ©, 3., (1 — L(4;)) < 1.

Demonstragao.

1. Temos, pela invertibilidade, que £() =1 — £(0). Como vale a monotonicidade, temos, pelo
Teorema 2.1, que £(0) = L(DUB) < LINL(O) = (1 — L(O))L(O) = L(O) — L*(O) = 0.

2. Segue de 1., do fato que ()¢ = © e da invertibilidade.

3. Sejam x € y e A, B € 0(0) disjuntos, com L(A)(z) = 0. Pela invertibilidade, £(A°)(x) = 1.
Como B C A€, pela monotonicidade vale que £(B)(z) = 1.

4. Seja {Ai1,..., Ay} uma partigao finita mensuravel de © e seja x € x. Suponhamos que Ji
tal que £(A;)(xz) = 0. Como A; N A; =0 Vj # i, por 8. temos que L(A;)(z) =1, Vj # i, de modo
que > (1 — L(A;)(z)) = 1. Se nao existe i tal que L(A4;)(xz) =1, entdao y ;- (1 — L(A;)(z)) = 0.

5. Demonstracao andloga a 4.

O
D2 £ deve satisfazer
1. Invertibilidade (VA € 0(0), L(A) =1 — L(A®))
2. Monotonicidade e consonancia da uniao finita (VA, B € 0(©), L(AU B) = L(A)L(B))

O

Nota: L satisfaz monotonicidade e consonancia da uniao finita simultamente se, e somente se,
VA,B € 0(0), LIAUB) = L(A)L(B). Isto decorre da defini¢ao de consonancia da uniao finita e
do Teorema (2.1).

Exemplo 3.2. Uma classe que satisfaz a desiderata D2 é a definida por:

L(A)(z) = I(arg supgeeVz(0) ¢ A), Vo € x e VA € 0(0).
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Em palavras, aceitamos A se, e somente se, o estimador de maxima verossimilhanca de 6 pertence
a A. De fato, se A,B € 0(0) e x € x é tal que L(A)(z) =0, temos

L(A)(z) =0 <= arg supyceVz(f) € A <= arg supgcgVz(f) ¢ A° <= L(A%)(x) =1,

de modo que vale a invertibilidade. Além disso,

L(AUB)(z) =0 <= arg supyceVz(d) € AUB <= arg supgeeVz(d) € A ou
arg supyceVz(0) € B <= L(A)(z) =0 ou L(B)(z) =0,

de modo que vale a monotonicidade (pelo Teorema (2.1)), assim como a consonancia da unido

finita.

Exemplo 3.3. Fixada uma distribuicao a priori para 6 e admitindo-se que exista f(6|z), a densi-

dade a posteriori de 0. Seja

L(A)(x) = I(arg supgee f(0]z) ¢ A),Vz € x e VA € 0(O).

Esta classe satisfaz a desiderata D2. A demonstracdo deste fato é andloga & demonstragao do

Exemplo 3.2.

Teorema 3.2. Se L € uma classe de testes que satisfaz a desiderata D2, entdo:

1. L(0) =1,

2. L(©) =0,

3. sex €x eseA, Beo(O) sio disjuntos, entdo L(A)(x) =0= L(B)(z) =1,

4. wale a consondancia da interseccao finita
(VA,B€o(0), LLANB) <1—-(1—-L(A))(1 - L(B)) =max{L(A),L(B)}),

5. Y{A1,..., An} particio finita mensurdvel de ©, Y 1" (1 — L(A;)) = 1, isto €, aceita-se um, e
somente um, elemento da particdo.

Demonstragdo.

1., 2. e 8. tem provas andlogas a do Teorema 3.1.
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4. Sejam A, B € ¢(0). Usando a consonancia da uniao finita e a invertibilidade, temos que
LIANB)=1—-L((ANDB)°)=1—-L(A°UB°)=1—-L(A)L(B°)=1—(1—-L(A)(1 - L(B)).

5. Seja {A1,..., Ay} particao finita mensuravel de ©, e x € x. Temos, por 2. e pela consonancia
da unido finita, que [[I; £(4;) < £(U;~, 4i) = £(©) = 0, de modo que Fig € {1,...,n} tal que
L(Ai,)(xz) = 0. Mas, para j # i, temos, por 3., que L(A;)(x) =1, Vj # ip, uma vez que A; N A;,
Vj # dp. Assim, > (1 — L(A4;)(x)) = 1.

O

A desiderata D2 pode ser caracterizada de diversas formas. O Teorema a seguir contém algumas
delas.
Teorema 3.3. Sdo equivalentes:

1. L satisfaz a desiderata D2

2. Y{A1,..., Ay} particao finita mensurdvel de ©, Y " (1 — L(A4;)) =1

3. L satifaz:

(a) Invertibilidade (VA € 0(0), L(A) =1— L(A®))
(b) Monotonicidade e consondncia da intersecgao finita

(VA,B € 0(©), L(ANB) =1— (1 — L(A))(1 — L(B)))

4. L satifaz:
(a) L(0) =1
(b) L(©) =0

(¢) Consondncia da intersec¢do finita (VA, B € 0(©), LIANB) <1—-(1-L(A))(1-L(B)))
(d) Consonancia da uniao finita (VA,B € 0(0), LIAUB) > L(A)L(B))

Demonstragao.

1= 2. Ja esta provado no Teorema 3.2.

2= 1. Sejam A, B € 0(0©) e x € x. Consideremos a particio A; = A e Ay = A°. Temos que
(1—-L(A)+ (1 —L(A°)) =1, de modo que L(A) =1 — L(A®) e vale, portanto, a invertibilidade.

Seja © € x. Sem perda de generalidade, consideremos L£(A)(x) = 0. Consideremos agora a
particdo A; = A, Ay = B\A e A3 = (AU B)°. Temos que (1 —L(A)(z))+ (1 - L(B\A))(z)+ (1—
L((AUB)°)(z)) = 1. Assim, L(A)(z) = 0 = L((AU B)°)(x) = 1, e da invertibilidade, que ja foi
mostrada, L(A U B)(x) = 0. Desta forma, pelo item 2. do Teorema 2.1, vale a monotonicidade.

Considerando a mesma parti¢ao, mas supondo L(A U B)(z) = 0, temos pela invertibilidade
que L((AU B)°)(x) = 1. Assim, ou L(A)(z) = 0 ou L(B\A)(z) = 0. No segundo caso, pela
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monotonicidade, que ja foi mostrada, £(B)(x) = 0. Assim, L(AU B)(z) =0 = L(A)(z)L(B)(x) =

0, e, portanto, vale a consonancia da uniao finita.
1= 3. Ja esta provado no Teorema 3.2.

3 = 1. Basta mostrar que 3 = consonancia da uniao finita. De fato, sejam A, B € ¢(0O).

Usando a consonancia da interseccao finita e a invertibilidade, temos que
LIAUB)=1-L((AUB))=1—-L(A°NB)=1—[1-(1—-L(A))(1 - L(B°)] = L(A)L(B).

1= /. Ja esta provado no Teorema 3.2.

4 = 1. Basta mostrar que 4 = invertibilidade e monotonicidade. Para verificar que vale a
invertibilidade, seja A € (). Temos, pela consonancia da intersecgao finita e por £(()) = 1, que
1—(1—L(A)1—L(A°)) = L(AN A°) = L(0) = 1. Desta forma, (1 — L(A))(1 — L(A°)) =0, de
modo que L(A)L(A¢) = L(A) + L(A®) — 1. Mas, pela consonancia da uniao finita e por £L(©) =0,
L(A)L(A®) = L(AU A®) = L(O) = 0. Assim, temos que L(A) + L(A°) — 1 = 0 e, portanto, vale a
invertibilidade.

Para verificar a monotonicidade, sejam A, B € ¢(©), com A C B, e x € x. Se L(A)(z) = 0,
temos, pela invertibilidade (que ja foi mostrada), L(A€)(z) = 1-L(A)(x) = 1. Como L(ANB®)(x) =
L(D)(x) =1 e vale a consonancia da interseccao finita, 1 = L(AN B)(z) <1— (1 — L(A)(x))(1 —
L(B%)(z)) =1-1(1—L(B°)(x)), de modo que L(B¢)(x) = 1. Novamente usando a invertibilidade,

L(B)(z) = 0 e, assim, vale a monotonicidade.

O
D3 L deve satisfazer
1. Invertibilidade (VA € 0(0), L(A) =1 — L(A®))
2. Monotonicidade e consonancia da uniao enumeravel
(V{An}nen € 0(0), L(Unz14n) = [1,51 £(4n))
O]

Exemplo 3.4. As classes definidas nos Exemplos 3.2 e 3.3 satisfazem também a desiderata D3. A

demonstracao é andloga as demonstragoes apresentadas nestes exemplos.

Teorema 3.4. Se L € uma classe de testes que satisfaz a desiderata D3, entdo:

1. L) =1,
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3. sex € x eseA Beo(0O) sio disjuntos, entao L(A)(x) =0= L(B)(z) =1,
4. wvale a consonancia da interseccdo enumerdvel
(Yn>1eVA,...,A, €0(0), LN A) <1-T["(1—L(A))),

5. V{Ai, Ag, ...} particio enumerdvel mensurdvel de ©, 3., (1 — L(4;)) = 1.

Demonstracao. As demonstragoes sao analogas as do Teorema 3.2. O

Analogamente a desiderata D2, a desiderata D3 também pode ser caracterizada de diversas

formas, como mostra o Teorema a seguir.
Teorema 3.5. Sdo equivalentes:
1. L satisfaz a desiderata D3
2. Y{A1, Ay, ...} particio enumerdvel mensurdvel de ©, 3 .~ (1 — L(A;)) =1
3. L satifaz:
(a) Invertibilidade (VA € 0(©), L(A) =1 — L(A°))

(b) Monotonicidade e consondncia da intersec¢do enumerdvel

(H{Antnen € 0(0), L(Mn214n) =1 =T[5 (1 = L(An))

4. L satifaz:
(a) L(D) =1
(b) L(©) =0

(¢) Consondncia da intersec¢ao enumerdvel
(HAntnen € 0(0), L(Nn>14n) <1 =T (1 = £(An)))
(d) Consondncia da unido enumerdvel (V{Ay}nen C 0(0), L(Un>14n) 2 [[,51 L£(A4n))

Demonstragdo. As demonstragoes sao analogas as do Teorema 3.3.

O]

O Lema a seguir sera ttil na demonstracao do Teorema 3.6, que fornece uma caracterizagao das

classes de testes que satisfazem a desiderata D3.
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Lema 3.1. Seja L uma classe de testes. Para cada x € x, seja:

fo:0(0) —{0,1}
A€ 0(®) s fo(A) = L(A)(x)

Isto €, f, associa, a cada A € 0(0), f,(A) = L(A)(z). Entdo, se vale a desiderata D3, para cada
x € x a fungdo fy € continua no sentido de que se (Ap)n>1, An € 0(©), Vn > 1, € uma sequéncia

tal que liminf A,, = limsup A,, = lim A,,, entao f,(lim A,) = lim f,(A,).

Demonstracao. Seja x € x.

(1) Seja (Ap)n>1 um sequéncia crescente (isto é, A; C A; 41 Vi > 1), com A,, € 0(0), Vn > 1.
Temos que L(lim A,)(z) = L (Un>1 An> () = lim L(A,)(x) (este limite estd bem definido, pois, da
monotonicidade, segue que (L'(A;)(a:))nzl ¢ uma sequéncia nao crescente, limitada inferiormente

por 0). De fato, pela monotonicidade e consonancia da uniao enumerdvel:

clUJAn) @ =]] L)) =)
n>1 n>1
Se existe i tal que L£(A4;)(z) = 0, entdo L(A;)(x) = 0 Vj > i (pela monotonicidade), de modo
que (x¥) =0 = lim L(A,)(z).
Se nao existe i tal que L(A4;)(z) =0, entao (x) =1 = lim L(A,)(x).

(2) Seja (Ap)n>1 um sequéncia decrescente (isto é, A; D A; 41 Vi > 1), com A, € 0(©), Vn > 1.
Temos que L(lim 4,)(xz) = L (ﬂn>1 An> (x) =lim L(Ay)(z) (este limite estd bem definido, pois, da
monotonicidade, segue que (L(An)_(:n))nzl é uma sequéncia nao decrescente, limitada superiormente
por 1). De fato, pela monotonicidade e consonancia da intersecgdo enumeravel (que vale, como

mostrado no Teorema 3.4):

L1 A) @) =1-T[0Q-£A)() = (»)
n>1 n>1
Se existe i tal que L£(A4;)(z) = 1, entdao L(Aj)(x) = 1 Vj > i (pela monotonicidade), de modo
que (x) =1=1mL(Ay)(x).
Se nao existe 7 tal que L(A4;)(z) =1, entao (x) =0 = lim L(A,)(x).

(3) Seja (An)n>1 uma sequéncia, com A, € ¢(©), Vn > 1. Suponhamos que liminf A4, =

limsup 4, =lim 4,, = A. De (1) e (2), temos que:
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L(A)(z)=L U ﬂ Ag | (z) :liénﬁ ﬂ Ag | (z) :lims%pﬁ m A | (z) >

n>1k>n k>n k>n

limsup £ (Ay,) (z) > liminf £ (An) (z) > liminf £ | | J 4 | (@) =lmZ | | 4 | (2) =
" " " k>n " k>n

MU A | @) =£4) @),

n>1k>n

em que a primeira e a ultima desigualdades decorrem da monotonicidade.
Desta forma, £(A)(z) = lim L(A,).

Teorema 3.6. Suponha que © = R"™ e B(O) C o(0). Entdo, uma classe L satisfaz a desiderata
D3 se, e somente se, para cada x € x, 3! 0y = Op(x) € O tal que L(A)(x) =0 < 6Oy € A,
VA € 0(0©). Isto é, vale D3 se, e somente se, VA € o(0), L(A)(z) = L(Og(z) ¢ A) para algum
fo(x) € O.

Demonstragao. (=)

Seja x € x. Para cada (y1,...,yn) € Z", definimos

Agl,m:yn = {(.Il,...,l‘n) € %nyj S:L'j <y]+17 \V/] = ]-a---an}'

A Figura (??) mostra um exemplo tipico de conjunto desta forma, para o caso de R?.

Notemos que A)  NAY  =0se3dke{l,...,n}tal que yp # z. Além disso, temos que
0 —
U Ay1,...,yn - §Rn (*)
(Y15e-,Yn ) EL™
Da unido enumerdvel em (x) e do item 5. do Teorema 3.4, temos que 3! (y,...,4%) € Z" tal

que
£ (Ag?,...,yg> () =0.

Fixado o vetor (39, .. .,9Y), consideremos agora os seguintes 2" conjuntos. Para cada (y1,...,ys) €
{0, %}", seja

1 .
Azln,---,yn ={(z1,...,2,) € %":y?—i—yj <z <y?+§+yj, Vi=1,...,n}.

Temos que Agl/1 v N Aih._ﬂ% =0 se 3k € {1,...,n} tal que y, # 2. Além disso, temos que

yee Y
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Figura 3.1: Exemplo: o conjunto A9 ; em ®?

Xg
2
i

X1

1 _ 40
U Ay17~--,yn - Ay?,...,yg‘
(ylr":yn)e{ozé}n

Assim, como L ((Ago yo)c> (z) = 1, temos, pelo item 5. do Teorema 3.4, que 3! (yi,...,yl) €
12°9Yn
{0, 3} tal que
(A} ) @ =0

Procedemos desta forma, sucessivamente. No passo m, m > 1, definimos os 2" conjuntos: para

cada (y1,...,yn) € {0, 2%}", seja

m—1

m—1
1 )
Aﬁ,...,yn ={(z1,...,2n) €RN": Zy§-+yj <z < Zyé—k om +y;, Vi=1,...,n}.
1=0 =0

Novamente, temos que Ay} NAY =0 se 3k tal que y; # 2. Além disso, temos que

Y P

m _ o Am—1
U Aylv"'vyn - Ay;n—l’“.’y;n—l'
(ylv""yn)e{()’ﬁ}n
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Assim, como L ((A’"m__l1 m_1>c) () =1, 3 (v, ...,y € {0, 2%}” tal que

yl s Yn

£ ( Zmy#) (x) =0.

No final deste processo, obtemos a sequéncia

Al

Am ynL

Moy o w W
Ty )

A2
YTy A Y3y

em que A representa o fecho do conjunto A. Esta sequéncia é composta por conjuntos fechados
encaixados cujo diametro vai a zero (Engelking [1]). Assim, pelo Teorema de Cantor (Engelking [1]),
6o € 6 tal que limyy, A%y = {00} Como At C Ay ym, e L (A;”{n,_..,ym) (z) =0,
temos L (A™ym _ym) (z) =0, Vm > 1. Logo, pela continuidade de £(.)(z) (Lema 3.1),

L0 @) =L | () Ay | (@) = £ (Im ATy ) (@) =T £ (A ) (2) = 0

m>1

Assim, pela monotonicidade, se A é tal que 6y € A, temos L(A)(x) = 0. Se A é tal que 0y ¢ A,
temos, pelo item 3. do Teorema 3.4 que L£(A)(x) = 1, pois L(A°)(x) = 0.

Desta forma, se £ satisfaz a desiderata D3, para cada z € x, 3! 6y = p(x) € O tal que
L(A)(x) =0 < 0y € A,

(<)
Seja x € x. Seja 0y = Op(x) € © tal que L(A)(z) =0 <= 6y € A. Temos que

LA)(2) =0 <= O A <= Oy ¢ A° <= L(A)(x) =1,
de modo que L(A)(zx) =1 — L(A°)(x). Assim, vale a invertibilidade.

Seja {An}nen C 0(©). Temos que

L UA" () =0 < 6y e UAn — FieNtq b€ d; —

n>1 n>1

Jit.q. L(A)(z) =0 <= [] £(An)(x) =0,

n>1

de modo que £ (Un>1 An> () = [L,,>1 £(Ay)(z), Vo € x. Assim, vale a monotonicidade, bem
como a consonancia da unido enumeravel.

O

Observamos que no Teorema anterior, §y pode depender do ponto amostral observado, x. Isto

é, 0p = 0p(X) é um estimador pontual. Na realidade, este Teorema estabelece uma espécie de
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conexao entre testes de hipdteses e estimacao pontual: se acreditamos que as propriedades da
desiderata D3 devem ser satisfeitas e, portanto, escolhemos uma classe de testes que as satisfazem,
necessariamente aceitaremos uma hipdtese A se, e somente se, um determinado ponto (fungao da
amostra) pertencer a ela. Notamos que os exemplos apresentados que obedecem a desiderata D2
também sao testes deste tipo. Podemos nos perguntar se hd exemplos de classes de testes que
satisfazem a desiderata D2 mas que nao satisfazem D3. A proxima secao tem como finalidade

mostrar que todas as desideratas propostas sao diferentes.

3.2 Relagoes entre as Desideratas

Teorema 3.7. Seja L uma classe de testes de hipdteses. Entao

L satisfaz D3 = L satisfaz D2 = L satisfaz D1
& &

Demonstragdo. As implicagoes seguem imediatamente das definicbes. Assim, exibiremos apenas
contraexemplos para mostrar que D1 nao implica D2, que por sua vez nao implica D3.

Um exemplo de classe de testes que atende a D1 mas nao a D2 pode ser obtido se consideramos
© =10,1], 0(©) = B(©),

0 ~Unif(0,1) e X|0 ~ Ber(f). Suponhamos que a classe £ é definida por

L(A)@) =T (]P’(A\x) < ;) b (P(A\x) - % e E[f]2] ¢ A) VA € o(0) e Vx € y.

Tal classe é um caso particular da estudada no Exemplo 3.1 (com 6y(x) = E[0|z]), de modo que L
satisfaz D1. Contudo, sejam A = [0;0,25] e B = [0,25;0,5]. Temos que P(AU Blz = 0) = 0, 75;
P(Alx = 0) = 0,4375 e P(B|z = 0) = 0,3125, de modo que L(A U B)(0) = 0, enquanto que
L(A)(0) = L(B)(0) = 1. Assim, £ nao satisfaz a consonancia da unido finita e, consequentemente,
D2.

Para mostrar que D3 % D2, seja © = R" e ¢(0©) = P(O). Seja U um ultrafiltro nao trivial
em © (que existe, como mostrado no Teorema A.1 do Apéndice A). Podemos definir uma classe £

através de
L(A)(z) =1(A ¢ 1), VA€ o(O©) eVz € x.

Temos que L satisfaz a desiderata D2. De fato, sejam A, B € 0(0) e x € x. Temos que:
LA)(z) =0 <= AcU <<= A°¢U < L(A(x) = 1.
Assim, vale a invertibilidade. Além disso, se A, B € 0(©) sao tais que A C B e = € x, temos

LA)(z)=0=AcU=BecU= L(B)(z) =0,
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de modo que vale a monotonicidade. Vale também a consonancia da interseccao finita. De fato, se

A,B €0(0O) ez €y, temos

1—(1— L(A) ()1 — L(B)(z)) =0 = L(A)(z) =0 e L(B)(z) =0=>AcUe BelU=
ANBeUs= L(ANB)(z) = 0.

Deste modo, £ satisfaz a desiderata D2 (item 3. do Teorema 3.3). Como U é néo trivial, ndo existe
0 € O tal que A€ U <= 6y c A. Isto é, P € O tal que L(A)(x) =0 <= 6y € A. Assim, pelo

Teorema 3.6, temos que £ nao satisfaz D3.
O



Capitulo 4

Conclusoes

4.1 Consideracgoes Finais

Neste trabalho, analisamos algumas propriedades que podem ser esperadas de testes de hipéteses
simultaneos, apés a realizagdo de um tinico experimento. Vimos que muitos dos testes usualmente
utilizados nao respeitam as propriedades estudadas, de modo que, frequentemente, hé falta de
concordancia logica entre as conclusoes obtidas através de testes simultaneos. Vimos também que,
sob o ponto de vista da Teoria da Decisao, é possivel criar classes de testes que satisfazem tais
propriedades. Por fim, vimos um teorema que mostra que, impondo certas restricoes a uma classe
de testes de hipdteses, pode-se estabelecer uma espécie de concordancia entre testes de hipdteses e

estimacao pontual.

4.2 Sugestoes para Pesquisas Futuras

e Relacionar testes com muiltiplas decisoes com testes de duas decisGes. Isto é, verificar o que
se espera que ocorra, em termos de concordancia, entre um teste com n possiveis decisoes,
que tem o objetivo de escolher um elemento dentre uma particao do espaco paramétrico com
n elementos, e n testes com duas decisoes, cujos objetivos sao testar cada um dos elementos

da particdo contra seus complementares.

e Considerar perdas conjuntas para testes simultaneos, como feito neste trabalho apenas para

o caso de duas hipéteses sob a perspectiva frequentista.

e Avaliar mais a fundo o problema de concordancia de testes de hipdteses com estimacao pontual

e também com estimagao intervalar.

e Avaliar a relacdo entre classes mondtonas e classes admissiveis, considerando-se admissibili-

dade tanto de um ponto de vista classico quanto bayesiano.

37
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Apéndice A

Ultrafiltros

Neste apéndice, discutimos o conceito de ultrafiltro, que é utilizado na demonstracao do Teorema

(3.7). Mais informagoes sobre ultrafiltros podem ser encontradas em Fraissé [0].

Definicao A.1. (Filtro) Um conjunto F C P(X) € um filtro sobre um conjunto X se, se somente

se.
F1 0 ¢F
F2 AcFeACB=BeckF

F3 ABeF=AnNnBecF

Definicao A.2. (Ultrafiltro) Um conjunto U C P(X) é um ultrafiltro sobre um conjunto X se,
e somente se, U € um filtro e VA C X, ou A € U ou A° € U.

Observagao: Neste estudo, um ultrafiltro pode ser interpretado como os conjuntos (hipéteses

nulas) que sao aceitos apds observar a amostra x.

Definicao A.3. (Ultrafiltro trivial) Um conjunto U C P(X) é um ultrafiltro trivial se, e somente
se, dr € X tal que, para AC X, AcU < z € A

E f4cil verificar que um ultrafiltro trivial é, em particular, um ultrafiltro.

Definicao A.4. (Ultrafiltro ndo trivial) Um conjunto U C P(X) € um ultrafiltro ndo trivial se,

e somente se, U € ultrafiltro e U ndo € trivial.

Teorema A.l. Seja X um conjunto infinito. Existe um ultrafiltro nao trivial sobre X.

Demonstragado.

39
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APENDICE A. ULTRAFILTROS

1. Primeiramente, mostraremos que se F é um filtro maximal sobre X, entao F é um ultrafiltro.

Observagdes: Um elemento s é maximal em um conjunto parcialmente ordenado (S, <)
quando nao existe elemento de S que é maior que s, segundo a ordem parcial < (Engelking [1]).
S’ C S é um subconjunto totalmente ordenado segundo a ordem < quando VA, B € S', A< B
ou B < A. Além disso, m € S é um majorante de S’ em S quando p < m, Vp € S’. No presente

caso, a ordem parcial considerada é a ordem da inclusao (C) (Engelking [1]).

Suponhamos, pelo absurdo, que F ¢ filtro maximal, mas que nao é ultrafiltro. Como F nao
é ultrafiltro, 34 C X tal que A ¢ F e A° ¢ F. Podemos adicionar A a F de modo a tentar
estender F para um novo filtro F/ que o contém. Para que o resultado da extensao seja de
fato um filtro, temos também que adicionar A NY, VY € FF, assim como adicionar todos os
conjuntos que contém ANY, VY € F. Se ANY # (), VY € F, F' serd, de fato, um filtro.
Contudo, por hipétese, F é maximal, de modo que F' nao poderia ser um filtro. Assim,
JY € F tal que ANY = (). Utilizando-se um raciocinio andlogo para A¢, vemos que 37 € F
tal que AN Z =0. Mas, ANY = A°NZ=0=YNZ =1, o que é uma contradicao, pois F
é filtro e, portanto, Y N Z € F mas () ¢ F. Assim, temos que se F é filtro maximal, entao I é
ultrafiltro.

. Mostraremos agora que todo filtro esta contido em um ultrafiltro.

Seja F o conjunto de todos os filtros sobre X. Se 7' C F é um subconjunto totalmente
ordenado de F, temos que F’ possui um majorante em F. De fato, basta tomar F = | F'. Nao
é dificil verificar que F é, de fato, um filtro. Deste modo, pelo Lema de Zorn (Engelking [1]),
temos que existe um filtro maximal. Além disso, todo filtro estd contido em um filtro maximal.
De fato, se F; é um filtro que nao esta contido em nenhum filtro maximal, entdo nao existe
nenhum filtro F} tal que F; C [} e, portanto, F; é filtro maximal. Desta forma, todo filtro

esta contido em um ultrafiltro (por 1.).

. Finalmente, mostraremos que existe um ultrafiltro nao trivial.

Consideremos o filtro dado por
Fo={AC X : A° é finito}.

Nenhum filtro F’ tal que Fy C F’ contém conjuntos finitos. De fato, se A C X ¢ finito, de
modo que A€ € Fy, e F/ é tal que Fy CF' e A € F’ (conforme contrugéo em 1.), entdao A € F’
e A° € ', de modo que AN A° = () € F/, contradicao. Em particular, um ultrafiltro que
contém Fy (que existe, por 2.) ndo possui conjuntos finitos. Assim, existe um ultrafiltro nao

trivial F*, caso contrério existiria xg € X tal que {zg} € F*, absurdo.



41

A demonstracao acima depende diretamente do Axioma da Escolha, uma vez que o Lema de
Zorn é equivalente a este Axioma (Engelking [1]). Na realidade, a existéncia de ultrafiltros nao
triviais é mais fraca que o Axioma da Escolha, mas nao pode ser demonstrada utilizando-se apenas
os Axiomas de Zermelo Fraenkel de Teoria do Conjuntos (Fraissé [0]). Desta forma, a construcao

explicita de exemplos de ultrafiltros nao triviais nao é simples.
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Apéndice B
Demonstracao Adicional

Neste Apéndice, demonstramos o que foi afirmado no Exemplo 2.8:
Seja L a classe de testes de hipdteses construida da seguinte forma: suponhamos que, para cada
0 e0,
L{0})(z) =L (eva({0}) < ¢), Vx € X,

como em 2.3. Entao, se © ¢ finito ou enumerdavel, a extensdo dos testes acima para o(©) descrita
no Teorema 2.5 é justamente a classe do Exemplo 2.3. Se © é nao enumeravel, este resultado vale
contanto que Vz € x e Va € R, P({0 : f(0|z) = a}|z) = 0. Isto é, esta é a tinica extensao dos testes
para as hipéGteses simples {6}, § € ©, para uma classe de testes que respeita tanto a monotonicidade

quanto a consonancia da uniao (finita, enumerdvel ou ndo enumeravel, dependendo da estrutura de
0).

A prova sera dividida em trés casos.

e Suponhamos que © é finito.

Seja {A1,..., A} C 0(0). Queremos mostrar, inicialmente, que

evy (U A;) = mazx evz(4;). (1)

De fato, temos

evz (Ui Ai) = P({0: f(Olz) < sup P({0}[z)}z) =P({0: f(f]z) < maz P({6}[z)}z)
feur_ A; Ui A

=P({0: f(0lz) <P({0"}z)}x) = evs({67}),

em que 6* = arg maxaeu?ZIAiIP’({H}\x).

Sejaig € {1,...,n} tal que 8* € A;,. Um argumento andlogo mostra que ev,({6*}) = evy(Ai,)
e, portanto, evy(Ul  A;) = evy(Ai,) < mazi<i<nevg(A4;). Como ev, (Ul A;) > evy(A),
Vi e {1,...,n}, segue (1).

Para verificar que a classe £ definida no Teorema 2.5 é como a descrita no Exemplo 2.8, sejam

43
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A€ o(O)ex e x. Temos que

L(A)(x) =min L({bp})(z) = gzzeiz]l(evx({%}) <ec¢)=I(evy({bo}) <¢, YOy € A) =

OocA

= [ (supg,caevys({60}) < c¢) =1 (evz(A) <),
em que a dltima igualdade segue de (1).
Suponhamos que © é enumeravel.
Seja {A;}ien C 0(©). Queremos mostrar, inicialmente, que

evg (UienAi) = sup evz(4;). (2)
ieN

Para tanto, mostraremos que 30* € UjenA; tal que supgey, 4, P{0}z) = P({6"}[x). De

fato, suponhamos, pelo absurdo, que

sup  P({8}|z) > PO} x), V8 € Usen i (%)

0€U;enA;
Se vale suppey, 4, P({0}x) = 0, o resultado ¢ imediato. Seja entdo 01 € UjenA; tal que
P({6,}|x) > 0. Como, por hipdtese, vale (x), temos que by € U;enA4; tal que P({f2}|x) >
P({6;}|x). Procedendo desta maneira, sucessivamente, obtemos uma sequéncia (6;);>1 tal que
P({0;+1}|x) > P({0;}|x), Vi > 1. Temos que

1> P({fi}|z) > Y P({61}|z) = oo,
i>1 i>1
o que ¢ absurdo. Assim, 30" € Ujen4; tal que supgey, 4, P({0}|z) = P({6"}|x). Deste modo,

evy(UienAi) = P <{9 Ff0lz) < sup IP’({H}I%)}Iﬂc) =P{0: f(Olz) <P({0"}x)}|z)

0C€U;enA;

= evr({07}),

Seja ig € {1,...,n} tal que #* € A;,. Um argumento andlogo mostra que ev,({6*})
evg(Ajy) e, portanto, ev,(UienAi) = evy(Aiy) < sup,ey evz(A;). Além disso, evgy(UjenA4;) >
sup;en €vz(A;). Dal segue (2).

Mostraremos agora que a classe £ definida no Teorema 2.5 é como a descrita no Exemplo 2.8.

De fato, sejam A € 0(0) e z € x. Temos que

£(A)(z) = min £({00})(@) = pin ev,({60}) < ©) = L(evs({00}) < Wby € A) =

= I (supgyeaeva({00}) < ) =I(eva(A) <¢),
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em que a udltima igualdade segue de (2).

e Suponhamos que © é nao enumeravel.

Seja {A;}tier € 0(0O) tal que UjerA; € 0(O) e € x. Suponhamos que supgeg f(0|z) < oco.

Queremos mostrar inicialmente que sup;cj evg(A4;) = evy(Uier Ai). Seja

a; = sup f(flr) < oo, Viel.
0cA;

Como (a;)ier € limitada superiormente, Jag = sup;c; a;.

Seja a* = su . f(B]x). Mostraremos agora que ag = a*.
] Pocu;crA; g q

1. a9 < a*.
De fato, temos que Vi € I, a; = supgey, f(0|z) < supgey, ,a, f(0lz) = a*. Assim,
ag < a*.

2. ap > a*.
Suponhamos, pelo absurdo, que ag < a*. Entao, existe t € f(UjerAilz) = {f(f|z) : 0 €
UierAi} tal que ap < t < a*. Logo, existem ig € I e 0y € A;, tais que ag < f(6p|z) < a*
(pois f(Uierdilz) = Uierf(Ailz)). Assim, ap < f(folz) < a;, < a*, de modo que
ao < a;,, contradicao.

De 1. e 2., segue que ag = a™.
Para verificar que sup;cj evg(A4;) = evy(Uier Ai), notamos que

1. sup;csevg(4;) < evg(UierAs).

De fato, basta notar que ev;(A;) < evy(UierA;), Vi € I, como mostrado no Exemplo 2.3.
2. sup;cgevg(Ai) > evy(Uier As).

Temos que ev, (UierA;) =P({0: f(0]x) < a*}z) =P({0: f(f]z) < a*}|x), por hipdtese.

Vale também que

050k <) = 0 500 <0~y = U700 S )

n>1 n>1

onde a ultima igualdade decorre do fato que ag = a*.

Assim,

evn(UierAs) =P [ J10: £(0le) < a0 — 1Yo | = Tim B0+ f(6}e) < ao — Yo,

n>1
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Mas, para todo n > 1, 3¢, € I tal que ap — % < a;, < ap. Logo, temos que Vn > 1,
{6: fz) <ag— %} C{b: fz) <a;,}, de modo que P({0 : f(O|r) < ap — %}|x) <
B({0: f(8l2) < ai, }z) = evs(A;,). Assim,

evy(Uier A;) = ILm PO : f(O|z) < ap— l}|x) < lim sup ev,(A;,) < supev,(A;).
n—00 n

n—oo i€l

De 1. e 2., segue que evg(UjerA;) = sup;cr evz(4;) (3).

Finalmente, mostraremos que a classe £ definida no Teorema 2.5 é como a descrita no Exemplo

2.8. De fato, sejam A € 0(©) e x € x. Temos que

£(A)(z) = min £({00})(@) = min T (ev,({00}) < ©) = L(evs({00}) <, Wby € A) =

= I (supg,eaeve({6o}) < c) =1 (evy(A4) <¢),

em que a dltima igualdade segue de (3).
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