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Resumo

Queiroz, F. F. Analise de dados com suporte limitado: modelos power logit e contribui-
¢Oes a inferéncia robusta. 2022. 191f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemética e Estatistica,
Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2022.

Dados continuos limitados, particularmente no intervalo unitario, aparecem em diferentes areas,
incluindo ecologia, biologia, economia e satde publica. Alguns exemplos sao a fracdo da cobertura
vegetal, a proporcao da renda familiar gasta em planos de saude e a prevaléncia de doengas croni-
cas. Estes dados geralmente sdo altamente assimétricos, possuem dispersao dependendo da média
e muitas vezes apresentam valores nas fronteiras. Modelos de regressao que utilizam a distribuicao
beta sdo amplamente empregados em aplicagles. A regressdo beta permite a interpretacao direta
dos pardmetros, acomoda assimetria e heterocedasticidade, sendo razoavelmente flexivel. A infe-
réncia em modelos de regressiao beta geralmente é baseada em métodos de maxima verossimilhanca
ou bayesianos, para os quais a informacao dos dados vem da funcao de verossimilhanca. Em ambos
os casos, a inferéncia pode ser altamente influenciada por observagoes atipicas. O procedimento
de inferéncia pode entdo ser substituido por um método robusto ou pode-se empregar modelos
baseados em distribui¢cbes mais flexiveis do que a distribuicdo beta. Nesta tese, contribuimos para
a modelagem estatistica de dados limitados em duas dire¢des. Primeiramente, definimos e estuda-
mos os modelos power logit, uma classe altamente flexivel de modelos de regressdo com paradmetros
interpretaveis adequados para modelagem de dados limitados com diferentes caracteristicas. Sao
apresentadas medidas de diagnostico e de influéncia, e um novo pacote computacional é desen-
volvido. Apresentamos também os modelos de regressao power logit inflacionados, que podem ser
empregados quando os dados incluem observacoes em um dos extremos do suporte. A segunda
parte desta tese é dedicada ao desenvolvimento de métodos inferenciais robustos em regressao beta
inflacionada. Os estimadores propostos possuem boas propriedades e apresentaram bom desempe-
nho em experimentos de simulacdo. Rotinas computacionais para uso dos estimadores propostos

sao fornecidas.

Palavras-chave: Dados fracionarios, Inferéncia robusta, Proporcoes continuas, Regressao beta,

Regressao beta inflacionada.
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Abstract

Queiroz, F. F. Bounded continuous data: power logit models and contributions to robust
inference. 2022. 191f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemadtica e Estatistica, Universidade de

Sao Paulo, Sao Paulo, 2022.

Bounded continuous data, particularly on the unit interval, appear in different areas, including
ecology, biology, economics, and public health. Some examples are the fraction of vegetation cover,
the proportion of family income spent on health plans, and the prevalence of chronic illness. The
data are usually highly skewed, have dispersion depending on the mean, and often present values
at the boundaries. Regression models that use the beta distribution are widely employed in appli-
cations. Beta regression allows direct parameter interpretation, asymmetry and heteroscedasticity
while reasonably flexible. Inference in beta regression models is usually based on maximum like-
lihood or Bayesian methods, for which the information from the data comes from the likelihood
function. In either case, the inference can be highly influenced by atypical observations. The in-
ference procedure may then be replaced by a robust method, or one may employ models based
on more flexible distributions than the beta distribution. In this dissertation, we contribute to the
statistical modeling of bounded data in two directions. First, we define and study the power logit
models, a highly flexible class of regression models with interpretable parameters suitable for mode-
ling bounded data with different characteristics. Diagnostic and influence measures are presented,
and a new computational package is developed. We also present the inflated power logit regression
models, which may be employed when the data include observations at one of the extremes of the
support set. The second part of this dissertation is devoted to developing robust inference methods
in inflated beta regression. The proposed estimators have good properties and performed well in

simulation experiments. Computational routines for using the proposed estimators are provided.

Keywords: Beta regression, Continuous proportion, Fractional data, Inflated beta regression, Ro-

bust inference.
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Capitulo 1

Introducao

Dados sobre fragoes (proporgoes) de natureza continua aparecem frequentemente em estudos
de diversas areas como medicina, biologia, sociologia, psicologia, economia, entre muitas outras.
Alguns exemplos sdo: fracdo da renda familiar gasta com planos de satude, taxa de mortalidade,
porcentagem de gordura no corpo, fracado do territério coberta por copas de arvores, etc.. E comum
que o interesse resida em predizer ou explicar o comportamento de proporc¢oes a partir de um
conjunto de outras varidveis. Nestes casos, a varidavel resposta pode assumir valores no intervalo
unitario e o modelo de regressao linear usual pode nao ser apropriado, pois pode fornecer valores
ajustados para a varidvel resposta de interesse que excedem os limites do intervalo (inferior ou
superior). Uma solucdo alternativa e bastante utilizada é aplicar uma transformagcao na variavel
resposta, de modo que ela assuma valores na reta real e, entao, modelar a média da variavel resposta
transformada. A transformagdo logito, definida por h(y) = logly/(1 — y)], v € (0,1), é uma das
mais comuns. No entanto, essa abordagem também pode trazer alguns incovenientes, entre eles:
a interpretacdo dos parametros do modelo é dada em termos da variavel transformada; os valores
ajustados podem exceder os limites do intervalo; essas transformagoes ndo garatem que a varidncia
serd constante (homocedasticidade); entre outros.

A modelagem de dados continuos que tomam valores no intervalo unitdrio, que chamaremos
de dados fraciondrios, deve levar em conta alguns aspectos inerentes a dados dessa natureza. Por
exemplo, tipicamente exibem assimetria e dispersao dependente da média. Assim, um enfoque mais
natural para lidar com essas situagoes é utilizar algum modelo de regressdo adequado para variavel
resposta continua que assuma valores no intervalo unitario (0,1). Uma das principais distribui¢oes
de probabilidade que assume valores no intervalo unitario é a distribuicdo beta.

Desde a década de 2000, um ntimero consideravel de trabalhos tem focado em modelos de regres-
sao baseados na distribuicdo beta, usualmente chamados de “modelos de regressao beta”. Entre eles,
o artigo de Ferrari e Cribari-Neto (2004) é um dos mais conhecidos. Este trabalho apresenta 1361
citagoes no Web of Science (consulta feita em 08/07/2022). Os autores propuseram um modelo de
regressao beta similar aos modelos lineares generalizados, em que se modela diretamente a média,
ao invés dos dois pardmetros de forma que indexam a distribuicao beta na parametrizacao usual; os
autores desenvolveram estimagao pontual e intervalar, testes de hipdteses e medidas de diagnéstico;
é possivel utilizar pacotes implementados no software R. Além disso, o modelo de regressdo beta
com precisdo varidvel também foi desenvolvido (Ferrari et al., 2011; Smithson e Verkuilen, 2006).

Existem diferentes especificagées do modelo de regressao beta na literatura, por exemplo, mode-
los com erros nas variaveis (Carrasco et al., 2014), modelos para dados longitudinais (Wang et al.,
2014), modelos para dados de alta dimensao (Schmid et al., 2009), entre outros. Adicionalmente,
modelos de regressao para dados fracionarios que usam outras distribui¢cGes aparecem em diversos
trabalhos. Por exemplo, Bayes et al. (2012) apresentam o modelo de regressao beta retangular; a
distribuicao log-Lindley é estudada em Goémez-Déniz et al. (2014); Lemonte e Bazan (2016) pro-
poem a classe de distribui¢oes GJS; Smithson e Shou (2017) estudam a classe de distribuicoes
CDF-quantile; entre muitos outros.

Em uma ampla variedade de aplicagoes envolvendo proporcgoes, a variavel de interesse pode



2 INTRODUCAO 1.0

assumir nao apenas valores no intervalo (0,1) como, também, os valores zero ou um ou ambos.
Por exemplo, taxa de mortalidade ou infeccdo para uma determinada doenga, proporc¢ao da renda
familiar gasta com educacdo dos filhos e propor¢ao de pessoas que apresentam uma determinada
caracteristica. Nessas situagoes, o modelo de regressao beta nao é adequado. Uma solugdo mais
apropriada é considerar um modelo estatistico que permita adicionar a distribui¢do continua da
variavel resposta um ponto de massa em zero, em um, ou em ambos os extremos. Modelos de re-
gressdo beta que acomodam observagoes nos extremos sdo encontrados em Ospina e Ferrari (2012);
ver também Cook et al. (2008), Ospina e Ferrari (2010) e Pereira et al. (2012). Outros modelos
de regressdo para dados de proporcdo que apresentam observacoes nos extremos também foram
propostos considerando outras distribuigoes; veja, por exemplo, os trabalhos de Liu et al. (2020),
Queiroz e Lemonte (2021), Bayer et al. (2021).

Inferéncia no modelo de regressao beta e varios de seus competidores é baseada em estimadores
de maxima verossimilhanca ou em métodos bayesianos, para os quais a informacao proveniente dos
dados é baseada na funcao de verossimilhanca. Em ambos os casos, a inferéncia pode ser muito
influenciada por observagoes atipicas e pela presenca de pontos influentes. Existem diferentes formas
de lidar com isso, uma delas é considerar modificagoes na forma de estimagdo de modo a obter
métodos inferenciais robustos. Outra alternativa é considerar modelos flexiveis que sejam menos
sensiveis a esse tipo de observacdes. Neste tese, estudamos essas duas perspectivas.

No contexto de modelos mais flexiveis, Lemonte e Bazan (2016) propdem uma nova classe
de modelos de regressao denominada “classe de distribuigdes GJS” (Generalized Johnson Sg),
que é uma generalizagdo da distribuicdo Johnson SB (Johnson, 1949). A classe de distribuigoes
GJS é indexada pela mediana e um pardmetro de dispersdo. Essa classe pode modelar de forma
razoavelmente simples dados que apresentem caudas com diferentes pesos a depender do gerador
de densidades utilizado. Os autores também propuseram o modelo de regressao GJS. Como uma
extensao, Queiroz e Lemonte (2021) propuseram o modelo de regressao GJS inflacionado em zero
ou um para o caso em que a variavel resposta assume valores em um dos extremos. Essencialmente,
a classe de distribui¢oes GJS é construida a partir de distribuigbes simétricas atribuidas ao logito
da varidvel que tem suporte em (0, 1). Entretando, é sabido que a transformacao logito ndo é capaz
de levar distribuigdes comuns de fragdes continuas & simetria.

A primeira parte desta tese dedica-se no desenvolvimento de uma classe flexivel de modelos
de regressao para dados continuos que assumem valores no intervalo limitado, denominada classe
power logit. Essa nova classe de distribuigoes tem trés parametros, que representam mediana, dis-
persdo e assimetria, e é obtida através de uma transformagdo conveniente aplicada a uma varidvel
aleatéria com distribuigao simétrica. A classe power logit tem a classe GJS como um caso particu-
lar, com a vantagem de que o pardmetro de assimetria fornece flexibilidade extra e melhor acomoda
dados altamente assimétricos. O modelo de regressdo power logit é proposto e os parametros de
regressao sdo interpretados em termos da mediana e da dispersdo da variavel resposta. Como o
interesse estd em dados assimétricos, a mediana pode ser uma medida de tendéncia central mais
apropriada do que a média. A distribuicdo power logit inflacionada em zero ou um e o respectivo
modelo de regressdo também sdo desenvolvidos. Além disso, definimos medidas diagnésticas e de
influéncia e apresentamos aplicagées que mostram a utilidade dos modelos de regressao propos-
tos na pratica. Adicionalmente, desenvolvemos um novo pacote R, chamado PLreg, disponivel no
repositério CRAN, para ajustar os modelos power logit e GJS.

A segunda parte dessa tese concentra-se no desenvolvimento de métodos inferenciais robustos
para a estimagao no modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um (Ospina e Ferrari, 2012).
A distribuicido beta inflacionada pode ser vista como uma mistura entre uma variavel aleatéria
degenerada no valor ¢ (com ¢ = 0 ou ¢ = 1) e uma varidvel com distribui¢do beta. A estimagao
pontual via méxima verossimilhanga no modelo de regressdo beta inflacionado é feita de forma
separada para a parte discreta e continua. Dessa forma, a inferéncia é fortemente influenciada por
observagoes atipicas (assim como nos modelos de regressao para dados binédrios e em regressao beta).
A influéncia de observagoes atipicas na inferéncia via maxima verossimilhanga em regressdo para
dados bindrios tem sido estudada em diversos trabalhos nas tltimas décadas; veja Copas (1988),
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Pregibon (1982), Bianco e Yohai (1996), Croux et al. (2002) e Ghosh e Basu (2016). A falta de
robustez na inferéncia via maxima verossimilhanga no modelo de regressao beta foi estudada nos
trabalhos Ghosh (2019), Ribeiro e Ferrari (2022) e Maluf et al. (2022). Nesses trabalhos, os autores
propoem métodos de estimagio robustos para inferéncia em modelos de regressao beta para o caso
em que o suporte da varidvel resposta é (0,1), ndo englobando o caso em que hd observagoes
nos extremos do intervalo. Com base nesses trabalhos, desenvolvemos estimadores robustos para o
modelo de regressao beta inflacionado.

Organizacao do trabalho

Esta tese esta dividida em sete capitulos e, conforme mencionado, esta divida em duas partes.
Na primeira parte, definimos novas classes de distribuigdes e os respectivos modelos de regressao
para modelagem de dados no intervalo limitado (podendo a varidvel resposta assumir valores nos
extremos do intervalo) e propomos medidas de diagnéstico e implementacao computacional. Essa
parte é apresentada do segundo ao quinto capitulo. A segunda parte é referente & inferéncia robusta
no modelo de regressao beta inflacionado e é apresentada no sexto capitulo. As notagoes utilizadas
nessas duas partes sao feitas de forma independente.

Os capitulos desta tese sdo organizados como segue. Neste primeiro capitulo, uma breve revisao
sobre modelagem de dados fraciondarios é apresentada. No segundo capitulo, propomos a classe
de distribui¢ées power logit e exploramos algumas de suas propriedades. Aspectos inferenciais
baseando-se na teoria da maxima verossimilhanca sdo discutidos, bem como medidas de qualidade
de ajuste. Além disso, simulagées Monte Carlo sdo conduzidas a fim de avaliar o desempenho dos
métodos propostos. Ainda nesse capitulo, sdo apresentadas aplicagbes em conjuntos de dados reais.
O modelo de regressao power logit é apresentado no Capitulo 3. Nesse capitulo também sao discu-
tidas medidas de diagndstico e influéncia e inferéncia sobre os pardmetros do modelo. O modelo de
regressao log-log, que é um caso limite do modelo de regressao power logit, também é desenvolvido.
No Capitulo 4 apresentamos o novo pacote do R, chamado PLreg, que permite o ajuste dos modelos
de regressao power logit, log-log e GJS. Nesse capitulo discutimos as principais fungoes disponiveis
no pacote e diferentes aplicagdes em conjuntos de dados reais. No quinto capitulo apresentamos
o modelo de regressao power logit inflacionado em zero ou um e desenvolvemos medidas de diag-
nostico e influéncia. Aplicacbes em dados reais sdo feitas e uma implementagdo computacional é
sugerida. No Capitulo 6 discutimos a influéncia de observagoes atipicas em inferéncia via maxima
verossimilhanga no modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um e propomos métodos infe-
rénciais robustos. Discutimos procedimentos robustos para testar hipoteses e aprensetamos estudos
de simulagdo que evidenciam o bom desempenho dos métodos propostos. Finalmente, no Capitulo
7 discutimos os resultados obtidos e apresentamos sugestoes de pesquisas futuras.

Contribuicoes desta tese
As principais contribui¢es desta tese sao:

1. desenvolvimento de uma nova classe de distribui¢bes, denominada classe power logit, para
dados de suporte limitado e respectivo modelo de regressao;

2. discussao da classe de distribuicoes log-log e do modelo de regressao log-log;

3. derivacao das classes de distribui¢ées power logit inflacionadas e log-log inflacionadas e dos
respectivos modelos de regressao para a modagem de dados de suporte limitado que apresen-
tam valores em um dos extremos do intervalo;

4. desenvolvimento de métodos inferenciais, residuos, ferramentas de diagnostico e influéncia
para todos os modelos propostos, bem como aplica¢des em conjuntos de dados reais;
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. elaborag¢ado de um novo pacote computacional no software R que possibilida o ajuste de todos
os modelos desenvolvidos e de alguns modelos ja existentes na literatura;

. estudo da influéncia de observagoes atipicas na inferéncia via méxima verossimilhanca no
modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um;

. desenvolvimento de estimadores robustos para os parametros do modelo de regressao beta
inflacionado em zero ou um;

. adaptacao de um algoritmo orientado pelos dados para selecao da constante de afinacdo dos
estimadores robustos propostos;

. ilustracao da eficidcia dos métodos robustos propostos em aplicagées em dados simulados e
em estudos de simulacao.



Capitulo 2

A classe de distribuicoes power logit

Neste capitulo, introduzimos uma nova classe de distribui¢cbes para a modelagem de dados
fraciondrios de natureza continua: a classe power logit (PL). Essa nova classe é bastante flexivel,
tem pardmetros interpretaveis e acomoda bem observagoes proximas aos extremos do suporte. Este
capitulo encontra-se organizado da seguinte forma. Na Secdo 2.1, apresentamos alguns conceitos
necessarios para o desenvolvimento deste trabalho, assim como algumas distribuicées utilizadas
para a modelagem de dados de suporte limitado. A classe PL é definida na Secdo 2.2 e algumas
propriedades dessa classe sdo exploradas bem como a motivacdo para a definicdo desta nova classe
de distribuigoes. Na Secao 2.3 sdo estudados aspectos infereciais em modelos power logit através do
método da maxima verossimilhanca usual e penalizada. Nesta secdo também é discutida a estimagao
de pardmetros extras e uma medida de qualidade de ajuste é proposta. Estudos de simulagdao e um
breve estudo de robustez sdo apresentados na Se¢ao 2.4. Finalmente, aplicagées a dados reais sao
conduzidas na Secdo 2.5.

2.1 Preliminares

Nesta se¢ao, apresentamos alguns conceitos e/ou tépicos que serdo tteis para o desenvolvimento
deste trabalho.

2.1.1 A classe simétrica de distribuicoes

Definimos, a seguir, a classe simétrica univariada de distribuicoes.

Definicao 2.1 (A classe simétrica.) Seja a varidvel aleatdria W com suporte em R da classe
simétrica, entdo sua funcio densidade de probabilidade ¢ dada por
1 ((w—p)?
h(w) = h(w; j,0) = ~r ( . weR,
o o
em que p é o parametro de posi¢io, o > 0 é o parametro de escala e r : R — [0,400) é denominada
fungio geradora de densidades, tal que [3°r(u)du < oo e [°u~?r(u)du = 1. Esta condigio é

necessaria para que h(w) seja uma fungio densidade de probabilidade. Usamos a notagio W ~
S(u, 0%;7).

Essa familia de distribui¢des, também conhecida como familia de distribuigoes elipticas uni-
variadas, é uma extensao da distribuicdo normal para modelar dados estatisticos envolvendo dis-
tribuigoes com caudas mais leves ou mais pesadas do que as da distribuicdo normal. Essa classe
de distribuicbes aparece frequentemente na literatura na modelagem de dados que contém mais
outliers do que o esperado para a distribuicao normal.

Algumas propriedades da distribuicdo normal podem ser estendidas para a classe simétrica. Por
exemplo, se W ~ S(u, 0%;7) entdo a + bW ~ S(a + by, b*0%;7), em que a,b € R com b # 0. Isto é,
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a distribuicdo de qualquer combinacao linear de uma variavel aleatéria com distribuicao simétrica
é também simétrica. Da mesma forma, se W ~ S(u,0%;7) entdo Z = (W — u)/o ~ S(0,1;7), com
funcdo densidade h(z) = h(2;0,1) = r(2?), z € R, e chamaremos Z de uma varidvel aleatéria com
distribuicao simétrica padrao. A funcio caracteristica () = E(e®®) é dada por ¢ (t) = et (t20?),
t € Rei = +/—1, para alguma funcdo ¢(-), com ¢(v) € R, para v > 0. Se existirem, temos
E(W) = pu e Var(W) = &.0%, em que & > 0 é uma constante dada por & = —2¢'(0), em que
¢'(0) = de(v)/dvlv=o.

Existem diferentes modelos que fazem parte dessa classe de distribuicdes: normal, ¢ de Student,
logistico, exponencial poténcia, hiperbélico, slash, entre muitos outros. Esses modelos serdao estuda-
dos nas préximas sec¢oes e outras propriedades dessa classe de distribui¢cbes podem ser encontradas
em Fang et al. (1990).

2.1.2 A modelagem de dados no intervalo unitario

No que segue, apresentamos brevemente algumas importantes distribui¢cbes para a modelagem
de dados fraciondrios; mais detalhes podem ser encontrados em Lima (2018) e em Smithson e Merkle
(2013).

Distribuicao beta

A distribuicdo beta é uma das principais distribui¢oes utilizadas na modelagem de dados de su-
porte limitado. Essa distribui¢do pode apresentar formas unimodais, simétricas, assimétricas, de U,
J, J invertido, uniforme. Existem diferentes parametriza¢des para a distribuicdo beta na literatura,
mas a proposta por Ferrari e Cribari-Neto (2004) tem ganhado destaque. Nessa parametrizagao, a
funcao densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria Y com distribuicdo beta é dada por

F060) = raamis g - 09 (2.1)

comy € (0,1) e €(0,1) e ¢ > 0, e escrevemos Y ~ beta(, ¢). Na parametrizagido proposta por
Ferrari e Cribari-Neto (2004),

§1-¢)

EY)=¢ e Var(Y)= 7o

Assim, os parametros £ e ¢ representam a média e a precisao de Y, respectivamente.

Distribuicao Kumaraswamy

A distribui¢do Kumaraswyamy (Kumaraswamy, 1980) é similar a distribuigdo beta, mas tem
a vantagem da funcéo de distribuicdo acumulada apresentar forma analitica fechada. Neste traba-
lho, consideramos a parametrizagdo proposta por Mitnik e Baek (2013) cuja fun¢do densidade de
probabilidade é dada por

log(0.5)

10g(05) 0’1—1(1 o yafl)log(l — ,U,U_l)il

fysp, o) = o log(l — o)

comy € (0,1) e p € (0,1) e 0 > 0 sdo a mediana e a dispersao de Y, respectivamente. Escrevemos
Y ~ Kumaraswamy(u, o).
Distribuicao L-Logistica

A distribuigdo L-logistica (da Paz et al., 2019; Tadikamalla e Johnson, 1982), assim como a
distribuigdo Kumaraswamy, também tem funcao de distribuicdo em forma fechada. A func¢ao den-
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sidade de uma variavel aleatéria Y com distribuicdo L-Logistica é dada por

o(1—p)7p7y” (1 —y)7
(1= )7y +po(1—y)7]?’

flys o) =

comy € (0,1) e p € (0,1) e 0 > 0 sdo a mediana e a dispersdo de Y, respectivamente. Escrevemos
Y ~ LL(u,0).
Distribuicao simplex

A distribuigao simplex foi introduzida por Barndorff-Nielsen e Jorgensen (1991) e tem fungao
densidade de probabilidade da forma

o 1 2 1 (y — &)
fysp,0) = {27r0.2{y(1 _ y)}?’} xp {_Wy(l - )& (1 - 5)2} 7

em que y € (0,1) e £ € (0,1) e 0 > 0 sao a média e a dispersdo de Y, respectivamente. A funcao
densidade da distribuicao simplex pode apresentar forma de J, U, J invertido e bimodal. Escrevemos
Y ~ ST o).

Distribuicao logito slash

A distribuicao logito slash foi introduzida por Korkmaz (2020) e pode ser obtida através da
transformagao logito aplicada a distribuicao slash (Rogers e Tukey, 1972). Se Y tem distribuicao
logito slash, sua funcdo densidade de probabilidade é dada por

, _q ! log (25) — ¢
f(y7 67 g, q) - O'y(]-_y)~/0 tq¢ t f dta

paray € (0,1),¢> 0,0 >0 e —oc0 < § < oo. Os parametros ¢ e o podem ser interpretados como
parametros de posicao e escala, respectivamente. A distribuicao slash tem caudas mais pesadas do
que a distribui¢do normal.

Distribuicoes geradas por transformacoes

Além das distribui¢bes mencionadas, diferentes métodos para gerar distribui¢gdes no intervalo
unitario através de transformacoes tém sido explorados na literatura. Por exemplo, a transformagao
logaritmica do tipo Y = e™X, em que X ¢é uma varidvel aleatéria definida no intervalo (0, c0);
transformagoes do tipo Y = X/(1 + X), em que X é, também, uma varidvel aleatéria definida no
intervalo (0,00). Um procedimento para construir distribui¢des no intervalo unitario é gerar uma
fungao de distribuicdo acumulada, digamos G(z), de uma variavel aleatéria X da seguinte forma

S(z)
Gla) = /0 r(t)dt,

sendo r(t) a funcao densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria T com suporte (0, 1)
e S(x) a fungdo de distribui¢do acumulada de uma varidvel aleatéria qualquer. Existem dife-
rentes especificacbes de varidveis aleatorias definidas através dessa transformacdo. Por exemplo,
Eugene et al. (2002) consideram r(t) a funcao densidade de uma distribuigao beta e definem a dis-
tribui¢do beta-normal; Jones (2009) e Cordeiro e de Castro (2011) consideram a fungao densidade
de uma distribuicdo Kumaraswamy para r(t), originando a classe de distribuicoes Kwmaraswamy
generalizada; entre outras.

Outras extensoes para essa familia foram propostas, por exemplo, a familia T-X (Alzaatreh et al.,
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2013), definida por

em que 7(t) é a fungdo densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria 7' com suporte em
[a, b], para —oo < a < b < co. A funcio W (S(x)) deve satisfazer

L W(S()) € [0, 8]
2. W(S(x)) é diferenciavel a monotonicamente nao decrescente;
3. W(S(z)) = a quando x — —oo e W (S(z)) — b quando x — oo.

Note que as condigoes 2. e 3. sdo necessarias para que G(z) seja uma fungao de distribuicao legitima.
A funcdo G(x) pode, também, ser escrita como

sendo R(-) a funcdo de distribuigdo acumulada da varidvel aleatéria T. Note que esse método
pode gerar distribui¢oes com suporte limitado e ilimitado. Os pardmetros da distribuigdo G(x) sao
derivados dos parametros das distribuigdes R(-) e S(+). Uma outra extensao da familia T-X é feita
em Aljarrah et al. (2014). Os autores propoem que W seja a funcdo quantilica de uma terceira
variavel aleatoria, digamos Y, que tem o mesmo suporte da variavel T'. Essa classe é chamada de
familia T-X{Y}. Para a escolha de W, seja (a,b) o suporte de T e seja P a fungao de distribuicao
da varidvel aleatéria Y, também com suporte (a,b). A fungao quantilica de P é definida por

Qy(p) = inf{y : P(y) > p},

para p € (0,1). Dessa forma, a fungdo de distribui¢do de uma varidvel aleatéria pertencente a
familia T-X{Y} é dada por

Qv (S(x))
awzé r(t)dt = RQy (S(x))].

Smithson e Merkle (2013) descrevem uma classe de distribuigoes, que é um caso especial da familia
T-X{Y}, mas que tem ganhado bastante destaque. Essa classe também é caracterizada em termos
de sua fungao de distribuigdo. Seja G(x;u,0) a funcao de distribuicdo de X com suporte (0, 1),
pardmetro de localizagdo p € R e de escala o > 0. A fun¢ao G(x; pu, o) é definida por

G(x;p,0) = FIUH (2); u, o)),

em que F' é a funcdo de distribuicdo com suporte Di, H é uma funcao de distribuicao invertivel
com suporte Do e U : Dy — D7 é uma transformagdo apropriada que introduz os pardmetros p e
0. Os dominios Dy e Dy podem ser (—oo,00) e/ou (0,00) e a escolha da fun¢do U pode variar. Por
exemplo, se D; = Dy = (—00,00), entdo uma escolha para U é

T —p
—.

Uz p,0) =

Assumindo que os parametros das distribuicdos F' e H sdo conhecidos, essa classe biparamétrica
é chamada de CDF-quantile (Smithson e Shou, 2017). Além disso, se F = R e U(H (z);p,0) =
W(S(x)), com H diferencidvel e x € (0, 1), essa classe se reduz a familia T-X. Uma outra subfamilia
desta classe é a apresentada em Lemonte e Bazan (2016), denominada classe GJS. Essa classe foi
definida a partir da generalizacdo da distribuicdo Johnson Sp (Johnson, 1949) e sua construgao é
apresentada a seguir.
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A distribuicao GJS

A distribui¢do GJS (Lemonte e Bazan, 2016) é uma generalizagdo da distribuicao Johnson Sp
(Johnson, 1949). A distribui¢do Johnson Sp (ou logito normal) é construida a partir da trans-
formagao logito em uma varidvel aleatéria com distribui¢cdo normal. Isto é, seja X uma varidvel
aleatéria normal padrao, entao

X7
V=t
()

tem distribui¢do Johnson Sp, em que t(w) = log(w/(1 — w)), e v € R e § > 0 s@o os pardmetros.

A distribuicao GJS (generalized Johnson Sp) assume que X tem distribuigdo na classe simé-
trica, isto é, X ~ S(0,1;r). A motivagdo principal para essa suposi¢do é baseada na busca por
distribui¢oes com suporte limitado que apresentem maior (ou menor) curtose do que a distribuigao
Johnson Sp, de modo a obter uma distribuicdo Johnson Sp que é mais platicirtica (ou leptoctr-
tica), além de outras propriedades.

Uma parametrizagao alternativa, apresentada em Lemonte e Bazan (2016), é fornecida. A cons-
trucado dessa parametrizacdo segue do fato de que a mediana da distribuicdo GJS é dada por
1= (14 ¢e/%)~1 Dessa forma, pode-se expressar

~ = dlog (1;M> = —ot(p).

Neste trabalho, vamos considerar a parametriza¢do proposta por Lemonte e Bazan (2016) com
o =61, Assim, a funcao densidade de probabilidade de Y é dada por

oy = "o (y) — H(w)]}?)
flysp, o) = TR , Yy €(0,1), (2.2)

em que 0 < p < 1 ¢é a mediana e 0 > 0 ¢é a dispersao de Y.

A distribuicdo GJS é um caso particular da CDF-quantile. A distribuicdo GJS é obtida quando
H é a funcdo de distribuicdo de uma variavel aleatéria com distribuicao logistica padrao e F' é a
funcdo de distribuicdo de uma variavel aleatéria W pertencente a classe simétrica.

2.2 Modelos power logit

Definimos, a seguir, a construcao de uma nova classe de distribui¢ées univariadas com suporte
no intervalo unitério.

Definicao 2.2 (A classe power logit.) SejaY uma varidvel aleatoria continua com suporte (0, 1)
e defina YN =YX/ (1 —Y?). A distribuicio de'Y é definida a partir da transformagdo

1 Yy
Z=hY;p,o,N) = Elog ) (2.3)

em que p™N = pr /(1 —p), com 0 < < 1,0 >0 eX> 0. Esta nova classe de distribuices,
denominada aqui de classe de distribuicoes power logit, € definida ao atribuir a Z uma distribuicdo
simétrica padrao.

Seja Y como definido acima e tome Z = h(Y;u,0,\) como em (2.3). Se Z tem distribuicao
simétrica padrao, dizemos que Y tem distribui¢do power logit (PL) com parametros 0 < p < 1,
o> 0e\ >0, e fungdo geradora de densidades r; escrevemos Y ~ PL(u, 0, \;r). Em outras
palavras, Y ~ PL(u, 0, \;7) se a variavel transformada Z em (2.3) tem distribuicao S ~ S(0, 1;r).
Observe que o suporte de Y é o intervalo unitério (0,1). Adicionalmente, o gerador de densidades
r(-) pode depender de um parametro extra (ou de um vetor de pardmetros), que serd denotado

aqui por (.
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A motivacdo para a classe power logit é dada a seguir. A transformacéo logito mapeia o intervalo
(0,1) em (—o0, 00) e, portanto, é uma candidata para definir distribui¢des com suporte no intervalo
unitario a partir de uma distribuicado com suporte na reta. No lugar de uma distribuicao particular
com suporte em (—o0, 00), consideramos distribuigdes na classe simétrica. Além disso, introduzimos
um pardmetro de forma A na transformacao logito que possibilita maior flexibilidade para acomodar
uma gama mais variada de formas assimétricas para dados fracionarios. De fato, a funcao power
logit, definida por log[y* /(1 —y*)], para A > 0, é bem sucedida em atingir simetria em situagoes em
que a transformacao logito (A = 1) falha. A fim de ilustrar, a Figura 2.1 apresenta o histograma
e o boxplot de uma amostra de 1000 observagoes com distribuigdo assimétrica no intervalo (0, 1)
e os histogramas e boxplots das observagoes transformadas pelas fungoes logito e power logit com
A=0.11.
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Figura 2.1: Histogramas (primeira linha) e boxplots (segunda linha) de y (dados originais), logit(y) e
logit(y*); A = 0.11.

Conforme observamos, a distribui¢do dos dados transformados através da func¢do logito é assi-
métrica, enquanto a dos dados transformados pela transformacgao power logit é aproximadamente
simétrica. De fato, o coeficiente de assimetria amostral dos dados originais é 1.92, enquanto que os
dos dados transformados sdo —1.30 (fungéo logito) e 0.00 (funcdo power logit). O potencial da fun-
¢ao power logit para transformar distribui¢oes assimétricas em simétricas é ilustrado no Apéndice
A. Finalmente, a Definicao 2.2 implica que log[Y"*/(1 —Y?)] tem distribuicdo simétrica com média
log[u?/(1 — p*)] e pardmetro de escala o. Essa parametrizacdo é conveniente pois p representa
a mediana de Y, enquanto o e )\ sdo parametros de dispersdo e de assimetria, respectivamente,
conforme serd visto.

A classe de distribuigoes power logit generaliza algumas distribuicoes existentes na literatura,
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a saber: a distribuigdo GJS (Lemonte e Bazan, 2016) é obtida tomando A = 1; se Z em (2.3)
tem distribui¢do logistica padrdao e A = 1 temos a distribui¢cdo L-Logistica (da Paz et al., 2019;
Tadikamalla e Johnson, 1982); a distribuicao logito slash (Korkmaz, 2020) é obitida quando Z tem
distribuicao slash padréo e fazemos A = 1. As distribuicbes power logit ¢ CDF-quantile sdo equiva-
lentes apenas quando A = 1 na classe power logit e quando H, na distribuicdo CDF-quantile, é a
funcdo de distribuicdo de uma variavel aleatoria logistica padrao e W pertence a classe simétrica.
Embora a classe CDF-quantile seja bastante ampla, os desenvolvimentos teéricos (e também im-
plementados) apresentados em Smithson e Shou (2017) sdo para modelos mais especificos. Além
disso, os pardmetros dessa classe nao sao facilmente interpretéveis em generalidade (por exemplo,
i nao representa a média ou a mediana de Y').

Algumas propriedades da classe de distribuicoes power logit

Sejam fs(-) e Fs(-) a funcdo densidade de probabilidade e a fungdo de distribuicdo de S ~
S(0,1;r). Considere Y ~ PL(p,0,A;7) e seja z = h(y; p,0,A), com h(-) dado em (2.3). O Jaco-
biano da transformacio de y para z é [0z/9y| = M/[oy(1 — y")] e, entdo, a funcio densidade de
probabilidade de Y é dada por

A

oy(1—y*)

Sendo fs(s) = r(s?), podemos reescrever fy (y) como

fy (s, 0, \) = fs(z), ye(0,1).

A
oy(l —y*)

A funcao distribuicdo acumulada de Y é dada por

fy(ysp,0,0) = r(z%), ye(0,1). (2.4)

Llog(y™ /p™)
Fy (y;p,0,\) = /U r(u?)du, y€(0,1). (2.5)
—0o0
Note que Fy (y;u,0,\) = R(2), sendo R(s) = [°__ r(u?)du, para s € R.

A depender da distribuicao simétrica assumida para a varidvel aleatéria Z e, consequentemente,
do gerador de densidades r(-), temos diferentes distribui¢des na classe power logit. A seguir, apre-
sentamos algumas distribuicoes na classe power logit, seus respectivos geradores de densidade e
graficos da fungdo densidade de probabilidade (Figuras de 2.2 a 2.13).

1. A distribuigao power logit normal, PL-N(u, o, A), é obtida quando Z ~ N(0,1), com gerador
de densidades

1 1
r(z):ﬁexp 5% z > 0.

fly)
fy)
f(y)

Figura 2.2: Densidades PL-N.
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2. Distribuigao power logit t, PL-t( (1, o, A), é obtida quando a distribuigao de Z é t-Student
padrao com ¢ graus de liberdade. A distribuicao PL-t(;) tem um parametro extra (¢), que
representa o parametros de graus de liberdade da varidvel Z. Além disso, ela tem caudas mais
pesadas do que a distribuicdo normal. O gerador de densidades é

r(z) = L/g (¢ + Z)*(CH)/? 2 >0
- B(1/2.¢/2) R

com ¢ > 0 e B(-,-) denotando a fungéo beta. Se ¢ = 1, obtemos a distribuigdo power logit
Cauchy, isto é, PL-Cauchy.

)
f(y)
fy)

Figura 2.3: Densidades PL-t(5).

A Figura 2.4 apresenta graficos da distribui¢ao PL-t () (0.8, 0.5, 2), para diferentes valores de
¢ >0.

Figura 2.4: Densidades PL-t) para diferentes valores de (.

3. A distribuicdo power logit exponencial poténcia, PL-PE( (i, o, A), é obtida quando Z tem
distribuicao exponencial poténcia padrao (Nelson, 1991) com pardmetro ¢ > 0. Assim como
a distribui¢do PL-t(, a distribui¢do PL-PE(;) depende de um pardmetro extra ¢. Quando
¢ =1e( =2, temos as distribuigdbes power logit exponencial dupla ou Laplace (PL-LA) e
PL-N, respectivamente. O gerador de densidades é dado por

r(z) = ¢ ex {—ZC/Q} z2>0
T p(Q2IAT(1/Q) TP T 2005 T T

em que p(¢)? = 272/<T(1/¢)/T(3/¢). A distribuicdo exponencial poténcia pode ter caudas
mais pesadas (quando ¢ < 2) ou mais leves (quando ¢ > 2) do que a distribui¢do normal.
Além disso, a distribuigdo uniforme no intervalo (0,1) é um caso limite quando ( — oo. A
distribuigdo exponencial poténcia tem outra parametrizacdo bastante conhecida na literatura;
ver, por exemplo, Box e Tiao (2011). Assuma que Z tem distribui¢do exponencial poténcia
com gerador de densidades r(z) dado acima e ( = 2/(1 + k), entdo a parametrizacio apre-
sentada em Box e Tiao (2011) é dada pela distribuicao de W = Z/p(2/(1+k)). Dessa forma,
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teremos uma nova parametrizacdo e k € (—1,1]. Utilizamos a parametrizagdo apresentada
em Nelson (1991) pois ela ja estd implementada no pacote gamlss.

H=05.,1=15
— 0=02
. p=03 Z
u=05

fy)
fy)

f(y)

Figura 2.5: Densidades PL-PE( 5.

A Figura 2.6 apresenta grificos da distribuicao PL-PE) (0.7, 0.5, 2), para diferentes valores
de ¢ > 0.

Figura 2.6: Densidades PL-PE¢ para diferentes valores de C.

4. A distribuigdo power logit logistica, PL-LO(u, o, A), é obtida quando Z tem distribuicao
logistica do tipo 1 padrao. O gerador de densidades é da forma

r(z) = cexp{—2}(1 + exp{—2})?, 2 >0,

em que ¢ ~ 1.484300029 é a constante de normalizacio, obtida de modo que [° z/2r(z)dz =
1.

1)
f(y)

1(y)

Figura 2.7: Densidades PL-LO;.

5. A distribuicdo power logit slash, PL—slash(O(u, o, \), é obtida quando Z tem distribuicao
slash padrao com pardmetro de forma ¢ > 0. Uma varidvel aleatéria Z com distribuicao
slash(¢) pode ser obtida através da relagao ¥ = VY27, em que V é uma varidvel aleatéria
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com densidade f(v) = (v¢!, para 0 < v < 1 e Z é uma varidvel aleatéria com distribuicio
normal padrdo, com V e Z independentes. O gerador de densidades é dado por

¢ (z)(CH/?) < 1 z)

— | = G((+=,=]), sez>0
r(z) = V2m \2 9

se z =0,

(2¢ +1)v2r’

em que G(a,z) = [ t* te7'dt é a fungdo gamma incompleta (lower). Se ¢ = 2, obtemos a
distribuicao Slahs canénica (Rogers e Tukey, 1972) e a distribui¢do normal é obtida como caso
limite quando { — oo. Essa distribuicao pode ter caudas mais pesadas do que a distribuicao
normal.

fy)
1)

Figura 2.8: Densidades PL-slash 4).

A Figura 2.9 apresenta graficos da distribui¢ao PL-slash ) (0.7, 0.5, 2), para diferentes valores
de ¢ > 0.

Figura 2.9: Densidades PL-slash(¢y para diferentes valores de .

. A distribuigdo power logit seno hiperbélico normal, PL-SN¢)(u, o, A), é obtida quando Z

tem distribuigdo seno hiperbdlico normal padrao (Rieck e Nedelman, 1991). Essa distribuicao
depende de um parametro extra, ¢ > 0, que é um parametro de forma. Se { < 2, a distribuicao
seno hiperbdlico normal é unimodal, e é bimodal para ¢ > 2. Além disso, a distribui¢do normal
¢ um caso limite quando ¢ — 0. O gerador de densidades é dado por

r(z) =

1 2
——— cosh(2'/?) exp | — = sinh?(z!/? , z>0,
Vo (277%) exp | = 7 sinh™ (=) >
em que cosh(-) e sinh(+) sdo as fungbes cosseno e seno hiperbdlico, respectivamente.

A Figura 2.11 apresenta graficos da distribuicdo PL-PE (0.7, 0.5, 2), para diferentes valores
de ¢ > 0.



2.2 MODELOS POWER LOGIT 15

()
I

Figura 2.10: Densidades PL-SN(j 5.

()

Figura 2.11: Densidades PL-SN ¢y para diferentes valores de (.

7. A distribui¢do power logit hiperbdlica, denotada por PL-Hyp ) (1, o, N). A distribuigao
hiperbdlica foi proposta por Barndorff-Nielsen (1977), com o objetivo de modelar o movimento
de massas de areia impulsionadas por ventos com velocidade continua. O grafico do logaritmo
da func¢ao densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria com distribuicao hiperbdlica
descreve uma hipérbole. Essa distribuicdo depende de um paradmetro extra, ¢ > 0, que é
um parametro de forma e estd associado com o peso das caudas dessa distribui¢do. Valores
pequenos de ( resultam em distribuicbes com caudas mais pesadas do que a normal. A
distribuicdo normal é um caso limite da distribuicao hiperbdlica quando { — co. O gerador
de densidades é dado por

1
r(z) = mexp{—ém},

em que K,() = 5 [;Ca"! exp{—% (1‘ + %)}Om é a funcdo Bessel modificada de terceira
ordem e indice r. Se Z tem distribuicao hiperbélica padrao com pardmetro de forma (, entao
podemos escrever X = VX, em que V tem distribuicdo inversa Gaussiana generalizada
com parametros (1,1,¢?) (Jorgensen, 2012), X ~ N(0,1) e X e V sio variaveis aleatérias
independentes.

A Figura 2.13 apresenta gréficos da distribuigao PL-Hyp ¢ (0.7, 0.5, 2), para diferentes valores
de ¢ > 0.

Com base nos graficos apresentados, percebe-se que a classe de distribuicdes power logit é
bastante flexivel e pode ser uma alternativa interessante, quando comparada a outras distribuicoes
que tém o suporte limitado, para a analise de dados univariados. Evidentemente, outras formas
podem ser obtidas com a mudanca dos valores dos parametros. Além disso, como esperado, os
graficos sugerem que o parametro A controla a assimetria, enquanto o comportamento das caudas
é controlado, no caso da distribui¢ao PL-t(¢), por exemplo, pelo parametro extra.
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fly)

fy)
IS
I

Figura 2.13: Densidades PL-Hyp ) para diferentes valores de C.

Além das distribuicoes power logit apresentadas aqui, outros modelos nessa classe podem ser
obtidos quando assumimos para Z outras distribui¢coes na classe simétrica. Entre elas, podemos
considerar, para Z, a distribuicdo t-Student generalizada (Dickey, 1967), obtendo a distribui¢ao PL-
tGy¢, ;) Para Y; a distribuigdo logistica generalizada (Johnson et al., 1995), obtendo a distribuicao
PL-LG) para Y; a distribuigdo Kotz (Kotz, 1975), resultando em Y com distribuigao PL-K(¢,,¢0)5
a distribui¢do normal contaminada (Berkane e Bentler, 1986), obtendo a distribuicio PL-NC¢, ¢,)
para Y'; entre muitas outras.

A classe de distribui¢bes power logit apresenta propriedades bastante interessantes. Algumas
dessas propriedades sao enunciadas através das seguintes proposicoes. As demonstragoes das pro-
posicoes podem ser encontradas no Apéndice B, Secao B.1.

Proposicao 2.1 Seja Y ~ PL(u,0,\;r). O quantil de ordem u da distribuicao de'Y € dado por

- H)\eozu /A
Yu = 1 — pr(1 — eo2u)

e zy € o quantil de ordem u de S ~ S(0,1;r). Consequentemente, yo5 = i, isto é, u é a mediana
da distribuicio de Y .

Proposicao 2.2 Seja Y ~ PL(u,0,\;r), entdo o é parametro de dispersao.
Proposicao 2.3 Se Y ~ PL(p,0,\ = 1;71), entdo 1 =Y ~ PL(1 —p, o, A=1; r).
Proposicao 2.4 Relagoes entre as classes power logit e GJS.

1. SeY ~ PL(p,0,\ = 1;7), entdo a classe de distribui¢oes PL reduz-se a classe de distribuicoes
GJS, ou seja, Y ~ GJS(u,0;7), o que equivale a

log (1_YY) ~ S(log(u/(1 — 1)), 0% ).
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2. Y ~ PL(p,0,\;7) se, e somente se, Y ~ GJS(p, o3 7).
3. Y ~ PL(p=0.5,0,\=1;r) entio Y é simétrica em torno de u = 0.5.
Proposicao 2.5 Seja Y ~ PL(u,0,\;r), entdo
—log(—logY) 2, W, quando X\ — 0"
em que 2y denota convergéncia em distribuicio e W ~ S(—log(—log i), o?;7).

Ou seja, o caso limite das distribuigdoes power logit quando A tende a zero equivale a uma
distribui¢do simétrica de paradmetro de localizacio — log(—log i) e dispersio o2 para a variavel
transformada pela transformacio log-log. Dessa forma, as distribui¢cbes power logit tém como caso
limite, quando A — 0T, a (nomeada) familia de distribuigdes log-log, conforme definida a seguir.

Definicao 2.3 (A classe log-log.) Dizemos que uma varidvel aleatoria Y com suporte no inter-
valo (0,1) tem distribuicao log-log se

%{—log(— logY) — [~ log(—log u)]} = Z,

em que Z ~ S(0,1;7), p € (0,1) e 0 > 0. Escrevemos Y ~ log-log(p,o;7). A fungdo densidade de
probabilidade de Y ¢é dada por

1

— T 22 . .
gy ) vE O (26)

flysp,0) =

A classe de distribuicoes log-log é uma generalizagdo da distribui¢do Johnson Sp (Johnson,
1949), em que assumimos que t(-) é a transformacao log-log, isto é, t(w) = — log(— logw). Pode-se
verificar que p e o sdo a mediana e a dispersao de Y, respectivamente.

Proposicao 2.6 Se Y ~ PL(pu,0,\;7), entdo Y ~ PL(u®, o, \/¢; r) para ¢ > 0.

Adicionalmente, sendo Y ~ PL(u, 0, A\; ) e fazendo uma transformacao do tipo W = (b—a)Y +a,
obtém-se uma distribui¢do PL com suporte em (a,b), a < b.

O grau de assimetria das distribuigoes power logit pode ser quantificado através de algumas
medidas de assimetria. Neste trabalho, consideramos a medida proposta por Hinkley (1975), deno-
minada quantile skewness e denotada aqui por v,. Esta medida de assimetria é dada por

(=) = (p—yp)
Vp - )
Yi—p — Yp

em que p € (0,0.5). Observe que o valor méximo dessa medida é 1, representando forte assimetria a
direita; enquanto o valor minimo é —1, representando forte assimetria a esquerda. Se a distribuicao
¢ simétrica, entao 7, = 0. Além disso, se y1—p — p > i — yp, a distribuigao ¢ assimétrica a direita
(assimetria positiva); por outro lado, se y1—, — pt < pt — yp, & distribuic@o é assimétrica & esquerda
(assimetria negativa). Essa medida depende do valor de p e, seguindo as ideias de da Paz et al.
(2019), consideramos p = 0.125 e, assim, temos

_ (Yo.875 — 1) — (1t — Yo.125)
70.125 = .
Y0.875 — Y0.125

As Figuras 2.14, 2.15 e 2.16 apresentam gréficos de 7,125 para os modelos PL-N e PL-t),
considerando diferentes valores para os pardmetros. Nas Figuras 2.14, 2.15 consideramos diferentes
valores de o, a mediana préxima de zero (p = 0.1), igual a meio (@ = 0.5) e préxima de um (@ = 0.9),
variamos o A. Note que, em todos os casos, quando A cresce, a assimetria tende para zero; isto é,



18 A CLASSE DE DISTRIBUIGOES POWER LOGIT 2.3

a distribuicdo tende & simetria. Além disso, considerando o fixo, a medida de assimetria decresce
quando A cresce, para u < 0.5. Por outro lado, para p > 0.5, a medida de assimetria cresce quando
A cresce. Quando p = 0.5, independente do valor de o, a distribuicdo é simétrica quando A = 1
(Proposicao 2.4), tem fraca assimetria negativa quando A < 1 (distribui¢do assimétrica a esquerda)
e positiva quando A > 1 (distribuigdo assimétrica & direita). Note que, embora as distribui¢oes
power logit nao sejam simétricas para todo valor de A quando p = 0.5, elas sdo aproximadamente
simétricas (70.125 ~ 0). Adicionalmente, observe que o aumento de o, mantendo \ e p fixos, faz a
assimetria aumentar (se p < 0.5) ou diminiuir (se g > 0.5)

0=01 =01 0=01

———————— =05 -~ 0=05 - 0=05

. o=1 - o=1 - 0=1
24 . 0=15 3 - g=15 ER -~ 0=15
S 0=2 0=2 0=2

o.
Medida de assimetria
0.

Medida de assimetria
0.
Medida de assimetria

Figura 2.14: Medida de assimetria para a distribuicGo PL-N considerando p = 0.1, u = 0.5 e p = 0.9,
respectivamente, e variando o e .

1.0
10

,,,,,,,,,, 0=0.1 0=0.1 0=01
- 0=05 - 0=05 - 0=05
© o=1 o o=1 " o=1
S| s 0=15 ° 0=15 < 0=15
o=2 o=2 c=2

0.0
0.0
0.0

Medida de assimetria
Medida de assimetria

Medida de assimetria

log(A) log(A) log(x)

Figura 2.15: Medida de assimetria para a distribuicio PL-13) considerando p = 0.1, u = 0.5 e p = 0.9,
respectivamente, e variando o e \.

A Figura 2.16 mostra a relacdo do pardmetro extra ({) e do A na assimetria da distribuicdo
PL-t(¢). Os parametros u e o estao fixos. Observe, através da figura da esquerda, que a assimetria
diminui quando A aumenta, para todos os valores de (. No grafico da direita notamos que o
parametro ¢ nao influencia substancialmente na assimetria da distribuicdo. Note que, para A fixo,
a assimetria da distribuicdo ndo varia muito quando ¢ cresce.

Graficos para outros modelos na classe power logit foram feitos e foram observados comporta-
mentos similares aos apresentados aqui; esses graficos estao disponiveis na Secdo D.1. Assim, uma
vez que o pardmetro de forma A estd fortemente relacionado com a assimetria das distribuigoes
power logit, ele serd tratado como um paradmetro de assimetria.

2.3 Inferéncia sobre os parametros da classe power logit

Consideramos o método da maxima verossimilhanca usual como foco principal para obter es-
timativas para os parametros do modelo. Assim, considere Y7,...,Y,, uma amostra aleatéria de
tamanho n de Y ~ PL(u,0,\;7) ¢ @ = (u,0,\)" o vetor de pardmetros de interesse. Caso o
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05

assimetria

la de assimetria

Medida d
Medida de

~05 -

Figura 2.16: Medida de assimetria para a distribuicao PL-ty considerando p = 0.1, 0 = 2 e variando \ e
C.

gerador de densidades r(-) dependa de pardmetros extras, por exemplo o parametro de graus de
liberdade da distribuigdo t-Student, este serd considerado fixado por enquanto. A fungdo de log-
verossimilhanca de 8 considerando a amostra observada y1,...,y, é da forma

0(0) = nlog(\/o) Zlog (1—9 +Zlog{r )+,

em que z; = h(y;; 1,0, ) e ¢ é uma constante. O escore ¢ dado por U(0) = (U,(0),U,(8),Ux(0))T,
cujos componentes sao

n

( )Zz v(2i),
Z “v(2)

y log yz log Yi log
] 2= —

U,(6) =

qm

em que v(t) = —2r'(t?)/r(t?) e r'(u) = dr(u)/du. Note que v(t) pode ser vista como uma fungio
peso e v(t) > 0 se r(t) for uma fungdo monotonicamente decrescente para ¢t > 0. Os estimadores
de méxima verossimilhanca de u, o e A podem ser escritos, respectivamente, como

n 1/2
- )
5 A > oz logy ™ /aV)
~ 1% ~ =1
n= eyl B 2
Ltn > o(z)
i=1
© ~ n
A= — ,
logy;, (1. ..
> = | =Zv(Z) - i
i=1 1 — Y; g
_ e vites
em que g = [ o ylg)‘) ] . Note que, desde que v(z;) > 0, para i = 1,...,n, o
estimador de méxima verossimilhanca de p™, pode ser interpretado como uma média geométrica
ponderada dos valores y?), . ,y,(LA), enquanto o estimador de méaxima verossimilhanca de o é

proporcional & raiz quadrada de uma média aritmética ponderada, em que v(z1),...,v(Z,) sdo os
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pesos para cada observacgao.

O estimador de maxima verossimilhanca de @ pode ser obtido através da solugdo simultdnea
do sistema de equagoes U(@) = 0 ou, equivalentemente, através da maximizagdo da fungao de
log-verossimilhanga £(6). Essa maximizagdo pode ser feita através de procedimentos numéricos,
usando algum algoritmo de otimizagdo nao linear como, por exemplo, Newton-Raphson, escore de
Fisher, BFGS, entre outros. Estes algoritmos necessitam que sejam especificados valores iniciais
para os parametros que desejamos estimar. Sugerimos utilizar a média e o desvio padrdao amostral
de log(y; /(1 —y;)) como estimativas iniciais para p e o, respectivamente. Outra possibilidade para
um ponto inicial para u é a mediana amostral. Para o parametro A, sugerimos o valor 1 como ponto
inicial (ou seja, considerar o modelo GJS incialmente).

A escolha de r(-) induz uma fungéo v(-) que permite uma ponderagio na estimagao dos paradme-
tros da distribuicido power logit via maxima verossimilhanca. A escolha dessa fungdo pode ser vista
como uma maneira de robustificar o método de estimacao para observacoes extremas ou outliers,
uma vez que a escolha de r(-) pode induzir uma fungao v(z) cujos valores decrescem em z a medida
que o valor de z se afasta do centro da distribuicdo de Z. A Tabela 2.1 apresenta a funcio peso
para alguns modelos na classe power logit.

Tabela 2.1: Func¢do peso para alguns modelos na classe power logit.

Distribuigao | v(2)
PL-N 1
¢+1
PL-
b n Zi/
C(Z2) 2—1
PL-PE
© 2p(¢)¢
PL-LO —2(e = 1)/(e %" +1)
2 3 22 122\
PL-slash¢) ?G (C + 37 2) G (g + 3 2>
PL-Hyp(¢) C/V1+22
sinh(z) [4 cosh(z) 1 }
PL-SN —
SN z [ ¢? cosh(z)

Os valores dos pesos v(z) s@o positivos para as distribuigdes PL-N;, PL-t(¢), PL-LO, PL-PE,
(se ¢ # 1), PL-slash, PL-Hyp () e para a distribuicio PL-SN(¢) (para ¢ < 2). Adicionalmente, para
as distribuicdes que tém caudas mais pesadas do que a distribuicdo normal (PL—t(O e PL-PE,
por exemplo), os pesos individuais tendem a ser menores a medida que z se distancia do centro da
distribuigao de Z. Dessa forma, as estimativas de u e o tendem a ser menos sensiveis a observacoes
extremas quando consideramos distribui¢oes com caudas mais pesadas do que o modelo PL-N, por
exemplo.

Sob condigbes gerais de regularidade, o estimador de méxima verossimilhanca de 8 = (u, o, A\) "
tem distribuicio assintética dada por

B p
Vnlo—o N N3(03,K(8)™1), quando n — oo,
A—A

em que 03 denota um vetor coluna de zeros de dimensao 3 e K(0) é a matriz da informagao de
Fisher para uma tnica observacao, dada por

T Ky 0 Ky
K(6) = n 'K, (6) = n'E [(%) (82(:)> ] |0 Ky Ko,
Ky Kxo Kix
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que K,,(0) é a matriz da informagao de Fisher.
)\2
K, = ————5d-((),
M lon( =M

Koo = —51f,(C) ~ 1,

2 logp log 1t )2 1 1
K = r\S» _ T ,0 o Up )
AA m(§0)+al—/y\n(c )+(1_M>\ UQd(C) A

A log
T (60 + 72540

K=K\, =

1
KU)\ = K)\U = a + ?hr(C70)7

sendo d,(C) = E[Z203(Z)], £+(C) = E[Z'*(2)], m. (¢, 8) = 0~ E{[(log Y/(1-YY)) (0¥ —0(2)2)[2},
n:(¢,0) = o' E{(logY/(1 = Y))[oY* —v(Z2)Z|v(2)Z} e h,((,0) = E{(logY/(1 — Y))[oY* —
v(Z2)Zv(Z)Z?}, com Z ~ S(0,1;7). Note que d,(-) e f,(-) sdo funcdes apenas do pardmetro extra
¢, enquanto que as fungdes my.(-,-), ny(-,-) € hy(-,-) envolvem ¢ e 0. Algumas dessas fungoes nao
apresentem forma analitica fechada e podem ser calculadas numericamente através de softwares
como R, MATLAB, etc.. Uma condi¢do necesséaria para que a matriz K, (0) esteja bem definida
é que as fungdes d,.(¢), fr(¢), my((,0), n.((,0) e h,((,0) existam e sejam finitas. A depender do
gerador de densidades r(-) e dos valores de (, essa condigdo pode ndo ser satisfeita.

Embora nao exista uma forma analitica fechada para a matriz de informacao de Fisher, resul-

tados assintOticos mostram que podemos utilizar a matriz de informacao observada, denotada aqui
por J,(0), para realizar inferéncia sob os parametros do modelo. A matriz J, (0) é dada por

325(9) T Juo Jpx

com

Jn(G):— = Jo Ja’o‘ Jo‘)\
00007 ’ ’
Jae Ine Jan
= —A [N+ 1)t —1] Zz 2i) )\zn:[v(z) + zv'(2;)]
. [0-/’1‘(1 - )]2 i=1 i=1 ’
Joo = { Zz? [Bu(z;) + zv (zl)]},
=1
A n
Juo =Jop = I ) Zzz [20(z;) + 20" (2)],
1=1
n < | ytlog®y 1 [ logy log 11 2
— ( i i . v (o
RRPERpY {u_y) e e U
L) yrlog?yi  ptlog’
o A=y A =pM? )7

A o1 — Alogpu] —1 &
J = J = 2V ZZ
AT g1 - ) l AL =) Z

N Z ( logyiA B loguk> (=) +ziv’(zi)]1 ,

i—1 1—y,b 1—/1,
zil2v0(z;) + z;v (24)]-
oA Ao 22» / 1 yl)\ 1 ,U/A i i % 7

Espera-se que o método usual de estimacdo via maxima verossimilhanca apresente bom com-
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portamento em grandes amostras. Entretanto, estudos prévios com amostras de tamanho moderado
mostraram que, em alguns casos, a funcao de log-verossimilhanga perfilada para A apresenta fraca
concavidade ou mesmo exibe forma mondtona.

A Figura 2.17 apresenta o grafico da fungéo de log-verossimilhanga perfilada relativa para A e as
curvas de contorno da fungao de verossimilhanga relativa variando (o, \) e mantendo y fixo no ver-
dadeiro valor. A versao relativa da funcao de log-verossimilhanga é dada pela diferenca entre £(0) e
E(é) Esses graficos foram obtidos a partir de uma amostra de tamanho 50 da distribuigao PL-t (o)
com p =0.7,0 =0.5e A = 1. A fungdo de log-verossimilhanga perfilada para A apresenta fraca con-
cavidade. Adicionalmente, nas curvas de contorno percebemos o quanto as estimativas de maxima
verossimilhanca de o e, principalmente, de A sdo afetadas. Note que a funcdo de verossimilhanca
nao é maximizada préximo dos valores verdadeiros. As estimativas de méxima verossimilhanca,

para essa amostra, foram i = 0.6991, & = 1.4450 e A =10.2014.

-1 -

-3 -

log-verossimilhanca perfilada relativa
I
~
|
A

Figura 2.17: Fungdo de log-verossimilhanca perfilada relativa para A (figura da esquerda) e curvas de
contorno da fungdo de verossimilhanga relativa (figura da direita).

Nestes casos, a forma da funcdo de log-verossimilhanga perfilada sugere o uso de alguma pena-
lizacdo adequada. Esta estratégia é utilizada em diversos contextos, entre eles: modelo de regressao
de Cox (Bryson e Johnson, 1981); modelo de regressao logistica (Albert e Anderson, 1984); dis-
tribuigdes skew normal e skew t (Azzalini e Capitanio, 1999; Sartori, 2006); distribuigdo Weibull
estendida modificada (Lima e Cribari-Neto, 2019). Além disso, Sartori (2003) comenta que, quando
h& muitos pardmetros de perturbagao, a fungao de log-verossimilhanga penalizada leva a estimado-
res com melhores propriedades em amostras finitas do que a fungao de log-verossimilhanca usual.

2.3.1 Inferéncia via maxima verossimilhanca penalizada

Existem diferentes formas de penalizar a fungdo de log-verossimilhanca, de modo a obter es-
timadores com melhores propriedades. Uma das principais penalizagoes presentes na literatura é
baseada no método de redugéo de viés proposto por Firth (1993).

Considere um modelo paramétrico regular com funcao de log-verossimilhanga ¢(§), em que & é
o vetor de parametros e sejam U(&) e J,, (&) o vetor escore e a matriz da informagao observada,
respectivamente. Além disso, seja b(£) o viés de primeira ordem de £, isto 6, E¢ (E— &) =Db(&) +
O(n~2). A ideia do método de Firth ¢ modificar a fungdo escore através de uma fungio M(€) da
seguinte forma

U™ (§) = U(&) + M(§),
sendo M(&) escolhida de modo que Eg¢ (€—€) = O(n?), em que £ é a solugio de U*(€) = 0. Dessa
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forma, pode-se mostrar que

M(€) = —Kn(£)b(€), (2.7)

em que K, (§) = E¢{J,(§)} ¢ a matriz de informagao de Fisher.

Em modelos exponenciais de posto completo, é coincide com a moda a posterior: da distribuicao
obtida usando a distribuicdo a priori de Jeffreys |[K(£)|/2, em que K(&) é a informacio esperada
para uma Unica observagao. Para modelos em geral, essa equivaléncia nao é valida. Por outro lado,
Azzalini e Arellano-Valle (2013) observam que hd uma similaridade, em termos de forma, entre
M(&) e a derivada do logaritimo da distribuigéo a priori de Jeffreys.

De maneira geral, uma fungdo de log-verossimilhanga ¢(§) de um parametro £ pode ser penali-
zada da seguinte forma

gp(&) = E(E) - Q,

sendo ) uma quantidade nao negativa que penaliza a funcao ¢(§) e é de ordem O,(1) quando n
cresce. Se existir, a quantidade é , que maximiza £,,(§), é chamada estimador de maxima verossimi-
lhanga penalizada. A fungdo @) depende dos pardmetros e pode, ou nao, depender dos dados. Uma
consequéncia dessa formulagdo é que a distribuicdo assintética de é e E é a mesma até a primeira
ordem. Isso ocorre porque £(§) e £,(&§) sao ambas de ordem Op(n) e diferem apenas através de @,
que é de ordem O,(1). Assim, sob algumas condi¢oes de regularidade, concluimos que

V(€ —€) 25 N(0,K(¢)™"), quando n — oco.

Na prética, ¢ comum utilizar o negativo da matriz de segundas derivadas de n~1/(£) como uma
aproximagdo para K(€) e, assim, obter os erros padrdo de £&. Analogamente, como & —& = Op(n™1)
e assumindo a existéncia da terceira derivada de @, entao

Cov(é) ~ — (€)™

A escolha da func¢do ) pode variar. Por exemplo, tomando-se @ tal que M(§) = —9Q(&)/0E,
em que M(€) é dada em (2.7), elimina-se o viés de primeira ordem de €. Uma dificuldade em
obter @ a partir do critério de reducdo de viés é trabalhar com as expressoes explicitas de b(&).
Azzalini e Arellano-Valle (2013) estudam diferentes escolhas da fungao ) para os modelos skew-
normal e skew-t multivariados.

Neste trabalho consideramos uma penalizacao na funcao de log-verossimilhanca através de um
fator que é equivalente a penalizar a funcio de verossimilhanca utilizando a priori de Jeffreys
(Jeffreys, 1946). Chamaremos esse método de penalizacao via priori de Jeffreys. Existem diversos
trabalhos na literatura que utilizam essa estratégia, entre eles Fonseca et al. (2012), Firth (1992)
e Pianto e Cribari-Neto (2011). Consideramos uma penalizacdo apenas no escore associado a A,
isto é, U, (0); equivalentemente, penalizamos a fung¢io de log-verossilhanga perfilada de A. Embora
seja possivel penalizar todos os componentes do vetor escore de 8, essa abordagem poderia ser
computacionalmente complicada, principalmente se considerarmos o contexto de regressdo. Além
disso, estudos de simulacao previamente realizados sugerem que os estimadores de méaxima veros-
similhanga de p e o apresentam boas propriedades.

Dessa forma, a funcdo de log-verossimilhanca perfilada penalizada para A é dada por

) = 6 () + S log (JM)

P 2 n )’
em que £*(\) = £(fin, O, A) € a fungao de log-verossimilhanga perfilada para A e JX, = Jax(fix, Oa, A),
sendo [i) e 0 as estimativas de maxima verossimilhanga para p e o, respectivamente, para A fixo.
Note que estamos utilizando a versdo observada da matriz de informacao de Fisher. De fato, a
penalizacao deveria ser feita utilizando as quantidades esperadas, isto é, a quantidade K. Isso
nao foi feito aqui por dois motivos: nao existe forma analitica fechada para a quantidade Ky e
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teriamos que trabalhar com integracdo numeérica, e estudos de simulacdo conduzidos com o uso de
Ja apresentaram bons resultados.

Novamente, ndo existem expressoes analiticas fechadas para o estimador de méxima, verossimi-
lhanca penalizada de 6, denotado aqui por 8 = (1,0, S\)T As estimativas de maxima verossimi-
lhanca penalizada podem ser encontradas através dos seguintes passos.

i. Encontre \ tal que

A = argmax £()).
A>0

ii. Obtenha i e 6 maximizando ¢(u, o, ).

Observe que, embora a penalizacdo seja aplicada apenas & log-verossimilhanca perfilada de
A, as estimativas de p e o também sdo afetadas por essa modificacdo. Conforme mencionado
anteriormente, a distribuicdo assintdtica de primeira de 6 é igual & de é\, isto é, sob condic¢bes
gerais de regularidade,

2, N3(03,K(8)™1), quando n — oo.

Vn

S =™
|
> Q =

Podemos utilizar a matriz J,(6) para obter erros-padrao assintéticos e intervalos de confianga
aproximados para p, o e A. Uma alternativa a construcdo de intervalo através da distribuigdo
assint6tica de A é utilizar W (M), que tem distribuigao assintética X3 (Barndorff-Nielsen, 1995),
definida por

Wy (A) =2{65(\) — £,(N)}-

Adicionalmente, estudos de simulacdo mostram que, em algumas amostras, a estimativa de ma-
xima verossimilhanga pode ser muito pequena (tender a zero). Neste caso, o processo de estimagao
indica que o modelo limite, apresentado na Proposicao 2.5, é o adequado. Isto é, o ajuste de uma
distribuicao simétrica com parametros — log(— log ) e o2 & varidvel — log(—logY). Uma aplicacdo
deste caso é considerada na Secao 2.5.

Para ilustrar o uso dessa abordagem, consideremos novamente os dados da Figura 2.17. O
grafico da funcdo de log-verossimilhanca perfilada penalizada para esses dados é apresentado na
Figura 2.18.
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log-verossimilhanca perfilada relativa
-
1S)
|

|

=

[
1

Figura 2.18: Fungdo de log-verossimilhanga perfilada relativa (linha sélida) e log-verossimilhanca perfilada
penalizada relativa (linha tracejada) para X.
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Note que a fun¢ao de log-verossimilhanga penalizada ndo mais apresenta fraca concavidade (ver
linha tracejada).

A Figura 2.19 apresenta os gréaficos da fungdo de log-verossimilhanga penalizada relativa para
diferentes amostras geradas a partir de diferentes distribui¢ées na classe power logit. Consideramos
os modelos PL-LO, PL-PE( ), PL-SN(3) e PL-Hyp(3), com p = 0.7, 0 = 0.5 e A = 1. Esses
graficos sugerem que a penalizacao é eficiente para corrigir a fraca concavidade da funcdo de log-
verossimilhanca. As estimativas de maxima verossimilhanca penalizada dos pardmetros do modelo,
para cada amostra em estudo, sdo apresentadas na Tabela 2.2.
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-15
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log-verossimilhanca perfilada relativa
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Figura 2.19: Fungio de log-verossimilhanga perfilada relativa (linha sélida) e log-verossimilhanga perfilada
penalizada relativa (linha tracejada) para A considerando amostras de tamanho n = 50 geradas dos modelos
(a) PL-LO, (b) PL-PE(, 3, (¢) PL-SN(3) e (d) PL-Hyp(s), considerando = 0.7, 0 =0.5 e A = 1.



26 A CLASSE DE DISTRIBUIGOES POWER LOGIT 2.3

Tabela 2.2: Estimativas de mdzima verossimilhanga usual e penalizada para 6 = (u,0,\) T, considerando

as amostras da Figura 2.19.

@ () (¢ ()

i 0.67 0.73 0.66 0.70
i 0.68 0.73 0.66 0.70
& 269 225 253 1.42
& 226 1.74 1.34 1.06
)\ 9.20 17.70 17.35 8.64
A 7.32 1322 871 5.85

2.3.2 Qualidade do ajuste e estimacgao de (

Motivados por Vanegas e Paula (2016), uma medida que pode ser ttil na verificagdo da quali-
dade do ajuste de uma distribuicido na classe power logit é definida por

n
Te=n"'Y |97 RED) -0,
i=1

em que 29 ¢é a i-ésima estatistica de ordem de Z, v(® ¢é o valor esperado da i-ésima estatistica de
ordem para uma amostra aleatéria de tamanho n de uma variavel aleatéria com distribuicao normal
padrao, N(0,1), ®~!(-) é a funcio quantilica de uma varidvel aleatéria com distribuicao N(0,1) e
R(-) é a funcdo de distribuicdo acumulada de uma varidvel aleatéria com distribuigdo S(0,1;7).
Note que ®'[R(z)] tem distribuicdo N(0,1) e, como fi, & e A sdo estimadores consistentes para
i, o e A, respectivamente, ®~1[R(2)] tem distribui¢do assintética normal padrdo. Dessa forma, se
o modelo estd bem ajustado, espera-se que os quantis ®~[R(2())] e v(¥) estejam préximos, para

todo i = 1,...,n. Assim, valores pequenos de T, indicam um melhor ajuste.
A quantidade r; = ®~'[R(2%)], para i = 1,...,n, pode ser vista como um residuo quantilico
(Dunn e Smyth, 1996). Dessa, pode-se fazer o gréfico de probabilidade normal de ri,...,7, com

envelopes simulados a fim de verificar a adequacao do modelo em estudo. Os envelopes simulados
foram propostos por Atkinson (1981) e podem ser construidos da seguinte forma:

i. ajuste o modelo de interesse e obtenha as estimativas dos parametros do modelo;
ii. gere uma amostra de n observacoes independentes usando os parametros estimados em i.;

iii. ajuste o modelo de interesse na amostra gerada, calcule os valores dos residuos e ordene-os
em ordem crescente;

iv. repita os passos ii. e iii. K vezes;

v. calcule, para cada um dos n conjuntos de K residuos ordenados, os quantis de ordem p/2,
1/2 (mediana) e 1 — p/2. Os envelopes sdo dados por esses valores calculados.

vi. Coloque, em um mesmo grafico, os valores calculados em v. (usualmente em linha) e os
residuos da amostra original ordenados versus os valores esperados das estatisticas de ordem
de uma varidvel aleatéria com distribuicdo normal padrao, isto é, v, i =1,...,n.

Se 0 modelo est4 corretamente especificado, espera-se que mais do que p x 100% das observacoes
estejam dentro das bandas do envelope.

O critério da informagao de Akaike (Akaike, 1973) pode ser utilizado para selegdo de modelos.
Esse critério é baseado na divergéncia de Kullback-Leibler e é definido da seguinte forma

AIC = —20(8) + 2k,
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em que k é o nimero de parametros do modelo. Dado um conjunto de modelos estatisticos, o
modelo escolhido é aquele com menor AIC. Note que esse critério, diferente da medida Y, leva em
consideracao o nimero de pardametros do modelo.

As distribui¢oes na classe power logit dependem de um gerador de densidades r(-), que pode
envolver pardmetro extra (¢). Estamos assumindo, até o momento, que este pardmetro (ou vetor
de pardmetros) é fixado, tornando o processo de estimacao mais simples. No entanto, em aplicagoes
praticas, é necessario escolher um valor apropriado, ou obter uma estimativa, para esse parametro.
Neste trabalho, estudamos a obtencao (ou estimagao) do parametro ¢ através da estatistica Y.

Conforme comentado anteriormente, quanto menor o valor observado de T¢, melhor o ajuste

do modelo. Dessa forma, definimos Z como sendo uma estimativa para ¢ tal que

~

¢ = argminY,.

Desde que as funcdes dp(-), fr(-), me(-, ), no(-,) € he(-,-) sejam continuas e finitas e ¢ seja um
estimador consistente para (, a distribuicao assintética de 0 nao ¢ alterada quando substituimos ¢
por E . Uma outra forma de obter uma estimativa para ¢ é através do método de méxima verossi-
milhanca. Este método, no entanto, ndo serd abordado aqui pois estudos de simulacio revelaram
um bom desempenho da estimativa obtida através da minimizagao de T¢. Além disso, alguns pro-
blemas podem surgir na estimacdo de ¢ via maxima verossimilhanca em alguns modelos da classe
simétrica, por exemplo, as fungoes de log-verossimilhanga perfilada de ¢ nos modelos t-Student e
hiperbélico podem apresentar forma monétona (Fonseca et al., 2008, 2012) e seria necessario o uso

de alguma penalizacao, tornando o processo de estimacao mais complexo.

2.4 Resultados numéricos

Os estimadores obtidos através do método de maxima verossimilhanca penalizada apresentam
boas propriedades quando o tamanho da amostra aumenta. Por outro lado, é importante estudar as
propriedades desses estimadores em amostras de tamanho finito. Nesse sentido, simulacdes Monte
Carlo foram realizadas para estudar o comportamento dos estimadores de 6 e de ( em amostras de
tamanho pequeno e moderado. Todas as simulagdes foram realizadas no software R (R Core Team,
2019) e as maximizagoes foram feitas através do método BFGS com derivadas numéricas. Para
a andlise dos resultados da estimacao pontual, foram calculadas, para cada modelo e para cada
tamanho de amostra, algumas medidas, entre elas

k
. ~ 1 —~
Média = 7pmed = E § 1/%
i=1

Mediana = M = @9,

k
Viés = b('@med) = %Z({b\l - w) - {p\med - w:
=1
DP ! Zk:(ﬁ Ymed)”
= T i Ymed) »
k—1 =
1~
\/Em = E (lpl - 1/’)27
=1
IQ = Q3 - Q1,

em que @ é o valor verdadeiro do pardmetro, 1@ ¢é o estimador de maxima verossimilhanca de v
referente a i-ésima réplica, k é o ntimero de réplicas Monte Carlo, e ()1, Q2 e ()3 sdo o primeiro,
segundo e terceiro quartil, respectivamente.

Além disso, uma aplicagdo a dados simulados é apresentada a fim de estudar a sensibilidade
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do modelo proposto a observagoes discrepantes e comparar o desempenho com outras distribuigoes
para analise de dados de suporte limitado.

2.4.1 Desempenho dos estimadores de maxima verossimilhanca penalizada

Inicialmente, consideramos um estudo de simulacdo com o objetivo de avaliar o comportamento
dos estimadores de maxima verossimilhanca usual e penalizado dos pardmetros da classe de distri-
buigdes power logit em amostras de tamanho finito. Consideramos diferentes distribui¢des: PL-N,
PL-t(3), PL-PE(15), PL-LA, PL-Hyp(1.3) ¢ PL-SN(; 5). Foram geradas amostras de tamanho 30,
60, 120 e 240. Os valores verdadeiros dos parametros do modelo sdo u = 0.7, 0 = 0.5 e A = 1.
Finalmente, consideramos k = 3000 réplicas Monte Carlo e, para cada réplica, estimamos os para-
metros através do método de maxima verossimilhanca usual e penalizado. A seguir, reportamos os
resultados de simulagao para os modelos PL-t(3), PL-PE(; 5) e PL-Hyp(; 2). A Tabela 2.3 apresenta,
para cada tamanho amostra, a estimativa do viés e o erro-padrao das 3000 estimativas.

Tabela 2.3: Estimativa do viés e erro-padrao (e.p.) das 3000 estimativas de mdzima verossimilhanga (usual
e penalizada) para os modelos PL-t5y, PL-PE( 5y e PL-Hyp( .2).

n =30 n = 60 n =120 n = 240
Viés e.p. Viés e.p. Viés e.p. Viés e.p.
uw —0.00 0.03 0.00 0.02 0.00 0.01 —0.00 0.01
A —0.00 0.03 —0.00 0.02 —0.00 0.01 —0.00 0.01
PL-t(s) o 016 0.36 0.09 0.22 0.05 0.13 0.03  0.08
g 0.05 0.21 0.04 0.16 0.02 0.12 0.01 0.08
h) 1.62  3.25 0.93 2.01 0.51 1.28 0.28  0.81
X 046 1.81 0.37  1.52 0.22 1.13 0.14  0.77
i —0.00 0.02 —0.00 0.01 —0.00 0.01 —0.00 0.01
& —0.00 0.02 —0.00 0.01 —0.00 0.01 —0.00 0.01
PL-PE(, 5, o 012 031 0.06 0.19 0.03 0.12 0.01 0.08
’ g 004 019 0.03 0.15 0.02 0.11 0.01 0.08
X 1.35  3.09 0.69 1.90 0.34 1.26 0.16 0.84
A 055 1.90 0.39 1.52 0.22 1.15 0.10 0.81
w —0.00 0.03 —0.00 0.02 —0.00 0.01 —0.00 0.01
A —0.00 0.03 —0.00 0.00 —0.00 0.01 —0.00 0.01
PL-Hyp(1.5 o 0.09 0.24 0.05 0.16 0.02 0.10 0.01 0.07
& 003 017 0.03 0.13 0.01 0.09 0.01 0.07
h) 1.11 2.43 0.58 1.62 0.26  0.96 0.13  0.67
X 053 1.68 0.35 1.33 0.16  0.90 0.09 0.65

Em geral, observamos que a estimativa do viés e o erro-padrao diminuem quando o tamanho
da amostra aumenta, conforme esperado. Os estimadores de maxima verossimilhanca para p, tanto
usual quanto penalizado, sdo aparentemente nao viesados e apresentam baixa variabilidade. Por
exemplo, para n = 30 e considerando o modelo PL-PE(; 5y, os viéses estimados e erros-padrdo
de & e fi sdo, respectivamente, 0.00 e 0.02. J& o viés do estimador de maxima verossimilhanca
de o é ligeiramente acentuado para amostras de tamanho pequeno ou moderado. Por exemplo,
para n = 30, a estimativa do viés para o modelo PL-t(3) ¢ 0.16. A estimativa do viés para o
estimador de méaxima verossimilhanca do pardmetro A é consideravelmente alta em amostras de
tamanho pequeno e moderado, para todos os modelos em estudo. Note que, para o modelo PL-t(5),
a estimativa do viés de A é 1.62 e 0.93, quando n = 30 e n = 60, respectivamente. Além disso,
os erros-padrao para estes casos sao 3.25 e 2.01, respectivamente. Isso indica que, para amostras
de tamanho pequeno ou moderado, a diferenca entre a estimativa de maxima verossimilhanca e o
verdadeiro valor de \ é relativamente alta.
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Contudo, observamos que a penalizacdo melhora o desempenho dos estimadores de maxima
verossimilhanca de o e, principalmente, de A. Note que, em geral, as estimativas dos vieses e os
erros-padrao dos estimadores de o e A sdo menores quando consideramos a penalizacao. Para o
modelo PL-Hyp(; ) os vieses de 0 e X sd0 0.09 e 1.11, respectivamente, enquanto os vieses de & e

X sdo 0.03 e 0.53. J4 os erros-padrdo de & e X sdo 0.24 e 2.43, respectivamente, e os de G e \ sdo
0.17 e 1.68. Esse comportamento é observado em todos os modelos estudados. Os estimadores de
maxima verossimilhanca usual e penalizada apresentam desempenhos similares quando o tamanho
da amostra é grande (n = 240, por exemplo). Em geral, notamos que os estimadores de maxima
verossimilhanca penalizado apresentam um ganho de precisdo consideravel, quando comparados
com os estimadores obtidos sem a penalizagdo; isso pode ser observado na Figura 2.20, em que
sao apresentados os boxplots das estimativas de maxima verossimilhanga de A para o modelo PL-
Hyp(1.2)- O comportamento das estimativas de maxima maxima verossimilhanca de A é similar
para os demais modelos.
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Figura 2.20: Bozplots das estimativas de mdzima verossimilhanca (usual e penalizada) para A, considerando
o modelo PL-Hyp(, ). A linha tracejada nos grdficos representa o valor verdadeiro A = 1.

Com base na Figura 2.20, notamos que a variabilidade das estimativas de méxima verossilhancga
é bastante alta quando comparada com a das estimativas de méxima verossimilhanca penalizada.
Além disso, notamos que a distribuigdo do estimador de méxima verossimilhanga para A (usual e
penalizado) ¢ fortemente assimétrica em amostras de tamanho pequeno.

Finalmente, notamos que a corre¢do no estimador de méaxima verossimilhanca, através da pe-
nalizagdo via priori de Jeffrey’s, é efetiva. Os estimadores de maxima verossimilhanga penalizados
para o e A apresentam um ganho de precisdo significativo e vieses consideravelmente menores do
que os obtivos via méxima verossimilhanca usual. Resultados similares sdo observados para as
distribui¢des PL-N, PL-LA e PL-SN(; 5 (ver Tabela E.1 no Apéndice).
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2.4.2 Desempenho do estimador de ¢ via minimizacao de T,

Estudos de simulacao foram conduzidos a fim de estudar o desempenho do critério proposto
para a escolha do pardmetro (. Inicialmente, geramos & = 3000 amostras de tamanho n de membros
da classe power logit, cujo gerador de densidade envolve um pardmetro extra. Para cada uma das
k amostras, estimamos p, o e A\ através do método da maxima verossimilhanca penalizada e (
minimizando a medida Y. Consideramos diferentes distribuicoes na classe power logit (PL—t(O,
PL-PE), PL-SN( e PL—Hyp(O) e diferentes tamanhos de amostra n = 40, 80, 150. Os valores
dos parametros foram fixados em p = 0.3, 0 =1 e A = 0.5. Na Tabela 2.4 apresentamos a mediana
(M) e a distancia interquartilica (IR) das k réplicas para a estimacao de (. A Tabela E.2] no
Apéndice E, apresenta a mediana e a distancia interquatilica para os demais parametros (u, o e
A).

Tabela 2.4: Mediana (M) e distincia interquartilica (IR) das M réplicas para a escolha de ¢, considerando
diferentes modelos na classe power logit e diferentes tamanhos de amostra.

n = 40 n = 80 n = 150
¢ M 1Q M 1Q M 1Q
2 1.93 0.35 2.00 0.25 2.03 0.19
PL-t(¢) 4 3.41 0.71 3.67 0.54 3.83 0.41
6 4.66 1.16 5.20 0.89 5.54 0.65
1 094 0.04 0.97 0.03 0.98 0.02
PL-Hypy 1.5 1.41 0.07 1.45 0.05 1.47  0.04
2 1.87 0.10 1.93  0.07 1.96 0.05
1.5 1.59 0.62 1.54 0.44 1.53  0.31
PL-PE () 2 2.08 0.98 2.05 0.73 2.04 0.52
2.5 257 1.34 2.53 1.03 2.53 0.74
PL—SN@) 1.5 1.59 0.09 1.55 0.07 1.53  0.06
2 2.12 0.13 2.06 0.10 2.03 0.08
3 3.17  0.20 3.10 0.16 3.05 0.13

Em geral, a mediana das estimativas de ¢ obtidas pelo método proposto se aproxima do verda-
deiro valor, quando o tamanho da amostra aumenta, para todos os modelos em estudo. A estimativa
do viés mediano de (, no entanto, é pequena ainda para amostras de tamanho pequeno. Para o
modelo PL-Hyp(;) a estimativa do viés mediano ¢ —0.06, para n = 40. Adicionalmente, notamos
que a estimativa do viés mediano aumenta quando o valor de ¢ aumenta, no modelo PL-t(¢), para
n fixo. Por exemplo, quando { = 2, a estimativa do viés para n = 40 é —0.07 e —1.34 quando ¢ = 6.
Quando o tamanho da amostra é grande ou moderado, a estimativa do viés diminui consideravel-
mente.

Além disso, a variabilidade em torno da mediana tende a decrescer quando o tamanho da
amostra cresce. No modelo PL-PE(35), por exemplo, a distancia interquartilica ¢ 1.34 quando
n = 40 e 0.74 quando n = 150. Esse comportamento mostra, portanto, uma certa estabilidade
na estimagdo de ( através do método proposto. Adicionalmente, uma analise da Tabela E.2, no
Apéndice E, indica que a estimacao de ¢ através desse método nao influencia o desempenho dos
estimadores de i, o e A.

2.4.3 Estudo de robustez

Nesta secao, o interesse ¢ avaliar a influéncia de observacoes atipicas nos ajustes de distribui¢oes
da classe power logit e comparar com outras distribuicdes comumente utilizadas na modelagem de
dados fracionarios. Consideramos as distribui¢oes beta, Kumaraswamy e GJS. Inicialmente, gera-
mos um conjunto de dados (y) de n = 200 observagoes e ajustamos as distribui¢oes beta, Kuma-
raswamy, GJS e PL. Em seguida, 5% das observagoes sao substituidas por observagoes geradas de
uma distribuicdo beta com pardametros p = 0.9 e ¢ = 40, e os modelos sdo novamente ajustados.
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Dizemos que esses novos dados estdo contaminados com observagoes discrepantes. Consideramos
duas distribuicoes para gerar y: beta (Cenario 1) e GJS-N (Cenério 2).

Para cada cenério, apresentamos os valores de T e do AIC para cada modelo, tal como o grafico
de r; com envelopes simulados. Essas quantidades sdo facilmente calculadas para os modelos beta,
Kumaraswamy e GJS, conforme apresentado na Se¢ao 2.3.2. Além disso, sdo apresentadas as esti-
mativas dos parametros de cada modelo considerando os dados sem contaminagao e contaminados.
A estimativa da mediana de Y (denotada por yg5) considerando o ajuste do modelo beta também

~

é apresentada para fins de comparacao; para os modelos Kumaraswamy, GJS-N e PL-N, yo5 = ji.

Cenéario 1

Neste cendrio, geramos os dados da distribui¢do beta com parametros p = 0.3 e ¢ = 10. Na
Tabela 2.5 temos algumas medidas descritivas para os dois conjuntos de dados. Observe que a
média da amostra gerada sem contaminacdo é inferior a média populacional e aumenta quando
contaminamos os dados (isso ji é esperado, uma vez que a contaminacao é feita com valores
proximos de 1). Além disso, o valor maximo quando os dados sdo contaminados (0.958) é bem
superior a média de y, indicando a presenca de observacoes discrepantes.

Tabela 2.5: Medidas descritivas para os dados (contaminados e sem contaminagio) gerados de acordo com
o Cendrio 1.

Minimo Q1 Mediana Média Q3 Maéaximo
Dados sem contaminacdo  0.039  0.187 0.261 0.285 0.370 0.705
Dados contaminados ~ 0.039  0.189 0.274 0.315 0.380 0.958

Na Tabela 2.6 sdo apresentadas as estimativas dos parametros e os valores de T, e do AIC para
cada modelo ajustado aos dois conjuntos de dados.

Tabela 2.6: Estimativas dos pardmetros (com respectivos erros-padrdo), valores da medida Y¢ e AIC para
cada modelo ajustado aos dados sem e com contaminacdo — Cendrio 1.

Dados
sem Dados
contaminacao contaminados
Par. emv (ep) T, AIC emv (ep) T AIC
0.285 (0.009 0.332 (0.013
beta ¢ ( ) 0.033 —263.5 ( ) 0.257 —128.9
11.308 (1.095) 5.453 (0.509)
Y05 0.272 0.310
0.278 (0.010 0.310 (0.015
Kumaraswamy a ( ) 0.056  —260.8 ( ) 0.275 —121.4
o 0.446 (0.009) 0.678 (0.013)
0.265 (0.010 0.298 (0.015
cisN M (0100 050 —261.5 (O015) 594 _139.2
o 0.701 (0.035) 0.985 (0.049)
0 0.271 (0.010) 0.272 (0.011)
PL-N ¢ 0.515 (0.094) 0.032 —261.7 3.573 (1.151) 0.083 —183.7
A 0.460 (0.291) 6.134 (2.062)

Quando os dados nao tém contaminagao, os valores de T¢ e do AIC sdo bem préximos, sugerindo
que qualquer um dos ajustes feitos é razodvel. Por simplicidade, a distribuigdo beta poderia ser
usada. Note que, embora o valor de T para a distribuicao PL-N seja menor que o da GJS-N, o
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AIC de ambos os modelos ¢ praticamente o mesmo. Isso ¢ esperado, pois a medida Y, ao contrério
do AIC, néo leva em consideracdo o ntimero de pardmetros do modelo. Observe também que a
estimativa da mediana de Y, com base no ajuste do modelo beta, é bem préxima da estimativa de
# no modelo PL-N e ambas sdo proximas da mediana amostral.

Por outro lado, quando os dados sdo contaminados, os ajustes dos modelos beta, Kumaraswamy
e GJS-N sao fortemente influenciados. O valor de Y, para estes modelos é aproximadamente trés
vezes maior do que o do modelo PL-N. O valor do AIC também sugere que o modelo PL-N é o
mais indicado. A Figura 2.21 apresenta as densidades estimadas para cada modelo sobrepostas
aos respectivos histogramas dos dados com e sem contaminagdo. Quando os dados nao tém con-
taminacédo, as densidades estimadas sdo bem proximas. A contaminagdo, no entanto, faz com que
a forma das densidades estimadas dos modelos beta, Kumaraswamy e GJS-N mude consideravel-
mente. Observe que, na tentativa de acomodar as observagoes extremas, as densidades estimadas
destas distribui¢coes acabam piorando o ajuste para a maior parte das observagoes. O ajuste PL-
N, por outro lado, apresenta cauda mais pesada quando os dados estdo contaminados, mas nao
ha grandes mudancas em termos de forma para as demais observacoes. Essa cauda mais pesada
é reflexo da mudanga nas estimativas de o e, principalmente, de A quando os dados sdo conta-
minados. A estimativa de A passa de 0.460 (dados originais) para 6.134 (dados contaminados).
Esse comportamento é esperado, uma vez que a assimetria da distribuicdo deve mudar para que o
ajuste acomode bem as observagoes discrepantes. A estimativa de p néo sofre grande influéncia, o
que é desejavel. J4 as estimativas do modelo beta sdo bastante influenciadas por essas observagoes
discrepantes e, ainda assim, a distribuicdo nao parece acomodar bem os dados. A estimativa de &,
para este modelo, aumenta de 0.285 para 0.332 e a estimativa do pardmetro de precisao ¢ diminui
consideravelmente (de 11.308 para 5.453). A estimativa da mediana (x) do modelo Kumaraswamy
também é relativamente influenciada.

44 4 -
— PL-N — PL-N
-- beta ---- beta
—-- Kumaraswamy --- Kumaraswamy
GJS-N GJS-N

Densidade
Densidade
N
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y y contaminado
(a) Dados sem contaminagdo. (b) Dados contaminados.

Figura 2.21: Histograma para os dados sem contaminagio (y) e com contaminagio (y contaminado) com
densidades estimadas considerando os modelos beta, Kumaraswamy, GJS-N e PL-N — Cendrio 1.

A Figura 2.22 apresenta os graficos do residuo r; com envelopes simulados para os quatro
modelos ajustados aos dados originais e com contaminacao.

Conforme podemos observar, os ajustes dos modelos beta, Kumaraswamy e GJS-N sao forte-
mente comprometidos pelas observagoes atipicas, identificadas, através desses graficos, como ou-
tliers. Os residuos indicam que essas distribui¢oes ndo acomodam bem os outliers e, além disso,
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Figura 2.22: Grdfico de r;, i = 1,...,200, com envelopes simulados referentes aos ajustes dos modelos
beta, Kumaraswamy, GJS-N e PL-N, considerando os dados sem contaminacdio (grdficos da esquerda) e com
contaminagdo (grificos da direita) — Cendrio 1.
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a presenca deles faz com que o ajuste as demais observacoes fique comprometido. A distribuigao
PL-N, no entanto, consegue se adequar a presenca dos outliers e o ajuste do modelo continua satis-
fatério. Isso evidencia, portanto, que o ajuste da distribuicdo PL-N é menos sensivel a observagoes
discrepantes, no sentido de conseguir manter um bom ajuste para a maioria das observacoes a
ainda acomodar as observacoes discrepantes.

No que segue, esse experimento foi repetido 100 vezes e os valores da medida T, foram obtidos
para cada ajuste (com e sem contaminagdo). A Figura 2.23 apresenta os graficos dos valores de
T, para cada amostra gerada. Conforme podemos observar, se os dados nao estao contaminados,
os valores T¢ sao préximos para os modelos GJS-N e PL-N, e sdo um pouco maiores, em geral,
para os modelos beta e Kumaraswamy. Por outro lado, se os dados estdo contaminados, os ajustes
das distribui¢oes beta, Kumaraswamy e GJS-N retornam valores de YT muito maiores do que do
ajuste da distribuicdo PL-N, evidenciando, portanto, que o ajuste dessas distribuicdo é bastante
comprometido pela presenca de observagoes discrepantes. Note que a distribuicdo GJS-N, embora
seja mais flexivel do que a beta e a Kumaraswamy, nao consegue acomodar de forma razodvel
essas observacoes. O ajuste da distribuicdo PL-N, por outro, ndo parece sofrer grande influéncia
dessas observacoes. As médias dos valores de T para as distribui¢oes beta, Kumaraswamy, GJS-N
e PL-N, considerando os dados contaminados, foi 0.230, 0.250, 0.210 e 0.107, respectivamente.

— PL-N — PL-N
-+ beta ---- beta
—-- Kumaraswamy --- Kumaraswamy
GIS-N GIS-N \

0.3 o

0.2 4

Ye

0.1 o

0.0 o 0.0 -

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Amostra Amostra

(a) Dados sem contaminagcéo. (b) Dados contaminados.

Figura 2.23: Valores de Y¢ para os ajustes das distribuicoes beta, Kumaraswamy, GJS e PL-N para cada
uma das 100 amostras geradas de acordo com o Cendrio 1.

Finalmente, com o objetivo de verificar o quanto o niimero de observagdes contaminadas in-
fluencia no ajuste dos modelos em discussdo, repetimos o experimento apresentado neste cendario
alterando o nimero de observagdes contaminadas. Foram contaminadas k& = (0,1,3,5,7,10,20)
observacoes na amostra em estudo. A Figura 2.24 apresenta o valor de T para cada contaminacao
feita.

Com base na Figura 2.24, notamos que a amostra estudada anteriormente é obtida quando
k = 0 (amostra sem contaminacgao) e k = 10, ou seja, 5% das observagoes é contaminadas (amostra
contaminada). Essa figura mostra que, salvo a distribuigdo PL-N, todas as outras sao fortemente
influenciadas pelo niimero de observagoes contaminadas na amostra. Quando contaminamos 1%
e 2% das observagoes, os valores de Y. para todos os ajustes sao relativamente proximos, mas
quando o a proporcao de observagoes contaminadas aumenta, o valor de T¢ para os modelos beta,
Kumaraswamy e PL-N tende a crescer, enquanto que o da PL-N apresenta um comportamento
constante.
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Figura 2.24: Valores de T para os ajustes das distribuicio PL-N, beta, Kumaraswamy e GJS para cada
uma das 8 amostras geradas de acordo com o Cendrio 1, com a porcentagem de observacoes contaminadas

igual a 0%, 1%, 2%, 3%, 4%, 5%, 7% e 10%.

Cenéario 2

Neste cenario, geramos n = 200 observacoes de uma distribuicdo GJS com parametros p = 0.2
e 0 = 1. Algumas medidas resumo para os dados originais e contaminados sdo apresentadas na
Tabela 2.7.

Tabela 2.7: Medidas descritivas para os dados (contaminados e sem contaminagdo) gerados de acordo com
o Cendrio 2.

Minimo @7  Mediana Média @3 Maximo
Dados sem contaminagao  0.015  0.104 0.179 0.225 0.308 0.843
Dados contaminados ~ 0.015  0.111 0.184 0.256  0.318 0.964

A Tabela 2.8 apresenta as estimativas dos pardmetros dos modelos e respectivos erros-padrao,
os valores de T¢ e o AIC para os ajustes considerados. Conforme podemos observar, quando os
dados nao sao contaminados, os modelos GJS-N e PL-N apresentam o melhor ajuste (menor valor
de T¢ e menor AIC). As estimativas dos pardametros dessas distribuigoes sao bem préximas e o
obtivemos A = 0.962, bem préximo de 1, indicando que a distribuicdo GJS-N deve ser considerada.
Os modelos beta e Kumaraswamy apresentam valores préximos de T¢ e do AIC. Observe que as
estimativas da mediana de Y para todos os ajustes sdo bem préximas do verdadeiro valor (0.2).

Por outro lado, quando os dados sdo contaminados, a distribuicdo PL-N é a que apresenta
menores valores de T¢ e de AIC. Novamente, a estimativa de y no caso da PL-N nao sofre grande
influéncia das observacoes discrepantes, e a estimativa de A se afasta do valor 1, indicando que o
modelo GJS-N néo é razodvel. As estimativas dos parametros do modelos beta, Kumaraswamy e
GJS-N sofrem, na maioria dos casos, grande influéncia das observagoes atipicas. Os valores de T
para os modelos beta e Kumaraswamy sdo quatro vezes o valor para o modelo PL-N, evidenciando,
portanto, que o modelo PL-N é o que melhor se ajusta aos dados contaminados e que os demais
modelos sdo consideravelmente influenciados pelas observacoes discrepantes.

Os histogramas dos dados originais e contaminados com as densidades estimadas sobrepostas sdo
apresentados na Figura 2.25. Observe que, quando os dados ndo sdo contaminados, as densidades



36

A CLASSE DE DISTRIBUIGOES POWER LOGIT

2.4

Tabela 2.8: Estimativas dos pardmetros (com respectivos erros-padrdo), valores da medida Yo e AIC para
cada modelo ajustado aos dados sem e com contaminag¢io — Cendrio 2.

Dados
sem Dados
contaminacao contaminados
Par. emv (ep) T AIC emv (ep) T AIC
0.228 (0.010 0.279 (0.014
beta ( ) 0.095 —239.0 ( ) 0.241 —134.2
7.009 (0.679) 3.837 (0.359)
Y05 0.201 0.238
0.203 (0.011 0.234 (0.016
Kumaraswamy ( ) 0.108 —235.5 ( ) 0.240 —-133.7
0.730 (0.004) 0.986 (0.007)
0.187 (0.011 0.215 (0.015
cisN M OO0 0us —246.2 (0015) 5 171 1581
o 0.985 (0.049) 1.265 (0.063)
@ 0.188 (0.011) 0.191 (0.012)
PL-N ¢ 0.963 (0.187) 0.043 —244.2 3.053 (0.825) 0.060  —182.7
A 0.962 (0.311) 3.469 (1.026)

PL-N e GJS-N estimadas sdo praticamente idénticas. A contaminac¢ao faz com que o ajuste do
modelo beta e Kumaraswamy fique fortemente comprometido. O modelo PL-N é o que aparenta
melhor acomodar as observagoes, inclusive a cauda da densidade estimada é bem mais pesada do

que a dos demais modelos.
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Figura 2.25: Histograma para os dados sem contaminagio (y) e com contaminagio (y contaminado) com
densidades estimadas considerando os modelos beta, Kumaraswamy, GJS-N e PL-N — Cendrio 2.

Esse comportamento é observado, também, através dos graficos de residuos com envelopes
simulados, apresentados na Figura 2.26. Note que as bandas de confianga para os modelos beta,
Kumaraswamy e GJS-N nao conseguem acomodar bem todas as observagoes; ao contrario do que
acontece com o modelo PL-N.
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Figura 2.26: Grdfico de r;, i = 1,...,200, com envelopes simulados referentes aos ajustes dos modelos
beta, Kumaraswamy, GJS-N e PL-N, considerando os dados sem contaminacdio (grdficos da esquerda) e com

contaminagdio (grificos da direita) — Cendrio 2.



38 A CLASSE DE DISTRIBUIGOES POWER LOGIT 2.5

Repetindo esse experimento 100 vezes, os valores da medida Y para cada amostra gerada (com
e sem contaminagao) sao apresentados na Figura 2.27. Conforme podemos observar, se os dados
nao estao contaminados, os valores T¢ sdo préximos para os modelos GJS-N e PL-N, e sdo maiores,
em geral, para os modelos beta e Kumaraswamy. Neste caso, o modelo GJS-N poderia ser escolhido,
uma vez que tem menos parametros. Por outro lado, se os dados estdo contaminados, o ajuste das
distribuicoes beta, Kumaraswamy e GJS-N retornam valores de T muito maiores do que o ajuste da
distribuicdo PL-N. Evidenciando, mais uma vez, a sensibilidade dessas distribuicdes a observagoes
atipicas. A distribui¢io GJS-N, embora mais seja mais flexivel do que beta e a Kumaraswamy,
nao consegue acomodar de forma razodvel observagoes discrepantes. Por outro lado, o ajuste da
distribuicdo PL-N parece nao sofrer grande influéncia dessas observagoes.
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Figura 2.27: Valores de Y¢ para os ajustes das distribuicoes beta, Kumaraswamy, GJS-N e PL-N para cada
uma das 100 amostras geradas de acordo com o Cendrio 2.

Finalmente, consideramos o experimento apresentado neste cenario alterando o ntimero de ob-
servagoes contaminadas. Contaminamos k = (0,1, 3,5,7,10,20) observagoes na amostra. A Figura
2.28 apresenta o valor de YT para cada uma das 7 amostras. Observe que, novamente, o ajuste da
distribuicdo PL-N néo é influenciado pelo niimero de observacoes contaminadas. Os modelos beta,
Kumaraswamy e GJS-N, por outro lado, tendem a apresentar um pior ajuste quando o niimero de
observagoes contaminadas aumenta.

A partir dessas aplicagoes a dados simulados, verificamos que, para qualquer cendrio com outli-
ers, o ajuste do modelo PL-N é superior aos demais modelos em estudo. Esse resultado foi obtido
em todos os cenarios observados e & medida que o nimero de observacoes contaminadas aumenta,
essa conclusao é mais evidente. Dessa forma, o modelo proposto é mais indicado nestas situagoes.

2.5 Aplicagoes

Nesta secao, ilustramos o uso da metodologia desenvolvida neste capitulo mediante aplicacoes
a conjuntos de dados reais. Para efeito de comparagio, consideramos outras distribuigoes para mo-
delagem de dados no intervalo unitario, a saber: as distribui¢oes beta, Kumaraswamy, simplex e
GJS. Os parametros dessas distribui¢es sao estimados via método da maxima verossimilhanca e os
ajustes foram feitos no software R. Para ajuste do modelo beta, utilizamos o pacote betareg, pro-
posto por Zeileis et al. (2020); para ajuste dos modelos simplex e GJS, utilizamos o pacote gamlss
(Stasinopoulos et al., 2022); e, finalmente, para ajuste das distribuigdes PL e Kumaraswamy, uti-
lizamos a funcdo optim do R. Para verificar a adequagdo dos modelos em estudo, utilizamos a
medida Y e os residuos r; = @~ [R(2(")].
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Figura 2.28: Valores de T para os ajustes das distribuicio PL-N, beta, Kumaraswamy e GJS para cada
uma das 8 amostras geradas de acordo com o Cendrio 2, com a porcentagem de observacées contaminadas

iqual a 0%, 1%, 2%, 3%, 4%, 5%, 7% e 10%.

Porcentagem de gordura corporal de morcegos

Nesta primeira aplicacdo, analisamos os dados de gordura corporal de morcegos coletados em
seis locais do nordeste dos Estados Unidos durante o inverno de 2009 (que abrange a estagdo
de hibernagao de outubro de 2008 a abril de 2009) e de 2016 (outubro de 2015 a abril 2016).
Os locais de coleta foram Aeolus Cave, Hibernia Mine, Graphite Mine, Williams Preserve Mine,
Barton Hill Mine, Williams Hotel Mine. Esses dados sdo estudados em Cheng et al. (2019). Os
autores investigam se a persisténcia da sindrome do nariz branco (white-nose syndrome) em uma
espécie de pequenos morcegos marrons (M. lucifigus) pode ser explicada pelo aumento da gordura
corporal no inicio do inverno, o que permitiria aos morcegos tolerar o aumento dos custos energéticos
associados a sindrome. Para essa andlise, consideramos os dados referentes ao inverno de 2009 e
nosso interesse é modelar a proporcao de gordura corporal (y) de 342 morcegos coletados nesse
periodo. A Tabela 2.9 apresenta algumas medidas resumo para a varidavel y e o boxplot robusto
(Hubert e Vandervieren, 2008) dessa varidvel é apresentado na Figura 2.29.

0.30 —_—

Minimo 0.025

Q1 0.084 02 1
Mediana 0.123 020 1
Média  0.132 -
Qs 0175 |
Méximo 0.301

0.05 -

Tabela 2.9: Medidas resumo para a por- IR
centagem de gordura corporal de morcegos

(y)-

Figura 2.29: Boxplot para a varidvel y.

Observe que a distribuicdo dos dados é assimétrica e estd bastante concentrada em valores
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proximos de zero (25% dos valores estdao abaixo de 0.084). O boxplot nao identifica nenhuma
observagao atipica.

A Tabela 2.10 apresenta os valores das estimativas de maxima verossimilhanca para os paré-
metros de alguns modelos ajustados aos dados de porcentagem de gordura corporal de morcegos.
Os parametros das distribui¢oes power logit foram estimados via méaxima verossimilhanga pena-
lizada e a estimativa para ¢ foi obtida através do método apresentado na Sec¢do 2.3.2. Também
nesta tabela, sdo fornecidos intervalos de 95% confianca (obtidos através da distribuigao assintética
do estimador de méaxima verossimilhanga) e os valores da medida Y para cada modelo. Como a
estimativa de A para o modelo PL-PE) foi relativamente baixa, sugerindo que o modelo limite
poderia ser razoavel, foram ajustadas os modelos LogLog-N e LogLog-PE (isto é, as distribuigoes
normal e exponencial poténcia (PE) a variavel log(—log(Y))).

Tabela 2.10: Estimativas de mdzima verossimilhanga, intervalos de 95% confianca e valores de Y para
cada modelo ajustado aos dados de porcentagem de gordura corporal de morcegos.

Distribuigdo Pardmetro Estimativa I1C(95%) T¢
et ¢ 0.132 (0126,0.138)
¢ 32.252  (27.420,37.084)
Kumaraswamy a 0.128 (0.122,0.135) 0.082
o 0.412 (0.403, 0.421)
simnplex ¢ 0.131 (0.124,0.138) oo
o 1.702 (1.574,1.830)
GISN n 0.120 (0.114,0.126) 0.083
o 0.546 (0.505, 0.587)
" 0.117 (0111,0.123) o
GJS-PE 3.y o 0.546 (0.512,0.580)
¢ 3.1 -
" 0.124 (0117,0131)
PL-N o 0.260 (0.141,0.379) '
A 0.138 (0,0.584)
" 0.125 (0118,0182) | .,
PL PR o 0.235 (0.135,0.335)
A 0.040 (0,0.442)
¢ 3.4 -
LosLog-N 1 0.125 (0119,0131)
o 0.225 (0.209, 0.242)
" 0.125 (0120,0131) o
LogLog-PE; 5 o 0.225 (0.212,0.239) ’
¢ 3.5 -

Note que a estimativa da mediana de y, considerando o ajuste da distribuicio PL-N e PL-
PE(3.4), ¢ bem proxima da mediana amostral. Também, a estimativa da média de Y, considerando
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o ajuste da distribuicdo beta, é igual & média amostral. Além disso, as estimativas de ( para os
modelos GJS-PE ) e PL-PE(() apresentaram valores préximos, o que ¢ razodvel. Adicionalmente,
note que os intervalos de confianca de 95% de confianca, para todos os modelos da classe power
logit ajustados, nao incluem o valor 1, indicando a rejeigdo da hipdtese Hy : A = 1 (ao nivel de
significancia de 5%). Ou seja, o ajuste da distribuicio GJS nédo parece ser razodvel.

Com base no critério de minimizacao da estatistica T¢, o modelo que produziu o melhor ajuste
foi o PL-PE(34) com T34 = 0.023 e o modelo limite, PE35), com T35 = 0.025. Esse critério
também sugere que a distribuigao GJS-PE3 ) foi a que apresentou o pior ajuste. A Figura 2.30
apresenta os graficos de residuo com envelopes simulados para cada ajuste. Note que os envelopes
simulados, considerando a distribui¢do PL-PE34) € o modelo limite LogLog-PE 35, acomodam

bem os valores de ®~'[R(2())] (ver Figuras 2.30(g) e 2.30(i)).

Residuo quantilico
Residuo quantilico

Quantis tedricos Quantis tecricos Quantis tedricos

(a) Distribuicao beta. (b) Distribui¢do Kumaraswamy. (c) Distribuicdo simplex.

Residuo quantilico
Residuo quantilico
°
|
Residuo quantilico

Quants tedricos Quantis tecricos Quantis tedricos

d Distribuicdo GJS-N. e Distribuicdo GJS-PE (3. 1). f Distribuicdo PL-N.
(3.1)

Residuo quantilico
Residuo quantilico
Residuo quantilico

Quantis tedricos Quantis teéricos Quantis tericos

(g) Distribuigdo PL-PE3.4). (h) Distribui¢do LogLog-N. (i) Distribui¢do LogLog-PE3.5).
Figura 2.30: Grdficos de residuos com envelopes simulados para os ajustes apresentados na Tabela 2.10.

A Figura 2.31 apresenta o grafico de T¢ e da funcao de log-verossimilhanca perfilada relativa de
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A para o modelo PL-PE . A linha horizontal pontilhada no grafico da log-verossimilhanga perfilada
relativa representa um intervalo de confianca de 95% para A a partir da quantidade Wy (M), este
intervalo é (0,0.49). Note que as fungoes de log-verossimilhancga perfilada usual e penalizada para A
nao diferem muito, conforme esperado, uma vez que temos um tamanho de amostra relativamente
grande.

0.07 0.0 4 _-

0.06 | 7=34
-05 -

0.05 -
-1.0

0.04 —

Ye
log-verossimilhanca perfilada relativa

-15 +

0.03 -

-2.0 -

25 3.0 35 4.0 45 5.0 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 2.31: Grdfico de Y e as versoes relativas de €*(\) (linha sélida) e de £ (N\) (linha tracejada) para
o modelo PL-PE.

As funcoes densidade de probabilidade e de distribuicdo ajustadas para alguns dos modelos
considerados podem ser visualizadas nas Figuras 2.32(a) e 2.32(b). Note que as densidades estima-
das para os modelos PL-PE3 4) e para o modelo limite LogLog-PE3 5) sdo praticamente idénticas,
e foram as que melhor acomodaram as observacoes.

— PL-PEg4)
---- beta
--- Kumaraswamy
—— LogLog-PE(s)
LogLog-N ©

Densidade

— PL-PE(4
---- beta
--- Kumaraswamy
-~ LogLog-PE(3s)
LogLog-N

Funcéo de distribuicdo acumulada

A
T T T T T T T
0.00 0.05 0.10 015 0.20 025 030

0.00 0.05 0.10 0.15

(a) (b)

Figura 2.32: Histograma com densidades estimadas sobrepostas (a) e fungoes densidade de probabilidade
empiricas e estimadas (b) para os dados de porcentagem de gordura corporal de morcegos.

Na Figura 2.33 é apresentado o grafico da discrepancia quantilica relativa para os modelos beta,
Kumaraswamy, simplex, GJS-PE3 1) e PL-PE3 4). Aqui, a discrepancia quantilica relativa (DQR,)
é dada por

_ wp—Up
DaR, ===
p

em que wy, ¢ o quantil de ordem p da distribuigdo ajustada (no caso das distribuigbes power logit,
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wp = Yp) € Up é 0 quantil empirico de ordem p da varidvel y. Note que valores de DQR,, préximos de
zero indicam que a distribui¢do ajustada é proxima da distribuigdo empirica dos dados. Na Figura
2.33, notamos que, em geral, dentre os modelos em estudo, os quantis da distribuigao PL-PE3 4)
sdo mais préximos dos quantis empiricos da distribuicao de Y.

0.2 o

Discrepancia quantilica relativa

-0.1 4

— PL-PE(q)
--- beta
--- Kumaraswamy
simplex
- GIS-PEgy

-0.2 -

T T T T
0.10 0.15 0.20 0.25

Quantis empiricos

Figura 2.33: Grdfico da distincia quantilica relativa para os dados de porcentagem de gordura corporal de
morcegos.

Proporcgao de individuos ocupados fora do setor agropecuario

No que segue, consideramos dados das Nagdes Unidas obtidos através do Atlas do Desenvolvi-
mento Humano no Brasil, disponiveis em https://www.pnud.org.br/atlas/. Esse atlas possibilita
a consulta, em diversos formatos de dados, sobre o panorama do desenvolvimento humano e da
desigualdade interna em diferentes territorialidades (estado, regido metropolitana, municipio, etc).
Esses indices sao uteis para sinalizar o acesso, a auséncia ou a insuficiéncia de recursos que deveriam
estar a disposicao de todo cidadao. Nesta analise, consideramos dados coletados em 2010 referentes
a 200 municipios selecionados aleatoriamente do estado de Sao Paulo.

A varidvel de interesse (y) é a proporgao de individuos ocupados (com mais de 18 anos e que
trabalham) fora do setor agropecuério. Essa varidvel é a razao entre o nimero de pessoas de 18
anos ou mais de idade ocupadas em um setor diferente do agropecudrio e o niimero total de pessoas
ocupadas nessa faixa etaria. Algumas medidas descritivas da variavel y sdo apresentadas na Tabela
2.11 e a Figura 2.34 apresenta o boxplot robusto para essa varidvel.

1.0 q _—

Minimo 0.446

Q1 0.711 *
Mediana 0.814 08
Média  0.835 -
Qs 0.945 '
Méximo 0.998

Tabela 2.11: Medidas resumo para a pro-
por¢do de individuos ocupados fora do setor
agropecudrio (y).

Figura 2.34: Boxplot para a varidvel y.

Sao considerados como formalmente ocupados os empregados com carteira de trabalho assi-
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nada, os militares do exército, da marinha, da aerondutica, da policia militar ou do corpo de
bombeiros, os empregados pelo regime juridico dos funcionérios publicos, assim como os emprega-
dores e trabalhadores por conta prépria que eram contribuintes de instituto de previdéncia oficial.
Conforme podemos observar, dentre as cidades selecionadas, a proporc¢ao de individuos ocupados
fora do setor agropecudrio estd concentrada entre 0.711 e 0.945. Ou seja, a maioria das pessoas
(com idade superior a 18 anos) nessas cidades estd ocupada em setores diferentes do agropecuério.
De fato, segundo a Wikipedia, o setor primario é o menos relevante para a economia paulista: em
2011, a agropecudria representava somente 2,11% do valor total adicionado & economia de todo o
estado. As cidades com maior propor¢ao de individuos ocupados no setor agropecudrio sao Altair
e Ubirajara. Ambas estdo localizadas no interior do estado e a economia é, predominantemente,
baseada na agricultura. Dentre os municipios selecionados, o que tem o menor niimero de pessoas
trabalhando no setor agropecudrio, na amostra selecionada, é Carapicuiba (que estd localizada na
regido metropolitana de Sao Paulo).

Os modelos beta, Kumaraswamy, simplex, GJS-N, GJS-PE(), PL-N e PL-PE ) foram ajusta-
dos aos dados (outros modelos da classe GJS e PL foram considerados, mas apresentaram desem-
penho igual ou inferior aos modelos mencionados e, portanto, ndo serdo apresentados). A Tabela
2.12 apresenta os resultados dos ajustes.

Tabela 2.12: Estimativas de mdzima verossimilhanga, intervalos de 95% de confianga e valores de Y¢ para
cada modelo ajustado aos dados de proporcio de individuos ocupados fora do setor agropecudrio.

Distribuigdo Parametro Estimativa IC(95%) T¢
beta ¢ 0.818 (0.797,0.839)
b 5.427 (4.369, 6.485)
0.858 0.838,0.879
Kumaraswamy a ( ’ ) 0.150
o 0.226 (—0.793,1.246)
simplex ¢ 0.853 (0.847,0.858) .-
5.598 (4.994, 6.202)
0.878 0.857,0.899
GJS-N K (0857,0.899) ) 0o
o 1.420 (1.281,1.559)
m 0.897 (0-868,0.925) o
GJS-PE(s.7) o 1.425 (1.302,1.548)
¢ 2.7 -
m 0.837 (0.810,0.864)
PL-N o 2.406 (1.875,2.937)
A 9.269 (5.979,12.559)

0.840 (0.811,0.869)

2.364 (1.870, 2.859)

9.030 (5.891,12.169)
2.7 -

0.054
PL-PE(; 7

~ > 9 =

O ajuste que resultou no menor valor de T¢ foi o PL-PE(3 7y, seguido da distribuigao PL-N. A
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distribuicao que resultou no pior ajuste foi a simplex (Y¢ = 0.417). Todos os modelos considerados
apresentaram ajustes inferiores aos dos modelos da classe power logit. O valor de T, do modelo
GJS-N é quase quatro vezes o do modelo PL-N. Além disso, os intervalos de 95% de confianca para
A, considerando os modelos PL-N e PL-PE(3 7), nao incluem o valor 1, indicando que o valor de A ¢
estatisticamente diferente de 1 (ao nivel de significancia de 5%); rejeitando, portanto, as hip6teses
de que os modelos GJS-N e GJS-PE(, 7) sdo razodveis. Adicionalmente, os valores de T para os
ajustes beta e Kumaraswamy sdo praticamente iguais, indicando ajustes similares.

Os graficos de residuos com envelopes simulados para cada um dos ajustes apresentados na
Tabela 2.12 sao dados na Figura 2.35.
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(a) Distribuigéo beta. (b) Distribui¢do Kumaraswamy. (c) Distribuic¢éo simplex.
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Figura 2.35: Grdificos de residuo com envelopes simulados para os ajustes apresentados na Tabela 2.12.

Observe que, salvo para os modelos PL, os envelopes simulados ndo conseguem acomodar a
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maioria dos residuos, indicando falta de ajuste aos dados. Esses graficos confirmam que o modelo
com pior ajuste é o simplex e que os ajustes dos modelos beta e Kumaraswamy sao parecidos.
Os envelopes simulados para os modelos PL-N e PL-PE3 7), por outro lado, acomodam a grande
maioria dos residuos e os ajustes sao satisfatérios. Considerando o critério de menor Y, o modelo
PL-PE(y.7) deveria ser o escolhido. Por outro lado, o modelo PL-N ¢ mais simples (tem menos
pardmetros) e também apresentou baixo valor de Y e residuos com comportamento desejado.
Assim, o modelo PL-N é o mais indicado para a andlise. Com base neste modelo, a mediana da
proporgao de individuos ocupados fora do setor agropecudrio nas cidades do estado de Sdo Paulo
¢ 0.837. Isso indica que em 50% das cidades deste estado, a proporcao de pessoas que trabalham
fora do setor agropecuério é igual ou superior a 83.7%. O intervalo de confianca observado foi
(0.810,0.864).

Conforme observamos, os dados em estudo nao parecem ser bem acomodados pelas distribui-
¢oes beta, Kumaraswamy, simplex e GJS. No entanto, as distribui¢oes PL, que sdo mais flexiveis,
conseguem acomodar bem a forma desses dados. Isso é confirmado através dos graficos apresenta-
dos na Figura 2.36. Nesta figura sdo apresentadas as func¢oes densidade de probabilidade ajustas
sobrepostas ao histograma de y, fun¢oes de distribui¢do empirica e ajustadas, e grafico da distancia
quantilica relativa para os modelos ajustados.

— PL-N
-- beta — PL-N
—--- Kumaraswamy -- beta

6 1 simplex X —-- Kumaraswamy
N simplex
-+ GJIS-N

- GJIS-N
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Fungéo de distribuicdo acumulada

0.2

0.1

Discrepancia quantilica relativa

014

— PL-N
-- beta
--- Kumaraswamy
simplex
-+ GJIS-N

0.2

T T T T
0.7 0.8 0.9 1.0

Quantis empiricos

Figura 2.36: Funcoes densidade de probabilidade ajustas sobrepostas ao histograma de y, funcoes de distri-
buicao empirica e ajustadas, e grifico da distancia quantilica relativa os modelos considerando os dados da
proporeao de individuos ocupados fora do setor agropecudrio.

A Figura 2.37 apresenta o grifico das versdes relativas de £*(A) (linha sélida) e de £;()) (linha
tracejada) para o modelo PL-N. A linha pontilhada apresenta um intervalo de 95% de confianga



2.5 APLICAQOES 47

para A com base na quantidade W (A). O intervalo obtido foi (6.44,13.10). A amplitude desse
intervalo é menor do que a do intervalo baseado na distribuicdo assintética de A e ele, também,
nao inclui o valor 1. Adicionalmente, observe que nao hd muita diferenca entre as funcoes de
log-verossimilhanca usual e penalizada.

0.0
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-1.0

-15 -
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log-verossimilhanca perfilada relativa

25 /]

Figura 2.37: Grdfico das versoes relativas de £*()\) (linha sdlida) e de £y () (linha tracejada) para o modelo
PL-N.

Finalmente, observamos que a distribuicdo dos dados em estudo é fracamente bimodal e tem
muitas observag¢oes proximas do valor 1. A distribuicdo PL consegue acomodar bem a bimodali-
dade, ao contrario das demais distribui¢oes. Observe que o ajuste das distribui¢des beta, simplex,
Kumaraswamy e GJS nao conseguem acomodar bem as observacoes entre os quantis de ordem 0.2
e 0.7 (veja o gréfico das fungdes de distribuicao acumulada ajustadas). Isso também ¢é evidenciado
através do grafico da distancia quantilica relativa. Através desse grafico, concluimos que os quantis
da distribuicdo PL-N ajustada sdo mais préximos dos quantis empiricos dos dados do que os dos
demais ajustes. Portanto, essa aplicacdo evidencia a maior flexibilidade da classe power logit em
detrimento aos demais modelos apresentados.

Proporcgao de individuos ocupados com ensino médio completo

Finalmente, consideramos dados do Instituto de Pesquisa Econémica Aplicada (IPEA) obtidos
através do Atlas de Vulnerabilidade Social, disponiveis em http://ivs.ipea.gov.br/index.php/pt/.
Esse atlas possibilita a consulta sobre a tematica da vulnerabilidade social do Brasil. Nesta anélise,
consideramos dados coletados em 2010 referentes a 167 cidades do estado do Rio Grande do Norte.

A varidvel de interesse (y) é a proporcao de individuos ocupados (com mais de 18 anos e
que trabalham) e que ja concluiram o ensino médio. Essa varidvel é a razao entre o ntiimero de
pessoas de 18 anos ou mais de idade ocupadas que ja concluiram o ensino médio (regular seriado,
regular nao seriado, EJA ou supletivo) e o niimero total de pessoas ocupadas nessa faixa etaria.
Sao consideradas como ja tendo concluido o médio aquelas pessoas que frequentavam a 42 série
desse nivel de ensino. Algumas medidas descritivas da varidvel y sdo apresentadas na Tabela 2.13
e a Figura 2.38 apresenta o boxplot robusto para essa variavel.

Conforme podemos observar, a propor¢ao de individuos ocupados com ensino médio completo
estd concentrada entre 0.248 e 0.329. Ou seja, a maioria das pessoas ocupadas (com idade superior
a 18 anos) nessas cidades nao tém o ensino médio completo. Além disso, observamos que trés
cidades apresentam valores de y bem maiores do que as demais, sdo elas: Mossor6 (0.486), Natal
(0.566) e Parnamirim (0.612). Natal é a capital do estado e, juntamente com Mossor6 e Parnamirim,
formam as trés cidades mais populosas do estado. Venha-Ver é a cidade com a menor proporgao
de individuos ocupados com ensino médio completo (0.163). No censo realizado pelo Instituto
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Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) no ano de 2010, a taxa de conclusao do ensino médio
(de pessoas com idade entre 18 a 24 anos) nesta cidade era de apenas 26,9%.

06 -

Minimo 0.163

Q1 0.248 '
Mediana 0.283 T
Média  0.290 . 04 :
Qs 0.329

03

Maximo 0.612

02

Tabela 2.13: Medidas resumo para a pro-
por¢do de individuos ocupados com ensino
médio completo (y).

Figura 2.38: Boxplot para a varidvel y.

Os modelos beta, Kumaraswamy, simplex, GJS-N, GJS-t(¢), PL-N e PL-t(¢) foram ajustados
aos dados. A Tabela 2.14 apresenta os resultados dos ajustes.

Tabela 2.14: Estimativas de mdzima verossimilhanga, intervalos de 95% de confian¢a e valores de ¢ para
cada modelo ajustado aos dados de proporcdo de individuos ocupados com ensino médio completo.

Distribuigdo Parametro Estimativa IC(95%) T¢
beta & 0.290 (0.280,0.300) 0.102
¢ 4557 (35.887,55.259)
Kumaraswamy K 0290 (0.277,0.303) 0.227
o 0.247 (0.222,0.272)
— ¢ 0.291 (0.281,0301) oo
o 0.736 (0.657,0.815)
. " 0.286 (0.276,0.296)
o 0.327 (0.292,0.362)
I 0.284 (0.274,0.293) 0.053
CIS-t () o 0.280 (0.232,0.326)
¢ 7.6 -
" 0.283 (0.273,0202)
PL-N o 0.972 (0,2.080)
A 4.272 (0,9.314)
" 0.283 (0.275,0.292)
o 0.384 (0.258,0.510)
PL-t(g2)
A\ 1.754 (0.851, 2.657)
¢ 6.2 -

O ajuste que resultou em um menor valor de T¢ foi o PL-t(5.2), seguido da distribui¢do GJS-
t(7.6)- O intervalo de 95% confianca para A, para os modelos PL, contém o valor 1, o que pode ser um
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indicativo de que o ajuste da distribuicao GJS é mais razoavel. As distribuigoes beta, Kumaraswamy
e simplex apresentam valores de Y maiores (ou muito maiores) do que os das distribuigoes PL e
GJS. A estimativa da média de Y no modelo beta é igual & média amostral (0.290) e as estimativas
da mediana de Y nos modelos PL-N e PL-t(g9) sdo iguais a mediana amostral (0.283). Observe
também que as estimativas de o e \ apresentam variacdo consideravel entre os modelos PL-N e
PL-t(6.2); isso pode ser explicado pela presenca de um pardmetro extra na distribui¢do PL-t¢).
Os graficos das fungoes densidade de probabilidade, fungoes de distribuicdo ajustadas e da
discrepancia quantilica relativa, para cada um dos modelos ajustados, sdo apresentados na Figura
2.39. Esses graficos evidenciam que o modelo PL-t(¢) foi o que apresentou o melhor ajuste para
os dados. Os gréaficos das fungoes de distribuicdo ajustadas e da discrepancia quantilica relativa
mostram que os quantis da distribui¢do PL-t(62) sdo muito proximos dos quantis empiricos de y.
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Figura 2.39: Funcées densidade de probabilidade ajustas sobrepostas ao histograma de vy, funcoes de distri-
buicdo empirica e ajustadas, e grafico da distancia quantilica relativa para alguns modelos considerando os
dados da proporcao de individuos ocupados com ensino médio completo.

Os graficos de residuo com envelopes simulados para cada ajuste sdo apresentados na Figura
2.40. Esses graficos indicam que algumas das observagoes discrepantes observadas na anélise descri-
tiva (casos #162 e #164, principalmente) foram identificadas como outliers. Esses casos apresentam
residuos bem maiores que os demais para os ajustes dos modelos beta, Kumaraswamy, simplex e
GJS-N e nao sao acomodados pelas bandas de confianga dos envelopes. Em alguns casos, essas
observagoes atipicas comprometem o ajuste das demais observagoes (veja Figura 2.40(b)). Embora
sejam apenas duas observacoes, é importante encontrar um modelo que consiga acomoda-las ra-
zoavelmente bem, pois elas representam cidades importantes no estado do Rio Grande do Norte,



50 A CLASSE DE DISTRIBUIGOES POWER LOGIT 2.5

tanto no ambito educacional quanto econémico.

Uma comparagao entre os graficos 2.40(d) e 2.40(f) mostra que o modelo PL-N consegue acomo-
dar melhor essas observagoes do que o modelo GJS-N. Inclusive, o residuo referente a elas é menor
para o modelo PL-N. Isso foi observado, também, através da medida Y. (0.053 para o modelo
PL-N e 0.087 para o GJS-N). O modelo PL-t(5 5) consegue acomodar bem todas as observagoes.

Residuo quantilico
Residuo quantilico

Quantis tedricos Quantis te6ricos Quantis tecricos

(a) Distribuicéo beta. (b) Distribuicdo Kumaraswamy. (c) Distribuicdo simplex.

Residuo quantilico
Residuo quantilico
Residuo quantilico

Quantis tedricos Quantis teéricos Quantis tedricos.

istribuicao -N. e istribuicao -t(7.6)- istribuicao PL-N.
d D b GJS-N D b GJS-t(7.6) f D b PL-N

Residuo quantilico

Quantis tericos

(g) Distribuicdo PL-t.2).
Figura 2.40: Grdfico de residuo com envelopes simulados para os ajustes apresentados na Tabela 2.14.

A Figura 2.41 apresenta o grafico de Y versus ¢ e o grafico das versoes relativas de £*(\) (linha
sélida) e de £;(A) (linha tracejada) para o modelo PL-t(g2y. O intervalo de 95% de confianga para
A com base na quantidade W () é representado pela linha pontilhada e foi (0, 16.1). Notamos que
a penalizagdo na funcdo de log-verossimilhanca perfilada de A foi bastante eficaz. Embora a fungao
de log-verossimilhanca seja concava em torno de A = 2, ela apresenta comportamento mondtono
para A > 5.

Conforme esperado, esse ajuste sugere que a classe de distribui¢oes power logit é menos sensivel
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Figura 2.41: Grdfico de ¢ e as versoes relativas de ¢*(\) (linha sélida) e de £;(N\) (linha tracejada) para
o modelo PL-1(¢y.

a observagoes discrepantes (outliers) do que as distribui¢oes beta, simplex, Kumaraswamy e GJS.
De fato, isso ja havia sido observado nos estudos de simulagdo apresentados na Segao 2.4.3.

No que segue, ajustamos novamente os modelos beta, Kumaraswamy, simplex, GJS-N e PL-N
aos dados em estudo mas, desta vez, excluindo os casos identificados como outliers (casos #162 e
#164). Os modelos GJS-t(¢) e PL-t () nao serao apresentados pois os ajustes GJS-N e PL-N foram
satisfatorios. A Tabela 2.15 apresenta os resultados dos ajustes.

Tabela 2.15: Estimativas de mdzima verossimilhanga, intervalos de 95% de confianga e valores de Y para
cada modelo ajustado aos dados de propor¢do de individuos ocupados com ensino médio completo, apos a
exclusdo dos casos #162 e #164.

Distribuigdo Parametro Estimativa IC(95%) Y.
2 2 2
beta 13 0.286 (0.277,0.295) 0.049
o} 56.679 (44.537,68.820)
0.289 0.279,0.299
Kumaraswamy K ( ’ ) 0.116
o 0.199 (0.179,0.220)
0.286 0.277,0.295
simplex ¢ ( ’ ) 0.049
0.664 (0.592, 0.736)
0.283 0.273,0.292
GJSN a (0.273,0.202) g
o 0.296 (0.247,0.346)
2 2 .292
i 0.283 (0:273,0202)
PL-N o 0.290 (0.021,0.558)
h 0.953 (0,2.771)

Note que os valores de YT para os modelos beta e simplex diminuiram consideravelmente. Além
disso, a estimativa de A para o modelo PL-N é bem proxima de 1, indicando que a distribuicao
GJS-N ¢ a mais indicada. Os valores de Y, sdo préximos para todos os modelos considerados
e, portanto, poderiamos considerar qualquer uma das distribuicoes ajustadas. Essa conclusao é
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confirmada através dos gréaficos de residuo com envelopes simulados, apresentados na Figura 2.42.
Esta aplicagdo sugere que o ajuste da distribuicdo PL é similar ao das demais distribui¢bes na
auséncia de outliers. Por outro lado, essas observagoes discrepantes influenciam substancialmente
o ajuste das demais distribuigoes, o que ndo é observado na distribuicdo power logit.

3
§
2
@
8
3

Residuo quantilico
Residuo quantilico

Quantis tedricos Quantis tedricos Quantis tedricos

(a) Distribuigdo beta. (b) Distribuigio Kumaraswamy. (c) Distribuigdo simplex.

Residuo quantilico
Residuo quantilico

Quantis tedricos Quantis teéricos

(d) Distribuigdo GJS-N. (e) Distribui¢do PL-N.

Figura 2.42: Grdfico de residuo com envelopes simulados para os ajustes apresentados na Tabela 2.15,
feitos apds a exclusiao dos casos #162 e #164.



Capitulo 3

O modelo de regressao power logit

Neste capitulo, um novo modelo de regressao para a andlise de dados fracionarios é proposto.
O modelo é baseado na distribuicdo power logit e serd denominado modelo de regressdo power
logit. Este novo modelo de regressao é bastante flexivel, tem pardmetros interpretaveis e pode ser
uma alternativa interessante para a modelagem de dados com presenga de observagoes atipicas. O
capitulo encontra-se organizado como segue. Na Se¢do 3.1 definimos o modelo de regressao power
logit. Na Secado 3.2 sdo abordados aspectos inferenciais com base na teoria da verossimilhanca,
e sdo apresentadas expressdes para o vetor escore e matriz da informacdo observada. Também,
estudos de simulagdo Monte Carlo sdo conduzidos a fim de estudar o desempenho dos estimadores
propostos em amostras de tamanho finito. Métodos de diagnésticos e medidas de influéncia para a
classe de modelos propostos sdo apresentados nas Sec¢oes 3.3 e 3.4, respectivamente. Na Secao 3.5,
apresentamos o modelo de regressao log-log. Uma aplicacdo em dados reais é conduzida na Secdo
3.6.

3.1 Definicao

Considere Y1, Ys,...,Y, varidveis aleatorias independentes com funcao densidade power logit
dada por (2.4), isto é, Y; ~ PL(u;, 04, A;7), para i = 1,...,n. O modelo de regressao power logit é
definido por (2.4) e pelos componentes sisteméticos

di (i) = = B = mi,

(3.1)

da(0) = 8] T = i,
em que B = (B1,...,0p)" €RP, 7= (71,...,7,)" € RY e\ >0 sdo os pardmetros desconhecidos,
x; = (zi1,. .., $ip)‘r e s = (Si1,.-., siq)T sao observagoes das covaridveis com p+q < n, e ny; € Mo;

sao os preditores lineares. Assumimos que as fungdes de ligacao d; : (0,1) - R e dy : (0,00) = R
sdo estritamente mondtonas e duas vezes diferencidveis. Diversas funcgoes de ligacdo podem ser
utilizadas. Para u, possiveis escolhas sdo dy(u) = log{u/(1 — p)} (ligagdo logito); dq (i) = @~ 1(p)
(ligagao probito), em que ®(-) denota a funcao de distribuigao acumulada de uma variavel aleatéria
com distribuigdo normal padrao; dy(u) = log{—1log(1 — u)} (ligagdo complemento log-log); entre
muitas outras. J& para ¢ e A, possiveis escolhas sdo a ligagao log, da(c) = logo, e ligagao raiz
quadrada, da(o) = y/o. McCullagh e Nelder (1989) apresentam uma discussio detalhada a respeito
da escolha das funcdes de ligacao.

O modelo de regressao power logit, definido por (2.4) e (3.1), generaliza alguns modelos ja
existentes na literatura, entre eles: o modelo de regressdo GJS (Lemonte e Bazan, 2016) é obtido
quando A = 1; se Y; ~ PL-LO(u;,04,1), temos o modelo de regressao L-Logistico (da Paz et al.,
2019). Além disso, uma vez que a varidncia de Y; é funcdo de (u;, 0;), esse modelo acomoda
varidveis respostas com varidncias ndo constantes. Adicionalmente, os pardmetros do modelo sdo
interpretados em termos da mediana, dispersao e assimetria da distribuicao da variavel resposta.

93
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3.2 Inferéncia sobre os parametros do modelo

Seja @ = (B7,7",\)T o vetor de pardmetros do modelo. A funcio de verossimilhanca de 8 para
o modelo de regressao power logit com valores observados yi,...,y, ¢ da forma

L(6) = [ [ fvi (i pir 06, A).
=1

Note que p; e o; sdo definidos como fungdes de 8 e T, respectivamente, através de (3.1), isto é,
Wi = dfl(nli), o =dy 1(77%) e\ =ds 1(773). A funcao de log-verossimilhanca para 6 é dada por

n

00) = li(pi, 00, M), (3.2)

=1
em que
Ci(pis iy N) = log A — log ; — log{1 — y'} + log{r(z?)},

sendo z; = h(y;; i, 0i, A). O vetor escore para 0, definido como a primeira derivada da funcdo de

log-verossimilhancga ¢(6), ¢ dado por U(0) = (Ug, U/!,U,)". O calculo dos componentes do vetor
escore ¢ feito como segue:

BT g = Opi  dm; OBR’

U, = oUB,T,A) _ 3 ;i (w;, 04, N) doy Ong;

I=1,...
87‘[ =1 80’i dngz‘ 871 ’ ’ '
o af(,@,’T,)\) . " 8&(#1,0'1,)\)
DET T ; ox
em que
Oli(pi, oiy A A Oli (i, oiy A 1
e 002) ), 20T Ly
Opui oipi(1 — p3) do; o
e
Oi(pi, o0, ) 1 yrlogyi L (e | Jos logp
oA D e N RS R P
Além disso, temos que
dp; . 1 do; o 1

= — = (§] EVEENE]
dni  dy(p) dnai  da(oy)

sendo dj (t) = dd;(t)/dt, para j = 1,2. Assim, uma vez que 0n1;/0fr = ;g € ON2;/0T; = S;1, segue
que

olB,T,\) L A 1
U :7:2 ———2v(2))——wir, R=1,...,p, 3.3
f 9Br = oipi(1 — ) ( )d1(Mz‘) f P (33)
(B, T, A\ 1,5 1
- =Y (=) — U)s—si, I=1,...,0q, 4
U; o 2 Ui[ZzU(Z) ]dz(ai)Sl q (3.4)
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Sejam X = (x1,...,2,) ¢S = (s1,...,8,)" matrizes de posto completo (posto p e g, res-
pectivamente), T1 = dlag{l/dl(u )y 1/d1( )} T, = dlag{l/dg(al) ., 1/da(on)}, W =
diag{z1v(21), ..., znv(zn)}, p* = (ui,. ..,un) , o = (of,...,05)T, X = ( e AD T ur =
M loipi(1 - M?)], 0? = 0_1[%20(21) e

1 yrlogy; 1 log i log (1

Ai=—+= — —zv(z;) —

Al-yr o 1=y Q-4

Assim,
Up = X"WT;p*,
U, =S Ty0*
e
Uy =1]X%,

em que 1,, denota um vetor de uns de tamanho n. Portanto, o vetor escore para @ = (87,77, \)T
é dado por U(9) = (Ug, U], U\)T, isto ¢,

XTWT, p*
U@)=| S'Tyo* |. (3.6)
1

A matriz de informacao observada para 6 serd denotada por J,, (8,7, ), e é dada pelo negativo

da segunda derivada de £(0) com relagao a 0. Esses célculos sdo apresentados na Segao B.2. Dessa
forma, temos que

Jog Jpr Jpa
I8, N) = | Jgr Jrr Inn |, (3.7)
Iin I I
cujos elementos sio Jgg = X' WiT1X, Jrr = STWTsS, Jyy = 1) W31, Jg, = XTW,TT5S,
Jg\ = XT"W;5Ti1,, Jrn = STW¢Tq1,, em que W; = diag{ng), . ,wg)}, com

(1) A A / ; 1
W, = e 101 = (1 + N)]ziv(2i) + Mo(zi) + 20" (20)] ¢ da ()
[oips (1 — )] { }
A di (1
+ 7)\22‘1)(22‘)#%,
oipi(1 — pg) di (i)
2 _ i_iz ) 0 i y—1 1.9 N da(a;)
w,” = {01-2 p z;[3v(zi) + zv (zz)]} do(oy) " + — - [z5v(z) 1]61.2(01)2’
W® 1 y log? i n 1 w(z1) + 220 (24)] logy;  logp; ?
=T g T lvzi) +ziv(z -
TN T a2 1—yr 1—p
. iz'v(z,) yilog”yi i log® i
o T (L=yM?2 (L= )]’
(4) A /
w, | = ———=%i[2v(%) + zv' ()],
ofpi(l = 17
5) — 1— (1= Mog i) _ 1 ( logyz log i ) ,
w;” = (2 )+* - [v(2i) + ziv'(20)] ¢
oipi(1 = p1}) { AL = ) L—yd 1=

(6) 1 log yz log 1; ,
. g —_— —_— . 2 - . . .
w, e <1 e S g zi[2v(z;) + ziv' (2)]
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em que d;(z) = ddj(z)/dz, para j = 1,2. Podemos escrever
J.(B,7,\) =P MP

em que P é uma matriz de dimenséo 3n X (p+ ¢+ 1) e M uma matriz de dimenséo 3n x 3n dadas
por

X Ong Ong Mpg Mpgr Mg,
P= On,p S On,l , M= M@TFT MT,T M >
Onp Ong 1n M,BA MIA M

sendo 0; . uma matriz de zeros de dimensao | x ¢, Mgg = W1T1, M. = WyTy, My, = W3,
M[—;T = W4T1T2, Mﬁ)\ = W5T1 € MT)\ = W6T1.

Os estimadores de méxima verossimilhanca de @ podem ser obtidos através da maximizacao
da fungao de log-verossimilhanca dada em (3.2). Por outro lado, conforme apresentado na Segao
2.3, os estimadores de maxima verossimilhanca penalizada apresentam melhores propriedades e,
portanto, serdo considerados no contexto de regressao. Novamente, a penalizacio sera feita apenas
na verossimilhanga perfilada para A.

Nesse sentido, a fun¢ao de log-verossimilhanca perfilada penalizada para A é dada por

£ = () + %log (JM> , (3.8)

n

sendo £*(\) = E(B\)\, Tx, A) a func@o de log-verossimilhanca perfilada para A e J3, = JM(B,\, T A),
em que 3 ) € T) sdo as estimativas de maxima verossimilhanca para 8 e T, respectivamente, con-
siderando A fixo. A penalizacdo apenas na funcao de log-verossimilhanca perfilada para A torna
0 processo estimacao numericamente menos extensivo no contexto de regressdo. Nao existem ex-
pressoes analiticas fechadas para o estimador de méxima verossimilhanca penalizada de @, isto é,
0= (B, T, S\)T, e estas podem ser obtidas através de métodos niimericos, seguindos os seguintes
passos.

i. Encontre \ tal que

A = argmax £, (N).
A>0

ii. Obtenha 8 e ¥ maximizando £(8, T, ).

Em geral, os algoritmos de maximizacao necessitam de valores iniciais para os parametros do
modelo. Como estimativa incial para o vetor G, sugerimos as estimativas de minimos quadrados
ordindrios obtidos da regressao linear da varidvel resposta transformada di(y1),...,d1(yn) em X,
isto ¢, B0 = (XTX)"'XTv, em que v = (di(1),...,d1(y,))". Para o vetor de pardmetros T,
sugerimos 7() = (7'1(0), 0,...,0)", em que 7'10 é o desvio padrao da variavel logly;/(1 — yi)]; isto
é, iniciar o algoritmo com o modelo de regressao power logit com dispersao constante. Finalmente,
um valor incial para A é A0 = 1.

Adicionalmente, os modelos de regressao power logit podem depender de pardmetro(s) extra(s),
denotado(s) aqui por ¢. Assim como no caso em que as varidveis sdo independentes e identica-
mente distribuidas, a estimagao desse parametro (ou do vetor de pardmetros) sera feita através da
minimizacao da quantidade Y, definida na Se¢do 2.3.2. Isto é, E é dado por

~

¢ = argminY,.

3.2.1 Intervalos de confianca e testes de hip6teses

Adicionalmente, sob condices gerais de regularidade, @ ¢ um estimador consistente para 6 ¢

V(6 = 0) 25 Ny gi1(0pigi1, K(0)™1), quando n — oo,
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em que K(0) = K(B,7,\) é a matriz da informagao de Fisher de € para uma unica observagao.
N&o existe uma expressao analitica fechada para K (@), mas resultados assint6ticos mostram que
podemos utilizar a matriz J,,(8, 7, \) para realizar inferéncia sobre 6.

Utilizando a distribuicdo assintética de 8, podemos construir intervalos de confianca aproxi-
mados para os pardmetros do modelo. Sejam fr (R =1,...,p)en (I =1,...,9) o R-ésimo e
g-ésimo componentes dos vetores 8 e T, respectivamente. Assim, considerando 0 < o < 1/2, e
nivel de confianga 100(1 — «)%, os intervalos de confianga assintéticos para g, 7, e A sdo dados,
respectivamente, por

BR + Zl—a/Q(jfZ%)l/2v
T+ Zlfa/Q(jZ—lT)l/Qv (39)
Y A
A+ Zl—a/?(‘] )1/27

em que jfg%, jff e :]M sdo, respectivamente, as variancias assintoticas de B R, 7 € A, sendo jgﬁR o}
(R, R)-ésimo elemento da matriz J?# avaliado em (8, 7, \), lelT o (1,1)-ésimo elemento da matriz
J™7 avaliado em (B, 7, \) e o (p+q+q,p+ q+ q)-¢ésimo elemento de J,, (8,7, \) avaliado em
(8,7, ). Ainda, para 0 < a < 1/2, Z1_q/2 denota o quantil 1 — /2 da distribui¢do normal padrao.
Adicionalmente, podemos utilizar a quantidade W ()), dada por

W) =2{6(3) - 40},

para construir um intervalo de confianga assintético para A. Essa quantidade tem distribuicao
assintética x? e, em geral, produz intervalos de confianca com melhores propriedades para M.

Por outro lado, podemos estar interessados em testar se um particular S e/ou 7; é igual a zero,
com R=1,....,pel=1,...,q, ouse A\ = 1. Neste caso, pode-se utilizar os respectivos intervalos
de confianga dados em (3.9). Dessa forma, se o intervalo contém o valor zero ou o valor um (no
caso do teste para \), ndo rejeitamos a hipdtese nula de que o respectivo parametro é igual a zero
ou o valor um (no caso do teste para \); caso contrario, a hipdtese nula é rejeitada. Outra forma
de realizar testes de hipdteses é através de estatisticas de testes. As principais estatisticas de teste
sdo a estatistica da razao de verossimilhancgas (Wilks, 1938), Wald (Wald, 1943), escore de Rao
(Rao, 1948) e gradiente (Terrell, 2002).

3.2.2 Resultados numéricos

Através de simulacoes Monte Carlo, estudamos o desempenho das estimativas de maxima veros-
similhanca usual e penalizada em amostras de tamanho finito, para diferentes modelos de regressao
power logit. As simulagoes foram feitas no software R. Nesse estudo, consideramos um modelo de
regressao power logit com as seguintes componentes sistematicas

log<1 Hi ) = 0.5 + 1.5z;,

- Mg

logo; = —1 4 0.5s;,

com A = 1, e z; e s; obtidas, independentemente, de uma varidvel uniforme no intervalo (0, 1)
e mantidas fixas para cada réplica Monte Carlo. Essa configuragio resulta em p; € (0.61,0.88)
e o; € (0.35,0.60), para i = 1,...,n. Consideramos n = 40,120 e M = 3000 réplicas Monte
Carlo. A Tabela 3.1 apresenta os resultados de simulagao para os modelos de regressao PL-t(s),
PL-PE(; 5y, PL-Hyp(;.2) e PL-Slahs(; 4). Simulagdes com diferentes modelos foram conduzidas e
resultados similares foram observados.

Em geral, notamos que as estimativas de méaxima verossimilhanca para os f(’s, tanto usuais
quanto penalizadas, apresentam vieses proximo de zero e erro quadratico médio menor que para
os demais modelos. Note que, para o modelo de regressdo PL-t(5), o viés da estimativa de maxima
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Tabela 3.1: Estimativas do viés e da raiz do erro quadrdtico médio (v/EQM) das 3000 estimativas de
mdzima verossimilhanca (usual e penalizada) para cada cada tamanho de amostra e para os modelos de
regressao PL-l5y, PL-PEq 5y, PL-Hyp(1 .2y e PL-slash; 4).

n =40 n =120
emv usual emv penalizada emv usual emv penalizada
Viés EQM Viés EQM Viés EQM Viés vEQM
B1  —0.00 0.14 —0.00 0.14 —0.00 0.09 —0.00 0.09
B2 —0.00 0.28 —0.00 0.28 —0.00 0.18 —0.00 0.18
PL-tsy 7 0.21 0.65 0.05 0.48 0.08 0.34 0.04 0.31
o —0.14 0.61 —0.04 0.55 —0.06 0.36 —0.03 0.35
A 2.07 5.69 0.79 2.67 0.60 1.79 0.36 1.49
B —0.00 0.12 —0.00 0.12 —0.00 0.08 —0.00 0.08
B2 —0.00 0.24 —0.00 0.24 —0.00 0.15 —0.00 0.15
PL-PEqs5 m 0.20 0.66 0.05 0.48 0.08 0.35 0.04 0.32
T2 —0.15 0.60 —0.06 0.54 —0.06 0.36 —0.04 0.34
A 2.08 5.71 0.80 2.60 0.61 1.91 0.41 1.60
81 —0.00 0.16 0.00 0.16 —0.00 0.10 —0.00 0.10
B2 —0.01 0.33 —0.01 0.33 —0.00 0.20 —0.00 0.20
PL-Hypaia) n 0.15 0.54 0.04 0.43 0.05 0.30 0.02 0.28
75 —0.11 0.57 —0.04 0.53 —0.05 0.35 —0.03 0.34
A 1.49 3.88 0.72 2.25 0.43 1.37 0.29 1.20
B —0.02 0.19 —0.02 0.18 —0.01 0.12 —0.00 0.12
B2 —0.01 0.37 —0.01 0.37 —0.00 0.23 —0.00 0.23
PL-slash(;.4y 7 —0.01 0.49 —0.10 0.43 —0.01 0.29 —0.04 0.28
Ty 0.01 0.57 0.06 0.55 0.01 0.35 0.04 0.34
A 0.50 3.79 —0.08 1.70 0.14 1.24 —0.04 1.10

verossimilhanca de (5, quando n = 40, é igual a zero com duas casas decimais. Além disso, notamos
que a penalizagdo ndo parece interferir na estimacao dos [3’s; observe que o viés e erro quadratico
médio nao sofrem influéncia consideravel dos métodos de estimacao.

As estimativas dos pardmetros associados a dispersdo, isto é, 71 e T, em geral, apresentam
vieses proximos de zero mas diferentes de zero. Além disso, notamos que a penalizagdo faz com
que os vieses dessas estimativas diminuam; no modelo de regressao PL-t(5), por exemplo, o viés da
estimativa de méxima verossimilhanca de 71, quando n = 40, é 0.21, enquanto o viés da estimativa
de méxima verossimilhanga penalizada é 0.05. Além disso, a estimativa de maxima verossimilhanca
penalizada resulta em estimativas com EQM menor que as estimativa de maxima verossimilhanca
usual. No modelo de regressao PL-PE(; 5) € com n = 40, a raiz quadrada do EQM de 7, é 0.66 para
a estimativa de maxima verossimilhanca usual e 0.48 para a estimativa de maxima verossimilhanca
penalizada.

A penalizacdo é bastante efetiva na estimacio de A. Em todos os cenarios, quando o tamanho
da amostra é pequeno ou moderado (n = 40, por exemplo), observamos que o viés da estimativa
de maxima verossimilhanga de A é considerdvel. No modelo de regressio PL-PE(; 5y, o viés da
estimativa de maxima verossimilhanca de A é 2.08 e a raiz quadrada do erro quadratico médio é
5.71. Dentre os modelos em estudo, apenas a estimativa de maxima verossimilhanca de A\ para o
modelo de regressao PL-slash(; 4) apresentou viés proximo de zero para n = 40; por outro lado, o
desvio padrao é bem maior do que para os demais modelos (observe que a raiz quadrada do EQM
¢ 3.79). A penalizacao, neste caso, foi bastante efetiva e resultou em estimativas menos viés e com
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menor variabilidade. Observe que para o modelo de regressao PL-Hyp(; ), 0 viés da estimativa
de maxima verossimilhanca usual de A\, para n = 40, é 1.49, enquanto que o da estimativa de
maxima verossimilhanga penalizada é 0.72. A raiz quadrada do erro quadratico médio também
diminui consideravelmente (passa de 3.88 para 2.25). Esse comportamento é observado em todos
os modelos estudados.

Quando o tamanho da amostra é grande (n = 120), as estimativas de todos os pardmetros
apresentam vieses proximos de zero e EQM pequeno. Embora a penalizagdo também funcione
conforme esperado, ndo ¢é tao efetiva quanto em amostras de tamanho pequeno ou moderado. Em
resumo, recomendamos a utilizagdo da penalizacdo na fungdo de log-verossimilhanca para A para a
obtencao de estimativas mais confidveis para os pardmetros dos modelos de regressao power logit,
quando o tamanho da amostra for pequeno ou moderado.

3.3 Diagnéstico no modelo de regressao power logit

Os métodos de diagnéstico desempenham papel importante na modelagem de regressao. O
interesse principal é verificar a existéncia de possiveis afastamentos das suposi¢bes assumidas para
o modelo, bem como a presenca de observacoes atipicas com alguma influéncia desproporcional no
ajuste do modelo. Na pratica, diferentes falhas no ajuste de um modelo podem ocorrer, por exemplo:
definicao incorreta da distribuicdo da varidvel resposta ou das componentes sisteméaticas, presenca
de dispersdo ndo constante, correlacdo entre os erros, etc.. Nesse sentido, a andlise de residuos
pode ajudar a identificar essas instabilidades. Existem diferentes formas de definir residuos e é
importante que eles levem em consideracgao a contribuigcao que cada observacao exerce sobre o ajuste
do modelo. Uma das principais referéncias nesse tema é Cox e Snell (1968), em que é apresentada
uma forma geral de definir residuos. Inimeros trabalhos tém sido realizados a fim de estudar
métodos de diagndstico em diferentes classes de modelos estatisticos, entre eles: Dunn e Smyth
(1996), Galea et al. (2005), Espinheira et al. (2008), Barros et al. (2008), Espinheira et al. (2017),
Lemonte e Moreno-Arenas (2019), entre muitos outros.

Esta secao dispoe-se a estudar residuos em modelos de regressao power logit. Consideramos trés
propostas de residuos: padronizado, deviance e quantilico. Estes residuos serdo discutidos a seguir.

Residuo padronizado

Inicialmente, considere o modelo de regressao power logit com dispersao constante, isto é, o1 =
09 =--- =0, =0 e assuma que A é fixado. Neste caso, temos que

1 v %
zizallog<1_y{\>log<1_ug\ ~ S(0,1;7).

Assim, o modelo de regressdo power logit com dispersao constante é equivalente a

yl = ul(Biwi) +ei, i=1,....n, (3.10)

sendo &; ~ S(0,0%7), yf = logly}/(1 — y))] e ul(B; m:) = uf = loglp /(1 — )] uma fungao nao
linear de B continua e duas vezes diferencidvel, com matriz de derivadas D = dut/98 (com posto
p < n) para todo 8. O modelo (3.10) pode ser visto como um modelo de regressio nao linear
simétrico (Cordeiro et al., 2000; Cysneiros e Vanegas, 2008; Galea et al., 2005). Neste caso, temos

MT(ﬂ'w'):log< M? >:log{[d1_1(mi)])\}
(2 Y K3 1 MA

5 1 — [dy ! (ma)]}

e matriz de derivadas dada por
D=g¢ M*Tlx.
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Dessa forma, residuos para o modelo de regressao power logit podem ser desenvolvidos com base
em residuos para o modelo de regressao nao linear simétrico. Um residuo ordinario para o modelo
(3.10) pode ser definido da seguinte forma
Ty = rl(ylnala g, >‘) = y'j- - ﬂ’-[i/"

para ¢ =1,...,n. Esse residuo, no entanto, ndo tem distribui¢do normal, mesmo assintoticamente,
e o desvio padrao nédo é 1, o que dificulta a verificacdo da qualidade do ajuste através dos métodos
tradicionais. Uma alternativa seria padronizar r; de modo a obter residuos comparaveis. Nesse
sentido, seguindo a proposta de Cox e Snell (1968), Galea et al. (2005) propoem corrigir, até a
ordem n~!, os dois primeiros momentos de 7; a fim de obter propriedades préximas as do i-ésimo
erro &;.

Através das expansdes até a ordem n~! apresentadas em Cox e Snell (1968), quando existem,

E(r) ~ (I, — H)n

Var(r) =~ 0%¢, {1, — (d.& ) 'H},
emquer = (r1,...,7) ", & étal que Var(Z) = .02, H=D(D 'D)~'D", I, ¢ a matriz identidade
de ordem n e 1 é a diferenca entre a aproximagao linear e quadrética de ,u;f (B, x;). Logo, uma forma
padronizada do residuo r; é dada por
R
' O-\/gr{l - drgr)ilhii}

Até o momento, assumimos que ¢ e A sdo fixos ou conhecidos. Na prética, essas quantidades
devem ser substituidas por suas respectivas estimativas; neste trabalho, utilizamos as estimativas
de méxima verossimilhanca penalizada, isto é, & e A\. Da mesma forma, as quantidades &, e d, sdo
avaliadas em uma estimativa de (. Finalmente, definimos o residuo padronizado da seguinte forma:

=1,...,n.

4 _t -
p __ — My Zi =1
r; = , 1=1,...,n,

&\/ér{l_ R \/fr{l (dp&)~Vhis}

em que yl log(y2/ (1 — y2)), hii é 0 i—ésimo elemento diagonal de H avaliado na estimativa de
maxima verossimilhanca penalizada.

No caso do modelo de regressdo power logit com dispersao variavel teremos, analogamente, o
respectivo modelo simétrico nao linear heterocedastico (ver, por exemplo, Cysneiros et al. (2010)).
Neste caso, pode-se mostrar que

Var(r) ~ &2{1, — (d,&) 'H},

em que ¥ = diag{o?,...,02} e H = Z7/2D(D"E'D)"'D"X~/2, Dessa forma, o residuo
padronizado é dado por
-
PP = Yool i=1,..n, (3.11)
Gi\/& (L — (di&r) il

sendo hy; 0 i-ésimo elemento diagonal de H = X~1/2D(D"X'D)~'D"X~1/2 avaliado na estima-
tiva de maxima verossimilhanga penalizada.

Uma desvantagem do residuo padronizado é que ele depende da existéncia da variancia de Z
e da funcao d, e, em alguns casos, elas podem nao existir. Felizmente, para a grande maioria dos
casos, esse residuo estd bem definido. A Tabela 3.2 apresenta os valores de &, e de d,. para os
principais modelos simétricos estudados aqui.
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Tabela 3.2: Valores de &, e d, para alguns modelos na classe power logit.

Distribuicao | &, dy
PL-N 1 1
¢ C+1
PL—t(O @ m 2
_ or (1Y 5 (3 p (X2
PLPEq |1 <F<<> F(<>F< ¢ >
PL-L.O 0.79569 1.47724
¢ 4C(C+1/2)[(C+3/2)(C+5/2) + ¢ + 1]
Ploslasho) | 775 C+1)(C+3/22(C +5/2)

Ka()  Cha(Q)
Pl | ek wi©

4 Vor V2 2
PL-SN(g) | () 24 - {1 — erf ((ﬂ exp {CQ}

Na Tabela 3.2, os valores de &, e d, para os modelos PL-LO, PL-slash) e PL-SN(¢) sdo
aproximados. Além disso, K3(-) denota a funcdo Bessel modificada de terceira ordem e indice

2, hi(¢) = [7°(Va? — 1/z) exp{—Ca}dz, erf(z) = (2//T) J§ exp{—t?}dt é a funcdo erro e

¢ ¢?
q(¢) = 4<1_4>’ para 0 < ( < 2,

2.197543451 — 1.963510026 log(¢+/2) + [log(¢v/2)]?, para ¢ > 2.

Conforme mencionado, para alguns valores de (, as fungoes &, e d, podem ndo existir para
algumas distribui¢oes na classe power logit. Dentre os modelos em estudo, essas fungdes estao bem
definidas para os modelos PL-N; PL-t(¢), para ¢ > 2; PL-PE(), para ¢ > 1/2; PL-LO; PL-slashe),
para ¢ > 1; PL—Hyp(C); e PL—SN(O

Residuo deviance

Seguindo a ideia dos modelos lineares generalizados (McCullagh e Nelder, 1989), propomos o
residuo deviance, que é baseado em

Slgn(yl - ﬂz){Q[&(ﬂw &ia X) - EZ(ﬂZ? &i7 5‘)]}1/27 1= 17 Rz

sendo [1; ¢ a estimativa de méxima verossimilhanca de p; no modelo saturado. Pode-se verificar
que, para os modelos power logit, fi; = ;. Assim, o residuo deviance é dado por

rd = sign(y; — 2 {200i(yi, 61, M) — L, 63, N2 i=1,... 0.

Note que esse residuo é baseado na diferenca entre a log-verossimilhanca maximizada no modelo
saturado e no modelo sob investigacdo. Apds algumas simplificagoes, o residuo rld pode ser escrito
como

Residuo quantilico

Baseando-se na proposta de Dunn e Smyth (1996), consideramos o residuo quantilico para a
classe de modelos de regressao power logit. Esse residuo serd denotado por r e é definido por

rf = 7Y Fy, (yis 1, 63, N)], i=1,...,m,
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em que Fy,(-) é a funcdo de distribui¢do acumulada de Y;, definida em (2.5). Também podemos
escrever ! da forma
rl=®"YR(%)], i=1,...,n,

)

em que R(-) é a fungdo de distribuigdo acumulada de Z.

Se a distribuicao especificada para os dados é correta e os parametros do modelo sdo estimados
consistentemente, o residuo quantilico tem distribuigdo assintética normal com média 0 e varidncia
1. J& a distribuicdo dos residuos 7 e r¢ nio é conhecida e uma forma de verificar a adequagio
do modelo é fazer o grafico de probabilidade normal envelopes simulados (Atkinson, 1981). Tais
bandas podem auxiliar na avaliacdo de simetria para os residuos, adequagao das caudas, presenca
de observacoes discrepantes, etc.. Outros métodos graficos podem ser 1iteis para detectar diferentes
falhas no ajuste do modelo, por exemplo: (i) grafico dos residuos versus valores ajustados (ou indice
das observagoes) para detectar dispersao nao constante; (ii) grafico dos residuos versus covaridveis
para verificar a forma que as covaridveis devem entrar no modelo; (iii) grafico de indices de hii
pode ajudar a detectar observacoes que tem grande influéncia no seu valor predito; entre outros.

3.3.1 Aplicagoes em dados simulados

Nesta secao, consideramos trés aplicagoes em dados simulados com o objetivo de avaliar o
desempenho dos residuos propostos na detec¢ao de trés diferentes tipos de perturbagdes no modelo:
presenca de observagao discrepante (Experimentacao I), suposicao incorreta de dispersao constante
(Experimentagao II) e especificacdo incorreta da componente sistematica associada & mediana da
distribuicado (Experimentacao III).

Experimentacao I

Neste cenario, geramos n = 40 observagoes de um modelo de regressao PL-N com

1og(1“i >:3.5—3.5xi, i=1,...,40,

(2

em que x;, para i = 1,...,38, sdo obtidos de uma varidvel aleatéria U ~ U(0,1) e x39 = x40 = 1,
logog = —2 e A = 0.5. Em seguida, contaminamos os dados trocando os valores de y39 € y409 por
Y39 € Yio, que s@o obtidos de uma varidvel aleatéria W ~ beta(0.9,90), e fazendo z49 = 1.4. Esses
dados, contaminados e sem contaminagao, foram ajustados utilizando o modelo de regressao PL-N
e PL-t(5), os resultados sao apresentados nas Figuras 3.1 e 3.2.

.
40

Residuo Quantilico
Residuo Padronizado

x Quantis teéricos Quantis tedricos
(a) (b) ()

Figura 3.1: Diagrama de dispersio com as curvas ajustadas (via mdzima verossimilhanga) para os dados
completos (linha sélida) e para os dados contaminados (linha tracejada) (a), e grificos dos residuos quantili-
cos (b) e padronizados (c) com envelopes simulados para os dados contaminados; modelo de regressio PL-N.
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Figura 3.2: Diagrama de dispersio com as curvas ajustadas (via mdzima verossimilhanca) para os dados
completos (linha sdlida) e para os dados contaminados (linha tracejada) (a), grificos dos residuos quantilico
(b), deviance (c) e padronizados (d) com envelopes simulados para os dados contaminados, e grifico da
Jungao v(z) versus o residuo padronizado (e) para os dados contaminados; o modelo de regressio PL-t(s).

Conforme esperado, o ajuste do modelo de regressao PL-N ¢é influenciado pelas observagoes 38
e 40, e os residuos conseguem detectar que tais observagoes sdo pontos atipicos; veja, por exemplo,
as Figuras 3.1(b) e 3.1(c). Além disso, a Figura 3.1(a) mostra que a reta ajustada via maxima
verossimilhanga penalizada muda consideravelmente quando os dados sdo contaminados, indicando
que as estimativas dos parametros do modelo sao sensiveis a essas observacoes.

Por outro lado, quando o modelo de regressio PL-t(5) ¢ considerado para analisar os dados,
notamos que as observagoes 39 e 40, apesar de serem detectadas como casos atipicos pelos residuos
propostos, nao influenciam as estimativas dos parametros do modelo (note, por exemplo, que as
retas estimadas dos dados com e sem contaminacdo sdo praticamente identicas, veja a Figura
3.2(a)). Os graficos de residuos com envelopes simulados mostram que o modelo de regressao
PL-t(5 ajusta bem a maioria das observagoes (ver Figuras 3.2(b), 3.2(c) e 3.2(d)). Além disso,
os residuos quantilico e deviance apresentam valores proximos para as observagoes 39 e 40, ao
contrario do residuo padronizado. O residuo padronizado para a observagao 40 (que é um ponto
de alavanca) é maior do que o da observagao 39. Isso ocorre, essencialmente, porque este residuo
leva em consideragao a matriz H. Ainda, a Figura 3.2(e) apresenta o grafico da funcao v(z) versus
o residuo 7¥. Observe que observagdes com residuos grandes tém pouco peso na estimagao dos 3’s.

Finalmente, esse experimento mostra que os residuos propostos sdo eficazes na identificacao
de observacgoes atipicas, sendo o residuo padronizado mais indicado para a deteccdo de pontos de
alavanca. Além disso, observamos que o modelo de regressao PL-t(5) ¢ menos sensivel a observagoes
discrepantes do que o modelo de regressao PL-N, conforme esperado. Isso se d4 porque a funcéo
v(z) retorna pesos pequenos para observacoes distantes do centro da distribui¢do de Z e essa
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funcao ¢é levada em consideracdo no processo de estimacao via maxima verossimilhanca penalizada
dos modelos power logit. Esse experimento foi feito em outros modelos de regressdo power logit e
resultados similares foram observados.

Experimentacao 11

No segundo experimento, nosso objetivo é verificar se os residuos propostos conseguem detectar
a suposi¢do incorreta de dispersao constante. Para tanto, geramos n = 50 observagoes do modelo
de regressao power logit

log (’“) = 1.5+ 2.2,
L —
logo; = —2 + 1.5s;,
para i = 1,...,40, A = 0.5, em que z; sdo obtidos de uma varidvel aleatéria U ~ U(0,1) e s; é

uma variavel indicadora, que recebe o valor 0 para as 30 primeiras observagoes e 1 para as demais.
Em seguida, ajustamos o modelo de regressao power logit com dispersdo constante. Consideramos,
neste experimento, os modelos PL-PE(; 5) e PL-slash(; 3). A Figura 3.3 apresenta os graficos de
residuos versus os indices das observacoes para os dois modelos em estudo.
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Grdficos de residuo versus o indice das observacoes para os ajustes dos modelos de regressao

Os gréaficos mostram que os residuos conseguem detectar a presenca de dispersdo nao constante
tanto no modelo PL-PE(; 5y (Gréficos 3.3(a), 3.3(b) e 3.3(c)) quanto no modelo PL-slashy 3y (Gré-
ficos 3.3(d), 3.3(e) e 3.3(f)). Experimentos com outros modelos de regressao da classe power logit,
nao apresentados aqui, resultaram em comportamentos similares.
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Experimentacao II1

Finalmente, geramos n = 50 observagdes do modelo de regressao power logit

log (“’) = 25— 2422,
L — p
logo; = —1.2 + 1.5s;,

para i = 1,...,40, A = 1, em que x; sdo obtidos de uma varidvel aleatéria U ~ U(—1.5,1.5) e s;
obtidos de uma variavel W ~ U(0,1). Em seguida, ajustamos o modelo de regressao power logit
considerando a componente sistematica da forma

log <1M> = b1 + Boxy,
— M

logo; = 11 + 7284,

parai = 1,...,40. Isto é, desconsideramos o termo quadratico na covaridvel x. Consideramos, nesse
experimento, os modelos PL-SN(; ¢y e PL-Hyp(; 5). A Figura 3.4 apresenta os gréificos de residuo
versus a covariavel x para os dois modelos em estudo.
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Figura 3.4: Grificos de residuo versus a covaridvel x para os ajustes dos modelos de regressio PL-SN(j )
(primeira linha) e PL-Hyp(, 5 (segunda linha).

Os residuos sugerem que os modelos ndo ajustam bem os dados e, em todos eles, os residuos
versus a covaridvel x apresentam o padrao de uma curva, sugerindo a necessidade de se considerar
um termo quadratico para a varidvel x. Esse padrao é observado tanto nos residuos para o modelo de
regressdo PL-SN(; g) (Figuras 3.4(a), 3.4(b) e 3.4(c)) quanto para o modelo de regressio PL-Hyp; )
(Figuras 3.4(d), 3.4(e) e 3.4(f)). Novamente, experimentagoes com outros modelos de regressao na
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classe power logit resultaram em comportamentos similares.

As aplicagoes em dados simulados apresentadas nesta se¢io indicam que os residuos propostos
para o modelo de regressao power logit sdo eficientes para detectar diferentes falhas no ajuste do
modelo. No caso de observagoes atipicas (outliers, pontos de alavanca, etc.), o residuo padronizado,
r?, apresentou desempenho melhor do que os demais. Adicionalmente, estudos de simulaciao para
avaliar o comportamento destes residuos em amostras de tamanho finito foram conduzidos. Por
brevidade, esses resultados nao serdo apresentados aqui, mas indicaram que os residuos propostos
apresentam média proxima de zero e desvio padrao préximo de um, conforme esperado. Além disso,
o residuo quantilico apresenta distribuicdo proxima da normal padrao, principalmente quando o
tamanho da amostra é grande. A distribuicdo dos residuos padronizado e deviance, no entanto,
nao é proxima da normal (principalmente quando a varidvel resposta estd concentrada proxima
dos extremos do intervalo unitario) e, portanto, o uso das bandas de confiangas simuladas se faz
necessario.

3.3.2 Ponto de alavanca generalizado

A medida de alavanca generalizada é definida por GL;; = 0y;/0y; e reflete a taxa de mudanga
instantanea no i-ésimo valor predito de y, quando a j-ésima observacao da varidvel resposta sofre
um aumento infinitesimal. Essa medida foi proposta por Wei et al. (1998) e a ideia principal do uso
de GL;; é avaliar a influéncia de y; no seu proprio valor predito. Pontos de alavanca altos sugerem
que a observagao pode ser um outlier nas covariaveis.

Seja 6 o estimador de méxima verossimilhanga de 0 e seja y = X,B o vetor de valores preditos
para y. A matriz de alavanca generalizada é dada por

GL(8) = LgJ, 'Lgy,

-~

em que Lg = dp /9P e Lo, = 9£(0)/000y . Na pritica, trabalhamos com a matriz GL(8).
Note que, para R =1,...,p, temos que

O TR
OBr  di(w)’
de modo que /0B = T1X e, portanto, Lg =[T1X, 0,4, 0y1], sendo 0, uma matriz de zeros
de dimensao a x b. Além disso, para j = 1,...,n, temos que
0%0(6) 0 < A 2v(z) 1 .
A A = A ) T kivZi) iR
OBRrOY;  Oy; = oipi(1 — ) dr(pq)
A 1 A
= - iR [v(zj) + zv'(2;)], R=1,...,p,
ajpi(1— p3) di(py) 7" ojy(1—yy) 00
0((0 0 1 1
O) _ 0 5~ L) - sy
8Tlc')yj Gy] = Oi d2( )
1 A 1

zj[2v(2;) + zjv v'(z z)l, 1=1,...,q,

log y; log i
= (1-y) (1- m”
A {ij?(l +Alogy; —y) 1 (logyj _ logpy ) () + 20/ (29)]
oy (1 —y3) A1 —y3) L—y} 11— R
yr(Mlogy; — 1) + 1}
A1 —y3)

= = S
da(o7) ' oy (1~ y}) oj
o0%(e) 0 z”: {1 yMogy; 1

T )

—2jv(z5)

Dessa forma, defina Dg = diag{uj,...,u;}, Dy, = diag{y],...,y;}, W = diag{v(z1) +



3.4 INFLUENCIA LOCAL NO MODELO DE REGRESSAO POWER LOGIT 67

210" (21), -+ 0(20) + 200 (20) }, Wr = diag{oy 1 21[20(21) + 210" (21)], - -, 0 20[20(20) + 200 (20)]},
W, = diag{w?, ..., w)}, em que y; = N/ [osyi(1 —y})] e

yMAlogy; — 1) + 1

A A
ojy; 1+ Aogy; —y7) 1 [logy;  logpy + —
A j J 5 J 5| [W(z5)+20 (25)]—z50(2)

w; = - 7
' A1 —y3) o \1-y; 1—pm A1 —y3)
parai=1,...,n. Assim,
) X'TDsD,Wj
Loy = | S'T:D,W,
1, D,W,

-~

Finalmente, o gréfico dos elementos diagonais de GL(8) versus o indice das observagoes pode revelar
pontos com grande influéncia nos seus proprios valores preditos.

3.4 Influéncia local no modelo de regressao power logit

Um dos principais topicos na andlise de diagnéstico é a deteccdo de observagdes influentes,
isto é, pontos que exercem variacoes desproporcionais nas estimativas do modelo e até mesmo
na significdncia dos coeficientes. Existem diferentes medidas propostas na literatura que tém como
objetivo detectar observacoes influentes. Neste trabalho, consideramos o método de influéncia local,
proposto por Cook (1986). Basicamente, a ideia é avaliar a influéncia conjunta das observagoes sob
pequenas perturbacoes nos dados ou no modelo. Essa metodologia tem sido utilizada em diferentes
modelos (ver, por exemplo, Leiva et al. (2007), Espinheira et al. (2008) e Lemonte e Bazan (2016),
Queiroz (2018)).

Seja w um vetor k-dimensional de perturbagoes assumindo valores em um conjunto aberto
Q C R¥; em geral, tem-se que k& = n. Denote por /(8|w) a funcio de log-verossimilhanga do modelo
perturbado. Assuma que existe um vetor de nao perturbacao wg € € tal que ¢(0|wy) = ¢(6). Se o
interesse é avaliar a influéncia de pequenas perturbagoes na estimativa de méxima verossimilhanca
6, pode-se utilizar a a funcdo LD,, = 2[((8) — £(8,,)], chamada afastamento pela verossimilhanca
(likelihood displacement), em que 6,, é a estimativa de maxima verossimilhanca sob £(8]w).

A ideia de influéncia local é analisar o comportamento local de LD,, em torno de wq. Para isso,
o método estuda a curvatura do grafico de LD, qn versus a, em que a € R e h é um vetor unitario
em R” diferente de zero. Cook (1986) mostrou que a curvatura normal na direcdo h é dada por

Cp, = 2|h" AT €, Ah|, (3.12)

em que A é a matriz de perturbagdo de dimensao (p + ¢+ 1) x k, dada por

2
R e By 0°4(0)

B 825(9|w) ‘ _ ’
0=0,w=wo 00007 lg=o

A= 000w T

A expressao dada em (3.12) é denominada influéncia local da perturbagao na direcao h sobre
a estimativa de 8. Uma das formas de estudar C}, é considerar a direcdo hm.x que corresponde
a maior curvatura normal Cp . Especificamente, a curvatura normal C}_ . equivale ao maior
autovalor da matriz —ATégglA e a direcdo hyax corresponde ao autovetor associado a esse maior
autovalor. O grafico de indices de hy,x pode indicar as observagoes que tém grande influéncia em
LD, sob pequenas perturbagoes. Além disso, os graficos de hpyax versus as covariaveis podem ser
uteis para identificar padroes atipicos.

Uma outra ideia é estudar a curvatura na diregdo do i-ésimo individuo (Lesaffre e Verbeke,
1998) através de

Ci=2|A0 by A, i=1,...,n, (3.13)

em que A; é a i-ésima coluna da matriz A. O grafico de indices de C; pode indicar observagoes
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individualmente influentes.

Para o modelo de regressao power logit, temos interesse em avaliar a influéncia de pequenas
perturbacdes na estimagao dos pardmetros associados & mediana e & dispersdo. Assim, consideramos
o parametro de assimetria, A, conhecido. Na préatica, esse pardmetro é substituido por sua estimativa
de méxima verossimilhanca penalizada. Assim, seja @ = (87,7')". A matriz A tem dimensdo
(p+ q) x n e é dada por

[ RUOlw)  P(Olw) T
Ow1061 Own 01
0%0(8|w) - 0%((0|w)

_ | Owidpp 0w, 0B,
A= puow) Pl
w1071 Ow, 071
0%0(0|w) . 0%0(0|w)

| Ow10T1y 0w, 01y |

Note que essa matriz pode ser particionada e escrita na forma A = (AT, AI)T, sendo

920(8)w)
Aﬂ N 8/5’8wT ’H:é\,w:wo7
2
A, — 0 €(0|w)‘ R '
OTOw T 0=0,w=wo

De maneira geral, definimos como perturbagdao qualquer mudancga feita nas suposi¢oes do mo-
delo e/ou nos dados de modo a alterar, de forma substancial, os resultados da andlise (para uma
discussdo mais aprofundada, consultar Billor e Loynes (1993)). Neste trabalho, consideramos dois
esquemas de perturbacao: ponderacao de casos e perturbacgdo nas covaridveis. Nesta sessdo, as quan-
tidades avaliadas na estimativa de maxima verossimilhanca penalizada serdo escritas com acento
til.

Ponderacao de casos

A ponderacao de casos é um dos principais esquemas de perturbacado e tem sido utilizada em
diversos trabalhos. Neste esquema de perturbacio, seja w = (wi,...,w,)! um vetor n x 1 de
ponderacgdes, em que 0 < w; < 1,7 = 1,...,n. O vetor de ndo perturbacio é wy = (1,...,1)7.
Neste caso, a funcao de log-verossimilhanca perturbada é da forma

€(9|UJ) = szgz(,ula 0i, )‘)7
=1

em que ¢;(u;, 04, A) é definida em (3.2). Observe que se w; = 0 temos que o i-ésimo caso é eliminado.
Neste esquema de perturbagdo, a curvatura normal é dada por (3.12), em que £gg é dada por
—Jn(B,7,A). Dessa forma, usando as quantidades dadas em (C.1), a matriz A é dada por

TeA A
A— X TY\AleD/g ‘
S TeD,
Perturbagao nas variaveis explicativas

Neste esquema de perturbagdo, estamos interessados em avaliar a influéncia, individual ou
coletiva, das varidveis explicativas (continuas) na estimagao dos pardmetros do modelo.
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Perturbacao individual das covariaveis da mediana

Assuma que é feita uma perturbacgao aditiva em uma varidvel explanatoria continua da mediana,
digamos x;, com j =1,...,p. Seguindo Thomas e Cook (1989), trocamos x;; por

Tijuw = Tij + OxWi, (3.14)

sendo o, o fator de escala dado pelo desvio padrao amostral de x;. Neste caso, por exemplo, se
J#p

Miw = P11 4 - - + Bi(xij + 0pwi) + - - + Bpzip = .5,

em que i, = (Tit, - - ., Tijw, - - - ,l‘ip)—l—. A funcao de log-verossimilhanca perturbada é dada por
n
(0)w) = lilpi, 0i, V), (3.15)
i=1
em que i, = di *(N14w). O vetor de ndo perturbagio é dado por wy = (0,...,0)T. Com base nas

expressoes dadas em (C.3) e (C.5) na Segao C.1.2, temos que

—UszXTwliﬁ + Umcgﬁ*TW'fl

A = ST e
—0.6jS W4T 1Ty

)

em que o vetor cé foi definido na Segao C.1.2. As demais quantidades foram definidas anteriormente.

Perturbacao individual das covariaveis da dispersao

Agora, considere uma perturbacéo aditiva em uma uma varidvel explanatéria continua da dis-
persao, digamos s, com k = 1,...,q. Seguindo Thomas e Cook (1989), trocamos s;; por

Sikw = Sik T OsWs, (316)

sendo o, o fator de escala dado pelo desvio padrdo amostral de s;. Neste caso, por exemplo, se
k # ¢, temos que

-
N2ies = T18i1 + -+ + Th(Sik + Oswi) + -+ + TySig = 8;,T,

em que Siy = (Sity- - Sikws - - 5 Siq)T. A funcao de log-verossimilhancga perturbada é dada por
n
0Blw) = li(pi, Oiesy A, (3.17)
i=1
em que o, = d;l(ngw). O vetor de nio perturbacio é wy = (0,...,0)".

Com base nas expressoes dadas em (C.7) e (C.9) na Segao C.1.2, temos que

—0 7, X W, T Ty

A = o~ ~
—0sTSTWoTy + 0,cke* Ty |’

em que o vetor c¥ foi definido na Segio C.1.2. As demais quantidades foram definidas anteriormente.

Perturbacao simultianea das covariaveis da mediana e da dispersao

Assuma que ¢ feita uma perturbacao aditiva em uma varidvel explanatéria continua particular
da mediana e da dispersao, digamos «; (j = 1,...,p) e s; (k =1,...,q), respectivamente. Seguindo
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Thomas e Cook (1989), trocamos x;; e s;i, respectivamente, por

Tijw = Tij + OgWi, (3 18)
Sikw = Sik T OsWy,

sendo o, e 0, os fatores de escala dados pelos desvios padrao amostrais de x; e sy, respectivamente.
Neste caso, temos que

Miw = Brxia + -+ Bj(xij + 0pwi) + - + Bpip = 2, B,
N2iw = T18i1 + -+ + Th(Sik + Oswi) + -+ + TySig = SLT,

em que T = (Tit1, .- s Tijuw, - - - az:ip)—r € Siwy = (Sily- -y Sikwy - - - s siq)T. A funcio de log-verossimilhanca
perturbada é dada por

n

6(9"*’) = Z ei(uiwy Oiws /\)7 (319)
i=1
sendo fij, = dl_l(miw) e Ojy = d;l(ngiw). O vetor de nao perturbacio é dado por wy = (0,...,0)".

Assim, temos

—oszXTVVﬁ‘l + chljéﬁ*—rwrfl — as?kXTW4T1T2

A == —~ o~ ~ ~ ~ o~ A~
—Us?kSTWQTQ + USCZ,C_&*TTQ — UmﬂjSTW4T1T2

O calculo da matriz A, para este esquema de perturbagao, serd omitido por brevidade, mas pode
ser feito de maneira analoga ao esquema de perturbagao individual das covariaveis.

3.5 Caso limite: o modelo de regressao log-log

A classe de modelos de regressao power logit tem como caso limite, quando A — 0, a (nomeada)
classe de modelos de regressao log-log. As distribui¢oes log-log foram apresentadas na Defini¢ao 2.3.
Nesta secdo, definimos brevemente a classe de modelos de regressao log-log e alguns resultados.

Considere Y1,Ys,...,Y, varidveis aleatorias independentes com Y; ~ log-log(u;,0i;7), para i =
1,...,n. O modelo de regressio log-log é definido por (2.6) e pelos componentes sistematicos em
(3.1).

No que segue, para definir algumas quantidades relacionadas ao modelo de regressao log-log, uti-
lizamos a mesma notacao das se¢oes anteriores, porém com modificagdo nas seguintes quantidades,
que passam a ser definidas por

2z = —o; {—log(—logy) — [~ log(—log )]}, p} = [oipi(—log ;)] ",

* 1 * dy (pi
w§1) = —u}? {os(log pi; + 1) zv(2) — [v(z:) + 20 (2)]} a) + 1 ziv(zi)dll(iﬁ))y
@ _ [ e b L da()
w,” = {022 >? z; [3v(z) + zv (z,)]} B (o1) + o} RS

w® = z20(z) + 20 (2)) foi, yl = —log(—logys), pl = —log(—log ),

yi = [ospi(—logy:)] ™,

para ¢ = 1,...,n. Assim, por exemplo, a matriz W que aparece no vetor escore para 6 no
modelo power logit em (3.6), fica agora dada por W = diag{z1v(z1),...,2,0(2,)}, com z; =
—o; Y~ log(—logy;) — [~ log(—log u;)]}, parai = 1,...,n.

Dessa forma, seja, @ = (87,7 ") T o vetor de parametros do modelo. A funcio de log-verossimilhanga
para 6 é dada por £(0) = 31", £;(1s,0), sendo £; (i, 0;) = — log[—oy; log(y;)]+log{r(22)}. O vetor
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escore e a matriz da informacao observada de 6 sao dados por

XTWTp*
U(e) = [ ST T

respectivamente, em que Jgg = XTW T X, Jrr =STW,T,S, Jgr = X "W;3T;T,S.

Assim como no modelo de regressdo power logit, os estimadores de maxima verossimilhanca
para @ podem ser obtidos via maximizacao da funcdo de log-verossimilhanga através de métodos
numericos. Em geral, os algoritmos de maximizacao necessitam de valores iniciais para os parame-
tros do modelo e, neste caso, sugerimos os mesmos pontos iniciais do modelo power logit, isto é, 8 (0)
e 7(9. Adicionalmente, a estimacio dos pardmetros extras também é feita através da minimizacio
da quantidade Y.

No contexto de diagnéstico, os residuos propostos para o modelo de regressao power logit podem
ser definidos de maneira similar para o modelo de regressao log-log, fazendo as devidas adaptagoes.
Assim, temos os residuos quantilico, deviance e padronizado dados, respectivamente, por

1/2
Tzd = sign(z;) {2 log [T‘T((E(?)] } 7

- ai\/gr{l - (Cirgr)_l?m}’

Jog JIpr
Jn(IBaTa)\) = [ T ‘| 5
J,HT JTvT

para i =1,...,n. A matriz de alavancagem generalizada é dada por GL(0) = Lﬁngf;gy, em que
Ls = [T1X, 0, c
i X'T;DgD,Wj
%~ | sTT,D,W, |’
De forma analoga, obtemos as matrizes A para cada um dos esquemas de perturbacdo apre-

sentados na Secao 3.4, adaptando as respectivas quantidades definidas no inicio desta secdo. Essas
matrizes sdo apresentadas a seguir.

e Ponderagao de casos
| XTWT;Dg
S'T,D, |
e Perturbacao individual das covaridveis da mediana
A [ o BXTWITL +orcit TWT
—O’x,BjSTWZLTlTQ

Perturbacao individual das covariaveis da dispersao

A — —O’s?kXTW4T1T2
- = TxAr. T ks T :
0sTeS WaoTo + o,ci0™ ' Ty

Perturbacao simultdnea das covariaveis da mediana e da dispersao

A - *%BjXTﬁHTl + axc%ﬁ,*T{fVTl — 07X W, T T
—US?kSTWQTQ + Uscf_a\'*TTg — O’xﬁjSTW4T1T2 ’

Podemos observar que tomando o limite, quando A — 0, das quantidades definidas para o
modelo de regressao power logit obtemos as expressoes para o modelo de regressao log-log (desde



72 O MODELO DE REGRESSAO POWER LOGIT 3.6

que o limite exista e esteja bem definido). Este modelo é simples e tem um pardmetro a menos, o
que o leva a ser bastante atrativo. Além disso, observamos em aplicacio pratica que, para alguns
conjuntos de dados, a estimativa de A é bem pequena (préxima de zero). Nestes casos, sugerimos
o ajuste do modelo limite, por ser mais simples e parcimonioso. O desenvolvimento dos principais
resultados referentes a esse modelo é apresentado no Apéndice F.

3.6 Aplicacao

Nesta aplicacdo, consideramos dados sobre praticas de gestao de risco de 73 empresas. Esses
dados foram introduzidos por Schmit e Roth (1990) e analizados recentemente em Ribeiro e Ferrari
(2022) utilizando estimadores robustos em um modelo de regressao beta. Os dados estao disponiveis
na pagina pessoal do Professor E. Frees (Wisconsin School of Business Research)!. A varidvel
resposta (y) é definida como o total de prémios de seguro mais perdas nao seguradas como uma
proporgao do ativo total da firma. Valores menores de y sao atribuidos as empresas que apresentam
um bom desempenho de gestao de risco. Consideramos duas variaveis explicativas: ind_ risco, uma
medida de risco do ramo de atividade da firma, e log_at, o logaritmo do ativo total da firma.
Algumas estatisticas descritivas da varidvel resposta sdo apresentadas na Tabela 3.3. Notamos que
a varidvel y é concentrada proximo de zero (mediana igual a 0.061) e o valor maximo é 0.976.

Tabela 3.3: Medidas resumo para as varidveis y, ind_risco e log at.

Minimo @1 Mediana Média (@3 Maximo Desvio padrao

y 0.002 0.035 0.061 0.110 0.127  0.976 0.162
ind_risco  0.090  0.330 0.340 0.418  0.500 1.220 0.216
log at 5270  7.650 8.270 8.332  8.950 10.600 0.963

Ajustaremos o modelo de regressdo power logit aos dados em estudo. Assim, assumimos que
Y; ~ PL(ui, 04, A\;7), para i = 1,...,73, sdo varidveis aleatorias independentes, tais que

log (1 ai ) = fo + Siind_ risco; + fBalog  at,,
— M

log o; = 19 4+ miind__risco; 4+ mlog_ at,.
Diferentes modelos na classe power logit foram considerados e o que apresentou o melhor ajuste

foi 0 modelo PL-slash. Este modelo foi o que apresentou menor valor para a medida T, e melhor
andlise de residuos. As estimativas para os parametros do modelo sdo apresentadas Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Estimativas (Est.), erros padrdo assintéticos (e.p.) e valores p para o modelo de regressao
PL-slash com dispersao varidvel.

Est. e.p. valor p

log[p/(1 — p)]
intercepto 3.822  1.020 < 0.001

ind_ risco 2.312  0.806 0.004
log_at —0.908 0.122 < 0.001

log o
intercepto  —0.569  0.789 0.471
ind_ risco 0.366  0.541 0.498
log_at 0.074  0.100 0.455

A 2.04 1.196
¢ 1.88
AIC  —232.1

Conforme observamos na Tabela 3.4, nenhuma das covariaveis é estatisticamente significante

'Disponivel em https://instruction.bus.wisc.edu/jfrees/jfreesbooks/Regression%20Modeling /BookWebDec2010/
CSVData/RiskSurvey.csv
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para explicar a dispersao do modelo sugerindo, portanto, que um modelo com dispersao constante
é mais indicado. Dessa forma, assumiremos que Y; ~ PL-slash(u;, 0, A\;7), para i = 1,...,73. As
estimativas dos parametros do modelo sdo apresentadas na Tabela 3.5. As covaridveis ind_ risco e
log_at sdo estatisticamente significantes para explicar a mediana da variavel resposta, considerando
os niveis de significAncia usuais (por exemplo, 5%). Note que existe uma rela¢do positiva entre a
mediana da variavel resposta e a variavel ind_ risco, relacionada ao risco da empresa; e uma relagao
negativa entre a mediana da varidvel resposta e a variavel log_ at, isto é, o ativo total da empresa.

Tabela 3.5: Estimativas (Est.), erros padrio assintéticos (e.p.) e wvalores p para o modelo de regressao
PL-slash com dispersao constante.

Est. e.p. valorp

log[p/(1 — )]
intercepto 3.867 0.999 < 0.01
ind__risco 2.133  0.584 < 0.01
log at —0.905 0.112 <0.01

logo 0.133  0.497 0.788

A 179 1.01
¢ 2.29
AIC  —234.0

A estimativa de A é 1.79 e o intervalo de confianca assintético de 95% baseado na estatistica de
razdo de verossimilhangas perfilada penalizada é (0.59, 8.50), indicando que o modelo de regressao
GJS-slash (A = 1) pode ser adequado (veja a Figura 3.5; a linha tracejada horizontal fornece o
intervalo de confianga de 95%).

estatistica da razé@o de verossimilhancas perfilada

Figura 3.5: Grdfico da estatistica da razdo de verossimilhangas penalizadas perfilada para X, W;(/\).

Os gréficos de residuos com envelopes simulados para os modelos PL-slash e GJS-slash com
dispersao constante sdo apresentados na Figura 3.6. Os graficos de residuos com envelopes simulados
indicam que o ajuste do modelo PL-slash é mais razoavel do que o do modelo GJS-slash. O caso
#15, que apresenta o maior residuos, é referente a empresa com maior proporgao dos ativos totais.

O grafico de influéncia considerando o esquema de ponderacao de casos é apresentado na Figura
3.7(a). Note que o caso #10 foi o tinico que apareceu destacado no esquema de ponderacio de casos;
0 caso #16, que apresentou o maior residuo, ndo apareceu na analise de influéncia. Os graficos de
influéncia considerando o esquema de perturbacao nas covaridveis, que nao sao apresentados aqui,
nao indicaram a presenca de observacdes influentes. Na Figura 3.7 também sdo apresentados o
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Figura 3.6: Gridficos dos residuos quantilico (a), deviance (b) e padronizados (c¢) com envelopes simulados
para os modelos de regressao PL-slash (primeira linha) e GJS-slash (segunda linha) com dispersdo constantes.

grafico de indices de GL;; e o diagrama de dispersao de v(z) versus o residuo padronizado. Observe
que a observagdo com menor peso na estimagao foi aquela com maior residuo (caso #15). Além
disso, o grafico indices de GL;; ndo indicou a presenca de pontos de alavanca.

Na anélise feita em Ribeiro e Ferrari (2022), os casos #15, #16 e #72 foram detectados como
influentes. As autoras verificaram que a exclusdo individual e/ou coletiva desses casos altera de
forma substancial o ajuste do modelo de regressdo beta com precisao varidvel. A titulo de com-
paragao, reproduzimos o ajuste feito em Ribeiro e Ferrari (2022). Na Figura 3.8, sdo apresentados
os diagramas de dispersao entre y e a variavel ind_ risco com as curvas estimadas, considerando
os dados completos e os dados sem outliers, para os modelos de regressao beta (a) e PL-slash (b).
Os graficos de dispersao foram produzidos definindo o valor da covariavel log_at em sua mediana
amostral. Além dos casos #15, #16 e #72, consideramos a exclusdo do caso #10, detectado como
possivel influente no modelo PL-slash.

Conforme observamos na Figura 3.8, a retirada individual dos casos #15 e #72 mudam de forma
consideravel o ajuste do modelo beta; os casos #10 e #16 ndo parecem influenciar consideravelmente
o ajuste. Para o modelo PL-slash, no entanto, a exclusdo individual dos casos nao altera as curvas
estimadas. As curvas estimadas para os dados completos e com a exclusao dos casos #15, #16 e
#72, para este modelo, sdo praticamente idénticas. Ribeiro e Ferrari (2022) propéem um método de
estimacao robusto para o modelo de regressao beta e, com essa abordagem, as estimativas robustas
deixam de ser influenciadas por esses outliers. A ideia, intuitivamente, é atribuir pesos para cada
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Figura 3.8: Grdficos de dispersdo do ind_risco versus y, juntamente com as linhas ajustadas com base na
estimativa de mdxima verossimilhanga (EMV) para os dados completos e os dados sem outliers, conside-
rando o modelo de regressio beta com precisio varidvel (a) e o modelo de regressao PL-slash com dispersao

constante (b).

observacdo no processo de estimacao. Nesta andlise, o caso #15 é o tinico que recebe peso baixo
e as autoras concluem que isso ocorre porque os casos #16 e #72 nao tém influéncia substancial
nas estimativas de méxima verossimilhanca quando o caso #15 é excluido dos dados. Da mesma
forma, o caso #15 é o Uinico que recebe peso baixo no processo de estimacdo do modelo PL-slash
(veja Figura 3.7(a)), concordando com a andlise feita em Ribeiro e Ferrari (2022).
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Capitulo 4

O pacote PLreg

Neste capitulo, apresentamos o pacote PLreg, desenvolvido no software R, que permite o ajuste
dos modelos de regressdo power logit. Esse pacote foi desenvolvido com o objetivo de facilitar o uso
dos modelos propostos neste trabalho e é similar a outros pacotes disponiveis para andlise de dados
de suporte limitado como, por exemplo, os pacotes betareg (Zeileis et al., 2020) e simplexreg
(Zhang et al., 2016). Este capitulo é organizado como segue. O pacote PLreg é apresentado na
Secao 4.1 e, na Secao 4.2, apresentamos algumas func¢oes bésicas referentes as distribuicoes power
logit. A implementagdo do modelo de regressdo power logit no pacote é descrita na Secgao 4.3.
Finalmente, na Se¢do 4.4, diversas aplicagoes em dados reais sdo conduzidas a fim de exemplificar
o uso do pacote desenvolvido.

4.1 PLreg: apresentacao e instalacao

O pacote PLreg permite ajustar modelos de regressdo power logit em que o gerador de den-
sidade pode ser normal, Student-t, exponencial de poténcia, slash, hiperbdlica, sinh-normal ou
logistica do tipo II. Ferramentas de diagnéstico associadas ao modelo ajustado, como os residuos,
medidas de influéncia local, medidas de alavancagem e de qualidades de ajuste sao implementadas.
O processo de estimacao é baseado em méaxima verossimilhanca e, atualmente, o pacote suporta
dois tipos de estimadores: o estimador usual de maxima verossimilhanca e o estimador de maxima
verossimilhanga penalizada. O parametro de assimetria A pode ser fixado, de modo que o pacote
também permite ajustar os modelos de regressao GJS (A = 1) e log-log (A = 0). A principal funcao
do pacote é PLreg(), que segue a abordagem padrao para implementacao de modelos de regressao
em R. Uma vez realizado o processo de ajuste, um objeto da classe S3 “PLreg” é produzido para a
qual varios métodos estdo disponiveis. Detalhes técnicos sdo apresentados nas segoes seguintes.

O pacote PLreg estd disponivel no respositério do R (CRAN) e pode ser acessado em https://
cran.r-project.org/web/packages/PLreg/index.html. A instala¢do pode ser feita através da fungao
install.packages():

install.packages(‘ ‘PLreg’’)
Também é possivel instalar a versao de desenvolvimento do pacote através do GitHub, fazendo:

# install.packages(‘‘devtools’’)
devtools::install_github(‘‘ffqueiroz/PLreg’’)

A péagina do pacote no GitHub pode ser acessada em https://github.com/ffqueiroz/PLreg.

4.2 A distribuicao power logit no pacote PLreg

Atualmente, o pacote PLreg inclui sete membros da classe de distribui¢oes power logit: as distri-
buigoes power logit normal, t-Student, logistica do tipo I, exponencial poténcia, slash, hyperbdlica e

7
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seno hiperbdlica normal. Neste pacote, temos as fun¢des dPL, pPL e gPL, que permitem a avaliagdo
da funcao densidade de probabilidade, func¢ao de distribuicdo acumulada e funcdo quantilica. Além
disso, a fungdo rPL pode ser usada para gerar amostras aleatérias de variaveis com distribuicao
power logit. Essas fungdes sdo apresentadas a seguir.

dPL(x, mu, sigma, lambda, zeta = 2, family, log = FALSE)

pPL(q, mu, sigma, lambda, zeta = 2, family, lower.tail TRUE, log.p FALSE)

gPL(p, mu, sigma, lambda, zeta = 2, family, lower.tail TRUE, log.p FALSE)

rPL(n, mu, sigma, lambda, zeta = 2, family)

Os principais argumentos para essas fungdes sdo mu, sigma, lambda e family, especificando
os parametros u, o, A e a fungdo geradora de densidade r; se a fungao do gerador de densidade
depende de um pardmetro extra, o valor deve ser especificado no argumento (. Essas fungoes
também podem ser usadas para a classe log-log, basta fazer lambda = 0. Atualmente, o pacote
PLreg inclui 7 membros da classe de distribuigdes power logit (ou log-log): power logit normal
(family = "NO"), power logit t-Student (family = "TF"), power logit logistica tipo Il (family
= "LO"), power logit exponencial poténcia (family = "PE"), power logit sinh-normal (family =
"SN"), power logit hiperbédlica (family = "Hyp") e power logit slash (family = "SLASH"). Os
argumentos x e q sdo vetores de quantis, p é um vetor de probabilidades e n é o nimero de niimeros
aleatérios a serem gerados. Qutros argumentos sdo log, log.p e lower.tail. Se log = TRUE, o
log da fungdo de densidade de probabilidade serd retornado. Se log.p = TRUE, entao o log da
fungdo de distribuicdo acumulada serd retornado e a fungdo quantil serd calculada para exp(p).
Se lower.tail = FALSE entdo um menos a funcdo de distribuicdo acumulada serd retornada e a
funcao de quantil sera calculada para 1 — p.

No que segue, apresentamos alguns usos dessas funcoes.

Gerando dados e plotando um histograma

B> mu = 0.3; sigma = 1; lambda = 2

R> set.seed(1) 4

R> y = rPL(1000, mu, sigma, lambda,

+ family = "SN", zeta = 2.5) 3 - Zﬁi_

R> hist(y, prob = TRUE, breaks = 15, g

+ main = "", las = 1, zlab = "y", § 2

+ ylim = ¢(0, 4.5),

+ ylab = "Densidade") 1

R> curve(dPL(z, mu, sigma, lambda,

+ family = "SN", =zeta = 2.5), 0-

+ from = 0.01, to = 0.8, add = TRUE, 014 02 03 04 05 06 07
+ col = "red") y
R> rug(y)

Figura 4.1: Histograma de uma amostra aleatoria de
uma distribuigio PL-SN(3 5).
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Funcao densidade de probabilidade
R> mu = 0.3; sigma = 1; lambda = 2

R> = = seq(0.01, 0.9,0.01)
R> y = dPL(z, mu, sigma, lambda,
+ family = "Hyp", zeta = 2)
R> plot(z, y, type = "1", lwd = 2,
+ las = 1, ylab = expression(f(y)),
+ zlab = "y") 3 -
R> z1 = seq(0.01, 0.4, 0.01)
R> y1 = dPL(z1, mu, sigma, lambda, 2 7]
+ family = "Hyp", zeta = 2)
R> polygon(c(zl, 0.4, 0), c(y1, 0, 0), 1 P(<04)= 078
+ col = "lightblue")
o -

R> tezxt(mu-0.025, 1, T T T T T

4 paste("P(Y<0.4) = ", 0.0 0.2 0.4 06 08

+ round (pPL (0.4, mu, sigma, y

+ lambda,

+ family = "Hyp", Figura 4.2: Funcdo densidade de probabilidade de
+ zeta = 2), uma distribuicao PL-Hyp(s).

+ 2)), font = 1,

+ cex = 0.6)

Funcao de distribuicao acumulada

R> mu = 0.3; sigma = 1; lambda = 2
R> z = seq(0.01, 0.9,0.01)

R> plot(z, pPL(z, mu, sigma, lambda, 1.0

+ family = "PE", zeta = 1.3),

+ type = "1", las = 1, lwd = 2, 08 e

+ ylab = expression(P(Y<y)),

+ zlab = "y") = 007

R> p = pPL(0.5, mu, sigma, lambda, < 04

+ family = "PE", zeta = 1.3)

R> q = qPL(p, mu, sigma, lambda, 02 4

+ family = "PE", zeta = 1.3)

R> points(q, p, pch = 16, col = 2, 00 1 ‘ ‘ ‘ ‘
+ cex = 1.5) 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
R> text(0.55, 0.83, y

+ paste("(", 0.5, ",",

* round(p, 2), ")"), Figura 4.3: Funcdo de distribuicdo acumulada de
+ font = 2, cex = 0.8, col = "red")

uma distribuicio PL-PE( 3).

4.3 Implementacao do modelo de regressao power logit no pacote
PlLreg

Conforme mencionado anteriormente, o pacote PLreg permite ajustar um modelo de regressao
power logit, cujo gerador de densidades pode ser normal, t-Student, exponencial poténcia, logistica
tipo II, slash, hiperbdlica e sinh-normal. O célculo de medidas de diagndstico associadas ao modelo
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ajustado, como residuos, medidas de influéncia local e medidas de qualidade de ajuste, também esta
implementado no pacote. O processo de estimacao é baseado no método de maxima verossimilhanca
e atualmente dois tipos de estimadores sao suportados: o estimador de méxima verossimilhanca
usual e o estimador de maxima verossimilhanca penalizado. Além disso, o pardmetro de assimetria
A pode ser fixado, portanto, este pacote também permite o ajuste do modelo de regressao GJS.
Além disso, o pacote PLreg também permite o ajuste dos modelos de regressao log-log, o modelo
limite discutido na Sec¢ao 3.5.

A principal fungédo do pacote PLreg é PLreg (), que segue a abordagem padrao para implementar
modelos de regressdo em R. Uma vez que o processo de ajuste foi realizado, um objeto da classe S3
“PLreg” é produzido, para o qual uma série de métodos sao disponibilizados. Os argumentos da
fungdo PLreg() sdo semelhantes aos das fungoes de outros pacotes para modelos de regressao em
R, como a fungio betareg():

PLreg(formula, data, subset, na.action,
family = c("NO", "LO", "TF", "PE", "SN", "SLASH", "Hyp"),
zeta = NULL,
link = c("logit", "probit", "cloglog", "cauchit", "log", "loglog"),
link.sigma = NULL, type = c("pML", "ML"), control = PLreg.control(...),
model = TRUE, y = TRUE, x = FALSE, ...)

O argumento formula pode conter trés partes (separadas pelos simbolos “~” e “|”), a saber:
variavel resposta observada no intervalo unitario, preditor linear do submodelo da mediana e da
dispersédo; (veja Zeileis e Croissant (2020) para mais detalhes sobre o argumento formula). Por
exemplo, se formula = y ~ x1 + x2 | s1 + s2 + s3 é fornecido, ele descreve y para a varidvel
resposta, x1 e xg para o submodelo da mediana e si, sy e s3 para o submodelo da dispersao do
modelo de regressao power logit. A auséncia da terceira parte do argumento formula indica para
PLreg() que o modelo deve ser ajustado assumindo dispersdo constante. Assim, um modelo de
regressao power logit com dispersdo constante pode ser especificado por formula = y ~ x1 + x2.
A funcao fornece seis opgoes para a funcao de ligagdo para o submodelo da mediana, ou seja, para
a fungao dj(+): “logit”, “probit”, “cloglog”, “cauchit”, “log”, “loglog”; para o submodelo da
dispersdo, ou seja, para a fungdo da(-), duas fungoes de link sdo permitidas: “log”, “sqrt”. As
fungoes de ligacao default sdo “logit” (para o submodelo da mediana) e “log” (para o submo-
delo da dispersao). Existem dois outros argumentos importantes: family e zeta. O argumento
family especifica a distribui¢do simétrica usada para gerar o modelo power logit. Para algumas
distribui¢oes, um parametro extra deve ser especificado no argumento zeta.

A funcdo PLreg.fit () fornece uma abordagem alternativa para a definicdo do modelo:

PLreg.fit(X, y, S = NULL, family, type = "pML", zeta = zeta,
link = "logit", link.sigma = "log",
control = PLreg.control(...))

Note que essa funcdo ndo precisa da especificagdo de uma férmula, basta que o usudrio forneca
as matrizes de covaridaveis do modelo e o vetor de varidvel resposta. O processo de estimacao é
realizado através da funcao optim com opc¢des de controle definidas pela fungdo PLreg.control ().
Conforme mencionado, a estimacdo pode ser feita através do estimador de méaxima verossimi-
lhanca usual (“ML”) e do estimador de méxima verossimilhanga penalizado (“pML”); isso deve ser
especificado no argumento type, por default, type = "pML". Se o pardmetro de assimetria (\)
for fixado, apenas o estimador de maxima verossimilhanca usual é suportado. Além disso, para
A fixado, deve-se especificar o valor no argumento control através da fungdo PLreg.control().
Considerando A fixo, dois modelos especiais podem ser ajustados: o modelo de regressao GJS, fa-
zendo control = PLreg.control(lambda = 1) e o modelo de regressao log-log, fazendo control
= PLreg.control(lambda = 0) (vale enfatizar que esta é apenas uma notagao, na verdade, A = 0
significa A — 07). Adicionalmente, se type = "ML", a func¢do optim usa gradientes analiticos no
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processo iterativo; se type = "pML", gradientes analiticos sdo usados apenas no processo iterativo
para estimar os parametros relacionados aos submodelos da mediana e da dispersao. Por default, os
valores iniciais dos coeficientes de regressao sao obtidos conforme descrito na Seg¢do 3.2. Por outro
lado, valores iniciais para 8 e T podem ser passados através da func¢do PLreg.control().

A fungdo PLreg() retorna um objeto da classe “PLreg”, cujos componentes sdo apresentados
na Tabela 4.1. O objeto da classe “PLreg” tem alguns métodos disponiveis. O método summary ()
apresenta uma saida padrdo, com estimativas de coeficientes, erros padrao, testes Wald parciais e
valores p para os coeficientes de regressao; a medida global de qualidade de ajuste (T¢); o pseudo
R?; etc. O argumento type na funcio summary () especifica o tipo de residuos incluidos na saida,
atualmente trés residuos sdo suportados: “padronizado”, “quantilico” e “deviance”. O método
plot () desenha graficos teis para a analise de diagndstico e andlises de influéncia. A Tabela 4.2
apresenta os principais métodos e fungoes disponiveis no pacote PLreg.

Uma funcdo importante do pacote PLreg é extra.parameter(). Esta funcdo pode ser usada
para estimar o pardmetro extra (ou vetor de parametros extras) de alguns modelos da classe power
logit. O uso basico desta funcao é:

extra.parameter (object, lower, upper, grid = 10)

~

Esta funcao fornece graficos da medida Y¢ e de —2£(8) como funcao de ¢. O argumento object
é um objeto da classe S3 obtido de um ajuste da funcdo PLreg(); lower e upper sao os limites
inferior e superior para o pardmetro extra, respectivamente; e grid é o ntimero de valores de (
que serao avaliados no intervalo. Além disso, essa fun¢ao retorna uma lista com cinco elementos:
“zeta.Ups”, “zeta.loglik”, “zeta.values”, “Upsilon.values” e “loglik.values”, que repre-
sentam, respectivamente, as estimativas de ( pelos dois métodos, os valores de ( utilizados e os
valores obtidos de T¢ e de —2/ (5) para cada valor de (. Esses elementos sao tteis para a elaboracao
de graficos com configuracoes diferentes das disponibilizadas pela fungdo extra.parameter().

Alguns conjuntos de dados estdo disponiveis no pacote PLreg e sdo descritos a seguir.

1. bodyfat_Aeolus. Este conjunto de dados foi coletado por Cheng et al. (2019) e a varidvel
de resposta é percentualfat, a proporc¢ao de gordura corporal de morcegos. Nestes dados,
consideramos morcegos amostrados em Aeolus Cave, localizada em East Dorset, Vermont,
no nordeste dos Estados Unidos, mas no trabalho original existem cinco outras regides. O
conjunto de dados tem 159 observagoes e trés covariaveis: sex (sexo do morcego), year (ano
que o morcego foi amostrado) e days (tempo de hibernagio, definido como dias desde o
equindcio de outono).

2. Firm. Este conjunto de dados foi apresentado e analisado por Schmit e Roth (1990) e esta
disponivel na pagina pessoal do Professor E. Frees (Wisconsin School of Business Research). A
variavel resposta é firmcost, valores pequenos desta varidvel sdo atribuidos as empresas que
apresentam um bom desempenho de gestao de risco. O conjunto de dados tem 73 observagoes
e seis covaridveis: assume (montante de retencao de ocorréncia como uma porcentagem dos
ativos totais), cap (indica que a empresa possui uma seguradora cativa; 1 se sim, 0 caso
contrario), sizelog (logaritmo do ativo total), indcost (uma medida do risco setorial da
empresa), central (uma medida da importancia dos gerentes locais na escolha da quantidade
de risco a ser retida), soph (uma medida do grau de importancia no uso de ferramentas
analiticas).

3. PeruVotes. Este conjunto de dados foi coletado por Bayes et al. (2012) e a varidvel de resposta
é votes, proporcao de votos em branco nas elei¢bes gerais peruanas de 2006. O conjunto de
dados contém 194 observagoes e a covariavel é HDI, indice de desenvolvimento humano.

No que segue, apresentamos algumas aplica¢es a fim de exemplificar o uso do pacote PLreg
na pratica.
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Tabela 4.1: Componentes retornados pela fun¢do PLreg ().

Componente Descricao

coefficients uma lista com os coeficientes da mediana, dispersao e assimetria (se lambda
= NULL).

residuals um vetor com os residuos raw (a diferenca entre os valores observados e

fitted.values

optim

family
method
control
start
nobs
df .null

df .residual
lambda

loglik

vVCoVv

pseudo.r.squared

Upsilon.zeta
link

converged

zeta
type

v

call
formula
terms

levels
contrasts
model

y
X

esperados da variavel resposta).

um vetor com os valores ajustados (mediana ajustada para cada observa-
¢ao).

uma lista com o output da funcdo optim. Para A ndo fixado, se type =
"pML", o output é baseado no processo iterativo associado aos parametros
do submodelo da mediana e da dispersao; e, se type = "ML", é baseado
no processo iterativo associado a estimacao de todos os parametros do
modelo.

um caracter especificando o gerador de densidade utilizado.

o método utilizado pela fungao optim (default é “BFGS”).

os argumentos controles passados para a fungdo optim.

um vetor contendo os pontos iniciais utilizados no processo iterativo.
nimero de observagoes.

graus de liberdade do residuo do modelo nulo (mediana e dispersao cons-
tantes), isto é, n — 3.

graus de liberdade do residuo do modelo ajustado.

valor numérico indicando o valor do pardmetro de assimetria A (NULL para
A néo fixado).

funcdo de log-verossimilhanca do modelo ajustado (funcdo de log-
verossimilhancga usual.

matriz de variancia e covaridncia de todos os pardmetros do modelo.
valor do pseudo R? (definido como o quadrado da correlagio linear entre o
preditor linear a varidvel resposta transformada através da fungao d;(-)).
medida de bondade de ajuste global (ver Segao 2.3.2).

uma lista contendo os elementos “median” e “dispersion” com os respec-
tivos objetos associados as funcoes de ligacdo do modelo ajustado.

valor légico indicando se houve sucesso na convergéncia do processo itera-
tivo.

valor numérico especificando o valor de (.

um caracter especificando o tipo de estimador utilizado.

um vetor com os valores da funcdo v(z) para todas as observagoes
chamada da funcao original.

formula utilizada.

uma lista com elementos “median”, “dispersion” e “full” contendo ob-
jetos com os termos dos respectivos submodelos.

uma lista com elementos “median”, “dispersion” e “full” contendo os
niveis das covariaveis categoéricas.

uma lista com elementos “median” e “dispersion” contendo os constran-
tes referentes aos niveis dos respectivos modelos.

o model frame completo (se y == TRUE).

variavel resposta (se y == TRUE).

uma lista com elementos “median” e “dispersion” contendo as matrizes
dos submodelos da mediana e da dispersao (se x == TRUE).
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Tabela 4.2: Funcoes e métodos para objetos da classe “PLreg”.

Funcao Descricao

print () apresenta as estimativas dos coeficientes do modelo.

summary () output para o ajuste do modelo (estimativas dos coeficientes, erros padrao,
Wald testes).

coef () extrai todos os coeficientes do modelo em um tnico vetor.

vcov () matriz de varidncia e covariancia.

logLik() extrai a fungdo de log-verossimilhanca ajustada

model .matrix () extrai a matriz do modelo de todos os componentes

AICQO) calcula os critérios de informagao (AIC, BIC, ...).

residuals() extrai os residuos associados ao modelo ajustado (quantilico, padronizado
e deviance). O default é o residuo padronizado.

plot apresenta graficos uteis para a andlise de diagnéstico. Atualmente, sete

tipos de graficos estao disponiveis: residuos versus indice das observagoes,
grafico de indices de |hpqz| sob o esquema de ponderacao de casos, dia-
grama de dispersao dos elementos diagonais de elementos da diagonal de
GL(é\) versus valores preditos, residuos versus preditor linear, grafico de
probabilidade normal dos residuos, valores preditos versus valores obser-
vados, residuos versus fungao v(z).

influence() fornece medidas de influéncia associadas ao modelo ajustado. Atualmente,
a fungao retorna uma lista com trés objetos: “case.weights”, “totalLI”
e “GL”, contendo, respectivamente, os valores de |hq.| S0b 0 esquema de
ponderagao de casos, os valores de C; (curvatura na dire¢ao do i-ésimo
caso e os elementos da diagonal de GL(8).

envelope () fornece o grafico de probabilidade normal com envelopes simulados.

extra.parameter() ferramenta para estimar o parametro extra (se existir).

4.4 Aplicagoes utilizando o pacote PLreg

4.4.1 Dados bodyfat_Aeolus: Ajustando a distribuicdo power logit

Nesta aplicacgdo, consideramos os dados bodyfat_Aeolus. Ajustamos distribuigoes da classe
power logit & varidvel porcentagem de gordura corporal (y).

R> data("bodyfat_Aeolus", package = "PLreg")
R> head(bodyfat_Aeolus, n = 5)

sex percentfat year days

F 0.1487539 2016 48
0.3203463 2016 48
0.3233591 2016 48
0.2032902 2016 48
0.2014726 2016 48

g wNN -
=m m T

No que segue, ajustamos as distribui¢gdes PL-N, PL-PE ) e PL-SN(¢) a varidvel y. Recomen-
damos utilizar a funcdo extra.parameter() para se obter o melhor valor de ( para os modelos
PL—PE(O e PL—SN(O

R> # Ajustando a distridbuig¢do PL-N
R> fitPL_NO <- PLreg(percentfat ~ 1, data = bodyfat_Aeolus, family = "NO")

R> # Ajustando a distribui¢do PL-PE
R> fitPL_PE.auxz <- PLreg(percentfat ~ 1, data = bodyfat_Aeolus,
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+ family = "PE", zeta = 3)

R> # extra.parameter(fitPL_PEaux, lower = 1, upper = 6) #escolhendo zeta = 3.22
R> fitPL_PE <- PLreg(percentfat ~ 1, data = bodyfat_Aeolus,

+ family = "PE", zeta = 3.22)

R> # Ajustando a distribuig¢do PL-SN

R> fitPL_SN.auz <- PLreg(percentfat ~ 1, data = bodyfat_Aeolus,

+ family = "SN", zeta = 1)

R> # extra.parameter(fitPL_SN.auz, lower = 1, upper = 4) #escolhendo zeta = 1.67

R> fitPL_SN <- PLreg(percentfat ~ 1, data = bodyfat_Aeolus,
+ family = "SN", zeta = 1.67)

A Figura 4.4 apresenta os graficos fornecidos pela fungdo extra.parameter() para o ajuste
fitPL_PE.aux.

Behaviour of Upsilon Behaviour of —2*log-Likelihood

0.18 7=3.22 (=433

0.16 — -430 —

0.14
-440 —

Y(@)
—2*log-likelihood

0.12
-450
0.10

-460 —
0.08 —— T T T T T T T T T T T

Figura 4.4: Grdficos fornecidos pela funcdo extra.parameter() para o ajuste fitPL_PE. auz.

Uma forma de escolher o melhor modelo ¢ através da medida Y ou do AIC e BIC, por exemplo
Essas medidas, para cada um dos modelos ajustados, sao apresentadas a seguir.

R> PL_NO <- round(c(fitPL_NO$Upsilon.zeta, AIC(fitPL_NO), BIC(fitPL_NO)), 3)
R> PL_PE <- round(c(fitPL_PE$Upsilon.zeta, AIC(fitPL_PE), BIC(fitPL_PE)), 3)
R> PL_SN <- round(c(fitPL_SN$Upsilon.zeta, AIC(fitPL_SN), BIC(fitPL_SN)), 3)

R> medidas <- rbind(PL_NO, PL_PE, PL_SN)
R> colnames (medidas) <- c("Upsilon", "AIC", "BIC")
R> medidas

Upsilon AIC BIC
PL_NO 0.114 -443.771 -434.564
PL_PE 0.083 -453.058 -443.851
PL_SN  0.082 -453.942 -444.736

Com base nesses critérios, notamos que os modelos PL-PE(3 44) € PL-SN( g7) apresentaram um
melhor ajuste. Consideramos, portando, o modelo power logit sinh-normal.

R> summary (fitPL_SN)

Call:
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PLreg(formula = percentfat ~ 1, data = bodyfat_Aeolus, family = "SN", zeta = 1.67)

Standardized residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.4654 -0.8318 -0.2065 0.7453 2.0551

Coefficients (median model with logit link):
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -2.11477 0.05416 -39.05 <2e-16 **x*

Sigma coefficients (dispersion model with log link):
Estimate Std. Error z value Pr(>|zl|)
(sigma) 0.2107 0.4506 0.468 0.64

Lambda coefficient:
Estimate Std. Error
(lambda) 1.438 0.764

Signif. codes: O ’**xx’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’x> 0.05 ’.” 0.1 > ’ 1

Family: PL - SN ( 1.67 ) (Power logit sinh-normal)
Estimation method: pML (penalized maximum likelihood)
Log-likelihood: 230 on 3 Df

Upsilon statistic: 0.08151

AIC: -453.9

Number of iterations in BFGS optimization: 9

A porcentagem de gordura corporal mediana estimada, com base nesse ajuste, é, aproxima-
damente, 11%. A funcdo densidade de probabilidade estimada por esse modelo é apresentada na
Figura 4.5.

10 —
8_
% N \
[
=]
2]
c
8 4
) / —
O_

[ I I I I I I 1
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

y

Figura 4.5: Func¢do densidade de probabilidade estimada com base no ajuste fitPL_SN.



86 O PACOTE PLREG 4.4

4.4.2 Dados Firm: Ajustando o modelo de regressao power logit com dispersao
constante

Neste exemplo, utilizamos os dados Firm para ajustar um modelo de regressao power logit slash
com dispersao constante. A varidvel resposta é firmcost e as covaridveis sdo sizelog e indcost. A
fim de escolher o melhor valor para ¢, consideramos um ajuste inicial com ¢ = 2 (slash canonica) e,
depois, utilizamos o objeto criado para escolher o valor de ( através da funcéo extra.parameter().

R> fitPL_slash.aux <- PLreg(FIRMCOST ~ SIZELOG + INDCOST, data = Firm,
+ family = "SLASH", zeta = 2)
R> eztra.parameter(fitPL_slash.auz, lower = 1, upper = 3)

Behaviour of Upsilon Behaviour of —2*log-Likelihood
0.076 — (=233 =167
-242.0
0.074
-242.5 —
=}
0.072 3
£
= ©243.0
370.070 T
j=2
o
&243.5
0.068 — 1
0.066 -244.0
T T T T T —244.5 T T T T
1.0 15 2.0 25 3.0 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 4.6: Grdficos fornecidos pela fun¢io extra.parameter() para o ajuste fitPL_slash.auz.
Com base na Figura 4.6, escolhemos ¢ = 2.33.

R> fitPL_slash <- PLreg(FIRMCOST ~ SIZELOG + INDCOST, data = Firm,
+ family = "SLASH", zeta = 2.33)
R> summary (fitPL_slash)

Call:
PLreg(formula = firmcost ~ sizelog + indcost, data = Firm, family = "SLASH", zeta

Standardized residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.1196 -0.6613 0.0548 0.7173 5.9008

Coefficients (median model with logit link):
Estimate Std. Error z value Pr(>lz|)

(Intercept) 3.8625 0.9994 3.865 0.000111 *x*x*
sizelog -0.9049 0.1120 -8.077 6.66e-16 *x*x*
indcost 2.1345 0.5835 3.658 0.000254 x*x*x*

Sigma coefficients (dispersion model with log link):
Estimate Std. Error z value Pr(>|zl|)
(sigma) 0.1481 0.5344 0.277 0.782

Lambda coefficient:
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Estimate Std. Error
(lambda) 1.809 1.022

Signif. codes: O ’*xx’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’%> 0.05 ’.” 0.1 > ’ 1

Family: PL - SLASH ( 2.33 ) (Power logit slash)
Estimation method: pML (penalized maximum likelihood)
Log-likelihood: 122 on 5 Df

Pseudo R-squared: 0.4162

Upsilon statistic: 0.06446

AIC: -233.9

Number of iterations in BFGS optimization: 15

A fungdo summary () retorna as principais informagdes a respeito do ajuste. Por default, essa
funcdo apresenta as principais estatisticas descritivas do residuo padronizado para o ajuste feito.
O tipo de residuo utilizado pode ser mudado através do argumento type. As estimativas dos
parametros do modelo sdo apresentadas de forma andloga as principais fungdes para ajuste de
modelos de regressao no R. Essa fungdo também apresenta a distribui¢do PL utilizada (family), o
valor da log-verossimilhanca, da medida T¢ e do AIC. O método de estimacao utilizado também
é informado. Para ajustar o mesmo modelo considerando o estimador de maxima verossimilhanca
usual, basta seguir o comando:

R> PLreg (FIRMCOST ~ SIZELOG + INDCOST, data = Firm, family = "SLASH",
+ zeta = 2.33, type = "ML")

A funcao envelope() fornece o grafico de probabilidade normal com envelopes simulados para
o modelo ajustado. O argumento type especifica o tipo de residuo utilizado. Através da Figura
4.7, notamos que a observacido 15 aparece destacada no grafico de envelope. Essa observacao, no
entanto, ¢ a que recebe menor peso no processo de estimacao dos parametros do submodelo da
mediana; veja o gréafico de v(z) versus o residuo padronizado na Figura 4.7.

R> set.seed(234)
R> envelope(fitPL_slash, type = "standardized")

R> plot(fitPL_slash, which = 7)
R> identify(residuals(fitPL_slash, type = "standardized"), fitPL_slash$v)

4.4.3 Dados bodyfat_Aeolus: Ajustando o modelo limite

A seguir, consideramos o conjunto de dados bodyfat_Aeolus no contexto de regressao. A
variavel resposta é percentfat e as covaridveis sdo sex, days e year. Consideramos o ajuste do
modelo de regressao PL-PE com dispersao constante. O valor escolhido para (, através da funcao
extra.parameter (), foi ( = 1.67.

R> fitPL_PE2 <- PLreg(percentfat ~ days + sex + year,

+ data = bodyfat_Aeolus, family = "PE",
+ zeta = 1.67)

R> fitPL_PE2

Call:
PLreg(formula = percent.fat ~ days + sex + year, data = bodyfat_Aeolus,
family = "PE", zeta = 1.67)
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Vv(z) function vs residuals
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PLreg(formula = FIRMCOST ~ SIZELOG + INDCOST, data = Firm, family = "SLASH",
Quantile N(0,1) zeta = 2.33)

Figura 4.7: Grdfico de probabilidade normal com envelopes simulados (lado esquerdo) e grdfico de v(2)
versus o residuo padronizado para o ajuste fitPL_slash.

Coefficients (median model with logit link):
(Intercept) days sexM year2016
-1.161295 -0.009258 -0.051481 0.518582

Sigma coefficients (dispersion model with log link):
(sigma)
-1.943

Lambda coefficients:
(lambda)
0.000448

Conforme observamos, a estimativa do pardmetro de assimetria A é bem proxima de zero,
indicando que o modelo limite pode ser mais adequado. O ajuste do modelo limite pode ser feito
através do seguinte comando:

R> fitloglog PE <- PLreg(percentfat ~ days + sex + year,

+ data = bodyfat_Aeolus, family = "PE",

+ zeta = 1.67, control = PLreg.control(lambda = 0))
R> summary(fitloglog PE)

Call:
PLreg(formula = percent.fat ~ days + sex + year, data = bodyfat_Aeolus,
family = "PE", zeta = 1.67, control = PLreg.control(lambda = 0))

Standardized residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.9997 -0.6021 0.0208 0.6340 2.5296

Coefficients (median model with logit link):

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -1.1612704 0.0643371 -18.050 <2e-16 ***
days -0.0092578 0.0005356 -17.284 <2e-16 ***
sexM -0.0514785 0.0572194 -0.900 0.368
year2016 0.5185855 0.0608399 8.524 <2e-16 **x*
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Sigma coefficients (dispersion model with log link):
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(sigma) -1.94396 0.06137 -31.68 <2e-16 *xx*

Fixed skewness parameter (limiting case lambda -> 0).

Signif. codes: O ’*xx’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’x> 0.05 ’.” 0.1 > ’ 1

Family: log-log - PE ( 1.67 ) (log-log power exponential)
Estimation method: ML (maximum likelihood)
Log-likelihood: 319.9 on 5 Df

Pseudo R-squared: 0.6756

Upsilon statistic: 0.0482

AIC: -629.9

Number of iterations in BFGS optimization: 19

Observe que, para este modelo, a funcdo PLreg utiliza o método de maxima verossimilhanca
usual para a estimacdo dos pardmetros do modelo. Esse método também ¢é utilizado quando o
parametro de assimetria é fixado. Nestes casos, o algoritmo de otimizacdo BFGS utiliza deriva-
das andliticas no processo iterativo. Finalmente, as covaridveis days e year sdo significantes para
explicar a mediana da varidvel resposta (ao nivel de significancia de 5%).

Graficos de diagndstico podem ser obtidos através da funcdo plot(). O argumento which
assume valores de um a sete (atualmente, sete gréficos de diagnéstico sdo disponiveis). Por default,
o tipo de residuo retornado por essa funcao é o padronizado (3.11), mas isso pode ser mudado com
o argumento type dessa funcdo. Os residuos utilizados nesses graficos podem ser obtidos através
da funcdo residuals(). Por exemplo, para obter os residuos quantilicos associados ao ajuste
fitloglog PE, pode-se utilizar o comando: residuals(fitloglog PE, type = "quantile"); veja
a Figura 4.8.

R> par(mfrow = c(3, 2))
R> plot(fitloglog PE, which = 1:6)

Medidas de influéncia podem ser obtidas através da funcdo influence (). Esta funcao retorna
duas medidas de influéncia (influéncia local sob o esquema de ponderagio de casos e a medida de
influéncia total definida em (3.13)) e a medida de alavancagem generalizada (elementos diagonais

de GL(0)). Se o argumento graph = TRUE, esta funcao também fornece graficos de indices dessas
medidas; veja a Figura 4.9.

R> influence(fitloglog_PE, graph = TRUE)

4.4.4 Dados PeruVotes: Ajustando modelos com dispersao variavel e \ fixo

Nesta aplicagdo, consideramos os dados PeruVotes para exemplificar o uso do pacote PLreg
nos ajustes de modelos com dispersao varidvel e \ fixo. A varidvel resposta é votes, a propor¢ao de
votos brancos nas elei¢cdes gerais do Peru em 2006, e a covaridvel é HDI, indice de desenvolvimento
humano. Vamos considerar como gerador de densidades a distribuicao t-Student e fixemos ( = 5.
Considere os seguintes ajustes:

R> fitPL1 <- PLreg(votes ~ HDI | HDI, data = Perulotes,
+ family = "TF", zeta = 5,
+ control = PLreg.control(lambda = 1))
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Figura 4.8: Grdificos fornecidos pela fungdo plot () para o ajuste fitloglog_PE.

R> fitPLO5 <- PLreg(votes ~ HDI | HDI, data = Perulotes,
+ family = "TF", zeta =5,
+ control = PLreg.control(lambda = 0.5))

R> fitPLO <- PLreg(votes ~ HDI | HDI, data = Perulotes,
+ family = "TF", zeta = 5,
+ control = PLreg.control(lambda = 0))

Para A fixado, o valor deve ser especificado no argumento control, através da fungdo PLreg. control ().
Os ajustes £itPL1 e fitPLO sdo, respectivamente, os ajustes dos modelos de regressio GJS t-
Student e log-log t-Student. Abaixo, apresentamos o resumo do ajuste fitPL1.

R> summary (fitPL1)
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Figura 4.9: Grdficos fornecidos pela fungdo influence() para o ajuste fitloglog_PE.

Call:
PLreg(formula = votes ~ HDI | HDI, data = PeruVotes, family = "TF",
zeta = 5, control = PLreg.control(lambda = 1))

Standardized residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-5.4228 -0.6212 -0.0012 0.6125 4.4180

Coefficients (median model with logit link):
Estimate Std. Error z value Pr(>|z]|)

(Intercept)  2.3004 0.2089 11.01 <2e-16 *x*x*

HDI -6.7965 0.3784 -17.96 <2e-16 **x*

Sigma coefficients (dispersion model with log link):
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Intercept) -2.7069 0.6787 -3.988 6.65e-05 ***

HDI 2.1401 1.2035 1.778 0.0754 .

Fixed skewness parameter (lambda = 1).

Signif. codes: O ’xxx’ 0.001 ’xx’ 0.01 ’x’ 0.05 ’.” 0.1’ ’ 1

Family: PL - TF ( 5 ) (Power logit Student-t)
Estimation method: ML (maximum likelihood)
Log-likelihood: 353.2 on 4 Df

Pseudo R-squared: 0.5822

Upsilon statistic: 0.06286

AIC: -698.5

Number of iterations in BFGS optimization: 9

Os resultados dos ajustes sao apresentados na Tabela 4.3. Note que as estimativas dos parame-
tros associados ao submodelo da mediana nao mudam de forma substancial quando comparamos
os quatro ajustes. No entanto, observamos mudanca nos parametros associados ao submodelo da
dispersao. Os gréficos de probabilidade normal com envelopes simulados (Figura 4.10) indicam que
todos os quatro modelos apresentam ajustes satisfatorios.
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Tabela 4.3: Estimativas e erros-padrao dos ajutes fitPL1, fitPLO5 e f4tPLO, respectivamente.

A=1 A=0.5 A=0
Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p.
Submodelo da mediana
intercepto 2.300 0.209 2.298 0.209 2.294  0.209
HDI —-6.796 0.378 —6.790 0.378 —6.780 0.378
Submodelo da dispersao
intercepto  —2.707 0.679 —2.591 0.680 —2.321 0.683
HDI 2.140 1.203 1.335 1.206 0.146 1.212
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Figura 4.10: Grificos de probabilidade normal com envelopes simulados fornecidos pela fun¢io envelope ()
para 0s ajustes fitPL1, fitPLO5 e fitPLO, respectivamente.



Capitulo 5

O modelo de regressao power logit
inflacionado em zero ou um

Existem diferentes situaces praticas em que o interesse é modelar uma variavel aleatoria que
assume valores no intervalo unitario, mas que pode apresentar zeros ou uns (mas nao ambos). Por
exemplo, a propor¢dao da renda familiar gasta em telefonia celular. Ha familias que ndo possuem
celular e o gasto com esse item é nulo. Por outro lado, dificilmente alguma familia gasta a renda
inteira neste item. Assim, neste capitulo, estendemos o modelo de regressdo power logit para o
caso em que a varidvel resposta pode assumir os valores 0 ou 1. A ideia principal é assumir que a
distribuicdo dos dados é uma mistura entre a distribuicdo power logit e uma distribui¢do degenerada
em 0 (zero) ou 1 (um), dependendo do caso. Este modelo serd denominado modelo de regressao
power logit inflacionado em zero ou um. O capitulo encontra-se organizado como segue. Na Secéo 5.1
definimos a classe de distribui¢oes power logit inflacionada em zero ou um. O modelo de regressao
power logit inflacionado é estudado na Se¢ao 5.2 e medidas de diagnéstico e influéncia sao propostas
na Secao 5.3. Finalmente, na Secao 5.4 apresentamos uma fun¢do que pode ser ultil para ajusta o
modelo proposto e uma aplicacdo em dados reais é conduzida na Secao 5.5.

5.1 A classe power logit inflacionada em zero ou um

Para definirmos a classe de distribuicoes power logit inflacionada em zero ou um, vamos assumir
que a distribuicdo dos dados é uma mistura, em que o componente continuo dos dados é modelado
por uma distribuicdo power logit (Defini¢do 2.2) e o componente discreto serd modelado por uma
distribuicdo degenerada em ¢, com ¢ = 0 ou ¢ = 1, dependendo do caso. Dessa forma, dizemos que
Y tem distribuicdo power logit inflacionada em ¢ se sua funcao de distribui¢do acumulada é dada
por

IPL(C) (y; Q, W, o, A) = a]I[c,oo) (y) + (1 - CV)Fy(y; K, 0, A)? y €R, (51)

em que [4(y) é a funcao indicadora, com valor 1 se y € Ae 0sey ¢ A e a fungdo F(y;pu,0,A) é a
fungao de distribuicdo acumulada da distribuicdo PL(u, 0, \;7) cuja fun¢do densidade de probabi-
lidade é dada em (2.4). Escrevemos Y ~ IPL.(a, i, 0, A\; 7). Note que a fungao IPL(C)(-; a, i, o, \)
nao ¢é absolutamente continua, pois tem um ponto de massa em y = c. Também, com probabilidade
a, a variavel Y é selecionada de uma distribui¢do degenerada no ponto ¢ (¢ =0 ou ¢ = 1) e, com
probabilidade 1 —q, a varidvel Y é selecionada de uma distribuigao power logit, que é absolutamente
continua com respeito & medida de Lebesgue . Assim, a varidvel aleatéria Y é do tipo mista.

! A medida de probabilidade P correspondente a IPL(® (y; -) definida sob o espago mensuravel ((0,1)U{c}, B), em
que B a classe de todos os subconjuntos de Borel de (0,1) U{c}, é tal que P < ¢+ 4., sendo ¢ a medida de Lebesgue
e 0. o ponto de massa em c¢; isto é, 6c(A) = 1,sec€ Ae §.(A) =0,se c¢ A, A€ B.
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A funcao densidade de probabilidade de Y é da forma

a? y:c7

1_O‘)fY(y;N>O'7)‘)7 Y€ (071)7 (5‘2)

fg)(y;a,M,G,A)Z{ (

em que a € (0,1), p € (0,1), 0 >0, A >0 e fy(y;u,0,A) é a fungao densidade apresentada em
(2.4). Note que o = P(Y = ¢) representa a probabilidade de se observar zero (¢ = 0) ou um (¢ = 1),
dependendo do valor de c. J& u, o e A\ sdo pardametros da distribuicdo power logit e representam,
respectivamente, a mediana, dispersao e assimetria de Y'|Y € (0,1). A funcdo densidade em (5.2)
caracteriza uma distribuicdo power logit inflacionada no ponto ¢, ja que, se a > 0, a massa de
probabilidade da distribuicao power logit em y = ¢ é excedida. Podemos expressar fi(,c) (y; a, py 0y N)
como

R o) = {al0 01— ) OO f(y: o 0O W]

isto é, fﬁ(/c ) (y; v,y 0, A) pode ser fatorada em dois termos, sendo que o primeiro depende somente de
a e o segundo depende unicamente de u, o e \. Essa fatoragao sera til no processo de estimacao.
Temos a seguinte defini¢ao.

Definigao 5.1 Seja Y ~ PLI.(cv, pu,0,); g). Entao:

1. Se ¢ =0, temos a distribuicao power logit inflacionada no ponto zero (ZIPL), e denotada por
Y ~ ZIPL(a7 /"L7 0-7 A; g)"

2. Se ¢ =1, temos a distribuicao power logit inflacionada no ponto um (OIPL), e denotada por
Y ~ OIPL(a, p,0,X;g).

A Figura 5.1 apresenta graficos das densidades ZIPL-t(;) e OIPL-slashy 5) para diferentes va-
lores dos pardmetros. Nestes graficos, a barra vertical com o ponto acima representa a = P(Y = 0)
para a ZIPL e o = P(Y = 1) para a OIPL. Conforme vimos no Capitulo 2, essas densidades podem
apresentar diferentes formas, a depender dos valores dos parametros e do gerador de densidades.

5.2 O modelo de regressao power logit inflacionado em zero ou
um

Considere Y7, Ys,...,Y, variaveis aleatérias independentes cada uma com funcdo densidade
power logit inflacionada no ponto ¢ (¢ = 0 ou ¢ = 1), dada por (5.2), isto é, Y; ~ IPL.(ay, i, 04, A; 1),
para i = 1,...,n. O modelo de regressdo power logit inflacionado é definido por (5.2) e pelos
componentes sistematicos

do(ci) = 2] K = 10;,
di (i) = ] B = mi, (5.3)
da(0;) = 8] T = 10i,

em que K = (K1,...,km) € R™ B = (B1,....,0,) € RP, T = (r,...,7,)" € R7e X\ > 0 sdo
os parametros desconhecidos, z; = (21, .., zim) |, ;i = (2i1,. .. ,a:ip)T e s; = (Si1,... ,siq)T sao
observagdes das covaridveis com m+p+q+1 < n, e 1ng;, N1; € Mo; sdo os preditores lineares. Assu-
mimos que as fungoes de ligagdo dp : (0,1) = R, dy : (0,1) = Re ds : (0,00) — R sdo estritamente
monotonas e duas vezes diferencidveis. Diversas fungoes de ligagdo podem ser utilizadas.

O modelo definido por (5.2) e (5.3) engloba algumas classes de modelos. O modelo de regressao
power logit inflacionado em zero (¢ = 0) e o modelo de regressao power logit inflacionado em um
(c = 1). O modelo de regressdao GJS inflacionado em zero ou um (Queiroz e Lemonte, 2021) é
um caso particular quando A = 1. Além disso, o modelo de regressao power logit é um caso limite
quando a; = a — 0, com ¢ = 1,...,n. Adicionalmente, quando A — 0, temos o modelo de regressao
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ZIPL-t()(a=0.4,1=0.3,0=1,A=2) ZIPL-1(;)(0.2,0.5,0.4,0.7) ZIPL-1(;(0.6,0.8,0.5,2)
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Figura 5.1: Densidades ZIPL-t(y) (primeira linha) e OIPL-slash(, 5y (segunda linha) para diferentes valores
dos parametros.

log-log inflacionado. Finalmente, quando o; é constante, isto é, o; = o, para i = 1,...,n, temos o
modelo de regressao power logit inflacionado com dispersao constante.

Considerando 6 = (mT, g, r’, )\)T o vetor de pardmetros do modelo, a funcdo de verossimi-
lhanca de 8 para o modelo de regressao power logit inflacionado é da forma

L(0) = I] £ (ys; i, i, 04, A) = Li(w) L2 (B, T, M),
=1

em que
n

Li) =[] a]?{c}(yi)(l — o) e ),

i=1 ’
LQ(BaTa)‘) = H f(ywuuo"u)‘)

1:y;€(0,1)

Note que a funcao de verossimilhanca L(0) pode ser fatorada em dois termos, um que depende
do vetor de parametros k, e outro que depende somente de (87,77,\)7. Assim, dizemos que
0s parametros Kk e (,BT,TT,)\)T sao separaveis (Pace e Salvan, 1997) e a inferéncia por méxima
verossimilhanca sobre (87,77,A)T pode ser feita de forma independente de k. Note ainda que
Li(k) envolve somente os pardmetros utilizados para modelar a probabilidade de ocorréncia de
zero ou de um, enquanto que La(B3, T, \) envolve apenas os pardmetros utilizados para modelar a
distribuigao condicional da varidvel resposta no intervalo (0, 1).

A funcao de log-verossimilhanca para @ é dada por

6(9) = El(K') +€2(57T7)‘)7 (54)
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em que

= Z Zi(ai)v

i=1
BB, = Y Llipi,onN),

i:y;,€(0,1)

sendo
Ci(ai) = Iy (i) log(aa) + [1 = Ly (i) log (1 — i), (5.5)
Ci(pi, 04, \) = log A — log oy — log{1 — v} + log{r(z3)}, '

com ¢ = 0 ou ¢ = 1, dependendo do caso. Note que, parai=1,...,n, H{C}( ;) € uma variavel ale-

atéria Bernoulli, com probabilidade de sucesso P(I;.(Y;) = 1) = «a;, que é associada as covaridveis
através do preditor linear 7y; e uma fungao de ligacdo do(-) da forma apresentada em (5.3). Assim,
/1(k) é a fungao de log-verossimilhanga de um modelo linear generalizado com resposta bindria
(ver, por exemplo, McCullagh e Nelder (1989)). Adicionalmente, note que ¢5(8, T, \) é a fungao de
log-verossimilhanca de um modelo de regressao power logit em que a variavel resposta é restrita as
observagoes em (0, 1). Dessa forma, a estimagdo dos pardmetros do modelo pode ser feita seguindo
dois passos:

1. AJuste um modelo de regressao binomial considerando a varidvel resposta Iy (Y;), para i =
1,...,n, com funcdo de ligagao do(-) e preditor linear 7yi. Neste passo, obtemos as estimativas
e erros padrao associados ao vetor K.

2. Considere o conjunto p = {i : y; € (0,1)} de tamanho n'. De (5.4), para estimar (87,77, \) T
consideramos apenas as observagoes cujo valor da varidvel resposta esta no intervalo (0, 1). As-
sim, neste segundo passo, ajustamos o modelo de regressao power logit considerando as varia-
veis Y;, para i € p, fungdes de ligagao di(+) e da(-) e vetores de covaridveis x; = (21, ..., Tip) |
e s; = (si1,...,8iq) , para i € p. Neste passo, também é estimado o pardmetro extra (ou
vetor de pardmetros extras), se existir.

No que segue, definimos o vetor escore e a matriz da informagao observada para 6. Inicialmente,
notemos que

851 Z aﬁ az dal Onoi

U, = =1,...
" 8/@" —~ Oa; dng; Ok’ TE LT
em que
Oli(ai) _ Ly (i) =i doy _ 1
80@ Ozi(l — Oéi) ’ d770i d() (Oéz) ’
Assim, como 9ny; /0K, = zir, temos que
U. — i ]I{c}(yz) —o; 1 . =1 m
T B s - I
Logo U, = Z"ATya*, em que Z = (21,...,2,) " é uma matriz nxm de posto completo, cuja i-
ésimalinha (i = 1,...,n) édadapor 2, = (zi1,..., 2im), A = diag{liy (y1) =, - - -, Loy (yn) —an},

* = (1/[on(1 — a1)],- .., 1/Jan(l — an)])" e Ty = diag{1/do(a1),...1/dy(ay)}. Para obtermos

Upg, U, e Uy, vamos considerar o desenvolvimento feito na Secao 3.2. Para tanto, considere a

seguinte notacao vi = diag{vy,...,v}} e vl = (v],...,v)), em que v = v;, se i € p, e v7 =0,

caso contrario. Assim, por exemplo, W é uma matriz diagonal de dimensdo n x n, cujas colunas
w; sdo iguais a zero para i ¢ p. Analogamente, ,u"‘Jr ¢ um vetor de tamanho n, com elementos p,
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para i € p, e elementos nulos para i ¢ . Dessa forma, o vetor escore para 6 é dado por

ZTAToa*
T Tt *T
v = (X
S Tyo
1) AT
A segunda derivada de ¢(0) com respeito a k, e k¢, R,c=1,...,n, é dada por

2 n . .
8 61 _ Z (8€ Ozl) daz) da, 67701'2'

8/@8/&6 B doy; Oa;  dnoi /) dno; Oke

=1

" <8€2 a;) day n 0li(a;) 0O da,-) dey;

N g doi  dno; da; Dy dng; ) digo; <
com )
002 () _ 1 =Ty (wi) e (wi) o 0 dai _ do ()
da? (1—a;)? a? O dno; do ()2

Assim, a matriz da informacgao observada para 0 é dada por

_ Jme 0m,p+q+1
Jn(K/HB?Tv)\) B l Op+q+1,m Jn(/377-7)\) ’

em que
Jop Jpr Jpa
Jn(/B7T7)\) = JTT JT,T Jra )
Ion I Ia
sendo J e = Z' WoToZ, Jgs = X 'WITIX, 3, = STWITIS, Iy = 1T W1, I, = XTWITITS,
Jaa XTWTT 11, I = STWTTT 1,, em que Wy = diag{wgo), . ,w,(lo)}, com

W = — ((1 — Ly (wi) H{c}(zyi)> do(o) 1+ (H{c}(yi) (- ]I{c})(yi))> do(cv)

(1 —ay)? ; a; (1—a;) ) do(c)?

Note que, como os pardmetros sdo separaveis, a matriz J,(k, 3,7, ) é bloco diagonal. O es-
timador de maxima verossimilhanga 6 pode ser obtido através da maximizagdo da funcao de log-
verossimilhanca dada em (5.4). Sob condicoes gerais de regularidade, esse estimador é consistente
para 6 e

V(0 = 8) 25 Nopsprqit (Omsprqer, K(0)7), quando n — oo,

em que K(0) = K(k, 8,7, ) é a matriz da informagao de Fisher de € para uma tnica observagao.
Nao existe uma expressao analitica fechada para K (@), mas resultados assintticos mostram que
podemos utilizar a matriz J,(k, B, T, \) para realizar inferéncia sobre 6.

Finalmente, a log-verossimilhanga ¢2(8, 7, A) pode apresentar os mesmos problemas de con-
cavidade observados na estimacao dos parametros dos modelos power logit, em geral, quando o
tamanho da amostra é pequeno?. Nestes casos, pode-se obter o estimador de méxima verossimi-
lhanga penalizada de forma analoga ao apresentado nas Secoes 2.3.1 e 3.2.

2Note que, neste caso, nos referimos ao tamanho amostral n'.
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5.3 Diagnéstico e influéncia no modelo de regressao power logit
inflacionado em zero ou um

A andlise de residuos nos modelos de regressao power logit inflacionados em zero ou um pode
ser feita de duas formas:

(i) fazer a andlise separadamente para as partes discreta e continua do modelo, utilizando dois
tipos de residuos;

(ii) utilizar um tnico residuo para os dois componentes do modelo (discreto e continuo).

Para realizar a andlise de forma separada, pode-se utilizar diferentes tipos de residuos. Para a
parte continua, sugerimos utilizar os residuos propostos na Secao 3.3, para os modelos de regressao
power logit. J& para a parte discreta, sugerimos o residuo deviance ou o residuo padronizado,
definido como

Tg; _ ]I{c} (yz) —Q; ’
Vail—a)(1—hy)

em que h é 0 i-ésimo elemento diagonal de H* = Q'/?Z(Z " QZ)~'Z" Q'/? avaliado na estimativa
de maxima verossimilhanca, sendo Q = diag{qi,...,qn}, com ¢ = 1/[a;i(1 — o;)do()?], para
i =1,...,n. No entanto, outros residuos existentes na literatura podem ser utilizados.

Por outro lado, se o objetivo é utilizar um tinico residuo para os dois componentes do modelo, um
candidato natural é o residuo quantilico aleatorizado (Dunn e Smyth, 1996). No caso dos modelos
de regressao power logit, esse residuo é definido por

q { o (w), wi=c

1=1,...,n,

rs = ing

P @M FO (i @ s 63, N), i € (0,1)

em que u; ¢ uma variavel aleatéria com distribui¢do uniforme no intervalo (a;, b;], com a; =
limy 1y, TPL (y;; &, g, 63, A) € by = TPL (y;; &, g, 63, ), para i = 1,...,n.

No modelo de regressao PL inflacionado em zero, temos que o ponto de massa € no zero, assim,
y; =0e

a; = im IPL) (y; &, i, 63, A) = a; lim I o0 (y) + (1 — &) lim F(y; fii, 63, A) = 0,
y10 y10 y10

by = IPL(0; &, fii, 67, \) = d;,

e, assim, u; ~ U(0,a;], para i = 1,...,n. No modelo de regressao PL inflacionado em um, temos
que

Y11 yt Y11

bi = IPLW (1 d;, iz, 67, 0) = 1,

e, assim, u; ~ U(1 — @;, 1]. O grafico de 7] pode revelar observagdes atipicas ou alguma tendéncia
sistemética. O residuo r{ tem distribui¢do assintética normal com média zero e varidncia um. Esse
residuo pode variar de uma realizacdo para outra em situagdes praticas, uma vez que o residuo
referente a parte discreta é obtido através de um processo de aleatorizacao.

No que segue, desenvolvemos o método de influéncia local sob dois esquemas de perturbacao
(perturbacao de casos e perturbacao nas varidveis explicativas) para o modelo de regressao power
logit inflacionado em zero ou um. Assim como na Secao 3.4, utilizamos a abordagem de Cook (1986).
A seguir, apresentamos a matriz A para cada um dos esquemas de perturbacao. Os detalhes técnicos
podem ser encontrados na Secao C.2.



5.4

DIAGNOSTICO E INFLUENCIA NO MODELO DE REGRESSAO POWER LOGIT INFLACIONADO EM

ZERO OU UM

Ponderacao de casos
Z'AT,D,
A= |X"W'T|D]
sTT/D!
Perturbacéao individual das covaridaveis do componente discreto
—O’zEuZTWO"I\‘O + O'ZC%C/)Z*TATQ
A= Op,n
0g.n
Perturbacgao individual das covaridveis da mediana condicional
Om,n
A= -0 BXTWIT! + 0, @ TW'T|
5 aTootatat
Perturbacao individual das covaridveis da dispersao condicional
Om,n
- ~ v~ T mtmt
A - _USTkX .‘A]P4T1r]:‘27
7S WL 1 oyt T T
Perturbacgao simultanea das covariaveis do componente continuo
Om,n
A=| -0 BX WIT + 0, TW'T] — 0,7 X W,T| T}

—as?kSTW;T; + Uscf.&*TT’i‘; — axBjSTVAVL’i‘];’i‘;

Perturbacao simultdnea do componente discreto e da mediana condicional

—O'zk\uZTWOTO + JZCZ&*TATO
A= | o BXTWIT! + o, TW ]

—0,3;8TWITI T

Perturbacgao simultdnea do componente discreto e da dispersao condicional

—UZEUZTWOTO + O'ZCZ(/X\*TATO
A= fUS?kXTV/\\flTJ{T;

~ oaTootmt Tt
—0sTSTW,Ty + 0,cka*T T T,
Perturbacao simultdnea das covaridaveis do componente discreto e continuo

—OZEUZTWQTO + UZC%&*TATO
A= —axBjXTW];'/I\‘i + Uzcgﬁ*TTWT’/I\‘i - Us?kXTWZ’i‘i’/I\‘;

—Us?kSTWZT; + USCE&*TTT; - UxB]STWXTIT;
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5.4 Implementacao computacional

O ajuste do modelo de regressdo power logit inflacionado em zero ou um pode ser feito uti-
lizando as fungbes glm e PLreg disponiveis no software R através dos pacotes stats e PLreg,
respectivamente. Esse ajuste é feito seguindo os passos apresentados na Secdo 5.2. Dessa forma,
utilizamos a func¢do glm para estimar os parametros do componente discreto, e a fung¢do PLreg
para estimar os pardmetros do componente continuo. Nesse processo, também é possivel realizar
a analise de diagndstico separada. Esse processo estd implementado na fungdo IPLreg, disponivel
em https://github.com/ffqueiroz/TPLreg:

IPLreg(formula, data, family, zeta = 2, type = "pML", c)

O argumento formula deve conter quatro partes (separadas pelos simbolos “~” |7 e ¢|”),
a saber: varidvel resposta observada no intervalo [0,1) ou (0, 1], preditor linear do submodelo da
mediana, da dispersao e da probabilidade de ocorrer o valor ¢ = 0 ou ¢ = 1. Por exemplo, se formula
=y~ xl+x2 | s1 + s2 + s3 | zl1 é fornecido, ele descreve y para a varidvel resposta, x1 e
x2 para o submodelo da mediana, s1, s2 e s3 para o submodelo da dispersao e z1 para o submodelo
da probabilidade de observar ¢ do modelo de regressdo power logit inflacionado em c. Se algum
submodelo nao tiver covariavel, deve-se colocar o valor 1 na respectiva parte da férmula. Assim, um
modelo com dispersdo constante pode ter, por exemplo, a seguinte formula: y ~ x1 + x2 | 1 |
z1. O gerador de densidade da distribuicao power logit deve ser fornecido no argumento family e o
pardmetro extra no argumento zeta. O argumento c identifica se o modelo é inflacionado em zero
(c=0) ou em um (c=1). As funcoes de ligacdo padrao sao logito para a mediana e a probabilidade
de ocorrer ¢ e logaritmica para a dispersao. Configuragoes extras podem ser adicionadas através
da modificacdo dessa fungao pelo usuario.

A fungdo IPLreg retorna uma lista com trés objetos: “fitPL”, “fitglm” e “residual”, que
representam os ajustes feitos para a parte continua (através do pacote PLreg), para a parte discreta
(através da fungdo glm) e o residuo quantilico aleatorizado para o modelo ajustado. Com os objetos
“fitPL” e “fitglm”, o usudrio pode realizar a andlise de diagnodstico separada.

5.5 Aplicacao

Muscarella et al. (2020) estudam dados referentes & abundéncia de palmeiras arbéreas em bi-
omas de floresta de folhas largas imidas tropicais e subtropicais. Um dos objetivos dos autores
¢é estudar a relagdo entre a abundancia de palmeiras arboéreas e varidveis climéaticas. Entende-se
por palmeiras arbéreas aquelas que atingem 10 cm de didmetro a altura do peito, e assim, estdo
incluidas em parcelas tipicas de inventéario florestal. Os dados utilizados sao referentes a 786 locais
situados ao redor do mundo (ver Muscarella et al. (2020) para detalhes adicionais)®. A varidvel
resposta de interesse é Y, a drea basal relativa de palmeiras arboreas, definida como a soma da
area basal das palmeiras dividida pela area basal total. Seguindo a andlise feita pelos autores,
consideramos as seguintes covariaveis:

e pma: precipitagdo média anual (em mm por ano);
o pts: precipitacdo no trimestre mais seco (em mm por trimestre);

o ctc: capacidade de troca de cations extraidos (cmol+ por kg) — pode ser vista como a fertili-
dade do solo;

o plf: profundidade do lengol fredtico (em m);

e ac: altura da copa

30s dados sio referentes a 842 locais, mas apés excluir os locais com observacdes faltantes para alguma covarigvel
chegamos a 786 locais.
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e dm: densidade média da madeira;
e area: area do local amostrado;
e reino: reino biogeografico (Neotropics, Afrotropics, IndoMalay, Australasia/Oceania).

Ajustaremos o modelo de regressao power logit normal inflacionado em zero aos dados. As-
sim, assumimos que Y; ~ IPL-NOq(ay, p, 03, \;7), para ¢ = 1,...,786, sdo varidveis aleatdrias
independentes, tais que

s (1)
0 -
& 1—C¥i

log <1MM> = By + frarea; + [Sapma; + Bapts; + Pacte; + Bsplf; + Peac; + Srdm;
—

Ko + k1area; + kepma,; + Kk3pts, + kqcte; + r5plf; + Keac; + Krdm;

+ rgreino_AustraOcean; + kgreino_ IndoMalay, + kioreino_ Neotropics;,

+ [sreino__AustraOcean; + fgreino_ IndoMalay; + Bioreino_ Neotropics;,
log 0; = 19 + Tarea; + Tepma,; + T3pts; + Tactc; + T5plf; + T6ac; + Trdmy;

+ 7greino_ AustraOcean; + moreino_ IndoMalay; + 7greino_ Neotropics,;.

Os resultados do ajuste sdo apresentados na Tabela 5.1. Para fins de comparacdo, ajustamos
o modelo de regressao beta inflacionado em zero aos dados, considerando as mesmas covaridveis
para os submodelos da probabilidade da varavel assumir valor zero («), da média condicional (u) e
da precisao condicional (o) (Ospina e Ferrari, 2012). Os resultados do ajuste sdo apresentados na
Tabela 5.2. Os modelos power logit normal inflacionado e beta inflacionado diferem apenas no com-
ponente continuo; para os dois modelos, o componente discreto é modelado através de um modelo
de regressao logistica. Na Figura 5.2 apresentamos os gréaficos de residuos com envelope simulado
para a parte discreta e continua, considerando os ajustes dos modelos PL normal inflacionado e beta
inflacionado. O residuo utilizado para a parte discreta é o residuo deviance e, conforme observamos
na Figura 5.2(a), o modelo de regressao logistica apresenta um ajuste satisfatério. Para o modelo
de regressdao beta inflacionado, utilizamos o residuo padronizado ponderado 2 (Espinheira et al.,
2008) para a parte continua e a Figura 5.2(b) sugere que esse modelo nao é adequado. Finalmente,
o grafico do residuo padronizado para a parte continua do modelo PL-NO inflacionado indica que
o ajuste desse modelo é razoavel; veja a Figura 5.2(c).

Tabela 5.1: Estimativas (Est.), erros padrio assintéticos (e.p.) e valores p para o modelo de regressao
IPL-NO com dispersdo varidvel.

Togla/ (1= a)] Tog /(1 — 0] Togo
Est. e.p. valorp Est. e.p. valorp Est. e.p. valorp

intercepto 2.081 0.290 < 0.01 —4.878 0.315 < 0.01 —0.337  0.285 0.236

area —0.217 0.098 0.026 —0.250 0.127 0.049 0.062  0.045 0.164

pma —0.434 0.144 <0.01 0.324 0.102 < 0.01 —0.108  0.069 0.114

pts —0.237 0.123 0.054 —0.091  0.092 0.323 —0.036  0.060 0.552

cte 0.155 0.126 0.219 —0.320 0.091 <0.01 —0.005 0.053 0.926

plf 0.013  0.106 0.905 —0.122  0.097 0.206 0.037  0.051 0.477

ac 0.022 0.135 0.868 —-0.443 0.124 <0.01 —-0.242 0.071 <0.01

dm —0.133 0.121 0.273 —0.718 0.085 < 0.01 0.009 0.055 0.872

reino_ AustraOcean —1.926 0.475 < 0.01 —1.006 0.463 0.030 —0.028 0.251 0.913
reino_ IndoMalay 0.283  0.396 0.475 —0.271 0.414 0.514 0.100 0.224 0.656
reino_ Neotropics —3.856 0.347 < 0.01 1.606 0.326 < 0.01 —0.062  0.190 0.744

A 0.420 0.138
AIC  —778.0

A Tabela 5.1 revela que apenas as covaridveis area, pma, pts e reino sdo marginalmente sig-
nificantes para explicar a probabilidade de ndo haver palmeiras arbéreas; area, pma, ctc, ac, dm
e reino sdo marginalmente significantes para explicar a mediana condicional da variavel resposta
e apenas a covaridvel ac é marginalmente significante para o submodelo da dispersao condicional.
Considere o modelo reduzido que tem apenas essas covariaveis, isto é,
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Tabela 5.2: Estimativas (Est.), erros padrao assintéticos (e.p.) e valores p para o modelo de regressio beta
inflacionado com precisao varidvel.

logla/(1 — )] log[p/(1 — )] log o

Est. e.p. valorp Est. e.p. valorp Est. e.p. valorp

intercepto 2.081 0.290 <o0.01 —4.055 0.260 < 0.01 3.684 0373 < 0.01

area  —0.217  0.098 0.026 —0.127  0.065 0.052 0.055  0.087 0.529

pma —0434 0.144 <0.01 0.160  0.087 0.066 0.104 0.137 0.447

pts —0.237 0.123 0.054 —0.066  0.079 0.406 0.078 0.122 0.525

cte 0.155 0.126 0.219 —0.238 0.073 < 0.01 0.153  0.105 0.145

plf 0.013 0.106 0.905 —0.064 0.073 0.385 —0.032  0.097 0.740

ac 0.022 0.135 0.868 —0.599 0.097 < 0.01 0.815 0.139 < 0.01

dm —0.133 0.121 0.273 —0.597 0.070 < 0.01 0.412 0.104 < 0.01

reino_ AustraOcean —1.926 0.475 < 0.01 —0.723  0.404 0.073 0.468  0.557 0.401

reino_ IndoMalay 0.283 0.396 0.475 —0.105 0.347 0.761 —0.138 0.486 0.776

reino_ Neotropics —3.856 0.347 < 0.01 1.316 0.271 < 0.01 —0.892 0.392 0.023
AIC  —754.0

Residuo deviance
Residuo padronizado ponderado 2
Residuo Padronizado

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Quantis teéricos Quantis teéricos Quantis tedricos
(a) (b) (c)

Figura 5.2: Grdficos de residuos com envelopes simulados para a parte discreta (a) e para a parte continua
considerando os modelos beta inflacionado (b) e PL normal inflacionado (c).

o
log (1 Za ) = Ko + K1area; + Kopma,; + k3pts; + rqreino AustraOcean;
—

+ rsreino_IndoMalay; 4+ kgreino_ Neotropics;,
log (11%) = By + frarea; + [Sapma; + PBacte; + Baac; + Psdm; + Sgreino_ AustraOcean;
M4

+ fBrreino_IndoMalay; + Bsreino_ Neotropics;,

log o; = 19 + T1a¢;.

A estatistica do teste da razdo de verossimilhancas para testar o modelo reduzido contra o
modelo completo é 19.89 (valor p = 0.866). Isto é, o modelo reduzido nao é rejeitado considerando
os niveis de significAncia usuais e, portanto, aquelas covariaveis podem ser excluidas do modelo. O
resultado do ajuste do modelo reduzido é apresentado na Tabela 5.3. A estimativa de A é 0.307 e
o intervalo de 95% de confianca é (0.127,0.487), indicando que o modelo de regressdo GJS normal
inflacionado em zero (A = 1) nao ¢é indicado.

As estimativas dos pardmetros revelam algumas consideracoes interessantes, muitas delas ob-
servadas em Muscarella et al. (2020). A probabilidade de ndo ocorréncia de palmeiras arbéreas é
negativamente relacionada com as covariaveis area, pma e pts; assim, palmeiras arbéreas tendem
a nao estar presentes em locais com baixa precipitacdo (tanto anual, quanto em estagdes secas),
como esperado. Além disso, quanto maior a area amostrada, menor é a probabilidade de nao se



5.5 APLICACAO 103

observar palmeiras arbdreas. Essas palmeiras tendem a estar mais presentes no reino Neotropics
do que nos demais reinos. A mediana condicional da area relativa basal de palmeiras arbéreas esta
negativamente relacionada com as varidveis area, ctc, ac e dm, e positivamente relacionada com
a variavel pma; isto é, uma relagdo negativa com a area do local amostrado, fertilidade do solo,
altura da copa e densidade de madeira, e uma relagdo positiva com a precipitacdio média anual.
Assim, as palmeiras arbdreas representam uma maior propor¢ao da area basal total em locais com
maior volume de chuvas e menor fertilidade do solo.

Tabela 5.3: Estimativas (Est.), erros padrio assintéticos (e.p.) e wvalores p para o modelo de regressao
reduzido PL-NO com precisdo varidvel.

Est. e.p. valorp

Togla/(1 = a)]
intercepto 1.956 0.240 < 0.01
area —0.235 0.097 0.016
pma —0.430 0.136 < 0.01
pts —0.214 0.120 0.074
reino_ AustraOcean —1.696  0.406 < 0.01
reino__IndoMalay 0.464 0.335 0.166
reino_ Neotropics —3.741  0.293 < 0.01

log[p/(1 — )]
intercepto  —4.890 0.305 < 0.01
area —0.164 0.071 0.020
pma 0.242 0.081 < 0.01
ctc —0.346 0.087 < 0.01
ac —0.423 0.123 <0.01
dm —-0.706 0.086 < 0.01
reino AustraOcean —1.087 0.483 0.024
reino_ IndoMalay  —0.304 0.399 0.447
reino_ Neotropics 1.647 0.316 < 0.01

logo
intercepto  —0.527 0.146 < 0.01
ac  —0.288 0.057 < 0.01

A 0.307  0.092
AIC —788.1

Graficos de diagnéstico para o modelo ajustado sdo apresentados na Figura 5.3. Os gréficos
de residuo foram feitos para a parte discreta, continua e para ambas as partes (considerando
o residuo quantilico aleatorizado; veja as Figuras 5.3(a)-5.3(f). Esses graficos evidenciam que o
ajuste do modelo de regressao power logit normal inflacionado em zero apresentou ajuste satisfatério
aos dados em estudo. Gréficos de influéncia sdo apresentados nas Figuras 5.3(g)-5.3(i). Algumas
observagoes aparecem levemente destacadas nos graficos de indice de |hmax| para o esquema de
ponderacao de casos (parte continua) e no grafico da distdncia de Cook para a parte discreta. A
exclusdo dessas observagoes, no entanto, nao altera o resultado do ajuste de maneira significativa.



104 O MODELO DE REGRESSAO POWER LOGIT INFLACIONADO EM ZERO OU UM 5.5

4 + 4 - 4 -
¥ +
PR T I S 2 g 24 -+ PR T g 2 R TR & P
8 i PR 4:-’ o% 3 & g *‘Ff Fot e 3T, -y A = E e :#’* I 44, *ﬁ‘ e M
g & + L - 5 P L LTS g ol A Y
3 ek 4+ S + ok + i f +H g S gt ¥ +
g L] T o rhrardel  Cirdednger, el ERPE by ity G s e 2l
E A s B e T T E Ryt *ﬁ%‘@%ﬁw Bl
5 v gt + 3 v w e S wit g T 2 eSS ***%‘N‘ Rt
4 + * + 2 P s TR S 2 WL ERRORNEE w4
T -2 L et ‘e g 2 + e A @ o #H R TEETy o
gty o 12 + + + M + ot
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, E
-4 -4 -4 -
T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 0 50 100 150 200 250 300 0 200 400 600 800
indice das observagées indice das observagées indice das observagdes

(a) (b) (c)

3 4 6
2
g 2] 3
@
g 11 5 2
H s §
] 5 S
S o4 g o4 3
g s E
3 g 2
b= @
g -1 8 &
2
2
-3 o -4 -6
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Quantis tedricos Quantis tedricos Quantis tedricos
(d) (e) (f)
1.0 1.0 0.5
0.8 4 0.8 1 0.4
x
o
+ o
0.6 o 0.6 o © 034
- ] 3
F i i
= o . g
0.4 04 - + S 02
2]
+ a
-+ +
02 - 02 o #4% N . 01
%+ H—#%?* g T Lt
Lt e g + + +4
0.0 1h..u.u.‘.m..ﬂ...‘.mH\J.ale..L.....A..m.L.‘.u.h....nh.....n.u. bbb s 00 %%y e S 00 o bbbl L st
T T T T T T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 0.00 0.05 0.10 0.15 0 200 400 600 800
indice das observagdes Valor ajustado indice das observagdes

(8) (h) (i)

Figura 5.3: Grdficos de indice do residuo deviance para a parte discreta (a), padronizado para a parte
continua (b) e quantilico para o modelo completo (c), respectivos grdficos de residuo com envelopes simulados
(d), (e) e (f), grifico de indices de |hmas| para o esquema de ponderagao de casos para a parte continua (g),
diagrama de dispersio dos valores ajustados versus GL;; para a parte continua (h) e grifico de indices da
distancia de Cook para a parte discreta ().



Capitulo 6

Inferéncia robusta no modelo de
regressao beta inflacionado

O modelo de regressao beta inflacionado foi proposto por Ospina e Ferrari (2012) e tem sido
bastante utilizado para a modelagem de dados no intervalo unitario que apresentam os valores zero
e/ou um, por exemplo, a taxa de mortalidade ou infecgdo para uma determinada doenga, a propor-
¢ao da renda familiar gasta com educacao dos filhos, a proporcao de pessoas que apresentam uma
determinada caracteristica, etc.. Esse modelo é uma extensdo natural do modelo de regressao beta
(Ferrari e Cribari-Neto, 2004). Embora o modelo de regressao beta inflacionado apresente um bom
ajuste em varias situagOes, a inferéncia via maxima verossimilhanca neste modelo é fortemente
influenciada por observagoes atipicas. Neste capitulo, estudamos a falta de robustez da inferén-
cia via maxima verossimilhaga neste modelo e propomos métodos de estimacao robustos para os
parametros do modelo.

O capitulo é organizado como segue. Na Sec¢do 6.1 apresentamos uma breve revisdo sobre
conceitos associados a inferéncia robusta, bem como os problemas de inferéncia via maxima veros-
similhanca nos modelos de regressido para dados binarios e beta na presenca de contaminagao. O
desenvolvimento de métodos de estimagao robustos para o modelo de regressao beta inflacionado
em zero ou um ¢ apresentado na Se¢ao 6.2. Na Secdo 6.3 sao feitas aplica¢des em dados simulados
e, por fim, estudos de simulacdo sdo conduzidos na Secao 6.4.

6.1 Preliminares

Nesta secao abordaremos os principais conceitos e resultados necesséarios para o desenvolvimento
do método de estimagcao robusto no modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um. Iniciamos
esta se¢do abordando alguns conceitos relacionados a inferéncia robusta. Em seguida, estudamos o
efeito de contaminagoes nos modelos de regressao para dados bindrios e em regressao beta. Faremos
isso de forma separada pois, conforme serd apresentado na Se¢do 6.2, o modelo de regressdao beta
inflacionado pode ser visto como uma mistura desses dois modelos. A notagao utilizada nas Secoes
6.1.2 e 6.1.3 deve ser lida de forma independente.

6.1.1 Conceitos em inferéncia robusta

Essa secao é baseada no Capitulo 2 de Ribeiro (2020). Para mais detalhes, pode-se consultar o
referido trabalho.

Sejam Yi,...,Y, uma amostra aleatéria de tamanho n, em que a funcdo de distribuicdo de
Y] pertence a familia de distribui¢oes paramétrica Fo = {Fp,0 € © C RP}, p > 1. Seja fo
a fungdo densidade de Y;. Consideremos estimadores funcionais. Tais estimadores dependem dos
dados apenas através da fungao de distribuigdo empirica, F,(+), e satisfazem

T,(Yi,...,Y,) = T(F,).

105
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Neste caso, dizemos que T'(F},) é um estimador funcional. Uma propriedade importante relacionada
a estimadores funcionais é a de Fisher-consisténcia (Kallianpur e Rao, 1955).

Definicdo 6.1 (Estimador Fisher-consistente.) Dizemos que T(F,) é um estimador Fisher-
consistente para 6 se é funcional e satisfaz

T(Fy) = 6,Y0 € ©.

A propriedade de Fisher-consisténcia garante que o estimador atinge o verdadeiro valor de 6
quando é calculado sob a distribuicdo populacional dos dados.
A seguir, definimos a funcao de influéncia, proposta por Hampel (1974).

Definicao 6.2 (Fungao de influéncia.) Seja Fj,, = (1 — h)Fp + hA, a funcdio de distribuicdo
contaminada, obtida apds a introducio da contaminacao infinitesimal h no ponto y. A funcdo de
influéncia do estimador T(-) em Fy é dada por

T, Fo) = Jim T((1— h)Fy +hhAy) ~T(Fy)

em que A, € a medida de probabilidade que coloca toda a massa em y.

A fungdo de influéncia pode ser interpretada como sendo o efeito causado no estimador T'(-)
ap6s uma contaminagao infinitesimal h no ponto y. Também, segundo Hampel et al. (2011), tal
fun¢do mede o viés assintético causado pela contaminagao nos dados.

Uma medida de robustez bastante conhecida e baseada na fun¢do de influéncia é a sensibilidade
a erro grosseiro nao-padronizada, dada por

"}/* = Sup HIF(ya Ta F@)Ha
Y

em que || - || denota a norma euclidiana. A quantidade v* mede o viés méaximo causado na estima-
tiva de T'(F},) devido a contaminacao infinitesimal introduzida. Dessa forma, uma caracteristica
desejavel é que v* seja finito. Note que, se o vetor de estimadores T'(-) contiver pelo menos uma de
suas entradas cuja respectiva funcdo de influéncia divirja, entdo v* sera infinito. Estimadores que
possuem ~* finito sdo chamados de B-robustos.

Um dos principais estimadores no contexto de inferéncia robusta foi proposto por Huber (1964):
o M-estimador. A ideia dele é generalizar o procedimento de estimagdo via méxima verossimilhanca
com o objetivo de desenvolver um método de estimagao robusto.

Definicao 6.3 (M-estimador.) Dizemos que o estimador T'(F,,) é um M-estimador para 0 se

n
T(F,) =argmin »_ p(y;,0),
oc®

em que p: X X @ — R é uma fungdo diferencidvel e X denota o conjunto suporte.

Nao é dificil verificar que o estimador de maxima verossimilhanga é um M-estimador. Para tal,
basta considerar p(y;, 0) = —log(fe(y:)). A equagao de estimacao associada ao M-estimador é

n

>y T(F)) =0, (6.1)

=1

em que (-, T(F,)) = (0/00)p(-,0) |o=r(F,) O estimador T'(F,) serd Fisher-consistente se, e

n

somente se, £ [Z »(Y; 0)1 =0, VO € O; isto é, se a fun¢do de estimacao for ndo viesada.
i=1
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A funcéo de influéncia para o M-estimador é dada por

IF(y; T, Fy) = M(4), Fg) "4 (y, T(0)),

sendo

M, Eo) = = [ 25 16.0)] lo—r(r) 4Fo(y)

Observe que se algum componente do vetor ¢ (y, @) for ilimitado o estimador nao serd B-robusto.
Adicionalmente, pode-se mostrar que a matriz de varidncias e covariancias assintética de um M-
estimador T'(-) é dada por

V(T, Fp) = M(t), Fg) ™' Q(4), Fo)M(th, Fp) ™",

em que
Q. Fa) =~ [ 4. TO)0(y. T(6) dFaly)
Finalmente,
Vn(T(F,) — 8) 25 N(0,V(T, Fy)), quando n — oc.
Veja Huber (1964) para mais detalhes.

6.1.2 Regressao para dados binarios na presenca de contaminacao

O modelo de regressdo para dados binérios é definido como segue. Sejam Y1, ..., Y, varidveis
aleatérias independentes com Y; ~ Bernoulli(1J;), em que

do(9;) = noi = 8] K,

sendo s; = (si1,.- .,sipo)T o vetor de varidveis explicativas e Kk € RPY o vetor de pardmetros
desconhecidos. A funcdo de probabilidade de Y; é

A estimativa de maxima verossimilhanca de K é

KMy = arg min Z D(yi, noi),
KERPO i=1

em que D(y;,noi) = —log f(yi;¥i) = —yilog¥; — (1 —y;)log(1l — ¥;) é a funcao desvio.

A estimacao via maxima verossimilhanca no modelo de regressdo para dados bindrios é forte-
mente influenciada por observacoes atipicas. Sem perda de generalidade, consideremos o modelo
de regressao logistica, isto é, do(9;) = log(¢;/(1 — 1;)). Neste caso, a equacdo de estimagao para a
obtencao do estimador de méxima verossimilhanca é

n

> (yi — 9i)s; = 0.

=1

Dessa forma, a funcao de influéncia é dada por
IF(ys; 8) = M~ (y; — 95)s;,

em que M = —E[(0/0k)(y; — U;)s;]. Observe que (y — ) é limitado. Assim, os tdnicos outliers
que terao influéncia sdo aqueles que possuem ||s;|| grande. Mas o que s@o outliers no contexto
de regressao logistica? Conforme discutido em Copas (1988), a ideia de outlier, em geral, esta
associada com uma interpretacdo geométrica, na qual o ponto estd longe da massa dos dados, e
uma probabilistica, na qual, se o0 modelo ajustado for verdadeiro, um valor “ofensivo” de y seria
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aquele que ocorre com probabilidade muito pequena. Em regressao logistica, ha pouco espaco para
discrepancias geométricas na direcao de y. De fato, todos os y sdo 0 ou 1 e, assim, um erro na diregdo
de y s6 pode ocorrer quando 0 — 1 ou 1 — 0. Portanto, nestes modelos, um outlier é definido
apenas no sentido probabilistico. Dizemos que uma observacao y é um outlier se y = 1 e ¥ é proximo
de zero ou y = 0 e ¥ é proximo de um. E possivel também haver outlier no espago das covaridveis,
chamados de pontos de alavanca. Um ponto de alavanca pode ser bom ou ruim. Um ponto de
alavanca bom é aquele que é um outlier no espago de s, mas que o valor de (y — ¢) é pequeno.
Podemos dizer que esse tipo de outlier é inofensivo para o estimador de maxima verossimilhanca.
Ja o ponto de alavanca ruim é aquele que é um outlier no espago dos s com (y — 1) grande. Esse
tipo de ponto de alavanca produz valores grandes para a funcao de influéncia do estimador de
méxima verossimilhanga (para mais detalhes, ver Croux e Haesbroeck (2003)).

O efeito de outliers em regressao logistica tem sido discutido em diversos trabalhos. Em par-
ticular, Croux et al. (2002) mostram que os estimadores de méxima verossimilhanga, exceto o do
intercepto, tendem para zero quando muitos outliers sdo adicionados aos dados. Nas tltimas déca-
das, diversos trabalhos tém aparecido na literatura no sentido de desenvolver estimadores robustos
para os pardmetros do modelo de regressao logistica. Pregibon (1982) foi o pioneiro. O autor sugere
um M-estimador baseado em uma fungao de perda do tipo Huber (Huber, 1964). No entanto, o esti-
mador resultante ndo é Fisher-consistente e é assintoticamente viesado. Carroll e Pederson (1993)
propuseram uma versao do estimador de Pregibon (1982) que é menos viesada em amostras de
tamanho pequeno. A ideia é ponderar a equacdo de estimacao utilizando uma matriz de alavanca-
gem. Uma versao Fisher-consistente e assintoticamente normal do estimador proposto por Pregibon
(1982) foi apresentada por Bianco e Yohai (1996). No entanto, em alguns casos, o estimador pro-
posto pode nao existir. Recentemente, Croux e Haesbroeck (2003) propuseram uma modifica¢ao
no estimador de Bianco e Yohai (1996) a fim de garantir sua existéncia, dadas algumas condigoes.
Outros trabalhos sao encontrados em Cantoni e Ronchetti (2001), Bondell (2005) e Ghosh e Basu
(2016). Nesta tese, daremos atengao ao estimador proposto por Ghosh e Basu (2016), que é obtido
através da minimizacdo da versdo empirica da divergéncia poténcia entre densidades introduzida
por Basu et al. (1998). Este estimador sera estudado em detalhes nas proximas segoes.

6.1.3 Regressao beta na presenca de contaminacgao

O modelo de regressao beta, na parametrizagdo proposta por Ferrari e Cribari-Neto (2004), é
definido a seguir. Considere Y7,...,Y,, varidveis aleatérias independentes, com Y; ~ beta(u;, ¢;),
para i =1,...,n, isto é, a fungdo densidade de probabilidade de Y; é dada por

1 hy— )i

em que B(-,-) representa a fungao beta e u; e ¢; representam a média e a precisao de Y;, respecti-
vamente, com

gu(m) = 93;/3 = Mii,

6.3)
T (
9o(Bi) = z; ¥ = N2,

em que 8 = (B, ... ,Bpl)T ERPLey = (v,... ,7p2)T € RP2 sio os vetores de parametros desconhe-
cidos, 8 = (BT, "), &; = (zi1,...,%ip,) " € zi = (2i1,...,%ip,) | sd0 observacoes das covariaveis

com p; + p2 < M, e n; € Ny sao os preditores lineares. Assumimos que as fungoes de ligagdo
gu:(0,1) = Re gy :(0,00) = R sdo estritamente monétonas e duas vezes diferencidveis.

Inferéncia sobre os parametros do modelo de regressao beta é feita, em geral, através do método
de maxima verossimilhanca. O logaritmo da fungao de verossimilhanca para 6 é dado por

n

00) = ti(ui, di), (6.4)

=1
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em que
iy di) = log D(i) — log T(uii) — log T((1 — p3)es) + (micdi — Dy + (di — 2)1,

sendo vy = log{yi;/(1 —vi)} e yj = log(1 — y;). O estimador de méxima verossimilhanca de 6 é
obtido maximizando (6.4). A equacao de estimagdo associada a esse estimador é

n

> U(y:,0) =0,

=1

em que U(y;, 0) = (0/00)log[fe(yi; pi, di)] € o vetor escore de @ correspondente a i-ésima observa-
¢ao, dado por
T T

U(y:, 0) = <¢(?J*—M*)wT iy = 1) + (= ) 7

T
A 95(0%) ' ) ’
em que 1 = E(Y7) = (i) — (1 — pa)di) e pl = B(Y]") = o((1 — pa)gi) — (i), e () é a
funcdo digamma.
A funcao de influéncia do estimador de maxima verossimilhancga sob o modelo de regressao beta
é dada por

IF(y;0) = ~K~'(6)U(y.0),
em que K(0) é a matriz da informagdo de Fisher para uma tnica observagao. Conforme observado
em Ribeiro e Ferrari (2022), essa fungao de influéncia nao é limitada. De fato, basta verificar que os
limites dos componentes do vetor escore divergem quando y tende para os limites do suporte (isto
é,y — 0ouy — 1). Dessa forma, o estimador de maxima verossimilhanga nao é B-robusto. Muitos
trabalhos citam a falta de robustez do estimador de méxima verossimilhanca em regressao beta. A
seguir, mencionamos trés trabalhos na literatura que estudam inferéncia robusta neste modelo.

O primeiro deles é o trabalho de Ghosh (2019), em que é proposto um estimador robusto baseado
na minimizagao da versao empirica da divergéncia poténcia entre densidades, o MDPDE. A segunda
proposta é apresentada em Ribeiro e Ferrari (2022). As autoras definem um estimador robusto que
¢ baseado na maximizagdo de uma funcao de Lg-verossimilhanca reparametrizada, denominado
estimador de maxima verossimilhanga substituto (surrogate mazimum likelihood estimator; SMLE).
Em geral, métodos robustos dependem de uma constante, denominada aqui constante de afinacao
(tunning constant). A escolha dessa constante é crucial nesses procedimentos pois representa o
equilibrio entre robustez e eficiéncia. Ribeiro e Ferrari (2022) desenvolveram um algoritmo para
a escolha 6tima dessa constante através dos dados. As autoras verificaram, através de extensos
estudos de simulagao e de aplicagoes em dados reais, que o procedimento proposto é eficaz para a
escolha da constante de afinacao tanto para o SMLE quanto para o MDPDE. Embora os estimadores
propostos por Ghosh (2019) e Ribeiro e Ferrari (2022) mostrem-se razoaveis em diversos cendrios,
esses estimadores ndo sdo bem definidos para todos os valores dos parametros e da constante de
afinacdo. De fato, Ribeiro e Ferrari (2022) verificam que uma condigao suficiente para que o SMLE e
o MDPDE estejam bem definidos é que a densidade beta seja limitada, isto é, u¢ > 1e (1—pu)¢p > 1.
Nesse sentido, Maluf et al. (2022) propuseram uma extensao do MDPDE e do SMLE, o LMDPDE
e o LSMLE, que tem a vantagem de estar bem definido para todos os valores dos parametros e da
constante de afinacdo. A ideia dos autores é desenvolver os estimadores considerando a distribuigao
do logito de Y, ao invés da distribuicdo beta diretamente. Estes estimadores serdo discutidos em
detalhe nas préximas segoes.

6.2 Inferéncia robusta no modelo de regressao beta inflacionado

Nas secoes que seguem, definimos o modelo de regressao beta inflacionado e propomos estima-
dores robustos para os pardmetros do modelo. A notacao utilizada em cada um dos estimadores
propostos pode coincidir e devera sera diferenciada através do contexto.
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6.2.1 O modelo de regressao beta inflacionado

A distribuicdo beta inflacionada em zero ou um é construida a partir da mistura entre uma
variavel aleatdria com distribuicdo beta e uma variavel degenerada em ¢, em que ¢ = 0 ou ¢ = 1,
dependendo do caso. Nesse caso, o componente continuo dos dados é modelado por uma distribuigao
beta e o componente discreto, isto é, o ponto de massa, serd modelado por uma distribuicio
degenerada no valor conhecido ¢. A fungao de distribuigdo acumulada da mistura é dada por

BLe(y; 9, 1, @) = Ve 00y (y) + (1 = 9) F(y; 1, 9),

sendo I4(y) a funcdo indicadora, com valor 1 se y € A e 0sey ¢ A e a fungdo F(y;u, o) é
a fungdo de distribui¢do acumulada da distribuicdo beta(u,¢). Escrevemos ) ~ Bl (¢, u, ¢). A
funcdo densidade de probabilidade de ) é dada por!

v, y=c,

(1= 0y ). e ©0,1), (6.5)

bic(y; v, My ¢) = {

emque 0 < ¥ <1, pe(0,1),0>0 A>0ce f(y;p,p) é a funcdo densidade de probabilidade
de uma distribui¢do beta(u, ¢). Note que ¢ = P() = ¢) representa a probabilidade de se observar
zero ou um e i e ¢ sdo os parametros da distribuicao beta, representando a média e precisao da
distribuicao condicional de Y|) € (0,1). A média e a varidncia de ) podem ser escritas como

E(y) =dc+ (1 _19)/%

_ p(l—p)
Var(Y) = (1 — 19)W

Além disso, E(Y|Y € (0,1)) = pe Var(Y|Y € (0,1)) = u(l — p)/(1 + ¢). Para mais detalhes a
respeito da distribuigao beta inflacionada, sugerimos a leitura de Ospina e Ferrari (2010).

Sejam Vi, ..., Y, varidveis aleatérias independentes, com Y; ~ Bl (9, p;, ¢i), parai = 1,...,n.
O modelo de regressdao beta inflacionado no ponto ¢ (¢ = 0 ou ¢ = 1) tem como componentes
sisteméaticos

+9(1—9)(c — )

99(0;) = 8 Kk = i,
gu(ps) = X B =, (6.6)
96(¢i) = Z{ v =,

em que K = (Ki,...,Kp,) € RPO B = (B1,...,0p) € RPY e v = (y1,...,7%,) € RP? sio
os vetores de pardmetros desconhecidos, §; = (Sil,...,SipO)T, X; = (Xil,...,Xipl)T e Z; =
(Zil,...,ZiPQ)T sdo observagbes das covaridaveis com pg + p1 + p2 < n, € Ng;, N € M2; SA0 OS
preditores lineares. Assumimos que as fungoes de ligagdo gy : (0,1) = R, g, : (0,1) = R e
g¢ ¢ (0,00) = R sao estritamente monétonas e duas vezes diferenciaveis. A escolha dessas fungoes
pode variar, por exemplo, podem-se escolher as funcoes logito, probito e log-log para gy e g,, € a
funcao logaritmica para gs. Os pardmetros do modelo de regressao beta inflacionado em zero ou
um sdo interpretados em termos de 9;, p; e ¢;, que representam, respectivamente, a probabilidade
da varidvel }; assumir o valor ¢ (fixo), a média e a precisdo de ); condicional a ); € (0,1).

Seja ¥ = (k, 87,477 o vetor de pardmetros do modelo. A funcio de verossimilhanca de Y
para o modelo de regressao beta inflacionado em ¢ é da forma

L(X) = ] bic(ys; 94, pir ¢i) = L1 () La(B, ),
=1

' A medida de probabilidade P correspondente a BI‘®) (y; -) definida sob o espago mensurével ((0,1)U{c}, B), sendo
B a classe de todos os subconjuntos de Borel de (0,1) U {c}, é tal que P < ¢+ d., em que ¢ é a medida de Lebesgue
e 0. o ponto de massa em c; isto é, d.(A) =1,sec€ Aed.(A) =0,sec¢ A, Ac B.
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em que

Li(k) = H ﬂg{c}(yi)(l _ gi)l—ﬂ{c}(yi)’
=1

Lo(B,v) =TI i par 09).

i:y;,€(0,1)

Observe que a func¢ao de verossimilhanga L(Y) é separada em dois termos, um que depende
de Kk e o outro que depende de (,BT, ’yT)T. Dessa forma, dizemos que esses vetores de parametros
sao separaveis (Pace e Salvan, 1997). Assim, a inferéncia por méxima verossimilhanca pode ser
realizada de forma individual para k e (87,4")". Além disso, L1 (k) é a fungdo de verossimilhanga
de um modelo linear generalizado com resposta binaria (McCullagh e Nelder, 1989) e Lao(B,7) ¢é a
funcdo de verossimilhanga de um modelo de regressdo beta em que a variavel resposta é restrita as
observagoes no intervalo (0, 1).

A funcéo de log-verossimilhancga para Y é dada por

{0) = li(k) + £2(B,7), (6.7)
em que
G(k) = (),
i=1
62(/677) = Z €2i(,ui7 ¢1)7
1:y;€(0,1)
sendo

01i(9i) = Ly (yi) log(¥;) + [1 — Ly (y)] log (1 — 95),
9i(pi, 9i) = log I'(¢:) — log I'(pihi) — log I'((1 — pi)pi) + (pigpi — 1) log(yi/(1 — i)
+ (¢i — 2)log(1 — ).
Adicionalmente, observe que, parai = 1,...,n, a varidvel aleatéria Iy, (V;) é do tipo Bernoulli com
probabilidade de sucesso P(I¢(Y;) = 1) = ¥;. O estimador de maxima verossimilhanga (MLE) de

Y ¢é obtido através da maximizacao de (6.7).
Considere o conjunto aleatorio

o=p (H{c}(yl), o ,]I{C}(yn)) — {z €{l,...,n}: Lg(V) = 0}, (6.8)

de tamanho n', que representa o conjunto dos indices das observacoes em (0,1). No que segue,
a depender do contexto, p denotard o conjunto aleatério p (H{C} M), Iy (yn)) ou o conjunto

observado @ (]I{C} (Y1), ... Ly (?/n))
Sejam

Vi . .
Vi = o8 (7275;) - iew y}z{log(l_yi)’ e
0, i d g, 0, i€ p,

1y =BV Ly (Vi) = 0) = (i) — (1 — pa) i)

ul = EV][Liey (V) = 0) = $((1 — pi) i) — ().

Os valores observados de )V e yj sd@o denotados por y; e yj , respectivamente. Dessa forma, o

sistema de equacdes de estimacio associado ao estimador de maxima verossimilhanca pode ser
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escrito como

n
> Ulyi; k) =0,
i=1

(6.9)
> Uy 8,7) =0,
1€P
em que
K) = oi=1,. ..
U(y’L7K’) 191(1 o 191) 91/9(197/)817 ? Y 7n
(S

— (g — [ T
U(yiSﬂa'Y)—(¢z< (;)Z)XI, ly] l;;)(;;)(yz “Z)zj> , icp.

O sistema de equagoes de estimagao (6.9) pode ser resolvido de forma separada, sendo uma
equacao para a estimagdo dos pardmetros associados a parte discreta e a outra & continua. A
equacao relativa a parte discreta equivale a de um modelo de regressdo para dados binarios, em
que a varidvel dependente é Iy (i) ~ Bernoulli(d;) e as covaridveis S; sdo relacionadas com o vetor
de pardmetros k através da funcao de ligacao gg(¥;), conforme (6.6). J& a equagdo referente a parte
continua equivale & de uma regressao beta, em que a variavel resposta é ); ~ beta(u;, ¢;), parai € p,
e as covariaveis X'; e Z; sao relacionadas com os vetores de pardmetros B e v através das fungoes
de ligacao g,(ui) e go(¢i), respectivamente (ver (6.6)). Dessa forma, na presenga de observacoes
atipicas, a inferéncia via maxima verossimilhanca nos modelos de regressao beta inflacionados herda
a falta de robustez observada nos modelos de regressdo para dados bindrios e em regressdo beta
(ver Segoes 6.1.2 e 6.1.3, respectivamente)

Neste capitulo, desenvolvemos novos estimadores robustos para os parametros do modelo de
regressao beta inflacionado. Nossa proposta é baseada nos trabalhos de Ghosh e Basu (2016), Ghosh
(2019), Ribeiro e Ferrari (2022) e Maluf et al. (2022). A ideia é tratar o processo de estimagao de
forma separada e considerar os estimadores robustos para a parte discreta e continua. Para a
parte discreta, utilizaremos o MDPDE e, para a parte continua, o SMLE, MDPDE, LSMLE e
LMDPDE. Feito isso, unificaremos as duas abordagem, obtendo quatro classes de estimadores
para os parametros do modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um.

6.2.2 Estimacao via MDPD para «

Ghosh e Basu (2016) desenvolveram um estimador robusto, chamado de estimador de minima
divergéncia poténcia entre densidades (minimum density power divergence estimator; MDPDE) no
contexto de modelos lineares generalizados. O MDPDE ¢é obtido através da minimizagdo da versdo
empirica da divergéncia poténcia entre duas densidades, que foi desenvolvida por Basu et al. (1998)
em termos de uma constante de afinagdo (tuning constant) o > 0. Essa classe de estimadores sera
definida a seguir para os modelos de regressao para dados binarios.

A familia de divergéncias poténcia de fs com respeito a g é definida por

o(f5,9) /fa JiFagy - /fa y)dy + — /g )itady,

para o >0 e
do(fs,9) = lim da(fs,9) /log( ) 9(y)dy

Na prética, g representa a densidade dos dados e fs a densidade do modelo (que depende de
parametros desconhecidos). As densidades podem ser substituidas por fungoes de probabilidade, no
contexto de variaveis aleatérias discretas; neste caso, as integrais sdo substituidas por somatorios.
Finalmente, o MDPDE é obtido minimizando a versao empirica de d,(fs,g) que, a menos de um
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termo que nao depende de 8, é dada por

1 n
H(8) = ﬁ;vim,&),
em que
Vilyi ) = [ Ssly) oy — =% fs()",

desde que a integral convirja. Observe que se @ = 0, a divergéncia poténcia coincide com a de
Kullback-Leibler e o estimador MDPDE é o de méxima verossimilhanca. Adicionalmente, para
0 < a < 1 a familia de divergéncias poténcia fornece um caminho suave entre a divergéncia de
Kullback-Leibler e a distdncia L entre densidades (Basu et al., 1998). Neste trabalho, consideramos
0<a<l.

Sejam (I3 (Vi), Si), para i@ = 1,...,n, dados provenientes de um modelo de regressao para
dados bindrios. Defina Y;® = I;,();). Dessa forma, assumimos que Y;® ~ Bernoulli(¥;), em que
g9 (0;) = SiTR = no; e Y,° sdo variaveis aleatorias independentes para i = 1,...,n. Desta forma, o
MDPDE para &, denotado aqui por K, é obtido minimizando

em que
1+«
«o

Vilyss k) = > fulyS i) —

y°=0

Jr(ys:9:)%,

com fi(y%19;) = 19?6(1 —9;)17¥ sendo a funcdo de probabilidade de Y¢. Assim, temos que

1+«
o

fre(yis0:)%.

Para obtermos a equacio de estimacio associada a K., devemos observar que

Vily§ k) = 0T 4+ (1 — ;)T —

9 1
%Vz(yfv K'/) = 1%((1_'__0;%) [(1 — 191-)19}"‘06 o ﬁi(l — 192.)1+a . (ylc B ﬁi)fn(yfﬂ%)a} .

Assim, a equacao de estimacdo fica dada por

> Uy k) = 0, (6.10)

i=1
em que
*( C <1+Ck) 1+« 1+« c c [e% 1
G R) = o |1 = 0)0;T = 0(1 — 0 — (Y = Vi) Sy Vs i-
U (i) = oy (L= 90057 = 91 =00 = (4 = 00 ful0f:90)°] 7S
Note que

1
E[(Y; = 0) fu (Y500 = D (5 = 0) fu(yfs 917 = 0i(1 = 99)17% — (1 = 09)0; 7, Vs € R,
y°=0

o que implica que E[U*(Y; k)] = 0, Vk € RP°. Ou seja, a fungdo de estimagdo em (6.10) é ndo
viesada. Este resultado serd utilizado para mostrar a Fisher-consisténcia dos estimadores propostos
para a regressao beta inflacionada.

Note que pontos de alavanca ruins, que tém grande influéncia na estimacao via méaxima veros-
similhanga, tém pouca influéncia para o MDPDE. De fato, se a ndo for muito préximo de zero,
observagoes com valores grandes de (y° — ¢) recebem peso pequeno, dado por fi(y¢ 9)%. Dessa
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forma, o peso inibe o efeito do ponto de alavanca ruim, dado pelo valor da covariavel. A constante
de afinacdo a faz o balango entre eficiéncia (a = 0 leva a estimacdo via maxima verossimilhanga)
e robustez.

6.2.3 Estimacao via maximizag¢ao da L,-verossimilhanca reparametrizada para

(B,7)

No que segue, trataremos de estimagao robusta sobre os pardmetros associados a parte continua
do modelo de regressao beta inflacionado considerando a maximizagao de uma Lg-verossimilhanga
reparametrizada.

Por enquanto, assumimos que o conjunto p é fixado, isto é, nao aleatorio. Para a amostra
Yi, © € p, observada do modelo de regressao beta (6.2) e (6.3), a funcao de L,-verossimilhanca
(Ferrari e Yang, 2010) de 6 é dada por

0q(0) = Lo(fo(yis pi ¢3)),

1€p
em que
= _1)/(1 - 1
Ly(u) = (u )/(L=q), q#1,
10g(“)7 q= 17

0 < ¢ < 1 é uma constante, que chamaremos de constante de afinagdo. A fim de mantermos
a notacio utilizada nas se¢oes anteriores, definimos o = 1 — ¢. Neste caso, temos 0 < o < 1.
Note que Li_4(u) é a transformacao Box-Cox (Box e Cox, 1964), também chamada de logaritmo
distorcido. O estimador de méxima Lg-verossimilhanca (ML4E) é obtido maximizando £1_,(@). Se
a = 0, temos o estimador de maxima verossimilhanga usual. A equagdo de estimacao associada ao
ML,E é

> U(yi;0) folys; i ¢:)* = 0, (6.11)

1€EQP

em que U(y;; 0) foi definido em (6.9). Para o # 0, a funcao de estimagao é viesada, de modo que o
ML,E nao é Fisher-consistente. Ribeiro e Ferrari (2022) se baseiam nas ideias de Ferrari e La Vecchia
(2012) para a construcao de um estimador Fisher-consistente usando uma fun¢ao L,-verossimilhanga
reparametrizada. Esse procedimento é descrito a seguir; para detalhes adicionais, ver Ribeiro e Ferrari
(2022). Ferrari e La Vecchia (2012) verificaram que é possivel utilizar uma funcao de calibracao
para reescalonar as estimativas de 8 de forma a garantir Fisher-consisténcia, desde que a familia
de distribuicoes seja fechada sob a transformacao poténcia.

Definicao 6.4 (Transformacao poténcia.) Dada uma densidade v e uma constante w > 0, a
transformagdo poténcia € definida como

v (y) = % x v(y)*, Yy no suporte,

/ v(y)*dy
desde que [v(y)“dy < oo, para todo w > 0.

Para a familia de densidades {vg,0 € ©}, fechada sob a transformacdo poténcia para todo
w > 0, seja 7,(0) : © — O uma fungao continua tal que

vr,(6) (y) = 05 (v), (6.12)

para todo y no suporte (que nao depende de 8). Isto é, aplicando a transformagao poténcia em

vg, obtemos uma densidade véw)(-) pertencente a mesma familia de distribui¢bes, mas com para-
metrizagdo em termos de 7,(0). Ribeiro e Ferrari (2022) mostraram que a densidade beta (6.2) é



6.2 INFERENCIA ROBUSTA NO MODELO DE REGRESSAO BETA INFLACIONADO 115

fechada sob transformacao poténcia se pu;¢; > 1 e (1 —pu;)¢; > 1, isto é, se a densidade fo(ys; i, d4)
é limitada. Finalmente, Ferrari e La Vecchia (2012) mostraram que o estimador éa, obtido através
da maximizagdo da fungdo L,-verossimilhanga na parametrizacio 7/(1_q)(0), é Fisher-consistente
para 6.

No modelo de regressao beta, §a ¢é obtido maximizando

1-a(0) = ZLl—a (fﬁ/(l,a)(e) (Yis i, i ) ZLI —a ( )(yluul? @))

1€p 1€Q

()

em que fo '~ (yi; i, i) = So(yis i (1—a) -1, Pi(1—a)-1), com O <a < le
pid—a = $i1_ol(1—a)(pigi — 1) + 1], Pin—a = (1 —a)(¢i—2) +2,

desde que 0 < p;(1_q)-1 < 1 e ¢;(1_q)-1 > 0. Se a densidade fq(yi; i, #i) € limitada essas
desigualdades sao satisfeitas para todo 0 < a < 1.

Ribeiro e Ferrari (2022) observam que fo(yi; #; (1—a)~1, ®4,(1—a)-1) Pode ser vista como a fungao
densidade associada a um modelo de regressao beta modlﬁcado Este modelo é definido através da
densidade beta fg(yi; i, ¢i), com submodelos da média e da precisdo dados, respectivamente, por

gi(t) = gu (ig—a) = X B, g5(¢) = 9o(din—a) = Z 7,

que serd denotada por fg(vi; i, ¢i). Dessa forma, o estimador éa pode ser obtido através da
maximizacao de

0) = > Li—o (fo(yis 1 4))

1Ep
cuja equacao de estimacao é dada por
ZU*(yi;a)f;(yiSMia@)a =0, (6.13)
9]

e U (y;;0) = (0/00)log fg(yi; i, ¢i) é o vetor escore modificado para a i-ésima observagio, i € p,
que é dado por

O estimador final é chamado de estimador de méxima verossimilhanca substituto (surrogate
mazimum likelihood estimator; SMLE). Note que o fator fg(vs; iti, ¢i)® na equacdo de estimacao
em (6.13) funciona como um peso no processo de estimagao. Se a = 0, todas as observagoes tém
0 mesmo peso (estimagdo por maxima verossimilhanca). Por outro lado, para a > 0, observagoes
inconsistentes com o modelo postulado, isto é, que tém baixa densidade, recebem peso menor do
aquelas que tém alta densidade.

O método de estimacao proposto Ribeiro e Ferrari (2022) resulta em estimadores que apre-
sentam propriedades interessantes e sdo aplicaveis em uma vasta gama de situagoes. No entanto,
limita-se a densidades beta limitadas. Maluf et al. (2022) propuseram um estimador alternativo,
que estd bem definido e preserva propriedades de robustez mesmo para densidades beta que tendem
a infinito em um ou ambos os extremos do intervalo unitario. A ideia principal na proposta dos
autores é utilizar o método de Ribeiro e Ferrari (2022), mas considerando a distribuigdo do logito
da variavel resposta. Essa abordagem sera descrita a seguir.

Definicao 6.5 (Distribuicao EGB.) Seja Y* = log(Y/(1 —Y)), em que Y ~ beta(u, ). A
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uncao densidade de € dada por
f densidade de Y* € dad

1 e—y(1—p)o
B(ps, (1= p)¢) (14 e7¥)?”

com 0 < pu<1leg¢>0.A distribuicio de Y* é chamada de beta exponencial generalizada de
segundo tipo e escrevemos Y* ~ EGB(u, ¢).

hy; 1, @) = y €R, (6.14)

w

Observe que h(y; u,»)“ é proporcional ao nicleo de uma densidade EGB(u,w¢), para todo
w > 0. Logo, a classe de distribui¢bes EGB é fechada sob transformagao poténcia.

O estimador proposto por Maluf et al. (2022) para 6, denominado LSMLE (logit surrogate
mazximum likelihood estimator), é obtido através da maximizagao de

=Y Li, ( )(yzaﬂu¢z)>

1€P
em que b= (yF; i, 65) = ho (573 pis 510yt )s com 0 < a < e oy o = Gi(l — ), 7 =
79 Ho i F ¥ (1-a) ’ = i,l—a v » Ji
loglyi/(1 — yi)], para i € g, e ho(y}; i, ¢i) = h(yr; pi, ¢i) dado em (6.14) com p; e ¢; satisfazendo
(6.3). Note que ndo é necessario impor nenhuma restrigdo a respeito dos valores de p; e ¢;. Note
ainda que hg (yz* § iy @ i,(l—a)*l) pode ser vista como a funcio densidade associada a um modelo
de regressao modificado, definido através da densidade hy(y; i, ¢i), com

g5(i) = gu(ps) = X1 B, g3(di) = 96(ds1_a) = 2! 7,

que serd denotada por hy(y;; i, ¢;). Assim, o LSMLE pode ser obtido através da maximizacao de

1a(0) = Li_o (ho(yfs i, 6i))
1€EQ

cuja equacao de estimacao é dada por

DU (5 0)hg (vl iy i) = (6.15)
1€P

e U*(y;;0) = (0/00)log hy(yf; i, ¢i) € o vetor escore modificado para a i-ésima observacao, i € p,
que é dado por

: (W 1) o7 (g gyt 05 = 1)+ (] = ] T>T
Ui 6) = (qﬁz g i (7o) AT B

6.2.4 Estimacao via MDPD para (f3,7)

Ghosh (2019) propds o MDPDE para os modelos de regressao beta. Esse estimador, assim como
no caso de regressao para dados binarios, tem a vantagem de ser Fisher-consistente por construcao
(uma vez que a funcdo de estimacdo é nao viesada). O MDPDE para 6 é obtido minimizando

ZV y’L7

zEp

em que
1+«

Vz(yu 0) = Ki,1+a(0) - fe(yu Hi, ¢z) s

B((1+a)(pigi = 1) + 1,1+ o)[(1 — i) —1] +1)
B(pigi, (1 — pi) i)t ’

1
Ki1+a(0) :/0 fo(y; i, i) T¥dy =
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para 0 < o < 1, desde que a integral seja finita.

Ribeiro e Ferrari (2022) observaram que a minimizagao da divergéncia poténcia empirica H,, ()
corresponde & maximizacdo de uma versao centralizada da fun¢ao de Ly-verossimilhanca ¢1_(0),
dada por

17a(0) = D _[(1+ a)Li—a(fo(yi; i 6i)) — Kinn+a(0)],
1€Q

cuja equacao de estimacao é dada por

Z[U(yz‘; 0) fo(yi; pi, i) — Ei1-a(0)] = 0, (6.16)
1EQ

(e (0% T
em que &;1-a(6) = B [UW4; 0)fo(Vis i, )1y (V) = 0] = (15 2T, 245 2T ), sendo

(1+a) _ $iKi1+a(6)

- (1+0) _ Kinr4a(0)
L A

o m o AL i
(luz,l—&-oc luz) 72,1 g:b(¢z)

i (1 o — 1) + (il 1 — 1)),

com (47144 = Y(Hit+aPiira) = Y((1 = pi1+a)@iita) € NLHQ = Y((1 = pi14+a)Pi1+a) — V(Di1+a)-

As quantidades K;144(0) e & 1-q(0) estao bem definidas para p;¢; > o/ (14 a) e (1 — pi)p; >
a/(1 + «). Logo, assim como no caso do SMLE, as quantidades estdo bem definidas para todo
0 < a < 1 para as densidades beta limitadas.

Finalmente, os estimadores SMLE e MDPDE sao equivalentes e apresentam resultados simila-
res. Conforme mencionado, assim como o SMLE, o MDPDE tem a desvantagem de nao estar bem
definido para todas as densidades beta. Dessa forma, Maluf et al. (2022) propuseram um método
alternativo para obter o MDPDE para 6. De maneira analoga ao que foi feito para o caso do
SMLE, os autores propdem calcular o estimador utilizando como densidade alvo a EGB ao invés
da densidade beta. O estimador obtido serd chamado de LMDPDE.

O LMDPDE ¢ obtido através da minimizacao de

Ha(0) = ~ 3" Vi(u7;0), (6.17)
n 1€p
em que
Vi(y;50) = Ki14a(0) — Lt ahe(yi*% iy i),
e
o] B i Di 1 5 1-— i) Pi 1
’Ci,l-i-a (0) = /—oo he (y*a Hi, ¢i)1+ady* = (,u Q-SB((ILLLZOZ)(]-(_ MSL(Z)):;)L(’_Q—’_ a)) )

para 0 < a < 1. Note que a integral é finita para todo 0 < o < 1.
A equagao de estimacéao fica dada por

> (Ui 0)ha(yi's i i) = €]1_4(0)] = 0, (6.18)
1€EP
(6% (0% T
em que &,_,(0) =E {U()fi; 0)ho (V5 i, qﬁi)a‘ﬂ{c}(yz‘) = 0} = (Aglf )XiT,Ag;r )Z;r) , sendo

Aﬁ:i@l@,a(@)(“& — ), e AfY =

gu(ps)

Kia(0)
9o (i)

(i (e, — 1) + (i, — )],

/
em que i, = $(idh o) — $((1— 1)} a) € il = B((1 = )@ a) = V(6].0)-
Adicionalmente, também é possivel encontrar uma correspondéncia entre a minimizagdo de
(6.17) e a maximizagdo da versao empirica da fungao de Ly-verossimilhanca centralizada.
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6.2.5 Estimadores robustos para o modelo de regressao beta inflacionado em
zero ou um e suas propriedades

Baseando-se no desenvolvimento feito nas Segoes 6.2.2 - 6.2.4, propomos estimadores robustos
para os parametros do modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um. Esses estimadores
serdo chamados de M-SE, M-LSE, M-ME e M-LME e sdo obtidos através da solucao da equagao
de estimacao

U(y; Y) =0, (6.19)

em que U(y; X)) = (U(k), UG, ¥ =(&",87T,7")T e U(k) e U(0) serdo dados a seguir e
dependerdo do estimador considerado.

Definicao 6.6 (M-SE.) O estimador M-SE é obtido através da solugio de (6.19) com U(k) e
U(60) dados em (6.10) e (6.13), respectivamente. Este estimador considera o MDPDE para a parte
discreta e o SMLE para a parte continua.

Defini¢ao 6.7 (M-LSE.) O estimador M-LSE é obtido através da solugiao de (6.19) com U(k) e
U(0) dados em (6.10) e (6.15), respectivamente. Este estimador considera o MDPDE para a parte
discreta e o LSMLE para a parte continua.

Definicdo 6.8 (M-ME.) O estimador M-ME é obtido através da solugio de (6.19) com U(k)
e U(0) dados em (6.10) e (6.16), respectivamente. Este estimador considera o MDPDE para as
partes discreta e continua.

Defini¢ao 6.9 (M-LME.) O estimador M-LME é obtido através da solugao de (6.19) com U(k)
e U(0) dados em (6.10) e (6.18), respectivamente. Este estimador considera o MDPDE para a
parte discreta e o LMDPDE para a parte continua.

A seguir, apresentamos algumas das propriedades dos estimadores robustos. Para todas as
propriedades referentes ao M-SE e ao M-ME, estamos considerando que p;¢; > 1 e (1 — ;) > 1,
parat=1,...,n.

Fisher-consisténcia

Para verificar a propriedade de Fisher-consisténcia, mostraremos que as funcbes de estimacao
referentes a cada um dos pardmetros sdo nao viesadas. Todos os quatro estimadores tém a mesma
funcdo de estimagao para a parte discreta, dada em (6.10). Na proposi¢ao a seguir, mostramos que
essa funcdo de estimacgao é nao viesada.

Proposicao 6.1 A funcio de estimagao em (6.10) é nao viesada.

Demonstragio. Na Secao 6.2.2, mostramos que E[U*(Y%; k)] = 0, V& € RP?. Como U*(Y%; k) ndo
depende de 0, a igualdade vale V X € RPOTP1HP2 T,0g0, a funcdo de estimacdo referente a K é nio
viesada.

As proposigoes que seguem enunciam a Fisher-consisténcia dos estimadores propostos.
Proposicao 6.2 O M-SE e o M-LSE sdo Fisher-consistentes.

Demonstragao. Mostremos que as equagoes de estimagao em (6.13) e (6.15) sdo ndo viesadas. Esse
processo é feito de forma analoga e, portanto, mostraremos apenas para o caso do M-SE. Neste
caso, precisamos verificar que

E ZU*(:))Z, 0)f5(Vis i, d)*| =0, VYe Rpo-&-pﬁ-pz7
1€P
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com U*(y;;0) dado em (6.13). Usando a Proposi¢ao G.1 do Apéndice G.2, segue que

E [Z U*(yi;e)f;(yi;ﬂiaﬁbi)a] =0, VY cRpotritp
1€P

= (1= DB [U (35 0)f5 (Vi iy 60)° [Ty ) = 0] =0, ¥ T € RroFprtee,

=1

Assim, é suficiente verificar que E { “(V;0)f5(V; 1, 0) ’]I{C} = 0} =0,V Y € RPotPitp2 De
fato, temos que

1
E[U" (0015 (V 1) iy ) = 0] = | U (0 0)55 03 .00 foly: . )y

1
:/ [C%log(fék(y;u,é))] fo (i1, 0)* foly; 1, @)dy

/ (0/06) f5(y; 1, @)
fo(ys 1, d)
_/ (0/08) f3(y; e ¢)
0 f@(yhu‘? ¢)

fo (ys 1, 0) foly; 1, @)dy

fo(y; 1, @)dy.

Como fo(y; t, @) = ca(0) f5(y; 1, $)' =, com c4(8) = [fol fo(y: 1, ¢)1/(1‘a)dy]l_a, temos que
L9
E [U*(V:0)f5 (93 1,6)| L1y ) = 0] = ca(6) | gelolvim O)dy
a 1
:Ca(o)%/o fo (v s ¢)dy
=0, VYe¢€ [RPo+P1+DP2

Com o resultado da Proposigao 6.1, segue a Fisher-consisténcia do M-SE. A Fisher-consisténcia
do M-LSE pode ser demonstrada de forma analoga.

|
Proposicao 6.3 O M-MFE e o M-LMFE sdo Fisher-consistentes.

Demonstragio. Da Proposigao 6.1 e de (6.16) e (6.18), segue que as fungdes de estimagéo do M-ME
e do M-LME sao nao viesadas. Assim, esses estimadores sdo Fisher-consistentes.

B-robustez

Proposicao 6.4 Os estimadores M-SE, M-LSE, M-MFE ¢ M-LME sao B-robustos.

Para verificar essa proposi¢ao, basta verificar que os componentes das func¢oes de estimacao sao
limitados. Os componentes da fungao de estimagéo referentes & parte discreta (6.10) sdo claramente
limitados, uma vez que y¢ € {0,1}. As demonstracoes de que os componentes das fungoes de
estimagao referentes a parte continua sdo limitados podem ser encontradas em Ribeiro e Ferrari
(2022) para o SMLE e MDPDE e em Maluf et al. (2022) para o LSMLE e LMDPDE.

Normalidade assint6tica

A normalidade assintotica dos estimadores propostos vem do fato de serem M-estimadores.
Assim, os estimadores M-SE, M-LSE, M-ME e M-LME tém distribuicao assintoticamente normal
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com média Y e matriz de varidncia e covaridncia V,(Y). Uma vez que a funcdo de estimacdo da
parte discreta ndo depende dos parametros da parte continua (e vice-versa), a matriz V,(Y) serd
bloco diagonal. Isto é, podemos escrever

Va(k) 0
0 VulBv)|’

Como os quatro estimadores compartilham do mesmo método para estimar os pardmetros associ-
ados a parte discreta, a matriz V, (k) é a mesma para todos eles. Essa matriz é dada por

Va(k) = AL (R)Ba(")Ail (K),

« «

com

Ao(k) =Y E 82} (avm; n))] = §TMAT3S,
=1

oL
- ) ) noo (6.20)
B, (k) = ;E [(%Vi(yi ;n)) ((%vi(yi ;n)> ] =S 'M?AT3S,
em que S = (Sy,...,8,,), M = diag{M;;i = 1,...,n}, A = diag{[0;(1 — %) i = 1,...,n},

Ty = diag{[gy(¥:)]"5i=1,....,n} e
M; = MZ'(K,, a) = (1 + a) [(1 — 191)19? + 191(1 — 191)0[)]

No Apéndice G.1 apresentamos detalhes dos célculos para a obtengao de V4 (k).

A matriz V,(B,7) depende do estimador robusto considerado. A seguir, apresentamos as ex-
pressoes para essa matriz para cada um dos estimadores em estudo. A obtencdo dessa matriz para
cada um dos estimadores é muito similar. No Apéndice G.2 apresentamos detalhes referentes a
obtengao de V,(8,~) para o M-LSE.

M-SE. A matriz V,(8,) para o M-SE é dada por

Va(6) = ;1 (0)Ka(8)3;(0).

(0%
em que

J.(0)=E {Z a% (U*(Vi; ) fo (Vi i @)“]}

1€Q

K.(0)=E {ZU*(M; 6)U*(Vi;0)" f5(Vis i, ¢i)2a} ;

icp
sendo U*(y;; 0) dado em (6.13) e as matrizes J,(0) e K, (0) sdo dadas, respectivamente, por

T * 2 T Ik o~
Ja0)=—-(1-a)! .X% B,AT,"®,VX X TBlAT#'IQ‘qu =z
Z B1AT, AT, C'X Z BAT;'D"Z

T *2 T * ok N
Ka(0) = (1 — a)? X TBQAT# ®2(Vi,, +MHX X "PQATM’IQ‘d)( d et 1\/53)2
ZTBAT,T;(Cl,, + Mg)X  Z'BAT* (D, + M)Z |’
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sendo B; = diag{b; ;j;i=1,...,n}, j=1,2,

B(pigi, (1 — pi) i)'
B(ptii—a®ii—a, (1 — pii—a)Pii-a)’

b1 =

b 5 = B(Mi,l+a¢i,1+ou (1 - M¢,1+a)¢i,1+a)
Y7 B(piti, (1 — 123)90)2*B(pi1—a®Pii—a, (1 — ftii—a)Pit—a)’
T), =diag{ti,;i=1,...,n}, Ty =diag{tig;i=1,...,n},

tip = [g;(ﬂi,l—a)}_l, tip = [gf;s(@,l—a)]_l,

A =diag{l —9;;i =1,...,n}, ®, = diag{pi1-a;t = 1,...,n}, V = diag{v;;i = 1,...,n},
Vit = diag{viita;i =1,...,n}
v; = Var (yi* Liey (Vi) = 0) = ¢ (i) + ' (1 — ) 9i),
Vitra =V (HittaPiita) + U (1 — fitta)Piita)s

C* =diag{cj;i=1,...,n}, Ci;, = diag{cj, ;i =1,...,n}

¢ = din—a [Hig—a¥ (pidi) — (1 — pii—a)¥' (1 — pi)di)]
Cira = Pit—a [tii1—at (Hii+a®iita) — (1 — pii—a)¥' (1 = pit+a)diiea)]

D* = diag{d;;i =1,...,n}, D, = diag{d;,, ;i =1,...,n}

df = 1o (ithi) + (1 — pii—a)®y (1 = ) i) — o' (¢4),
Fira = B 1—at (Hia®iira) + (1= tia—a)*Y (1 = piita)digra) — ¥ (Pi11a),

M, = diag{(1] 140 —#;);i=1,...,n}, My = diag{u?’1+a;i =1,...,n},

. d i d _
M;j = dlag{ﬂi,uﬂ’al—a(lﬁ,ua_Nf)a i=1,...,n}e Hitlta = ru"?,lfa(u;,lJra_M?)—’_M;l—i—a—ru’j'

A matriz V,(0) esta bem definida para p;¢; > 2a/(1 4+ «) e (1 — pi)¢; > 2a/(1 + o). Uma
condigao suficiente para que isso valha para todo 0 < a < 1 é que pu;¢p; > 1e (1 — p;)p; > 1.

M-LSE. A matriz V,(8,~) para o M-LSE é dada por

Va(6) = 351 (0)Ka(0)I,'(6),

(0%
em que

Jaw):E{ZaZT[U*( 0 ;;m,ma]}

1€Q

K.(0) =E {Z U (V55 0)U* (V55 0) " (V5 i, ¢i)2a} :

1€

sendo U*(y}; 0) dado em (6.15) e as matrizes J,(0) e K,(0) dadas por

T I 2 §2 T / !
1-a)XTAB|T,®?VX XTAB|T,T;CZ ] (6.21)

(
Ja(60) = -
(9) l ZTAB|T,T/CX  (1-a)'Z'AB|T;’DZ
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XTABYT2@2V) X (1-a) 'XTABYT, T;C 2

K. (0) =
a(0) 1-a)'ZTAB)T,T/C), X (1-a)2ZTAB,T}’D| Z |

sendo B = diag{t/, ;;i =1,...,n},j=1,2,

ol B(pi¢'i1—a, (1 — Mi)?f’/z’,l—a)’
’ B(Mi¢/i,1+aa (1- Mi)¢li,1+a)

b' - )
Y2 Blpithis (1= p6)0i) 2 B(ptid i1 (1 — 1) 811 _0)
T, = diag{t; ;i =1,...,n}, T = diag{t; ,;i=1,...,n},

tiy = [QL(M)] - ; tig = [gfﬁ(ﬁbli,ka)] - )

® = diag{¢i;i=1,...,n}, V=diag{v;i=1,...,n}, Vi, =diag{v], ,;i=1,...,n}
Vitha = (¢ 110) F (1= 1)@ 140);
C = diag{c;;i = 1,...,n}, Cy, = diag{c}; ,;i=1,...,n}
¢ = i [t (nigi) — (L — )y (1 — pi)i)]
Chiva = 0 [t (0 i140) — (1= )0 (1= 1) @'5.140)]
D = diag{d;;i = 1,...,n}, D}, = diag{d;,, ;i =1,...,n}
di = 7' (pachi) + (1 — i)' (1 — i) i) — ' (90),
e = 1 (01 4a) + (1= )0 (1= )¢5 140) = (5 110);
As matrizes J,(0) e K, (0) estdo bem definidas para todos os valores de p; e ¢;.
M-ME. A matriz V,(8,) para o M-ME é dada por

Va(B,7) = ¥.1(0)Q2.,(0)%,(6),

em que
a 14+a
N Ry o
ZTA’>’12 Yx ZTA722 Yz
e
o (e 2 (03 (03 (0%
0.0 XTA A7 9 x aTaA {VSH R )} z
V)= 1420 1+a) (1+a 1420 1+a)? ’
ZTA G2 At . ZTA WY -4t 2
d (04) = di (a) =1 i=1.2 () =di (a)‘. =1 (a)
sendo 7, lag{~;; ;1 ,...,n}, para j 2, M1 lag{v1:1 yeees M}, Yo

(6.22)
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dlag{vlzz, =1,...,n}, 7;3) = diag{yég?i;i =1,...,n}, em que
2
() ¢2 Ici,a(e) * *\2
Mi1i = Via + (M0 — M5 )
= gl e e
(@) _ _9iKia(0)

7 {m [+ G = 1)) = 000 = pia)bia) + (il — )l = D}

e gu(uz)9¢(¢

7532 - Z oc { ,Uz ad)z a) (1 - ﬂi)zwl((l - Mi,a)@bi,a) - ¢,(¢i,a)
(it — 1) + (ul o — Ml)r} :

As matrizes ¥, e €, estdo bem definidas para p;¢; > 2a/(14+2a) e (1—p;)p; > 2a/(142a).
Uma condigao suficiente para que isso valha para todo 0 < a < 1 é que p;p; > 1e (1—p;)p; >
1.

A matriz V,(B,~) para o M-LME é dada por

Va(0) = A1 (0)a(0)A1(6),

«

em que
T A A (L) T A A(LFa)
Au(6) = XTAA(I11+O¢)X XTAA@_HX)Z
Z AN X Z' ANy
€
2
. (0> xTA A§11+2a) _ Agl-i-a) X xXTA [A§12+2a) _ Agl-i-a)Agl-i-a)} z

142a 1+a)?
AR A

ZTA[AGPY A2 2TA Z

sendo A( @) dlag{A]Z ;i=1,...,n}, para j = 1,2, A(l) = dlaug{A11Z7 =1,...,n}, Agg) =

dlag{Ami,z =1,...,n}, A22 = dlag{Agg?i;i =1,...,n}, em que

«@ 12’Cz @ 0 * *
A( = u {'Ug,a + (:u;,a - M )2} )

T g ()2

A<a)._7¢”a() o 2] (1 — ) oyt ot
12,2 gu(ﬂz)g¢(¢z) { [vz,a + (Mz,a :uz) :| 7[) ((1 H )¢z,a) + (:uz,a /%)(:uz,a /‘Lz)}v
Aﬁr- 2{ (i) + (1= )0 (1 = p)0)0) — ¥/(60)

2
sty = 1) + (il — )] } :

Note que as matrizes A,(0) e X,(0) estdo bem definidas para todos os valores de u; e ¢;,
para todo 0 < a < 1.

6.2.6 Testes de hipdteses robustos

Um aspecto importante no ajuste de um modelo de regressao é o de testar hipoteses a respeito
dos pardmetros do modelo. Os testes de hipéteses classicos (como o teste Wald, por exemplo) ba-
seados nas estimativas de méaxima verossimilhanca herdam a sensibilidade do estimador a dados
atipicos, de modo que essas observacgoes podem afetar o tamanho ou o poder do teste de forma
considerdvel. E desejével que tenhamos um procedimento de teste que nio seja fortemente influen-
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ciado por essas observagoes. Chamaremos esse tipo de teste de “testes robustos”. Bianco e Martinez
(2009) e Ribeiro e Ferrari (2022) propoem testes de hip6teses robustos para os modelos de regressao
logistica e beta, respectivamente. A ideia, basicamente, é obter um teste tipo-Wald robusto através
da substituicdo da estimativa de maxima verossimilhanca e do erro padrao pela estimativa robusta
e erro padrao baseado na matriz de variancia e covariancia assintotica do estimador robusto. Neste
trabalho, também consideraremos essa ideia.

(0)

Considere o problema de testar a hipétese nula Ho: T; =T jo

T§-O). A estatistica do teste tipo-Wald é definida por

contra a alternativa H : T; #

To; — T
Se (?aj) ’

em que se (Taj) ¢ o erro padrdo assintético de T, e Tq; representa qualquer um dos estimadores

Wq =

robustos definidos na Se¢do 6.2.5. Sob a hipétese nula, W, tem distribuicio assintética x3.

6.2.7 Selecao da constante de afinacao «

Um dos aspectos cruciais em inferéncia robusta é a escolha da constante de afinagdo que fre-
quentemente estd presente nesses procedimentos. Essa constante produz um balango (“trade-off”)
entre robustez e eficiéncia; no nosso caso, valores de a afastados do zero levam a maior robustez e
menor eficiéncia. A maioria dos trabalhos, em geral, baseia-se em estudos de simulag¢éo para sugerir
valores especificos para essa constante e/ou sugere métodos para escolha da constante que depen-
dem de um estimador piloto, que também deve ser fixado a priori (veja Croux e Haesbroeck (2003),
Warwick e Jones (2005), Ghosh e Basu (2016), Ghosh (2019)). Ribeiro e Ferrari (2022) propuse-
ram um algoritmo orientado pelos dados para a escolha dessa constante que se mostrou bastante
eficaz. Esse algoritmo serd adaptado para os estimadores robustos propostos para o modelo de re-
gressdo beta inflacionado em zero ou um. A ideia do algoritmo é selecionar o mais proximo de zero
(isto é, de méaxima verossimilhanca) tal que as estimativas dos pardmetros sejam razoavelmente
estaveis, de modo a ter eficiéncia completa na auséncia de contaminagao.

O algoritmo proposto pelas autoras é descrito a seguir. Consideremos que o vetor de pardmetros
de interesse é & = (01,...,0,) . Seja ap =0 < a1 < @y < --- < 1 uma grade de valores para o
igualmente espacada e defina z,, como sendo

=

5l &P
Zoy = Lk . %k
fo\Wse(dh,) T /mse(oh,))

em que se(dgk) ¢ o erro padrao assintético de 5£k. Defina as variagoes quadraticas padronizadas
(standardized quadratic variations; SQV) como sendo

SQVa, =1 lzay — Zap |-

Note que se SQV,,, ¢ pequeno, entao as estimativas com o = oy € & = ag41 sdo proximas.
Os passos do algoritmo sdo descritos a seguir.

1. Defina uma grade ordenada e igualmente espacada para a: ap =0 < a1 < ag < -+ < Q-

2. Seja L > 0 um valor limitante pré-definido. Se a condigao de estabilidade SQV,, < L ¢é
satisfeita para todo k£ = 0,1,...,m; — 1, tome o valor 6timo de a como sendo a* = ay = 0;
caso contrario, considere aggary como sendo o préximo ponto na grade depois do maior ay
para o qual a condicao de estabilidade nao é satisfeita;

3. defina uma nova grade ordenada e igualmente espagada para a comecando de agtart: g =
Ogtart < 0] < g < -+ < Qyp, €N qUE Oy < Omax;
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4. se a condicao de estabilidade é satisfeita para todo k = 0,1,...,m — 1, entdo tome o valor
o0timo de a como sendo a® = ay = Qgtart; caso contrario, considere agtart como sendo o
préximo ponto na grade depois do maior aj para o qual a condicdo de estabilidade nao vale;

5. repita os passos 3 e 4 até atingir estabilidade nas estimativas para a grade atual ou atingir o
valor maximo aumax;

6. se amax foi atingido sem estabilidade, repita os passos de 3 a 5 considerando aggart = 0;

7. se amax foi atingido sem estabilidade na tltima grade, tome a* = 0.

Esse algoritmo comega verificando se a condicao de estabilidade é satisfeita para todos os valores
de a menores ou iguais a a;,, em uma grade ordenada e igualmente espacada comecando de o = 0.
Se sim, o método escolhe o* = 0 como valor étimo, ou seja, o estimador de maxima verossimilhanca
é escolhido. Caso contrario, o algoritmo segue para o proximo ponto na grade depois do maior valor
de o para o qual a condicdo de estabilidade nao é satisfeita, e procura por uma sequéncia de m
valores de o consecutivos e igualmente espacados para o qual a condi¢ao de estabilidade vale. Se
essa sequéncia ndo é encontrada, a procura comeca novamente a partir de « = 0. Pode ocorrer
que o « 6timo nao seja encontrado; neste caso, o algoritmo toma a® = 0. Conforme mencionado
em Ribeiro e Ferrari (2022), no caso do SMLE e do MDPDE para 6, isso pode acontecer devido a
esses estimadores robustos nao estarem bem definidos para densidades beta ilimitadas.

Através de estudos de simulagao e aplica¢oes em dados reais, Ribeiro e Ferrari (2022) sugerem
a seguinte configuragdo para o SMLE e MDPDE para 6:

o L =0.02, am; = 0.2, apmax = 0.5, m = 3 e uma grade com espacamento 0.02 (e, portanto,
mi = 10).

Maluf et al. (2022) também sugerem o uso desse algoritmo para o LSMLE e LMDPDE para 6 e
consideram a mesma configuragdo de Ribeiro e Ferrari (2022).

Neste trabalho, adaptamos o algoritmo proposto por Ribeiro e Ferrari (2022) para escolher
separadamente a constante de afinacdo da parte discreta e a da parte continua dos estimadores
robustos propostos.

Através de estudos de simulagdo e aplicagoes em dados simulados, sugerimos que a escolha de
«a para o MDPDE para k siga o algoritmo acima com a seguinte configuragio:

o L =0.02, appy; = 0.5, amax = 1, m = 3 e uma grade com espacamento 0.05 (e, portanto,
my = 11).

A escolha de « para os estimadores robustos de 6 através do algoritmo acima apresenta um
inconveniente: os erros padrio assintoticos dos estimadores de @, utilizados para o célculo do SQV,
dependem de k. Para que a escolha da constante de afinagdo dos estimadores associados a parte
continua independa das estimativas dos parametros da parte discreta, propomos utilizar erros
padrao obtidos através de uma regressao beta que considera apenas as observagoes no intervalo
unitario.

A maximizacao ou minimizacao das fungoes objetivo utilizadas para a obtencéo dos estimadores
propostos é feita através de métodos de otimizacao nao linear, e estes necessitam da especificacio
de pontos iniciais para os pardmetros do modelo. Para a obtencdo do SMLE e MDPDE para 0,
utilizamos a sugestao de Ribeiro e Ferrari (2022). As autoras consideram pontos iniciais baseados na
estimativa de maxima verossimilhanca ou em estimativas robustas a partir de uma regressao linear
na variavel transformada (para detalhes, ver Ribeiro e Ferrari (2022)). Para o LSMLE e LMDPDE
no modelo com precisdo constante, utilizamos as estimativas de maxima verossimilhanca; no modelo
com precisdo varidvel, consideramos as estimativas de maxima verossimilhanca sob o modelo de
precisdo constante e os demais parametros do submodelo da precisao sao iniciados em zero. Para
o MDPDE para k, utilizamos como ponto inicial a estimativa obtida do estimador tipo “Mallows”
(veja Carroll e Pederson (1993) para detalhes), disponivel no pacote robust, através da funcao
glmRob.
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Para o ajuste do SMLE e do MDPDE para 6, utilizamos as fungoes disponibilizadas por
Ribeiro e Ferrari (2022) no repositério do GitHub, que pode ser acessado em https://github.
com/terezinharibeiro/RobustBetaRegression. As implementagdes do LSMLE e LMDPDE para
6 ¢ do MDPDE para k foram feitas através de adaptacdes das funcbes disponibilizadas por
Ribeiro e Ferrari (2022) e estdao disponiveis no repositério do GitHub através do link: https://
github.com/ffqueiroz/RobustInflatedBetaRegression.

6.3 Aplicagcoes em dados simulados

Nas aplicacoes em dados simulados que serdo apresentadas nesta secao, exemplificamos a aplica-
bilidade dos estimadores propostos em modelos de regressao beta inflacionados na presenca de con-
taminacao (observagoes atipicas). Em todas as aplicagoes, trabalhamos com o modelo de regressao
beta inflacionado em zero com a seguinte estrutura de regressdo para 9J;, u; e ¢;, respectivamente:

A
log (1 — 191) = K1 + K2Si1 + K3Si2,

log (1 H ) = b1 + B2,
— M

log(¢i) = 71,

em que K1 = 0, kg =2, k3 = 2, f1 = —1.8, B = —2, e 73 = 4.5 e consideramos n = 100. As
covariaveis 8§71 e Sy sdo obtidas como realizagdes independentes de uma variavel aleatéria Z ~
N(0,1) e X é obtida de uma varidvel aleatéria U ~ U(0,1). Em seguida, uma porcentagem
dos dados é contaminada e nosso objetivo é avaliar o efeito dessa contaminacdo nos métodos de
estimagao estudados nesta tese. O algoritmo para a selecdo das constantes de afinagdo apresentado
na Se¢ao 6.2.7 é utilizado.

Cenéario 1

Neste cendrio, contaminamos 5% das observagoes da parte continua; isto é, observagoes tais que
y € (0,1). Por exemplo, em uma amostra de tamanho n = 100, suponha que n' = 40 observacoes
sdo diferentes de zero; neste caso, serdo contaminadas 40 x 0.05 = 2 observagoes na parte continua.
A contaminagao segue as ideias de Ribeiro e Ferrari (2022) e é feita substituindo as observagoes
geradas com as 5% menores médias da resposta por observagoes geradas a partir de um modelo de
regressao beta com média i = (1 + p;)/2 (e precisao ¢); veja a Figura 6.1.

Na Tabela 6.1 sdo apresentadas as estimativas dos pardmetros do modelo, com respectivos
erros padrao, para os diferentes estimadores propostos, considerando os dados sem contaminacao
e contaminados de acordo com o cenario 1. Para os dados sem contaminacio, observamos que
as estimativas coincidem com a estimativa de maxima verossimilhanca. De fato, na auséncia de
contaminacdo, o valor 6timo para a constante de afinacao selecionado para todos os métodos foi zero.
Adicionalmente, notamos que as estimativas dos pardmetros da parte discreta para os dados sem
contaminacio sao iguais aquelas para os dados contaminados; isto é, a contaminacao, feita apenas
na parte continua, ndo interfere nas estimativas referentes & parte discreta, o que é esperado.

Por outro lado, a contaminacao afeta consideravelmente as estimativas de maxima verossimi-
lhanca dos parametros associados a parte continua. Observe na Tabela 6.1 que a estimativa de
méaxima verossimilhanga de (2 passa de —1.95 para —1.00 e a de 7; passa de 4.67 para 2.65. A
diminui¢do da estimativa de ; tem um significado intuitivo: o método de estimacao entende a pre-
senca de contaminacdo como sendo um aumento na dispersao dos dados (diminui¢ao da precisao).
Os estimadores robustos, no entanto, apresentam estimativas bem préximas (se ndo iguais) entre
si e aquelas para os dados nao contaminados. Os valores 6timos para a constante de afinacdo para
os estimadores dos parametros referentes a parte continua do M-SE, M-ME, M-LSE e M-LME sao,
respectivamente, 0.08, 0.1, 0.1 e 0.12.
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Figura 6.1: Diagramas de dispersdo da amostra (parte continua) sem contaminagdio (esquerda) e da amostra
contaminada sequndo o primeiro cendrio (direita).

Na Figura 6.2 apresentamos os valores dos SQVs referentes aos estimadores LSMLE e LMDPDE
(parte continua) para os dados sem contaminagao e contaminados. Conforme observamos, quando
nao ha contaminagao, a grande maioria dos SQVs esta abaixo do limiar estabelecido pelo algoritmo
(L = 0.02), significando que os valores das estimativas ndo mudam consideravelmente a medida
que aumentamos o valor de «. Por outro lado, na presenga de contaminacdo, as estimativas sdo
instaveis (SQVs > L) e se estabilizam a partir do valor 6timo de « selecionado pelo algoritmo.

Cenério 2

Neste cenério, contaminamos 5% das observagoes seguindo as ideias de Croux e Haesbroeck
(2003). A contaminagéo é feita substituindo as observagoes geradas com os 5% maiores valores de
¥ por observagoes em (0, 1), ou seja, substituir I, (y) por zero para essas observagoes. Note que
substituir Iy (yi) por zero, no modelo de regressao beta inflacionado, significa que o valor de y, que
se esperava ser zero, passa a ser um valor em (0, 1). Geramos y; a partir de um modelo de regressao
beta com média u; = gljl(.?( 1B) e precisio ¢; = gqjl(Z;r 7). Em seguida, aumentamos os valores
das covaridveis S; e S de modo que as observacoes mal classificadas fiquem em um hiperplano
que é paralelo ao hiperplano discriminante, cuja distancia entre eles seja igual a 1.5,/py = 1.5v/3;
veja a primeira linha de graficos da Figura 6.3. Nesse tipo de contaminacao, produzimos pontos de
alavanca ruins, que interferem significativamente na estimacio via maxima verossimilhanca. Além
disso, alguns pontos também sdo adicionados a parte continua do modelo, mas eles sao gerados de
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Tabela 6.1: Estimativas dos parametros, com respectivos erros padrao, considerando diferentes métodos de
estimagdo para os dados sem contaminagdo e contaminados de acordo com o Cendrio 1.

MLE M-SE M-ME
Sem cont. Com cont. Sem cont. Com cont. Sem cont. Com cont.
Par. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p.
K1 0.19 0.27 0.19 0.27 0.19 0.27 0.19 0.27 0.19 0.27 0.19 0.27
Ko 1.71 0.41 1.71 0.41 1.71 0.41 1.71 0.41 1.71 0.41 1.71 0.41
K3 1.64 0.38 1.64 0.38 1.64 0.38 1.64 0.38 1.64 0.38 1.64 0.38
B1 —1.75 0.09 —1.76 0.21 —1.75 0.09 —1.75 0.10 —1.75 0.09 —1.75 0.10
B2 —1.95 0.19 —1.00 0.38 —1.95 0.19 —1.96 0.20 —1.95 0.19 —1.96 0.20
Y1 4.67 0.19 2.65 0.19 4.67 0.19 4.55 0.19 4.67 0.19 4.57 0.19
M-LSE M-LME
Sem cont. Com cont. Sem cont. Com cont.
Par. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p.
K1 0.19 0.27 0.19 0.27 0.19 0.27 0.19 0.27
K2 1.71 0.41 1.71 0.41 1.71 0.41 1.71 0.41
K3 1.64 0.38 1.64 0.38 1.64 0.38 1.64 0.38
B1 —1.75 0.09 —1.75 0.10 —1.75 0.09 —1.75 0.10
B2 —1.95 0.19 —1.97 0.20 —1.95 0.19 —1.97 0.20
Y1 4.67 0.19 4.59 0.19 4.67 0.19 4.59 0.19
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Figura 6.2: Grdfico dos SQVs referentes aos estimadores LSMLE ¢ LMDPDE (parte continua) para os
dados sem contaminagio (esquerda) e contaminados seqgundo o Cendrio 1 (direita).

acordo com o modelo postulado (sem contaminagdo), entdo seguem a tendéncia apresentada pelas
outras observagoes; veja a segunda linha de gréaficos da Figura 6.3.

Os resultados dos ajustes sao apresentados na Tabela 6.2. Observe que as estimativas dos
parametros para todos os métodos coincidem quando consideramos os dados sem contaminagao;
o valor 6timo para « escolhido por todos eles foi zero. A presenca de contaminacdo, no entanto,
faz com que as estimativas de méxima verossimilhanca dos parametros da parte discreta fiquem
distorcidas. A estimativa de ko, por exemplo, passa de 2.84 para 0.28. As estimativas dos pardmetros
da parte continua para os dados nao contaminados sdo ligeiramente diferentes daquelas para os
dados contaminados. Isso ocorre porque a contaminacao da parte discreta, neste cendrio, adiciona
observacoes a parte continua. No entanto, essa mudanca pode ser considerada desprezivel. Os
estimadores robustos para os k’s nao sao afetados pela presenca de contaminacao. Note que as
estimativas dos k’s via MDPDE para os dados contaminados s@o bem proximas das estimativas
dos dados nao contaminados. O valor 6timo para « selecionado para o MDPDE referente & parte
discreta é 0.25. Para os estimadores associados a parte continua, o valor 6timo de « selecionado é
zero, como esperado.

Na Figura 6.4 apresentamos os valores dos SQVs referentes ao estimador MDPDE (parte dis-
creta) para os dados sem contaminagao e contaminados. Observe que, na auséncia de contaminacao,
os SQVs estao todos abaixo do limiar. Na presenca de contaminagdo, o SQV apresenta um pico
para o = 0.2 e a partir do préximo valor na grade, ou seja, 0.25, os valores de SQV se estabilizam,
resultando neste valor para « 6timo.
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Figura 6.3: Diagramas de dispersio da amostra sem contaminacio (esquerda) e da amostra contaminada
seqgundo o Cendrio 2 (direita) para a parte discreta (primeira linha) e continua (sequnda linha).
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Figura 6.4: Grdfico dos SQVs referentes ao estimador MDPDE (parte discreta) para os dados sem conta-
minagio (esquerda) e contaminados sequndo o Cendrio 2 (direita).
Cenério 3

Nesta aplicagao, a contaminacao é feita na parte continua e discreta simultaneamente, de acordo
com os cenarios 1 e 2, respectivamente; veja Figura 6.5.



130 INFERENCIA ROBUSTA NO MODELO DE REGRESSAO BETA INFLACIONADO 6.3

Tabela 6.2: Estimativas dos parametros, com respectivos erros padrao, considerando diferentes métodos de
estimagdo para os dados sem contaminagdo e contaminados de acordo com o Cendrio 2.

MLE M-SE M-ME
Sem cont. Com cont. Sem cont. Com cont. Sem cont. Com cont.
Par. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p.
K1 0.35 0.33 —0.31 0.21 0.35 0.33 0.25 0.32 0.35 0.33 0.25 0.32
K2 2.84 0.63 0.26 0.18 2.84 0.63 2.59 0.59 2.84 0.63 2.59 0.59
K3 2.63 0.59 0.28 0.18 2.63 0.59 2.41 0.56 2.63 0.59 2.41 0.56
B1 —1.82 0.10 —1.80 0.10 —1.82 0.10 —1.80 0.10 —1.82 0.10 —1.80 0.10
B2 —2.05 0.20 —2.10 0.22 —2.05 0.20 —2.10 0.22 —2.05 0.20 —2.10 0.22
Y1 4.59 0.21 4.56 0.22 4.59 0.21 4.56 0.22 4.59 0.21 4.56 0.22
M-LSE M-LME
Sem cont. Com cont. Sem cont. Com cont.
Par. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p.
K1 0.35 0.33 0.25 0.32 0.35 0.33 0.25 0.32
K2 2.84 0.63 2.59 0.59 2.84 0.63 2.59 0.59
K3 2.63 0.59 2.41 0.56 2.63 0.59 2.41 0.56
B1 —1.82 0.10 —1.80 0.10 —1.82 0.10 —1.80 0.10
B2 —2.05 0.20 —2.10 0.22 —2.05 0.20 —2.10 0.22
Y1 4.59 0.21 4.56 0.22 4.59 0.21 4.56 0.22
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Figura 6.5: Diagramas de dispersao da amostra sem contaminacio (esquerda) e da amostra contaminada
seqgundo o Cendrio 8 (direita) para a parte discreta (primeira linha) e continua (sequnda linha).

Os resultados dos ajustes considerando os diferentes estimadores sdo apresentados na Tabela
6.3. As conclusbes sdo andlogas as dos cendrios anteriores. As estimativas para os pardmetros
considerando os estimadores robustos sao iguais as estimativas de maxima verossimilhanca e o
valor 6timo da constante « escolhido por todos eles é zero. No entanto, a contaminacio afeta de
forma consideravel a estimacao via maxima verossimilhanca, ao contrario da estimacao via métodos
robustos, que ndo é influenciada pelas observagoes contaminadas (esse comportamento é observado
nas partes discreta e continua). Para os ajustes considerando os dados contaminados, os valores
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6timos obtidos para a constante de afinagdo para o MDPDE (parte discreta), SMLE, MDPDE,
LSMLE e LMDPDE (parte continua) sdo, respectivamente, 0.3, 0.06, 0.08, 0.1 e 0.1.

Tabela 6.3: Estimativas dos parametros, com respectivos erros padrdo, considerando diferentes métodos de
estimacdo para os dados sem contaminacdo e contaminados de acordo com o Cendrio 3.

MLE M-SE M-ME
Sem cont. Com cont. Sem cont. Com cont. Sem cont. Com cont.
Par. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p.
K1 0.41 0.29 0.04 0.21 0.41 0.29 0.30 0.28 0.41 0.29 0.30 0.28
K2 1.74 0.46 —0.04 0.19 1.74 0.46 1.47 0.42 1.74 0.46 1.47 0.42
K3 2.08 0.47 0.35 0.18 2.08 0.47 1.75 0.42 2.08 0.47 1.75 0.42
B1 —1.84 0.09 —1.89 0.22 —1.84 0.09 —1.90 0.09 —1.84 0.09 —1.90 0.09
B2 —2.08 0.19 —0.94 0.38 —2.08 0.19 —1.91 0.18 —2.08 0.19 —1.91 0.18
Y1 4.80 0.19 2.68 0.21 4.80 0.19 4.84 0.19 4.80 0.19 4.87 0.19
M-LSE M-LME
Sem cont. Com cont. Sem cont. Com cont.
Par. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p. Est. e.p.
K1 0.41 0.29 0.30 0.28 0.41 0.29 0.30 0.28
K2 1.74 0.46 1.47 0.42 1.74 0.46 1.47 0.42
K3 2.08 0.47 1.75 0.42 2.08 0.47 1.75 0.42
B1 —1.84 0.09 —1.92 0.08 —1.84 0.09 —1.92 0.08
B2 —2.08 0.19 —1.88 0.18 —2.08 0.19 —1.88 0.18
Y1 4.80 0.19 4.93 0.19 4.80 0.19 4.92 0.19

Os valores dos SQVs referentes ao estimador MDPDE (parte discreta) e LSMLE e MDPDE
(parte continua) para os dados sem contaminagao e contaminados sdo apresentados na Figura 6.6.
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Figura 6.6: Grdfico dos SQVs referentes ao estimador MDPDE (parte discreta, primeira linha) e aos
estimadores LSMLE e LMDPDE (parte continua, sequnda linha) para os dados sem contaminagdo (esquerda)
e contaminados sequndo o Cendrio 3 (direita).

Para os ajustes referentes aos dados ndo contaminados, os SQVs estdo abaixo do limiar. Na
presenca de contaminacao, os SQVs referentes ao MDPDE (parte discreta) apresentam valores
baixos, porém com um pico em 0.25. A partir do valor 6timo escolhido 0.3 as estimativas se
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estabilizam. O comportamento dos SQVs para a parte continua é similar ao da parte discreta, no
entanto, ja observamos instabilidade nas estimativas desde valores de o proximos de zero. Os SQVs
e, consequentemente, as estimativas, se estabilizam a partir do a 6timo escolhido.

6.4 Resultados numéricos

No que segue, estamos interessados em avaliar o desempenho dos estimadores propostos em
amostras de tamanho finito. Para isso, consideramos os trés cenarios apresentados na aplicacdo em
dados simulados da Secado 6.3 com dois tamanhos de amostra, n = 100 e n = 200, e 3000 réplicas
Monte Carlo. Assim como nas aplicagoes em dados simulados, os valores das constantes de afinagéo
sdo escolhidos através do algoritmo descrito na Secdo 6.2.7.

Os boxplots das estimativas dos parametros sdo apresentados nas Figuras 6.7-6.8, 6.9-6.10 e
6.11-6.12 para os cenarios 1, 2 e 3, respectivamente, considerando os estimadores MLE e MDPDE
para a parte discreta e MLE, MDPDE e SMLE para a parte continua. Boxplots dos valores 6timos
da constante de afinacao sdo apresentados na Figura 6.13. Os correspondentes boxplots conside-
rando os estimadores LMDPDE e LSMLE para a parte continua estao disponiveis no Apéndice E.2
e sdo similares aqueles do MDPDE e do SMLE.

Assim como observado nas aplicagoes em dados simulados, quando hé contaminacdo apenas
na parte continua, Cenario 1, somente as estimativas de maxima verossimilhanga dos fB’s e ¥
sdo afetadas; veja a Figura 6.8. Os MLEs de B8 e v sdo fortemente afetados pela presenca de
contaminagao, apresentando viés severo. As estimativas de maxima verossimilhancga para (B2 na
presenca de contaminagao, por exemplo, estdo centradas em torno de —0.88 (n = 100) e o valor
correto para 35 é —2.0. As estimativas de méaxima verossimilhanca de v sdo as mais afetadas; na
presenca de contaminacio estdo centradas em torno de 2.6, enquanto o valor verdadeiro é 4.5.
Os estimadores robustos, por outro lado, apresentam desempenho satisfatério na presenca e na
auséncia de contaminacdo. Na auséncia de contaminagdo, o desempenho do SMLE e do MDPDE
é similar ao do MLE; isso se da pelo algoritmo utilizado para a selecdo da constante de afinagao
a que retorna @ = 0 (MLE) quando nao identifica presenga de observagoes atipicas nos dados.
Na presenca de contaminacao, esses estimadores se comportam de forma parecida com o MLE na
auséncia de contaminacdo; ou seja, eles ndo sao influenciados pelos outliers. O MDPDE e o SMLE
apresentam comportamentos similares e estimativas centradas no verdadeiro valor do parametro
(para os dados contaminados e sem contaminagao). Conforme esperado, o MLE dos k’s nao é
influenciado pela contaminagao feita na parte continua; veja a Figura 6.7. Além disso, os boxplots
das estimativas via MLE e MDPDE para os x’s sdo bem parecidos, sendo idénticos, indicando que
o algoritmo de selecdo de « identificou corretamente que nao hé observacoes atipicas e escolheu
a=0.

No Cenério 2, a contaminacao é feita apenas na parte discreta e, consequentemente, apenas o
MLE para os x’s sdo afetados na presenca de contaminagao; veja as Figuras 6.9 e 6.10. Na presenga
de contaminagdo, as estimativas de maxima verossimilhanca para os k’s ficam bem distantes do
valor verdadeiro. As estimativas de k3, por exemplo, ficam centradas em torno de 0.15 (n =
200), na presenga de contaminagao, enquanto o valor verdadeiro é 2.0. Observe que, quando ha
contaminagdo, a variabilidade das estimativas de maxima verossimilhanca para ko e k3 é bem
pequena; os desvios padrao das estimativas de kg e k3, para n = 100, sdo, respectivamente, 0.10
e 0.12. Esse comportamento é esperado. Conforme comentado na Secao 6.1.2, Croux et al. (2002)
mostram que, na presenga de contaminagao, o MLE para os k’s (exceto o intercepto) tende a zero. O
estimador robusto (MDPDE), por outro lado, apresenta estimativas razodveis tanto para os dados
sem contaminacao quanto para os dados contaminados. Na auséncia de contaminacao, o algoritmo
escolhe @ = 0 na maioria dos casos. Na presenga de contaminagdo, o MDPDE se comporta de
forma parecida com o MLE na auséncia de contaminacio, indicando que as observacoes atipicas
nao influenciam o método de estimacao.

No Cenério 3, a contaminacgdo é feita na parte continua e na parte discreta. Neste cendrio,
as estimativas de maxima verossimilhanca para todos os parametros do modelo sdo fortemente
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Figura 6.7: Bozplots das estimativas dos parémetros k1, ko e k3 sob o cendrio 1: MLE (esquerda) e MDPDE
(direita).

influenciadas pelas observacoes atipicas. O desempenho dos estimadores é parecido com o observado
nos Cenarios 1 e 2: na auséncia de contaminacao, o algoritmo para a escolha da constante de afinacao
seleciona o = 0 na maioria dos casos e as estimativas sdo proximas das de méxima verossimilhanca;
na presenca de contaminacao, os estimadores robustos se comportam como o MLE na auséncia de
contaminacio e apresentam estimativas centradas em torno do valor verdadeiro.

Os resultados de simulacéo indicam que os estimadores propostos sdo mais indicados na presenca
de observagdes atipicas e que a estimacdo via maxima verossimilhanga, neste caso, nao é confiavel.
Em geral, na presenga de contaminacgdo, a robustez obtida através dos estimadores propostos
tem como custo um aumento na variabilidade, principalmente em amostras de tamanho pequeno
(n = 100).

O algoritmo para a escolha da constante de afinacdo dos estimadores robustos apresentou
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desempenho excelente. Os boxplots dos valores 6timos escolhidos sdo apresentados na Figura 6.13.
Note que, para o Cenério 1 (contaminagdo apenas na parte continua), os valores étimos de «
escolhidos para o MDPDE para os k’s sdo iguais a zero para todas as amostras (com e sem
contaminagao). Ja para o SMLE e para o MDPDE, o algoritmo selecionou o = 0 na maioria dos
casos na auséncia de contaminacio e em torno de 0.1 para os dados contaminados. Analogamente,
no Cendrio 2 (contaminagao apenas na parte discreta), o algoritmo seleciona o« = 0 para o MDPDE
na auséncia de contaminagdo e em torno de 0.3 na presenca de contaminagdo. Ji para o SMLE
e MDPDE, a = 0 é escolhido na grande maioria dos casos. Finalmente, no Cendrio 3, a escolha
de « é feita de forma andloga. Nos trés cenarios, o algoritmo consegue identificar a necessidade de
utilizar um método robusto quando ha contaminacdo nos dados e seleciona o MLE quando nao
ha contaminacdo. Isso é importante em procedimentos robustos para se obter um balanco entre
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Figura 6.9: Boxplots das estimativas dos parametros k1, ko e k3 sob o cendrio 2: MLE (esquerda) e MDPDE
(direita).

eficiéncia e robustez e obter eficiéncia maxima (MLE) quando nao ha observagoes atipicas.

Resultados similares podem ser observados para o LMDPDE e o LSMLE nas Figuras E.1-E.4
(Apéndice E.2).

E importante mencionar que o desempenho desse algoritmo na escolha da constante de afinacio
para o modelo beta ja foi estudado em Ribeiro e Ferrari (2022) (ver também Maluf et al. (2022)).
No entanto, até o momento, ndo conhecemos nenhum trabalho que tenha implementado e estudado
o desempenho de um algoritmo orientado pelos dados para a escolha da constante de afinacdo em
regressao para dados bindrios, conforme feito aqui.

No que segue, fazemos um estudo a respeito da eficiéncia dos estimadores propostos na presenca
e na auséncia de contaminagao. Para tanto, utilizamos os erros quadraticos médios totais (EQMT)
para comparar a eficiéncia dos estimadores. Na Tabela 6.4, apresentamos a razao entre os EQMTs
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Figura 6.10: Boxplots das estimativas dos parametros 31, B2 e v1 sob o cendrio 2: MLE (esquerda), SMLE
(centro) e MDPDE (direita).

do MLE, M-ME, M-LME, M-SE e M-LSE sob os cenarios 1, 2 e 3. Na auséncia de contaminacao,
notamos que as razoes entre os EQMTSs de todos os estimadores sdo iguais a um. Ja para os dados
contaminados, os EQMTs dos estimadores robustos sdo consideravelmente menores que o do MLE,
principalmente em amostras de tamanho moderado/grande (n = 200). Note que para n = 200,
Cenario 3, o EQMT do MLE é, aproximadamente, 34 vezes maior que o do SMLE. Os estimadores
M-ME, M-LME, M-SE e M-LSE tém comportamentos similares com relagdo ao EQMT; as razoes
entre os EQMTs desses estimadores sao igual ou préxima de um para todos os cenarios.

Finalmente, estudamos o desempenho do teste tipo-Wald robusto, proposto na Secdo 6.2.6,

para testar Ho : T; = Tgo) contra a alternativa H; : T; # TEO) e rejeita Hg ao nivel nominal ¢

quando a estatistica W, excede o quantil de ordem 1 — { da distribuicao X%- Fixamos ¢ = 5% e
calculamos os niveis empiricos dos teste tipo-Wald robusto sob Hy baseados no MLE (teste Wald



6.4 RESULTADOS NUMERICOS 137

MLE para Ky MDPDE para K;
2 —{Auséncia de contaminagéo 'Presenga de contaminacao 2 —{Auséncia de contaminagéo Presenga de contaminacéol
=] (]
R B R B i i
: 8 : ‘
o : o [ ]
*“EE% . 2 A EE ==
: = = ; :
. B S
-1 - -1 -
© 5]
—2 - 2
T T T T T T T T
100 200 100 200 100 200 100 200
Tamanho da amostra Tamanho da amostra
MLE para K, MDPDE para K,
8 —{Auséncia de contaminag&o 'Presenca de contaminagaol 8 —{Auséncia de contaminag&o ' Presenca de contaminacéol
6 6 o
o
o 47 % o o 47 % o E o
Bl 4 Bl T i
: — ; :
2 - = = 2 - oS ——
L - L o 1 -
—0— -
04 T —— o -
T T T T T T T T
100 200 100 200 100 200 100 200
Tamanho da amostra Tamanho da amostra
MLE para K3 MDPDE para K3
10 —{Auséncia de contaminagéo  Presenca de contaminagao| 10 —Auséncia de contaminagéo Presenca de contaminagao|
8 8
6 6
4 i 4 i
e
2 E = 2 L:: : :
—&— -
0+ o + 0 -
T T T T T T T T
100 200 100 200 100 200 100 200
Tamanho da amostra Tamanho da amostra

Figura 6.11: Bozplots das estimativas dos pardmetros k1, ko e k3 sob o cendrio 3: MLE (esquerda) e
MDPDE (direita).

usual) e nos estimadores robustos propostos. Esse procedimento foi feito para os Cenérios 1, 2 e 3
e os valores escolhidos para Tgo)
apresentados na Tabela 6.5.

De maneira geral, podemos observar que os testes Wald usual e robustos apresentam compor-
tamentos similares na auséncia de contaminagao. Os niveis empiricos tendem a ser mais préximos
do nivel nominal (5%) quando o tamanho da amostra é moderado/grande (n = 200). Por outro
lado, o desempenho do teste Wald usual é bastante comprometido na presenga de contaminacao
nos dados. Na maioria dos casos, observamos probabilidades do erro do tipo I iguais a um ou a
zero; veja os testes Wald usual para ko e para 1 nos cenarios 2 e 1, respectivamente, para n = 100
e dados contaminados. Isso indica que, na presenca de observagoes atipicas, o teste Wald deve
ser evitado. Conforme esperado, esse mau desempenho é observado apenas nos testes associados

sao aqueles fixados nos respectivos cendrios. Os resultados estao
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Figura 6.12: Boxplots das estimativas dos parametros 1, P2 e v1 sob o cendrio 3: MLE (esquerda), SMLE
(centro) e MDPDE (direita).

aos parametros da parte que foi contaminada. Por exemplo, no Cenéario 1, na presenca de conta-
minacao, o desempenho do teste Wald usual é satisfatério para os pardmetros associados a parte
discreta (k’s), o contrario do que acontece para os pardmetros associados & parte continua (3’s e
71). Neste cendrio, os niveis empiricos para k1, kg € k3, para n = 100, sdo iguais a 4%, enquanto
que os de B, B2 e v1 sao 0%, 95% e 100%, respectivamente. De forma analoga, no Cenério 2,
apenas os testes Wald usuais associados aos parametros da parte discreta sdo comprometidos e, no
Cenario 3, os testes Wald usuais associados a todos os parametros sdo comprometidos, uma vez
que a contaminacio é feita na parte discreta e continua.

Os testes tipo-Wald robustos, no entanto, apresentam desempenhos razoéveis tanto na auséncia
como na presenca de contaminacdo. Na maioria dos casos, quando ha contaminacido, os niveis
empiricos dos testes robustos apresentam-se préximos dos niveis nominais. Veja, por exemplo, no
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Figura 6.13: Bozplots dos valores étimos para a constante de afina¢do o para a parte discreta considerando
o MDPDE e para a parte continua considerando o LSMLE e o LMDPDE, sob os cendrio 1 (primeira linha),
2 (sequnda linha) e 3 (terceira linha) .

Cenario 3, para os dados contaminados, os testes para (1, B2 e 1, considerando o MDPDE e
n = 200, apresentam niveis empiricos iguais a 5%, 5% e 7%, respectivamente. Em geral, quando
comparamos os testes associados aos parametros da parte continua para os diferentes estimadores
propostos, ndo observamos uma superioridade de um com relagdo aos outros. Todos apresentam
desempenhos parecidos. No entanto, em geral, a presenca de contaminagao nos dados faz com que
as probabilidades do erro do tipo I dos testes tipo-Wald robustos fiquem maiores do que o esperado.
Assim, ainda que esses testes sejam mais indicados do que o teste Wald usual, é preciso ter cuidado
na tomada de decisao.

Nas Figuras 6.14 e 6.15 apresentamos as curvas das discrepancias quantilicas relativas das es-
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Tabela 6.4: Razdo entre os erros quadrdticos médios totais dos estimadores sob os Cendrios 1, 2 e 3.

Cenario 1 Cenaério 2 Cenario 3
Sem cont. Com cont. Sem cont. Com cont. Sem cont. Com cont.

n 100 200 100 200 100 200 100 200 100 200 100 200
MEE - 1.00  1.00 6.69 15.89 1.00  1.00 7.93  20.93 1.00  1.00 12.96  33.73
e 1.00 1.00 6.76  15.83 1.00  1.00 7.94  20.93 1.00  1.00 12.97  33.61
LB 1.00  1.00 6.63  15.90 1.00  1.00 7.93  20.93 1.00  1.00 12.88  33.75
MLE_1.00 1.00 6.77 15.89 1.00  1.00 7.94  20.93 1.00  1.00 12.98  33.72
MSE1.00 100 .01 1.00 1.00  1.00 .00 1.00 1.00  1.00 .00 1.00
SESE 1.00 1.00 0.99  1.00 1.00  1.00 .00 1.00 1.00  1.00 0.99  1.00
ks 100 1.00 1.0l 1.00 1.00  1.00 1.00  1.00 1.00  1.00 .00 1.00
MME . 1.00 1.00 0.98  1.00 1.00  1.00 .00 1.00 1.00  1.00 0.99  1.00
SEME1.00  1.00 .00 1.00 1.00  1.00 .00 1.00 1.00  1.00 .00 1.00
MLSE  1.00 1.00 1.02  1.00 1.00  1.00 1.00  1.00 1.00  1.00 1.0l 1.00

tatisticas usuais e robustas ? (considerando o SMLE e o MDPDE) para todos os pardmetros do
modelo considerando os dados contaminados e sem contaminagdo para o Cenario 3. Essa discre-
pancia é definida como sendo a diferenca entre o quantil exato da estatistica de teste (obtido por
simulagdo) e o quantil (assint6tico) tedrico, dividido pelo quantil teérico. Os quantis tedricos sao
obtidos através da distribuicdo qui-quadrado com 1 grau de liberdade. Quanto mais préximo de
zero a discrepancia quantilia relativa estiver, teremos maior indicio que o limite em distribuigao
das estatisticas de teste sob a hipotese nula é qui-quadrado com 1 grau de liberdade. Quando nao
hé contaminacio, a discrepancia quantilica relativa é proxima de zero para todas as estatisticas
(usuais e robustas). Na presenca de contaminacdo, as discrepancias quantilicas relativas para as
estatisticas usuais sdo distantes de zero para todos os testes (referentes aos pardmetros da parte
discreta e continua). Esse comportamento é observado para n = 100 e n = 200. Por exemplo, para
n = 200, a discrepancia quantilica relativa da estatistica de teste usual para testar Hg : v1 = 4.5,
na presenga de contaminagao, apresenta valores superiores a 1000. Esse comportamento indica que,
na presenca de contaminacio, a aproximacao das estatisticas usuais pela distribuicdo x? pode nio
ser indicada. As discrepancias quantilicas relativas das estatisticas robustas apresentam valores
préximos de zero tanto na presenca quanto na auséncia de contaminacgao. Desta forma, é razoavel
assumir que, no contexto das simulagoes, a distribui¢do qui-quadrado com um grau de liberdade ¢é
uma boa aproximacao para a distribuicdo destas estatisticas.

Em resumo, os estudos de simulacao revelaram que a estimagdo via maxima verossimilhanca no
modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um sofre forte influéncia de observacoes atipicas
nos dados. Os desempenhos dos estimadores propostos neste trabalho sdo similares ao do estimador
de méxima verossimilhanca na auséncia de contaminacdo; na presenca de contaminacao, apresen-
taram uma superioridade consideravel. O método utilizado para a escolha da constante de afinacao
mostrou-se eficaz, identificando a necessidade de introduzir robustez no método de estimacio e
retornando o MLE na auséncia de contaminacdo. Além disso, na presenca de contaminacio, os
testes robustos apresentaram melhor desempenho que os testes usuais, retornando niveis empiri-
cos proximos dos niveis nominais e indicando que a aproximacao das estatisticas de testes pela
X3 é razoavel. Adicionalmente, o teste Wald usual pode apresentar resultados distorcidos e nio é
recomendado quando ha observacoes atipicas nos dados.

2 ’ . . . . s ~
Chamamos de estatisticas usuais aquelas referentes aos testes Wald usuais; isto é, que sdo baseadas no MLE. De
forma andaloga, as estatisticas robustas sdo aquelas referentes aos testes tipo-Wald robustos; isto é, testes baseados
nos estimadores robustos.
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Tabela 6.5: Niveis empiricos sob Hy do teste tipo-Wald robusto sob os Cendrios 1, 2 e 8 ao nivel nominal
de 5%.

Cenério 1
n = 100 Sem cont. Com cont.

Estimador K1 Ko K3 b1 B2 %! K1 K2 K3 B1 B2 7
MLE 0.04 0.04 0.04 0.06 0.06 0.07 0.04 0.04 0.04 0.00 0.95 1.00
M-SE 0.04 0.04 0.04 0.06 0.06 0.07 0.04 0.04 0.04 0.06 0.07 0.08

M-ME 0.04 0.04 0.04 0.06 0.06 0.07 0.04 0.04 0.04 0.06 0.07 0.09
M-LSE 0.04 0.04 0.04 0.06 0.06 0.07 0.04 0.04 0.04 0.06 0.08 0.08
M-LME 0.04 0.04 0.04 0.06 0.06 0.07 0.04 0.04 0.04 0.06 0.07 0.08

n = 200 Sem cont. Com cont.

Estimador K1 K2 K3 51 B2 Y1 K1 K2 K3 B1 B2 71
MLE 0.05 0.04 0.04 0.06 0.05 0.06 0.05 0.04 0.04 0.00 1.00 1.00
M-SE 0.05 0.04 0.04 0.06 0.05 0.06 0.05 0.04 0.04 0.06 0.07 0.07

M-ME 0.05 0.04 0.04 0.06 0.05 0.06 0.05 0.04 0.04 0.06 0.07 0.07
M-LSE 0.05 0.04 0.04 0.06 0.05 0.06 0.05 0.04 0.04 0.06 0.07 0.07
M-LME 0.05 0.04 0.04 0.06 0.05 0.06 0.05 0.04 0.04 0.06 0.07 0.06
Cenario 2
n = 100 Sem cont. Com cont.

Estimador K1 K2 K3 b1 [ Y1 K1 K2 K3 B1 B2 71
MLE 0.04 0.04 0.04 0.06 0.06 0.07 0.20 1.00 1.00 0.06 0.05 0.07
M-SE 0.04 0.04 0.04 0.06 0.06 0.07 0.04 0.09 0.08 0.06 0.05 0.06

M-ME 0.04 0.04 0.04 0.06 0.06 0.07 0.04 0.09 0.08 0.06 0.05 0.06
M-LSE 0.04 0.04 0.04 0.06 0.06 0.07 0.04 0.09 0.08 0.06 0.05 0.06
M-LME 0.04 0.04 0.04 0.06 0.06 0.07 0.04 0.09 0.08 0.06 0.05 0.06

n = 200 Sem cont. Com cont.

Estimador K1 Ko K3 51 B2 Y1 K1 Ko K3 51 B2 Y1
MLE 0.05 0.04 0.04 0.06 0.05 0.06 0.54 1.00 1.00 0.06 0.05 0.06
M-SE 0.05 0.04 0.04 0.06 0.05 0.06 0.04 0.09 0.10 0.05 0.04 0.05

M-ME 0.05 0.04 0.04 0.06 0.05 0.06 0.04 0.09 0.10 0.05 0.04 0.05
M-LSE 0.05 0.04 0.04 0.06 0.05 0.06 0.04 0.09 0.10 0.05 0.04 0.05
M-LME 0.05 0.04 0.04 0.06 0.05 0.06 0.04 0.09 0.10 0.05 0.04 0.05
Cenario 3
n = 100 Sem cont. Com cont.

Estimador K1 K2 K3 ﬂl ﬂz Y1 K1 k2 K3 51 62 Y1
MLE 0.04 0.04 0.04 0.06 0.06 0.07 0.20 1.00 1.00 0.00 0.93 1.00
M-SE 0.04 0.04 0.04 0.06 0.06 0.07 0.04 0.09 0.08 0.06 0.06 0.07

M-ME 0.04 0.04 0.04 0.06 0.06 0.07 0.04 0.09 0.08 0.06 0.06 0.07
M-LSE 0.04 0.04 0.04 0.06 0.06 0.07 0.04 0.09 0.08 0.06 0.07 0.07
M-LME 0.04 0.04 0.04 0.06 0.06 0.07 0.04 0.09 0.08 0.06 0.06 0.07

n = 200 Sem cont. Com cont.

Estimador K1 K2 K3 B1 B2 1 K1 K2 K3 B1 B2 Y1
MLE 0.05 0.04 0.04 0.06 0.05 0.06 0.54 1.00 1.00 0.00 1.00 1.00
M-SE 0.05 0.04 0.04 0.06 0.05 0.06 0.04 0.09 0.10 0.05 0.05 0.06

M-ME 0.05 0.04 0.04 0.06 0.05 0.06 0.04 0.09 0.10 0.05 0.05 0.07
M-LSE 0.05 0.04 0.04 0.06 0.05 0.06 0.04 0.09 0.10 0.06 0.06 0.06
M-LME 0.05 0.04 0.04 0.06 0.05 0.06 0.04 0.09 0.10 0.05 0.06 0.06
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Capitulo 7

Discussoes e pesquisas futuras

Nesta tese, apresentamos uma nova classe de modelos para dados com suporte em um intervalo
limitado. Essa nova classe, denominada classe power logit, é definida a partir de uma transformacao
aplicada a uma varidvel aleatéria com distribuicdo simétrica padrdo. As distribui¢oes power logit
generalizam as distribui¢oes GJS ao custo de introduzir um pardmetro adicional. As aplicagbes
na Se¢ao 2.5 revelam que as distribui¢cdes GJS néo sdo suficientemente flexiveis para produzir um
ajuste adequado aos dados; o uso das distribuigoes power logit correspondentes melhora conside-
ravelmente os ajustes. Uma caracteristica interessante das distribuigoes power logit é que seus trés
parametros sdo interpretaveis em termos da mediana, dispersao e assimetria da variavel resposta.
Além disso, essas distribuicoes tendem a ser naturalmente mais flexiveis do que as distribuicoes de
dois parametros, como as distribuigoes beta, simplex e Kumaraswamy. As distribui¢es power logit
podem depender de um pardmetro extra que indexa a distribuicao simétrica subjacente. O parame-
tro extra, se houver, pode ser visto como uma constante de afinagdo que é escolhida para promover
ainda mais flexibilidade para ajustar adequadamente diferentes tipos de dados, particularmente
com observagoes proximas dos extremos do intervalo.

Modelos de regressao, em que se supoe que a varidvel resposta segue uma distribuicao na classe
de power logit, sdo apresentados. As aplicagoes em dados reais nas Segbes 3.6 e 4.4 sugerem que
os modelos propostos sdo tteis para modelar dados continuos limitados. Neste trabalho, oferece-
mos um amplo conjunto de ferramentas para inferéncia via maxima verossimilhanca, diagndstico
e influéncia nesses modelos. Trés tipos de residuos sdo definidos. Chamamos a atencdo para o
residuo padronizado, que pode destacar mais claramente as observacgoes de alavanca do que os
residuos deviance e quantilico. As aplicagbes em dados simulados na Secdo 3.3.1 mostram que os
residuos propostos podem identificar diferentes desvios do modelo postulado e detectar a presenca
de observacoes atipicas. Além disso, medidas de ajuste, como AIC e T, juntamente com gréficos
de residuos com envelopes simulados podem ser empregadas para selecionar a fungao geradora de
densidades 7(+). Adicionalmente, o modelo de regressao log-log, que é o modelo limite do modelo de
regressao power logit quando o parametro de assimetria A tende para zero, é desenvolvido e pode
ser considerado como uma alternativa parcimoniosa aos modelos de regressao power logit quando
a estimativa de A é proxima de zero.

O pacote PLreg, implementado no software R, permite que os usudrios empreguem os modelos
de regressao power logit em suas préprias andlises de dados. O pacote é desenvolvido nesta tese e
fornece uma ampla gama de recursos para ajustar os modelos de regressao power logit, log-log e
GJS, bem como para a realizacdo de andlises de diagndstico e influéncia. Além disso, PLreg fornece
procedimentos para escolha do pardmetro extra quando necessario. Diversos métodos, como o
summary, plot e AIC, estdo disponiveis para o pacote. PLreg esta disponivel no CRAN, o repositoério
oficial do software R. No Capitulo 4 esse pacote é apresentado e diversos exemplos sdo conduzidos
a fim de exemplificar as suas principais fungoes.

O modelo de regressao power logit inflacionado em zero ou um é desenvolvido no Capitulo
5. Esse modelo é uma extensdo natural do modelo de regressao power logit e é 1til quando a
varidvel de interesse ndo assume apenas valores no intervalo (0, 1) mas, também, os valores zero ou
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um. Este modelo generaliza o modelo de regressao GJS inflacionado em zero ou um, proposto por
Queiroz e Lemonte (2021) e é um competidor para o modelo de regressao beta inflacionado em zero
ou um (Ospina e Ferrari, 2012). Aspectos inferenciais, medidas de diagnéstico, residuo e influéncia
sao desenvolvidos. De forma analoga, o modelo de regressao log-log inflacionado é apresentado como
um caso limite do modelo de regressao power logit inflacionado. Adicionalmente, o pacote PLreg
pode ser usado, de forma intermediaria, para ajustar os modelos power logit e log-log inflacionados.
A aplicacao em dados reais apresentada na Secdo 5.5 evidencia a utilidade do modelo de regressao
proposto.

A segunda parte desta tese propos-se a desenvolver métodos inferenciais robustos em modelos
de regressao beta inflacionados em zero ou um. Esses modelos sdo uma mistura de dois outros: um
modelo de regressdo para dados bindrios (parte discreta) e um modelo de regressao beta (parte
continua). A inferéncia em modelos de regressao para dados bindrios e em modelos de regressao
beta é fortemente influenciada por observagoes atipicas; isso é estudado nas Sec¢oes 6.1.2 € 6.1.3. Os
estimadores propostos sdo baseados na juncdo de métodos inferenciais robustos aplicados as duas
partes do modelo de forma separada. Para a parte discreta, consideramos um estimador baseado na
divergéncia poténcia entre densidades e, para a parte continua, consideramos estimadores baseados
em Lg-verossimilhangas reparametrizadas e, também, em divergéncias poténcias entre densidades.
Propriedades de robustez dos estimadores propostos sao estudadas. Simulagoes de Monte Carlo e
aplicacoes em dados simulados ilustram as vantagens da metodologia robusta sobre a inferéncia
baseada em maxima verossimilhancga usual quando héa presenca de observacoes atipicas nos dados.

Os estimadores robustos propostos no Capitulo 6 dependem de duas constantes de afinacao,
uma para os parametros referentes a parte discreta do modelo e outra para aqueles da parte
continua. A escolha dessas constantes é crucial para esses estimadores. Um algortimo orientado
pelos dados para a escolha dessas constantes é proposto na Se¢éo 6.2.7 e tem como base o trabalho
de Ribeiro e Ferrari (2022). Como subproduto do algoritmo proposto, obtemos uma metodologia
inédita para a escolha de constantes de afinacio orientada pelos dados para métodos robustos em
modelos de regressao para dados binarios.

Concluimos esta tese com algumas direcoes interessantes para futuras pesquisas, algumas das
quais j4 em desenvolvimento.

1. Desenvolver testes de hipdéteses nao encaixadas no modelo de regressao power logit para
testar Ho : A = 0 contra Hg : A > 0; ver Vuong (1989). Esse procedimento é uma ferramenta
adicional para auxiliar na escolha entre o modelo de regressao power logit e log-log.

2. Propor métodos de selegdo de modelos (veja, por exemplo, Schneider et al. (2020)); aqui a
escolha da distribuicao power logit para analisar os dados é feita com base em métodos de
diagnéstico.

3. Considerar diferentes estruturas de regressao nos modelos de regressao power logit, como
modelos néo lineares, espaciais, séries temporais, componentes mistos e florestas aleatérias.

4. Aplicar os métodos inferenciais robustos no modelo de regressdo beta inflacionado em con-
juntos de dados reais.

5. Avaliar o desempenho de outros estimadores robustos para a parte discreta no modelo de
regressao beta inflacionado.

6. Propor métodos inferenciais robustos no modelo de regressao beta inflacionado em zero e um.



Apéndice A
A transformacao power logit

A seguir, apresentamos os resultados de uma breve simulagdo a fim de ilustrar a eficicia da
transformacao power logit em transformar dados limitados assimétricos em simétricos. Para tanto,
geramos 1000 amostras de tamanho n = 200 de uma varidvel aleatéria W com fungao densidade de
probabilidade f(w; @) e suporte em (0,1). Em seguida, para cada amostra, calculamos o coeficiente
de assimetria amostral, dado por fiz(w) = 329 (w; — w)3/[(200 — 1)s%], em que W e s sdo a média
e o desvio padrao amostral, respectivamente. Consideramos as distribuigoes a seguir.

1. Distribuicao beta: W ~ beta(u,o); p é a média de W e o é um pardmetro de precisdo.

I'(o)
T (a0 T (1 = 19)0)

f(w;0) = w1 —w)IT g cw <1, 0= (p,0)".

2. Distribuicao kumaraswammy: W ~ Kumaraswamy(u,o); p é a mediana de W e ¢ é um
parametro de precisao.

log(0.5) .
olog(0.5) ;4 log(1— po) T
fw;0) = —=""w? (1 —w’)'98 H , O<w<l, 6= (uo0) .
(136) = (B w11 - ) (1.0)

3. Distribuigao gama unitéria: W ~ UnitGamma(u, o), p é a mediana de W e ¢ é um parametro
de precisio.

_H 1

1— 1/0 1 7 T

w H log | — , O<w<l, 0=(uo0) .
w

4. Distribuigao beta generalizada: W ~ Gbeta(u, o, v); u, o e v sdo parametros de forma.

. _ F(U) i po/vir o 1/vN(1—p)o—1 _ T
f(w’o)_F(uU)F((l—u)a)yww (1—w") , O<w<l, 6= (po,v) .

Se X ~ beta(u, o), entdo X¥ ~ Gbeta(u, o, v).

Calculamos a média dos coeficientes de assimetria das 1000 amostras para y (dados originais),
logit(y) (dados transformados pela funcdo logito), e logit(y?) (dados transformados pela funcio
power logit).O valor de A foi escolhido para cada amostra de modo a minimizar o coeficiente
de assimetria amostral. A Figura A.l apresenta os resultados. Note que cada ponto nos gréficos
representa a média de 1000 coeficientes de assimetria obtidos de amostras de tamanho 200 das
distribuigoes especificadas. Por exemplo, a Figura A.1(a) apresenta as médias dos coeficientes de
assimetria para amostras geradas de uma distribui¢cdo beta com diferentes valores de e ¢ = 8.
Conforme observamos na Figura, quando a distribuicao de y é altamente assimétrica (coeficiente de
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assimetria médio menor que —1 ou maior que 1), a distribui¢ao de logit(y) também é assimétrica.
Se a distribuigdo de y é assimétrica a direita (esquerda), a distribuicao de logit(y) é assimétrica
a esquerda (direita). A distribuicao de logit(y*) é praticamente simétrica para todas as situacdes,
exceto em alguns casos extremos (veja a Figura A.1(g) com p muito pequeno). Além disso, quando
a distribuicdo de y é aproximadamente simétrica, a distribui¢do de logit(y) também é simétrica e
o valor escolhido de A é aproximadamente 1. Em geral, os graficos na Figura A.1 sugerem que a
transformagao logito frequentemente falha ao transformar dados assimétricos em simétricos. Em
contraste, a transformacdo power logit mostra-se eficaz, desde que o pardmetro poténcia (\) seja
escolhido corretamente.

y 27 v . (s
24 oo — logit( B — logt)
— 153.:82) ogi Q) 15 logit(y")

04— -

14
-2+ /_4—‘/’\
— logit(y)
— logit(y")
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skewness
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u o n o

(a) beta(u, 8) (b) beta(0.1, 0) (c) (d)
Kumaraswammy (u, 0.5) Kumaraswammy (0.1, o)

— mu(y) y
— logiy’) 2 y T — logiy)
— logit(y) — logit(y)
— logit(y") 3

skewness

skewness
|
skewness
°
L
!
skewness

(e) UnitGamma(pu,5)  (f) UnitGamma(0.1, o) (2) Gbeta(y, 8,2) (h) Geta(0.3, 8, v)

Figura A.1: Grificos da média dos coeficientes de assimetria de y, logit(y) e logit(y*) para dados gerados
de diferentes distribuicoes com suporte em (0,1).



Apéndice B

Demonstracoes

B.1 Demonstragoes das proposicoes do Capitulo 2
A seguir, sdo apresentadas as demonstracoes das proposi¢oes apresentadas na Secgao 2.2.
Demonstracao da Proposicao 1

Seja Y ~ PL(u, 0, \;7). Esse resultado segue diretamente do fato de que

1 Yy

Pre? 1/
1—pM1 —e%%) ’

com Z ~ S(0,1;7).
Demonstracao da Proposigao 2

Para verificar que o é parametro de dispersdo, seguiremos os argumentos de Mitnik e Baek
(2013) e vamos considerar a ordem de dispersao quantilica (quantile spread order) introduzida
recentemente por Townsend e Colonius (2005). Considere F~! a funcio quantilica de uma variavel
aleatéria Z. A dispersio quantilica de Z é dada pela fungio QSz(u) = F~Y(1 —u) — F~(u), para
u € (0,1/2). Agora, considere Z;, F' 211,22, F 221 como definido anteriormente. Dizemos que Z; é
menor que Z; em ordem de dispersdo quantilica, ou Z; <gg Za, se QSz, (u) < QSz,(u), para
u € (0,1/2). Note que, conceitualmente, a ordem <gg corresponde a comparacdo de Z; e Zy com
relacdo a dispersdo, uma vez que estamos verificando se a distancia entre dois quaisquer quantis
simétricos de Zs é pelo menos tao grande quanto a distdncia para os correspondentes quantis de
Zy (Mitnik e Baek, 2013).

Dessa forma, se Y7 ~ PL(u, 01, A;7) e Yo ~ PL(p, 02, \;7), entdo precisamos mostrar que Y; é
menor que Ys em ordem de dispersao quantilica se, e somente se, o1 < g9. Temos que

M)\eo:q,u /A ,U,)‘BUZ“ /A
1—pM1—eo%1-u) 1—pM1 —eo2u) ’

QSy (u) = l

em que u € (0,1/2). Verifiquemos se QSy; (u) — QSy, (u) < 0 se, e s6 se, 01 < 02. Note que

QSy, (u) — @Sy, (’LL) =

'u)\ealm_u 1/A
)

M/\SUIZ“ /A
1 — pM1 —eo121-u )

1 — pM1 — eo12u

MAeazzu /A
1 — pM1 — eo22u) ’

1/
+

A 0221y

wle
1 — pM1 — eo2%1-u)
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Como Z ~ S(0,1;7) e u € (0,1/2), entdo z, <0 e z1—y > 0, € 2, = —21—y. Assim,

M)\ealzl,u 1/A /L)\60221*“ 1/A
QSy, (1) — QSv, (u) = )] . L_ )]

— (1 — e01%21—u uz\(l — e02%1—u
u)\ —09221—vy /A Iu/\efcrlzl,u /A
B E e | B F e (e |
Agora, note que
Iu)\ealzl w 11/ [ ,lj,>\602zl u 1/A
<
1 — (1 — eo'lzl—u)_ - _]_ — M (]_ — 60'221—u)
e
Iu/\e—ogzl w 1Y/ [ Iu)\e—alzl u 1/A
<
1—pM1 — e—2%1-u) 1= pMl — e

se, e s0 se, 01 < 09. Logo, o o é parametro de dispersao.
Demonstracao da Proposicao 3
Seja Y ~ PL(u,0,1;7) e defina W =1 —Y. Para todo w € (0,1), temos

Fy(wyp,0) =P(W <w)=1-PY <1—-w)

prtwiie) = st =) = i (D (G200 )
ey (o o) e (5))
w —w 2
e (e (R} )

Assim, W=1-Y ~PL(1 — p,0,1;7).

assim,

Demonstracao da Proposicao 4

1. Seja Y ~ PL(u,0,1;7), entao

v = (e (=) )

r({ot(y) — t(w)]}?)
oy(1—y) ’

em que ¢(y) = log(y/(1 —y)). Logo, Y ~ GJS(p, 03 7).

2. Assuma que Y ~ PL(u, 0, \;7) e seja W = Y, entdo, para w € (0,1),

Fy (w; p,0) = P(W < w) =P(Y* < w) = Fy (v, 0).
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Logo,

' CwlA " Cwt/? A 1 w/(1—w) \\°
fW(wa,U'aO-a )‘) - ny(w s )\) T \w gwl/k(l — 'LU)T <{0_10g (M)}

B )

de modo que W = Y* ~ GJS(u*,o;7). Analogamente, pode-se mostrar que se Y ~
GJIS(u?, o;7), entdao Y ~ PL(u, 0, \; 7).

3. Consultar Lemonte e Bazan (2016).
Demonstracao da Proposi¢ao 5

Usando a regra de I’Hopital, pode-se mostrar que

yN  logp
A

— , quando A — 0%,
pu logy

Assim,

1 1 1 —1
lim z:—log(Ogy>:—log( ogy)‘
A—0+ o log 1 o —log

Dessa forma, para y € (0,1), temos
1 —1
o —log 1

—log(—logu) + 0Z < —log(—logy))
W < —log(—logy))

exp{—exp{-W}} <y),

lim Fy(y;p,0,A) =
Jlim, v (y; py 0, N)

—~ o~

em que W = —log(—logpu) + o Z ~ S(—log(—log ), 0?; 7). Logo,
D +
Y — exp{—exp{-W}}, A—0".

Ou, equivalentemente,
—log(—logY) =W, X—07.
Demonstracao da Proposicao 6
Seja Y ~ PL(u, 0, A\;7) e defina W = Y€, para ¢ > 0, entdo
FW(w7 K, 0, A) - P(Yc < ’IU)
= By (w py0, ).
Assim,

wl/c

fw(w; p, 0, ) = fy (W% py0,0)
Ccw

B wl/c A . l o ,w)\/c/(l . ,w)\/c) 2
- cw O-wl/c(l _ w/\/c) o 0 ,uc)\/c/(l _ Mc)\/c)

1 1 | ,w/\/c . MCA/C 2
_aw(lfw’\/c)r o B \T e ) T8 1 — peM/e '
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Logo, Y¢ ~ PL(u¢, 0,\/c;r).

B.2 Derivadas da funcao de log-verossimilhanca no modelo de re-
gressao power logit

Derivadas de segunda ordem da funcao de log-verossimilhancga

Conforme apresentado na Secao 3.2, a funcao de log-verossimilhanga para 6 é dada por

n

00) =Y li(pi,0i, N), (B.1)

=1
em que
(i, 03, \) = log A — log oy — log{1 — y*} + log{r(z?)},

sendo z; = h(y;; pi, 04, A). As segundas derivadas de £(0) com respeito aos 3's, 7's e A sdo dadas
por

0%0(0) _ zn: 9 (3&(%,0@'7)\) sz’) dpss 37)1¢$R
9BROBm i dmi/) dmi 0B

0
_ zn: OO (1, 04, N) dpsg _i_agi(ﬂiaaia)\)idﬂi dp;
op? dnui Opi Op; dmy; ) dnu;

LiRTim,

825(9) . i 0 ((%Z(uz,az,)\) d0'7,> do; 8’!72,'8.
B do; diga; ) diga; Oy "

_i 8&2(/%,0'“A) dO’i + 8€Z(Ml,al,A) 8 dO’l) dO’i

= do? dma; do; Oo; dmo; | dmo; SHSIN
0%0(0) B zn: 0%l; (i, 00, \)
oN2 N2 '
yi=1
Como o¢ A A ot N1
ik, 01,2 _ S 2iv(2i), Ol o)) _ —[2v(z) — 1]
Opi oipi(1 — p3) do; o
(§]
Mi(pi,oi,\) 1 yllogy: lz,v(zl) logy,  logui
oA X 1y o T -y -]’

ap6s algumas simplificagoes, segue que

8[?(/14,0’,’,)\) o -2
op; [oipi(1 = pi))?
8&2 (:uiv 045 )‘)
do?

{oill = i (1 + N]zv(z) + Ao(z) + 20/ (20)]

1 1
= — — =2 [3v(z) + 20 (2)],
g; i

oN? (1-y))? of L—y} 1—p

7

002 (pi, 03, A 1 yMlog’y; 1 logy;  logu; ?
06 i, 00, A) =32 — —[v(zi) + 20" (21)] —

Sl e 2)? (L= p)?

0j

1 [yﬁ log?y;  p} log? m]
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€ .. ..
0 dwi _ i) 0 doi _ da(0i)
Op; dmy; di (pi)? doi dn; da(0i)?
Adicionalmente, para R=1,...,pel=1,...,q, temos
825(9) _ Zn: 0 (8&‘(/1,,',0'1‘,)\)) do; Ong; du; -
OPrOT = Ooi Oy dnz; Om dmy;”
9°4(6) :anﬂ <5€i(ui70’i,/\)) dﬂix‘R
0BRrON — ~ OX Opi dmy” "
826(0) _ Zn:g <a£i(ui,di,)\)) do; s,
onox = A\ Oo; ) dip "
em que

8ai( s = 9os \ ot = 0

—A
= 1y B A

9 MM) I R S
(’M( B = o om0

B A {1—u?(1—MOgui)
oipi(1 — ) AL — p)

1 (logy;  logpu; /
+ai <1_yi)\ = [v(z) + 20" (21)] ¢,

1 log y; log 1;
=3 < gy& - gﬂ;) zi[20(z) + 20 (24)]-
[ 3 1

2iv(z;)

Dessa forma, é possivel escrever a informagao observada da forma (3.7).
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Apéndice C
Calculo da matriz de perturbacao A

Aqui sao apresentados os calculos para a obtencdo da matriz de perturbacdo A, sob diferentes
esquemas de perturbagio, para os modelos de repressdo power logit e power logit inflacionado em
ZE€ro ou um.

C.1 Modelo de regressao power logit

C.1.1 Ponderacao de casos

No esquema de perturbacao de ponderacao de casos, a fungdo de log-verossimilhanga perturbada
para o modelo de regressao power logit é dada por

6(0|w) = Zwiﬁi(,ui, a;, )\),
i=1

em que ¢;(pi, 04, \) é definida em 3.2. Dessa forma, parai=1,...,ne R=1,...,p, temos que

PUOlw) 9 [00(Blw)\  Oi(s, 00 N)
OBRrOw;  OBg ( Ow; ) B Br

De (3.3), temos que

0%0(0|w) A 2i0(z) 1 .
= iU(%i) =< TiR-
BrOw;  oipi(1 — ) d ;)
Analogamente, paral=1,...,qei=1,...,n,

O*0(Olw) 0 (8@(0|w)) _0li(pg, 0, N)
Gnc’iwi - aTl 8wi a 87'1 '
Assim, segue de (3.4) que
OU(Olw) 1,
Ondw; ;i[ZiU(ZZ) - 1]dz(az')

Sil-

Em notagao matricial, e avaliando as derivadas em 0 = 0 e w = wy, temos que

2 ~ A~ A~
W‘ R = X"WT;Dg,

8[38wT 0=0,w=wo (C 1)
826(0@)‘ _sTRD :
OTOw T Gzé\,w:wo N 2=

em que Dg = diag{u7,...,u;} e D, = diag{o7,...,0.}.
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C.1.2 Perturbacao individual nas covariaveis continuas

Sejam X e S as matrizes de covaridaveis do modelo de regressdo power logit. Vamos assumir que
X # S e que a j-ésima coluna de X, digamos x;, com j = 1,...,p, é perturbada aditivamente
da forma definida em (3.14). A func¢do de log-verossimilhanca do modelo perturbado é dada por

(3.15). Desse modo, para R=1,...,peVi=1,...,n, segue que

0B ROw; Ow; 0B8R
0 <3fz‘(uiw,0z‘, A) dptie 8771iw>

o26lw) <ae(0|w))

Ow; Oty dniiw OBR
- 6 <a£i(,u/iw70-ia)\) d,uw> amiw + 6&(,&&,,0’1’,)\) d,uw < 8 6nuw>
Ow; Oty dniiw/ 0B8R Oty dniiw \Ow; OBR
. 8 (8&(#@,(%, )\) dﬂiw) dﬂiw Gmiw 8771iw + 6€i(uiw,ai, /\) d,uiw < 8 8n1iw>
 Opties Oticy dniiw/ dniiw Ow; OBR Oty dniiw \Ow; OBR
i (piw, 00, N) Ay | 0li(pios 03, N) O i\ dptin ONiw O
B ( op3, dn1iw * Othis Ofhis d771iw> dniw Ow; OPR
N Oli (i, iy A) dptis ( 0 3771@)
Otic dniiw \Ow; OBRr )’
em que
dpsw 1 0 dpiw  di(piw) O

= - , =—= , = Bi0s.
dmiw  di(piw)  Oiw dNiw di (phiw)? Ow; &

Note que, se R = j, temos que O, /OBRr = Tir + ozw; € se R # j, Omiw/0Br = xir. Logo,

0 Omiw | 0, R=1},
Ow; OBr | 0, R#j,

De modo que, se r # j, temos

(Olw) [ 0%li(piw, 05, N) 1 _ Oi(piws 0y A) d (i) Bjos
0B RrOwW; dl(,uiw)

8“1%4; dl (,uiw) aﬂiw d1 (Niw)Q

iR

e se r = j, temos que

O(Olw) <a2€i(,uiw,0'i7)\) 1 i (i, 0, N) d1 (i) ) Bjos

00,0w; - o dl (Niw) (wiR + Ua:wi)

8,u%w d1 (Miw) 8Miw dl (Niw)Q
Oli(phiw, 0y A) O

+ ; .
8/'Liw dl(,uiw)
Defina )
ERCONS O (Wiw, 03, N) ‘ 1 9li(piw, 0i, A) fil(uz’w)
“ 8/%2“] dy (Nz‘w) Optico dq (,UJZ'W ) 2’
’ A
Dessa forma,
1) Bjox .
—Ww; : TiR, R y
% - 5 “d (phiw) R 7
IBROw; wh) Pi% , Oz .
W, (Tir + wai) + Ziwv(ziw),uiw : ) R =,
d (Hiw) di (Hiw)

(C.2)



em que 2, = h(y; fiw, 0, A). Aval

020(6|w)
0BOw T

sendo cé =(c1...,¢p) " um vetor

denota o j-ésimo elemento de B =
Da mesma forma, para l =1, ...

PU(0lw) _

‘B:aw:wo
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iando (C.2) em 6 = 0 ¢ w = wy, temos

- _UxBjXTWIr/I\‘l —l—axc%ﬁ*TW'i‘l, (C?))
dedimenséopxltalqueci:OViaéjecizlparai:j,ij
(Biy--Bp) T i=1,...,p.

,qgeVi=1,...,n, segue que

920(8|w)

87’1 8&}7;

Definindo

segue que

O (Olw)
8716%-

87’[8&%
0 (0li(liw,0i, A) doy Ona;
Ow; ( do; dmo; Om )

0 (0i(tiw, 05, A) dog \ dpties Onie, ON2;
Oticy ( Oo; d772i) dmiw Ow; 07
O (piws, 03, ) Aoy dptie, ONies O

8Miwaai

dnoi dmiw Ow; 01

—wW = Li(i; 0, N)
“ Opin,00;

I

(4) 1 1
Wi, =
di(piw) da(o

Bjosil-

)

)

Avaliando (C.4) em 6 = 6 ¢ w = wy, temos que

0%0(0|w)
OTOw T

Agora, vamos assumir que a k-ésima coluna de S, digamos s, com k = 1,...

= —aszST{fV(Tl’i‘g. (05)

’9:5,40:(»0

,q, € perturbada

aditivamente da forma definida em (3.16). A fungéo de log-verossimilhanga do modelo perturbado

é dada por (3.17).

Assim, paral=1,...,qeVi=1,...,n, segue que
OU(Olw) O [0((O|w)
87’18&.}@‘ N Bwi ( 87’1 )
. 0 8£,~(M,aiw,/\) dO’iw 87721’0.)
- Ow; ( 00, dmoi, Om )
_ (9 8€i(ui,aiw,)\) dO‘iw a’f]giw 8€i(ui,aiw,)\) dO‘iw 8 67]21'0_,
N 8UJZ‘ < 6aiw d772iw> 8’7’1 6aiw d772iw <8w2 877 >
8 (%i(u,-, Oiws )\) dO’iw daw angiw 817%, 8&(/@‘, Oiws )\) dO’iw 6 8772iw
 Ooi, ( ofol® d772iw) dngiw Ow; 0T oy, dn2iw (3%' om )
. 82&(/1,2', Oiws )\) dO’iw a&(ui, Oiws )\) 0 dO’iw dO'iw 87722'0.; 87722'0.1
B ( do?, dn2ie 0o, 00, d772w> dmoiw Ow; 07
8&(,&1’,0‘@0,)\) dO‘iw 0 8772@
* Sl dn2iw <3wi on )’
em que .
dO’iw . 1 0 dO’iw o dl(in) 8n2iw _
Aoy da(oi)  00iw dmoics _dl(aiw)Q’ Qu; RO



158 APENDICE C

Se | = k, temos que 012i, /0T = Si1 + osw; € se | # k, temos que 012, /01 = $4. De modo que,

0 Omiw | os, =k,
Ow; 01 0, I # k,

Portanto, se | # k,

i (i, Tivgy N) da(0i)

010w aO'Ew dg (Giw) 0oy .

OU(0lw) (a%(u,»,%,x) 1

e, sel =k,

i (1iy Oiws N) da(0i)

> TkOs s
: il
d2(0iw)? ) da(oiw)

TkOs

622(0|w) o azéi(ui,aw,k) 1
0T 0w; N Oafw dQ(O’iw) 00y ‘
aEl (,ula Oiw, )\) Os

+ : .
aaiw dg(O'iw)

Defina, parai=1,...,n,

@ 0%i(pi,ois, A) 1

d2 (in)2 d2 (in)

(8i1 + oswi)

i (1iy Tis A) da(0iy)

fw 801-2“} dg(()’iw) 8in
¢ 1
O-;lkw = Tiv [Zng(zz?w) - 1]’
em que z;, = h(y; p, oiw, A). Logo,
_w@) TrOs S
U(0lw) “dy(ois)
8778% a _w(Z) TkOs (S‘ . 0504w
kg 1+ osw ) + = ,
“dy(ow) T da(oiw)

Avaliando (C.6) em 6 = 0 e w = wy, temos

826(0|w)‘
8’7’8(.0—'— H:aw:wg
sendo ¥ = (c1,...,¢)"

e T denota o k-ésimo elemento de 7 = (7y,...
Vi=1,...,n, segue que

Te) k=1,

o2(0lw) 9 (90(0)w)
OPRrOw;  Ow; < IBr )
o 8 3&(#1‘,0}@, )\) duz anh-
0w, ( O dnii 35}2)

= —US?kSTWQTQ + USCE.&*TTQ,

do (in)2

T‘ #]7
(C.6)
T :j7

(C.7)

um vetor de dimensdo ¢ x 1 tal que ¢; = 0Vi # k e ¢; = 1 para i = k,
,q. Agora, para R =1,...,p e

" 0o Opi dm;
i, 04, N) dpg doiy On2ie Oy
90,0

Assim, segue que

82£(9|w) _ @ 1 1

BrOwi ™ dy (1) da(0i)

dni; dnoiw Owi 0BR’

TkOsTiR-

0 (8&(Mi,0iw,)\) sz‘) doi, On2iw ON1i
dnoiw Ow; OBRr

(C.8)
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Avaliando (C.8) em 6 = 0 ¢ w = wy, temos

920(8|w)

o = o X W T Ty, :
868wT ‘O:O,w:wo 5Tk atLn2 (C 9)

C.2 Modelo de regressao power logit inflacionado em zero ou um

Nesta Secao, omitiremos alguns detalhes técnicos, que podem ser encontrados na Secao C.1.

C.2.1 Ponderacao de casos

Temos que
0(0|lw) = l1(K|w) + 2(B, T, A|w),
em que
/(klw) = sz (i), la(Klw) = sz (i, 055 A
=1 1€EQ
em que Y;(a;) e €;(pi, 04, A) sdo definidas em 5.4. Assim, para i = 1,...,n et = 1,...,m, temos
que
OU(Olw) 0% (Klw) 0 ((%1(&\(»)) _Oi(ew) Ly (i) — il zig
OkOw;  OrOw;  Oky Ow; 0k (1 — ) do(evi)’
Analogamente, para R=1,...,p,l=1,...,qei € p,
0%0(0|w)  0%(B, T, Nw)  0;(1s, 04, N) A 1
= = = o 2iV(2i) = TiR,
OBRrOw; IBRrOw; IBr oipti(1 — p17') di (i)
2 2 N 1 1
OUk) _ Pha(fr M) _ OhlpnowN) Ly 1
010w 010w oty g; do (gl)

Note que, para todo i ¢ g,
PU(Olw)  920(8|w)

BB omow

Portanto, colocando em notagdo matricial e avaliando a derivada em 8 = 6 ¢ w = wy, temos
que

920(8)w)

N =Z"AT,D.,
8m8wT 0=0,w=wo 0
9*((6|w) Totatat
— = =X"W'T,Dj,
0B0w T 19=6,w=wo 15
0%(6|w) _sTEp!
87’8wT 0:?)\,0.7:0)0

em que D, = diag{a],...,a}}.

C.2.2 Perturbacao individual nas covariaveis continuas
Perturbacao individual das covariaveis do componente discreto

Vamos assumir que Z # X # S e que a u-ésima coluna de Z, digamos z, com u =1,...,m, é
perturbada aditivamente, de modo que

Ziuw = Ziu T OWj.
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A funcao de log-verossimilhanca do modelo perturbado é dada por

n

0(0|w) = Li(klw) + Lo(B,7,A) =Y liliw) + Y i, 03, A).

=1 1€0

Assim, para t =1,...,m, segue que

O*(Olw) 0% (K|w) _8(861(n|w)>
OkOw;  OkOw;  Ow; Ok

0 (351‘(0%) davie, 3770w>

Ow; O,  dnoiw Oky
_ 8 8&(0%) doziw 8170m aﬁz(aw) dozl-w 6 87]01@
N &ui < 80% dT]()iw> 8/615 60% d770iw (&uz 8/@,5
0 (8&(0[@,) daiw) daviw, OMoiw ONoiw n 0l (i) day, ( 0 ONoiw
Oaiy \ Oy, dnoiw / dnoiw Owi Ok Oy, dnoiw \Ow; Okt
. 82&'(&,@) day, 8&(047,“,) 0 day, davy, an()iw 8770iw
B ( a2, dnoiw Oag, Oayy, dnmw> dnoiw Ow; Ok
a&(aw) dam 8 617%,
" 0w dnoi <0w@- Okt >’
com .
dozmJ 1 6 daiw _ do(aiw) 87]01@ o

dnoiw  do(@iw) Ot dnoiw _do(aiw)Q’ Ow;

Z-

Além disso, se t = u, temos que INyiw/Ow; = zit + o,w; € se t # u, temos que O, /Ow; = zjt.

Assim,

0 Ooiw | 0, t=u,
Ow; Oky 0, t # u,

De modo que, se t # u, temos

U(0lw) (a?zi(%) 1 9li(ouw) d’o(%)> fus
B dO(aiw)

8/{,,58(4)1' 8Oéz2w do (aiw) aaiw dO(aiw)z

e se t = u, temos que

Okt Ow; aa?w dO(aiw) O d0<aiw>2 do(aiw)

6& (Oéiw) (o

0°6(Blw) _ (a?ei(aw) 1 9i(ouw) d‘o(aw)> KOs

+ : .
8aiw do(aiw)
Seja )
O i(au) 1 0li() do(ay)
Wi, = 2 7 - H )
8aiw dO(aiw) 8aiw dO(OliW)z
para ¢ =1,...,n, segue que
_w(O) R0z o
9*0(0|w) “ (i)
Ok ROwW; - _w(o) Ku0z (zit+0zwi)+ agi(aiw) Oz

“ do (i) Oty do(evi)’

(Zit + Uzwi)

t # u,

t:

u,

(C.10)



MODELO DE REGRESSAO POWER LOGIT INFLACIONADO EM ZERO OU UM 161

Dessa forma, avaliando (C.10) em 8 = 8 ¢ w = wy, segue que

920(6|w)

~ 7 TYA7 uA*T AT
~ = —0,kyl WoTo+ o,cioa™ ATy
8n8wT ‘Bzﬂ,w:wo = R ’

em que ¢ = (c1,...,¢y) ! é um vetor de dimensio m x 1 tal que ¢; = 0 com i # u, e ¢; = 1 para
i =u, e Ry, denota o u-ésimo elemento de & = (K1,...,Km) , u=1,...,m.
Note que
0%0(0|w)
SO 0, R=1,....p, i=1,...,m,
0O i
0%0(0|w .
87’5&’%) =0, l=1,...,q, i=1,...,n,
e, portanto,
625(9|w)‘ _0
00w’ lo=0w=w, "
0%0(0|w)

= -~ = 0¢.n-
BﬂawT ‘Gze,w:wo o

Perturbacao individual das covariaveis do componente continuo

Se perturbamos individualmente as covariaveis da mediana ou da dispersao, o cdlculo das de-
rivadas é equivalente ao feito na Secao C.1.2, com a diferenca de que a derivada é igual a zero no
conjunto {i;i ¢ p} e que

920(8|w)

=0, Vi=1,... Vi=1,...,n.
aﬁtaw’b ) Y 7m € ? Y 7n

Dessa forma, perturbando individualmente as covaridveis da mediana, temos

Piow
aﬂawT Gzaw:wo — Ym,nt

0%0(0|w) et e
W 0=0 w=wo = —O'xBjX W, T, + O-;ECZ-]II/ W T,
020(6)w) i

FrowT omguy = ~0ePiS WATI T,

Analogamente, se perturbarmos individualmente as covariaveis da dispersdo, obtemos

820(6|w) o

OKkOw T B:aw:wo — Tmah

0%0(0|w) L v Tootatat

0%0(0|w Tttt Tt
=0,w=wo

Por brevidade, ndo apresentaremos o desenvolvimento do calculo das derivadas para as per-
turbacoes simultdneas. Estes podem ser obtidos de forma analoga ao feito para as perturbagoes
individuais.
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Apéndice D

Graficos

D.1

As Figuras de D.1 a D.7 apresentam graficos da medida de assimetria ~y.125 para algumas
distribuigoes na classe power logit. Evidentemente, outras formas para ~g.125 podem ser obtidas

através da mudanca dos parametros das distribuicgoes.

Graficos de assimetria para as distribuicoes power logit
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Figura D.1: Medida de assimetria para a distribuicao PL-LO considerando p = 0.1, u = 0.5 e p = 0.9,

respectivamente, e variando o e \.
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Figura D.2: Medida de assimelria para a distribuicio PL-PE(, 5y considerando p = 0.1, = 0.5 e u = 0.9,

respectivamente, e variando o e \.
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Figura D.3: Medida de assimetria para a distribuicao PL-PE) considerando 1= 0.1, 0 = 2 e variando A

e(.
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Figura D.4: Medida de assimetria para a distribuicio PL-SN(1 .5y considerando p=0.1, p=0.5 e p = 0.9,

respectivamente, e variando o e .

Figura D.5: Medida de assimetria para a distribui¢ao PL-SN¢) considerando p = 0.1, 0 = 2 e variando A

eC.
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Figura D.6: Medida de assimetria para a distribuicao PL-Hyp(y 2y considerando p = 0.1, p = 0.5 e u = 0.9,
respectivamente, e variando o e \.
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Figura D.7: Medida de assimetria para a distribuicio PL-Hyp) considerando yn = 0.1, 0 = 2 e variando
AeC.
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Apéndice E

Resultados de simulacoes

E.1 Simulagoes caso iid - Capitulo 2

Performance dos estimadores de maxima verossimilhanca penalizada na classe power
logit

A Tabela E.1 apresenta a média, estimativa do viés e desvio padrao das 3000 estimativas de
méxima verossimilhanca (usual e penalizada) para alguns modelos da classe power logit.

Tabela E.1: Média, estimativa do viés e erro-padrao das 3000 estimativas de mdzima verossimilhanga (usual
e penalizada) para os modelos PL-N, PL-LA e PL-SN(1 5)-

n =30 n = 60 n =120 n = 240
Média Viés EP Média  Viés EP Média Viés EP Média  Viés EP
o 0.70 0.00 0.02 0.70 0.00 0.01 0.70 —0.00 0.01 0.70 0.00 0.01
m 0.70 0.00 0.02 0.70 0.00 0.01 0.70 0.00 0.01 0.70 0.00 0.01
PL-N T 0.60 0.10 0.30 0.56 0.06 0.18 0.52 0.02 0.11 0.51 0.01  0.07
ol 0.54 0.04 0.18 0.53 0.03 0.14 0.51 0.01 0.10 0.51 0.01  0.07
) 2.17 1.17 2.99 1.62 0.62 1.87 1.26 0.26 1.13 1.10 0.10 0.79
A 1.49 0.49 1.82 1.36 0.36 1.48 1.17 0.17 1.05 1.06 0.06 0.77
ﬁ 0.70 0.00 0.02 0.70 0.00 0.01 0.70 0.00 0.01 0.70 0.00 0.01
m 0.70 0.00 0.02 0.70 0.00 0.01 0.70 0.00 0.01 0.70 0.00 0.01
PL.LA - 0.64 0.14 0.34 0.59 0.09 0.23 0.55 0.05 0.15 0.52 0.02 0.10
I 0.54 0.04 0.20 0.54 0.04 0.17 0.53 0.03 0.13 0.51 0.01  0.09
/)\\ 2.60 1.60 3.35 1.93 0.93 2.27 1.50 0.50 1.49 1.24 0.24 0.99
h 1.52 0.52 1.94 1.45 0.45 1.66 1.30 0.30 1.29 1.16 0.16 0.93
ﬁ 0.70 0.00 0.01 0.70 0.00 0.01 0.70 0.00 0.01 0.70 0.00 0.00
m 0.70 0.00 0.01 0.70 0.00 0.01 0.70 0.00 0.01 0.70 0.00 0.00
PL-SN(, 5) v 0.53 0.03 0.18 0.53 0.03 0.14 0.52 0.02 0.12 0.51 0.01  0.09
: ol 0.48 —-0.02 0.11 0.50 0.00 0.11 0.51 0.01 0.11 0.51 0.01  0.09
) 1.42 0.42 1.77 1.34 0.34 1.49 1.24 0.24 1.29 1.15 0.15 1.02
X 0.83 —0.17 1.10 1.02 0.02 1.17 1.09 0.09 1.15 1.07 0.07  0.97

Estimacao do pardmetro extra (()

A Tabela E.2 apresenta a mediana (M) e a distdncia interquatilica (IR) das M = 3000 réplicas
referentes a estimagao de u, o e A através do método da maxima verossimilhanca e ¢ minimizando
a medida Y.
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Tabela E.2: Mediana (M) e distincia interquartilica (IR) das M réplicas para a escolha de C.

0=(u=030=1,2=05)T

n =40 n = 80 n = 150
¢ M 1Q M 1Q M IQ
u 030 0.09 030 0.06 0.30 0.04
, o 098 029 099 022 100 017
A 049 038 051 028 052 0.21
¢ 094 0.04 097 003 098 0.02
w030 007 030 0.04 030 003
o 098 033 098 024 099 0.19
PL-Hypo) 15\ gus 047 048 036 049 027
¢ 141 007 145 0.05 147 0.04
u 030 005 030 0.04 030 003
, o 097 035 099 027 099 0.20
A 047 054 048 042 049 0.31
¢ 1.87 0.0 193 007 1.96 0.05
u 030 0.06 030 004 030 0.03
15 © 098 034 099 025 099 019
2 X 049 051 049 038 049 0.29
¢ 159 062 154 044 153 0.31
u 030 0.06 030 004 030 0.03
o 098 033 099 023 100 0.18
PL-PE(¢) 2\ 049 050 050 036 049 0.26
¢ 2.08 098 205 073 204 052
u 030 0.06 030 005 030 0.03
o5 0 098 032 099 023 100 017
2 X 049 049 050 035 049 0.25
¢ 257 134 253 1.03 253 0.74
4 030 0.04 030 003 030 0.02
L5 © 096 038 098 029 099 022
X 046 0.64 049 049 048 0.37
¢ 159 0.09 155 007 153 0.06
u 030 005 030 0.04 030 003
o 097 035 099 025 099 0.19
PL-SN(¢) 2N 049 057 049 042 049 031
¢ 212 013 206 010 2.03 0.08
u 030 007 030 0.05 030 0.04
4 o 097 030 099 021 099 0.16
A 049 049 050 0.35 049 0.26
¢ 317 020 3.10 016 3.05 0.13
u 030 008 030 0.05 0.30 0.04
, o 100 036 103 027 105 0.20
A 049 042 056 0.33 058 0.25
¢ 193 035 200 025 203 0.19
PLt u 030 007 030 0.05 0.30 0.04
© o 097 035 099 027 1.00 0.19
A 045 049 049 037 050 0.28
¢ 341 071 3.67 054 3.83 041
0.30 0.07 0.30 0.05 0.30 0.04
6 097 034 099 025 1.00 0.19

0.45 051 048 037 050 0.28
466 1.16 520 089 554 0.65

N~ > QT
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E.2 Simulagoes Capitulo 6

Nesta se¢ao, apresentamos os resultados de simulagdo considerandos os estimadores LSMLE e
LMDPDE.

LSMLE - Parte continua LMDPDE - Parte continua LSMLE - Parte continua
1.0 —{Auséncia de contaminacéo de inaca 1.0 —{Auséncia de contaminacéo de inacas 1.0 —{Auséncia de col a0 de inacas
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Figura E.1: Boxplots dos valores étimos para a constante de afinag¢do o para a parte continua considerando
o LSMLE e o LMDPDE, sob o cendrio 1 (primeira linha), cendrio 2 (segunda linha) e cendrio 3 (terceira
linha,).
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-1.0

B

Figura E.2: Bozplots das estimativas dos parametros B1, B2 e y1 sob o cendrio 1: MLE (esquerda), LSMLE
(centro) e LMDPDE (direita).
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LSMLE para B; LMDPDE para 3; LSMLE para 3,
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Figura E.3: Bozplots das estimativas dos parametros 81, B2 € y1 sob o cendrio 2: MLE (esquerda), LSMLE
(centro) e LMDPDE (direita,).
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LSMLE para B; LMDPDE para f3; LSMLE para B,
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Figura E.4: Bozplots das estimativas dos parametros B1, B2 e y1 sob o cendrio 3: MLE (esquerda), LSMLE
(centro) e LMDPDE (direita).



Apéndice F
O modelo de regressao log-log

Antes de apresentarmos o desenvolvimento do modelo de regressao log-log, vamos verificar que
os parametros desta classe de distribuicbes, apresentada na Definicdo 2.3, sdo interpretados em
termos da mediana e da dispersao da variavel resposta. Para isso, considere a seguinte proposigao.

Proposicao F.1 Seja Y ~ log-log(p,057). O quantil de ordem u da distribui¢io de'Y é dado por

exp{—ozu}

Yu = 1
e zy € o quantil de ordem u de S ~ S(0,1;7).

Consequentemente, yo5 = p, isto é, u é a mediana da distribuicdo de Y. Para verificarmos
que o é pardmetro de dispersdo, vamos utilizar o mesmo argumento feito para a classe power
logit. Dessa forma, se Y7 ~ log-log(u,o1;7) e Yo ~ log-log(u,o92;7), entdo precisamos mostrar
que Y7 é menor que Yy em ordem de dispersdo quantilica se, e somente se, 01 < 3. Considere
Yy = Mexp{—crzu} — 5exp{crzu}7 com & = /’L_l > 1.

Temos que

st(u) _ 5exp{0'z1_u} - 5exp{o'zu}7

em que u € (0,1/2). Verifiquemos se QSy, (u) — QSy,(u) < 0 se, e s6 se, 01 < 2. Note que
stl (u) - QSY2 (u) _ 5exp{0'1z1_“} - 5exp{01zu}
- {6exp{0221,u} - 5exp{ogzu}} )

Como Z ~ S(0,1;7) e u € (0,1/2), entdo z, <0 e 21—y > 0, € 21—y, = — 2. Assim,

Q81 (0) — @Sy, (1) = A} vl
_ {56XP{—01Z177¢} _ 59XP{—U22171¢}} )

Agora, note que
5exp{01z1,u} o O_exp{agzl,u} <0

56Xp{*0’121—u} _ 5exp{702z1_u} >0

se, e s0 se, 01 < 09. Logo, o ¢ é parametro de dispersao.
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F.1 Estimacao

Conforme apresentado na Secao 3.5, funcdo de log-verossimilhanga para 6 é dada por

n

00) = lipi, 00, N),

i=1

sendo ; (i, 0;) = — log[—oyyi log(y;)] + log{r(22?)}. Dessa forma, cdlculo dos componentes do vetor
escore ¢é feito como segue.

B, t) zn: Ol;i(pi, 0i) Ay Ony;

U = - ) R - 17 * 9y 9y
BT 70 T &= om i PR b
OB, T) = Olipi, 00) dog Ona
U=—"=—-= =1,...
! o ; do;  dne 01’ e
em que
éi iy 04 1 81 iy 01 1
Hilinor) _ so(a), 2T Lpaycy g
o o i (— log 1) Oo; 0;
Além disso, temos que
dHi - 1 dO’i 1

dni  di () Az da(o)

Assim, uma vez que 9n1;/0Br = ;g € On2 /0T = s, segue que

olp, "
Up = —2ziv(zj))=———xir, R=1,...,p, F.1
R aﬁR ; Uzﬂz log Mz) ( )dl(ﬂi) f b ( )
olp, "1 1
U=——-= — i a, l=1,...,q. F.2
! 87’[ ;O’Z U Z ]dQ(UZ’)Sl 1 ( )
Note que
ol(B, 1) .o, T, N LB, T) . oUB, TN
0T i ST iy 2T A
9Br  aoo+r 9B on amor om

Dessa forma, definindo as quantidades necessarias, obtemos a expressao do vetor escore de 6 em
forma matricial. Para o calculo da matriz da informagao observada, utilizamos as mesmas expressoes
apresentadas na Segao B.2, alterando apenas as derivadas da fungao de log-verossimilhanca com
relacdo a p; e 0;. As derivadas de segunda ordem sdo apresentadas a seguir.

8[2(/1,1 Ui) 1 /
z i = ag; 1+ 1o 1 )2 V(Z25) — U(Z;) — 230 (25 N
O [Uiui(—logﬂi)P{ ( B pi)ziv () (=) (0]
8622 iy Oy 1 1
éo_g ) == ? - ?23[3U(Zz) + Ziv’(z,-)],

o0 (piy 03) —1
Opido;  olui(—log ;)

zi[20(z) + 20 (24)]

Adicionalmente, a matriz da informacao de Fisher de @ para o modelo de regressdo log-log pode
ser escrita como
XTW ()X 0p,q

0,, S W(o)s

em que W(p) = diag{d,(Q)[ui/di(um)P, ..., d: (Ol /di(pn)?} e W(o) = diag{(f(¢) —
D[1/o1d2(01))?, ..., (f-(¢) — 1)[1/onda(0n)])?}. As definicdes de d,-(¢) e f-(¢) foram apresentadas

K,(8,71)=
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na Segao 2.3.

Finalmente, os modelos de regressao log-log também podem depender de pardmetro(s) extra(s),
denotado(s) aqui por ¢. Esse parametro (ou vetor de parametros) serd estimado, também, através
da minimiza¢do da medida Y., que foi definida na Secao 2.3.2.

F.2 Diagnéstico

Com relacdo as medidas de diagnostico, os métodos desenvolvidos para o modelo de regressao
power logit podem ser adaptados de forma natural para o modelo de regressdo log-log. Assim,
podemos definir os residuos quantilico, deviance e padronizado como segue.

Residuo quantilico: O residuo quantilico para o modelo de regressao log-log é dado por

rf =® R(Z)], i=1,...,n,

em que R(-) é a fungao de distribui¢do acumulada de Z. Note que, aqui, z; = o, Y log(—logy;) —

[ log(—log )]}
Residuo deviance: Apds algumas simplificagoes, o residuo deviance rzd pode ser escrito como

1/2
o r(0) :
T'@d:SIgIl(Zi){QIOg lr@g)l} ;o t=1,...,n

Residuo padronizado: Assim como no caso do modelo de regressao power logit, aqui nés também
identificamos a equivaléncia entre o modelo de regressao log-log e 0 modelo de regressao nao-linear
simétrico heterocedastico. Basta notar que podemos escrever o modelo da forma

yl = ul(Biws) +ei, i=1....m,

sendo &; ~ S(0,02;7), y;r = —log(—logy;) e Nj’(ﬂ; x;) = ,u;-r = —log(— log p1;) uma fung¢ao néo linear
de B continua e duas vezes diferencidvel, com matriz de derivadas D = du'/08 = o;u*T1X (com
posto p < n) para todo B. Dessa forma, o residuo padronizado fica dado por

|
P Yi — Ky

= — —t
Giy 611 — (d6) i}
sendo hi o i—ésimo elemento da diagonal de H = £-/2D(D'2'D)!D'®~Y2 avaliado na

estimativa de maxima verossimilhanca.
De forma andloga, a matriz de alavanca generalizada é dada pro

1=1,...,n,

GL(O) = LﬁJleLgy,

em que Lﬂ =0u/0p e ]:gy =00(0)/ 808yT.. Apés algumas contas, similares aquelas feitas para o
modelo de regressao power logit, temos que Lg = [T1X, 0,,4] €

0%((0) 1 1 1 /
= . T; v(zj) +2z;v'(25)], R=1,...,p,
9BrIy;  ojui(—log ) di(p;) JRajyj(—logyj)[ (23) + 20/(2)]
0%((6 1 1 1
o 5 —zj[2v(z) + zv'(z)], I=1,....q

= — l
070y, dg(()‘j) ! ijj(_ IOgyJ) gj
Assim,
Lﬂy = T )
S TD,W,
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Apéndice G

Calculo das matrizes de variancias e
covariancias dos estimadores robustos

G.1 Calculo da matriz de varidncias e covaridncias para o
MDPDE no modelo de regressao para dados binarios

Conforme apresentado na Secdo 6.2.2, a matriz de varidncias e covaridncias do MDPDE para
K é dada por

com

A,(k) = ZIE
i=1

oo (Gevrim)| e Ba(@:iEl(i"i(m“)) (aivm;n))T]-

Inicialmente, vamos obter a matriz A, (k). Para isso, observe que

0 0 0 0 1 1
— (= yp.(ve: - _V.(YE. Ts.
+

Dessa forma,

n

%) (a . )} 0? . 1 ( o) . ) o 1 1 7
E|l=—(=Vi(Y K =E || =VilY56) | —+ | = Vi(Y s S, S;
; orT \or "l ) [(87912 ( ) g9(%i) ~ \0v; ( ) 9V; gy(9s) | 99(9s)
82 c 1 T
- & gm0t el

Apés alguma algebra, obtemos

0? e v (+a [@0-1)
oz VYR = 5 {ﬂi(l —9;)
+ (20, = D1 = 9)™ — 9% + a(1 — 9:)95 + 95(1 — 95)%] + fuly$;9:)*

o oy W O z%)a} .

[(1 = D)98F = 0i(1 = 00)° T — (yf — 0) fic (' 90)°]
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Usando o fato de que
E[fa(Y0:)%) = 0,7 + (1 = 05) 1,
E[(Y = 90) fu(Y539:)%] = (1= 9)0; 7 — 0i(1 = 05) 1+, (G.1)
E (Y = 0:)2fa (Y300 = (1= 0201 4+ 92(1 — 0)1+,
pode-se verificar que

0? o
E [&9%%(1@0; n)] = M [(1 = 9:)0% + 9;(1 — 9:))].

Dessa forma, fazendo as devidas substituigoes, chegamos na expressao em (6.20).
Agora, para obtermos a matriz B, (k), notemos que

E [(aivi(m ) eV v n)ﬂ = [(Ef;mm n)ﬂ Ms? s

Como

0 2 1+ «)?
=2 (1= 9)9] 7 = 931 = 9:)°) (5 = V) fe(ys 9)°
+yf = 90)? fuyf 9™ }

usando (G.1) e o fato de que E [(Y¢ — 0;)% £ (Y53 9:)%0] = (1—10;)%0} T2* 492 (1—9;) 1722, chegamos

E l(a‘;w(mn)f

G.2 Calculo da matriz de variancias e covariancias para o LSMLE

a 2
- R (=0 + 01— 0

Nesta secao, calculamos as matrizes J,(0) e K, (0), apresentadas em (6.21) e (6.22), respecti-
vamente. Temos

Jo(0) =E {Z M?T (U (V53 0)hg (Vs i, dn)o‘}}

1€pP

Ka(9)=E{ZU*( 5 0)U*(V550)  hy( ?;ui,qﬁi)m}-

1€EP
Note que podemos particionar o vetor escore modificado como sendo U*(yf;0) =

!
(Ufg(yi*; O)T,Uz(yl-*; O)T) . De forma andloga, podemos particionar as matrizes J,(0) e K, (0)
da seguinte forma
JBs Jﬂvl KB8 KB
Jo(0) =12 o e Ku0)=1|_% ol I
ngﬁ Jn K)? K7
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No que segue, tomamos i € . Assim, temos que

0 1
Uj(y;50) = - log(hg(y7'; pis ¢i)) 57— Xi
5ii0) = 5, loalha( ))gL(ui)
1
= oi(y; — 7)) 5——Xi,
oi(y; — p )%(M)
e
0p; 1
Uz (yr; 6 log(hy(y:; ti, @i Z;
7(3/ ) a¢z g( 0(y Hi gb ))ad)/z A4« g(/z)(qb/i,lfa)
* * 1 1 1
= (piy; — p;) + —Zl—oz —Z;.
[i(yy — pi) + (v, — )1 —a)” PACIN
Inicialmente, obteremos a matriz J,(0). Para tanto, note que
0 * 0 [ k. %0k, o
aoT [U (yz70)h0( ] aﬂza¢l) ] WU (yl’a) he(wam@)
* 8 *
+ U473 0) 57 expialog(hy(yi; i, ¢i))}
0 * * «
WU (4530) | ho(yi's pis &5)
+ Uy 0)U™(y}:0) T hy (yfs as i)™
Agora, precisamos calcular (0/00)U*(y;;0). Apés alguma élgebra, podemos verificar que
9 . i 9, (1) | 1
0 T 77 2 ¢UZ - Ky a Xz Xi?
op7 VPO = TP [ Y g
0 (1-a)! 1 (¢ ilta) tf T
Uy 0) = — L1 — )l eyl - ) 2T 2
oy’ +(6:30) [9(¢i1-a)]? ( 2 gy (&' z,l—oc)[lu w7 = p) + (o = )
9 (1-a)! T
Uy 0) = — 2T,
o7 0 =

em que f; = ¢; — (yF — uf). Além disso, precisamos encontrar U*(y%; 8)U*(y5;0) . Desse modo,

(yzaa)Uﬁ(yzv ) sz([(l:)z])x—rx
* [ % x [ % T (1_a) 2 * * T T 2 o7
U7(yi;0)U7(yi;0) = m [/Ji(yi — i)+ (Y — Mi)} Z, Z;,
gbi(l—a)*l

U (555 0)Up(y5:0) | = (i — 13 i — ) + () = )| 2 24,

gﬂ(ﬂi)gip(dm—a)
Agora, calcularemos os valores esperados. Para tanto, utilizaremos a seguinte proposicao.

Proposicao G.1 Sejam Yi,...,Y, varidveis aleatorias independentes com Y; ~ BI.(0;, i, ¢;),
parai=1,...,n. Se S :(0,1) = R é uma fung¢io continua, entdo

icp i=1

E (Z %(y@-)) = > (1= 9)E (S | I (M) =0).

Demonstragdo. Defina

3" (yi)

Il

—N—

AR
—~~
<
\_'/

<
|

=S

—_
S~—
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Assim,

E(Z ): (Z )iE(%*m)).

1€p

Agora

E (3 (1) = E (3" (0) | Ty ) = 0) P (T (0%) = 0) + E (3" (D) | Ty (W) = 1) P (I (%3) = 1)
=B (") [ L (0) = 0) P (I (V) = 0) = (1 = %)E (S() | Iy (34) = 0).

Utilizando a Proposicido G.1, temos que

{Z agT (U7 )hZ(yi*;/iia¢i)a]}

1€0

=31 ) { oo (U 7300507 )7 [y () =0
i=1

mas, parat=1,...,n,
0 * * . * * . a
B { g (U073 0)h5 (V7 60°) [Eg () = 0}
—/ {WU* yZ;O)} he (U555 1, &) “ho (Y75 i, di)dy;

+a/ U*(yf5 0)U (355 0) T hy (y7's 1, d3) R (y)'s b ¢i) dy
0
9 gy <y1,9)} By (Y7 s, )yt

g/
= bia /_oo 00T

+ab;71/7 U” yz,e)U*(yzva)ThB( i 7sz¢l)dyz

el D
— B { 5= U (07:6)] 1 () = 0}

+b,10E { U (V5 0)U*(3750) [y () = 0} ,

em que a segunda igualdade decorre de que, como he(y;; pi, i) = hy(y; tis ¢'i1+a), Podemos
escrever

o (U755 iy 00) “ho (Y55 pa, di) = b1 h(yFs phas i),
sendo .
o B(pii, (1 — pi) i)
ol B(pid' ;110> (L — 1) 144)

Para obter a submatriz J gﬂ , temos que

*

V; - i)
(0 =0} = {(ﬁ 7 Rl
$7vi

T
- — /Z X'LXZ

AVDIE

9 N
E{al@TUﬂ(yza )

Ly (Vi) = 0}
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(]
* * * * T Q(yz* B :UJ?)Q T
E {Uﬂ(yz' ;0)Up(V50) L (Vi) = 0} =E< ¢; W-X@‘ Xl (Vi) =0
9252%‘ T
= L X' X;.
ACDI
Assim,

E {aZT (U505 0)hy(VEs s, 64)°

el 0 e e
[0 = 0 =¥ B { 55 U076 Iy (%) = 0}

+b,10E { U (V) 0) U3 (V7 0) |1y (1) = 0}
balgb?vi T

g

=—(1-a)

Da mesma forma, para obtermos a submatriz Jgﬁ , temos que

2y N G B € ko) I ) N
E{aﬂT UL (V5 0) |1 (Vi) = 0} = E{ gL(Ni)gés(qbli,l—a)fZZl Xl (V) = 0}
(1—&)_1 T

AT ACITEN

il—a)!
ey (Vi) = 0} =k {gl{b(ii()gfb(ﬁ)i;—a)
+ V- uh] 2l X
o
A rACTIEN)

E{U (V5 0)Us(050)"

(V= 1) [V = i)

H{c} (yl) = 0}

CZ}’:{ZT.X'Z

De modo que

E {8ZT UL 00k (Vs 1 60)°

5l 0 o
g0 = 0} =¥, E{ 55 U307 01 () =0

+ 4,10 { U5 (V5 0) U3 (V73 0) |1y () = 0}

b; 1Gi
= ’ Zlx;.
Q,Q(Mz‘)gé)(d)/i,l—a) v

Finalmente, para obtermos J)7, temos que

O L ymnr (1-a)t 1 g;(cb’i,lm) %
E«{—=U * 0 i) = =—— =K — di + —F—F——— |1 i My
{8 YT ’y(yz ’ ) H{C}(y) 0} [gé)(¢/i,lfa)]2 {(1 a) g:b(gb/i,lfa) Lu (y a )

+(] = )]

(1-—a)? T
=———=d;Z; Z;
[gfb(qﬁlm—a)]z

Iy (Vi) =0} 2] 2
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* * -« -2 * *
E{UL (7 0)U5(750) |1 (0) —0}=E{W[Mm — )

v

(1= a)~?
B [g;s((b/i,l—a)]Q

iy (Vi) = 0}

a2l 2

De modo que

E{afj [0 730000, 60)%] [ 11y ) =0 :b;lE{aaTUfy( )‘]I{C}(yi) =0}
+ b1 0B { U5 (V75 0) U5 (V750) T Iy () = 0}
- —%b’ 1d ZTZ

[9;5(¢/i,17a)]

Para obtermos a matriz K, (0), temos que

- {ZU* 5 0)U"(V1:0) hi( ;;m,ww}

1EQ0

(0= )8 {U750)0°0730) a0 014 ) = 0}

em que

E{U (000U (V7:0)Thp (V7 i, 60)** [Igy (V1) = 0}
= [ U WO (5 0) (o s 6 R s, 00)7
=t [ U0 U (53 0) Ky s o)

e a ultima igualdade decorre do fato de que

he (s s 80)*ha (U7 i, di) = Vi o (UF 16 &s.1 10)s

sendo . .
/ B(pig i,14a> (1—pi)o i,1+a)

b,y = .
Y2 Bpitis (1= pi)0i) 2Bt 1400 (1 — 1) 85 140)

No que segue, calculamos as esperancas necessarias para as submatrizes KP#, K87 e K27,

Temos que
E{ UV 0)0U5(750) " hy(Vs i 60) Iy (V1) = 0}
= béz/ Us(y5:0) US55 0) " hi (s i 851 4.0) Y7
2¢2 T
= 2% T, / BV R (i 1is & 10) Al
[gy Nz 0( 1+ )

2¢’L i, 1+ T
7X X,
(9, (12:)]?
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E {U3(V7:8) Up(V;:0) hy (Vi s, 60| L1y (V3) = 0}
= bi,Q /; Uiky(yﬁ O)Uﬂ (yz ) O)The(yz 3 M ¢ % 1+a)dyz
2¢Z(1 - a)
gu(uz)g¢(¢ i,l—a

bip@i(l—a)™" ¢ { /°° * Y 2RE ( / N
A Zi Xi Yi ho (Y55 iy 85 140)dY;
95(1:)9(9i1-a) ( 147)" g ( d+a)

ZTX * T_ T Zh* koo 4l d *
] yz i) iy — i) + (g — )| ho(yis i, @' 140)dY;

+ / — iy (2 ’Hz,¢i,1+a)dy;}
b 9i(1 — a)!
A AN
b o(1—a) e
_ b 2( Oé) z 4o ZTX
gu(ﬂz)g¢(¢ 1,1— a)

zlx, [,uivz/',lJra — (1 - /‘i>¢/i,l+a>}

(]
E{ UL (V50U (05 0)T hg(D); mir )%y (V) = 0}
/ U (75 0)U% (75 0) TR (075 s @i 1) A0
= “—ijz/ wiys — )+ (= D) R (s iy &1 p0) i
PACITNLE ptor = + =) it T+o)
io(1—a)2d;

_ 7,14+ ZTZ
[g:ﬁ(¢/z 1- oz)]

Dessa forma, J,(6) e K,(0) podem ser escritas nas formas matriciais dadas em (6.21) e (6.22).
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