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Resumo

REQUENA, G. de L. Predigoes estatisticas para dados politomicos. 2018. 76 f. Tese (Dou-

torado) - Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2018.

Este trabalho generaliza a particdo da distribuicao de Bernoulli multivariada em distribui¢des
de Bernoulli e como esta particao leva a um modelo de regressao e a um classificador para dados
politéomicos.

Como ponto de partida, desejamos explicitar a funcao de ligacao para os modelos de regressao
multinomial e escrevé-la a partir de fungoes de distribuicao, como feito no caso binomial, a fim de
flexibiliza-la para além da logito usual. Para isso, estudamos as fatoragoes da Bernoulli multivariada
em Bernoullis, bem como a multinomial em binomiais, a fim de explicitar como as func¢oes de
distribuicao podem desempenhar um papel na ligacao entre o espago das covariéveis e o vetor de
probabilidades. Basu e Pereira (1982) exploram tais fatora¢oes em um problema de nao resposta e
Pereira e Stern (2008) as generalizam para uma classe de fatoragoes.

Este trabalho propoe uma simplificagdo tanto da regressao multinomial — agregando a flexibi-
lidade do caso binomial —, quanto da classificacdo politdmica, no sentido de decompor o problema
politdbmico em dicotémicos através da generalizagao da classe de fatoragdes. Um problema compu-
tacional surge pois tal classe pode ter um ntimero muito grande de elementos distintos de acordo
com o nimero de categorias e, assim, duas propostas sao feitas para buscar uma que minimiza os
riscos de classificagao binomial envolvidos, passo-a-passo.

A motivacao para este trabalho é apresentada a fim de se estudar as performances de tais mo-
delos de regressao e classificadores. Partimos de um problema da area médica, mais especificamente
em transtorno obsessivo-compulsivo, em que desejamos classificar um individuo a fim de obter um
fenotipo mais puro de tal transtorno e de modelé-lo a fim de buscar as covariaveis que estao rela-

cionadas com tal fen6tipo, a partir de um conjunto de dados reais.

Palavras-chave: classificacao, regressao multinomial, dados categoricos, fatoragao, transtorno obses-

sivo-compulsivo.
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Abstract

REQUENA, G. de L. Statistical predictions for polytomous data. 2018. 76 f. Tese (Douto-

rado) - Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2018.

This work explores a partition of the multivariate Bernoulli distribution in Bernoulli distributions
and how this partition leads to a regression model and to a classifier for polytomous data.

As starting point, we want to make explicit the link function for multinomial regression models
and write it from distribution functions, as in the binomial case, in order to flexibilize it beyond
the usual logit. For that, we study the factorizations of the multivariate Bernoulli in Bernoullis, as
well as the multinomial in binomials, in order to make explicit as the distribution functions may
play a role in the linkage between the space of covariates and the vector of probabilities. Basu and
Pereira (1982) explore these factorizations in a nonresponse problem and Pereira and Stern (2008)
generalize them to a class of factorizations.

Thus, this work proposes a simplification of the multinomial regression — adding the flexibi-
lity from the binomial case —, and of the polytomous classification, decomposing de polytomous
problem in dichotomous through the generalization of the class of factorizations. At this point, a
computational problem arises because the amount of factorizations may be very large according to
the number of categories and then we propose two approaches to seek a factorization that minimize
the involved binomial classification risks, step-by-step.

The motivation for this work is presented in order to study the performance of such regression
models and classifiers. We start from a medical problem, more precisely in obsessive-compulsive
disorder, in which we want to classify a patient in order to get a more pure phenotype of such

disorder and model it in order to seek the related covariates, from a real dataset.

Keywords: classification, multinomial regression, categorical data, factorization, obsessive-compul-

sive disorder.
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Capitulo 1

Introducao

H4 na literatura sobre modelos de regressao para dados categéricos um grande esfor¢o com re-
lagao a flexibilizagoes e generalizagdes do modelo de regressao binomial logistico (ver Diniz, 2015,
para um panorama sobre o assunto), contudo pouco se tem feito no mesmo sentido para dados
multinomiais. A fungao de ligagdo no contexto multinomial logistico usual, com categoria de refe-
réncia, nao é explicitamente dada através de uma funcao de distribuigao, como no caso binomial
via distribuicao logistica padrao.

Uma solucdo vai no sentido de reparametrizar o problema multinomial a fim de decompd-lo em
binomiais. Basu e Pereira (1982), frente a um problema de nao resposta em uma pesquisa que busca
investigar uma resposta binaria (A; ou As), exploram tal fatoragao (ver também Pereira, 1980).

Para isso, escrevem as proporgoes populacionais como

R R
Ay P11 P12 m

Ay pa1 pa 1-—m
66 1—0 1

em que R é a categoria dos respondedores e R’ dos nao respondedores. O interesse esta em fazer

inferéncias em 7. Assim, apresentam a verossimilhanga de um modelo trinomial (A1, A2 e R') como

L(p11,p21, 61|21, x2,n2) = piipsi (1 —61)"2,

em que, para um individuo, ny = 1 se ele é nao respondedor, x1 = 1 se ele é respondedor e pertence
a categoria Ay e 1o = 1 se ele é respondedor e pertence a categoria Az, uma vez que nao ha
observacoes especificamente em R'NA; ou R'N As. Dessa forma, para resolver o problema do ponto

de vista Bayesiano, propoem a seguinte reparametrizacao:
— _ P11
01 =pu +pa, b2="7",
com a transformacao reversa sendo

p11 = 0162, p21 = 01(1 —67)
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e, com isso, reescrevem a verossimilhanca como o produto de duas binomiais:
— na2 nri T
L(01,02]n1,x1) —91 (1—91) 292 (1—02) 2,

em que ny = r1 + s, fatorando a verossimilhanga trinomial em 2 binomiais, sendo o fator 9;“ (1-
61)"* referente a R e R e o fator 65' (1 — 62)2 referente a A; e Ay, dado R.

Baseando-se nesta ideia, Aitchison et al. (2004) afirmam que nao h& nenhuma forma normal
(se referindo a fungao de ligagao probito) diretamente comparavel ao caso binomial e discutem a

mesma reparametrizagao de Basu e Pereira (1982) para o contexto de regressao, escrevendo

p = @®(m)
p2 = (1—2(m))®(n2)
ps = (1—2(m))(1—2(n2)),

em que 7 e 72 sao preditores lineares reais e ® é a fungao de distribuigao normal padrao. Para elu-
cidar a ideia, Aitchison et al. (2004) sugerem que pode-se considerar a categoria 1 como sendo “nao
doente” e as categorias 2 e 3 como sendo dois tipos diferentes de doenga (mutuamente exclusivas).
E assim, modela-se a probabilidade de ser “nao doente” a partir de uma probito, considerando a
jungao das categorias 2 e 3 como “doente” e, em seguida, modela-se a probabilidade para a categoria
2 a partir de uma probito, dado que é “doente”.

Pereira e Stern (2008) generalizam tal reparametrizacdo para uma classe especifica para um
nimero qualquer de categorias, digamos D, reparametrizando o vetor de pardmetros p por D — 1

parametros de distribuicoes Bernloullis, 6;, 7 =1,2,..., D — 1:

p1 = 0
k—1

e = O [JA-06), k=23,..,D-1
=1

D—-1

PD = 1__[(1—9[)

=1

Neste sentido, Caron e Polpo (2009) — que propdem a fungao de ligagao Weibull para o caso binomial
— sugerem sua aplicacdo em regressao multinomial utilizando tal reparametrizacao.

Utilizando este contexto como motivagao estatistica para esta tese, ao invés de explorar o com-
portamento das diversas fungoes de ligacao binomiais para o caso multinomial, através das repara-
metrizagoes ja propostas, exploramos por outro lado como essa classe de reparametrizagoes pode ser
generalizada. A partir dai, a proposta se d4 ao simplificar o problema politomico, seja de regressao
e/ou classifica¢ao, por problemas dicotomicos.

E preciso, entdo, como apresentamos no Capitulo 2, abordar o problema através das fatoracoes
da distribuigdo de Bernoulli multivariada (por vezes chamada de distribui¢do categorica, ou sim-
plesmente de multinomial de tamanho 1) em Bernoulli’s, antes de abordéa-lo com relagao a regressao
e & classificacdo. A partir disso, vemos que podemos exprimir um resultado politdmico através de
D — 1 resultados dicotéomicos. Também, que um vetor qualquer assumindo valores no simplex de
ordem D — 1 pode ser unicamente representado por D — 1 escalares em (0,1). Para explorar estes

fatos, definimos um objeto que denominamos de biparti¢ao total, na qual consiste em particionar
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) em dois subconjuntos nao vazios e prosseguir com esse processo de particionamento recursiva e
exaustivamente.

Definida biparticao total, exploramos como ela induz uma fatoracao da distribuicao Bernoulli D-
variada em D — 1 Bernoulli’s e entao, no Capitulo 3, como tais fatoragoes levam a construcoes gerais
de modelos de regressao multinomial, bem como de classificadores politémicos, a partir de regressoes
e classificadores binomiais. Ha, contudo, um ntmero bastante grande de diferentes biparti¢oes totais,
dependendo do ntmero de categorias e, consequentemente, um nimero muito grande de modelos
multinomiais que nos leva a um problema computacional: buscar uma bipartigdo total, dentre todas
as possiveis, que induza a um “bom” — segundo alguma métrica especificada — modelo de regressao
e a um “bom” classificador. Dessa forma, ainda no Capitulo 3, visando a minimizagao de riscos de
classificagdo binomiais, propomos duas abordagens a partir das observagoes da variavel resposta e
das covariveis.

Por fim, no Capitulo 4, para avaliar as performances deste estudo, em comparacao com o modelo
de regressao usual e com os classificadores por ele obtidos, aplicamos as abordagens em um conjunto
de dados reais, que foi a motivagdo para a elaboragao desta tese. Tal problema pertence as ciéncias
meédicas, mais especificamente ao Transtorno Obsessivo-Compulsivo (TOC). O TOC é considerado
uma condi¢ao neurobiolégica heterogénea com relacao a apresentagao dos sintomas nos individuos,
podendo passar por sintomas relacionados & simetria ou ordem, bem como por agressao, de cunho
sexual ou religioso, dentre outras. HA diversos instrumentos que buscam medir a gravidade do
TOC e o mais utilizado d4 um escore geral para obsessdo e um escore geral para compulsao (Y-
BOCS). Por outro lado, ha um instrumento alternativo (DY-BOCS) que atribui escores diferentes
para o que é denominado dimensoes do TOC, resultando em fenotipos mais especificos. Muitos
estudos que visam relacionar fatores genéticos com o TOC falham nessa busca e uma das razoes
se da pela natureza heterogénea do fenotipo no TOC, uma vez que grande parte desses estudos
acessa a gravidade do TOC via Y-BOCS. Assim, héa diversos bancos de dados ja construidos com
informacgoes de Y-BOCS e genética e um método que consiga atribuir informagoes com relagao as
dimensoes do TOC a partir do Y-BOCS, assim como feito no DY-BOCS, pode ser muito ttil nas
buscas pela relagao fenotipo-genotipo. Assim, podemos considerar que as caracteristicas observadas
via Y-BOCS sao as covariaveis e o escore DY-BOCS para uma dimensao especifica do TOC (com
distribui¢do Bernoulli multivariada) ¢ a variavel resposta e entdo, a partir de uma amostra com
ambas as informagoes, podemos propor uma regressao e classificacdo multinomial para lidar com
o problema. O problema original, bem como os detalhes pertinentes com relacao ao TOC e aos
instrumentos de mensuragao de gravidade, é apresentada em Shavitt et al. (2017).

No seu livro “Introducao & filosofia mateméatica”’, Bertrand Russell escreve que: “A matematica
é um estudo que, quando partimos de suas partes mais conhecidas, pode ser continuado em uma de
duas dire¢des opostas. A dire¢ao mais conhecida é construtiva, rumo a uma complexidade gradu-
almente crescente: de niimeros inteiros para fragoes, niimeros reais, numeros complexos; de adi¢ao
e multiplicagdo para diferenciacdo e integracao, e adiante, para a matemaética superior. A outra
direcao, menos conhecida, procede, por andlise, rumo & abstracao e a simplicidade l6gica cada vez
maiores; em vez de perguntar o que pode ser definido e deduzido do que é inicialmente suposto,
perguntamos que ideias e principios mais gerais podem ser encontrados, de acordo com o que o
nosso ponto de partida pode ser definido ou deduzido.” e penso que em Estatistica ha também esta

distingao.
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Capitulo 2

A distribuicao de Bernoulli multivariada

e suas fatoracoes

Neste capitulo exploramos a distribuicao Bernoulli multivariada e suas fatoracoes em Bernoulli’s.
Vemos que um conjunto finito de categorias (espago amostral) pode ser redefinido em uma classe
de espacos amostrais com duas categorias de diversas formas distintas e que cada classe conduz
a uma fatoracao diferente, levando também a uma redefinicdo do espago paramétrico, ou seja, a
uma reparametrizacdo do problema. A extensdo para a distribuicdo multinomial de tamanho n
também ¢ explorada. Este capitulo é desenvolvido com base nos trabalhos: Basu e Pereira (1982),
Pereira e Stern (2008) e Aitchison (1986), que exploram, respectivamente, a fatoragao da distribui-
¢ao de Bernoulli multivariada aplicada em um problema de nao resposta em um contexto Bayesiano;
distribuicoes discretas e suas propriedades e desenvolvimentos em notagao vetorial; e o simplex, suas

propriedades e partigoes.

2.1 A distribuigcao de Bernoulli multivariada

Seja W uma variavel aleatoéria assumindo valores no conjunto de categorias 2 = {0, 1}. Dizemos
que W tem distribuicao de Bernoulli com parametro # se sua func¢ao de probabilidades (fp) pode
ser escrita como

Pr(W =wlf) =61 -0)""", 0<6<1. (2.1)

Agora, seja Y variavel aleatoria assumindo valores no conjunto de categorias Q = {1,2,..., D}.
Dizemos que Y tem distribuigao de Bernoulli D-variada com parametro p = (p1, p2, ...,pp) se sua

fp pode ser representada por
D

Pr(Y =ylp) = [ p,"™", (2.2)
k=1

em que, dado que y € 2,

ly=k =4 " FY=E 45 D
0, sey#k

E conveniente tratar as categorias por 1,2, ..., D, no entanto sao consideradas rétulos nominais,

e nao numéricos. Assim sendo, apesar de tratamos Y € (), a distribui¢gao Bernoulli D-variada pode
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ser vista como referente a um vetor de indicadoras das categorias, ou seja (L(Y = 1),1(Y =
2),...,1(Y = D)). Em outras palavras, a Bernoulli multivariada é a multinomial de tamanho 1 (por
vezes também denominada de distribui¢do categorica). Dessa forma, alternativamente, podemos
definir o espago amostral como sendo o conjunto de colunas da matriz identidade de ordem D e
denotar o vetor aleatério por Y = (Y1,Ys,...,Yp), em que Yy = 1(Y = k). Assim a fp pode ser

escrita por
D
Pr(Y =ylp) = [ [ p}"- (2.3)
k=1

O parametro p é o vetor de probabilidades — ou proporgoes populacionais — para as D categorias
e, dessa forma, deve obedecer as seguintes restricées: pr > 0,k = 1,2,...,D e Zlepk = 1. Tais

restrigdes definem o espago paramétrico, denominado simplex de ordem d = D — 1, dado por

D
yd = {p: (plap27"'7pD) € RDvpk‘ > Ovzpk‘ = 1} .
k=1

A ordem é d = D — 1 pois .7 pode ser unicamente representado por um subvetor de ordem d de p,
digamos, sem perda de generalidade, p_p = (p1,Dp2, ..., Pd), pelo fato de pp =1 — 22:1 . Entao
podemos escrever .74 = {p_D e R% p >0, Zi:lpk < 1} . Consideramos py, diferente de 0 e 1 por
questoes algébricas, mas tais extensoes sao diretamente incorporadas na teoria.

Tomando a representagao vetorial dada pela Equagao (2.3), podemos definir o espago amostral

de forma analoga ao paramétrico por
D
jd = {y = (y1>y27 ayD)7yk: € {Oa 1}7zyk = 1} )
k=1

e, assim definido geometricamente, .#¢ é o conjunto de vértices de .#?, como representado na Figura

2.1. Ainda sob essa notacao, temos que

p1(1 —p1) —Dp1P2 e —P1PD
—pip2 pa(l—p2) --- —p2pD
EYjpl=p e CovY|p]= . . , . (2.4)
—p1PD —papp -+ pp(l—pp)
Kz‘ Xz

% N
g
AN

0 T x; 0 l' X

Figura 2.1: Representacoes geométricas de #* e .92 (Aitchison, 1986).

Notagao Denotamos por (Y|Y € Q;p) ~ BMp(p) quando Y tem distribuicao de Bernoulli mul-
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tivariada em Q = {1,2,..., D} com parametro p = (p1,p2,...,pp) (Equacao (2.2)). Quando nao
houver ambiguidades sobre o conjunto de categorias considerado, denotamos por Y|p ~ BMp(p).

A distribui¢ao Bernoulli usual com pard@metro 6 é denotada por B(8) (Equagao (2.1)).

2.2 Fatoracoes

A partir de 2, podemos agregar categorias ou tomar um subconjunto delas e redefinir o espaco
amostral, bem como redefinir a variavel aleatoria, assumindo valores neste espago a partir de trans-
formagoes em Y, o que leva também a uma reparametrizacao do problema, como tratam a definicao

e propriedades a seguir.

2.2.1 Biparticoes e R-partigoes de )

Definicao 2.1 Seja A um subconjunto nao vazio de ), ou seja, A um subconjunto de categorias.
Denominamos por biparticao de Q a classe A = { A, A}, em que A€ denota o conjunto complementar
a A. Se A1, Ag, ..., AR sao subconjuntos nao vazios formando uma particio de ), denominamos

A ={Ay, Ay, ..., AR} por R-particao de €.

Propriedade 2.1 Sejam Y|p ~ BMp(p) e A = {A, A°} uma biparticao de . Defina

1, YeA
W=1(Y € A) = e (2.5)
0, seY e A°
e também
g=Pr(Y € Ap) =) p
keA
FEntao

Wlq ~ B(q).

Propriedade 2.2 Sejam Y|p ~ BMp(p) e A = {A1, Aa, .., Ar} uma R-particao de Q. Defina

1, seYeA
2, seY € A

W = ' (2.6)
R, seY € Ap

€q = (CI17QQ7 "'7QR)7 em que

Entioqe L1 e
Wlq ~ BMRg(q).

Propriedade 2.3 Sejam Y|p ~ BMp(p) e, sem perda de generalidade, A = {1,2,...., M} C Q,
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Pa = (D102, PM) € 4= Ypcp Ph- Entao (pa = (%% M) e M1 ¢

1
(YY € A;p) ~ BMy <qu> .

2.2.2 Uma classe de fatoracoes

As 3 propriedades anteriores nos permitem fatorar a distribui¢do de Bernoulli multivariada em

Bernoulli’s multivariadas de menores dimensoes, como enunciado no teorema e corolarios a seguir.

Teorema 2.1 Sejam A = {A, A°} uma biparticio de Q2 e ¢ = Y ;. 4Pk, em que, sem perda de
generalidade, A = {1,2,..., M}. Considere também W = 1(Y € A), como na Equagio (2.5).
A fp de Y|p ~ BMp(p) se fatora nas fp’s de Wl|q ~ B(q), (Y|Y € A;pa) ~ BMy (%pA> e

(Y|Y € A%pac) ~ BMp_ (ﬁquc), em que pa = (P1,P2, -, PM) € Pac = (PM+1,M+2 5, PD)-

Demostragao De fato, como podemos escrever 1(y € A) = >, ., 1(y = k), temos que
D
1(y=~k
PrY =yp) = [[p,"™"
k=1

M D
= 4 Hued) 1y=k) (1 —4q HwEd) H 1(y=k)
q Py 1—q by
k=1 k=M+1

PUCERY 1 (y=k) (1— q)ﬂ(y¢A) D

1(y=k)
M _ Dy, D _ H Py
[Ti=1 qtw=Fk) k=1 Hk:M+1(1 - Q)]l(y_k) k=M1

= [g¢"(-g)'™] [ﬁ (f)l(y:k)] [ 1l ( e )ﬂ(y:k)]'

1—
k=1 k=M+1 q

Corolario 2.1 Sem perda de generalidade, considere A = {Ay, Ag, ..., Ar} uma R-parti¢ao de €,
em que Ay = {1,..., My}, Ay = {My + 1, My +2,...., M}, ..., Ag = {Mpr_1+1,Mr_1+2,...,D}.
Defina ¢ = (q1,92, ---,qRr), tal que q = ZkeAl pr,l =1,2,..., R. Defina também pa, = (p1,...,Dr),
Pas = (PMy+1s - PMy)s - €PAp = (PMp_y+15 -, PD). Tome ainda W ={l € {1,2,..., R} : Y € Aj},
como na Equagao (2.6). Entao, a fp de Y|p ~ BMp(p) se fatora nas fp’s de W|q ~ BMg(q),
(YY € A;;pa,) ~ BMay(pa,), (Y[Y € A2ipa,) ~ BMu—n, (Pas), - € (Y|Y € Apipag) ~
BMp—rp_, (Pag)-

Corolario 2.2 Sem perda de generalidade, seja A = {{1},{2,3,..., D}} uma biparticao de 2. De-
finindo W = 1(Y = 1), temos que a fp de Y|p ~ BMp(p) se fatora nas fp’s de W|p1 ~ B(p1) e
(Y‘Y S {2>37 )D}v (p27p3) 7PD)) ~ BMd ( ! (p27p37 7pD)>

1-p1

Em particular, podemos fatorar a distribuicao de Bernoulli D-variada em d Bernoulli’s, como

enunciamos a seguir.

Teorema 2.2 SeY|p ~ BMp(p), entio pode-se definir d varidveis aleatorias Wy, Wa, ..., Wy, W; €
{0,1}, transformagoes de Y, com respectivos pardmetros 61,6, ...,0q, 0 < 0; < 1, em que W;|0; ~
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B(9;), tal que

SH

W, = w;6;) H y(d—wi), (2.7)

Pr(Y =ylp) =

||,’:]@

Demostragao De fato, como vimos do Teorema 2.1, considerando {A, A°} uma bi-
particao de Q, temos que a fp de Y|p se fatora nas fp’s de Wlq, (Y|Y € A;pa) e
(Y)Y € A%pac). Por sua vez, (Y|Y € A;pa) ~ BMy (%pA) e (Y|Y € A%pac) ~
BMp_ (ﬁpm). Reaplicando o Teorema 2.1 — recursiva e exaustivamente —, demostra-

mMoS 0 qUE qUETIAMOS.
]

O teorema anterior garante a existéncia de d varidveis com distribui¢do de Bernoulli tal que
a fatoragao seja possivel, no entanto, nada diz sobre unicidade e tao pouco como construi-las. O

corolario que segue explora esses pontos.
Corolario 2.3 Seja Y|p ~ BMp(p). Defina

1 Y =k, dad Y e{k,k+1,...D
Wk—H(Y—k\Ye{k,k+1,...,D})—{ » S¢ ; dado que {k,k+1,...,D}

10, seY £k, dado queY € {k,k+1,...,D}

e
O = Pr(Y = k|Y € {k,k+1,..,D};p) = —2—  k=1,2,....d. (2.8)
Zl:kpl
Entao, o Teorema 2.2 seque para Wi|01, Wa|0a, ... e W4|04.
Demostragao De fato, em um primeiro momento, basta considerarmos A; = {1} e

Ay ={2,3, ..., D} uma biparti¢ao de Q e aplicar o Coroldrio 2.2, obtendo

Pr(Y = ylp) = 67 (1 61) 1" Pr(Y = y|Y € Ag:p).

Aplicando o Coroldrio 2.2 novamente em (Y|Y € Ag;p), considerando que By = {2} e
By ={3,4,...,D} formam uma biparticio de As, obtemos que

Pr(Y = ylp) = 0 (1 = 0) 17052 (1 — ) 17U Pr(Y = y|Y € Ba;p).

Procedendo recursiva e exaustivamente, provamos o coroldrio.

Observagao Ao definirmos Wi, = 1(Y = k|Y € {k,k+1,...,D}), k= 1,2,....,d, note que se y =1,
entdo wy = 1, mas we nao estd definida, isto €, nao assume 0 nem 1. Podemos concluir que se
Wi = 1, a distribuicdo de Wy ndo estd definida. E como se observacdo wy de Wo s6 ocorresse se
observdssemos w1 = 0 para W1. Assim, devemos considerar que, se wq = 1, entdo 9w2(1—92)1_w2 =
1. De maneira geral, para escrever a Equagao (2.7), devemos considerar que 9 (1—0;)7w =1

sempre que w; nao estd definida neste sentido.
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Note que, da Equagao (2.8), obtemos a transformagao inversa, dada por

p1 = 0,
p2 = (1—61)02

Pd = (1—91)(1—92)...(1—Gd_l)ﬁd
pp = (1=01)(1—02)..(1 = ba).

Considerando que se k = 1 entao H;:ll(l —0;) =1, e definindo p = Pr(Y = D|Y € {D};p) =

1, temos que, de uma forma geral, como apresentado em Pereira e Stern (2008),

k—1
=0 [[1-0), k=12..,D. (2.9)
=1

Tal relagao se preserva entre Y e Wi, Wa, ..., Wy, isto é, considerando que se k = 1 entao
;:11(1 — W) =1, e definindo Wp = 1(Y = D|Y € {D}) = 1, temos que

k-1
LY =k) =W, [[0-W), k=1.2,.,D. (2.10)
=1
Note que, se y = k, entao wy, wg_1, Wg_o9, ... € w1 estdo definidas e sdo, respectivamente, 1,0,0, ... e 0.

No entanto, w1, Wgi2, ... € wg ndo estao definidas.

Exemplo 2.1 Considere 2 = {1,2,3}. Podemos aplicar o Teorema 2.2 (ou, neste caso, o Coroldrio

2.8, de trés diferentes formas:

1. Wi =1(Y =1|Y € {1,2,3}), Wo = 1(Y =2|Y € {2,3}), em que 01 = p; e O3 = pffpg,

ou tomando a primeira categoria por “2” e a sequnda por “3”

2. Wi =1(Y =2Y €{1,2,3}), Wo = L(Y = 1|Y € {1,3}), em que 01 = p e 62 = ;B

ou ainda tomando a primeira categoria por “3” e a sequnda por “1”

3. Wi =1 =3]Y €{1,2,3}), Wo = L(Y = 1]Y € {1,2}), em que 6 = p3 e 0o = B,

Assim, para os 3 casos, W1|01 ~ B(01) e Wa|fs ~ B(62), e temos que
PT(Y = y|p) — 91”1(1 _ 91)(1—101)9;172(1 _ 92)(1—102).

Note que, para o caso 1 do exemplo anterior (analogo para os casos 2 e 3), definir W7 =
1-1(Y = 1Y € {1,2,3}) efou Wy =1 - 1L(Y = 2|Y € {2,3}) nos leva & mesma fatoracao, a
menos das notagoes.

Considerando-se uma permutagao {a1,as, ...,ap} dos elementos de Q e definindo W; = 1(Y =
a;|Y € {aj,aj41,...,ap}) — excluindo-se os casos simétricos, ou seja, aqueles em que definimos
W; =1—- 1LY = q;|Y € {aj,a;41,....,ap}), para algum j = 1,2,...,d — obtemos uma classe de

estruturas ao qual o Teorema 2.2 se aplica, como elucidado no exemplo anterior.
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2.2.3 Bipartigao total

A estrutura definida pelo Corolario 2.3 é resultado de um processo de biparticdo, recursivo e
exaustivo, dos conjuntos: {1,2,...,D} em {1} e {2,3,...,D}; {2,3,..., D} em {2} e {3,4,...,D}; e
assim por diante até {d, D} em {d} e {D}. Entende-se por recursivo o processo de se biparticionar
o respectivo subconjunto de categorias de forma analoga a biparticao anterior e por exaustivo o
processo de se biparticionar (recursivamente) até que tal feito nao seja mais possivel. A seguir
formalizamos essa ideia explorando algumas propriedades a fim de generalizar a construcao feita no

corolario anterior.

Definigao 2.2 Dizemos que X\ é uma biparticio total de 2, e denotamos por \(QQ), se A(Q2) =
{A1, Ao, ..., Ag}, em que Ay = {A11, A2} € uma biparticao de Q e Aj = {Aj1,Aj}, j=2,3,...,d,
€ uma biparticao de algum elemento Ay, 1, pertencente a algum A;,l < j (e que para cada elemento
Ak, haja somente uma biparticao A;). De forma geral, qualquer permutagdo de Aj,j =1,2,...,d,

em A(Q) € considerada uma biparti¢ao total.

Exemplo 2.2 Alguns exemplos sdo:
1. @ =1{1,2,3} com A(2) = {A1, A2} tal que Ay = {{1},{2,3}} e Ay = {{2}, {3}}

2. Q = {1,2,3,4} com A(Q) = {A1, A2, A3} tal que Ay = {{1,2},{3,4}}, Ay = {{1},{2}} ¢
Az = {{3},{4}}.

3. Q={1,2,...,D} com X(Q) = {A1,Ag, ..., Ag} tal que A; = {{j},{j+1,j+2,..,D}},j=
1,2,...,d.

A formulagao de biparticao total pode ser representada de diversas maneiras, como, por exemplo,
em um problema de “colchetear” (em inglés: “bracketing problem”) categorias 1,2, ..., D de forma que
dentro de um par de colchetes haja exatamente 2 categorias e, uma vez que 2 categorias estao “colche-
teadas”, elas sdo consideradas como uma categoria s6. O “colcheteamento” prossegue até a exaustao,
fazendo uso de d pares de colchetes (e ainda que dentro de cada par de colchetes nao haja ordem entre
as duas categorias). Por exemplo, considerando D = 4, podemos “colchetear” a as categorias 1,2, 3,4
de 15 diferentes formas: [[12][34]]; [[13][24]]; [[14][23]]; [1 [2[34}]}; [1 [3[24]]}; [1 [4[23]]}; {2[1[34]]};
203045 [2413))]s [3[124)) ] [3[204]|; [3[an20]|; [a[ui23]]|; [4[2013]] | e [4[3012]]]. O bra-
keting problem quando fixamos uma ordem para as categorias (por exemplo, 1,2, 3..., D) é conhecido
como “problema de Catalan” devido a Catalan (1838) (mais detalhes em Comtet (1974)). Também
podemos utilizar uma representacao de bolas e urnas para uma biparti¢ao total, em que A; é ora
considerado uma urna com duas bolas, ora considerado uma bola dentro de alguma outra urna
A;. Uma representagao grafica pode ser dada através de arvores binarias completas enraizadas com
folhas rotuladas, que apresentaremos mais adiante.

Uma biparticao total de §2 se aplica naturalmente ao se contar de quantas formas podemos
retirar n bolas com reposi¢ao de uma urna Q = {1,2,..., D}, de tal modo que tenhamos n; bolas
{1}, ng2 bolas {2}, ... e np bolas {D}, em que n = nj +na2 + ... +np. Tal quantidade é o coeficiente
multinomial, podendo ser vista como (aplicando o principio fundamental da contagem): o nimero

de formas de se retirar n; bolas {1} em n retiradas; e o ntumero de formas de se retirar ng bolas
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{2} em n — n; retiradas; ...; e o nimero de formas de se retirar ng bolas {d} em ng + np retiradas,

ny,n2,...,Np ny 19 ng TL1!TZ2!...77,D!

A defini¢ao do coeficiente multinomial em binomiais é discutida em Feller (1968). Neste caso, fazendo

isto é,

uma analogia com o item 3 do exemplo anterior, podemos representar a urna {) através das urnas

Aj,j=1,2,...,d, considerando que a urna A; contém duas “bolas™ {j} e Aji1.

2.2.4 Generalizando a classe de fatoragoes

Uma biparticdo total de {2 induz a fatoragao da distribui¢do de Bernoulli multivariada em

Bernoulli’s, como enunciado no teorema a seguir.

Teorema 2.3 Sejam Y|p ~ BMp(p) e uma biparticao total A\(2) = {A1,Aa, ...,Aq}, em que
Aj = {Aj1,Aje}. Defina Wy = 1(Y € AjnlY € Aj), ou seja,

1 Y € A;
wy=4 e (2.12)
0, seY e Ajg

e também

ZkGAjl Dk
Zk‘EAleAjQ Pk

Entao a fp de Y|p ~ BMp(p) se fatora nas fp’s de W;|0; ~ B(6;),j =1,2,...,d, isto €,

Gj :PT(YEAj1|Y€Aj;p) = (213)

QL
QL

Pr(Y =ylp) = H = w;|6;) H ),

Observagoes

1. Por facilidade, escrevemos Y € A; entendendo-se que Y € A1 U Aja. No sentido que vimos
representando até aqui, Y € A; denotaria queY = Aj1 ouY = Ajz, mas estamos considerando

Y assumindo valores em SQ.

2. W; € definida somente para Y € Aj e, assim, se algum w; nao estd definido (para um certo

y), considera-se que 9 (1 — 0')1_% - 1.

O teorema anterior é uma versao mais completa do Teorema 2.2 no sentido de nao s6 garantir
a existéncia, mas também de definir uma classe de estruturas, induzidas por A(€2), na qual W;’s e

os respectivos 0;’s sao definidos. Desse modo, a demonstracao é analoga a do Teorema 2.2.

Dada uma bipartigao total A(Q) = {A1,Ag, ..., Ag}, em que A; = {41, Aj2}, podemos escrever
p como uma transformacao de 61, 6, ..., 0, (inversa a Equagao (2.13)). Para notar tal fato, suponha
que Ay, = {An1, Ama}, com Ay U Ay # Q) em que A,y = {k}. Entéao,

pr=Pr(Y =klp) =Pr(Y =k|Y € Apsp) = Pr(Y =k|Y € Apsp) Pr(Y € Ay lp) = 0, Pr(Y € Aplp).
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Além disso, pela definigao de bipartigao total, ha algum A; = {A;1, Ajp}, 1 # m, em que, sem perda
de generalidade, A;; = A1 U Ay, isto é, Ay, € uma biparticao de A;;. Assim, Pr(Y € A,|p) =
Pr(Y € Ajlp) e, portanto, seguindo com a equagao anterior,

Pk = GmPr(Y € A11|p) = emPT(Y S All,Y c Al|p) = GmPT(Y S A11|Y c A[;p)PT(Y c Al\p) = OmﬂlPr(Y c A[‘p)

Dessa forma, em algum momento, relacionamos pj com alguns 6;’s através de uma transforma-
cao, digamos ti,, que generaliza a Equagao (2.9). Em outra palavras, existem dois subconjuntos

disjuntos de indices de {1,2,...,d}, digamos Jx e Ji2, tais que

pe=te, @) = ] 0; J] @ -9y, (2.14)

J€Jk1  JE€Jk2

em que § = (61,62, ...,64), e se Jg1 ou Jy forem vazios, definimos o respectivo produtoério igual a 1.

Especificamente, Ji e Jgo sdo unicamente determinados por A(£2) como
Jr1 :{]E {1,2,...,d};k€Aj1} e Jkgz{] 6{1,2,...,d};k§€A]’2}7 (215)
e generalizando a Equagao (2.9), podemos escrever

pe=J[0"1-0)"", k=12.,D,
JEJk

em que Ji = Ji1 UJpe = {j € {1,2,...,d}; k € A;}. Note que w; = 1 para j € Ji1, wj = 0 para
J € Jk2 e w; nao esté definida para j ¢ Jj.
Por outro lado, generalizando a Equacao (2.10), a estrutura hierarquica se preserva para Wj, j =

1,2,...,d, e podemos escrever Y através de uma transformacao, digamos vy, , por

Y =k sev,, W)= [ W, [ 0 -W)) =1, (2.16)
J€Jk1 J€Jk2
em que W = (Wl,WQ, ...,Wd).

Isto é, de forma geral, podemos definir vy e ) como

1, sewv, (W)

Y = (W)= 2 se vz, (W) (2.17)

1
1

D, sewvp,(W)=1

p = ti\0) = (t1,(0),t2,(0),....tp,(0)). (2.18)

2.2.5 Extensoes para multinomial e verossimilhanca

Antes de representar graficamente uma biparticao total e as transformacoes em Y e p indu-
zidas por ela, exploramos a seguir a fatoracdo da distribui¢do multinomial com D categorias em
d binomiais. Consequentemente, a verossimilhanga do modelo de Bernoulli D-variado também se

fatora.
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Propriedade 2.4 Seja N = (Ny, Na, ..., Np) um vetor aleatorio com distribui¢ao multinomial com

parametros n e p = (p1,p2,...,PD), ou seja, com fp dada por

PT(N = (n17n27"'7nD)|n7p) = ( ) Hp
ny,nz,...,n

em que n = Zszl ng. Entao, a distribuicao de (N|n,p) se fatora em d distribui¢oes binomiais,
isto €, existem d varidveis aleatorias X1, Xo, ..., Xq com pardmetros my, ma,...,mq € 01,02, ...,04,

respectivamente, tal que

d
PT(N = (n17n27" AL |7’L,p H ( ) x](l —0; )mj_xJ

Demostragao De fato. Primeiro, note que se Y1,Ys,....Y, sdo independentes, dado
p, tais que Yilp ~ BMp(p),i = 1,2,...,n, entao N = (Ny,Na,...,Np) tal que N =
Som 1(Y; = k) tem distribuicao multinomial com parametros n e p. Note também que se
Wi1, Wiz, ..., Wjm, s@o independentes, dado 0;, tal que Wj; ~ B(0;),i = 1,2,...,m;, entdo

X = ZZZ]I W;; tem distribui¢ao binomial com pardmetros m; e 0;, para j = 1, 2,...,d.

Assim, usando o Teorema 2.3, temos que

D
Hp;;bk — Hpk im1 W(yi=k) HH 1(yi=k)
k=1

i=1k=1

— TTTT6 o = [T - gt

i=1j=1 j=1

No entanto, hd somente m; termos na soma Y ., wj; — bem como em Y ;' (1 —wj;) -
que estao definidos. Isto é, considerando uma biparti¢ao total A(2) = {A1, Aa, ..., Ag}, com
Aj ={Aj1,Aj}, temos que

mi=Y Ly €Ay, j=12..d (2.19)

Assim, definindo o conjunto de indices

I; = {ie{l,2,..,n};wj; estd definido}
= {ie{L,2...n}hy €A}, (2.20)

podemos escrever

n

Zwﬂ—zw]z e mj_xj:Z(l_wji):Z(l_wji)'

’LEI =1 iEIj
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Assim sendo,

9]2:?:1 “’ji(l _ 9].)2?:1(1_“’1'1')

z&

D
Nk
H Py
k=1

j=1
>
_ I[e‘7 iEI]- (1 _ 6 )Zzel (17’[1)]‘1')
j=1
d
= J¢7@ -0,
j=1

Por outro lado, como elucidado na Equagao (2.11), temos que

n mq mo my n!
- cee —_— 7’
ny,ng,...,Np Il 9 Ty n1!n2!...nD!

D d
N m; €z m;—;
[[» =|| 0% (1 — ;)™ %,
( ny,na,...,Nn ) k1 Pr j=1 ( Zj ) ( )

e entao,

15

Propriedade 2.5 Sejam yi,y2, ..., yn observagoes independentes, dadop, de Y |p ~ BMp(p). Entao

a verossimilhanca do modelo de Bernoulli multivariado se fatora em d verossimilhancas do modelo

de Bernoulli.

Demostragao De fato, como a verossimilhanga do modelo Bernoulli multivariado € dada
por

D D
L(p|y17y27 "'7yn) = H Hp]%(%:k) = szk)
k=1

1=1 k=1

em queng =y ;- 1(y = k), vimos na propriedade anterior, definindo I; como na Equagao
(2.20), que

A s Sier; (1mwji)
161 ier. 1—wj;
Hpk H 9],) €l; i
k=1 j=1
e, sendo L;j(0;|{wj; : i € I;}) as verossimilhan¢as dos modelos Bernoulli’s, temos que

D
Lply1,y2, s yn) = Hpk H H 057 (1 — ;) wii) = HL (0 {wj; = i € I}).
k=1

j=liel; 7j=1

Das duas propriedades anteriores, vemos que uma bipartigao total A(2) induz também uma

transformacao das observacoes yi,y2, ..., yn de Y|p para wji, wjo, ..., wj, de Wj|b;,j = 1,2,

Isto é, denotando por D = {y1, Y2, ..., Yn}, definimos Dy = {D;,,j = 1,2, ...,d} tal que

DjA = {U}ji NS Ij}, (2.21)



16 A DISTRIBUICAO DE BERNOULLI MULTIVARIADA E SUAS FATORACOES 2.3

em que [; é dado pela Equacao (2.20) e da propriedade anterior segue que

d
L(p|D) = [ [ L;(6;ID;,)- (2.22)
j=1

Exemplo 2.3 Seja Q = {1,2,3,4} e A(2) = {A1,A2, A3} tal que Ay = {{1},{2,3,4}}, A2 =
{{2},{3,4}} e As = {{3},{4}}. Suponha que temos 16 observagoes de Y|p ~ BMy(p): D =
(1,1,1,1,2,2,2,2, 3,3,3,3, 4,4,4,4}, entio

Dy, = {w113w12§w13§w147w15§w16§w17§w187w19;w1,10§w1,11§w1,12,w1,13§w1,14§w1,15§w1,16}
= {1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0};

Dy, = {w25§w26§w27§w287w29§w2,10§w2,11§w2,127w2,13§w2714§w2,15;w2,16}
= {1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0};

Dh = {w39§w3,10§w3,11§w3,127w3713§w3,14§w3715§w3,16}
= {1,1,1,1,0,0,0,0},

podendo ser representado, com um certo abuso de notagdo, por

Dy, 1111000000000000
Dy={ D, 111100000000
Dy, 11110000

Propriedade 2.6 A log-verossimilhangca do modelo de Bernoulli multivariado é a soma de d log-

verossimilhancas do modelo de Bernoulli, isto €,
d
pID) =) 1;(9;IDj,)
7j=1

2.3 Representagoes graficas

Podemos utilizar grafos para representar uma biparticao total qualquer de €2 — mais especifica-

mente, arvores binarias completas enraizadas com folhas rotuladas nao ordenadas —, em que:
e a raiz representa o conjunto de categorias 2 = {1,2,..., D};

e os ramos representam Aj = {Aj1, Ajo}, isto €, como o né Aj; U Ajy esta sendo biparticionado

nos nés Aji e Ajo;
e 0s nds — sendo () a raiz — representam os conjuntos A;; e Aj> que compoem Aj, em que:

— o0s d nos internos sao aqueles que serao biparticionados em um préximo nivel e

— o0s D nos terminais (as folhas) sao {1},{2},...,{D}, que por suas vezes nao podem ser

biparticionados.

Também podemos representar nas arvores a relacao entre 6;’s e p;’s (Equagao (2.18)), ou seja,
podemos imprimir 6; ou 1 —6; no par de ramos que representa A;, quando o respectivo ramo parte

de A1 U Ajo para Aj; ou para Ajg, respectivamente, contemplando todos os ramos, estruturados
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da raiz até as folhas e que, nelas, podemos imprimir os respectivos pg’s. Analogamente, podemos
representar a relacao entre Wj’s e Y (Equacao (2.17)).

Nas 2 figuras a seguir, revisitamos o Exemplo 2.1 e apresentamos tais representagoes, respecti-
vamente. Para o caso 1 da Figura 2.2 (em que a biparti¢ao total é dada no Exemplo 2.2.1), vé-se
que 6 é a probabilidade condicional de Y = 1 dado que Y € €2, bem como que 65 é a probabilidade
condicional de Y = 2 dado que Y € {2,3}. Ainda para o caso 1, também vé-se a representacao de
t), ou seja, pi como o produto das probabilidades condicionais (§; ou 1 — §;) através dos ramos
que partem da raiz §2 a folha {k}: p1 = 61, p2 = (1 — 01)02 e p3 = (1 — 01)(1 — 62). Analogamente,
para o caso 1 da Figura 2.3, vé-se que W; é a indicadora de Y =1, dado que Y € Q e que W5 é a
indicadora de Y = 2, dado que Y € {2,3}. Também vé-se a representagao de vy, ou seja, (Y = k)
se o produto das variaveis W;’s ou 1 — W;’s, através dos ramos que partem da raiz 2 a folha {k} é
iguala1: Y =1se W1 =1, Y =2se (1 -W;)Wa=1eY =3se (1-W;)(1—-Ws)=1.

{123}

(a) Caso 1. (b) Caso 2. (c) Caso 3.

Figura 2.3: Representagoes das estruturas das biparti¢ios totais para o Exemplo 2.1: W;’s e Y.

Utilizemos por um momento, como elucidacao, a seguinte nomenclatura: né ancestral para aquele
conjunto que esta sendo biparticionado; e nés descendentes os 2 gerados da biparticao do respectivo
n6 ancestral. Assim, generalizando, um 6; qualquer (ou 1 — ;) é a probabilidade condicional de,
dado o no ancestral, observarmos o respectivo n6 descendente. E para o n6 descendente {k} (que
por sua vez nao tem descendentes), py pode ser escrito por 6;’s através de sua hereditariedade:
do ancestral primordial Q seguindo até o ancestral de {k} e por fim & {k}. Para as variaveis W

a analogia é a mesma. Assim, nas representacoes seguintes, utilizamos somente 6;’s nos ramos ao



18 A DISTRIBUICAO DE BERNOULLI MULTIVARIADA E SUAS FATORACOES 2.3

invés de W;’s. Aqui, o conjunto de indices J; também fica representado, sendo todos os pares de
ramos — que representam A; — que contém a categoria k.

Além disso note que, ainda utilizando o primeiro caso na Figura 2.2, a representacdo para
Wy =1-1LY = 1Y € {1,2,3}) e/ou Wy =1 — 1(Y = 2|Y € {2,3}) é a mesma, a menos de
rotagoes nos noés. A Figura 2.4 mostra tal simetria para o caso 1, que é analoga para os casos 2 e
3. Ja a Figura 2.5 mostra o caso abordado no Corolario 2.3 em que a biparticao total é dada no
Exemplo 2.2.3.

p3 p2  p2 p3 p3

Figura 2.4: Representagoes simétricas entre si e ao caso 1 da Figura 2.2.

{1.2...D}
ol 1-01
{1} {2,3...D}
pl
02 1-62
{2}» Y
p2
{dD
od 1-6d
{dy 1D}
pd pD

Figura 2.5: Representagao para o caso abordado no Coroldrio 2.3 e no Exemplo 2.2.3.

Exemplo 2.4 Considere Q = {1,2,3,4}. A Figura 2.6 mostra duas diferentes estruturas — onde hd
um total de 15 possiveis — em que a estrutura na Figura 2.6(a) € andloga a outras 11 e a na Figura
2.6(b) € andloga a outras 2.

Além disso, para a estrutura na Figura 2.6(b), temos que

Wy = 1(Y €{1,2})
Wy = 1(Y =1]Y €{1,2})
Ws = 1(Y =3[V € {3,4})
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com respectivos pardmetros dados por

p1+ P2
th= Pr(Y e{l,2}|Y € Q;p) =
! ( {12} 2 D1+ D2+ D3+ D4
b1
0= PrY =1Y € {1,2}; =
2= Pr(Y =1V e (12kp) = Pl
b3
03 = Pr(Y =3|Y € {3,4}; = )
b= Py =3y e (3ahp) = P

Sendo assim, Y = vy(W) e p = t)\(p), elucidando as Equagoes (2.17) e (2.18), sao dadas por,

respectivamente,

1, S€ W1W2 =1
v — 2, se W1(1—-Wy) =1
3, se (1 - Wl)Wg =1
4, se (1—W1)(1—W3):1
e
p1 = 0662
p2 = 61(1—02)
p3s = (1—01)03
ps = (1—061)(1—63).
(1234} (1.23.4)
01 1-01
ol 1-01
{1y )
o (2,34}
62 1-62 p .
(1.2) (3.4)
{p22}' (3.4} 92 1492 83 1-03
83 1-03
{3f 14} {1} {2} {3} {4
p3 p4 pl p2 p3 p4

(a) (b)

Figura 2.6: Duas representagoes para D = 4.

2.3.1 Niveis das representagoes

Podemos estar interessados em certas biparticoes totais que compartilham de uma mesma ca-

racteristica, por exemplo, aquelas que tém o mesmo ntmero de niveis.

Propriedade 2.7 Seja ¢ o numero de niveis em uma representacdo em drvore de uma biparticao
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total de Q. Entao, ¢ € [Cmin, Cmagz], €M que cmin = [logy(D)], em que [z], x € R, é o menor nimero
inteiro maior do que x (caso elucidado nas Figuras (2.2) e (2.6(b)), € ¢maz = d (caso representado
na Figura 2.5).

Sendo A(Q2) = {A1, A2, ..., Ay}, em que A; = {41, Aj2}, e sabendo que D dos 2d conjuntos
Ajn,j =1,2,...,d,h = 1,2, sdo da forma {k},k = 1,2,..., D, temos que o nimero de niveis das

representacoes em arvore, digamos cy, é dado por
cx = #{A; € X(Q); Aj, = {k}, para algum h=1,2 e algum k =1,2,...,D} — 1.

Dessa forma, dado um certo A, podemos determinar o nimero de niveis c¢y. Por outro lado, alguém
pode estar interessado em, fixado um nimero de niveis ¢, explorar somente aqueles A’s de tal modo
que o nimero de niveis seja igual a ¢. Em outras palavras, sendo .Z a classe de todas as biparti¢oes

totais de €, podemos tomar uma subclasse .Z. = {\ € Z;c\ = c}.

2.3.2 Contando o nimero de biparticoes totais

A propriedade seguinte explora a quantidade de elementos em .Z.

Propriedade 2.8 Seja .Z a classe que contém todas as biparticdes totais de 2. Entdo £ contém
(2d — 1)!! elementos.

Demostragao Contar o numero de biparticoes totais € equivalente a contar o nimero de
drvores que as representam. Denote tal quantidade por a(D). Para sequir a demostragao,
vamos estabelecer uma relagao de recorréncia. Considere, entdo, as drvores com d folhas.
Qualquer drvore com d folhas tem d—1 nds internos (contando a raiz). Entao, 2d—1 nds ao
todo (contando as folhas). Ao inserir a categoria {D} em , hd (em uma drvore particular
com d folhas) 2d — 1 possiveis nds para inseri-la e, entdao, biparticionar tal “novo” né em
2: {D} e o “antigo” nd. Para cada diferente né “antigo” que inserimos {D}, teremos uma

drvore diferente. Entao como hd a(d) drvores com d folhas, temos que,
a(D) = (2d - 1)a(d),

e portanto
a(D) = (2d — 1)(2d — 3)...3.1 = (2d — 1)!!

Stanley (1999) traz uma demostracao alternativa através de fungdes geradoras em anélise com-
binatéria e também uma ideia com bolas e urnas. Uma discussao mais detalhada sobre arvores
binarias completas é encontrada em Murtagh (1984) e Moon (1970).

A fim de elucidar tal demostragao, suponha que estamos contando o ntmero biparticdes totais
com D = 4. Entao, consideramos em um primeiro momento todas as arvores com 3 folhas (Figura
2.2). Para cada arvore, ha 5 possiveis nos para inserir a categoria {4}. Considere o caso 1 apresentado
na Figura 2.2(a). Podemos inserir a categoria {4} em {1,2,3}, {1}, {2,3}, {2} e {3} (mostrado,

respectivamente, na Figura 2.7). Para cada um destes casos, teremos uma arvore diferente (e entao,
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uma biparti¢ao total diferente). Considerando os outros 2 casos (Figuras 2.2(b) e 2.2(c)), temos
15 possiveis bipartigoes totais (assim como quando representamos uma biparti¢ao total através do

braketing problem).
{1.2,34) {1,234} {1.2,3.4) {1,234} {1,234}

(1,23) 4} (1 (234) {1 (234) (1} (2,34}

‘ (14) (23) \
(] {23} \ {23} 4) (2.4}\' 13) (2 3.4}

Figura 2.7: Elucidacao da desmostrag¢ao da Propriedade 2.8.

Apesar de (2d—1)!! diferentes fatorac¢oes da distribui¢ao de Bernoulli D-variada em d Bernoulli’s,
a propriedade a seguir mostra que a estimativa amostral do parametro p (igual a de méxima
verossimilhanga) pode ser obtida através de qualquer fatoragao através das respectivas estimativas

amostrais de 61,02, ..., 0, (iguais as de maxima verossimilhanca).

Propriedade 2.9 Seja D = {y;,i = 1,2,...,n} observagéoes independentes de Y|p ~ BMp(p) e A
uma biparti¢ao total qualquer de Q. Seja também p = (p1, P2, ..., Pp) 0 vetor de propor¢des amostrais,
ou seja,

- Z?:l 1(y; = k)

Pk = , kil,?,...,D.
n

Seja, agora, 6= (91, ég, ...,9d) o vetor de proporcoes amostrais dos respectivos dados induzidos por
A(Q): Dy, ={wj; : i € I;}, dados pela Equagao (2.21), isto €,

~ E ie7. Wii
gA:M’ j=1,2,...4d,
J m;
j

em que m; € dado pela Equagdo (2.19). Entao,
p=1.(0).

Exemplo 2.5 Revisitando o Exemplo 2.3, temos que ) = %, Oy = % e ég = % Entao, de ty como

na Equagao (2.9), temos que

) S
P11 = 91:1

b = (1= 00)0 = -

D2 = 1)2—1

) A S

p3 = (1—61)(1—02)03 = 1

) ) i 1
pa = (1—01)(1—02)(1—03)= 1

Desse ponto de vista, a fatoragdo nao traz qualquer vantagem. No entanto, ao inserirmos co-
variaveis, tendo um problema de classificacao e regressao multinomial, cada biparticao total nos
levard a diferentes problemas de classificacdo binomial e a diferentes estimacoes para p. Este é o

ponto que discutimos na préximo capitulo.
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Capitulo 3

Regressao e classificacao para dados

politémicos

No capitulo anterior vimos que a distribuicao de Bernoulli D-variada se fatora de diversas formas
em d Bernoulli’s. Contudo, quando temos um problema politémico sem covaridveis, tais fatoragoes
nao trazem qualquer vantagem do ponto de vista da estimacao de maxima verossimilhanca. Neste
capitulo exploramos a classificagdo e regressao para dados politémicos no contexto das fatoragoes
e como cada biparti¢cao total conduz a uma regressao e classificacao diferentes. Discutimos a clas-
sificacdo em tal contexto de uma forma geral e em seguida a regressao multinomial como uma

generalizagao da usual, logistica com categoria de referéncia.

3.1 Classificagao

O problema geral da classificagdo para dados politémicos é construir uma fungdo que, com
base em caracteristicas observadas de um determinado individuo, o prediz em uma das categorias
em 2 = {1,2,..., D}. Tais caracteristicas sao chamadas de covariaveis (ou variaveis preditoras ou

também de variaveis independentes).

Definigao 3.1 Sejam Q = {1,2,..., D} e x um vetor de covaridveis para um individuo assumindo
valores em X C R™. Definimos por funcao de classificagao (ou simplesmente de classificador)
multinomial (ou politémica), a fun¢ao 0 dada por
o: X — Q
x — g=0x)

Como § é uma fungao, entdo para qualquer £ € X', ha um tnico valor §(z) € Q. Dessa forma, a

transformagao inversa define regides de classificacao em X, isto é,
Xy=06Yk)={xcXx;éx)=k}, k=1,2,..D.

E como, por defini¢cdo, § € uma funcdo em X, entdo Xy, X, ..., Xp forma uma particdo de X. Por

outro lado, definir uma particdo Xi, Xo, ..., Xp determina unicamente um classificador em €2 por
dx)=Fk, sexec X, k=12 ..D.

23
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Exemplo 3.1 Suponha que temos somente uma covaridvel x € R. Podemos definir d constantes

reais a; < ag < --- < aq € assim, uma particao de X = R como

X = (—o0,a1]
Xy = (ak—1,a], k=2,3,...,d
Xp = (ag,0).

E portanto, 6(x) =k, sex € X, k=1,2,...,D.

3.1.1 Fatoragoes em classificadores dicotéomicos

Do capitulo anterior, da Equagao (2.17), vimos que podemos decompor — através de uma bi-
particao total A — uma varidvel que assume valores em () por d variaveis que assumem valores em

{0,1}. Desse modo, podemos escrever

(] :’U)\('lf)), (31)

em que W = (W, Wy, ..., Wq), sendo W; = v;(x),j =1,2,...,d, em que 7; é um classificador binomial

(ou dicotémico) qualquer, ou seja, assumindo valores em {0, 1}. Isto é,

Vi X — {0,1}
xr — W=7z

Dessa forma, podemos definir um classificador multinomial através de d classificadores binomiais,
ou seja, 6(x) = vx(y(z)), em que ¥(z) = (11(2),12(2), .-, Va(%)).

Pela relagao na Equagao (3.1), A induz também uma partigdo em X. Para notar tal fato, primeiro
suponha que A(2) = {A1,As, ..., Ay}, em que Aj = {41, Aj2}. Desse modo, da Equacao (2.16),
temos que

6(@) =k, se [ v [] @ -u@) =1

J€Jk1 JE€Jk2

em que Ji ={j € {1,2,....d1s k€ Aji} e Jyo ={j € {1,2,...,d}; k € Aja}. E assim, temos que

Xe= ) Xn () Xz (3.2)

J€Jk1 J€Jk2

em que

X o= 7'(1) = {zeX:y@) =1}

L i) - (@) = (3:3)
X]Q - /7]' (0) - {xerj(x)—O},

considerando que ();cp X1 = X

Exemplo 3.2 As representagoes em drvores exploradas ma se¢ao anterior sao diretamente aplicd-
veis aw e g e, para um determinado individuo, podemos pensar que a classificacao se dd de forma
hierdrquica. Tome como exemplo o caso 1 da Figura 2.3. Se, para um certo individuo, w1 = 1, entao
o classificamos como § = 1, independentemente se wy = 0 ou Wy = 1. Agora, se w1 = 0, entdo se
we =1, o classificamos como § = 2 e, se wo =0, como y = 3. Neste caso, as 3 regioes de classifica-

¢cao em X sao determinadas como seque. Primeiro note que A\ = {A1, A2}, em que A1 = {A11, A12}
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e Ao = {Ag1, Ao}, sendo A1y = {1}, A1a = {2,3}, A21 = {2} e Agg = {3}. Disso: para k =1 temos
que Ji1 = {1} e Jia = 0; para k = 2 temos que Jo1 = {2} e Joo = {1}; e para k = 3 temos que
J31 =0 e Jso = {1,2}. Da Equagao (3.2), temos que

X1 = A
Xo = Xy N
Xy = X2 N Ao,

sendo X11 = {(L‘ S X;’lf)l = 1}, Xio = {(II S X;’Li)l = 0}, o1 = {(II S X;Qf)g = 1} e Xog = {.’l) S
X; e = 0} (Equagao (3.3)). Dessa forma, obtemos

X = {$€X;’Lf)1=1}
Xy = {:I?E.)C';if)lzoe'lbg:l}
X3 = {l‘EX;’uA)l:OGUA)Q:O}.

Na secao anterior tivemos que dar atencao ao fato de que se wy = 1, entdo we nao estava bem
definida. Contudo, podemos observar o vetor de covaridveis de um determinado individuo, digamos
z, em Xi1 N Aoy e assim w1 = 1 e wy = 1. Mas nao hd ambiguidades em casos como este, pois
reX )1 NAyy=>zxzeX ) =>zceX)=g=1.

Propor classificadores binomiais, em geral, é tarefa mais facil do que multinomiais. Para uma
classe de classificadores lineares por exemplo, suponha que temos duas covariaveis reais x1 e xo.
No caso dicotomico, podemos propor uma reta 77 = B9 + B11z] + Bi225, sendo Bio, B11 e Pi2
coeficientes da reta, tal que X113 = {(x1,22) € R%m < nf} e X2 = {(z1,72) € R%;m1 > 0}, em
que n1 = P10 + Br1x1 + Biexe. No caso politdmico, devemos propor Xy, Xa, ..., Xp conjuntamente,
através de d retas (ou semirretas, ou segmentos de reta). A vantagem do que vimos discutindo até
aqui, vai no sentido de que, de forma independente de 1], podemos propor uma segunda reta 7; tal
que Xo1 = {(z1,72) € R%m2 < 3} e Xia = {(z1,72) € R%;m2 > 03}, e assim por diante até Xy e
X2, e entdo obter uma proposta de classificador multinomial via Equagao (3.2).

A literatura com repeito a classificagdo binomial é bem mais vasta do que a multinomial. Em
modelos de regressao, por exemplo, — que é o foco do nosso trabalho na proxima secao — desenvol-
vimentos como a flexibilizagao nas fungoes de ligacao sdo quase sempre feitos para Y seguindo uma
distribui¢ao de Bernoulli (ou binomial), a fim de se modelar a probabilidade de sucesso como fungao
de x e, a partir de estimativas de tal func¢ao, propor um classificador dicotéomico. Além disso, outras
medidas de acuracia como sensibilidade, especificidade, valor preditivo positivo e valor preditivo
negativo podem ser incorporados mais diretamente no caso binomial.

Antes de explorarmos os modelos de regressao multinomial através de suas fatoracoes, discutimos
a seguir um procedimento geral para buscar e avaliar a performance de classificadores com base
na minimizagao da fungao de risco e como a modelagem de p, supondo que (Yl|z;p) ~ BMp(p), é
importante na proposta de tais classificadores. Nao é nossa intengao explorar os resultados gerais
da teoria de classificacao e sim como fatorar um problema multinomial em problemas binomiais, o
que pode ser vantajoso e também os problemas encontrados nesta fatoragao. Alguns trabalhos que
exploram a teoria em geral sao Izbicki (2018) e literaturas classicas em Statistical Learning como
Hastie et al. (2016) e Vapnik (1998), dentre véarias outras.
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3.1.2 Busca e performance de classificadores

A funcao de risco ao qual desejamos minimizar é definida como a esperanca da fun¢ao de perda.

Definimos tais fungoes a seguir.

Defini¢ao 3.2 Sejam (Y, X) assumindo valores em Q x X e & um classificador em Q. Definimos

como fungao de perda (ou simplesmente perda) uma fungao L real qualquer, definida em € x €.

Comumente utiliza-se a funcao de perda denominada perda 0 — 1, definida por
L(Y,6(X)) = L(Y # 0(X)),

ou seja, a fun¢do que atribui uma penalizacdo igual a 1 se Y # §(X), independentemente da
categoria de 2. Note que de uma maneira geral, trata-se X como vetor aleatorio e Y =94 (X') como

variavel aleatoria em {0,1}.

Definigao 3.3 Sejam (Y, X) assumindo valores em Qx X, § um classificador em Q e L uma fung¢ado

de perda. Definimos por fun¢ao de risco (ou simplesmente risco) a esperan¢a de L, ou seja,
R(6) = EIL(Y, 0(X))].
Assim, para a perda 0-1, temos que
R(6) = B[L(Y # 8(X))] = Pr(Y # 6(X)).

Neste sentido, um bom classificador é aquele que minimiza a probabilidade de erro na classifi-

cagao.

Teorema 3.1 A func¢ao de classificagio 6 que minimiza R(5) = E[1(Y # 6(X))] €

d(z) = argmax Pr(Y = k|z).
keQ

Demostragao De fato. Primeiramente, suponha que a funcdo de densidade marginal de

X € denotada por f. Assim,

R(6) = Pr(Y #6(X)) = /X Pr(Y # §(z)|z) f(2)da
_ /X 1 - Pr(Y = §(x)[z)] / (x)da

D
_ / [1 =S 100(@) = B)Pr(Y = kfg) | f(@)dz
X

k=1

A terceira igualdade se dd pois Pr(Y = d(z)|z) = Pr(Y = k|z), se é(x) = k.
Entdo, buscamos & que mazimize Y1 1(5(x) = k)Pr(Y = klz).

Note que se 1(6(x) = k) =1, entao 1(6(x) = j) = 0,7 # k. Logo,

dz) =k, se Pr(Y =klx) > Pr(Y =jlx),j #k,k=1,2,...,D.
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Do resultado anterior, é bastante razoavel obter estimativas para Pr(Y = k|z) a partir de
observagoes de (Y, X) e a partir delas propor um classificador. Tal classificador é muitas vezes
denominado classificador de Bayes, por se basear na distribui¢ao condicional de Y dado z, porém
nada tem a ver com o procedimento Bayesiano de estimagéo. Omitimos no teorema anterior, por
facilidade algébrica, a notacao que usamos no capitulo anterior, contudo seguimos supondo que
(Yl|x;p) ~ BMp(p) e, dessa forma, a partir de estimativas para p, digamos p — para um determinado
individuo — podemos classificd-lo por é6(x) = argmax,cqp. Como discutiremos em modelos de
regressao adiante, escrevemos p como fungao de & e buscamos estimativas para tal fungao.

Contudo, muitas vezes, apesar do resultado do teorema anterior, visamos buscar um classifi-
cador com base na minimizagdo de uma estimativa do risco, uma vez que o valor E[L(Y,0(X))] ¢
desconhecido. Suponha que temos n observagoes independentes de (Y, X), ou seja, D = {(y;,x;),7 =
1,2,...,n}. A estimativa amostral do risco para um classificador §, com uma perda qualquer L, é

dada por

n

RO) = = 3 £, 0(z0), (3.4)

i=1

e podemos buscar § que minimiza R(é), digamos 5. Em geral precisamos especificar uma classe de
classificadores na qual § pertence para tornar tal tarefa factivel.

No entanto, avaliar a performance de § com base em ]:2(6) é otimista, uma vez que 5é justamente
aquele — dentro da classe especificada — que minimiza R(é ). Ha alguns procedimentos para evitar este
problema, dividindo-se a amostra em duas, geralmente denominadas por amostra de treino e amostra
de teste. Suponha, sem perda de generalidade, que Iy, = {1,2,...,n0} e Itc = {ng+ 1,n0+2,...,n}
sao os individuos que compoem a amostra de treino e a de teste, respectivamente, e assim, Dy, =
{(yi,zi),i € I, } &€ a amostra de treino e Dy = {(y;,%;),7 € L1} a de teste. Assim, podemos buscar )

1

que minimiza -~ > £(y;,d(z;)) e avaliar sua performance através de n_lno Yot LWis 0(x:)).

Ainda podemos enfrentar o problema de que, por acaso, uma determinada amostra de teste

favoreca ) e, a fim de se evitar tal problema, é recomendéavel que se divida a amostra aleatoriamente
um nimero grande de vezes, digamos B, obtendo-se (Diy, , Die, )y (Dirys Dtey)s -y (Pirgs Dteg ), € para

cada b=1,2,..., B, buscar ¢ via Dy,, que minimiza

1

Ttry, = A} iezlt;b L(yi, 0(i)),

e avaliar sua performance via Dy, por

em que #{Is, } € #{I, } sdo, respectivamente, a quantidade de individuos em I3, e I, , obtendo-se

assim uma estimativa empirica para o risco, dada por

B

Rte(é) = % Z Ttey- (35)

b=1
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Para a perda 0-1, por exemplo, temos que

B
Rte(é):;; i Z (i # 6(z1)) | - (3.6)

1€1l¢e

Note que, paracada b = 1,2, ..., B, obtemos dj, contudo desejamos propor um tnico classificador.
Podemos, apos este processo de busca e validagao, propor como classificador aquele que minimiza

R dado na Equacao (3.4), utilizando Rye como estimativa do risco, dada na Equacao (3.5).

3.1.3 Outras medidas de acuricia
Podemos utilizar outras medidas de acuracia, como definido a seguir.
Defini¢ao 3.4 Seja (Y, X) assumindo valores em (2, X) e 6 um classificador. Definimos como

acurdcia, sensibilidade, especificidade, valor preditivo positivo e valor preditivo negativo, para k =

1,2,..., D, por, respectivamente,

AC(6) = Pr(Y =4(X))
SENi(6) = Pr(0(X)=k|Y =k)
ESPy(6) = Pr(6(X)#klY #k)
VPP,(6) = Pr(Y =k|6(X)=k)
VPNi(6) = Pr(Y #E[0(X) # k).
Considerando-se Q@ = {0,1} e v um classificador dicotémico, note que temos SEN;(y) =

ESPy(v) (e vice-versa) e também VPP;(y) = VPNy(vy) (e vice-versa). A nomenclatura “sensibi-

77 L

lidade”, “especificidade”, “valor preditivo positivo” e “valor preditivo negativo” vem principalmente
da area médica, em que se propoe um teste médico v(X) para detectar a presenca de uma doenga
(Y = 1) ou sua auséncia (Y = 0). No entanto, estamos tratando 0 e 1 como rotulos quaisquer e,
assim tal nomenclatura perde o sentido. Contudo, a mantemos no nosso trabalho.

Note também que podemos definir um risco qualquer com base na distancia (absoluta, por
exemplo) entre AC e 1 (risco via perda 0-1), mas também para qualquer outra medida de acuracia,
como por exemplo R(8) = S, |SEN,(5)—1|, ou ainda levar em consideracao mais de uma medida
de acurécia, como por exemplo R(0) = |AC(6) — 1| + Zszl (|ISENg(6) — 1| + |VPP(0) — 1]|). Ha
diversas generalizagOes neste ponto, podendo-se incluir diferentes pesos para diferentes medidas
de acuracia e diferentes categorias, ou ainda diversas outras medidas de acuracia, por exemplo,
podemos tratar de forma diferente Pr(0(X) = k|Y = j1) e Pr(6(X) = k|Y = j2), 51 # j2 # k.

Estimativas empiricas — como a Equagao (3.6) para AC' — para SENy, ESP,, VPP, e VPN
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sao dadas, respectivamente, por

SEN,(6) =  $Xia [Wby:k} 2 ie ey ik L(¥i = 5(xi))}
ESPL0) = 550 | gtz et wisk 10(i) # k)
k B £4b=1 | #{i€l1c, ;yi £k} £~i€lte,yiFk v
VPPL(8) = 50 | arer—Ssmmir Sier, ok L = 8(z:))
I B 24b=1 | F{i€Tie, 3(@:)=F} 2wi€lie,d(@i)=k ~\Yi i
VPN,(6) = 550 | srerSsmmer Sier, L(y: # k)| -
k B 24b=1 | FH{i€lre, 0 (@) 2k} 2ei€licy:b(@i)#k -\ Vi

Propor um classificador multinomial que leve em consideracdo todas essas medidas pode ser
complicado, ainda mais se houver um nimero grande de categorias. Por outro lado, o caso binomial
é relativamente tarefa mais simples. Por este ponto de vista, construir classificadores binomiais
baseando-se em tais medidas de acuréicia nos leva a construir um classificador multinomial, via vy,
que as leve em consideragao também.

Note que para o caso binomial, temos que AC(y) = Pr(Y = y(X)}, SEN1(y) = Pr(v(X) =
1Y = 1}, SENo(y) = Pr(v(X) = 0]Y = 0}, VPPi(y) = Pr(Y = 17(X) = 1} e VPPy(y) =
Pr(Y = 0|y(X) = 0}. Neste sentido, mostramos a seguir que SENy(d) pode ser escrita através
de SEN1(v;) e SENy(v;), e analogamente, V PPy (d) através de VPP;(y;) e VPPy(v;). De fato,
notando que W; é independente de W; e também que ~;(X) é independente de ;(X), para todo
j # [, temos que

SEN(6) = Pr(6(X)=kY = k)
_ Pr(d(X) =k Y =k)
B Pr(Y =k)

Pr({viX)=1j€ Ju},{vX)=0;j € J},{W; =15 € Ju },{W; =0;j € Jp2})

Pr ({W] = 1;j c Jkl}, {Wj = O;j S JkQ})
Pr jX :l,Wj:1 Pr jX :O,szo
o ) ) 1 Prost®) )

jedn PT’(W]‘ = 1) JETrs P’I”(Wj = 0)

= I PryX)=1w; =1) [T Pr(v;(X) =0/w; =0)
J€Jk1 J€Jk2

=[] SENi() [ SENo(v)
Jj€JIK1 j€Jk2

e, analogamente,
VPPS) = [] vPPi(y) [ VPR
Jj€JK1 J€Jk2

Exemplo 3.3 Considere Q = {1,2,3} e A(2) = {A1, Ao} com Ay = {{1},{2,3}} e Ao = {{2},{3}}.
Defina v1(x) =0 e v2(x) = 1, ou seja, classificadores dicotomicos triviais que independentes do va-
lor x classifica o respectivo sujeito, respectivamente, em 0 e 1. Note que temos SENy(v1) = 1 e
SENi(y2) = 1. Agora a partir de §(x) = va(71(x),v2(x)), isto é: 6(x) =1 se yi(z) = 1; d(z) = 2
sev(x) =0ey(x)=1;ed(x) =3 seyi(x) =0 e y(x) =0; temos que §(x) = 2 para qualquer x.
Desse modo, notando que Jo1 = {2} e Jog = {1}, temos que SEN2(5) = SENi(v2)SENy(11) = 1.
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3.2 Regressao

O problema geral da regressao para dados politémicos é construir uma fungao que relacione um
vetor de covariaveis observadas & com a esperanca condicional da varidvel resposta Y dado x, no
nosso caso (Y|z;p) ~ BMp(p). Ou seja, da Equagao (2.4), temos que a fungao de regressao ao qual
desejamos modelar é dada por

EYl|z;p] =p.

Ou seja, a partir de observagoes de (Y, X) € Q x X, desejamos modelar uma fungao

h: x — v
x — p = h(x)=(hi(x),h(x),...hp(x))

a fim de se obter uma estimativa h e escrever
p=h(z).

Observagao De uma forma mais geral, pode-se considerar que (Y |z;n;p) seque uma distribui¢ao
Multinomial com pardmetros n e p, no entanto nos restringimos ao caso Bernoulli.
Em geral devemos restringir a classe em que h pertence. Tome o caso dicotémico em que,

digamos, (Wlz;0) ~ B(#) em que buscamos modelar g, tal que § = g(z). Supomos, em geral, que

0= F(n(B,x)) (3.7)

em que n(B,x) = Bo + Biw1 + Bowz + - + BmTm, sendo B = (Bo, B1, -, Bm) € R™T! parametros
da regressao e F' uma fungao de distribuigao. Isto é, restringimos g como sendo da forma F'(n),
n € R. O caso mais utilizado, explorado em diversos trabalhos, como em Cox (1958) por exemplo,

é quando se supoe que F' é a funcao de distribuicao logistica padrao, isto é,

__exp(n)
Fn) = 1+ exp(n)’

em que 7 denota n(B,x), tendo inversa dada pelo log-odds, ou seja

n=k%<139>, (3.8)

denominada fungdo de ligagao logito. Ha trabalhos ainda mais antigos que exploram tal relagao
logistica, como Pearl e Reed (1920) e Reed e Berkson (1929), mas principalmente estudos em bio-
assays — buscando-se relacionar doses de um medicamento & propor¢ao de resposta dos individuos —
exploraram este ponto no inicio de seu desenvolvimento, como Berkson (1944). Entretanto pode-se
utilizar outras funcoes de distribuicao, como a normal padrao, denotada por ®, proposta por Bliss
(1935) também em ensaios de dose-resposta, escrevendo-se § = ®(n), com inversa n = ®~1(9),
denominada funcao de ligacao probito.

Neste sentido, ha uma variedade de fung¢oes com caracteristicas particulares, cada qual com suas
vantagens. Trabalhos como Prentice (1976), Aranda-Ordaz (1981), Stukel (1988), Caron e Polpo

(2009), Diniz (2015) e Eugenio (2016) exploram alternativas a logito ¢ probito, bem como & com-
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plementar log-log explorada em Fisher (1922).

Contudo, para o caso multinomial, ndo podemos escrever que py = hi(x) = Fr(n(Bk,x)), k =
1,2,..., D, uma vez que feririamos a restri¢ao Zszl pr =1 de .74

Uma solucao é fruto da nossa discussao na secao anterior, ou seja, dada uma biparticao total
AQ) = {A1,As, ..., Ay} com A; = {Aj1, Aja}, a partir das Equagoes (2.18) e (3.7) podemos escrever

p =t\(0) = tA(F1(m), Fa(n2), -, Fu(na)),

em que 7; = n(Bj,x) = Bjo + Bj1x1 + Bjaxa + - - - + BjmTm e Fj uma fungao de distribuicao, e desse

modo, da Equagao (2.14), h é restrita a seguinte forma

pr=he@) = [[ Ftmy) [[ A-Fmy) k=1,2..,D, (3.9)
Jj€JIK1 j€Jk2

em que Jp; = {j S {1,2, ...,d};k S Ajl} e Jyo = {j S {1,2, ...,d};k S Ajz}.

Estimacgao dos parametros

Assim, desejamos obter estimativas B j»J=1,2,...,d, a fim de se obter

Pk = H Fj(n(Bj7x)) H [I—Fj(n(Bj,x))],

Jj€Jk1 J€EJk2

e visando obter uma estimativa de méxima verossimilhanca, podemos proceder como segue. Da
Equagao (2.21) temos que, dadas n observagoes independentes D = {(y;,&;),7 = 1,2,...,n}, A induz
Dj, = {(wji,x;),i € I;}, em que, como na Equagao (2.20), I; = {i € {1,2,...,n};y; € A;}, e assim,

como visto na Equagdo (2.22), podemos escrever que

d
L(BID) = HLJ ﬂJ’DJA
7=1
d
=TI 11 E0®Bs @)™ (1 = Fi(n(B,2:)) ), (3.10)

Jj=1liel;

em que B é a matriz (81, B2, ..., B4). Maximizando L(B|D) obtemos uma estimativa para 8 ou, de
forma mais simples, maximizando separadamente cada L;(B;|D;,), obtemos estimativas para ;,
j=1,2,...,d. No capitulo seguinte, na aplicagao, utilizamos estimativas de méxima verossimilhanga

para cada regressao binomial.

Regressao multinomial logistica com categoria de referéncia

A forma mais usual de se ligar  a p na literatura é uma forma similar a funcéo logistica, como

na Equagao (3.8), da seguinte forma

log <pk) = 9Brz), k=12 .4 (3.11)
PD
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com inversa dada por

e = eijp(”’“) k=1,2,...d
1+ Zj:l exp(1;)
1
pp = (3.12)

y .
1+ 23:1 exp(1;)

Contudo, representada dessa forma, nao existe uma flexibilizagao natural para a fungdo de ligagao
probito, por exemplo, como argumentam Aitchison et al. (2004) e, neste sentido, a Equacao (3.9)
pode trazer toda a flexibilizacao desenvolvida no contexto binomial para a modelagem multinomial.

A ligagao da equagao anterior ganhou popularidade no contexto de Modelos Lineares Generali-
zados (MLG), proposto em Nelder e Wedderburn (1972). Definimos a seguir a familia exponencial
discreta (Andersen, 1970), para a qual MLG é proposto, e mostramos que a Bernoulli multivariada

pertence a tal familia.

Definicao 3.5 A familia exponencial discreta s-dimensional € formada por distribuicoes cuja fun-

¢ao de probabilidade pode ser escrita da forma

Pr(Y =ylp) = exp {Z as(P)bs(y) + c(y) + d(p)} ;
k=1

em que a, by, k=1,2,...;s, c e d sao fungoes reais.

Teorema 3.2 A distribuicio de Bernoulli D-variada pertence a familia exponencial discreta d-

dimensional.

Demostragao De fato,

D
Pr(Y =ylp) = [[p"™"

e, assim, ax(p) = log (%), b(y) =1Ly =k), k=1,2,....d, c(y) = 0 e d(p) = logpp,
como queriamos demostrar.
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Pie
PD
mado de pardmetro natural). O procedimento usual segue do fato que, supondo-se ainda que

Note, portanto, que o termo log( > aparece de forma ‘natural” (neste contexto ele é cha-

D = {(yi,zi),i = 1,2,...,n} é um conjunto de observagdes independentes, podemos escrever a

verossimilhanga, a partir das Equagoes (3.11), (3.12) e (3.13), por

n d
L(BID) = II@@{[Eanmx01@f=H]—h%
i=1 k=1

k=1

d
1+ ZeXp(n(ﬂk,wi))] } :

Como descrito em diversos trabalhos elementares, como Agresti (2002) e Hosmer et al. (2013),
prossegue-se com a maximizagao de L(B|D) a fim de se obter a estimativa de maxima verossimi-
lhanga B e, a partir da Equagao (3.12), obter p para um determinado individuo. Esta formulacao é
a mais aplicada nas mais diversas areas, denominada regressao multinomial logistica com categoria
de referéncia.

Note, contudo, que a func¢ao de distribuicao logistica padrao esta implicita nas Equagoes (3.11)
e (3.12), deixando implicito que também ¢é preciso decompor o problema D-variado d dicotémicos,

assim como feito a partir de uma biparticao total. Para notar tal fato, defina

Dk

=8 k=12 .4, (3.14)
Pk +PD

Tk

e assim, como na Equagao (2.12), podemos definir

1, seY =k
Zp=1(Y =K|Y € {k,D}) ={
o= 1Y = KY€ th.DY) {0, seY =D
e entdo, como na Equagao (2.13), podemos definir

T = Pr(Y = kY € {k, D};p),

e portanto, Z|m, ~ B(my).
Assim, a partir da Equagao (3.11), temos que

nk:log<pk>zlog< L ), k=1,2,...d,
PD 1 —mg

_ exp(nk)
M=
1+ exp(ng)

obtendo que

Desse modo, a formulacao usual também requer a decomposicao da modelagem multinomial em
binomiais. Neste ponto, a flexibilidade com relacao a fungao de ligagdo também pode ser incorporada

na regressao multinomial com categoria de referéncia, através de

e = Fr(nk),
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e invertendo a Equagao (3.14), podemos escrever, analogamente a Equagao (3.9),

F(m) ) !
e ( k:1’2,...,d
T=Fun) ) 14 o, (e
1
Pp = d F
1+ Elzl 1—%27(21)

Note que tomando Fj, como a funcao de distribuigao logistica padrao, reduzimos & regressao
multinomial logistica com categoria de referéncia. Assim, explicitamos a funcao de ligagao no caso
multinomial de duas formas distintas, como uma decomposicao do caso binomial e qualquer uma

das duas formas pode trazer a generalizagao e flexibilizagao para o contexto multinomial.

3.2.1 Da regressao a classificagao

Vimos que a partir de d classificadores dicotémicos podemos construir, através de uma biparticao
total, um classificador politomico. Podemos construir cada classificador dicotémico v;j(x) a partir
de estimativas do respectivo vetor de pardmetros da regressao B; = (Bj0, Bj1, .- Bjm), digamos B;.

Dessa forma, para um determinado individuo, com vetor de covariaveis dadas por x = (z1, 2, ...,

Zm), podemos escrever

A~

p=1\(0) = tx(F1(M), F2(2), -, Fa(ha)),

em que
0j = Bjo+ Bjnar + -+ Bjmam, j=1,2,....4,

e F} sao fungoes de distribuigao para os modelos binomiais, obtendo-se éj = F;(n;).
Aqui, héa pelo menos dois possiveis caminhos para a classificagdo. Primeiro, podemos partir de

P = (p1,P2, ..., Pp) e tomar

~

0(z) = arg max py.

keQ
Ou podemos definir
A 1
N s S€ U > 3
xT) = .
7]( ) { O, se ; S %
e a partir da Equagao (3.1) obter §(x).
De uma forma geral, podemos escrever
R 1, se 6; >0
Vi () = N i )
0, sef; < Hj

a fim de obter melhores classificadores com base nas estimativas de riscos — como discutido na segao
anterior —, além da proporcao de erros, considerar sensibilidades, especificidades, valores preditivos
positivos e negativos, em que 0] deve ser estimado na amostra de treino a fim de se evitar uma

avaliagdo otimista da performance do classificador proposto.
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Toda a teoria elaborada com relacao a este ponto pode ser estendida ao caso multinomial. Por
exemplo, além das medidas de acuracia descritas, curvas ROC podem ser utilizadas a fim de se

obter bons classificadores binomiais.

3.2.2 Escore de Brier

Uma medida de acuracia com relacao a classificagao a partir de estimagoes do vetor de probabi-
lidades p é considerar uma distancia entre o vetor estimado P e o que realmente foi observado, y = k.
Ou seja, desejamos medir uma distancia entre o vetor de observagoes dado por (1(y = 1), 1(y =
2),...,1(y = D)) — isto &, o vetor indicador de qual categoria foi observada — e o vetor de probabi-
lidades estimado p. Brier (1950), no contexto de fazer previsoes com relagao ao clima, propde uma
distancia quadréatica média entre o vetor p; e o vetor (L(y; = 1), 1(y; = 2), ..., L(y; = D)), para n

observagoes, ¢ = 1,2, ...,n, dada por

1 n D
Ezzpkz*lyz—k))

=1 k=1

em que 0 ¢é o classificador multinomial.

Desse modo, tal medida, denominada escore de Brier, tem valor minimo igual a 0, se a classifi-
cagao é perfeita, ou seja, se p; = y;, para todo i = 1,2, ...,n, e valor maximo igual a D se o oposto
ocorre, ou seja, se para aquelas observacoes em que y; = k, temos que pg; = 0 e para todo | # k,
obtendo que y; # [, temos que pi; = 1, para todo i = 1,2, ..., n. Desse modo, grandes valores de
BS indicam uma performance ruim com relagao a classificagao via regressao multinomial, enquanto
baixos valores de BS indicam uma boa performance.

Desse modo, podemos utilizar tal escore para comparar o classificador proposto, via regressao
multinomial, através de estimativas de p, com outros classificadores propostos, e como uma refe-
réncia podemos comparar com o classificador aleatério, ou seja, supondo equiprobabilidade entre
as categorias, isto é, tomando pg; = %, paratodo k=1,2,....Dei=1,2,....,n

Em outras palavras, denote por B.S* sendo o escore de Brier para o classificador aleatorio. Temos

que

BS* — iii (11) — 1(y; :k))2

=1 k=1

1 [/1 | 2
5|6 56
_(d\? d d(1+ d) dD
B <D D? D? D?
_d
= =

Assim, por mais que o valor méximo do escore de Brier seja igual a D, se o valor determinado for
maior do que %, o classificador proposto é pior do que classificar um sujeito lancando um dado
honesto de D faces.

Podemos tratar BS(J) como uma medida de acurécia, assim como aquelas apresentadas na

Secdo 3.1: AC(8), SEN(8), ESP;(8), VPPy(5) e VPNy(6), k = 1,2, ..., D.



36 REGRESSAO E CLASSIFICACAO PARA DADOS POLITOMICOS 3.3

3.3 Buscando uma biparticao total

Toda a discussao feita nas se¢goes anteriores supoe que fixemos uma biparticao total e desse modo
tanto a classificacdo quanto a regressao sao estendiveis do caso binomial ao multinomial. Contudo,
vimos no capitulo anterior que hé (2d — 1)!! maneiras de se propor uma bipartigao total. A principio
poderiamos sugerir que ajustemos todos os (2d —1)!! modelos multinomiais possiveis, um para cada
bipartigao total diferente, obtendo (2d — 1)!! classificadores multinomiais e a partir das avaliagoes
de suas performances, propor o melhor deles. Entretanto, o nimero de modelos a serem ajustados é
extremamente grande e se torna infactivel computacionalmente. A tabela a seguir mostra o nimero

de modelos a serem ajustados, digamos a(D), de acordo com o numero de categorias, D.

Tabela 3.1: Numero de possiveis modelos de acordo com o nimero de categorias.

D = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a(D) = 1 1 3 15 105 945 10.395 135.135 2.027.025 34.459.425

D = 15 16 17 18 19 20 25 30 40 50
a(D)~ 2x104 6x10% 107 10 1020 102 1030  10%8 1047 1076

Desse modo, podemos utilizar os dados e a partir das estimativas dos riscos binomiais, nivel
a nivel, propor uma biparticdo de acordo com a minimizacao de tais riscos, a fim de se obter um
classificador multinomial passo-a-passo. A seguir apresentamos duas alternativas para se buscar uma
biparti¢do total em £ com base nos dados, mas antes discutimos uma alternativa direta quando o
problema aplicado nos oferece uma.

3.3.1 Direta

Muitas vezes o proprio problema que se deseja resolver pode sugerir uma biparticao total e,
assim, os resultados ficam interpretaveis diretamente de acordo com cada classificacao e regressao

binomial. Apresentamos dois exemplos em que tal abordagem poderia ser interessante.

Exemplo 3.4 Considere que desejamos prever a resposta de um individuo com relagdo a sua deci-

sao de viajar nas suas proximas férias. Suponha que
Q=1{1,2,3,4},

em que as categorias 1,2,3 e 4 sao, respectivamente:
1. nao naja;
2. wviaja dentro do préprio estado;
3. wviaja fora do proprio estado, mas dentro do proprio pais;
4. wviaja para fora do prdprio pais.

Podemos propor, de acordo com as perguntas feitas pelo pesquisador, a sequinte biparticao total:

A(Q) = {A1, A2, A3z},
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em que

A = {{1},{2,3,4}} = {“nao viaja”, “viaja”}
Ay = {{2,3},{4}} = {“viagem nacional”, “viagem internacional”}

A3 = {{2},{3}} = {*viagem nacional dentro do estado”, “viagem nacional fora do estado”}.

Exemplo 3.5 Suponha que desejamos estudar as caracteristicas que levam a populag¢do da cidade

de Sao Paulo escolher seu principal meio de transporte no dia-a-dia. Considere que
2 =1{1,2,3,4,5,6},

representando, respectivamente,
1. a pé;
2. bicicleta;
3. onibus, trem ou metro;
4. taxi e similares ou carona;
5. moto;

6. carro particular.

De acordo com as perguntas feitas pelo pesquisador, podemos propor a sequinte biparticao total:
)‘(Q) = {A17 A27 A37 A47 A5}7
em que

A = {{1,2},{3,4,5,6}} = {“ndo motorizado”, “motorizado”}

Ay = {{1},{2}} = {“a pé”, “bicicleta”}

As = {{3},{4,5,6}} = {“transporte publico”, “transporte privado”}

Ay = {{4},{5,6}} = {“transporte privado terceirizado”, “transporte proprio”}
As {{5},{6}} = {“moto”, “carro”}.

3.3.2 One-versus-one passo-a-passo

Ha4, principalmente na literatura de Statistical Learning (ver, por exemplo, Bishop, 2011), duas
abordagens relativamente simples com relagao a extensao de classificadores dicotémicos para politd-
micos, chamadas de one-versus-one (um contra um) e one-versus-rest (um contra o resto). Vamos
explorar brevemente tais abordagens para motivar duas propostas para se buscar uma biparticao
total em .Z.

One-versus-one Constroem-se todos os possiveis classificadores dicotémicos para uma categoria
. . D P .
versus outra categoria, ou seja, sendo Q = {1,2,..., D}, temos (2) possiveis classificadores em

{1}, {20} {11 {83} s {0 ADY)s {23 {8} )55 {23 {D}}s s {{d}, {D}}. A partir disso,

para um determinado individuo, o classificamos naquela categoria que, dentre as ([2) ) classificagoes
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binarias, teve o maior niimero de “votos”, ou seja, em que o individuo foi classificado o maior namero

de vezes.

One-versus-rest A ideia é muito similar ao one-versus-one, em que se constroem todos os possi-
veis classificadores dicotémicos para uma categoria versus qualquer outra categoria, ou seja, temos D
possiveis classificadores em {{1}, {2,3, ..., D}}; {{2}, {1,3,..., D}}; s {{D}, {1,2, ... d}} Propde-
se o classificador politémico usando o mesmo sistema de votos e classificando o sujeito na categoria

que recebeu o maior ntimero de votos.

Exemplo 3.6 Considere D = 4. Assim, para o caso one-versus-one temos 6 diferentes classificado-
res, sendo que 3 deles envolvem cada uma das categorias de = {1,2,3,4}. Suponha que dentre as 6
classificagoes, para um determinado individuo, obtemos que a categoria 1 foi classificada trés vezes,
enquanto as categorias 2,3 e 4 foram classificadas uma vez cada. Jd para o caso one-versus-rest,
temos 4 diferentes classificadores, sendo que todos envolvem todas as categorias de €. Suponha que
dentre as 4 classificagoes obtemos que a categoria 1 recebeu trés votos enquanto as categorias 2,3
e 4 apenas um. Portanto, para ambos os casos, o classificador multinomial — para este individuo —

classifica tal sujeito na categoria 1.

Contudo, para ambas as abordagens, pode haver casos em que hé empates e entao regides em X
em que d(z) nao é funcdo, ou seja, em que ha mais do que 1 possivel valor para é(z). Neste sentido,
algumas adaptagoes devem ser feitas para se evitar tais regioes (ver, por exemplo, Friedman, 1996;
Hastie e Tibshirani, 1998).

Com relagao & modelagem de regressao, essas duas abordagens também falham no seguinte

sentido. Para o caso one-versus-one (analogo para o caso one-versus-rest), se desejamos modelar os

(12)) pardmetros binomiais 7, = Pr(Y = ml|Y € {l,m};p) = pzﬁom’ a fim de obter estimativas 7,
para se obter p, pode haver mais do que um valor para py.

Nossa intencao nesta subsecao nao é explorar tais abordagens mas sim propor uma busca de
uma biparti¢ao total com base nessas ideias, como segue. Desejamos, desse modo, obter A(2) =
{A1, Az, ..., Ag} de tal modo que Aj = {Aj1, Aj2}. Denominamos de one-versus-one passo-a-passo a

seguinte proposta de para a construcao de A:
1. Construindo A; = {411, A12}, em que A1 U Ajp =

(a) Ajustamos todos os (12)) modelos binomiais one-versus-one e escolhemos aquele cujo
classificador dicotomico minimiza o risco desejado. Suponha que o modelo escolhido foi
em {{a}, {b}}. Dessa forma, sem perda de generalidade, fixamos {a} C A1 e {b} C Ajs.

Contudo, {411, A12} nao forma uma bipartigao de €2, o que nos leva ao proximo passo.

(b) A partir das categorias de £ que nao foram selecionadas no passo anterior, digamos
k € Q\{a, b}, ajustamos todos os possiveis modelos binomiais one-versus-one da forma
{{a,k}.{b}} e {{a},{b,k}} e escolhemos aquele cujo classificador dicotomico mini-
miza o risco desejado. Suponha sem perda de generalidade que o modelo escolhido é
em {{a,c},{b}}. Fixamos, portanto, {a,c} C A1 e {b} C Ajs. Possivelmente, ainda,

{A11, A12} nao forma uma biparti¢ao de €2, o que nos leva ao proximo passo.

(c) Repetimos o passo anterior até que {Aj1, A12} seja uma biparti¢ao de €.
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2. Em um proéximo nivel, repetimos o item 1. para A;; e Ay (desde que tenham mais do que 1

categoria), construindo entao suas respectivas bipartigoes, digamos, Ag e As.

3. De forma geral, repetimos este processo recursiva e exaustivamente até obter uma bipartigao

total A(Q) = {Al, Ao, ...,Ad} em que Aj = {Ajl, Ajg}.

Dessa forma, podemos obter qualquer biparticao total em que, para cada biparti¢do, minimiza-
mos o risco de classificacdo binomial desejado. Aplicando o que discutimos nas secOes anteriores,

construimos um modelo de regressao e um classificador multinomial.

3.3.3 One-versus-rest passo-a-passo

A proposta anterior pode ter um nimero grande de passos a fim de se obter um modelo multi-

nomial. Como alternativa, nesta subsecao propomos a seguinte construcao para A:
1. Construindo A; = {411, A12}, em que Ay U Ajg =

(a) Ajustamos todos os D modelos binomiais one-versus-rest e escolhemos aquele cujo clas-
sificador dicotomico minimiza o risco desejado. Suponha, sem perda de generalidade
que o modelo escolhido foi em {{1},{2,3,...,D}}. Dessa forma, fixamos {1} C Ay e
{2,3,...,D} C Aj2, obtendo uma biparti¢ao de .

2. Em um proximo nivel, repetimos o item 1. para Aqs, construindo entao As.

3. De forma geral, repetimos este processo recursiva e exaustivamente até obter uma biparti¢ao
total )\(Q) == {Al, AQ, ...,Ad} €m que A]’ = {AjlijZ}-

Dessa forma, obteremos bipartigoes totais dentro de uma subclasse de ., digamos .%;, em que

o nimero de niveis é igual a d.
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Capitulo 4

Aplicacao — TOC

Esta aplicagao estd inserida no contexto médico, mais especificamente em Transtorno Obsessivo-
Compulsivo (TOC). O conjunto de dados foi cedido pelo Programa Transtorno do Espectro Obsessivo-
Compulsivo (PROTOC), do Instituto de Psiquiatria da Faculdade de Medicina da Universidade de
Sao Paulo (IPq/FMUSP).

Nesta aplicacao, utilizamos em todos os casos a funcao de ligacao logistica e estimativas de
méaxima verossimilhanca para os pardmetros das regressoes e estimativas amostrais para os riscos,
como descritas no capitulo anterior.

O TOC é uma doenga heterogénea no que diz respeito a manifestacao dos sintomas dos pa-
cientes e existem algumas escalas que procuram mensurar a gravidade de tais sintomas para um
determinado individuo. Dada tal heterogeneidade, um instrumento que tem sido utilizado na litera-
tura de TOC, que faz uma tentativa de extrair escores dimensionais mais especificos, lidando neste
sentido com tal heterogeneidade, é o denominado Dimensional Yale-Brown Obsessive-Compulsive
Scale (DY-BOCS), que agrupa certos sintomas de TOC em cinco dimensdes homogéneas mais uma

dimensao heterogénea. As cinco dimensoes homogéneas sdo, em suma:

Agressao;
Sexual ou Religioso;
Simetria ou ordem:;

Limpeza ou contaminacao;

ARSI .

Colecionismo.

Contudo, um dos instrumentos mais utilizados a fim de se mensurar a gravidade dos sintomas é o
denominado Yale-Brown Obsessive-Compulsive Scale (Y-BOCS), que nao discrimina explicitamente
gravidades em dimensées mais homogéneas como o DY-BOCS faz.

Muitos estudos que buscam relacionar o TOC com determinadas caracteristicas dos pacientes —
como por exemplo com genética — falham e uma das razoes pode se dar pela sua heterogeneidade,
pois grande parte deles utilizam o Y-BOCS para medir gravidade.

Neste sentido, se for possivel extrair informagoes das dimensoes do TOC supracitadas através
do Y-BOCS, com uma certa qualidade, assim como o DY-BOCS o faz, diversos conjuntos de da-
dos existentes poderiam, a partir dessas informacoes, buscar relacionar determinados genes com
dimensoes mais especificas e homogéneas.

Assim, essa aplicagdo consiste em, a partir de caracteristicas observadas do instrumento Y-

BOCS, prever o resultado do DY-BOCS em cada uma das cinco dimensoes. Em outras palavras,

41
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consideramos certas caracteristicas do Y-BOCS como covariaveis, x, e a gravidade do DY-BOCS
em uma dimensao especifica como a variavel resposta, Y, assumindo valores em 2 = {1,2, 3,4, 5,6}.
Originalmente, o espago de categorias é dado por {0,1,2,3,...,15}, contudo para fins de aplicagao,
agregamos tais categorias em seis, sendo {0}, {1,2,3}, {4,5,6}, {7,8,9}, {10,11,12} e {13, 14, 15},
rotuladas por, respectivamente, 1,2,3,4,5 e 6.

O conjunto de dados é composto por cinco covaridveis extraidas do Y-BOCS:

x1: indicadora de algum sintoma da respectiva dimensao do TOC foi destacada como importante
pelo paciente (1 se sim e 0 se nao) (target symptom);

x9: propor¢ao de sintomas presentes na respectiva dimensao do TOC (dentre todos os sintomas
referentes a tal dimensao);

x3: proporg¢ao de sintomas presentes fora da respectiva dimensao (dentre todos os sintomas refe-
rentes as outras dimensoes);

x4: escore Y-BOCS de obsessao;

x5: escore Y-BOCS de compulsao.

As covariaveis x4 e x5 foram reescaladas por x4/20 e x5/20, para variarem entre 0 e 1.

Uma caracteristica relevante deste problema é que todas as observagoes vém de uma entrevista
de um psiquiatra com o respectivo paciente, em que o paciente responde uma série de questoes
e o psiquiatra atribui o escore de gravidade DY-BOCS para cada uma das cinco dimensoes do
TOC, baseado em sua experiéncia profissional, porém subjetiva. Assim, tanto o paciente quanto
o psiquiatra, no momento da entrevista, contribuem subjetivamente para um escore de gravidade,
tido como razoédvel no que diz repeito a classificar o paciente de acordo com a sua gravidade no
TOC. Isto levanta a questao do que esta de fato sendo modelado a fim de ser previsto pelo modelo
multinomial construido. Estamos almejando prever, dadas as observacoes de covariaveis para um
novo paciente, qual seria o escore DY-BOCS em (2 que lhe seria dado por um psiquiatra qualquer.

A utilidade clinica desta aplicagdo é que a partir de bons classificadores, podemos aplici-los
em conjuntos de dados existentes e que contenham somente informagoes da Y-BOCS e informagoes
a respeito do que esta sendo pesquisado, como por exemplo genética, neuropsicologia etc., com o
fim de relacionar tais caracteristicas com as caracteristicas dimensionais da doenca, a partir de um
fenotipo mais puro, em um certo sentido, do TOC (todos os detalhes relevantes na apresentacao
do problema clinico podem ser vistos em Shavitt et al. (2017) e nas suas respectivas referéncias
bibliograficas).

Para cada uma das 5 dimensoes do TOC, a amostra é composta de 1183 observagoes independen-
tes de uma variavel aleatoria supondo distribui¢ao de Bernoulli 6-variada, isto é, Y|z;p ~ BMg(p).
Para fins de aplicagao, consideramos cada dimensao do TOC separadamente como uma aplicagao
distinta, ou seja, aplicamos o que foi discutido nos capitulos anteriores em cinco varidveis res-
posta distintas. A Tabela 4.1 mostra a quantidade observada de pacientes em cada categoria de
2=1{1,2,3,4,5,6}, em cada dimensao.
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Tabela 4.1: Quantidade observada de pacientes para cada dimensio do TOC.

Agressao 415 51 135 229 245 108
Sexual/Religioso 627 57 97 166 173 63
Simetria 295 70 153 232 297 136

Contaminacao 414 54 113 200 258 144
Colecionismo 660 111 157 134 92 29

Para cada dimensao, dividimos a amostral total (1183 individuos) em amostra de treino e de
teste, sendo 70% (828) e 30% (355) em cada, respectivamente, garantindo que no minimo 3 pacientes
estivessem presentes nas duas amostras para cada categoria. A amostra de treino é utilizada para
estimar os parametros do modelo multinomial (tanto os parametros das regressoes binomiais, quanto
a bipartigao total A e também os pontos de corte nas classificagoes binomiais). Ja a amostra de teste
é utilizada para a validagao do modelo construido, através da estimagao das medidas de acurécia

da classificacao multinomial e também através do escore de Brier.

4.1 Obtencao dos modelos multinomiais

Nesta se¢ao, exploramos a dimensao de agressao, apresentando a construgao da biparticao total
discutidas nas Subsegoes 3.3.2 e 3.3.3 e os resultados com relagao aos modelos multinomiais obtidos,
tanto com relagao as acuracias dos classificadores, quanto com relagao as estimativas dos parametros
do modelo de regressao. Aqui, apresentamos, a partir de uma divisao especifica da amostra em treino
e teste, a construcao de uma biparticdo total com base nas minimizagoes de riscos de classificagao
binomial.

Para fins de comparagéo, consideramos ao todo 4 diferentes modelos de regressao e classifica-
¢oes multinomial, fora o logistico com categoria de referéncia. Sendo as 2 abordagens de busca da

biparticao total:
1. one-versus-one passo-a-passo (Subsegao 3.3.2);
2. one-versus-rest passo-a-passo (Subsecao 3.3.3),

em que, para cada uma delas, para cada um dos 5 classificadores binomiais, v1, y2, ¥3, V4, € V5 (ver

Secao 3.1), consideramos dois diferentes riscos a serem minimizados, para todo j = 1,2,3,4,5:
a) Ri(v;) = |1 = AC(y))l;

b) Ra(v;) = V(AC(v;) — 1)> + (SEN(y;) — 1)? + (ESP(v;) — 1)* + (VPP(y;) — 1) + (VPN(y;) — 1)

Por facilidade, na apresentagao dos resultados vamos denominar os 4 modelos por ovoR;, ovrRy,

ovoRy e ovrRo, respectivamente, as abordagens combinando os itens acima: 1.a, 2.a, 1.b e 2.b.

4.1.1 Busca da biparticao total

Como 2 = {1,2,3,4,5,6}, desejamos construir A(2) = {A1,Ag, ..., A5}, em que Aj = {Aj1, Ajo},

j =1,2,3,4,5. As biparticoes totais obtidas a partir das minimizacoes das estimativas amostrais
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para os riscos supracitados, utilizando a amostra de treino, para cada uma das 4 abordagens, sao
apresentadas na Tabela 4.2. Vale ressaltar que estas sao as bipartigoes totais om base em uma

divisao especifica da amostra em treino e teste.

Tabela 4.2: Biparti¢oes totais para cada uma das 4 abordagens.

Ay As A3 Ay As
ovoly  {{1},{2,3,4,5,6}} {{2},{3,4,5,6}} {{3.4,5},{6}} {{3,4},{5}} {{4}.{5}}
oorRy  {{1},{2,3,4,5,6}} {{2},{3,4,5,6}} {{3,4,5},{6}} {{3,4},{5}} {{4},{5}}
ovoRy {{1},{2,3,4,5,6}} {{2,3,4},{5,6}} {{2}.{3,4}}  {{5},{6}} {{3}.{4}}
oorRy  {{1},{2,3,4,5,6}} {{2,3.4,5},{6}} {{2,3,4},{5}} {{2}.{3.4}} {{3}.{4}}

Note que a biparticao total resultante em ovoR; é exatamente a mesma em ovrR;. Por outro
lado, utilizando o risco Rs, as biparticoes totais obtidas em ovoRs e ovrRo sao distintas entre si,
porém compartilham de duas biparti¢oes idénticas, sendo: a bipartigdo A3 em ovoRs representada
por A4 em ovrRs; bem como a biparticdo representada por As em ambos os casos. E interessante
notar também que para todos os casos Aj foi o mesmo, ou seja, aquele em que W7 =1se Y € {1}
e W1 =0seY € {2,3,4,5,6}, isto ¢, a classificacdo em “doente” e “nao-doente” com relagao a
dimensao de agressao. Essas diferencas e similaridades ficam explicitas nas representacgoes graficas

nas Figuras 4.1 e 4.2.

(123456} (123.456)
0F (23456) 01 (23456)
ef (ase) CF (ase)
3431 16l 3431 16l
BT s SR CET]
W s W s
(a) ovols (b) ovrRs

Figura 4.1: Representacoes das biparticaos totais para ovoR; e ovrR;.



4.1 OBTENCAO DOS MODELOS MULTINOMIAIS 45

(123456) (123456)

af 234s6) 15 23456)
(2345) 16}

(2,3) (5.6)

(37 {4 B1 4
(a) ovoRx (b) ovrRs

Figura 4.2: Representa¢oes das biparti¢aos totais para ovoRs e ovrRs.

4.1.2 Comparacao entre as abordagens

Os riscos Ry e Ry s@o para os casos binomiais e podemos estimé-los como discutimos na Segao
3.1. Apresentamos tais estimativas ainda na amostra de treino na Tabela 4.3. Note, contudo, que
R1 e Ry ndo sao comparaveis e apresentamos as estimativas apenas com fins descritivos, para
entendermos em quais casos — dentro de cada abordagem — temos maiores estimativas ou, em outras
palavras, maiores erros de classificacdo. Vemos, por exemplo, que para A; os erros sao pequenos
em todos os sentidos que R; e Ry trazem, com relagdo a proporcao de erros e a sensibilidade,
especificidade, valores preditivos positivo e negativo. Por outro lado, para A5 — em todos os casos —
os erros sao relativamente maiores, evidenciando a maior dificuldade de se classificar em categorias

mais proximas, nos casos do risco Ry para {4} x {5}, e nos casos do risco Ry para {3} x {4}.

Tabela 4.3: Estimativas amostrais para os riscos binomiais.

Ay As As Ay As
ovoR; 0,027 0,068 0,126 0,212 0,321
ovrRy 0,027 0,068 0,126 0,212 0,321
ovoRs 0,074 0,661 0,770 0,756 0,888
ovrRs 0,074 0,776 0,731 0,770 0,888

Entretanto, a fim de comparar as abordagens entre si e, também com a logito usual, devemos es-
timar as medidas de acuracia multinomiais para comparagao entre as 4 abordagens (mais a “usual”).
Para tal, podemos construir as tabelas cruzadas de classificagao, na amostra de teste, comparando
os observados e os preditos para todos os casos, como apresentado na Tabela 4.4.

Podemos ver que as abordagens com risco R, bem como a usual, negligenciam as categorias
menos frequentes, {2}, {3} e {6}, classificando a maior parte dos sujeitos em {1}, {4} e {5}. Por outro
lado, as abordagens com risco Re sdo mais equilibradas neste sentido, classificando os individuos
em todas as categorias de modo relativamente proporcional ao observado.

Estas similaridades e diferencas ficam mais evidentes ao apresentarmos as estimativas das me-
didas de acuracia. Na Tabela 4.5 apresentamos a proporcao de acertos, sensibilidades, valores pre-
ditivos positivos e também o escore de Brier, denotados, respectivamente, por ZE’, ﬁk, @k,

=1,2,3,4,5,6, e BS. Omitimos as especificidades e valores preditivos negativos pois sao todos
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Tabela 4.4: Tabelas cruzadas de classificacdo para ovoRy, ovrRy, ovoRy, ovr Ry e usual.

ovoRy ovrRy
Observados Observados
1 2 3 4 5 6 Total 1 2 3 4 5 6 Total
1 104 O 0 0 0 0 104 1 104 O 0 0 0 0 104
2 2 0 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0
% 3 2 3 1 0 0 0 6 % 3 2 3 1 0 O 0 6
o 4 6 9 29 47 16 7 114 o 4 6 9 29 47 16 7 114
a8 5 3 3 11 33 48 25 123 a8 5 3 3 11 33 48 25 123
6 0 0 1 1 2 4 8 6 0 0 1 1 2 4 8
Total 115 15 42 81 66 36 355 Total 115 15 42 81 66 36 355
o0voRy ovr Ry
Observados Observados
1 2 3 4 5 6 Total 1 2 3 4 5 6 Total
1 105 2 1 0 0 0 108 1 105 2 1 0 O 0 108
2 2 3 4 6 7T 2 1 23 2 2 2 4 6 8 2 1 23
% 3 3 5 10 10 3 2 33 % 3 3 5 10 10 4 2 34
o 4 1 1 13 29 11 2 57 o 4 1 1 15 32 15 5 69
A 5 1 1 9 32 36 14 93 A 5 1 1 7 28 32 13 82
6 2 2 3 3 14 17 41 6 3 2 3 3 13 15 39
Total 115 15 42 81 66 36 355 Total 115 15 42 81 66 36 355
usual
Observados
1 2 3 4 5 6 Total
1 109 2 3 5 1 0 120
2 2 0 0 0 0 O 0 0
=t 3 1 2 0 2 0 0 5
T 4 3 9 21 2 10 3 72
A 5 2 1 17 46 52 27 145
6 0 1 1 2 3 6 13
Total 115 15 42 81 66 36 355
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relativamente altos e similares entre si. Note que nao ha uma estimativa para o valor preditivo
positivo para a categoria 2 nos casos ovoR; e ovrR1, uma vez que nenhum individuo foi classificado

em tal categoria.
Tabela 4.5: Propor¢ao de acertos, sensibilidades, valores preditivos positivos e escore de Brier.

ovoR1 ovrR; ovoRy ovrRs wusual
propor¢ao de acertos 0,575 0,575 0,566 0,558 0,544

sensibilidades
1 0,904 0,904 0913 0913 0,948
2 0 0 0,267 0,267 0
3 0,024 0,024 0,238 0,238 0
4 0,58 0,58 0,358 0,395 0,321
5 0,727 0,727 0,545 0,485 0,788
6 0,111 0,111 0,472 0,417 0,167
valores preditivos positivos
1 1 1 0,972 0,972 0,908
2 — — 0,174 0,174 —
3 0,167 0,167 0,303 0,294 0
4 0,412 0,412 0,509 0,464 0,361
5 0,39 0,39 0,387 0,39 0,359
6 0,5 0,5 0,415 0,385 0,462
escore de Brier 0,507 0,507 0,508 0,507 0,546

Desse modo, vemos que as sensibilidades para as categorias menos frequentes {2}, {3} e {6}
sao maiores nas abordagens com risco Ry do que no restante. Com relagao aos valores preditivos
positivos, essas diferengas s@o menos discrepantes. Com relagao ao escore de Brier, valores proximos
entre si sao observados para as 4 abordagens propostas, sendo que a usual apresentou um valor
mais elevado, evidenciando, para este caso, que as estimativas do vetor de pardmetros p para cada

individuo, em média, foram mais distantes as observagoes y da varidvel resposta.

4.1.3 Estimativas dos parametros da regressao

Com relac¢ao ao modelo de regressao, apresentamos os resultados das estimativas pontuais (por
méxima verossimilhanga), juntamente com as estimativas do respectivo erro padrao e intervalos de
confianca de 95%), analogamente ao caso usual, nas Tabelas 4.6, 4.7, 4.8 e 4.9, para, respectivamente,
ovoR; (idéntico para ovrRy), ovoRs, ovr Ry e para o usual tomando como categoria de referéncia a
categoria {6}.

O modelo binomial em A;, para qualquer uma das abordagens propostas, ¢ com relacao a
Wi=1seY =1e Wy seY # 1. Para este caso, vemos que xo apresenta uma estimativa alta, ou
seja, quanto maior a proporc¢ao de sintomas de agressao o individuo tem, maior a probabilidade de
W1 =0, isto &, Y # 1 (ter gravidade do TOC positiva para agressao através do DY-BOCS).

Com relagao a biparticdo Ao, para os casos ovoRy e ovrRy, xo apresenta estimativa bem menor
do que em A7, mas ainda parece ser importante para diferenciar um sujeito em {2} versus {3,4, 5,6},
juntamente com x5, ou seja, quanto maior o escore Y-BOCS de compulsao, maior a probabilidade
de tal paciente ter escore DY-BOCS de agressao em {3,4,5,6}. Também ¢é interessante notar as
estimativas com relagdo a biparticdo Ag, ainda para os casos ovoR; e ovrRy, em que a variavel

mais importante nessa relacdo parece ser x4, ou seja, quanto maior o escore Y-BOCS de obsessao,
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maior a probabilidade de o individuo ter uma gravidade DY-BOCS de agressao em {6} do que em
{3,4,5}.

As interpretagoes com relagao as Tabelas 4.7, 4.8 sdo analogas.

Com relacao a Tabela 4.9, ela apresenta os resultados como se faz usualmente e cada estimativa,
por mais que seja obtida através da verossimilhanca do modelo multinomial, diz respeito somente
ao par de categorias {j} e {D}, fixando-se, por exemplo, a categoria {D} como a de referéncia.

Durante toda esta sec@o apresentou resultados a partir de uma divisao especifica da amostra
em treino e teste, de forma aleatéria. Para fazer um estudo de performance entre os métodos, de

fato, devemos fazer esta divisdo um nimero grande de vezes, como exploramos na se¢ao seguinte.

Tabela 4.6: Estimativas para os pardmetros da regressao — ovoRy e ovrR;.

Biparti¢ao/Variavel estimativa pontual erro padrao intervalo de confianca de 95%
Ay {1} x{2,3,4,5,6}

Intercepto 3,856 0,631 [2,672 ; 5,155]
x1 -1,554 0,434 [-2,431 ; -0,724]
o -35,613 3,187 [-42,324 ; -29,799]
x3 1,169 1,091 [-0,963 ; 3,328]
T4 -1,15 1,208 [-3,573 ; 1,126]
s 0,875 1,175 [-3,163 ; 1,411]

Ay {2} x {3,4,5,6}

Intercepto 0,582 0,695 [-0,788 ; 1,95]
1 -0,495 0,395 [-1,299 ; 0,26]
T -2,625 1,139 [-4,976 ; -0,488]
x3 3,464 1,179 [1,197 ; 5,837]
T4 -1,103 1,428 [-3,924 ; 1,686]
x5 -4,465 1,254 [-6,947 ; -2,004]

As:{3,4,5} x {6}

Intercepto 8,26 1,004 [6,402 ; 10,347]
x1 0,179 0,287 [-0,381 ; 0,748]
) -0,865 0,701 [-2,239 ; 0,521]
x3 1,577 0,791 [0,041 ; 3,149]
x4 -9,839 1,644 [-13,211 ; -6,73]
x5 1,117 1,21 [-1,281 ; 3,507]

A4 : {3,4} X {5}

Intercepto 1,413 0,557 (0,332 ; 2,524]
1 -0,557 0,256 [-1,068 ; -0,006]
T2 -2,311 0,756 [-3,847 ; -0,874]
x3 1,325 0,74 [-0,117 ; 2,79]
x4 -1,114 1,091 [-3,25 ; 1,043]
x5 -2,186 0,979 [-4,123 ; -0,271]

A5 : {3} x {4}

Intercepto 2,899 0,605 [1,745 ; 4,123]
x1 -0,49 0,239 [-0,963 ; -0,023]
T -1,844 0,661 [-3,17 ; -0,573]
x3 0,993 0,679 [-0,33 ; 2,34]
T4 -3,332 1,161 [-5,664 ; -1,093]

5 0,334 1,048 [-2,391 ; 1,734]
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Tabela 4.7: Estimativas para os pardmetros da regressao — ovoRs.

Varidvel estimativa pontual erro padrao intervalo de confianca de 95%

Ar s {1} x{2,3,4,5,6} = A; na Tabela 4.6

Az {2,3,4} x {5,6}

Intercepto 4,539 0,513 [3,566 ; 5,578|
1 -0,485 0,199 -0,876 ; -0,097]
- -2,368 0,539 [-3,445 ; -1,33]
3 1,547 0,563 0,454 ; 2,664|
4 4,521 0,933 6,398 ; -2,729)]
5 1,121 0,811 [-2,72 ; 0,469]

As: {2} x {3,4}

Intercepto -0,024 0,764 [-1,538 ; 1,473
o -0,329 0,404 -1,151 ; 0,447]
o 11,876 1,189 4,324 ; 0,366]
3 3.036 1,245 0,63 ; 5,538
4 0,431 1,639 -2,741 ; 3,706]
5 -4,368 1,39 [-7,19 ; -1,703)

A4 : {5} X {6}

Intercepto 5,836 1,101 [3,791 ; 8,118|
o 0,368 0,307 -0,233 ; 0,976]
3 0,033 0,743 11,419 ; 1,507]
T3 0,981 0,804 [-0,587 ; 2,578
4 -8,102 1,792 11,812 ; -4,748]
s 1,318 1,347 -1,303 ; 4,021

As: {3} x {4}

Intercepto 0,817 0,62 [-0,387 ; 2,054]
T -0,338 0,282 [-0,897 ; 0,212]
9 -1,441 0,851 3,158 ; 0,191]
T3 1,004 0,859 [-0,674 ; 2,706]
4 0,161 1,208 -2,198 ; 2,565]
5 -1,831 1,054 -3,942 ; 0,211]

Tabela 4.8: Estimativas para os pardmetros da regressao — ovrRs.

Variével

estimativa pontual

erro padrao

intervalo de confianca de 95%

A {1} x{2,3,4,5,6}

= A na Tabela 4.6

Ao :{2,3,4,5} x {6}

Intercepto 8,458 1,001 (6,609 ; 10,54]
7 0,162 0,286 10,396 ; 0,729)]
- -0,966 0,7 2,336 ; 0,416]
3 1,652 0,789 (0,119 ; 3,221]
T4 -9,738 1,62 [-13,05 ; -6,663|
s 0,843 1,194 1,535 ; 3,189)]
As: 12,3,4] % {5}
Intercepto 4,06 0,531 [3,052 ; 5,139
2 20,585 0,211 1,001 ; -0,172]
3 22,354 0,569 3,491 ; -1,257]
5 1,395 0,613 (0,205 ; 2,611]
T4 -2.873 1,015 [-4,902 ; -0,911]
s -1,578 0,899 3,364 ; 0,171]

As: {2} x (3,4}

= A3 na Tabela 4.7

As: {3} x {4}

= A5 na Tabela 4.7
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Tabela 4.9: Estimativas para os pardmetros da regressio — usual (categoria de referéncia 6).

Varidvel  estimativa pontual erro padrao intervalo de confianga de 95%

[} = {6}

Intercepto 9,406 1,853 [6,216 ; 13,571]
x1 -1,517 0,765 [-3,03 ; 0,005]
- 219,363 3,009 [-26,037 ; -14,128]
3 1,059 1,851 [-2,44 ; 4,908
4 -8,031 2,628 113,341 ; -2,891]
s 0,267 1,877 -3,948 ; 3,599

{2} x {6}

Intercepto 6,815 1,606 [4,013 ; 10,385]
1 -0,163 0,645 [-1,46 ; 1,113]
T3 -2,94 1,581 [-6,307 ; -0,005]
3 3.951 1,693 0,101 ; 6,828]
24 7798 2,635 [-13,647 ; -3,064]
5 -2.882 2.196 [-7,137 ; 1,69]

{3} x {6}

Intercepto 9,009 1,443 (6,428 ; 12,125]
o1 -0,001 0,438 -0,861 ; 0,868]
T3 -3,306 1,106 [-5,58 ; -1,215|
3 1,89 1,228 [-0,467 ; 4,382
Ty -10,755 2,288 [-15,679 ; -6,64]
5 20,345 1,682 [-3,585 ; 3,049]

[} {6}

Intercepto 8,463 1,241 6,214 ; 11,106]
o1 -0,061 0,363 1-0,773 ; 0,657]
T -1,754 0,99 [-3,744 ; 0,156]
3 1,627 0,999 1:0,302 ; 3,633]
24 -10,81 1,952 -14,926 ; -7,231]
5 0,755 1,48 [-2,076 ; 3,762

{5} x {6}

Intercepto 5,836 1,101 [3,791 ; 8,118]
1 0,368 0,307 0,233 ; 0,976
- 0,033 0,743 -1,419 ; 1,507]
T3 0,981 0,804 [-0,587 ; 2,578
4 -8,102 1,792 [-11,812 ; -4,748]
s 1,318 1,347 [-1,303 ; 4,021]
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4.2 Performance dos classificadores multinomiais

Na segao anterior apresentamos os resultados para uma divisdo da amostra em treino e teste,
obtendo portanto uma tnica proposta de classificador multinomial, para cada uma das abordagens,
bem como um tnico modelo de regressao multinomial.

A fim de estudar a performance de tais classificadores e regressoes, sem ser possivelmente favo-
recido por uma amostra de treino e teste especificas, nesta secao repetimos o processo da divisao
da amostra B = 250 vezes e assim obtemos diferentes estimativas das medidas de acuréacia e tam-
bém do escore de Brier, nos possibilitando apresentar como os resultados variam de acordo com as
abordagens.

Apresentamos as estimativas para a acuracia, sensibilidades, valores preditivos positivos e os
escores de Brier (denotadas, respectivamente, por 71?7, @k e @k, k=1,2,3,4,5,6, ¢ BY)
através de graficos de boxplot, a fim de comparar as 4 abordagens propostas e também o logito usual.
Desse modo, nesta se¢ao, apresentamos o resultado para todas as dimensées do TOC, consideradas
portanto 5 diferentes aplicagoes.

Apesar de nao termos abordado especificamente o caso ordinal durante este trabalho, esta
aplicacao traz este carater naturalmente e, na se¢cao anterior, podemos ver como as propostas, sem
uma imposi¢ao com relagao a ordem na variavel resposta, estruturam as biparticoes totais de modo
a agrupar as categorias mais similares de acordo com as covaridveis. Assim sendo, nesta secao,
exploramos uma medida de acurécia que atribui pesos maiores para erros considerados mais graves,
isto é, para classificacoes mais distantes das respectivas observacoes. Definimos, e denotamos por

ETD, o erro médio ponderado, dado por

5
— 1
EP = > #{lyi = 6(@)| = m} x m,
m=0

isto é, atribuimos um peso igual a m se a distancia absoluta entre o predito e o observado é igual
am,em que m=20,1,2,3,4,5.

As Figuras 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7 apresentam os boxplots, respectivamente, para as dimensoes
do TOC de agressao, sexual /religioso, simetria, contaminagao e colecionismo. Cada uma das figuras
apresenta os boxplots, respectivamente, para ZE’, EI\D, BS, ﬁk e V/P\Pk, k=1,2,3,4,5,6.

Com relagao as proporgoes de acerto, as abordagens baseadas no risco Rs sao, em geral, menores
do que as outras, uma vez que buscamos maximizé-las, mas levando em conta também as outras
medidas de acuracia. A logito usual e as abordagens baseadas no risco R; s@o parecidas neste
aspecto, a nao ser em agressao que o logito usual ficou préoximo a ovoRy e ovrRs.

J& para as sensibilidades vemos uma grande diferenca — assim como tinhamos notado na se¢ao
anterior — para as categorias menos frequentes, {2} {3} e {6}. Os métodos baseados no risco Rz, no
geral, sdo mais equilibrados e apresentam maiores sensibilidades para tais categorias, por mais que
apresentem menores valores para as categorias {4} e {5} comparando com as outras 3 abordagens.
Para a categoria {1}, em todas as dimensoes, as sensibilidades para todas as abordagens foram
relativamente altas. Para os valores preditivos positivos, todas as abordagens foram similares.

Para o erro ponderado, as abordagens baseadas no risco R;, no geral, apresentaram melhor
desempenho. Ja com relagao ao escore de Brier, o logito usual apresentou pior performance, a nao

ser nas dimensoes sexual /religioso e colecionismo em que foi similar as outras 4 abordagens.
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4.2.3 Simetria
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4.2.4 Contaminacao
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Figura 4.6: Medidas de acurdcia para a dimensdo de contaminag¢ao.
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Algumas consideracoes desta aplicagao

Com base no estudo de performance na se¢do anterior, na pratica, a aplicacdo dos métodos
em TOC é bastante util, uma vez que permite com que determinados conjuntos de dados com
informagoes de genética e de TOC por meio do YBOCS, por exemplo, sejam utilizados, controlando-
se determinados erros de classificacao binomial. Na &rea de médica, é relevante a aplicacao de
modelos induzidos a partir da construgao de uma biparti¢ao total em TOC, como publicado em
Shavitt et al. (2017).
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Capitulo 5
Consideracoes finais

Neste trabalho, exploramos como as fatoragoes da distribuicdo de Bernoulli multivariada em
Bernoulli’s levam a construgdes de modelos de regressao alternativos ao logistico com categoria
de referéncia, usual e amplamente utilizado nas mais diversas &reas do conhecimento, a partir
de modelos de regressdao binomiais. Também, de forma independente dos modelos de regressao,
exploramos como tais fatoracoes levam a construgoes de classificadores politémicos com base na
construcao de dicotémicos.

Apesar de termos como ponto de partida motivador, de um ponto de vista estatistico, os modelos
de regressao multinomial, demos um passo no sentido oposto e exploramos no Capitulo 2 como
um conjunto finito qualquer pode ser representado equivalentemente por uma classe de conjuntos
com dois elementos, a qual denominamos por biparticao total. Naturalmente, pela natureza finita
do espago amostral para a distribuicdo de Bernoulli multivariada, vimos, ainda no Capitulo 2,
transformagoes de uma variavel aleatoria com distribuicao Bernoulli D-variada que sao induzidas
pela biparticao total e também como a reparametrizacao é estruturada em um mesmo sentido
através da biparticao total.

Com o problema politomico transformado — com relagdo ao espaco amostral e paramétrico —
em problemas dicotémicos, a aplicagao dos conceitos vistos no Capitulo 2 em modelos de regressao
e classificacdo multinomial foi explorada no Capitulo 3. Uma questdo computacional surge neste
capitulo pela grande quantidade de possiveis biparti¢coes totais e, consequentemente, de modelos de
regressao e classificagdo multinomial. Disso, propomos duas diferentes abordagens para buscar uma
biparticao total e, consequentemente, uma estrutura para a regressao e classificacao.

Para cada uma dessas propostas — e de uma forma geral para qualquer biparticao total —
vimos também no Capitulo 3 que podemos controlar medidas de acuricia no problema multinomial
— como sensibilidades e especificidades, bem como valores preditivos positivos e negativos, dentre
diversos outros riscos que podem ser definidos — através da minimizagao desses riscos nos problemas
binomiais.

Por fim, no Capitulo 4, estudamos as performances das propostas e o comportamento e apresen-
tagdo de resultados para o modelo de regressao e classificagdo multinomial através das discussoes
feitas nos capitulos anteriores. Evidentemente, essa construgao é aplicavel a qualquer problema de
regressao e classificagdo multinomial.

Este trabalho abre caminho para diversos trabalhos futuros: i) Como vimos no Capitulo 3 ao
estudarmos o modelo de regressao multinomial logistico usual, que esta abordagem também é pro-

posta como fruto da decomposicao em problemas binomiais, uma classe bastante geral de regressoes
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multinomiais pode ser proposta combinando esta e a decomposicao explorada no decorrer deste tra-
balho. Podemos, por exemplo, construir R-particoes totais e, para cada problema R-variado, utilizar
um modelo multinomial como usualmente feito; ii) Toda a flexibilizagao e generaliza¢do com relagao
as funcgoes de ligagao que existem na literatura sobre modelos de regressao binomial, que em geral
nao sao discutidos no caso multinomial, pode ser incorporada diretamente na nossa construcgao,
bem como na construcao usual na qual mostramos o papel da fungao de distribuicao logistica pa-
drao. Pode-se, inclusive, utilizar fungoes de ligacao distintas para cada modelo binomial e também
covariaveis distintas. E de se esperar que através de tais flexibilizacdes obtenhamos resultados mais
acurados. iii) Um algoritmo computacional — mais geral do que os apresentados nesta tese — de busca
por uma, ou uma mistura de, biparti¢coes totais, pode ser construido. Propomos duas abordagens
empiricas passo-a-passo nessa construgao, mas elas sao aditivas em um certo sentido: uma vez que
selecionamos uma categoria para um ou outro conjunto de uma biparticao, a deixamos fixa e um
algoritmo computacional pode generalizar essa ideia, buscando uma biparticao que leve a resulta-
dos mais precisos na classificacdo. Diversos outros métodos de classificacao dicotémica podem ser
aplicados diretamente nessa construgao. iv) O tamanho amostral em cada categoria do problema
pode ser um elemento importante na busca pelas biparticbes que minimizam os riscos binomiais,
na construgao da biparticao total. Medidas como AIC e BIC nao foram explorados neste trabalho
justamente por estarmos comparando modelos binomiais em espacos amostrais diferentes, tendo
consequentemente tamanhos amostrais distintos. Logo, os tamanhos amostrais em cada categoria
podem ser levados em consideragao na busca pela biparti¢ao total. v) A estimagao dos parametros
nao foi nosso foco durante este trabalho e utilizamos estimativas amostrais e de maxima veros-
similhanga. Contudo, uma abordagem Bayesiana é aplicavel tanto na estimacao dos parametros
da regressao e outros pardmetros envolvidos, quanto na estimacao dos riscos binomiais e, conse-
quentemente, na busca por uma bipartigao total. vi) Como explorado em Basu e Pereira (1982), a
distribuicao Dirichlet também pode ser fatorada em betas e toda a formulacao apresentada neste

trabalho se estende neste contexto.
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