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Resumo

PATINO, E. G. Modelo bayesiano para dados de sobrevivéncia com riscos
semicompetitivos baseado em cépulas. 2018. Tese (Doutorado) - Instituto de Ma-

tematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2018.

Motivados por um conjunto de dados de pacientes com insuficiéncia renal cronica
(IRC), propomos uma nova modelagem bayesiana que envolve copulas da familia Arqui-
mediana e um modelo misto para dados de sobrevivéncia com riscos semicompetitivos.
A estrutura de riscos semicompetitivos é bastante comum em estudos clinicos em que
dois eventos sao de interesse, um intermediario e outro terminal, de forma tal que a
ocorréncia do evento terminal impede a ocorréncia do intermediario mas nao vice-versa.
Nesta modelagem provamos que a distribuicao a posteriori sob a copula de Clayton é
propria. Implementamos os algoritmos de dados aumentados e amostrador de Gibbs
para a inferéncia bayesiana, assim como os criterios de comparagao de modelos: LPML,
DIC e BIC. Realizamos um estudo de simulacao para avaliar o desempenho da modela-
gem e finalmente aplicamos a metodologia proposta para analisar os dados dos pacientes

com IRC, além de outros de pacientes que receberam transplante de medula 6ssea.

Palavras-chave: Copulas Arquimedianas, Riscos semicompetitivos, Modelo misto, In-

feréncia Bayesiana, Amostrador de Gibbs.
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Abstract

PATINO, E. G. Bayesian model for survival data with semicompeting risks
based on copulas. 2018. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2010.

Motivated by a dataset of patients with chronic kidney disease (CKD), we propose a
new bayesian model including the Arquimedean copula and a mixed model for survival
data with semicompeting risks. The structure of semicompeting risks appears frequently
in clinical studies where two-types of events are involved: a nonterminal and a terminal
event such that the occurrence of terminal event precludes the occurrence of the non-
terminal event but not viceversa. In this work we prove that the posterior distribution
is proper when the Clayton copula is used. We implement the data augmentation algo-
rithm and Gibbs sampling for the bayesian inference, as well as some bayesian model
selection criteria: LPML, BIC and DIC. We carry out a simulation study for assess the
model performance and finally, our methodology is illustrated with the chronic kidney

disease study.

Keywords: Arquimedean copula, Semicompeting risks, Mixed model, Bayesian infe-

rence, Gibbs sampling.

Vil



viil




Sumario

Lista de Abreviaturas xi
Lista de Simbolos xiii
Lista de Figuras XV
Lista de Tabelas Xix
1 Introducgao 1
1.1 Revisao da literatura . . . . . . .. ... ... ... .. 2
1.2 Motivagao . . . . . . . .o 4
1.3 Objetivos . . . . . . . 4
1.4 Contribuigoes . . . . . . . . 5
1.5 Organizacao do trabalho . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 5

2 Conceitos preliminares 7
2.1 Riscos semicompetitivos . . . .. ... Lo 7
2.2 Copulas e estrutura de dependéncia . . . . . . . .. .. ... 8
221 TaudeKendall . . . ... ... ... .. ... 9

2.2.2 Copulade Clayton . . ... ... .. ... ... .. 10

223 Copulade Frank . . .. ... .. oo 11

2.2.4 Copula de Gumbel ou fragilidade estavel positiva . . . . . . . .. 12

2.3 Analise descritiva para dados com riscos semicompetitivos . . . . . . .. 14
2.3.1 Estudo da funcao de sobrevivéncia por meio de copulas . . . . . . 14

3 Modelo de regressao bayesiano para riscos semicompetitivos 19
3.1 Modelagens propostas . . . . .. ..o 20
3.1.1 Funcao de verossimilhanca . . . . . . ... ... 24

X



X SUMARIO
3.1.2 Inferéncia bayesiana . . . . . .. ... 28
3.2 Copulade Clayton . . . . . .. .. .. 31
3.2.1 A distribuicdo a posteriori é propria? . . . . . ... ... 40
3.3 Copulade Frank . . . . .. . . ... .. 42
3.4 Copulade Gumbel . . . ... .. ... 50
4 Aspectos computacionais e estudo de simulagao 59
4.1 Amostragem . . . . . ..o 59
4.2 Estudo de simulagao . . . . . . ... 61
4.2.1 Geracao das amostras . . . . . . ... 63
4.2.2 Resultados para a copula de Clayton . . . . . .. ... ... ... 66
5 Aplicagao 71
5.1 Comparacao de modelos . . . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 71
5.2 Transplante de medula 6ssea (TMO) . . . .. ... ... ... ... ... 73
5.2.1 Ajuste da modelagem proposta . . . . .. ... ... 74
5.3 Insuficiéncia renal cronica (IRC) . . . . . . ... .o oo 0oL 78
5.3.1 Ajuste da modelagem proposta . . . . . .. ... ... ... ... 81
6 Conclusoes 91
6.1 Consideragoes finais . . . . . . . . . . ... . 91
6.2 Sugestoes para pesquisas futuras. . . . .. ... oL L 92
A Funcao de verossimilhanca: Expressoes para sua construcao usando a
copula de Clayton 95
B Prova do teorema 1 101
C Tabelas e figuras das simulagoes 115
D Figuras das aplicagoes 139
D.1 Transplante de medula 6ssea (TMO) . . .. ... ... ... ... ... 140
D.2 Insuficiéncia renal cronica (IRC) . . . . .. ... ..o 0oL 144

Referéncias Bibliograficas 153



Lista de Abreviaturas

ACF Funcao de autocorrelagao
(Autocorrelation function)
ARMS  Algoritmo de rejeicao adaptativa de amostragem Metropolis
(Adaptative rejection Metropolis sampling)
ARS Algoritmo de rejeicao adaptativa
(Adaptative rejection sampling)
ALPML Pseudoverossimilhanca marginal relativa
(Relative pseudomarginal likelihood)
BIC Critério de informacao bayesiano
(Bayesian information criterion)
CPp Probabilidade de cobertura
(Coverage probability)
CPO Ordenadas preditivas condicionais
(Conditional predictive ordinates)
DIC Critério de informacao da desviancia
(Deviance information criterion)
EA Efeito aleatorio
(Random effect)
EBMT  Sociedade Europeia para sangue e transplante de medula
(European society for blood and marrow transplantation)
EMV Estimador de méaxima verossimilhanca
(Mazimum likelihood estimator)
ESRD Ultimos estagios da doenca renal
(End stage renal disease)
HPD Intervalo de maior mensidade a posteriori
(Highest posterior density interval)
ICC Insuficiéncia cardiaca congestiva

(Congestive heart failure)

X1



xii LISTA DE ABREVIATURAS

IRC

LPML

MCMC

PVF

RMSE

SD

TMO

Insuficiéncia renal cronica

(Cronical kidney disease)

Logaritmo da pseudoverossimilhanca marginal
(Logarithm of the pseudomarginal likelihood)
Monte Carlo via cadeias de Markov
(Markov chain Monte Carlo)

Funcao potencia de variancia

(Power variance function)

Raiz quadrada do erro quadratico médio
(Square root of mean square error)

Desvio padrao

(Standard deviation)

Transplante de medula 6ssea

(Bone marrow transplant (BMT))



Lista de Simbolos

Co
To

933
E(X)
Pr(-)
I(4)

iid.

Copula de parametro 6.

Coeficiente tau de Kendall como funcao de 6.
Espaco paramétrico de &.

Conjunto dos ntimeros reais.

Valor esperado da variavel X.

Funcao de probabilidade.

Funcéo indicadora do conjunto A.

Matriz identidade de ordem a.

Independiente e identicamente distribuido.

xiil



Xiv LISTA DE SIMBOLOS




Lista de Figuras

2.1

2.2

2.3

3.1

5.1

5.2

2.3

5.4

2.5

2.6

Funcao distribuigao (esquerda) e funcao densidade (direita) da copula de Clay-

toncom @ =1(7=0,333). . . . . . ...

Fungao distribuigao (esquerda) e func¢ao densidade (direita) da copula de Frank

com O =4 (7T=0,388). . . . . ..

Fungao distribuigao (esquerda) e fungao densidade (direita) da copula de Gum-

bel com @ =1,5 (1=0,333). . . . . . . ...

Diagrama com as varidveis chaves das modelagens propostas na estrutura de

riscos semicompetitivos. . . . . . . L. L L L L L L L e

Diagrama de dispersao dos tempos até a ocorréncia dos eventos de interesse,

recaida e 6bito, dos dados de TMO. Inclui sdémente os individuos do caso 2. . .

Funcao densidade a posteriori, tragos e ACF para o parametro da copula de

Clayton do ajuste da modelagem fixa com (Jy, J1, J2) = (15,15, 15) aos dados

de TMO. . . . . . . s s s

Diagrama de dispersao dos tempos até a ocorréncia dos eventos de interesse,

progressao e 6bito, dos dados de IRC. Inclui sémente os individuos do caso 2. .

Fungoes de sobrevivéncia pelo estimador copula gréafico para o tempo (em dias)

até a progressao (esquerda) e Kaplan-Meier para o tempo (em dias) até o 6bito

(direita). . . . . . . .

Fungoes densidade a posteriori, traco e ACF para o parametro da cépula 6 do

ajuste do modelo fixo com (Jy, Ji, J2) = (2,2,2) aos dados de IRC. . . . . ..

Funcao densidade a posteriori, traco e ACF para o parametro da copula 6

(esquerda) e a variancia do efeito aleatorio B (direita) do ajuste do modelo

misto com (Jo, J1,J2) = (1,1,1) aos dados de IRC. . . . . . . .. ... ...

XV

1)



Xvi

LISTA DE FIGURAS

C.1

C.2

C.3

C4

C.5

C.6

C.7

C.S8

Média das médias e desvios padrao a posteriori das 200 réplicas de tamanhos
N =500 (linha continua) e N = 1000 (linha pontilhada) para os parametros
Bo, associado ao tratamento A, e vyp; associado a X; do modelo Tp segundo a
copula de Clayton. A linha horizontal representa o valor verdadeiro do parametro.127
Média das médias e desvios padrao a posteriori das 200 réplicas de tamanhos
N =500 (linha continua) e N = 1000 (linha pontilhada) para o parametro o2
associado a X9 do modelo Tp segundo a copula de Clayton. A linha horizontal
representa o valor verdadeiro do pardmetro. . . . . . . . .. ..o 128
Média das médias e desvios padrao a posterior: das 200 réplicas de tamanhos
N = 500 (linha continua) e N = 1000 (linha pontilhada) para os parametros
51, associado ao tratamento A, e 11 associado a X7 do modelo T segundo a
copula de Clayton. A linha horizontal representa o valor verdadeiro do parametro.129
Média das médias e desvios padrao a posterior: das 200 réplicas de tamanhos
N =500 (linha continua) e N = 1000 (linha pontilhada) para o parametro 72,
associado a Xy do modelo T segundo a copula de Clayton. A linha horizontal
representa o valor verdadeiro do parametro. . . . . . . . . .. ... ... .. 130
Média das médias e desvios padrao a posteriori das 200 réplicas de tamanhos
N =500 (linha continua) e N = 1000 (linha pontilhada) para os parametros
Bo1, associado ao tratamento A, e Pao associado a mudanga de trantamento
V(1 — A) do modelo T segundo a copula de Clayton. A linha horizontal
representa o valor verdadeiro do pardmetro. . . . . . . . .. ..o 131
Média das médias e desvios padrao a posterior: das 200 réplicas de tamanhos
N = 500 (linha continua) e N = 1000 (linha pontilhada) para os parametros
Y21 € Y22 associados as varidveis X; e Xo, respectivamente, do modelo Ty
segundo a copula de Clayton. A linha horizontal representa o valor verdadeiro
do pardmetro. . . . . . ... 132
Média das médias e desvios padrao a posteriori das 200 réplicas de tamanhos
N =500 (linha continua) e N = 1000 (linha pontilhada) para o parametro y23
associado & varidavel Z do modelo Tz segundo a copula de Clayton. A linha
horizontal representa o valor verdadeiro do pardmetro. . . . . . . . . . . . .. 133
Média da médias e desvios padrao a posteriori das 200 réplicas de tamanhos
N =500 (linha continua) e N = 1000 (linha pontilhada) para os pardmetros oy
e aq, associados ao intercepeto e ao tratamento A do modelo logito segundo a

copula de Clayton. A linha horizontal representa o valor verdadeiro do parametro. 134



LISTA DE FIGURAS

XVvil

C.9 Média das médias e desvios padrao a posteriori das 200 réplicas de tamanhos
N =500 (linha continua) e N = 1000 (linha pontilhada) para os parametros
o e ag associados s variaveis X1 e Xo do modelo logito segundo a céopula de
Clayton. A linha horizontal representa o valor verdadeiro do parametro. . . .

C.10 Média das médias e desvios padrao a posteriori das 200 réplicas de tamanhos
N =500 (linha continua) e N = 1000 (linha pontilhada) para o parametro da
copula 0 segundo a copula de Clayton. A linha horizontal representa o valor
verdadeiro do pardmetro. . . . . . . . . .. L.

C.11 Média das médias e desvios padrao a posteriori das 200 réplicas de tamanhos
N =500 (linha continua) e N = 1000 (linha pontilhada) para a variancia do
efeito aleatorio B segundo a copula de Clayton. A linha horizontal representa

o valor verdadeiro do pardmetro. . . . . . . . . . . ...

D.1 Densidades a posteriori, tragos e ACFs para a componente Tp (6bito) do ajuste
do modelo fixo com (Jy, J1, J2) = (15,15, 15) segundo a copula de Clayton aos
dados de TMO. . . . . . . . . e

D.2 Densidades a posteriori, tracos e ACFs para a componente T (recaida) do
ajuste do modelo fixo com (Jp, J1, J2) = (15,15,15) segundo a copula de Clay-
ton aos dados de TMO. . . . . . . . . .. L

D.3 Densidades a posteriori, tracos e ACFs para a componente T (6bito apds
recaida) do ajuste do modelo fixo com (Jo, Ji,J2) = (15,15,15) segundo a
copula de Clayton aos dados de TMO. . . . . . . . . .. .. .. ... ...

D.4 Densidades a posteriori, tragos e ACFs para a componente logito do ajuste do
modelo fixo com (Jy, Ji,J2) = (15,15,15) segundo a copula de Clayton aos
dados de TMO. . . . . . . . . . e

D.5 Densidades a posteriori, tracos ¢ ACFs para a componente Tp (Obito) do
ajuste do modelo fixo com (Jy, J1, J2) = (2,2,2) segundo a copula de Clayton
aos dados de IRC. . . . . . . . ..

D.6 Densidades a posteriori, tragos e ACFs para a componente T (Progressao) do
ajuste do modelo fixo com (Jy, J1, J2) = (2,2,2) segundo a copula de Clayton
aos dados de IRC. . . . . . . . oL

D.7 Densidades a posteriori, tracos e ACFs para a componente T (Obito apos
progressao) do ajuste do modelo fixo com (Jp, J1,J2) = (2,2,2) segundo a
copula de Clayton aos dados de IRC. . . . . . . . . . ... ... L.

D.8 Densidades a posteriori, tragos e ACFs para a componente logito (Progres-
sa0) do ajuste do modelo fixo com (Jy, J1, J2) = (2,2,2) segundo a copula de
Clayton aos dados de IRC. . . . . . . . . . ... oL

. 135



Xviil LISTA DE FIGURAS

D.9 Densidades a posterioris, tracos e ACFs para a componente Tp (Obito) do
ajuste do modelo misto com (Jo, J1, J2) = (1,1, 1) segundo a copula de Clayton
aos dados de IRC. . . . . . . . . L
D.10 Densidades a posteriori, tragos e ACFs para a componente Ty (Progressao) do
ajuste do modelo misto com (Jo, J1, J2) = (1,1, 1) segundo a copula de Clayton
aos dados de IRC. . . . . . . . .o
D.11 Densidades a posteriori, tracos e ACFs para a componente Tg (Obito apos
progressao) do ajuste do modelo misto com (Jy, J1,J2) = (1,1,1) segundo a
copula de Clayton aos dados de IRC. . . . . . . . . . . ... ... ... ...
D.12 Densidades a posteriori, tracos e ACFs para a componente logito (Progressao)
do ajuste do modelo misto com (Jy,J1,J2) = (1,1,1) segundo a copula de
Clayton aos dados de IRC. . . . . . . . . . . . . . .. ... ...



Lista de Tabelas

4.1

5.1
5.2

9.3

5.4

2.5

2.6

5.7

0.8

2.9

C.1

Valores dos parametros utilizados na geragdo dos conjuntos de dados. . . . . .

Descricao das covaridveis e eventos de interesse nos dados de TMO. . . . . .
Valores LPML, BIC DIC para o modelo fizo sob a copula de Clayton ajustados
aos dados de TMO. . . . . . . . . . . ..
Ajuste modelagem fixa aos dados de TMO com (Jy, J1,J2) = (15,15, 15).
Descrigao das covaridveis e eventos de interesse do estudo de IRC. . . . . . .
Distribui¢ao do nimero de pacientes n(%) com IRC pelas covaridveis sequndo
0s eventos de interesse. . . . . . . . ..o e e e e
Valores LPML, BIC DIC para os modelos fizos e mistos sequndo a copula de
Clayton ajustados aos dados de IRC. . . . . . . . . . . .. ... .. ...
Ajuste modelo fixo aos dados de IRC com as particoes para as fungdes de risco
basal (Jo, J1, J2) = (2,2,2). Componentes: Logito e Modelo Tp. . . . . . . . .
Ajuste modelo fizo aos dados de IRC' com as parti¢des para as fungdes de Tisco
basal (Jo, J1, J2) = (2,2,2). Componentes: Modelos Tp e Tg. . . . . . . . ..
Ajuste modelo misto aos dados de IRC' com as particoes para as funcgoes de
risco basal (Jo, J1,J2) = (1, 1,1). .« . . . o ..o

Resumo de 200 replicas com 0 = 1, censura: 10% e (Jo,J1,J2) = (3,3,3)
seqgundo a cdpula de Clayton. Modelo misto. (Valor: Verdadeiro valor do pa-
rametro, Est: média das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrao a

posteriori, RMSE: média das raizes quadradas do erro quadrdtico médio, CP:
probabilidade de cobertura do HPD de 95%) . . . . . . . . . . ... .. ...

XIX

82



XX

LISTA DE TABELAS

C.2

C.3

C4

C.5

C.6

C.7

C.8

Resumo de 200 replicas com 0 = 1, censura: 45% e (Jo,J1,J2) = (3,3,3)
seqgundo a copula de Clayton. Modelo misto. (Valor: Verdadeiro valor do pa-
rametro, Est: média das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrao a
posteriori, RMSE: média das raizes quadradas do erro quadrdtico médio, CP:
probabilidade de cobertura do HPD de 95%) . . . . . . . . . ... ... ...
Resumo de 200 replicas com 6 = 1, censura: 70% e (Jo, J1,J2) = (3,3,3)
seqgundo a copula de Clayton. Modelo misto. (Valor: Verdadeiro valor do pa-
rametro, Est: média das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrao a
posteriori, RMSE: média das raizes quadradas do erro quadrdtico médio, CP:
probabilidade de cobertura do HPD de 95%) . . . . . . . . . . ... ... ..
Resumo de 200 replicas com 6 = 2, censura: 10% e (Jo,J1,J2) = (3,3,3)
sequndo a cépula de Clayton. Modelo misto. (Valor: Verdadeiro valor do pa-
rametro, Est: média das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrao a
posteriori, RMSE: média das raizes quadradas do erro quadrdtico médio, CP:
probabilidade de cobertura do HPD de 95%) . . . . . . . . . ... ... ...
Resumo de 200 replicas com 0 = 2, censura: 45% e (Jo,J1,J2) = (3,3,3)
sequndo a copula de Clayton. Modelo misto. (Valor: Verdadeiro valor do pa-
rametro, Est: média das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrao a
posteriori, RMSE: média das raizes quadradas do erro quadrdtico médio, CP:
probabilidade de cobertura do HPD de 95%) . . . . . . . . . . ... ... ..
Resumo de 200 replicas com 0 = 2, censura: 70% e (Jo,J1,J2) = (3,3,3)
sequndo a copula de Clayton. Modelo misto. (Valor: Verdadeiro valor do pa-
rametro, Est: média das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrao a
posteriori, RMSE: média das raizes quadradas do erro quadrdtico médio, CP:
probabilidade de cobertura do HPD de 95%) . . . . . . . . . . .. ... ...
Resumo de 200 replicas de tamanho N = 1000, com 6 = 1, censura: 10%
e (Jo, J1,J2) = (3,3,3) seqgundo a cépula de Clayton. Modelo misto. Dados
gerados com distribuicao Weibull. (Valor: Verdadeiro valor do parametro, Est:
média das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrdo a posteriori,
RMSE: média das raizes quadradas do erro quadrdtico médio, CP: probabilidade
de cobertura do HPD de 95%) . . . . . . . . ...
Resumo de 200 replicas de tamanho N = 500, com 0 = 1, censura: 45% e
(Jo, J1,J2) = (3,3,3) segundo a copula de Clayton. Modelo misto. Dados gera-
dos com distribui¢cao Weibull.(Valor: Verdadeiro valor do pardmetro, Est: mé-
dia das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrao a posteriori, RMSE:
média das raizes quadradas do erro quadrdtico médio, CP: probabilidade de

cobertura do HPD de 95%) . . . . . . . . .. oo



LISTA DE TABELAS xxi

C.9 Resumo de 200 replicas com 0 = 1, censura: 10% e (Jy, J1,J2) = (3,3,3) se-
gundo a cépula de Clayton. Modelo fizo. (Valor: Verdadeiro valor do pardmetro,
Est: média das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrdo a posteriori,
RMSE: média das raizes quadradas do erro quadrdtico médio, CP: probabilidade
de cobertura do HPD de 95%) . . . . . . . . ..o 124
C.10 Resumo de 200 replicas com 6 = 1, censura: 45% e (Jo, J1,J2) = (3,3,3) se-
gundo a copula de Clayton. Modelo fixo. (Valor: Verdadeiro valor do pardmetro,
Est: média das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrdao a posteriori,
RMSE: média das raizes quadradas do erro quadrdtico médio, CP: probabilidade
de cobertura do HPD de 95%) . . . . . . . . . . ... 125
C.11 Resumo de 200 replicas com 0 = 1, censura: 70% e (Jo, J1,J2) = (3,3,3) se-
gundo a cépula de Clayton. Modelo fizo. (Valor: Verdadeiro valor do pardmetro,
Est: média das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrdo a posteriori,
RMSE: média das raizes quadradas do erro quadrdtico médio, CP: probabilidade
de cobertura do HPD de 95%) . . . . . . . . . 126



xxii LISTA DE TABELAS




Capitulo

Introducao

Quando dados de sobrevivéncia sao objeto de estudo, principalmente em pesquisa
clinica que envolve seguimento de pacientes, em geral o interesse é centrado em identifi-
car fatores prognosticos, analisar o efeito de um certo tratamento ou medir a influéncia
de certas caracteristicas sobre o tempo até a ocorréncia de um evento definido, seja
este Obito, transplante, uma progressao a um nivel especifico da condi¢ao médica estu-
dada (metéstase, por exemplo, em estudos oncolégicos), etc. Em estudos sobre o virus
da imunodeficiéncia humana, os pacientes infectados sao monitorados, por exemplo,
até o desenvolvimento da sindrome da imunodeficiéncia adquirida (SIDA). No entanto,
observa-se que em muitas situacoes os pacientes podem experimentar mais de um evento
que pode ser de interesse, principalmente quando se trata de uma doenga cronica. Um
exemplo é um estudo sobre Insuficiéncia Cardiaca Congestiva (ICC), em que o interesse
centra-se no tempo até o transplante do coragdo e/ou 6bito. Outras situagoes similares
a serem citadas sao:

- o estudo da insuficiéncia renal cronica (IRC), (Patino, 2012) que considera trata-
mento de hemodialise e dialise peritoneal e em que o interesse dos pesquisadores
concentra-se no tempo até uma progressao da doenga e/ou 6bito;

- o estudo de cancer colorretal analisado por Zeng et al. (2012) e por Zhang et al.
(2014) em que o interesse também ¢é a progressao da doenga e/ou 6bito; e

- 0 estudo de cancer pancreatico tratado por Lee et al. (2015) e Lee et al. (2016).
Neste caso, os pesquisadores estao interessados nos tempos até a readmissao e/ou
obito.

Uma sugestao para analise nos casos anteriores seria utilizar modelos de riscos com-
petitivos, em que se observa o minimo dos tempos independentes 11,75, ..., Ty, k > 2,
e T; denota o tempo de falha devido & i-ésima causa . Porém, observe que nos eventos
citados ha interesse em estudar dois eventos, sendo um deles o 6bito e um outro que
pode (ou nao) ocorrer antes do 6bito. Em geral, o 6bito é chamado de evento terminal
e o outro evento (por exemplo, a progressao) é conhecido como evento intermediério

!Detalhes de modelos com estrutura de riscos competitivos podem ser consultados, por exemplo,
em Klein e Moeschberger (2003) ou Kalbfleisch e Prentice (2002).
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ou nao terminal. Quando o interesse do estudo estd em avaliar esses dois eventos, um
terminal e outro intermediario, a analise adontando-se uma abordagem de riscos com-
petitivos pode levar a estimativas viesadas. Isto acontece porque as ocorréncias destes
dois eventos podem estar associadas devido ao fato que a ocorréncia do evento terminal
pode impedir a observacao do evento intermediario, mas nao vice-versa. Este tipo de
situagao foi denominada por Fine et al. (2001) como riscos semicompetitivos e é cada
vez mais comum em ensaios clinicos.

As principais caracteristicas dos dados com riscos semicompetitivos sao: (i) a exis-
téncia de dados censurados, comuns em dados de sobrevivéncia e (ii) o fato de que se
tem um par de variaveis aleatorias com a restricao que uma ¢é estatisticamente menor
que a outra (a progressao necessariamente ocorre antes do 6bito) ou uma delas nao
é observada, o que leva a incorporacao da provéavel dependéncia entre o tempo até a
observagao do evento intermediario e o tempo até a observagao do evento terminal.

A estrutura de riscos semicompetitivos esté sendo cada vez mais aceita, e tem rece-
bido bastante atengao nos tltimos anos.

1.1 Revisao da literatura

Partindo da ideia de que os eventos, intermediario e terminal, estao associados,
Fine et al. (2001) propoem incorporar a dependéncia entre os tempos observados com
base em um modelo de fragilidade gama no quadrante superior (considerando um plano
cartesiano, X < Y'), gerando assim uma fungao de sobrevivéncia bivariada, que no
caso sem covariaveis corresponde a copula de Clayton, pertencente & familia de copulas
Arquimedianas. Pela dependéncia entre os eventos, nao podem ser usados os procedi-
mentos habituais para a estimagao das fungoes de sobrevivéncia marginais, que podem
ser usadas para a estimacao da funcao de sobrevivéncia bivariada por meio de copulas.
Deste modo, Fine et al. (2001) propdem um estimador ndo paramétrico para as fungoes
de sobrevivéncia marginais e derivam suas propriedades assintoticas.

A partir do trabalho Oakes (1989), que trata modelos de sobrevivéncia bivariados
induzidos por fragilidades, pode-se verificar que qualquer modelo de fragilidade multipli-
cativo para dados de sobrevivéncia bivariados pode ser expresso por uma representagao
via copula Arquimediana (veja, por exemplo, Romeo (2005)). Com base nessa ideia,
Lakhal et al. (2008) encontram uma equagao de estimagao para o parametro de depen-
déncia da copula, e posteriormente derivam estimadores das fungoes de sobrevivéncia
conjunta e marginais. Para as fun¢oes marginais, usam estimadores copula-grafico. Esta
abordagem classica é interessante dado que incorpora de forma conveniente a depen-
déncia entre os dois tempos observados.

Posteriormente, Xu et al. (2010), apresentam um modelo de regressdo chamado
doenga-morte (Iliness-death) que inclui a fragilidade gama como efeito aleatério multi-
plicativo. Nesta modelagem, o estudo dos eventos intermediario e terminal é feito com
base em um processo de trés estados e o interesse é modelar as fungoes de transigao
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ou risco entre os estados. Considerando que a observacao de outras varidveis, além dos
tempos até a ocorréncia dos eventos, ¢ uma situacao classica bastante comum em anélise
de sobrevivéncia, uma vantagem deste processo é que, além da inclusao da fragilidade
nas fungoes de transi¢ao, também podem ser incorporadas covariaveis as funcoes de
risco condicionadas ao efeito aleatério usando um modelo de regressao semelhante ao
modelo de riscos proporcionais de Cox (1972). Nesta proposta, a estimacao dos para-
metros é feita por méxima verossimilhanca. Os autores apresentam um algoritmo para
a aproximagcao numeérica, e discutem as propriedades assintoticas.

No caso do estudo de céncer colorretal, Zeng et al. (2012) usam também um mo-
delo de fragilidade para determinar o efeito do tratamento, diferente do modelo doenga-
morte. Zeng et al. (2012) observam novas variaveis apos a ocorréncia do evento interme-
diario, além de uma possivel mudanga de tratamento (de placebo ao tratamento objeto
do estudo), dado que pode ter havido uma piora clinica do paciente considerando que o
evento intermediario ocorreu. Modelos de regressao que permitem a inclusao dessa nova
informagao quando o evento intermediério ocorre sao bastate interessantes do ponto de
vista aplicado. Para a estimacao dos parametros, Zeng et al. (2012) desenvolvem um
algoritmo EM para obter estimativas de maxima verossimilhanga. Posteriormente e mo-
tivados pelo trabalho de Zeng et al. (2012), a abordagem bayesiana é aplicada aos dados
de cancer colorretal por Zhang et al. (2014), que estudam e desenvolvem um algoritmo
do tipo amostrador de Gibbs usando a técnica de Gibbs colapsado modificado (Lui,
1994) e rejeicao adaptativa (Gilks e Wild, 1992).

Lee et al. (2015) também propoem uma anélise de regressao bayesiana semiparamé-
trica com o proposito de fazer inferéncia sobre os parametros da regressao, caracterizar
a dependéncia entre os eventos de interesse e fazer predicao dado um perfil de covaria-
veis. O modelo é baseado no processo doenga-morte com fragilidade gama descrito em
Xu et al. (2010) cuja estimagao é feita pelo algoritmo de Metropolis-Hastings-Green. O
modelo é aplicado em pacientes com cancer pancreatico observados entre 2005 e 2008
em centros médicos dos Estados Unidos. Aqui, os eventos de interesse sao a readmissao
dos pacientes diagnosticados como evento intermediério e o 6bito como evento terminal.

Continuando com o estudo da qualidade da assisténcia para pacientes com cancer
pancreatico, Lee et al. (2016) propdem uma extensdo do seu modelo (Lee et al., 2015).
A nova modelagem trata os dados com riscos semicompetitivos quando ha grupos cor-
relacionados e, para isto, eles usam um modelo hierdrquico que permite especificagoes
paramétricas e nao paramétricas.

Outros autores como Peng e Fine (2007), Hsieh et al. (2008), Lakhal et al. (2008),
Hsieh e Huang (2012), e Chen (2012) também abordam os riscos semicompetitivos
usando copulas da familia Arquimedianas. No entanto, a estimagao nestes casos é estu-
dada sob a abordagem classica.
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1.2 Motivacao

A motivacao deste trabalho surgiu de um conjunto de dados de pacientes na Colém-
bia diagnosticados com insuficiéncia renal cronica (IRC) nos estagios mais severos da
doenca (ESRD End stage renal disease?). Atualmente, a IRC é um problema de ordem
mundial e, segundo Martin-Cleary e Ortiz (2014), o namero de mortes por esta causa
tem aumentado na tltima década. Em particular, na Coléombia a incidéncia da IRC
vem crescendo consideravelmente (Gomez, 2006). De acordo com Cuenta del Alto Costo
(2014), para 2013 foram reportados 975.479 casos, sendo esta uma doenga de alto custo,
o que gera grande impacto no sistema de saide colombiano. Dessa forma, pesquisas
associadas & IRC sao de grande interesse para as institui¢oes gestoras de satde.

Estes pacientes foram observados entre 2009 e 2011 desde o inicio do tratamento
com diélise (peritoneal ou hemodialise) até 6bito, ocorrendo ou ndo uma progressao da
doenca, que foi determinada quando ha uma mudanga no quadro clinico devido a altos
niveis de fosforo inorganico no sangue. E claro que, no decorrer do periodo de observa-
¢ao, o paciente podia nao apresentar nenhum dos eventos até o fim do estudo, ou seja,
ser censurado 3. Além disso, foram registradas as covariaveis sexo, idade no inicio do
tratamento e cidade onde o paciente foi tratado.

Uma anélise preliminar destes dados sob uma abordagem classica é apresentada em
Patino (2012). Segundo os resultados obtidos, a cidade na qual o paciente foi tratado
teve um efeito significativo no tempo de sobrevida tanto para a progressao da doenca
como para o 6bito. Esta é entao uma motivacao para se considerar um modelo esten-
dido incluindo um efeito aleatério, que associe pacientes tratados num mesmo local a
um mesmo grupo (Zeng e Karim, 1991).

1.3 Objetivos

Motivados principalmente pelos dados de IRC descritos, o objetivo principal deste
trabalho é propor um modelo para dados de sobrevivéncia com riscos semicompetitivos e
mudanca de tratamento apds a ocorréncia do evento intermediario, sob uma 6tica baye-
siana e usando copulas da familia Arquimediana, com énfase na copula de Clayton, para
incorporar a dependéncia entre os tempos até o evento intermediario e o evento terminal.

Em seguida, pretende-se incluir no modelo um efeito aleatorio que possa incorporar
as possiveis dependéncias entre as observacoes vindas de um mesmo centro de trata-
mento.

2A classificacao dos estagios da IRC pode ser consultada na pagina da Clinica Renal Colombiana
no seguinte link http://www.clinicarenal.org/clinicarenal.org/articulos/articulo-33.html

3A censura é uma caracteristica comum aos dados de sobrevivéncia em que ha uma observacio
parcial do tempo de falha. Para mais detalhes veja Klein e Moeschberger (2003), Colosimo e Ruiz
(2006) e Kalbfleisch e Prentice (2002). Neste trabalho somente é considerada censura a direita, sendo
que a ocorréncia do evento de interesse encontra-se a direita do tempo registrado.
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Mais detalhadamente, pode-se mencionar os seguintes objetivos especificos:

1.

Propor e desenvolver um modelo bayesiano utilizando a coépula de Clayton in-
cluindo mudanga de tratamento, seguindo a proposta de Zhang et al. (2014).

Implementar a modelagem proposta no item 1 utilizando procedimentos de simu-
lagao Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC) para formular algoritmos do
tipo amostrador de Gibbs (Casella e George, 1992).

Estender o modelo do item 1 com a inclusao de efeitos aleatérios e implementar o
modelo estendido.

Modificar os modelos estudados nos itens 1 e 3 considerando diferentes cépulas
como Frank e Gumbel, e implementé-los.

Realizar estudos de simulagao apropriados para avaliar o desempenho da modela-
gem proposta.

. Aplicar a modelagem proposta a conjuntos de dados reais.

Implementar critérios de avaliacao para a modelagem proposta como o logaritmo
da pseudoverossimilhan¢a marginal (LPML) conforme discutido em Chen et al.
(2000), o criterio de informagao bayesiano (BIC) introduzido por Schwarz (1978)
e considerado como em Sahu e Dey (2000) e o criterio de informagao de desviancia
(DIC) como apresentado em Spiegelhalter et al. (2002).

1.4 Contribuicoes

A principal contribuicao desta tese é uma extensdo de Zhang et al. (2014) para
dados de sobrevivéncia com riscos semicompetitivos sob uma abordagem bayesiana nos
seguintes aspectos:

e Modelamento da dependéncia dos eventos de interesse por meio de copulas da fa-

milia Arquimediana. Pretende-se com isso flexibilizar o modelo a partir de diferen-
tes formas da estrutura de dependéncia obtendo um modelo marginal. O modelo
de fragilidade de Zhang et al. (2014) é um modelo condicional (Goethals et al.,
2008).

e Inclusao de um efeito aleatério para lidar com a situacao de dados agrupados,

como por exemplo, individuos observados em um mesmo centro de tratamento.

1.5 Organizagao do trabalho

O trabalho est& organizado em seis capitulos conforme detalhado a seguir.

No Capitulo 2 é apresentada a linguagem basica associada & estrutura de riscos se-
micompetitivos proposta por Fine et al. (2001). Também é feita uma breve descrigao
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das copulas Arquimedianas e a estrutura de dependéncia. Em seguida, no Capitulo 3,
¢é descrita a modelagem proposta e sua componente tebrica bayesiana; alguns aspectos
deste capitulo estao descritos nos dois primeiros Apéndices, como a prova do teorema
que garante que a distribuicao a posteriori segundo a copula de Clayton é propria, dis-
ponivel no Apéndice B. No Capitulo 4 sao tratados todos os aspectos computacionais
da modelagem, assim como simulagoes para avaliar o desempenho da mesma. A seguir,
no Capitulo 5 é exibida a aplicagao da modelagem ao conjunto de dados reais de pa-
cientes com IRC tratados na Coléombia e também aos dados de transplante de médula
ossea (TMO) da Sociedade Européia para Sangue e Transplante de Medula (EBMT).
Finalmente, no Capitulo 6 sao discutidas algumas conclusoes obtidas neste trabalho.
Também sao analisadas as vantagens e desvantagens da metodologia proposta e pers-
pectivas de pesquisa futura.



Capitulo

Conceitos preliminares

Neste capitulo sao apresentadas as principais ferramentas que serao utilizadas ao
longo deste trabalho. Inicialmente é discutida a estrutura dos riscos semicompetitivos.
Em seguida é feita uma revisao sobre copulas Arquimedianas para dados de sobrevivén-
cia bivariados e sua estrutura de dependéncia. Finalmente, é apresentada uma possivel
analise descritiva para dados com riscos semicompetitivos, conforme apresentado em
Patino (2012).

2.1 Riscos semicompetitivos

Os riscos semicompetitivos surgem como uma variacao do problema dos riscos com-
petitivos em que, como indicam Varadhan et al. (2014), sdo envolvidos dois tipos de
eventos: um intermediario e outro terminal. Tipicamente, o foco dos estudos centra-se
no evento intermediario (Lakhal et al., 2008), porém, a ocorréncia deste evento pode ser
impedida pelo evento terminal, mas o evento intermediario nao impede a ocorréncia do
terminal.

Para o caso de riscos semicompetitivos em que dois eventos sao de interesse, considera-
se a funcao de sobrevivéncia bivariada

S(tl,tg) = P(T1 > tl,TQ > tQ), 0<t; < to, (21)

em que 7T} denota o tempo até a ocorréncia do evento intermediério (progressdo, por
exemplo) e Ty o tempo até a ocorréncia do evento terminal (por exemplo, 6bito) !.

Os riscos semicompetitivos possuem as seguintes caracteristicas:
e Trata-se do estudo de um vetor aleatorio bivariado (77, T3).

e A ocorréncia do evento intermediario nem sempre é observada, pois no caso em que
o evento terminal ocorre antes do intermediéario (73 < 77), o evento intermediario

1Se t; > to, uma estratégia para a especificagdo da fungdo de densidade conjunta de (Ty,T%) é
considerar T; = oo. Detalhes podem ser consultados em Wang (2003), Xu et al. (2010) e Lee et al.
(2015)



8 CONCEITOS PRELIMINARES 2.2

ja nao pode ser observado, visto que sua ocorréncia foi impedida pelo evento
terminal.

e T e Ty sao varidveis aleatorias, positivas e observadas conjuntamente, tais que
T, < Ts.

e Em consequéncia do item anterior, espera-se que os tempos de ambos os eventos
T, e Ty estejam correlacionados e, portanto, a funcao de sobrevivéncia bivariada
(2.1) nao pode ser tratada como o produto de suas fungdes marginais S(t;) e S(tz).

Além das caracteristicas do processo associado & estrutura de riscos semicompetiti-
vos, é¢ muito comum que as observacoes estejam sujeitas a censura.

2.2 C(Copulas e estrutura de dependéncia

A seguir serao discutidas copulas bivariadas, considerando que, a fungao de sobrevi-
véncia bivariada ¢ uma das componentes da modelagem objeto do estudo neste trabalho.

A copula pode ser definida como uma funcao que acopla as fungoes de distribuicao
marginais F'(x) e G(y) das variaveis aleatorias continuas X e Y, respectivamente, numa
fungao de distribuigao bivariada H(x,y) por meio da relacao H(z,y) = Co(F(x), G(y)).
Um resultado que estabelece a relacao entre copulas e fungoes bivariadas é o Teorema
de Sklar (Sklar, 1959). Detalhes podem ser consultados em Nelsen (2000).

Teorema de Sklar. Seja H uma funcao de distribuicao bidimensional com fun-
¢oes de distribui¢ao marginais F' e G. Entao, existe uma cpula C tal que H(x,y) =
C(F(x),G(y)). Reciprocamente, para quaisquer fungoes de distribui¢ao F' e G e qualquer
copula C, a funcao H definida acima é uma funcao de distribuicao bidimensional com
marginais F' e G. Além disso, se F' e G sao continuas, C € unica.

O Teorema de Sklar mostra que as copulas sao fungoes que ligam fungoes de distri-
bui¢ao multivariadas com suas fung¢oes de distribuigao marginais. Observe também que
as copulas sao funcgoes de distribuicao multivariadas compostas por marginais uniformes
no intervalo [0,1] (Romeo, 2005).

Neste trabalho, serao consideradas copulas da familia Arquimediana definida a seguir
e comumente referenciada e utilizada na literatura para modelos de sobrevivéncia biva-
riados e modelos multiplicativos de fragilidade, veja por exemplo Romeo et al. (2006),
Lakhal et al. (2008) e Xu et al. (2010) entre outros.

Definigao 1 A copula Cy(-) é dita Arquimediana se
Co(u,v) = ¢y {dbg(u) + pp(v)}, 0<u<1,0<v<1 e H€O.
Em que ¢y(-) : [0,1 [ o0) € uma fung¢ao continua, estritamente decrescente e con-

vexa, tal que ¢p(1) = ( ) <0 epy(-) >0. A funcio ¢g(+) ¢ chamada funcdo geradora
da copula.
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Como observado na definicao anterior, esta familia de copulas é indexada pelo pa-
rametro 6. O parametro 6 nao tem interpretacao propria, porém, ¢é tutil para medir a
associacao entre as variaveis aleatorias da copula por meio de medidas de concordéancia,
como o tau de Kendall (7). Esta medida seré usada neste trabalho por ser de ampla
utilizagao e facil interpretagao. Outras medidas de dependéncia podem ser encontradas
em Nelsen (2000) (p. 180).

No contexto dos riscos semicompetitivos, o parametro 6 da copula esté associado a
dependéncia entre os tempos dos eventos de interesse, intermediario e final. Segundo
Lakhal et al. (2008), este parametro é util para medir a capacidade do evento interme-
diario predizer a ocorréncia do evento terminal.

2.2.1 Tau de Kendall

Uma forma de quantificar a associacao entre os tempos dos eventos intermediario
T e final T, é por meio do coeficiente de concordancia 75 de Kendall, uma medida nao
paramétrica de dependéncia global que quantifica a diferenga entre a probabilidade de
um par de variaveis aleatorias ser concordante ou discordante.

Um par de variaveis é concordante se grandes valores de uma variavel tendem a
estar associados com grandes valores da outra varidvel ou pequenos valores de uma
variavel tendem a estar associados com pequenos valores da outra variavel. Em outras
palavras, dados os pares observados (z1,y1) e (z9,y2) das variaveis aleatorias (X;,Y]) e
(X2,Y3), eles sdo concordantes se z; > x; e y; > y; ou se x; < xj € y; < yj, € eles sao
discordantes se z; > x; e y; < y; ou se x; < x; e y; > y;. Pode-se ainda verificar que
os pares sao concordantes se (z; —x;)(y; —y;) > 0 e discordantes se (x; —x;)(y; —y;) < 0.

O coeficiente 7 de Kendall é definido com base nessa ideia, conforme a definicao a
seguir (Nelsen, 2000).

Definigao 2 Sejam (X1,Y1) e (Xo,Y2) duas réplicas independentes de um par (X,Y)
de varidveis aleatorias quaisquer. O coeficiente 19 de Kendall € definido por

7 = Pr{(X,— Xo)(Yi — Ya) > 0} — Pr{(X; — X2)(¥; — Y3) < 0}
= E{sgn((X1 — Xo)(Y1 — Y2))},

-1, sex <0,
em que sgn(x) =4 0, sex =0,
1, sex>0.

Assumindo X e Y continuas, vale o seguinte:

7o = Pr{(X;— Xo)(Y; — Ya) > 0} — Pr{(X; — X5)(Y; — Ya) < 0}
= 4E{Sxy(X,Y)} -1

= 4//Sxy(:z:,y)fxy(x,y)dxdy— 1,



10 CONCEITOS PRELIMINARES 2.2

em que fxy(z,y) e Sxy(x,y) representam a fungdo densidade de probabilidade con-
junta e a fungao de sobrevivéncia conjunta de X e Y, respectivamente.

Se Sxy(z,y) ¢ representada usando a copula de sobrevivéncia bivariada Cy(u,v)
gerada por ¢y(+), entdao o coeficiente 7y de Kendall, admite a seguinte expressao 2:

" (u)
o Py(u)
Nelsen (2000) (Cap. 4) apresenta a parametrizagdo de 22 copulas da familia Ar-

quimediana, entre elas as copulas mais populares que serao abordadas neste trabalho:
Clayton, Frank e Gumbel, conforme descrito nas seguintes subsegoes.

Tp = 4//5Xy(x, Y) fxy(z,y)dedy — 1 =4 du+1. (2.2)

2.2.2 Coépula de Clayton

A copula de Clayton é uma copula Arquimediana simétrica, com func¢ao geradora
o(t) = (t — 1)/6. Seguindo a Definigao 1, ela ¢ dada por

S

Co(u,v) = (u ™ +0v70 — 1)~ 6 € (0,00). (2.3)

Observe que se 8 — 0, Cy(u,v) = uv, portanto, # — 0 implica independéncia, enquanto
que, 8 — oo indica dependéncia positiva perfeita. O coeficiente tau de Kendall, associ-
ado a este parametro, avaliado em (2.2) é dado por 75 = %.

Assumindo u = Si(t1) e v = Sy(t2), a fungdo de sobrevivéncia conjunta de (77, 7s) é
expressa como

S

So(tr,t2) = ([S1(t1)] 77 + [Sa(t2)] 7" — 1)

Similarmente, a fun¢ao densidade bivariada pode ser escrita como

fo(t1,t2) = co(S1(t1), S2(t2)) f1(t1) fa(ta),

em que
9%Cy(u,
CG(Sl(tl)v SQ(tQ)) = # |u=Sl(t1),’l):SQ(t2) .
Como 5°C, (0. v)
o\u,v) _ —0-1/, —6 N
) (1 0) () (w0 = 1),
segue que
1+86 t t
fo(ti,t2) = ( J1t) alf2) (2.4)

(S1(12)Sa(t2))+ ([S1(02)] + [Si ()]0 = 1)7*

A Figura 2.1 representa as fungoes distribuicao e densidade para a copula de Clay-
ton. Conforme pode-se observar, a funcao densidade atinge valor maximo no extremo

2Detalhes da prova podem ser encontrados em Nelsen (2000), pagina 163.
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Figura 2.1: Funcao distribuicao (esquerda) e fungao densidade (direita) da copula de Clayton
com =1 (1=0,333).

inferior do quadrado unitario indicando que a area de dependéncia das varidveis se en-
contra proxima ao ponto (0,0).

Esta copula esté associada ao modelo multiplicativo de fragilidade gama (Yan (2007),
Romeo (2005)).

2.2.3 Copula de Frank
Esta copula estudada por Frank (1979) ¢ dada por

(a" = (o’ — 1)

a(u,v) =1 1
Co(u,v) =log, | 1+ 1

: a € (0,1).

O caso de independéncia acontece quando « — 1. No entanto, ao considerar a repara-
metrizacio o =e~?, com 0 # 0, ¢ capturado todo o campo de variacdo da associacdo,
tanto positiva como negativa. Assim, a copula é definida como

Co(u,v) = — éln (1 + (™™ —ele)(_e_;” - 1)) : g € R. (2.5)

De (2.5) tem-se que a fungdo de sobrevivéncia conjunta de (71, 7») ¢ dada por

(e7051(t) — 1)(e=052(t2) _ 1)
e?—1 ‘

1
S@(tl,tg) = — 5111 (1 +

Para a fun¢ao densidade, tem-se os seguintes resultados

8(39 (U, 'U) B e—9(u+v) — e fu B e—@u(e—ev _ 1)
ou T e 0 + e—0(utv) _ g—0u _ o—0v - e —1+ (e—eu _ 1)(8—91) _ 1)
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e
9%Cy(u,v) 0(1 — e 0)e0uty)
Oudv

0(1
[e—e 4 e 0(utv) _ g—fu _ e—@v]2 -

_ e—Q)e—O(u-i-v)
Finalmente, chega-se a

e~ 14 e = e — D

0(1 — e=)e—0(S1(t1)+S2(t2)) £ (¢ ;
foltn ) = L= e)e fit) Falt)

[6—9 — 1+ (6—951(751) — 1)(6—952(t2) — 1)]2'

(2.6)

A Figura 2.2 apresenta as fungoes distribuigao e densidade para a copula de Frank.
Nesta copula, pode-se observar que a massa se distribui na diagonal entre ¢; e t5 com
valores maximos nos extremos.

F(t1,t2) Frank

f(t1,t2) Frank

=
ST OOSS
S

X
o TS SeT S SOTSTS SR SIITIRNN
> NN
SSISSSS S
0.6 SIS N ‘:“:8:\::3:\“‘
= S SITTSISSS
OTSSSe0 S
<& Tes S eetigutigest
0.4 SIS

oS
S

Figura 2.2: Fungao distribui¢ao (esquerda) e funcgao densidade (direita) da copula de Frank
com 0 =4 (T ~0,388).

De (2.2) pode ser verificado que o coeficiente tau de Kendall para a copula de Frank
é dado por

4 1 [t
-1
0 9( e/oet—1 )
emque%f:t

et—1

dt corresponde a funcao Debye de primeira ordem. As funcoes Debye
D, () séo definidas como D, (z) = 2% [ F=dt.

Como menciona Yan (2007) a copula de Frank esté associada a modelos de fragilidade
das series log.

2.2.4 Coépula de Gumbel ou fragilidade estavel positiva
Esta copula é definida por

Co(u,v) = exp{—[(=Inu)’ + (—Inv)’)#}

6 € [1,00). (2.7)



2.3 COPULAS E ESTRUTURA DE DEPENDENCIA 13

Note que, quando § — 1, obtém-se o caso de independéncia. Segundo (2.2), o coeficiente
tau de Kendall é dado por 7y =1 — %.

Conforme (2.7), a fungao de sobrevivéncia bivariada de (77, T5) fica expressa por

Soltr,t2) =exp{—[(—In S (t1))? + (—In Sa(t2))’]7 }.

Para a fungao densidade tem-se que

W =exp{~[(~Inw)” + (~nv) | } (= mu)’ + (= mv)ﬂél(_mu¢
8222%21)) _ <_ lnuu)G—I (_ In U)9—1 eXp{_[(_ I u)e + (_ lnv)e]%}[(— In U)O I (_ lnv)e]%_Q

x(0 =14 [(—Inu)’ + (—Inv)’]7),
obtendo-se finalmente

(IS (1))" ! (= In Sy(t))"!

foltr,t2) = Si(th) Sa(t2)
% exp{—[(—In S1(t1))’ + (= In Sa(t2)))7 H(— 10 Sy (t1))" + (— In S(t))?] 72
(0 — 1+ [(— ISy (1) + (=10 Sa(t2))]7) f(t1) fo(t)- 2.8)

—~

De acordo com a Figura 2.3, a massa para a copula de Gumbel esta concentrada
nos extremos da diagonal principal, porém com maior concentragao no extremo direito
(coordenadas (1,1)) indicando uma forte associa¢do nesta regiao.

F(t1,t2) Gumbel f(t1,t2) Gumbel

Figura 2.3: Funcgao distribuicao (esquerda) e fungao densidade (direita) da copula de Gumbel
com 6 =1,5 (1 =0,333).
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2.3 Analise descritiva para dados com riscos semicom-
petitivos

Nesta secao é apresentada uma metodologia para a analise descritiva a dados com
estrutura de riscos semicompetitivos. Vale ressaltar que o leitor nao precisa fazer uma
leitura desta secao para entender a modelagem proposta nesta tese no Capitulo 3. Como
esse método para andalise descritiva foi utilizado no Capitulo 5, optou-se por fazer uma
breve descri¢ao neste capitulo.

No caso de dados com estrutura de riscos semicompetitivos, a primeira ideia para
uma analise descritiva seria a utilizacao do estimador de Kaplan-Meier para a analise do
tempo até os eventos de interesse. Embora o estimador de Kaplan-Meier possa ser utili-
zado para a estimacao da funcao de sobrevivéncia do evento terminal, para a estimagao
da funcao de sobrevivéncia do evento intermediario, este estimador nao é apropriado,
dada a possivel dependéncia entre os eventos de interesse. Se for considerado que o 6bito
¢é também censura para o evento intermediario, a suposicao de censura independente nao
¢é verificada e, portanto, nao se pode utilizar técnicas de anélise estatistica que se baseiam
nessa suposicao. Nesse contexto, foram propostos varios estimadores: estimador nao pa-
ramétrico de Fine et al. (2001), estimador auto-consistente de Jiang et al. (2005) e o
estimador copula-grafico de Zheng e Klein (1982), que foi adaptado por Rivest e Wells
(2001) para censura dependente e por Lakhal et al. (2008) para dados com estrutura de
riscos semicompetitivos. O estimador copula-grafico é usado na aplicagao do estudo de

IRC.

2.3.1 Estudo da funcao de sobrevivéncia por meio de cépulas

O proposito desta secao é a estimacao das funcoes de sobrevivéncia marginais que
usualmente sao de interesse para uma analise descritiva de um conjunto de dados de
tempos de vida que satisfazem a estrutura de riscos semicompetitivos. Mais especi-
ficamente, sera considerada a abordagem de Lakhal et al. (2008), que utiliza copulas
Arquimedianas.

Sera denotado por T o tempo até ocorréncia do evento terminal e por 77 o tempo até
a ocorréncia do evento intermediario. A variavel aleatoria associada ao tempo de censura
serd denotada por C. Sao definidas ainda as varidveis Z = min(7,73) e 01 = Iy <my,
com I <7,y uma fungao indicadora, ou seja, Iyp <y = 1 se T1 < 15 e Ijp oy = 0,
caso contrario. Observe que 07 sera igual a 0 se o evento terminal for observado antes do
intermediario e, dessa forma, o evento intermediario nao sera observado. As seguintes
quantidades sao observaveis:

e R =min(73,C), em que C ¢é independente de (77, 75);
e S =min(Z,C);
e 0y = Iipcoy;

® i3 = I{Z<C};
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[ J (513 == (51(53.

Observe que, devido & censura, 6; nem sempre é conhecido. No entanto, se §; nao é
conhecido, 03 = 0 e 013 sera igual a 0. Com estas defini¢oes, o conjunto de dados consiste
de n réplicas independentes. A = {(R;, S;, 02i, 034, 013i), ¢ = 1,--- ,n} das variaveis
observaveis (R, .S, d2,d3,d13). Por exemplo, para o i-ésimo individuo que apresentou os
dois eventos (intermediario e terminal) tem-se, A = {(R; = t1,S; = t9,09; = 1,03 =
1,013; = 1). Quando no i-ésimo individuo é observado s6 o evento terminal, entao
A = {(R; = t2,S; = tg,09, = 1,03, = 1,813, = 0). Quando o i-ésimo individuo s6
apresentou o evento intermediario tem-se A = {(R; = ¢, S; = t1,09; = 0,93, = 1,813, =
1) e finalmente, se nenhum dos eventos foi observado no i-ésimo individuo entdo A =
{(Rl =C, Sl =C, (522. = 0, 631' = 0, 5131’ = O)

Estimador cépula-grafico

Este estimador foi introduzido por Zheng e Klein (1982) para estimar a fungao de
sobrevivéncia sob censura dependente. Os autores assumiram uma copula para a distri-
buicao conjunta do tempo de falha e censura, e derivaram uma equacao de estimagao
para as fungoes de sobrevivéncia marginais. Mais tarde, Rivest e Wells (2001) adapta-
ram o estimador para copulas da familia Arquimediana para dados com estrutura de
riscos semicompetitivos e estudaram sua distribuicao assintética usando teoria de pro-
cessos de contagem.

Segundo Lakhal et al. (2008), dentre as trés propostas de estimagao para St, () (ndo
paramétrico de Fine et al. (2001), auto consistente de Jiang et al. (2005) e copula-grafico
de Zheng e Klein (1982)), o estimador copula-grafico apresentou o melhor desempenho
e é o apresentado a seguir. Cabe destacar que antes de obter o estimador copula-grafico,
deve ser estimado o parametro da copula 6 e, para isso, Lakhal et al. (2008) usam
equacoes de estimacao. Estas equacoes para as copulas Clayton, Frank e Gumbel sao
omitidas nesta secgao, detalhes podem ser consultados em Patino (2012).

Considere Sy (t) = gzﬁefl[gbé{gﬁ (1)} +¢3{Sn,(t)}]. Se t é o instante de falha observado

para o evento intermediario, entao

0a{S2(1)} = G{SEE (D} + ¢p{Sn(t)} e
${S2(t)} = dg{S2(t7)} = Gp{SEE()} — G {SRT (1)} + d{Sm (1)} — 65{Sm(t7)},
sendo S”%G (t) o estimador copula-grafico. Como T} nao é censurado por Tp no tempo t e
como Z = min(7},T3), entao este instante ¢ é também um instante de falha observado

para Z. Além disso, ¢ um ponto de descontinuidade paraAS’ 7(.). Por outro lado, t nao
pode ser instante de falha para T por continuidade e dai St (.) ndo salta no instante ¢.

Logo, pode-se concluir que ¢5{S7(1)} — dp{S2(t)} = 6,455 (1)} — 6a{SGE (1)},
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Somando estes termos para todos os instantes de falha observados antes de ¢, tem-se

> 65{S2(S)} — 0{S2(ST) = D 9{SLE (S} — dp{SEE (ST )}

Si<t;d13:=1 Si<t;d13:=1
=05{ SR (D)} — $6{ SR (Sk)} + ST (1)} — Ga{ SR (Sk-1)}
+ 0p{SE 7 (St-1)} — LS (Sh—2)} + -+ + ${ SR (S2)} — d{SE7 (S1)}
+ 0 {SE7(S1)}
_%{SCG( )},

em que k; ¢ o namero de falhas de x ocorridas em (0,t|.

Deste modo, obtém-se a seguinte expressao,

> 05{S2(8)} — 05{S2(S7)} = ${S5C (1)}

S;i<t;613,=1
Assim, o estimador copula-gréafico geral é dado por
SEO(t) = ;" [ > op{S2(S)} - ¢9{52(5{)}] :
Si<t;613;=1

Este estimador para as copulas em estudo depende da funcao geradora inversa.
Assim:

e Copula de Clayton

—-1/6
S5°() ({ S {82807} {8457 }} ) .

Si<t;013;=1

d e 0t5z(50}y _ 1
1+(€—9_1)exp{ E ln( o |

e Copula de Frank

A 1
S%G(t) = —5 In

e Copula de Gumbel,

SEO(t) = exp § — [ Y (=In(S52(5:))" = (~n(Sz(57))°

Si<t;613;=1

Depois de se obter um estimador de St (t), é possivel construir uma fungao de so-
brevivéncia conjunta semiparamétrica (devido ao parametro de dependéncia da copula)
dos tempos até a ocorréncia dos eventos intermediario e terminal.



2.3 ANALISE DESCRITIVA PARA DADOS COM RISCOS SEMICOMPETITIVOS 17

Na estimagao da funcao de sobrevivéncia bivariada, uma alternativa pode ser o es-
timador paramétrico que depende do estimador das func¢oes de sobrevivéncia marginais
dos tempos até a ocorréncia dos eventos intermediario, T, e terminal, T5. O estima-
dor semiparamétrico é baseado na funcao de sobrevivéncia bivariada dada pela copula
Arquimediana, sendo que é preciso conhecer as estimativas das fungoes de sobrevi-
véncia marginais dos eventos intermediario e terminal, dadas por S$¢(t1) e SEM(t,),
respectivamente. Assim a func¢ao de sobrevivéncia conjunta pode ser estimada como
S(ti,ta) = Co{SEE(t1), SEM(t2)} na regido 0 < t; < to.
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Capitulo

Modelo de regressao bayesiano para riscos
semicompetitivos

De maneira geral, em estudos nos quais os dados apresentam uma estrutura de ris-
cos semicompetitivos, tem-se interesse em dois tempos de falha: tempo até a progressao
(ou recaida) e tempo até o o6bito. Pela estrutura dos dados, observe que o tempo até
a progressao nem sempre ¢ observado. Quando observado, é necessariamente menor do
que o tempo até o 6bito. Em consequéncia, os dois tempos de interesse (tempo até o
evento intermediario e tempo até o evento final) sdo correlacionados ou dependentes.
Dessa forma, é importante que a dependéncia seja incorporada aos modelos propostos
para tais dados. Alguns autores propoem o uso de modelo de fragilidade compartilhada
(em geral, gama) para incorporar dependéncia, como pode ser visto em Patino (2012),
Zeng et al. (2012), Zhang et al. (2014), entre outros. Uma outra possibilidade é a utili-
zacao de copulas para a devida incorporagao da dependéncia entre os tempos, que é a
proposta deste trabalho.

Assim como acontece em estudos de sobrevivéncia usuais, € muito comum que dados
dessa natureza estejam sujeitos a censura. No contexto usual de sobrevivéncia, um dado
é dito censurado se ndo é conhecido o instante exato do evento (ou falha), mas sabe-se
que o evento (ou falha) ocorreu em um intervalo, antes ou apds de um certo instante.
Assim, existem varios tipos de censura, como censura intervalar a esquerda e a direita.

Na area médica, a censura a direita é o tipo mais comum por isso neste traba-
lho sera considerada apenas esse tipo de censura. Para uma discussao em geral sobre
censura, recomenda-se consultar, por exemplo, Lawless (2002), Klein e Moeschberger
(2003), Colosimo e Ruiz (2006) e Hosmer et al. (2008).

Assumindo que o estudo se restringe a um horizonte finito ou de duragao determi-
nistica, no caso de riscos semicompetitivos, o dado é considerado censurado se:

i) o paciente nao apresentou nenhum dos eventos antes da perda de acompanha-
mento, que pode ocorrer num instante aleatério do horizonte do estudo ou no fim
do estudo. A informacao disponivel é que os eventos intermediario e/ou terminal
podem ter acontecido apds essa perda de acompanhamento.
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ii) o paciente apresentou o evento intermediario, porém, nao foi observado o evento
terminal antes do fim do estudo, devido possivelmente ao fim do estudo ou a
perda de acompanhamento num instante aleatério antes da ocorréncia do evento
terminal.

De maneira geral, em estudos em que os dados apresentam estrutura de riscos semi-
competitivos e estao sujeitos a censura a direita, observa-se um conjunto de n individuos,
que sao acompanhados durante um intervalo méximo de tempo [0,7n). Para cada obser-
vacao na amostra, uma das quatro possibilidades a seguir pode ocorrer:

Caso 1. O individuo i apresenta o evento terminal no instante 75 e o evento inter-
mediario nao foi observado no intervalo [0, T3).

Caso 2. No intervalo de tempo [0,7) o individuo i apresenta o evento intermediério
no instante 77 e posteriormente o evento final no instante T3, com T} < Tp < n.

Caso 3. O individuo ¢ apresenta o evento intermediario no instante 77 e até o fim
do estudo nao ha mais informacao, ou seja, é censurado no instante n;, T} < n; < 7.

Caso 4. O individuo 7 nao apresenta nenhum dos eventos durante o tempo de acom-
panhamento, ou seja, é censurado no fim do periodo do seu acompanhamento 7;.

Considerando esta estrutura, no presente capitulo sao apresentados os modelos pro-
postos, descritos com detalhes na Secao 3.1, bem como a construcao da funcao de
verossimilhanga e a inferéncia bayesiana. Nas se¢oes posteriores sao especificadas toda
a modelagem e inferéncia incorporando as copulas ja discutidas. Sec¢ao 3.2 copula de
Clayton, Secao 3.3 copula de Frank e Secao 3.4 copula de Gumbel.

3.1 Modelagens propostas

Conservando a estrutura de anélise de Zhang et al. (2014), as modelagens propostas
possuem quatro componentes. No esquema apresentado na Figura 3.1 pode-se visuali-
zar as variaveis chaves dessas componentes. As caixas representam possiveis estados em
que um individuo, objeto de estudo, pode ser encontrado. Ao ser incluido no estudo, o
individuo ainda nao apresentou nenhum evento e fica na situacao inicial até que algum
evento ocorra. Se o evento intermediério ocorre, entao ha transi¢ao para a caixa evento
intermediario. O evento terminal seria um tipo de estado absorvente. O individuo pode
atingir esse estado sem percorrer o evento intermediario. Note que as linhas tém um
sentido e estao associadas a tempos de transi¢oes entre os estados que a linha liga. Na
transicao do estado inicial tem implicita uma variavel dicotomica FE, que indica se é
observado o evento intermediario ou nao, i.e., £ = 1 se o individuo apresenta o evento
intermediario e £ = 0 caso contrario. Assim, pode ser modelada a possibilidade de ter
ou nao progressao, sendo esta como o evento intermediario, dadas as covariaveis (x) e
o tratamento (A), ou seja, Pr(E = 1 | A, x) forneceria a probabilidade de progressao
dados A e x. Esta é a primeira componente das modelagens na qual é usado um modelo
logito como discutido logo adiante.

Para os individuos na populagao com progressao (E = 1), denota-se por T o tempo
decorrido desde a entrada no estudo até a ocorréncia do evento intermediario. Similar-
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Evento intermediario
Tk E =1 G

. F=0 NG ]
Inicio ™ ,\Evento termlnaD

Figura 3.1: Diagrama com as varidveis chaves das modelagens propostas na estrutura de riscos
semicompetitivos.

mente, denota-se por T o tempo decorrido entre a ocorréncia do evento intermediério
e o evento terminal. Por fim, para os individuos que nao apresentam o evento interme-
diario, denota-se Tp como o tempo decorrido entre o inicio no estudo e a ocorréncia do
evento final ou 6bito. Com os tempos assim definidos, as modelagens propostas sao do
tipo semi-markovianas.

Na notagao a ser utilizada, & € o vetor que representa as covariaveis basais. Considera-
se também uma varidvel A indicadora de tratamento ou placebo e denota-se por z o
vetor de covariaveis coletadas no instante da progressao, que podem incluir um fator
prognoéstico para indicar mudanca de tratamento. O vetor z é observado apenas para os
individuos em que E = 1. Ainda, inclui-se a variavel V' binéria, que indica a mudanca
do tratamento apo6s a ocorréncia do evento intermediario, ou seja, V' = 1 se houver
mudanga e V' = 0, caso contrario.

Pelo fato de os dados de IRC virem de cinco locais diferentes de tratamento, é de
interesse saber se é importante ou nao fazer essa diferencia¢ao nas modelagens. Portanto,
consideram-se duas situagoes:

1. todas as observagoes sao independentes (modelagem fixa);

2. as observagoes sao agrupadas e os tempos de falha de individuos pertencentes a
um mesmo grupo podem ser dependentes (modelagem mista). Nos dados de IRC
é feita a referéncia ao grupo como sendo a cidade que indica as localidades onde
ocorreram os tratamentos (Manizales, Monteria, Rionegro, Sincelejo e Tunja).

Todos os resultados apresentados aqui foram obtidos para as duas situacoes. Para
incorporar a possivel dependéncia entre os tempos de falha da situagao (2), considerou-
se um modelo misto, i.e, um modelo com efeito aleatoério, acrescentando-se uma variavel
latente com distribui¢cao normal.

Como a tunica diferenga entre as situagoes 1 e 2 é a inclusao do efeito aleatorio,
optou-se neste texto por apresentar a situacao mais geral, ou seja, com efeitos aleatorios
e destacar as diferencas com a situagao 1 quando for necessério.

Considerando os detalhes anteriormente expostos, a modelagem com efeitos aleato-
rios proposta apresenta as seguintes quatro componentes:

1. Modelo logito
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Modelagem da progressao da doenca em funcao de um conjunto de covaridveis
basais @ e uma variavel A indicadora de tratamento ou placebo. Nesta situagao é
usado o modelo logito, dado por

Pr(E=1|A x)
1-Pr(E=1|4x)

logit(Pr(E=1]| A,x)) = log ( ) =ap+Aaj+x ag, (3.1)

em que ag,; € g sao coeficientes desconhecidos. Por facilidade, denota-se o
preditor linear como Kp = ag + Aoy + ' cxs.

. Modelo Tp

Modelagem da fungao de taxa de falha (ou fungao de risco) quando nao hé progres-
sao e sim o evento terminal, 6bito, dadas as covariaveis iniciais & e o tratamento

A, dada por
hp(tp | Ay, E = 0,b) = ho(t) exp{ABy + =" ~, + b}, (3.2)
em que

- ho(+) é a fungao de risco basal desconhecida,
- (Bo, 7o) sao coeficientes desconhecidos da regressao (efeitos fixos) e

- b é o efeito aleatorio introduzido para incorporar a dependéncia entre ob-
servagoes pertencentes a um mesmo grupo sendo b ~ N (0, B). Sua funcao
densidade é denotada por ¢g(b|B). No caso do modelo sem efeito aleatorio,
esta variavel nao esta presente.

Para simplificar a notagao, denota-se o preditor linear de efeitos fixos por Kp =

ABo+ x " ,.

De (3.2) derivam-se as expressoes para as fungoes de sobrevivéncia e densidade
marginal, quando a ocorréncia é o 6bito, dadas respectivamente por

Sp(tp | A,x, E = 0,b) =exp{—Ho(tp) exp{Kp + b} };e
fD(tD | A, €T, E = O, b) :ho(tp) eXp{KD +b— Ho(tD) exp{KD + b}},

sendo Ho(t) = [y ho(s)ds.

. Modelos T e Tg

Modelagem da distribuicao de sobrevivéncia bivariada quando podem ocorrer os
dois eventos de interesse, progressao e 6bito, dadas as covariaveis basais & o tra-
tamento A, E = 1 e covariaveis medidas no instante da progressao z e V' por meio
da copula uniparamétrica:

SEG9<tE,tG ‘ A,:c,E = 1,Z,‘/,b) = CQ(SE(tE),Sg(tg) | A,a:,E = 1,Z,V), (33)
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em que Cy(-,-) é uma copula Arquimediana'. Neste contexto, a estrutura de de-
pendéncia, representada pelo parametro # € O, e as marginais que compoem a
distribuicao bivariada podem ser examinadas separadamente. A seguir serao apre-
sentadas as fungdes de sobrevivéncia marginal Sg(tg) e Sa(tq).

Modelo Tg

Para o tempo até a progressao T, a funcao de taxa de falha associada ¢ dada por
hp(tp | A, E = 1,b) = hi(tg) exp{AB, + x ', + b}, (3.4)
com

- hy(+) sendo a funcao de risco basal desconhecida,
- (f1,7,) sdo os coeficientes desconhecidos dos efeitos fixos da regressao, e

- b ¢ o efeito aleatorio, com b ~ N(0, B).
Denota-se o preditor linear de efeitos fixos por Kp = AB; +x "~,.

As funcgoes de sobrevivéncia e densidade de probabilidade associadas sao, respec-
tivamente,

Sg(te | Az, E =1,0) =exp{—H:(tg) exp{Kg + b}},e
fE(tE ’ A, €T, E = 1, b) :hl(tE> eXp{KE + b— Hl(tE) eXp{KE + b}},

com Hy(t) = [} hi(s)ds.

Modelo T

Analogamente, para o tempo até o 6bito apds a progressao T, tem-se que
ha(ta | AV, 2, E = 1,b) =hy(tg) exp{ABy1 + V(1 — A)Boy + 2 v, + b}, (3.5)
em que,

- hy(-) é a fungao de risco basal desconhecida,
- (B4,72) s@o os coeficientes desconhecidos dos efeitos fixos da regressao e

- b é o efeito aleatorio, com b ~ N (0, B).

Neste caso, o preditor linear é denotado por Kg = ABy + V(1 — A)Baz + 2 ,.
Relembremos que V' representa a variavel indicadora de mudanca de tratamento
e A a variavel indicadora de tratamento ou placebo. Portanto, observa-se que se-
gundo o termo V(1 — A) havera mudanga de tratamento quando no individuo foi
inicialmente aplicado um placebo (e nao o tratamento, i.e. A = 0).

LA expressao (3.3) sera apresentada com detalhes, assim como a fungao densidade conjunta associada
a cada copula que é usada neste trabalho, especificamente, nas segoes 3.2, 3.3 e 3.4.
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Com isto, tem-se que as fungoes de sobrevivéncia e densidade de probabilidade
sao, respectivamente,

Sa(ta | A, V.2, E = 1,b) =exp{—Ha(lc) exp{ K¢ + b}} e
fg<tG | AV, z, E=1, b) :hg(tg) exp{KG +b— Hg(tg) eXp{KG + b}},

em que Hs(t) = fot ho(s)ds.

Em seguida, a partir de (3.3), obtém-se a distribui¢ao conjunta dos dois tempos
de falha 2. A medida de dependéncia sera avaliada pelo coeficiente tau de Kendall
(79), como descrito no Capitulo 2.

. Distribuigoes basais

Na construcao dos modelos com riscos proporcionais, o modelo exponencial por
partes (piecewise exponential) ¢ bastante usado na literatura (Ibrahim et al., 2000)
(Zhang et al., 2014) para modelar a funcdo de risco basal. Neste trabalho, o mo-
delo exponencial por partes é escolhido para modelar cada uma das fungoes de
risco basal envolvidas na modelagem descrita nos items anteriores, i.e., para mo-
delar as fungdes de risco basais do evento terminal sem progressao hg(t), presente
na expressao (3.2), do evento intermediario h;(t) da expressao (3.4) e, do evento
terminal apds a ocorréncia do intermediario hy(t) da expressao (3.5). Para cada
fungao hp,(t),m = 0,1,2 considera-se uma partigao finita no tempo, através dos
pontos {Smo, Smi, Smas s Sma, }, m = 0,1,2, tal que $po = 0 < St < Sz <
Jm
o < Sy, =00 € (0,00) = |J Sm;, m=0,1,2. No j-ésimo intervalo, assume-se
j=1
uma fungao de risco basal constante, h,,(t) = A\nj para t € (Sm.,, 1, Sm.J,|. Defi-
nindo A, = (Mnt, -, Ay, ) |, & correspondente funcao de risco basal acumulada
para h,,(t) é dada por

j—1

Hm(t | Am) = /\mj(t_sm,j—l)—'—z )\mg<smg_3m,g—1>7 Sm,j—1 <t S Smyg, M = 0, ]_, 2.
g=1

(3.6)

Cabe ressaltar que incorporar a provavel dependéncia entre os eventos de interesse

é importante pois, segundo Hsieh et al. (2008), se a relagao entre os dois eventos inter-
mediério e terminal nao for completamente especificada, entao a distribuicao marginal
do tempo até a observacao do evento intermediério é nao identificivel devido & possivel
censura dependente.

3.1.1 Funcao de verossimilhanga

Uma vez definido o modelo, para fazer inferéncia sob o enfoque bayesiano é necessaria

a construcao da funcao de verossimilhanca. Para isso, é importante considerar o fato

2A distribuicdo conjunta também sera apresentada com detalhes, para as copulas usadas neste

trabalho, nas seccoes 3.2, 3.3 e 3.4.
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de que os dados estao sujeitos a censura a direita, conforme discutido anteriormente.
Relembremos que existem duas possibilidades quando uma observacao é censurada:

i) o evento intermediario é observado, porém o terminal nao é e
i) nenhum evento ocorre até o ultimo instante de observagao do paciente.

Observa-se que neste tltimo caso nao é possivel saber se o paciente pertence a popula-
¢ao que apresenta progressao (F = 1) ou a populagao que ird ao 6bito sem progressao
(E=0).

Seja uma amostra de N individuos. Sera analisado o caso de observagoes agrupadas
em que um efeito aleatorio criard dependéncia dos individuos num mesmo grupo. Ao
desconsiderar os efeitos aleatdrios tem-se o caso de individuos independentes. Suponha L
grupos com n; observagoes em cada grupo, [ =1,2,--- , L, tal que N = ny+ngo+---+ng
é o total de observacoes.

Sao definidas as seguintes variaveis:

o 1, se o individuo ¢ do grupo [ apresenta progressao,
i 0, se o individuo ¢ do grupo ! nao apresenta progressao.

e Y € o tempo observado da progressao do individuo ¢ do grupo (.
e Y, é o tempo observado de 6bito ou censura do individuo ¢ do grupo [.

1, se a progressao foi de fato observada no individuo ¢ do grupo [ no
° dy = tempo Ygi,
0, se a progressao nao foi observada no individuo ¢ do grupo (.

o v — 1, se Y representa tempo de 6bito do individuo ¢ do grupo I;
4701 0, se Yy representa tempo de censura do individuo i do grupo I.

A = 1, se o individuo ¢ do grupo [ estd em tratamento;
470 0, se o individuo ¢ do grupo I é controle e recebe placebo.

e x; ¢ o vetor das covariaveis basais do individuo ¢ do grupo [.

e z; ¢ o vetor das covariaveis coletadas apos a progressao do individuo ¢ do grupo

.

1, se houve mudanga do tratamento no individuo ¢ do grupo [ apoés
o V= progressao,
0, caso contrario.

¢ a variavel latente, compartilhada por todas as observacoes do grupo [, [ =
1,2,---, L. Neste trabalho, assume-se que by, by, -+ , by sao variaveis aleatorias
i.i.d, com distribui¢ao normal de média zero e variancia B.
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Note que F nem sempre é conhecida. De fato, se d = 1 entao E = 1, porém se d = 0,
a observacao foi censurada e entao E nao é conhecida. Assim, os dados observados no
caso do modelo com efeitos aleatorios sao denotados por

Dovs = {Yir, yeir, dir, var, A, Vi, i, zag, 0 = 1, -+ g, L =1,--- | L}.
No modelo sem efeitos aleatérios os dados observados sao
Dobs - {yza YEi, diavia Ai7 V;a x;, Ziai = 1a Tt 777’}'

Em decorréncia da censura, devem ser considerados os quatro casos, comentados ao
inicio deste Capitulo, para a construcao da verossimilhanca descrita a seguir:

Caso 1. O evento intermediario da progressao da doenga nao é observado. Neste
caso, os individuos apresentam sé o evento terminal: 6bito no instante y;;. Se o i-ésimo
individuo do [-ésimo grupo apresenta este caso, os dados observados sao

Dy = (ya,diy = 0,vy = 1, Ay, Vg, ).

Neste caso, F; é conhecida e igual a zero. A contribuicao para a funcao de verossimi-
lhanga de um individuo neste caso incluiré as componentes (3.1) e (3.2) da modelagem,
e sera dada por

Lia(e, BosYos Xos 07 | D, b)) =Pr(Ey = 0| Ay, i) folva | A, Ta, by). (3.7)

Caso 2. Os individuos neste caso apresentam os dois eventos de interesse: progressao
no instante yg; e 6bito no instante y;. Portanto, os dados observados para o i-ésimo
individuo do correspondente grupo [, neste caso sao

Dy = (Ypir, Yai = Ya — Yei, du = 1,vq = 1, Ay, Vi, 2, zar).

A contribuigao para a fungao de verossimilhanga incluird a componente (3.1) e a fungao
densidade bivariada associada & copula (3.3). Logo,

LQil(a7 517 Y1, Al? 1627 Yo, A27 07 O-I? | Dila bl) =
Pr(Ey = 1| Ay, xa) fec, e, Yo | A, Vi, T, za, b). - (3.8)
Neste caso, tem-se que d; = 1,v; = 1, o que implica que Ej;; é igual a 1. Observe que

frc, depende da copula escolhida, para Clayton sera a expressao (2.4), para Frank a
expressao (2.6) e para Gumbel a expressao (2.8).

Caso 3. Os individuos aqui apresentam sé o evento intermediario da progressao da
doenca no instante yg; e sao censurados & direita no tempo y;. Assim, se o i-ésimo
individuo do grupo [ estiver neste caso, tera como dados observados

D; = (yEila Yac;1 = Yit — YEil, dy = 1,vy = 0, Ay, Vig, T4, Ziz)-
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A contribuigao a fungao de verossimilhanga correspondente contém as componentes (3.1)
e a probabilidade bivarida associada & copula (3.3) de observar o evento intermediario
e sobreviver ao final é dada por

L3il(a7 517717 )\17 /627 Y2, AQ; 67 O-l% | Dil7 bl) =
Pr(Ey =1 Ay, z0)Pr(Yea = yeu, You > yeiu | Au, Vi, Ta, zi, b)) =
Pr(Ey; =1] Ay, zy) fec, e, v | Au, Vi, T, za, bi)du, (3.9)

Yail
em que fgg,(u,v) corresponde a funcdo densidade conjunta, indexada pelo pardmetro

0 da copula. Assim como no caso 2, tem-se aqui que F; = 1 é conhecido.

Caso 4. Os individuos neste caso nao apresentam nenhum dos eventos de interesse,
ou seja, o i-ésimo individuo do [-ésimo grupo neste caso foi censurado no instante y; e
nao apresentou progressao antes de y;;. Portanto, seus dados observados sao

D, = (yihdil =0,vy = OuAilywil)u

e, entao,

L4il(a7 BO) Yo, AOy 517 Y1) Alv 07 O-l? | Dila bl) =
Pr(Ey =1|Au,x4)Se,(ya | Au,xa) + Pr(Ey = 0| Ay, 2i)Sp(ya | Au, za) =

Pr(Ey — 1| Ay, @) / / Fues (1,0 | A, @) dvdu
0

Yau

+Pr(Ey = 0| Ay, i) Sp(ya | Aa,za). (3.10)

o0

Observe que, neste caso, o valor assumido por FEj; nao é conhecido.

Denotando por Dy = (Dy,i =1,--+ ,n;,l =1,2,--- | L) o conjunto dos dados ob-
servados, com D;; definido para cada uma das situagoes anteriores, a funcao de verossimi-
lhanca total para o vetor de parametros € = (', Bo, 74, Ag» 51,71 A1 Bs .9, Ay ,0) "
e B é dada por

L 00
L(gaB ’ Dobs) :H/ f(Dobs ‘ bl).g(bl ‘ B)dbl
=177

L oo T H{dilzo}
:H/ H <[L1il(a750770,>\0 | Dil;bl)] vy =1
=177 i=1

d;;=1
X [LQil(a751771’Alaﬁ2a727k279 | Dilybl)]ﬂ{vilzl}
d;;=1
% [Lai(ct, B1, 71, At Bay Yas Moy 0 | Dy, b)) =0}
d;=0
X [Laa(ex, Bo, Yos Ao, B, Y15 A1, 0 | Diz,bz)]ﬂ{v”zo})g(bl | B)db;.

(3.11)
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3.1.2 Inferéncia bayesiana

A seguir é descrita a distribuicao conjunta a posteriori, a partir da informacao dos
dados segundo a func¢éo de verossimilhanga (3.11) e uma distribuigado a priori para o
vetor de parametros € e a variancia do efeito aleatério B. Posteriormente sera apresen-
tado o algoritmo para implementar tal distribuicao a posteriori de tal forma que seja
possivel obter estimadores para os parametros desconhecidos.

Distribuicao a posteriori

Como indicam Lesaffre e Lawson (2012) (p. 245) e Zeng e Karim (1991), na analise
de um modelo linear ou linear generalizado com efeitos aleatorios sob um enfoque baye-
siano, os parametros &€ e B sao variaveis aleatorias tratadas conjuntamente com os dados
observados D, e 0s nao observados b, [ = 1,2,--- | L, de tal forma que a distribuicao
a posteriori (&€, B | D) € dada por

Hf F(Dos|bi)g(bi| B)7 (&, B)dby L(¢, B | Dys)7(€, B)

(&, B | Dops) = " [L(€,B| Doyo)7(€&, B)d€dB’

/ H [ f(Doss|b)g(bi| B)r (€, B)dbdédB

Considerando o denominador como a constante normalizadora, independente dos
parametros, tem-se que

(&, B | Dops) x L(E, B | Dops)7(€, B), (3.12)

em que L(&, B | Dgs) € a fungdo de verossimilhanga (3.11) e w(§, B) é a distribuicao a
priori conjunta para o vetor de parametros £ e B. Assumindo independéncia entre a,
(Bo,Y0)s (B1,71)s (Ba,¥2), Aoy A1, A2, 0 e B, a distribui¢do a priori conjunta pode ser
expressa como o produto das distribui¢oes a priori marginais, ou seja,

m(&, B) = ma(a)mo(Bo, Yo)m1(B1, 1) T2(B2: Y2) Toa(Ao) Tia (A1) max (Ae) 7 (0) m(B).
(3.13)

A distribui¢ao a priori w(€, B) é composta por normais para os parametros asso-
ciados aos preditores lineares, gama para os parametros das funcoes de risco basais,
gama inversa para o parametro # quando é usada a copula de Clayton, normal para 6
quando é usada a copula de Frank, normal truncada no intervalo [1, 00) para 6 quando
tem-se a copula de Gumbel e, finalmente, gama inversa para a variancia do efeito aleato-
rio B, como observa-se regularmente serem usadas na literatura. Assim, como propéem
Lesaffre e Lawson (2012) e Zhang et al. (2014), e ~ N,,(0,3,), (80,74 )" ~ Ny, (0, ),
(Br,v1) ~ N,y (0,3), (By,79) ~ N, (0,%,), em que p,, po, p1 € P2 sdo as dimen-
soes correspondentes aos respectivos vetores de parametros dos preditores lineares e
as matrizes de varidncias e covariancias X,, Xg, 2; € X9 sao os hiperparametros pré-
especificados. Para \y; sdo assumidos Ay; ~ Gama(ay;, by;) com média ay;/by; e vari-
ancia akj/bij para j = 1,---,Jy e k = 0,1,2. Para 6, na copula de Clayton tem-se
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0 ~ Gamalnv(rg,sp) com média ¢p/(kg — 1) e variancia (sp)?/[(kg — 1)*(kg — 2)], na
copula de Frank 6 ~ N(0,02) e na copula de Gumbel § ~ NormalTrun(0, 57,1, 00) com
fungao densidade f(0) = exp{—02/202}/v2r(1 —®(1/04)), § > 1 e ®(-) sendo a funcio
de distribui¢ao normal (detalhes da distribuigdo normal truncada podem ser encontra-
dos em Burkardt (2014), Johnson et al. (1994)). Para a variancia do efeito aleatorio B
¢ assumido B ~ Gamalnv(kp,sg).

Para estas distribuicoes a priori, sao especificados os hiperparametros como ¥, =
1000Ip,, 2 = 1000Ipy, 31 = 1000Ip,, 39 = 1000Ips, em que Ip,, Ipy, Ipy, Ips sao as
respectivas matrizes identidade. Os demais hiperparametros foram considerados como
Qo = bOj = 0,01, ay1; = 0,25,b1j = 0,05, Qo5 = sz = 0,01, KRg = G = 0,01, O'g = 1002
e, finalmente é escolhido adequadamente kg = 3 e ¢g = 2. Estas configuracoes sao
conservadas tanto para o estudo de simulagao quando para a aplicagao.

Algoritmo amostrador de Gibbs

Apos obter a distribuigao a posteriori (3.12), o passo a seguir na inferéncia bayesiana
consiste em amostrar os parametros desconhecidos que compoem tal distribuicao. Como
sera mostrado posteriormente, independentemente da copula a ser usada na modelagem,
a distribui¢ao a posteriori (3.12) nao possui uma expressao reconhecida e, portanto, nao
¢ uma tarefa simples amostrar os parametros desconhecidos desta distribuicao.

Para obter amostras dos parametros em (3.12) serao usados métodos de simulagao
Monte Carlo via cadeia de Markov (MCMC), que constituem uma classe de algoritmos
de simulagao sequencial. Na literatura sao referenciados varios métodos para construir
cadeias de Markov, sendo que os mais usados sao Metropolis-Hastings e amostrador de
Gibbs.(Bonat et al., 2012)

O amostrador de Gibbs (Geman e Geman, 1984) amostra distribui¢oes multivaria-
das de forma desconhecida de um vetor de parametros @ = (6y,--- ,0;)", a partir de
amostragens sequenciais das distribui¢oes condicionais individuais [0; | 0_;] que, apos
um conveniente periodo, convergem para a distribui¢ao estacionaria. A ideia é amos-
trar de (3.12) o vetor de parametros £ e a variancia do efeito aleatério B a partir da
distribuicao marginal de cada parametro condicional aos demais parametros. Quando
estas distribui¢coes marginais nao puderem ser amostradas diretamente, dado que sua
densidade nao é conhecida, sao usadas outras estratégias de amostragem, tais como:
amostragem por aceitagdo, amostragem por rejecao adaptativa (Gilks e Wild, 1992) e
amostragem por fatias (slice sampling) (Neal, 2003), entre outras. Neste trabalho é usado
o amostrador por fatias dado que nao requer muitos supostos da fun¢ao a ser amostrada.

Observando que (&, B | D,ys) € uma distribuigao a posteriori complexa, tanto pelo
efeito aleatério quando pela censura, a introducao de variaveis latentes faz com que a
distribuicao a posteriori fique analiticamente tratavel, como sugerido por Paquet (2008).
Neste caso a ideia é usar amostragem de dados aumentados, cujos precursores foram
Tanner e Wong (1987).
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A estratégia do algoritmo de dados aumentados € inserir variaveis latentes para lidar
com as quantidades de variaveis desconhecidas presentes na fungao de verossimilhanca
e, assim, obter uma distribuicao a posterior: aumentada da qual seja mais natural amos-
trar os parametros envolvidos.

Neste caso, para lidar com o vetor de efeitos aleatorios, utiliza-se as quantidades
b= (b,l=1,---,L), com L sendo o namero de grupos. Similarmente, para lidar com
a censura ¢ usado o vetor E* = (Ef,i € A3) em que Ay ¢ conjunto formado pelos
individuos observados no caso 4. Como consequéncia, dados D, b e E*, a distribui-
cao a posteriori w(&€, B | Dys, b, E*) é mais facil de ser obtida do que a distribuigao a
posteriori original 7(&, B | Dps).

Para obter a distribuigdo a posteriori de interesse, w(&€, B | Dops), geram-se valores
b e E* através de (b | Dyps) € m(E™ | Dyps) € entao calcula-se m(&€, B | Dyps, b, E¥)
com as variaveis geradas de b e E*. Porém, como estas distribui¢oes para gerar b e E*
dependem de 7(&, B | D,ps), torna-se necessario um algoritmo iterativo e neste ponto é
usado o amostrador de Gibbs. A inser¢ao de b e E* é um mecanismo para facilitar a
amostragem dos parametros desconhecidos.

Uma vez obtida a distribuicao a posterior: aumentada, obtém-se a distribuicao a

posteriori desejada como marginal da aumentada. Supondo b independente de E*, tem-
se

(&, B | Dops) = / Z (&, B | Doy, b, E)1t(b, E* | Dy )db

OOE*
/ > 7(& B | Dops, b, E)(b | Doy )w(E" | Doys)db
OOE*
/ > " w(€,B.b, E" | Dy, )db
OOE*
- L S B obs)ﬂ-(E, B)

Assim a distribuicao a posteriori aumentada fica expressa por
(&, B,b, E* | Dy) x L(€, B, b, E* | D) (€, B). (3.14)

Observa-se que a expressao (3.14) corresponde a distribui¢ao conjunta dos paré-
metros e efeitos aleatérios da qual, como explicam Zeng e Karim (1991), obtém-se as
distribuicoes marginais que podem ser amostradas através do amostrador de Gibbs.

Detalhes da obtengao das distribuicoes marginais com os respectivos algoritmos de
Gibbs sao descritos para cada copula considerada neste trabalho nas sec¢oes a seguir.
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3.2 C(Copula de Clayton

Para a modelagem bayesiana descrita previamente usando a copula de Clayton, ini-
cialmente obtém-se as distribuicoes de sobrevivéncia e densidade bivariadas que serao
necessarias para a construgao da fungao de verossimilhanga (3.11).

Como descrito na Secao 2.2, a copula de Clayton é dada por Cp(u,v) = (v +v7¢ —
1)76. Com u = Spty | Az, E = 1,b) ev = Sglte | Az, E = 1,b
sobrevivéncia conjunta de Tr e Ty para a componente do modelo (3.3
como

a funcao de
fica expressa

);
)

1
0

Sk, (te.ta | A x,b) = ([exp{—Hi(tp)e"" ™} + [exp{—Ha(te)e" ™} ~% — 1)
= (exp{0H, (tp)e" "™’} + exp{0Ha(te)e o} — 1)_% . (3.1p)
A funcao densidade bivariada fica dada por
fea,(te,ta | A, V,x,2,b) =

(1 4+ 0)hy(tp)efetPhy(tg)eletl exp{OH, (tg)efET + O Hy(tg)efe Tt}
[exp{OH, (t)eKe+0} + exp{0Hs(tg)eRe+t} — 1772

(3.16)

Logo, a partir de (3.15) e (3.16) s@o obtidas as expressoes da contribuigao de cada caso
a fungao de verossimilhanga (3.11), segundo o individuo i e o grupo [. Como indicado
nas equagoes (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10), tem-se, respectivamente. Os detalhes de como
chegar nestas expressoes podem consultados no Apéndice A.

1

mho(yu |)\o)eKDiz+bl exp{—Hy (yil‘Ao)eKDil+bl},

- Llil(a7ﬁ07’707)‘0 ‘ Dil?bl) =

eKri

- Lou(x, B1,71, A1, Ba, Y2, A2, 0 | Dy, by) = m(l +0)
y hy(ygia| A1) e B hy (yaa| Ae)eX it exp{0 Hy (ypa| A1) eX BT + 0 Hy (you| Az )eReitor}
[exp{0H 1 (ypa|A1)efeath} 4 exp{0Hy (yai| Ae)efcuth} — 1]%+2

Y

- L3il(a7 617 Y1, Ala ﬂZ? Y25 AQ? 0 ’ Dil’ bl) -
L+ Rt [exp{OH, (ypa| A Jeleatt} 4 exp{0Ha(yau| A Jefcithi} — 1]5+

_ L4i(a,/60,'707>‘0,51,’71,)\1,9 | Dz‘l,bl) —
K pil
e exp{—H, (yilp‘l)eKEilerl} + eXp{—HO(yil‘)\O)eKDil+bl}_

1+ efril 1 + eKril
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Com isto, finalmente a distribuicao a posteriori (3.12) para a copula de Clayton
pode ser expressa como

L oo M {zl D}
]' . X vy =1
7T(€,B ‘ Dobs) X <| | / | | {mho(yil’Ao)eKDzl+bz eXp{—Ho(yu|)\0)eKD”+bl}]
=197 =1
SR [exp{OH, (ypal A )=} + exp{H (yaal AoJelen iy — 1]+
1—|—eKPil 1\YEil|N1 2\YGil |7\2

x (1 4+ 0)hy (| A1) e 210 hy (yqu| Ao ) e

{020}
x exp{OH (ypa| A1)e"E + O Hy (yaa| Ag)e et}

i =1
[ epi ha (Y| A )eEEtb exp{0 Hy (ypu| Ay )eKzath) ] (o)
1+ eFPit [exp{OH, (ypa| Ay )eKeatti} + exp{OHy(yaa| Ao )efoitb} — 1]
. d;;=0
X ﬂexp{—}[ (y. |)\ )eKEiH‘bl} + 1 exp{—H (y. ‘)\ )eKDil“’bl} Hou=ol
1 + eKpPu 1 Jit] A 1 + eKpu OVl ]720

2

b
X (27rB)_% exp{ - i}dbo <exp{—0,5(a0,a1, o) S (g, a1, a0}

X eXp{_()? 5(507 7J)T2_1(507 7(—)r)} exp{—O 5(61 ’YI)TE_I(ﬁla 71)}

x exp{=0,5(85,73) 5" (B2",73)} H Ao? " exp{—bo;Aoj } H AP exp{—bihi;}

S exp{_ijAQj}<g)“9+l so{ -2} (5) e {-2}). e
j=1

B

Como a distribui¢ao a priori dos parametros nao muda, a distribuicao a posterior:
aumentada (3.14) fica expressa por

=1 =1

{ =1y
, 1 0=t
7T(€, B, b, FE | Dobs (H H {m (yzl|>\0) Kpi+b exp{ H, (yu|>\o) Kpi+b }:|
Kpi Kt P (142)
X {—1 1 oK [exp{0H, (ygal \)e™ 2} + exp{@Ha(ygu| Ag)e™ et} —1] 7077 (1 +-6)

{420}
X hi(yYpi| A1) e 1 hy (yair| A2 )™ e exp{ O Hy (ygi| A1)e™ 21 4+ 0 Hy (you| Ao )e Gt} l

d;=1
l oKri ha (yga| Ay )eSEa exp{OH, (ygu| Ay e+t } } o=}
1+ 5P [exp{OH, (yga| Ay JekEutt} + exp{0Hy(yau| A )eKoith} —1]a+
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oK pil B
X |:(— eXp{—Hl(yil‘)\1)8KEil+bl}) (

1 + eKPZl

M o)
meXp{_HO(yil‘AO)eKDil+bl}) ]
2

x (sz)*%exp{ 2bB}) €, B). (3.18)

Para amostrar de (3.17), aplica-se o algoritmo amostrador de Gibbs, mais espe-
cificamente Gibbs multi-estagios (Robert e Casella, 2004) a distribui¢do a posteriori
aumentada (3.18). Para implementar essa amostragem, primeiramente sdo obtidas as
distribui¢oes condicionais completas de cada parametro dados os parametros restantes,
como descrito a seguir.

1. Distribuigao a posterior: condicional completa de A

Pela independéncia entre alguns dos pardmetros, como pode-se observar de (3.18),
tem-se que

(AO | ﬁ07707517717>‘17/62a727)‘2797aaB7b7 E*aDobs) = (AO ’ BOa’YOvba E*aDobs)-

Assim,
L n :0}
(Ao | Bo, Yo, b, B, Dops) ox HH [ho(yirl Xo) exp{—Ho(yi| Xo)e KD”H)’}] b=
=1 i=1

X [exp{—Ho(yuP\g) KDZlerl} (= EZ)H{ 0}:l_‘[)\aoj eXp{—boj)\oj}. (319)

O logaritmo da distribuigao a posteriori, que serd denominada fungao log-posterior:
a menos de uma constante, ¢ dado por

L
L(m(Xo | Bo: Yo, b, E*, Doys)) ZZH{;; N (log(ho(yi| Xo) ) —Ho (yir| o )eKPatbr)
=1 =1
Jo
- ZZ — E){ =0 Ho(yal M)+ 3 (ag; — 1) In(Ay) — bojhos.
=1 =1 j=1

2. Distribuicao a posteriori condicional completa de A;

Pela independéncia dos parametros, neste caso tem-se que

()‘1 | B07707A17517717/82a727A2a9aaaBaba E*yDobs) =
(Al | 51,’71,,62,")’2,A2,0,b, E*aDobs)-
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Assim, de (3.18) é simples ver que

Tr(Al | 617 Y1, ﬂ27727 AQ? 87 b7 E*a Dobs) X

n ) dil:1
S [ I (yal M) exp{OH (yal Ay)e<Fa o} T{vuzl}
=1 i=1 [exp{eHl(yEzl’)\l)eKE”erl} + eXP{9H2(szl’)\2)€Kc’l+bl} ]5 2

[ hi(yma| A1) exp{0H; (yga| A1 )e B tor} } {”li o}
[exp{OH: (ypi| A1) eatb} + eXp{9H2(yGilP\Q)eKG“H)l} — 1ot

x exp{—E3I{& =0V Hy (yal A e KW"Z}HA”“ exp{—bi; i},

7=1

sendo que a funcao log-posteriori é dada por

£( (Al | Bl 717/827727A27(97 b> E*aDobs)) =

Z Z (H{vzf 1+ ]I{Ulf é}) (In(hy (yga| A1) + O H; (yga| Ay )eFith)

=1 =1

- ZZ ((5+2)nczhy + (5 +1)18zh)

=1 i=1

X ln(exp{@[—h(yEil|)\1)eKE“+bl} —+ eXp{0H2<yGil‘)\Q)GKG“+bl} — 1)

J1
- Z Z E;T{S=0YH (ya| Ay e Pt 4 Z(alj — 1) In(Ay5) = bijAy.
=1 i=1 j=1

3. Distribuicao a posteriori condicional completa de As

Pela independéncia dos parametros, segue que

(AQ | /307707Alaﬁla’ylﬂAlaﬁ2772707aaB7b7 E*aDobs) =
(A2 | 517717Alaﬁ2772707b7 Dobs)-

Portanto, a partir de (3.18) a distribuigao a posteriori condicional completa de Ay
é dada por

W(AQ | 617 Y1, Alu ﬂ27 Y2, 8) bu Dobs) X
n ) dj=1
S ha(yaa| A2) eXP{9H2(yGil’)\2)€Kc’l+b’} T{”il—l}
]

E ];11: [[exp{@Hl (yEil’Al)eKEilerl} -+ eXp{GHQ(yGil])\g)eKGilJFbl} -1 %+2
{ 1 {3420}

X 1

[exp{@Hl (yEil\)\l)eKEil} -+ eXp{HHQ(yGil])\g)eKGil} — 1]§+1

X H )\an_l eXp{—ij)\Qj},
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e a funcao log-posteriori é dada por

L

E(W()‘Q ‘ 51771a>\1a/6277279a b, Dobs ZZH{J; i}<1n hQ(szl’)‘Q))

=1 =1

+ 0Hs (yci| ) KG”“") ZZ(( +2)]I{v” 1}+< +1>]I{v” ; )

X ln(exp{@Hl(yEil])\l) KE”erl} + eXp{9H2<yGil|)\2)€Kcil+bl} — 1)
J2

+ Z(agj — 1) ln()\gj) — bgj)\gj.

J=1

4. Distribuicao a posteriori condicional completa dos coeficientes da regressao asso-
ciada ao evento terminal (o, ~,)

Relembrando que o preditor linear dos efeitos fixos sao Kp; = Ayfy + :ciTl'yO e,
pela independéncia entre parametros, de (3.18), pode-se observar que

(ﬁﬁ?ﬁy() | AO;ﬁ17717A17/827727A2767a7B7b7 E*aDobs) - (60770 | A07b7 E*aDobs)'

Logo, a distribui¢ao a posteriori condicional completa de (fSy,~y,) ¢ dada por

L mn 40
(B0, Yo | Aoy b, B*, Dy) oc [ [ [[le"2* exp{—Ho(yalxo)e P+t }) =}

=1 i=1
* il:0
x [exp{—Ho(yu|Xo)e KD”H"}] (1= Fi) o =0k exp{—0,5(80, 7o) 5" (Bo,7g ) }-
(3.20)

A funcéo log-posteriori de (5y,7,) ¢ dada por

L(7(Bo,Yo | Aoy E*, b, Dops)) Zzl{vf V(B pa = Ho(ya|Xo)e™ 21 *)

=1 =1

—~ ZZ — E3){5=0Y Ho(ya| Xo)e 21+ — 0,5(8,74 ) "S5 (Bo, g ).

=1 =1

5. Distribuicao a posteritori condicional completa dos coeficientes da regressao asso-
ciada ao evento intermediario (S, ;)

Relembrando que o preditor linear de efeitos fixos é Kg; = AuB1 + :I:J’yl e pela
independéncia entre parametros, tem-se que

(517’71 ’ ﬁ07’707A07A17/827727)‘2707a7Bab> E*ﬂDObS) =
(61,791 | A1, Bs, Y9, A2,0,b, E* Dy,). Portanto, de (3.18) pode-se observar que a
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distribuicao a posteriori condicional completa de (f1,7y,) é expressa como

W(Bhp)/l | A17/627'727A2787b7 E*aDobs) X

L ny

1

1=1 i=1 [[eXp{9H1(yEiqu)eKE”erl} + exp{0 Hy (ygi| A )eKeatb} — 1]
{3420}

{121}
exp{Kgi + 0H, (ypi| A )eSeatl} ] =
2

> exp{ Kga + 9H1(yEi1|>\1)eKE“+bl}
lexp{0H (ygu|A1)eEratt} + exp{0H,(ygu|A2)eKcatbi} — 1]$+1
x exp { ~ EAT{ =0 (yal A)e™ = exp{—0,5(81,7]) S (8,71}

e a funcao log-posteriori é dada por

E( (617’71 | >‘17/827’727)‘2797 ba E*vDobsabl)) -

Z Z (H{v” 1 I{ 1}) (K i + 0H, (ypa| A, e <Eath)

=1 =1

DR N(CEDNCEIRICRNNES)

X ln(exp{9H1 (yEil’)\l)eKEil‘f‘bl} + eXp{HHQ(yGH])\g)eKG“er’} — 1)

- Z Z Ez*l]l{v” O}Hl(yzl|>‘1) Keuth Oa 5(617 7I)TEI1<ﬂ17 7?)

=1 i=1

6. Distribuicao a posteriori condicional completa dos coeficientes da regressao asso-
ciada ao evento terminal apds a ocorréncia do intermediario (3, 75)

Relembrando que o preditor linear dos efeitos fixos neste caso sao Kgy = Ao +
V(1 — Ay) B2 + 274 e considerando a independéncia entre parametros, tem-se
que (627 Y2 | B07 Yo> AO? ﬁla Y1, )‘17 )‘27 07 (O Ba b7 E*a Dobs) ==

(B, Yo | B1,7v1, A1s A2,0,b, Dyys). De tal forma, nao é dificil ver de (3.18) que a
distribui¢ao a posteriori condicional completa de (8,,7,) €

71—(/62772 ‘ B1771>)\1>)\2797D0bs>bl) X

d;1=1
L n H{vzézl}

exp{ Kqa + 0Ha(yci|Ao)efcutb}
1=1 =1 | |exp{0H 1 (ypa| A1 )eleath} 4 exp{0 Hy(yau| Ao )eBeutt} — 1]%”
420}

1
X
[[exp{@Hl (yEil‘Al)eKEil+bl} + exp{QHQ(yGil|)\2)eKGi+bl} — 1]%4_1
x exp{—0,5(85,73) 5" (B, 73)},
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com a funcao log-posteriori dada por

L

E(W(B%’VQ ’ 517’717)‘17)‘271)7 0, Dobs ZZ]I{J; %} Kei

=1 =1

1 _
K l+b =1 dy=1
+ OHy(yaalAg)e e ZZ ((5+2)rczhy + (5+1)1e8=0)
X ln(exp{ﬁl-h (yEzl|)\1) KE”erl} + exp{@[—[g(ygﬂ|)\2)eKG“+bl} — 1)
—0,5(85,7:) " 251 (85,73 ).

7. Distribuicao a posteriori condicional completa da variavel latente E*
Para o vetor de variaveis latentes E*, de (3.18) pode-se observar que

(E* ‘ 60770a>‘05617’717)‘bﬁ27727A279707B:bv DObS) =

(E* | o, Bo, Yo, Ao, B1, Y1, A1, 0, b, Dops). De tal forma vemos que a expressao da
distribuicao a posterior: condicional completa para E* pode ser expressa como

L n
7T<E* ‘ a7 ﬁ()’ ’707 AO, Bl, '71, Al, 97 b7 DObS) X H H
1=1 i=1
B g HoZo)
oxp { Kpi — Hy(ya| \)e" =00} 17 Fexp { —Ho(ya| A)e" P+ } i
1+ eKru 1 + eKpi
(3.21)

8. Distribuicao a posteriori condicional completa do parametro da copula 6
Novamente, considerando a independéncia entre parametros, tem-se que
(0 Bos Yo Aoy B1, 715 A1, Bay Yoy A2, @, B, b, EY, Dgys) =
(0] Br, 71 A1, Ba, Y2y A2, b, E7, Doys).

Assim, podemos ver de (3.18) que a distribuigao a posteriori condicional completa
para 6 fica expressa como

(0| B, 71, AL, By Yoy A2, b, B, D) o

d;;=1
T [ (14 0) exp{0H, (ypa|X1)efEat0 + O Hy (ygu|Ag)eKeutti} r{vifl}
lexp{OH (ypa| Ay )eKeattik + expl{fHy (yau| Ao )eKenth} — 1]7+2

I=1 i=1
% |: eXp{0H1<yEil|A1)eKEi+bl} :| {Zl 0}
[exp{OHy (yal M )eXmit} 4+ exp{0Ha (yga|Xo)eKou+h} — 1]5+!

()" e { -7}
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e a funcao log-posteriori por

( (9 | 517717A17/827727)\27b7 E*7Dobs)) -

ST E (1 4 0) 4 O, (A 4 Hofyul Ao )

=1 i=1

o3 St 3555 (3 ity + (3 )

=1 i=1

X L) In(exp{OHy (yral A" ™} + exp {6 Ha(yga Ao )e ot } — 1)

— (kg + 1) log(#) — %.

9. Distribuicao a posteriori condicional completa dos coeficientes do modelo logito

10.

8

Pela independéncia dos parametros, pode-se observar que de (3.18),
(a | 507 Yo, )\07 617 Y1 Ala ﬂ27727 AQ? 87 B7 bv E*, DObS) - (a | E*7 DObS)'

Finalmente, relembrando que Kp; = ag + Ajoq + :c;ag, tem-se a distribuicao a
posteriori condicional completa de v dada por

7T(a | E~ Dobs) X
oKpi ]H{iﬁf DI ZER I 20} { 1 }u{fiﬁ_?}+(1_E;§)n{jﬁ_8}

T [+

X exp{—O,5(040,al,a;)TEgl(ao,al,a;)}. (3.22)

1+ eXpil

com a fungao log-posteriori dada por

L
L(ﬂ-(a | E*7DObS - ZZ H{vu 1}+H{vzi é ]I{vx 8 )
=1 =1
L
x In(exp{—Kpy} +1) ZZ I{%=0} + O =01 In(exp{ Kpu} + 1)
=1 =1

—0,5(ag, aq, aQT)TEgl(aO, oy, a;)

Distribuicao a posteriori condicional completa da variancia do efeito aleatorio B

Observe que de (3.18), a variancia B s6 depende do vetor de efeitos aleatorios b,
ou seja,

(B | 607707)‘07617717A17ﬁ2a72a>‘2a9aa7b7 E*7D0b8) - (B | b)

Assumindo que os efeitos aleatorios b = (by, -+ ,br)" sdo i.i.d Normal(0, B), tem-
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se

i [t (- )G el 5)

~r) teo {50 (5) e { - )

() e { - B (ER L))

L . Zlel b12
Portanto, (B | b) ~ Gama Inversa(3 + xp; =5 4 ¢p).

11. Distribuicao a posteriori condicional completa do vetor de efeitos aleatorios b
Examinando a distribui¢ao a posteriori aumentada (3.18), verifica-se que
(b1 BosYo> Ao, Bry Y1, A, Bay Yoy A2, 0, ¢, B, E¥, D) =
(b [ Bo,Yos B15 715 B2 Y2, Aoy Aty Ag, 0, B, Dops).-
Finalmente, a distribuicao a posteriori condicional completa dos efeitos aleatorios

é dada por

7T<b | 50770761771718277%AOaAlaA2a97B7Dobs> 0.8

L n H{dilzo}
T T Tlexpott — Holyalxo)e patty i
=1 i=1
[ T
« exp{2b; + OH, (ygia| A1 )eXKET0 4 OH, (yaa| Ag)eKenth} il
| [exp{0H: (ya| A )eKEatt} + exp{0Ha(ygu|Ag)eKeutbi} — 1]5+2
- L pda=t
% exp{bl —+ HHI (yEil|A1)eKEu+bz} {“1170}
| [exp{0H: (ypa| A )elratbi} + exp{0Ho(ygi|Ao)eleatbi} — 1]%“_

. . . . {%u=y
X [exp {—EilHl (yil|)\1)eKE”+bl} exp {—(1 — Eil)HO(yil])\o)eKD’l+bl}] =0l

{5}
X exXp _ﬁ ,
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com a funcgao log-posteriori expressa como

( (b ’ 607707&1 717/327727A07A17A279 B Dobs)) -

ZZH{’UZ; (1)} bl HO(yzl‘AO KD”—H)Z _'_ZZH{U“ 1

=1 =1 =1 =1
L mn

X (201 + OH: (ypal A )e" P + 0 Hy (Y| Az)e™ e +) + Z Zﬂ{v’f 0

=1 i=1

x (b -+ OH, (yal A Je'E 0+ ) ZZ(( F2)IE + (54 1))

X 1n(exp{«9H1 (yEil|A1)eKE”+bl} + exp{é’Hg(yGilP\g)eKG“erl} — 1)

L
. b}
- E E TG0} (B Hy (yal A)e™ = 4 (1 — B Ho(ya| Ao)e™ ) _ZQZ '

=1 =1 =1

Observagao: No caso da modelagem fixa, i.e. sem efeitos aleatorios, nao sao conside-
radas as distribuicoes a posteriori condicionais completas do vetor de efeitos aleatorios
b e da variancia do vetor de efeitos aleatérios B. Além disso, nas expressoes para as
demais distribuigoes a posteriori condicionais sao retirados os efeitos aleatorios b; dado
que agora tem-se o caso de individuos independentes.

Levando em conta que estas distribuicoes a posteriori condicionais nao tém uma
forma fechada, cada uma delas é amostrada pelo algoritmo de amostragem por fatias,
proposto por Neal (2003), de tal forma que amostras da distribuigao a posteriori au-
mentada (3.14) sdo obtidas implementado o amostrador por fatias das distribui¢oes
marginais em cada passo do amostrador de Gibbs.

Cabe resaltar aqui que este algoritmo nao é o tinico que pode ser usado, outras possi-
bilidades sao o algoritmo de rejeigao adapativa (ARS) proposto por Gilks ¢ Wild (1992)
ou o algoritmo de rejei¢ao adaptativa de amostragem Metropolis (ARMS) de Gilks et al.
(1995) se as densidades a posteriori condicionais completas possuem a propriedade de
log-concavidade. Apesar de ter estudado esta propriedade para a maioria dos parame-
tros, ndo é apresentada neste texto porque o algoritmo de amostragem escolhido (por
fatias) nao requer esta caracteristica.

Para garantir que apos varias iteragoes usando o algoritmo de Gibbs chega-se a uma
distribuicao estacionéria, é importante estudar se a distribuicao a posteriori completa
(3.17) é propria.

3.2.1 A distribuicao a posteriori é propria?

A distribuigao a posteriori w(&, B | Dgys) sera propria se a distribuicao a priori
7(&, B) for propria. Para um caso mais geral em que 7(&, B) é impropria ou inclusive
7(&, B) for vaga, m(&, B | D,s) sera propria sobre certas condigoes, indicadas no
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teorema 1, enunciado a seguir.

Para avaliar a propriedade da distribuigao a posteriori completa (3.12), é preciso
definir as matrizes associadas aos preditores lineares do modelo e usar uma distribuicao
a priori impropria. Para isso assume-se entao m(a) = 1, 7(5o,v,) = 1, 7(B1,7v1) = 1,

7(By,7v2) = 1 e a prioris improprias tipo Jeffreys para A,;, i.e, Tpua(Am;) = S
mj
1 . 1 9 . exp{—%‘g} B . exp{—%} Assi
J=4L >Jm7 m = 07 727 ﬂ-( | 5‘97§9> — gretl € 7T( | KJB,§B> —  BrBTL ¢ Ssum, a
distribuigao a priori de (€, B) impropria conveniente é dada por
Jo Ji Jo S S
. 1 1 1 exp{—%5}exp{—&
(& B) o [] 5~ H e H g Bt (3.23)
j=1 " j=1 "W j=1 7

Sejam A os conjuntos formados pelos individuos observados no caso j para j =
1,2,3,4 e nj o cardinal de A, n; = |A;|. Considere-se também as matrizes:

e X de ordem (n; +ny+n3) X p, formada pelas linhas xg; = (1, Ay, x,) ), VI. Seja
também X, uma matriz da mesma ordem com linhas wyxgy = wy(1, Ay, x;)),

em que
o —1, se B =1,
Wi = 1, se E;=0.
e X, de ordem ny x (Jy + po) formada com linhas (Si01, - , diosy, Ait, Ty ), @ € NG

e VI, em que

1 i i1, 504 . .
6il0j:{ 07 i‘ec?/l€<50,] 1, S05] j=1,,Jy,i€Njel=1,--- L.

e X, de ordem (ny + ng) x (J; + p1) composta com linhas (§;11, -+ , 1z, Air, )
para ¢ € Ap U A, VI e sendo d;1; = { (1): (Sfci_yEil € (81,5-1,514] L j=1,-- 1,
1€ENUNgel=1,--- L.

e X, de ordem ny X (Jo + po) formada pelas linhas (d;21, - , iy, Ai, Vi (1 —
Ay),z)) para i € Ng, VI e dyaj = { é: ffc?/c'il = Y — Ymi € (S2,j-1, 521 g =
1o, Jp,i€Nel=1,--- L.

Assume-se que as parti¢oes das fungoes de risco tém a propriedade que em cada inter-
valo da particdo, (s j_1,sk;] k =0, 1,2, é observado pelo menos um evento de interesse.

Com estas defini¢oes, estabelece-se o seguinte teorema que garante que a distribuigao

posteriori m*(€, B | Dos,) = L(€, B | Dyse)m*(€, B) € propria.

Teorema 1 Assumindo o modelo (3.11) e a distribui¢io a priori (3.23), se as sequintes
condigoes

(C1) a matriz de planejamento correspondente ao status da progressio X g € de posto
completo,
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(C2) existe um vetor com componentes positivas ¢; > 0, ¢ = (cy,--- ,c) | € Rutnatns,
tal que
Xt e=0,

(C3) [*_|u|*dF(u) < oo, com F(-) denotando uma fungio de ligagao;
(C4) as matrizes X, X1 e Xy sao de posto completo e
(C5) kg >0,¢ >0, kg >0, g >0.

sao satisfeitas, entao a distribuicao a posteriori 7(&, B | Dops) = L(&, B | Dops)7* (€, B)
é propria, 1.e.

/ L(€, B | Do) (&, B)d€dB < oo. (3.24)
RE

Resumindo, as condigoes C1 e C4 do teorema 1 sao importantes porque as trans-
formagoes lineares um a um que precisam ser feitas fornecem um jacobiano diferente
de 0. As condigoes C2 e C3 sao necessarias para obter a convergéncia da componente
logito e a condigao C5 esta associada aos hiperparametros das distribuicoes a prior: do
parametro da copula e da variancia do efeito aleatério. Em conjunto, estas condigoes
garantem a disitruibuicao a posteriori ser propria

Inicialmente foi estudado este teorema para o modelo fixo (sem efeitos aleatorios)
por ser mais simples, e em seguida, foi feita adaptacdo ao modelo misto. A prova do
teorema para o modelo misto é apresentada no Apéndice B, considerando a modelagem
com a copula de Clayton. A prova para o modelo fixo nao é apresentada nesta tese, pois
em linhas gerais é bastante parecida com a prova para o modelo misto.

3.3 Copula de Frank

Inicialmente, vale relembrar que, como descrito na Secao 2.2.3, a copula de Frank é
definida como

Colu, v) = —%ln (1 Gl e 1)) . OeR

e, sendo
u=Sg(lp | A,z, E=1,b) = exp{—Hi(tp) exp{ Kp + b} } e

v=2_S8a(te | A,V,z, E =1,b) = exp{—Hz(tg) exp{ K¢ + b} },
a funcao de sobrevivéncia conjunta dos tempos Tg e T para a componente do modelo

(3.3) ¢ dada por

SEG@ (tEv tG’ | A) Z, b) =
(1 (e-0ep{=Hi(tr) xp{Ketb}} _ 1) (o-0exp{Talte) esplKa+b}} _ 1)
+

— ) . (3.25)

—In

6
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A funcgao de densidade bivariada fica dada por

frG,(te, te | A, V,x, 2,b) =
hi(tg) exp{Kg +b— H,(tg)e®e ™ hy(tg) exp{Kg + b — Hy(tg)eXe T}
0(1 — e7?) exp{—0(exp{ H,(tg)eXE**} + exp{ Ha(ts)efcT})}
[e=? — 1+ (exp{—0e Hi(tr)e"E™"} _ 1)(exp{—fe~Haltc)e ™"} — 1)}2.

(3.26)

Considerando as fungoes (3.25) e (3.26) e os dados observados do individuo ¢ que
pertence ao grupo [, a seguir obtem-se as expressoes de cada caso para a construcao da
fungao de verossimilhanga (3.11):

1

- Lia(ex, Bo, Yo, Ao | D, bi) = 1+ efpa

ho(yil |A0)eKD“+bl eXp{—HO (yil | AO)eKDil"Fbl }7

Kpil
- Loa(a, B1,71, A1, Ba, Yo, A2, 0 | D, by) = ﬁh(ymzp\ﬂ
x exp{ Kgqy + b — Hi(ypa|A1)e™ 2 hy (Yol As)
x exp{Kqi + b — Ha(yca|Az)e™ et}
8(1 — 6_9) exp{—Q(Q—Hl(yEil|>\1)eKE“+bl + e—HQ(yGiL|>\2)eKG“+bl)}

[679 -1+ (eXp{—eele(yE“P‘l)eKE“Ml} — 1)(exp{—ee*fb(ycu\Az)eKGizHJz} . 1)}

X

2

Kpil
- Lsg(o, 81,71, A1, B Yo A2, 0 | Dy, by) = mhl(ymﬂ)\l)

x exp{Kpa + b — H (yEil|)\1)eKE+b} eXp{—ee*Hl(yEuI>\1)eKE+b}
X (exp{-&e_H2(ycuIAz)eKGiz+bz} _ 1)
X [6—9 + exp{—Q(G_Hl(yEil|>‘1)eKE“+bl + o~ H2(ycu|Az)eGuth )}

—Hi(ypalx)eXBith } —Hs(ygir|A2)eXKGitth }] -1,

— exp{—fe — exp{—0fe :

- L4i(aa607707A07517’71>)‘1>9 ’ Dil>bl) =

oK pil -
exp{—Hy (ya|Ar)e 7 } +

1 + eKpil eXp{—HO(yil|A0)eKDil+bl}'

1 _|_ er’il

Observe que as expressoes para os casos um e quatro sao independentes da copula,
ou seja, elas se conservam para qualquer copula.

Levando em conta que o espago paramétrico de 6 para a copula de Frank ¢ 6 € R, em
este caso é usada um distribui¢do normal com média 0 e variancia o3 para a distribuigao
a priori de 6 (Romeo et al., 2006).
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Conservando o mesmo raciocinio utilizado com a coépula de Clayton, a distribuigao
a posteriori completa aumentada (3.14) segundo a copula de Frank é dada por

(&, B,b, E* | Dy,)

dy =1

. 1)
(HH [m 0 (Yir| Xo)e™ P+ exp{— Ho (yu| o )e P ™}
=1 1=1
eKle Kb
[mh1(yml|)\1) exp{Kgy + by — Hy(yga| A1 )e" Pt}
x ha(yair|A2) exp{ Kqir + by — Ha(yca|Ag)e et}
9(1 — e~ )exp{ 9( —Hi(yga|X)eKBirth + e*Hz(yGu\)Q)eKG“Ml)} Ko =1

X
[6_0 -1+ (exp{—ee—Hl (ypalAi)e KE”ML} — 1)(eXp{—ee_H2(yGil|>\2)eKGil+bl} _ 1)]2
eKpu
1 + efpa
% exp{_ee_Hl(yEil|>‘1)eKE“+bl}(eXp{_ee_HZ(yGilp\Q)eKGil‘*'bl} _ 1)

_ _ , K i+ _ , K+
X [e 6+6Xp{—9(e Hi(ypalA)e Bl (—Ha(ygi|Az)e " Gil l)}

hi(ypal ) exp{Kga + b — Hi (ypia|Ar)eXrato)

—H; (yEil|>‘1)eKEil+bl } —HQ(yGl'l |>\2)eKGil+bl }] —1

— exp{—0e

{420}
— exp{—fe }

oKpil 2
% [ <m exp{—Hi (yi| Ay e #i ™ })

dj;=0

1 Kpi+b Hoi=o b
. (meXp{—Ho(yon)e D““}) ] @rB) b exp{ - 23})

X (exp{—(), 5(0&0, ai, a;—)TE;I(QOa a, a;)} eXp{_O> 5(60a ’YJ)TESI(Bm '7(—)|—>}

><eXP{—O75(51,71)T2f1(5h7¥)}eXP{—Oa5(52Ta72T)TE ,32 s }H)‘GOJ

2

aj— 25— 4
x exp{—bojAo; } H)‘ 7 exp{=bi;i; ) H)‘ 7 eXp{_ij)Qj}eXp{ a W}
o

x (%)“BH exp{ - %f}) (3.27)

A seguir sao obtidas as distribui¢oes condicionais completas de cada parametro dado
os demais parametros:

1. Distribuicao a posterior: condicional completa de Ag

Esta distribuicao se conserva como descrita na copula de Clayton porque Ay esta
associado aos casos 1 e 4, em que a contribuigao a fun¢ao de verossimilhanca é a
mesma independentemente da copula.

}
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2. Distribuicao a posteriori condicional completa de A;

De (3.27) pode se observar que a distribui¢ao a posteriori condicional completa

de Al é
L n
7T()\1 | 617’717 /627 Y2, >‘27 07 b7 E*a Dobs) X H H
=1 i=1
% { hy (yEil‘Al) eXp{—H1 (yEil‘Al)eKEil+bl _ (ge—Hl(yEulM)eKEiﬁbl} { lz 1}
[6_9 -1+ (eXp{—ee_Hl(?/Eil|>\1)eKE”+bl} — 1)(exp{—@e_H2(yGiz\Az)eKG“+bl} — 1)}2

% [hl(yEilp\l) exp{—H, (yEil|A1)eKEil+bl _ Qe—Hl(yEu\Al)eKE“*bl}

% [e—e _|_exp{_g(e—Hl(yEuP\l)eKE“'H” +e—H2(yGiz\>\2)eKGil+bl)}

Hi(yga|X1)eKBitb }

exp{—0e~

{oy =0t
— exp{—0e~ Ha(ygirlAz2)e KGilerl}]l} =0

x exp{—ESI{{ 120} Hi (ya| Ay e ity H AP exp{—bijAi )

7=1
sendo que a funcao log-posteriori é dada por

L

‘C(W(Al | ﬂ1a71aﬁ27727>‘2797b’ E*aDobS ZZ <H{vll 1} +H{vd ) >

=1 =1
5 <ln(h1(yEil|>\1)) _ Hl(yEil|A1)eKEil+bl _ He—Hl(yEil|A1)eKE”+bl>

L

-2 Z 2A{J1= } In(e™” — 1 4 (exp{—fe~MilvmaldnetetTy )

=1 =1

_ —H2(yc-l\>\2)eKGiz+bz =1
X (exp{—0e : ]I{Uzl =1 In(e”
=1 =1
—Hi (ypi|X1)eXBith + eng(yGﬂpq)eKGinrbz)}

+ exp{—f(e

Kpitb
_eXp{ fe™ Hi(ygmit|A1)e™ Bil l}

eXp{ fe™ Ha(ygit|A2)e KGz'H‘bl})

J1

- ZZ {0 Hy (i Mg e Pt 4 Z (a1; — 1) log(A1;) — bijAs;.

=1 =1 J=1

3. Distribuicao a posteriori condicional completa de Ag

De (3.27) obtemos a distribuigdo a posteriori condicional completa de Ay que é
dada por



46 MODELO DE REGRESSAO BAYESIANO PARA RISCOS SEMICOMPETITIVOS 3.3

ny
W()‘Q | /817717)‘171627727‘97 b; Dobs) X H
=1 i=1

=1
v |: ho (yGil|)\2) exp{—]—[2 (yGil|A2>eKGil+bl _ Qe_HQ(yGil|)‘2)eKG“+bl} Iy =1}
[efe — 14+ (exp{_eele(yEilp\l)eKEilerz} _ 1)(eXp{_ee—Hg(yGilP\Q)eKqurbz} . 1)]2

[(exp{ e~ H2WailA2)e Kcmbl} —1)[e?

+ exp{_Q(e*Hl(yEilp‘l)eKE“erl + e*Hz(yGiz|>\2)eKG“+bl )} exp{—@e’Hl (ypa| A1) Eith }

H{f?fié} J2
Keri1+b g P
- eXp{—‘ge_HQ(yGﬂp‘Q)e Gt l}]_l] | | )\g;] 1exp{—b2j)\2j},

J=1

em que a funcao log-posteriori é dada por

E(W[AQ | B17717A17/32772797 b7 Dobs - ZZH{”” ! ( hQ(szl|A2))

=1 =1
. —_ . Kai+b _
_ H2(yGil|>\2)eKG”+bl — PeH2(ygirlAz)em G0l _ 21n(e 0 _ 1

+ (exp{—fe MmtATEITY 1) (exp{ —ge M aua)e ety 1))

I 9) il “o}(In(exp{—ge OGPty ) gy (e

=1 =1

+ eXp{_e(e*Hl(yEilp‘l)eKE“erl + eng(me}\g)eKGil*bl)} _ exp{_ge*Hl(yEz‘zP\l)eKE“erl}
J2

— exp{—fe 2! yw'*ﬂe"c”*‘”})) +3 (az; — 1) In(Ag;) — body.
j=1

4. Distribuigao a posteriori condicional completa de (8o, )
A distribuigao condicional completa de (fy,7,) ¢ independente da copula e, por-
tanto, é a mesma expressao da copula de Clayton dado por (3.20).

5. Distribui¢ao a posteriori condicional completa de (81, ;)

Relembrando que Kg; = A; 61 + azg'yl é o preditor linear de efeitos fixos e pela
independéncia entre parametros, observa-se de (3.27) que a distribigao a posteriori
condicional completa de (f1,7,) é expressa como
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L ny

W(ﬁl;'h | A17/327'727)\2797b7 E*7Dobs) X HH

=1 i=1

exp{ Kga — Hy (ymi| A1)eXrath — ge=Hilypaldneteitiny

X
{[ee — 1 4 (exp{—fe~ M wpuAEI Y _ 1) (exp{—fe~HalouPa)eantty _ 1)]?

X {GXP{KEu — H, (yEil’)q)eKE”er - Gele(yE“P‘l)eKEiﬁb}
[ +exp{ 6( —Hi(ypa|A)eXBi+h _,_e*H2(yG¢z|>\2)eKG“+bl)}

{Uzl 1}
_ eXp{_ge—H1(yEu\A1)eKEz'L+bL} o eXp{_ge—Hz(yGuD\2)eKGil+bl }]—1} =0

XeXp{ SIS0 Ho (i A e KE”*’”}@XP{ 0,5(81,7v1) =1 (B, 71)}

e a funcao log-posteriori é dada por

‘C<7r(ﬁl7’71 | A17/627’.)/%)‘2797()7 E*aDobsabl ZZ <H{vll 1}+I[{UZ§ (1) >

=1 =1
X (KEzl — H1<yEil|A1)eKE”+bl _ Qe_Hl(yEil|>\1)eKEil+bl>
L
- Z Z Q]I{ULf }} In(e™ — 1+ (exp{—Qe_Hl(?/Eizlkl)eKEil“l} 1)
=1 i=1
lplop R )5S e
=1 =1

4 oxp{—(e” M aAF B |~ a(ycula)e ity

,Hl(yEilp\l)eKEiHbz} Ho( yclll)\g)eKGzl"'bl})

— exp{—fe exp{—0e~

L n
- Z Z H{vll O}Hl(yzl|>‘1) Keuth Oa 5(6177I)T2I1(5177I)

=1 =1

6. Distribuigao a posteriori condicional completa de (B2, 7,)

Considerando o preditor linear dos efeitos fixos Kgy = Ayfor + Vi(1 — Ay)Bae +
z}v, e a independéncia entre parametros tem-se que de (3.27) a distribuicdo a
posteriori condicional completa de (3,,7,) é

d;=1
il
H{vilzl

}
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W(ﬁ2772 | 517717A17A27‘97 D0b87bl> X H
=1 i=1

Keo+b —H. 1| Ao)ef it i1}
exp{Kgi — Ha(yau|Ag)e™ et — g~ H2lugula)e } ut

heH — 1+ (exp{—fe— im0 F Y 1) (exp{ —fe—Halyaul e Gt} _ 1))?

|:<eXp{ ee H2 szllAZ)eKGll‘H)l} o 1)[6 exp{ 0( I{1 yEzll)\l) Kpi+b

+ e*Hz(yGu\)Q)eKG“*bl)} eXp{ Po—H1(pilA1)e KEu+bl}

{542}
_ exp{_ge—Hz(yGu\)\g)eKGil“’l }]—1} exp{—07 5(,8;—, 7;—)T251(/3;7 7;)}7

com a fungao log-posteriori dada por

£<7T(/32772 | 517717A17A27b79a Dobs ZZH{”Z %

=1 =1
X (Kcu — Hy(yaa| Ag)efenTt — e~ H2(calAz)eGath _ 2In(e™? — 1

+ (exp{—fe MmN ) (e [ —ge Mlioulrt Ny )))

+ Z Z]I{v” ; (ln exp{ —fe~T2Waal )Gy gy (o=0

=1 =1
_ 0 a—Hi(ypalX1)eKEi+h —Ha(ygit|Ae)eKaitth Hi(ygi|X1)eKBitto
+ exp{—f(e +e — exp{—fe~

oG th _
— exp{—fe” HalyaalA)etautt l})> — 0, 5(ﬁ2Ta'72T)T22 (Bz » Y2 )

7. Distribuicao a posteriori condicional completa da variavel latente E*
Esta distribuicao se conserva como na copula de Clayton, e portanto aqui é omi-
tida, veja (3.21).

8. Distribuicao a posteriori condicional completa do parametro da copula 6

De (3.27) e pela independéncia entre parametros tem-se que a distribuigdo a pos-
teriori condicional completa para 6 fica expressa como
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10.

11.

L ny
7'('(9 | ﬁlap)/h Ah /327 Yo, )\27 b7 E*u Dobs) X H H
=1 i=1
0(1 — 6—9) eXp{_9<e—H1(yEu\M)eKEiﬁbl + e H2(vgi|Az)eGirth )} H{jﬁi}
{[eg -1+ (exp{—@e*Hl(yEil|>\1)6KE”+bl} — 1)(eXp{—ee*HQ(yGipo)eKGiH“bl} _ 1)]2

|ieXp{ ee Hl yEzl|Al) KEil‘H)l}(eXp{ ee ]{2 szl|A2) KGil+bl} _ 1)

X [e” +exp{ O(e —Hi(ymar| A1)eXBir o _|_e*H2(yG¢z|>\2)eKG“+bl)}
{0} 2
— exp{—fe T UmPEETI gy {pemHaluauld)e i }]_1} exp { - %},
99
e a funcao log-posteriori por

L

ng
£(7T(6 | B17717 )\171827727 A27 ba E*vDobs>> - Zzﬂ{gzzi

=1 i=1

« <1n(9(1 _ 679)) _ e(ele(yEilIM)eKEil*bl + efHQ(yGuP\z)eKGi”bl)

—2In(e? — 1 + (exp{—@e Hilwmal M) BTN _ 4y oy f g HalygulXa)eicitiy 1)))

o Z Z ]I{’Uzi (1)} (067H1 (ypi|A1)efBith + hl(exp{_ge*Hz(yGizP\z)eKG“Ml} _ 1)

=1 i=1
~In(e? + exp{—f(e~Mrlmu) B | o —Ha(yaalAa)e Gty

_ exp{_ge—Hl(yEu\Al)eKEiﬁbl} _ exp{_ge—Hz(yGu\Az)eKGil“’l })) _ 7

Distribuicao a posterior: condicional completa dos coeficientes do modelo logito
a

Esta distribuigdo também se conserva como na copula de Clayton, veja (3.22).

Distribuicao a posteriori condicional completa da variancia do efeito aleatorio B.

Como na copula de Clayton [B | b] ~ Gama Inversa( + Kp Zl =L Tz b +6B).

Distribuicao a posteriori condicional completa do vetor de efeitos aleatérios b

Examinando a distribuigao a posteriori conjunta aumentada (3.27), obtém-se
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L n
ﬂ-(b | ﬁ07707517717627727 AO) Ala A27‘97 B7Dobs] X HH[exp{bl

=1 i=1

. dil:o . .
_ Ho(yil’AO)eKDzl"!‘bl}]H{vil:l} eXp{le _ Hl(QEilykl)eKElH_bl _ HQ(yGilp\z)eKGll—H)l}

K +b Ko +b ll =1
exp{ 9( —Hi(ypa|A)e BT 4 —Ha(ygu|A2)e™Gil l)} Hog =11

[e=f — 1 + (exp{—fe~HrlvpalA)e B ™} _ 1)(exp{—fe—Ha(vaulA2)e Gty 1)}2

X

exp{bl — Hl(yEil|A1)eKEil+bl _ ee_Hl(yEil‘)\l)eKE“erl }(exp{_ee—Hg(yGﬂ\)\g)eKciﬁbl}
o 1)[6_0 + exp{_e(e_Hl(yEilp\l)eKEiﬁbl —+ e_H2(yGil|>\2)eKciz+bl)}
{vi=o}
_ eXp{ Qe Hi(ygalA)e KEil+bl} . eXp{—Qe_HQ(yG“‘)‘2)GKG“+bl }]_1:| 1=0 [exp{_
Fputt : Kpu+b 510} b
X H1(yil|>\1)e Eil l}exp {—(1 — Ez‘l)HO(?/ilp\o)e Dil l}] vi=0} exp _ﬁ ’

com a funcgao log-posteriori expressa como

L

E(Tf—(b ‘ 50770761a71762772,>\0,>\1,}\27e7B’Dobs ZZH{UZ (1)
=1 =1

— Ho(yalAo)e KDzl+bl +ZZH{UI; } <2bl_H1(yEil|)\l)eKEil+bl

=1 i=1
— H (yGil|)\2)eKG“+bl — Q(G_Hl(yEiz\Al)eKE”+bl + e_H2(yGil\>\2)eKGil+bl)

o 21n(e—9 -1 + (exp{_ee—Hl(yEil|>\1)eKEil+bz} . 1)(exp{_ee—Hg(yGilP\Q)eKGinrbl} . 1)))

+ Z Z ]I{vli é ( — H, (yEz‘l|)\1)eKE”+bl _ e Hi(ypulx)ef it + In(exp{—0

=1 =1
_ ) K +b Kpgi+b
w o H2(ygi|Az)e Gl l} _ 1) _ ln( 0 4 exp{ 9( —Hi(yga|A1)e"Eith

+ e*H2(yGil‘>\2)eKGil+bl>} . exp{ fe—HilymalAr)e KE“'H”} exp{ Pe—H2(yciulA2)e KG“'H”}))

L L 2
_ E E [{da=0 < s NCTHIDY Kputb 1 — Ho(yal o) KDzl+bl) E b
rt {vl 0 il 1(yl’ 1)6 +( ) 0<yl| 0 - B

=1

3.4 Copula de Gumbel

Considerando a definicao da copula de Gumbel ou fragilidade estavel positiva como
descrito na Secao 2.2.4, tem-se

Colu,v) = exp{—[(—Inw)’ + (= Inv)’]s}, O €[l,00).
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Assumindo u e v como as fungoes de sobrevivéncia marginais, ou seja,
u=Sp(tp | Az, B =1,b) = exp{—H:(lp) exp{Kr + b} } e

v=2_Sq(te | A,V,z, E =1,b) = exp{—Hz(tq) exp{ K¢ + b} },

obtem-se a funcao de sobrevivéncia conjunta dos tempos Tg e Ty para a componente
do modelo (3.3) sendo expressa por

Sec,(te,ta | A, x,b) =exp{—[(—1In exp{—H, (tg)e*#™})? + (- lnexp{—HQ(t(;)eKGJ“b})e]%}
= exp{—[(Hi(t)e" =) + (Hy(tg)e™et?)]a (3.28)

com func¢ao de densidade bivariada dada por

fea,(te.ta | A,V,x, 2,b) = hi(te)ha(tq)(Hi(tg)Ha(tq)
x exp{0(Kp + K¢ +2b) — [(Hy (tp)e™ = t")? +
X [(Hy(tg)e™e ) 4 (Hy(tg)eXe )]s 2(0 — 1+ [(Hy(tg)e

)0

(Ha(tg)ee+h))o}

Keth)0 4 (Hy(te)eot)%)7).
(3.29)

A partir das fungoes (3.28) e (3.29), obtem-se as expressoes de cada caso para a cons-
trugao da fungao de verossimilhanga (3.11) segundo os dados observados do individuo ¢
no grupo [, assim:

1 _ .
- Lia(e, Bo, Yo, Ao | D, by) = mho(yiz|)\o)eKD”+bl exp{—Ho(ya|Xo)e P t0;
eKPil
- Lo (o, Br, 71, A1, By, Yo, A2, 0 | Dy, by) = mhl(ymz!)w)@(yaup\z)

x (H1(ypa| M) Ha(yca|X2))" " exp{0(Kpa + Kaiu + 2b;)
— [(Ha(ypa| Ar)e" =) + (Ha(yal Ag)e e b))}
[(HL (yma| A ) B8 - (Hy (yal A enth) )5 =2
X (0 = 1+ [(Hi(ypal \)e =) + (Hy(yaa| Xo)e o)) 7);

X

Kpj
- Lsi(at, Br, 71, A1, By, Yas A2, 0 | Dy, by) = mhl(ymlp‘l) exp{Kpgi + b

— Hy(yga|A1)e™ 200 — [(Hy (yga| Ay e eat0)? 4 (H2(yGil|A2)eKG”+bl)9]%}
X [(H1(yEil|/\1)eKE”+bl)6 + (HQ(yG’il|>‘2)6Kcil+bl)6]%_l;
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- L4i(a7ﬁ07707A07ﬁ17717A170 | ‘Dil?bl) -

oK pil

meXp{_Hl(yil|>\1)eKEil+bl} +

1 Kpa+b
m@XP{-H@(yil’Ao)e bil l}.

Analogamente como nas copulas anteriores e, considerando uma distribui¢ao normal
truncada no intervalo [1,00) como distribui¢do a priori para o parametro da copula,
a distribuicao a posteriori completa aumentada (3.14) segundo a copula de Gumbel é
dada por

n

L
(&, B, b, E* | Dops) o <H (| Xo)e P exp{—Hy (yu| Ao)

=1 i=1 |:1_|_er1

P {UZ,(I)} oKpi -
x et l}l {mhl(yml|)\1)h2(yGil|)\2)(Hl<yEil’)\1)H2(ycz’l|>\2)> B

x exp{0(Kpu + Keu + 2b) — [(Hi(ygal A )e" 77 + (HQ(yGilP‘2>eKGil+bl>0]%}
X [(Hi(ypa| A )e"ratin? 4 (H2(ycil’)\2)eKG”+bl)0]%72(6 — 1+ [(Hy(yga] Ay )eSEnttn)?

eKPi

Ui
+ (H2(yciz|)\2)eKG“+bl)0]")} {mhl (ymi| A1) exp{Kgqy + b,

— Hy(yga|A1)e™ =00 — [(Hy (yga| Ay )ee0t0)? 4 (H2(yaiz|/\2)GKG“+bl)0]%}
oKpil

H{vl 0}
) ) 1_ !
X [(Hl(yEz‘l|>\1)eKE“+bl)9 + (H2(yGil|>\2)eKGﬂ+bl)9]9 1} {(1 + eKpil

Ei 1By ()
X exp{—Hl (yil’)\l)eKEilerl}) ( eXp{_HO(:Uil’AU)GKD”erl}) ‘|

1 + eKpil
2

i b
(2rB)"2 exp{ - ﬁ}) (exp{—O, 5(a, a1, a0 ) T2 (g, a1, 00 )}

x exp{—0, 5(60,7§)TE’1(60,7§)}exp{—O 5(81,71)' 2 ’1(51,%)}

x exp{—0, 5(ﬁ2 Y9 ) By (:32 s }H)‘aOJ exp{—bo;Ao; } HAau_l exp{—b1;A1;}

j=1
X H)\% exp{—ba;jAs; } exp{ — %} (%)HBH exp{ — %}) (3.30)

A partir desta distribuicao a posteriori sao obtidas as distribui¢oes condicionais de
cada parametro.

1. Distribuic¢ao a posterior: condicional completa de Ay
Corresponde com a mesma distribuigao descrita para a copula de Clayton, dada
pela expressao (3.19).

2. Distribuicao a posterior: condicional completa de A;

De (3.30), a distribui¢ao a posteriori condicional completa de A; é
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L n

T(A1 | B, 71, 82,72, A2,0,b, E*, Doys) o HH [hl(yEil‘)\l)(Hl(yEilp\l))e1

=1 =1
x exp{—[(Hy (yma| A1)eXE ) 4 (Hy(ygu| M)XKt )15V [(Hy (ypal Ar)eEator)?

+ (Ha(ycir|A2)e KG“erl)g]%_?(Q — 1+ [(Hy (yga| M) 20 1 (Hy(yai| As)

s
. eKcﬁbl)@]e)} {hﬂymxl) expl— Hi (ypal A )= — [(Hy (ymal Ae)

X eKE”%l) + (H2(yai| Az)e Kcﬁbl)e] HH (yEa|Ar)e KE”H”) + (Ha(yai| A2)

1 {U;l:O}
X eKG”bl)e]"l} exp{—E; {3 20} H (ya| A1 e KE”“"}H/\ P exp{—bi;)i ),

7=1
sendo que a funcao log-posteriori é dada por
L
£<7T(A1 ‘ /817 Y1 1627 Yo, A27 07 b7 E*7 Dobs Z Z <H{vll 1} + H{vzi (1)})
=1 =1
, , 1 1
% <1n<h1(yEz‘l\)\1)) — [(Hi(ypalA1)e™ =) 4+ (Hy(yau| Ag)e™ e ) )0 + <§ a 1>

X In((Hy (yma| A)e™ 50 4+ (Hy(yaa|Ag)e™ e t™)?) ) Zzﬂ{vf 1} < 1)

=1 i=1
x In(Hy(yeal A1) — In((Hi (ypal Ar)e™ P t0)? + (HQ(yGil!)m) Raathn)?) 4 In(6 — 1

1

+ [(Hy (ymal M)e )7 4 (Hy(yaa| Ao)e e +™)%a > Zzl{vf o} H1(ygi| A1)

=1 i=1
J1
x eftpthn ZZEZ*ZH{UN O H 1 (yarl A )e" = 43 “(ay; — 1) log(Ayy) — bijhaj.
=1 i=1 =1

3. Distribuicao a posteriori condicional completa de Ag

De (3.30), a distribui¢ao a posteriori condicional completa de Ag é

L n
(A2 | 81,71, A1, Bay 20,0, Dovs) o< [T 11 {h2(yGil‘>‘2)(H2(yGil’)‘2))91

=1 =1
s exp{— [(Ha (yal AP )+ (Ha(yaal )™ )13} [(Ha (yal AR

+ (Hz(sz'l|>\2)6Kcil+bl)0]%_2(9 — 1+ [(Hy(yma| M) 2 1 (Hy(yail| As)

i
g eKGM)G]é)} {%{—[(fh(ym|A1>e’<m+bl>9 + (H(yaulAs)e onth )]}
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) ' ViZoy 2 B
X [(Hy(ymi| A e e+’ + (Hz(yGil’)\z)eKG”erl)e]g1} H Ay exp{—by;Ma;},
em que a funcao log-posteriori ¢ dada por
L
E(Tr()‘? ’ 617 Y1 Ala ﬁ27 Y2 07 b, Dobs Z Z (H{vzll }} + ]I{vll 1})
=1 =1

. . 1 1
% ( — [(Hi(yga| A1)t + (Ha(yga|Ag)e ™) o + (5 B 1) In((H: (yeialA1)

x RPN 4 (Hy (yaa|Ag)e"et)?) > Z ZH{”Zf i (ln ha(yaulAe)) + (6 = 1)

=1 =1
x In(Ha(yaa|A2)) — In((Hi(yeal A1)e™ )% + (Ha(ygu| A2)e™ e )?) + In(6 — 1
J2
+ [(Hy(ymia| A e Ent)? 4 (Hz(yGﬂIM)eKG“bl)9)]é)> =3 (az; = 1) In(Ag;) — byjday.
j=1

4. Distribuigao a posteriori condicional completa de (5y, )
A distribuigao condicional completa de (g, -y,) corresponde com a mesma expres-
sao da copula de Clayton dada por (3.20).

5. Distribui¢ao a posteriori condicional completa de (81, 7,)

Relembrando que Kg; = Aup1 + w;'yl é preditor linear dos efeitos fixos e pela
independéncia entre parametros, de (3.30) observa-se que a distribi¢ao a posteriori
condicional completa de (S, ;) é dada por

L n
W(ﬁh’Yl | A17ﬁ27727)\2707b7 E*7D0b8> X HH |:eXp{9KEil - [(Hl(yE'll|)\1)

=1 1=1
x B0 1 (H (yaa| Ae)e™ 015 Y (H (ymal M e =0 ) 4 (H (ygu|Ae)
]1{ il }
x Rt )O15-2(9 1 4 [(H, (ypal Ay )eKea )0 + (Hz(?/Gu\Az)eKG”%l)g]é)]
X {GXP{KEN — Hy(yga|A)e"eath — [(Hl(yEiz’M)eKE”erl)e + (Ha(yait|A2)
R Chcis
RSP (sl A (A )

X exp{ EiI{0= S}Hl(yizlk1)eKEil+”l} exp{—0,5(81,7v1 ) ' E7 (81,71 )},

e a funcao log-posteriori é dada por
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L
L5171 | Ars B Aas b B* Do) x 37 (1) + 1)
=1

=1

, , 1 1
% ( — [(Hi(ypa| Ay )e"mitt)? 4 (H2(?JGiz|)\2)eKG”+bl)9]‘l’ + (5 B 1) In((H1(yealA)

x Rt L (I, (ygu| A )eKeiton)?) ) + Z Z]I{Jf i <9KEz'l — In((H1(ypul A1)

=1 =1
x e Pt L (Hy(yaal Ao )e KG“%Z)H) +In(0 — 1+ [(Hy(ypa| A1 )eEitttr)?

+ (Ha(you| Az)e™ et a) >+ZZH{D” 1}<KE” Hl(yEil|A1)eKEil+bl>

=1 =1

- Z ZE:}]I{JZ 0 Y H (yar| A )e =n 0 — 0,5(81,v{) "7 (B, )

=1 =1

Distribui¢ao a posteriori marginal de (S2,~,)

De (3.30) e considerando o preditor linear dos efeitos fixos K¢y = A1 + V(1 —
Ay)Baz + 247y, além da independéncia entre parametros, tem-se que a distribuigao
a posteriori condicional completa de (3, 7,) é

L ny

T(Ba:¥a | Brov1: A1, A2, 0, Do, br) < [T T T {GXP{QKGiz — [(Hi(ygalAy)eFittn)?
=1 i=1
+ (Ha(yeal Aa)e" o) 10 H(Hy (ygal A )e 2 +)? + (Hy(yau| Ae)e e th)?)o 2

Rt
X (0= 1+ [(Hi (ypal A o=t + <H2<yau|xg>e“””l>9]”]

exp{—[(Hl (yEil|)\1)eKE“+bl)0 + (H2(yGil|A2)eKGu+bz)0]%}[(Hl(yEi”Al)eKEil—i-bl)G

Izl
) 1_ = _
+ (Ha(yai| Ag)e e to)¥]s 1} exp{—0,5(8;.73) 25" (B3.73)},

com a funcao log-posteriori dada por

L mny
E(ﬂ-(ﬁ2772 ’ ﬁ17’717 Ala )‘27 baea DobS ZZ (H{vll 1} + H{vll 1}> ( - [(Hl(yEzl|)‘1)

=1 =1

1

PN (gl Aa)e o 4 (4 -

) In((Ha (gl A e =t

+ (H2<yGil|>\2)eKG“+bl ) + Z Z ]I{U” ! <9KG1'Z — ln((Hl (yEil‘Al>eKEil+bl>9

=1 =1



56 MODELO DE REGRESSAO BAYESIANO PARA RISCOS SEMICOMPETITIVOS 3.4

+ (Ha(yail X2)e™ o) %) +1n(0 — 1+ [(Hy (ymal A1) e™ 20 ) + (Ha(yaul X2)
x Mt ) — 0,5(8],v9) "5 (83,73

7. Distribuicao a posteriori condicional completa da variavel latente E*
Esta distribuigao se conserva como na cépula de Clayton, portanto aqui é omitida,
veja (3.21).

8. Distribuicao a posteriori condicional completa do parametro da copula

De (3.30) e pela independéncia entre parametros, tem-se que a distribui¢ao a
posteriori condicional completa para 6 fica expressa como

L n
7T(9 | 517717A17/62772aA2ab7 E*7Dobs) X HH |:(H1(yEil|Al)H2(yGil‘A2))9

=1 i=1
x exp{0(Kgi + Kai + 2b) — [(H1(yga| Ay )e"zi ) + (H2(yGil|)\2)eKG“+bl)9]é}
x [(Hy (g A )eX= )0 4 (Hay(ygu| Ao)eXet )15 -2(0 — 1+ [(Hy (ygu| A1)
{420}
x efputhn)l 4 (H2(?Jc:il|)\2)eKG“+bl)0}é)} [eXp{_[(Hl(yEil|)‘1>eKEil+bl)9
Rty
+ (Hy(yga| A2)e KG”H")G] H(Hq (ypal Ay )e Eato)? 4 (Hz(yGiz\)\z)eKG“erl)e]0_1]

92
<exp{ — g3},
0

e a funcao log-posteriori por

L mn
£<7r(9 | 61’71’A1’B27727A27ba E*aDObs)) - ZZ (H{fu” 1} +H{UZ§ é )

=1 =1

. . 1 1
% ( — [(Hy(yma|A1)e™ =) + (Hy(ygu| Ag)e™ ettty + (5 B 1) In((H:(yei| A1)

x el Bt 4 (Hy(ya| Ao el e thn)?) ) ZZH{;; DHO W (H, (ypal M) Ha(yealA2))

=1 =1
+ 0(K it + Kai + 20;) — In((Hy (ygia| M )e™ 50 4+ (Ha(yea| Az)e™ )% + In(0
; . 1 62
— 1+ [(Hi(ymul Ar)e et + (Hz(ycil|>\2)eKG”+bl)0)]é>> 202"
b

9. Distribuicao a posterior: condicional completa do preditor linear do modelo logito
a

Esta distribuigao também se conserva como na cépula de Clayton conforme (3.22).

10. Distribuicao a posteriori condicional completa da variancia do efeito aleatorio B.

Como na copula de Clayton [B | b] ~ Gama Inversa(% + rp 2’ L Zimh o SB).
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11.

Distribuicao a posteriori condicional completa do vetor de efeitos aleatérios b

Da distribuigao a posteriori conjunta aumentada (3.30), tem-se que

L n
ﬂ-[b | 50a707ﬁ17717/827727 >‘07 )‘17 )‘279; B, Dobs X HH exp{bl - Hﬂ(yzllAO)

=1 =1
X eKD”erl}] i) exp{20b; — [(H (ypa| A )e™ =) + (Ha(yaa| Ag)e™ )]}
x [(H (ypal A )Xt 4 (Ha (yeal Xe)eRe )0 572(0 — 1+ [(Hy (ygal M)
x eftpithn)? 4 (H2(yG¢l|>\2)eKc”+bl>9]é)] o [eXp{bl — Hy(ypa| Ay et et
— [(Hy (ypal A)e =) 4 (Hy (yal Ao)e e )18 Y [(H, (ypal Ay e Bt
+ (H2(sz'l\)\2)eKG”+bl>9]é_l] ) :iO}[QXP{—E;?Hl(?Jil|>\1)eKE”+bl} exp{—(1 — E3)
2

KpatbHe o} I
X Ho(yir| Ag)e Pt} ta=0 exp{—ﬁ ;

com a funcao log-posteriori expressa como

L
ﬁ(ﬂ'(b ‘ 50770561771,ﬁ2,’72,)\Q,Al,)\Q,G,B,DObS ZZH{UZ (1)
=1 =1
L
— Ho(ya|Xo)e" Pt *0) + ZZ (H{v” 1} {0 > (- [(Hy (yga| Ay e Eitn)?
=1 =1

1 .
+ (H2(yGiz|)\2)eKG“+bl)0]% + (5 B 1> In((Hi (ypalA)e™ ™) + (Ha(yga| As)

x ehath)) S ae 1} (2600 — In(( (gl Aoy

=1 i=1
+ (Ha(yai| A2)e KG“erl)H) +1n(0 — 1+ [(Hi(yga| i) et + (H2(ZJG¢1P\2>

x efaitb)fy]q) > +ZZH{$ é}<bl Hi(ymal A1) KE”H”) ZZH{UZ 0}

=1 =1 =1 =1

L2
x (B Hy (gl A )eRe 4 (1= ) Ho(yal Ag)eRp+ ) — Z_ZB
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Capitulo

Aspectos computacionais e estudo de
simulacao

Neste capitulo é apresentado o esquema computacional da modelagem proposta.
Para analisar o desempenho da modelagem por meio do amostrador de Gibbs, é pre-
ciso, na inferéncia bayesiana, amostrar da distribuicao a posteriori completa dada em
(3.14) para isso, o algortimo de Gibbs ¢ implementado conforme descrito na Secgao 4.1.
Posteriormente, uma validacao do método de estimacao é efetuada através de um es-
tudo de simulacao na Secgao 4.2. Finalmente resultados de tal estudo sao apresentados

segundo a copula de Clayton. A programagao é desenvolvida na linguagem R versao
3.2.4 (R Core Team, 2015).

4.1 Amostragem

Inicialmente sao desenvolvidas fungoes preliminares com as quais obtém-se:

1.

Os pontos {Sko, Sk1, Sk2, - , SkJ,. }» k = 0,1, 2 da partigao finita do tempo para cal-
cular as fungdes de risco basal constantes por partes ho(t), hi(t) e ha(t) segundo
a quantidade de intervalos Ji. Tal particao foi implementada usando a fungao
quantile em R, determinando os intervalos segundo os quantis dos dados ob-
servados, sem as censuras, o que garante a obtencao de pelo menos uma falha em
cada intervalo.

Uma matriz que contém as variaveis indicadoras dos N individuos nos .J;, interva-
los, 0igj, 2 =1,---,n, k=0,1,2, j=1,---,J, e os comprimentos dos intervalos
necessarios para calcular a fungdo de risco basal acumulada Hy(t|A) k = 0,1,2
dada por (3.6).

Uma matriz de planejamento para o efeito aleatorio, para o caso do modelo misto.

O periodo de aquecimento (burn-in) e espacamento (thinning) das cadeias de
Markov apos amostragem da distribui¢ao a posteriori (3.18).

. A validagao das condig¢oes do Teorema 1. A implementacao foi feita utilizando a

funcao rankMatrix do pacote Matrix.

99
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Estas funcoes preliminares estao ligadas a um programa principal que contém as
especificagoes dos valores iniciais das cadeias de Markov, os hiperparametros das distri-
buigoes apriori e o algoritmo de Gibbs como descrito em seguida. Para este tltimo sao
chamados os programas com a implementagao das distribui¢oes aposteriori condicionais
completas.

Como comentado anteriormente, para obter amostras da distribuicao a posterior:
aumentada (3.14) ¢é utilizado o amostrador de Gibbs. Assim, o esquema para amostrar
o vetor de parametros & = (&', 0,74, Ao B, Y1 AL 5 B, Y3, Ay, 0) T, a variancia do
efeito aleatorio B e as variaveis latentes, b e E*, inseridas na distribuicdao a posteriori
(3.12) é detalhado a seguir.

Passo 0. Considerar a iteragao r = 0 e escolher valores iniciais para os parametros
€0 = (a9, (80,70) A, (81,70) @ AL, (B 7). A, 00)  BO, b, B0

Neste ponto, para os valores iniciais foram ajustados modelos logito para a®) e mo-
delos de Cox para os coeficientes das regressoes associados ao tempo até o 6bito, tempo
até a progressdo e tempo até 6bito apos progressao, (8o, 7o), (B1,7v1)® e (By,v4)

respectivamente. Os efeitos aleatorios foram gerados como N(0, 1), sendo B® = 1 sua

variancia. Para E*© ) ¢ as funcdes de risco basais iniciais (/\(()0), )\go),)\go)) foram

amostrados valores das suas respectivas distribuig¢oes a posterior: marginais, condicio-
nais nos valores iniciais dos modelos logito e Cox ajustados.

Para gerar amostras das distribuigoes a posteriori marginais (de todos os parame-
tros), foi implementado o algoritmo de amostrador por fatias. Este amostrador, usado
na implementacao, encontra-se disponivel no pacote MfUSampler da linguagem R.

Passo 1. Gerar £, B0+ p0+1) ¢ *0+D sendo
‘E(T—H) _ (Oé(r-i—l)7 (60,70)(1%&-1)’ )\(()r-‘rl), (61’71)(7%-1)’ AY—H), (52,72)(7"—%1)’ )\ér+1),(9(r+1)) ,
como segue:

e Gerar )\gﬂ) ~ W(Aérﬂ) | (Bo, o)™, 0™, E*™) | Dyy) com valor inicial /\((]r);

o Gerar AUV ~ (AT | (81,71, (B5,72) 7, A 00,67, E*0) D,,) com va-
lor inicial )\ET);

o Gerar AUV ~ (AU | (B4, AU (8,,74,)®, 00 BT E*D D), com
valor inicial )\g);

o Gerar (8o, 7o) ~ 7((Bo, 7o) | AUV, 6™ E*) D,,), com valor inicial
(60770)(T);

o Gerar (ﬁh ’71)(T+1) ~ W((Bl? 71>(T+1) ‘ )\§T+1)7 (/627 ,72)(7’)’ Angrl)a 9(7’)’ b(T')7 E*(T)7 Dobs)?
com valor inicial (8y,7,)™;
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o Gerar (/627 72)(T+1) ~ W((ﬁ% 72)(T+1) ’ (ﬁb ’71)(r+1)a A§T+1)’ AgH), Q(T), b(T)7 E*(T)v
Dps), com valor inicial (ﬁ2,72)(7“);

e Cerar E*(r+1) ~ 71_(-E.*(rJrl) | Ot(r), (/307,70)(7%1) 7’+1 (61 ~, )(r+1 A(T_H) 6(’!‘ br ’
Dops), com distribui¢ao Bernoulli com parémetro p, em que p = a/ (a + b). Como

descrito no item 7 da Secao 3.2, a distribuicao a posteriori marginal de E* pode
eXP{KPzz Hi(ya|A1)e KEzﬁLbl}
1+eKle

ser interpretada como f(E*) = (a®)(b'"F") com a =

b — exp{ —Ho (yu| Xo)e/ Dit+t1 }
- 1+efPil

para o i-ésimo individuo no [-ésimo grupo;

o Gerar 9(T+1) ~ 77( H_l | (ﬂ 71 ) T—H)a )\ngrl), (/827’72)(T+1)7 )\ngrl)a b(T)a E*(T—H)a DObS)?
com valor inicial #(;

e Gerar a™V) ~ (@) | E*™Y D). com valor inicial a();

e Gerar BUtD) ~ 7(BC+D) | ™) em que (B | b) ~ Gama Inversa ( + KpB; ZlL L
¢g) com L sendo o nimero de grupos, b; o efeito aleatériol = 1,--- | L e (kp, gB)
hiperparametros da distribuigao a priori para B, relembrando que 7(B) = Gama
Inversa (kp,sp), e finalmente.

o Gorar b1 ~ W(b(H—l) | (50’70)(T+1)7 }\(()r+1 (B1,7, ) (r+1) )‘gr-i-l)’ (62’,),2)(”1)7 Ag”-‘rl)’
o+ B+ Dy, com valor inicial b

Observacao. Quando se trata do modelo sem efeitos aleatorios, as distribuigoes a pos-
teriori condicionais completas dos parametros nao dependem de b nem de B. Portanto,
neste passo sao desconsideradas as geracoes de valores para o vetor b e sua variancia B.

Passo 2. Fazer r = r + 1 e voltar ao passo 1.

Este algoritmo é repetido até a cadeia atingir uma distribuicao estacionaria e gerar
a amostra a posteriori desejada.

Apos a implementacao do programa, seguindo este algoritmo e com as configuragoes
dos hiperparametros conforme descrito na Secao 3.1.2, é feito um estudo de simulacao
com o objetivo de analisar o desempenho do modelo segundo alguns aspectos importan-
tes na modelagem. Os detalhes do processo de simulagao, assim como os resultados sao
discutidos na sequéncia.

4.2 Estudo de simulacao

Um estudo de simulagao foi realizado segundo a cépula de Clayton com os seguintes
objetivos:

e validar o programa para a inferéncia bayesiana;

e avaliar o desempenho do método de estimagao observando o comportamento das
densidades a posteriori de cada parametro em relacao aos verdadeiros valores
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usados como parametros na geragdo dos conjuntos de dados (apresentados na
Tabela 4.1);

examinar a robustez da estimacao. Quando os dados sao gerados segundo uma dis-
tribuicao diferente a distribuicao exponencial, considera-se uma ma especificagao
debido a que é usado o modelo exponencial por partes para modelar as funcoes de
risco basal. A ideia é observar a influéncia das estimativas dos parametros das fun-
¢oes de risco basal nas estimativas dos demais parametros quando a distribuicao
weibull é usada na geracao dos dados.

Para determinar os cenarios finais de simulagao, foram feitos os seguintes testes

prévios:

e com uma réplica: gera-se um conjunto de dados de diferentes tamanhos N = 500,

1000 e 3000. Usando a mesma semente foram testadas diferentes partigoes para
as fungdes de risco basais, usando (Jo, J1, Jo) = (1,1,1) até (Jo, J1, J2) = (6,6,6).
Para cada parametro sao observadas as funcoes densidade a posteriori, a evolugao
das cadeias de Markov através dos tragos das sequéncias simuladas e a funcao de
autocorrelagao (ACF).

com 20 réplicas: usando trés parti¢oes para Ag, A1 e A, i.e. (Jo, J1, J2) = (3,3,3),
valores que levaram a melhores resultados na anélise anterior, foram calculadas
para todos os parametros na modelagem: a média a posteriori, desvio padrao a
posteriori, viés entre a média a posteriori e o verdadeiro valor do parametro, raiz
do erro quadratico médio e porcentagem de cobertura do intervalo de credibilidade
de 95%, obtido pelos percentis a posteriori de 2,5% e 97,5% de cada parametro.

Estes testes foram efetuados com cadeias MCMC de 5000 iteragoes com um periodo

de aquecimento de 1000 e espagamento de 10 (com o propésito de tirar o efeito dos valo-
res inicias e as autocorrelagoes) em todos os parametros, levando em conta, além disso,
diferentes porcentagens de censura (0%, 25%, 50% e 75%) e valores para o parametro da
copula de Clayton (6 = (0, 5;1;2)). Foram considerados também os tempos de execugao.

A partir de tais testes iniciais, para o estudo de simulacao final, apresentado a

seguir, foram consideradas as duas modelagens, com e sem efeito aleatorio, nas quais
foram usados 200 conjuntos de dados de tamanhos N = 500 e N = 1000 com os tempos
Tp, Tk, T, covariaveis e censura sob os seguintes cenérios:

1. trés partigoes para as fungdes de risco basal Ag, A1 e Ay i.e, (Jo, J1, J2) = (3,3,3);

2. trés porcentagens de censura: 10%, 45% e 70%. Relembre que isto ¢ a porcentagem

de individuos nos casos 3 e 4, respectivamente (Segao 3.1.1);

. dois valores para o parametro da copula, # = 1 e # = 2 indicando uma dependéncia

positiva de 7 = 0,33 e 7 = 0, 5, respectivamente. Para a modelagem sem efeito
aleatorio nao foi usado o valor de 8 = 2 devido ao comportamento similar ao de
0 = 1, e finalmente;
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4. para o caso do modelo com efeito aleatério (modelo misto), analisamos 10 grupos
desbalanceados (L = 10).

Nas situagoes anteriories, os tempos das amostras simuladas foram gerados seguindo
uma distribuicao exponencial levando em conta que a estimacao das funcoes de risco
basal é feita através da funcao exponencial por partes. No entanto, foram levados em
conta outros dois cendrios para o modelo geral (modelo misto), (1) com N = 1000,
0 =1 e 10% de censura e (2) com N = 500, 0 = 1 e 45% de censura, ambos com tempos
gerados segundo uma distribuicao Weibull, com o objetivo de observar a influéncia das
fungoes de risco basais na inferéncia dos outros parametros.

4.2.1 Geracao das amostras

O processo de geragao das amostras comega a partir das covariéveis. A variavel basal
A ¢é gerada a partir de uma distribuigao Bernoulli com probabilidade 0,5 que indica se
o individuo esta ou nao em tratamento. Gera-se, independentemente, duas covariaveis
basais: uma continua e outra dicotomica com distribuigoes Normal e Bernoulli, X; ~
N(0,1) e X5 ~ Ber(0,6), respectivamente.

Considerando-se estas variaveis e valores pré-fixados para e como indicado na Tabela

4.1%, gera-se a variavel indicadora da progressao E a partir do modelo logito

Pr(E=1|A, x)
1-Pr(E=1/A x)

logit(Pr(E = 1|A, x)) = log ( ) = ap+ Aa; + x " as.

exp{ao + OélA —+ OéQXl —+ 063X2}
14 exp{ao + OélA + OégXl + Oéng} ’

Assim, obtemos E como Ber(p) com p =

Apos isto, no modelo misto, geram-se os efeitos aleatorios como L variaveis aleatorias
com distribui¢do N(0,1), designadas aleatoriamente aos L grupos. Todos os individuos
em um mesmo grupo recebem o mesmo efeito aleatorio.

Em seguida, sao geradas duas covariaveis, Z com distribuigao Normal truncada em
exp{—0,5+0,2X; + 0,57}

1+ exp{—0,5+0,2X; + 0,52}

0,se E =1 eV com distribui¢do Ber(p), com p =
dadoque E=1e A=1.

Posteriormente, obtém-se trés tempos basais segundo a distribuicao Exponencial ou
Weibull com as seguintes especificacoes:

e Tp: tempo até o 6bito, sob o modelo Tp, (3.2) e assumindo Hy(t) = t;
e Tp: tempo até a progressao, sob o modelo Tg, (3.4) com H;(t) = 5t;

e T: tempo até o 6bito apds progressao, sob o modelo T¢, (3.5) em que Ha(t) = t.

1Os valores dos parametros (v, 80,0, 51,71, B2, Y2), correspondem com os mesmos reportados por
Zhang et al. (2014). Para posteriores estudos de simulacao estes valores podem ser mudados, segundo
uma analise dos dados reais.
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Note que a geragao destes tempos depende da varidvel E. Se F = 0 gera-se Tp e se
E =1 gera~se (Tg,T) conjuntamente. Para gerar (Tg,T) é usado o pacote CDVine
versao 1.4 desenvolvido por Schepsmeier et al. (2015)%, com o qual incorpora-se a de-
pendéncia entre Ty e Ty através das copulas. Os tempos (Tg, T) foram gerados com a
versao rotacionada em 180 graus para obter as correspondentes copulas de sobrevivéncia.

Para a geracao destes trés tempos deve-se atentar ao fato de que a funcao de distri-
buigao Weibull sob a parametrizagao em R é dada por

X

F(x)zl—exp{— <E>a}, x>0,

sendo a e k os parametros de forma e escala, respectivamente. Deste modo, a funcao de
risco ¢ dada por h(z) = ak™*z%"! e portanto, os tempos Weibull sdo gerados assumindo
a fixo e k = exp {—1 (log(ho(t)) + "B + b) }, segundo seja o preditor linear de efeitos
fixos, Kp = ABy+7101 X1+702X2, Kg = ABi+711 X1 +712X0, e Kg = ABy+V (1-A) o+
Y91 X1 + Y22 X2 + Y037, para os modelos Tp, Tr e T, respectivamente. Cabe ressaltar
que para amostras sem efeito aleatério, no parametro de escala é substraido o vetor
b, ou seja, k = exp {—% (log(ho(t)) + ZBT,B)} Assim, para gerar tempos exponenciais
é assumido a = 1 e para gerar os tempos weibull é assumido a = 2. Os valores dos
parametros adotados para o célculo dos preditores lineares dos efeitos fixos Kp, Kg, e
K sao resumidos na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Valores dos pardmetros utilizados na geragdo dos conjuntos de dados.

Modelo Logito a ap=1,6, 01 =—-1,8, ax =1, a3 =0,1

Modelo T (Bosv0) | Bo=—1,71 =1, 72 =0.2
Modelo Tk (Brsv1) | Pr=—-0,5, 711 =1,72=0
Modelo T (/32a72) ﬁ21 =-0,3, 522 = —0,5, 721 = —0,5, 722 = 0,5, 723 = 0, 4

Adicao da censura

Na estrutura de riscos semicompetitivos, a censura esta associada a duas situacoes,
correspondentes aos casos 3 e 4 como descritos na Secao 3.1.1. Neste trabalho optou-se
por submeter os tempos gerados anteriormente, Tp e (Tg, Tg) a dois tipos de censura a
direita como segue:

2Detalhes e uso do pacote CDVine podem ser consultados em Brechmann e Schepsmeier (2013).
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(i). Censura Tipo I, indicando um periodo maximo de acompanhamento de 7, isto é,
se os tempos gerados Tp e Tg sdo maiores que 7, tem-se o caso 4 (d = 0,v = 0).
O caso 3 (d = 0,v = 1) sera observado na situagao em que T < n < Tg + Tg.
Nas amostras geradas, utilizou-se n = 7 sob a cépula de Clayton.

(ii). Censura aleatoria, gerada quando a proporgao de censura denotada por pc nao for
atingida pela censura tipo I. Nesta fase um tempo de censura C' é gerado como
C' ~ Unif(0,n). Uma observagao a ser censurada é escolhida ao acaso no grupo
dos nao censurados com tempos T e Tk + T maiores do que C'. Esta observacao
é classificada como caso 4 se Tp > C' ouse Tg + T > C e correspondera ao caso
3se Ty < OSTE‘f’TG

Assim, em decorréncia das censuras, pode-se obter as quatro situagoes nos dados
simulados, j& mencionadas:

e Caso 1: SeTp < n, o 6bito é observado e assim para o i-ésimo individuo do grupo
[ no conjunto de dados tem-se,

Dy ={Yy=Tp,Yeu=0,Yequ =0,A;,Vy =NA, X, = (X1y,X2;), Zy = NA,
dil = O,Uil = 1}

e Caso 2: Se Ty +T¢ < n, entao considera-se que os dois eventos de interesse foram
observados e obtém-se para o i-ésimo individuo do grupo [,

Dy ={Yy =0,Ygy =Tg,Yeu =Tc, Au, Va, Xy = (X134, X2y), Zy = Zy, dy = 1,
Vil = 1}

e Caso 3: Comparando o tempo de censura gerado C, se Tg < C < Tg + T, entao
é observado o tempo até a recaida. O tempo até o 6bito é censurado, obtendo o
registro

Dy ={Yy=0,Ygy=Tg,You =C, Ay, Vi, Xy = (X 1y, X2yy), Ziy = Zy,dy = 1,
Vi1l = 0}

e Caso 4: Comparando o tempo de censura gerado C', se C' < Tg, entao obtém-se
a situagao em que nao se apresenta nenhum dos eventos de interesse. Assim,

Dy ={Yyu=CYgy=0,Yeu=0,A4,Vy =NA, Xy = (X1, X2;), Zy = NA,
dil = O,’Uil = O}

Com dados simulados desta forma sob os diferentes cenarios ja mencionados, fo-
ram obtidos os resultados descritos a seguir. Todas as tabelas e graficos produto das
simulagoes encontram-se no Apéndice C.
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4.2.2 Resultados para a cépula de Clayton

Para cada conjunto de dados gerado foram usadas cadeias de 10000 iteragoes de
Gibbs com um periodo de aquecimento de 2000 e emagrecimento de 10. Em todas as si-
tuagoes, considerou-se trés partigoes para as fungoes de risco basal (Jo, J1, Jo) = (3,3, 3).
As tabelas dos resultados contém, nas primeiras entradas, os parametros a ser estima-
dos com seus verdadeiros valores. Para cada um deles sao resumidos: a média das 200
réplicas das médias a posteriori (Est), o média dos desvios padrdes a posteriori (SD),
a média das raizes quadradas do erro quadratico médio (RMSE) e a probabilidade de
cobertura do intervalo de alta densidade a posteriori (HPD) de 95%.

Com estas especificagoes os resultados sao apresentados da seguinte forma:

1. Resultados para o modelo misto com 10 grupos desbalanceados (em termos da
aplicacao, da IRC, os grupos fazem referéncia as cidades onde foi tratado o in-
dividuo) e com tempos Tp, Tg e Tg gerados segundo a distribui¢ao exponencial.
As Tabelas C.1 a C.6 correspondem aos resultados, sendo que as primeiras trés
correspondem ao valor para o parametro da copula § = 1 com as respectivas pro-
porcoes de censura, 10%, 45% e 70%. As ultimas trés tabelas correspondem ao
valor de # = 2 com as mesmas propor¢oes de censura.

2. Resultados para o modelo geral com tempos gerados segundo a distribuicao Wei-
bull nas Tabelas C.7 e C.8.

3. Resultados para o modelo sem efeito aleatério com tempos gerados segundo a
distribuicao exponencial nas Tabelas C.9, C.10 e C.11, correspondentes a 6§ = 1
com as respectivas proporcoes de censura, 10%, 45% e 70%.

4. As Figuras C.1 a C.11 representam uma comparacao das médias e desvios padrao a
posteriori dos parametros (excepto os correspondentes as fungoes de risco basal)
entre as modelagens mistas com § = 1, § = 2 (primeira e segunda coluna de
figuras) e a modelagem sem efeito aleatorio (fixa) com 6 = 1 (terceira coluna). De
maneira geral, a escala dos mesmos foi fixada em 0,5 acima e abaixo do valor real
do parametro (representado pela linha horizontal).

Comentarios: Modelagem com efeito aleatério - mista

Observa-se, conforme Tabelas C.1, C.2 e C.3, que em geral se obteve o comporta-
mento esperado segundo as proporgoes de censura especificadas.

As melhores estimativas foram para 10% de censura, em que particularmente as mé-
dias a posteriori (Est) sdo proximas dos verdadeiros valores com os quais foram geradas
as amostras. Os desvios padroes (SD) e o RMSE sao coerentes, o que dé indicios que
a incerteza nas estimativas sao explicadas adequadamente. Estas estimativas melhoram
quando o tamanho das amostras aumenta. Embora, ao observar a porcentagem de co-
bertura ela ¢ maior para N=1000 que para N=500 em 65% dos parametros estimados.
No entanto, observa-se que estas porcentagens de cobertura ficaram acima de 90% para
os 26 parametros. Aumentando o nimero de réplicas, por exemplo 500 réplicas, como
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em Zhang et al. (2014) possivelmente estas porcentagens melhorariam.

Pelas Tabelas C.2 e C.3, nota-se um aumento do viés proporcional ao aumento da
censura, que parece ser mais acentuado para os parametros associados as fungoes de
risco basais (Ag, A1, A2). Porém, as porcentagens de cobertura continuam sendo relati-
vamente altas para a maioria dos parametros tanto para N=500 quanto para N=1000.

Ao analisar os resultados das Tabelas C.4, C.5 e C.6, nas quais = 2, interpretagoes
similares as tabelas anteriores podem ser feitas, indicando que na inferéncia dos outros
parametros nao se apresentam diferencas pronunciadas quando se muda o nivel de de-
pendéncia entre os tempos até os eventos intermediério e final. Isto da indicios de que
a modelagem ¢é apropriada para diferentes niveis de dependéncia.

Nas Tabelas C.7 e C.8 sao apresentados os resultados da simulagao quando os con-
juntos de dados foram gerados segundo uma distribucao Weibull para os tempos Tp,
Tk v Tg. Nestas situagoes, as estimatigoes das fungoes de risco basal foram as mais
afastadas dos verdadeiros paradmetros e com isto as inferéncias dos outros parametros
sao afetadas negativamente, exceto para o modelo logito em que as porcentagens de
cobertura ficaram acima de 93%.

Em relacao a variancia do efeito aleatorio, observa-se boas estimativas, inclusive
quando a porcentagem de censura é variada.

Comentarios: Modelagem sem efeito aleatorio - fixa

A inferéncia no modelo sem efeito aleatério nao possui diferencas marcantes em re-
lacao ao modelo misto. Podemos ver isto nas Tabelas C.9, C.10 e C.11. O aumento no
tamanho da amostra implica em uma diminuicao na dispersao das estimativas, as quais
ficam mais préximas do verdadero valor dos parametros & medida em que se tem me-
nor proporc¢ao de censura. Além disso, obtém-se altas porcentagens de cobertura sendo
iguais ou superiores a 95% em 200 réplicas quando ha 10% de censura, acima de 91%
de cobertura com 45% de censura para a maioria dos parametros (exceto em seis deles)
e acima de 88% de cobertura com 70% de censura, sem discriminar por tamanho de
amostra em todas as situacgoes.

Em relacao ao parametro da copula, que pode nao ser simples de estimar (Lakhal et al.,
2008), observa-se estimativas adequadas e altas porcentagens de cobertura até com 45%
de censura para amostras de tamanho 500 e 1000. J& com censura superior a 45%, a
estimativa torna-se sobrestimada, apesar da baixa dispersao.

Comentarios: Figuras

Neste trabalho sao apresentados os resultados graficos das simulagoes para comparar
mais facilmente as estimativas dos parametros e a dispersao, separados segundo a varia-
vel ao qual estéd associado. Além disso, sao mostradas as estimativas para as modelagens
fixa e mista para efeito de comparacao.
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e Modelo T'p: Coeficientes associados & modelagem do 6bito sem progressao, o, Vo1

e Vo2 apresentadas nas Figuras C.1 e C.2.

Nesta componente, o coeficiente mais afetado pela censura foi [, associado ao
efeito do tratamento, sendo subestimado quando aumenta a censura. Os coefici-
entes o1 € o2 associados as covariaveis X; ~ N(0,1) e X5 ~ Ber(0,6), respecti-
vamente, foram sobrestimados, em maior proporgao para 7y, do que para 7pg; em
compensagao, Yp; apresenta menor dispersao que ps.

Modelo Tg: Coeficientes associados a modelagem da progressao, 1, 711 € V12
mostrados nas Figuras C.3 e C.4.

As estimativas nesta componente dao indicios de um bom ajuste dado que as esti-
mativas dos trés parametros foram pouco afetados pela censura, além de apresen-
tar pequenas dispersoes, principalmente para 711 (covariavel z;). Este coeficiente
apresenta uma leve sobrestimacao na modelagem mista.

Modelo Tg: Coeficientes associados & modelagem do 6bito apds progressao, (o1,
Ba2, Y21, Y22 € Vo3 conforme as Figuras C.5, C.6 e C.7.

Relembre que 31 e (a9, estdo associadas ao tratamento A e a mudanca de tra-
tamento V(1 — A). Aqui as melhores estimativas foram observadas no modelo
misto (colunas 1 e 2) que foram menos afetadas pela censura do que o modelo fixo
(coluna 3). Em ambos os casos nota-se uma mudanga significativa na dispersao
quando a censura passa de 45% a 70%. A respeito dos coeficientes o1, Yoo € Y23,
associados respectivamente as covariaveis x1, x5 e z (Z medida apos a progressao),
observa-se que as melhores estimativas foram para ~s;; para 7. sao sobrestimadas
com o aumento da censura, e para 3 elas sao subestimadas.

Modelo logito: Coeficientes associados & modelagem da probabilidade da ocorrén-
cia da progressao, oy, a1, as e az conforme as Figuras C.8 e C.9.

Comparando com as outras componentes (modelos T, T € T¢), as estimativas
aqui apresentam maiores dispersoes. As estimativas de s, correspondente ao efeito
de x5, nao parecem ser afetadas pela censura. Ja o intercepto ag e o coeficiente da
covariavel xq, as sao sobrestimados proporcionalmente com o aumento da censura
e o coeficiente oy associado com o tratamento A, subestimado.

Parametro da cépula 6: mostrado na Figura C.10.

Os graficos destas figuras mostram o acentuado efeito da censura na estimativa
de 6, apresentando uma maior dispersao quando a dependéncia é maior, ou seja,
quando 6 = 2 (indicando 7 = 0,5, figura do meio). Quando a dependéncia entre
os tempos até a progressao e 6bito é menor, nao se observam diferencas entre a
modelagem mista (figura a esquerda) e fixa (figura a direita).

Variancia do efeito aleatorio B, conforme Figura C.11.

Em geral, é possivel concluir que a censura nao tem efeito na estimativa deste
parametro, tampouco o tamanho da amostra. O que se observa a primera vista é
uma dispersao ampla.
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Observa-se que em geral nao ha grandes diferengas nas inferéncias quando se usa
a modelagem mista ou fixa. Além disso, em todos os parametros, exceto na variancia
do efeito aleatério B, a dispersao é menor com amostras maiores, como era de se esperar.

As componentes da modelagem com estimativas mais proximas aos verdadeiros va-
lores e menores dispersoes foram para os parametros associados aos modelos T e Tg.
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4.2




Capitulo

Aplicacao

Neste capitulo é apresentada uma breve descricao das medidas de ajuste que serao
usadas nesta tese como medidas de comparacao de modelos e que sao o suporte para
determinar o ajuste mais adequado a um conjunto dados. Na sequéncia, é aplicada a
modelagem proposta segundo a copula de Clayton a dois conjuntos de dados. O primeiro
deles corresponde a pacientes com leucemia que receberam transplante de medula 6ssea
(TMO). Os dados se encontram disponiveis com o nome ebmt4 no pacote mstate
em R. Para estes dados, é ajustada a modelagem sem efeito aleatério (modelo fixo).
O segundo conjunto de dados, como discutido no Capitulo 1, corresponde ao estudo
de insuficiéncia renal cronica (IRC), que pretende avaliar a eficacia do tratamento e o
efeito das covariaveis na sobrevivéncia dos pacientes observados. Para os dados de IRC,
além de uma analise descritiva, sao aplicados os modelos propostos com e sem efeitos
aleatorios (modelagem mista e fixa).

5.1 Comparacao de modelos

Considerando que para os modelos propostos deste trabalho podem ser escolhidas
diferentes particoes para as fungoes de risco basal, héa interesse em comparar o ajuste de
varios modelos aos dados quando sao assumidas diferentes parti¢oes para (Jy, Ji, J2).

As medidas de comparagao de modelos consideradas sao:

e Estatistica do logaritmo da pseudoverossimilhanga marginal (LPML)

Esta medida é calculada com base nas ordenadas preditivas condicionais (CPO),
proposta por Geisser (1993), e ¢ definida como LPML = 3,/ log(CPOy;), em que
valores maiores de LPML indicam melhor ajuste. Para o ¢-ésimo individuo do
[-ésimo grupo, a estatistica CPO;; é definida como

CPOy = L(Da| DY) = / La(€&, B|Da)r (€, BID'™)dBd,

em que D) denota os dados sem a observacdo do i-ésimo individuo no I-

71



72

APLICACAO 5.1

ésimo grupo, L;(&, B|D;) denota a fungao verossimilhanga para o i-ésimo in-
dividuo no [-ésimo grupo, corresponde ao termo no produto da expressao (3.11),
e (&, B|[D") ¢ a funcdo densidade a posteriori dado os dados D~*). Segundo
Lee et al. (2016), intuitivamente o CPO;; ¢ a probabilidade a posteriori do resul-
tado observado para o i-ésimo individuo no [-ésimo grupo com base no modelo
ajustado aos dados que excluem esse individuo especificamente. Portanto, grandes
valores do CPO;; atribuem altas probabilidades aos dados observados, indicando
um melhor ajuste.

Em muitos modelos de sobrevivéncia, nao é possivel obter uma expressao analitica
para esta medida. No entanto, um estimador Monte Carlo de CPO; pode ser
obtido usando uma amostra MCMC da distribuicdo a posteriori w(&, B | Dops).
De acordo com Chen et al. (2000) (Cap. 10), uma aproximacao da CPO;; ¢ dada

por
Q

__ 1 1 -1
CPO; = (@Z TaE B ] Dﬂ)) ,

q=1

com q = 1,---,Q amostras MCMC da distribui¢do a posteriori de (§, B). Outra
medida que se encontra na literatura baseada no CPO é

LPML
N )

ALPML =

com N sendo o tamanho da amostra, i.e o nimero de observacoes. Esta es-

tatistica pode ser interpretada como a pseudoverossimilhanga marginal relativa
(Ibrahim et al., 2000).

critério de informagao bayesiano (BIC)

Conforme Sahu e Dey (2000), este critério é definido como
BIC = —2(func¢ao log-verossimilhanga calculada no EMV) + plog(V),

em que N é o tamanho da amostra e p é o nimero estimado de parametros.
Como estes autores comentam, com uma implementacao via MCMC nao é possivel
maximizar a log-verossimilhanca requerida para calcular o BIC. No entanto, o
valor médio da fungao de verossimilhanga avaliada a cada iteracao MCMC pode
ser usada como uma aproximacao. Desta forma, o critério pode ser definido como

Q
— 2
BIC = —azzlog(Liz(éq,Bq | Dir)) + plog N,

q=1 4]l

em que (€, B,) corresponde & uma amostra da distribui¢ao a posteriori obtida na
g-ésima iteracao no algoritmo MCMC e p é o nimero de pardmetros associados
ao modelo.
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No caso do BIC, valores menores indicam um melhor ajuste.

e Criterio de informagao de desviancia (DIC)

Como indicam Lee et al. (2016), esta estatistica é frequentemente escolhida para a

comparac¢ao de modelos no paradigma bayesiano. De acordo com Spiegelhalter et al.
(2002) e assumindo ¥ = (&, B), o DIC é uma medida definida como DIC =

Dev(9)+2pp = Dev(9)+pp, com o termo de penalidade dado por pp = Dev(9)—

Dev(¥) que corresponde ao nimero efetivo de pardmetros. Aqui a desviancia é
definida como Dev(d) = > —2log(L(&, B|Dy)), sendo L(&, B|D;) o termo no
il

produto da expressdo (3.11). J4 as quantidades 9 e Dev(89) = E(Dev(&, B|Dys))
denotam a média a posteriori de ¥ e Dev(1d), respectivamente, que podem ser

_ Q - Q
estimadas por ¥ = é 2119,1 e Dev(9) = é ZlDev(i‘}q), em que Yy, ,9g sao
9= 9=

amostras da distribuigao a posteriori (Spiegelhalter et al. (2002), de Castro et al.
(2015)).

Pequenos valores de DIC indicam os melhores ajustes.

Além das medidas de ajuste descritas para a escolha do modelo mais apropriado,
neste trabalho também sao usados: graficos da sequéncia de valores simulados (tragos)
e graficos da funcdo de autocorrelagao (ACF) da cadeia de Markov fornecida pela dis-
tribuicao a posteriori.

Como indicam Lesaffre e Lawson (2012), para avaliar a convergéncia das cadeias
de Markov é mais recomendavel besear-se em critérios descritivos do que em testes de
hipoteses, pois os desenvolvimentos tedricos tém gerado um impacto limitado na pra-
tica. Assim, optou-se por usar aproximagcoes graficas através da inspecao das sequéncias
dos valores simulados e autocorrelagao para inferir se a convergéncia foi atingida. Cabe
destacar que os graficos das autocorrelagbes nao determinam exclusivamente a conver-
géncia, pois valores altos nao implicam auséncia de convergéncia e sim mistura lenta.
Detalhes de avaliagao das cadeias de Markov podem ser consultados, por exemplo, em
Lesaffre e Lawson (2012) Sec¢ao 7.2, Ntzoufras (2009) Segao 2.2.

5.2 Transplante de medula 6ssea (TMO)

O conjunto de dados analisado nesta Secao provem da European Society for Blood
and Marrow Transplantation (EBMT) e corresponde a 2279 pacientes transplantados
entre 1985 e 1998. Na literatura, varios autores ja usaram estes dados para ilustrar ou-
tras modelagens multiestado como, por exemplo, Fiocco et al. (2008), de Wreede et al.
(2011) e de Castro et al. (2015).

No conjunto de dados de TMO foram registrados vérios eventos. No entanto, para
esta aplicacao s foram considerados: o tempo em dias desde o transplante até a recaida,
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como evento intermediario, e o tempo em dias desde o transplante até o 6bito, como
evento terminal. Os fatores prognosticos, assim como o nimero de observagoes em cada
caso, sao apresentados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Descricdao das covaridveis e eventos de interesse nos dados de TMO.

Categorias n %
Coaridveis
Ano de transplante 1 1985 - 1989 634 27,82
21990 - 1994 896 39,31
3 1995 - 1998 749 32,86
Idade do paciente 1 < 20 anos 551 24,18
no transplante 2 20 - 40 anos 1213 53,22
3 > 40 anos olb 22,60
Profilaxia 0 Nao 1730 75,91
1 Sim 549 24,09

Compatibilidade sexo 0 Sem incompatibilidade 1734 76,09
doador-receptor 1 Incompatibilidade 545 23,91

FEventos de interesse

Caso 1 Obito 533 23,39
2 Obito apoés recaida 305 13,38
3 Recaida 65 2,85
4 Censura 1376 60,38

Conforme Xu et al. (2010), uma forma intuitiva de identificar a for¢a da dependéncia
entre os eventos de interesse, recaida e 6bito, é através da proporgao de pacientes que
apresentaram Obito apés recaida entre todos os pacientes que apresentaram recaida. Da
Tabela 5.1, pode se observar que tal proporcao é 305/370 = 82,43%. Espera-se com isto
encontrar um grau de dependéncia moderado entre os eventos. Além disso, o gréafico de
dispersao do tempo até recaida e o tempo até 6bito apds recaida apresentado na Figura
5.1 indica uma possivel dependencia positiva.

5.2.1 Ajuste da modelagem proposta

Para os dados de TMO foi ajustado a modelo sem efeito aleatério (modelo fixo) com
diferentes particoes para as fungoes de risco basal e usando a copula de Clayton. Para
todos os modelos fixos ajustados foram adotados como hiperparametros para as distri-
buigoes a priori os sugeridos na literatura (Zhang et al. (2014), Ibrahim et al. (2000)).
Assim, a ~ N,, (0,%,) com 3, = 1000I 'p, sendo I 'p, a matriz identidade inversa
de dimensao p, = 7. Similarmente, (85,7¢)" ~ Nuo(0,20), (B1,7]) ~ N, (0,%) e
(Bg,79) ~ N,,(0,35) com py = p1 = py = 6 (ntimero de covariéveis). Para \; sdo
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Figura 5.1: Diagrama de dispersao dos tempos até a ocorréncia dos eventos de interesse,
recaida e dbito, dos dados de TMO. Inclui sémente os individuos do caso 2.

assumidos A,; ~ Gama(0,01;0,01) para j =1,---,J, e k =0, 1,2. Finalmente, para ¢
tem-se 6 ~ Gamalnv(0,01;0,01).

Para todos os modelos ajustados, foram usadas 10000 iteragoes de Gibbs, obtendo
amostras de tamanho 800 ap6s um aquecimento de 2000 e espagamento de 10.

O resultado das medidas de comparacao de modelos para alguns desses ajustes
apresentam-se na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Valores LPML, BIC DIC para o modelo fixo sob a copula de Clayton ajustados
aos dados de TMO.

Partigoes Modelo fixo
Jo Ji J2 LPML BIC DIC

1 1 1 -1142580  23008,50  22803,61
2 2 2 -10788,22 21766,56 21542,44
3 3 3 -10573,30 21360,84  21114,43
4 4 4  -10469,30 2117721  20905,85
5 5 5  -10399,57  21058,99  20765,86

—_
(]
—_
(]

10 -10300,54 20960,33 20556,59
15 -10278,90 21016,98 20497,22
5 -10838,88  21962,62  21655,78
8 -10744,54  21802,52  21449,11

—_
ot
—
t

(G20 N
—_
o

Conforme a Tabela 5.2, o ajuste com as parti¢oes (Jo, Ji, Jo)= (15, 15, 15) obteve
o maior valor de LPML e o menor valor de DIC entre as nove combinacoes conside-
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radas para Jy, Jq, Jo sob o modelo fixo. Por outro lado, o BIC detectou como melhor
ajuste o modelo com as partigdes (Jy, Ji, J2)= (10, 10, 10). Considerando que os resul-
tados de ambos ajustes foram relativamente proximos, no que segue sao apresentados
os resultados em que (Jy, Ji, Jo)= (15, 15, 15).

Resultados com o modelo fixo

A Tabela 5.3 apresenta as estimativas a posteriori (média, desvio padrao (Sd.) e
HPD de 95%) dos parametros segundo a modelagem com (Jy, Ji, Jo)= (15, 15, 15).

No Apéndice D sao apresentados os graficos da funcao densidade a posteriori, os
tracos dos valores simulados e os graficos da funcao de autocorrelacao para todos os
parametros estimados referentes aos resultados da Tabela 5.3. A Figura D.1 refere a
inferéncia bayesiana para a componente do 6bito Tp, a Figura D.2 para a componente
da recaida Ty, a Figura D.3 para a componente 6bito apos recaida Ty e a Figura D.3
para a probabilidade de recaida, componente logito. Aqui é apresentada & inferéncia
Bayesiana para o parametro da copula de Clayton conforme observa-se na Figura 5.2.
De tais graficos pode-se observar que em forma geral houve convergéncia para todos os
parametros obtendo distribuigoes a posteriori simétricas com variancias pequenas e sem
grandes autocorrelagoes o que fornece indicios de convergéncia.
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Figura 5.2: Funcdo densidade a posteriori, tracos e ACF para o pardmetro da cdpula de
Clayton do ajuste da modelagem fixa com (Jy, J1,J2) = (15,15,15) aos dados de TMO.

Conforme a Tabela 5.3, o ano de transplante teve um efeito signigicativo sob as com-
ponentes T, Tk e Ty, dado que os respectivos intervalos HPD nao contém o zero. Da
mesma forma, a idade do paciente resultou significativa na componente Tpp. A compa-
tibilidade do sexo doador-receptor também pode ser incluida na componente Tp como
relevante pois, segundo a Figura D.1, observa-se para 7y que a massa da distribuigao
a posteriori aparece concentrada a direita de 0. A componente do 6bito apds recaida
(Te) teve a idade como fator prognoéstico significativo, além do ano de transplante.

A profilaxia s6 foi um fator representativo para a probabilidade de recaida (modelo
logito). Embora o HPD de 95% contém o zero, ele fica na borda esquerda do intervalo
e, conforme Figura D.4 para («as), a massa da distribuicdo a posteriori se concentra a
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Tabela 5.3: Ajuste modelagem fiza aos dados de TMO com (Jo, J1, J2) = (15,15,15).

Covariavel / Parametro Média  Sd. HPD 95%
Modelo Tp (Obito)
Ano do transplante 1985-1989
1990-1994 (~01) -0,509 0,113 (-0,736 ; -0,294)
1995-1998 (v02) 0,537 0,119  (-0,749 ; -0,299)
Idade do paciente < 20 anos
no transplante (20-40] anos (y03) 0,614 0,122 (0,375 ; 0,847)
> 40 anos (yo4) 0,947 0,140 (0,685 ; 1,218)
Profilaxia Nao
Sim (705) 0,085 0,099 (-0,103 ; 0,283)
Compatibilidade sexo Nao incompativel
doador-receptor Incompativel (yps) 0,186 0,100 (-0,004 ; 0,379)
Modelo Tg (Recaida)
Ano do transplante 1985-1989
1990-1994 (v11) -0,517 0,180 (-0,865 ; -0,188)
1995-1998 (v12) -0,348 0,213 (-0,735 ; 0,059)
Idade do paciente < 20 anos
no transplante (20-40] anos (y13) -0,126 0,170 (-0,474 ; 0,203)
> 40 anos (y14) 0,263 0,219 (-0,163 ; 0,697)
Profilaxia Nao
Sim (715) 0,024 0,162 (-0,322 ; 0,324)
Compatibilidade sexo Nao incompativel
doador-receptor Incompativel (y16) 0,165 0,157  (-0,117 ; 0,456)

Modelo T¢ (Obito apés recaida)

Ano do transplante 1985-1989
1990-1994 (v11) -0,482 0,140 (-0,748 ; -0,204)
1995-1998 (v12) -0,423 0,164 (-0,730 ; -0,098)
Idade do paciente < 20 anos
no transplante (20-40] anos (y13) 0,193 0,146 (-0,061 ; 0,492)
> 40 anos (y14) 0,249 0,183 (-0,114 ; 0,580)
Profilaxia Nao
Sim (715) 0,028 0,130 (-0,198 ; 0,304)
Compatibilidade sexo Nao incompativel
doador-receptor Incompativel (y16) 0,106 0,130 (-0,131 ; 0,370)
Modelo Logito
Intercepto () -1,584 0,163 (-1,902 ; -1,264)
Ano do transplante 1985-1989
1990-1994 () 0,313 0,178 (-0,006 ; 0,663)
1995-1998 (av2) 0,189 0,199 (-0,221 ; 0,510)
Idade do paciente < 20 anos
no transplante (20-40| anos (a3)  -0,100 0,145 (-0,365 ; 0,179)
> 40 anos (ay) -0,300 0,197  (-0,720 ; 0,039)
Profilaxia Nao
Sim (as) 0,252 0,152 (-0,018 ; 0,574)
Compatibilidade sexo Nao incompativel
doador-receptor Incompativel (ag) -0,018 0,147 (-0,291 ; 0,262)
Parametro Copula 0 0,986 0,259 (0,572 ; 1,494)
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direita de zero.

Possiveis interpretacoes clinicas destes resultados podem ser dadas em termos do
risco, tomando-se o exponencial dos parametros estimados e comparando com 1 que
corresponde ao risco do respectivo grupo de referéncia. Assim, por exemplo, no modelo
Tp para o ano de transplante tem-se, para 1990-1994, exp{~o1} = exp{—0,509} = 0,601
e para 1995-1998, exp{1o2} = exp{—0, 537} = 0, 584 indicando uma diminui¢ao do risco
para 6bito, em relacao aos pacientes transplantados no periodo entre 1985 e 1989. Inter-
precoes similares obtém-se para esta covariavel nos modelos Tk e T;. Quanto & idade,
no modelo Tp, h4 um incremento do risco para 6bito nos individuos mayores de 20 anos
(exp{0,614} = 1,848 para individuos entre entre 20 e 40 anos e exp{0,947} = 2,577
para maiores de 40 anos )

A meédia a posteriori e o HPD de 95% para o parametro da copula foram 0,986 e
(0,572; 1,494), respectivamente, o que indica uma dependéncia moderada entre T e Tg.
Dado que na céopula de Clayton 7 = %, uma possivel estimativa plug-in pontual de 7
seria 0,33 e intervalar (0,276 ; 0,428).

5.3 Insuficiéncia renal cronica (IRC)

O conjunto de dados consiste dos tempos de acompanhamento de 1252 pacientes
com IRC. O acompanhamento foi realizado pelo Fresenius Medical Care de Colombia e
Laboratorio Médico Echavarria durante um periodo de 690 dias (periodo comprendido
entre 30 de maio de 2009 e 20 de abril de 2011). Uma das caracteristicas destes pacientes
é que eles se encontram nos estégios mais avancados da doenca e, portanto, requerem
tratamento dialitico. O tipo de dialise aplicado em cada paciente depende da indicagao
médica, sendo a hemodialise o mais comum. Além do tratamento, foram consideradas
outras variaveis, registradas no inicio do seguimento dos pacientes. Uma descri¢gao delas
é apresentada Tabela 5.4 e, como pode-se observar, 75% da amostra est4 composta por
pacientes em tratamento de hemodiélise.

A TRC é uma doenga que afeta pessoas de ambos os sexos em todas as idades.
Conforme a Tabela 5.4, as maiores proporc¢oes sao pacientes do sexo masculino, repre-
sentando 61,3% da amostra, e pessoas com idades superiores a 50 anos de idade, que
correspondem a 64,5% da amostra.

Ao lidar com a estrutura de riscos semicompetitivos, no estudo de IRC sao consi-
derados os eventos de interesse, intermediario e final, como uma piora ou progressao
no quadro clinico e o 6bito, respectivamente. Segundo a opiniao das pesquisadoras do
Laboratorio Médico Echavarria, fornecedoras dos dados e conforme Steddon e Sharples
(2015), existem varios critérios para definir esta piora, geralmente através de exames
que avaliam as concentragoes de fosforo inorganico, calcio, potassio ou nitrogénio uréico
(BUN) no sangue. Niveis fora dos estabelecidos como referéncia indicam a progressao.
Especificamente, para pacientes com IRC que iniciam tratamento dialitico, estes niveis
sao: calcio, de 8,7 a 10,4 mg/dl; fosforo de 3,4 a 5,6 mg/dl; nitrogénio uréico, de 9 a 23
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Tabela 5.4: Descri¢cdo das covaridveis e eventos de interesse do estudo de IRC.

Categorias n %
Covaridveis
Tratamento 0 Dialises peritoneal 309 24,68
1 Hemodié4lises 943 75,32
Sexo 0 Feminino 484 38,66
1 Masculino 768 61,34
Idade 1 < 30 anos 126 10,06
2 De 31 a 50 anos 318 25,40
3 De 51 a 65 anos 426 34,03
4 > 66 anos 382 30,51
Cidade 1 Manizales 280 22,36
2 Monteria 369 29,47
3 Rionegro 131 10,46
4 Sincelejo 334 26,68
5 Tunja 138 11,02
FEventos de interesse
Caso 1 Obito 177 14,14
2 Obito apés progressao 62 4,95
3 Progressao 303 24,20
4 Censura 710 56,71

mg/dl e potassio, de 4 a 6 mg/dl.

Eles também indicam que existe uma forte associagao entre hiperfosfatemia e mor-
talidade de pacientes com IRC em ambos os tratamentos dialiticos. Neste trabalho, foi
adotado que a progressao da IRC ocorre quando o valor do exame de fésforo inorganico
no sangue for superior ao nivel de referéncia de 5,6 mg/dl.

Na Tabela 5.4 também sao resumidas as proporgoes dos pacientes segundo os even-
tos de interesse. E importante ressaltar a alta proporcao de censura, sendo que os casos
trés e quatro compoem 80% da amostra. Esta alta porcentagem de censura poderia
dar indicios de presenca de curados. No entanto, para a IRC é mais razoavel supor que
todos os pacientes sejam suscetiveis aos eventos de interesse. Neste caso, a alta censura
pode estar relacionada ao fato de o periodo de acompanhamento ser curto, pois além
de alguns pacientes entrarem tardiamente no estudo!, ou sairem precocemente?, esta
doenga é considerada de lenta evolugao.

10s pacientes comecaram o seguimento em instantes aleatérios no periodo do estudo dependendo
da data em que foi diagnosticado com estagio avangado da doenga e que foi encaminhado a tratamento
com dialise.

2Pode-se perder contato com o paciente devido a um possivel acontecimento aleatério, mudanca de
plano de saiide, mudanca de cidade, etc.
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Para ter uma ideia da estrutura dos dados, obtém-se a distribuicao dos pacientes
com IRC segundo os eventos de interesse, no periodo de observacao, para cada categoria
das covariaveis conforme se resume na Tabela 5.5.

Tabela 5.5: Distribui¢ao do nimero de pacientes n(%) com IRC pelas covaridveis seqgundo os
eventos de interesse.

Variavel Obito Obito ap06s progressdao Progressdao  Censura
Tratamento
0 Dialises peritoneal 58 (32,8) 12 (19,4) 61 (20,1) 178 (25,1)
1 Hemodialises 119 (67,2) 50 (80,6) 242 (79,9) 532 (74,9)
Sexo
0 Feminino 73 (41,2) 28 (45,2) 119 (39,3) 264 (37,2)
1 Masculino 104 (58,8) 34 (54,8) 184 (60,7) 446 (62,8)
Idade
1 De 1 a 30 anos 10 (5,6) 7 (11,3) 39 (12,9) 70 (9,9)
2 De 31 a 50 anos 25 (14,1) 11(17,7) 95 (31,4) 187 (26,3)
3 De 51 a 65 anos 60 (33,9) 26 (41,9) 114 (37,6) 226 (31,8)
4 De 66 a 97 anos 82 (46,3) 18 (29,0) 55 (18,2) 227 (32,0)
Cidade
1 Manizales 34 (19,2) 10 (16,1) 92 (30,4) 144 (20,3)
2 Monteria 66 (37,3) 23 (37,1) 68 (22,4) 212 (29.,9)
3 Rionegro 9 (5,1) 4 (6,5) 45 (14,9) 73 (10,3)
4 Sincelejo 49 (27,7) 17 (27,4) 57 (18,8) 211 (29,7)
5 Tunja 19 (10,7) 8 (12,9) 41 (13,5) 70 (9,9)

Da Tabela 5.5 pode-se observar que do total de casos com progressao, 62/365 =
16,98% apresentaram 6bito. Esta porcentagem é relativamente baixa indicando intuiti-
vamente que a possivel dependéncia nao sera muito alta. Isto também pode ser analisado
pelas covariaveis. Veja por exemplo que, por grupos etarios, a maior proporcao é para
os mais idosos (> 66 anos), dada por 18/73 = 24,66%, enquanto que a menor é para
o grupo de 31 a 50 anos, que é igual a 11/106 = 10,34%. Quanto a cidade, Rionegro
apresenta a proporgao mais baixa, igual a 4/49 = 8,16%. Visualmente pode-se verificar
que a dependéncia entre os eventos de interesse serd baixa e positiva, conforme o gréfico
de dispersao dos tempos até a ocorréncia de tais eventos apresentado na Figura 5.3.

Pode ressaltar-se também algumas observagoes por covariaveis. O 6bito se apresenta
em maior proporc¢ao para os mais idosos, mas quando héa progressao precedida ao 6bito,
houve uma maior proporc¢ao de pacientes entre 51 e 65 anos. Quanto a cidade, o 6bito se
apresenta em maior proporcao para pacientes de Monteria e a progressao em pacientes
de Manizales.
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Figura 5.3: Diagrama de dispersao dos tempos até a ocorréncia dos eventos de interesse,
progressao e dbito, dos dados de IRC. Inclui sémente os individuos do caso 2.

Curvas de sobrevivéncia foram obtidas para os eventos de progressao e 6bito seguindo
a abordagem de copulas como indicam Lakhal et al. (2008) e como analisado em Patifo
(2012). Especificamente, na Figura 5.4, sdo apresentadas estas fung¢oes usando a copula
de Clayton. Observa-se que as curvas estimadas sao diferentes. Para a progressao, a
probabilidade de sobrevivéncia decresce mais rapidamente do que para o 6bito ao longo
do tempo. Ambos os casos refletem a alta propor¢ao de censura pela forma das curvas
ao final do periodo de acompanhamento, que é uma grande limitacao deste estudo.
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Figura 5.4: Funcées de sobrevivéncia pelo estimador copula grifico para o tempo (em dias)
até a progressao (esquerda) e Kaplan-Meier para o tempo (em dias) até o ébito (direita).

5.3.1 Ajuste da modelagem proposta

Para esta aplicagao, foram ajustadas diferentes modelagens fixas e mistas aos dados
de IRC variando os valores para as particoes das fungoes de risco basal. Inicialmente
considerou-se o ajuste para uma analise paramétrica, ou seja, quando (Jo, J1,JJo) =
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(1,1,1) e, para uma analise semiparamétrica foram utilizados diferentes valores para

(JOa J17 JQ)

Como comentado na Secao 3.1.2, para todos os modelos ajustados foram adotados
como hiperparametros para as distribuigoes a priori os sugeridos na literatura, assim,
a ~ N, (0,%,) com ¥, = 1000l 'p, sendo I 'p, a matriz de identidade inversa
de dimensao p, = 10 para o modelo fixo e p, = 6 para o modelo misto. Similar-
mente, (/307’)’3)T ~ Npo(07 Z0)7 (B1771T) ~ Np1(0721) € (/6;—”7;) ~ Np2(07 22) com
Po = p1 = po = 9 para o modelo fixo e pg = p; = py = 5 para o modelo misto.
Para \; sao assumidos \y; ~ Gama(0,01;0,01) para j = 1,---,J, e k = 0,1,2.
Para 6 tem-se § ~ Gamalnv(0,01;0,01). No caso do modelo misto, para B é assumido
B ~ Gamalnv (3, 2).

Para todos os modelos ajustados, sao usadas 20000 iteragoes de Gibbs, obtendo
amostras de tamanho 750 ap6s um aquecimento de 5000 e espacamento de 20.

Os resultados das medidas de avaliagao de modelos para estes ajustes seguem na
Tabela 5.6. Conforme esta tabela, pode-se observar que para o modelo fixo todos os cri-
térios concordam para determinar o modelo (Jy, J1, J2) = (2,2,2) como o melhor ajuste.
Ja para o modelo misto, o melhor ajuste corresponde a tripla (Jo, J1, J2) = (1,1,1), mo-
delo exponencial.

Tabela 5.6: Valores LPML, BIC DIC para os modelos fixos e mistos seqgundo a cdpula de
Clayton ajustados aos dados de IRC.

Particoes Modelo fixo Modelo misto

Jo J1 Jo LPML BIC DIC LPML BIC DIC

1 1 1 -1994211  4204,244  3967,719 -1830,441 3454,258 3985,114
2 2 2 -1938,972 4125,744 3873,664 -1909,631  3541,668  4126,886
3 3 3 -2061,422  4360,655  4071,703  -2218,365  3788,673  4264,081
5 5 b -2013,732  4307,924  3982,387  -2108,311  3892,785  4413,541
10 10 10 -2465,200 5166,293  4660,142  -2617,565  4789,746  5057,239
2 1 1 -1984,089  4189,906 3945280  -1864,477  3512,188  4065,928
1 2 1 -1948/454  4134,757  3893,606  -1858,161  3496,443  4047,427
1 1 2 -1990,174  4204,720  3958,485  -1868,762  3484,176  4082,915
1 2 2 -1957216  4154,570  3910,157  -1871,909  3536,520  4005,753
2 2 1 -1945,106  4127,177  3884,937  -1860,723  3490,302  4006,500
2 1 2 -1985,544  4199,792  3953,621  -1913,542  3564,155  4104,240
1 3 1 -1954,811  4153,613  3907,792  -2083,916  3611,462  4166,226
1 3 2 -1955,996 4161417  3907,930  -1958,276  3600,786  4190,449
1 3 5 -1958,705  4183,609  3913,396  -1899,064  3586,022  4062,066

Da Tabela 5.6, pode-se ressaltar que os trés critérios, LPML, BIC e DIC, concordam
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na classificacdo dos modelos fixos ajustados. Para o modelo misto isto ocorre com ao
menos dois dos critérios. Observa-se também que ao comparar os ajustes do modelo
fixo e misto de uma mesma tripla (Jy, Ji, J2), em geral, os critérios fornecem valores
menores para o modelo misto. Os respectivos resultados dos ajustes usando a copula de
Clayton, ressaltados na Tabela 5.6, serao apresentados a seguir.

Resultados modelagem fixa

Nas Tabelas 5.7 e 5.8 sdo resumidas as estimativas a posteriori (média, desvio pa-
drao (Sd.) e HPD de 95%) do ajuste do modelo fixo segundo a copula de Clayton com
(Jo, J1,J2) = (2,2,2). Em seguida, no Apéndice D, sdo apresentadas as Figuras D.5,
D.6, D.7 e D.8 que correspondem aos graficos das fungoes densidade a posteriori, as
sequéncias dos valores simulados (tragos) e as fungdes de autocorrelagao para cada um
dos parametros das componentes Tp, Ty, Te e logito, respectivamente. A inferéncia
para o parametro da copula mostra-se na Figura 5.5.

Em todas as situagoes, é considerado como estimador a média a posteriori.

Considerando que um coeficiente é significativo quando o intervalo de maior densi-
dade a posteriori (HPD) de 95% néo contém o 0, pode ser afirmado das Tabelas 5.7 e
5.8 que o tratamento s6 parece estar associado a probabilidade da progressao, dado que
sO se apresentou significativo para a componente logito da modelagem, aqui a chance de
progressao ¢ maior para pacientes em tratamento de hemodialise (exp{1, 038} = 2.823)
que em tratamento de didlise peritoneal (exp{0} = 1). Em relacdo ao sexo, ele tem
efeito na sobrevivéncia dos pacientes que apresentaram obito, ele foi significativo para
as componentes logito e Tp, em ambos o0s casos o risco é menor para as pessoas de
sexo masculino do que do sexo femenino (exp{—0,543} = 0,581 no modelo logito e
exp{—0,610} = 0,543 no modelo Tp).

A idade é outra covariavel que aparece como significativa. Em particular, para o
grupo etario mais idoso, maiores de 66 anos, no modelo T» quanto no modelo Tk sendo
que tem um risco maior de 6bito e um risco menor de progressao em relagao aos mais
jovens. No modelo T, em geral, observa-se um risco maior de progressao para os jovens
(menores de 30 anos, observa-se que os coeficientes estimados de 712, 713,714, S840 nega-
tivos).

Algumas cidades ou centros de tratamento apresentaram efeitos diferentes nas com-
ponentes da modelagem. Monteria apresentou efeito para a progressao, Sincelejo foi
significativa para obito e 6bito apos progressao (modelo T) e Tunja para 6bito e a
probabilidade de progressao (modelo logito). Observa-se que individuos tratados em
Manizales tem menor risco de 6bito e 6bito apds progressao que os pacientes tratados
nas demais cidades.

Levando em conta que a média a posteriori e o HPD de 95% para 6 foi 0,143 e
(0,002; 0,508), respectivamente, pode-se concluir que este parametro indica uma depen-
déncia positiva entre Tg e Ty, obtendo uma possivel estimativa plug-in pontual para
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Tabela 5.7: Ajuste modelo fizo aos dados de IRC com as particées para as fungdes de risco
basal (Jo, J1, J2) = (2,2,2). Componentes: Logito e Modelo Tp.

Covariavel / Parametro Média  Sd. HPD 95%
Modelo Logito
Intercepto  (ap) -0,034 0,410 (-0,828 ; 0,781)

Tratamento Diélises peritoneal

Hemodialises (1) 1,038 0,337 (0,424 ; 1,749)

Sexo Feminino
Masculino («3) -0,543 0,278 (-1,105 ; -0,030)
Idade < 30 anos
31 a 50 anos (a3) 0,269 0,431 (-0,497 ; 1,079)
51 a 65 anos (ay)  -0,238 0,407  (-0,985 ; 0,612)
> 66 anos (as) -0,559 0,425 (-1,415 ; 0,232)
Cidade Manizales
Monteria () -0,148 0,394  (-0,926 ; 0,564)
Rionegro (o) 0,679 0,473 (-0,359 ; 1,576 )
Sincelejo (ag) -0,174 0,336  (-0,859 ; 0,450)
Tunja (ag) 0,684 0431 (0,123 ; 1,574)

Modelo Tp (Obito)

Tratamento Didlises peritoneal

Hemodiéalises (5y) 0,120 0,271  (-0,390 ; 0,630)

Sexo Feminino
Masculino (vo1) -0,610 0,230 (-1,069 ; -0,153)
Idade < 30 anos

31 a 50 anos (yp2) 0,018 0,516 (-0,988 ; 1,029)
51 a 65 anos (103 ) 0,394 0431  (-0,495 ; 1,165)
> 66 anos (yo4) 0,950 0,442 (0,092 ; 1,775)

Cidade Manizales
Monteria (7yo5) 0,366 0,340 (0,255 ; 1,038)
Rionegro (vos) 0,362 0,450 (-0,496 ; 1,267)
Sincelejo (7o7) 0,756 0,295 (0,173 ; 1,300

)
Tunja (y0s) 1,412 0475 (0,522 ;2,322)
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Tabela 5.8: Ajuste modelo fizo aos dados de IRC com as parti¢ées para as fungoes de risco
basal (Jo, J1, J2) = (2,2,2). Componentes: Modelos Tr e Tg.

Covariavel / Parametro Média  Sd HPD 95%

Modelo Tg (Progressao)

Tratamento Dialises peritoneal

Hemodialises (51) -0,474 0,240  (-0,921 ; 0,014)
Sexo Feminino

Masculino (7y11) 0,372 0,203  (-0,025 ; 0,791)
Idade < 30 anos

31 a 50 anos (y12)  -0,460 0,268  (-0,978 ; 0,064)
51 a 65 anos (y13 ) -0,250 0,279  (-0,755 ; 0,306 )

> 66 anos (y14) 0,828 0,304 (-1,426 ; -0,232)
Cidade Manizales

Monteria (715) 0,676 0,289 (-1,264 ; -0,103 )

Rionegro (y16) 0,045 0,269  (-0,487 ; 0,534)

Sincelejo (y17) 0,408 0,248  (-0,897 ; 0,037)

Tunja (18) 0,361 0,266  (-0,851 ; 0,190)

Modelo T¢ (Obito apés progressao)

Tratamento Dialises peritoneal

Hemodialises (32) 0,050 0,341 (-0,577 ; 0,730 )
Sexo Feminino

Masculino (7y21) -0,198 0,265 (-0,703 ; 0,299 )
Idade < 30 anos

31 a 50 anos (vy22) -0,197 0,526  (-1,174 ; 0,842)
51 a 65 anos (123 ) 0,365 0,487  (-0,547 ; 1,297 )

> 66 anos (724) 0,825 0,510 (-0,180 ; 1,780 )
Cidade Manizales

Monteria (725) 0,810 0,387 (-0,027 ; 1,517)

Rionegro (v26) 0,724 0,632 (-0,461 ; 1,897)

Sincelejo (y27) 1,569 0,414 (0,791 ; 2,338)

Tunja (Y2s) 0,501 0,495  (-0,503 ; 1,464)

Parametro Copula 6 0,143 0,178 (0,002 ; 0,508)
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Figura 5.5: Fungoes densidade a posteriori, traco e ACF para o pardmetro da copula 6 do
ajuste do modelo fizo com (Jy, J1,J2) = (2,2,2) aos dados de IRC.

7 de 7 = 0,143/2,143 = 0,07 e intervalar de (0,0009 ; 0,202). Embora pequena, nao é
0 para poder assumir que os tempos até os eventos de interesse sejam independentes.
Neste caso dos pacientes com IRC, o valor pequeno de 7 pode ser explicado devido ao
fato que, ao tratar com esta doenga, caracterizada por ser de lenta evolugao, o tempo de
acompanhamento é curto e portanto espera-se uma a alta proporc¢ao de censura, como
de fato foi observado.

Com base nas figuras das fungoes densidade a posteriori de todos os pardametros,
pode-se incluir as seguintes covariaveis como sendo significativas (considerando que os
intervalos HPD contém o 0 na borda direita ou esquerda do intervalo): Para o com-
ponente da progressao: Tratamento (3;), grupo etario de 31 - 50 anos (712) e a cidade
Sincelejo (717). Para a componente de 6bito apds progressao (modelo Tg): a cidades
Monteria e (y25) e Rionegro (726). Finalmente para o modelo logito, as cidades Rionegro
(a7) e Sincelejo (ag).

De forma geral, pode-se concluir que as cidades tem efeito significativo na sobrevi-
véncia dos pacientes com IRC e, portanto, é indicativo que um ajuste misto agrupando
os dados nas cidades (local de tratamento) deve produzir um melhor ajuste.

Resultados modelo misto

De forma anéloga a modelagem fixa, sdo resumidas as estimativas a posteriori (mé-
dia, desvio padrao, HPD 95% e mediana) do ajuste do modelo misto paramétrico, ou
seja, com (Jo, J1,J2) = (1,1,1), conforme Tabela 5.9. Também é assumido como esti-
mativa para todos os parametros, a média a posteriori. Os graficos correspondentes a
este ajuste também podem ser consultados no Apéndice D.

Para o ajuste da modelagem sao consideradas as seguintes covaridves: tratamento,
sexo e grupos etarios. Da Tabela 5.9 pode deduzir-se que estas covariaveis resultaram
significativas para o modelo de progressao Tr dado que 0 nao pertence aos intervalos
HPD, exceto para o grupo de 51 a 65 anos. No entanto ao observar a respectiva densidade
a posteriori na Figura D.10, parametro i3, o maior volume de massa fica a esquerda
de 0 tornando esta variavel significativa. Para a componente do 6bito apds progressao
(modelo Tg), o 0 pertence aos intervalos HPD de todos os parametros o que fornece
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Tabela 5.9: Ajuste modelo misto aos dados de IRC com as partigoes para as fungdes de risco

basal (J(), Jl, JQ) = (1, 1, 1).

Covariavel / Parametro

Média Desvio P.

HPD 95%

Modelo Tp (Obito)

Tratamento Dialises peritoneal

Hemodialises (8y)  -0,133 0,176 (-0,473 ; 0,220)
Sexo Feminino

Masculino (vo1) -0,331 0,191 (-0,673 ; 0,051)
Idade < 30 anos

31 a 50 anos (y02) -0,073 0,400 (-0,832 ; 0,722)

51 a 65 anos (yp3) 0,465 0,367 (-0,269 ; 1,154)

> 66 anos (Yo4) 0,835 0,363 (0,175 ; 1,568)

Modelo Tk (Progressao)

Tratamento Dialises peritoneal

Hemodialises (1)  -0,551 0,206 (-0,932 ; -0,138)
Sexo Feminino

Masculino (711) 0,480 0,209 (0,041 ; 0,829)
Idade < 30 anos

31 a 50 anos (vy12)  -0,529 0,276 (-1,067 ; -0,018)

51 a 65 anos (y13 ) -0,384 0,265 (-0,863 ; 0,168)

> 66 anos (7y14) -0,618 0,302 (-1,239 ; -0,054)

Modelo T (Obito ap6s Progressao)

Tratamento Dialises peritoneal

Hemodialises (82)  -0,143 0,333 (-0,877 ; 0,418 )
Sexo Feminino

Masculino (v21) -0,189 0,276 (-0,696 ; 0,333)
Idade < 30 anos

31 a 50 anos (y22) -0,310 0,506 (-1,251 ; 0,700)

51 a 65 anos (723 ) 0,381 0,449 (-0,416 ; 1,312)

> 66 anos (7y24) 0,739 0,468 (-0,209 ; 1,595)

Modelo Logito

ap (Intercepto) -0,333 0,301 (-0,868 ; 0,237)
Tratamento Dialises peritoneal

Hemodialises (a1) 0,726 0,213 (0,339 ; 1,187)
Sexo Feminino

Masculino () -0,376 0,231 (-0,880 ; 0,045)
Idade < 30 anos

31 a 50 anos (o) 0,004 0,325 (-0,561 ; 0,689)

51 a 65 anos (ayg ) -0,202 0,292 (-0,756 ; 0,405)

66 a 97anos (as) -0,815 0,311 (-1,436 ; -0,188)
Parametro Copula 6 0,107 0,124 (0,002 ; 0,380)
Var Efeito aleatério B 0,522 0,279 (0,164 ; 1,111)
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indicios que estas covaridveis nao tenham um efeito significativo para esta componente.

No ajuste misto, a covariavel sexo tornou-se significativa para a progressdo (modelo
Tg), além de ter um feito para o 6bito (modelo Tp) e a probabilidade de progressao
dos pacientes (modelo logito) conforme pode ser visualizado nos graficos das fungoes
densidade a posteriori, Figura D.9 (parametro 7g;) e Figura D.12 (parametro ay), res-
pectivamente.

Comparando os resultados obtidos com a modelagem fixa, nao houve diferencas nos
sinais das estimativas das covariaveis que resultaram significativas. O tratamento, por
exemplo, na componente T em que menores riscos de progressao sao obtidos por pes-
soas tratadas com hemodialise comparadas com as tratadas com dialise peritoneal. No
modelo logito, pessoas de sexo masculino tem menor risco de apresentar progressao do
que pessoas de sexo feminino e em relagao a idade, os pacientes mais idosos (maiores de
66 anos) tem maior risco de 6bito, em tanto que para a progressao seu risco é menor do
que os pacientes mais jovens.

Para esta modelagem, o parametro 6 associado a dependéncia entre T e Tz também
resultou significativo, obtendo como possiveis estimativas plug-in pontual e intervalar
para T iguais a 7 = 0,107/2,107 = 0,05 e (0,0009 ; 0,1597). Observe que em relagao a
modelagem fixa, esta estimativa foi um pouco menor.

Em relagao as densidades a posteriori, tragos e func¢oes de autocorrelagao, tem-se
na Figura D.9 os graficos correspondentes & componente do 6bito Th. Ao comparar os
respectivos parametros no ajuste fixo, neste caso misto observam-se cadeias mais es-
tacionérias pois todos os parametros desta componente apresentaram desvios menores.
As ACFs também apresentaram um melhor comportamento dado que nao observamos
muitos valores fora das bandas de confianga.

Na Figura D.11 tem-se as densidades a posteriori, tracos e ACFs para o modelo Tg.

Esta componente tampouco apresentou diferencas em relacao aos parametros ajustados
no modelo fixo exceto a mudanga de sinal na média a posterior: do tratamento.
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Figura 5.6: Funcdo densidade a posteriori, traco e ACF para o pardmetro da cdpula 0
(esquerda) e a wvaridncia do efeito aleatdrio B (direita) do ajuste do modelo misto com
(Jo, J1,J2) = (1,1,1) aos dados de IRC.
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No caso do modelo logito os graficos do ajuste seguem na Figura D.12. Visualmente
pode-se observar que as cadeias do modelo misto tiveram um melhor desempenho que o
modelo fixo. Como também acontece para o parametro da copula conforme a Figura 5.6.

Quanto a variancia do efeito aleatério, cuja estimativa foi 0,522, pode-se dizer que
ela é pequena e possui densidade a posteriori assimétrica (Figura 5.6). Com isso, pode-

se indicar o modelo misto como mais apropriado para os dados do estudo dos pacientes
com IRC.
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Capitulo

Conclusoes

6.1 Consideracoes finais

Atualmente, em estudos da drea médica é muito comum encontrar situagoes que en-
volvem eventos nao terminais (ou intermediarios) e terminais. Dependendo da estrutura
do problema e do interesse dos pesquisadores, muitos desses estudos se enquadram na
estrutura dos riscos semicompetitivos. Nesta tese propoe-se uma nova modelagem para
dados com a estrutura dos riscos semicompetitivos sob a perspectiva bayesiana e con-
siderando coépulas da familia Arquimediana e efeito aleatério para incluir dependéncias
entre pacientes tratados em uma mesma clinica ou centro.

A modelagem segue a estrutura do modelo de Zhang et al. (2014) e é motivada pelo
estudo de pacientes com insuficiéncia renal cronica (IRC). Uma analise inicial dos paci-
entes com IRC, realizada em Patino (2012), indicou uma possivel extensao a um modelo
misto com o intuito de agrupar os individuos pelo centro de tratamento localizados em
diferentes cidades. A inferéncia é feita sob a abordagem bayesiana e, considerando a
copula de Clayton, é provado o teorema com as condi¢oes que garantem que a distribui-
¢ao a posteriori é propria. A partir da distribuicao a posteriori completa, obtida com
as variaveis latentes que lidam com a censura e efeito aleatério, sao apresentadas as
distribuicoes a posteriori condicionais completas de cada parametro. Cada distribuicao
condicional completa é amostrada pelo algoritmo de fatias para finalmente obter amos-
tras da distribuicao a posteriori total segundo o algoritmo de Gibbs.

Toda a implementagao computacional foi desenvolvida na linguagem R. Através de
um estudo de simulagao segundo a copula de Clayton, verificou-se um desempenho coe-
rente da modelagem levando em conta diferentes situagoes como proporcgoes de censura,
tamanho de amostra e grau de dependéncia.

Duas aplicagoes sao apresentadas no Capitulo 5. Primeiro, a modelagem fixa (sem
efeito aleatorio) é aplicada a um conjunto de dados de pacientes com leucemia que re-
ceberam transplante de medula 6ssea. Para tais dados, o modelo misto nao se aplica
pois nao foi medida una varidvel de agrupamento. Posteriormente, as modelagens fixa e
mista sao aplicadas aos dados de IRC, os mesmos que fizeram parte da motivacao desta
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tese. Para estas aplicagoes, o melhor ajuste foi escolhido conforme as medidas de com-
paracao de modelos implementadas que, em geral, coincidiam na ordem de classificagao
dos ajustes. Cabe ressaltar que pela forma dos dados das aplicagoes aqui analisadas, ne-
nhuma possuia a caracteristica de mudanca de tratamento e, portanto, nao foi possivel
avaliar este efeito na modelagem aplicada. Em ambas aplicagoes encontrou-se depen-
déncia fraca positiva entre os tempos até os eventos intermediéios e finais.

De forma geral, pode-se indicar que a inferéncia bayesiana e a forma de amostragem
usada tiveram um bom comportamento. No maximo foram necessarias 20000 iteracoes
do algoritmo de Gibbs para atinguir o regime estacionario das cadeias de Markov nas
aplicagoes. O tempo de execucao do programa para as aplica¢oes varia conforme o
namero de parti¢oes (Jy, Ji, J2) escolhidas para a estimacao das fungoes de risco basal.

6.2 Sugestoes para pesquisas futuras
Como perspectiva de pesquisas futuras pretende-se:

e Incluir o efeito aleatorio na modelagem para a probabilidade de transi¢ao ao estado
intermediario. No caso foi usado um modelo logito. No entanto, outras funcoes de
ligagao podem ser interessantes como, por exemplo, o modelo probito.

e Considerar diferentes efeitos aleatorios para a ocorréncia do evento intermediario
(bg) e o evento terminal (bg). Isto implicaria considerar diferentes matrizes de
variancia e covariancia.

e Propor uma analise de sensibilidade para a escolha dos hiperparametros da dis-
tribuicao a priori na estimacao bayesiana.

e Desenvolver um pacote em R com a implementacao da modelagem proposta.

e Obter os resultados teodricos para outras copulas da familia Arquimediana unipa-
ramétrica Frank e Gumbel. As copulas Frank e Gumbel sao consideradas impor-
tantes, dado que com elas é possivel avaliar dependéncia negativa e nos extremos,
respectivamente. Aqui a ideia é provar que a distribuicao a posteriori construida
com estas copulas é propia.

Além disso, a partir desta tese, surgem novas linhas de investigagao para os riscos
semicompetitivos:

1. Modelo de riscos semicompetitivos com censura @ esquerda.
Uma pregunta que caberia se fazer é se o evento intermediario nao observado
poderia ser uma censura a esquerda.

2. Extensao da modelagem proposta a outras copulas.

A modelagem explicita da dependéncia dos eventos de interesse através de copulas
permite dar maior flexibilidade a modelagem. Neste ponto, pode ser de interesse
generalizar a modelagem a familia biparamétrica Arquimediana Power Variance
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Function (PVF), que inclui as copulas de Clayton, Gumbel e Gaussiana Inversa.
Detalhes da copula PVF podem ser consultados em Romeo et al. (2018).
. Modelagem paramétrica.

Ainda na literatura, nao se tem uma modelagem parametrica para a estrutura
dos riscos semicompetitivos. Até agora s6 tem-se modelos de regressao de Cox ou
riscos proporcionais.

. Abordagem cldssica.

Abordar a modelagem mista com coépulas segundo o paradigma cléssico e estu-
dar as respectivas propriedades assintéticas dos estimadores, além de desenvolver
processos de estimagao apropriados.

. Bventos recorrentes.

Estudar uma modelagem para riscos semicompetitivos mais abrangente que inclua
eventos recorrentes intermediarios e nao um sé como apresentado nesta tese.
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Apéndice A

Funcao de verossimilhanca: Expressoes para
sua construcao usando a copula de Clayton

Como discutido na Secao 3.1.1, a fungao verossimilhanga é construida por quatro
componentes segundo os possiveis casos.

Primeiramente, veja que do modelo logito (3.1) tem-se que

logit(Pr(E = 1| A, ) =log ( Pr(E=1]A ) )

1-Pr(E=1|Ax)

=g + AOZl + CL’TOQ.

Igualando os dois termos a direita da expressao acima e considerando o preditor
linear como Kp = oy + Aa; + 'y, tem-se Pr(E = 1 | A,z)/(1 — Pr(E = 1 |
A,x)) = exp{Kp}. Logo, isolando Pr(E = 1 | A,x) obtem-se Pr(E =1 | A,x) =
exp{Kp}/(1+exp{Kp} e, em consequéncia, Pr(F =0 | A,xz) =1-Pr(E=1]| A, x) =
1/(1 + exp{Kp}). Estas duas probabilidades sao usadas nas diferentes expressoes que
compoem a fungao verossimilhanca, segundo os quatro casos descritos na Segao 3.1.1.
A seguir é detalhada a contribuicao de cada caso para a modelagem mista.

Caso 1. Os individuos apresentam s6 o evento terminal:

Llil(avﬁ0>707 AO,UI? \ Dy, bz) :PI”(EH =0 ’ Ailawil>fD(yil \ Ail,wu,bz)
1

Esta componente é o produto da probabilidade de que o i-ésimo individuo do grupo
[ ndo apressente progressao e fp(yi | Au, @i, b)), que corresponde & fun¢do densidade
marginal fp(tp | A,x, E = 0,b), derivada da expressao (3.2), que corresponde a fungao
de taxa de falha para 6bito.
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Caso 2. Os individuos apresentam os dois eventos de interesse: progressao e 6bito

LQil(aa 517 Y1, Alv /62a Y2, AQa 9, O—g | Dila bl) =
Pr(Ey = 1| Ay, xi) fec, e, You | Aa, Vi, Ta, za, bi).
Esta componente estd composta pelo produto da probabilidade de um individuo ¢

do grupo [ apresentar progressao, dado o tratamento A; e as covariaveis basais x;,
definidas acima e a fungao densidade da copula de Clayton dada pela expressao (2.4).

Para obter a funcao densidade da copula de Clayton dadas as covariaveis, ou seja,
fea,(Yea, yai | A, Vi, Ta, za, bi), substitui-se fr(tg), fo(ta), Se(te) e Sa(te) em (2.4)
pelas respectivas funcoes densidade e sobrevivéncia marginais de progressao e do 6bito
apos progressao derivadas das expressoes (3.4) e (3.5), respectivamente, para o indivi-
duo ¢ do grupo .

Assim, por (2.4) tem-se

fec, YEi, Yo | A, Vi, T, za, b)) =
(1+0) fe(yea | Aa, zq, Eq = 1,b) fa(yea | A, Vi, za, Eq = 1,b)
* (Sp(ysa | Aa,a, Ba = 1,0)S6(yau | Aa, Vi 2, Eq = 1,0,))" Y
_ _ —(i49
X ([Se(yea | Aa, a, Eq = 1,007 + [Sa(yai | Aa, Vi, za, B = 1,0)] 7% — 1) Ky

Substituindo

Se(yea | Ai, za, By = 1,b) =exp{—H1(ygu| 1) exp{Kga + b} };
fe(yea | Au,xa, By = 1,b) =hi(ypa| A1) exp{ Kga + by — Hi(yga| A1) exp{Kgy + b} },

Sc(yair | A, Vi, zi, Eq = 1,b) =exp{—Hz(ygiu|A2) exp{ K¢ + b} } e

falyair | A, Vi, zi, By = 1,b) =ha(ygil|A2) exp{ Kga + by — Ha(ygi|A2) exp{ Kgi + bi}},
obtem-se a expressao (3.16) para o i-ésimo individuo do grupo [ dada por
fec, (Wi, yau | A, Vi, @i, zi, br) =

(1+ 0)ha (yeal A1) e™ 24 hy (ygal Aa) ™ ™ exp{0 Hy (ypal A )e" P14 4+ 0 Hy (yau| Ag)e et}
lexp{0H: (ygu|A1)eXeatt} + exp{0Hs(ygu|A2)eKautbi} — 1]%+2

Caso 3. Os individuos apresentam s o evento intermediario da progressao

L3il(a7 617717 Al? /627727 )\27 97 O-l? | Dilv bl) =
PI”(Eiz =1 ’ A, wil)Pr(YEil = Ygil, Yai > Yail \ Ai, Vi, i, 2, bz) =

Pr(Ey =1 Ay, zy) fec, e, v | Au, Vi, @a, za, by)du.

YaGil

Este caso estd composto pela probabilidade de progressao, dados o tratamento e as
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covariaveis basais e Pr(Ygi = yri, Yau > veu | A, Vi, i, zq, by) indicando que para o
individuo 7 do grupo [ foi observado o tempo de progressao no instante yg;; e no instante
Yau nao foi observado o evento final, ou seja, sobreviveu ao 6bito.

Para obter esta tltima probabilidade considera-se a expressao geral (3.16), e se
caleula [ frg, (tg, u)du:

/ fEGg (tE, u)du I(l + 9)h1 (tE) eXp{KE + b + 9H1 (tE)eKEH’}
ta

/ ho(u)e®e T exp{OHy(u)e et}

tg

[exp{0H, (tg)e®e ™} + exp{0Hy(u)e 0} — 1]_(é+2)du.

Seja w = exp{0H,(tg)eXeT} + exp{OHy(u)efc T} — 1, de modo que dw = exp{0Hy(u)
Kt 0h, (u)efet. Portanto,

o0 1 0 1
/ fEGG(tE,U)dU = ( —g )hl(tE) eXp{KE + b+ eHl(tE>eKE+b} /w(9+2)dw
ta
(1+0) o ]
= ha(t Kp+b+40H, (tg)efetty ——
9 1(tg) exp{Kg + b+ 0H\(lg)e }—(%4—1)

U—00

x [exp{0H, (tp)e™ =} + exp{fHy(u)e e +t} — 1]+

u=tg

_ hi(tg) exp{Kp + b+ 0H, (tp)efe+t}
0+ [exp{0H, (t)eR et} + exp{OHy(tg)eKa+b} —1]at+1

Finalmente, a partir desta expressao temos para o i-ésimo individuo do grupo I,

o0

fEGg (yEil; U ’ Ail7 ‘/ila L1, Zil, bl)du =

YaGil

hi(ypa| A1 )eR it exp{O Hy (ypi| Ay )eBEitor}
lexp{0H: (ypal A1 )eXrpirtt} + exp{0Ha(yca| Xo)eRoitti} — 1]+1

Caso 4. Os individuos neste caso sao censurados, nenhum dos dois eventos de inte-
resse é observado

L4il(a7 BO) Yo, AOa ﬁla Y1 Ala 9, Uz? | Dila bl) =
Pr(Ey =1|Au,xa)Se,(ya | Au,za) + Pr(Ey =0 Au,2i)Sp(ya | Au, za) =

Pr(E; =1| Ailawil)/ / fec,(u,v | Ay, zy)dvdu
0

YaGil

+Pr(Ey =0 Ay, za)Sp(ya | Au, xu).

Este caso esta composto por duas partes. Se o individuo ¢ do grupo [ apresentar pro-
gressao tem-se Pr(E; = 1| Ay, ©4) Sk, (ya | A, i), caso contrario, a sua contribuicao
nesta componente serd Pr(E; =0 | Ay, @i)Sp(ya | Au, xa).



98 APENDICE A

Observe que as probabilidades de apresentar ou nao progressao foram dadas no
comego do apéndice e as fungoes de sobrevivéncia marginais de 6bito e progressao
foram obtidas das expressoes das fungoes de taxa de falha (3.2) e (3.4), respectiva-
mente. Particularmente para o individuo ¢ do grupo [, as expressoes para as fungoes
de sobrevivéncia marginal sao dadas por Sp(yu | Aa, i) = exp{—Ho(ya|Xo)efPi+0} e
Sk, (Y | Aa, i) = exp{—H; (yu|\)efFith} Sendo que esta tltima também pode ser
obtida a partir da funcdo de densidade da copula de Clayton como Sg, (v | Au, i) =
f;;l I feG, (u,v | Ay, @y)dvdu.

Considerando a expressao geral (3.16) tem-se que

S, () / / frc,(te, te)dtadty
/ / (14 0)hy(tg)eX B hy(t)e e exp {0 H, (t)e™ BT + O H,y(tg)eRe )
x [exp{0H; (t5)e" =} + exp{0Hy(tg)eXe ™Y — 1] G+ dtdt
— /00(1 + 0)h(tg)e™ e exp{OH, (tg)e Tt} /oo ho(te)e™ e exp{0Hsy(to)e T}
0
><y [exp{O0H, (t5)e™ =t} + exp{0Hy(te)e oty — 1]"@ D dtodt .

Agora, seja u = exp{0H, (tg)ef T} +exp{0Hy(tg)e ¢} — 1, de modo que du = exp{f
H2<tg)eKG+b}9h2(tG)eKG+b.

Com esta mudanca de variavel obtém-se
SE,(y) / / Jea,(te, te)dtedty

1
:/ ( ge)hl(tE)eKEerexp{QH KE+b}/ 72 dudt g
y

Y ot s
t 0

X [exp{0H; (tg)eXE+*} + exp{OH,(t)ef ety — 1]~ Lin|e™ dtg
ta=0

= / ha(t)e 2t exp{OH, (tg)e P} exp{0H, (t)e 70}~ G0t .
Yy

Considere-se agora w = exp{0H; (tg)e®eT} de forma que dw = exp{0H,(tg)eX¢T}0h, (tg)
efet+b Com esta nova mudanca de variavel, se resolve a integral acima como

Sk, (y) = / ha(tg)e® e+ exp{OH, (t5)e™ =} [exp{O H, (ts)e™ =4}~ Dty
Yy

tgp—00

= / w™ o D = §<—e>[exp{eﬂl<t};>ef<ﬁb}]é

lg=y
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Obtendo
Sk, (y) = exp{—H,(y)e"=*}.

Juntando tudo obtém-se a contribui¢ao de individuos no caso 4 & fungao verossimi-
lhanca

L4i<a7/807707A07/617717Ahe | Dil?bl) -
eril

1+ eKpil exp{—Hi (yu| Ar)e"#i ™} +

T o P Ho(yalXo)e P},
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Apéndice B

Prova do teorema 1

A prova do teorema 1 descrito na Secao 3.2.1 para o modelo misto com a copula de
Clayton é descrita a seguir. Para o modelo fixo, i.e., sem efeito aleatorio, nao é apresen-
tada aqui dado que é analoga a prova do teorema para o modelo misto com a copula de
Clayton.

Prova
Tem-se que mostrar que, sob as condigoes do teorema 1, € vdlida (3.24), ou seja,

/ /s (H/b {1+eKPz (gl Ag)e P eXP{—Ho(yu!Ao)eKD”erl}}
OB JQ Qb i1

eKra )
{1 + eKpi [exp{0H (yma| Ar)e™ =} + exp{0 Ha(yaal Ao)e et} — 1] (5+2) (1406)

]I{ djy= 0}

vip=1

{5420}
X hy (Y| A1) e E TP by (ygir | o) e ¢t exp{0 Hy (yga| A1 )™ B0 10 Hy (yqir| Ao e e T }] l

dy=1
|: eKra hl(yEzlP\l) Kgi+b GXP{9H1(Z/E@1|>\ ) KEu-HJz} }H{vii—o}
L+ eXPit [exp{0H, (ypal A1 JeX a0} + exp{0Ha (yau| Ao)eKeatt} — 1]5+1

oKpil Koot 1 P {5420}
X {m eXp{_Hl(yil|A1)e EilT l} —+ m eXp{—Ho(yi”AO)e Dilt+ I}:|

2

) b
x (2rB)"2 exp{ — ﬁ}dbz) m(a)m(Bo, ¥o)m(B1,Y1)7 (B2, 72) H )\0 )\1

exp{—% exp{—£&
" HA% [ g ] [ Bt | dadBodyodBidy 1 dBydy;dAedAidAadfd B < oo.

(B.1)

Relembre que o vetor de parametros é € = (a', Bo, 7, , )\g, B1,71 )\IT, ,3;, v, /\QT, 0)",
B € a varidncia do efeito aleatorio e b= (by,--- b)) o vetor dos L efeitos aleatdrios.
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Pelo teorema de Tonelli e considerando que o integrando é nao negativo, a ordem

de integracao pode mudar. Além disso, a componente do modelo logito pode ser isolada
nos casos 1, 2 e 3, obtendo-se a expressao

eKpPuEq L mn P
P — d h i pY DilTby
[LL T 2 ol (i

1€EUS, | Ao, VI =1 i=1

gy
X eXp{—Ho(yil|)\0)€KD“+bl}:| |:[6Xp{9H1 (yEil‘)\l)eKE“+bl} + exp{@HQ(yGﬂP\g)

x elfGithl 1]_(%”)(1 + 0)hy (Y M) e F T hy (yaa| Ao ) e Cit ™ exp{O H, (ygiu| A1)

d; =1
it

% eKEil"!‘bl + 9H2(yGil|}\2>eKGil+bz }:|

i (yeal A= exp{OH, (ysal A )eRE ) )
[[exp{@Hl (yea| A )eXputt} + exp{0Ha (Y| Az )e cntt} — 1]é+1]
eftrt 1 1)
X {m eXP{—H1(yiz\>\1)eKE“+bl} + 1T okril exp{—HO(yﬂp\O)eKDqubz}]

2 Jo

X (2%3)7% exp{ - Qb—lB})W(ﬁoa70)77(51,’71)7T(ﬂ2772) _I_IL L

exp{—%}7 [exp{—%
x[ o H o2 dbadryob ey dBdaddodAadAadd ) dbdB. (B.2)

<
Il
—

Considerando as expressoes

LSil(ﬁla Y1, )\17 1627 Y2, AQ: 0’Dilv bl) =
hi(yma| A1 )eX Bt exp{O Hy (ypi|Ap )effrathi}
lexp{0H (yga| A1 )eKrutt} 4+ exp{0Hy(yau|Ag)eKcu+hi} — 1)5+1

L4il(a7505707A05B17’717A179|Dil7bl) —
eferil Kpa+b 1 Kpa+b
T oipn P Hi(wilAr)e P} 4+ T oicpn P Ho(wi Ao)e pity,

observe que OHo(ygi|Xo)efcut > 0, entio exp{0Hy(ygu|A2)eXci ™} > 1, de modo
que

L3 (-| Dy, by) < h(ypalAr)e™ Bt exp{OH: (ypal A)e Pt} ha(ypal e Fith .
' v B [eXp{QHl(yEil’)\l)eKEi+bz }]%'H eXp{Hl(yEilp\l)eKEi-l-bl}

Também note que L4il(a7507707A0751771a A1|-Dil7bl) S 1.
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Portanto, seja

L n

H{vilzl}
A= HH <[ (yitlXo)e Kpii+b exp{—Ho(yi|Ao)e KDzl+bl}:| I:[exp{eHl(yEi[‘Al)eKEilerl}
1=11=1

d;;=0

+ exp{0Ha(yaulA2)eRon iy — 117G 4D (1 4 0)hy (ypalAr)eXE Py (yga| Ag) Ko+t

1
oy

x exp{0H (yEil’)\1>eKEil+bl + 0H, (yGil’AQ)eKcu—&-bl }]

d;;=1 .
{ I (ygi| A )e" U exp{O H (ypa Ay e P+ } ]H{%i‘“} [K’
lexp{0H1 (ypa| A1 )eXratt} + exp{OHy(yqi| Az)efeith}y — 1]a 1 efrd
1 {420}
e XP{—Ho(ya|o)e" Pt }} (27B)"2

-

x exp{—H1(ya |)\1)eKEil+bl} +

xexp{_;;}),

que corresponde G expressao entre parénteses da integral interna da expressao (B.2) e
entdao, observe que

[

1+e

r 2T}
A= H H ([ho(yizlko)eKD“erl exp{—Ho (yir| o)X Db }] [[exp{GHl (ygi| A1 )eEato)
I=1i=1
+ exp{0Ha(ycal A2)e 0} — 1762 (14 0)h (yin| A )R by (ya| Ao o

B (ymal A eKEathe 1HaZod
exp{ H1 (ypi|A1)eKeatbi}

{’U,L'l =1 }
x exp{0Hi (ymia A )e P + 0 Ha (ygin| Az)e it }] [

X (2rB) "2 exp{ ;jl; })

A expressao do lado direito desta desigualdade inclui os individuos que apresentam pelo
menos um dos eventos de interesse, sendo entao uma cota superior para A, e assim para
provar (B.1), basta verificar que

(i)
/ H %ﬂ(a)da = /a Lo(a | Doys)m(a)d(ar) < 0o e
(i)

L n d;= (1)}
/ / / HH ho yd‘)\o Kpu+b eXp{ Hy yzz!)\o) KDu-&-bl} vy = [exp{@
QB Job Qé—{e}

I=11i=1
x Hi (ypal A )R} + exp{0Ha (yau| Xa)e ety — 176G+ (1 4+ 0)hy (ypal A e i+t

ey
X ha(yail A2)e Gt exp {0 Hy (ypi| A1 )™ 2P 4+ 0 Hy (yi|Ag)e o th }]
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=1
hl(yEil|)\1)eKEil+bz =0} 2 bl2
|:eXp{H1(yEil|A1)eKEil+bl} (@2rB)~ eXp{ B @} ™ (Bos Yo)m (B, Y1)m (B2, 72)
Jo Ji Jo Si S
1 1 1 fexp{=3}] [exp{—%
8 H Aoj -4 Ay H Aoj [ grot1 Brot1 | WPodvobPrdy,dBadyzdAodAadAzdo
j=1 j=1 j=1
X dbdB < c.

Para a verificagao do item (i), sao consideradas as condigoes (C1), (C2) e (C3)

Kpi
do Teorema 1 e sequindo Chen e Shao (2001), seja F(Kpy) = _1j_ o com Kpy =
e 2
T o, Tpg = (1, Ay, xy)", Yl e o= (ag, o0, 05) T de modo que
Lae | Dos) = H [F(Kpa))"[1 — F(Kpa)]' ="

i€US _ An, VI

Como 1 — F(z) = [T {u > z}dF(u), entio vale que F(x) = [°° {u < x}dF(u).
Fazendo uma mudang¢a de varidvel u = —v com dF (u) = d(—F(—v)) tem-se que

Plz) = /_ " Hu < whdF(u) = / T v < ad(—F(—v)) = /_ "o > —atd(—F(—v)).

[e.9] — 00 [e.9]

Agora, relembrando que mas especificagoes anteriores ao teorema 1, foi definido wy =

-1, se By =1, t
1, seFE;=0," entao
e Para wy; = —1:
/ {uy > —Kpg}d(—F(—uy)) < / {uy > —Kpy}d(—F(—uq)) = F(Kpq).
e Para wy; =1:
/ Iug > Kpa}d(F(ug)) < / Hua > Kpi}d(F(ug))  implicague
L= P < [ Houw 2 Kpad(F(ua).

Dessa forma, pode-se concluir que

/_°° Huy > —Kpy}d(—F(—uy)) < [F(Kpil)]Eil[l _ F(Kpil)]l_E“

o0

< /_‘” H{uy > Kpu}dF(uq)),

o0
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ou seja,

/_OO Wuy > wyKpy }d(wg F(wguy)) < [F(Kpy)] Pt [l — F(Kpy)]'~F

o0

< / Hua > waKpa}d(wa Fwug)).  (B.3)

(e 9]

Agora, pelo teorema de Fubini e denotando dF(u) como d(wyF(wyuiy)), ..., d(Wpa
F(wpaitipar)), por (B.3) tem-se

/ / {uy > wﬂmgila, 1 <i<ng+mns+ns3tdla)dF(u) < / Lo(a | Dops)m(ax)d(cx)

(a2

< / / Hug > waa hyer, 1 < i < ny + s + ng d(@)dF ().
Deste modo, pode-se obter
/ Lo(a|Dops)m(a)d(ex) = / / Huy > wyx pyo, 1 < i < ny +ng + ns}d(a)dF (u)
- / / X% o < w}d(e)dF ().

Considere-se aqui o Lema 4.1 de Chen e Shao (2001): Assuma satisfeitas as con-
digoes (C1) e (C2). Entao, existe uma constante k dependendo sé de X7y, tal que
lael| < kl[at], sempre que X3har < u.

n
Agora, sendo || - || a norma 1, dada por ||z|| = ||z||1 = D |xi|, pelo lema tem-se que

=1
Jow HX e < u}d(@) = [y ocy dex < KJul]".

Finalmente, pela condigio (C3), seque que [oo La(or | Dops)m(ar)d(a) < oo.

Para a prova do item (ii), o integrando é separado apropriadamente em duas partes
sequndo o pardmetro da dependéncia, 6. Para isto, sejam

Lua(Bos Yo XolDit br) = T ho(yalXo)e™ P exp{— Ho(ya| Ao )e' P+,
i€9G, 1

Lo (81,715 A1, Bas Y2, A2, 0 D, by) = H
i€No VI

(1 + 9)h1 (yEil|>‘1)eKEil+blh2(3/Gil|)\2)eKG”+bl exp{9H1 (yEil|)\1)eKEil+bl + GHQ(yGil|A2)eKG”+bl}
lexp{0H, (ypal A1)eKEutt ) + expl8Ha (yan| A )eKautb ) — 1]o+2
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hi(ygi| Ay )efEith
exp{ H1(ypa| A )eKeuthi}”

L3(B1, 71, M| Da, br) = H

i€7s, V1

Observe que L3, comparada com Ls; jd nao € mais fungao dos pardmetros By, vy, A2, 0.
Assim, a integral do item (ii) pode ser reescrita como

L n
/ / </ <HHlel 507707A0|Dllvbl)LQII(/Bla’YhA17ﬁ27727A279’D2l7bl)
QB Jab \Jas-ted \ 50
2

Jo Ji
* _1 b 1
L3y (Br, 71, A1l Di, by) (2 B) ™2 exp{ - 2ég}>7T(ﬁ0,‘)’o)7r(517‘)’1 7(B2:72) | | T | I )\1
j=1 j=1 "l

J2 o SB

1 [exp{—% exp{—=£
HA?[ gn{m@ H BiBg ]dﬁodfyobﬁldfyldﬂzdfyzd)\od)\ld)\zd0>dde. (B.4)
j=1""

Entao, serd provado que esta expressio € finita, o que verifica o item (ii). Note
que em relagiao aos pardmetros Bo, Yo, 51 Y1s Bas Yas Aos A1, A2 e 0, pode-se resolver a
integral interna em duas partes e provar que

(i)a. | Lia(Bos Yo, Mol Dit, b)m(Bo, Yo)m(Ao)dfodyy < o0 e

(ZZ)b ILQil(517717A17ﬁ27727A270’Dilvbl) ;il(617717A17/627727)\279|Dil7bl)ﬂ-(61771>
(B, Y2)T (A1) T (A2) 7 (0)dB1dy,dBydy,dA2df < oo.

Como serd mostrado a sequir, ambas as fun¢des nas integrais (ii)a. e (i1)b. sao
limitadas por cotas cuja integral em relagao aos pardmetros nao dependem do efeito
aleatdrio, de tal forma que, para provar a finitude de (B.4) basta provar que

/ / </ < H Lyat(Bos Y05 Aol Dit, bi) Lait(B1, Y1, A1, Ba, Yo, Az, 0| Dig, by)
ap Job \ Jae-1e)

=1,Vi
Jo

J “
L3 (B1, 71, M| Dat, bl))”(ﬁoﬁo)ﬂ(ﬁl,‘h) (527‘72) i 11 )\i 1T . [W]

j=1 15 i1 27
L

dﬂod’Yobﬂld71dﬂ2d72d)\0d>\1d>\2d9> H(27TB) ze P{ - *}dbz
=1

exp{—<&
BK]B—‘rl

<

]dB<oo

que pode ser escrita como

N
/ < IT Z1a(Bosv0: Mol Dit, br) Laia(Br, Y1, A1, Ba, 2, Az, 0 Dig, br)
Qe-ted \ Sy w

Jo

J1 J:
x La-l(ﬁl,vl,Aeru,b»)w(ﬂo,vo)w(m,w (857 ] e | e [exg{ﬂe} dfodg
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b2
% dB1dry,dBydryydAodA1dAadd / H 27B)"% exp{ 2115,}de / )
Q

exp{—%

e daqui observa-se que o valor das ultimas duas integrais € 1.

Resolugao de (ii)a.

Vale relembrar aqui que o preditor linear dos efeitos fixos associado ao evento final
¢ Kpi = AuBo + x7,. Assim, tem-se que

/ Lt Bo, Yo, Aol Dt bi) (o, 7o) (Mo )dBodyyd e =

hU yzlp\o) Kpi+b
—dBoydy dA
/ 619;1\1[ exp{Ho(yi|Ao) eKDzz+bz} H o; BodyodXo.

Em termos da funcdo de risco basal exponencial por partes, a expressao anterior

passa a Ser
(/\OjeKDiz+bz)5i10j Jo

/ H H H)\idﬁod"/od)\o,

7j—1 .
. i1 7\0j
€20, VL7=1 exp {5i10j [)\Oj (Wi = soj-1) + 2_ Aog(s0g — Sngl)]eKD“bl} =t
g=1

em que

1, se o indwiduo i do grupo | apresentou obito no intervalo 7, ie,

ditoj = se Yy € (80j71, 80;'];
0, caso contrdrio.

]-7 S@j:ji,

Agora, seja j; o indice tal que so5,—1 < yi < Soj, entao, d;o; = { 0, sej 4

Com isto, note que a integral acima € limitada superiormente por

)\O.eKDil+bl Jo 1
—dBodyedAo.
/ H 1 )eKpithi} 11:[1 Noj BodryodAo

iena vl exp{)\ojl Yir — 30]

Seja g(z) = zexp{—(yi — Soj,—1)2} em que g : [0,00) = R € uma funcio continua
com lim g(z) = 0. Assim, o teorema de Weierstrass garante que g € limitada ¥z, pois
Z—00

como lim g(z) = 0, para cada € > 0 existe M € N tal que se z > M entao |g(z)| < e.

Z—00
Isto implica que, apos M, g € limitada por €, antes de M, g € continua no compacto

[0, M], logo g € limitada, ou seja, existe uma constante K > 0 tal que |g(z)] < K
Vz € [0, M], agora |g(z)| < max{e, K}Vz € [0,00). Portanto, existe uma constante
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My > 0 tal que

)\OjieKDil‘f'bl

< M,. B.5
exp{oji (yir — Soj,—1)eKpurti} = 1 (B5)

Considere a transformagdo o; = InXoj, 5 =1, , Jo, €50 = (So1,** ,S00) - Entao,
>\0jd§0j = d)\Oj €

LTil(B07707§0|Dil7bl> - Llil(607707 A0 = e§O|Dilu bl)

Jo
= L1a(Bo, Yo, €*°[Dut, by) H Aoj-

Portanto,

)‘OJZ eKpiutbi %05 T KDy +bi

H eXp{)‘OJi (yzl — S0j,— eKDzl"Fbl} H /\Oj H §oji+KDﬂ+bl}'

ieaq vl ieag w1 XP {(yzl — Soj,—1)e
(B.6)

Pela condi¢ao (C3) em que X € de posto completo Jo+ po, existem Jo+ po distintos
indices i1, -+, ijy4p, € N tais que a matriz X de ordem (Jo + po) % (Jo+po) formada
pelas linhas (- -+, doj,,, -+ Au,» ; ) parat=1,--- Jo+ Py, € de posto completo. Logo,
usando (B.5) e (B.6) e com Ms > 0 constante, tem-se

Jo

H ho(yalXo)ePith 1
exp{ Ho(yu| Ao)eXpirthr} i1 Aoy

€N VI
J . A
otro %0, PEDity 4 p o
= Y Kpay, +b H Mo.
S0j,; Dil 1
t=1 €Xp {(yilt — Soji, —1)€i ' } h=Jo+po+1
Agora, considerando a transformac¢ao um a um
.
Po1 So Sor + A8+ X v
$o = : =Xo| B | = : temos
T
¥0,Jo+Po Yo 0,Jo+Po T AJo-i-PoﬁO + L 1o+P, Y0
Jo+P
H ho(yll|)\0 KD”+bl < M, oo eP0,+bi
KDzl+bl H H <Pot+bz — G ’
i CPLHo(Yal Ao e Pt de T o exp{eR i (ya, — s, 1)}

em que Mz > 0 € constante. Logo, seque que
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ho(yi| Xg)eKpath
—dBydy,dXhg < M.
/ 619\_(1[\11 eXp{HO yzl‘)\o eKDle)z} H )\ 50 YolAo 3

/OO Jo+ o eror b Jo+Po eP0, 1bi

dpo, = M3 | | / deg
b ¢ b b
ey exp{e%ﬁ '(Yat, — Soji,—1)} exp{e? % (yu, — soj,-1)}

Seja u = e (yy, — s05, 1), de modo que du = et (yyy, — so5, 1)dipo,. Entio,

/ i cfoth 1 o 1
oy, = ———— / e tdy = —
oo exp{eror Tl (yy, — s05.,-1)} (Yir, — s05,,-1) Jo (Yitr — S0j;,-1)

Seque que,

Jo+Fo
hO yzl|)\0) Kpi+b 1 1
[] || dﬁd'ydk <M [[ ———— <.
/ onb s exp{Ho(yal Ag)eKoushi} PRI =L (i — s0g, 1)

Note-se que aqui o efeito aleatorio by foi excluido naturalmente na resolu¢do da integral.

Resolugao de (ii)b.

Neste caso, os preditores lineares dos efeitos fixos associado aos eventos de progressao
e obito apds progressio sao respetivamente Kpy = Aubi+xv, e Kgi = Ay +Via(l—
Ay)Bi + 2475 Logo a integral em (i) é

/LQil(ﬁb’Yla Ala /827 Yo, >‘27 9|D7Lla bl)Lgil(ﬁla Y1 >‘17 /32a Yo, AQa elDib bl)ﬂ—(ﬁla 71)

< (B o) mN) (A (0)(B) Sy, dBy,dnadtds = [ T] (140
1EN,VI

hy (yEz'l|A1)6KE”+blh2(yGil|A2>6KG”—H” exp{‘gH1<yEil|A1)eKEil+bz + QHQ(yGMAQ)eKGil-i—bl}
[eXp{@Hl(yEil|/\1)6KE“+I”} + eXP{eHQ(yGil|)\2)6K0”+bl} - 1]%”
« H hi(ypialAr)e KE;+bl : H H H {eXp{_l%) } [exp{—? ]
ieaG L exp{Hl yEzl|)\1 efpa+t l} )\0] )\1] )\ frot Brs+
x dﬁodvobﬂldvld@d%d)\od)\ld)\szdB. (B.7)

Observe que a fung¢ao verossimilhan¢a Loy (51,71, A1, Ba, Yo, A2, 0| Dy, by) pode ser
interpretada de forma condicional dado que Tgy s6 acontece apds observar Ty, e assim,
pode ser reescrita como

L2il<ﬁ17 Y1, )‘17 /627 Yo, >‘27 elDiU bl) =
L5, (Bs, Y2, A2|Dir, b, B1, Y1, A1, 0) L, (51, 1, A1, 0| D, by).
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Separando adequadamente Loy (51,71, A1, B, Yo, A2, 0| Dy, by), tem-se

L2il<617717 Al; /327 Y2, AQ: H‘Dih bl) -
(1+ 0)ha(ygal Az e ™ exp{0 Ha(ygu| Az )™ o™ }

icn6 v [EXP{OH (Yga| A )elrith} + exp{0Hy(yqu|Ag)efoatbi} — s
hl(yEil|)\1)eKE“+bl exp{0H, (Z/Ez‘ll)\1)eKE“+bl}
ieriowt lexp{OH, (ypu| Ay )eKeatt} + exp{0Hy(you| Ag)eKeuth} — 120+

X

Considerando que 0 Hy(yga|A2)e™cit > 0 e 0H, (ypqa|A1)e™ i > 0, entdo
exp{0Hy(ygu|A2)e®c} > 1 e exp{0H,(ygu|A1)efF} > 1. Assim

Lait(B1,715 A1, Ba, Yas A2, 0| Dy, by) <
(14 0)ha(ygil Ao)ecinth
icao.w [€XP{OH 1 (ypa| Ar)ef ety + exp{0 Ha(ygu| Az )eRcitti} — 1]2
P (yga| Ay )eeath

icno vt [€XPLOH (yga|Ar)efeatte} + exp{OHy(yaqu|Ag)eKeuth} — 1]%

(14 0)ha(ygil Ao )ecith ha (ypa|Ar el e th
iénom [exp{0Hs (ygu| Ag)eKaith }]719 ieno w1 [€XP1OH, (yEilp\l)eKE”—i_bl}]%
B H (14 0)ha(ygil Ao )ecith ha (Y| A el Bt
a eXP{%Hz(?JGil|)\2)eKc“+bl} ; eXp{%Hl (Y| Ay )eKmatbi}”

S

X

i€, VI €EN,VI

Logo,

LQil(/Bla Y1 >‘1a ﬂ27’727 >‘27 6|Dilv bl) <
L;b<1827 Y2, AQlDib b17 617 Y15 Al? Q)L;a<617 Y15 Al, elDib bl)?

em que
hi(ygi |)\1)6KE”+bl

exp{%Hl (ypi| A1 )eKeath}

Lza(Bb’Yl: )\17 9’Dila bl) = H
€AV

(14 0)ha(ygir| Az )e i th
exp{ 3 Ha(yaa| Az )efautbi}”

L;b<ﬁ27727 A2|l)il7 bl?ﬁbﬁ)/lv A17 0) = H
i€Vl

Note também que

L5, (B1, 71, A1) D, b) =

H hl(yEillAl)eKEil+bl < H hl(yEil|)\1)eKEil+bl
esp{ (yeaere ) = L GO H (A ey

1€A3,VI 1€A3,VI

Assim, pela independéncia a priori assumida entre os pardmetros, pode-se obter uma
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cota superior para (B.7) da forma

h2 szl|>\2) Kgitb
—dB,dy,dA B8
/ H eXp{ Hs(ygir) A2) eKGu-sz} H Ao Body,dAs (B.8)

1EAG,VI
hl(yEll|A1) Kgi+b J1 1
/zem&l}@ VI exp{3 Hl(yEzz\)\l)eKEqubz} H 107910 (B.9)

X / (1 + 60)r(6)do. (B.10)

Como na prova em (ii) define-se para (B.8)
1, se o i-ésimo individuo do [-ésimo grupo apresentou obito apos

ditn; = progressao no intervalo j, ie, se Ygi, € (Saj-1, S24), , ] =
0, c.c,
1,--+,Jy ei € Ng e similarmente para (B.9)
1, se o i-ésimo individuo do [-ésimo grupo apresentou progressao
dinj = no intervalo j, ie, se ygi € (S1j-1, 515/, :
0, c.c

g=1--,Jy ei € NgUAN;.
Assim, sendo G o integrando em (B.8), ele pode ser escrito como
(>\2.eKGil+bl)5il2j J2 1

H ﬁ : j—1 H)\_

. 1 2
€NVl =1 €xXp { 57,l2] |:)\2] (szl 527j—1) + Z )\2g(32,g - 32,9—1)] eKG”erl} J=1
g=1

]-7 S@j :jia

0, sej#ji, ©

Seja j; o indice tal que so 5,1 < Y; < Soj,. Entao, d9; = {

)\2 eKcutb J2

) 1
G < H = Gim1 H W

Ao
. ) - J
€26V exp {% [/\235 (Yair — s25,-1) + 1: A2g(82,9 — 52,g—1)] eKG”erl} =

g:

. oKciuth J2
< >‘2me 1

1 : -

icae €XP {5/\23‘1- (Y — 82;‘1-—1)6KG”+b’} j=1 A2j

Agora, dado que (yau — S2j,—1) > 0, como na prova do item anteior (it)a, pelo
teorema de Weierstrass, existe uma constante My, > 0 tal que

>\2jveKGil+bl

exXp {%)‘Zﬁ (yGil - ngi_l)eKGilerl}

< M. (B.11)
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Considerando a transformagio ca; = InXgj, j = 1,-++ ,Ja, € 62 = (Sa1,"*+ ,20,) |,
tem-se )\deggj = d/\gj (&

e§2ji+KGil+bl

F < H | |
1E€EAR,VI exXp {%(yGll - 82ji71)e§2ji+Kcil+bl}

(B.12)

Pela condi¢ao (C3) em que Xo € de posto completo Jo+po, existem Jo+ py distintos
indices i1, ,ipip, € No tais que a matriz X5 de ordem (Jy + pa) X (Jo + pa) com
linhas (- -+, 095, 5+, Auy, Vi, (1= Aa,), ziTlt) parat =1,---, Jy+ Py, € de posto completo.
Logo, usando (B.11) e (B.12) e com My uma constante, tem-se

Jo2+ P> 052 H G 4, ni+ns
< Tl 0
- 1 g S25;, T HKa, +b ’
=1 ©XP {2 (Yair — S5, 1) : l} h=Jz+P2+1
Logo, assumindo a transformagao um a um,
-
21 S5 o1 + A1fa1 + Vi(1 — A1) Baa + X vy
Py = : =X5| B2 | = :
T
T
P2,J2+P> 2 §2,Ja4+Py T AJ2+P2/321 + VJ2+P2(1 - AJ2+P2)622 + Lt pPy V2
obtém-se
Jo+ P eP2
G<Ms []

t=1 exp{%(yGil - 5235;1)6“"21&}’

em que Mz > 0 € uma constante. Logo, seque que

h I Kgi+b
/ H 2 yGll 2) H )\ d,@2d’)’2dA2

1ENR,VI exp{ H2 szl|}\2 eKGzH'bl}

00 J2+P2 e‘ro2t+bl
< Mlg/ 1 P2, 1y dipa,
00 3 exp{5(Ygi, — S25,-1)e¥2 1}

P2t +b;

=M dps, .
13 H / exp{ yGil_szjit_l)e@Qt'Hll} P2,

- _ 1 b _ 1 b
Seja u = 5(Yci, — S2jil—1)emt+ ', de modo que du = 5(yci, — Szjitq)emﬁ tdepo, .
Entao,

/OO e<P2t+bz p 2 /00 —ug 2
po, = e “du = .
—oo exp{e”2 M (ygi, — s25,-1)} T (Y, — S25,-1) Jo (Yait, — $25,-1)

Assim,

Jo+Po

h ; A Kaii+b; 2
/ 1 2(yail Az)e H " —dByd,dXs < Mz [] < 0.

et exp{ Hs(yai|A2) eKGll“’l} i (Yait, — S24;,-1)
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De forma analoga € a resolugao de (B.9). Pela condigao (C4) em que X4 € de posto
completo Jy + p1, ewistem J; + p1 distintos indices i1, ,i54p € No U AG tais que
a matriz X de ordem (Jy + p1) x (Jy + p1) com linhas (--- 0y, .-+ , Au,, ®;,) para
t=1,---,J1+ p1, € de posto completo, e obtém-se

h A Kgi+b Jith
/ H 1(yEl’ 1) < My H < .
exp{ Hi(ypa|Ar)e E”+l} paiey (ypi, — 81]”71)

1ENSUAG,VI

Finalmente, pela condigao (C4), a distribui¢ao a priori para 6 tem primiero mo-
mento finito e portanto (B.10) € finita.

Conclui-se entao que sob as condigoes (C1) a (C5) obtém (3.24), ou seja, assu-
mindo uma distribui¢io a priori impropia, 7(&, B), a distribui¢ao a posteriori 7*(&€, B |
Doys) = L(&, B | Dops)7*(€, B) € propria. ]
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Apéndice C

Tabelas e figuras das simulacoes

Como comentado no Capitulo 4, neste apéndice sao apresentadas as tabelas e as
figuras resumindo os resultados obtidos no estudo de simulagao.

115
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Tabela C.1: Resumo de 200 replicas com 6 = 1, censura: 10% e (Jo, J1,J2) = (3,3,3) se-
gundo a cépula de Clayton. Modelo misto. (Valor: Verdadeiro valor do pardmetro, Est: média
das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrao a posteriori, RMSE: média das raizes

quadradas do erro quadrdtico médio, CP: probabilidade de cobertura do HPD de 95%)

N =500 N = 1000
Parametro Valor Est SD RMSE CP Est SD RMSE CP
Funcao de risco
Ao 1 1,118 0,423 0,575 0,910 | 1,032 0,347 0,471 0,910
Ao 1 1,195 0,462 0,636 0,930 | 1,055 0,361 0,495 0,890
Ao 1 1,190 0,485 0,632 0,955 | 1,068 0,372 0,506 0,900
A1 5 5364 1,757 2,380 0,910 | 5,169 1,596 2,228 0,915
A1 5 5,555 1,800 2,449 0,910 | 5,275 1,616 2,232 0,920
A1 5 5703 1,876 2,570 0,925 | 5,339 1,647 2,280 0,935
Ao 1 1,088 0,367 0,491 0,915 | 1,049 0,329 0,453 0,920
Ao 1 1,106 0,375 0,496 0,935 | 1,064 0,334 0,460 0,915
Ao 1 1,140 0,394 0,524 0,940 | 1,056 0,335 0,459 0,915
Modelo T
Bo -1 -1,026 0,200 0,271 0,945 | -1,000 0,140 0,193 0,930
Yo1 1 1,022 0,110 0,156 0,910 | 1,012 0,077 0,101 0,950
Yo2 0,2 0,199 0,179 0,249 0,940 | 0,223 0,125 0,173 0,945
Modelo Tg
51 -0,5 | -0,514 0,111 0,153 0,930 | -0,509 0,078 0,105 0,955
Y11 1 1,011 0,068 0,091 0,955 | 1,006 0,047 0,065 0,955
Y12 0 -0,003 0,108 0,150 0,930 | 0,001 0,075 0,101 0,945
Modelo T
B21 -0,3 | -0,309 0,128 0,175 0,945 | -0,300 0,089 0,125 0,945
B22 -0,5 | -0,503 0,121 0,166 0,955 | -0,505 0,085 0,120 0,940
Y21 -0,5 | -0,511 0,064 0,087 0,940 | -0,506 0,045 0,062 0,955
Va2 0,5 0,506 0,115 0,153 0,955 | 0,500 0,081 0,109 0,960
Va3 -04 | -0,409 0,083 0,116 0,915 | -0,402 0,058 0,082 0,930
Modelo logito
@ 1,6 1,630 0,228 0,301 0,950 | 1,610 0,159 0,216 0,955
aq -1,8 | -1,816 0,237 0,320 0,945 | -1,806 0,166 0,223 0,965
Qg 1 1,010 0,133 0,178 0,970 | 1,000 0,093 0,127 0,945
Qs 0,1 0,111 0,225 0,299 0,955 | 0,103 0,158 0,218 0,940
Parametro cépula
0 1 0,986 0,148 0,198 0,955 | 0,995 0,104 0,138 0,970
Variancia EA
B 1 1,027 0,439 0,538 0,985 | 1,031 0,436 0,541 0,975
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Tabela C.2: Resumo de 200 replicas com 6 = 1, censura: 45% e (Jo, J1,J2) = (3,3,3) se-
gundo a copula de Clayton. Modelo misto. (Valor: Verdadeiro valor do parametro, Est: média
das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrao a posteriori, RMSE: média das raizes
quadradas do erro quadrdtico médio, CP: probabilidade de cobertura do HPD de 95%)

N =500 N = 1000
Parametro Valor Est SbD RMSE CP Est SD RMSE CP
Funcao de risco
Ao 1 1,122 0,482 0,633 0,940 | 0,122 0,413 0,549 0,940
Ao 1 1,254 0,554 0,732 0,935 | 1,181 0,439 0,583 0,945
Ao 1 0,637 0,294 0,539 0,745 | 0,584 0,224 0,504 0,580
A1 5 4909 1,698 2,197 0,950 | 5,124 1,641 2,175 0,935
A1 5 5212 1,785 2,260 0,970 | 5,373 1,712 2,294 0,925
A1 5 5,880 2,045 2,686 0,955 | 5,913 1,898 2,611 0,910
Ao 1 1,038 0,387 0,497 0,945 | 1,080 0,361 0,484 0,925
Ao 1 1,072 0,400 0,525 0,935 | 1,091 0,365 0,493 0,935
Ao 1 0,675 0,257 0,468 0,720 | 0,664 0,225 0,446 0,670
Modelo Tp
5o -1 -1,171 0,247 0,372 0,900 | -1,126 0,171 0,261 0,875
Yo1 1 1,144 0,137 0,234 0,785 | 1,137 0,095 0,180 0,690
Yo2 0,2 0,242 0,227 0,318 0,925 | 0,232 0,158 0,215 0,945
Modelo Tg
51 -0,5 | -0,517 0,119 0,173 0,905 | -0,511 0,082 0,113 0,950
Y11 1 1,045 0,074 0,107 0,905 | 1,036 0,051 0,076 0,885
Y12 0 0,003 0,115 0,153 0,940 | -0,001 0,079 0,109 0,950
Modelo T
B21 -0,3 | -0,350 0,161 0,237 0,890 | -0,335 0,111 0,152 0,925
B22 -0,5 | -0,652 0,157 0,221 0,910 | -0,541 0,108 0,153 0,920
Y21 -0,5 | -0,504 0,081 0,107 0,975 | -0,494 0,055 0,078 0,920
Y22 0,5 0,558 0,146 0,202 0,925 | 0,546 0,101 0,144 0,920
Y23 -04 | -0439 0,110 0,153 0,920 | -0,437 0,076 0,109 0,900
Modelo logito
Qo 1,6 1,665 0,239 0,325 0,950 | 1,654 0,166 0,230 0,950
aq -1,8 | -1,859 0,247 0,346 0,930 | -1,834 0,172 0,241 0,930
Qs 1 1,073 0,141 0,202 0,915 | 1,041 0,098 0,139 0,940
Qs 0,1 0,112 0,235 0,317 0,945 | 0,090 0,164 0,219 0,945
Parametro cépula
0 1 1,087 0,182 0,252 0,940 | 1,131 0,129 0,216 0,850
Varidncia EA
B 1 1,119 0,485 0,590 0,995 | 1,071 0,454 0,561 0,985
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Tabela C.3: Resumo de 200 replicas com 0 = 1, censura: 70% e (Jo, J1,J2) = (3,3,3) se-
gundo a cépula de Clayton. Modelo misto. (Valor: Verdadeiro valor do pardmetro, Est: média
das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrao a posteriori, RMSE: média das raizes

quadradas do erro quadrdtico médio, CP: probabilidade de cobertura do HPD de 95%)

N =500 N = 1000
Parametro Valor Est SD RMSE CP Est SD RMSE CP
Funcao de risco
Ao 1 1,175 0,599 0,780 0,945 | 1,148 0,481 0,640 0,930
Ao 1 1,277 0,664 0,856 0,970 | 1,183 0,501 0,670 0,950
Ao 1 0,312 0,169 0,719 0,190 | 0,291 0,128 0,724 0,065
A1 5 4,727 1,684 2,275 0,920 | 4,823 1,611 2,169 0,925
A1 5 5,185 1,829 2,444 0,920 | 5,281 1,761 2,369 0,905
A1 5 5,634 2,031 2,704 0,950 | 5,735 1,935 2,667 0,935
Ao 1 0,990 0424 0,572 0,925 | 1,019 0,380 0,510 0,925
Ao 1 0,986 0,424 0,569 0,930 | 0,974 0,365 0,488 0,915
Ao 1 0,311 0,136 0,707 0,070 | 0,316 0,120 0,698 0,055
Modelo T
Bo -1 -1,255 0,331 0,496 0,890 | -1,228 0,225 0,374 0,810
Yo1 1 1,232 0,182 0,332 0,715 | 1,214 0,124 0,256 0,595
Yo2 0,2 0,251 0,311 0,409 0,950 | 0,259 0,213 0,298 0,900
Modelo Tg
51 -0,5 | -0,524 0,130 0,184 0,930 | -0,524 0,089 0,127 0,920
Y11 1 1,067 0,079 0,119 0,910 | 1,057 0,055 0,092 0,795
Y12 0 0,006 0,125 0,166 0,965 | -0,015 0,085 0,120 0,935
Modelo T
B21 -0,3 | -0,398 0,227 0,317 0,925 | -0,411 0,155 0,235 0,880
B22 -0,5 | -0,589 0,226 0,309 0,950 | -0,586 0,156 0,222 0,940
Y21 -0,5 | -0,468 0,110 0,148 0,950 | -0,456 0,076 0,112 0,905
Va2 0,5 0,613 0,208 0,294 0910 | 0,583 0,143 0,211 0,875
Va3 -04 | -0482 0,162 0,228 0,930 | -0,465 0,112 0,162 0,920
Modelo logito
@ 1,6 1,798 0,260 0,386 0,900 | 1,749 0,179 0,272 0,860
aq -1,8 | -1,948 0,268 0,385 0,915 | -1,917 0,185 0,273 0,890
Qs 1 1,109 0,151 0,224 0,910 | 1,082 0,104 0,157 0,885
Qs 0,1 0,058 0,250 0,345 0,930 | 0,091 0,173 0,241 0,915
Parametro cépula
0 1 1,376 0,279 0,503 0,720 | 1,394 0,192 0,447 0,425
Variancia EA
B 1 1,158 0,500 0,611 0,975 | 1,160 0,498 0,627 0,950
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Tabela C.4: Resumo de 200 replicas com 6 = 2, censura: 10% e (Jo, J1,J2) = (3,3,3) se-
gundo a copula de Clayton. Modelo misto. (Valor: Verdadeiro valor do parametro, Est: média
das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrao a posteriori, RMSE: média das raizes
quadradas do erro quadrdtico médio, CP: probabilidade de cobertura do HPD de 95%)

N =500 N = 1000
Parametro Valor Est SbD RMSE CP Est SD RMSE CP
Funcao de risco
Ao 1 1,093 0,413 0,555 0,935 | 1,106 0,372 0,502 0,935
Ao 1 1,150 0,446 0,595 0,945 | 1,119 0,382 0,508 0,945
Ao 1 1,146 0,462 0,616 0,960 | 1,123 0,392 0,520 0,945
A1 5 5,228 1,676 2,241 0,935 | 5,423 1,663 2,234 0,950
A1 5 5,363 1,693 2,250 0,945 | 5,451 1,652 2,232 0,950
A1 5 5,482 1,756 2,337 0,950 | 5,510 1,682 2,238 0,945
Ao 1 1,068 0,343 0,458 0,940 | 1,087 0,334 0,449 0,950
Ao 1 1,074 0,349 0,465 0,950 | 1,084 0,334 0,447 0,945
Ao 1 1,108 0,364 0,490 0,955 | 1,098 0,340 0,456 0,945
Modelo Tp
Bo -1 -1,027 0,201 0,266 0,980 | -1,019 0,139 0,188 0,945
Yo1 1 1,026 0,110 0,150 0,950 | 1,007 0,076 0,102 0,970
Yo2 0,2 0,221 0,180 0,263 0,895 | 0,207 0,124 0,171 0,940
Modelo Tg
51 -0,5 | -0,501 0,103 0,143 0,930 | -0,502 0,071 0,097 0,920
Y11 1 1,010 0,063 0,086 0,930 | 1,000 0,043 0,058 0,940
Y12 0 0,016 0,099 0,132 0,965 | -0,001 0,068 0,093 0,970
Modelo T
B21 -0,3 | -0,298 0,113 0,154 0,945 | -0,295 0,078 0,109 0,925
B22 -0,5 | -0,605 0,088 0,120 0,955 | -0,501 0,060 0,078 0,975
Y21 -0,5 | -0,502 0,069 0,081 0,935 | -0,507 0,041 0,054 0,970
Y22 0,5 0,519 0,105 0,146 0,940 | 0,504 0,072 0,093 0,995
723 -0,4 | -0,409 0,062 0,087 0,930 | -0,401 0,042 0,057 0,950
Modelo logito
Qo 1,6 1,633 0,229 0,318 0,930 | 1,626 0,161 0,219 0,955
aq -1,8 | -1,827 0,237 0,327 0,940 | -1,838 0,166 0,229 0,955
Qs 1 1,017 0,133 0,186 0,955 | 1,017 0,093 0,124 0,945
Qs 0,1 0,095 0,226 0,307 0,935 | 0,099 0,159 0,220 0,945
Parametro cépula
0 2 1,989 0,227 0,311 0,950 | 2,004 0,158 0,214 0,970
Varidncia EA
B 1 0,985 0421 0,517 1,000 | 1,024 0,436 0,538 0,980
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Tabela C.5: Resumo de 200 replicas com 0 = 2, censura: 45% e (Jo, J1,J2) = (3,3,3) se-
gundo a cépula de Clayton. Modelo misto. (Valor: Verdadeiro valor do pardmetro, Est: média
das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrao a posteriori, RMSE: média das raizes

quadradas do erro quadrdtico médio, CP: probabilidade de cobertura do HPD de 95%)

N =500 N = 1000
Parametro Valor Est SD RMSE CP Est SD RMSE CP
Fun de risco
Ao 1 1,129 0,484 0,625 0,930 | 1,088 0,400 0,523 0,965
Ao 1 1,179 0,516 0,682 0,935 | 1,145 0426 0,562 0,955
Ao 1 0,594 0,272 0,539 0,675 | 0,578 0,222 0,509 0,585
A1 5 4,863 1,656 2,168 0,950 | 4,815 1,547 2,015 0,935
A1 5 5254 1,776 2,302 0,955 | 5,033 1,607 2,062 0,940
A1 5 5900 2,028 2,699 0,950 | 5,683 1,827 2,444 0,940
Ao 1 1,019 0,365 0,465 0,955 | 1,014 0,335 0,431 0,960
Ao 1 1,088 0,390 0,513 0,965 | 1,078 0,355 0,462 0,965
Ao 1 0,732 0,268 0,444 0,750 | 0,705 0,235 0,422 0,750
Modelo T
5o -1 -1,136 0,248 0,363 0,915 | -1,129 0,171 0,270 0,855
Yo1 1 1,136 0,136 0,231 0,810 | 1,128 0,095 0,175 0,705
Yo2 0,2 0,251 0,227 0,317 0,940 | 0,228 0,157 0,216 0,935
Modelo Tg
51 -0,5 | -0,523 0,112 0,154 0,945 | -0,524 0,078 0,112 0,925
Y11 1 1,060 0,070 0,106 0,900 | 1,039 0,048 0,076 0,840
Y12 0 -0,002 0,108 0,153 0,950 | -0,002 0,075 0,100 0,955
Modelo T
B21 -0,3 | -0,326 0,142 0,190 0,940 | -0,347 0,098 0,145 0,885
B22 -0,5 | -0,543 0,123 0,169 0,940 | -0,530 0,085 0,116 0,935
Y21 -0,5 | -0,499 0,073 0,100 0,945 | -0,500 0,051 0,070 0,910
Va2 0,5 0,551 0,132 0,18 0,945 | 0,535 0,091 0,125 0,945
Va3 -04 | -0,443 0,088 0,126 0,920 | -0,437 0,062 0,088 0,890
Modelo logito
@ 1,6 1,690 0,237 0,328 0,920 | 1,666 0,166 0,234 0,940
aq -1,8 | -1,904 0,249 0,352 0,920 | -1,843 0,172 0,238 0,940
Qs 1 1,064 0,140 0,199 0,935 | 1,044 0,098 0,138 0,935
Qs 0,1 0,114 0,235 0,316 0,955 | 0,086 0,164 0,219 0,965
Parametro cépula
0 2 2,120 0,276 0,389 0,925 | 2,090 0,189 0,300 0,875
Variancia EA
B 1 1,118 0,478 0,599 0,975 | 1,110 0471 0,588 0,950
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Tabela C.6: Resumo de 200 replicas com 6 = 2, censura: 70% e (Jo, J1,J2) = (3,3,3) se-
gundo a copula de Clayton. Modelo misto. (Valor: Verdadeiro valor do parametro, Est: média
das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrao a posteriori, RMSE: média das raizes
quadradas do erro quadrdtico médio, CP: probabilidade de cobertura do HPD de 95%)

N =500 N = 1000
Parametro Valor Est SbD RMSE CP Est SD RMSE CP
Fun de risco
Ao 1 1,120 0,566 0,725 0,960 | 1,139 0474 0,625 0,945
Ao 1 1,193 0,612 0,783 0,985 | 1,167 0,492 0,651 0,940
Ao 1 0,296 0,160 0,730 0,170 | 0,278 0,121 0,735 0,045
A1 5 4,524 1,539 2,186 0,890 | 4,667 1,541 2,058 0,930
A1 5 5,020 1,692 2,246 0,950 | 5,134 1,692 2,217 0,945
A1 5 5495 1,900 2,529 0,930 | 5,619 1,884 2,461 0,940
Ao 1 0,962 0,384 0,517 0,920 | 1,001 0,363 0,478 0,925
Ao 1 0,985 0,394 0,524 0,930 | 1,015 0,368 0,492 0,950
Ao 1 0,368 0,150 0,658 0,135 | 0,370 0,136 0,650 0,105
Modelo Tp
Bo -1 -1,272 0,333 0,520 0,86 | -1,213 0,227 0,370 0,845
Yo1 1 1,259 0,185 0,343 0,760 | 1,225 0,126 0,272 0,585
Yo2 0,2 0,283 0,312 0439 0,925 | 0,260 0,214 0,305 0,930
Modelo Tg
51 -0,5 | -0,634 0,125 0,179 0,915 | -0,523 0,086 0,118 0,955
Y11 1 1,070 0,077 0,123 0,86 | 1,064 0,053 0,093 0,775
Y12 0 -0,019 0,120 0,159 0,955 | -0,007 0,082 0,112 0,935
Modelo T
B21 -0,3 | -0,392 0,203 0,281 0,920 | -0,370 0,139 0,197 0,915
B22 -0,5 | -0,680 0,194 0,264 0,945 | -0,560 0,132 0,188 0,915
Y21 -0,5 | -0,469 0,102 0,139 0,96 | -0,454 0,071 0,104 0,895
Y22 0,5 0,564 0,191 0,263 0,915 | 0,564 0,131 0,184 0,920
Y23 -04 | -0476 0,140 0,197 0,940 | -0,461 0,096 0,139 0,910
Modelo logito
Qo 1,6 1,800 0,260 0,388 0,915 | 1,747 0,179 0,270 0,885
aq -1,8 | -1,982 0,267 0,394 0,885 | -1,899 0,185 0,264 0,930
Qs 1 1,108 0,151 0,226 0,870 | 1,079 0,104 0,156 0,905
Qs 0,1 0,107 0,251 0,335 0,955 | 0,092 0,173 0,237 0,950
Parametro cépula
0 2 2,555 0,413 0,728 0,730 | 2,550 0,285 0,645 0,470
Varidncia EA
B 1 1,087 0,474 0,600 0,965 | 1,137 0,489 0,619 0,960
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Tabela C.7: Resumo de 200 replicas de tamanho N = 1000, com 6 = 1, censura: 10% e
(Jo, J1,J2) = (3,3,3) sequndo a copula de Clayton. Modelo misto. Dados gerados com distri-
buicao Weibull.(Valor: Verdadeiro valor do pardmetro, Est: média das médias a posteriori, SD:
média dos desvios padrdo a posteriori, RMSE: média das raizes quadradas do erro quadrdtico

médio, CP: probabilidade de cobertura do HPD de 95%)

Parametro Valor Est SD RMSE CP
Funcao de risco
Ao 0,664 0,257 0475 0,725
Ao 2,046 0,804 1,362 0,660
Ao 3,805 1,540 3,218 0,195
A1 2,367 0,866 2,828 0,340
A1 6,740 2,429 3,299 0,955
A1 13,379 4896 9,781 0,325
Ao 0,624 0,228 0476 0,645
Ao 1,607 0,585 0,899 0,825
Ao 2,677 0,991 1,969 0,335
Modelo Tp
Bo -1 -1,548 0,142 0,567 0,010
Yo1 1 1,545 0,083 0,552 0,000
Yoz 0,2 0,314 0,125 0,191 0,890
Modelo Tg
51 -0,5 | -0,712 0,076 0,226 0,145
Y11 1 1,423 0,061 0,426 0,000
Y12 0 0,003 0,073 0,090 0,985
Modelo T
B21 -0,3 | -0,436 0,084 0,166 0,620
B22 -0,5 | -0,736 0,074 0,248 0,070
Y21 -0,5 | -0,728 0,045 0,233 0,000
Y22 0,5 0,733 0,078 0,247 0,110
Y23 -0,4 | -0,593 0,061 0,200 0,025
Modelo logito
p 1,6 1,613 0,160 0,215 0,955
aq -1,8 | -1,801 0,166 0,221 0,955
Qs 1 0,984 0,094 0,129 0,940
Qs 0,1 0,114 0,157 0,228 0,935
Parametro cépula
0 1 1,493 0,153 0,518 0,060
Variancia EA
B 1 1,653 0,701 1,003 0,790
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Tabela C.8: Resumo de 200 replicas de tamanho N = 500, com 6 = 1, censura: 45% e
(Jo, J1,J2) = (3,3,3) sequndo a cdpula de Clayton. Modelo misto. Dados gerados com distri-
buicao Weibull. (Valor: Verdadeiro valor do pardmetro, Est: média das médias a posteriori, SD:
média dos desvios padrao a posteriori, RMSE: média das raizes quadradas do erro quadrdtico

médio, CP: probabilidade de cobertura do HPD de 95%)

Parametro Valor Est SD RMSE CP
Funcao de risco
Ao 0,486 0,239 0,595 0,490
Ao 1,675 0,834 1,149 0,920
Ao 1,888 0,992 1,388 0,915
A1 1,931 0,800 3,196 0,130
A1 6,771 2,713 3,506 0,950
A1 16,180 6,612 13,063 0,255
Ao 0,481 0,206 0,574 0,395
Ao 1,348 0,567 0,744 0,940
Ao 1,744 0,749 1,100 0,870
Modelo T
Bo -1 -1,762 0,257 0,809 0,115
Yo1 1 1,783 0,154 0,799 0,000
Yo2 0,2 0,363 0,233 0,330 0,930
Modelo Tg
51 -0,5 | -0,758 0,118 0,289 0,395
Y11 1 1,527 0,078 0,533 0,000
Y12 0 0,007 0,113 0,145 0,965
Modelo T
Bo1 -0,3 | -0,499 0,153 0,265 0,800
Ba2 -0,5 | -0,819 0,142 0,354 0,345
Y21 -0,5 | -0,784 0,084 0,297 0,095
Y22 0,5 0,820 0,142 0,355 0,385
Y23 -0,4 | -0,663 0,102 0,286 0,265
Modelo logito
Qg 1,6 1,693 0,237 0,327 0,925
a -1,8 | -1,891 0,247 0,341 0,935
o) 1 1,039 0,140 0,189 0,955
Qs 0,1 0,107 0,233 0,318 0,93
Parametro copula
0 1 1,336 0,235 0,721 0,235
Variancia EA
B 1 2,010 0,859 1,364 0,585
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Tabela C.9: Resumo de 200 replicas com 0 = 1, censura: 10% e (Jo, J1, J2) = (3,3,3) segundo
a cépula de Clayton. Modelo fizo. (Valor: Verdadeiro valor do pardmetro, Est: média das médias
a posteriori, SD: média dos desvios padrao a posteriori, RMSE: média das raizes quadradas do
erro quadrdtico médio, CP: probabilidade de cobertura do HPD de 95%)

N =500 N = 1000
Parametro Valor Est SD RMSE CP Est SbD RMSE CP
Funcao de risco
Ao 1 1,030 0,219 0,297 0,955 | 1,020 0,151 0,195 0,980
Ao 1 1,073 0,247 0,337 0915 | 1,039 0,166 0,218 0,975
Ao 1 1,108 0,284 0,382 0,960 | 1,042 0,186 0,246 0,955
A1 5 4940 0,644 0,896 0,925 | 4,963 0,454 0,610 0,965
A1 5 5,061 0,607 0,822 0,960 | 4,985 0,423 0,565 0,970
A1 5 5214 0,654 0,888 0,950 | 5,069 0,447 0,591 0,965
Ao 1 1,020 0,145 0,199 0,930 | 0,995 0,099 0,135 0,950
Ao 1 1,033 0,149 0,201 0,940 | 1,003 0,101 0,135 0,955
Ao 1 1,060 0,165 0,224 0,950 | 1,006 0,109 0,147 0,940
Modelo Tp
5o -1 -1,019 0,194 0,264 0,945 | -1,024 0,135 0,180 0,985
Yo1 1 1,022 0,112 0,151 0,955 | 1,010 0,078 0,106 0,960
Yo2 0,2 0,198 0,172 0,236 0,915 | 0,205 0,120 0,162 0,940
Modelo Tg
51 -0,5 | -0,506 0,108 0,146 0,940 | -0,505 0,075 0,100 0,955
Y11 1 1,014 0,069 0,093 0,945 | 1,003 0,048 0,066 0,935
Y12 0 0,002 0,104 0,143 0,955 | 0,007 0,073 0,098 0,950
Modelo T
B21 -0,3 | -0,317 0,122 0,168 0,940 | -0,299 0,085 0,114 0,950
o2 -0,5 | -0,530 0,114 0,155 0,950 | -0,502 0,080 0,108 0,960
Y21 -0,5 | -0,511 0,062 0,085 0,935 | -0,506 0,043 0,062 0,925
Y22 0,5 0,504 0,110 0,147 0975 | 0,511 0,077 0,103 0,960
Vo3 -0,4 | -0,408 0,079 0,107 0,945 | -0,403 0,054 0,074 0,930
Modelo logito
g 1,6 1,630 0,226 0,308 0,950 | 1,595 0,159 0,216 0,945
aq -1,8 | -1,831 0,234 0,328 0,945 | -1,793 0,164 0,221 0,960
Qs 1 1,038 0,131 0,180 0,945 | 1,030 0,092 0,136 0,875
Qs 0,1 0,104 0,224 0,303 0,950 | 0,110 0,157 0,217 0,930
Parametro copula
0 1 0,995 0,141 0,196 0,945 | 0,995 0,100 0,133 0,960
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Tabela C.10: Resumo de 200 replicas com 0 = 1, censura: 45% e (Jo,J1,J2) = (3,3,3)
sequndo a copula de Clayton. Modelo fixo. (Valor: Verdadeiro valor do parametro, Est: média
das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrao a posteriori, RMSE: média das raizes
quadradas do erro quadrdtico médio, CP: probabilidade de cobertura do HPD de 95%)

N =500 N = 1000
Parametro Valor Est SO RMSE CP Est SD RMSE CP
Funcao de risco
Ao 1 1,085 0,297 0,407 0,930 | 1,066 0,205 0,278 0,955
Ao 1 1,137 0,323 0,442 0,960 | 1,105 0,219 0,298 0,940
Ao 1 0,513 0,162 0,522 0,280 | 0,504 0,111 0,512 0,060
A1 5 4924 0,669 0,902 0,950 | 4,897 0,468 0,656 0,890
A1 5 5,046 0,637 0,865 0,940 | 4,951 0,438 0,603 0,935
A1 5 5,265 0,689 0,973 0,920 | 5,118 0,472 0,663 0,940
Ao 1 1,002 0,188 0,270 0,920 | 1,006 0,132 0,182 0,950
Ao 1 1,004 0,189 0,264 0,910 | 1,000 0,132 0,187 0,915
Ao 1 0,610 0,120 0417 0,195 | 0,603 0,083 0,407 0,035
Modelo Tp
5o -1 -1,174 0,247 0,365 0,905 | -1,171 0,173 0,279 0,835
Yo1 1 1,190 0,142 0,256 0,740 | 1,189 0,098 0,222 0,515
Yo2 0,2 0,254 0,230 0,334 0915 | 0,234 0,159 0,216 0,935
Modelo Tx
b1 -0,5 | -0,500 0,116 0,158 0,950 | -0,496 0,081 0,109 0,945
Y11 1 1,022 0,075 0,105 0,935 | 1,006 0,052 0,072 0,910
Y12 0 -0,012 0,111 0,148 0,955 | 0,008 0,078 0,109 0,940
Modelo T
B21 -0,3 | -0,360 0,159 0,224 0,920 | -0,351 0,111 0,160 0,945
Bos -0,5 | -0,574 0,157 0,226 0,910 | -0,588 0,109 0,169 0,870
Y21 -0,5 | -0,529 0,080 0,115 0,925 | -0,528 0,056 0,079 0,920
Y22 0,5 0,605 0,147 0,227 0,870 | 0,589 0,102 0,164 0,825
Y23 -0,4 | -0,468 0,112 0,161 0,900 | -0,476 0,079 0,129 0,825
Modelo logito
Qo 1,6 1,657 0,234 0,320 0,940 | 1,651 0,165 0,238 0,915
aq -1,8 | -1,876 0,243 0,329 0,945 | -1,870 0,172 0,244 0,935
Qo 1 1,060 0,138 0,188 0,930 | 1,062 0,097 0,137 0,910
Qs 0,1 0,100 0,232 0,316 0,935 | 0,107 0,163 0,218 0,955
Parametro copula
0 1 1,129 0,179 0,272 0,865 | 1,136 0,125 0,204 0,820
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Tabela C.11: Resumo de 200 replicas com 0 = 1, censura: 70% e (Jo, J1,J2) = (3,3,3)
sequndo a copula de Clayton. Modelo fixo. (Valor: Verdadeiro valor do parametro, Est: média
das médias a posteriori, SD: média dos desvios padrao a posteriori, RMSE: média das raizes

quadradas do erro quadrdtico médio, CP: probabilidade de cobertura do HPD de 95%)

N =500 N = 1000
Parametro Valor Est SO RMSE CP Est SbD RMSE CP
Funcao de risco
Ao 1 1,173 0,428 0,599 0,910 | 1,137 0,289 0,412 0,930
Ao 1 1,185 0,441 0,610 0,905 | 1,140 0,295 0,414 0,940
Ao 1 0,287 0,116 0,726 0,040 | 0,259 0,072 0,746 0,000
A1 5 4,835 0,685 0,952 0,920 | 4,867 0,485 0,672 0,930
A1 5 478 0,634 0,895 0,930 | 4,826 0,450 0,649 0,915
A1 5 4,923 0,688 0,964 0,920 | 4,805 0,473 0,667 0,900
Ao 1 0,958 0,256 0,353 0,925 | 0,962 0,179 0,253 0,920
Ao 1 0,924 0,248 0,343 0,930 | 0,887 0,166 0,255 0,845
Ao 1 0,301 0,083 0,704 0,000 | 0,293 0,056 0,710 0,000
Modelo Tp
5o -1 -1,319 0,327 0,528 0,835 | -1,289 0,226 0,411 0,745
Yo1 1 1,311 0,186 0,376 0,650 | 1,271 0,127 0,306 0,450
Yo2 0,2 0,258 0,311 0,429 0,935 | 0,239 0,213 0,305 0,935
Modelo Tg
51 -0,5 | -0,485 0,125 0,173 0,920 | -0,498 0,087 0,114 0,960
Y11 1 1,008 0,079 0,108 0,945 | 1,000 0,055 0,077 0,905
Y12 0 -0,001 0,119 0,159 0,955 | -0,004 0,084 0,109 0,965
Modelo Tg
B21 -0,3 | -0,458 0,227 0,333 0,920 | -0,459 0,158 0,253 0,820
Boo -0,5 | -0,633 0,228 0,331 0,910 | -0,640 0,159 0,247 0,870
Y21 -0,5 | -0,480 0,109 0,151 0,925 | -0,483 0,076 0,104 0,920
Y22 0,5 0,645 0,210 0,307 0,895 | 0,641 0,146 0,242 0,815
Vo3 -0,4 | -0,530 0,168 0,258 0,875 | -0,522 0,116 0,192 0,830
Modelo logito
g 1,6 1,721 0,249 0,338 0,915 | 1,719 0,175 0,260 0,865
aq -1,8 | -1,901 0,257 0,359 0,915 | -1,914 0,182 0,260 0,940
Qs 1 1,119 0,146 0,223 0,855 | 1,097 0,102 0,162 0,830
Qs 0,1 0,073 0,243 0,335 0,955 | 0,090 0,170 0,229 0,955
Parametro copula
0 1 1,505 0,274 0,588 0,485 | 1,529 0,193 0,566 0,135
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Apéndice

Figuras das aplicacoes

Para facilitar a leitura do Capitulo 5 correspondente as aplicagoes, neste apéndice
sao anexadas as figuras obtidas da inferéncia bayesiana no ajuste da modelagem pro-
posta.

Na Secao D.1 podem ser consultados os gréaficos com as fungoes densidade a pos-
teriori (histogramas), tragos (sequencia dos valores simulados MCMC) e fungoes de

autocorrelagao para os parametros estimados do TMO.

Na Secao D.2 encontram-se os respectivos graficos do ajuste da modelagem fixa e
mista aos dados dos pacientes com IRC.
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D.1 Transplante de medula 6ssea (TMO)
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Figura D.1: Densidades a posteriori, tragcos e ACFs para a componente Tp (6bito) do ajuste
do modelo fixo com (Jy, J1,J2) = (15,15,15) sequndo a copula de Clayton aos dados de TMO.
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Figura D.2: Densidades a posteriori, tracos e ACFs para a componente T (recaida) do ajuste
do modelo fixo com (Jy, J1,J2) = (15,15,15) sequndo a copula de Clayton aos dados de TMO.
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Figura D.3: Densidades a posteriori, tragos e ACFs para a componente T¢ (dbito apds recaida)
do ajuste do modelo fixo com (Jy, J1,J2) = (15,15,15) sequndo a copula de Clayton aos dados
de TMO.
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Figura D.4: Densidades a posteriori, tracos e ACFEs para a componente logito do ajuste do
modelo fixo com (Jy, J1,J2) = (15,15,15) sequndo a copula de Clayton aos dados de TMO.
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D.2 Insuficiéncia renal cronica (IRC)



INSUFICIENCIA RENAL CRONICA (IRC) 145

Histograma o Serie Bo ACF Bg Histograma yo; Serie Yo1 ACF Yo1
] S S 2 2
~ 0
= 5
, - 0 -
s Il - =4 S il
- S
A H“\‘m‘ H

I

Densidade
0.4 0.8
Bo
0.0 05 10 15
I
ACF
-0.1 0.0
|
Densidade
0.5 1.0
Yo1
-1.0
1 | | | |
ACF
-01 00
I

S
7 o
o ' o o & o
5 o 1 o
° T T 1 LA I R B B B e ! T T 11
-0.5 0.5 0 200 600 05 15 25 -1.0 0.0 0 200 600 05 15 25
Bo Indice Lag Yo1 Indice Lag
Histograma Yo, Serie Yoz ACF Vo2 Histograma Yo3 Serie Yo3 ACF Yo3
o
0 N & N
- S s
© @ v
5 2 - 3 - |,
0 ° | < o
§ : : g : m
£ 3 3 5 o Ll | < 3 3 = |t
z g S L L R - g < ST
& 10 g o °
o % - ° -
° ? ] ?
o
2 2 3 g e 3 4
S T i [ e e e s e e e L R N | T T T T T T T
-2 0 1 2 0 200 600 05 15 25 -10 00 10 20 0 200 600 05 15 25
Yo2 Indice Lag Yo3 Indice Lag
Histograma Yo4 Serie You ACF You Histograma yos Serie Yos5 ACF Yo5
0 o ~
° ~ S 3 S ]
- g E 2
o = | - =
o 0 o © S IS} |
e : m i I
3 3 < wn
T o e s o ‘ i T o 8 S L o | |
2 2 S e S LK wuw = = Z ? S R Tl
8 3 0 8 <« S
° o c - w
g ? ~ E ]
o ° °
o S A S 4 = 77 S
S T T [ e e [ e e e s e e T T T T T T T T
-05 10 20 0 200 600 05 15 25 -05 05 0 200 600 05 15 25
Yoa Indice Lag Yos Indice Lag
Histograma Yos Serie Yos ACF Yos Histograma Yo7 Serie Yo7 ACF Yo7

Densidade
00 02 04 06 08
Yos
-1. 0.0 05 10 15
ACF
-02 -01 0.0 0.1 0.2
j 1 | | | |
Densidade
0.0 0.4 0.8 1.2
Yo7
-0.5 05 1.0 15 20
ACF
-0.2 -01 0.0 0.1 0.2
1 I ! )

-15 0.0 1.0 0 200 600 05 15 25 -05 05 15 0 200 600 05 15 25
Yoo Indice Lag Yo7 Indice Lag
Histograma Yog Serie Yog ACF Yog
S
3 5 3
I
R
© ~
o o | o 7
3 o ‘
g o R 5 o ‘ ‘H | “
: ° ] R R L
o o
a 3 A
“ T
P n | @
=
o o | o~
> S ,
S rrrrTTm LB ? LI
-05 1.0 25 0 200 600 05 15 25
Yos Indice Lag

Figura D.5: Densidades a posteriori, tracos e ACFs para a componente Tp (Obz'to) do ajuste
do modelo fixo com (Jo, J1, J2) = (2,2,2) seqgundo a copula de Clayton aos dados de IRC.
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Figura D.6: Densidades a posteriori, tragos e ACFs para a componente Ty (Progressio) do
ajuste do modelo fixzo com (Jo, J1,J2) = (2,2,2) sequndo a copula de Clayton aos dados de
IRC.
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Figura D.7: Densidades a posteriori, tracos e ACFs para a componente T (Obz'to apds pro-
gressao) do ajuste do modelo fizo com (Jo, J1, J2) = (2,2,2) seqgundo a cépula de Clayton aos
dados de IRC.
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Figura D.8: Densidades a posteriori, tragos e ACFs para a componente logito (Progressao)
do aguste do modelo fizo com (Jy, J1,J2) = (2,2,2) sequndo a cépula de Clayton aos dados de
IRC.
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Figura D.9: Densidades a posterioris, tragcos e ACFs para a componente Tp (Obito) do ajuste
do modelo misto com (Jy, J1, J2) = (1,1,1) sequndo a cdpula de Clayton aos dados de IRC.
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Figura D.10: Densidades a posteriori, tracos e ACFs para a componente Ty (Progressao) do
ajuste do modelo misto com (Jy, J1,JJ2) = (1,1,1) sequndo a cdpula de Clayton aos dados de
IRC.
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Figura D.11: Densidades a posteriori, tracos e ACFs para a componente Tg (Obito apds
progressao) do ajuste do modelo misto com (Jo, J1,J2) = (1,1,1) sequndo a cépula de Clayton
aos dados de IRC.
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Figura D.12: Densidades a posteriori, tragos e ACFs para a componente logito (Progressao)
do ajuste do modelo misto com (Jy, J1,J2) = (1,1,1) sequndo a cdpula de Clayton aos dados
de IRC.
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