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Resumo

Marques, F. S. Um modelo de evolucao de espécies com extin¢goes em massa. 2018. 31 f.
Dissertagao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao
Paulo, 2018.

Apresentamos um modelo estocastico para evolucao de espécies utilizando processos de Poisson.
Eventos de surgimento de novas espécies e eventos de extingao sao dados por dois processos de
Poisson independentes. A cada evento de surgimento, uma nova espécie é adicionada ao sistema e
uma aptiddo aleatoéria é associada a ela. A cada evento de extin¢do, é associado um limiar também
aleatorio e todas as espécies com aptidao inferior ao limiar sdo retiradas do sistema. Apresentamos
critérios necessarios e suficientes para recorréncia/transitoriedade da configuracao vazia. Mostramos
a existéncia da distribuicdo limite e apresentamos critérios necessérios e suficientes para um nimero

in/finito de espécies em tal distribuicao.

Palavras-chave: Processos de Poisson, Recordes, Evolugao.
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Abstract

Marques, F. S. A species evolution model with mass extinction. 2018. 31 f. Dissertagao
(Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2018.

We present a stochastic model for species evolution based on Poisson Processes. Birth of new
species and extinction events are given by two independent Poisson processes. At each birth, a new
species enters the system and is given a random fitness mark. To each extinction event is associated
a random threshold mark and all species with fitness lower than the threshold are removed from
the system. We present necessary and suficient criteria for the recurrence/transience of the empty
configuration. We show the existence of the limit distribution and present necessary and suficient

criteria for an in/finite number os species in such distribution.

Keywords: Poisson Processes, Records, Evolution.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacao do modelo

Nesta dissertagao, apresentamos um modelo estocastico para evolugdo de espécies. Cada espécie
é identificada por uma aptiddo, que representa sua capacidade de sobreviver a eventos de extingao.
Novas espécies surgem em instantes aleatérios, dados por um processo de Poisson. A cada evento de
surgimento, uma Unica espécie é adicionada ao sistema e sua aptidao é selecionada aleatoriamente
de uma distribuicao F, independente do instante de surgimento. Vamos assumir que tal distribuigao
é absolutamente continua, o que garante aptidoes distintas para cada espécie.

Eventos de extingdo ocorrem em instantes dados por um segundo processo de Poisson, inde-
pendente do primeiro. A cada evento de extin¢do, um limiar é selecionado aleatoriamente de uma
distribuigao F}, independente do instante em que ocorre. A cada evento de extingao, todas as espé-
cies com aptidao inferior ao limiar sdo removidas do sistema. Um tnico evento de extingdo poderia
remover todas as espécies de uma Unica vez ou apenas as mais vulneraveis, dependendo do valor
do limiar e da configuracdo de aptidées no instante do evento.

Vamos analisar duas questoes. A primeira é a recorréncia ou transitoriedade da configuracgao
vazia. Apresentamos critérios necessarios e suficientes, expressos em termos de processo de Poisson
de recordes. Utilizamos técnicas como marcagoes e funcional de Laplace. A segunda questao é a
existéncia de distribuicao limite e o namero de espécies presentes nesta distribuicdo. Para mostrar a
convergéncia em distribui¢ao, vamos analisar o processo no sentido inverso do tempo. Apresentamos
critérios necessarios e suficientes para a in/finitude do ntmero de espécies na distribuicao limite,
utilizando as mesmas técnicas da primeira questdo. Algumas das técnicas utilizadas podem ser
encontradas no apéndice.

1.2 Relacao com o modelo GMS

2

O modelo apresentado nesta dissertacdo é uma variante do modelo GMS, introduzido em
Guiol et al. (2013). No modelo GMS, novas espécies sao adicionadas ao sistema em instantes dados
por um processo de Poisson. A cada evento de surgimento, uma aptidao é selecionada aleatoria-
mente de uma distribuicao absolutamente continua, independentemente do instante de surgimento.
Assim, os surgimentos ocorrem da mesma forma nos dois modelos. Por outro lado, os eventos de
extincdo sdo um pouco diferentes. No modelo GMS, os eventos de extincdo também ocorrem em
instantes dados por um segundo processo de Poisson independente do primeiro, mas uma tnica
espécie é removida do sistema a cada um destes eventos: aquela com a menor aptidao.

No modelo GMS, existe um valor critico que divide as aptidoes em duas fases. Esta aptidao cri-
tica depende das taxas dos processos de Poisson e também da distribuicao utilizada para selecionar
as aptidGes de novas espécies. As espécies presentes na fase subcritica, aquelas com aptiddo inferior
ao valor critico, sdo removidas do sistema em algum instante aleatorio quase certamente finito. Ja
as espécies na fase supercritica, aquelas com aptiddes superiores ao valor critico, tém probabilidade
positiva de permanecerem no sistema indefinidamente. Estes resultados podem ser encontrados em



2 INTRODUCAO 1.3

Guiol et al. (2013). Os autores calculam a distribui¢ao do tempo de sobrevivéncia de cada espécie
e mostam que o numero de espécies na fase subcritica é um processo de nascimento e morte recor-
rente nulo. No modelo apresentado nesta dissertacdo, as hipéteses sobre as fungoes de distribuicao
garantem que cada espécie seja removida do sistema em tempo quase certamente finito.

A existéncia da distribuicdo limite para um caso particular do modelo GMS, com distribuicao
uniforme, foi analisada em Pinheiro (2015). O mesmo caso aparece em Formentin e Swart (2016)
para um modelo de respostas de mensagens de email com prioridades. Neste caso, a distribuicao
limite tem infinitas espécies na fase subcritica, mas com um tnico ponto de acumulagdo: a aptidao
critica. Outra questao abordada em Pinheiro (2015) é o surgimento de espécies eternas. O autor
mostra que o tempo de surgimento da primeira espécie eterna na fase supercritica é quase certamente
finito. No modelo apresentado nesta dissertacdo, ndo existem espécies eternas, como ja comentado
acima.

1.3 Organizacao do texto

No Capitulo 2, apresentamos uma descricao do modelo e enunciamos os principais resultados.
No Capitulo 3, analisamos a questdao de recorréncia/transitoriedade. No Capitulo 4, mostramos
a existéncia da distribuigao limite e analisamos o niimero de espécies presentes em tal distribui-
¢ao. Incluimos também um apéndice com alguns resultados utilizados no texto, como marcagoes e
funcional de Laplace.



Capitulo 2

Modelo e Resultados

2.1 Descricao do modelo

Nesta secao, apresentamos uma descricdo do modelo. Sejam II, e II; processos de Poisson em R
homogéneos com taxas A, e A\; respectivamente, independentes entre si e definidos no mesmo espago
de probabilidades (€2, F,P). Denotamos por T; € II, com ¢ € Z* os instantes de surgimentos de
novas espécies e por S; € II; com j € Z* os instantes dos eventos de extingao, em ordem crescente:

< T o<T 1 <0< <Th <.
LS o< S <0< S <S5 <

Sejam X e Y varidveis aleatorias absolutamente continuas com funcoes de distribuicao F e Ff,
satisfazendo as seguintes condicoes: F'(z) = 0 para x < 0 (V.A. positiva), F(z) < 1 para cada
z € R (V.A. ilimitada superiormente), F é estritamente crescente e admite inversa. A cada instante
T; € 11, associamos uma aptidao X; usando a distribuigdo Fy. A cada instante S; € II; associamos
um limiar Y} usando a distribui¢do F}. Denotamos a cauda das distribuigdes por F'(z) =1 — F(z).

A seguir, vamos definir o processo n; = {m(s),s > t}, que pode ser descrito em palavras da
seguinte forma: no instante inicial ¢ € R, o processo tem configuracdo inicial 7;(¢) = A, onde A
¢ um subconjunto localmente finito de R™; no instante s € (¢, +00), o processo tem configuracao
n(s), um subconjunto localmente finito de R™, formada por todas as espécies que tenham surgido
no intervalo (¢, s|, ou pertencentes a configuragao inicial, que tenham sobrevivido a cada extingao
subsequente; ou seja, aquelas cuja aptidao seja superior ao limiar de extingdo recorde associado
a época de surgimento daquela espécie. As épocas sdao subintervalos de (t,s] delimitados pelos
instantes de ocorréncia dos limiares recordes. Para as espécies da configuracao inicial A, vale o
limiar recorde da época mais antiga. Veja Figura 2.1.

Para cada s € R, defina os indices recordes Ji(s) e valores recordes Yy, (s) por:

Ji(s) = max{j: S; < s}

2.1
Jit+1(s) = max{j < Ji(s) : Y; > Yy (s)} paracada k>1 21)

Vamos definir o processo 1 = {n.(s), s > t} para cada t € R. Dado um subconjunto localmente
finito A C R™, defina a configuragdo inicial do processo por n(t) = A. Para s > t, defina n,(s) por:

{Xi:T; € (t,s]} UA, se IiN(t,s)=@2

m(s) = 4K T € (S (s). s} U (URZHXG > Yo (5) 2 Th € (S0 (5): S ()1} 2.2
U{X; > Yy (s) : T; € (¢, 55, (s)]} U (AN (Y (s), +00)), caso contrario

onde k = max{k : Sy, (s) >t} e UZ1{Xi > Yy, (s) : Ts € (Ssp,, (5),S5.(8)]} = @ se k= 1.
Em palavras, k é o nimero de extinges recordes no intervalo (¢,s) e também, o indice da
extin¢do com o maior limiar no mesmo intervalo.
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Figura 2.1: Possivel realiza¢do do processo n; no intervalo [t, s]

Assim, {n; : t € R} é uma familia de processos estocasticos. Para cada t € R, n, = {m(s),s > t}
é um processo Markoviano com transicoes estacionérias tomando valores no sistema de subcon-
juntos localmente finitos de R™. Logo, para cada s > t, n:(s) é um processo pontual em RT. Em
particular, temos interesse no processo ny(-). Para mais informagoes sobre processos pontuais, veja
Last e Penrose (2017).

2.2 Resultados

Nesta secao, enunciamos os principais resultados desta dissertacao.
Defina as funcdes R,, Ry : RT — RT por:

R,(z) = — log Fy(x) (2.3)
Ri(x) = ~log Fy(x) (2.4)

Dizemos que 1 é transitorio se {s > 0:ng(s) = @} é limitado quase certamente.
Dizemos que 19 € recorrente se {s > 0:ng(s) = &} é ilimitado quase certamente.

Teorema 1. O processo ng € transitorio se:

)
/[07—&-00) () R.(dr) < 40 (2.5)

O processo 1y € recorrente se:

@ x) = 400
/[o,m) R =+ (2.6)
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Teorema 2. O processo ny(t) converge em distribui¢ao para 7) quando t — oo, onde 1) € dado por:

i =X T € (S,(0),01} U (U1K > Y0, 0) £ T3 € (S, (0), S, 01} 2.7)
E>1

Teorema 3. O nidmero de espécies na distribuicao limite #10 € finito se:

Fi(z)
/[0,+oo) Fi() Ri(dx) < 400 (2.8)

O nimero de espécies na distribuicdo limite #1 € infinito se:

/ L) Ri(dz) = 400 (2.9)
[0,400)

Observagao 1. Note que o critério para recorréncia/transitoriedade é idéntico ao critério para
in/finitude da distribui¢do limite com os papéis de estrela e cruz trocados. Isto ocorre por que
as duas questoes tém estruturas similares, como veremos mais adiante.
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Capitulo 3

Recorréncia e Transitoriedade

Neste capitulo, analisamos a recorréncia/transitoriedade do processo 79, como enunciada na
Secao 2.2. Na Secao 3.1, construimos uma escada de recordes usando o processo de surgimentos e as
aptiddes associadas. Na Segdo 3.2, calculamos a transformada de Laplace do niimero de extingoes
acima da escada de aptidoes recordes, via funcional de Laplace. Na Secao 3.3, apresentamos critérios
equivalentes para a finitude quase-certa da mesma variavel aleatéria. Na Secao 3.4, demonstramos
o Teorema 1. Por fim, na Se¢do 3.5, apresentamos um exemplo usando a distribuicdo exponencial.
Vamos utilizar alguns resultados que podem ser encontrados no apéndice.

3.1 Escada de aptidoes recordes

Nesta secao, usamos o processo de surgimentos e as aptidoes associadas para construir uma
escada de recordes. Defina os indices recordes Ij, e valores recordes X, por:

=t (3.1)

vy =min{i > I, : X; > Xy, } paracada k>1 '
Proposicdo 1. Os pontos (X1, )g>1 formam wm processo de Poisson em RY com intensidade
[ R.(dx), onde B € B(RT).

A demonstragao pode ser encontrada em Resnick (1973). Também incluimos uma demonstracao
no apéndice.

Denotamos por 17, o instante do k-ésimo recorde e por ATy, = Ty, o 11
dois recordes consecutivos.

., O intervalo entre

Proposicao 2. Os pontos (Xp,, ATy, )k>1 formam um processo de Poisson em [0, +00)? com in-
tensidade:

fi(C) = // )\*E(J:)ef)‘*Fi*(“)sdsR*(dx) para cada C € B([0, +00)?) (3.2)
C

Demonstra¢ao. Condicional a {(X1, )k>1 = (2k)k>1}, as variaveis aleatorias AT, sao independentes
entre si e tém distribui¢do exponencial de taxa A Fy(zy). Denote por K, (z, B) o seguinte kernel de
probabilidades, cuja defini¢do pode ser encontrada na Sec¢do A.2:

Ko (z,(0,s]) =1— e @5 para cada  (z,s) € [0, +00)? (3.3)
A extensdo do kernel para intervalos é dada por:
K, (x,(s1,582]) = Ku(w, (0, 82]) — Ki(z,(0,51]) paracada z € RT, (s1,s9] CRT (3.4)

A extensdo do kernel para borelianos B € B(R") é feita decompondo-os em unides enumeraveis
de sequéncias disjuntas de intervalos, da mesma forma que para medidas induzidas. Os pontos

7
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(X1, ATy, )>1 formam uma K,-marcagdo do processo de Poisson descrito na Proposi¢do 1. O
resultado segue do Teorema das Marcas, enunciado na Segao A.2. O

Defina as regioes aleatorias acima de cada degrau (Dy)i>1 e da escada toda D por:

Dy, = [Ty, Ty, ) x [ X, +00) para k>1 (3.5)
D= Dy (3.6)
E>1

A Figura 3.1 mostra uma possivel realizacao dos processos, com a escada de aptidoes recordes
e alguns eventos de extincao.

Figura 3.1: Possivel realizacao da escada de aptiddes recordes com alguns eventos de extincao

3.2 Extincoes acima da escada via funcional de Laplace

Nesta secdo, utizamos a caracterizacao de processos de Poisson pelo funcional de Laplace, enun-
ciada na Sec¢do A.2, para encontrar a transformada de Laplace do niumero de extingdes acima da
escada de aptidoes recordes.

Proposicao 3. Os pontos (S;,Y;)j>1 formam um processo de Poisson em [0,+00)? denotado por
IT; com intensidade:

pui(C) = //C A\dtFi(dz) para cada C € B([0, +00)?) (3.7)

Demonstracao. As variaveis aleatorias (Y;);>1 sdo independentes entre si e independentes de (S;);>1.
Logo, os pontos (5, Y;);>1 formam uma Q-marcagao independente de (S;);>1, cuja definicao pode
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ser encontrada na Segao A.2, onde Q; ¢ a medida induzida por Y. O resultado segue do Teorema
das Marcas, enunciado na Segdo A.2. O

Defina as varidveis aleatorias A e M por:

A = py(D) (3.8)
M = #(DﬂﬂT) (3'9)

Observe que M é o niimero de eventos de extingao acima da escada de aptidoes recordes e que
tem distribui¢do de Poisson com parametro A. Logo, M tem distribui¢do misturada.

Proposicao 4. A tranformada de Laplace de M pode ser escrita na forma:
Ele M) = E[e-(—¢ 4] (3.10)

Demonstrag¢ao. Como II; é processo de Poisson, temos:

A =) = P
P(M =m|A =p) = e " (3.11)
Daf segue que:
m —t\m
Ele™A=p =Y et =y (”fn!) = eHehe ! = (1T (3.12)
m>0 m>0
A esperanca condicional tem a forma:
Ele ™M |A] = ¢~ (1¢7)A (3.13)
Logo: )
Ele~M] = E[E[e ™M |A]] = E[e=(17¢ 4] (3.14)
O
Defina a funcdo h; : [0,4+00)? — RT por:
hi(z, s) = A\isFi(x) (3.15)

Segue da defini¢ao de p+ na Proposigao 3 e da o-aditividade da mesma medida, pontualmente,
que a variavel aleatéria A pode ser escrita como uma soma:

A= pp(D) =) pi(Dy) = D MATLFH(Xp) = Y hi(Xy, ATr,) (3.16)
k>1 k>1 k>1

Proposicao 5. A transformada de Laplace de M é:

—tM] _ ooy | (1 — e YAt F(2) .
Ele~tM] = p[ /[o,m) T e ) (3.1)

Demonstracdo. Pela caracterizacao de processos de Poisson por funcional de Laplace, enunciada na
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Secao A.2, temos que:

Efe~(1=¢")8) = E[e~ Ykz1(I—e™ )by (X1 ATy, ]

- / / (1— e e E@D) s (da, ds)
[0,+00)?

~ exp [_ // (1-— e—(l—et))\TsFT($)))\*F*($)e—>\*F*(:B)stR*(dx)]
[0,400)?

= exp

Integrando em s obtemos a seguinte expressao:

Bl 0T = e [ - /[o,m) <1 " NE@ +)\(*1Fi(?_t))\Tﬂ($)>R*(dx)]
—e Y\ Fi(x
=ow| - /moo) m((a:l) g )—Aﬂx;ﬂ <w>R*(dx>}

O resultado segue da Proposicao 4.

3.3 Finitude das extingoes

Nesta secao, apresentamos critérios equivalentes para a finitude quase-certa de M.
Defina as fungoes ¢ : Rt — Rt e ¢ : [0,1] — [0, 1] por:
¢(t) - / (1 B eit))‘TﬁT(x)
000) M2 (@) + (L — e AT} (@)
L= =1
P(u) = Fyo by~ (u)

R, (dx)

Denote por ¢(+00) € [0, +00] o seguinte limite:

b(+00) = lim o(t)

t—+oo
Pelo Teorema de Convergéncia Mondtona:

B A F ()
$(+00) = /[0,+oo> MEL () 4+ A\ Fr(2)

R, (dx)

Vamos calcular E[M]. Por (3.11), temos que:
E[M] = E[E[M][A]] = E[A]

Podemos encontrar E[A] usando a Formula de Campbell, enunciada na Segao A.2:

E[A] :E[Z hT(Xlk,ATIk)} - / /[OW) bz 8) i (dr, ds)

k>1

= // )\Tsﬁ(x))\*ﬁ(x)e_)‘*ﬁ(x)sds - R, (dz)
[0,4-00)

—/ /\TFT(x></ SA*R(:U)e_A*F*(x)Sds> R, (dx)
[0,400) [0,400)
:/ Lﬁ(az) R, (dx)
[0,4-00) A*F*(w)

3.3

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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onde a integral em s é feita por partes. Assim, temos:

N[ FE@,
B[] = 3L /[0 Py ) (3.26)

Proposicao 6. Sao equivalentes:
i) ¢(400) < 400
ii) P(M < 400) =1
iii) E[M] < 400
Y(u)

iv) 5 € integrdvel na origem
U

v) P(s71) ¢ integrdvel no infinito

Demonstra¢do. Vamos comecar mostrando que (i)=-(ii). Note que:

D 113 I e 9.1 N 21 N
MFo(x) + MFr () — MFo(z) + (1 —e )M Fr(z) — MFo(x) + A\ Fi(2)
Integrando com respeito a R.(dz) temos:
(1= e ")p(+00) < ¢(t) < p(+00) (3.28)

Se ¢(400) < 400, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos lim; g ¢(t) = 0. Logo:

lim Efe ") = lim exp(—6(t)] = expl lim (1)) = 1 (3.29)

Por outro lado:

limEfe™™] =1im Y " e "™P(M =m) +0-P(M = +o0) = Y  P(M =m) = P(M < +00) (3.30)
t0 to m>0 m>0

Assim, P(M < 400) =1 e temos que (i)=(ii).

Agora vamos ver que (ii)=-(i). Isto serd mostrado por contradigao.

Suponha que ¢(+00) = 4o00. Por (3.28), temos ¢(t) = +o00 para cada ¢t > 0. Dai segue:

E[e ™™] = exp[—¢(t)] = 0 para cada t > 0 (3.31)
= P(e”™™ = 0) = 1 para cada t > 0 (3.32)
= P(M = +o0) = 1 (3.33)

Por contradicao, temos que (ii)=(i).
Em seguida, vamos mostrar que (iii)=-(i). Note que:

MFE () + MFi(x) — AFi(x)
Integrando com respeito a Ry(dx) temos:
¢(+00) < E[M] (3.35)

Se E[M] < +00, entao ¢(+00) < +00 e temos que (iii)=(i).
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Para mostrar que (i)=-(iii), vamos fazer a seguinte troca de variaveis:

y=Ri(z) = —logFi(zx) = ¢V =Fz) = z=F

Fi(@)=TFioF, (™) =v(™)

d
u=e? = dy:——u
u

(™)

Assim, podemos reescrever a integral na forma:

_ A Fi(2)
Hioo) = /{07+oo) AFy () + A Fi ()

-/ o) / M) du
[0,400) M€Y + Aph(e7Y) Y 0 Au+Ap(u) u

R, (dx)

Note que:

Ai(u) ) A(u)
< ot ao()u @20 = o x o)

1
para cada € € (0, 7)
U 2

Se ¢(+00) < 400, pelo Teorema de Convergéncia Dominada, temos:

lim - )\T¢(U) du = lim 1 )\Tw(u)

el0 e (Au+ Appp(u))u e10 Jo e+ Aptp(u))u” &%) (u)du =0

come At (e) < Ap(u) para cada wu € (g,1)
T AU+ A(e) T A+ Avp(u) ’
Temos que: o . Ale) . . AW )
- / N N ) / Ot A (w))u™
Logo:

A (e)

2e
I _
i / Owu+ auEyu ™ =0

Resolvendo a integral:

2e 2e 2e
)\ﬂb(é‘) / 1 / )\*
du = —du — — du
/a (A + Apap(e))u . U e Au+ A(e)
= log u|Z — log(Au + Apih(e)) |22

2(Aee + At90(e))
A2e + M(e)

_ Arth(e)
=log <1 + A2e + )wrw(e))

Por (3.41) temos:

lim log <1 + A(e) ) =0
el0

Ax2e + )\T’QZJ(E)
= lim A (e)

S I S —
10 A2e + \(e)

3.3

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)
(3.43)

(3.44)
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Ja que:
A1) (e) Ae2e + A1) (e) Ai2e A1) (e)
MNoe tai(e) o) oo T e

Por (3.44), existe 0 € (0,1) tal que A¢p(u) < Au para cada u € (0,0). Dai segue que:

A du [ Mp(u) du O Mp(u)  du U Mo(u)  du
/0_2/0 gz/o ()ugz/o _ A d g 4

~0 (3.45)

AU U AU+ A u u At + Aptp(u At + App(u) w
Logo:
A [0 W (u)
il 3.47
L (3.47)
Por outro lado, como 9 (u) < 1 e §2 < u? para cada u € (4, 1), temos:
L (u) Aol At(1—0)
——du < — Sy Y R —A 4
)\* s w2 e, 2t T e (3.48)
Assim: ) )
w(u w LM / ¥ (u)
5 P (3.49)

Reescrevendo a expressao para E[M em termos de ¢, temos que:

_ M Fi(x) M D) A [T
E[M] = N /[O#OO) E(x)R*(dQU)_ A*/[om) = A*/0 o du < +o0 (3.50)

Portanto, temos que (i)=-(iii).
Para ver que (iii)<(iv), note que:

1
Y(u)
0,1 3.51
|5 (0.1 (3.51)
Como: s )
A A
DY I A OFA'S 1/’5;% (3.52)
Temos que:
0
E[M] < +00 @/ ng) (0,1) (3.53)
0
Logo, (iii)<(iv).
Por fim, vamos mostrar que (iv)<(v). Fazendo a seguinte substituicao:
ds du
— 1 _ -2 —
s=u :%——u :>d8——¥
podemos reescrever a expressao para E[M] como:
Y A
E[M] =20 [ (s yds = 2L w(s—l)ds (3.54)

Note que:
/ (s 1)ds < +oo paracada §€RT (3.55)
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Logo:
+o0
E[M] < +o00 & (s 1)ds < +o0 para algum § € RT (3.56)
0

Assim, (iv)e(v). O
Observagao 2. A expressao para ¢(t) pode ser reescrita em termos de ¢ (u) fazendo a mesma troca
de variaveis que levou a (3.36):

(1—e YA F(x) U —eHA(u)  du
— — R, (dz) = — m
0,400) MFe (@) + (1 — e\ Fi () 0 Aut(1—e)A(u) u

o(t) = (3.57)

Logo, a distribui¢ao de M depende somente de ¥ (u).

3.4 Demonstracao do Teorema 1

Nesta se¢do, apresentamos a demonstragao do Teorema 1, enunciado na Segdo 2.2. Em palavras,
a demonstracdo segue o seguinte raciocinio: satisfeita a condicdo de finitude quase-certa de M,
sabemos que existe um dltimo evento de extincdo acima da escada de aptiddes recordes; a partir do
surgimento da aptidao recorde seguinte, sempre haverd ao menos uma espécie no sistema. Satisfeita
a condicdo de infinitude quase-certa de M, fixamos arbitrariamente um instante de referéncia e
podemos encontrar eventos de extincao acima da escada de aptidoes recordes posteriores a este
instante.

F
Demonstragao. Pela Proposicao 6, se / () R, (dz) < 400, entao:

0,+00) Fx(2)
M =#(Dn ﬁT) < 400 quase certamente (3.58)

Dado {M < +o0}, considere o indice do tltimo evento de extin¢do em D:
j = max{j : (5,.Y;) € D} (3.59)

e note que existe um unico indice k > 1 tal que (Sj., Yj) € Dy. Vamos denoté-lo por k.
A proxima aptidao recorde surge no instante TI;;H’ logo:

no(s) #@ paracada s2>Tp (3.60)

ja que:

DNILN[Tr ., 400) x [0,+00) = & (3.61)

k+1
Assim:

{s>0:m(s) =9} C [OvTI;;H)

(3.62)

Dai segue que {s > 0:no(s) = @} & limitado quase certamente e o processo 7y ¢ transitorio.

F
Pela Proposicao 6, se / J@) R, (dx) = 400, entao:
[0,+00) F ()
M = #(DNTl;) = 400  quase certamente (3.63)

Dado {M = 400}, suponha, por absurdo, que existe § > 0 tal que:

{s>0:m(s) =2} C|0,$§] (3.64)
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Como 414([0, 5) x [0, 4+00)) = At§ < 400 temos que:

#([0,8) x [0,+00) N ﬁT) < 400 quase certamente (3.65)
Daf segue que:
#([0,8) x [0,4+00) N DNII}) < 400  quase certamente (3.66)
Logo: R
#([8,400) x [0,4+00) N DNIL;) = 400 quase certamente (3.67)

Basta escolher um evento de extingao (5;,Y;) € [8,400) x [0,400) N D e ver que:
m0(S;) = & (3.68)

Assim, temos uma contradigao e {s > 0: ng(s) = &} é ilimitado quase certamente. Neste caso,
0 processo 19 é recorrente. O

3.5 Exemplo

Nesta secao, apresentamos um exemplo usando a distribuigdo exponencial. Vamos supor que:

Fi) = € 1p 4.00)(3) (3.69)
Fi(x) = ¢ 1p 100y () (3.70)
Para F,(z) = e” ™", temos
N d Jx() _
R, (dx) = %< —log F*(a:)> () dr = oy dx (3.71)
Avaliando a integral:
+o00 ? 400 x se o+ >«
/ i(x) R, (dz) = Oz*/ ez, = oy —ay’ f . (3.72)
0 Fy(x) 0 400, se  ap < oy

Para ay < ay, temos M = +00 quase certamente, pela Proposi¢ao 6. Neste caso, o processo 1
é recorrente, pelo Teorema 1.
Para o > ay, podemos encontrar a distribuigao de A e M resolvendo a seguinte integral:

R OI21C) T ang(t)e
/0 MFEy(z) + M (H)F ($)R*(dx) /0 AT 4 Ai(t)em v

— / e A (1) -
RS
+o0 T du
OzT — 0y Jq At + /\T t) u

</+°° du +°° Adu >
OéT—Oé* 1 )\*u—i—)\T( )

log u|1 log()\*u + At (t)) +°°>

+00

OéT—O[

Oz]L—Oé* o8 )\*u+AT() 1
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a lo—a)e oo
= log
ap = Al @Te)T (1) |
__ M <lo lim AN ! )
_O‘T — o gac—H—oo \elor—adz 4 At (1) & A+ At (2)

M lo i—lo o

~ log <)\*> aﬁ_*a*
e+ A4 (1)

Pela caracterizacao de processos de Poisson por funcional de Laplace, enunciada na Sec¢do A.2,
temos que:

E[e] = Ele™ 2b21 MM (Xn0AT1)] — oy [— / M@ p () (3.73)
[0,400)

NTo(2) + A F (@)

Basta tomar () = tA+ na integral anterior para ver que:

Ak

I A Y e A T W S W
Ele™] = </\*+)\T(t)> - <1+ §+> B (1+ 6) 3

(07 A

onde r = e
i — Oy A

Identificamos que A tem distribuicdo gama com parametros r e 3.
Pela Proposicdo 5, tomando A\;(t) = (1 — e *)A+, obtemos:

oy )\* 04_7*
_ )\ Q= PV Qg —Qx 1 _p T
tMy _ * _ il —
Ele™] = <)\* + A (1= e_t)> N <1 At e—t> (1 —pe_t> (3.75)

- )\*—‘,-)\Jr

d oy At
onde r = € = .
Qt — Qi p A + )\]L

Identificamos que M tem distribuicdo binomial negativa com parametros r e p. Dai segue que:

P(M = m) = <m+”7;_1>pm(1—p)r L ome{01,2,..} (3.76)

Logo, M < +oo quase certamente para a; > ay. Este resultado também pode ser obtido
diretamente da Proposicao 6. Neste caso, o processo é transitério, pelo Teorema 1.

Observacao 3. Note que:

) = —loguar (3.77)
1 @
blu) = Fro T u) = e i 1oBu™) =y (3.78)

Como vimos na Observagao 2, a distribuicao de M depende somente de 1(u).
Assim, (3.75) vale sempre que:
— — et
Fi(z) = Fi(x)ox (3.79)

Basta tomar x = F, ~(u) para ver que:

o
b =FoF ()= (FoF (W)™ =um (3.80)



Capitulo 4
Distribuicao Limite

Neste capitulo, mostramos a existéncia da distribuigdo limite para n(f) quando ¢ — +oco e
apresentamos critérios necessarios e suficientes para a in/finitude quase-certa do niumero de espécies
presentes em tal distribuicdo. Na Segao 4.1, construimos uma escada de recordes, no sentido inverso
do tempo, usando o processo de extingoes e limiares associados. Na Secao 4.2, demonstramos o
Teorema 2, enunciado na Secao 2.2. Na Secao 4.3, calculamos a transformada de Laplace do niimero
de surgimentos acima da escada de limiares recordes e apresentamos critérios equivalentes para a
in/finitude quase-certa da mesma variavel aleatoria . Na Secao 4.4, demonstramos o Teorema 3,
enunciado na Secdo 2.2. Por fim, na Sec¢do 4.5, revisitamos o exemplo com distribui¢ées exponenciais,
apresentado na Secao 3.5.

4.1 Escada de limiares recordes

Nesta secao, usamos o processo de extincoes e os limiares associados para construir uma escada
de recordes. Considere os indices recordes (Jj(0))r>1 definidos em (2.1):

J1(0) =max{j : S; <0} = -1

4.1
Je+1(0) = max{j < Jx(0) : Y; > Y, (0)} paracada k>1 (4.1)

Proposicao 7. Os pontos (Y, (0))g>1 formam um processo de Poisson em R* com intensidade
[ Ri(dz), onde B € B(RT).

Este resultado é anélogo & Proposicao 1, cuja demonstracdo pode ser encontrada em Resnick
(1973). Veja também a Observagao 5, no apéndice.

Denotamos por Sy, (0) o instante do k-ésimo recorde e por ASj, (0) = S;,(0) — Sz,,,(0) o
intervalo entre dois recordes consecutivos.

Proposicao 8. Os pontos (Y, (0),AS, (0))k>1 formam um processo de Poisson em [0, +00)* com
intensidade:

[1:(C) = / / A Fi(z)e M@ ds Ry (dx)  para cada  C € B([0,+00)?) (4.2)
C

Demonstra¢do. Este resultado é andlogo & Proposicao 2 e segue do Teorema das Marcas, enunciado
na Secao A.2, com marcagao dada pelo kernel K definido da mesma forma que K,, mas com
(At, FY) no lugar de (A, Fy). A definicdo de kernel pode ser encontrada na Se¢ao A.2. O

Defina as regioes aleatérias acima de cada degrau da escada por:

Ey =[54(0),0) x [0, 400)

By 2[S5,.,(0), S5, (0)) x [¥2,(0), +oc) para k> 1 (43)

17
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A Figura 4.1 mostra uma possivel realizacao dos processos, com a escada de limiares recordes e
alguns eventos de surgimento.

Figura 4.1: Possivel realizagao da escada de limiares recordes com alguns eventos de surgimento

Proposi¢ao 9. Os pontos (T—;, X_;)i>1 formam um processo de Poisson em (—oo,0] x [0, +00)
denotado por Il com intensidade:

ps(C') = /// MdtFy(dy)  para cada C' € B((—o0,0] x [0, 4+00)) (4.4)

Demonstracdo. Este resultado é analogo a Proposigao 3 e segue do Teorema das Marcas, enunciado
na Secao A.2, com Q,-marcacao independente, onde Qy é a medida induzida por X. As defini¢oes
podem ser encontradas na Sec¢do A.2. O

Defina as varidveis aleatorias (Xg)r>0 € (Ng)r>0 por:

Yk = px(Eg) para cada k>0 (4.5)
N = #{Ex N f[*} para cada k>0 (4.6)

Defina a regido aleatéria E e as varidveis aleatérias 3 e N por:

E=|]JEx (4.7)

k>1
Y= p(E) (4.8)
N = #{ENIL} (4.9)

Observe que N é o nimero de eventos de surgimento acima da escada de limiares recordes.
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Note que a escada de limiares recordes E tem estrutura idéntica & escada de aptidoes recordes
D, apesar de estar no segundo quadrante. Além disso, as varidveis aleatérias 3 e N sdo definidas
da mesma forma que A e M. Assim, valem os mesmos resultados nos dois casos, sempre invertendo
as posigoes de (A, Fy) e (A4, Ft), como mencionado na Observacio 1.

4.2 Demonstracao do Teorema 2

Nesta secao, apresentamos a demonstracdo do Teorema 2, enunciado na Secao 2.2. A demons-
tracdo segue o seguinte raciocinio: observando que n_(0) e no(t) tém a mesma distribuicao, é
suficiente considerar a convergéncia do primeiro; para mostrar a convergéncia forte deste processo,
basta separa-lo em duas componentes, uma com condicdo inicial vazia e outra contendo somente as
espécies da configuracao inicial; as espécies presentes na condi¢do inicial serdo eliminadas do sis-
tema em tempo quase-certamente finito, enquanto a componente com condigdo inicial vazia converge
fortemente para a distribui¢ao limite.

Demonstra¢do. A distribui¢do do processo n;(t + s) depende somente de s > 0, ja que 08 processos
I1, e II; sao homogéneos e as varidveis aleatérias X; e Y; sao independentes dos instantes T; e .S;.
Logo, a familia de processos n; = {n:(t +s) : s > 0} tem a mesma distribui¢do para cada t € R.

Em particular:
B(no(t) € Alno(0) = A) = B(n_,(0) € Alp_o(~t) = A) (4.10)

onde A ¢ um subconjunto localmente finito de [0, +00) e A ¢ um elemento da sigma-dlgebra apro-
priada. Para mais informagoes sobre processos pontuais, consulte Last e Penrose (2017).

Sejam (#;);>1 uma sequéncia crescente em RT tal que ¢ — +oo quando I — 400 e A um
subconjunto localmente finito de R*. Considere a sequéncia de processos (7 )i>1 com condigao
inicial:

n—t,(—t;)) = A paracada [>1 (4.11)

Vamos definir um processo auxiliar, denotado por 1/, com a mesma estrutura do processo origi-
nal, mas com condigao inicial vazia. Defina a sequéncia (1));>1 por:

{Xi 2T € (—tl,O]}, ) se HTQ(—tl,O)ZQ
= QX T € (85,0),01} U (URSHXG > Y0, (0) : T € (S, (0), S (0)]}) (4.12)
U{X; > YJI;Z (0) : T; € (—t, SJkl (0)]}, caso contrario

onde k; = max{k : S, (0) > —t;} e UYM{X: > Y, (0) : T} € (S5, (0), S5, (0)]} = @ se &y = 1.
Note que (/%1)121 ¢ crescente com k; — +oo quando [ — +oo. Assim, a sequéncia (1));>1 €
crescente e vale:

li = =1 .
Jim np = =1 (4.13)
1>1

Onde 7 é definido por:
0= {Xs T € (S5,00,0 U (UHX > Yo (0): T2 € (S5, (00,55, 0} (414)
k>1
Defina a sequéncia (77;');>1 por:
A, se ILiN(—t,0)=0
n = 1N (~1,0) (4.15)
AN (YJI;Z (0),+00), caso contrario

Segue da Proposicao 7 que Yy, (0) — +oo quando k — +o0, ja que Ri(x) — 400 quando
x — +o00. Assim, a sequéncia (YJic (0));>1 € crescente com limy_, | oo Yy (0) = 400, ja que k; — 400
l - l



20 DISTRIBUIGAO LIMITE 4.3

quando | — 4o00. Logo, a sequéncia (n]');>1 ¢ decrescente e vale:

lim o/ =(\n/ =92 (4.16)
l—+00
>1
Como:
n—,(0) =mUn’ paracada [>1 (4.17)
Segue que:
li _ = 1l TU i =1 4.1
I~ | u(0) z—jgganlLijHLanl K (4.18)

Como o limite ndo depende da escolha de (¢;);>1, temos que:

lim n_,(0) =7 quase certamente (4.19)

t—+o0
Valendo a convergéncia quase certa, também vale:
17-+(0) = 7 em distribui¢ao, quando ¢ — 400 (4.20)
Por (4.10), temos que:

no(t) — 7 em distribui¢do, quando t — +oo (4.21)

4.3 O ntmero de espécies presentes na distribuicao limite

Nesta secdo, calculamos a transformada de Laplace do ntimero de surgimentos acima da es-
cada de limiares recordes, via funcional de Laplace, e apresentamos critérios equivalentes para a
in/finitude quase-certa da mesma variavel aleatoria. Note que isto ¢ um estudo preliminar do nimero
de espécies presentes na distribuigao limite 7, pois segue da defini¢ao em (4.14) que:

#i=> #{ENIL} =) Ne=No+N (4.22)

k>0 k>0

Assim, para avaliar a in/finitude de #7, devemos primeiro avaliar a in/finitude de V.
Note que N tem distribuicao de Poisson com parametro . Logo, N tem distribuigao misturada.

Proposicao 10. A tranformada de Laplace de N pode ser escrita na forma:
Ele~*N] = E[e=(1=¢7)>] (4.23)
Demonstracao. Fste resultado é andlogo & Proposicao 4. O
Defina a fungéo hy : [0, 4+00)? — R por:
hy(x,5) = A\esF, () (4.24)

A variavel aleatoria ¥ pode ser escrita como uma soma.

S = (B) = ia(Br) = > MAS (0)F(Y5,(0) = D ha(¥7,(0), AS, (0)) (4.25)

k>1 k>1 k>1

Proposicao 11. A transformada de Laplace de N é:

INY — o | — (1= e HAFE(2)
e = p[ /[o,+oo> AFi(@) + (1 - e OAF (@)

Ry (dx) (4.26)
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Demonstracao. FEste resultado é analogo & Proposicao 5 e segue da caracterizacao de processos de
Poisson por funcional de Laplace, enunciada na Secao A.2, com as posigoes de (A, Fx) e (A, F})
invertidas. O

Defina as fungdes ¢ : Rt — R* e 4 : [0,1] — [0, 1] por:

o (1 — e H\Fi(x)
o) = /[0,+oo) AFi (@) + (1 — e )N Fi(x)

Pw) =F o Fy (u) (4.28)

Ry (dx) (4.27)

Denote por ¢(+00) € [0, +00] o seguinte limite:

H(400) = lim G(t) (4.29)

t—+o0

Pelo Teorema de Convergéncia Mondtona:

é(+00) = ML)

/[0,+oo) M F () + A Fy(2)

RT(dx) (430)

Podemos calcular E[N] usando a Formula de Campbell, enunciada na Secao A.2, resolvendo
uma integral analoga a (3.25) com as posigdes de (A, Fy) e (A4, Ft) invertidas:

A B@) p o0
E[N] = " /[0 o T Ry(dz) (4.31)

Proposicao 12. Sao equivalentes:
i) (+00) < 400
ii) P(N < +00) =1
iit) E[N] < +o0
(w)

iv) 5 € integrdvel na origem
U

v) ¥(s~Y) € integrdavel no infinito
Demonstra¢do. Este resultado é analogo & Proposicao 6 e pode ser demonstrado seguindo o mesmo
raciocinio, trocando os papéis de (A, Fx) e (A, F}). O

4.4 Demonstracao do Teorema 3

Nesta secao, apresentamos a demonstracdo do Teorema 3, enunciado na Secao 2.2. Observe que a,
Proposicao 12 fornece critérios necessérios e suficientes para a in/finitude quase-certa do niimero de
espécies na regido acima da escada, excluindo o degrau inicial. Para avaliar a in/finitude do nimero
de espécies presentes na distribuicao limite, basta incluir as espécies neste degrau, em quantidade
quase-certamente finita, quaisquer que sejam as distribuicoes das aptiddes e limiares.

Demonstracdo. Note que Ny tem distribuicdo de Poisson com parametro Yg:
_ _ _ H —
P(Nog =n|Xp = pu) = —e (4.32)
n

Dafi seguem:

E[No|Xo = p] =p (4.33)
E[No[2o] = 2o (4.34)
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Logo:
Ak
E[No] = E[E[No|%0]] = E[%o] = N <t (4.35)
Ja que:
A
S0 = p1x(Eo) = A0 — S_1) ~ Exponencizﬂ(;) (4.36)
Assim:
P(No < +00) = 1 (4.37)
Como vimos em (4.22), temos:
#1) = No+ N (4.38)
. Fy(x) 3
Pela Proposicao 12, se ———R(dz) < 400, entdo P(N < +00) =1 . Logo:
[0.-+00) Fi (@)
#1 < +00 quase certamente (4.39)
- Fi () B
Pela Proposicao 12, se ———Ri(dx) = 400, entdo P(N = +00) =1 . Logo:
o-+00) Fi(2)
#10 = 400 quase certamente (4.40)
O

4.5 Exemplo

Nesta secao, vamos revisitar o exemplo da Se¢ao 3.5 e calcular a distribuicao de #7.
Suponha que:

Frle) = €1 ooy (3) (4.41)
Fi(@) = €171y o) (2) (4.42)
Note que:
_ a
teo | , Se >«
/ E@) p ey = { on— o ! (4.43)
o Fi(z) +00, se o, <o

Para ay < oy, temos #1) = +o00 quase certamente, pelo Teorema 3.

Para o, > aj, o mesmo raciocinio que levou a (3.76), pode ser usado para mostrar que N tem

« A
distribuicao binomial negativa com parametros 7 e ¢, onde 7 = L eq= X —1—p.

Qy — Qi 9 A + )‘T
Segue de (4.32) e (4.36) que:

pIHS oo yn A M
P(Ny =n) = E[P(Ng = n|¥y)] = E |:(']€20:| = / Mf'ef‘uA—Te pw r“du
n! n!
. 0 * (4.44)
Logo, Ny tem distribuigdo binomial negativa com parametros 1 e q.
Vamos mostrar que Ng e N sao independentes. Note que:
P(No =no, N = n|Xg = po, X = p) = P(No = no|X0 = p10)P(N = n[Z = p) (4.45)

Além disso, X9 = —A\.S7,(0) e ¥ = Zkzl h(Y,(0), ASy, (0)) sdo independentes, ja que a
sequéncia (Y, (0), ASy, (0))r>1 € independente de Sy, (0) = S_;. Dai segue que as sigma-algebras
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0(Xp) e 0(X) s@o independentes.
Como P(Ng = ng|Xp) é 0(Xp)-mensuravel e P(N = n|X) é o(X)-mensuravel, temos que:

P(N() = Nno, N = TL) = E[P(NO = Nno, N = TL|20, 2)] = E[P(NO = TLU‘EO)]P)(N = TL|Z)]

= E[P(Ny = no|Z0)|E[P(N = n|)] = P(Ng = ng)P(N =n) (4.46)

Logo, Ny e N sao independentes. Segue de (4.22) que #7 tem distribui¢do binomial negativa

*

_ Oy
com parametros 1 +7 = eq= .

Observagdo 4. Invertendo os papéis de (A, Fx) e (A, Ft) na Observagao 2, vemos que:

(Y A—eHAPu)  du
o) = /0 Au+ (1 — e O\ (u) u (447)

Assim, a distribuicdo de N depende somente de 1. Pelo mesmo argumento da Observacio 3, N
tem distribuicao binomial negativa com parametros i e ¢ sempre que:

Dk

Fi(x) = Fy(a)™ (4.48)

Como a distribui¢ao de Ny nao depende das distribuicoes Fy e F}, a condigao acima garante
que #7n tem distribui¢do binomial negativa com parametros 1 + 17 e q.
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Apéndice A

Complementos

A.1 Recordes como processo de Poisson
Nesta secao, apresentamos uma demonstracio da Proposicao 1, enunciada na Secao 3.1.
Demonstragao. Defina a sequéncia de variaveis aleatorias (&;)i>1 por:
& = Ro(X;) = —log F,(X;) paracada i>1 (A1)

Como a sequéncia (X;);>1 ¢ ii.d., a sequéncia (&;);>1 também é i.i.d. Além disso, as variaveis
aleatoérias & tém distribuicdo exponencial de parametro 1, para cada ¢ > 1, ja que:

P(é1 < z) = P(~log Fy(X1) < 2) = P(F(X1) > e7%) = P(F(X)) S 1—¢77) (A.2)
F, '

=PX <F'l-e®))=F(F,'1-e®)=1-¢% para x>0

Como R, é uma fungao crescente, os recordes da sequéncia (&;);>1 ocorrem nos mesmos indices
que os recordes da sequéncia (X;);>1. Assim, ({1, )k>1 € a sequéncia dos recordes de (&;)i>1.
Seja fn(x1,...,x,) a densidade do vetor (§r,,...,&r,) para cada n > 1. Vamos mostrar que:

fo(@1,. o 2n) = € "o <. <a,) Paracada n>1 (A.3)
Como &7, = & é exponencial de parametro 1, vale:
fi(z1) = e 1, 50y (A4)

Suponha que vale (A.3) para algum n > 1. Vamos mostrar que também vale para n + 1.
Para 0 < x,, < xp41, vale:

Pty < @ni1l€r, = 2n) =D P(Er,yy < Tngrs ngr = In + 311, = )

Jj>1
Izp(ffnﬂ < Ty i1 < Tny T < €45 < Tns1|€n, = Tn)
j=1
:ZP<§2 < Zp,... 75]' < Xy, Ty < §j+1 < xn+1|§1 = wn)
j=1
:ZP(& < Tnys &G < Tny Ty < i1 < Tnga)
j=1
:ZP(& < ). P& < an)P(an < & < Tnpa)
j=1
e e Y ey

Jj=1

25
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=(e ™% — g Tt =1 — e~ (@nt1—2n)

onde as passagens podem ser justificadas por particionamento do evento {£,,, < @py1} pelo
nimero de tentativas até que se observe o novo recorde e por distribuicdo idéntica da sequéncia
original.

Como 0 < &1, < &7, quase certamente, temos:

P(ﬁ[mq < xn-‘rl‘gln = xn) = (1 - 6_(In+1_xn))1{0<xn<xn+1} (A5)
Note que:
P(ffn_H < xn—&—l‘gh =T1,... 75[71 = $n) = P(fln_H < J"71-‘v-1|é.1n = LL’n) (AG)
Dai segue que:
fn+1|n(xn+1’§h =x1,...,81, = xn) :d P(gln.H < xn+1|§ln = xn)
LTn+1
d (T —Tn AT
:d.’Bn—',-l (1—e e ))1{0<$n<$n+1} (A7)
:e_(xn+1_$n)1{0<fﬂn<l'n+1}
Logo:
frr1 (@1, 2ng1) =fapap(@nalén = 21,0 &r, = @) a2, - 2)
:ei(xnﬁ_lixn)1{0<:1:n<xn+1}eixn1{0<x1<...<:1:n} (AS)

L —Tnt1
=e " 1{0<x1<...<xn+1}

Assim, (A.3) vale para n + 1. Por inducdo, (A.3) vale para cada n > 1.
Seja ((;)i>1 uma sequéncia i.i.d. de variaveis aleatorias exponenciais de parametro 1.
Defina a sequéncia (Zj)r>1 por:

k
Zy = ZQ para cada k>1 (A.9)
i=1
Seja gn(x1,...,x,) a densidade do vetor (Z1,...,Z,) para cada n > 1. Vamos mostrar que:
gn(T1, . o) =€ " Loy <. <q,y Paracada n>1 (A.10)

Como Z; = (1 é exponencial de parametro 1, vale:

g1(z1) =€ "1y 50y (A.11)

Suponha que vale (A.10) para algum n > 1. Vamos mostrar que também vale para n + 1.
Como 0 < Z,, < Zp41 quase certamente, temos:

P(Znt1 < 2nt1l|Zn = 20) = P(Grt1 < Tpp1 — 20) = (1 - 6_(wn+1_xn))1{0<xn<xn+1} (A.12)
Note que:

P(Zn+1 S ZL‘n+1|Zl =T1y-.-, Zn == a?n) = ]P)(ZnJrl S :En+1|Zn = ZL‘n) (A13)
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Daf segue que:

In1pn(Tnt1| 21 = 21,00 D = p) _dxiHP(Z"H < Tny1|Zn = @)
:d$j+1 (1= e D) o o) A1
:6_(xn+l_xn)1{0<In<xn+1}
Logo:

Int+1(Z1, .oy Tpt1) :gn+1|n(xn+1|Zl =1,y Zn = Tn)gn(T1, -, Tp)
:e_(xnﬂ_x")1{0<acn<:cn+1}6’_xn1{0<:c1<...<acn} (A.15)
= "M Lo <. <o}

Assim, (A.10) vale para n + 1. Por inducao, (A.10) vale para cada n > 1. Note que:
falz1, .. y2n) = gn(z1,...,2,) paracada n>1 (A.16)

Dai segue que as sequéncias (&7, )x>1 € (Zk)k>1 sdo identicamente distribuidas.

Assim, a sequéncia (£, )k>1 forma um processo de Poisson homogéneo de taxa 1 em RT, ja que
0 mesmo ocorre com a sequéncia (Zg)k>1-

Denote a funcao inversa de R, por Q4 : Rt — R™ e note que:

Q«(&1,) = X, paracada k>1 (A.17)

Pelo Teorema da Transformagao, que pode ser encontrado em Last e Penrose (2017), a sequéncia
(X71,) forma um processo de Poisson em RT com intensidade:

|Q:1(a, b]| = |(R«(a), Ry(b)]] = Ri(b) — Ry(a) para cada (a,b] C RT (A.18)
0-1(B)| = /B R.(dz) para cada B € B(R") (A.19)
]

Observagio 5. A demonstracao da Proposicao 7 é andloga. Basta definir a sequéncia (5’_j)j21 por:
€L, = Ry(Y-;) = —log Fy(Y-;) paracada j=>1 (A.20)

e notar que os recordes da sequéncia (& ;)j>1 ocorrem nos mesmos indices da sequéncia (Y_;);>1,
ja que a funcao R; é crescente. Assim, a sequéncia (§f]k(0))k21 ¢ a sequéncia de recordes de (§Lj)j21
e o resultado segue dos mesmos argumentos da demonstragao acima.

A.2 Mais alguns resultados utilizados

Um processo pontual II em X pode ser interpretado como um elemento aleatério no sistema de
subconjuntos enumeraveis de X. Mas existe uma definicdo alternativa, como medida de contagem

aleatéria definida por:
Y(w,B) = #(II(w) N B) paracada BeX (A.21)

onde X é uma sigma-algebra de X. Também podemos nos referir a v como processo pontual.
Assim, a intensidade p do processo pontual v é dada por:

u(B) = E[#(I1N B)] = E[y(B)] (A.22)
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Formula de Campbell. Seja v um processo pontual em X com intensidade pi. Entao [ h(x)y(dx)
€ uma varidvel aleatdria tal que:

E[ / h(x)fy(dx)] _ / h(z)(dz) (A.23)

para cada fungdo h: X — R tal que h >0 ou [ |h(z)|p(dz) < 400

A demonstracao pode ser encontrada em Last e Penrose (2017), Proposicao 2.7, pagina 13.
O funcional de Laplace L, de um processo pontual v em X é definido por:

L (h) = E[e~ ] M@n(dz)) (A.24)
para cada funcdo h : X — RT.

O teorema a seguir é uma caracterizacdo de processos de Poisson por funcional de Laplace.

Funcional de Laplace para processos de Poisson. Seja p uma medida s-finita em X e v um
processo pontual em X. Entdo v é um processo de Poisson com intensidade p se e somente se:

L (h) = exp [— / (1— e_h(x)),u(dz:)} (A.25)

A demonstracao pode ser encontrada em Last e Penrose (2017), Teorema 3.9, pagina 23.

Dizemos que um processo pontual v é préprio se existem uma sequéncia de elementos aleatérios
(Xk)k>1 em X e uma variavel aleatoria estendida x em N U {0,400} tal que v pode ser escrito na
forma;:

K
y=>Y6x, (A.26)
k=1
Neste caso, temos:

[ i) = Y- nxi) (A.27)

para cada funcdo h: X — RT.
Dai seguem:

E|S n(Xp)| = [ hiz)u(d) (A.28)
[2row] = [ o
Ele~ 2o X)) = L (h) (A.29)

Se v =3 y_;0x, ¢ um processo de Poisson em X, temos:
Ele™ 2r=1 "Xk = exp {— /(1 — "M@ y(da) (A.30)

para cada funcao h: X — RT.

Dizemos que K é um kernel de probabilidades de X em Y, se a transformacio K : Xx ) — [0, 1]
é tal que K(z,-) ¢ uma medida de probabillidades para cada x € X e K(-,C) é uma funcao
X-mensuravel para cada C € ).

Sejam v =Yy, dx, um processo pontual proprio em X, K um kernel de probabilidades de X
em Y e (Yy)r>1 uma sequéncia de elementos aleatorios em Y tais que a distribuigao condicional de
(Yi)1<k<n dados k =n € Ne (Xk)1<k<n € de elementos aleatorios independentes com distribuicao
K(X},-) para 1 < k < n. Dizemos que o processo pontual:

7= 0 (4.31)
k=1
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é uma K-marcacao de 7. Se existe uma medida de probabilidades Q em Y tal que K(x,-) = Q para
cada z € X, entdo dizemos que 4 é uma Q-marcagao independente de ~.
Denotamos por X ® Y = o(X x )) a sigma-algebra produto e por p ® K a seguinte medida:

(Lo K)(C) = // 1o(z,y)K(z,dy)u(dr) paracada CeX®)Y (A.32)

Teorema das Marcas. Seja ¥ uma K-marcacao de um processo de Poisson prdprio vy com inten-
sidade 1 s-finita. Entdo 5 € um processo de Poisson com intensidade p Q@ K.

A demonstracao pode ser encontrada em Last e Penrose (2017), Teorema 5.6, pagina 42.
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