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PARA
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pelo apoio, ensino e amizade. Ao prof. Serguei Yu. Popov pela receptividade e

esclarecimentos fundamentais neste estudo.

iii



Agradecimentos iv

Gisela, obrigado por ser tão especial para mim.

Ao meu amigo Charles Casimiro Cavalcante por também admirar geometria e

álgebra na época em que estudávamos para olimṕıadas de Matemática e, desde então,
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Resumo

Neste trabalho estudamos um passeio aleatório, unidimensional com ramificação em

Z+ em um meio aleatório não identicamente distribúıdo. Definimos recorrência e

transiência para este processo e apresentamos um critério de classificação.
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Abstract

We study a “supercritical” branching random walk on Z+ in a one-dimensional non-

i.i.d. random environment, which considers both the branching mechanism and the

step transition. Criteria of (strong) recurrence and transience are presented for this

model.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Estudamos aqui um processo markoviano a tempo discreto que consiste em passeios

aleatórios com ramificação sobre Z+. Tanto os parâmetros dos passeios, quanto os

parâmetros das ramificações são vetores aleatórios tomados de forma periódica a

partir de um conjunto de k distribuições de probabilidade sobre o espaço destes

vetores.

Modelos similares são estudados em Bailon et al.[1], Menshikov et al.[11], Fleisch-

mann e Greven[3], Greven e den Holander[5] e Révész[13]. Nos artigos Bailon et al.[1]

e Greven e den Holander[5] são considerados sistemas com infinitas part́ıculas e são

obtidos resultados sobre a densidade global (local) de part́ıculas. O limite de sistemas

finitos com o número de incrementos de śıtios são estudados em [3]. O principal ob-

jeto de estudo naquele trabalho é o tamanho da população total. Passeios aleatórios

com ramificação em meio aleatório multi-dimensional são considerados em den Holan-

der et al.[2] e Révész[13]. A densidade local de part́ıculas é estudada em Révész[13],

enquanto o foco principal de den Holander et al.[2] é recorrência e transiência.

Nos modelos descritos em Bailon et al.[1], Fleischmann e Greven[3], Greven e

den Holander[5] e Révész[13] o meio aleatório leva em consideração apenas o meca-

nismo de ramificação. Passeio aleatório, unidimensional e com ramificação em meio

aleatório identicamente distribúıdo e que leva em consideração tanto o mecanismo

de ramificação como a transição entre śıtios é visto em Menshikov et al.[11], onde

também se tem uma classificação com respeito à recorrência e transiência. O presente

trabalho consiste em generalizar os resultados de Menshikov et al.[11] para um meio

aleatório não identicamente distribúıdo e se baseia em Machado e Popov [9].

Nossa principal ferramenta é o método de funções de Lyapunov que possibilita
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1.1 Descrição do Modelo 2

analisar o processo quanto à sua definição de transiência e recorrência de forma indi-

reta, através do comportamento de funções definidas sobre o espaço onde o processo

está definido. Embora não tratemos de outras aplicações do método de funções de

Lyapunov neste trabalho, encontra-se na literatura exemplos de sua aplicação para o

estudo de questões como taxa de convergência ao equiĺıbrio e estabilidade com relação

aos parâmetros do processo. Veja por exemplo Fayolle et al. [4].

Em Comets, Menshikov e Popov[10] aplica-se este método para alguns processos

markovianos sem ramificação em meio aleatório. Adaptações deste método para mo-

delos com ramificação são encontrados em Menshikov et al.[11], Karpelevich et al.[6],

Karpelevich e Suhov[7] e Menshikov e Volkov[12]; Também encontra-se em Karpele-

vich e Suhov[8] trabalho relacionado para o caso de espaço e tempo cont́ınuos.

1.1 Descrição do Modelo

O processo aqui estudado se dá em tempo discreto e consiste no deslocamento de

part́ıculas que se ramificam nos śıtios de Z+ = {0, 1, 2, . . .} sem disputa de espaço e

com as seguintes caracteŕısticas:

(1) Estando em um śıtio x 6= 0, num instante t, cada part́ıcula gera pelo menos

uma part́ıcula filha e desaparece do processo.

(2) Cada part́ıcula gerada desloca-se aleatoriamente para um dos śıtios vizinhos

mais próximos ou permanece em x e, assim, chega-se a uma nova disposição de

part́ıculas no instante t+ 1 do processo.

(3) Cada part́ıcula gera uma quantidade aleatória de filhas cuja distribuição de

probabilidade r depende somente da sua localização x ∈ Z+ e onde:

(i) ri(x) é a probabilidade de uma part́ıcula, estando no śıtio x, gerar i

part́ıculas filhas, para i = 1, 2, . . ., isto é, temos:

ri(x) := P (gerar i filhas | encontra-se na posição x), i = 1, 2, . . .
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(ii) Naturalmente, por ser r uma distribuição de probabilidade, temos para

todo x ∈ Z+ :

ri(x) ≥ 0 e
∑∞

i=1 ri(x) = 1

(iii) r(x) :=
∑∞

i=1 iri(x) <∞, para todo x 6= 0.

(4) Cada part́ıcula filha gerada se encontrará no instante t+ 1 em um śıtio xt+1 de

acordo com uma distribuição de probabilidade P, que só depende da localização

xt da part́ıcula mãe no instante t e onde, para todo śıtio x ≥ 1:

px = P (xt+1 = x− 1 | xt = x)

sx = P (xt+1 = x | xt = x)

qx = P (xt+1 = x+ 1 | xt = x)

e px + sx + qx = 1

(5) O śıtio zero possui as seguintes caracteŕısticas :

s0 = 1 e r1(0) = 1

(6) Os processos de geração de filhas e de transição entre os śıtios são independentes

entre as part́ıculas.

(7) Seja M o conjunto de todas as seqüências ξ = (pξ, sξ, qξ, rξ1, r
ξ
2, r

ξ
3, . . .) tais que

pξ + sξ + qξ = 1,
∞∑
i=1

rξi = 1 e rξ :=
∞∑
i=1

irξi <∞,

e Q̃1, Q̃2, . . . , Q̃k, k distribuições de probabilidade sobre o conjunto M, satisfa-

zendo:

– Condição I : Q̃i(ξ ∈M : pξqξ = 0) = 0 , para todo i;

– Condição II : Q̃i(ξ ∈M : rξ > 1) > 0 , para algum i.

Previamente ao ińıcio do processo, é associado a cada śıtio x 6= 0 em Z+ um

vetor ξx = (pξx , sξx , qξx , rξx1 , r
ξx
2 , r

ξx
3 , . . .), elemento do conjunto M, gerado pela

distribuição Q̃i se x é escrito da forma nk + i com n ∈ Z+ e 1 ≤ i ≤ k.

Associado ξx ao śıtio x, faz-se

px = pξx , qx = qξx , sx = sξx e ri(x) = rξxi .
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Seja uma seqüência de variáveis aleatórias ξ= {ξ1, ξ2, . . .}, ξi ∈ M com as

seguintes propriedades:

P1) Para qualquer n ≥ 0 e 1 ≤ i ≤ k a variável aleatória ξnk+i possui distri-

buição Q̃i;

P2) (ξnk+1, ξnk+2, . . . , ξnk+N), com N e n ∈ Z+, é uma seqüência ergódica es-

tacionária;

P3) Se P{ξxi ∈ Ai} > 0, i = 1, 2, . . . , N , então P{ξx1 ∈ A1, . . . , ξxN ∈ AN} > 0

para quaisquer x1, . . . , xN ∈ Z+ e A1, . . . , AN ⊂M .

Esta seqüência chamamos de meio aleatório.

(8) Fixado o meio ξ:= {ξ1, ξ2, . . .}, o processo inicia-se com uma única part́ıcula

em um śıtio xo 6= 0.

Assim, pela propriedade P1, ao śıtio 1 é associado um vetor ξ1 ∈ M gerado pela

distribuição Q̃1, ao śıtio 2 é associado um vetor ξ2 ∈M gerado pela distribuição Q̃2,

... e ao śıtio k é associado um vetor ξk ∈ M gerado pela distribuição Q̃k. Ao śıtio

k+1 é associado um vetor ξk+1 ∈M gerado, novamente, pela distribuição Q̃1 e assim

sucessivamente.

É neste sentido que o meio é periódico.

Desta forma, fixa-se o meio ξ= {ξ1, ξ2, . . .} onde se desenvolverá o processo.

Com o meio ξ determinado, o processo inicia-se com uma única part́ıcula em

um śıtio x0 6= 0 e este representa o seu estado inicial. Esta part́ıcula desaparecerá

do processo após produzir no mı́nimo uma part́ıcula filha segundo a distribuição r̃

determinada por ξx0 , vetor associado a x0 pela distribuição Q̃i correspondente. Cada

part́ıcula desta primeira geração se deslocará de forma independente e sem disputa de

espaço, para um dos śıtios vizinhos, x0− 1 ou x0 + 1, ou permanecerá em x0 segundo

as respectivas probabilidades px0 , qx0 e sx0 , também determinadas por ξx0 .

Dispostas em x0 − 1, x0 e x0 + 1, esta primeira geração, agora, caracterizará o

estado do processo em t = 2.

O espaço de estados deste processo é o conjunto

Z+ ∪ Z+
2 ∪ Z+

3 · · ·
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Um elemento deste conjunto, digamos

(x1t , x
2
t , . . . , x

N(t)
t ),

determina que no instante t a i-ésima part́ıcula se localiza na posição xit, onde N(t)

é o número total de part́ıculas neste instante.

Notemos que, para todo śıtio x ∈ Z+, r0(x) = 0, pois

∞∑
i=1

ri(x) = 1, para todo x ∈ Z+,

isto é, toda part́ıcula é substitúıda por pelo menos uma part́ıcula filha. Assim, N(t)

é não decrescente e rξx ≥ 1 para todo x ∈ Z+.

Pela condição II, para algum i, Q̃i(ξ ∈M : rξ > 1) > 0. Como esta distribuição

associa vetores aos śıtios de Z+ que pertencem ao conjunto {i, k+ i, 2k+ i, . . .} ⊂ Z+,

por Borel-Cantelli, sabemos que, com probabilidade um, a uma quantidade infinita

de śıtios serão associados vetores ξx tais que rξx > 1. Assim, havendo śıtio onde

rξx > 1, o processo mostra-se hábil em produzir ramificação.

Independente do estado inicial do processo, cada śıtio de Z+ possui probabilidade

de ser visitado, após algum tempo. Isto é garantido pela condição I.

Se uma part́ıcula desloca-se para o estado 0, devemos entender que a mesma é

“congelada”, não morrendo ou produzindo part́ıculas descendentes no decorrer do

processo. Mas, na verdade, s0 = 1 e r1(0) = 1.

1.2 Recorrência e Transiência neste Processo

Chamando de Nx(t) o número de part́ıculas que se encontram no śıtio x no instante

t, vemos que N0(t) é não decrescente, então o limite

ν = lim
t→∞

N0(t) ,

que pode assumir valor infinito, existe para toda realização do processo.

Claramente, ν é uma variável aleatória discreta não negativa.

Neste momento podemos definir recorrência e transiência para este processo. A

mesma definição foi usada em Comets et al. [11].
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Definição 1.2.1 Dizemos que o Processo é :

• Recorrente, se P{ν ≥ 1} = 1;

• Fortemente Recorrente , se é recorrente e Eν <∞;

• Transiente, se P{ν ≥ 1} < 1;

• Fortemente Transiente, se é transiente e Eν <∞.

A classificação do processo quanto à recorrência e transiência, segundo a definição

acima, é independente do estado inicial.

Para vermos isto, suponhamos que existe um ponto inicial x0 tal que, sendo esta

a posição inicial do processo, seja positiva a probabilidade de termos ν = 0, isto é,

Px0{ν = 0} > 0 e portanto Px0{ν ≥ 1} < 1.

Para qualquer outro ponto não nulo xi ∈ Z+ que fosse o śıtio inicial do processo, a

condição I garante ser positiva a probabilidade para que, após algum tempo, haja

uma única part́ıcula em x0. Indiquemos esta probabilidade por P x0
xi

.

Mas

Pxi{ν = 0} ≥ P x0
xi
Px0{ν = 0} > 0 ⇒ Pxi{ν = 0} > 0,

assim, se existe tal x0 então ν tem probabilidade positiva de assumir valor nulo

qualquer que seja o ponto inicial do processo.

Caso contrário, se existe um ponto x0 tal que Px0{ν = 0} = 0 e consequentemente

Px0{ν ≥ 1} = 1, isto será válido para qualquer outro ponto inicial xi.

Assim, se para um determinado śıtio x0 temos Px0{ν ≥ 1} < 1, então, indepen-

dente do ponto inicial, P{ν ≥ 1} < 1. Da mesma forma, se para um determinado

śıtio x0 temos Px0{ν ≥ 1} = 1, então P{ν ≥ 1} = 1.

Suponhamos, agora, que existe x0 tal que, se esta for a posição inicial do processo,

seja infinita a esperança da variável ν, isto é, Ex0ν =∞.

Isto será válido para qualquer outro ponto inicial não nulo xi pois

Exiν ≥ P x0
xi
Ex0ν =∞
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Caso contrário, se existe um ponto x0 tal que Ex0ν < ∞, isto será válido para

qualquer outro ponto inicial xi.

Assim, se para um determinado śıtio x0 temos Ex0ν = ∞, então, independente

do ponto inicial, Eν =∞. Da mesma forma, se para um determinado śıtio x0 temos

Ex0ν <∞, então Eν <∞.

Logo, a classificação do processo quanto à recorrência ou transiência é indepen-

dente do seu estado inicial.



Caṕıtulo 2

As Funções h e H

As funções definidas a seguir são de fundamental importância para a construção dos

principais resultados deste estudo.

2.1 Definição

Definição 2.1.1 Para todo ξ ∈M , seja

hξ(λ) =
1

qξ

(
1

rξ
− sξ − pξ

λ

)
, para 0 < λ ≤ ∞ (2.1)

e, para λ real, i = 1, 2, . . . , k

Hi(λ) =


inf

ξ∈suppQi
hξ(λ) λ > 0

−∞ λ 6 0 .

(2.2)

8



2.2 Algumas Caracteŕısticas 9

2.2 Algumas Caracteŕısticas

Lema 2.2.1 (i) Di := {λ ∈ R : Hi(λ) ≥ 0} só pode assumir uma das duas formas:

Di = ∅

Di = [ci,∞) para algum ci > 0.

(ii) Existe c > 0 tal que para todo λ < c temos Hi(λ) < 0, i = 1, 2, . . . , k.

(iii) A função Hi é cont́ınua e não decrescente em Di para i = 1, 2, . . . , k.

Corolário 2.2.1 A função H := Hk ◦ · · · ◦ H1 é cont́ınua e não decrescente em

D := {λ : H(λ) ≥ 0} que, como Di, só pode ser vazio ou da forma [λ0,∞), para

algum λ0 > 0.

As demonstrações destas afirmações servem não só como esclarecimento, mas

para nos ajudar a entender melhor o comportamento de h e H, o que nos torna mais

ı́ntimos dessas funções.

Prova do Lema 2.2.1

(i) Por definição, se λ ≤ 0 então Hi(λ) = −∞, ∀i = 1, 2, . . . , k. Isto indica

que, ∀i = 1, 2, . . . , k, Di ⊂ (0,∞)

Teremos Di = ∅ quando, por exemplo, para qualquer λ ∈ (0,∞) exista um

conjunto Aλ := {ξ : hξ(λ) < 0} tal que Qi{Aλ} > 0. Desta forma, teremos

Hi(λ) < 0 para todo λ > 0 e, conseqüentemente, Di será vazio.

Exemplo:

Neste exemplo veremos que Di será vazio porque Hi(λ) é não só negativo para

qualquer λ ∈ (0,∞), mas igual a −∞. Suponha que para algum i, Qi seja a

distribuição sobre o conjunto {ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .} onde:
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pξn =
1

2

qξn =
1

2n

sξn =
1

2
− 1

2n

rξn =
n

1
2

+ nsξn

e Qi{ξn} = 2−n, n = 1, 2, . . .

Pela definição de ξn, vemos ser satisfeita a condição II para Qi.

Mostremos que rξn > 1 para todo inteiro positivo n.

Para todo n ≥ 1, observa-se que

n

2
≥ 1

2
⇒ n ≥ n

2
+

1

2
⇒ n >

n

2
+

1

2
− n

2n
> 0

e portanto

n
n
2

+ 1
2
− n

2n

> 1,

mas

n
n
2

+ 1
2
− n

2n

=
n

1
2

+ n
(
1
2
− 1

2n

) =
n

1
2

+ nsξn
= rξn

isto é, rξn > 1.

Para esta distribuição temos que

hξn (λ) =
1

qξn

(
1

rξn
− sξn − pξn

λ

)
hξn (λ) = 2n

( 1
2

+ nsξn

n
− sξn − pξn

λ

)
hξn (λ) = 2n

(
1

2n
+ sξn − sξn − pξn

λ

)
hξn (λ) = 2n

(
1

2n
− 1

2λ

)
hξn (λ) = 2n−1

(
1

n
− 1

λ

)



2.2 Algumas Caracteŕısticas 11

Vejamos que sob estas condições temos Di = ∅, como dissemos, sendo Hi(λ)

não só negativo para qualquer λ ∈ (0,∞), mas igual a −∞.

Deve-se ter para quaisquer λ ∈ (0,∞) e ρ ∈ (−∞, 0) um conjunto Aρλ := {ξ :

hξ(λ) < ρ} tal que Qi{Aρλ} > 0, pois assim Hi(λ) = −∞ para todo λ > 0 e,

conseqüentemente, Di será vazio.

Sabemos que para quaisquer λ ∈ (0,∞) e ρ ∈ (−∞, 0) existem

n1 := [λ+ 1] ⇒
(

1

n1

− 1

λ

)
< 0

e n2 de tal modo que

2n2−1
(

1

n1

− 1

λ

)
< ρ

Isto implica

2N2−1
(

1

N1

− 1

λ

)
< 2n2−1

(
1

n1

− 1

λ

)
< ρ, ∀N1 > n1 e N2 > n2

Definindo n0 = max{n1, n2} vemos que

hξn0 (λ) = 2n0−1
(

1

n0

− 1

λ

)
< ρ

e como

ρ > hξn0 (λ) > hξn0+1 (λ) > hξn0+2 (λ) > hξn0+3 (λ) > · · ·

identificamos o conjunto Aρλ = {ξn0 , ξn0+1, . . .} onde

Q(Aρλ) =
∞∑
n0

Q(ξn)

=
1

2n0
+

1

2n0+1
+ · · ·

= 21−n0 > 0

Logo, para todo λ ∈ (0,∞), Hi(λ) = −∞ e, conseqüentemente, Di = ∅
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Não sendo vazio, mostremos que Di será um subconjunto próprio de (0,∞)

irrestrito à direita, para i = 1, . . . , k − isto é, Di ( (0,∞) eDi 6= ∅ −mostrando

que existe λ ∈ (0,∞) e λ /∈ Di.

Para i = 1, . . . , k, seja ξ ∈ suppQi onde pξ 6= 0 e qξ 6= 0.

Se λ ∈ (0,∞) tal que

0 < λ <
pξ∣∣ 1

rξ
− sξ

∣∣
temos

λ

(
1

rξ
− sξ

)
< pξ

1

rξ
− sξ − pξ

λ
< 0

1

qξ

(
1

rξ
− sξ − pξ

λ

)
< 0,

ou seja, hξ(λ) < 0 e conseqüentemente Hi(λ) < 0 e λ /∈ Di. Logo Di ( (0,∞).

Sendo Di 6= ∅, seja λ1 um elemento qualquer deste conjunto e λ2 > λ1. Assim

1

λ1
>

1

λ2
⇒ − 1

λ1
< − 1

λ2

e, para qualquer ξ = (pξ, sξ, qξ, rξ1, r
ξ
2, . . . ), pertencendo ao suporte da distri-

buição Qi, temos:

− p
ξ

λ1
≤ − p

ξ

λ2
⇒ 1

qξ

(
1

rξ
− sξ − pξ

λ1

)
≤ 1

qξ

(
1

rξ
− sξ − pξ

λ2

)
ou seja,

hξ(λ1) ≤ hξ(λ2) ∀ξ ∈ suppQi (2.3)

e portanto

0 ≤ Hi(λ1) ≤ Hi(λ2) i = 1, 2, . . . , k.
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Comprovamos assim que se λ1 ∈ Di

∀λ2 > λ1 temos λ2 ∈ Di, i = 1, 2, . . . , k

ou seja, para todo i, se não é vazio, Di é irrestrito à direita.

Embora seja subconjunto próprio de (0,∞) e irrestrito à direita, vejamos que

não se pode ter Di = (ci,∞) para algum ci > 0. Desta forma, não sendo vazio,

Di = [ci,∞) ⊂ (0,∞) para i = 1, 2, . . . , k.

Suponha que Di 6= ∅ e seja DCi o complementar de Di em relação ao conjunto

dos números reais.

Para um elemento λ ∈ DCi onde λ > 0, mostremos que existe um número real

ε > 0 tal que λ+ ε ∈ DCi .

Como

λ ∈ DCi ⇒ Hi(λ) < 0

e como λ > 0

∃ξ ∈ suppQi tal que hξ(λ) < 0.

Fixado ξ, a função hξ é cont́ınua em (0,∞) e, como visto em (2.3), comporta-se

não decrescente em (0,∞). Assim, existindo λ positivo que torna hξ(λ) < 0,

existe ε > 0 tal que

hξ(λ) ≤ hξ(λ+ ε) < 0.

Mas se hξ(λ+ ε) < 0, então

Hi(λ+ ε) < 0 ⇒ λ+ ε ∈ DCi .

Sendo DCi aberto em R, o seu complementar, o conjunto Di, é necessariamente

da forma [ci,∞).

Assim, para i = 1, . . . , k, se Di 6= ∅ então Di será subconjunto de (0,∞) da

forma [ci,∞), para algum ci > 0.
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(ii) Como vimos no item (i), podemos ter Di = ∅ ou Di = [ci,∞), para algum

ci > 0.

Se Di = ∅, então Hi(λ) < 0 para todo λ ∈ (0,∞) e portanto

∀ci ∈ (0,∞) temos Hi(λ) < 0 se λ < ci.

Se Di = [ci,∞), então Hi(λ) < 0 se λ < ci.

Assim, vemos facilmente que definindo c = MIN
16i6k

{ci : Di 6= ∅}

Hi(λ) < 0 para todo λ < c e i = 1, 2, . . . , k,

pois, neste caso, para i = 1, . . . , k, λ /∈ Di e portanto torna Hi negativa.

(iii) Sobre o comportamento e continuidade da função Hi em Di, pensemos na si-

tuação em que Di = [ci,∞) para algum ci > 0, já que se Di = ∅ não temos

nada a provar.

Para demonstrarmos o comportamento de Hi em Di, sejam λ1 < λ2 dois

números reais não necessariamente pertencentes a Di.

Se λ1 ≤ 0 temos Hi(λ1) = −∞ para i = 1, 2, 3, . . . , k e portanto

Hi(λ1) ≤ Hi(λ2)

Caso contrário, 0 < λ1 < λ2, ∀ξ ∈ suppQi e i = 1, 2, 3, . . . , k, por (2.3), temos

hξ(λ1) ≤ hξ(λ2) ⇒ Hi(λ1) ≤ Hi(λ2)

Em śıntese, para dois números reais λ1 e λ2

se λ1 < λ2 ⇒ Hi(λ1) ≤ Hi(λ2) i = 1, 2, . . . , k.

Logo, Hi é não decrescente em R e portanto o é particularmente em Di para

i = 1, 2, . . . , k.

Provemos a continuidade de Hi em Di, para qualquer i.

Sabemos que, para um dado ξ ∈M , hξ é uma função cont́ınua e não decrescente

em (0,∞). Além disso, como

(hξ(λ))′ =
pξ

qξλ2
> 0 ∀λ ∈ (0,∞),
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isto é, sendo sua derivada positiva e decrescente em (0,∞), hξ é côncava para

todo ξ ∈ M . Desta forma, cada função hξ determina um conjunto convexo, a

região plana

Sξ = {(x, y) ∈ R2 : x > 0 e y ≤ hξ(x)},

que é o conjunto dos pontos de R2 situados não acima do gráfico desta função.

Qualquer que seja i = 1, 2, . . . , k, notemos que

I) Para todo x > 0, se Hi(x) > −∞, então (x,Hi(x)) ∈ Sξ ∀ξ ∈ suppQi,

pois Hi(x) ≤ hξ(x) para todo ξ pertencente ao suporte da distribuição Qi.

II) Se um elemento (x, y1) ∈ Sξ então, para todo y2 < y1, (x, y2) ∈ Sξ, pois

y2 < y1 < hξ(x). Isto é, Sξ não é limitada inferiormente.

Por I e II podemos afirmar que

{(x, y) ∈ R2 : x > 0 e y ≤ Hi(x)} ⊂ Sξ ∀ξ ∈ suppQi, (2.4)

pois, qualquer que seja x > 0 , Hi(x) ≤ hξ(x) ∀ξ ∈ suppQi.

Logo, definindo

Si =
⋂

ξ∈suppQi

Sξ,

segue de 2.4 que

{(x, y) ∈ R2 : x > 0 e y ≤ Hi(x)} ⊆ Si. (2.5)

Além disso, notemos que

{(x, y) ∈ R2 : x > 0 e y > Hi(x)} ∩ Si = ∅, (2.6)

já que, se(x, y) ∈ R2, com x > 0 e y > Hi(x), existe ξ∗ ∈ suppQi onde

Hi(x) ≤ hξ
∗
(x) < y

e, portanto,

(x, y) /∈ Sξ∗ ⇒ (x, y) /∈ Si.

Por 2.5 e 2.6, o gráfico de Hi está contido na fronteira de Si e limita superior-

mente esta região. Si é um conjunto convexo por ser a intersecção de conjuntos
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convexos e constitui o conjunto dos pontos (x, y) ∈ R2, com x > 0, situados

não acima do gráfico da função Hi.

Assim, a função Hi é cont́ınua para todo i em Di, pois, caso contrário, a região

S não seria um conjunto convexo.

Prova do Corolário 2.2.1

A função H é claramente cont́ınua e não decrescente em D por ser uma função

composta de funções cont́ınuas e não decrescentes.

Quanto a D, notemos que para H(λ), λ ∈ (0,∞), ser não negativa devemos ter

(Hi ◦ · · · ◦H1)(λ) ∈ Di+1 , ∀i = 1, 2, . . . , k − 1

já que, se (Hi ◦ · · · ◦H1)(λ) /∈ Di+1, para algum i = 1, 2, . . . , k − 1, teremos

(Hi+1 ◦Hi ◦ · · · ◦H1)(λ) < 0

e portanto

(Hi+2 ◦Hi+1 ◦Hi ◦ · · · ◦H1)(λ) = −∞
...

(Hk ◦ · · · ◦Hi+1 ◦Hi ◦ · · · ◦H1)(λ) = −∞ ,

isto é,

H(λ) < 0.

Naturalmente, temos que D ⊆ D1, pois, como vimos acima, se λ ∈ D devemos

ter H1(λ) > 0 (caso i = 1) e portanto λ ∈ D1.

Pensemos inicialmente no caso em que k = 2 para entendermos que D só pode

ser vazio ou da forma [λ0,∞), para algum λ0 > 0.

Para k = 2, D equivale ao conjunto {λ ∈ D1 : H1(λ) ∈ D2}. Analisemos dois

casos:

1) D1 = ∅ ou D2 = ∅.

Se D1 = ∅, então D = ∅, já que D ⊂ D1.

Se D2 = ∅, então, para todo λ, (H2 ◦H1)(λ) < 0, pois H1(λ) /∈ D2.

Assim, neste caso, D = ∅.
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2) D1 = [c1,∞) ⊂ (0,∞) e D2 = [c2,∞) ⊂ (0,∞).

2.1) Se H1(λ) < c2 ∀λ ∈ D1, então

H1(λ) /∈ D2 e portanto (H2 ◦H1)(λ) < 0.

Assim, neste caso, D = ∅.

2.2) Se H1(λ) ≥ c2 ∀λ ∈ D1, ou seja, H1{D1} ⊂ D2, então

para todo λ ∈ D1, (H2 ◦H1)(λ) ≥ 0.

Assim, neste caso, D = D1.

2.3) Se H1(λ1) < c2 < H1(λ2) para alguns valores λ1, λ2 ∈ D1 supondo c1 ≤
λ1 < λ2, então, pela continuidade e comportamento da função H1, existe

um elemento λ0 ∈ D1, onde c1 ≤ λ1 < λ0 < λ2, tal que H1(λ0) = c2 e

∀λ < λ0 ⇒ H1(λ) < c2

∀λ > λ0 ⇒ H1(λ) ≥ c2

Isto é, existe um elemento mı́nimo, λ0, emD1 de tal forma queH1(λ0) = c2.

Assim, neste caso, D = [λ0,∞).

De 1 e 2 obtemos que D = ∅ ou D = [λ0,∞) para algum λ0 ≥ c1.

Suponha que isto seja válido para k − 1, isto é, o subconjunto de D ⊂ D1 tal

que, se λ ∈ D, (Hk−1 ◦ · · · ◦H1)(λ) ≥ 0 é vazio ou da forma [λ0,∞) para algum

λ0 ≥ c1.

Como sabemos, a função Hk−1 ◦ · · · ◦ H1 é cont́ınua e não decrescente; carac-

teŕısticas também observadas na função H1.

Como supomos, para a função Hk−1 ◦ · · · ◦H1, não há valores λ tais que (Hk−1 ◦
· · · ◦ H1)(λ) ≥ 0 ou este conjunto de valores é da forma [λ0,∞) ⊂ [0,∞). Da

mesma forma, para a função H1, D1 é vazio ou igual a [c1,∞) ⊂ [0,∞).

Finalmente, para a função Hk, Dk é vazio ou da forma [ck,∞) ⊂ [0,∞); simi-

larmente, para a função H2 , D2 é vazio ou igual a [c2,∞) ⊂ [0,∞).

Usando racioćınio análogo ao utilizado em 1 e 2 acima, identificando a função

Hk−1 ◦ · · · ◦ H1 com H1 e a função Hk com H2, segue por indução que, para

todo k inteiro positivo, D = {λ : H(λ) ≥ 0} é vazio ou da forma [λ0,∞) para

algum λ0 > 0.



Caṕıtulo 3

Recorrência x Transiência

Segundo a nossa definição, um dado processo terá comportamento recorrente ou

transiente (forte ou não) dependendo somente do meio ξ onde o mesmo se desenvolve,

já que, como vimos, a sua classificação não sofre influência da posição inicial da

primeira part́ıcula.

A nossa classificação diz respeito à probabilidade de part́ıculas serem captadas no

śıtio 0 e à média do número de part́ıculas que se encontram neste śıtio após decorrido

um tempo infinito - “a intensidade com que part́ıculas são capturadas” .

Intuitivamente sabemos que os valores px e qx são, conjuntamente, responsáveis

pela média do número de part́ıculas que se deslocam para a direita ou para a es-

querda, respectivamente, caracterizando a deriva no meio aleatório. Assim, influem

fundamentalmente para a classificação de um processo.

Mas, como perceber esta e todas as influências necessárias através das distri-

buições Qi que são responsáveis pelo meio aleatório gerado? Como isto pode ser

percebido através das funções h e H?

Os teoremas 3.1.1 e 3.1.2 a seguir constituem o resultado principal deste estudo

que é uma forma de classificar o processo.

18
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3.1 Principais Resultados

Teorema 3.1.1 Para que Eν seja finita (P -a.s.), é necessário e suficiente que

existam λ1, . . . , λk > 0 tais que

λi+1 ≤ Hi(λi) (3.1)

para i = 1, . . . , k − 1, e

λ1 ≤ Hk(λk) (3.2)

Além disso,

(i) se
k∏
i=1

λi < 1 então o processo é fortemente transiente P-q.c.;

(ii) se
k∏
i=1

λi > 1 então o processo é fortemente recorrente P-q.c.

Teorema 3.1.2 Não havendo solução para as equações 3.1 e 3.2, o processo é clas-

sificado como recorrente ( não fortemente ) P -a.s.

Lema 3.1.1 Quaisquer que sejam os valores λ1, . . . , λk > 0 satisfazendo 3.1 e 3.2,

não se verifica
k∏
i=1

λi = 1

A demonstração do teorema 3.1.2 constitui uma adaptação direta do teorema 4.3

em Comets et al.[11].

Segundo os teoremas acima, temos, por exclusão, que o processo não pode ser

classificado como transiente - não fortemente.
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3.2 Um Lema Importante

Antes de expormos a demonstração dos resultados recém enunciados, faremos uso

dos teoremas 2.1 e 2.2 apresentados em Comets et al.[11] e aqui enunciados pelo

seguinte lema.

Lema 3.2.1 Para Eν ser finita é necessário que exista uma função positiva f(x)

tal que para todo x 6= 0

p(x)f(x− 1) + s(x)f(x) + q(x)f(x+ 1) =
f(x)

r(x)
(3.3)

É suficiente para Eν ser finita que exista uma função positiva f(x) tal que para

todo x 6= 0

p(x)f(x− 1) + s(x)f(x) + q(x)f(x+ 1) ≤ f(x)

r(x)
(3.4)

Além disso:

Se f(x)→ 0 com x→∞, então o processo é fortemente transiente.

Se f(x)→∞ com x→∞, então o processo é fortemente recorrente.

Prova do Lema 3.1.1

Sabemos que se rξ ≥ 1,∀ ξ ∈M , então:

1

rξ
≤ 1 ⇒ 1

rξ
≤ pξ + sξ + qξ ⇒ 1

qξ

(
1

rξ
− sξ − pξ

)
≤ 1 ∀ ξ ∈M,

isto é

hξ(1) ≤ 1 ∀ ξ ∈M

o que torna

Hi(1) ≤ 1 ∀ i ∈ {1, 2, . . . , k}. (3.5)

Além disso, para algum j0 ∈ {1, 2, . . . , k} temos

Qj0{ξ ∈M : rξ > 1} > 0



3.2 Um Lema Importante 21

e assim existe ξ∗ ∈ suppQj0 tal que rξ
∗
> 1, o que torna, segundo procedimento

análogo,

hξ
∗
(1) < 1

e portanto

Hj0(1) < 1.

Tendo isto em mente, suponha que existam λ1, λ2, . . . , λk satisfazendo as condições

do teorema 3.1 e com
∏k

i=1 λi = 1. Assim, teŕıamos obrigatoriamente só dois casos

posśıveis:

1o caso: λ1 = λ2 = · · · = λk = 1.

Sendo λk+1 = λ1 e j0 ∈ {1, 2, . . . , k} tal que Qj0{ξ ∈M : rξ > 1} > 0, vemos não

ser posśıvel λj0+1 = 1 pois

λj0+1 ≤ Hj0(λj0) < 1;

2o caso: Existiriam i, j ∈ {1, 2 . . . , k} tais que λi < 1 e λj > 1 com i 6= j.

Se λi < 1, por 2.3 e 3.5, sabemos que

hξ(λi) ≤ hξ(1) ⇒ Hi(λi) ≤ Hi(1) ≤ 1 ∀ξ ∈M,

e sendo

λi+1 ≤ Hi(λi) ≤ 1,

temos

λi < 1 ⇒ λi+1 ≤ 1.

Segundo procedimento análogo, teŕıamos que

λi+1 ≤ 1⇒ λi+2 ≤ 1⇒ · · · ⇒ λk ≤ 1⇒ λ1 ≤ 1 · · · ⇒ λi−1 ≤ 1.

Isto é, uma contradição, pois não haveria λj > 1 como suposto.
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3.3 A Condição Suficiente

Vejamos porque a existência de solução para 3.1 e 3.2 é condição suficiente para que

tenhamos Eν <∞.

Nossa estratégia será mostrar que uma solução qualquer de 3.1 e 3.2 implica na

existência de uma função f satisfazendo 3.3 e portanto, como afirma o lema 3.2.1,

Eν será finita.

Suponhamos que exista tal solução e seja x = nk + j um śıtio não nulo de Z+

onde n ∈ Z+ e 1 ≤ j ≤ k.

Sendo λj+1 ≤ Hj(λj), sabemos que para todo ξ ∈ suppQ

λj+1 6
1

qξ(x)

(
1

rξ(x)
− sξ(x)− pξ(x)

λj

)
, onde λj+1 = λ1 se j = k,

e portanto

pξ(x) + sξ(x)λj + qξ(x)λjλj+1 6
λj
rξ(x)

.

Multiplicando ambos os membros da inequação acima pelo termo positivo

(
k∏
i=1

λi)
n

j−1∏
i=1

λi onde

j−1∏
i=1

λi = 1 se j = 1,

temos

pξ(x)(
k∏
i=1

λi)
n

j−1∏
i=1

λi + sξ(x)(
k∏
i=1

λi)
n(

j−1∏
i=1

λi)λj+

+ qξ(x)(
k∏
i=1

λi)
n(

j−1∏
i=1

λi)λjλj+1 6
(
k∏
i=1

λi)
n(
j−1∏
i=1

λi)λj

rξ(x)

ou seja,

pξ(x)(
k∏
i=1

λi)
n

j−1∏
i=1

λi + sξ(x)(
k∏
i=1

λi)
n

j∏
i=1

λi+

+ qξ(x)(
k∏
i=1

λi)
n

j+1∏
i=1

λi 6
(
k∏
i=1

λi)
n

j∏
i=1

λi

rξ(x)
∀x ∈ Z+. (3.6)
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Isto nos conduz a identificar a seguinte função positiva

f(x) =

 1 se x = 0

(
k∏
i=1

λi)
n

j∏
i=1

λi se x 6= 0 onde x = nk + j com n ∈ Z+ e 1 6 j 6 k

que satisfaz 3.3 para todo ξ ∈ suppQ, pois vemos em 3.6 que

pξ(x)f(x− 1) + sξ(x)f(x) + qξ(x)f(x+ 1) ≤ f(x)

rξ(x)
.

Assim, dados λ1, . . . , λk > 0 solução de 3.3 e 3.4, a função acima, constrúıda com

essa solução, satisfaz 4.2 o que garante ser finita Eν.

Além disso,

se
k∏
i=1

λi < 1 o processo é fortemente transiente ;

se
k∏
i=1

λi > 1 o processo é fortemente recorrente .

Prova

Supondo que haja uma solução para 3.1 e 3.2 e sabendo que não se verifica∏k
i=1 λi = 1, mostremos que:

se
k∏
i=1

λi < 1⇒ f(x)
n→∞−−−→ 0

se
k∏
i=1

λi > 1⇒ f(x)
n→∞−−−→∞

Sejam M e m, respectivamente, o elemento máximo e o elemento mı́nimo do

conjunto

{λ1,
2∏
i=1

λi, . . . ,
k∏
i=1

λi}

constrúıdo, assim como a função f , a partir desta solução.

Para x > 0, sabemos que

0 < (
k∏
i=1

λi)
nm ≤ f(x) ≤ (

k∏
i=1

λi)
nM
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Onde x = nk + j com n ∈ Z+ e 1 ≤ j ≤ k.

Se x→∞ então n→∞ e portanto

se
k∏
i=1

λi < 1 ⇒ (
k∏
i=1

λi)
nM x→∞−−−→ 0 ⇒ f(x)

x→∞−−−→ 0;

se
k∏
i=1

λi > 1 ⇒ (
k∏
i=1

λi)
nm

x→∞−−−→∞ ⇒ f(x)
x→∞−−−→∞.

3.4 A Condição Necessária

Demonstraremos que a existência de solução para 3.1 e 3.2 é condição necessária para

que Eν seja finita, como foi enunciado no teorema 3.1.1.

Para isso, suponha por absurdo que Eν <∞ mas que não existam λ1, . . . , λk > 0

satisfazendo 3.1 e 3.2.

Pelo lema 3.2.1, sendo Eν < ∞, existirá uma função positiva f que satisfaz 3.3.

Esta função pode ser determinada pela seqüência de quocientes

ρx+1 =
f(x+ 1)

f(x)
, x = 0, 1, 2, . . . (3.7)

juntamente, é claro, com o valor de f(0).

Assim, para os śıtios x = 1, 2, 3, . . . temos

p(x)f(x− 1) + s(x)f(x) + q(x)f(x+ 1) =
f(x)

r(x)
⇐⇒

p(x)f(x− 1)

f(x)
+
s(x)f(x)

f(x)
+
q(x)f(x+ 1)

f(x)
=

f(x)

r(x)f(x)
⇐⇒

q(x)f(x+ 1)

f(x)
=

1

r(x)
− s(x)− p(x)f(x− 1)

f(x)
⇐⇒

f(x+ 1)

f(x)
=

1

q(x)

 1

r(x)
− s(x)− p(x)

f(x)/f(x− 1)
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Lembrando que para o śıtio x, segundo o meio ξ fixado, temos

p(x) = pξx , s(x) = sξx , q(x) = qξx e r(x) = rξx ,

resulta que

f(x+ 1)

f(x)
=

1

qξx

 1

rξx
− sξx − pξx

f(x)/f(x− 1)

 ,

isto é,

ρx+1 =
1

qξx
(

1

rξx
− sξx − pξx

ρx
)

ρx+1 = hξx(ρx), x = 1, 2, 3, . . . (3.8)

Por esta relação recorrente, a seqüência positiva {ρx}x∈N pode ser determinada

por f(0) e o meio ξ.

Nossa meta é mostrar que caso não haja solução para 3.1 e 3.2, não existe uma

seqüência positiva {ρx}x∈N como em 3.7. Isto, por sua vez, implica na inexistência

de uma função positiva f satisfazendo 3.3 e, pelo Lema 3.2.1, Eν = ∞, produzindo

uma contradição.

Assim, podemos afirmar que, se Eν < ∞, então teremos necessariamente uma

solução para 3.1 e 3.2.

Para tanto, precisamos de algumas definições e teoremas.

Definição 3.4.1 Chamaremos de {βij}, i = 1, . . . , k, j ≥ 1 a seqüência

β1
1 , β

2
1 , . . . , β

k
1 , β

1
2 , β

2
2 , . . . , β

k
2 , β

1
3 , β

2
3 , . . . , β

k
3 , . . .

onde

βi+1
j = Hi(β

i
j), i = 1, 2, . . . , k − 1

β1
j+1 = Hk(β

k
j )

Teorema 3.4.1 Se para uma escolha de 0 < β1
1 ≤ ∞ a seqüência {βij} possuir todos

os termos positivos então há solução para 3.1 e 3.2.
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Prova.

Suponha os termos da seqüência {βij} positivos.

A sub-seqüência {β1
j }j≥1 é tal que

β1
j+1 = H(β1

j ),

pela definição da seqüência {βij}.

Naturalmente, a sub-seqüência {β1
j }j≥1 pode se comportar como estritamente

decrescente ou não.

Se a sub-seqüência positiva {β1
j }j≥1 for estritamente decrescente, então existe

limj→∞ β
1
j = β∗.

Como D = [λ0;∞) para algum λ0 > 0 então D é fechado e portanto β∗ ∈ D.

Segundo as caracteŕısticas de H citadas no corolário 2.2.1, temos que

β∗ = H(β∗).

De fato. Supondo o contrário, |H(β∗)− β∗| > 2ε > 0, como limj→∞ β
1
j = β∗ e a

função H é cont́ınua, existe j tal que∣∣H(β∗)−H(β1
j )
∣∣ < ε e β1

j − β∗ < ε.

Notando que H(β1
j ) = β1

j+1, temos

|H(β∗)− β∗| > 2ε > 0,
∣∣H(β∗)− β1

j+1

∣∣ < ε e β1
j − β∗ < ε

e assim,

|H(β∗)− β∗| −
∣∣H(β∗)− β1

j+1

∣∣ > 2ε− ε = ε

mas∣∣(H(β∗)− β∗)− (H(β∗)− β1
j+1)
∣∣ ≥ |H(β∗)− β∗| −

∣∣H(β∗)− β1
j+1

∣∣ > ε.

e portanto ∣∣H(β∗)− β∗ −H(β∗) + β1
j+1

∣∣ > ε∣∣β1
j+1 − β∗

∣∣ > ε.
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Tendo-se∣∣β1
j+1 − β∗

∣∣ > ε e β1
j − β∗ < ε =⇒ β1

j+1 < β∗ ou β1
j < β1

j+1,

em ambos os casos uma contradição, pois supomos {β1
j } positiva e estritamente de-

crescente.

Então, sendo β∗ = H(β∗), o conjunto de valores

λ1 = β∗

λi = Hi−1 ◦ · · · ◦H1(β
∗)

satisfaz as equações 3.1 e 3.2 pois, por construção, temos não só λi ≤ Hi−1(λi−1) para

i = 2, . . . , k, mas λi = Hi−1(λi−1). Como Hk(λk) = Hk ◦ · · · ◦H1(β
∗) = H(β∗) = β∗,

também temos λ1 = H(λ2).

Não sendo {β1
j } estritamente decrescente teremos

β1
j 6 β1

j+1 para algum j ≥ 1

Neste caso temos como posśıvel solução

λi = βij , i = 1, 2, . . . , k.

De fato. Por construção e pela definição de {β1
j }, temos

λi = βij = Hi−1(β
i−1
j )

e como λi−1 = βi−1j ,

λi = Hi−1(λi−1) para i = 2, . . . , k

Sendo λ1 = β1
j 6 β1

j+1 e β1
j+1 = Hk(β

k
j ) = Hk(λk), temos

λ1 ≤ Hk(λk).

Corolário 3.4.1 Não havendo uma solução para 3.1 e 3.2, qualquer que seja a es-

colha de 0 < β1
1 ≤ ∞ haverá um elemento negativo na seqüência

β1
1 , β

2
1 , . . . , β

k
1 , β

1
2 , β

2
2 , . . . , β

k
2 , β

1
3 , β

2
3 , . . . , β

k
3 , . . . (3.9)

Prova. : Imediata.
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Teorema 3.4.2 Se na seqüência {βij}, onde β1
1 = ∞, há um termo negativo então

não existe uma seqüência positiva {ρx}x∈N como em 3.7, qualquer que seja o meio ξ.

Prova.

Como sabemos, a seqüência {βij} é constrúıda recursivamente a partir de β1
1 =∞

por aplicações das funções Hi. Chamaremos de {β̄ij}, i = 1, 2, 3, . . . , k e j ≥ 1, uma

seqüência resultante de {βij} onde

β̄1
1 = β1

1 =∞
β̄i+1
j = hξx(β̄ij) , i = 1, 2, . . . , k − 1

β̄1
j+1 = hξx(β̄kj ) ,

sendo x o śıtio k(j − 1) + i , i = 1, 2, . . . , k e j = 1, 2, . . .

Como se vê, a seqüência {β̄ij} depende de um meio ξ= {ξ1, ξ2, . . .}. Entretanto,

qualquer que seja o meio ξ, temos

hξ1(β̄1
1) ≥ H1(β

1
1), ou seja , β̄2

1 ≥ β2
1 .

Isto se dá pela própria definição de Hi, para todo i, e porque se tem β̄1
1 = β1

1 .

Conseqüentemente, sendo β̄2
1 ≥ β2

1 , temos

hξ2(β̄2
1) ≥ H2(β

2
1) , ou seja , β̄3

1 ≥ β3
1 .

Por indução, é fácil ver que, qualquer que seja o meio ξ, a seqüência {β̄ij} majora

tanto {βij} como toda seqüência {αij}, também dependente do mesmo meio ξ, onde

0 < α1
1 ≤ ∞ ,

αi+1
j = hξx(αij) , i = 1, 2, . . . , k − 1

α1
j+1 = hξx(αkj ),

sendo x o śıtio k(j − 1) + i , i = 1, 2, . . . , k e j = 1, 2, . . .

Pois sendo α1
1 ≤ β̄1

1 e pela monotonicidade da função h, qualquer que seja o meio

ξ, temos

hξ1(α1
1) ≤ hξ1(β̄1

1), ou seja , α2
1 ≤ β̄2

1 ,

e portanto

αn1 ≤ β̄n1 , ∀n ≥ 1.
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Com isto em mente, suponha ser N = kj+ i a posição do primeiro termo negativo

na seqüência {βij}, com β1
1 =∞.

Fixado um ε > 0, defina

A
(ε)
N := {(ξ1, ξ2, . . . , ξN−1) ∈MN−1 : hξn(β̄ij) ≤ Hi(β

i
j) + ε}.

sendo 0 < n < N , com n = k(j − 1) + i onde j ≥ 1 e 1 ≤ i ≤ k,

Suponha um meio ξ= (ξ1, ξ2, . . .) onde (ξ1, ξ2, . . . , ξN−1) ∈ A
(ε)
N de forma que

0 < ε <| βi
j | , isto é, ε > 0 e βi

j + ε < 0. Neste caso, temos β̄i
j < 0 pois

β̄i
j = hξN−1(βi−1

j ) ≤ Hi−1(β
i−1
j ) + ε = βi

j + ε < 0

onde

βi−1j =

{
βi−1j se 1 < i 6 k

βkj−1 se i = 1

Conseqüentemente, sabendo que {β̄ij}majora {αij} qualquer que seja 0 < α1
1 ≤ ∞,

também temos αi
j < 0.

Assim, para um processo desenvolvendo-se em tal meio, teŕıamos ρN < 0 para

quaisquer valores de f(0) e f(1) , pois a seqüência {ρx}x∈N é idêntica à seqüência

{αij} com α1
1 = f(1)

f(0)
.

Evidentemente, não podemos garantir que exatamente ρN será negativo. Certa-

mente isto ocorre se o meio ξ dispor elementos ξx nos śıtio de Z+ de tal forma que

(ξ1, ξ2, . . . , ξN−1) ∈ A(ε)
N para um ε suficientemente pequeno.

No entanto, para evidenciar a existência de um termo negativo em qualquer

seqüência {ρx}x∈N com 0 < ρ1 ≤ +∞ é suficiente mostrar que, qualquer que seja

o meio ξ onde se desenvolva o processo, existe um inteiro 0 ≤ τ <∞ e τ/k ∈ Z+ de

forma que (ξτ+1, ξτ+2, . . . , ξτ+(N−1)) ∈ A(ε)
τ+N . Assim, para quaisquer valores de f(0)

e f(1), teŕıamos ρkτ+1 <∞ e portanto ρkτ+N < 0. Para este fim, vejamos:

Para qualquer ε > 0 e qualquer śıtio n = k(j − 1) + i, com 0 < n < N , seja

Aεn := {ξ ∈ M : hξ(βij) ≤ Hi(β
i
j) + ε}. Particularmente para n = 1, se ξ1 ∈ Aε1 então

não só

hξ1(β1
1) ≤ H1(β

1
1) + ε

mas

hξ1(β̄1
1) ≤ H1(β

1
1) + ε,
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pois β1
1 = β̄1

1 .

Segundo a definição de Hi, para quaisquer ε > 0 e λ > 0, temos que

P{ξ ∈M : hξ(λ) ≤ Hi(λ) + ε} > 0,

Para todo n = k(j−1)+i, com 0 < n < N , j ≥ 1 e 1 ≤ i ≤ k, fazendo λ = βij > 0,

qualquer que seja ε > 0 temos

P{ξi ∈M : hξi(βij) ≤ Hi(β
i
j) + ε} > 0,

isto é,

P{ξi ∈ Aεn} > 0

e pela propriedade P3 temos que

P{ξ1 ∈ Aε1, . . . , ξN−1 ∈ AεN−1} > 0.

Assim, para ε suficientemente pequeno, temos

P{A(ε)
N } > 0.

Como temos P{A(ε)
N } > 0 para ε suficientemente pequeno, a propriedade P2, que

possui qualquer meio ξ, garante a existência de τ como desejado. Isto é,

(ξτ+1, ξτ+2, . . . , ξτ+(N−1)) ∈ A(ε)
τ+N

para algum inteiro 0 ≤ τ < ∞ qualquer que seja o meio ξ onde se desenvolverá o

processo.

Desta forma, fica provado que, se na seqüência {βij}, onde β1
1 =∞, há um termo

negativo então não existe uma seqüência positiva {ρx}x∈N como em 3.7 qualquer que

seja o meio ξ.

Assim, se Eν < ∞ teremos necessariamente uma solução para 3.1 e 3.2 , pois

caso contrário, como visto no Corolário 3.4.1 , haveria um termo negativo na seqüência

{βij} qualquer que fosse o valor de β1
1 ( em particular para β1

1 =∞ ) e, pelo Teorema

3.4.2, não haveria uma seqüência positiva {ρx}x∈N como em 3.7. A inexistência de tal

seqüência implica em não haver uma função positiva f satisfazendo 3.3 no lema 3.2.1

e assim sendo, por este mesmo lema, deveŕıamos ter Eν =∞ : uma contradição.
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