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Resumo

Neste trabalho estudamos um passeio aleatério, unidimensional com ramificacdo em
Z, em um meio aleatério nao identicamente distribuido. Definimos recorréncia e

transiéncia para este processo e apresentamos um critério de classificagao.



Abstract

We study a “supercritical” branching random walk on Z, in a one-dimensional non-
i.i.d. random environment, which considers both the branching mechanism and the
step transition. Criteria of (strong) recurrence and transience are presented for this

model.
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CAPiTULO 1

Introducao

Estudamos aqui um processo markoviano a tempo discreto que consiste em passeios
aleatérios com ramificacao sobre Z,. Tanto os parametros dos passeios, quanto os
parametros das ramificacoes sao vetores aleatérios tomados de forma periddica a
partir de um conjunto de k distribuigcoes de probabilidade sobre o espago destes

vetores.

Modelos similares sao estudados em Bailon et al.[1], Menshikov et al.[11], Fleisch-
mann e Greven[3], Greven e den Holander[5] e Révész[13]. Nos artigos Bailon et al.[1]
e Greven e den Holander[5] sao considerados sistemas com infinitas particulas e sao
obtidos resultados sobre a densidade global (local) de particulas. O limite de sistemas
finitos com o nimero de incrementos de sitios sao estudados em [3]. O principal ob-
jeto de estudo naquele trabalho é o tamanho da populacao total. Passeios aleatérios
com ramificagao em meio aleatério multi-dimensional sao considerados em den Holan-
der et al.[2] e Révész[13]. A densidade local de particulas é estudada em Révész[13],

enquanto o foco principal de den Holander et al.[2] é recorréncia e transiéncia.

Nos modelos descritos em Bailon et al.[1], Fleischmann e Greven[3], Greven e
den Holander[5] e Révész[13] o meio aleatdrio leva em consideracdo apenas o meca-
nismo de ramificacdo. Passeio aleatério, unidimensional e com ramificacao em meio
aleatorio identicamente distribuido e que leva em consideracao tanto o mecanismo
de ramificacao como a transigao entre sitios é visto em Menshikov et al.[11], onde
também se tem uma classificagao com respeito a recorréncia e transiéncia. O presente
trabalho consiste em generalizar os resultados de Menshikov et al.[11] para um meio

aleatério nao identicamente distribuido e se baseia em Machado e Popov [9].

Nossa principal ferramenta é o método de fungoes de Lyapunov que possibilita
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analisar o processo quanto a sua definicao de transiéncia e recorréncia de forma indi-
reta, através do comportamento de funcoes definidas sobre o espaco onde o processo
estd definido. Embora nao tratemos de outras aplicagoes do método de fungoes de
Lyapunov neste trabalho, encontra-se na literatura exemplos de sua aplicagao para o
estudo de questoes como taxa de convergéncia ao equilibrio e estabilidade com relagao

aos parametros do processo. Veja por exemplo Fayolle et al. [4].

Em Comets, Menshikov e Popov[10] aplica-se este método para alguns processos
markovianos sem ramificacado em meio aleatorio. Adaptagoes deste método para mo-
delos com ramificacao sdo encontrados em Menshikov et al.[11], Karpelevich et al.[6],
Karpelevich e Suhov[7] e Menshikov e Volkov[12]; Também encontra-se em Karpele-

vich e Suhov[8] trabalho relacionado para o caso de espago e tempo continuos.

1.1 Descricao do Modelo

O processo aqui estudado se dd em tempo discreto e consiste no deslocamento de
particulas que se ramificam nos sitios de Z, = {0, 1,2,...} sem disputa de espaco e

com as seguintes caracteristicas:
(1) Estando em um sitio  # 0, num instante ¢, cada particula gera pelo menos
uma particula filha e desaparece do processo.

(2) Cada particula gerada desloca-se aleatoriamente para um dos sitios vizinhos
mais proximos ou permanece em x e, assim, chega-se a uma nova disposi¢ao de

particulas no instante ¢t + 1 do processo.

(3) Cada particula gera uma quantidade aleatéria de filhas cuja distribuicao de

probabilidade r depende somente da sua localizacao x € Z, e onde:

(i) ri(x) é a probabilidade de uma particula, estando no sitio x, gerar i

particulas filhas, para i = 1,2, ..., isto é, temos:

ri(x) :== P(gerar i filhas | encontra-se na posi¢io z), i=1,2,...
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(ii) Naturalmente, por ser r uma distribui¢cdo de probabilidade, temos para
todo x € Z; :

ri(x) >0 e Y 2 rm(r)=1
(iii) r(z) =Y .o, ir;(z) < oo, para todo x # 0.

(4) Cada particula filha gerada se encontrara no instante ¢ + 1 em um sitio x,;; de
acordo com uma distribuicao de probabilidade P, que s6 depende da localizacao

x; da particula mae no instante ¢t e onde, para todo sitio x > 1:

pPe=Plryy =0 -1z, =1)

Sy = Playyy =x |2y =)

@ =Py =x+1| 2, =2x)
€ Potsetge=1

(5) O sitio zero possui as seguintes caracteristicas :

80:1 (S Tl(O):l

(6) Os processos de geracao de filhas e de transi¢ao entre os sitios sdo independentes

entre as particulas.

7) Seja M o conjunto de todas as seqiiéncias & = (pf, s¢, ¢¢, rg, rg, rg, ...) tais que
) y 172,73

o0

oo
PP st gt =1, erzl e 7‘5::2@'7"5<oo,
i=1 i=1

e Q1, Qs ..., 0 k distribuicoes de probabilidade sobre o conjunto M, satisfa-

zendo:

— Condicdo I:  Q;(€ € M : pt¢¢ =0) =0, para todo i;
— Condigao IT:  Q;(6 € M :r¢ >1) >0, para algum 1.

Previamente ao inicio do processo, é associado a cada sitio x # 0 em Z, um

§o 8z
y .

vetor &, = (pb, sgf,qu,rfz,rz , 15", ...), elemento do conjunto M, gerado pela

distribuicao Qz se x é escrito da formank+icomn e Z, el <i<k.
Associado &, ao sitio x, faz-se

Pe=p" =47, se=s" e ri(a) =1
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Seja uma seqiiéncia de varidveis aleatérias &€= {&,&,...}, & € M com as

seguintes propriedades:

P1) Para qualquer n > 0 e 1 < i < k a variavel aleatéria &,5.; possui distri-
buicao Qi

P2) (&ukats Snkr2s -5 Enkan), com N e n € Z,, é uma seqiiéncia ergddica es-
tacionaria;

P3) SeP{&, € A;} >0,i=1,2,...,N,entdao P{¢,, € Ay,..., &y € AN} >0
para quaisquer xy,..., oy € Z, e Ay,..., Ay C M.

Esta seqiiéncia chamamos de meio aleatorio.

(8) Fixado o meio &:= {&,&,...}, o processo inicia-se com uma unica particula

em um sitio z, # 0.

Assim, pela propriedade P1, ao sitio 1 é associado um vetor & € M gerado pela
distribuicao Q1, ao sitio 2 é associado um vetor & € M gerado pela distribuigao Q.
. e ao sitio k é associado um vetor & € M gerado pela distribuicdo Qx. Ao sitio
k41 é associado um vetor &1 € M gerado, novamente, pela distribuicao Q1 e assim

sucessivamente.
E neste sentido que o meio é periddico.
Desta forma, fixa-se o meio €= {&;, &, ...} onde se desenvolverd o processo.

Com o meio & determinado, o processo inicia-se com uma unica particula em
um sitio xy # 0 e este representa o seu estado inicial. Esta particula desaparecera
do processo apds produzir no minimo uma particula filha segundo a distribuicao 7
determinada por &,,, vetor associado a z( pela distribui¢ao Q; correspondente. Cada
particula desta primeira geracao se deslocara de forma independente e sem disputa de
espago, para um dos sitios vizinhos, zo — 1 ou zy + 1, ou permanecera em x segundo

as respectivas probabilidades p.,, ¢, € Sz, também determinadas por &, .

Dispostas em zy — 1, xp e o + 1, esta primeira geracao, agora, caracterizara o

estado do processo em t = 2.

O espago de estados deste processo é o conjunto

7o UZ 2 UL
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Um elemento deste conjunto, digamos

1,2 N(t)
(xp, 7, ... 2 ),
determina que no instante ¢ a i-ésima particula se localiza na posigao z}, onde N(t)

é o numero total de particulas neste instante.

Notemos que, para todo sitio € Z,, ro(z) = 0, pois

o0
Zm(:p) =1, para todo x € Z,

i=1
isto é, toda particula é substituida por pelo menos uma particula filha. Assim, N ()

é nao decrescente e 7% > 1 para todo x € Z,.

Pela condicao II, para algum i, Q;(€ € M : r¢ > 1) > 0. Como esta distribuicao
associa vetores aos sitios de Z, que pertencem ao conjunto {4, k+1,2k+1,...} C Zy,
por Borel-Cantelli, sabemos que, com probabilidade um, a uma quantidade infinita
de sitios serao associados vetores &, tais que r* > 1. Assim, havendo sitio onde

ré > 1, o processo mostra-se habil em produzir ramificacao.

Independente do estado inicial do processo, cada sitio de Z, possui probabilidade

de ser visitado, apds algum tempo. Isto é garantido pela condigao I.

Se uma particula desloca-se para o estado 0, devemos entender que a mesma é
“congelada”, nao morrendo ou produzindo particulas descendentes no decorrer do

processo. Mas, na verdade, so =1 e r1(0) = 1.

1.2 Recorréncia e Transiéncia neste Processo

Chamando de N*(t) o nimero de particulas que se encontram no sitio z no instante

t, vemos que N°(t) é nao decrescente, entao o limite

v=lim N°(t) ,

t—o00

que pode assumir valor infinito, existe para toda realizacao do processo.
Claramente, v é uma variavel aleatéria discreta nao negativa.

Neste momento podemos definir recorréncia e transiéncia para este processo. A

mesma defini¢ao foi usada em Comets et al. [11].
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Definicao 1.2.1 Dizemos que o Processo € :

e Recorrente, se P{v > 1} = 1;
e Fortemente Recorrente , se é recorrente e Ev < 0o;
e Transiente, se P{v > 1} < 1;

e Fortemente Transiente, se € transiente e Ev < oo.

A classificacao do processo quanto a recorréncia e transiéncia, segundo a definicao

acima, € independente do estado inicial.

Para vermos isto, suponhamos que existe um ponto inicial zy tal que, sendo esta
a posicao inicial do processo, seja positiva a probabilidade de termos v = 0, isto é,
P,.{v =0} > 0 e portanto P, {v > 1} < 1.

Para qualquer outro ponto nao nulo x; € Z, que fosse o sitio inicial do processo, a
condicao I garante ser positiva a probabilidade para que, apos algum tempo, haja

uma tnica particula em zy. Indiquemos esta probabilidade por P°.

Mas
P, {v =0} > PP, {r=0} >0 = P, {vr=0}>0,

assim, se existe tal xg entao v tem probabilidade positiva de assumir valor nulo

qualquer que seja o ponto inicial do processo.

Caso contrério, se existe um ponto xq tal que P,,{v = 0} = 0 e consequentemente

P,.{v > 1} = 1, isto serd valido para qualquer outro ponto inicial z;.

Assim, se para um determinado sitio xy temos P, {v > 1} < 1, entao, indepen-
dente do ponto inicial, P{v > 1} < 1. Da mesma forma, se para um determinado
sitio zg temos P, {v > 1} =1, entdo P{v > 1} = 1.

Suponhamos, agora, que existe xg tal que, se esta for a posicao inicial do processo
) ) 0 ) )

seja infinita a esperanca da variavel v, isto é, E, v = oc.

Isto sera valido para qualquer outro ponto inicial nao nulo x; pois

E,v> PQZOEQ:OV =00
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Caso contrério, se existe um ponto xy tal que E, v < oo, isto sera valido para

qualquer outro ponto inicial z;.

Assim, se para um determinado sitio xy temos E,,v = oo, entao, independente
do ponto inicial, Ev = co. Da mesma forma, se para um determinado sitio xo temos

E,,v < o0, entao Ev < oo.

Logo, a classificagao do processo quanto a recorréncia ou transiéncia é indepen-

dente do seu estado inicial.



CAPITULO 2

As Funcoes h e H

As funcoes definidas a seguir sao de fundamental importancia para a construcao dos

principais resultados deste estudo.

2.1 Definicao

Definicao 2.1.1 Para todo & € M, seja

1 /1 ¢
hf(/\):—<r—€—s£—%), para 0 <\ < o0 (2.1)

e, para A real, i =1,2,... .k

inf  hE(A) A >0
E€suppQ;

Hy(\) = (2:2)
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2.2 Algumas Caracteristicas

Lema 2.2.1 (i) D;:={A € R: H;(\) > 0} sd pode assumir uma das duas formas:

~

D; =10
D; = [¢c;,00) para algum ¢; > 0.
(ii) Ewiste ¢ > 0 tal que para todo A < ¢ temos H;(\) <0,i=1,2,... k.

(iii) A funcdo H; € continua e ndo decrescente em D; parai=1,2,... k.

Corolario 2.2.1 A funcio H := Hj o --- 0o Hy € continua e nao decrescente em
D :={X: H(\) > 0} que, como D;, sé pode ser vazio ou da forma [Ag,0), para
algum Ay > 0.

As demonstragoes destas afirmacgoes servem nao s6 como esclarecimento, mas
para nos ajudar a entender melhor o comportamento de h e H, o que nos torna mais

intimos dessas funcoes.

Prova do Lema 2.2.1

(i) Por defini¢ao, se A < 0 entdao H;(\) = —oo, Vi = 1,2,..., k. Isto indica
que, Vi=1,2,...,k, D; C (0,00)
Teremos D; = () quando, por exemplo, para qualquer A\ € (0,00) exista um
conjunto Ay = {£ : h¢(\) < 0} tal que Q;{A,} > 0. Desta forma, teremos

H;(\) < 0 para todo A > 0 e, conseqiientemente, D; serd vazio.
Exemplo:

Neste exemplo veremos que D; serd vazio porque H;(\) é nao s6 negativo para
qualquer A € (0,00), mas igual a —oco. Suponha que para algum i, Q; seja a

distribuigao sobre o conjunto {&;,&s,...,&,, ...} onde:
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1
o 1
P =5
1
G _ L
¢ =
1 1
gnz___
TS T om
rén = - n
§+n35n

Pela definicao de &, vemos ser satisfeita a condigao II para @);.
Mostremos que T% > 1 para todo inteiro positivo n.

Para todo n > 1, observa-se que

n>1 = >n+1 = >n+1 S0
272 -2 2 2 2 20
e portanto
n
n 1 n>]'7
273 an
mas
n n n .
n1l_n 1 11y 1 & !
5ts—3 3tn(z—m) 3+

isto é, rén > 1.

Para esta distribuicao temos que

1 1 En
he (\) = (———s%—9—>

T g e A
po () = 20 (22050 e P
B n § A
1 phe
) (2n L ° A >
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Vejamos que sob estas condigoes temos D; = (), como dissemos, sendo H;(\)

nao sé negativo para qualquer A € (0,00), mas igual a —oo.

Deve-se ter para quaisquer A € (0,00) e p € (—00,0) um conjunto A% := {£ :
ht(\) < p} tal que Q;{A%} > 0, pois assim H;(\) = —oo para todo A > 0 e,

conseqiientemente, D; serd vazio.

Sabemos que para quaisquer A € (0,00) e p € (—00,0) existem

no=A+1 = (__X><O

e ny de tal modo que

Isto implica

1 1 1 1
2N271 (F _ X) < 2”271 (n— — X) < p, v]\[1 >ny € N2 > Ny
1 1

Definindo ny = max{n,ns} vemos que

1 1
o= (1) <,

U]
€ como
p > h&o (A) > hEott (A) > h&or2 (X) > hfnots (A) > -+

identificamos o conjunto Af = {&,,,&ng+1, - - - onde

QAL =) Q&)

1 1
= gm0 T gnert

=2l=m0 5

Logo, para todo A € (0,00), H;(\) = —o0 e, conseqiientemente, D; = ()
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Nao sendo vazio, mostremos que D; serd um subconjunto préprio de (0,00)
irrestrito a direita, parai =1,...,k —isto é, D; C (0,00) e D; # () — mostrando
que existe A € (0,00) e A ¢ D;.

Parai=1,...,k, seja & € supp@; onde p¢ # 0 e ¢¢ # 0.

Se A € (0,00) tal que

'3
D<A 1p
& — s¢]
temos
1
T
1 s
'3
— =5 —-——=<0
ré A

ou seja, h¥(\) < 0 e conseqiientemente H;(A) < 0 e A ¢ D;. Logo D; C (0, 00).

Sendo D; # (), seja A; um elemento qualquer deste conjunto e Ay > \;. Assim

e, para qualquer & = (p°, s, ¢° ,rf,rg, ...), pertencendo ao suporte da distri-
buicao ;, temos:

3 3 3 3
_p_g_p_ = i l_si_p_ Si l_sé_p_
A1 A2 C])5 ré A C]5 ré A2

ou seja,

BE(A) < hE(Ra) VE € suppQ; (2.3)

e portanto

0< Hi(M) < Hi(hg) i=1,2,... k.
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Comprovamos assim que se \; € D;
VA > A temos X €D;, 1=1,2,...,k

ou seja, para todo i, se nao é vazio, D; é irrestrito a direita.

Embora seja subconjunto préprio de (0, 00) e irrestrito a direita, vejamos que
nao se pode ter D; = (¢;, 00) para algum ¢; > 0. Desta forma, nao sendo vazio,
D; = [¢;,00) C (0,00) parai=1,2,..., k.

Suponha que D; # 0 e seja DS o complementar de D; em relacdo ao conjunto

dos numeros reais.

Para um elemento A € D¢ onde A > 0, mostremos que existe um nimero real
e > 0 tal que A\ + ¢ € DE.

Como
 eDf = H;(\)<0
e como A > 0

3¢ € supp@; tal que hE(N) < 0.

Fixado &, a fungio hé é continua em (0, 00) e, como visto em (2.3), comporta-se
nao decrescente em (0,00). Assim, existindo A positivo que torna h%(\) < 0,
existe € > 0 tal que

R\ < hS(A +¢€) < 0.

Mas se h*(\ + ¢€) < 0, entao

H(A+e€)<0 = A+ecTf.

Sendo DY aberto em R, o seu complementar, o conjunto D;, é necessariamente
da forma [¢;, 00).
Assim, para i = 1,...,k, se D; # () entdo D; serd subconjunto de (0,00) da

forma [c;, 00), para algum ¢; > 0.
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(i)

(i)

Como vimos no item (i), podemos ter D; = () ou D; = [¢;,00), para algum
c; > 0.

Se D; = (), entdao H;(\) < 0 para todo A € (0,00) e portanto
Ve, € (0,00) temos H;(A) <0 se A<g.
Se D; = [¢;,0), entao H;(A) <0 se <.
Assim, vemos facilmente que definindo ¢ = ]}/.i {g]k\f {c; : D; # 0}
H;(\) <0 paratodo A<c e i=1,2,...,k,
pois, neste caso, para i = 1,...,k, A € D; e portanto torna H; negativa.

Sobre o comportamento e continuidade da funcao H; em D;, pensemos na si-
tuagao em que D; = [¢;,00) para algum ¢; > 0, j4 que se D; = () ndo temos

nada a provar.

Para demonstrarmos o comportamento de H; em D;, sejam A < Ay dois

nimeros reais nao necessariamente pertencentes a D;.

Se A\ <0 temos H;(\) = —oo parai=1,2,3,...,k e portanto

Hi(M) < H;(X\2)

Caso contrario, 0 < Ay < Ay, V€ € supp@; e i = 1,2,3,...,k, por (2.3), temos

RE(A) < (X)) = Hi(A) < Hi(\y)

Em sintese, para dois niimeros reais A\ e Ay
se A <A = Hz()\l) < Hz()\Q) 1= 1,2,...,]{.
Logo, H; ¢ nao decrescente em R e portanto o é particularmente em D; para
1=1,2,...,k.
Provemos a continuidade de H; em D;, para qualquer 1.

Sabemos que, para um dado & € M, h* é uma funcao continua e nao decrescente

em (0,00). Além disso, como

3
13 I __ p
(hE(N)) = o >0 YA € (0,00),
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isto é, sendo sua derivada positiva e decrescente em (0, 00), h® é concava para
todo ¢ € M. Desta forma, cada funcio h® determina um conjunto convexo, a
regiao plana

S ={(z,y) €ER*:2>0ey < ht(x)},

que é o conjunto dos pontos de R? situados nao acima do gréfico desta funcao.

Qualquer que seja i =1,2,..., k, notemos que

I) Para todo z > 0, se H;(x) > —oo, entdo (z, Hi(x)) € 8¢ V& € suppQ;,
pois H;(x) < h®(x) para todo & pertencente ao suporte da distribuicao Q;.

1) Se um elemento (x,7,) € S* entdo, para todo yo < y1, (z,12) € S¢, pois

Yo < y1 < h&(x). Isto é, 8¢ nao é limitada inferiormente.

Por I e Il podemos afirmar que
{(z,y) eR*: x> 0ey < Hyz)} C S V¢ € suppQ;, (2.4)

pois, qualquer que seja x > 0, H;(z) < h*(z) VE € suppQ;.
Logo, definindo

Si= (1 s

EesuppQ;
segue de 2.4 que
{(z,y) eR*:x>0ey < Hy(x)} CS;. (2.5)
Além disso, notemos que
{(z,y) eR?*:x>0ey > H(2)}NS; =0, (2.6)

ja que, se(z,y) € R? com = > 0 e y > H;(z), existe £* € suppQ; onde
Hi(z) <h¥(z) <y

e, portanto,

Por 2.5 e 2.6, o grafico de H; estd contido na fronteira de S; e limita superior-

mente esta regiao. S; ¢ um conjunto convexo por ser a intersecgao de conjuntos
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convexos e constitui o conjunto dos pontos (z,y) € R? com x > 0, situados
nao acima do grafico da fungao H;.

Assim, a funcao H; é continua para todo 7 em D;, pois, caso contrario, a regiao

S nao seria um conjunto convexo.

Prova do Coroléario 2.2.1

A funcao H é claramente continua e nao decrescente em D por ser uma funcao

composta de fungoes continuas e nao decrescentes.

Quanto a D, notemos que para H(A), A € (0,00), ser nao negativa devemos ter
(Hio---oHy)(\) € Diyqn , Vi=12...k—1
ja que, se (H;0---0 Hy)(\) ¢ Diyq, para algum i = 1,2, ...,k — 1, teremos
(Hiy10H;o---0Hp)(\) <0

e portanto
(Hi+2 oHi1oH;o---0 Hl)(>\> = —0

(Hko...o Z'+1OH7;O"'OH1)()\):_OO R
isto é,
H(N) < 0.
Naturalmente, temos que D C D;, pois, como vimos acima, se A € D devemos
ter H1(A) > 0 (caso i = 1) e portanto A € Dy.

Pensemos inicialmente no caso em que k = 2 para entendermos que D s6 pode

ser vazio ou da forma [Ag, 00), para algum Ag > 0.

Para k = 2, D equivale ao conjunto {\A € Dy : Hi(\) € Dy}. Analisemos dois

Ccasos:

1) D1:®OU_D2:®.
Se Dy = (), entao D = (), ja4 que D C D;.
Se Dy = ), entao, para todo A, (Hy o Hy)(A) < 0, pois Hy(\) ¢ Ds.

Assim, neste caso, D = ().
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2) Dy = [c1,00) C (0,00) € Dy = [c9,00) C (0, 00).

2.1) Se Hi(\) < ¢a VYA € Dy, entao
Hy(\) ¢ Dy e portanto (Hs o Hy)(\) < 0.
Assim, neste caso, D = 0.
2.2) Se Hi(\) > ¢y VYA €Dy, ouseja, H{D;} C D,, entao
para todo A € Dy, (Hy o Hy)(A\) > 0.
Assim, neste caso, D = D;.
2.3) Se Hi(\1) < ca < Hi(\g) para alguns valores A, Ay € Dy supondo ¢; <

A1 < Mg, entao, pela continuidade e comportamento da funcao Hy, existe

um elemento \g € Dy, onde ¢; < A\ < Ag < Ay, tal que Hi(Aog) =2 €
VA<X = Hi(\)<c

VA> )N = Hi(\)>c

Isto é, existe um elemento minimo, Ag, em Dy de tal forma que Hy(A\g) = ¢o.

Assim, neste caso, D = [Ag, 00).

De 1 e 2 obtemos que D = () ou D = [\, 00) para algum Ay > ¢;.

Suponha que isto seja valido para k — 1, isto é, o subconjunto de D C D; tal
que, se A € D, (Hi_10---0 Hy)(X) > 0 é vazio ou da forma [\g, 00) para algum
/\0 Z Ct.

Como sabemos, a funcao Hy_; o--- o Hy é continua e nao decrescente; carac-

teristicas também observadas na funcao Hj.

Como supomos, para a fungdo Hy_j0---0 Hy, nao hé valores A tais que (Hy_; o
-0 Hy)(A) > 0 ou este conjunto de valores é da forma [\g,00) C [0,00). Da

mesma forma, para a fungao Hy, D; é vazio ou igual a [c1,00) C [0, 00).

Finalmente, para a fun¢do Hy, Dy, é vazio ou da forma [cx, 00) C [0, 00); simi-

larmente, para a fun¢ao Hy , Dy é vazio ou igual a [ce, 00) C [0, 00).

Usando raciocinio andlogo ao utilizado em 1 e 2 acima, identificando a fungao
Hy 10---0 Hy com H; e a funcao Hy com H,, segue por inducao que, para
todo k inteiro positivo, D = {\ : H(\) > 0} é vazio ou da forma [\g, c0) para
algum Ay > 0.



CAPITULO 3

Recorréncia x Transiéncia

Segundo a nossa definicao, um dado processo tera comportamento recorrente ou
transiente (forte ou ndo) dependendo somente do meio £ onde o mesmo se desenvolve,
ja que, como vimos, a sua classificacdo nao sofre influéncia da posicao inicial da

primeira particula.

A nossa classificacao diz respeito a probabilidade de particulas serem captadas no
sitio 0 e a média do niimero de particulas que se encontram neste sitio apds decorrido

um tempo infinito - “a intensidade com que particulas sao capturadas” .

Intuitivamente sabemos que os valores p, e ¢, sao, conjuntamente, responsaveis
pela média do numero de particulas que se deslocam para a direita ou para a es-
querda, respectivamente, caracterizando a deriva no meio aleatério. Assim, influem

fundamentalmente para a classificacao de um processo.

Mas, como perceber esta e todas as influéncias necessarias através das distri-
buigoes (); que sao responsaveis pelo meio aleatério gerado? Como isto pode ser

percebido através das funcoes h e H?

Os teoremas 3.1.1 e 3.1.2 a seguir constituem o resultado principal deste estudo

que é uma forma de classificar o processo.

18
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3.1 Principais Resultados

Teorema 3.1.1 Para que Ev seja finita (P-a.s.), é necessdrio e suficiente que

existam Ay, ..., N\, > 0 tais que

Aip1 < Hi(\) (3.1)

parat=1,....k—1, ¢

A1 < Hi (M) (3.2)

Além disso,

k
(i) se [[ M <1 entao o processo é fortemente transiente P-q.c.;
=1

k
(ii) se [[ A > 1 entao o processo é fortemente recorrente P-q.c.
i=1

Teorema 3.1.2 Nao havendo solugao para as equagoes 3.1 e 3.2, o processo € clas-

sificado como recorrente ( nao fortemente ) P-a.s.

Lema 3.1.1 Quaisquer que sejam os valores Ay, ..., A\, > 0 satisfazendo 3.1 e 3.2,
k
nao se verifica [[ A\i =1

=1

A demonstracao do teorema 3.1.2 constitui uma adaptacao direta do teorema 4.3

em Comets et al.[11].

Segundo os teoremas acima, temos, por exclusao, que o processo nao pode ser

classificado como transiente - nao fortemente.
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3.2 Um Lema Importante

Antes de expormos a demonstracao dos resultados recém enunciados, faremos uso
dos teoremas 2.1 e 2.2 apresentados em Comets et al.[11] e aqui enunciados pelo

seguinte lema.

Lema 3.2.1 Para Ev ser finita é necessdrio que ezista uma fun¢dao positiva f(x)

tal que para todo x # 0

pa) o = 1) 4 @) o) + alo) o+ 1) = 13 (3.3

E suficiente para Ev ser finita que exista uma fungao positiva f(x) tal que para

todo x # 0

<

p(@)f(x — 1) + s(a) fla) + qlx)f( + 1) < L2 (3.4)

Além disso:

Se f(x) = 0 com x — oo, entao o processo € fortemente transiente.

Se f(x) = 00 com x — oo, entdo o processo € fortemente recorrente.

Prova do Lema 3.1.1

Sabemos que se ¢ > 1,V ¢ € M, entdo:

1 Lo el e ¢ L e ¢

=<1 = =Z<p+s+¢ = —S|z-s-p |1 VEelM,
ré ré r

isto é
(1) <1 VéeM

0 que torna

H,(1)<1 Vie{1,2,...,k}. (3.5)
Além disso, para algum jo € {1,2,...,k} temos

QléeM 1t >1} >0
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e assim existe &* € suppQ;, tal que r* > 1, o que torna, segundo procedimento

analogo,
R (1) < 1
e portanto
H; (1) < 1.
Tendo isto em mente, suponha que existam Ay, Ag, . .., A\ satisfazendo as condicoes

k . . . . Lo
do teorema 3.1 e com [[,_,; A\; = 1. Assim, terfamos obrigatoriamente sé dois casos

possiveis:

1°caso: \f =Xy =--- =X\, = 1.

Sendo A1 = A; e jo € {1,2,...,k} tal que Q;,{¢ € M : r® > 1} > 0, vemos nio
ser possivel A;j41 = 1 pois
)‘jo+1 < Hjo(Ajo) <1

2° caso: Euistiriam i,j € {1,2...,k} tais que \; <1 e X; > 1 com i # j.
Se \; < 1, por 2.3 e 3.5, sabemos que

e sendo
Ais1 < Hi(\) <1,

temos
o<1 = )\i+1 <1.

Segundo procedimento andlogo, terfamos que
)\Z+1§1:>/\Z+2S1:>@)\kgli/\lglﬁ)\z_lgl

Isto ¢, uma contradicao, pois nao haveria A; > 1 como suposto.
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3.3 A Condicao Suficiente

Vejamos porque a existéncia de solucao para 3.1 e 3.2 é condicao suficiente para que

tenhamos Ev < oo.

Nossa estratégia serd mostrar que uma solucao qualquer de 3.1 e 3.2 implica na
existéncia de uma funcao f satisfazendo 3.3 e portanto, como afirma o lema 3.2.1,

Ev serd finita.

Suponhamos que exista tal solugao e seja x = nk + j um sitio ndo nulo de Z,
ondeneZ,el<j<k.

Sendo \j1 < H;(};), sabemos que para todo £ € suppQ
1

1 () .
Aj+1 < m (rﬁ(x) — s%(x) — N ) onde Nji1=M\ se j=k,
e portanto
& 13 '3 )\j
P () + s°(2)A; + ¢ (@) AA < (o)

Multiplicando ambos os membros da inequacao acima pelo termo positivo

j—1

k ~1
(H)‘i)njl_[)‘i onde H/\i =1 se j=1,
i=1 i=1

=1

temos

k j—1

s TLA + s @A o+

i=1 i=1 =1

+a @[T I TrAr <= 7{(;1

i=1

ou seja,

+ qf(x)(H A < zlﬁT):l VreZ..  (3.6)
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Isto nos conduz a identificar a seguinte funcao positiva

1 se x=20

fz) = b g . .
(ITA)"II N se 2#0 onde z=nk+j com neZ, e 1<j<k
i=1

i=1
que satisfaz 3.3 para todo £ € supp@, pois vemos em 3.6 que

Pl = 1) + @) + @)+ 1) < £

Assim, dados Aq,..., Az > 0 solucao de 3.3 e 3.4, a funcao acima, construida com
essa solucgao, satisfaz 4.2 o que garante ser finita Ev.

Além disso,
k

se H A <1 o processo é fortemente transiente;
i=1
k

se H A; > 1 o processo é fortemente recorrente.
i=1

Prova

Supondo que haja uma solugao para 3.1 e 3.2 e sabendo que nao se verifica
Hle i = 1, mostremos que:

k
se H)\i<1:>f(x)n_>—°o>0
i=1

k
se H)\i>1:>f(x)w—oo>oo
i=1

Sejam M e m, respectivamente, o elemento maximo e o elemento minimo do
conjunto

2 k
N I B | BN
i=1 =1

construido, assim como a funcgao f, a partir desta solucao.

Para x > 0, sabemos que
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Onde z =nk+jcomneZ, el <j<k.

Se r — 0o entao n — oo e portanto

k k
se [[ru<1 = (J[MME20 = fl@) =0
i=1 =1

T—r00

k k
se H)‘i>1 = (HAi)”mH—O%OO = f(z) — .
=1 i=1

3.4 A Condicao Necessaria

Demonstraremos que a existéncia de solucao para 3.1 e 3.2 é condicao necessaria para

que Ev seja finita, como foi enunciado no teorema 3.1.1.

Para isso, suponha por absurdo que Ev < oo mas que nao existam Ay, ..., Ay >0

satisfazendo 3.1 e 3.2.

Pelo lema 3.2.1, sendo Ev < oo, existira uma funcao positiva f que satisfaz 3.3.

Esta fungao pode ser determinada pela seqiiéncia de quocientes

Poi1 = %, x=0,1,2,... (3.7)
juntamente, é claro, com o valor de f(0).
Assim, para os sitios r = 1,2, 3, ... temos
pa) e = 1)+ @) @) + alo) o+ 1) = 13 =
p)fle—1) s(@)f(x) q@)flz+1)  f(z)
2 B 1 R (C BT OV ) =
(DIt 1 @) -
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Lembrando que para o sitio x, segundo o meio & fixado, temos
p(z) =p*, s(x)=s>, q(z)=¢" e r(z)=r,

resulta que

isto é,

poi1 = K5 (py), x=1,2,3,... (3.8)
Por esta relagdo recorrente, a seqiiéncia positiva {p, }.en pode ser determinada
por f(0) e o meio &.

Nossa meta é mostrar que caso nao haja solucao para 3.1 e 3.2, nao existe uma
seqliéncia positiva {p, }zen como em 3.7. Isto, por sua vez, implica na inexisténcia
de uma funcao positiva f satisfazendo 3.3 e, pelo Lema 3.2.1, Ev = oo, produzindo

uma contradigao.

Assim, podemos afirmar que, se Frv < 0o, entao teremos necessariamente uma

solucao para 3.1 e 3.2.

Para tanto, precisamos de algumas defini¢oes e teoremas.

Definicao 3.4.1 Chamaremos de {ﬂ;}, i=1,...,k, 7> 1 a seqiéncia

B%?B%?"'?/Bf’ /321’637"'7/857 5;7537"'76;?7"'
onde

5;+1:Hi(ﬁ?), 1=1,2,...,k—1
;-5-1 = Hk(ﬁjk)

Teorema 3.4.1 Se para uma escolha de 0 < B} < 0o a seqiiéncia {B;} possuir todos

0s termos positivos entao ha solucao para 3.1 e 3.2.
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Prova.
Suponha os termos da seqiiéncia {ﬁ]’} positivos.
A sub-seqiiéncia {f]};>1 é tal que
]1—5—1 = H(ﬁ]l)a
pela definicao da seqiiéncia {B;}

Naturalmente, a sub-seqiiéncia {ﬁ;}jzl pode se comportar como estritamente

decrescente ou nao.

Se a sub-seqiiéncia positiva {5]1 }j>1 for estritamente decrescente, entao existe
: 1 _
hmj—>oo 5j - B*

Como D = [\g; 00) para algum )y > 0 entdo D é fechado e portanto * € D.

Segundo as caracteristicas de H citadas no corolério 2.2.1, temos que
B*=H(B").

De fato. Supondo o contrério, |H(8*) — %] > 2¢ > 0, como lim;_,. 3j = * e a

funcao H é continua, existe j tal que
‘H(ﬁ*) - 7-[(5]1)| <e e 6; — f* <.

Notando que H(f3;) = B}, temos
H(B7) = B >2e>0, [H(B) =Bl <e e Bj—p <e
e assim,
H(B") — 8" — [H(B") — BLy| > 2c—e =

mas

[(H(5) = 657) = (H(B") = Bi)| = [H(BY) =57 = |[H(B) = Ba| > e
e portanto

[H(B) = B — H(B") + Bj| > €

B = B > €
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Tendo-se
|Bj1 — B

em ambos os casos uma contradi¢ao, pois supomos {le} positiva e estritamente de-

1 1 1 1
> € (& 6‘7—6*<6 — ]+1<6* ou 5‘7 </Bj+17

crescente.

Entao, sendo §* = H(B*), o conjunto de valores

A =057
Ni=H;_j0---0 Hl(ﬁ*)

satisfaz as equagoes 3.1 e 3.2 pois, por construgao, temos nao sé6 \; < H;_1(\;_1) para
1= 2, e ,]{7, mas /\z = Hi—l()\i—l)~ Como Hk:<)\k) = Hk ©---0 Hl(ﬁ*) = H(ﬁﬂ = 6*,
também temos A; = H(Aa).

Nio sendo {3} estritamente decrescente teremos
B} < Blyy para algum j > 1
Neste caso temos como possivel solucao
)\i: ;:, Z:1,2,,l{7
De fato. Por construcao e pela definicao de {B}}, temos
A = 5; = Hz’—1(ﬁ;_1)
e como \;_j = 5;»_1,
)\i = Hi—l(>\i—1) para 1= 2, cey k

Sendo Ay = B} < B}, e Bj,y = Hp(B]) = Hi(M), temos

A1 < Hp(Mg).

Corolario 3.4.1 Nao havendo uma solugao para 3.1 e 3.2, qualquer que seja a es-

colha de 0 < B} < oo haverd um elemento negativo na seqiiéncia

BL B, BY. By B3, By B3, B3, B5 (3.9)

Prova. : Imediata.
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Teorema 3.4.2 Se na seqiiéncia {5;}, onde f = oo, hd um termo negativo entdo

nao existe uma seqiéncia positiva {py}ren como em 3.7, qualquer que seja o meio &.

Prova.

Como sabemos, a seqiiéncia {BJ’} é construida recursivamente a partir de 3{ = oo
por aplicacoes das funcoes H;. Chamaremos de {6;}, 1=1,2,3,...,kej>1 uma
seqiiéncia resultante de {}} onde

Bi =B =00
i1 _ 1 (20 S _
Bt =& (8), i=1,2,...,k—1
~ e
;+1 = hf (ﬁ]) )
sendo x ositio k(j —1)+i,i=1,2,....,kej=12...

Como se vé, a seqiiéncia {Bj} depende de um meio &€= {{1, &2, ...}. Entretanto,

qualquer que seja o meio &, temos
L (BY) = Hi(B1), ou seja, 57 > B .

Isto se d4 pela prépria definicio de H;, para todo i, e porque se tem 31 = Bi.

Conseqiientemente, sendo 3? > 32, temos
W2 (37) > Ha(B7) , ouseja, B> p7.

Por inducao, é facil ver que, qualquer que seja o meio €, a seqiiéncia {B]l} majora

tanto {3} como toda seqiiéncia {a}}, também dependente do mesmo meio &, onde
0<a <oo,
ot =nt(ad), i=1,2,... k-1

ajl'—H = hﬁx ((Xf) )

sendo x osftio k(j —1)+i,i=1,2,....kej=12...

Pois sendo ol < 3! e pela monotonicidade da funcio h, qualquer que seja o meio

&, temos
h'(ay) < b (), ouseja, af < B,

e portanto
ay < By, Vn>1.
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Com isto em mente, suponha ser N = kj+ % a posi¢cao do primeiro termo negativo

na seqiiéncia {3}}, com ] = oo.

Fixado um e > 0, defina
AV = {(&1, &, Envo1) € ML RS (BE) < Hy(BY) + €}

sendo0<n<N,comn=Fk(j—1)+ionde j >1el<i<Ek,

Suponha um meio €= (&,&,...) onde (&1,&,...,En_1) € Agf,) de forma que
0<e<| BJZ | ,isto é, e >0e ﬁ;jLE < 0. Neste caso, temos BJ‘ < 0 pois

Bi = KB < Hia(BT)+e = Bite < 0
onde

k -
ose 1=

i1 Bj_l se 1<i<k
ﬁj = 1

Conseqiientemente, sabendo que {BJ’} majora {a}} qualquer que seja 0 < o < o0,

também temos 04;: < 0.

Assim, para um processo desenvolvendo-se em tal meio, teriamos py < 0 para
quaisquer valores de f(0) e f(1) , pois a seqiéncia {p,}.en € idéntica a seqiiéncia
{ad} com a7 = % :

Evidentemente, nao podemos garantir que exatamente py serd negativo. Certa-
mente isto ocorre se o meio & dispor elementos &, nos sitio de Z, de tal forma que

(&1,82,...,&Nn-1) € Ag\ﬁ,) para um e suficientemente pequeno.

No entanto, para evidenciar a existéncia de um termo negativo em qualquer
sequiéncia {p;}zen com 0 < p; < +oo é suficiente mostrar que, qualquer que seja
o meio & onde se desenvolva o processo, existe um inteiro 0 <7 < oo e 7/k € Z, de
forma que (§r41, 842, - &rp(v-1)) € Aii)rN. Assim, para quaisquer valores de f(0)

e f(1), terfamos pgr11 < 00 e portanto prr4n < 0. Para este fim, vejamos:

Para qualquer € > 0 e qualquer sitio n = k(j — 1) + 4, com 0 < n < N, seja
A = {& € M : h5(B}) < Hi(B}) + €}. Particularmente para n = 1, se & € A entao
nao sé

heH(B)) < Hi(B)) + e

mas

K (1) < Hi(By) + e,
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pois 5} = 4.

Segundo a definicao de H;, para quaisquer € > 0 e A > 0, temos que

P{¢ € M :h*(\) < Hy(\) + ¢} >0,

Paratodon = k(j—1)+i,com0<n<N,j>1el <i<k, fazendo)\:B;- > 0,

qualquer que seja € > 0 temos
P{& € M : h%(B)) < Hy(B;) + €} > 0,
isto é,

e pela propriedade P3 temos que

P{& e Al .. &v1 € A1} > 0.

Assim, para € suficientemente pequeno, temos

P{Al} > 0.

Como temos P{AE\E,) } > 0 para e suficientemente pequeno, a propriedade P2, que

possui qualquer meio &, garante a existéncia de 7 como desejado. Isto é,

(&rv1,&rr2y -5 &rrvon)) € ASEJ)FN

para algum inteiro 0 < 7 < oo qualquer que seja o meio & onde se desenvolverd o

processo.

Desta forma, fica provado que, se na seqiiéncia {3:}, onde B = 0o, hd um termo
) ) 73 1 )
negativo entdo nao existe uma seqiéncia positiva {p, tzen como em 3.7 qualquer que

seja o meio &.

Assim, se Ev < oo teremos necessariamente uma solucao para 3.1 e 3.2 , pois
caso contrario, como visto no Corolario 3.4.1 , haveria um termo negativo na seqiiéncia
{B;} qualquer que fosse o valor de 3] ( em particular para 3{ = oo ) e, pelo Teorema
3.4.2, nao haveria uma seqiiéncia positiva {p, }.en como em 3.7. A inexisténcia de tal
seqiiéncia implica em nao haver uma funcgao positiva f satisfazendo 3.3 no lema 3.2.1

e assim sendo, por este mesmo lema, deveriamos ter Ev = oo : uma contradigao.
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