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APRESENTACAO

Durante muito tempo, permaneceu um consenso de que 0S processos estocasticos
associados as séries financeiras (agdes, taxa de cimbio, juros, etc.) poderiam ser modelados
através de processos lineares e, neste sentido, quase sempre mediante algum modelo de
passeio aleatorio. Este enfoque permaneceu inalterado até o inicio da década de 70, com o
advento da metodologia desenvolvida por Box & Jenkins (1970), pela qual ampliou-se o
espectro dos modelos lineares. Porém, no caso dos retornos de séries financeiras, as fungbes
de autocorrelagio e autocorrelagio parcial amostrais, salvo em rarissimos casos, nao
apresentavam evidéncias suficientes para se rejeitar a hipotese nula de passeio aleatério.

Entretanto, certas transformagdes aplicadas sobre os retornos (quadrado dos retornos, valor
absoluto dos retornos ou o logaritmo do quadrado dos retornos) geravam fungdes de
autocorrelagio e autocorrelagdo parcial amostrais incompativeis com a hipotese de
independéncia, uma vez que apresentavam defasagens de baixa ordem significativas,
sugerindo a inadequagdo dos modelos lineares gaussianos na descrigho das séries financeiras.

A partir dai, por volta do inicio da década de 80, foi ganhando cada vez mais forca a idéia de
que modelos ndo lineares seriam os mais indicados para se explicar o comportamento de
séries financeiras. Campbell, Lo & MacKinlay (1997) apresentam a classe dos modelos ndo
lineares da seguinte forma:

De acordo com o Teorema da Decomposigio de Wold, toda série temporal linear pode ser
representada por uma média mével linear, de ordem infinita, dos choques aleatérios. Em
geral, nestes modelos, a seqiiéncia dos choques ¢ assumida como sendo ndo correlacionada,
porém ndo necessariamente L1D.. Nos modelos ndo lineares, os choques geralmente sdo
tidos como LLD., entretanto a relagdo funcional entre a série temporal e os choques

aleatorios deixa de ser linear, ou seja, y, = f (ut,u,_l,ut_z,...) sendo que E (u) = 0 e Var
(u)=1paratodote f() éuma fungdo desconhecida.

Apesar da generalizagdo apresentada acima, a maioria dos modelos ndo lineares utilizados na
pratica recai numa subclasse que pode ser representada por

y, = g(u,_l,ut_z,...)+ u, -h(u,,,,ut_z,...).

Nesta caso, a fungdo g(-) representa a esperanga de y; condicionada a informagéo passada.
Ao mesmo tempo, A()° representa a varidncia de y; condicionada a informagdo passada.
Modelos em que g(-) é uma fungdo nio linear sdo ditos modelos ndo lineares na média e
modelos em que A(-) é uma fungdo ndo linear sdo ditos modelos n3o lineares na variancia.
Assim, por exemplo, o modelo y, =u, +Vy- u’, é ndo linear somente na média uma vez
que g()=y-u?, e k() =1.Ja o modelo ARCH (1), introduzido por Engle (1982), o qual



pode ser representado por y, = u,4/y-u’, , é ndo linear somente na variancia pois g(-) =0
ao passo que A() = [y -u?, .

Dentre os modelos ndo lineares, algumas propostas interessantes tém surgido como, por
exemplo, a abordagem hamiltoniana de mudancgas de regime a qual supde que a série
temporal realiza mudancas de regime, sendo que estas mudangas sdo caracterizadas por uma
alteragfo na distribuigdo de probabilidades e, a0 mesmo tempo, governadas por alguma lei
probabilistica. Desta forma, baseando-se nas observagdes disponiveis, realizam-se
inferéncias sobre a probabilidade a posteriori de se estar em cada um dos respectivos
regimes, incorporando estas informagdes na equagéo de predigéo.

Um exemplo tipico dos modelos de mudanga markoviana de regimes € dado por:
G+, -y tuy se 5, =1

Yi =
Gy b,y +Uy, se

w
Il
N

Neste modelo, em ambos os regimes y; segue um AR(1), mas os pardmetros (inclusive a
varidncia dos termos aleatorios) diferem de acordo com os regimes. Estes sdo determinados
por uma variavel aleatéria ndo observada s, que segue uma Cadeia de Markov de dois
estados, com matriz de transigio P.

Outro modelo que também incorpora a idéia de regimes alternantes é o chamado Limiar
Autorregressivo (TAR), que pode ser caracterizado como:

Gy + &y < ¥y +U, se Yia <K
Yo =
G, +b, -y, +u, 5€ Yia 2K

Neste caso, y; também segue um AR(1) com pardmetros que se modificam de acordo com a
relagio entre y.; € o valor xchamado de limiar. Este modelo pode ser estendido
incorporando dindmica autorregressiva de ordens superiores além de multiplos limiares. A
este respeito veja por exemplo Correia (1997).

A grande diferenca entre estas duas abordagem € que, no modelo de mudanga markoviana,
as alteragdes entre os regimes ndo sio governadas pelo nivel do processo mas por uma
variavel aleatéria ndo observada que segue uma Cadeia de Markov. Ou seja, as mudangas de
regimes sdo causadas por outros fatores, externos a série temporal em si.

Além disto, os modelos de mudanga markoviana de regimes oferecem uma importante
vantagem sobre os modelos do tipo TAR, bem como sobre os demais modelos de quebras
estruturais. As altera¢Ges de regimes sdo identificadas pela interagdo entre a série temporal e



a Cadeia de Markov, e nfio através de uma inspego a priori sobre a série. Isto evita que os
modelos de mudanca de regimes incorram em viéses semelhantes ao que se verifica quando
se utiliza os modelos de quebras estruturais na descrigdo de séries econdmicas - raramente
podemos dizer com absoluta certeza em que determinado instante uma série temporal
econdmica apresenta uma quebra estrutural (se é que esta Gltima realmente existiu). Logo, a
utilizacdo deste modelos, assumindo existirem quebras estruturais onde, de fato, ndo
existem, podem distorcer dramaticamente os resultados obtidos.

Por estas razdes, nosso trabalho focaliza exclusivamente algumas das diferentes formas de se
aplicar os modelos de mudangas markovianas de regimes sobre séries financeiras. Para tanto,
este estd divido em trés capitulos. O capitulo 1 promove uma primeira abordagem sobre a
aplicagdo dos modelos de mudanga de regimes em séries financeiras, apresentaremos neste
capitulo a sua versdo mais simplificada, conhecida como “Mistura de Distribui¢des 1. I. D.”
e que pode ser encontrada em Hamilton (1994). Além disto, sera apresentada uma breve
aplica¢do do modelo para a série do indice Bovespa.

O capitulo 2 relaxa algumas hipoteses restritivas impostas no capitulo anterior, as quais
impediam que o modelo de “Mistura de Distribuigdes I. I. D.”, devido a sua extrema
simplicidade, captasse algumas caracteristicas adicionais peculiares a séries financeiras, tais
como assimetria e movimenta¢des em tendéncias. Neste segundo capitulo é introduzida a
hipotese de que os regimes sejam governados por uma Cadeia de Markov, além de se
permitir dinimicas autorregressivas na série temporal. So tratadas também a questdo da
inferéncia sobre os regimes - probabilidades filtradas e suavizadas - além dos diferentes
métodos de obten¢do dos estimadores de maxima verossimilhanga dos pardmetros. Para
ilustrar a forma de se trabalhar com este modelo mais complexo, utilizaremos as séries dos
titulos de 30 anos do tesouro dos EUA e o “spread” entre dois dos principais titulos da
divida externa brasileira, o C-bond e o Par-bond.

No capitulo 3, mostraremos como o modelo de mudangas markovianas de regimes pode ser
também utilizado em modelos condicionalmente heterocedasticos. Estaremos comparando
os resultados obtidos por estes modelos com os aqueles gerados pelo modelo GARCH
(1,1), introduzido por Bollerslev (1986), quando aplicados sobre a série dos retornos
diarios de Telebras PN.

Ao final do trabalho, breve notas conclusivas serfio apresentadas.



CAPITULO 1 - “MISTURA DE DISTRIBUICOES LLD.” - PRIMEIRA ABORDAGEM
AQOS MODELQOS DE MUDANCAS DE REGIME

I - Introdugdo

Neste capitulo, apresentaremos a versdo mais simplificada dos modelos de alternincia de
regimes, conhecida como “Mistura de Distribui¢des 1. I. D.” e que pode ser encontrada em
Hamilton (1994).

Nas se¢Bes seguintes, descreveremos o modelo, derivaremos os estimadores de maxima
verossimilhanca de seus parimetros e tragaremos suas relagdes com a inferéncia a posteriori

a cada instante sobre os diferentes regimes. Além disto, serd apresentada uma breve
aplica¢do do modelo para a série do Indice Bovespa.

IT - O Modelo Utilizado

Seja {X,} uma série temporal financeira qualquer (indice de ag¢des, cotagdes no mercado
futuro de algum ativo financeiro, taxa de cambio, etc.).

Definimos por y, = Inx, —Inx,_, o retorno em regime de capitalizagfio continua no instante
t.

Seja S, €{1,2,3,..,k}av.a. que indica qual regime esta vigorando no instante t

Sdo pressupostos basicos do modelo de “Mistura de Distribui¢des 1. I. D.” a independéncia
entre os retornos € a distribui¢do destes condicionada aos regimes depende apenas daquele
que esta atualmente em vigor, ou seja:

f(Ytlyt—l’Yl—Z""’yl’Slist—list—Z!""sl) = f(Ytlst)
Assumindo entfo normalidade na distribui¢do de probabilidade dos retornos temos que:
2
1 (Y: —H j)

f(Y.Ist=j)=mc.ex —~or ( (LILD)
J

i




Além disto a distribui¢do de probabilidades ndo condicional de nos encontrarmos nos
regimes 1, 2, 3,... .k é dada por:

k
Pfs, =i} =~ ] ef123,.. 1. E, = 1

Ou seja, o processo estocastico {St } forma uma seqiiéncia de variaveis aleatorias 1. 1. d..

Utilizando-se do Teorema da Particdo do Espago Amostral temos que a distribui¢io ndo
condicional de y; possui a seguinte densidade:

£(5.)= 2, % /(v = )an2)

Finalmente, utilizando o Teorema de Bayes, chegamos a expressdo da probabilidade a
posteriori de Si:

P{st = j]Y:}: P{St :j;.Vz} f(yt\st =j)><1c

= L (1113
) O R

Vemos entdo que, para calcularmos as probabilidades a posteriori em cada instante t,
necessitamos de estimativas para os parametros i, of e ;.

III - Derivagéo dos Estimadores de Maxima Verossimilhanga

Interessa-nos agora obter os estimadores de maxima verossimilhanga de p;, GJ? e ;. Seja

0 o vetor que reune os parametros do modelo. Pelo que foi exposto na segéo anterior, a
expressdo da log-verossimilhanga do modelo em questdo ¢ dada por:

T
0)=XInf (y ¢ ;6) ,onde f (y, ;B)é dado pela expressdo (1.11.2)
t=1

Temos entdo que, para encontrarmos as expressdes dos estimadores de maxima
k

verossimithanga de ©, devemos maximizar £(0)sujeito & restrigo Y m.=1. Assim,
=1

construimos o seguinte lagrangeano:

nm:«m+xx@_§nJ



Note ainda que :

6lnf(y.;9): 1 Xaf(y,;e)
® f(y:0)

Desta forma, derivando-se ¢(6) em relagdo a 6 , obtemos:

Como 0= {ul ..... g O gsess 5Oy 5 Fgsswss Ty } , ¢ assumindo normalidade nas distribui¢bes
condicionais de y;, a expressio acima se desdobra nas seguintes derivadas parciais:

@) 1
=X
on, = f(y,;0)

1

< fy.ls, = 0)= ' 2P, =y 0}

oe@)_xr 1 Y-
b 1G,0) o

8[_(9): i 1 { 1 + (Ytz_;:;j)z}f(thsx :j;e)zé{_ 2;% + (Yt ~l’lj)z}l-,{st :jIYt;e}

oo? & f(y:0)| 20 20

B, . Ve~ I :
L7 (s, =J;9)=f§ p P, = ily.;0}

J

Assim, obtemos:

ae I :
on. :nj‘z;P{s‘:JIy,;G}—?»
a®) Ty K J
ou, =z tO-J? JP{S::J|Y:;9}
2
ae) =z 1 Y ;
P =§{26§+( 2014.’) }P{s‘=llyt;9}

Igualando as derivadas parciais a zero, obtemos:



. X Pé = let,e(”}

ZP{; = jly;0 "’}

NG
j

T
>(y, - ) xP{s —le‘,e“’}

A2;(6+1) _ t=
G;( 1 = t=1 : -
gP{st :let;e :
_ (t)}
A _ P{; J!y”e
g T

Onde T € o numero total de observagdes e 0 ¢é vetor das estimativas dos parimetros

obtido proveniente da ¢ - ésima iterag#o.
A (ltima expressdo € obtida verificando-se que:

ae)
o,

1

=0> zp{s = j‘y,;e(’)}: AR
e, somando-se os dois membros da expressdo acima em relagdio a j, obtemos:

iil’ t=j|y:; } k?n(‘“):ZZP% —jly‘;é(”}:f»:i:T

1= t=1j=1

IV - Relagdo entre a Inferéncia a posteriori e os Estimadores de Maxima Verossimilhanga: O
Algoritmo EM

Como podemos perceber, as expressdes dos estimadores de méxima verossimilhanga dos
pardmetros ndo sdo fungBes lineares das observagdes, logo, nio podem ser resolvidos
analiticamente. Neste caso utilizamos um algoritmo chamado de EM, o qual consiste em:

1) Atribuir estimativas iniciais para [1;,67 e 7

2) Com base nestes valores iniciais, calcular através das expressdes (1.IL1) e (1.I1.2) as
probabilidades a posteriori dadas por (1.11.3)
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3) Tendo os valores das probabilidades a posteriori, recalcular através dos estimadores de
maxima verossimilhanga. novos valores para [i;,67 e

4) Repetir o processo até que os valores dos estimadores ndo se alterem significativamente
segundo algum critério de convergéncia.

V - Aplicagio do Modelo: O Caso do Ibovespa

A fim de exemplificarmos a utilizagio do modelo acima descrito, escolhemos a série
historica das cotagdes de fechamento diario do Ibovespa 4 vista, correspondente ao periodo
de 04/01/1993 a 23/07/96 (T = 873 observagdes).

Como foi apresentado, devemos obter as estimativas iniciais dos parimetros a fim de se
iniciar o algoritmo de estimagfo. Calculamos, entdo, através da série dos retornos diarios,
uma nova série com os desvios padrdes centrados utilizando-se 21 observagdes - janela de
21 dias uteis (Fig 1.1). Podemos perceber, de antemio, periodos de altas e baixas
volatilidades. Consideramos a presenga de dois regimes (regime 1 - baixa volatilidade e
regime 2 - alta volatilidade) e obtivemos nossas estimativas iniciais para os pardmetros que
caracterizam a distribuigdo de probabilidades de ambos os regimes, calculando-se a média e
o desvio padrédo dos retornos conforme o desvio padrio centrado do instante t esteja acima
ou abaixo do desvio padrdo da série global dos retornos, representado pela linha vermelha
na Fig. 1.1.

Fig 1.1
Desvio-Padréo Centrado - Janela de 21 d.u.
0,0800
0,0800 +
0,0700 +
0,0600 +
0,0500 | m
0,0400 +
| T
0.0300-% W i W
0,0200 +
0,0100 +
0,0000 s —
™M < < wn ©O© O ©
8828588333333 88888888888
§ 5 3538 3583835085583 35358383
32222 Qco0uLtz23e23L32028=z:3
29899583 Y5 838R88gRra23

FIG. 1.1 - DESVIO-PADRAO CENTRADO - JANELA DE 21 DiAs UTEIS
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Seguem abaixo, as estimativas assim obtidos :
fi, = 000250 62=000071 %, = 051348 [i, =0.00067 62 =000159

Note que, mesmo se tratando de estimativas iniciais, a varidncia do regime 2 é maior que o
dobro da verificada no regime 1.

A tabela 1.1. resume o resultados obtidos aplicando-se o algoritmo EM. No caso dos
modelos de mudangas de regimes consideramos também a hipotese p; = i, = .

Tabela 1.1 - Estimativas dos Modelos para o Ibovespa

PARAMETRO HAMILTON 1 HAMILTON 2 RANDOM
(pni#p2) (Lm=pp=p) WALK
1 - 0.00177 0.00162
(0.00104) (0.00114)
1 0.00202 - -
(0.00130)
Lz 0.00024 - -
(0.00519)
c; 0.00063 0.00062 -
(0.00007) (0.00007)
0; 0.00288 0.00285 -
(0.00040) (0.00037)
o2 - - 0.00114
(0.00005)
™ 0.77537 0.77066 -
(0.06301) (0.06093)

Log Verossimilhanga 1752.81 1752.76 1721.45
Teste LR 62.7 62.5 -
[valor-p] {0.000] [0.000]

AIC (%) -3495.6 -3497.4 -3438.9
SC (**) -3471.8 -3478.3 -3429 4

(MHAIC=-2- é'(é)+ 2.1, onder € o nimero de pardmetros a serem estimados.
(*)SC=-2-£f)+r-InT

Considerando-se os critérios de Akaike (AIC) bem como o de Schwarz (SC) , constatamos
a superioridade dos modelos de mudangas de regime sobre aquele que seria obtido
utilizando-se as técnicas tradicionais de séries temporais (vale mencionar que o modelo de
passeio aleatorio seria o mais adequado uma vez que as fungdes amostrais de autocorrelagdo
e autocorrelagdo parcial apontam nesta dire¢do). Outra confirmagio provém do fato de que
o teste da razdo de verossimilhanga rejeita a hipotese nula de passeio aleatério em favor dos
modelos de mudangas de regimes. Além disto, parece haver evidéncias que a caracteriza¢do
basica entre os dois regimes é mesmo a mudanga na volatilidade uma vez que o melhor
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ajuste foi obtido quando consideramos a hipotese de igualdade entre as médias dos retornos
diarios de ambos os regimes.

Para completar este pequeno exemplo, apresentamos a seguir as Fig. 1.2 e Fig. 1.3
referentes aos retornos diarios do Ibovespa em regime de capitalizagio continua (Fig. 1.2) e
as probabilidades condicionais de nos encontrarmos no regime 2 - alta volatilidade (Fig.

1.3).
0,250
Fig1.2
0,200 + Ibovespa - Retornos Didrios
0,150 +
0,100 -
0,050 |,
0,000 -
-0,050
-0,100
-0,150
88833%8%33553%338583§$§888
c 3 & £ 3 > T T @8 S o cE = § 3 o s = 3 €
2833382822338 238:2358338:22;¢
8RB VPT5 28R - 5885283882208 83
FIG. 1.2 - IBOVESPA - RETORNOS DIARIOS
Fig. 1.3

Prob. de Ocorréncia do Regime 2 - Alta Volatilidade
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27/Set/93 ‘ ]
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15/Ago/94 |

12/Jan/o4 |

05/Jan/93 4
26/Abr/93 |
16/Jun/93
09/Mar/94 |
06/0ut/94 |
12/Mai/95 [
16/0ut/95 [
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FIG. 1.3 - PROBABILIDADE DE OCORRENCIA DO REGIME 2 - ALTA VOLATILIDADE

De acordo com as figuras 1.2 e 1.3, observamos que em varias ocasies, o modelo ajustado
identifica periodos de volatilidade elevada (probabilidade de nos encontrarmos no regime 2
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maior que 50%) sendo que em algumas delas, esta probabilidade chegou a concentrar
valores superiores a 90%: outubro de 93, fevereiro a maio de 94 (implantagio da URV) e
dezembro a margo de 95 (crise mexicana e mudanga na politica cambial brasileira).

Fig 1.4
Distribuicées de Probabilidades

16

14 1

124

10 e f (yt | St=1)

—f(yt|St=2)
—f yt)

o N A O O

FIG. 1.4 - DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADES

Por ultimo, apresentamos também a Fig. 1.4 contendo as estimativas das distribui¢des de
probabilidades dos retornos diarios do Ibovespa condicionados aos diferentes regimes bem
como a distribuigdo ndo-condicional dos mesmos (linha vermelha) obtida através das
estimativas do modelo adotado. Note que, conforme exibe a Fig. 1.5, esta tltima possui
caudas mais pesadas do que a distribui¢do normal que seria obtida caso o modelo ajustado
fosse o de passeio aleatorio, sugerindo maior adequabilidade de modelos nio-lineares.

Fig 1.5
Distribuicbes de Probabilidades

45
i

—f(yt)
——— normal

T T T

-0,160 -0,120 -0,080 -0,040 0,000 0,040 0,080 0,120 0,160

FIG. 1.5 - DISTRIBUIGOES DE PROBABILIDADES
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VI - Consideragdes Adicionais

O modelo “Mistura de Distribui¢des I. I. D.” acima descrito € extremamente simples, porém
tém o mérito de introduzir algumas questdes importantes sobre os modelos de mudancas de
regimes tais como:

1) A sua ndo-linearidade;
2) A (in)dependéncia temporal entre os regimes;

3) As relag3es entre as probabilidades a posteriori de nos encontrarmos em cada instante
num determinado regime e as expressdes dos estimadores de méaxima verossimilhanga, que
sdo a base do algoritmo EM de estimagdo dos pardmetros do modelo.

Estas caracteristicas estardo presentes nos modelos mais sofisticados que passaremos a
apresentar a partir do proximo capitulo, os quais sdo obtidos relaxando-se as hipoteses de
independéncia entre as observagdes e/ou atribuindo-se uma estrutura markoviana para
caracterizar o processo estocastico determinante dos diferentes regimes.



le\_P_iTULO 2 - MODELOS DE MUDANCAS MARKOVIANAS DE REGIMES EM
SERIES TEMPORAIS AUTORREGRESSIVAS

I - Introducgéo

No capitulo anterior apresentamos a versdo mais simplificada dos modelos de mudangas de
regimes conhecida como “Mistura de Distribui¢des 1. I. D.” . Entretanto, a sua extrema
simplicidade ndo permite captar algumas caracteristicas adicionais das séries temporais
financeiras, porém nfo menos importantes, tais como:

1) Assimetria: muitas varidveis econdmico-financeiras se comportam de maneira assimétrica
perante os ciclos econdmicos. Algumas delas, como as a¢des por exemplo, quando sobem
costumam fazé-lo de maneira longa e gradual e, quando caem, geralmente realizam
movimentos abruptos e curtos. Neste caso, poderiamos esperar que tanto a média como a
varidncia que caracterizariam o regime 1 (regime de alta) fossem, em valor absoluto,
menores do que as do regime 2 (regime de baixa). Além disto, podemos ter também tempos
médios de permanéncia diferentes em cada um dos regimes.

2) Movimentos em tendéncias: Ha entre os operadores de Wall Street um ditado muito
popular que diz: “The trend is your friend”. No fundo, o que isto quer dizer € que as
variaveis financeiras se movimentam em tendéncias ao longo do tempo as quais tendem a se
perpetuar até que condi¢des econdmicas, politicas, sociais, etc. produzam fatores que
acabam, de maneira quase que abrupta, promovendo reversdes nestas tendéncias.

Assim, ao contréario do que é pressuposto pelo modelo apresentado no capitulo 1, a hipétese
de independéncia entre os regimes parece ndo ser adequada. Ou seja, quando nos
encontramos dentro de um particular regime no instante t, hd maiores chances de nos
encontrarmos neste mesmo regime no instante t+1, do que saltarmos para um regime
diferente. Além disto, é comum perceber que o tempo de permanéncia dentro dos regimes
geralmente ndo € 0 mesmo.

Diante destes fatos, é mais sensato supor que os regimes sejam governados por uma Cadeia
de Markov, uma vez que esta estrutura markoviana permite o relaxamento da hipotese de
independéncia e, ao mesmo tempo, consegue abrir espago para tempos de permanéncia
diferentes dentro dos regimes, j4 que as probabilidades de transi¢io podem assumir valores
dos mais variados.

Por outro lado, ¢ comum no mercado financeiro a elaboragdio de analises de “spreads”
(diferenga entre pregos de dois ativos) e, geralmente, séries temporais desta natureza
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possuem algum tipo de estrutura de reversdo a média, que pode ser caracterizada por um
modelo autorregressivo de ordem m. Em geral, consideramos m = 1.

Surge entfio, a necessidade de se desenvolver um modelo mais sofisticado de mudangas de
regimes, quer dizer, que possua estrutura markoviana para os diferentes regimes em séries
temporais autorregressivas.

E claro que teremos agora um modelo mais completo, porém a tarefa de se encontrar
expressdes para os estimadores de méxima verossimilhanga dos pardmetros torna-se
bastante ingrata. Além disto, a inferéncia probabilistica sobre os regimes ndo depende mais
apenas da observagdo do instante t.

Iremos, assim, neste capitulo tratar passo-a-passo cada uma destas questdes, apresentando o
modelo de mudangas markovianas de regimes em séries autorregressivas, a forma de se
obter os estimadores de maxima verossimilhanga dos parimetros, a questdo da inferéncia
sobre os regimes, a equagio de predicdo e, por fim, apresentaremos duas aplicagSes deste
modelo em questdo, sendo uma delas relacionadas a anélise de “spread”.

11 - O Modelo Utilizado

Seja {Y.} um processo estocastico assumindo valores no conjunto it .

Supomos que ocorrem ocasionalmente mudangas discretas no nivel, na varidncia e na
dinamica autorregressiva do processo estocastico, sendo que S, €{1,2,3,....k}€é a v.a. que

indica qual regime esta vigorando no instante t. Ou seja, existem k possiveis diferentes
regimes pelos quais uma particular observagdo de {Y.}é governada.

Assumimos também que existe uma dindmica autorregressiva, no maximo de primeira

ordem, para o processo estocastico {Y.} tal que y, depende apenas dos valores
imediatamente mais recentes de s, y e de um vetor de pardmetros 0 :

f(YtEYl—] ’Yt~2 ""’YI’Sl’st—l’st~2""’sl;6) = f(ytlst’SiHI’Yl—];O)

Além disto, assumimos que a transigio entre os regimes 1, 2, 3,....k é dada por uma Cadeia
de Markov de primeira ordem:

1

k
P{st = jls,_l = i} =Pyl ] 6{1,2,3,...,1(},z:pij
1

Chamaremos também de P a Matriz de Transicio (k x k) desta Cadeia de Markov, cuja
soma dos elementos de uma determinada coluna j, por defini¢io, somam 1.
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Por hipotese, assumimos também que, condicionado a s.;, s, € independente com relagdo a
valores passados de s;.

Do que foi exposto acima, podemos exprimir 0 nosso modelo através da seguinte equagio:

y. =MW, +¢, xy,, +u,,; sendo que u,, tem distribuicio normal com média 0 e
t t "t "t

varidncia 67 .
t
Nestas condi¢des, nosso vetor de parametros a ser estimado é dado por:

0= {u11u2""’uk’¢l’¢2""’¢k’Gf’cg""’Gi’pll’p12!"‘plk""’pkl’pk2""'pkk}

Note que ndo fazem parte do vetor de pardmetros a distribui¢do de probabilidades inicial da
Cadeia de Markov. Por questdo de simplicidade, assumimos como distribui¢do inicial a
medida invariante da Cadeia de Markov.,

Antes de tratarmos da estimag¢do dos pardmetros do modelo acima descrito, convém
abordarmos a questdo da inferéncia a posteriori sobre os diferentes regimes, uma vez que
esta se torna mais complexa, a0 mesmo tempo em que é fundamental para a estimagdo dos
pardmetros, conforme veremos a seguir.

III - Probabilidades Filtradas e Probabilidades Suavizadas

Como vimos no capitulo anterior, a inferéncia a posteriori sobre os regimes, isto ¢, a
probabilidade de nos encontrarmos no instante t em um determinado regime dado que ja
conheciamos a observagdo relativa ao instante t da série temporal dependia somente desta
Unica observagdo. Isto era fruto da hipotese de independéncia entre os regimes juntamente
com a auséncia de uma estrutura autorregressiva no processo estocastico.

Entretanto, o relaxamento destas hipoteses faz com que esta inferéncia a posteriori n3o
dependa apenas da observagdo no instante t. Qutrossim, surge agora um desdobramento na
forma de se calcular a probabilidade da ocorréncia dos diferentes regimes dado o conjunto
de observagdes da nossa série temporal. Uma delas, denominada “Probabilidade Filtrada”
refere-se a inferéncia a posteriori sobre o regime no instante t levando-se em considerag¢do
toda a informacdo disponivel sobre a série temporal do instante 1 até o instante t. A outra,
conhecida como “Probabilidade Suavizada™ utilizamos toda a série temporal no célculo das
probabilidades a posteriori sobre o regime no instante t.

Em resumo, temos:
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Y= {yt Y g y,} ¢ o conjunto das observagdes sobre a série temporal até o instante t.

Yr= {yT,yT_l,...,yl}é o conjunto de todas as observa¢des disponiveis da série temporal,
ou seja, até o instante T.

P{s, = jlYt} , J € {1,2,3,...,k} ¢ a “Probabilidade Filtrada” de nos encontrarmos no instante t

em um determinado regime j, inferida utilizando-se o conjunto de informagdo até o instante
t.

P{st = jIYT}, je{1,2,3,...,k}é a “Probabilidade Suavizada™ de nos encontrarmos no

instante t em um determinado regime j, inferida utilizando-se o todo conjunto de
informacao.

Note que apenas quando t = T as duas probabilidades acima coincidirdo, quer dizer, serdo as
mesmas quando realizarmos a inferéncia no instante em que a informagdo mais recente
estiver disponivel.

A seguir, apresentaremos os algoritmos utilizados no calculo destas probabilidades, uma vez
que elas ndo sdo mais obtidas através de uma forma direta conforme foi apresentado no
capitulo 1, quando o modelo de “Mistura de Distribuig¢des 1. I. D.” foi abordado.

111.1 - Probabilidades Filtradas

III.1.1 - Notagdes e Defini¢des Basicas

Inicialmente, vale ressaltar que o desenvolvimento dos algoritmos necessarios ao célculo das
probabilidades filtradas e suavizadas pressupde o conhecimento de 0. Entretanto, mesmo
conhecendo 0 , nos nunca saberemos com certeza em que regime o processo esteve em cada
um dos instantes ao longo da amostra. Alternativamente, o melhor que podemos fazer é
realizar uma afirmagfio probabilistica sobre os regimes a cada instante de tempo e, a primeira
forma delas é a que ja denominamos de “Probabilidades Filtradas™.

Seja P{st = j|Yt;9} a afirmagdo probabilistica a cerca do valor de s baseada nas

observacgdes até o instante t € no conhecimento do vetor paramétrico populacional 0 . Esta
afirmacfio toma a forma de uma probabilidade condicional que ¢ atribuida a possibilidade
que a t-ésima observagdo tenha sido governada pelo regime j. Agrupamos estas

probabilidades, P{st = j‘Y,;G} jE {1,2,3,...,k} num vetor (k x 1) denotado por C,,.

Também definimos outro vetor (k x 1) m,, o qual agrupa as densidades condicionais de y;
dados o regime que esta vigorando em t, o conjunto de informagdes passadas Y1 € o vetor
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de pardmetros 6, ou seja cada uma destas densidades condicionais ¢ dada por
(3:lsc = . ¥s38).

Vale lembrar que, por hipétese, a densidade condicional acima depende apenas do regime no
instante t, mas ndo dos regimes anteriores:

f(Y!|st = j’Ytq;e): f(Y:,Sx =8y = i,...,YH;B).

Por outro lado, podemos construir um outro vetor (k x 1) denotado por Cisp» O qual
representa a previsdo do regime j no instante t+1dada a informagdo disponivel até o
instante t. Assim, cada elemento deste vetor & P{st+1 = jlY,;(-)} :

II1.1.2 - Derivagéo do Algoritmo

Como vimos acima, o j-ésimo elemento de (,, ;¢ dado por P{st = jIY,_,;B}. Por outro
lado, o j-ésimo elemento de n, € f ( tls‘ = j,Y:-:;B). Assim, o j-ésimo elemento do vetor
(Cpa©m,) € o produto destas duas magnitudes acima descritas, o qual pode ser
interpretado como a densidade conjunta de y; e s;:

S8 = 1¥230)=P{s, = 1Y, .:8} x 7(y.]s, = j, Youi30)

Logo, a densidade de y; condicionada apenas ao conjunto das observagdes passadas Y. ¢ a
soma para j=1, 2,....k, das k quantidades acima descritas:

k
f (y‘ IY‘_,;G) = Z bi (yt,s‘ = jlY,_,;G), € que pode ser escrito em notagdo matricial como:

S(v.[¥1:8) = (¢, 0m,)

Se dividirmos a densidade conjunta de y; e s, pela densidade de y, , obviamente obteremos a
densidade condicionada de s, a Y

(ynst = jlYt—l;e)
7 (Yx|Y:—1;e)

ph, = ii¥:0}=P§, = jy;¥,,:00=2

Usando a notacdo apresentada nesta segdo e, utilizando-se a notagéo matricial, conseguimos
reescrever a expressao acima:
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_ (Cth—l @ Tl: )

= 21011
Su 'Cyq®n, ) ( )

Adicionalmente, utilizando-se teorias elementares de Cadeias de Markov, ¢ facil notar que:
Ct+][’t= P Ctlt (2m2)

As expressdes (2.II1.1) e (2.I11.2) proporcionam o algoritmo necessario ao calculo das
“probabilidades filtradas™ para cada instante t da amostra: dadas uma estimativa para o vetor

de parimetros 6 (o qual inclui as probabilidades de transi¢do), a distribuicio de
probabilidades inicial {,, e, uma vez realizada a observagdo no instante 1, através de

2.II1.1) obtemos é . A seguir, utilizando-se (2.II1.2) obtemos é . Desta forma, o
1)1 21
processo € repetido até atingirmos o instante T ({iltima observagdo da amostra).

’
E importante salientar que sempre utilizaremos em nossos modelos, como distribui¢io inicial

das probabilidades é,,oa distribui¢do invariante da Cadeia de Markov caracterizada pela
Matriz de Transi¢do P.

ITI1.2 - Probabilidades Suavizadas

A grande diferenca entre as probabilidades filtradas e as probabilidades suavizadas €, como
ja vimos, o fato de que as ultimas sdo calculadas considerando-se toda a informagdo
disponivel desde o instante t = 1. Como veremos a seguir, outra diferenga bésica esta
associada ao sentido temporal do algoritmo de calculo. Enquanto que as probabilidades
filtradas sdo obtidas partindo-se do instante t = 1 até o final da série, as probabilidades
suavizadas sdo obtidas de maneira inversa, ou seja, obtemos inicialmente a probabilidade
suavizada do instante t = T e, a partir desta, regride-se no tempo até obtermos a
probabilidade suavizada do instante t = 1.

E importante observar que, como consequéncia automatica das definigdes apresentadas na

se¢do III, a probabilidade suavizada do instante t = T é a propria probabilidade filtrada deste
instante. Com efeito:

Probabilidade Suavizada do instante T = P{sT = jlYT}, por definig¢do.

Probabilidade Filtrada do instante t = P{st = jlY,}. Fazendo t = T, obtemos a magnitude

acima.

Dai o porqué do algoritmo de calculo das probabilidades suavizadas iniciar-se a partir do
final da amostra.
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II1.2.1 - Derivagéo do Algoritmo

Inicialmente, vale lembrar que, sob as hipoteses do modelo, o regime s; depende do conjunto
das observagdes passadas Y., apenas através de s.;. Da mesma forma, s depende das
observagdes futuras apenas atraves de sy

_ .al_ f(Yt+]7sl = jlsm :i>Yt;9) _
SH] I’YHI,YUG} f(yt+1|sl+1 = 1,Ytae)

P{S( = jlsm =i Yt+l>6} {Sl =]

S¢ = J,8¢ = i,Y‘;G)x P{st =]jls
f(yt+l St = i’Yt;e)

— f(YH-I t+1 1 Y e}

Sy = i,Y‘;O), temos que:

porém como por hipotese f (ym S; = .84 = i,Y,;O) = f (Ym

P{St = jlst+l I’Y1+1ae} { 5 = j|St+1 = i7Yt;9}'
Prosseguindo por indugo, pode-se demonstrar que:
P{st = jlsHl =1 YHm,B} P{st = j|st+l =i,Yt;6}, param=12,. Tt

De fato, assumindo por hipdtese a igualdade acima e tendo em vista que para m =1 ja
demonstramos, temos que:

P{St = jlstﬂ = i?Yl+m+1;9}: P{St = jlstﬂ = i) Yt+m+1 =Yt+m;9}

_ f(Yt+m+l> .]Ist+l l Y1+m>e)

f(Yt+m+l Ist+1 - l=Yt+m ?9)

f(yt+m+1|st = j’St+l i Yt+m>9) { -]lslﬂ i Y”m’e}
f(yt+m+1 Ist+1 1 Yt+m96)

Note agora que:

k
.f(Yt+m+1lSt = j’SHl t+m’ ) Zf(yt+m+l' t+m+1 - IIS j7S(+l 1 Yt+m’e)

I=1
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k

Zf(YHm-.L] lst+m+1 = 1,8, = j,8, =1 Yt+m’e) x P{St+m+l = llst = bS8 = 19Yt+m’9}

I=1
k

= Zf(YHmH |St+m+l = I>St+1 _1>Yt+m’6) X P{ t+m+1 - l|St+1 t+m;e}7 onde esta ultlma
I=1

igualdade segue do fato de que, por hipotese, yum:1 depende de {Si}somente através de
Sume € também pela propriedade das Cadeias de Markov de 1* ordem, o que faz com que

P{ Strmi1 = ||S j,SH_] i Yt+m’9} P{St+m+l = Ilst+1 i Yt+m7e}

Assim, a igualdade entre f(y,+m+,|s = 3,84 =1, Yiims ) e f (Yt+m+llst+l 1Y1+m>9)
verifica, fazendo com que P{st = jlse =i YHmH,O}—P{st = 801 =1 Yyoms }(c q.d)

Retornando a derivacgdo do algoritmo, note agora que:

;9}: P{st = 35841 :i!Y‘;O} B P{st } { St =i|St = j;9}=

t+1 ~ 1 Ay -

P{s,., =iY,;0} { o =1Y,:0

P{st =]ls

p;-P{s, = j¥,;0}

P{s,,, = 1|Yt,9}

Por outro lado, podemos também escrever:

P{St = Jo8e = i\YT;9}= { St = 1|YT79} {S = J[Se =i7YT;O}:

t+1 =i,Yt;9}= P{St+] :ilYT;e}' p;{ {S :l|JY| }}
Sua =1Y,;0

= fs,,, =i[¥;;0}-P{s, = ils

Finalmente, a probabilidade suavizada do instante t é obtida somando-se parai=12,... .k a

expressao P{st = §,8, = i!YT;O}, ou seja:

k

k -Pis, =]Y,;0
P{St = JiYT’G} = ZP{St = jastﬂ = liYT’e} - gl { St = llYT,e} p;){s {s; lii’, te}} )

t+1

| k Pi 'P{Stﬂ = i\YT;O}

= P{St = jlY‘;e}g P{Sm = i‘Yl;e}
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Utilizando a notagdo apresentada em ITI.1.1 e fazendo P’ = [Pj1 Pj2--- Pix), obtemos:
P%z = _]IYT,O}"—' P&t = J‘Yt 79} P'j (C [T (+)Ct+llt)

Na expressdo anterior, o vetor p’; = [pj1 pja... pi] ¢ equivalente a j-€sima linha de P’ e o sinal
(+) significa divisdo elemento por elemento.

Para j=1,2,... .k agrupamos as probabilidades P{st = jlYT;O}num unico vetor (k x 1):

Car = CuOf (Lo ()0, ) 21113)

A expressdo (2.II1.3) assim obtida representa o algoritmo de célculo das probabilidades
suavizadas, as quais obtém-se calculando a quantidade acima para t = T-1, T-2,...,1 ,
respectivar,nente.

IV- Estimadores de Maxima Verossimilhanca

Hamilton (1990) demonstra que as expressdes dos estimadores de maxima verossimilhanga
dos pardmetros relativos a um processo autorregressivo de ordem m que realiza mudangas
markovianas de regimes, sdo obtidas resolvendo-se as seguintes equagdes normais:

i P%, =j.s., =i‘YT;é<‘)}

A(L+1) _ t=m-1

T )

t=m-1

,parai,j=12, .k

T k k : ~
Z Z-.. Z alnf(}’g stas:—1,~-~st—;;yt-laYt—Z:v--Yt—m-;a) g .Pé”.“’shm Y_f)e(l)}: 0,
t=m+1 st=1 st-m=1

onde o € o vetor # a menos das probabilidades de transicgo.

Note que, ja haviamos mencionado no final do capitulo anterior, um das implica¢des da
hipétese de ndo dependéncia entre os regimes € o fato de que, na expressdo dos estimadores
de maxima verossimilhanga dos pardmetros, as probabilidades suavizadas substituem as
probabilidades filtradas. Dai a necessidade de se desenvolver um algoritmo para o célculo
das primeiras, tal como foi feito na segio IT1.2.1.
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Analisaremos agora, alguns exemplos onde as expressdes acima s@o aplicadas na pratica.

Exemplo 1 - 2 regimes com p, # L,;6. #6,em=0.

Neste exemplo, y; € um processo no qual s; segue uma Cadeia de Markov de primeira ordem
composta de dois estados. A distribuicdo de y; condicionada a s, = j é assumida normal com

média 4 e varidncia o, para j € {12}. Estas, como sabemos, variam de acordo com s e,
por hipétese, nio h4 estrutura autorregressiva em y, Assim, temos o seguinte vetor de
pardmetros: 0 = {u,,uz,cf,ci,pu,pn}. Diferenciando o logaritmo da densidade
condicional de y; com relagio aos pardmetros, obtemos:

omf(y.ls;) _y.-u,
OM,; o]

, S8 =]

=0, caso contrario.
al’?f(Ytlsa;a) G? (Yt - lJ'j)2
= (), caso contrario.

Assim, com relag@o aos parametros |; € o, as equagdes normais tomam a seguinte forma:

T ~ (£41)
Yt—p" . 7"‘([}_
Z 6_2([431) P%t - J‘T:e‘ ) §= 0

t=1 3

T 6?(“1) B (yl _ ﬁgtﬂ))z

2,

=1 2 2

-P{s, - jlYT;é(‘)}: 0

Resolvendo-se as equagdes acima e, considerando-se também as expressoes relativas as
probabilidades de transigdo, apresentadas no inicio desta se¢fio, obtemos as expressdes finais
para os estimadores de maxima verossimilhanga deste exemplo:



Sobre este resultado ¢ importante notar que:

1) As expressdes obtidas para as médias e varidncias, |; e o°; respectivamente, sdo
semelhantes aquelas obtidas no capitulo anterior, quando expusemos o modelo de “Mistura
de Distribui¢des 1. I. D.”. Entretanto, apresentam uma diferencga bésica: as observagdes sdo
ponderadas agora pelas probabilidades suavizadas. Contudo, a estimagiio destes dois
pardmetros dentro de cada regime ainda pode ser encarada como uma média ponderada das

2 D -
observagdes (y, para ;e (y1 -1 j) para o) cujos pesos sio proporcionais a probabilidade
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suavizada de cada observag@o correspondente ter sido gerada dentro do regime em questo.

2) Nas expressdes dos estimadores para as probabilidades de transi¢do encontramos, no
numerador, as seguintes quantidades: P{st =15.,= llYT;é(’)}e P%t =284 = Z!YT;é(’)}.

Vale lembrar que as mesmas sio obtidas ao longo do algoritmo de calculo das

probabilidades suavizadas.
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3) A obtengdo dos valores numéricos finais relativos as estimativas de maxima
verossimilhanga segue o mesmo processo apresentado no capitulo anterior, o algoritmo EM.

. o s s . . o R 2 9
Assim, inicialmente introduzimos condi¢des iniciais para © :{pl,uz,cl,cl,pu, pzz}e,

calcula-se dai as probabilidades suavizadas. Estas ultimas sdo utilizadas nas expressdes de
maxima verossimilhanga para se obter o novo valor de 6. O processo segue até que, de
acordo com algum critério de convergéncia, os valores ndo sofram mais varia¢Oes
significativas a cada nova iteragao.

Exemplo 2 - k regimes com [, # 1, #...#4,;0;, =6, =..=c e m=0.

Neste caso y, segue um processo que se alterna em k diferentes regimes porém sem
apresentar estrutura dinidmica autorregressiva. No entanto, os regimes sdo diferenciados
apenas pelas médias possuindo, em compensagdo, varidncias idénticas.

De acordo com estas suposi¢des, teremos:

6lnf(yt|s,;a) YTy s
=——,8e8=]

ou; C;

=0, caso contrario.

(Yt " “j)z

ot Wl
2 p o8l

oinf(y Js;)
&32

O que produz para os estimadores de maxima verossimilhanga para as médias e variancia:

Para as probabilidades de transi¢io teremos:
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ipé —is ”_1!YT,€) }

pUtt) = 1= ,parai=12,.kj=1.2,. kI

T 1
> P, =i%;:0)
t=1 ]

Pa =1-DPy—-—Pa,y

Da mesma forma do exemplo anterior, os valores finais para as estimativas de maxima
verossimilhanga s&o obtidos segundo o algoritmo EM.

Exemplo 3 - k regimes com p, #p, #..#W,,0, =0, =..=06, =6~ € m#0 com

o, =0, £#.. %0, .

Neste caso permitimos uma dindmica autorregressiva de ordem m, sendo que os parimetros
que a caracterizam (média e coeficientes autorregressivos) variam de acordo com a
alterndncia entre os regimes. Somente a varidncia do termo aleatorio u, permanece constante

ao longo do processo.

Do que foi exposto acima, podemos escrever:

' - u“ +(¢l'st X yt_l) +(¢2'sl X Yt_z )'“+(¢m'5i X Yl—m) + ul >

onde u, possui uma distribuigdo normal com média 0 e varidncia 6°, constante ao longo do
processo.

Utilizando-se da nota¢3o matricial, podemos reescrever a expressdo acima como sendo:

vy, =2'B, +u,,onde:
1

(': (er[—ltyt—Z""IYt—m) e Bst = (us' r¢],5t 1¢2,§t )"'ld)m,st) .

Assim,

f(YI'sl’st—li'"'st—m?yt—l7yt—2""’yl-m;a):\/ﬁaexp 202
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Derivando-se a expressdo acima com relagéo aos parimetros que compdem o obtemos:

8llzf(y |St’ 8 15- ‘_m,y,_pyx_z,...,yt_m;(l) (Y( 'zt,Bj)'zt s
a}j = 5?2 >, S€5 =]

= 0, caso contrario.

2
alnf(y,|st,st_,,.‘.s,_m,y,_,,y,ﬁz,...,y,_m;a) o’ (yl_zt,Bst)

oo’ 2 2

Substituindo estes resultados nas expressoes relativas as equagdes normais, obtemos:

> v, -2B") 2 »f,

6_2;(t+1)

_ YT;é(‘)}=

t=m-+1

6.2'(1 1)

(T m) ZZ M pé _JIYT>9 5)}

t=m+1 j=1
Vale mencionar que as condigdes para a estimagdo das probabilidades de transigdo
continuam as mesmas.
O algoritmo EM de estimag@o deve, entdo, ser utilizado da seguinte forma:

1) Atribui-se um valor inicial para 6 e, calcula-se para cada j, as probabilidades suavizadas
para todo t, P{s‘ = jlYT;O}.

2) Novamente, para cada j, multiplicamos cada observagdo y, e o vetor Zt pela raiz
quadrada da probabilidade suavizada no instante t:

’it;j =Y VP{;: =jIYT;9=e 2Jt;j =% P t =j|YT;0

3) A regressdo de y,; sobre Z,; produz um vetor B; atualizado dos parimetros, para cada

j-
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4) Efetuando-se esta regressdo para todo j, obtemos (B,,8,, ..., B, ).

5) A estimativa atualizada para a varidncia ¢ ¢ obtida através da soma ao quadrado dos
residuos de cada uma das k regressdes acima:

&2 :i i (?t;j_zt;j' Bj)2

=1 t=m+1 T-m

6) Tendo em maos o valor atualizado de 0, o processo é repetido até atingirmos o valor
final para estimativa do vetor dos pardmetros, obedecendo algum critério de convergéncia.

V- Estimativas de Maxima Verossimilhan¢a Obtidas Numericamente

A utilizagdo do algoritmo EM na obtengdo dos valores relativos aos estimadores de maxima
verossimilhanga requer, como vimos, a derivagdo analitica destes ultimos. Uma vez obtidas
as expressOes dos estimadores, o processo iterativo pode ser aplicado mediante a introdugio
de conjuntos de valores iniciais para os pardmetros.

Entretanto, dependendo da estrutura do modelo a ser utilizado, a derivagio analitica das
expressdes relativas aos estimadores de méaxima verossimilhanga torna-se uma tarefa de
dificil solugdo, como por exemplo, quando introduzimos mudangas de regimes na
especificagdo da varidncia condicional em modelos do tipo ARCH. Nestes casos, surge a
necessidade de se encontrar uma forma alternativa de se obter as estimativas de maxima
verossimilhanga para os parametros. Assim, métodos numéricos sdo utilizados como forma
alternativa de se conseguir encontrar estas estimativas.

De qualquer forma, o que queremos encontrar € o valor de O que maximiza
-f(YT’YT—l’“-ryl;e)-

Desenvolvendo-se a expressdo acima, temos:

f(yT’YT—l""!YI’.e):f(YT| YT~]""7YI"9)'f(YT—]’ YT—z»-'~’Y1;9)'---'f(Y1"9)

E, aplicando-se o logaritmo natural em ambos os membros:

lnf(YT’YT—]"")Y];e): lnf(YTI YT~1x---vYI;9)+1”f(YT—1, YT—zx---xYIw'9)+--+lnf()'1;9)a ou
seja:



30

T
f (y2,Y110-91:0) = 2 Inf (v,] ¥oarerery1:0)
t=1

Portanto, queremos encontrar 6 que torna maximo o valor deste ultimo somatoério, cujas
parcelas representam o logaritmo da densidade condicional de y, dadas as observagdes
passadas desde o instante 1 até o instante t-1.

Entretanto, este logaritmo da densidade condicional é um subproduto do algoritmo de
célculo das probabilidades filtradas, conforme foi exposto na se¢do I11.1.2.. Assim, a tarefa
que nos resta € soma-los e, utilizando-se algum método de otimizagdo numérica (no caso
estaremos utilizando o método BHHH), encontrar os valores dos pardmetros que
maximizam esta soma.

Desta forma, o procedimento para o calculo da log-verossimilhanga pode ser descrito em 4
etapas, conforme descrito por Hamilton (1989):

Etapa 1 - Tomando-se inicialmente as k™' quantidades p(s,,s‘_l,...,s,_m}Yl,G), calculamos

as k™7 expressoes:

p(sm,s,,s,_l,...,st_m‘YlB) =p,, X p(st,st_,,...,s‘_m'Y'B)

T4

Etapa 2 - Multiplicamos as k™" quantidades obtidas acima por

f(yt+1

Yoo Yot Y imme1sSt15 Sttt re+er Stomet ;9) para obtermos:

P(Sm:s: Seasees Sms Yn+1‘Y.'e) = f(Yt+1 |Y: Yt Y emis St S S Simn ;9) 5
X p(sm,s‘,s,_l,...,s,_mlY‘ ;9)

Etapa 3 - Obtemos a densidade condicional de y.; somando-se:

kK k
f(YHI Yt;e): Z‘ZI ZP(SHI'Sl’st—]""’st—m’YHI Yt-e)
Spp1=1 0t S )

Etapa 4 - Somamos para os k possiveis valores de s., as quantidades obtidas na etapa 2 e as
dividimos pela densidade condicional encontrada na etapa 3 e obtemos as k™" quantidades:

Y,0)

k
ZP(SHL],S‘ ’Stfl""’st—m’thLl

. S{_m =1
p(st+1 ’ St ’ St—l vty Sl~m+1 ‘Yp,]’e) -

f(Yt+1 Yl ’.9)
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Ao final desta quarta etapa obtemos as quantidades que servirdo de inicio para a iteragdo do
proximo instante.

Desta forma, executando-se este procedimento para t = {1,2,...,T}, encontramos para um
valor de 0 fixado, a log-verossimilhanga do modelo. A parti dai, utilizando-se métodos de
otimizagdo numérica, como por exemplo o método BHHH, podemos encontrar o valor de
0 que maximiza a log-verossimilhanga do modelo.

VI- Exemplo 1: Retorno Diario dos Titulos de 30 anos do Tesouro Norte-Americano

Depois de ter apresentado o arcabougo tedrico dos modelos de mudangas de regimes ao
longo das seg¢des II a V, iremos agora ver como estes modelos funcionam na pratica e, desta
forma compararemos seu desempenho como modelos que seriam naturalmente ajustados a
série temporal em questdo caso tivéssemos tratado-a como um processo linear, ou seja,
utilizando-se o enfoque tradicional de séries temporais.

Com o proposito de ilustrarmos a utilizagdo da metodologia apresentada neste trabalho,
abordaremos inicialmente o caso em que a série temporal em estudo ndo possui uma
caracteristica autorregressiva. Segundo a notagdo desenvolvida neste capitulo, estamos
tratando do caso onde m = 0. Este caso € freqiientemente encontrado quando queremos
modelar retornos diarios de ativos financeiros, ao invés de seus respectivos pregos, ja que
na maioria das vezes, as fungdes de autocorrelagdo e autocorrelagdo parcial amostrais ndo
acusam estrutura autorregressiva.

Tomaremos entdo como um primeiro exemplo a série dos retornos diarios, calculados em
regime de capitalizagdo continua, do pre¢go no mercado futuro dos titulos de 30 anos do
Tesouro dos EUA, durante 03/01/1990 a 24/01/1997, totalizando 1778 observagdes. Assim,
o retorno no instante t ¢ dado por:

y, =X, -hX,
Onde X; € o preco do referido titulo no instante t.

As Fig. 2.1 e Fig. 2.2 abaixo apresentam a evolugio temporal dos pregos do titulo (X;) e dos
respectivos retornos diarios (yy).
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Fig. 2.1
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FIG. 2.1 - SERIE DOS PRECOS DE FECHAMENTO DIARIOS DOS T-BONDS 30 ANOS

Fig. 2.2
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FIG. 2.2. - RETORNOS DIARIOS - T-BONDS 30 ANOS

Olhando para a evolugdo de X; notamos que, inicialmente, os pregos do titulo vinham
evoluindo numa trajetoria declinante, até setembro de 1990, quando passaram a apresentar
uma tendéncia ascendente. Esta permaneceu até o inicio do segundo semestre de 1993,
momento em que novamente observamos um recuo nos pregos que prevaleceu até o final de
1994. Dai em diante, os pregos tornaram novamente a subir, movimento que prevaleceu até
o inicio de 1996, quando uma tendéncia de queda novamente se formou, porém de pouca
duragdo na medida em que a partir do segundo semestre de 1996, os pregos parecem ter
reiniciado uma trajetéria de elevagio.

Em casos como este, onde nos deparamos com reversdes de tendéncias, nosso interesse em
aplicar os modelos de mudangas de regimes é o de justamente poder identificar estas
reversOes, diminuindo consideravelmente o erro de predigdo. Assim, podemos definir a
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existéncia de dois regimes, um para o qual predomina a tendéncia ascendente (regime 1) e
outro para o qual prevalece a tendéncia declinante dos pregos (regime 2). Além disto, € de
se supor que no regime 1 haja uma incidéncia maior dos retornos diarios positivos enquanto
que no regime 2, os retornos negativos deverdo ocorrer com maior freqiiéncia.

Outra caracteristica que pode ser incorporada nos modelos de mudangas de regimes € o
proprio processo de alternincia entre eles. Como podemos perceber pelo grafico de X, (Fig.
2.1), aparentemente identificamos 6 reversdes de tendéncias (mudangas de regimes) em
pouco mais de 7 anos de observagdes. Ou seja, as mudangas ocorrem mas as tendéncias ndo
sdo de pequena duragio. Desta forma, ao modelar as mudangas de regimes por uma Cadeia
de Markov, é de se esperar que as probabilidades de transigdo relativas & permanéncia
dentro do regime (pi1, Px,...) sejam elevadas. Por outro lado, ndo precisam ser
necessariamente idénticas: é possivel que, embora haja a presenca de dois ou mais regimes
governando a evolugdo da série, um ou mais deles prevalecam sobre os demais.

Assim, pelo sua maior flexibilidade e na medida em que permitem incorporar caracteristicas
fundamentais das séries financeiras em sua especificagio, os modelos de mudangas de
regimes, a primeira vista, devem fornecer proje¢des com erros menores que os modelos
lineares tradicionais.

Feito este pequeno comentério, retornaremos ao nosso exemplo em questdo. Pelo que foi
exposto acima, parece-nos adequado tratar a série dos retornos como sendo governada por
dois regimes: regime 1 para tendéncias de alta, caracterizadas pela ocorréncia com maior
freqiiéncia de retornos diarios positivos e regime 2 para tendéncias de baixa, caracterizadas
pela ocorréncia com maior freqiiéncia de retornos diarios negativos. Além disto, a transi¢do
entre os regimes é dada por uma Cadeia de Markov de primeira ordem. Assumindo, entéo,
normalidade temos:

Ynlst =]~ N(“lvclz)
Yt|st =2~ N(U'2ro-i)
5 = ]lsvl = 1} =Pu

5 = zlsl—l = 1} =1-py,

{

Pls, = 2., =2} =py,
{
{

8¢ = llst-l = 2} =1-py
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Utilizando-se a medida invariante da Cadeia de Markov como distribuigido do estado inicial,
temos:

1-py
Pis. =1¢= =
{S] } (l_pu)"’(l_pzz) o

1-py
- p11)+(1_ P

Pfs, =2} = 0

):l—n1

Neste caso, o vetor de pardmetros a ser estimado € composto por:

0= {ul,uz,cf,ci,p,l,pn}

E, na auséncia de dindmica autorregressiva, os estimadores de maxima verossimilhanga s3o
obtidos utilizando-se as expressdes desenvolvidas no exemplo 1 da segdo IV, quais sejam:

T

>y, -P{i. = j‘YT;é(’)}

l’l(-lﬂ) _ = ;j =12

ipg: =18, ;= I‘YT;é(‘)}

Ale+1) _ =1

pl] T n
Zpét-l = llYT;O(t)}
=1
T ~
Z:Pét =2,5,, = 2|YT;9(')}
A(e41) _ 1=1
Py =

ip{s‘_, = ZIYT;é(‘)}
t=1

A Tabela 2.1 a seguir apresenta os resultados alcangados, comparando com as estimativas
que seriam obtidas se o modelo utilizado tivesse sido:
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y, =H+u,
Com u, ~ N(O,cz) e Cov(u, us) = 0, para qualquer t #s.

Tabela 2.1 - Modelos Alternativos para a Série dos T-Bonds 30 anos

PARAMETRO HAMILTON RANDOM WALK
m - 1.76 x 10™
(1.36x10™
m 587x10™ -
(1.82x 10
o -4.60x 10" -
(2.98 x 10™)
o - 3.28x 107
(1.10x 10%)
o1 2.46x 107 -
(143 x10°)
o, 4.50x 10” -
(2.75x 10°)
pPu 0.9910 =
(0.0045)
P22 0.9867 -
(0.0067)

Log Verossimilhanca 6679.06 665541
Teste LR 473 -
[valor-p] [0.000]

AIC -13346.1 -13306.8
SC -13313.2 -13295.9

Dos resultados obtidos, algumas consideragdes podem ser feitas:

1) O modelo de mudangas de regimes se ajusta melhor ao conjunto de dados quando
comparado com o modelo de passeio aleatério, o qual seria ajustado se tivéssemos
considerado apenas a classe dos modelos puramente lineares. Isto se evidencia quando
comparamos o AIC e o SC dos dois modelos, uma vez que para o modelos de alternancia de
regimes tanto o AIC quanto o SC sdo menores que os obtidos para o modelo alternativo de
passeio aleatorio. Adicionalmente, o teste de razdo das verossimilhangas rejeita a hipotese
nula de passeio aleatorio em favor do modelo de mudangas de regimes.

2) A parametrizagdo do modelo em dois regimes - tendéncia de alta, caracterizada por uma
predominancia de retornos diarios positivos; tendéncia de baixa, na qual a incidéncia de
retornos diarios negativos € maior - parece ser bastante adequada e coerente com nossas
suposi¢des iniciais. De fato, o retorno médio do regime 1 é positivo enquanto que o do
regime 2 ¢ negativo. Além disto, como podemos observar, as varidncias dos regimes sdo
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bastante diferentes: a do regime 2 é quase o dobro daquela estimada para o regime 1. Isto
sugere que o movimento da taxa de juros € mais abrupto quando estas sobem (vale lembrar
que a taxa de juros e o prego do titulo variam no sentido inverso) do que quando caem. O
que, de certa forma. € coerente com a experiéncia econdmica: as autoridades monetarias
quando promovem elevagdes dos juros visando, entre outras coisas, conter um crescimento
excessivo da demanda agregada na economia, costumam fazé-lo “once for all”. Entretanto,
sempre que a trajetoria € declinante, esta costuma ser bem mais suave. Assim, as distintas
varidncias estimadas para ambos os regimes ja sugerem uma assimetria na evolugdo da série
temporal, fato que os modelos lineares tradicionais ndo consideram.

3) Outra maneira de se visualizar esta assimetria € olharmos para as estimativas referentes as
probabilidades de transi¢do da Cadeia de Markov. Vemos que, ambos os regimes possuem
uma persisténcia bastante elevada: a probabilidade de permanecermos no regime 1 no
instante t dado que no instante t-1 estavamos neste mesmo regime é de 99.10% enquanto
que a probabilidade de permanecermos no regime 2 no instante t dado que no instante t-1
estivamos neste mesmo regime € de 98.67%. Assim, o tempo médio de permanéncia no
regime 1 é maior que no regime 2:

Ti= A = . =111 dias uteis
l-pn 1-09910
1 1 ..
T2 =75 dias uteis

“1-pn  1-09867

4) Como suspeitavamos, as mudangas de regimes ndo ocorrem com muita freqiiéncia. Uma
forma de se visualizar esta caracteristica € constatar as elevadas probabilidades de transi¢do
da Cadeia de Markov quando estas se referem a permanéncia dentro do regime, tal como foi
exposto acima. Porém, podemos constatar este fato tomando-se a evolugio das
probabilidades suavizadas, conforme Fig. 2.3 a seguir.
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Fig. 2.3
Prob. Suavizada - Regime de Alta

120 1,0
+ 0,9
110 + - 0,8
- 0,7
o2
100 | ‘ +06 >
o 105§
90 4 L 0,4 a-“_'
. 0,3
80 | . 0,2
+ 0,1
70 B BB e S e e T R P S s s e AN 5 5175 S R s J - 0,0
o O 8 O « » ™ ON N N M O O % ¥ ¥ 0 0 8 © © O
0o D D DD OO O o 9 O
T I 3 A T3 A AR - O K<~ 00 0N 0 A AU B &
9 89 £ 9090 < 09 - 9gg o989 <= &8 8
O 9 M O O O ¥ «— B 0 0 §F & F 0 § «- @& N 0O F N~
O ® N v v~ O O M NN v v -~ O O N N N - ~ O O
FIG. 2.3 - PROBABILIDADE SUAVIZADA DE OCORRENCIA DO REGIME DE ALTA

A Fig. 2.3 mostra a evolugdo da probabilidade suavizada de nos encontrarmos no regime 1.
Se considerassemos como critério para identificar as mudangas de regimes o cruzamento no
ponto de 50%, seja de baixo para cima ou de cima para baixo, da linha evolutéria da
probabilidade suavizada, teriamos entfio identificado 6 tendéncias de alta e 6 de baixa. Ou
seja, a0 longo dos 1785 dias iteis de observagdes, a nossa série teria realizado 12 mudangas
de regimes, uma a cada 149 dias uteis em média, o que daria um tempo médio de 7 meses
para cada regime (cada més em média possui 21 dias tteis).

5) Por fim, 0 modelo de mudangas de regimes reduz significativamente o erro de predigdo.
Para tanto, devemos neste ponto, derivar sua equagio de predi¢io, calcular os erros a
horizontes de predigdo determinados e comparé-los com os obtidos pelo ajuste do modelo
de passeio aleatdrio.

Queremos, entdo, calcular:

E[y el 91] = [ Ven - F(Tenlyire v By = f}kf].yt+h (TS = Y ereees V2 )Yy =
=

= IgYHH 'f(yprh

Sun = j,yu---,yl)xP{sHh = jlyt,Y._p---,yl}dth =

Invertendo o sinal da integragdo com o somatério, obtemos:

k
E[yuhiypyt_p---,yl]: _Z]P{SH., = jlyt,Y._p---,y,} %[ Yeon S (ol = DY oYY )Y
F

Sion = j’Yt’Yt—ll""Yl] X P{Sl+h = jlyt’yt—l""YI}

k
= Z E[Yt+h
=



Pelas hipoteses iniciais do modelo, temos que:

E[yl+h St+n = j’Yt’Yt—l""’YI] - E[y“'h Sten = J] —H

Entdo, chegamos a:

E[ym, yt,yt-l,---,y1]= Zk;E[th Sin = j] X P{Sm: 5 jlyuyl_pm,yl}
=

Como, porém, neste exemplo k = 2 pois existem apenas 2 regimes, ento:

E[ym,lyt ,yH,-.-.yl] = Zzl:uj x P{sm, =ily, ,y._p---,yl} =
=

=W XP{SM = lly.,y,_p---,yl}wz X(1~P{S.+h =1y Y

=H, +(u1 _”2)XP{S‘“‘ - lly“y‘—l’m’m}

Note agora que:

P{Sl+h = llyt’Yl—l""’yl} = i}P{Sl+h = I’St+h_] = j|yt’YIfl""’YI} =
F

P{St+h = llst+h4 = j:YtJYt—l""’yl}x P{SHh—l = jlYt’Yt—l""’YI} =

™Mo

I
—

J

=22:P{St+h = llst+h—1 =j}x P{S:+h—l = jlYt,Yt~1’~‘-’Y1}=

j=1
=Pu X P{st+h—1 = IIY1 ’Yl—l""’YI}+ P21 X P{St+h—l = 2|Yt »Yt—l:---rY1} =
=Pn X P{st+h—1 = 1|yt’Yt—1"“!YI}+(1 - P22) X (1 - P{St+h—l = IIYI’Yt—lr'"!YI}) =

= (—1+P11 +Pzz) X P{Sl+h—l = 1|Y1»Yt~p-~»)’1}+(1 - pzz)

Substituindo-se na equag@o de predi¢do, obtemos:
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E[Y1+h IYt ’Yt—l""’YI] = U2 +(P-1 - llz) X [(_ 1+py; + pzz) X P{St+h—1 = IIYt’yt— 1’---’Y1}+(1 - pzz)]

-
1—

=H, +(U1 _U-z)x (“1+p11 +p22)XP{St+h—1 = IIYI’Yt—l""’yl}+ (ZEp pizg

11 22

=Hz +(P1 —P-z) X :("1+I311 + p22)XP{Sl+h—l = 1'Y1:Yt—1,---:Y1}_7‘1 X(—1—1+P11 +P22)]

EETH (TRRTIY I {nl (14 Dy +03a) %[ Pfsians = Wyoyiri} - nll}

Finalmente, por indugdo pode-se demonstrar que:

E[thlyl ,yt_l,...,yl] =y (1 — 1y % {nl o(=14py +pp) [P{st = 1|yt,yl_1,...,y1}— n,]}
De fato, fazendo para h= 1, obtemos:

E[Y otV Yoorseeos ¥ | = o + (1 — 13) % {n, (14D +0) X[Pfsi = oYy ) - n,]}

Assumindo que a equacgdo genérica € valida para o horizonte de previsdo h, precisamos
mostrar que a expressao também € valida para o horizonte h + 1. Para tanto, escrevemos:

2
Bl s Togeme¥a ] = By % Bl = I ¥ )=
1

=1y X P{Sn = Y0 Yerrn Vi) i X (1= Pl = Iy ¥y }) =

=H, +(U1 - Hz) X P{St+h+1 = 1'Y:»Y:—1’---rY1}
Mas, por outro lado:
2 .
| SCTRES RIS £ 2 S CIRES ENES AR A £
=1

J

Spn = j’Y1’Yt—l""’YI} XP{Sl+h = jIY:rYH’""YI}:

2
= ZP{Sl+h+l = 1

=Pn XP{st+h = 1|Yl’Yt—]""’Y1}+p21 XP{St+h :zlyt’y!—l""’YI}:
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=Pn X P{St+h = 1|Yt’YI—]""’Yl}+(1_ pzz) X (1 -P{th = IIYI’Yt—]"”’YI}) =

= (14 Py +P2) XSy =1y 0¥ e} + (1 Do)
Isto faz com que:
12 O R EESTRE (TRETH B {(—1 + Py +P2) X P,y =1y ey J+(1- pzz)}
@2.V.1)

Mas pela hipotese indutiva:

E 3 ¥ g soes —
P{Sm. = IIYt’Yt—l’-.’yl} = [S‘”IYtHYt_IH YI] Ha _
1 2

B 293 +(“1 "“2) X {Tt, +(_1+p11 ""pzz)ll X[P{St = IIYUYl—lr”"YI}_n:l]}—u'2
(lJ-l “Uz)

h
= {7‘:1 +(—1 + Py F pzz) X [P{st = lly,,y,_l,...,yl}— nll}
Substituindo esta ultima igualdade em (2.V.I) e rearranjando os termos obtemos:

E[Yt+h+l|yt""’YI] =R, +(""’1 - P'z) X {7‘1 “(_1 + Pyt pzz)h+] X [P{St = IIY“""YI}_nll}
(c.q.d)

A expressdo acima representa, portanto, a equagdo de predi¢do para os retornos diarios,
calculados sob o regime de capitalizagdo continua, do prego no mercado futuro dos titulos
de longo prazo do tesouro norte-americano.

Denominemos, agora, E[yt +h Iyt ,yt_l,...,y]] = ¥ y4np - S€ estivermos interessados em projetar
a evolugdo do prego dos titulos, ou seja, X;, teremos entdo:

Xisht = exp{ln Xy + §’1+1|t + 91+2n +“'+9t+h]1}

A Tabela 2.2. informa os erros quadraticos totais de predigdo calculados para os modelos
de mudangas de regime e passeio aleatério, em horizontes de predi¢go (h) variando de 1 a
20 dias uteis. Além disto, a Tabela 2.2 expde o ganho em termos de redugio percentual no
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erro quadratico total do modelo de mudangas de regimes comparativamente ao modelo
linear de passeio aleatorio. Vale lembrar que, para este ultimo, a equagdo de predigio ¢é:

X4np = exp{lnxt +h x ?}, onde y = y?t
1

1=

Tabela 2.2 - Erros Quadraticos de Proje¢do dos Modelos para o T-Bond 30 Anos

Horizonte (h) Mudangas de Passeio Aleatorio Ganho em %
Regimes
1 548.6 5495 0.16%
2 1107.3 1110.5 0.29%
3 1668.7 1675.5 0.40%
4 2200.7 22127 0.54%
5 2661.1 2681.1 0.75%
6 3114.1 3143.7 0.94%
7 3489.7 3536.5 1.32%
8 3907.8 3973.3 1.65%
9 4304 .4 4396.7 2.10%
10 4648.1 4779.2 2.74%
11 5023 .4 5192.7 3.26%
12 54419 5648.1 3.65%
13 5864.7 6109.7 4.01%
14 6347.1 6626.0 4.21%
15 6849.6 7165.2 4.41%
16 7404.9 7759.0 4.56%
17 7947 .4 8339.9 4.711%
18 8509.9 8940.0 4.81%
19 9028 .4 9501.4 4.98%
20 9536.1 10056.6 5.18%

Assim, notamos que a utilizagdo do modelo de mudangas de regimes neste exemplo tende a
melhorar o erro de predigdo, comparativamente ao modelo linear tradicional que seria
ajustado a série em questdo. Além disto, 4 medida em que se amplia o horizonte de projegio
a superioridade do modelo n#o linear evidencia-se ainda mais.

VII- Exemplo 2: Spread Diario Entre Dois Titulos Da Divida Externa Brasileira

Apresentaremos agora, um exemplo de como os modelos de mudangas de regimes se
aplicam em situagdes em que a série temporal em questio possui uma dindmica
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autorregressiva. Para tanto, nos utilizaremos do “spread” diario entre dois titulos da divida
externa brasileira, o C-Bond e o Par-Bond.

Por “spread” dirio entendemos como sendo o quociente entre os pregos de mercado,
apurados no fechamento dos mesmos, dos respectivos titulos. Assim se ¢; é o prego de
mercado apurado no fechamento do C-Bond no instante (dia) t e se p; é o prego de mercado
apurado no fechamento do Par-Bond no instante (dia) t, entdo o “spread” neste dia é dado
por:

Cy
Yi =
' D¢

A Fig. 2.4 a seguir mostra a evolugio do “spread” y; durante o periodo compreendido entre
21/01/94 e 25/03/96, perfazendo um total de 488 observagdes.

Fig 2.4
Evolucdo do Spread Diario
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FIG. 2.4 - SERIE DE “SPREAD” DE FECHAMENTO DIARIO ENTRE O C-BOND E O PAR-BOND

Como podemos perceber pela Fig. 2.4, hi uma tendéncia do “spread” oscilar em torno de
um nivel médio, porém apresentando uma dindmica autorregressiva, na medida em que os
afastamentos e os retornos ao nivel médio da série ocorrem através de mini-tendéncias.

Esta caracteristica de existir um nivel médio “atrator” deriva da propria natureza dos dois
titulos, uma vez que os fatores que promovem alteragdes em seus respectivos pregos de
mercado sdo geralmente comuns (nivel da taxa internacional de juros, expectativas de
desvalorizagdo cambial interna, risco-pais, etc.).

Entretanto, percebe-se também que quando ocorre um afastamento tanto para baixo como
para cima do nivel médio, o “spread” tende a oscilar em torno de novos niveis inferiores /
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superiores, embora numa duragdo menor, antes de iniciar seu retorno ao nivel médio global
da série. Assim, aparentemente fica caracterizada a existéncia de 3 regimes diferentes:

- O primeiro seria quando a série estivesse oscilando num patamar inferior ao nivel médio
global da série, sendo este de pequena duragio;

- O segundo seria caracterizado por oscilagdes ao redor do nivel médio global da série,
sendo este o de maior duragéo;

- O terceiro quando as oscilagdes estivesse ao redor de um patamar superior ao nivel médio
global, sendo também de duragio pequena.

Adicionalmente, poderiamos supor que a transi¢do entre os regimes seguisse uma Cadeia de
Markov e, mais ainda, que o coeficiente autorregressivo dos 3 regimes fossem diferentes.

Isto posto, podemos escrever o modelo acima descrito da seguinte forma:

(y1 - pst) = d)st X (Yt-—] - ust_l) +u,, onde u, ~ N(O;cz) e s, €{1,2,3}para todo t
Além disto, temos as seguintes probabilidades de transi¢io:

P{sl = llst_, = 1} =Pu P{st = 1|sH = 2} =Pa P{st = 1|st_1 = 3} =Py
P{SI = 2131-1 = 1} =P P{St = 2|31—1 = 2} =P2n P{St = 2|St—1 = 3} = P32

P{St = 3lsl—1 = 1} = P13 P{St = 3|St—1 = 2} =P P{St = 3|St—l = 3} =P
Vale lembrar ainda que, dadas as propriedades das probabilidades de transi¢io:
Piit Pz Pz =1 P21 + P2 +P3 =1 P31 +P3; + P33 =1

Devido ao elevado nimero de parametros a serem estimados (13 no total) e sabendo-se da
complicagdes introduzidas pela dindmica autorregressiva na obtencdo analitica dos
estimadores de méaxima verossimilhanga, optaremos pelo métodos numérico de estimagio
dos parametros, aplicando-se o algoritmo descrito na se¢iio V.

Testaremos o modelo acima descrito em duas versdes: a primeira onde o coeficiente
autorregressivo € 0 mesmo para os diferentes regimes, ou seja, ¢, = ¢,Vs, . Desta maneira,
t

reduzimos de 13 para 11 o numero de pardmetros a serem estimados. A segunda versio é a
que explicitamos nos paragrafos anteriores: o coeficiente autorregressivo também varia
conforme os regimes. Chamaremos a primeira versdo de SW(3,1) e a segunda versdo de
SW(@3,3).
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Os resultados assim obtidos serdo comparados com aqueles que seriam gerados utilizando o
modelo linear classico para este caso, ou seja:

(yt - u) =¢ x(yt_l — u)+ u,, onde u, ~ N(O;o-z)_

A Tabela 2.3 a seguir apresenta os resultados obtidos para os dois modelos em questdo:
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Tabela 2.3 - Modelos Alternativos para o Spread entre os Titulos da Divida Externa
Brasileira

SW (3,1) SW (3,3) AR(1)
n - - 1.1174
(0.0239)
L 1.0677 1.0358 -
(0.0290) (0.0068)
U2 1.1043 1.0771 -
(0.0291) (0.0073)
L3 1.1439 1.1311 -
(0.0293) (0.0162)
() 0.983 - 0.965
(0.0095) (0.0137)
¢ - 0.6945 -
(0.0444)
Oz - 0.9977 -
(0.0075)
03 - 0.4994 -
(0.4312)
c 0.0108 0.0113 0.0174
(0.0004) (0.0003) (0.0003)
P 0.3785 0.4582 -
(0.1203) (0.1389)
P12 0.5135 0.5078 -
(0.1268) (0.1607)
P21 0.0639 0.0366 -
(0.0217) (0.0106)
P2 0.9215 0.9634 -
(0.0263) (0.0438)
P31 0.0164 0 -
(0.0090)
P32 0.0089 0.1139 -
(0.0122) (0.1416)

Log Verossimilhanga 1391.8 1395.9 1289.1
Teste LR 205.4 213.6 -
[valor-p] [0.000] [0.000]

AIC -2761.6 -2765.8 -2572.2
SC -2715.6 -2711.4 -2559.6

Conforme os resultados obtidos, 0 modelo autorregressivo com alternincia de regimes
ajusta-se melhor ao conjunto de dados da série temporal analisada, uma vez que os critérios
de ajuste AIC e SC geram valores menores para estes modelos. O teste das razdes de
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verossimilhanga também apontam nesta diregdo, rejeitando a hipotese nula de passeio
aleatorio.

No entanto, os elevados desvios padrdes associados aos pardmetros referentes ao estado 3,
tanto nas probabilidades de transi¢do quanto no coeficiente autorregressivo sinalizam um

possivel superdimensionamento do modelo. Ou seja, que modelos autorregressivos com
transi¢des ocorrendo ndo em 3, mas em 2 regimes seriam mais adequados.

Assim, reduzindo de 3 para 2 o nimero dos possiveis regimes, construimos os seguintes
modelos:

a) AR(1) - SW(2,1):

(yt - ust) =¢x (yt_l — ust_l) +u, , onde u, ~ N(O;cz) €es, € {1,2} para todo t
Além disto, temos as seguintes probabilidades de transiggo:

P{s, =ty =1} =py, P{s, =25 =2} = p

b) AR(1) - SW(2,2):

(yt - ust) = (l)st X (yt_, - ust_l) +u,, onde u, ~ N(O;cz) e s, €{1,2}para todo t
As probabilidades de transi¢do, sdo semelhantes ao do modelo anterior.

P{st = llst_1 = 1} = Py3 P{st = 2|st_l = 2} =P

As Tabelas 2.4 € 2.5 em seguida, apresentam as estimativas para os parimetros dos modelos
acima descritos e efetuam a comparagio com os modelos anteriormente ajustados.
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Tabela 2.4 - Ajuste dos Modelos de 2 Regimes para o Spread entre os Titulos da Divida
Externa Brasileira

Parametro SW (2,1) SW (2,2)
w 1.0753 1.0392
(0.0310) (0.0064)
L2 1.1231 1.0814
(0.0311) (0.0070)
) 0.982 -
(0.0098)

Y - 0.6917
(0.0443)

b, - 0.9964
(0.0082)

c 0.0122 0.0116
(0.0003) (0.0004)

Pu 0.4398 0.4523
(0.0914) (0.1052)

P22 0.9647 0.9624
(0.0104) (0.0102)

Log Verossimilhanga 1371.5 1392.0

Teste LR 164.8 205.8
[valor-p] [0.000] [0.000]
AIC -2731.0 -2770.0
SC -2705.8 -2740.6

Tabela 2.5 - Critérios de Selegdo de Modelos para o Spread entre os Titulos da Divida
Externa Brasileira

Modelo Log-Verossimilhanga | N° de parametros | AIC SC
AR(1) - SW(2,1) 1371.5 6 -2731.0 [ -2705.8
AR(1) - SW(2,2) 1392.0 7 -2770.0 | -2740.6
AR(1) - SW(3,1) 1391.8 11 2761.6 | -2715.6
AR(1) - SW(3,3) 1395.9 13 -2765.8|-2711.4
AR(1) 1289.1 3 -2572.2 | -2559.6

Fica evidenciado, novamente, que os modelos de mudanga de regimes produzem um ajuste
mais adequado a série temporal, comparativamente aos modelos tradicionais. No exemplo
em estudo, tanto os modelos de alternincia entre dois como em trés regimes possuem AIC e
SC menores que o ajuste produzido através de um modelo autorregressivo de primeira
ordem sem alternancia de regime.
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Observando-se o AIC e o SC dos modelos alternativos, a escolha recai sobre o modelo
AR(1)-SW(2,2), uma vez que para este modelo os valores relativos ao AIC e SC sdo
menores que os demais. Isto confirma a nossa suspeita levantada anteriormente de um
provavel superdimensionamento ao ajustarmos os modelos de 3 regimes para a série do
“spread”.

A Fig. 2.5 a seguir explicita a relagdo entre a série temporal e a probabilidade suavizada de
ocorréncia do regime 1, o de menor freqiiéncia de acordo com as estimativas, associado a
um nivel médio inferior.

Fig 2.5
Spread (y,) e Prob. Suavizada - Regime 1
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FIG. 2.5 - SPREAD E PROBABILIDADE SUAVIZADA DE OCORRENCIA DO REGIME 1

Através dos resultados obtidos neste exemplo, algumas consideragdes adicionais merecem
ser feitas:

1) Da mesma forma que encontramos quando analisamos o exemplo dos titulos de 30 anos
do tesouro norte-americano, o “spread” entre os titulos da divida externa brasileira em
questdo possuem um carater assimétrico. Assim, na maior parte do tempo, conforme mostra
a Fig. 2.5, o regime 2 ¢ predominante, o qual ¢ caracterizado pela seguinte expressdo:

(v, —10814) = 09964 x (y,_, — 1.0814) -+,

De fato, os dados indicam que em 93% das vezes a probabilidade de nos encontrarmos no
regime 2 supera os 50%.

A ocorréncia do regime 1, dado pela expressao
(yt —-1.03 92) =0.6917 x (yt_1 -1.03 92) +u,, restringe-se a momentos esporadicos,
associados com quedas bruscas no valor do “spread”.
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Outra maneira de se visualizar esta assimetria sdo as estimativas referentes as probabilidades
de transicdo da Cadeia de Markov. Vemos que a probabilidade de permanecermos no
regime 1 no instante t dado que no instante t-1 estavamos neste mesmo regime € de 45.23%
enquanto que a probabilidade de permanecermos no regime 2 no instante t dado que no
instante t-1 estavamos neste mesmo regime € de 96.24%. Assim, o tempo médio de
permanéncia no regime 2 é bem maior que no regime 1:

1 1

Ti= =
I-pn 1-04523

=2 dias uteis

1
C1-p2  1-09624

T =27 dias uteis

2) As mudangas de regimes novamente ndo ocorrem com muita freqiiéncia. Diante do que
foi evidenciado, o regime 1 possui as caracteristicas de um caso excepcional. Por algum
motivo (mudangas bruscas no risco-pais, ou até mesmo a falta de liquidez em algum dos
papéis) o “spread” acaba se distanciando do seu ponto de equilibrio, gerando uma distorgao
no mercado. No entanto esta € corrigida de maneira rapida, uma vez que o tempo médio de
permanéncia neste regime ndo chega a 2 dias Uteis.

3) O modelo de mudangas de regimes reduz significativamente o erro de predi¢do. Para
tanto, devemos neste ponto, derivar sua equagdo de predigdo, calcular os erros a horizontes

de predicgdo e um passo e compara-los com os obtidos pelo ajuste do modelo
autorregressivo tradicional.

Nosso intuito €, calcular E[ym Iyt,yt_l,...,yl]para todo o instante t e, de posse destas
quantidades, calcular a soma dos erros quadraticos para ambos os modelos.

Para o caso do modelo AR(1) a equagdo de predigdo a um passo, largamente conhecida, é
dada por:

E[Yt+l|Yt:Y1—1:---’YI] =H +¢'(Y1 - l'l)

Ja para o modelo autorregressivo de primeira ordem com alternancia de regimes, a
derivacdo da equagdo de predigdo a um passo segue abaixo.

k
E[ymlypyt_p---,yl] = Iym 'f(Yt+1|)'u---’Y1)dYt+l = fym -Zl:f(ym,st = iIYt»"':Yl)dYHI =

k
= | ¥ -;f(ymlst =1,y Y1) PYSc = Y0y JdY
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Invertendo a ordem de integragao, obtemos:

k
E[yt+1|yt,yt_1,-~,y1]= ;Iym -f(ymlst =i,y1,--,y1)dyt+1-P{st = ilYu-“’y}}

k
Ou seja, E[YtﬂlYUYl—l!"tYI]: ZIE[YHl'St = i»Yts---’YI]'P{St :iIYt""'YI}

Por raciocinio analogo, ¢ possivel demonstrar que:

k
E[Yt+llsl = i’Yt’Yt—l""YI] = ZIE[YtHIStH =J,8 = i:Yt:---»YI]' P{St+l = j|st = i»Yt»---»yl}
=

Mas, por hipotese do nosso modelo P{st+1 = jlst =1y, ,...,y,} = Pjj

Assim, chegamos a express@o final:

k k
E[yt+1|yvyt_1,-~,y1]= Z[ZE[lesm =J:8 :i’Yt""»YI]'pij] -P{St = ilyt,yt_l,-.-,yl},

i=1 \ j=1
sendo que todas as quantidades envolvidas sdo conhecidas:

a) P{st = ilyl,yl_l,...,y, }é a inferéncia filtrada no instante t

b) p; € o elemento da i-ésima coluna e j-¢sima linha da matriz das probabilidades de
transicdo estimadas.

c) E[ymlsm =38 = i,yt,yt_l,--,y1]= wi+0; (v - 1)

Isto posto, resta-nos apresentar os erros quadraticos de predigdo associados a cada um dos
modelos, o que é dado pela Tabela 2.6 a seguir.

Tabela 2.6 - Erros de Projegdo a um Passo dos Modelos para “Spread”

Modelo Soma dos Erros Quadraticos
de Predigdo a um Passo
AR (1) 0.1446
AR(1) - SW (2,2) 0.1370
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Desta forma, o modelo autorregressivo com alternincia de regimes reduz em 5.3% o erro
médio de predigdo para o “spread” entre os titulos da divida externa brasileira, C-Bond e
Par-Bond, oferecendo um ajuste melhor a série temporal em relagio ao modelo
autorregressivo tradicional.

No proximo capitulo veremos como os modelos de alterndncia de regimes podem ser
também aplicados a séries temporais estacionarias cuja varidncia condicional ndo €
constante, hipdtese muito utilizada para se descrever o comportamento de séries financeiras.
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CAPITULO 3 - MUDANCAS DE REGIME EM VARIANCIAS CONDICIONAIS

I - Introdugédo

Como ja mencionamos anteriormente, nestas ultimas duas décadas os estatisticos t€ém
encontrado cada vez mais evidéncias de que séries temporais financeiras geralmente seguem
algum tipo de processo néo linear.

Dentre as causas que produziriam esta caracteristica a mais popular delas tem sido a
suposi¢do de que a varidncia condicional, ao contrario da varidncia ndo condicional, ndo €
constante ao longo do tempo. Esta idéia tomou corpo mais precisamente no inicio da década
de 80 a partir do trabalho de Engle (1982) sobre a inflagdo no Reino Unido, momento em
que foi apresentado pelo primeira vez o modelo ARCH. Desde entdo, a popularidade deste
modelo e suas mais diversas variantes cresceu assustadoramente, principalmente em
aplicagdes sobre séries financeiras onde as especificagdes do tipo ARCH oferecem um poder
de explicagdo muito superior aos modelos tradicionais de séries temporais.

Uma outra razio contribuiu para a difusdio dos modelos do tipo ARCH: o mercado de
opgdes. Uma opgdo de compra / venda é um titulo negociado no mercado financeiro que da
o direito ao seu portador o direito, ou a op¢do (dai a origem do nome), de comprar / vender
um determinado ativo financeiro (ativo-base) até/ou em uma data especifica (data de
exercicio ou prazo de maturidade) por um prego previamente estabelecido (pregco de
exercicio). Para obter este direito, o portador paga um prego ao adquirir a opgdo, € o
denominado prémio da opgéo.

Dada as caracteristicas e a flexibilidade deste titulo (a0 mesmo tempo sdo negociadas
opgdes de diferentes pregos e datas de exercicios) o investidor consegue estruturar uma
carteira de opgdes maximizando seu resultado dependendo das suas expectativas quanto a
evolugio futura do prego do ativo-base. Por exemplo, suponhamos que o pre¢o de uma
determinada agdio seja hoje de R$ 100,00 e se um investidor acredita que na data de
exercicio o prego desta agdo estara distante de R$ 100,00, ndo importa se seja acima ou
abaixo deste valor, o investidor entdo simultaneamente adquire hoje uma opgdo de compra e
uma opgdo de venda do ativo-base ambas ao prego de exercicio seja de R$ 100,00 e, desta
forma, o portfolio destas opgdes sera tal que quanto mais distante de R$ 100,00 estiver o
prego do ativo-base (agdo) na data de exercicio maior sera o retorno para o investidor.

A popularidade do mercado de opgdes cresceu fundamentalmente a partir de 1973 devido a
duas razdes: a criagio da Chicago Board Options Exchange (CBOE) e a publica¢do do
trabalho de Black & Scholes (1973), os quais desenvolveram o mais utilizado até hoje
método de calculo do prémio de opgdes, derivado da solugdo de uma equagdo diferencial
estocastica, cuja unica variavel desconhecida é a varidncia esperada dos retornos calculados



53

em regime de capitalizagio continua do prego do ativo-base (comumente conhecida como
volatilidade), do momento em que a opgdo € negociada até a data de exercicio. Ou seja, para
se precificar corretamente uma op¢@o, o investidor necessita de um modelo de proje¢do para
a variancia dos retornos do ativo-base, caso contrario corre o risco de pagar um prego
superior pela op¢do ou de vendé-la abaixo do prego justo.

Entretanto, o modelo de Black & Scholes pressupde que a varidncia seja uma fungdo
deterministica do tempo. Desta maneira, para se incorporar a hipotese de
heterocedasticidade, é necessario utilizar outros métodos de precificagdo de opgdes. Neste
sentido, o modelo binomial, que pode ser encontrado em Hull (1997), contemplando
varidncia ndo constante ¢ uma das alternativas para se precificar opgdes num ambiente em
que a volatilidade ¢ estocastica.

Neste ambito, os modelos ARCH, principalmente o GARCH (1,1) ainda sdo os mais
utilizados na proje¢do das volatilidades futuras, uma vez que sido de aplicagio relativamente
simples e, por permitir alteragdes na varidncia condicional, a0 mesmo tempo vdo de
encontro com a percep¢do dos investidores de que a volatilidade nem sempre parece
constante, pelo contrario.

Nas proximas se¢des deste capitulo, apresentaremos de maneira resumida o modelo
GARCH (p,q), suas principais caracteristicas, e como este pode ser incorporardo nos
modelos de mudancas markovianas de regime dentro da especificagdo da varidncia

condicional. Para tanto, veremos as abordagens de Cai (1994), de Hamilton & Susmel
(1994) e de Dueker (1997).

11 - O Modelo GARCH (p,q)

I1.1 - Defini¢des Basicas e Principais Resultados

Seja y, = p+u, um processo estocastico definido para os retornos diarios calculados em
regime de capitaliza¢@o continua de um ativo financeiro qualquer.

Suponha que u; seja governado por:
Lu=0t. Vi

onde (v;) é uma seqiiéncia i.i.d. com média zero e varidncia unitaria. Além disto, o; €
independente de v; para todo t.
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A variancia condicional de u,, representada por o2, ¢ especificada como sendo uma fungio

dos valores passados de u;e 7.

2 2 2
Gy = g(ut—l:ut—z’---’ct—l:O't—z»---)

Assumiremos que v; segue uma distribuigdo normal com média zero e varidncia unitaria e
que g(-) depende linearmente dos o anteriores e do quadrado das realizagbes passadas de u
conforme especificado abaixo:

9 p
2 2 2
ol =0o,+y o, ur,+Y B0
i=1 =1

A especificagio assim obtida acima é conhecida como GARCH (p,q), introduzida por
Bollerslev (1986). Quando p = 0, o processo transforma-se em ARCH (q).

Podemos rescrever a expressdo acima como sendo:
2 __ 2 2
G, =0, + (l(B)Jt +B(Bbx

Analogamente aos processos ARMA tradicionais, o processo {ui}serd estacionario se
of1) +B(1) <1 e tera como varidncia ndo-condicional:

Ay
Var(u, )= 1 a(1) - (1)

Desta forma, obtemos que a largamente utilizada especificagio GARCH (1,1) é dada por:

2 - 2 2 vV __ %
o, =0,+a,-u,, +p,-o,,com Var{u, “1—a —p
1P

11.2 - Persisténcia

A questdo da persisténcia em modelos GARCH esta intimamente ligada a equagdo de
projecdo da varidncia condicional.

Considere, por exemplo, o modelo GARCH (1,1), onde a expressdo da varidncia condicional
ol seja dada por:
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2 2 2
o, =, +0, u, +B, -0,

De acordo com as definicdes basicas dos modelos GARCH, podemos escrever para o
modelo GARCH (1,1):

2 _ 2 2 _ 2 -
E[UHm \ut+m—]’ut+m—2”"] - E[G tém " Vitm 'ul+m—l’ul+m—2 ] - E[Gﬁm ’ul+m—l'ul+m—2""] -

W

-
t+m-1"" t+m-2’

_ 2

= E[ao +0; Upym1 +B1 - Oima
=a,, +a, -Elu? +B, -Elo? =
=%ty Utem-1 ut+m—l 'ut+m—2"" 1 t+m-1 ut+m—]’ul+m—2 -

= ao + al - ut+m_1 + Bl ° E[ut+m—-1 lul+m—2’ut+m_3'm]

Tomando-se em ambos os membros as esperancas condicionais, obtemos:

2 _ 2 2
E[ul erlut,ut_l,ut_T...] =Qg+a,;- E[ut m1 \ut,ut_l,ut_2 ] +B;- E[utm_1 }ut,ul_l,ul_z,...]

2
=0+ (al + Bl) - E[u1+m_1 ‘ut ,ut_l,ut_2 ,]

Chamando entdo de o m|t @ Previsdo no horizonte m da varidncia condicional, da expressao

acima obtemos:

2 _ 2
Ciymit = %o +((11 +B1)'ct+m—l[t

Temos entdo que a previsdo no horizonte m da varidncia condicional segue um a equagéo a
diferengas finitas de primeira ordem, cujo parametro de decaimento d € igual a o, +f3;.
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Além disto € possivel mostrar que quando m tende ao infinito, ofml, converge para a

in . . (o7
variancia ndo-condicional do processo, Var(ut) =,

1—o; —B,

O principal problema que surge ¢ que, geralmente o pardmetro & ¢ muito proximo de 1. O
que significa dizer que nestes casos, qualquer alteragdo mais significativa da volatilidade
produzira efeitos ndo neglicenciaveis por um horizonte de tempo elevado, o que nem sempre
na pratica se verifica. Por exemplo, o “crash” em outubro de 1987 das bolsas norte-
americanas ou os efeitos nas bolsas latinas no final de 1994 em decorréncia da crise
mexicana provocou, repentinamente, uma elevagdo na volatilidade das agdes. Porém, o
tempo em que o mercado levou para se normalizar foi muito menor do que aqueles que
teoricamente apontavam os modelos GARCH para as variancias condicionais destes dois
momentos, devido ao pardmetro § ser muito proximo de 1.

Dai entdo a necessidade de se adotar um modelo que permita um ajuste mais rapido nas
varidncias condicionais apos a ocorréncias de grandes choques tais como os acima citados.
Uma hipétese plausivel para tal talvez seja a de que a natureza de grandes choques é
diferente daquela dos pequenos choques. Assim, um modelo de mudanga markoviana de
regimes, desta vez aplicado sobre o processo gerador das varidncias condicionais, alternando
regimes de alta, média e baixa volatilidade, seja o mais adequado no tratamento das séries
financeiras, nas quais a possibilidade de ocorréncia de grandes choques é bem maior do que
nas séries econdmicas em geral.

I1I - Os Modelos SWARCH

Os modelos que introduzem as mudangas de regimes nas varidncias condicionais ficaram
conhecidos como Modelos SWARCH, sendo que apresentaremos dois exemplos deste
modelos: o proposto por Cai (1994) e o utilizado por Hamilton & Susmel (1994).
Lembramos que, exclusivamente nesta segdo, estaremos preservando as notagdes originais
introduzidas pelos dois autores, o que de certa forma, diferem das quais estamos utilizando
ao longo deste trabalho.

III.1 - O Modelo de Cai

Em seu estudo sobre o excesso de retorno dos titulos do tesouro norte-americano de trés
meses sobre os titulos de um més, Cai (1994) propde o seguinte modelo:

I, =C,+C;-S; +z,
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Zt = bl .Zl—l +b2 'Zt_2+...+bk 'Zt_k +et

€ =u; -‘/E; onde u, € i.i.d. N(0,1)

g
h, :'y(St)JrZoci -ef_i scomao; >0 e y(St): Yo +Y1-Si;comy,>0y,>0

i=1

Assim, fica caracterizado um processo autorregressivo de ordem k, sendo que tanto a média
quanto a variancia condicional, esta Gltima evoluindo segundo um processo ARCH(g), ficam
condicionadas aos regimes. Cai (1994) adota dois regimes. Assim. S; assume os valores 0 ou
1, sendo que S; segue uma Cadeia de Markov de ordem 1 com as seguintes probabilidades
de transigdo:

p{s, =0lS,,= 0} =p
J

P{S, =1S,, =0} =1-p

P{s, =1S,, =1} =g
P{S, =S, =1} =1-¢

Esta especificagdo permite mudangas estruturais tanto na média quanto na constante
(intercepto) da especificagdio ARCH. Este sistema é entdo dito estar no estado de baixa
volatilidade quando S; = 0 e no estado de alta volatilidade quando S; = 1.

E demonstrado também que, a varidncia ndo condicional deste processo é dada por:

na . 1-
E[ef] = % , onden = 2—p_— ¢ a probabilidade ndo condicional de se encontrar no
1— Z & P—q
i=1
estado 1.

II1.2 - O Modelo de Hamilton

Uma outra forma de se incorporar a alterndncia dos regimes na varidncia condicional foi
apresentada por Hamilton & Susmel (1994) em seu estudo sobre o mercado acionario. Em
linhas gerais, ¢ muito semelhante ao proposto por Cai (1994), diferindo apenas na forma de
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se especificar a varidncia condicional do processo: enquanto Cai (1994) permite mudanga no
intercepto da especificagdio ARCH, Hamilton & Susmel (1994) opta por uma mudanga de
escala. Assim, este Gltimo modelo é descrito na seguinte forma:

Y =h+o-y, +uy

ul = Jgs1 X ﬁt
u, =h, -v,, onde v éii.d. N(0,1)

2

hi =a, +a, U7 +.+a, - U7,

Assim, temos para a varidncia condicional um processo ARCH (q) sendo que a variavel U,

¢ multiplicada por \/éf quando o processo se encontra no regime 1, por ,/gz quando

estiver no regime 2, e assim por diante. A idéia basica é modelar as mudangas de regime
como alteragdes na escala do processo da varidncia condicional.

Vale mencionar que a transi¢do entre os regimes também € governada por uma Cadeia de
Markov de primeira ordem. No entanto, Hamilton & Susmel (1994) utiliza a existéncia de
até quatro possiveis regimes em sua analise, normalizando para a unidade o fator do
primeiro estado, fazendo g; = 1 e, assim, g;> 1, para j=2.3,... k.

Adicionalmente, Hamilton & Susmel (1994) também introduz na especificagio da varidncia
condicional o que é conhecido como “efeito alavancagem™: a varidncia condicional reage
diferentemente ao sinal de u,. Retornos inesperados negativos tendem a afetar mais
intensamente a varidncia condicional do que retornos inesperados positivos da mesma
magnitude. Esta hipotese, embora ndo a trataremos nesta ocasido, corresponde a seguinte
especificagdo:

hf:ao+a1-ﬁ,2_1+...+aq-ﬁt2_q +&-dy,-U2,, onde d,_,= 1 se U_,<0e d_,= 0 se
U,_,;>0, com & > 0.

A hipétese de normalidade para os residuos ndo é restritiva. Seguindo Hamilton & Susmel
(1994) permitiremos também que os residuos vy (4 no caso do modelo de Cai (1994))
possam ser gerados por uma distribui¢do t-student com n graus de liberdade (normalizados
para ter varidncia unitaria). Assim, a normalidade seria obtida na medida em que m se tornar
suficientemente grande.

IV - Os Modelos SWGARCH
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Os modelos da secdo anterior, conforme apresentados, ndo sdo do tipo GARCH. Ou seja, na
expressdo da varidncia condicional h?, ndo faz parte a varidncia condicional do instante
anterior.

Na verdade, ha um sério problema se considerarmos a varidncia condicional do instante
anterior na especificagio GARCH: h} fica dependente de todo o processo {S}desde o
instante O até o instante t. Teriamos, entdo, para o exemplo do modelo de Cai (1994):

By (50,8015080) =7 +2, -0, +b, D i (TN

Desta forma, o processo de estimagfo fica extremamente comprometido, principalmente no
caso das séries temporais financeiras, geralmente de tamanhos maiores que 1.000
observacgdes. No caso de apenas dois regimes alternantes, seria necessario o calculo de 21000
probabilidades para se avaliar a variancia condicional no instante t = 1.000.

Dueker (1997) consegue contornar este problema utilizando um procedimento proposto por
Kim (1994), qual seja, de desconsiderar um certo nimero de s;’s passados na especificagdo
GARCH. Segundo Kim (1994), se h} é tido como um processo autorregresivo de ordem p,
sem perda significativa de acuracia no célculo da log-verossimilhanga, pode-se considerar
h? como uma fungdo de p + 1 valores mais recentes de s Assim, no caso GARCH (1,1),
onde p =1, hf fica sendo fung¢@o de s; e s.;. Valores de s, anteriores além de t - 2 sdo
negligenciados:

2(ij) _ 1,2 —3 —
h}0Y =hi(s, =i,s,, =)
Com isto, a expressdo da varidncia condicional acaba sendo:

i =y, +a, ul, +b, by GBIV

Além disto, de posse das probabilidades utilizadas no algoritmo de maximiza¢do da log-
verossimilhanga, podemos calcular:

2
WO = Y Pfs,, =js =LY, }xhIY (V)

=

As expressdes (3.IV.1) e (3.IV.2) conforme apresentadas acima permitem o calculo das
varidncias condicionais desde o instante O até o instante t, bastando apenas introduzir um

valor inicial em h’J’) na expressio (3.IV.1) para t = 1, e que pode ser a varidncia ndo
condicional da série.

Este procedimento simplifica sobremaneira a estimagdo de modelos SWGARCH, uma vez
que reduz a dependéncia de h} em relagdo a s, apenas aos dois Gltimos valores de ;.
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Para o modelo de Hamilton & Susmel (1994), diferentemente do que acontece no modelo de
Cai (1994) h depende de s, somente através de s.;. Isto acaba por simplificar ainda mais as
expressoes (3.1V.1) e (3.1V.2), que ficam caracterizadas por:

2

) - u’ ~
ouainda h’” =a_, +a,. ' +b,-h?
t 0 1 gs 1 -1
t—1

2
t-1>

2(j) _ ~2 h
hi"V' =a,+a, .U, ,+b,-h

2

h = > P{s,, = jlY, }xn}¥

=1

Na seg¢do a seguir, trataremos de unificar as notagdes dos modelos de Cai (1994) e Hamilton
& Susmel (1994), incorporando h? ; na expressdo da variancia condicional, a fim de utilizar
estes modelos no ajuste da série dos retornos diarios da a¢do Telebras PN.

V - Modelos Utilizados neste Capitulo

A fim de exemplificar como sdo utilizados os modelos propostos nas se¢des III e IV, com o
intuito de se realizar previsGes sobre o comportamento futuro da varifncia condicional de
ativos financeiros, promoveremos algumas modificagdes nos modelos originais. Mais
precisamente, desconsideraremos o “efeito alavancagem” na varidncia condicional e,
finalmente, assumiremos que a mudanga entre os regimes so afeta esta ultima, conforme
Hamilton & Susmel (1994), ou seja, o pardmetro p ndo varia conforme os regimes.

De acordo com estas adaptagdes, os modelos de Cai (1994) e Hamilton & Susmel (1994)
ficam restritos a 6 classes

Classe 1: Modelo ARCH(1) - Cai Adaptado

Yo =H+0-y,, +y
u, =v,-h;; onde v, é1ii.d. N(0,1)

2
h? =Y, +8,-u;coma, 20 ecom Ys > 0, Vs,

Classe 2: Modelo ARCH(?2) - Cai Adaptado

Vi =u+to-y,; +u,

u, =v,-h;; ondev, éiid. N(0,1)



2 2 2 . . .
h; =7, +a; U, +a, u,;coma, >0;a, >0 e com Ys > 0, Vs,

Classe 3: Modelo GARCH(1.1) - Cai Adaptado

Yy = B4y +u
u, =v,-h;;ondev;éiid. N(O,I)

2

h!=y ta, ul,+b,-h?,;coma, >0,b, >0 ecom y, >0,Vs,
t

S,

Classe 4: Modelo ARCH(1) - Hamilton Adaptado

Y =HB+o-y,, +u,

u = "gst X Uy
4, = h, -v,, onde v éi.i.d. N(0,1)

h’=a, +a,-u},;coma, >0,a,>0

Classe 5: Modelo ARCH(2) - Hamilton Adaptado

Ye=u+o-y,;+uyy

ut = “,gst X tit
4, =h, -v,, onde v é i.i.d. N(0,1)
2 .

2 _ =) e
h; =a, +a,-u_, +a, U ,;coma,>0,a, >0,a,>0

Classe 6: Modelo GARCH(1.1) - Hamilton Adaptado

Ye=p+o-yy+ug

Uy = ,/gst x U
4, = h, -v,, onde v ¢ .i.d. N(0,1)

h>=a_ +a, -0}, +b,-h} ;coma,>0a,>0b, >0

61
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Em todas as classes, S; segue uma Cadeia de Markov com k estados, representando os k
diferentes regimes, e Matriz de Transigédo P.

Além disto, definiremos para cada uma das classes um modelo correspondente. Efetuaremos
uma alteragio na distribuigiio de u;, passando-a de N(0, h} ) para t-student, normalizada para
variancia unitaria. Assim, teremos:

TI_+1 2 “(HTH)
f(u,|u,_1,ul_2,...) = j;(rz(%(n 2)"-n} '[1 +m

2

Neste caso, o nimero de graus de liberdade (m) da distribuigdo t- student também sera
incluido no vetor de parametros € a ser estimado.

A fim de se verificar a adequagdo dos modelos acima descritos, utilizaremos como exemplo
ajuste obtido dos mesmos sobre os retornos diarios da agdo Telebras PN negociada na
Bolsas de Valores de SP, calculados em regime de capitalizagéo continua através dos pregos
de fechamento, durante o periodo de 05/1/1993 e 06/08/1997. Os resultados obtidos serdao
comparados, tanto em nivel de “goodness-of-fit” quanto de erros de previsio com o modelo
GARCH (1,1) tradicionalmente utilizado na modelagem de volatilidades de séries
financeiras. '

VI - Ajuste dos Modelos SWARCH e SWGARCH sobre Telebras PN

Até agora, nada foi dito a respeito do espago de estados da Cadeia de Markov dos modelos
acima expostos, 0 que caracteriza quantos regimes serdo utilizados.

Na verdade, iremos ajustar os modelos da seguinte forma: para os modelos do tipo
ARCH(1) e ARCH(2), trabalharemos com k =2 e k =3 (2 e 3 regimes), enquanto que para
os modelos do tipo GARCH(1,1) somente consideraremos k = 2 (2 regimes). Logo,
devemos ajustar a totalidade de 20 modelos, classificados segundo a Tabela 3.1 a seguir:
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Tabela 3.1 - Modelos de Alternancia de Regimes Propostos para os Retornos Diarios de

Telebras.
Modelo Regimes | Distribui¢do Pardmetros a Serem Estimados
dos Residuos

ARCH(1) Cai 2 normal d, I, Y1, Y2, a1, P11, P22

ARCH(1) Cai 2 t-student O, L, Y1, Y2, a1, P11, P22, N

ARCH(1) Cai 3 normal ¢, I, Y1, Y2, Y3, a1, P11, P12, P21, P22, P32,
P33

ARCH(1) Cai 3 t-student ¢, W, Y1, Y2, V3, a1, P11, P12, P21, P22, P32,
P33, N

ARCH(1) Hamilton 2 normal 0, L, 8, a0, a1, P11, P2

ARCH(1) Hamilton 2 t-student b, W, 2, o, a1, P11, P22, M

ARCH(1) Hamilton 3 normal o, W, g, g3, 0, a1, P11, P12, P21, P22,
P32, P33

ARCH(1) Hamilton 3 t-student o, 1, 8, g3, 2, a1, P11, P12, P21, P22
P32, P33, N

ARCH(Z) Cai 2 normal d), K, Y1, Y2, 41, a2, P11, P22

ARCH(2) Cai 2 t-student O, 1L, Y1, Y2, a1, @2, P11, P22, N

ARCH(2) Cai 3 normal b, 1, Y1, Y2, Y3, @1, 82, P11, P12, P21, P22,
P32, P33

ARCH(2) Cai 3 t-student |, W, v1, Y2, ¥3, @1, 82, P11, P12, P21, P22,
P32, P33, M

ARCH(2) Hamilton 2 normal 0, W, g, o, a1, 82, P11, P2

ARCH(2) Hamilton 2 t-student 9, L, 82, a0, a1, A2, P11, P22, N

ARCH(Z) Hamilton 3 normal (I), W, 82, €3, A0, a1, a2, P11, P12, P21, P22,
P32, P33

ARCH(2) Hamilton 3 t-student d, W, €2, 83, A0, a1, a2, P11, P12, P21, P22,
P32, P33, M

GARCH(I,I) Cai 2 normal d), L, Y1, Y2, a1, bl, P11, P22

GARCH(1,1) Cai 2 t-student d, I, Y1, Y2, a1, b1, P11, P22, M

GARCH(1,1) Hamilton 2 normal 0, 1L, 82, 40, a1, by, P11, P2

GARCH(1,1) Hamilton 2 t-student O, WL, £, A, a1, by, P11, P22, M

Vale lembrar ainda que temos as seguintes restrigdes em cada um dos modelos, segundo a

Tabela 3.2 a seguir:
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Tabela 3.2 - Restri¢des aos Pardmetros dos Modelos de Mudangas de Regimes Propostos

Pardmetros Restri¢des
¢ “1<¢p <1
'Yl)’YZ) 'Y3 Y] >Oy‘Y2 >0,'Y3 >O
aop, A1, A2 a°>0,a120,a220
b, b, >0
Pij 655, €1 X 1
<p; <L) .p;=
[=

Surge aqui um problema adicional: dependendo dos valores iniciais adotados para o
processo de otimizagdo numérica, ¢ possivel que o algoritmo convirja para um ponto de
inadmissibilidade em alguns pardmetros. Por exemplo, nada nos garante que na solugdo final
encontrada todas as probabilidades da matriz de transi¢do estejam no intervalo [0,1]. A
possibilidade de ocorréncia de valores negativos para as probabilidades de transi¢do néo esta
descartada.

Para contornar este problema é necessario elaborar uma reparametrizagdo da fungdo de
verossimilhanga em termos de um vetor ® (a x 1) para o qual 6 = g(o), sendo que a fungdo

gR* - N* incorpora as restrigdes desejadas.

Para o caso das probabilidades de transigdo, a forma de se reparametrizar a fungdo de
verossimilhanga € a seguinte:

Suponhamos que possuimos k probabilidades pi, pa, ..., Pk, as quais devem satisfazer as
seguintes restrigoes:

p; +PpytAp =1
0<p;<LVj=12..k
Assim, construimos ®;, @, ..., 0 tais que:

p; :cof /(1+mf +(o§+...+(o§_]) paraj=1,2, ..., k-1.

p; = 1/(1+cof +m§+...+(o§_l) paraj =k

Note que, no caso em que a matriz de transi¢éo € de ordem 2 (4 probabilidades de transicao)
somente 2 parimetros o sdo necessarios. Isto provém do fato de que, nas matrizes de
transi¢do, a soma das colunas ¢ igual a 1 e, desta forma, sdo necessarias k-1 probabilidades
de transico para, em cada uma das colunas, se determinar as k probabilidades.
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Sobre as restrigdes relativas a ndo negatividade dos pardmetros, a reparametrizagdo é mais
simples. Se y € um pardmetro necessariamente ndo-negativo, reparametrizaremos a fungio
de verossimilhanga em termos de " através de y = 4/y'> . Aplicamos esta transformagio a
todos os pardmetros que compdem a expressdo da varidncia condicional.

Finalmente, para o coeficiente autorregressivo ¢, o qual deve estar compreendido dentro do
d)'
+ 16

intervalo ]-1,1[, a transformaco em termos de ¢” ¢ dada por ¢ = ?

Isto posto, convém salientar que na obtengdo das estimativas finais para os pardmetros dos
modelos alternativos de mudangas de regimes propostos dois procedimentos foram
adotados:

a) Modelos cuja distribui¢do dos residuos é assumida normal
Estimagdo em trés etapas:

1) Reparametrizamos a fungdo de verossimilhanga e otimizamos a fungio utilizando o
algoritmo BHHH através do software RATS.

2) De posse dos valores obtidos na etapa acima, encontramos os valores originais dos
parametros correspondentes e a fungéo de verossimilhanga, também em sua forma original,
foi otimizada utilizando-se a rotina Solver embutida no MS-EXCEL 5.0, rotina esta que
permite otimizar fungdes com restrigdes em seus parametros.

3) As estimativas obtidas na etapa anterior foram novamente alimentadas no RATS e a
fungdo de verossimilhanga, agora em sua forma original, foi otimizada através do algoritmo
BHHH, o qual fornece também os desvios-padrdes associados s estimativas finais.

Vale também mencionar que esta estimagéo conduzida em trés etapas foi também utilizada
para se obter as estimativas finais do modelo de “spread” entre os titulos da divida externa
apresentado no capitulo anterior.

b) Modelos cuja distribuigdo dos residuos € assumida t-student

Antes de mais nada ¢ importante notar que para cada modelo em que a distribui¢io dos
residuos € assumida t-student, existe um modelo correspondente cuja distribuigio dos
residuos €, por hipotese, normal. Portanto, a estimagio dos pardmetros para este segundo
conjunto de modelos foi conduzida da seguinte forma:

- Os valores iniciais foram obtidos observando-se as estimativas finais do modelo de
distribui¢do normal associado;
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- Utilizou-se novamente a rotina Solver do MS-EXCEL 5.0 para otimizar a fungio de
verossimilhanga na sua forma néo reparametrizada, obtendo assim, as estimativas finais dos
pardmetros;

- Os desvios-padrdes associados foram obtidos numericamente através do método do
C&S 27,
core”,

Feitas estas consideragdes, apresentamos a seguir os resultados finais obtidos, conforme as
Tabelas 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6 a seguir:

Tabela 3.3 - Critérios de Sele¢do para os Modelos Alternativos

Modelo Regimes | Dist. dos Log Numero de AIC SC
Residuos | Verossim. | Pardmetros

ARCH(1) Cai 2 normal 2312.430 7 -4610.86 | -4575.67
ARCH(1) Cai 2 t-student | 2321.536 8 -4627.07 | -4586.85
ARCH(1) Cai 3 normal 2339.139 12 -4654.28 | -4593.95
ARCH(1) Cai 3 t-student | 2341.176 13 -4656.35 | -4591.00
ARCH(1) Hamilton 2 normal 2312.712 7 -4611.42 | -4576.23
ARCH(1) Hamilton 2 t-student [ 2321.590 8 -4627.18 | -4586.96
ARCH(1) Hamilton 3 normal 2339.141 12 -4654.28 | -4593.95
ARCH(1) Hamilton 3 t-student | 2341.178 13 -4656.36 | -4591.00
ARCH(2) Cai 2 normal 2328.631 8 -4641.26 | -4601.04
ARCH(2) Cai 2 t-student | 2336.398 9 -4654.80 | -4609.55
ARCH(2) Cai 3 normal 2341.005 13 -4656.01 | -4590.65
ARCH(2) Cai 3 t-student | 2344.137 14 -4660.27 | -4589.89
ARCH(2) Hamilton 2 normal 2328.959 8 -4641.92 | -4601.70
ARCH(2) Hamilton 2 t-student | 2336.541 9 -4655.08 | -4609.84
ARCH(2) Hamilton 3 normal 2340.847 13 -4655.69 | -4590.34
ARCH(2) Hamilton 3 t-student | 2344.104 14 -4660.21 | -4589.83
GARCH(1,1) Cai 2 normal 2337.703 8 -4659.41 | -4619.19
GARCH(1,1) Cai 2 t-student | 2346.976 9 -4675.95 | -4630.71
GARCH(1,1) Hamilton 2 normal 2336.799 8 -4657.60 | -4617.38
GARCH(l, 1) Hamilton 2 t-student | 2345.865 9 -4673.73 | -4628.48
GARCH (1,1) - normal | 2326.106 5 -4642.21 | -4617.08
GARCH (1,1) - t-student | 2343.155 6 -4674.31 | -4644.15




Tabela 3.4 - Estimativas dos ParAmetros para os Modelos SWARCH (1) Alternativos
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Cai Cai Cai Cai Hamilton Hamilton Hamilton Hamilton
2 Regimes | 2 Regimes | 3 Regimes | 3 Regimes | 2 Regimes | 2 Regimes | 3 Regimes | 3 Regimes
Normal t-student Normal t-student Normal t-student Normal t-student
335x10° [ 3.17x10° [ 316 x 107 | 3.05x 107 | 337x10° | 3.17x10° | 3.15x10° | 3.05x 10°
(8.05x10™) | 8.03x10™) | (7.75x 10 | (7.74 x 10" | (8.01 x 10 | (8.03x10™) | (7.75x 10 | (7.71 x 107
617x107 | 1.43x10° | 452x107 | 831x10° | 5.79x10° | 142x10° | 425x10° | 5.00 x 10°
(3:23x10?) | (3.33x10?) | (3.22x10%) | 3.10x10?) | (322x10?) | 333 x 10%) | (322x10%) | (3.09x 10?)
Yo | 3:13x107 | 348x107 [ 3.01x 107 [ 3.03x 10" nd. nd. nd nd.
(2.57x10%) | (3.40x10%) | 2.75x10%) | (2.95x 10%)
y; | 147x10°% | 1.52x10° | 1.05x 107 | 1.02x 107 nd. nd. nd. n.d.
(1.06x10™) | (1.43x10™) | (9.20x 10%) | (9.82x 10%)
Y2 n.d. n.d. 435x10° | 3.82x 107 nd. nd. nd. nd.
(5.87x10™) | (6.12 x 10
ao nd. n.d. n.d. nd. 312x107 | 348x 107 | 3.01x107 | 3.04 x 107
(2.57x10%) | (340x10”) | (2.75x10%) | (3.10x 10%)
a 0.2259 0.1937 0.0186 0.0135 0.2283 0.1953 0.0193 0.0108
(0.0319) (0.0483) (0.0380) (0.0381) (0.0322) (0.0487) (0.0387) (0.0373)
o n.d. n.d. n.d. n.d. 4.7062 4.3704 3.4832 3.3673
(0.4844) (0.5284) (0.3786) (0.3966)
2 n.d. n.d. n.d. n.d. nd. n.d. 14.4109 12.6185
(2.1084) (2.2250)
pn| 09882 0.9920 0.9857 0.9874 0.9878 0.9920 0.9857 0.9874
(0.0340) (0.0328) (0.0485) (0.0473) (0.0341) (0.0328) (0.0485) (0.0491)
P12 - - 0.0085 0.0084 - - 0.0086 0.0084
(0.0085) (0.0093) (0.0085) (0.0092)
P - - 0.0088 0.0075 - - 0.0088 0.0075
(0.0071) (0.0064) (0.0071) (0.0068)
pn| 09921 0.9947 0.9838 0.9850 0.9918 0.9947 0.9838 0.9850
(0.0321) (0.0319) (0.0379) (0.0381) (0.0322) (0.0319) (0.0378) (0.0379)
P32 n.d. n.d. 0.0404 0.0307 n.d. n.d. 0.0413 0.0308
(0.0289) (0.0258) (0.0288) (0.0257)
P n.d. nd. 0.9596 0.9693 n.d. n.d. 0.9583 0.9692
(0.0548) (0.0503) (0.0547) (0.0511)
1 n.d. 10.1197 n.d. 22.0829 n.d. 10.1724 n.d. 22.0571
(2.5203) (8.1937) (2.5180) (8.1854)
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Cai Cai Cai Cai Hamilton Hamilton | Hamilton Hamilton
2 Regimes | 2 Regimes | 3 Regimes | 3 Regimes | 2 Regimes | 2 Regimes | 3 Regimes | 3 Regimes
Normal t-student Normal t-student Normal t-student Normal t-student
3.62x10° | 3.46x10° | 330x107 | 322x10° | 3.64x10° | 346x 107 | 329x10° | 3.22x 107
(8.31x10%) | (803x10™ | (7.76 x 10™) | (7.71 x 10™) | (828 x10™) | (8.02 10 | (7.74 x10™) | (7.76 x 107
¢ | 310x10° [ 130x 107 | 213x10° [ 229x 10° | 3.09x 10> | 1.29x 102 | -548 x 10~ | 938 x 10>
(3.16x10?) | (3.17x10?) | (3.18x10?) | (3.07x10%) | (3.17x10?) | (3.17 x 10?) | (3.18x10?) | (3.07x 10?)
Yo | 299x107" | 2.98x107 | 2.76 x 107 | 2.70 x 10™ nd. n.d. n.d. nd.
(2.74x10°) | (344x10%) | 2.90x10%) | (3.40 x 10%)
v | L19x10° | 1.15x10° [ 9.74x 107 [ 7.89x 10 nd. nd. nd. nd.
(9-80x10%) | (1.18x10™) | (1.06 x 10™) | (9.78 x 10%)
Y2 nd. nd. 370x 107 | 2.42x 10 nd. n.d. nd. nd.
(6.73x10™ | (3.97x 107
a nd. nd. n.d. n.d. 298x10" [ 299x 107 | 2.74x107 | 2.71 x 10”7
2.75x10%) | (3.44x10%) | (2.91 x10”) | (3.40x 10%)
a; 0.1799 0.1504 0.0227 0.0364 0.1806 0.1503 0.0272 0.0385
(0.0361) (0.0460) (0.0390) (0.0387) (0.0364) (0.0460) (0.0392) (0.0392)
a 0.1761 0.2066 0.0734 0.1131 0.1759 0.2059 0.0721 0.1127
(0.0439) (0.0558) (0.0432) (0.0477) (0.0443) (0.0560) (0.0436) (0.0481)
2 nd. n.d. n.d. nd. 4.0116 3.8558 3.5094 2.8904
(0.4693) (0.5134) (0.4249) (0.4303)
g3 nd. n.d. n.d. n.d. nd. n.d. 12.8607 8.8143
(2.3346) (1.6981)
pu| 09950 0.9965 0.9851 0.9917 0.9949 0.9964 0.9851 0.9919
(0.0029) (0.0030) (0.0336) (0.0500) (0.0030) (0.0030) (0.0489) (0.0501)
P12 - - 0.0096 0.0052 - - 0.0101 0.0050
(0.0092) (0.0081) (0.0096) (0.0080)
P21 - - 0.0091 0.0049 - - 0.0091 0.0048
(0.0074) (0.0063) (0.0075) (0.0062)
pn | 0.9970 0.9983 0.9829 0.9858 0.9969 0.9982 0.9832 0.9859
(0.0021) (0.0016) (0.0306) (0.0378) (0.0021) (0.0016) (0.0382) (0.0378)
P32 n.d. nd. 0.0391 0.0173 n.d. n.d. 0.0340 0.0168
(0.0325) (0.0183) (0.0290) (0.0175)
P33 n.d. nd. 0.9608 0.9827 n.d. n.d. 0.9659 0.9832
(0.0515) (0.0426) (0.0512) (0.0425)
n n.d. 10.0148 nd. 15.4001 nd. 11.0864 n.d. 15.2838
(3.0988) (4.9196) (3.0575) (4.9475)
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Cai Cai Hamilton Hamilton Garch Garch
2 Regimes | 2 Regimes 2 Regimes | 2 Regimes normal t-student
normal t-student normal t-student
po| 3.041x10° | 3.017x10° 3.127x10% | 3.036x10° | 2.813x10% | 2.978 x 107
(8.319x107) | (7.971x10™) | (8.352x10™ |[(7.910x 10 | (8.550 x 107 | (7.817 x 10
¢ | 1179x10° | 1263x10° 1.006 x 107 | 1.185x 107 | 1.251x 107 | 1244 x 107
(3.203x 107 | (3.230x10%) | (3.288x 107 | (3.217x 10?) | (3.041 x 10%) | 3.113 x 10
3.732x10° | 2.872x10° n.d. n.d. n.d. n.d.
Y1 .
(1.176 x 10%) | (1.164 x 10°%)
v, | 1413x10" | 1.010x 10" n.d. n.d. nd. nd.
(4.101 x 10°) | (3.987 x 10°%)
n.d. n.d. 3.2515 2.6643 nd. n.d.
(0.4416) (0.6077)
ag nd. n.d. 4739x10° | 2.889x10° | 1.803x10° | 1.579x 107
(1.574 x 10%) | (1.150 x 10™) | (5.842 x 10°%) | (7.052 x 10°6)
a 0.1288 0.1253 0.1363 0.1276 0.1181 0.1262
(0.0213) (0.0275) (0.0256) (0.0288) (0.0144) (0.0236)
b 0.7962 0.8201 0.7735 0.8227 0.8724 0.8677
(0.0402) (0.0418) (0.0512) (0.0408) (0.0149) 0.0227)
Pul 0.9976 0.9983 0.9954 0.9983 n.d. nd.
(0.0252) (0.0281) (0.0314) (0.0373)
P2 0.9986 0.9989 0.9979 0.9990 nd. nd.
(0.0172) (0.0207) (0.0152) (0.0210)
n nd. 10.5395 n.d. 10.4306 nd. 8.9124
(2.8722) (2.6715) (1.8315)
Tabela 3.7 - Teste LR para os Modelos SWGARCH (1,1) Alternativos
Modelo Log-Verossimilhanga Teste LR Valor-p
GARCH(1,1) 2343.155 - -
t-student
SWGARCH (1,1) 2346.976 7.642 0.054
Cai - t-student
SWGARCH (1,1) 2345.865 5.420 0.144
Hamilton - t-student

A luz dos resultados obtidos, certas consideragdes merecem ser feitas:

1) Em todas as 6 classes, os modelos que assumem distribui¢do t-student para os residuos
ofereceram diferengas significativas em relagio aos modelos que assumem distribui¢do
normal. Isto € uma evidéncia de que a existéncia de caudas pesadas na distribuigdo dos
retornos diarios de Telebras estd também associada a possiveis diferentes distribui¢Ges
aplicadas aos residuos, além das alteragdes bruscas na varidncia condicional da série.
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Focalizando apenas os modelos das classes ARCH(1) e ARCH(2), notamos que estes
ultimos produziram ajustes melhores aos dados, entretanto nos modelos ARCH(2), a
passagem de 2 para 3 regimes ndo provocou melhoras segundo o critério SC. Além disto,
como mostra a Tabela 3.5, os desvios-padrdes associados as probabilidades de transi¢do que
envolvem o terceiro regime séo elevadas em relagdo as estimativas dos pardmetros.

Ainda sobre os modelos que apresentam mudangas de regimes, as classes GARCH(1,1)
foram as que apresentaram melhores resultados tanto no critério AIC quanto no SC. Porém,
nio foi possivel a identificagdo de 3 regimes nestes modelos.

Por dltimo, considerando-se a totalidade dos modelos ajustados, temos que, pelo critério
AIC, o modelo mais apropriado seria 0 GARCH(1,1)-Cai-t-student, ficando o modelo
GARCH(1,1)-t-student como segunda op¢do. Esta situagdo se inverte quando o critério
utilizado € o SC. J4 o modelo GARCH(1,1)-Hamilton-t-student fica como terceira op¢do em
ambos os critérios. Entretanto, o teste da razdo das verossimilhangas, néo rejeitou a hipotese
nula de que o processo gerador dos dados fosse um GARCH(1,1) t-student sem mudangas
de regimes. Muito embora, conforme veremos mais adiante, nossa escolha final recaird sobre
os modelos que apresentam mudangas de regimes devido a0 menor erro de predigio que
apresentam, comparativamente aos modelos GARCH(1,1) usuais.

2) Como era de se esperar, as mudangas de regimes novamente nfo ocorrem com muita
freqiiéncia. As figuras 3.1 e 3.2 a seguir exibem a série dos retornos diarios de Telebras e as
probabilidades suavizadas de nos encontrarmos em cada um dos dois regimes diferentes,
associadas ao modelo GARCH(1,1)-Cai-t-student. Partindo-se do pressuposto de que um
regime ¢ predominante sobre os demais num instante t quando sua probabilidade suavizada
neste instante supera 50%, temos que durante toda a evolugio da série ocorreu apenas 1
mudanga de regime, em julho de 1995. Se o critério for considerar os cruzamentos na linha
de 50% da probabilidade filtrada, identificamos 7 mudangas de regimes.

Fig. 3.1
Retornos Diarios de Telebras (y,)
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Fig 3.2
Probabilidades Filtradas e Suavizadas do Regime 1 - Alta
Volatilidade
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FIG. 3.2 - PROBABILIDADES SUAVIZADAS DOS DIFERENTES REGIMES

3) A assimetria também se verifica para o caso de Telebras. Se olharmos para as estimativas
referentes as probabilidades de transigio da Cadeia de Markov, vemos que os regimes
possuem uma permanéncia bastante elevada: a probabilidade de permanecermos no regime 1
no instante t dado que no instante t-1 estivamos neste mesmo regime é de 99.83%. A
probabilidade de permanecermos no regime 2 no instante t dado que no instante t-1
estavamos neste mesmo regime ¢ de 99.89%. Assim, o tempo médio de permanéncia em
cada um dos regimes ¢:

Ti= 1 = ! = 589 dias uteis
I-pn  1-0.9983
1 1 N
T, =870 dias uteis

“1-pn  1-09989

Adicionalmente, as probabilidades ndo condicionais de nos encontrarmos em cada um dos
regimes, calculada como sendo a medida invariante da Cadeia de Markov sio dadas por:

71 = 0.404 = 0.596
Dai conclui-se que o regime 2 (alta volatilidade) costuma ser o mais freqiiente.
4) Por fim, 0 modelo de alternancia de regimes reduz o erro de previsdo quando comparado

com o modelo GARCH(1,1). Porem, antes de chegarmos a este resultado, necessitamos
desenvolver as equaces de projegdo para o modelo de alternancia de regimes, o que ser4
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feito nas proximas paginas. Vale lembrar que para o caso do modelo GARCH(1,1) a
equagdo de predigdo ja foi desenvolvia na se¢éio I1.2 deste capitulo.

Queremos, entdo calcular:

2

2
E[utzﬂlYt] = ZZE[U?H lst+] = i’si = j’Yt] X P{S1+1 = i'S: = j’Yt } =

i=1 j=1
2 2

= ZZE[ut2+llsl+l = i,St = j’Yt] X P{S, = _]|Yt} X pji

i=1 j=1

Para 0 modelo Cai - Adaptado, temos:

t+1 t+1

E[uf+,|st+l =Ly, = j,Y,] = E[hf+1 V2 lser =18, = j,Yt] =h{}¥, devido a independéncia de

Vi.

Para o modelo Hamilton - Adaptado, temos:

E[ufﬂ lsm =1,8, = j,Y‘] = E[gi 'h12+1 'V12+1|St+1 =18, = j’Yt] =g; -h2Y pelo mesmo

t+1 >

motivo.

Resta-nos, agora, aplicar as expressdes acima sobre os dados amostrais e avaliar os erros
associados para cada um dos dois modelos alternativos, sob algum critério de perda.

Até agora, viemos utilizando a fungfo de perda quadratica, ou seja, o erro quadratico médio
foi obtido segundo a expressio:

MSE=+L— , onde G°, é a estimativa de u?% para o instante t.

Porém, o erro quadratico médio pressupde a existéncia do quarto momento para y;, 0 que
muitas vezes podem ndo existir para os modelos do tipo ARCH e GARCH, dependendo dos
valores dos pardmetros.

Assim, para compararmos as performances dos modelos em termos dos erros de predigéo,
utilizaremos além da fungfo de perda quadratica outras variantes para a fung¢@o-perda:

MAE ==
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A Tabela 3.8 a seguir nos fornece os valores das quatro fungdes-perda associadas aos erros
de predi¢do a um passo para cada um dos modelos alternativos:

Tabela 3.8 - Comparativo entre os Erros de Proje¢do dos Modelos para Telebras PN

MSE MAE [LET |LE |
GARCH(1,1) t-student | 1.51 x 10-5 1.34 x 10-3 6.75 1.84
GARCH(1,1) Hamilton 1.47 x 10-5 1.31x10-3 6.49 1.83
t-student
% de melhora +2.7% +25% +39% +04 %
GARCH(1,1) Cai 1.47 x 10-5 1.31x10-3 6.52 1.83
t-student
% de melhora +3.0% +25% +35% +0.4 %

Pelos resultados obtidos, temos que os modelos de alternincia de regimes conseguem
reduzir em até 3.9 % o erro médio de previsdo comparativamente a0 modelo GARCH(1,1).
A razdo desta melhor performance do modelo de mudanga de regimes esta relacionada com
a habilidade que este possui em ajustar-se mais rapidamente as variagbes bruscas na
volatilidade condicional. De fato, devido a persisténcia elevada dos modelos GARCH(1,1) e
a ndo flexibilizagdo dos pardmetros que compdem a expressio da varidncia condicional, seu
ajuste ¢ mais gradual & presenga de choques extremos. Enquanto isto, os modelos de
alternéncia de regimes rapidamente se ajustam ao novo patamar de volatilidade, justamente
pela alteragdo dos pardmetros associados a especificagio da varidncia condicional, embora
nestes a persisténcia também seja bastante elevada, porém menor que a do modelo
GARCH(1,1), conforme observamos na Tabela 3.9 a seguir.

Tabela 3.9 - Comparativo entre a persisténcia (§) dos modelos

a; b, )

GARCH(1,1) t-student 0.1262 0.8677 0.9939

GARCH(1,1) Hamilton t-student 0.1276 0.8227 0.9503

GARCH(1,1) Cai t-student 0.1253 0.8201 0.9454
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NOTAS CONCLUSIVAS

O presente trabalho objetivou apresentar como os modelos de alternincia markovianas de
regimes podem ser aplicados em séries temporais financeiras. No capitulo 1 langamos
algumas idéias bésicas que estdo por detrds da metodologia dos modelos de mudangas de
regimes e apresentamos, naquele capitulo, a versio mais simplificada desta abordagem,
conhecida como “Mistura de Distribuigdes L. I. D.” Aplicando-se a técnica em questdo sobre
a séries historica dos retornos do Ibovespa disponivel concluimos que, mesmo na sua forma
mais simples, os modelos de alternincia de regimes ja oferecem uma melhor descri¢do do
comportamento da série.

No capitulo 2, relaxamos algumas hipoteses restritivas que se faziam presentes no capitulo
anterior:

1) Substituimos a independéncia entre os regimes pela hipotese de que os regimes sejam
governados por uma Cadeia de Markov;

2) Permitimos dindmicas autorregressivas na série temporal,

Desta maneira, caracteristicas importantes das séries financeiras puderam ser tratadas pela
abordagem hamiltoniana, tais como assimetria e movimentagdes em tendéncias. Para tanto,
desenvolvemos o arcabougo tedrico dos modelos de mudangas markovianas de regimes,
introduzindo conceitos como as probabilidades filtradas e suavizadas, além dos diferentes
métodos de obtengdo dos estimadores de maxima verossimilhanga dos pardmetros.
Aplicamos a metodologia sobre as séries dos titulos de 30 anos do tesouro dos EUA e o
“spread” entre dois dos principais titulos da divida externa brasileira, o C-bond e o Par-
bond, obtendo resultados mais satisfatorios que a técnica tradicional de séries temporais,
regida sob a hipotese de linearidade da série, sejam em termos de “goodness-of-fit”, seja em
termos de erros quadratricos médios de previsdo.

Finalmente, no capitulo 3, mostramos como o modelo de mudangas markovianas de regimes
pode ser também utilizado em modelos condicionalmente heterocedasticos. Nossa
preocupagdo foi a de gerar modelos de previsdo de volatilidade melhores que o largamente
utilizado GARCH (1,1). O ponto central de analise foi, partindo-se dos modelos SWARCH
desenvolvidos por Hamilton & Susmel (1994) e Cai (1994), incorporar, seguindo na forma
proposta por Dueker (1997), na especificagdo da varidncia condicional, o seu valor no
instante anterior. Desta forma construimos os modelos SWGARCH, que foram aplicados
sobre a série dos retornos diarios de Telebras PN. O desempenho dos modelos foram
comparados utilizando-se quatro diferentes fun¢des-perda para o erro de predicdo a um
passo. Os modelos SWGARCH, neste aspecto, conseguiram reduzir o erro de predigéo.

De maneira geral, concluimos que a abordagem hamiltoniana oferece melhor explicagio ao
comportamento de séries temporais financeiras em relagio aos modelos tradicionais lineares
e mesmo até em relagdo a alguns modelos ndo lineares, conforme vimos no capitulo 3.
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Ressalta-se que esta habilidade, como vimos, associada ao fato de que os modelos de
mudangas de regimes conseguem tratar de maneira mais adequeda caracteristicas peculiares
a séries financeiras, que ndo sdo normalmente verificadas em outras areas de pesquisa.
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