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NOTAÇOES

n = .R U { --oo, +oo}

{0,11' x {0,1} {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
ja,ól" ja,bl x ..... x l«,ól

.P(.T) : conjunto das partes de X

B : sigma álgebra de Borel do .#?

B. : sigma álgebra de Borel do .#?"

B[o,i] : sigma álgebra de Borel do lO, ll

h(,) se a C A;
caso contrário. ( funçãoindicadora)

P00

I'(a) .'''e''d, , a > 0
JO

(fu«çã. gama )

.B.(a,b)= / n'-'(l-zy':dr , «>0,b>0
JO

l

( função beta )
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INTRODUÇÃO

Os conceitos de Suficiência, Ancilaridade e Independência Estatística são de grande

importância na Teoria Estatística. Nossa intenção, neste trabalho, é apresenta-los numa

abordagem matemática da Teoria da Medida, explorando cada um deles de maneira

diferente daquela normalmente apresentada nos textos básicos de Teoria Estatística. Pos-

teriormente, pretendemos relaciona-los através de três teoremas, apresentados por D.Basu.

Usualmente, somente o primeiro teorema, conhecido como Teorema de Basu, é estudado.

Os conceitos básicos aqui trabalhados foram, a principio, abordados em artigos se-

gundo uma perspectiva Clássica e, nesta visão, construímos o Capítulo 1. Posteriormente,

o próprio Basu reescreveu seus teoremas sob um ponto de vista bayesiano, deixando de

considera o parâmetro como um ente fixo mas tratando-o como um objeto aleatório. Nesta

perspectiva, a independência estatística é uma forma de independência condicional e os

demais conceitos podem ser reconstruídos de modo análogo, utilizando-se a esperança e a
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independência condicional. Além disso, os Teoremas de Basu têm suas provas simplificadas

e a rela,ção dos conceitos de ancilaridade e suficiência com a, idéia de informação torna-

se mais clara. Nesta abordagem, apresentada no Capítulo 2, trabalha-se num universo

matemático mais complexo, o que é possível perceber na unidade 2.1 onde construímos o

modelo bayesiano.

Ao longo do trabalho procuramos apresentar, sempre que possível, exemplos. Nosso

objetivo foi tornar mais claras as definições e proposições ou colocar em xeque algum

senso comum. D.Basu parece gostar muito de contra-exemplos, procuramos apresentar

aqui alguns de seus favoritos nesta área. No último capítulo destacamos dois exemplos. O

primeiro, mais conhecido, devido sua importância na literatura e o segundo, devido sua

utilização em problemas mais aplicados. Além disso, a respeito deste segundo exemplo,

destacamos o modo como foi refeita a demonstração do Teorema de Durbin utilizando-se

os argumentos estatísticos apresentados neste trabalho.



CAPITULOI ABORDAGEM CLÁSSICA#

1.1. PRELIMINARES

Sejam .T um conjunto qualquer observável, .4 uma sigma álgebra de subconjuntos

de .Y e P' uma família de medidas de probabilidade em (.Y, .4). A trinca (A', .4,P) será

denominada neste trabalho de espaço estatístico. Considerando uma estrutura

paramétrica, a família P' é indexada por um parâmetro 0, P = {Po : 0 € O}. Como

na maioria das situações esta representação pode ser adorada, vamos utiliza-la.

Definição 1.1 : 0 modelo (Â',.4,P') é dominado se existe uma medida À, a-ânita, tal

que, se N C ,4 e À(N) = 0 , então Po(.N) = 0, VPo C P'. A notação usada será P «K À.

Seja P* uma outra família de medidas de probabilidade em (.Y,.4). Se VN C .4 tal

que Po(.V) = 0, VPo C P', tivermos que Po'(.N) = O, V/:7 C p'*, dizemos que ?* «K P'. As

duas famílias são equivalentes se p'* «K P' e P' «e P*. Neste caso a notação é 'P = p'*
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Teorema de Radon-Nikodym : Soam .X e p duas medidas sigma finitas no espaço

mensurável (Â', .4), tais que p «K .X. Nestas condições, existe uma função Borel mensurável

g : .Y --} .#?, tal que

P(Á) V..4 C .4

Além disso, g é À--essencialmente única. A função g é denominada derivada de Radon-

Nikodym de p em relação a À e denotada por 4z

Se P'.«K .X, pelo teorema de Radon-Nikodym , existe Jl#, também denominada função

densidade (/o). Usualmente, apenas são denominadas densidades as derimdas obtidas em

relação a medida de Lebesgue.

Definição 1.2 : Considere dois espaços mensuráveis (Â', .4) e (y, 7) . Uma estatística

T é uma função mensurável de (Â',.4) em (y,Z). Se y é o .m", n C W, e 7 a sigma

álgebra de Borel, então T é uma v,riável (ou vetor) aleatória (o).

A toda estatística T está associada uma sigma álgebra no espaço de partida (Â', .4)

que é gerada pelo conjunto {T'l(.B) : .B C 7"}. Vamos denomina-la de sigma álgebra

gerada por 7' e denota-la por a(T).

Teorema 1.1: Seja (.Y,.4,Po) um espaço de probabilidade. Seja / uma função

.4- mensurável tal que, /x /dPo < oo e 1) uma sub-sigma álgebra de .4. Nestas condições,

existe uma função /*, 'D-mensurável, tal que

l jdPo= 1 f'dPo ''dD c'D.

A notação usada será /' = .E]//P], a esperança condicional de / dado Z)

No c"o de Z) ser gerada por uma estatística 7' (Z) = a(T)) usaremos, .lternativa

mente, a notação .EI//rl. Além disso, se / = J,{ ( função indicadora ),temos

.EI/Á/rl = Po(.A/T), V.A C .4,
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a probabilidade condicional de Á dado T.

Em muitas situações no decorrer deste trabalho, utilizaremos a probabilidade e a

esperança condicionais, alternativamente, com o objetivo de simplificar . Entretanto, em

todas elas poderíamos ter usado qualquer um dos dois operadores.

1.2.CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Independência Estatística

A independência estatística difere da probabilística pelo fato de sua referência ser um

espaço estatístico. Neste caso, trabalha-se com uma família de medidas de probabilidade

e devemos garantir a independência para todo Po C P'

De6nição 1.3: Um evento .A C .4 é estatisticamente independente de uma estatística T

se Põ(A/T) = Po(.A) P' -- g.c.. Uma estatística Y é estatisticamente independente de uma

outra estatística T, se todo .A C a(y) é estatisticamente independente de T

Proposição 1.1: Duas estatísticas Y e T são independentes estatisticamente se,e somente

se, para todo Á C a(y) e todo .B C a(T),

Põ(Án.B) 'P -- q.c

Pro-: (:::+) Sda .B C a(T) e .A C a(y) ente.,

poÇA n B) = liAapO = IBpoÇAJT)apo = IBpoÇAlapo = poÇAÕpotB) . ''ío c Q

(+:::) Sda .A C a(}') então,

In AdP8 - poÇA n n) = poÇA]PoÇB) = InPo(Alapo , 'qB C a(T).

Logo Po(.A) é uma versão da probabilidade condicional de A dado T

5
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Exemplo 1.1: Seja (À',.4,P) um espaço estatístico onde P' = {P] , P2} e existe um .A C .4

t.l que Pi(.A) = Pa(.A') = 1 . Considere y = /À. Observe que Á = {a C a' : y = 1} e

.A' = {z C .Y : y = 0}.

Seja .B C A, temos que,

Pd(.B nÁ) Põ (B).riD(0) Po(B)Põ(A) , VO C {1,2}

Similarmente, temos que

Po(.B n.A') Po(B)PÕ(.A') VO C {1,2}

Como .A e .4' geram a(y), V.D C a(y) e V.B C .4, temos

Po(.B n.0) Po(.B)Põ(.0) VO € {1,2}

Portanto, y é estatisticamente independente de X

Exemplo 1.2: Seja (.R,B,P) um espaço estatístico onde P = {Po : 0 C Z}, tal que

P8(=) = Zlp,e+it(a). Considere y(z) = lal, onde lzl é o maior inteiro de z.

Se .A C B, y C Za e .O, = {z C m : }''(,)

po(.A n .D, ) Po(.A)l«-d ' Po(A)Po(.D,)

Como {.D, : y C Z} gera a(y) , a igualdade acima é válidaVD C a(y) e VO C Z. Portanto,

y e X são estatisticamente independentes.

Suponha agora que observamos X = 3, 2 . Podemos afirmar

Claramente y = 3. Mas, X e y não são independentes ?

A idéia de independência, quando trabalha-se num espaço probabilístico, é de que se X

e y são va.dáveis independentes, o conhecimento da variável y não alltera a distribuição de

probabilidade da vmiável X e vice vema. O que ocorre no caso da independência estatística,

é que o conhecimento de X não altera o de Y dada a medida Põ, isto é ,supondo 0 âxo.

algo sobre y?r
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No contexto Bayesiano âca mais fácil entender este conceito . Como naquele contexto

0 tem uma distribuição de probabilidade, podemos pensar na probabilidade condicional

(em relação a 0) , isto é, X e y são condicionalmente independentes dado 0

Exemplo 1.3: Considere (.R, B, P') onde P' = {Po : 0 € Z} e Po é uniforme em j0--1, 0+11.

Sejam Xi e X2 duas observações estatisticamente independentes. A princípio, Xi
e X2 podem assumir quaisquer valores em .#?. Entretanto, se observamos XI = 3 o que

poderíamos dizer sobre X2 ?

Evidentemente, após o conhecimento do valor de Xi o conjunto de valores possíveis

para X2 fica reduzido, isto é,

0--1 $XI $ 0+1 + Xi l$0ÉXi+l +> 2<0<4

Logo, l $ X2 $ 5 com probabilidade um

No entanto, se estivessemos trabalhando com o modelo de probabilidade (.m, B, PI),

onde Pi é uniforme em 10, 21, teríamos que Pi(X2 = 3 l Xi) = Pi(X2 = z), 3 € 10,21, isto

é, o conhecimento sobre o valor de XI não altera a distribuição de X2.

Estatística Su$ciente

O conceito de estatística suficiente é crucial quando discute-se a redução do que se

observa, sem prquízo da informação sobre o parâmetro. Os teoremas de Basu abordam

justamente este tipo de redução.

Definição 1.5: T é uma estatística suâciente para (À', .4, P') se para toda /, Á-mensurável,

onde /x .fdPõ < oo, VO C O, existe uma função /' ( livre de 0) , a(T)-mensurável, t,l que,

/'(T) = .Epl/ rl , vo c o

Em particular se / = /A, onde .4 C Á, então
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/'(T) = Po(A l T) VO C 0.

Exemplo 1.4: Seja (.m", B«,P) um espaço estatístico onde Põ é uma medida de proba

bilidade Uniforme em 10, 01", VO C O. A função densidade neste caso é

/o(zi,r2,...,z«) = 0'"4o,õj-(ai, r2, ,,«)

A estatística T(zl,...,a«) = max(zi,...,a«) é suficiente para o modelo. De fato,

deu.findo

.A. .Y : T(«,) $ t},

.B. ={«., C Â': X-(«,) > «:, X2(«,) > u2,..., X.(«,) > ««}

e trabalhando com a função indicadora temos

/ .ra.dpo =põ(B«n.A.)=Po(T$t,Xi > «1,...,X« > ««)=
J..4,

= po(ul $ xi $ t,t'2 $ x2 $ t,...,u. $ x« $ t) = ll(t -- ui)o'"

)t'"Po(T $ t) - .Á. A'ÍPo,

onde h = ll (t -- ui)t'" é uma função livre de 0.

Como {..4t : t € .m} e {.B« : u C .m"} são geradores de a(T) e .R" respectivamente,

temos que, para todo Á € a(T) e .B C .R",

l ladPo = 1 hdPo ''VQ C O

Como h é uma função a(T)-mensurável e livre de 0 , T é suficiente.

Em gerall não é fácil verificar a suficiência pela deânição. A seguir apresentamos

um teorema, conhecido como Teorema da Fatoração (ou Halmos-Samge), que resolve este

problema em muitos casos

lt

l

n

lt

Q



Teorema da Fatoração : Se o modelo esta,tístico (.T,.4,P) é dominado pela medida À,

uma condição necessária e suficiente para, T ser uma estatística suficiente é que a derivada

de Radon-Nikodym de PÕ com respeito a À , dPõ/dÀ = /Õ , tenha a seguinte versão

fo = goh,

onde go é uma função a(T)-mensurável e h é uma função livre de 0.

Prova: (::>) Como o modelo é dominado, existe um conjunto enumerável

Po = {P] ,P2,P3, '''} tal (lue P = p'o (apêndice C)

Seja Ào uma probabilidade em (a', .4), tal que

Xo(a) l:«iP.(.A) V.Ae Á,

ondear = +, {=1,2,3,...Então,Ào=P'o::> Ào =?
Além disso, usando o fato de T ser suâciente,V.A € .4 e V.B C a(T), temos

00 00 p .P

Z
Portanto, /(T) é também uma versão da probabilidade condicional para Ào.

V««os mostra agora que i;95 = go é uma função a(T)-m'nsurável , VPo C 7''.
Seja .A C .4 e Po C P', então

Z /(7')dÀo.
BÀo(.A n B) (Á n .B)

i-l i-l
fÇT)dPi =

B

lt

Á
= / /(T).E*.(go l T)dÀo = / .Ex.(/Age l T)dÀo =

= / .Ex.(go l T)d.Xo V.A c .4.

Logo, go = .EX.(go/T) Ào -- q.c.. Portanto, go é a(T)- mens-«ável.

Podemos escrever /o = 4&- = {gltlB? = geh, com h livre de 0.

(+::) Por hipótese /õ = goh.Usando a medida Ào definida anteriormente, podemos

escrever go = 311S que por hipótese é a(7')-mensurável.

Á fQT)god,\» =l g.d\» = PoÇAs = fÇT )dPe =

A

9



Fixo .E € .4 e Po C P', seja u uma medida de probabilidade tal que

«(.A) = Po(A n .D) v.4 € .4. (1.1)

Então,

/
= / Po(.E l 7')go(T)dÀ V.A C .4

Por outro lado, de ( 1.1 ) temos (lue

/
= / À.(.E l r)gP(r)d.xo v.A c .,4

De ( 1.2 ) e ( 1.3 ) temos que

Z Po(.E l T)dPo
A

/ Z

/

A
lzdPo /rgo(T)dÀo

A
r dz,= IKdPo

(1.2)

(1.3)

P8(.E T)go(T) Ào(E l T)g.(T) Ào - g.c

Como go(r) = 'Ç?-, temos que Po({, : g~T(a) = 0}) = 0, isto é

Logo, Po(T) l T) .& - g.c..

Como .P& é arbitrário, a igualdade acima vale VPo C P'

soante em relação a 0. Logo, T é suficiente.

Um teorema análogo foi apresentado por Basu e Ghosh (1967),

de modelo dominado pela de modelo discreto, entendendo como

que satisfaz as seguintes condições:

(a) todo Põ C P' é uma medida de probabilidade discreta;

(b) .4 é o conjunto das partes de Â' ;

(c) o único conj-to Po-nulo , VO C O , é o co-j-to "zio

No Exemplo 1.4 o modelo é dominado e podemos escrever

con

, go(T) # 0 Po

Po'tanto, Po(E l T) é

0

substituindoacondição

modelo discreto aquele

/o(ai,=2,..., a«) = 0'"/(--,0(T)lO,©(S),
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onde S(zl , a2, ..., a.) = min(ai,r2,...,a«).

Identificando gO = 0'"1(-m,0)(T) e h = 1(0,-)(S), concluímos pela suficiência de T.

Proposição 1.2 : Seja (Â',.4,P) um modelo dominado. Sejam T] e Z2 duas estatísticas

tal que a(TI ) C a(T2) p'-- q.c., isto é , Z2 é essencialmente função de Ti . Se Ti é suâciente,

então T2 também é suÊciente para o modelo.

Utilizando o Teorema da Fatoração, a prova deste resultado é imediata.

Exemplo 1.5: Seja (.R, 6, P') um modelo estatístico onde

7'' P(X) -.A),V.A C B}

Se Bo é a a-álgebra gerada pela estatística y(a) = aa então,

Bo = {.A C B:.A = -.A},

que é a a-álgebra dos borelíanos simétricos.

S. / é «m. funçã. B-m-;«rá«l, -tã. g(a) = tK1l:y(:UI é B.-m-;urá-l, e

l fdP = 1 gdP , VA c Bo , 'VP e'P

Logo, Bo é suficiente para o modelo.

Seja S C .R, S g B e

Bi = {.4 U .Bo : ,4 C S,.A C B e .Bo C 6o},

então Bi é uma a-álgebra tal que, Bo C Bi C B.

Vamos supor que Bi é suficiente. Então, V/ B-mensurável, existe uma g , Zgi

ável, tal que, V.B C Bisur

men

IB p- IngaP ''dPc'P.

Seja 3 C S e .B = {#}, então

j*.~'---J~..,-, *
11



+ /(,)P(z) z)P(a) VP C P'

Agora, seja z C S' e considerando .B = {--a,z}, temos que .B C Bo ::+ .B C Bi

Portanto,

l*.,,,.«--l*.,,,~," -
+ l/(,) + /(-,)ip(,)

Como existe P C P' tal que P(z) > 0, Va, temos que

:fÇlLJi!(:d.b.(') +/(')/s(')

Us«:do /(z) = .4o.©(a) - l(--,O(a), temos que g(3) = 0 se = C S' e g(z) # 0 se

3 C S. Logo, g'i(0) = S'. Mas S' gl B e portanto S' g Bi. Isto contradiz a hipótese de

que g é Bl-mensurável. Portanto, Bi não é suficiente.

Este exemplo mostra que é possível ter uma sigma álgebra que não é suficiente mas

contenha uma suficiente . Este fato pode ocorrer quando a condição de dominação não

esta satisfeita. A seguir vamos discutir a dominação do modelo.

Suponha que P' soja dominado. Então, existe uma medida /z sigma finita tal que

P «K p. Em particular, considere as medidas em P' do tipo PJ(.j) = P;(--.j) = 1/2 onde

.j C .m+. Temos que /z(.j) > 0, Vy € .#?. Isto implica que p não é sigma finita.

Com efeito, seja .r um conjunto enumerável de índices e (.Ai)ic.r uma partição de .R

com .#Z = U .Af, então existe k C / tal que .4t é não enumerável. Mas

g(.)

P(.Ak) = .> . P(.7) = oo.
jc'4i

Como a partição de .#? é arbitrária, concluímos que p não é a-finita e consequentemente

o modelo não é dominado. O

Proposição 1.3: Sejam Ti e Z2 duas estatísticas suficientes tal que a(TI) C a(T2)

7'' -- q.c.. Se T] é suâciente p"a (Â',a(T2), P') e T2 é suficiente p';a (Â',.4,P), então T] é

suficiente p,.'a (.Y, .4, P')

12



Prova : Seja / uma função .4-mensurável. Pela suficiência de Z2 existe uma função

/' ,a(Ta)-mensurável, td que,

/' =.Eel/IT21

Da suficiência de Ti segue que existe uma /* , a(TI )- mensurável, tal que

/' =.Eõl/'lrll

Mm, como a(TI) C a(T2) ,

.Eel/ l rll = .EelEel/ l T21 1 T l

Utilizando as igualdades anteriores temos que,

.Eol/IPil=.nel/'lPll= /'

Logo, TI é suâciente para (Â', .4, P'). 0

Como já foi dito, o objetivo do estudo da estatística suficiente é a redução das

observações sem perda de informação. Assim, poderíamos nos interessar pela redução

máxima. Dois conceitos relacionados a este tipo de redução são os de suficiência mínima

e minimal. Prova-se que os dois conceitos são equivalentes nos modelos dominados e dis-

creto. Contudo, nem sempre a equivalência é satisfeita. A estatística suâciente mínima

sempre existe e não é necessariamente única. Em relação a estatística suficiente minimall,

caso ela exista, ela é essencialmente única e também é mínima.

Definição 1.6: Uma estatística suficiente Zo é suficiente minimal, se para toda outra

estatística suâciente T, temos que a(Zo) C a(T) P' - q.c..

Definição 1.7: Uma estatística suficiente Zo é suficiente

suficiente T, tal que a(T) C a(Zo) 7'' -- q.c..

existe outraiiuiiiina} se nao ]

13



Pa.ra o modelo dominado & existência, de uma estatística suficiente minimal foi estu-

dada por Lehmann e Schefré ( 1950 ) e Bahadur ( 1955 ). Para o modelo discreto , definido

anteriormente, foram feitos estudos por Basu e Ghosh ( 1967 ) . Posteriormente, Hasegawa

e Perlman ( 1974 ) introduziram o conceito de modelos coerentes, um modelo estatístico

mais gerall que inclui os casos dominado e discreto. Entretanto, o modelo coerente não

se limita a estes dois casos. Basu e Cheng ( 1979 ) apresentam um estudo organizado

sobre tais modelos, sua relação com a estatística suficiente e, um exemplo de um modelo

coerente que não é discreto nem dominado. Para o caso dos modelos coerentes a existência

da estatística suâciente minimal está provada. Contudo, a condição do modelo ser coerente

é uma condição suficiente mas não necessária para a existência da suficiente minimal.

Estes conceitos não serão explorados ao longo deste trabalho. Aqui trabalharemos ,

na maioria dos exemplos, com modelos dominados, onde nada patológico ocorre. Outro

conceito de interesse, que pode facilitar o trabalho no caso dominado, é o de suâciência

parecida.

De6nição 1.8: Uma estatística T é suficiente parecida para (.Y, .4, 7') se, para todo .A C .4

e todo par 0i,02 € O , existe uma função / ( livre de 0 ) , a(T)-mensurável, tal que

.f(T) = pd.(.A l r) { = 1,2.

Ao invés de nos referirm(B a uma estatística como sendo suficiente ( ou suficiente

parecida ) poderíamos nos referir , com esses termos, a sua sigma álgebra. Deste modo,

poderíamos ter definido sigmas álgebras suficientes ( mínimas, minimal e parecida ). No

próximo exemplo trabalham'emos com sigmas álgebras, sem nos referirmos a alguma es-

tatística.

Exemplo 1.6 : Seja (.m, .4,P) um modelo estatístico onde .4 é a a-álgebra de conjun-

tos simétricos que contêm pelo menos um conjunto não enumerável e,? é a família de

probabilidade discreta simétrica, isto é, aquela que concentra a massa de probabilidade em

apenas dois pontos--a e a ,a C.a?
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Seja C C .4 & a--álgebra. dos conjuntos simétricos enumeráveis e coenumeráveis (

cujo complementar é enumerável ). Vamos mostrar que C é suficiente parecida mas, não é

suficiente.

Sda .A C .4, P., Pó C 7'' onde . # b com, P.({--., a}) = 1 e Põ({--b,b}) = 1.

Defina C' = .A n {--a, --ó, a, b, }. Como Á é simétrico, C' também é simétrico e C' € C

Além disso, .A = a .l?- -- q.c. { = a, b.

Se .D C C, então

l IAdPi= 1 1cdPi, ã= a,b.
JD JD

Como a e b são valores arbitrários, a igualdade acima é válida para todo

P., P& C 7>. Logo, C é suficiente parecida para o modelo.

Vamos mostrar agora que C não pode ser suficiente. Para isto observe que, C # ..4

P' -- g.c.. Mostraremos que nenhuma outra a-álgebra menor que .4 pode ser suficiente para

o modelo.

Suponha que exista uma a-álgebra Z) C .4 que seja suficiente. Como 'D #: .,4, então

.4 -- D # 0. Seja .A € .4 -- D e P. C P'. Pela suficiência de IZ), existe h , D -mensurável

tal que

IAdP. = Int.ap../

Mas

lIAap.=iA( aà'+IAÇaà .IA(aÕ'
E poroutrolado

1.««. - K:'qw - "@.
Portanto,

IA(a) = h(a) Pa -- g.C. V« C .m.

Como h é D-mensurável, então ..4 C 'Z), o que é uma contradição.

Lema 1.1: Uma condição necessária e suâciente para T ser uma estatística suâciente

parecida para (X, '4, P') é que, para todo par 0i , 02 C O, ã(F:3i%;J seja a(T)--mensurável.
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(.Y,.4),
'l/' - J #J. ÉJ. !

2

E fácil verificar que p'* é dominada pela medida Ào = .P&: + Po,

Usando os mesmos m'gumentos da prova do Teorema da Fatora,ção temos que, 1l;# é

a(7')-mensurável, se e somente se, 7' é suficiente para P'. Como isto é válido para todo

par Oi} 02, o lema esta provado. Q

Lema 1.2: Se T é suâciente parecida para a família finita P = {Põ., ....., Po.}, então

dPo.
}=!' . é .(T) - me«s«rá«l

'(É*)
Prova: Quando n = 1 estamos no caso do Lema l.l

Parte 1 - Vamos mostrar que a a6rmação é válida para n - 2.

Seja P' = {Po.,PÕ:, Po,}. Como T é suficiente parecido, pelo lema l.l ,

«-@lh . «-©Zh
são funções a(T)-menu«áveis. Temos então que,

(/] +/2 - /1/a)dPo. Po. + Po: +Pó,)

Como 0 5; /] $ 1,0 $ /2 $ 1 então /i + /2 -- /1/2

Po. ({, C Ã' : / (,) - /2(') ' '}) - 0. E«tã. d.6«im.;

/1 /2 ' 0. Mas,

. ftf-z
f\ -F ja -- f\fa

e concluímos (lue .f é a(7')-mensurável.

Por outrolado

&. g.c.)



aPõ.f'Z;+.&,) po.-q...
Parte ll - Vamos mostrar, por indução, que a propriedade

i--'-- e a(:z J-mensurável
d(E Põ. )

f-o

P

é válida, Vn C ZV

Considerando que

d&.

d( E Põ.)

Pela suficiência parecida de T, temos que a(Pi;:;ii:il:iD é a(T)--mensurável e, pela

hipótese de indução, .l(l\ o+P) é a(T)- mensurável . Portanto, 7' é suficiente parecida para

{Po.,p, Põ.+: } e, pela parte 1, concluímos a prova. O

Lema 1.3: Seja T suficiente parecida para a família infinita e enumerável

7' = {Põ:,.&:, .....}. Se p(.4) = E aíPõ.(.A), V.A C .,4, onde

(i) lim 'p' = 1lgb. --g.c.
a(}l; aiP i)

(n) gã" é '(T)-m.-;«-á«l.
Prova: Temos que, Vn,

0t

d&. d&.
d(Po. + P + Pe..:)d(Põ. + E Pe; + Po....:)i=l

nnita e enum

1, então,E aíPõ. (Á),
i=l

d&.

Fazendo n --, oo, temos que --i::%T-- --, 1. Portanto vale ( i).

Para a validade de (ii) basta observar que ---il112--- é a(T)- mensurável, então

v«, 1» é .(r)-m'-;«:á«-. 0

17



rroposiçao i..'l: seja ('t } H9 f''J um moa

se, e somente se, ela é suficiente pareci(h

Prova:

(::F) Imediata

(«:::) Suponha que T é suâciente parecida. Como o modelo é dominado existe um

conjunto Po = {Pi, P2, ...} enumerável contido em 7', tal (lue ?o = P' (apêndice C).

Seja Po uma medida quallquer em P'. Defina a medida p, onde )ll: aÍ = 1, como

e elo dominado então a estatística T é suficienteS IS)

l8

p(E) = > ,aiP.(E), V.E C A
í-l

Pela suâciência parecida de T e pelo Lema 1.3, :Í(g:Ía é a(T) -mensurável. Além
disso,

dPo dPo d(Po + P)
dP d(Po +P) dP

l«g., 'P é a(7')-m.«;«-á«l.
Utilizando o teorema da Fatoração, concluímos que T é suficiente. Q

Este último resultado simplifica bastante o trabalho no caso do modelo dominado

Neste caso, basta mostrar a suficiência parecida para garantir a suficiência

d(Eo + P) d(no + P) d(Po + P)
1-

d(no + P)

l ]

Estatl'stica ..4nciJar

Na seção anterior discutimos um conceito relacionado com informação contida na

amostra a respeito do parâmetro. Nesta seção apresentamos um conceito que, a princípio,

foi considerado relacionado a " não.-informação "
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Definição 1.9: Um evento .A € .4 é ancilar em relação ao modelo estatístico se,

Põ(A) = P(.A) ,VO C O, onde P é uma funçã« .4-menswável. Uma estatística y é ancilar,

para o modelo estatístico, se todo .A C a(y) é anal,r.

Observe que se a família P é dominada, então a estatística é ancilar se, e somente se,

sua função densidade é livre de 0. Este fato é facilmente verificado utilizando-se o Teorema

de Radon-Nikodym

Exemplo 1.7 : Seja (.m',B2,P') um modelo estatístico onde P' = {Põ : 0 C .m+} é

dominado pela medida de Lebesgue e sua densidade é

/õ (z, 3/) e'o='v/õ z,y > 0

Seja Z a estatística Z(., 3/) z.y. Considere .A, C a(Z) t,l que

.A, (z, y) C .m' : ay É ,} {(a, 3/) C .m' : 3/ $ ;/«}

Temos que,

P.(Aà l..f.aP. l~' foÇ-,u)dvd,.

Fazendo substituição de variáveis, obtemos

p.tA.]- 1. 1 \f.(,.«fala,a«.

A integral interna é a função densidade de Z a qual denotaremos por gz. Então,

gz(.u) = Jom Le'o=--o/o=d= = .1 ILe'"''/wdlo.

Portanto, Z é ancilar.

O estimador de máxima verossimilhança para 0 é a estatística T(z, 3/) = (y/z):/'
Utilizando-se o Teorema da Fatoração verifica-se que T não é suficiente para o modelo

mm (T, Z) é suficiente.
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Embora nosso objetivo não seja aprofundar questões sobre o conceito de informação,

abriremos aqui um parêntese para entender melhor o exemplo em termos estatísticos.

Informação, segundo Fisher, é a função

Í2

1(0) - E'l'ãà'/og yb(X)l

onde /e(X) é a função de verossimilhança.

A informação de Fisher para uma estatística T é definida pela expressão

;(o) - reli;Íz'P àe(T)l

onde ho(T) é a função densidade de T.

Uma estatística tem a mesma informação de Fisher da amostra l.Z(0) = J(0)l se, e

somente se, ela é suâciente ( Basu, 1975 ) . Isto caracteriza, em termos de Informação

de Fisher, a suficiência. Por outro lado, se y é uma estatística ancilar sua informação de

Fisher é zero.

Em termos de a-álgebra temos, no Exemplo 1.7, que a(T) não é suâciente e por

tanto, sua inform.ção J(0) é menor (lue 1(0) ( a inform.ção máxima de Fisher ). En-

tretanto, quando acrescentamos elementos ancilares ( com informação de Fisher zero)

resulta (lue a(T) V a(Z) tem informação de Fisher igual a 1(0). Este fato nos faz ques-

tionar a idéia de que uma sigma álgebra ancilar não contêm informação relevante para o

parâmetro. Portanto, nem sempre podemos dispensar as estatísticas ancilares quando esta-

mos

interessados em estimar determinado parâmetro. Muitas vezes as estatísticas ancilares

são de grande utilidade.

A seguir apresentamos alguns conceitos relacionados com ancilaridade.

Definição 1.10: A estatística ancilar y é ancilar maximall, se não existe out

«icilar y*, tal que a(y) C a(y*).

ra. estatísticaS IS



Deânição 1.11: Uma estatística S é informativa, se existe pelo menos um conjunto

.A € a(S), td que .A não é inchar.

Deânição 1.12: Dois conjuntos ancilares X e .B se adaptam, se Á n .B também é ancilar e

escrevemos Á -# .B. Caso contrário, escrevemos Á # .B. Note que .A «' .B :> .A -' .BC pois

Po(.A n.B)+ Po(.A n.B')

Exemplo 1.8: Seja (.Y,.4,P) onde a' = {0, 112,.4 = .P(.Y) e P' = {Pe : 0 C lO,lj}, tal

que PO(z, y) é descrita na tabela abaixo.

Se.A 0);(0,1)} e .B = {(0,1);(1,1)}, ente Po(..'i)

VO C 10, il. Po-tanto, .A e .B são ancilares. Entretanto, Po(.A n .B)

Logo, Á e .B não se adaptam.

Proposição 1.5: Se .A é um evento ancilar que não pertence a a(y), onde y é uma

anci[ar maxima], então existe peão menos um e]emento .B C a(y) ta] que .A # .B.

Prova : Seja .A4 uma a-álgebra ancilar maximal e .A um conjunto ancilar tal que .A # ./ç'í.

Vamos supor que .A ,v M para todo .M C .,A,4. Considere

1/2,

lo,il.

M* = {(.A nx) u (.A' n y) : x,y c .M}

Observe que ./U C .A4* e .A4 # ./çÍ'. Além disso,

Pel(Á n x) u (A' n }')l = Po(A n x) + Põ(.A' n }')

fl l

     
  y  

.x 0 1 Total

0 )I'z Ç\ - o)I'z 1/2

l }- obl'z ol'z 1/2

Total -l'z 'tl'z l



Por hipótese os dois termos à direita da equação são livres de 0, e portanto como isto

é válido para todo elemento de JU', concluímos que ./U' é uma a-álgebra ancilar. Mas

./W C .A4', o que contradiz a maximalídade de .A'í. Q

Corolário 1.1: Seja y uma estatística ancilar maximal e S uma estatística ancilar tal

que a(S) e a(}'), ente a(S) V a(}'') é informati«,. Isto é, (y, S) é informativa.

Exemplo 1.9: Seja (.aZ2,B,,P) um espaço estatístico onde P' é a família da Nor-

mal bivwiada com vetar de médias (.) e matriz de co~'miância (' ').Sejam X,y dum

estatísticas, tais que X(a,y) = z e y(a,y) = y. Cada uma delas tem medida de

probabilidade N(0, 1) e portanto são ancilares. No entanto, (X, y) é suficiente para o

modelo e portanto informativa.

Família Completa

O conceito de família completa, bem como os conceitos de família conectada e conjunto

separador que serão abordados a seguir, são conceitos auxiliares para estabelecermos os

Teoremas de Basu. A condição de que a família soja completa é a condição exigida para que

o espaço estatístico possa ser particionado , de forma independente, numa parte informativa

(suficiente) e outra nh informati«, («:alar)

Optamos por falar em família Completa e não estatística Completa, pelo fato deste

conceito ser uma propriedade da família de medidas de Probabilidade.

Definição 1.13: Uma família de medidas de probabilidade 'P é (limitadamente) completa

se, para toda função real g (essencialmente limitada) ,

gdPo = 0 , VO c Q, :> g = 0 P' -- g.c/
Uma estatística T é (limitadamente) completa se a correspondente família de medidas

induzidas por T é (limitadamente) completa.



O fato da família ser completa implica que ela é limitadamente completa. Podemos en-

tretanto, ter uma família limitadamente completa que não é completa. Vejamos o próximo

exemplo.

Exemplo 1.10: Seja (.a?,B, P') um espaço estatístico onde P' = {Pó : 0 C (0, 1)} e cada

Po tem a seguinte função densidade,

/b(,) -0y0'1w(')+0.rt-D(,)

Seja g uma função Borel mensurável tal que /n gPo = 0, VO € (0, 1). Então,

p(-i)o+ll:p(.j)(l -oyp =o :»
.j=o

::> (i - o)' }:p(.j)oJ
J=o

:+ }:p(.j)oj = -g(-i)o(i - o)''
.j=o

Como 0 < 0 < 1, temos que 0(1 - 0)'' = }: .jO.Í. Po-t-to
.j=o

m oo

}: g(.j )oJ l ).jOj
J=o j=o

Então,

g(.j) = -.jg(-1) .j = o,i,2,......

Caso 1: Suponha g limitada, então g(.j) = g(--1) = 0 para .j = 0, 1, 2,

Caso 11: Supoha que a condição de g ser limitada não é imposta. Considere go, tal

que

(1.4)

go(--1)=1, go(0)=0 e po(.j)=--.j .j= 1,2,3,

Então, go satisfaz (1.4) . Logo, P' é limitadamente completa, mas não é completa.

Exemplo 1.11 : Seja (®,.P(A),P') um espaço estatístico onde P' = {Po : 0 C {}, {l} e
Po é Bonomia! (2, 0)
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Vamos mostrar que a família ? não é limitadamente completa.

Seja g uma função essencialmente limitada e .4-mensurável, hall que /x Papo

VO C {}, {}.Então ,

g(0)(1 -- oy+2ç(i)o(i -- o) +g(2)0' = o:>

:> g(0)(1 - 20 + 0') + 2g(1)(0 - 0') + g(2)0'

+ ip(o) - 2p(i)+g(2)lo' + ip(i) - p(o)l20+ g(o) = o.

Considerando g(0) = 1, g(1) = --2 e g(2) = 3 de modo que as raízes da equação

acima sd-m } e { temos

80' -60+1 =0 , VOC {;, ;}

Logo, a família não é limitadamente completa e portanto não é completa.

Entretanto, se completarmos o espaço paramétrico de modo que Q = { 1 , i, 3 1} , não

podemos mais garantir que vale (1.5), VO C O . Neste caso, não existirá uma g # 0 tal

que a equação de segundo grau se anule, VO, pois ela possui apenas duas raízes. Então,

P' = {Po : 0 C {{, }, iJ} é limitadamente completa (também completa pois, a condição

de g ser limitada não é relevante no caso) e é claro que incluindo mais elementos no espaço

paramétrico ela continua sendo completa.

Proposição 1.6: (Lehmann e Scheaé, 1950)

mente completa, então T é suficiente minimal.

Pro«,: Seja S uma estatística suâciente. Vamos mostra que a(T) C a(S) P' -- g.c..

Seja .A C a(T). Considere g uma versão da probabilidade condicional de .A dado S,

livre de 0, e h = .Eplg/TI , também livre de 0. Temos que

l ladre = 1 gdPe = 1 hdPo 'VO C O,}X JX JX

Se T é uma estatística suficiente e limitadaS l ] ] ] l

(1.5)
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então

/ (.h - h)dPe = 0 VO C 0.

Como (IÁ -- h) é a(T)-menswável e li«citada, pois /..l $ 1 e h

Utilizando o fato de T ser limitadamente completa, concluímos que

X

Po\.AIT)

IA

Mas,

h = .Eelg/TI $ g = .Eel/Á/SI $ /A

Portanto, /A = g P' -- qc. Então, .A C a(S) {'

Proposição 1.7: Seja T uma estatística suficiente e completa, então para qualquer es-

tatística S ancilar, tal (lue a(T) V a(S) é essencialmente igual a a-álgebra de Borel, S é

essencialmente ancilar maximal.

Vamos omitir a prova, deste resultado pois com o Teorema de Basu 1, que será enun-

ciado e demonstrado posteriormente, ela torna-se simples.

Fhmilia Conectada e Conjuntos Separadores

Definição 1.14: Duas medidas de probabilidade Pi e P2 em (.Y, .4) são sobrepostas se,

para cada A € .4, tal que Pi(.A) = 1, temos que P2(.4) > 0. Observe que a propriedade é

simétrica.

Outro modo de definir medidas sobrepostas é dizer que seus suportes não são disjuntor.

Deânição 1.15: Uma família de medidas de probabilidade é conectada, se para todo par

Po e .Pb em P, existem medidas de probabilidade Po., Põ,, .....,Po. em P', onde 0i = 0 e

0. = a e n € .#V, tais que Po. e Pe.+: são soprepostas para i= 1,2,3, ....., n -- l.
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Exemplo 1.12: Seja (.#?,B,P') um espaço estatístico onde P = {Po : 0 C Z} e PÕ é

uniforme em [0, 0 + 1). Considerando .A = ]O, l] e 0 = 0, temos que Po(.A) = 1 e para todo

outro 0 C Z PÕ(A) = 0. Logo, não existe 0 € 2Z - {0} ta] que Po(.A) > 0. Portanto, Po não

se sobrepõe a nenhuma outra medida em P', então a família não é conectada.

Exemplo 1.13: Utilizando o mesmo modelo do exemplo anterior e alterando o espaço

paramétrico para Q - {A/2 : k C Z:}, temos que a família é conectada. Pois, se 0 C Q e

Á 0+1),e«tã.Po(.A) /,(.A) > 0, VOC O.

Deânição 1.16: .A C .4 é um conjunto separador se, VO C O, PO(A

para pelo menos um par 0i,02 C O, temos Po. (.A) = Põ,(.A') = 1.

Em alguns casos a condição de P' ser conectada é equivalente a condição da não

existência de um conjunto separador. A equivalência entre as duas condições foi apresen-

tada por Pathak (1975) nos casos do modelo dominado e do modelo discreto. Posterior-

mente, Basu e Cheng (1979) generalizaram este resultado para os modelos coerentes. A

seguir apresentaremos os dois lemas introduzidos por Pathak.

Lema 1.4: Seja (,Y, .4,P) um modelo discreto. A família P' = {Po : 0 C O} é conectada

se, e somente se, não existe um conjunto separador.

Prova: Vamos mostrar que existe um .A separador se, e somente se, P não é conectado.

(:>) Seja .A um conjunto separador. De6na

0 ou Po(.A)) l eg

Pi = {Po C P' : Po(.4) = 1} e

7'2 = {Po C P' : Põ(A) = 0}

Como .A é separador p'] e P2 são conjuntos não vazios. Além disso, todos elementos de

p'i são sobrepostos e o mesmo é válido para ?2. Entretanto, para nenhum par (P8. , PO,),

tal que Po: C Pi e Po, C P2 , as medidas são sobrepostas.

Logo, o modelo não é conectado.
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(+) Suponha que P' não é conectado.

Pua cada 0i , 02 defina a seguinte relação de equivalência ,

PÓ. -., Po, .é:>p Pe. , PÕ, são conectados

Fixado Pi C p'l. Considere p'i = {Po C P' : Pó -., Pl}. Como P não é conectada,

Pa ' P' ' p'i # 0. Além disso, sejam

I'i = {0 : Po C Pi} e I'2 {0 : Pe € 7''2}

Se Xo é o suporte da medida de probabilidade Po, isto é, Po(À'o)

V.B C Xõ, Po(.B) > 0, temos que

l e

zo: n xõ, 0, VOi C I'i, V02 € 1'2

l)eh.na

."- U xo.
Ot€1't

Como o modelo é discreto a a-álgebra associada é o conjunto das partes de Y

mensurável . Além disso,

Logo,.A é

Po. (Á) = 1 VOi € P] e

Po,(Á) = 0 V02 C P2

Portanto, .4 é um conjunto separador. Q'

Lema 1.5: Seja (Â', .4, P) um modelo dominado. A família P' é conectada se, e somente

se, não existe um conjunto separador.

Proa: (:+) A mesma prova do Lema 1.4

(+:) Suponha P' conectada e considere 'Pi, p'2 deânidos anteriormente no Lema 1.4

Como Pi é dominado, segue que, existe uma família enumerável Po C p'l , tal que p'i = Po

(apêndice C)
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Sd«n

I'o {0 : Po C Po}, Fi {0 : Po C 7''i} e I'2 = {0 : Põ € 7'Z}

Defina

x- U xõ
O€1'o

Como I'o é enumerável, Á é mensurável. Então,

Põ(.A') 0, VO € 1'o :+ Põ(.A') 0, VO C I': :» Po(..4) 1, VO C I'i

Como nenhuma medida em 'P2 é conectada com alguma medida em p'i, temos que

..4 n Xo = 0, VO C I'2. Portanto,

Po(.A) VO C I',

Logo, .A é um conjunto separador. Q

Exemplo 1.14: Seja 'P = {P : P(z) = P(3/) = 1/2,0 $ z < y} uma família de

medidas de probabilidade em (.#?, B) e Q a medida Normal Padrão . A família 'P U Q não

é conectada, pois Q e P não são sobrepostas, VP € P'

Os candidatos a conjunto separador são:

i) .m, pois Q(.R) = 1. Contudo, P(.m) = 1, VP C 7''. Logo, .R nh é um conjunto

separador.

í{) .m+, pois P(.m+) = 1, VP C P'. Contudo, C?(.m+) = 1/2. Logo, .m+ também não

é separador.

Portanto, o modelo não é conectada e não possui um conjunto separador.
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1.3.0S TEOREMAS DE BASU SOB A PERSPECTIVA CLÁSSICA

Teorema de Bmu ] ( B-.su, 1955 )

Seja T uma estatística limitadamente completa e suficiente para o modelo (.Y, .4, P).

Se S é uma estatística ancilar, então S e 7' são estatisticamente independentes.

Prova : Considere .A C a(S). Como T é suficiente existe uma versão da probabilidade

condicional de Á dado T ( livre de 0) ,/(T), tal que

Po(A) = 1 j(T)dPo V8 c 0

Pela ancilaridade de S, temos que Po(.A) = k (constante em relação a 0). Portanto,

l (f(T) - k)dPo = 0 VO € 0,

onde (/(T) -- k) é a(T)- mensurável. Usando o fato de T ser limitadamente completa,

temos que

/(T) (Á) 7'' - q.c..

Logo, A é estatisticamente independente de T e portanto, S e T são estatisticamente

independentes . O

Exemplo 1.15: Seja (.R",B«,P') um espaço estatístico onde P' = {Po : 0 C .R} éa

família de medidas de probabilidade Normall n-variada gerada por n observações indepen-

dentes Normais com média 0 e variância l

Considere as estatísticas conhecidas com

mente,

r(,:, ...,,«) - 4= ,
s'(,:, ...,,.) - Zg!:i:=
Vamos mostrar que .X e sufic

o média e respectivavariância amostrais,e ] S S] ]

leta para este modelo estatísticolente e S e Scomp

29



O modelo é dominado pela medida de Lebesgue e sua função densidade é dada por,

/ (,-,...,,.) '"/'e:'E''

- (2«)'"/'. ' IE'?-,,.X-«.'l

'"/:.='4É.''z:i'e o,x).

Portanto, pelo Teorema da Fatoração, X é suficiente.

Seja ?x a famí]ia de medidas induzida por ]:. Se Qe C p'x, então Qo tem distribuição

.N(0, i). O modelo estatístico induzido por T é (.m, B,p'x).

Seja / uma função Borel mensurável, tal que

fdQo = ç) :+ .l fM\2"nÀ'''

Fazendo transformação de variáveis e usando a unicidade da 'llansformada de Laplace,

temos que .f = 0 (essencialmente) , VQe C p'x. Portanto, X é completa.

Vamos mostrar agora que S2 é uma estatística ancilar. Temos que,

(" - 1)S' = }ll: (zi -- X)' = >1: (zi - 0y -- n(1 - 0)'
l l: t

}l: (=i-- o) '
Mas, (zi -- 0),V{, e (X -- 0) tem (Lstribuição .N(0, 1). Então, 1:1--;-- tem distribuição

Qui-quadrado com n graus de liberdade, e (X -- 0)' tem distribuição Qui-quadrado com

l grau de liberdade. Portanto, (==DS2 tem distribuição Qui-quadrado com (n -- l)g./

então S2 tem distribuição livre de 0.

(Jtilizando o Teorema de Basu l,

pendentes

n.

l

concluímos que X e S2 são estatisticamente ande] S l
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Exemplo 1.16 Seja (.R",B«,P') um espaço estatístico onde

P' = {Po : 0 = (p,a),t.g.,p C .m e a C .R+}

é a família da probabilidade Normal n-variada, com covariância zero.

Utilizando-se o Teorema de Basu l é possível mostrar, também neste caso, que X

e S são estatisticamente independentes. Entretanto, Basu acreditou que utilizando-se a

mesma técnica seria possível mostrar a independência estatística entre $. e S.

Observe que fixado p = po, o parâmetro de interesse a é um parâmetro escala . E fácil

veri6car que { é invariante escala e, portanto é ancilar para a (apêndice D). Por outro

lado, sabe-se que (X, S) é uma estatística suficiente e completa. Logo, pelo Teorema de

Basu 1, { e (X, S) são estatisticamente independentes. Deste fato resulta a independência

entre ê e S.

Anallisando melhor a solução anterior, veja que a afirmação de que { e (X, S) são

estatisticamente independentes é absurda, pois X âca completamente determinada com o

conhecimento de (X, S). Então, qual o problema? Será algum erro do Teorema ? Não, o

que ocorre é que ao analisarmos a ancilaridade de { havíamos âxado p = po e neste caso,

a estatística (X, S) não é completa para o parâmetro de interesse a. Pois, considerando a

estatística

h(,)

temos que

.Elh(,)l

Este exemplo é interessante para salientar a importância da condição de que a família

da estatística suficiente seja completa. Outra maneira de verificar que (X, S) não é com-

pleta, no caso de po conhecido, é observa que a estatística )ll: (ai --po )2 é suficiente e menor

que (X, S). Portanto, esta última não é suâciente mínima enão poderia ser completa, pois

seria uma contradição a Proposição 1.6
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Antes de enunciarmos o próximo teorema lembramos que Basu, num primeiro mo-

mento, acreditou que através da independência de uma estatística suficiente seria possível

garantir a ancilaridade. Ele inclusive apresentou, incorretamente, uma prova desta

afirmação (Basu, 1955) . O contra-exemplo a seguir (Basu, 1958) nega a idéia de que

a independência de uma estatística suficiente garante a ancilm'idade.

Exemplo 1.17: Uma urna contêm 10 bolas identicas numeradas de 0+1, 0+2,......, 0+10.

Retira-se duas bolas alleatoriamente da urna, uma após a outra, com reposição. Seja

O = {0,10,20,30,.....} o espaço paramétrico e ZI. o numero da i-ésima bola retirada,

í = 1,2. Observe que TI e Ta são identicamente distribuídas e estatisticamente inde-

pendentes e cada uma é suficiente para 0 Isso contradiz a idéia de que uma estatística

independente de uma suficiente é ancilar. Para que tal afirmação seja verdadeira, deve-se

impor uma restrição à família de medidas de probabilidade.

Teorema de Basu 2 ( Bmu, 1958 )

Seja P' uma família de medidas de probabilidade conectada. Sejam 7' e S estatísticas,

tais que 7' é suficiente para (Â', .4,P') e estatisticamente independente de S então, S é
ancilar

Prova: Considere .A C a(S). Pela suâciência de T existe uma versão da probabilidade

condicional de Á dado 7' ( livre de 0 ), /(T) , tal que

Po(.An.B)//(r)dpõ, v0€O V.BCa(T)

Por outro lado, pela independência de S e T temos que

P8(.A n .B) = Po(.A)Po(.B) = / Po(..4)dPe, vo cQ

Das duas igualdades anteriores, concluímos que

Po(.A) T), 7:'' - q.c.
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Considere Põ. , Põ, € P' medidas sobrepostas. Então, existe ao C xõ. nxõ,, onde Xõ. é

o suporte de Põ., i= 1,2. Logo, para pelo menos um ponto ao a igualdade (1.6) é válida

para Pdi e PO,. Portanto,

Pe: (Á) = Po,(..4)

Considere agora que as medidas são apenas conectadas. Então, existem

Po:,Põ,,...,Põ. em 7), tais que Poi,Po.+: são sobrepostas, para { = 1,2,...,n -- 1. Neste

c,.se, Pó.(.A) = Po..,(.A), { = 1,2, ....,n -- 1, então Po.(.A) = Po.(.A), p~a todo p« 0i e

0. C O. Logo, Á é ancilar e portanto, S é ancilar. O

A condição da família ser conectada é uma condição suficiente para garantir a

ancilaridade de S. Thomas e Koehn (1975) estabeleceram uma condição necessária e sua

ciente para a ancilaridade de S.

Teorema de Basu 2.A ( Thomas e Koehn, 1975 )

Seja T uma estatística suficiente para (.t", .4, P'). Toda S, estatisticamente indepen-

dente de T, é ancilar se, e somente se, não existe um conjunto .A C .4, tal que ..4 é um

conjunto separador.

Prova : Vamos mo

separador.

(+) Suponha que existe .A separador.

Seja @ O : PÕ(.A) = 1}.

Defina a estatística S(a) = /A(a), para a C X. Temos que,

existe um .4gerar que existe uma S não ancilar se, e somente ser l l)

.&(s(,) 0 C 'F e

Po(S(,) = 0) = 1, 0 C 4''
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Então, para 0 fixo, S é essencialmente constante o que implica que S é estatisticamente in-

dependente de qualquer outra estatística. Em particular, S é independente de 7'. Contudo

S não é ancilar.

(:+) Suponha que existe S não anci]ar. Neste caso, existe .B C a(S) ta] que , para

algum par 01 ) 02 C Oj

Po: (B) # Põ,(.B). (1.7)

Pela suâciência de T e independencia de S l lembre da prova do Teorema de Basu 2

(1.6 ) ], temos

.4P = {« C .Y : /o7'(a) = PÕ(.B)}

Então, Po(.Ae) = 1.

De (1.7) temos que existem 0] ,02 C O, tal que ..4e: n ..4o, = 0.

Sqa ..4 = ,4e: e @ = {0 € O : .l4o = .A}. $ e @c são não vazios pois, 0i C @ e 02 C @c

'lemos que

0 C $ + Po(.A) = Põ(..4o) l e

0 C @' ::> PÕ(Á') 2 Pó(.Ao) 1 + Po(.Á') = l

Logo, .A é um conjunto separador. Q

Pelos lemas 1.4 e 1.5 obtemos a equivalência entre as condições do Teorema de Basu 2

e Teorema de Basu 2.A . Portanto, nos casos dos modelos discreto e dominado a condição

dada por Basu é uma condição necessária e suficiente para a ancilaridade de S.
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Considere os três conceitos básicos apresentados

( . ) Su6ciênci,,

( b ) Independência Estatística e

( c ) Anciluidade.

O Teorema de Basu l estabelece que sob certas condições adicionais, ( a ) e ( c )

implicam em ( b ) e, o I'trema de Basu 2 estabelece que, também sob certas condições,

( a ) e ( b ) implicam em ( c ) . Para completar, apresentamos o Teorema de Basu 3 que

estabelece condições, para que ( b ) e ( c ) impli(quem em ( a )

Teorema de Basu 3

Sejam S e T estatísticas, tais que S é ancilar e estatisticamente independente de T.

Se (S, T) é suficiente para (.Y, .4, P), então T é suficiente p'ra o modelo estatístico.

Pro«a : Considere o espaço estatístico (Â',a(T) V a(S), P). Vamos mostrar que T é

suficiente para este espaço.

Sqa

D {.D C .4 : .D = A U .B otz .D ..4 n .B, .A C a(S), .B C a(T)}

Então, 1) = a(T) V a(S) pois, Z) é um D-sistema que contém a(S) U a(T).

Para concluir, necessitamos mostrar que para todo .Z) € D existe um

probabilidade condicional de D dado T, livre de 0.

Caso 1 : Considere .D C D tal que .D = .A n .B e, .E C a(T), então

Po(.o n.E) Po(.4n.B n.E) Po(..4 n .E*),

onde.E*

temos

BnE C a(T). Utilizando a independência de S e T e a ancilaridade de .A

Pd(.o n .E) = Põ(.A)Põ(E')

l Po(.AldPo= Intinapo ''ío c o,
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onde E.za e a(] J-mensurável e livre ae p. portanto, existe uma versão üa proüaüinaaae

condicional de .D dado T livre de 0.

Cmo 2: Soja .D C Z), tal que .D = Á U .B. Considere os seguintes conjuntos,

P P

.Di =.A'n.B , .Z)2 = 14 r'l .B'c e .Z)3 = .A r) B

Então, .D = .DI U .D2 U .D3 onde os Di são disjuntos , i= 1, 2,3

Se E C a(7') , utilizando o Caso 1, temos

Po(D n .E) = Po(.o- n .D) + Po(.o, n .E) + Po(o; n .E)

l j.(T)dpo-+ l fa(T)dpo+ l fa(r)dpo= 1 (fi(T)-+ jz(T)+fa(T»dpo.JE JE JE JE

Logo, também existe uma versão da probabilidade condicional de .D dado T, livre de

0. Po-t«to, 7' é suficiente para (.Y, a(S) V a(T), P).

Por hipótese, a(S) V a(T) é suficiente para (a',.4,P'). Mm a(T) C a(S) V a(T) C .A.

Utilizando a Proposição 1.3 concluímos que T é suficiente para (Â', .4, 7'). Q

No Exemplo 1.9 , observamos que (X, y) é suficiente para o modelo e X ''- .N(0, 1) é

ancilar. Mas y não é suficiente, ao contrário, também é ancilar. O que ocorre neste caso é

que a condição de independência entre X e y não esta satisfeita . Note entretanto, que a

condição de independência não é uma condição necessária. Observe o Exemplo 1.8 , onde

(X,X+y) é suficiente e X é anal«', pois Po(X = 0) = Põ(X = 1) = 1/2, VO C lO, ll.Além

disso, a distribuição de probabilidade era dada por

/o(', v) - g.r{ :,}(', v) + !. oJ{,#,} ,+,,.::}(', v) + Ljg-r{,-.,--}

Pelo Teorema da Fatoração, X + y é suficiente. Entretanto, X e X + y não são indepen

dentes.
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CAPITUL02 ABORDAGEM BAYESIANA

2.1 CONSTRUÇÃO DO MODELO BAYESIANO

Na visão bayesiana allém do espaço estatístico (.Y,Á,P'), admite-se um espaço

probabilistico (Q, 7, p), associado ao parâmetro 0, conhecido como espa'ço de probabili-

dade a priori. O modelo Bayesiano é construído no espaço produto (.YxO,.4 ® 7") onde

define-se uma medida de probabilidade . Entretanto, para a existência desta medida é

necessário que o espaço de probabilidade associado a 0 satisfaça certas condições. A seguir

apresentamos uma série de resultados relacionados com esta medida.

Considere um espaço mensurável (À', .4) e um espaço de probabilidade (O, 7", i,). A

função Po(.A) é uma função de trmsiçâo de (Q, 7) em (À', .4) se as condições abaixo estão

satisfeitas.
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(&) Pu'a cada 0 C O, P8(.) é uma medida de probabilidade em (Â', .4) e,

(b) para cada .A C .4, P(.A) é uma função de 0, 7-mensurável.

Teorema 2.1: Existe uma única probabilidade no espaço produto (Q,/') onde,

Q = .Yx © e /' = .4 e) 7 ( sigma álgebra gerada pelos retângulos de Q ) tal que,

«'(ÁxB)=/ Po(.,4)d«(0), VACA , V.B C7' ,

onde Po(.A) é uma função de tr«isição.

De um modo geral, esta medida é definida como

«'(.F) = / Po(Fo)'Zp(0) V.F C /',

onde Fo = {a € .Y : (z, 0) C .F}

Prova:

Parte 1 - Vamos mostrar que se .F C / então, Eo C .,4, VO C Q.

Seja ,C = {.F C .F : Fo C .4l}. Não é difícil verificar que .C é uma sigma álgebra

Sej«n .A C .4 e .B C 7", então

(.4x.B)e

(.AxB)p = 0, se 0 « A.

Portanto, (.A x .B)p C .4 :::» .4x.B € .C. Então, .C é uma sigma álgebra (lue contêm

todos os retângulos de Q. Logo, /' C Z :» .F' = .C.

Parte n - Vamos mostrar que se /' C /', então .P&(Fd) é 7-mensurável.

Seja .C = {.F C /' : Pe(Fe) é I''-mensurável }. Temos que .C é um D-sistema

i)Qo=.Y:» Po(Qe)=1, VOCOeportanto,QC.C.

ii)Se .Fi, .F2 C .C tal que .Fi C .F', então

,pois

Pol(.F' - F':)el .&(.a - Fo' ) &(4) - &(4),

que é 7-mensurável
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in) Se (.F")«>i C .C é td que bm. .F" = .F, entet) --+ oo

PÕ(FÕ) = PÕ( lim .Z%') = Em Po(FÓ'),n -+ cx) n --+ «)

onde cada Pe(.F;") é 7-mensurável. Po-t.."to, PÕ(Fo) é 7"-mensurável

Considerando .F = .A x .B temos que,

Põl(.Ax.B)õl = Põ(.4).ra(0).

M.s, PÕ(.A) é por hipótese 7-mensurável e como .B C 7, .ra(0) também é 7"-mensurável.

Logo, Pol(.A x B)pl é 7"-mensurável e portanto, .C contêm os retângulos. Utilizando o

teorema sobre sistemas Dynkin ( apêndice B ) concluímos que,

FcC, +. F=C,

Parte 111 - Sda

(F)= 1 Po(Fo)dv(0) VF c F.

A integral existe pois, Po(Fõ) é 7-mensurável. Basta mostrar que n é uma medida de

probabilidade.

Seja .F = U .F" onde .F" C / são disjuntor , Vn, entãol

«(.n - .Z põ(.&)d«@ - ./o po( U 40a«© -

. 00 00 p 00

- .L >: põ(4Da«@ - E .L po(40d«W - >: «(qO.
Além disso.

«(Q) - .Á &(Á)'i"(0) - "(0) - 1-
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Em particulm se .F = .A x .B temos

r(.Ax.B) = / .&(..4)«(0).
P/l

Para verMcar a unicidade utiliza-se o teorema de extensão de Carathéodory. Q

O Teorema 2.1 continua válido se as medidas não forem de probabilidade mas apenas,

medidas sigmas finitas e, é conhecido como Teorema da Medida Produto Generalizado

(Ash,1972).

Nas condições do teorema trabalharemos

produto (Q, /', r) chamado modelo bayesiano.

A restrição da probabilidade n à (O, 7"), que é n(a' x .B),V.B C 7", será identificada

pela medida i,, pois

de medidadea partir agora, no espaço ])

«(À'x.B)/ .&(.Y)du(0)) V.BCI'"

A medida p será denominada probabilidade a príoH

Por outro lado, a restrição de n à (Â', .4), que é r(.A x Q),V.A C .4, será identificada

por uma medida de probabilidade P em (À', .Á), dada por

B

P(.A) x 0) (..4)d«(0) V.A C Á.

A medida P será denominada Probabi.lidado marginal ou preditim

Exemplo 2.1 : Seja (.m,B,P') um espaço estatístico onde PÕ é .N(0,1),VPo € P'

e O = {0,1,2,....,10}. Clonsidere a probabilidade a priori p, Uniforme em O,isto é,

z,({) = 1/11, V{ C O. Associamos a O a sigma álgebra das partes , #'(O).

O objetivo aqui é saber se o modelo está bem deânido.

0
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Por deânição, & condição (a) do Teorema 2.1 é satisfeita. Vamos msim, estudar a

condição ( b ). Tal condição é facilmente verificada pois, âxado .A € .4,

P(.A) = / : O --. 10,11 é certamente .P(O) mensurável. Logo, o modelo bayesiano

está bem definido.

Exemplo 2.2 : Utilizando o mesmo espaço estatístico do exemplo anterior. Considere

agora, Q = 10, 101 com & seguinte medida de probabilidade a priori,

p(lO, 2» = p((8, 101) = 1/4 e

p(12, 81) = 1/2.

Associando a O a única sigma álgebra em que é possível determinar a medida p de

seus elementos, temos

,- - .({.; [., "J; [',q; [', ;]; @, :.]})
Seja .A = lO,oo) C B ,.B = {1/2} C 6[o,i]. Então,

/':(.a)={.jC 0:PJ(.A)=1/2} =Í0} « 1'".

Portanto, ./' = P (.A) não é 7"-mensurável e não podemos definir um modelo bayesiano para

essa priori.

Exemplo 2.3 : Utilizando, ainda, o mesmo espaço estatístico do exemplo anterior, seja

O = 10, 101 e z/ a probabilidade triangulo com função densidade dada por,

pW - ;ZI.,qm + (!áÊ.0a,,:.tm.

Associando a sigma álgebra de Borel do 10, 101, temos o seguinte espaço de probabili

dade a priori(lO, 10j; Blo,ioJ; i'). Claramente, P (.A) é Borel mensurável, VÁ C .4.
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Definição 2.1: Sejam (QI , Fi ) e (Q2, F2) dois espaços mensuráveis. Um objeto aleatório

é uma função / : Qi --p Q2 onde, V& C F2 temos que, /'i(P2) C F]. Em particular se

Q2 = .#?" e /2 é a sigma álgebra de Borel, Vn € .W ou n = oo, então / é uma variável

(-tor) de.teria (o).

Deânição 2.2: Sda / um objeto alleatório e D uma sigma álgebra contida em F]. A

função g : QI x F2 --l 10,11 é uma probabilidade condicional regular de .f dado 'D se, e

somente se,

( i) para cada co C QI fixado , g(o, .) é uma probabilidade em (Q2,F2) e,

( ii) para cada & C /2 fixado, g(., &) é uma versão da probabilidade conde

F2 dado 'D

Teorema 2.2: Seja Q2 um espaço métrico, completo e separável (em particular o .#?")

e F2 a sigma állgebra de Borel, então existe uma g : Qi x F2 --l 10, 11 que é uma versão

regular da probabilidade condicional de / dado 2).

A prova deste Teorema pode ser encontrada em Ash, 1972

cionalde]

Regra/aHdade Bayesiaila

Seja .4 x .B um retângulo de .F. Pela definição da medida m, temos

«'(.A x .B) = / Pó(..4)d«(0) V.B C 1''. (2.1)

Por outro lado, definindo .A = 4 x O e .B = .Y x .B. Temos que, .A x B = ..4 n .B e,

usando a definição de probabilidade condicional temos,

B

n'(.A x B) = / lolx o)d,' = [..«'(.A/7")d«'(0) V.B c 7"J(.Y X B) JB

Lembrando que a restrição de n à (0,7) é a probabilidade p, segue de (2.1) e (2.2)

aue

(2.2)



«'(.4/1'") = .&(.A) « - q.c.

Como PÕ(.A) satisfm a condição ( i) da deânição 2.2, temos que ela é uma versão regular

da probabilidade condicionall de .A dado 7", V..4 C .4.

A medida Po é chílmada probab;.lidado amostra/ e, alternativamente, podemos usar

a notação PÕ(4) = .EllA/71. De um modo gerall, V/ , .4-mensurável , .EI//7"l é chamada

esperança amostra/

De forma similar, pela definição de probabilidade condicional, fazendo as identiâcações

devidas e lembrando que a probabilidade marginal P é a restrição de n à (.T, .4) temos,

«(.A x .B) = /. «'(.B/.4)dP(.) V.A C ..4.

Sob a hipótese de O ser um espaço métrico, completo e separável e 7" ser a sigma álgebra

de Borel, existe ( Teorema 2.2 ) uma versão regular da probabilidade condicional de .B

dado .4. A seguinte notação será adorada,

A

«,(.B) (a) V, C .Y.

Como para todo z C .T, p, é uma medida regular, então possui as seguintes propriedades:

( a ) V.B C 1'" 6xado, p.(.B) é uma função .4-menswável e,

( b ) Va C .Y âxado, u,(.) é uma probabilidade em (O, 7").

Portanto, u,(.B) é uma função de transição de (.Y,.4) em (O, 7"). E é tal que para

todo retângulo .A x .B,

r(.Á x B) «,(B)dP(,)

Pelo Teorema 2.1, podemos escrever,

Á
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de F' = tO C O : (z, 6P) C F}.
A esta família de probabilidades {p, : a C .Y} em (0,7) denominamos de família de

probabilidades a posteriori

Por construção r = Pe x p e agora podemos escrever n = P x z,,. Esta propriedade

é chaznada regularidade do modelo Bayesiano, e a condição exigida é que O seja métrico,

completo e separável e 7" a sigma álbegra de Borel

Ainda, podemos escrever a probabilidade a priori como

on

u(B)= 1 v,(B)dP(=) VB c'r

Dominação do modelo Bayesiano

Considere os seguintes espaços de probabilidade (.Y,.4,P) e (0,7,i,). Pelo

Teorema da Medida Produto (Ash,1972), existe uma única medida produto P x p em

(Q, /'), tal que

P x u(.Á x .B) = P(.A)«(.B) V.A C À, V.B C 7'

Suponha que .A x .B é t-l que Pxz,(.A x .B) = 0, então P(.A) = 0 ou p(.B)

primeiro caso, pela deânição de .P, temos que Põ(.A) = 0 VO € O. Mas,

No

«(.4 x B) / &(..4)d«(0) . (2.3)

Logo n(Á x .B) = 0. No caso de p(.B) = 0 temos, também de ( 2.3 ) , que z(.A x .B) = 0.

Portanto, restrito aos retângulos de /', temos a domina,ção de n pela medida produto

P x p. E possível estender esta dominação para toda .F sob a condição de Q ser um espaço

métrico, completo e separável ( Pica, 1974 ). Neste caso,

B

n' «K P x p
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«G" * ") - .Á

Além disso, sob a hipótese do modelo ser dominado, sabemos que existe uma função

f-men;«rável, g(z, 0), t,l que

T(F) = 1 g(=,0)d(P x v) 'VF c f.

Se F é um retângulo, pelo Teorema de Fbbini(Ash,1972) temos,

F

«GA * p) - .Á l.Á .(,, p(,)l a«© - .Á l.Á .(., oa«wl ap(,).
Lembrando que

Po(.A)d«(0) e,

«(Á x .B) / «,(.B)dP(,)

Concluímos que

.&(Á)=/ g(,,0)dP(,) «-g.c.(2.4) e

«,(.B)/ g(,,0)d«(0) P-q.c.(2.5).

E possível mostrar (Teorema 3.6, Pica, 1974) que existe Ni C 7" (N2 € ,4), que não

depende de A ( B ), tal que p(NI) = 0 IP(N2) = 01 e a relação (2.4) 1 (2.5) l é válida para

todo 0 C Xf (V3 C .nÇ). Daí resulta que PÕ «K P e u, «C p. Mas, sabemos que P «K Po e

i' «K z/,e portanto, P = Po e z, = u,. Assim,

B

:?(,) - ::m - p(,,0.
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Suponha agora que os modelos estatístico e & priori são dominados, respectivamente,

pelas medidas sigma finitas p e À. E claro que também é válido P «K p e i/, «K À,Vz.

Vamos achar uma expressão para derivada de Radon-Nykodim , l9f-, da, probabilidade a

posteriori. Temos que,

k'', g.,,.g'',
Mas,

g(,) - g(,).«,@) - .Zo $(,).$:Wa«m - .Á g(,).3?(,)Ú«m

1.;11:Q)a«ço) .axQO) l íç ,ob.g(o)a\QO).

Consider«ido g(0) = g(0) ( densidade a priori), /(r,0) = !E-(a) ( densidade

amostrar, também conhecida como verossímilhança) e h(a, 0) = g?(0) ( densidade a pos-

teriori), temos

"(',0-jeZ:ã @»'*©
Que é a conhecida fórmula de Bayes.

Exemplo 2.4 : Seja .Y = {0,1,2,...,n}, .4 = .P(.Y) e P' = {Po : 0 C 10,11} onde Põ

tem distribuição binomial (n, 0). Considerando que /z é a medida de contagem, temos

g.,, - (:).'.: - ',«-'

Além disso, seja Q = lO, 1l,7" = B]o,i] e z' a medida Beta( a , b)

Se À é a medida de lebesgue, temos

onde a , b C .W

g'', o'-'(l -- o)'':
.B.(«, b)
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A medida marginal P em (À', P(.Y)) é dada por,

,'«, - .Á "'"''«'', - .Á [.Á (:)''': - ',"-''«] '«'', -

.Á [.Á (:) ''': - ''"'''«'«,] '«',, - .Á [/' o''''U;g'"*'''': «] '«',,

Então,

,.«,-.Á(:y<1=b' "'«',,

e, pela fórmula de Bayes, temos que,

k',, - '=:T,;#:::l'
Portanto, a medida a posteriori, Va C .t', é

«,(«) - Z, '=:T,;#:l::l' "@.

Note que a função do integrando é uma densidade Beta(a + z, b + n -- #)

O estatístico bayesiano usualmente tem como interesse principal determinar a

probabilidade a posteriori, com objetivo de fazer inferências sobre determinado parâmetro

baseando-se nas informações obtidas da amostra. De um modo geral, considerando o

objeto aleatório X assumindo valores em Â' como a amostra, o interesse está em determ

nm .al/ l a(X)l, onde / é uma funçã. 7--mensurável

Utilizaremos a seguinte notação

.E].f ] X] = .EI/ l a(X)l

.EI/ l (y, Z)l l a(}'') V a(Z)l

l
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2.2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Independência Condicional

Proposição 2.1: Sejaan y e Z objetos aleatórios, tais que y C Z, então V/
.F'-- mensurável e integrável, temos que

(i).EI.D(/ 1 }'') 1 zl = .EI/ l }''l

(ü).EI.E(/ l z) l }''l = .EI/ l rl
Prova:

(í) Pelo Teorema l.l ,'zl/ l rl é a(}')--mens«;á«l e integra-l (.EI.f l rl c z-(y)) .

M" y C Z, -tã. ZI/ l rl é .(Z)--m-;-á-l (.EI/ l rl C Z-(Z)) . l«g., .l, é , p-óp-i'
versão de sua esperança condicional dado Z. Q

({á) Utilizando o Teorema 1.1 temos (lue,

lfdx lj*dv ''VAcatZ). (2.6)

onde /* = .EI/ l ZI C .L-(Z). Mas, como y C Z, em p,.rticul,r ( 2.6 ) é válido V.A C a(y).
Por outrolado

lta'«= lztf\vXa" ''dAeaÇY)

e portanto, .EI/* l rl = .EI/ l rl. 0

Definição 2.3.: Sejam T, y e Z três objetos aleatórios. T e y são condicionalmente

independentes dado Z se,

.DI/l(v,z)l 'vf c L-ÇT)

Notação : T ll y l Z.
Em particular se Z é essenciallmente constante, isto é, Z gera a a-álgebra trivial

IZo = {0, Q} , n -- g.c.l, X e y são simplesmente independentes e a notação é X ll yl.
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Proposição 2.2 : Sejam T, y e Z três objetos aleatórios. T e y são condicionalmente

independentes dado Z se, e somente se, V/ C .L-(T) e Vg € Z.(y) a igualdade

.EI/.pl zl lzl.Elglzl

é válida

Através desta proposição âca clara a simetria da independência condicionall, isto é,

T ll y l z + y ll z' lz.
Pro«a: (:»)

Seja .f C .L.(T) e g C Z-(y). Usando a Proposição 2.1 e a Definição 2.3 temos,

.DI/.g l zl - .EI.EÍ/.P l (v, z)) l zl - E lg.EI/ l.(r, z)j l zl

zlp.EI/lzllzl =.EI/lzl.Elglzl.

(+:::) Seja,

O = \D : D e aÇY) V a(Z), l fa'« = 1 EÇf \ Z)d'«,Vj ç: L.ÇX'Ü

Vamos mostrar que D é um D-sistema (apêndice B )

i) Claramente Q € 'D, pois ZI/l = .EI.EI/ l Zll
n) SeA,.BC'D com .B C .A,ente,4-.B =An.B' c(y,z)
Além disso,

IA'-B' lfiB'a"'IA \zXd'-=

lIB'E\f\Z\d't= 1 B' \Z\d'r.

Logo .A -- B c Z).

iii) Seja (.4.)«>i C 'D tal que, lim Á« = Á. Pelo teorema de convergência dominada
' tl --+ oo

temos
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l*í.« - l.t:«.« - 1. kf:«.'" -

n -l.fiA.'"' )!'liA.Etf\zXa«
/ .h.EI/ l Zjdr / .EI/ l zla«.

Sda f = {c n .o : C' C a(}')e.O C a(Z)}. V«nos mostra que € C D.

Seja C' n .D C € e / € .L-(T), então utilizando a condição da proposição, temos

fdv = 1 jlcdv = 1 E\flc \ Z\d'«CnD JD JD/

/ ZI/ l ZI.Ellc l Zjdr l.E(/ l Z)lc l Zla«ID JD

Zjlcdx / .EI/lzlar..ID JDnC

Logo o n .D C Z> e portanto, f C Z).

Mm, cl«.mente € é fech«lo por uniões finita e a(f) = a(y) V a(Z).

Utilizando o teorema sobre sistemas Dinkyn (apêndice B), temos que a(y)Va(Z) C Z)

logo,D a(Z). Q

Sejam X e 0 dois objetos aleatórios com domínio em (Q, /). Dizemos que X representa

a am.ostra e 0 o parâmetro se

a(X) = {.A x O : A C J}

a(0) B : .B C 7"}

Um objeto aleatório T é uma estatística se 7' C X

T e y são estatistic«nente independentes se V/ C .L-(T) e Vg C .L-(y),

zl/.p l ol .Elg l ol, vo c o
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Portanto, a independência estatística é uma independência condicional, T ll y l 0.Este fato

não implica necessa.riamente que T ll yl.

Exemplo 2.5 : Sejam Xi e X2 observações independentes de uma Uniforme em

{0,0 + 1,....,0 + 10}, onde 0 tem distribuição Uniforme em {10,20,30,......}. Isto é

XillX2j0.

Suponha que Xi = 13, então 0 = 10 e portanto 10 $ X2 $ 20. Logo, Xi nâo é

independente de XZ no sentido probabilístico (XI ,ZIX2).

Exemplo 2.6 : ( Paradoxo de Simpson )

Com o interesse de verMcar o efeito de determinado tratamento na cura de uma doença

reallizou-se um estudo através de uma amostra . Os pacientes foram classificados segundo

uma «fiável X, msu«findo dois valores 7' ( trai-lento ) e T' ( controle ), conforme o

paciente tenha ou não se submetido ao tratamento em estudo. A variável resposta de

interesse y, assume t.mbém somente dois v.fores C' ( curado ) e C' ( d«:nte ). Além

disso, uma variável auxiliar Z foi considerada no problema, o sexo do paciente. Na tabela
nhnlvn nnrpanntnnana oe rnellltndne

Observe que para os dois valores de Z ( homem e mulher ) X ll y. Entretanto,

desconsiderando a variável auxiliar, temos o resultado na Tabela 3
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  Homem    Mulher  

X c c'     C c'
T 20 40     100 50

T' 20 40     20 10



Observando a Tabela 3, concluímos que não é possível afirmar que X e y são indepen-

dentes. Este fato, bastante interessante para os estatísticos é conhecido como o Paradoxo

de Simpson . Em termos de independência condicional podemos dizer que X ll y l Z não

implica em X ll yl. Para uma análise mais detalhada do problema, inclusive sobre qual a

conclusão estatística a respeito do efeito do tratamento na cura da doença, ver Dawid

( 1979a ).

Proposição 2.3: Sejam

({)T n rlZ e,

({i) T n }'' l (z, T ).

Prova:

í) Por hipótese, V/ C Z-(T), temos que .E[/ ] (y, Z)] = .E]/ ] Z]. (2.7)

Como T] C T em particular temos que, V/ C .L-(T]), (2.7) é válido. Portanto

p] ul''lz.
i{) Por hipótese, Vg C Z.(y) temos que Zlp l (T, Z)l = .Elp l ZI. Mas T] C T, então

(T, z) = (r, Ti, Z) e portanto .Elp l (T,T], Z)l = .Elp l ZI. (2.8)

Por outro lado, usando a proposição 2.1 temos

.Elp l(P , Z)l - .E l.Elg l(T, T , Z)l l(P, Z)j

lzjl(r ,z)j - zlglzl

n T, y, Z objetos aleatórios tais que T ll y/Z e Ti$ri C 7', então)

(2.9)

De (2.8) e (2.9) temos

.Elp l (z',p ,z)j z)l vg c z.(}'')
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X C a'
T 120 90

T' 40 50



Logo, T H }'' l (T , Z). Q

Proposição 2.4 : Sejam T, yl, Z, W objetos aleatórios . As seguintes propriedades são

equivalentes,

(i) 7' n y l Z e T n w l (y, z)

(ü) rn(r,u')lz
Pro«.: ({) :+ (i{)

/ c z-(p) :+ zl.f l (r, wl z)l = .EI/ l (r, z)l = .EI.f l zl.

(á{) :» ({)

Pela Proposição 2.3 temos

a)Tnl' IZ
ó) rn(v,w) l(z,r) + z'nw l(v,z) Q

Corolário 2.1 : Seja T] um objeto aleatório tal que Ti C (T, Z, Ty). Se T n y l (Z, W)

e Ti n w l Z, ente T n }' l Z e Ti n w l (y, z).

Proposição 2.5: Sejam T] e Z2 objetos aleatórios tais que (T]

e X ll y l T2, então X ll y l T] A T2.

Prova

V.f C Z-(}') temos

T2) C X. SeXllylT]

.EI/ l (x,P )l l Pll e,

.EI/ l (x, T2)l

Como (Ti,T2) C X, temos que (X,T]) = X e (X,T2) = X.Logo, .EI/ l XI é men

curável em relação a Ti A T2 e

.DI/ l XI T A T2)l. (2.10)

Por outrolado

lta'«= IEtt\Xxa'« ''íAcX.
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Em particulm', a igualdade acima é valida V.A € Ti A T2. Utilizando (2.10) temos que,

.EI/ l (X,TI .A T2)l = .EI/ l T A T21

Portanto, X ll y l T] A T2 O

Corolário 2.2 : Se T,yl, Z são objetos aleatórios tais (lue T ll y l Z e T ll Z l yl, então

rn(v,z)lvAZ.
Neste corolário é fundamental observar que concluímos por uma independência condi-

cional à sigma álgebra da interseção de y e Z. Em várias situações em estatística, há

uma tendência em concluir pela simples independência entre T e (}', Z). Alguns exemplos

deste tipo de erro são apresentados por Dawid (1979b) como " falácias da independência

condicional". Convêm lembrar a primeira versão ( 1955 ) do Teorema de Basu 2, cujo erro

foi concluir por uma independência simples sem levar em conta o condicionamento. Este

problema será abordado na unidade 2.3.

Suâciéncia

Definição 2.4 T é uma estatística suficiente para X com respeito a 0, se X ll 0 l T.

O interesse do pesquisador bayesiano, como já foi dito anteriormente, está em deter-

minar a esperança a posteriori .EI/ l XI, onde f é uma função a(0)-mensurável. No caso de

T ser uma estatística suficiente .EI/ l XI = .EI/ l PI e portanto, o aprendizado relevante da

amostra X a respeito de 0 está concentrado na estatística suficiente T. Este aprendizado

muitas vezes é chamado de informação. Vejamos a seguir a idéia de Basu (1975) sobre

informação.

Segundo Basu, dois experimentas ei e 82 geradores de dois pontos amostrais a] e z2

são igualmente informativos para 0 se obtemos a mesma inferência na previsão de 0.

Exemplo 2.7 : Uma urna contêm bolas numeradas de 0 + 1,0 + 2, ....,0 + 100, onde

O = .W. Realiza-se os dois experimentos caracterizados a seguir.
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retira-se 10 bolas da urna e observa-se os seguintes vallores nas bolas retiradas,

(15, 16, 27, 32,57, 83, 92, 100, 102, 113)

& retira-se 2 bolas da urna e observa-se os seguintes valores,

,, = (15, 113)

Em ambos os casos ( Ci e f2 ) o que podemos inferir a respeito do parâmetro 0 é que

0+1 $ 15 e 0+ 100 2: 113 :> 0 13 ou 14

Portanto, a informação a respeito de 0 é a mesma nos dois casos, isto é,

/«/(C-, ,:) = .rn/(e,, ,,)

\./\liil Dt;i la, ut; (;D[Jt;l a-i \ Dt; .i t; unia, t;Dua,uiDui\ a Du]i\,](;iiuç; (i J]]]\li iria-\«aH.J Ltl]]b]u(i (;]ii

determinado ponto amostral a é a mesma contida em t, onde T(z) = t (Basu,1975).

Exemplo 2.8: Sejam Xi , X2, Xa variáveis aleatórias estatisticamente independentes

com distribuição comum N( 0 , 1 ).

É fácil verifica que m estatística T] = (Xi,X2 + Xa) e T2 = (XI + X2,Xa) são

individualmente suâciente para (Xi,X2,Xa) = X com respeito a 0. Isto é, X ll 0 l T] e

X ll 0 l T2. O que implica que 0 ll T2 l Ti e 0 ll TI l T2.

Se por um lado 0 não depende de T2, e por outro lado não depende de T], então

podemos afirmar que 0 não depende de (T], T2)? A afirmação não é verdadeira pois se

fosse resultaria em 0 ll X, o que é um absurdo. Entretanto, utilizando o corolário 2.2, é

possível afirmar que 0 ll (T] , Z2) l T] /\ Ta.

Proposição 2.6: Soam T e Ti duas estatísticas, t

respeito a 0 e T C Ti . Então, T] é suficiente para 0.

Prova: Pela Proposição 2.3 temos que

um

ais que T é suâciente para X com

xno l T e T] CX :+ Xn0 l (T,Ti)
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Mas,TcTi:>(T,TI)=Ti. Logo,X110jTi. Q

Através desta proposição observamos que de um modo geral a suficiência Bayesiana

não é equivalente a Clássica, pois nesta última & Proposição 2.6 não é verdadeira. Basta

lembram o Exemplo 1.5 onde encontramos uma sigma álgebra que contêm uma outra sufi-

ciente e contudo, não é suficiente.

..4ncilarfdade

Definição 2.5 : S é uma estatística ancilar com respeito a 0 se S ll 0.

Neste caso a esperança a posteriori .EI/ l SI é iguall a priori, onde / é a(0)--mengui:atei.

Podemos dizer que S, isoladamente, não contêm informação a respeito de 0. No entanto, os

exemplos e comentários do capítulo 1, a respeito da importância das estatísticas ancilares,

quando em conjunto com outra estatística, continuam válidos.

Proposição 2.7:

Si é ancilar para a-

prova: imediata da proposição 2.3

Sejam S e Si estatísticas tais que S é ancilar para 0 e SiS C S,e:

+

Vamos retomar o Exemplo 1.9 onde (X, y) tem distribuição Normal bivariada e onde

o parâmetro desconhecido 0 é a covmiância . Além dism, X -' .N(0, 1) e y «., .N(0, 1).

Portanto, X e y são individualmente ancilares para 0. No entanto, (X, y) é suficiente.

Escrevendo em termos de esperança condicional resulta

XHO, yHO # (x, }'') n o

A condição que deve ser acrescentada para que a implicação acima seja válida é

y ll 0/X. Pois neste caso, ela é a própria Proposição 2.4 com Z constante.

Proposição 2.8: Sejam Si e S2 duas estatísticas ancilares tal que Si ll S2 1 0, então
(SI , Sa) é ancilar
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Prova: Utilizando o Corolário 2.1, temos que

Si ll S2 1 0 e Si ll 0 =:> SillS2 e Si110jS2

Pela proposição 2.4 ,utilizando o fato de que 011S2 e Si 110 l S2, temos que Oll(Si , S2). Q

Fortemente Identificável e Conjunto Separador

Definição 2.5: Se V/ € Z-(T) existe /' € Z-(y), tal que /l # /2 ::> /]' # ./;

n--essencialmente, então T é fortemente identificável por yl.

Notação : 7' /< y

Em particular, se /' = .EI//rl, temos ZI/ l rl = o ::> / = 0 n--essencialmente.

Considerando y = 0 temos a vemão bayesiana de estatística completa.

Definição 2.6: .4 C /' é um conjunto separador se

(i) 0 < «(A) < 1 e,

({{) .Elh l ol l/A l ol. .
Proposição 2.9: Não existe um conjunto A separador se, e somente se, 0 AX

essencialmente constante.

Pro«a: (+) Seja .4 um conjunto separador, então

Zll/Á - E(/A l o)I' l ol = .E l.Ü - 2/A.EI.h l ol + .E'llA l ol l ol

= .EI/Á l ol 2.EI/A l ol.FI/A l ol + .E'[/A ] o] = .D]/A ] o] .E' l/A l 01 = 0

Portanto,

.Dll/Á-.E(/Álo)i'lol-o ::> h=.Elhlol «' q.c.

Logo, .A é a(0)-mensurável e portanto, .Á é a(O) .A a(X)- mensurável. Mm 0 < «(.A) < 1,

o que implica que 0 /\ X não é essencialmente constante. O
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(:>) Suponha que 0AX não é essenci.llmente const«:te. Então, existe .B C a(0)Aa(X)

td que, 0 < r(.B) < 1. Como B C a(0), temos que EI.re l 01 = .Za e .E'lla 1 01 = 4 = .ra.

Portanto .B é um conjunto separador, o que contradiz & hipótese. O

2.3 0S TEOREMAS DE BASU SOB A PERSPECTIVA BAYESIANA

Teorema de Basu ]

Sejam T, S, 0 três objetos aleatórios tais que (T, S) é uma estatística e 0 o parâmetro

de interesse. Se S ll 0 , X ll 0 l T e T /< 0, então S ll T l 0.
Em palavras, se S é ancilar para 0 e 7' é fortemente identi6cável por 0 e suficiente

para X, então S e T são condicionalmente independentes dado 0.

Prova : Utilizando a proposição 2.3 temos que

snolr (2.11)

Utilizando (2.11) e a proposição 2.2 ,temos (lue, V/ C .L-(S),

.E]/ ] o] - .E lzi/ ] (o, T)] ] ol - zl.Ei/ ] r] l ol.

Portanto, ZI.E(/ 1 0) -- .E(/ l T) 1 01 = 0 e pela ancilaridade de S, temos (lue

.EI.E(/)-.E(/lr)lol= o

Logo ZI/l zl/lrl«' g.c. pois T << 0. Portanto,

Utilizando (2.11) , (2.12) e o corolário 2.1 concluímos (lue S ll T l 0.
l

(2.12).

Q

Antes de apresentarmos o segundo teorema de Basu vamos analisar o erro da sua

primeira versão ( Basu, 1955) dada a seguir.
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Sejam T e S dua.s estatísticas onde T é suficiente para 0 e S é estatisticamente inde-

pendente de 7', então S é ancilar para 0. Caracterizava-se assim a classe das estatísticas

ancilares. Podemos escrever esta afirmação de uma outra maneira,

xnolr e s ll T l o ::> s ll o

Fica fácil para nos, depois de visto Corolário 2.2, perceber o erro da afirmação. Para

que a sentença acima seja verdadeira é necessário que 0 A T seja essencialmente constante.

Teorema de Basta 2

Seja T uma estatística suâciente para X. com respeito a 0. A estatística 0 A 7' é

essencialmente constante se, e somente se, para toda S tal que S ll T 1 0, S é ancilar

Prova : (+) imediata do Corolário 2.2

(<::) Seja Si = 0 A T.Como Si C 0, temos que S] ll 7' 1 0, então por hipótese,

SI ll 0. Portanto, usando a Proposição 2.3, temos que SI ll Si. Logo, Si é essencialmente

constante.Q

Teorema de Bmu 3

Sejam S e 7' duas estatísticas, onde S é ancilar em relação a 0 e S ll T 1 0. Se (S, T) é

suficiente para X com respeito a 0, então T também é suficiente para. X com respeito a 0.

Prova: Utilizando o corolário 2.1, temos que

S 110 e SllT 1 0 + S117' e SILO l 7'.

Aplicando a Proposição 2.4, resulta

sno l 7' e x no l (s,r) :+ x no l T.
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CAPITU'L0 3:APLICAÇOES

3.1.CARACTERIZAÇÃO DA DISTRIBUIÇÃO DE DIRICHLET

ATRAVÉS DE DISTRIBUIÇOES GAMA
a

Nesta unidade definiremos a distribuição de Dirichlet através de variáveis aleatórias

independentes Gamas com o objetivo de apresentar a Proposição 3.1 , cuja prova é uma

aplicação do Teorema de Basu l

Definição 3.1 : Sejam Xi , X2, ...., X«+l variáveis aleatórias estatisticamente indepen-

dentes com distribuição Gama (ai, /J), { = 1, 2, ..., n + 1, respectivamente. Isto significa que

a medida de probabilidade induzida por Xf} í = 1, 2, ..., n + 1, é dada por

Px.ÇB)= 1 ;gi1;3e-p''ac::'\ax(a.] 'qB € B,

onde À é a medida de Lebesgue de .#? e B é a sigma álgebra de Borel
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n+l
Sejam S = }1: Xi e yi = :1l,k = 1,2,...,n + 1, então

distribuição de Dirichlet com parâmetro (al , a2, ...., anal).

De6nição 3.2 : Soam P e Q duas medidas de probabilidade num espaço mensurável

(.r,.4). Se existe um co-junto 4 € .4 td que P(A) = 0 e Q(A') = 0, ente P é singul~

em relaçã. a Q.
n+l

Por construção y' tem a seguinte restrição sob suas componentes, )ll: y; = 1. Por-

tanto, se l)y. é a medida de probabilidade induzida por y* e

.A = {(v:, ...,v«+:) c lo, ll"+:

(h y.+-) têmy' ) ) 9

lB

lt

temos que Pv. (.A) = 1.

Por outro lado, se À"+l é a medida de Lebesgue do lO, lj"+i , temos que À"+i(.A) = 0,

pois .Á é de dimensão n . Portanto, .Py. é singular em relação a medida À"+i e então não

existe a função densidade ( em relação a medida de Lebesgue ) de y* no .#?"+l

Para solucionar este problema defina o vetor y = (yi,y2, ...,yn) de tal forma que

>l: y: < 1 e }'l«+i = 1 -- }: y:. Neste caso, a medida .l\induzida pelo vetar y é dominada

pela medida À" do .#Z" e portanto podemos definir a função densidade de y

Através de transfomiações de variáveis não é difícil verificar que sua dens

l lt t

idade é dada

por

/(3/:,..., v«) ll i/:'''(i - }:yi)'"''''
B = 1 8 =: l

onde .K é uma constante.

Para diferenciar os dois vetores diremos que y' tem uma distribuição singular de

Dirichlet e y tem distribuição de Dirichlet. Observe que no caso de n = 1 a variável

aleatória y tem distribuição Beta.

Proposição 3.1 : Se y tem distribuição de D

então y é estatisticamente independente de S.

com parâmetro (aiirichlet r cv«+l )l ) ) l
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Prova:

Fixado ao = (ai,a2, ....,a.+i), vamos mostrar que S é uma estatística suficiente e

completa para P

Como Xi ,X2, ...., X«+i são variáveis aleatórias Gamas independentes, sua densidade

conjunta é dada por

.'':,,,, ...,,«-.o - p'-' '' ll ilha-,{-p E,.}.
Utilizando o Teorema da Fatoração, temos que S é suficiente para P.

E sabido que soma de Gamas independentes com igual parâmetro P, é também uma

Gama . Portanto, S tem distribuição Gama(a,P) onde cl = }: ai. Denotamos por C?a,P

a medida induzida por S.

Seja h uma funçã. a(S)-mensurável t-l que

n+l

J

n+l

l8

InA 'n=0
Temos que

j:««n,'""''-«-. :
P00

:+ l kh' (u)e'P"du = 0,
JU

onde k é uma constante em relação a u e h'(u) = u''l h(u). Pela unicidade da transformada

de Laplace temos que

h* = 0 Q.,P -- g.c. +. h = 0 Q.,p -- q.c

Portanto S é uma estatística completa
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Além di«o, (yi,V2,''',}'1«) = (4',+,....,4?) é inv«'jante escala. Como P é um

parâmetro escala (apêndice D), temos que (}''1 , ....,}1.) é ancilar para P. Finalmente, uti-

lizando o Teorema de Basu l concluímos que S e (yl , ..., }:.) são estatisticamente indepen-

dentes para todo ao

Lembre que, pelo capítulo 2, a independência estatística é uma independência condi-

cional. Logo, sob as hipóteses de que X ll P l (S, a), y ll P l a e S << P l a, temos que

S ll (h , ...,}G.) l (a, P). Assim, S e (b, ..., yn) são estatistic-lente independentes.

3.2 O RESUIJIADO DEDURBIN

O resultado apresentado por Durbin em 1961 e utilizado pelos estatísticos como Teo-

rema de Durbin, se refere a um teste de aderência à distribuição Normal . Na ocasião,

Durbin provou que para testar a aderência de um conjunto de observações independentes

à distribuição Normal(p, a2) basta testar a aderência de determinada transformação das

observações a uma Normal padrão ] N(0, 1) ]. Como o objetivo é testar a normalidade,

a técnica de Durbin é eliminar através de transformações de vmiáveis o parâmetro per-

tubador (p, a2). Durbin, utiliza-se de transformadas polares em sua proa'a, necessitando

mostrar a independência entre cossenos e senos . Vamos refazer a prova do Teorema de

Durbin utilizando os conceitos aqui trabalhados, em especiall, o Teorema de Basu l

Teorema de Durbin: Seja (Z?",B«,P') um espaço estatístico onde,

P' = {Po : 0 = (p,a2) : # C .a?,a2 € .#?+} e Po tem medida de probabilidade Normal

n-variada com covariância zero. Isto é, Xi , X2 , ..., X. são variáveis aleatórias estatistica-

mente independentes N(p, a2).
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Considere as seguintes estatísticas

E(Xi -- Xy
(n -- l)

Considere agora as vu'dáveis aleatórias Z, com medida de probabilidade .N(0, 1 ) e,

(n -- l)a2 com medida de probabilidade qui-quadrado com (n -- l)g.Z.. Observe que podemos

pensar em : e .s2 como sendo a média e a vax'iância amostrais de n variáveis .V(0, 1)

Defina as variáveis zl , 32, ....., an pela tranformação

lS2 8

i = 1,2,...,n

Então, ai, a2,..., z. são estatisticamente independentes com medida de probabilidade

.N(0, 1).

Prova:

Parte 1: Seja WA-i = (ZI, Z2,...., Zk-l), onde

á = 1,2, ...,n

uiaramente wl--i e invariante em relação ao grupo

G = {g.,Õ : .m" --, .R"/g.,Õ(z) = (ai - a, . !:!Lf:=),a C .R, b > 0}, k = 2,3, ....,n.

Logo, Wi.i é ancilar para (p, a2) (Apêndice D)

Parte 11: Vamos mostrar que (X, S2) é uma estatística suficiente e completa para

(p,a').

A função densidade conjunta das v.a. Xi ,X2, ....,X. é dada por
n /'. ..\2

.r(,: , ..., ,.) - (a;.)'"-,{-E

P
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[ÊeMi;.')'"«,{

- (ó;.')'".,,{. 1(« - DS' + «(x - d?l }.
Utí[izando o Tmrema da Fatoração temos que (]:, S') é suficiente para (p, a2).

Para mostrar que a estatística é completa, vamos nos valer do conhecido fato que X

tem distribuição .N(p, Ç) e y = (!!:;9e. tem distribuição qui-quadrado com (n -- 1) graus

de liberdade . Então, é possível encontrar a distribuição de S2 = Í;'' y que é,

,u - '" 'l=Íl- n:l;': -,{ ut?"}.
Além disso, não é difícil mostrar, usando o Teorema de Basu 1, que X e S2 são esta-

tisticamente independentes (ver exemp]o 1.15). Portanto, a função densidade de (]:, S2)

é o produto das densidades de X e S2

Seja h uma funçh (X, S')-mens«ável, td que .Elhl = 0, então

:, /" "(., d (ãhy''«,{ :::q5-"e },u'«', - './
Portanto

/" /" "'(., Ü.,,{ '"(' ' "y - (" ' D" }.«., - o,

onde k é uma constante e h'(3, y) = h(., y)l(n -- l)Z/I'#':
Considerando u = (z -- py temos

"'(,, ü«,{ :::q2-'a }'. - , /' "'("' 'lZum .«/

h"(", v)-p{ i=11 }a«,
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onde h''(u,y) = +::ljld, p'r' t' # 0, e h''(u, y) - 0, caso contrário. Logo,

/
Pela unicidade da transformada de Laplace h'' = 0 e portanto, h = 0.

Parte 111: Dos resultados anteriores temos que Wi-i é ancilar, k = 2,3, ...,n e,

(X, .S2) é suâciente e completa para (p, a2). Utilizando o Teorema de Basu l resulta que

(X, .g) e Wi-i são estatisticamente independentes

Além disso, Wi.i não depende de Xt e

. Xt--X

/ kh''(,, 3/)e,p
-n« -(n -l)y

2a2 dudy = 0

k= S

Segue que, Wi-i é estatisticamente independente de Zt, pala todo valor de #. Logo,

ZI , Z2, ...., Z. são estatisticamente independentes

Parte IV: Por definição

ri :: Zis + 3.

Observando-se s e :, af é uma função linear de Zi, { = 1, ..., n. Portanto, os a:.s são também

estatisticamente independentes entre si. Além disso, por construção, são identicamente

distribuídas.

Parte V : Observe que

lt

ll

E -:E'.,
f-l {-l

onde = tem distribuição .N(0, ] ). Portanto, para toda sequência de reais aÍ,, temos que

11: af i tem distribuição Normal . Logo, cada zi tem distribuição Normal.

Considere af = 1, V{. Temos que }: ai é .N(0,n). Logo, cada ai é .N(O, l). 0
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APENDICEA CONCEITOS BÁSICOS DE TEORIA DA MEDIDA

Nesta seção apresentaremos algumas definições, usuais na Teoria da Medida, que foram

utilizadas no decorrer do trabalho. E interessante que o leitor tenha certa familiaridade

com tais conceitos, o que poderá ser facilmente adquirido num curso básico de Teoria da

Medida ou, num livro da área.

P

Definição A.l : Seja .Y um conjunto qualquer

é uma sigma álgebra ( a--álgebra ) se satisfaz,

Í) .Y C À,

í{) .4 c .4 + ..4' c .,4,

iii) (Á«)«2i C Á :> U .A« € J.n=l
A dupla (.t', .,4) é chamada espaço me nsuráve]S e

Uma classe .4, de subconjuntos de .Y,
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Será denotado por a(X) a sigma álgebra gerada pelo conjunto .A (Á C X), que éa

menor sigma álgebra que contêm A, isto é, se existe outra a-álgebra .4' tal que A C .4',

entã. a(.A) C Á'

Definição A.2 : Se F é a classe de todos os abertos de Â', então a(F) é denominada

sigma álgebra de Borel e seus elementos de borelianos. Em particular, se .Y = .m, então

.F é o conjunto dos intervalos abertos e utilizamos a notação B = a(F). Além disso,

utilizaremos a notação B. para os borelianos do .a?"

Definição A.3 : Seja (Â',.4) um espaço mensurável. Uma função p de .4 em

.m = .m U {--oo, +oo} é uma medida em (.Y, Á), se satisfaz,

i) P(0)

{{) se (.A«)«$i é uma sequência disjunta de elementos de .4, então

p( U .A«) - >1: p(x«).
n=1 n=l

Definição A.4 : Uma medida p em (Â',.4) é a--âníta se existe uma sequência

(.A«)«>i C .4, td que .Y = U .A« e p(A«) < m, Vn C .W. Se p(.Y) < .o, enthp
ânita.

Se /z for a--finita ( finita ) diremos (lue (À', .4, p) é um espaço a-anito ( finito )

e
l

Definição A.5 : Considerando o espaço mensurável (.m, B) a medida À, neste espaço,

que satisfaz ÀI(a, ó)l = Z, -- a, Va, b € .m, é chamada de medida de Lebesgue.

Definição A.6 Uma relação -' é válida essencialmente com respeito a uma medida p

se, p({a C À', ta/gue, «., não ocorre }) = 0. Em particulm, se a relação íor de igualdade,

diremos que Á e .B são iguais essencialmente se p({a C .Y : Á # .B}) = 0. A notação

adorada será .A = .B /z -- g.c..

Se JU = {po : 0 € Q} é uma família de medidas, a relação -. é ./ç4 essencialmente

válida se pe({z C .Y ta/que ,- não ocorre }) = 0,Vpo C .M. No caso da relação ser de
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igualdade temos que se PÕ({z C Â' : .A # .B}) = 0, Vpo C .M, então Á =

( M essenci,Imente )

B

:» Do = .4

.A4 -- q.c

APÊNDICE B SISTEMASDYNKIN

Em várias provas, no decorrer deste trabalho, utilizamos o recurso de mostrar que

uma classe de subconjuntos era um D - sistema, e após utilizar o Teorema sobre sistemas

Dynkin. Nesta seção, vamos apresentar e provar este teorema.

Definição B.l: Uma classe D de su

se as seguintes condições são válidas,

(i) Â' C D,

(ii) se .A, B C D com .B C Á, ente. .A - .B € D,

(in) se (.A.)«>1 C D e lim Á« = .A, ente .A CD
' t} --+ oo

Teorema B.l: Seja .C uma classe de subconjuntos de .Y fechada por intersecções finitas.

Se D é um D-sistema e .C C D, então a(,C) C D.

Prova; Seja 'Z)o o menor D-sistema que cont

Assim, fica provado o teorema.

Como a(.C) é uma sigma álgebra ela é um D-sistema. Portanto, l)o C a(.C). ( B.l )

Soja .4 = {.A € Do : .A n .B c z)o,v.B C .C}. Como, .C é fechado por intersecções finitas

temos que

bconiuntosde.TéC J

Vamos mostra que a(.C)êm.C = Z)oS

e um u-sistema ou sistema DynKin

..4 c .c + ..4 n .B c .c, q'R c I'

Mas,

.C C Do :::> .4 n .B C Z)o :> .A C .4

Logo ,C C .4. Não é difícil veriâcar que Á é um D-sistema. Portanto, Do C .4



Seja .4' = {a c Do : Á n .B c Do,v.B C Do}, ente

..4 € .C + .A n .B € Z)o, V.B € .4 Z)o :::» .A c .4' :+ .C c .4'

Como .4' é um D-sistema, temos que Z)o C .4' ::> Do = .4'. Portanto, 'Do é uma sigma

álgebra, pois é fechada por intersecções finitas. Logo, a(.C) C Z)o (B.2)

De (B.l ) e ( B.2) concluímos que a(.C) = 'Do. O

APEN'DICA C : FAMÍLIAS DOMIN'ADAS

A intenção desta unidade é provar o fato, muito usado no decorrer da dissertação, de

que para toda família de medidas dominada P', existe uma família Po C P enumerável, tal

que P' = p'o. Para ta], necessitamos antes de alguns lemas.

Lema C.l: Seja (Â', .4, À) um espaço de medida sigma anito. Vaanos considerar uma

ordenação parcial CÀ, de modo que .A CÀ .B se .À(Á n .B') = 0. Nesta condições, toda

coleção .C de conjuntos de .4, fechada por uniões enumeráveis, tem um elemento máximo

segundo esta ordenação. Isto é, existe .Ao C C tal que .A CÀ .Ao, V.A C .C

Prova:

Parte 1 - Vamos assumir que À é uma probabilidade.

O conjunto {À(.A) : .A C .C} é limitado e portanto, existe a = sup..4CZ À(.A). Além

disso, Vn € .W, existe um ..4, C ,C tal que,

Seja .Ao = U Á«. Por hipótese, .C é fechada por uniões enumeráveis, então ..4o C re
ainda
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Fazendo n --. oo, temos que À(.Ao) = a.

Considere .A C .4, é possível escrever

.A u .Ao = .Ao u (.4 n A8),

e então

a 2 À(Á U .Ao) À(4o) + À(.A n Á8 ) a + À(.A n .A8)

Portanto, .X(.4 n Á8) = 0 o que implica que .A CÀ .Ao. Logo, .Ao é o elemento máximo

de,C segundo esta ordenação.

Parte ll - Vamos considerar agora .X sendo apenas uma medida sigma ânita.

Sda (B«)«Zi uma p'Feição de Â', tal que À(.B«) < .o, Vn € W

l)etina,

À«(a)-àq$J? v«cw, v..4c.4.

É fácil verificar que À. é uma medida de probabilidade. Considere agora uma outra

probabilidade que não depende de n,

** -E i;*«
Observe que À = À'. E claro que as ordenações CÀ e CÀ. são equivalentes. Portanto, se

existe um elemento máximo em CÀ também existe em CÀ. . O

n

f

Lema C.2: Se P é dominada por uma medida sigma finita À e fechada por combinações

convexas enumeráveis, então P' é auto dominada. Isto é, existe Po C P', tal que P' « Eo.

Prova: Considere

.c = {.AC .4: À(Á) >o '"êste 0 € O t.q.v. C .,4,11?(z) > 0 À-g.c.}

Parte 1 - Vamos mostrar que .C é fechada por uniões enumeráveis
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Seja .A = U A«, onde Á« C .C e Põ. é a probabilidade associada a Á. Vn C .W

Considere
l

a.Pe.,

onde }: a. = 1, de modo que P é uma probabilidade. Então,
l

dP ê-.. dPo.
=-E'«3

Se 3 C .A, então ap(a) > 0 À -- g.c. Além disso, por hipótese P' é fechada por combinações

convexas, então P € P'. Portanto, .A C .C.

Parte ll - Pela parte l e o Lema C.l concluímos que, existe um .Ao máximo em .C

V«nos mostra que Po(..48) = 0, VO C O.

Suponha que a afirma.ção não seja válida. Então, existe 0i € O tal que Po:(..48) > 0

Considere .B = {z C .48 : 1l:-(z) > 0}. Então,

o < Põ: (.A8) + Po: (Ag n B')

Além disso,

Po:GA8 n .eD - .Á .,. (%})dÀ $ o.

Port-to, Põ.(.B) > 0 + .X(.B) > 0. Como .B C .A8, ente À(.B n .A8) > 0. O que contradiz

o fato de ..4o ser o máximo.

Parte 111 - Finalmente, vamos mostrar que P' « PO., onde P0o está associada a .AO.

Considere N € .4 ta] que Po.(.N) = 0. Temos que

Pe.(N) z Po.(Nn Ao)= .1 4:t.ax.

Portanto,/Wn..4. ax dÀ=0.
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Mm, , C .Ao ::> !á-(,) > 0 À - g.c.. e po't'"t',

À(N' n .Ao) .Ao)

Utilizando a parte ll temos que Pd(.N n .A8) = o, vo c o

Logo,

Po(.v) n.Ao)+Po(.Nn.A8)=o voc o. 0

Teorema C.l: Se P' é dominada, então existe uma subfamília Po = {P], P2, P3, ......}

enumerável, tal que 7i = 7)o.

Prova: Considere uma família p'', de modo que se Q € p'*, então existem
oo oo

Po.,Pd2)... € 7) e a],a2,.... € .#?+, com }l, an := 1, onde (? = : aBrO.. ISTO é, 7>'K é
n :: l n = l

a família das combina.ções convexas das medidas de ?. Observe que P' C P*

Como P' é dominada, existe uma medida sigma finita .X, tal que Po «K À, VO C O

e então Q «K À, VQ € p''. Logo, p'* «K À. Além disso, 'P* é fechada por combinações

convexas enumeráveis e pelo Lema C.2, p'* é auto dominada. Logo, existe um C?o € p'*

tal que p'' «K Qo, onde Qo = }1: a..P., com }l: a. = 1 e .F\. C P', Vn. Portanto, P' «K C?o

pois P' C p'*

Considere Po = {PI,P2,....}, onde PI,P2,....) são as componentes da medida C?o.

Então, P' «C Po. Por outro lado, seja .N C .4 tal que Po(.N) = 0, VO C O, então

Pn(.N) = 0, VPn C PO. Po:'tanto, PO « 7'' e ente Po = 7''. '}

l l

APENDICED ANCILARIDADEEINVARIANCIA

Nesta seção apresentaremos um resultado de grande importância na Teoria Estatística.

Através do Teorema D.l. é possível determinar se uma estatística é ancilar sem ser

necessário recorrer a sua função densidade, bastando analisar seu comportamento como
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função da.s observações. Este resultado facilita muito o trabalho, pois na maioria das vezes

não é fácil encontrar a medida de probabilidade de determinada estatística.

Definição D.l: Considere o espaço (.R",B«,P'), com P = {PP,, : p C .#?,a C .m+}
onde

p.,.tn) I'= ' P ....,!!-:-JBdX"Çzà 'qB e B«

e À" é a medida de Lebesgue do .a?". Nestas condições, dizemos que p é um parâmetro de

locação e a um parâmetro escala.

Definição D.2: A estatística T é invariante em relação a um grupo G se

T(g(,)) , Vg € G, V, C .m"

Considerando o grupo G como

G {g.,Ó : .R" --} .R, t.q., g.,b(3) 'Í') , « ' «':, ' . ":'''}
O seguinte resultado é válido.

Teorema D.l: Se 7' é invariante sob o grupo G) então T é ancilar em relação aos

parâmetros de locação e escala. Isto é, a medida induzida por T é livre de (#, a).

Prova: Sejam .B C B e Q a probabilidade induzida pela estatística T, então

'(') - p,,,('-'(")) - .{...,, i'('#,...., "y)"(') -

I'-*w àí.g.,.wa\w/

L,,.,)-- ) "',(')dÀ(') .'a ( l"- l(B) 5.r.g,,,(,)'zÀ(' )
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Jr-t(B) Hnl\ 'la'toga,;tz,l = J (a) a" I' 'la'tkazi 'r p, -..,aZn 't lz,J ::

/'-'0) '"/(')'"dÀ(z) - .{...n /(')'iÀ(')
t.nto, C?(B) não depende de (p, a). O

trio D.l : Se T é invariante em relação ao grupo

G::.R"---,.R,*.g.,g.(«) -«,....,««-«), «C.m},

é ancilar em relação ao parâmetro locação.

trio D.2: Se T é invariante em relação ao grupo

a, - {g.: .m" --, .m,*-q.,g.(*) -(?',...., 7), b € -m'},

é ancilar em relação ao parâmetro escala.

I'-*w àfç=]a\.g'i\bà - 1.. - àíç=)ax(.,- -+ -,...,.,«-+ p]/

I'-*wàfw."a\ç,) I'--w) )
Portanto, C?(B) não depende de (p, a).

Corolário D.l : Se T é invariante em relação ao grupo

0

G-:.R"--,.R,*.q.,g.(,) -«,....,z«-a), «C.R},

ntão T é ancilar em relação ao parâmetro locação.

Corolário D.2: Se T é invariante em relação ao grupo

G, - {g. : .m" --» .m,'.q.,g.(,) -(?-,...., ?), ó c n'''},

então T é ancilar em relação ao parâmetro escala

e
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