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NOTACOES

R = IRU {—o00,+00}

{0,1)? = {0,1} x {0,1} = {(0,0),(0, 1),(1,0), (1, 1)}
[a,b]" = [a,b] x [a,b] x ..... x [a, b]

IP(X) : conjunto das partes de X

B : sigma algebra de Borel do IR

B, : sigma &lgebra de Borel do IR"

B(o,1) : sigma algebra de Borel do [0,1]
1, sez € A4;

Ta) = {O, caso contrario.

I'(a) =/ z® le %z ,a>0
0

1
Be(a,b) = / 211 —-2)"'dz , a>0,6>0
0

( fungéo indicadora)

(fungdo gama )

( funcéo beta )
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INTRODUCAO

Os conceitos de Suficiéncia, Ancilaridade e Independéncia Estatistica sao de grande
importancia na Teoria Estatistica. Nossa intengdo, neste trabalho, é apresenta-los numa
abordagem matemadtica da Teoria da Medida, explorando cada um deles de maneira
diferente daquela normalmente apresentada nos textos bésicos de Teoria Estatistica. Pos-
teriormente, pretendemos relaciona-los através de trés teoremas, apresentados por D.Basu.
Usualmente, somente o primeiro teorema, conhecido como Teorema de Basu, é estudado.

Os conceitos bdsicos aqui trabalhados foram, a principio, abordados em artigos se-
gundo uma perspectiva Classica e, nesta visdo, construimos o Capitulo 1. Posteriormente,
o préprio Basu reescreveu seus teoremas sob um ponto de vista bayesiano, deixando de
considerar o pardmetro como um ente fixo mas tratando-o como um objeto aleatorio. Nesta
perspectiva, a independéncia estatistica é uma forma de independéncia condicional e os

demais conceitos podem ser reconstruidos de modo analogo, utilizando-se a esperanca e a



independéncia condicional. Além disso, os Teoremas de Basu tém suas provas simplificadas
e a relagéo dos conceitos de ancilaridade e suficiéncia com a idéia de informagao torna-
se mais clara. Nesta abordagem, apresentada no Capitulo 2, trabalha-se num universo
matematico mais complexo, o que é possivel perceber na unidade 2.1 onde construimos o
modelo bayesiano.

Ao longo do trabalho procuramos apresentar, sempre que possivel, exemplos. Nosso
objetivo foi tornar mais claras as defini¢cdes e proposi¢des ou colocar em xeque algum
senso comum. D.Basu parece gostar muito de contra-exemplos, procuramos apresentar
aqui alguns de seus favoritos nesta drea. No dltimo capitulo destacamos dois exemplos. O
.prirheiro, mais conhecido, devido sua importancia na literatura e o segundo, devido sua
utilizagio em problemas mais aplicados. Além disso, a respeito deste segundo exemplo,
destacamos o modo como foi refeita a demonstracio do Teorema de Durbin utilizando-se

os argumentos estatisticos apresentados neste trabalho.



CAPITULO 1: ABORDAGEM CLASSICA

1.1. PRELIMINARES

Sejam X um conjunto qualquer observavel, 4 uma sigma algebra de subconjuntos
de X e P uma familia de medidas de probabilidade em (X, A). A trinca (X, A, P) serd
denominada neste trabalho de espago estatistico. = Considerando uma estrutura
paramétrica, a familia P é indexada por um parametro §, P = {Py : § € ©}. Como

na maioria das situagoes esta representagao pode ser adotada, vamos utiliza-la.

Definicdo 1.1 : O modelo (X, A,P) é dominado se existe uma medida A, o-finita, tal

que,se N € Ae A(N)=0,entdo Py(N)=0, VPy € P. A notagio usada serd P < .
Seja P* uma outra familia de medidas de probabilidade em (X, A). Se VN € A tal

que Py(N) =0, VP € P, tivermos que P;(N) =0, VP; € P*, dizemos que P* < P. As

duas familias sdo equivalentes se P* < P e P < P*. Neste caso a notagdo é P = P*.
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Teorema de Radon-Nikodym : Sejam )\ e g duas medidas sigma finitas no espago
mensuravel (X, A), tais que p < . Nestas condigdes, existe uma funcéo Borel mensurével

g: X — IR, tal que

u(A) = / gdh  VAEA
A

Além disso, g é A—essencialmente tinica. A func¢ao g é denominada derivada de Radon-

. ~ d
Nikodym de p em relagéo a A e denotada por Z%.

Se P < A, pelo teorema de Radon-Nikodym , existe %’-, também denominada funcéo
-densidade (fp). Usualmente, apenas sdo denominadas densidades as derivadas obtidas em
relagdo a medida de Lebesgue.

Definicao 1.2 : Considere dois espagos mensuraveis (X, A) e (,7) . Uma estatistica
T é uma fungéo mensuravel de (X, A) em (V,7). Se Y é o IR", n € IN, e T a sigma

algebra de Borel, entdo T' é uma variavel (ou vetor) aleatéria (o).

A toda estatistica T estd associada uma sigma dlgebra no espago de partida (X, A)
que é gerada pelo conjunto {T'""!(B) : B € 7}. Vamos denomini-la de sigma &lgebra

gerada por T e denoté-la por o(T).

Teorema 1.1: Seja (X, A, Py) um espago de probabilidade. Seja f uma fungio
A- mensurdvel tal que, [ y fdPy < 0o e D uma sub-sigma algebra de A. Nestas condigoes,

existe uma funcao f*, D-mensuravel, tal que

/ fdPy = / f*dPy VD€ D.
D D

A notagao usada serd f* = E[f/D], a esperanca condicional de f dado D.
No caso de D ser gerada por uma estatistica 7' (’D = a(T)) usaremos, alternativa-

mente, a notagao E[f/T|. Além disso, se f = I4 ( funcédo indicadora ),temos

E[I4/T] = Po(A/T), VA € A,
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a probabilidade condicional de A dado T.

Em muitas situagées no decorrer deste trabalho, utilizaremos a probabilidade e a
esperanca condicionais, alternativamente, com o objetivo de simplificar . Entretanto, em

todas elas poderiamos ter usado qualquer um dos dois operadores.

1.2.CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Independéncia Estatistica

A independéncia estatistica difere da probabilistica pelo fato de sua referéncia ser um
espago estatistico. Neste caso, trabalha-se com uma familia de medidas de probabilidade

e devemos garantir a independéncia para todo Py € P .

Definicao 1.3: Um evento A € A é estatisticamente independente de uma estatistica T
se Pg(A/T) = Pg(A) P — g.c.. Uma estatistica Y é estatisticamente independente de uma

outra estatistica T, se todo A € o(Y") é estatisticamente independente de T.

Proposigao 1.1: Duas estatisticas Y e T sdo independentes estatisticamente se,e somente

se, para todo A € o(Y) e todo B € o(T),
Py(AN B) = Py(A)Ps(B) P —gec..
Prova: (=) Seja B € o(T') e A € o(Y') entéo,
Po(AN B) = /B L4dPs = /B Po(A/T)dPy = /B Po(A)dPy = Py(A)Pe(B) , V0 € ©.
(<) Seja A € o(Y) entao,
/B I4dPs = Po(A N B) = Po(A)Py(B) = /B Py(A)dPs , VB € o(T).

Logo Py(A) € uma versao da probabilidade condicional de A dado T . O
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Exemplo 1.1: Seja (X, A, P) um espago estatistico onde P = {P;, P;} e existe um A € A
tal que Pj(A) = Py(A°) = 1. Considere Y = I4. Observe que A = {z € X : Y =1} e
Ac={zeX:Y =0}.

Seja B € A, temos que,

Po(B N A) = Py(B)I1)(8) = Po(B)Ps(A), V8 € {1,2}.

Similarmente, temos que
Py(B N A°) = Pg(B)Pg(A°) V6 € {1,2}.
Como A e A® geram o(Y), VD € 0(Y) e VB € A, temos
Py(BN D) = Py(B)Pg(D) V8 € {1,2}.

Portanto, Y é estatisticamente independente de X .

Exemplo 1.2: Seja (IR,B,P) um espago estatistico onde P = {Py : § € 7}, tal que
Py(z) = Ijg,641{(z). Considere Y (z) = [z], onde [z] é o maior inteiro de z.

Se Ae ByyeZeD,={z€R:Y(z)=y}, entéo
Py(AN Dy) = Py(A)I(9=y) = Po(A)Po(Dy).

Como {D, : y € Z} gerao(Y) , aigualdade acima é validaVD € o(Y') e V8 € Z. Portanto,
Y e X sao estatisticamente independentes.

Suponha agora que observamos X = 3,2 . Podemos afirmar algo sobre Y'?

Claramente Y = 3. Mas, X e Y néo séo independentes ?

A idéia de independéncia, quando trabalha-se num espaco probabilistico, é de que se X
e Y s#o variaveis independentes, o conhecimento da varidvel ¥ néo altera a distribuicao de
probabilidade da varidvel X e vice versa. O que ocorre no caso da independéncia estatistica,

é que o conhecimento de X nao altera o de Y dada a medida Py, isto é ,supondo 6 fixo.
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No contexto Bayesiano fica mais facil entender este conceito . Como naquele contexto
6 tem uma distribuicdo de probabilidade, podemos pensar na probabilidade condicional

(em relagéio a ) , isto é, X e Y sdo condicionalmente independentes dado 6 .

Exemplo 1.3: Considere (IR, B,P) onde P = { Py : 6 € Z} e Py é uniforme em [6—1, 6+1].
Sejam X; e X, duas observagdes estatisticamente independentes. A principio, X}
e X, podem assumir quaisquer valores em IR. Entretanto, se observamos X; = 3 o que
poderiamos dizer sobre X, ?
Evidentemente, apds o conhecimento do valor de X; o conjunto de valores possiveis

_para X, fica reduzido, isto é,

—-1<X;560+41 & X;-1<60<X1+1 & 2<6<4.

Logo, 1 < X, < 5 com probabilidade um .
No entanto, se estivessemos trabalhando com o modelo de probabilidade (IR, B, Py ),
onde P; é uniforme em [0, 2], teriamos que Py(X; = z | X;) = P (X2 = z), z € [0,2], isto

é, o conhecimento sobre o valor de X; néo altera a distribuicao de X».

Estatistica Suficiente

O conceito de estatistica suficiente é crucial quando discute-se a redugao do que se
observa, sem prejuizo da informagéo sobre o pardmetro. Os teoremas de Basu abordam

justamente este tipo de redugao.

Definicdo 1.5: T é uma estatistica suficiente para (X, A, P) se para toda f, .A-mensuravel,

onde [, fdPy < 0o, V0 € O, existe uma funcio f* ( livre de 8) , o(T')-mensuravel, tal que,
fA(T)=Eolf | T], V8€O.

Em particular se f = I4, onde A € A, entao
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FHT)=Py(A|T) Véeo.

Exemplo 1.4: Seja (IR",B,,P) um espago estatistico onde Py é uma medida de proba-

bilidade Uniforme em [0,6]", V8 € ©. A funcdo densidade neste caso é

fo(z1,22,...i2n) = 67" Ijg g (21,22, Tn).

A estatistica T(zy,...,2,) = max(z1,...,zn) é suficiente para o modelo.

definindo
Ay={we X :T(w) < t},

B, = {w € X : X;(w) > uy, Xo(w) > ug, ..., Xn(w) > ug}

e trabalhando com a fungéo indicadora temos

/ Ip,dPs = Pe(By N Ay) = Po(T < £, X1 > 1, ey X > Un) =
At

= Py(u; < X1 <tyuz < X <t,.,un < X, St) = H(t —u)f™" =

=1

=[J¢t—uit™"Po(T < t) = / hd Py,
i=1 A

t

onde h = [](t — u;)t™" é uma funcio livre de 6.
=1

De fato,

Como {A; : t € IR} e {B, : u € IR"} sio geradores de o(T) e IR" respectivamente,

temos que, para todo A € o(T') e B € IR",

/ IgdPy = / hdPy VO € 0.
A A

Como h é uma funcio o(T')-mensuravel e livre de 6 , T é suficiente.

Em geral nio é facil verificar a suficiéncia pela definigio. A seguir apresentamos

um teorema, conhecido como Teorema da Fatoragao (ou Halmos-Savage), que resolve este

problema em muitos casos.



Teorema da Fatoragao : Se o modelo estatistico (X, A, P) é dominado pela medida A,
uma condig@o necessiria e suficiente para T' ser uma estatistica suficiente é que a derivada

de Radon-Nikodym de Py com respeito a A , dPg/d) = fp , tenha a seguinte versao

f9 = goh,

onde gg é uma funcio o(T')-mensurdvel e h é uma fungio livre de 6.
Prova: (=) Como o modelo é dominado, existe um conjunto enumerdvel
Py = {P,, P, P3,...} tal que P = P, (apéndice C) .
Seja Ao uma probabilidade em (X, A), tal que
M(4) =) aiPi(A) VA€ A,
i=1
onde a; = ;’,—, i =1,2,3,... Entao, \g =Po = Ao =P.

Além disso, usando o fato de T ser suficiente,VA € A e VB € o(T), temos
M(ANB) =Y a;P(ANB) =) a; / F(T)dP; = / F(T)d).
i=1 i=1 VB B

Portanto, f(T) é também uma versdo da probabilidade condicional para Ao.
Vamos mostrar agora que :—;:L = g¢ é uma funcao o(T')-mensuravel , VP € P.
0

Seja A € A e Py € P, entdo

= / f(T)E»\o(ge | T)d’\o = / E,\O(IAgo | T)d/\() =
X X

- / Ex(g6 | T)ddo VA€ A
A

Logo, g¢ = Ex,(90/T) Mo — g.c.. Portanto, g¢ é o(T)- mensuravel.
Podemos escrever fg = 4{’- = %—f\—’z—%} = ggh, com h livre de 6.
(«<) Por hipétese fy = ggh.Usando a medida Ay definida anteriormente, podemos

escrever gp = 42 que por hipStese é o(T)-mensuravel.
g dx, JUEP po
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Fixo E € A e Py € P, seja v uma medida de probabilidade tal que
v(A)=Py(ANE) VAe A

Entao,

/ it == / IpdPy = / Po(E | T)dPy =
A A A

- /A Po(E | T)go(T)dX VAc A.

Por outro lado, de ( 1.1 ) temos que

/dV=/IEdPg=/IEg9(T)dA0=
A A A

- / Xo(E | T)go(T)dre VAEA.
A

De (1.2 ) e ( 1.3 ) temos que

Po(E | T)ge(T) = Mo(E | T)go(T) Ao —g-c..

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Como ¢4(T) = %’-, temos que Py({z : gooT(z) = 0}) = 0, isto &, go(T) #0 P — q..c..

Logo, Py(T) = X(E | T) Pyp—gq.c..

Como Py é arbitrario, a igualdade acima vale VPy € P . Portanto, Po(E | T) €

constante em relagéo a 6. Logo, T é suficiente.

%

Um teorema andlogo foi apresentado por Basu e Ghosh (1967), substituindo a condigao

de modelo dominado pela de modelo discreto, entendendo como modelo discreto aquele

- que satisfaz as seguintes condigoes:
(a) todo Py € P é uma medida de probabilidade discreta;
(b) A é o conjunto das partes de X’ ;

(c) o 1nico conjunto Pg-nulo , V8 € © , é o conjunto vazio .
No Exemplo 1.4 o modelo é dominado e podemos escrever

Jo(z1,22, ..., :L‘") = 0~nI(—°°»0)(T)I(0,°°)(S)’
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onde S(z1,Z2,...,Tn) = min(z1,T2,..., Tn).

Identificando g = 07" I(_o0,0)(T) € h = I(g,00)(5), concluimos pela suficiéncia de T.

Proposicao 1.2 : Seja (X,.A,P) um modelo dominado. Sejam T; e T, duas estatisticas
tal que o(T1) C 0(T2) P—gq.c.,isto é, T; é essencialmente fungdo de T;. Se T; € suficiente,
entao Tp também é suficiente para o modelo.

Utilizando o Teorema da Fatoragdo, a prova deste resultado é imediata.

Exemplo 1.5: Seja (IR, B,P) um modelo estatistico onde
P = {P: P(A) = P(—A),VA € B}.
Se By é a o-algebra gerada pela estatistica Y (z) = z? entéo,
Bo={A€B:A=—A},

que é a o-algebra dos borelianos simétricos.

Se f é uma funcéo B-mensurdvel, entdo g(z) = LL(EB-Z!—(_—IH é Bo-mensuravel, e
/fdP=/gdP, VAeBy,, VPeP.
A A

Logo, By € suficiente para o modelo.

Seja SCIR,S¢ B e
By, ={AUBy:ACS,A€BeBc€ By},

entao B; é uma o-dlgebra tal que, By C B; C B.
Vamos supor que B; é suficiente. Entdo, Vf B-mensuravel, existe uma g ,B;- men-

surdvel, tal que, VB € B,

/fdP:/gdP VP € P.
B B

Seja z € S e B = {z}, entéo
fdP=/ gdlP &
{=} z}

11



<  f(z)P(z) =g(z)P(z) VPE€EP

Agora, seja z € S¢ e considerando B = {—z,z}, temos que B € By = B € B;.

Portanto,

= d
/{-m}fdP /{_m}g P
& [f(z) + f(—=2))P(z) = 29(z)P(z).

Como existe P € P tal que P(z) > 0, Vz, temos que

o) = 1O 1)

Ise(z) + f(z)Is(z).

Usando f(z) = I(g.c0)(%) — I(~c0,0)(), temos que g(z) = 0 se z € S e g(z) # 0 se
z € S. Logo, g71(0) = S°. Mas S° ¢ B e portanto S¢ ¢ B;. Isto contradiz a hipdtese de
que g é B;-mensuravel. Portanto, B; nao é suficiente.

Este exemplo mostra que é possivel ter uma sigma algebra que nédo é suficiente mas
contenha uma suficiente . Este fato pode ocorrer quando a condigao de dominagdo ndo
esta satisfeita. A seguir vamos discutir a dominagdo do modelo.

Suponha que P seja dominado. Entdo, existe uma medida p sigma finita tal que
P < p. Em particular, considere as medidas em P do tipo Pj(j) = Pj(—j) = 1/2 onde
j € IR*. Temos que u(j) >0, Vj € IR. Isto implica que p néo é sigma finita.

Com efeito, seja I um conjunto enumerdvel de indices e (A4;);e; uma particdo de IR

com IR = |J A;, entdo existe k € I tal que Ay é ndo enumeravel. Mas,
i€l

p(Ar) = Y p(j) = oo.

JEAL
Como a particao de IR é arbitrdria, concluimos que g néo é o-finita e consequentemente
o modelo nao é dominado. O
Proposicao 1.3: Sejam T} e T, duas estatisticas suficientes tal que o(Ty) C o(T2)
P — g.c.. Se Ty é suficiente para (X,0(T3), P) e T, é suficiente para (X, A, P), entao T; é
suficiente para (X, A, P).

12



Prova : Seja f uma funcao A-mensurdvel. Pela suficiéncia de T, existe uma funcgéo

f° ,o(T,)-mensurével, tal que,

fP=Eolf|T] V8eo.

Da suficiéncia de T; segue que existe uma f* , o(7})- mensuravel, tal que
f*=Eolf’|Th] Véeo.
Mas, como o(Ty) C o(T2) ,
Ey[f | Ta] = Eq[Eolf | T2] | T]-
Utilizando as igualdades anteriores temos que,
Eolf | Th] = Eo[f° | T1] = f*.

Logo, T é suficiente para (X, A, P). v o

Como ja foi dito, o objetivo do estudo da estatistica suficiente é a reducdo das
observagoes sem perda de informagdo. Assim, poderiamos nos interessar pela redugao
maxima. Dois conceitos relacionados a este tipo de redugao sao os de suficiéncia minima
e minimal. Prova-se que os dois conceitos sdo equivalentes nos modelos dominados e dis-
creto. Contudo, nem sempre a equivaléncia € satisfeita. A estatistica suficiente minima

. -~ Vd . ’ . ~ ’ . . . .
sempre existe e ndo é necessariamente tinica. Em relagdo a estatistica suficiente minimal,

caso ela exista, ela é essencialmente tinica e também é minima.

Definicao 1.6: Uma estatistica suficiente Ty é suficiente minimal, se para toda outra
estatistica suficiente T, temos que o(Tp) C o(T) P —g.c..

Definicao 1.7: Uma estatistica suficiente T € suficiente minima, se ndo existe outra

suficiente T, tal que o(T) C 0(Ty) P — q.c..
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Para o modelo dominado a existéncia de uma estatistica suficiente minimal foi estu-
dada por Lehmann e Scheffé ( 1950 ) e Bahadur ( 1955 ). Para o modelo discreto , definido
anteriormente, foram feitos estudos por Basu e Ghosh ( 1967 ) . Posteriormente, Hasegawa
e Perlman ( 1974 ) introduziram o conceito de modelos coerentes, um modelo estatistico
mais geral que inclui os casos dominado e discreto. Entretanto, o modelo coerente nio
se limita a estes dois casos. Basu e Cheng ( 1979 ) apresentam um estudo organizado
sobre tais modelos, sua relagao com a estatistica suficiente e, um exemplo de um modelo
coerente que néo é discreto nem dominado. Para o caso dos modelos coerentes a existéncia
da estatistica suficiente minimal estd provada. Contudo, a condigdo do modelo ser coerente

éuma condi¢ao suficiente mas ndo necessaria para a existéncia da suficiente minimal.

Estes conceitos néo serdio explorados ao longo deste trabalho. Aqui trabalharemos |,
na maioria dos exemplos, com modelos dominados, onde nada patologico ocorre. QOutro
conceito de interesse, que pode facilitar o trabalho no caso dominado, é o de suficiéncia

pareada.

Definicao 1.8: Uma estatistica T é suficiente pareada para (X, .A, P) se, para todo A € A

e todo par 6;,6, € O , existe uma funcdo f ( livre de ) , o(T')-mensurdvel, tal que

f(T)=Po(A|T) i=1,2.

Ao invés de nos referirmos a uma estatistica como sendo suficiente ( ou suficiente
pareada ) poderiamos nos referir , com esses termos, a sua sigma algebra. Deste modo,
poderiamos ter definido sigmas algebras suficientes ( minimas, minimal e pareada ). No
proximo exemplo trabalharemos com sigmas algebras, sem nos referirmos a alguma es-

tatistica.

Exemplo 1.6 : Seja (IR, A,P) um modelo estatistico onde A é a o-algebra de conjun-
tos simétricos que contém pelo menos um conjunto ndo enumeravel e,P é a familia de
probabilidade discreta simétrica, isto é, aquela que concentra a massa de probabilidade em

apenas dois pontos —aea ,a € IR .
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Seja C C A a o—élgebra dos conjuntos simétricos enumeraveis e coenumeraveis (
cujo complementar é enumeravel ). Vamos mostrar que C é suficiente pareada mas, ndo é
suficiente.

Seja A€ A, P, P, € P onde a # b com, P,({—a,a}) =1 e Py({-b,b}) = 1.

Defina C = AN {—a,—b,a,b,}. Como A é simétrico, C' também é simétrico e C € C.
Além disso, A=C P;—gq.c. i =a,b.

Se D € C, entao

/ I,dP; = / IcdP;, 1i=a,b.
D D

Como a e b séo valores arbitrdrios, a igualdade acima é vélida para todo
P,, P, € P. Logo, C é suficiente pareada para o modelo.

Vamos mostrar agora que C nao pode ser suficiente. Para isto observe que, C # A
P — g.c.. Mostraremos que nenhuma outra o-algebra menor que A pode ser suficiente para
o modelo.

Suponha que exista uma o-algebra D C A que seja suficiente. Como D # A, entao

A—D#0.SejaAe A—D e P, €P. Pela suficiéncia de D, existe h , D -mensuravel,

/IAdPa=/ hdP,.
R R

/ IadP, = IA(_“)2+ 14 _ 1.
R

tal que

Mas,

E por outro lado,

/ hdP, = w — h(a).
R

Portanto,

Is(a)=h(a) P,—gq.c. Va€IR.
Como h é D-mensuravel, entdo A € D, o que é uma contradigao.

Lema 1.1: Uma condigdo necessdria e suficiente para T' ser uma estatistica suficiente

pareada para (X, A, P) é que, para todo par 6,,6; € O, %’;’ﬁz—) seja o(T)—mensuravel.
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Prova: Fixados 60,0, € ©, vamos considerar a seguinte familia de probabilidades em
(&, A),
P* = {Ps,, Ps,}.

E facil verificar que P* é dominada pela medida \g = Py, + P, .

7

~ dP,
Usando os mesmos argumentos da prova do Teorema da Fatoragao temos que, d_,\?' é

o(T')-mensuravel, se e somente se, T' é suficiente para P*. Como isto é véalido para todo

par 61, 0,, o lema esta provado. ¢
Lema 1.2: Se T é suficiente pareada para a familia finita P = { Py, ....., Py, }, entéo
dPy,

~ é o(T) — mensurdvel .
a3 Ps,)

1=0
Prova: Quando n = 1 estamos no caso do Lema 1.1 .

Parte I - Vamos mostrar que a afirmagao é vélida para n = 2.

Seja P = {Pg,, Po,, Ps,}. Como T é suficiente pareado, pelo lema 1.1,

_ dp,
d(Pao T P01)

dPs,

© fzzd(P00+P92)

fr

séo fungdes o(T')-mensurdveis. Temos entao que,

(f1 + f2 — f1f2)dPs, = f1 f2d(Ps, + Pe, + Pp,).

Como 0 < f; <1,0< f, <lentdo fi+ fo— fifo =0 & fi = f = 0. Mas,
Py, ({:L‘ € X: fi(z) = fo(z) = O}) = 0. Entao definimos

__ hh
i+ fa—fife

e concluimos que f é o(T)-mensuravel.

f Py, — g.c.,

Por outro lado,
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dPs,

F= 3P+ Po + P,

) Peo —4g.c.

Parte II - Vamos mostrar, por indugao, que a propriedade

% é o(T)-mensurdvel
d( E P 9.‘)
1=0
é valida, Vn € IN.
Considerando que
dPy, dPs, d Py,

o 2 = 4P :
d( > Pe;) d(Poo+__ElPo.~+Pa"+,) (Poo + 1+ Po,y,)

=0

Pela suficiéncia pareada de T, temos que o, il ¢ o(T)—mensuravel e, pela
0

(4
+P0n+1)

hipétese de indugao, d(}#_"m ¢é o(T)- mensuravel . Portanto, T' é suficiente pareada para
0

{Poy, 1, Ps, ., } €, pela parte I, concluimos a prova. O
Lema 1.3: Seja T suficiente pareada para a familia infinita e enumeravel
P = {Py,,Ps,,.....}. Se p(A) = io: a; Py, (A), VA € A, onde io.:l d,- = 1, entdo,
(i) lim i M df;“ ‘—;1 —gq.c. -

n—o0o d(E a;Py,)
=0

(ii) dTI);Q é o(T)-mensuravel.

Prova: Temos que, Vn,

d( i% aiPe;)

dPy,  dP,,
dp =~ & d
a d( Z a; Py;) #
i=0
d(} aiPs;)
Fazendo n — oo, temos que -—‘f—";i”— — 1. Portanto vale (1 ).
Para a validade de (ii) basta observar que — 2P ¢ o(T)- mensuravel, entdo
() aiPs;)
i=0
Vn, %ﬂ- é o(T)-mensuravel. o
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Proposigao 1.4: Seja (X, A,P) um modelo dominado entéo, a estatistica T' é suficiente
se, e somente se, ela é suficiente pareada.

Prova:

(=) Imediata

(<) Suponha que T é suficiente pareada. Como o modelo é dominado existe um
conjunto Py = { P, Ps,...} enumerdvel contido em P, tal que Py = P (apéndice C).

Seja Py uma medida qualquer em P. Defina a medida u, onde § a; =1, como

=1

p(E) = ia;Pg(E), VE € A.

=1
Pela suficiéncia pareada de T e pelo Lema 1.3, ml,of_m é o(T) -mensuravel. Além

disso,

dPo___ dPo d(Po-l-[,l,):
dp  d(Po+p) du

-1 -1
— dPy dp _ dP, 1— dP,
d(Po + p) | d(Po + ) d(Po + ) d(Po + p)
Logo, d—dI‘Z‘Q é o(T')-mensuravel.
Utilizando o teorema da Fatoragao, concluimos que T é suficiente. ¢

Este ultimo resultado simplifica bastante o trabalho no caso do modelo dominado.

Neste caso, basta mostrar a suficiéncia pareada para garantir a suficiéncia.

Estatistica Ancilar

Na secao anterior discutimos um conceito relacionado com informacgdo contida na
amostra a respeito do parametro. Nesta se¢do apresentamos um conceito que, a principio,

foi considerado relacionado a “ néo-informacéo ” .
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Definicdo 1.9: Um evento A € A é ancilar em relagdo ao modelo estatistico se,
Py(A) = P(A) ,V0 € ©, onde P é uma fungéo A-mensuravel. Uma estatistica ¥ ¢ ancilar,
para o modelo estatistico, se todo 4 € o(Y") é ancilar.

Observe que se a familia P é dominada, entao a estatistica é ancilar se, e somente se,
sua funcéo densidade é livre de 6. Este fato é facilmente verificado utilizando-se o Teorema

de Radon-Nikodym .

Exemplo 1.7 : Seja (IR?,B;,P) um modelo estatistico onde P = {Py : § € R} ¢é

dominado pela medida de Lebesgue e sua densidade é
fo(z,y) =e%7¥/% g y>o0.

Seja Z a estatistica Z(z,y) = z.y. Considere A, € o(Z) tal que

A; ={(z,y) € R* : 2y < 2} = {(z,y) € R” 1y < z/z}.

Temos que,

oo pzfz
Py(A;) = fodPp = /(; '/0‘ fo(z, y)dydz.

A,

Fazendo substituigdo de varidveis, obtemos

Py(A,) = /oz /0‘00 %fg(a:,v/m)d:rdv.

A integral interna é a fungéo densidade de Z a qual denotaremos por gz. Entao,

oo o o] 1
gz(v) =/ -l—e_e"—"/oxda: =/ Zemwmv/w gy,
0 0

T w

Portanto, Z é ancilar.
O estimador de mdxima verossimilhanca para 6 é a estatistica T'(z,y) = (y/x)l/ 2
Utilizando-se o Teorema da Fatoragao verifica-se que T nao é suficiente para o modelo,

mas (T, Z) é suficiente.
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Embora nosso objetivo néo seja aprofundar questoes sobre o conceito de informagao,

abriremos aqui um paréntese para entender melhor o exemplo em termos estatisticos.

Informagéo, segundo Fisher, é a fungéo

_§2

1(6) = Eol 53

log fo(X)]

onde fg(X) é a fungéo de verossimilhanga.
A informacdo de Fisher para uma estatistica T' é definida pela expressao

_§?

J(6) = Eol 5oz

log he(T))

onde hy(T') é a fungéo densidade de T.

Uma estatistica tem a mesma informacdo de Fisher da amostra [I(0) = J(6)] se, €
somente se, ela é suficiente ( Basu, 1975 ) . Isto caracteriza, em termos de Informagéo
de Fisher, a suficiéncia. Por outro lado, se Y é uma estatistica ancilar sua informagéo de
Fisher é zero.

Em termos de o-dlgebra temos, no Exemplo 1.7, que o(T') néo é suficiente e por-
tanto, sua informagao J(6) é menor que I(@) ( a informagdo maxima de Fisher ). En-
tretanto, quando acrescentamos elementos a;ncilares ( com informagéo de Fisher zero),
resulta que o(T) V 0(Z) tem informacdo de Fisher igual a I(8). Este fato nos faz ques-
tionar a idéia de que uma sigma &lgebra ancilar ndo contém informacado relevante para o
parametro. Portanto, nem sempre podemos dispensar as estatisticas ancilares quando esta-
mos
interessados em estimar determinado parametro. Muitas vezes as estatisticas ancilares
sao de grande utilidade.

A seguir apresentamos alguns conceitos relacionados com ancilaridade.

Definigcao 1.10: A estatistica ancilar Y é ancilar maximal, se ndo existe outra estatistica

ancilar Y*, tal que o(Y) C o(Y™*).
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Definigao 1.11: Uma estatistica S é informativa, se existe pelo menos um conjunto
A € 0(85), tal que A nédo é ancilar.
Definigao 1.12: Dois conjuntos ancilares A e B se adaptam, se AN B também é ancilar e

escrevemos A ~ B. Caso contrario, escrevemos A 4 B. Note que A~ B = A ~ B€ pois,
Po(A n B) + Pa(A N Bc) = Pg(A).

Exemplo 1.8: Seja (X, A,P) onde X = {0,1}>, A=IP(X) e P = {P: 0 € [0,1]}, tal

que Py(z,y) é descrita na tabela abaixo.

TABELA 1
Y
X 0 1 Total
0 0/2 (1-6)/2 1/2
1 (1-6)/2 6/2 1/2
Total 1/2 1/2 1

Se A = {(0.0);(0,1)} e B = {(0,1);(1,1)}, entdo Py(A) = Py(B) = 1/2,
V6 € [0,1]. Portanto, A e B sao ancilares. Entretanto, P(AN B) = /2, V6 € [0,1].
Logo, A e B nao se adaptam.
Proposigdo 1.5: Se A é um evento ancilar que nao pertence a o(Y), onde Y é uma
ancilar maximal, entdo existe pelo menos um elemento B € o(Y") tal que A # B.
Prova : Seja M uma o-algebra ancilar maximal e A um conjunto ancilar tal que A ¢ M.

Vamos supor que A ~ M para todo M € M. Considere
M ={(ANX)U(A°NY): XY € M}.
Observe que M C M* e M # M*. Além disso,

PJ(ANX)U(A°NY)] = Po(AN X) + Po(A°NY).
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Por hipotese os dois termos a direita da equagéo sao livres de 6, e portanto como isto
¢é valido para todo elemento de M*, concluimos que M* é uma o-algebra ancilar. Mas
M C M*, o que contradiz a maximalidade de M. ¢
Coroldrio 1.1: Seja Y uma estatistica ancilar maximal e S uma estatistica ancilar tal
que o(S) ¢ o(Y), entéo o(S) V o(Y") é informativa. Isto ¢, (Y, .S) é informativa.

Exemplo 1.9: Seja (IR?, B,,P) um espago estatistico onde P é a familia da Nor-
mal bivariada com vetor de médias (g) e matriz de covariancia (; ;’).Sejam X,Y duas
estatisticas, tais que X(z,y) = z e Y(z,y) = y. Cada uma delas tem medida de
probabilidade N(0,1) e portanto sao ancilares. No entanto, (X,Y) é suficiente para o

“modelo e portanto informativa.

Familia Completa

O conceito de familia completa, bem como os conceitos de familia conectada e conjunto
separador que serdo abordados a seguir, sdo conceitos auxiliares para estabelecermos os
Teoremas de Basu. A condigéo de que a familia seja completa é a condigao exigida para que
o espago estatistico possa ser particionado , de forma independenté, numa parte informativa
(suficiente) e outra néo informativa (ancilar) .

Optamos por falar em familia Completa e ndo estatistica Completa, pelo fato deste

conceito ser uma propriedade da familia de medidas de Probabilidade.

Definigao 1.13: Uma familia de medidas de probabilidade P é (limitadamente) completa

se, para toda fungéo real g (essencialmente limitada) ,
/ gdPy =0, Y9e€O, = ¢g=0 P —gq.c
X

Uma estatistica T" é (limitadamente) completa se a correspondente familia de medidas

induzidas por T é (limitadamente) completa.
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O fato da familia ser completa implica que ela é limitadamente completa. Podemos en-

tretanto, ter uma familia limitadamente completa que néo é completa. Vejamos o préximo

exemplo.
Exemplo 1.10: Seja (IR, B,P) um espago estatistico onde P = {Py : § € (0,1)} e cada

Py tem a seguinte funcéo densidade,
fo(z) = (1 - 6)*6In(z) + 0I;_1) ().
Seja g uma fungdo Borel mensurdvel tal que [, r9Ps =0, V6¢€(0,1). Entao,

g(-1)6+ ) g(H(1-067¢ =0 =

J=0

= (1-90)° Zy(j)Gj =—fg(-1) =

= Y g = —g(-1)0(1 - 6)2.

Como 0 < 6 < 1, temos que (1 — 0)~2 = ¥ j67. Portanto,
j=o
> 98 =D —g(-1)j6’.
J=0 =0
Entao,
g(]) = —jg(—l) .7 = Oa 112) """ (14)

Caso I: Suponha ¢ limitada, entdo g(j) = g(—1) =0 para j =0,1,2,.....
Caso II: Supoha que a condigdo de ¢ ser limitada ndo é imposta. Considere gq, tal

que
go(=1)=1, g(0)=0 e go(j)=—j j=1,23,..

Entao, go satisfaz (1.4) . Logo, P € limitadamente completa, mas ndo é completa.

Exemplo 1.11 : Seja (IN,IP(IN),P) um espago estatistico onde P = {Py : 6 € {1 %}} e

Py é Binomial (2, 6).
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Vamos mostrar que a familia P nao € limitadamente completa.
Seja g uma funcéo essencialmente limitada e A-mensurével, tal que [, gdPy = 0

V6 € {1, 1}.Entéo ,

472

9(0)(1 — 6)* +29(1)B(L — ) + 9(2)0 =0 =
= g(0)(1—20+6%) +29(1)(0 —6°) +9(2)6> =0 =

= [9(0) — 2¢(1) + 9(2)]6* + [¢(1) — 9(0)]26 + g(0) = 0.

Considerando ¢(0) =1, ¢(1) = -2 e ¢(2) = 3 de modo que as raizes da equagéo

acima sejam % e 2l temos

862 —660+1=0, VGE{:},% (1.5)

Logo, a familia ndo é limitadamente completa e portanto nao é completa.

Entretanto, se completarmos o espago paramétrico de modo que © = {%, %, %} , ndo
podemos mais garantir que vale (1.5), V6 € © . Neste caso, ndo existird uma ¢ # 0 tal
que a equagao de segundo grau se anule, V6, pois ela possui apenas duas raizes. Entéao,
P* ={Ps:0€{3,%,2}} é limitadamente completa (também completa pois, a condigdo
de g ser limitada ndo é relevante no caso) e é claro que incluindo mais elementos no espago
parameétrico ela continua sendo completa.
Proposicao 1.6: (Lehmann e Scheffé, 1950) Se T' é uma estatistica suficiente e limitada-
mente completa, entdo T é suficiente minimal.

Prova: Seja S uma estatistica suficiente. Vamos mostrar que o(T) C o(S) P — q.c..

Seja A € o(T). Considere g uma versdo da probabilidade condicional de A dado S,
livre de 6, e h = Ey[g/T] , também livre de 6. Temos que

/IAdPg=/ gdPg=/ hdPg VGE@,
X X X
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entao

/(IA—h)dPg —0 Véeo.
p 4

Como (I4 — h) é o(T)-mensurdvel e limitada, pois I4 < 1 e h = Py(A/T) < 1.

Utilizando o fato de T ser limitadamente completa, concluimos que

In=h P-—gq.c.

h = Eylg/T] < g = E¢[Ia/S] < 14.

" Portanto, Iy =g P — gc. Entdo, A € 0(S) ¢
Proposicao 1.7: Seja T uma estatistica suficiente e completa, entdo para qualquer es-
tatistica S ancilar, tal que o(T") V o(S) é essencialmente igual a o-dlgebra de Borel, S é
essencialmente ancilar maximal.

Vamos omitir a prova deste resultado pois com o Teorema de Basu 1, que serd enun-

ciado e demonstrado posteriormente, ela torna-se simples.

Familia Conectada e Conjuntos Separadores

Definigao 1.14: Duas medidas de probabilidade P, e P, em (X, .A) sdo sobrepostas se,
para cada A € A, tal que P;(A) = 1, temos que P;(A) > 0. Observe que a propriedade é
simétrica.

Outro modo de definir medidas sobrepostas é dizer que seus suportes nao sio disjuntos.
Definigao 1.15: Uma familia de medidas de probabilidade é conectada, se para todo par
Py e P, em P, existem medidas de probabilidade Py, , Ps,, .....,Ps, em P, onde ; = 0 e

0, = a en € IN, tais que Py, e Py, , séo soprepostas para ¢ = 1,2,3,.....,n — L.
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Exemplo 1.12: Seja (IR,B,P) um espago estatistico onde P = {Py : 0 € Z} e Py é
uniforme em [6, 8 + 1). Considerando 4 = [0,1] e § = 0, temos que Py(A) = 1 e para todo
outro 6 € Z Py(A) = 0. Logo, néo existe § € ZZ — {0} tal que Py(A) > 0. Portanto, Py nio
se sobrepoe a nenhuma outra medida em P, entdo a familia ndo é conectada.

Exemplo 1.13: Utilizando o mesmo modelo do exemplo anterior e alterando o espago
paramétrico para © = {k/2 : k € Z}, temos que a familia é conectada. Pois, se 6 € O e

A=1[0,0+1), entdo Py(A) =1e Pyy1/2(A) >0, V6€O.

Definigao 1.16: A € A é um conjunto separador se, V0 € O, Py(A) = 0ou Py(A)=1e
_para pelo menos um par 6,6, € O, temos Py, (A) = Py, (A°) = 1.

Em alguns casos a condigao de P ser conectada é equivalente a condigdo da nao
existéncia de um conjunto separador. A equivaléncia entre as duas condigoes foi apresen-
tada por Pathak (1975) nos casos do modelo dominado e do modelo discreto. Posterior-
mente, Basu e Cheng (1979) generalizaram este resultado para os modelos coerentes. A

seguir apresentaremos os dois lemas introduzidos por Pathak.

Lema 1.4: Seja (X,.A,P) um modelo discreto. A familia P = {Pp : § € ©} é conectada
se, e somente se, nao existe um conjunto separador.
Prova: Vamos mostrar que existe um A separador se, e somente se, P nao € conectado.

(=) Seja A um conjunto separador. Defina
Pr={Ps € P:Py(A) =1} e

Py = {Po EP: Pg(A) = 0}

Como A é separador P; e P, sdo conjuntos ndo vazios. Além disso, todos elementos de
P, sdo sobrepostos € o mesmo é valido para P,. Entretanto, para nenhum par (Py,, Py, ),
tal que Py, € P, e Py, € P, , as medidas sdo sobrepostas.

Logo, o modelo néo é conectado.
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(<) Suponha que P néo é conectado.

Para cada 6,,6; defina a seguinte relagdo de equivaléncia ,
Py, ~ Py, & Py, Py, séo conectadas.

Fixado P; € P;. Considere P; = {Py € P : Py ~ P;}. Como P néo é conectado,
Py =P — Py # 0. Além disso, sejam

F1={9:P06P1} e P2={62P0€'P2}.

. Se Xy é o suporte da medida de probabilidade Py, isto é, Py(Xs) = 1 e
VB C Xy, Py(B) > 0, temos que

Xal ﬂXaz = @, V6o, € Iy, VO, € T's.

Defina

Como o modelo é discreto a o-algebra associada é o conjunto das partes de X. Logo, A é

mensuravel . Além disso,

Pgl(A)=1 V01 EP] e
Pp,(A)=0 Vb, € P;.

Portanto, A é um conjunto separador. ¢
Lema 1.5: Seja (X, A,P) um modelo dominado. A familia P é conectada se, e somente
se, ndo existe um conjunto separador.

Prova: (=) A mesma prova do Lema 1.4 .

(<) Suponha P conectada e considere Py, P; definidos anteriormente no Lema 1.4 .
Como P; é dominado, segue que, existe uma familia enumeravel Py C P4, tal que P; = Py

(apéndice C) .
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Sejam
IFo={0:PaePo}, T'1'={0:PpePy} e I'y;={6:Pye€ P}

Defina

A= U Xo.

€Ty

Como I'y é enumeravel, A é mensuravel. Entao,
Py(A®) =0, VOeT, = Py(A°)=0, VOl = Py(A)=1, VOeT;.

*Como nenhuma medida em P, é conectada com alguma medida em P;, temos que

ANXy =0, V8 €T,. Portanto,
Py(A) =0 VO €Ts.

Logo, A é um conjunto separador. ¢
Exemplo 1.14: Seja P = {P : P(z) = P(y) = 1/2,0 € z < y} uma familia de

medidas de probabilidade em (IR, B) e Q a medida Normal Padrdo . A familia P U Q néao
é conectada, pois @) e P néao sao sobrepostas, VP € P.

Os candidatos a conjunto separador sdo:

i) IR, pois Q(IR) = 1. Contudo, P(IR) = 1, VP € P. Logo, IR néo é um conjunto
separador.

i) IRY, pois P(IR*) =1, VP € P. Contudo, Q(IR") = 1/2. Logo, IR também ndo
é separador.

Portanto, o modelo néo é conectado e ndo possui um conjunto separador.
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1.3.0S TEOREMAS DE BASU SOB A PERSPECTIVA CLASSICA

Teorema de Basu 1 ( Basu, 1955 )

Seja T' uma estatistica limitadamente completa e suficiente para o modelo (X, A4, P).
Se S é uma estatistica ancilar, entdo S e T sdo estatisticamente independentes.
Prova : Considere A € o(.5). Como T é suficiente existe uma versédo da probabilidade

condicional de A dado T ( livre de ) ,f(T), tal que
Po(A) = / f(T)dPo Vé € O.
X
Pela ancilaridade de S, temos que Py(A) = k (constante em relagido a 6). Portanto,

‘/uan-mﬂ%=o V€O,
X

onde (f(T) — k) é o(T)- mensurdvel. Usando o fato de T ser limitadamente completa,

temos que

F(T) = Po(A) P —qec.

Logo, A € estatisticamente independente de T' e portanto, S e T' sdo estatisticamente
independentes . ¢
Exemplo 1.15: Seja (IR",B,,P) um espago estatistico onde P = {Pp : 0 € IR} é a
familia de medidas de probabilidade Normal n-variada gerada por n observagoes indepen-
dentes Normais com média @ e varidncia 1 .

Considere as estatisticas conhecidas como média e varidncia amostrais, respectiva-

mente,
Y(zl,...,xn) = Ent—' .
z;-7)2
S2(T1y.0esT) = Ein—_'_l—)

Vamos mostrar que X é suficiente e completa para este modelo estatistico.
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O modelo é dominado pela medida de Lebesgue e sua funcio densidade é dada por,

- Y =i-0?

fa(:zl,...,:z:,,)= (27r)_"/2e 2 —

= (2m) 2T [D?—zon?-noz]

- 22 -
= (2W)-"/26—Z=:—'6M = h.g(6,X).

Portanto, pelo Teorema da Fatoragio, X é suficiente.
Seja PX a familia de medidas induzida por X.Se Qg € 'PY, entao Qg tem distribuigdo
N(6,1). O modelo estatistico induzido por X é (IR, B ,'PY).

Seja f uma fungao Borel mensuravel, tal que

[ 1a00=0 5 [~ s)panl 5 ay =0
R —00

Fazendo transformagao de varidveis e usando a unicidade da Transformada de Laplace,
temos que f = 0 (essencialmente) , VQy € PX. Portanto, X é completa.

Vamos mostrar agora que S? é uma estatistica ancilar. Temos que,

(n—1)S2 = Z(m; ~X) = Z(m; —6)? —n(X - 6)".

2":(2-'—49)2
Mas, (z; — 6),Vi, e (X — 0) tem distribuicdo N(0,1). Entdo, =t——

= tem distribuigdo

Qui-quadrado com n graus de liberdade, e (X — 0)2 tem distribui¢do Qui-quadrado com
1 grau de liberdade. Portanto, L"T_]lbﬂ tem distribui¢do Qui-quadrado com (n — 1)g.1.,
entao S? tem distribuigdo livre de 6.

Utilizando o Teorema de Basu 1, concluimos que X e S? sio estatisticamente inde-

pendentes.
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Exemplo 1.16 Seja (IR",B,,P) um espago estatistico onde
P={Py:0=(p,0),tq,pu€Reocc R}

¢é a familia da probabilidade Normal n-variada, com covariancia zero.
Utilizando-se o Teorema de Basu 1 é possivel mostrar, também neste caso, que X

e S sdo estatisticamente independentes. Entretanto, Basu acreditou que utilizando-se a

mesma técnica seria possivel mostrar a independéncia estatistica entre % e S.

Observe que fixado p = 9, 0 parametro de interesse o é um parametro escala . E facil

verificar que % ¢ invariante escala e, portanto é ancilar para o (apéndice D). Por outro

lado, sabe-se que (X,S) é uma estatistica suficiente e completa. Logo, pelo Teorema de

Basu 1, % e (X, S) séo estatisticamente independentes. Deste fato resulta a independéncia

entre % e S.

[

Analisando melhor a solugéo anterior, veja que a afirmagédo de que % e (X,S) séo

estatisticamente independentes é absurda, pois ’)'s(' fica completamente determinada com o
conhecimento de (X, S). Entdo, qual o problema? Serd algum erro do Teorema ? Nao, o
que ocorre € que ao analisarmos a ancilaridade de % haviamos fixado p = po e neste caso,
a estatistica (X, S) ndo é completa para o parametro de interesse o. Pois, considerando a

estatistica

X —po

h(z) = =<2,

temos que

E[h(z)] = 0.

Este exemplo é interessante para salientar a importancia da condigao de que a familia
da estatistica suficiente seja completa. Qutra maneira de verificar que (7, S) ndo é com-
n
pleta, no caso de yo conhecido, é observar que a estatistica 3 (z; —puo)? é suficiente e menor
=1

que (X, S). Portanto, esta tltima néo é suficiente minima e néo poderia ser completa, pois

seria uma contradigido a Proposi¢ao 1.6 .
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Antes de enunciarmos o préximo teorema lembramos que Basu, num primeiro mo-
mento, acreditou que através da independéncia de uma estatistica suficiente seria possivel
garantir a ancilaridade. Ele inclusive apresentou, incorretamente, uma prova desta
afirmacgéo (Basu, 1955) . O contra-exemplo a seguir (Basu, 1958) nega a idéia de que

a independéncia de uma estatistica suficiente garante a ancilaridade.

Exemplo 1.17: Uma urna contém 10 bolas identicas numeradas de 6+1,6+2, ...... ,0+10.
Retira-se duas bolas aleatoriamente da urna, uma apods a outra, com reposigao. Seja
© = {0,10,20,30,.....} o espago paramétrico e T; o numero da i-ésima bola retirada,
.z' = 1,2. Observe que T} e T, sdo identicamente distribuidas e estatisticamente inde-
pendentes e cada uma é suficiente para 6. Isso contradiz a idéia de que uma estatistica
independente de uma suficiente é ancilar. Para que tal afirmagao seja verdadeira, deve-se

impor uma restricdo a familia de medidas de probabilidade.

Teorema de Basu 2 ( Basu, 1958 )

Seja P uma familia de medidas de probabilidade conectada. Sejam T e S estatisticas,
tais que T' é suficiente para (X, 4, P) e estatisticamente independente de S entdo, S é
ancilar .

Prova: Considere A € o(S). Pela suficiéncia de T existe uma versao da probabilidade

condicional de A dado T ( livre de 6 ), f(T') , tal que
Py(ANB) = / f(T)dP;, V8€© VB e o(T).
B

Por outro lado, pela independéncia de S e T' temos que

Pg(A N B) = Pg(A)Pg(B) = / Pg(A)dPg, Vo € O.
B
Das duas igualdades anteriores, concluimos que

Py(A) = §(T), P-gqe. (1.6)
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Considere Py,, P, € P medidas sobrepostas. Entao, existe zo € Xy, N Xpy,, onde X, é
o suporte de Py, ¢ =1,2. Logo, para pelo menos um ponto z a igualdade (1.6) é valida

para Py, e Py,. Portanto,

Pel(A) = Pﬂz(A)

Considere agora que as medidas sdo apenas conectadas. Entao, existem
Py, , Py, , ..., Pg, em P, tais que Py, Py, ,, sdo sobrepostas, para ¢ = 1,2,...,n — 1. Neste
caso, Py,(A) = Py, ,,(A), i=1,2,...,n—1, entdo Py, (A) = Py, (A), para todo par 6; e

. 0, € O. Logo, A é ancilar e portanto, S é ancilar. ¢

A condigdo da familia ser conectada é uma condigdo suficiente para garantir a
ancilaridade de S. Thomas e Koehn (1975) estabeleceram uma condigio necesséria e sufi-

ciente para a ancilaridade de S.

Teorema de Basu 2.A ( Thomas e Koehn, 1975 )

Seja T' uma estatistica suficiente para (X', 4, P). Toda S, estatisticamente indepen-
dente de T, é ancilar se, e somente se, ndo existe um conjunto A € A, tal que A é um
conjunto separador.

Prova : Vamos mostrar que existe uma S nao ancilar se, e somente se, existe um A
separador.

(<) Suponha que existe A separador.

Seja @ = {0 € ©: Py(A) =1}.

Defina a estatistica S(z) = I4(z), para z € X'. Temos que,
Py(S(z)=1)=1, 6€® e

Py(S(z)=0)=1, 8¢ d".
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Entéao, para @ fixo, S é essencialmente constante o que implica que S é estatisticamente in-
dependente de qualquer outra estatistica. Em particular, S é independente de T. Contudo,
S néo é ancilar.
(=) Suponha que existe S ndo ancilar. Neste caso, existe B € o(S) tal que , para
algum par 6,,6, € O,
Po,(B) # Po,(B). (L.7)

Pela suficiéncia de T e independencia de S [ lembre da prova do Teorema de Basu 2
(1.6 ) ], temos
Po(B) =f(T) Pop—gq.c.

Considere

Ag ={z € X : foT(z) = Py(B)}.

Entéo, Pg(Ag) .= 1.
De (1.7) temos que existem 6,,0, € O, tal que A, N Ag, = 0.
Seja A =Ap e®={0€ 0O:Ay=A}. & e ®° sio nao vazios pois, ; € ® e 6, € &°.

Temos que
led = Pg(A) = Pg(Ao) =1 e
e d° = Pg(Ac) > Po(Ao) =1 = Pg(Ac) = 1.
Logo, A é um conjunto separador. ¢

Pelos lemas 1.4 e 1.5 obtemos a equivaléncia entre as condi¢oes do Teorema de Basu 2
e Teorema de Basu 2.A . Portanto, nos casos dos modelos discreto e dominado a condigio

dada por Basu é uma condicdo necessdria e suficiente para a ancilaridade de S.
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Considere os trés conceitos basicos apresentados,

( a ) Suficiéncia,

( b ) Independéncia Estatistica e

( ¢ ) Ancilaridade.

O Teorema de Basu 1 estabelece que sob certas condigdes adicionais, (a ) e ( ¢ )
implicam em ( b ) e, o Teorema de Basu 2 estabelece que, também sob certas condigdes,
(a)e(b)implicam em ( ¢ ). Para completar, apresentamos o Teorema de Basu 3 que

estabelece condigoes, para que (b ) e (¢ ) impliquem em (a ) .

Teorema de Basu 3

Sejam S e T estatisticas, tais que S é ancilar e estatisticamente independente de T
Se (S, T) é suficiente para (X, A, P), entdo T é suﬁciente para o modelo estatistico.

Prova : Considere o espaco estatistico (X,0(T') V 0(S),P). Vamos mostrar que T é
suficiente para este espaco.

Seja
D={De A:D=AUBouD=ANB, A€o(S),Bea(T)}

Entéo, D = o(T) V o(S) pois, D é um D-sistema que contém o(S) U o(T).

Para concluir, necessitamos mostrar que para todo D € D existe uma versao da
probabilidade condicional de D dado T, livre de 6.

Caso 1 : Considere D € D tal que D = AN B e, E € o(T), entdo

Po(DNE)=Py(ANBNE)=Py(ANE*),

onde E* = BNE € o(T). Utilizando a independéncia de S e T e a ancilaridade de A

temos

Pg(D n E) = Po(A)Pg(E*) =
- / Po(A)dPy = / kIpdPy V€ O,
E* E
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onde k.Ip é o(T)-mensurével e livre de 6. Portanto, existe uma versao da probabilidade
condicional de D dado T livre de 6.

Caso 2: Seja D € D, tal que D = A U B. Considere os seguintes conjuntos,
D, =A°NB , D,=ANB® e D3 =ANB.

Entao, D = D; U D, U D3 onde os D; sao disjuntos ,1=1,2,3

Se E € o(T) , utilizando o Caso 1, temos

Pg(D n E) = Pg(Dl N E) -+ Pg(Dz N E) + Po(D;; n E) =

/ £1(T)dPy + / f2(T)dPy + / f5(T)dP, = / (F(T)+ £2(T) + f5(T))dPs.
E E E E

Logo, também existe uma versido da probabilidade condicional de D dado T, livre de
6. Portanto, T' é suficiente para (X,0(S) V o(T),P).
Por hipétese, 0(S) V o(T') é suficiente para (X, A, P). Mas o(T) C o(S) V o(T) C A.

Utilizando a Proposigdo 1.3 concluimos que T' é suficiente para (X, A, P). ¢

No Exemplo 1.9 , observamos que (X,Y’) é suficiente para o modelo e X ~ N(0,1) é
ancilar. Mas Y nao é suficiente, ao contrario, também é ancilar. O que ocorre neste caso é
que a condigao de independéncia entre X e Y néo esta satisfeita . Note entretanto, que a
condicao de independéncia néo é uma condi¢do necessaria. Observe o Exemplo 1.8 , onde
(X,X+Y) é suficiente e X é ancilar, pois Pg(X = 0) = Po(X =1)=1/2, V8 € [0,1].Além

disso, a distribui¢ao de probabilidade era dada por

0 1-46 0 1-6
fo(x,y) = EI{z=y}($ay) + TI{z;éy} = EI{z+y¢1}(z7y) + '2—I{z+y=l}-

Pelo Teorema da Fatoragéo, X + Y é suficiente. Entretanto, X e X + Y néo sdo indepen-

dentes.
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CAPITULO 2 : ABORDAGEM BAYESIANA

2.1. CONSTRUCAO DO MODELO BAYESIANO

Na visdo bayesiana além do espago estatistico (X,.4,P), admite-se um espago
probabilistico (0,7 ,v), associado ao parametro 6, conhecido como espago de probabili-
dade a priori. O modelo Bayesiano é construido no espago produto (Xx0, A ® 7) onde
define-se uma medida de probabilidade . Entretanto, para a existéncia desta medida é
necessario que o espaco de probabilidade associado a 6 satisfaga certas condigbes. A seguir
apresentamos uma série de resultados relacionados com esta medida.

Considere um espago mensuravel (X, .A) e um espago de probabilidade (0,7 ,v). A
funcdo Py(A) é uma funcgdo de transicdo de (©,7) em (X, .A) se as condigdes abaixo estdo

satisfeitas.
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(a) Para cada 6 € O, Pg(.) é uma medida de probabilidade em (X, A) e,
(b) para cada A € A, P(A) é uma fun¢éo de §, 7-mensuravel.
Teorema 2.1: Existe uma tnica probabilidade no espago produto (£2,F) onde,

D=XxQeF=AQT (sigma élgebra gerada pelos retangulos de § ) tal que,

w(AxB):/Pg(A)du(O) VA€ A,VBEeT,
B

onde Py(A) é uma fungéo de transigéo.

De um modo geral, esta medida é definida como

r(F) = /e Py(Fy)dv(6) VF € F,

onde Fy={z € X :(z,0) € F}.

Prova:

Parte I - Vamos mostrar que se F' € F entdo, Fy € A, V0 € O.

Seja L = {F € F : Fy € A}. Nao é dificil verificar que £ é uma sigma algebra.

Sejam A € Ae B € T, entdo

(AxB)g =B, sef €A e

(AxB)g =0, se 6 ¢ A.

Portanto, (A x B)g € A = AxB € L. Entéo, £ é uma sigma &lgebra que contém
todos os retangulos de Q. Logo, F C L = F = L.

Parte IT - Vamos mostrar que se F' € F, entdo Py(Fy) é T-mensuravel.

Seja L = {F € F : Py(Fy) é T-mensuravel }. Temos que £ é um D-sistema, pois

)Qe=X = Py(Q) =1, Vb € O e portanto, §2 € L.

ii)Se F, F?2 € L tal que F! C F?, entdo

Py[(F? — F*)o] = Po(F§ — Fy) = Po(Fg) — Po(Fy),

que é T-mensuravel.
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iii) Se (F")p>1 € L é tal que lim F™ = F| entdo

n— oo

Po(Fa) = Pg( lim Fon) = lim Po(Fen),
n—oo n—oo
onde cada Py(Fy) é T-mensurdvel. Portanto, Py(Fy) é T-mensuravel.
Considerando F' = A x B temos que,
Po[(AxB)e] = Po(A)Ip(0).

Mas, Py(A) é por hipStese 7-mensuravel e como B € 7,Ip(6) também é 7-mensurdvel.
‘Logo, Py[(A x B)g] é T-mensurdvel e portanto, £ contém os retingulos. Utilizando o

teorema sobre sistemas Dynkin ( apéndice B ) concluimos que,
FCL = F=EL
Parte III - Seja

(F) = /e Py(Fy)dv(8) VF € F.

A integral existe pois, Pg(Fy) é T-mensurdvel. Basta mostrar que 7 é uma medida de

probabilidade.
Seja F' = Ej F™ onde F™ € F sao disjuntos , Vn, entao
n=1
w(F) = / Po(Fy)du(6) = / Po(| ) Fy)dv(6) =
e e n=1
= [ S )@= Y [ PoEpyivo) = Son(Fp)
n=1 n=1 n=1

Além disso,

(9) = /e Py(A)du(8) = 1(©) = 1.
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Em particular se F' = A x B temos

n(AxB) = / Py(A)v(6).
A
Para verificar a unicidade utiliza-se o teorema de extensdo de Carathéodory. ¢

O Teorema 2.1 continua valido se as medidas nio forem de probabilidade mas apenas,
medidas sigmas finitas e, é conhecido como Teorema da Medida Produto Generalizado
(Ash,1972).

Nas condi¢des do teorema trabalharemos, a partir de agora, no espago de medida

- produto (2, F, ) chamado modelo bayesiano.
A restrigdo da probabilidade 7 & (0,7), que é (X x B),VB € T, sera identificada

pela medida v, pois

(X x B) = /B Py(X)dv(8) =v(B) VBeT.

A medida v serd denominada probabilidade a priori .
Por outro lado, a restrigio de 7 a (X,.A), que é n(A x ©),VA € A, serd identificada

por uma medida de probabilidade P em (X, .A), dada por

P(4) = n(A x ©) = / Py(A)dv(6) VA € A.
©
A medida P sera denominada Probabilidade marginal ou preditiva .

Exemplo 2.1 : Seja (IR,B,P) um espago estatistico onde Py é N(6,1),VPy € P
e © = {0,1,2,....,10}. Considere a probabilidade a priori v, Uniforme em ©,isto é,
v(i) = 1/11, Vi € ©. Associamos a © a sigma algebra das partes , IP(0).

O objetivo aqui é saber se o modelo estd bem definido.
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Por definigéo, a condigéo (a) do Teorema 2.1 é satisfeita. Vamos assim, estudar a
condigdgo ( b ). Tal condigao é facilmente verificada pois, fixado A € A,
P(A) = f: © — [0,1] ¢é certamente IP(O) mensurdvel. Logo, o modelo bayesiano

estd bem definido.

Exemplo 2.2 : Utilizando o mesmo espago estatistico do exemplo anterior. Considere
agora, © = [0,10] com a seguinte medida de probabilidade a priori,

1([0,2)) =»((8,10)) =1/4 e,

v([2,8]) =1/2.

Associando a © a tnica sigma algebra em que é possivel determinar a medida v de

seus elementos, temos

7 = o ({0;10,10; 0,2); 2,8}; 8, 10]}).

Seja A =[0,00) € B ,B={1/2} € Bjo,). Entéo,

fB)={j €@:P(A)=1/2) = {0} ¢ T.

Portanto, f = P.(A) néo é T-mensuravel e ndo podemos definir um modelo bayesiano para

essa priori.

Exemplo 2.3 : TUtilizando, ainda, o mesmo espaco estatistico do exemplo anterior, seja

© =[0,10] e v a probabilidade triangular com fungio densidade dada por,

6 (1-6)
9(6) = %I[o,s)(e) =+ 25 I[s,lo](e)-

Associando a sigma algebra de Borel do [0,10], temos o seguinte espago de probabili-

dade a priori ([0, 10]; Bjo,10); ¥). Claramente, P.(A) é Borel mensuravel, VA € A.
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Definigao 2.1: Sejam (21, F7) e (22, F2) dois espagos mensuraveis. Um objeto aleatério
é uma funcio f:; — Q, onde, VF, € F, temos que, f~!1(Fy) € F;. Em particular se
, = IR" e F, é a sigma dlgebra de Borel, Vn € IN ou n = oo, entdo f é uma varidvel
(vetor) aleatéria (o).

Definigdo 2.2: Seja f um objeto aleatério e D uma sigma algebra contida em F;. A
funcdo g : ; x F, — [0,1] é uma probabilidade condicional regular de f dado D se, e
somente se,

(1) para cada w € §; fixado , g(w,.) é uma probabilidade em (22, F) e,
(i) para cada F, € F; fixado, g(., F2) é uma versdo da probabilidade condicional de
. F, dado D.

Teorema 2.2: Seja {); um espago métrico, completo e separdvel (em particular o IR")
e F, a sigma algebra de Borel, entdo existe uma g : Q; x F» — [0,1] que é uma versdo
regular da probabilidade condicional de f dado D.

A prova deste Teorema pode ser encontrada em Ash, 1972 .

Regularidade Bayesiana

Seja A x B um retangulo de F. Pela definicao da medida m, temos

(A x B) = /B Py(A)dv(8) VBeT. 2.1)

Por outro lado, definindo A = Ax ©e B =X x B. Temos que, Ax B=ANB e,

usando a defini¢do de probabilidade condicional temos,

(A x B) = / I ax e)dm = ‘/E_W(Z/T)dW(G) VBeT. (2.2)

(X X B)
Lembrando que a restrigao de 7 & (0,7) é a probabilidade v, segue de (2.1) e (2.2)

que
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w(A)T) = Py(A) v —q.c.

Como Py(A) satisfaz a condigéo (i) da definigéo 2.2, temos que ela é uma versao regular
da probabilidade condicional de A dado 7, VA € A.

A medida Py é chamada probabilidade amostral e, alternativamente, podemos usar
a notacdo Py(A) = E[I4/T). De um modo geral, Vf , A-mensurdvel , E[f/7] é chamada
esperanca amostral .

De forma similar, pela definigdo de probabilidade condicional, fazendo as identificacoes

devidas e lembrando que a probabilidade marginal P é a restrigdo de 7 a (X, .A) temos,

m(Ax B) = Aﬂ(ﬁ/A)dP(m) VA € A.

Sob a hipétese de O ser um espago métrico, completo e separavel e 7 ser a sigma &algebra,
de Borel, existe ( Teorema 2.2 ) uma versao regular da probabilidade condicional de B

dado A. A seguinte notagéo sera adotada,

v.(B) = n(B/A)(z) VzeAX.

Como para todo z € X, v, é uma medida regular, entdao possui as seguintes propriedades:
(a) VB € T fixado, v.(B) é uma fungido .A-mensurével e,
(b) Vz € X fixado, v,(.) é uma probabilidade em (0, 7).
Portanto, v;(B) é uma funcdo de transi¢ao de (X, A) em (©,7). E é tal que para

todo retangulo A x B,

(A x B) = /AU,(B)dP(a:).

Pelo Teorema 2.1, podemos escrever,

r(F) = /x vo(F*)dP(s) VF € F,
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onde F* = {6 € ©: (z,0) € F}.

A esta familia de probabilidades {v, : ¢ € X'} em (0,7 ) denominamos de familia de
probabilidades a posteriori .

Por construcédo m = Py x v e agora podemos escrever m = P x v,. Esta propriedade
¢é chamada regularidade do modelo Bayesiano, e a condigdo exigida é que © seja métrico,
completo e separavel e 7 a sigma albegra de Borel .

Ainda, podemos escrever a probabilidade a priori como,
U(B) = / vo(B)dP(z) VBeT.
X

Dominacgao do modelo Bayesiano

Considere os seguintes espagos de probabilidade (X, A4,P) e (0,7,v). Pelo
Teorema da Medida Produto (Ash,1972), existe uma tnica medida produto P x v em

(2, F), tal que

Pxv(Ax B)=P(Aw(B) VYA€ A, VBeT.

Suponha que A x B ¢é tal que Pxv(A x B) = 0, entdo P(A) = 0 ou v(B) = 0. No

primeiro caso, pela defini¢do de P, temos que Pg(A) = 0 VO € O. Mas,

(A x B) = /B Po(A)dv(9) . (2.3)

Logo m(A x B) = 0. No caso de v(B) = 0 temos, também de ( 2.3 ) , que 7(A x B) = 0.
Portanto, restrito aos retangulos de F, temos a dominagao de 7 pela medida produto
Pxv. E possivel estender esta dominagéo para toda JF sob a condigao de {2 ser um espago

métrico, completo e separdvel ( Picci, 1974 ). Neste caso,

T Pxv
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Além disso, sob a hipotese do modelo ser dominado, sabemos que existe uma funcao
F-mensuravel, g(z,0), tal que

n(F) = Lg(z,O)d(P xv) VFeF.

Se F' é um retangulo, pelo Teorema de Fubini (Ash,1972) temos,

m(A x B) = ./l; [A g(z,O)dP(m)] dv(0) = /;[/; g(x,ﬁ)du(B)] dP(z).

Lembrando que

(A x B) = LPg(A)dV(O) e,

(A x B) = /A v.(B)dP(z).

Concluimos que

Pg(A):Lg(x,G)dP(x) v—gq.c (24) e

vz(B) = / 9(z,0)dv(0) P —gq.c. (2.5).
B
E possivel mostrar (Teorema 3.6, Picci, 1974) que existe Ny € T (N2 € A), que ndo
depende de A ( B ), tal que ¥(N;) = 0 [P(N;) = 0] e arelagdo (2.4) [(2.5)] é valida para
todo 6 € N (Vz € Nj). Dai resulta que Pg < P e v, < v. Mas, sabemos que P < Py e

v L vze portanto, P = Py e v = v,. Assim,

Py, . dv,
—p (&) =, (6) = g(=,6).
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Suponha agora que os modelos estatistico e a priori sdo dominados, respectivamente,
pelas medidas sigma finitas p e A. E claro que também é valido P < p e v, < A, Vz.
Vamos achar uma expressao para derivada de Radon-Nykodim , %\i, da probabilidade a
posteriori. Temos que,

dPg th(z) d

dut
TR HEO= 55O

dl/,,

Y (6) = (0) (0)

dv,

G = 5@ = [ T L0 = [ TG @) -
[ G @) = [ T2 5 @030 = [ 1,0)-96)ax6).
e
Considerando g(8) = 9%(6) ( densidade a priori ), f(z,6) = -‘E‘-(z) ( densidade

amostral, também conhecida como verossimilhanca) e h(z,8) = 4% (6) ( densidade a pos-

teriori), temos

f(z,6).9(9)
Jo f(z,6)-9(6)dX(6)

k(z,8) =
Que é a conhecida férmula de Bayes.

Exemplo 2.4 : Seja X = {0,1,2,....,n}, A=IP(X)e P={Py:0 €[0,1]} onde Py

tem distribui¢do binomial (n,8). Considerando que y é a medida de contagem, temos

i ) = (:) 6*(1-6)"".

Além disso, seja O = [0, 1],7 = Blo,;j e v a medida Beta(a,b ), ondea,b € IN.

Se A é a medida de lebesgue, temos

6o 1(1—6)"!
.d_)\(e) "~ Be(a,b)
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A medida marginal P em (&X', IP(X)) é dada por,

P(A) = /e Po(A)dv(6) = /e [ /A (:)09(1-—0)"_’dp]du(0)=

/A[ /e (:)9’(1 —0)"-zdu(9)] du(z) = /A [ /0 1 (:)gz+a—;9(;g)n+b_z_l de] du(z).

Entao,

P(4) = /“4 (n) Be(a -i-B::&‘I:’-il;)a - x)d/,t(a:)

T

e, pela férmula de Bayes, temos que,

dV;,;( ) B 91:+a-1(1 _ 0)n+b—z—l
d\‘’  Bela+z,b+a—z)

Portanto, a medida a posteriori, Vz € X, é

01:+a—1(1 _ 0)n+b—z—1
va(B) = L Be(a+ z,b+a — z) dA(6)-

Note que a fungdo do integrando é uma densidade Beta(a + z,b+ n — z).

O estatistico bayesiano usualmente tem como interesse principal determinar a
probabilidade a posteriori, com objetivo de fazer inferéncias sobre determinado parametro
baseando-se nas informagoes obtidas da amostra. De um modo geral, considerando o
objeto aleatério X assumindo valores em X' como a amostra, o interesse esta em determi-
nar E[f | 0(X)], onde f é uma fungdo 7 —mensuravel.

Utilizaremos a seguinte notagao

E[f | X] = E[f | o(X)]

E(f |(Y,2)] = E[f | o(Y) V o(2)]
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2.2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Independéncia Condicional

Proposigao 2.1: Sejam Y e Z objetos aleatorios, tais que ¥ C Z, entio Vf

F— mensuravel e integravel, temos que

()E[E(f | Y) | Z) = E[f | Y]

(H)E[E(f|2)|Y] = E[f|Y]

Prova:

(i) Pelo Teorema 1.1, E[f | Y] é o(Y )—mensurével e integravel (E[ flY]e LOO(Y)).
MasY C Z, entdo E[f | Y] é o(Z)—mensurével (E[ flYle LOO(Z)). Logo, ela é a prépria
versao de sua esperanca condicional dado Z. ¢

(77) Utilizando o Teorema 1.1 temos que,

/A fdr = /A frdr VA€ o(2), (2.6)

onde f* = E[f | Z] € Leo(Z). Mas, comoY C Z, em particular ( 2.6 ) é valido VA € o(Y).
Por outro lado,
/ fdr = / E[f |Y]dr VA€ o(Y)
A A
e portanto, E[f* | Y] = E[f | Y]. ¢
Definicao 2.3.: Sejam T,Y e Z trés objetos aleatdrios. T e Y sdo condicionalmente

independentes dado Z se,
E(f|(Y,2)] = E[f | Z] Vf€ Loo(T).

Notagio : TII'Y | Z.
Em particular se Z é essencialmente constante, isto é, Z gera a o-dlgebra trivial

[Fo =1{0,9}, m—gq.c], X eY sdo simplesmente independentes e a notacdo é X I1'Y.
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Proposigao 2.2 : Sejam T,Y e Z trés objetos aleatérios. T' e Y sdo condicionalmente

independentes dado Z se, e somente se, Vf € Loo(T) e Vg € Loo(Y) a igualdade
E(f.g|Z] = E[f | Z)E[g | Z].

¢é valida.
Através desta proposicao fica clara a simetria da independéncia condicional, isto é,

TUY |Z&YIT| 2.
Prova: (=)

Seja f € Loo(T') € g € Loo(Y'). Usando a Proposigéo 2.1 e a Definigdo 2.3 temos,

Blf.g| 2= E[Elf.9|(Y,2)]| 2| = B[¢Elf | (v, 2)] | 2] =
E[9BIf | 2)1 2] = EIf | Z)Bly | 2).

(<) Seja,
D= {D :Dea(Y)V a(Z),/Dfdn' - /DE(f | Z)dm,Vf € LOO(X)}

Vamos mostrar que D é um D-sistema (apéndice B ) .
i) Claramente §2 € D, pois E[f] = E[E[f | Z]]
ii) Se A,B € D com B C 4, entio A—B=ANB° € (Y,Z).

Além disso,

/AnBc Jdar= /AfIB‘d" = /AE[fIac | Z)dr =
/AIBcE[f | Z)dr = /AnBC Elf | Zldr.

Logo A— B € D.
iii) Seja (A, )n>1 € D tal que, lim A, = A. Pelo teorema de convergéncia dominada
- n—o00

temos
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/fdw:/fIAdw= lim fIA"dw=
A Q g B—too

= lim [ fI4 dr= lim /IAnE[f|Z]d1r=
Q n—eeJa

n—oo

=/IAE[f|Z]d7r=/E[f|Z]d7r.
Q A

Seja € ={CND:C€o(Y)eD € 0(Z)}. Vamos mostrar que £ C D.

SejaCND € € e f€ Lo(T), entdo utilizando a condigdo da proposigio, temos

[ fan= /D flcdr = /D E(fIc | Z)dn =

- [ Bif1 21BlIc | 21an = [ BB | 2)Ic | Z)dn =
D D

=/ E[fIZ]ICd7r=/ E[f | Z)dr.
D DnNnC

Logo CND € D e portanto, £ C D.
Mas, claramente € é fechado por unides finitas e 0(€) = o(Y) V 0(2).

Utilizando o teorema sobre sistemas Dinkyn (apéndice B), temos que o(Y)Vo(Z) C D
logo, D =0(Y)V o(2). O

Sejam X e @ dois objetos aleatérios com dominio em (2, ). Dizemos que X representa

a amostra e 6 o parametro se
o(X)={Ax0:4€ A}

o(@)={X¥xB:BeT}

Um objeto aleatério T' é uma estatistica se T' C X.

T e Y sao estatisticamente independentes se Vf € Loo(T) e Vg € Loo(Y),

Elf.g|6] = E[f | 0]E[g| 6], V6.
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Portanto, a independéncia estatistica é uma independéncia condicional, TIIY | 6.Este fato

nao implica necessariamente que T' I Y.

Exemplo 2.5 : Sejam X; e X, observagoes independentes de uma Uniforme em
{6,6 + 1,....,6 + 10}, onde 6 tem distribui¢do Uniforme em {10,20, 30, ...... }. Isto é,
X; 11X, |6.

Suponha que X; = 13, entdo 6 = 10 e portanto 10 < X, < 20. Logo, X; ndo é
independente de X; no sentido probabilistico (X; I1X,).

Exemplo 2.6 : ( Paradoxo de Simpson )

Com o interesse de verificar o efeito de determinado tratamento na cura de uma doenga
realizou-se um estudo através de uma amostra . Os pacientes foram classificados segundo
uma varigvel X, assumindo dois valores T' ( tratamento ) e T ( controle ), conforme o
paciente tenha ou nao se submetido ao tratamento em estudo. A variavel resposta de
interesse Y, assume também somente dois valores C' ( curado ) e C°¢ ( doente ). Além
disso, uma variavel auxiliar Z foi considerada no problema, o sexo do paciente. Na tabela

abaixo apresentamos os resultados.

TABELA 2
Homem Mulher
X C Ce C C*
T 20 40 100 50
T€ 20 40 20 10

Observe que para os dois valores de Z ( homem e mulher ) X II Y. Entretanto,

desconsiderando a variavel auxiliar, temos o resultado na Tabela 3 .
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TABELA 3

X C ce
T 120 90
T 40 50

Observando a Tabela 3, concluimos que néo é possivel afirmar que X e Y sao indepen-
dentes. Este fato, bastante interessante para os estatisticos é conhecido como o Paradoxo
de Simpson . Em termos de independéncia condicional podemos dizer que X I1 Y | Z néo
‘ implica em X IT'Y. Para uma andlise mais detalhada do problema, inclusive sobre qual a
conclusdo estatistica a respeito do efeito do tratamento na cura da doenca, ver Dawid

(1979a ).

Proposicao 2.3: Sejam Ti,T,Y, Z objetos aleatdrios tais que TIIY/Z e Ty C T, entéo
T LY |Z e,
() TUY | (Z,T)).
Prova:
i) Por hipétese, Vf € Loo(T), temos que E[f | (Y, Z)] = E[f | Z). (2.7)
Como Ty C T em particular temos que, Vf € Lo(T1), (2.7) é vélido. Portanto,

1Y | Z.
i) Por hipStese, Vg € Loo(Y) temos que E[g | (T, Z)] = E|[g | Z]. Mas T} C T, entdo
(T,Z) =(T,T1,Z) e portanto E[g | (T,T1, Z)] = E|g | Z]. (2.8)

Por outro lado, usando a proposicao 2.1 temos
Elg | (T1,2)) = E[Blg | (T, T3, 2)] | (T3, 2)| =
=E[Elg| 2| (11, 2)] = Elg | 2] (2.9)
De (2.8) e (2.9) temos

Elg |(T,Th,2)) = E[g | (T1,2)] Vg€ Lo(Y).
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Logo, TLY | (Th, Z). o

Proposigao 2.4 : Sejam T,Y,Z, W objetos aleatérios . As seguintes propriedades sao
equivalentes,

()TOY |ZeTOW |(Y,2)

(@) TO(Y,W)| 2

Prova: (z) = (1)

f € Leo(T) = E[f | (Y, W, 2)] = E[f | (Y, Z)] = E[f | Z].

(i) = (3)

Pela Proposigao 2.3 temos

a) TOUY | Z

) TO(Y,W)|(2,Y) = TOUW |(Y,2) O
Coroldrio 2.1 : Seja T} um objeto aleatério tal que Ty C (T, Z,W). Se TLY | (Z,W)
e UW | Z,entéo Ty IY |Ze Ty LW | (Y, 2).

Proposigao 2.5: Sejam T; e T objetos aleatérios tais que (T3,T3) C X. Se X 1Y | T
e XIY | Ty, entio X 1Y | Ty AT
Prova :
Vf € Loo(Y') temos
E[f | (X,T})] = E[f | Ta] e,
E[f | (X,T2)] = E[f | T2].

Como (T1,T;) C X, temos que (X,T1) = X e (X,T2) = X.Logo, E[f | X] é men-

suravel em relagdoa Ty A T3 e

E[f | X]=E[f | (X,Ty ATy)]. (2.10)

Por outro lado,

/Afd7r=/AE[f|X]d1r VA€ X.
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Em particular, a igualdade acima é valida VA € T A T,. Utilizando (2.10) temos que,
E[f | (X, i AT2)] = E[f | T} AT3].

Portanto, X 1Y | Ty AT o
Corolario 2.2 : Se T,Y, Z séo objetos aleatdrios tais que TI1Y | Z e TII Z | Y, entéo
TH(Y,Z2)|YAZ.
Neste corolario é fundamental observar que concluimos por uma-independéncia condi-
cional a sigma algebra da intersecdo de Y e Z. Em varias situagoes em estatistica, ha
uma tendéncia em concluir pela simples independéncia entre T e (Y, Z). Alguns exemplos
| deste tipo de erro séo apresentados por Dawid (1979b) como “ faldcias da independéncia
condicional”. Convém lembrar a primeira versdo ( 1955 ) do Teorema de Basu 2, cujo erro
foi concluir por uma independéncia simples sem levar em conta o condicionamento. Este

problema sera abordado na unidade 2.3.

Suficiéncia

Definigao 2.4 : T é uma estatistica suficiente para X com respeito a 6, se X [[ 6 | T.

O interesse do pesquisador bayesiano, como ja foi dito anteriormente, estd em deter-
minar a esperanga a posteriori E[f | X], onde f é uma fun¢io o(6)-mensurdvel. No caso de
T ser uma estatistica suficiente E[f | X] = E[f | T] e portanto, o aprendizado relevante da
amostra X a respeito de 6 esta concentrado na estatistica suficiente T'. Este aprendizado
muitas vezes é chamado de informagdo. Vejamos a seguir a idéia de Basu (1975) sobre
informagao.

Segundo Basu, dois experimentos &; e & geradores de dois pontos amostrais z; e z;
sdo igualmente informativos para 6 se obtemos a mesma inferéncia na previsao de 6.

Exemplo 2.7 : Uma urna contém bolas numeradas de § + 1,8 + 2,....,60 + 100, onde

© = IN. Realiza-se os dois experimentos caracterizados a seguir.
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&1 : retira-se 10 bolas da urna e observa-se os seguintes valores nas bolas retiradas,
z, = (15, 16,27, 32,57, 83,92,100,102, 113).
&, : retira-se 2 bolas da urna e observa-se os seguintes valores,
z5 = (15,113).
Em ambos os casos ( & e £ ) o que podemos inferir a respeito do pardmetro 6 é que
0+1<15 e 6+100> 113 = 6§ =13 ou 14.
" Portanto, a informagao a respeito de § é a mesma nos dois casos, isto é,
Inf(&,z1) = Inf(&,z2).

Com seria de esperar, se 7' é uma estatistica suficiente a informagédo contida em um

determinado ponto amostral z é a mesma contida em ¢, onde T'(z) = ¢ (Basu,1975).
Exemplo 2.8: Sejam X;, X, X3 variaveis aleatorias estatisticamente independentes
com distribui¢do comum N( 6,1 ).

E facil verificar que as estatisticas 77 = (X;,Xo + X3) e Tp = (X; + X5, X3) séo
individualmente suficiente para (X;,X2,X3) = X com respeito a 6. Isto é, X 116 | T} e
X160 |T,. O queimplicaque 61T, |71 e 61T, | T5.

Se por um lado 6 ndo depende de T3, e por outro lado ndo depende de Tj, entao
podemos afirmar que 6 ndo depende de (7T1,7;)? A afirmacdo ndo é verdadeira pois se
fosse resultaria em 6 II X, o que é um absurdo. Entretanto, utilizando o corolario 2.2, é
possivel afirmar que 6 I (T1,T3) | Th A T.

Proposigao 2.6: Sejam T e Tj duas estatisticas, tais que T' é suficiente para X com
respeito a @ e T' C T;y. Entao, T} é suficiente para 6.

Prova: Pela Proposigao 2.3 temos que

XU6|T e hCcX = XUO|(T,Ty).
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Mas, TCTy = (T,T1)="T). Logo, X 116 | T;. &
Através desta proposigdo observamos que de um modo geral a suficiéncia Bayesiana
nao é equivalente a Cldssica, pois nesta tltima a Proposicao 2.6 nao é verdadeira. Basta
lembrar o Exemplo 1.5 onde encontramos uma sigma élgebra que contém uma outra sufi-

ciente e contudo, ndo é suficiente.

Ancilaridade

Definigao 2.5 : S é uma estatistica ancilar com respeito a 8 se SII 6.
Neste caso a esperanca a posteriori E[f | S]é igual a priori, onde f é o(6)—mensutéavel.
Podemos dizer que 5, isoladamente, ndo contém informacao a respeito de 6. No entanto, os
exemplos e comentarios do capitulo 1, a respeito da importancia das estatisticas ancilares,

quando em conjunto com outra estatistica, continuam validos.

Proposigao 2.7: Sejam S e S; estatisticas tais que S é ancilar para e S; C S, entao
51 é ancilar para 6.

Prova: imediata da proposigao 2.3 .

Vamos retomar o Exemplo 1.9 onde (X,Y") tem distribui¢do Normal bivariada e onde
o parametro desconhecido 6 é a covariancia . Além disso, X ~ N(0,1) e Y ~ N(0,1).
Portanto, X e Y sdo individualmente ancilares para 6. No entanto, (X,Y") é suficiente.

Escrevendo em termos de esperancga condicional resulta

X6, YII # (X,Y)II6.

A condicdo que deve ser acrescentada para que a implicagdo acima seja vélida é,
Y I1 6/ X. Pois neste caso, ela é a prépria Proposigiao 2.4 com Z constante.
Proposicao 2.8: Sejam S; e Sy duas estatisticas ancilares tal que S; I S, | 6, entéo

(S1,S2) é ancilar.
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Prova: Utilizando o Corolario 2.1, temos que
S]HS2|0 e ;10 = 5,119 e 51110'52

Pela proposigéo 2.4 ,utilizando o fato de que 115, e S; 116 | S;, temos que 011(Sy,S2). ¢

Fortemente Identificavel e Conjunto Separador

Definigao 2.5: Se Vf € Loo(T) existe f* € Loo(Y), tal que f1 # fo = fI # f3
m—essencialmente, entdo T' é fortemente identificavel por Y.

Notagéo : T £< Y

Em particular, se f* = E[f/Y], temos E[f | Y] =0 = f =0 =n—essencialmente.

Considerando Y = @ temos a versao bayesiana de estatistica completa.

Definigao 2.6: A € F é um conjunto separador se
() 0<7(A) <1le,
(i4) BlLx | 6] = E*[I, | 6]
Proposigao 2.9: Nao existe um conjunto A separador se, e somente se, § A X for
essencialmente constante.

Prova: (<) Seja A um conjunto separador, entéo
B|(Is— B4 | ) | 6] = E[I} — 214E[14 | 6] + E*[14 | 6] | 6] =
= E[I4|6]—2E[I4 | |E[14 | 6]+ E*[14 | 6] = E[I4 | 6] — E*[14| 6] = 0.
Portanto,
E[[IA —E(I4|0)?| o] =0 = I, =E[I4|6 7-g.e.

Logo, A é o(f)-mensuravel e portanto, A é o(6) A o(X)- mensurdvel. Mas 0 < 7(4) < 1,

o que implica que 8 A X nao é essencialmente constante. ¢
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(=) Suponha que A X néo é essencialmente constante. Entéo, existe B € o(0)Aco(X)
tal que, 0 < 7(B) < 1. Como B € 0(6), temos que E[Ig |0) =Ip e E?[Ig | 6] = I = Ip.

Portanto B € um conjunto separador, o que contradiz a hipdtese. O

2.3 OS TEOREMAS DE BASU SOB A PERSPECTIVA BAYESIANA

Teorema de Basu 1

Sejam T, S, 6 trés objetos aleatérios tais que (T, .5) é uma estatistica e § o parametro
. de interesse. Se SII0 , X116 |T e T £< 0, entdo SIIT | 6.

Em palavras, se S é ancilar para 6 e T é fortemente identificivel por 8 e suficiente
para X, entdo S e T s@ao condicionalmente independentes dado 6.

Prova : Utilizando a proposi¢io 2.3 temos que
SI6|T (2.11).
Utilizando (2.11) e a proposigéo 2.2 ,temos que, Vf € Loo(5),
E(f |6 = B|EIf | (6,T)} | 6] = E|BIf | T) | 6].
Portanto, E[E(f | ) — E(f | T) | 6] = 0 e pela ancilaridade de .S, temos que
E[E(f)-E(f|T)|6]=0.
Logo E(f] = E[f | T] @ — g.c. pois T' £< 6. Portanto,
SUT (2.12).

Utilizando (2.11) , (2.12) e o corolario 2.1 concluimos que SII T | 6. o

Antes de apresentarmos o segundo teorema de Basu vamos andlisar o erro da sua

primeira verséo ( Basu, 1955) dada a seguir.
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Sejam T e S duas estatisticas onde T € suficiente para 6 e S é estatisticamente inde-
pendente de T, entdo S é ancilar para 6. Caracterizava-se assim a classe das estatisticas

ancilares. Podemos escrever esta afirmagdo de uma outra maneira,

XI60|T e SUT|6 = SII6.

Fica facil para nos, depois de visto Coroldrio 2.2, perceber o erro da afirmagéo. Para

que a sentenca acima seja verdadeira é necessario que § A T' seja essencialmente constante.

Teorema de Basu 2

Seja T uma estatistica suficiente para X com respeito a 6. A estatistica 6§ A T é
essencialmente constante se, e somente se, para toda S tal que SII T | §,S é ancilar.

Prova : (=) imediata do Corolério 2.2 .

(<) Seja S; = 6 A T.Como S; C 6, temos que S; II T | 6, entdo por hipdtese,
S1 ][] 6. Portanto, usando a Proposigao 2.3, temos que S; [[ S1. Logo, S; é essencialmente

constante. O

Teorema de Basu 3

Sejam S e T duas estatisticas, onde S é ancilar em relagdo a § e SIIT' | 6. Se (S,T) é
suficiente para X com respeito a 6, entdo T também € suficiente para X com respeito a 6.

Prova: Utilizando o coroldrio 2.1, temos que

SII6 e SIT |0 = SLUT e SIO|T.

Aplicando a Proposicao 2.4, resulta

SUO|T e XI6|(S,T) = X16|T. o
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CAPITULO 3: APLICACOES

3.1.CARACTERIZACAO DA DISTRIBUICAO DE DIRICHLET
ATRAVES DE DISTRIBUICOES GAMA

Nesta unidade definiremos a distribuigao de Dirichlet através de variaveis aleatorias
independentes Gamas com o objetivo de apresentar a Proposi¢do 3.1 , cuja prova é uma

aplicagdo do Teorema de Basu 1 .

Definigao 3.1 : Sejam X;, Xs,...., X471 varidveis aleatorias estatisticamente indepen-
dentes com distribui¢do Gama (a;, #),t = 1,2, ...,n+ 1, respectivamente. Isto significa que

a medida de probabilidade induzida por X;,7 = 1,2,...,n+ 1, é dada por

pes
B I'(ei)

onde )\ é a medida de Lebesgue de IR e B é a sigma algebra de Borel.

Px,(B) = e Prig®~1d)\(z;) VB € B,
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n+1
Sejam S = > X; e Vi =%k k=1,2,...,n+1,entdo Y* = (¥1,Y2,...., Ynq1) tém
=1

distribuigao de Dirichlet com parametro (a;, @z, ....,apn41).

Definigdo 3.2 : Sejam P e Q duas medidas de probabilidade num espaco mensuravel
(X, A). Se existe um conjunto A € A tal que P(A) = 0e Q(A°) =0, entdo P é singular

em relagdo a Q.

n+1
Por construgio Y* tem a seguinte restrigdo sob suas componentes, Y, Y; = 1. Por-
i=1

tanto, se Py« é a medida de probabilidade induzida por Y* e
n+1

A= {(yly-")yn+1) € [0’ 1]n+1 : Zyi = 1}’

i=1
temos que Py.(A4) = 1.

Por outro lado, se A"*! é a medida de Lebesgue do [0,1]"*1, temos que A"*1(A4) = 0,
pois A é de dimensio n . Portanto, Py« é singular em relagdo a medida A"*! e entdo néo
existe a fungdo densidade ( em relagio a medida de Lebesgue ) de Y* no IR™*+1,

Para solucionar este problema defina o vetor Y = (Y7,Y5,...,Y},) de tal forma que
Zn: Yi<leYpy1=1- f: Y;. Neste caso, a medida Pyinduzida pelo vetor Y é dominada
;)zeia medida A" do IR" ;=;ortanto podemos definir a fungdo densidade de Y.

Através de transformacoes de varidveis nao é dificil verificar que sua densidade é dada

por

Fn o) = K [T @ = Do wrn ™
i=1

i=1

onde K é uma constante.
Para diferenciar os dois vetores diremos que Y* tem uma distribuigdo singular de
Dirichlet e Y tem distribuicdo de Dirichlet. Observe que no caso de n = 1 a variavel

aleatéria Y tem distribuicdo Beta.

Proposigao 3.1 : Se Y tem distribuicio de Dirichlet com pardmetro (ay,...,an+1),

entdo Y ¢é estatisticamente independente de S.
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Prova:

Fixado a¢ = (a3,a3,....,an41), vamos mostrar que S é uma estatistica suficiente e
completa para f.

Como X;,X,,....,Xp41 séo varidveis aleatérias Gamas independentes, sua densidade

conjunta é dada por

n41
a; nt1 za'._l n+1

o(z1,02, e znn) = B[] prseap{=B) il
i=1 ! i=1

Utilizando o Teorema da Fatoragdo, temos que S é suficiente para £.
E sabido que soma de Gamas independentes com igual parametro 3, é também uma
n+1
Gama . Portanto, S tem distribui¢do Gama(a, ) onde & = ) a;. Denotamos por Qq,g
=1

a medida induzida por S.

Seja h uma fungéo o(.5)-mensuravel tal que

/ hdQa,5 = 0.
Rt

Temos que

* .Ba —Pu, a—1 _
‘/0‘ h(u)P(a)e u*du=0 =

(oo}
= / kh*(u)e™P*du = 0,
0

onde k é uma constante em relagdo a u e h*(u) = u*~!h(u). Pela unicidade da transformada

de Laplace temos que
h*=0 Quap—gc. = h=0 Qup—q.c.

Portanto S é uma estatistica completa.
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Além disso, (Y3,Y2,...,Y,) = (%‘,%‘,,KS&) ¢ invariante escala. Como £ é um
parametro escala (apéndice D), temos que (Y7,....,Y;,) é ancilar para 3. Finalmente, uti-
lizando o Teorema de Basu 1 concluimos que S e (Y7, ...,Y},) sdo estatisticamente indepen-
dentes para todo «q .

Lembre que, pelo capitulo 2, a independéncia estatistica é uma independéncia condi-
cional. Logo, sob as hipdteses de que X II § | (S,a), YII B |a e S £< B | a, temos que

SII (Y1,....Ys) | (e, B). Assim, S e (V3,...,Y;,) s@o estatisticamente independentes.

. 3.2. O RESULTADO DE DURBIN

O resultado apresentado por Durbin em 1961 e utilizado pelos estatisticos como Teo-
rema de Durbin, se refere a um teste de aderéncia a distribuicio Normal . Na ocasio,
Durbin provou que para testar a aderéncia de um conjunto de observagbes independentes
a distribuicdo Normal(y,0?) basta testar a aderéncia de determinada transformacéo das
observagbes a uma Normal padrdo [ N(0,1) ]. Como o objetivo é testar a normalidade,
a técnica de Durbin é eliminar através de transformacdes de varidveis o pardmetro per-
tubador (p,0?). Durbin, utiliza-se de transformadas polares em sua prova, necessitando
mostrar a independéncia entre cossenos e senos . Vamos refazer a prova do Teorema de

Durbin utilizando os conceitos aqui trabalhados, em especial, o Teorema de Basu 1 .

Teorema de Durbin: Seja (IR",B,,P) um espago estatistico onde,
P={Py:0=(p,0%) : p € R,0> € IR} e Py tem medida de probabilidade Normal
n-variada com covariancia zero. Isto é, X;, X5, ..., X, sdo varidveis aleatdrias estatistica-

mente independentes N(p,0?).
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Considere as seguintes estatisticas

n

2 X

=1
n

X =

R Ty

Considere agora as varidveis aleatérias 7, com medida de probabilidade N(0,1) e,
(n—1)s? com medida de probabilidade qui-quadrado com (n—1)g.l.. Observe que podemos
_pensar em T e s* como sendo a média e a varidncia amostrais de n varidveis N(0, 1).

Defina as variaveis zi, zg, .....,Z, pela tranformagao

Entao, zi,22,...,z, sdo estatisticamente independentes com medida de probabilidade
N(0,1).

Prova:

Parte I: Seja Wi_1 = (21, 22,....,Zk-1), onde

X;-X

Zi="5

1=1,2,...,n.

Claramente Wj_; € invariante em relagdo ao grupo

T

G ={gap: "l;_a),aeR,b>0},k=2,3,....,n

Logo, Wi—1 é ancilar para (i, 0?) (Apéndice D) .

Parte II: Vamos mostrar que (X, S?) é uma estatistica suficiente e completa para

(1, 0?).
A funcdo densidade conjunta das v.a. X7, X5,....,X, é dada por

f(z1, .y zq) = (V210)~ e:zp{ Z (zi —p)* p)? } _

202
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n

_ (Jz_wa)’"exp{ _ [ig(x-' X)X - ”)2] }=

202

= (\/Z—Wa)_"exp{— [(n —LE +alX - ”)2] }

202
Utilizando o Teorema da Fatoragio temos que (X, S?) é suficiente para (u,o?).
Para mostrar que a estatistica é completa, vamos nos valer do conhecido fato que X
tem distribuicdo N(u, -'f;) eY = %ﬁz tem distribuigdo qui-quadrado com (n — 1) graus

de liberdade . Entéo, é possivel encontrar a distribui¢io de S? = (n"_zl)Y que é,

n—1
n—1)((n—-1)y) 7z ! —(n—1)y
PO (Y W ST )
(20%)77 T(%57) 20
Além disso, nao é dificil mostrar, usando o Teorema de Basu 1, que X e S? sdo esta-
tisticamente independentes (ver exemplo 1.15). Portanto, a fungéo densidade de (X, S?)

é o produto das densidades de X e S? .

Seja h uma fungéo (X, S?)-mensuravel, tal que E[h] = 0, entdo

/-: /0°° wa) (2:0—2 ) 1/2”1’{ %;”)Z}g(y)dydw =10.

[Z /000 kh*(z, y)ea:p{ s 'H;Z; (n—1)y }dyda: =0,

n—l_l

onde k é uma constante e h*(z,y) = h(z,y)[(n — 1)y] 2

Portanto,

Considerando u = (z — p)? temos

nu

* e —n(z — p)? / * h*(u,y)ezp{ 35
h _— d = g =
/ (””’y)emp{ 202 } =2/ N du

—00

—-n

* *ok u
_/0 h (u,y)e:z:p{ 20_2 }dU,
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onde h**(u,y) = "—.i\/"—;’-ﬂ, para u # 0, e h**(u,y) = 0, caso contrario. Logo,

Rt Rt —nu—(n—1)y .
/0 /0 kh**(z, y)exp{ 502 }dudy =0,

Pela unicidade da transformada de Laplace h** = 0 e portanto, h = 0.

Parte III: Dos resultados anteriores temos que Wi_; é ancilar, k = 2,3,...,n e,
(X, 5?) é suficiente e completa para (g, 0?). Utilizando o Teorema de Basu 1 resulta que
(X, S8%) e Wi_; sio estatisticamente independentes.

Além disso, Wi_; ndo depende de X e

XX

z
B S

Segue que, Wy_; é estatisticamente independente de Zj, para todo valor de k. Logo,
Z1y29,...., Ly sao estatisticamente independentes.
Parte IV: Por definicao

;= Z;is+T.

Observando-se s e T, z; € uma fungao linear de Z;, ¢ = 1,...,n. Portanto, os z's sdo também
estatisticamente independentes entre si. Além disso, por construgdo, sdo identicamente
distribuidas.

Parte V : Observe que

n

n
E aizT; =T E ai,
i=1 '

1=1
onde 7 tem distribui¢do N(0, %) Portanto, para toda sequéncia de reais a;r, temos que

n
> a;z; tem distribuicdo Normal . Logo, cada z; tem distribuigdo Normal.
i=1

Considere a; = 1, Vi. Temos que ) z; é N(0,n). Logo, cada z; é N(0,1). O

i=1
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APENDICE A : CONCEITOS BASICOS DE TEORIA DA MEDIDA

Nesta secao apresentaremos algumas definigoes, usuais na Teoria da Medida, que foram
utilizadas no decorrer do trabalho. E interessante que o leitor tenha certa familiaridade
com tais conceitos, o que podera ser facilmente adquirido num curso bdsico de Teoria da

Medida ou, num livro da area.

Definigao A.1 : Seja X um conjunto qualquer . Uma classe A, de subconjuntos de X,
é uma sigma algebra ( o —3&lgebra ) se satisfaz,.

i) XY EA,

W) Ae A = A€ A,

i) (An)ns1 €A = ) 4n € A.

1
A dupla (X, .A) é chamada espago mensuravel.
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Serd denotada por o(A) a sigma algebra gerada pelo conjunto A (A C X), que é a
menor sigma &lgebra que contém A, isto é, se existe outra o-dlgebra A4* tal que A € A*,

entdo o(A4) C A*.

Definigao A.2 : Se F' ¢ a classe de todos os abertos de X, entdo o(F') é denominada
sigma algebra de Borel e seus elementos de borelianos. Em particular, se X = IR, entao
F é o conjunto dos intervalos abertos e utilizamos a notacdo B = o(F). Além disso,

utilizaremos a notagdo B, para os borelianos do IR".

Definicdo A.3 : Seja (X, A) um espago mensuravel. Uma fungdo p de A em
IR = RU {—00,+00} é uma medida em (X, .A), se satisfaz,
i) u(0) =0,

i) se (An)n<1 € uma sequéncia disjunta de elementos de A, entéo
oo (o o]
p(|J An) =D n(4n).
n=1 n=1

Definicdo A.4 : Uma medida g em (X,A) é o—finita se existe uma sequéncia
o0

(An)n>1 € A, tal que X = |J A, e u(A4,) < oo, Vn € IN. Se p(X) < oo, entdo p é
n=1

finita.

Se p for o—finita ( finita ) diremos que (X, A, p) é um espago o-finito ( finito ) .

Definigao A.5 : Considerando o espago mensuravel (IR, B) a medida A, neste espago,

que satisfaz A[(a, b)] = b — a, Va,b € IR, é chamada de medida de Lebesgue.

Definigao A.6 Uma relagdo ~ é valida essencialmente com respeito a uma medida p
se, u({z € X, talque, ~ ndo ocorre }) = 0. Em particular, se a relagio for de igualdade,
diremos que A e B sdo iguais essencialmente se u({z € X' : A # B}) = 0. A notagéo
adotada sera A =B p—g.c..

Se M = {pg : 6 € O} é uma familia de medidas, a relagdo ~ é M essencialmente

véalida se pg({z € X talgue ~ nao ocorre }) = 0,Vugy € M. No caso da relagao ser de
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igualdade temos que se pg({z € X : A # B}) =0, Vug € M, entéo A =B M —g.c.

( M essencialmente ) .
APENDICE B : SISTEMAS DYNKIN

Em varias provas, no decorrer deste trabalho, utilizamos o recurso de mostrar que
uma classe de subconjuntos era um D - sistema, e apos utilizar o Teorema sobre sistemas

Dynkin. Nesta secdo, vamos apresentar e provar este teorema.

Definigao B.1: Uma classe D de subconjuntos de X' é um D-sistema ou sistema Dynkin,
se as seguintes cc;ndigées sao validas,

(i) X € D,

(i1) se A,B € D com B C A, entdo A— B € D,

(iii) se (Ap)n>1 €E De lim A, = A, entdo A € D.
- n—o0o

Teorema B.1: Seja £ uma classe de subconjuntos de A fechada por intersecgoes finitas.
Se D é um D-sistema e £ C D, entdo o(L) C D.

Prova: Seja Dy o menor D-sistema que contém L. Vamos mostrar que o(L) = Dy.
Assim, fica provado o teorema.

Como ¢(L) é uma sigma élgebra ela é um D-sistema. Portanto, Dy C o(£). ( B.1)

Seja A={A €Dy : AN B € Dy,VB € L}. Como, L é fechado por intersecgoes finitas

temos que

Ael = ANBeL, VBelL.

LCDy = ANB€eDy, = A€ A.

Logo £ C A. Néo é dificil verificar que A é um D-sistema. Portanto, Dy C A = Dy = A.
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Seja A* ={A € Dy : AN B € Dy,VB € D, }, entao

Ael = ANBe€Dy,, VBEA=Dy, = A€ A* = L C A

Como A* é um D-sistema, temos que Dy C A* = D, = A*. Portanto, D, é uma sigma
algebra, pois é fechada por intersecgdes finitas. Logo, o(L) C Dy (B.2)
De (B.1) e ( B.2) concluimos que ¢(L) = D. O

APENDICE C : FAMILIAS DOMINADAS

A intencao desta unidade é provar o fato, muito usado no decorrer da dissertacao, de
que para toda familia de medidas dominada P, existe uma familia Py C P enumeréavel, tal

que P = Py. Para tal, necessitamos antes de alguns lemas.

Lema C.1: Seja (X, A, ) um espago de medida sigma finito. Vamos considerar uma
ordenagédo parcial Cy, de modo que A Cy B se A(A N B€) = 0. Nesta condigoes, toda
colecdo L de conjuntos de A, fechada por uniGes enumeraveis, tem um elemento maximo
segundo esta ordenacgao. Isto é, existe Ay € L tal que A Cy Ay, VA € L.

Prova:
Parte I - Vamos assumir que A é uma probabilidade.
O conjunto {A(A4) : A € £} é limitado e portanto, existe a = sup 4¢, A(A). Além

disso, Vn € IN, existe um A, € £ tal que,

1
A(An) > a— ;

oo
Seja Ag = |J An. Por hipétese, £ é fechada por unides enumeraveis, entdo Ay € L e
n=1
ainda

a—%</\(Ao)§a Vn € IN.
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Fazendo n — oo, temos que A(4y) = a.

Considere A € A, é possivel escrever

AU Ao = Ag U (AN AS),

e entao

a > MAUAg) = MAo) + A(A N AL = a + A(A N A).

Portanto, A(A N A§) = 0 o que implica que A Cy Ay. Logo, Ay é o elemento maximo
" de L segundo esta ordenagao.

Parte IT - Vamos considerar agora A sendo apenas uma medida sigma finita.

Seja (Bn)n>1 uma partigéo de X, tal que A(By) < oo, Vn € IN.

Defina,
AANB,)

)= "33

Vne IN, VA€ A.

E facil verificar que A, é uma medida de probabilidade. Considere agora uma outra

probabilidade que nao depende de n,

— 1
L —
M=) o
n=1
Observe que A = \*. E claro que as ordenagoes C) e Cy» sdo equivalentes. Portanto, se

existe um elemento maximo em C) também existe em Cj+ . O

Lema C.2: Se P é dominada por uma medida sigma finita A e fechada por combinagoes
convexas enumeraveis, entdo P € auto dominada. Isto &, existe Py € P, tal que P < F.

Prova: Considere

Py

L={A€ A:AA) >0eexiste 0 €O tg.VeeA, o

(z) >0 XA —gqg.c.}.

Parte I - Vamos mostrar que £ é fechada por uniées enumeraveis.
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Seja A = U Ap,onde A, € L e Py, é a probabilidade associada a A, Vn € IN.
Considere

oo
P o= Z a, Py,
n=1

onde ) a, =1, de modo que P é uma probabilidade. Entao,

n=1

dP = dP
dax = ng e
Se z € A, entdao & d (w) >0 A —gq.c. Além disso, por hipétese P é fechada por combinagoes
| convexas, entdo P € P. Portanto, A € L.
Parte II - Pela parte I e o Lema C.1 concluimos que, existe um Ay maximo em L.
Vamos mostrar que Py(A§) =0, Vb € @.
Suponha que a afirmagdo néo seja valida. Entao, existe §; € O tal que Py, (A§) > 0.

d Po

Considere B = {z € Af : —3*(z) > 0}. Entéo,

0 < Py, (A5) = P, (B) + Py, (Ag N B°).

Além disso,

d
Pol(AﬁnB°)=/ (o Po‘)d)\<0
ASNBe

Portanto, Py, (B) >0 = A(B) > 0. Como B C A§, entdao A(BN A§) > 0. O que contradiz
o fato de Ay ser o maximo.
Parte III - Finalmente, vamos mostrar que P < Py, onde Py, estd associada a Ay.

Considere N € A tal que Pg,(N) = 0. Temos que

dA.

dP,
Pyy(N) > Py, (N N Ao) =/ %
NNAp

Portanto, fNr‘le d—;}‘ld/\ =
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Mas,z € Ay = %—‘l(z) > 0 A — g.c.. e portanto,

Utilizando a parte II temos que Po(N N A§) =0, V6 € O.

Logo,

Po(N) = Po(N N Ao) + Pg(N ﬂAS) =0 V@ e€o. O

~ Teorema C.1: Se P é dominada, entdo existe uma subfamilia Py = {P;, P,, P, ...... }
enumeravel, tal que P = P,.
Prova: Considere uma familia P*, de modo que se Q € P*, entdao existem

Py ,Py,,... € P e aj,ay,.... € R', com § a, = 1, onde Q = § an Py, . Isto é, P* é
a familia das combinagdes convexas das mr:i;das de P. Observe q:e= }P C P*.

Como P é dominada, existe uma medida sigma finita A, tal que Py < A, V6 € ©
e entao Q K A, VQ € P*. Logo, P* < A. Além disso, P* é fechada por combinacoes

convexas enumeraveis e pelo Lema C.2, P* é auto dominada. Logo, existe um Qo € P*

oo oo
tal que P* € Qp, onde Qo = Y a, Py, com a, =1e P, € P, Vn. Portanto, P < Qo
n=1 n=1
pois P C P*.
Considere Py = {P;,P,,....}, onde P;, P,,...., sio as componentes da medida Q.

Entao, P <« Py. Por outro lado, seja N € A tal que Po(N) = 0, V8 € O, entdo
P,(N) =0, VP, € Py. Portanto, Py < P e entao Py = P. o

APENDICE D: ANCILARIDADE E INVARIANCIA

Nesta se¢ao apresentaremos um resultado de grande importancia na Teoria Estatistica.
Através do Teorema D.1. é possivel determinar se uma estatistica é ancilar sem ser

necessario recorrer a sua fun¢do densidade, bastando andlisar seu comportamento como

73



funcéo das observagoes. Este resultado facilita muito o trabalho, pois na maioria das vezes

nao € facil encontrar a medida de probabilidade de determinada estatistica.

Definigdo D.1: Considere o espago (IR", B, P), com P = {P,, : p € R,0 € R}

onde

P,,,.,(B):/ (B L i) VB e B,

B o™ (o2
e A" é a medida de Lebesgue do IR". Nestas condigoes, dizemos que y é um pardmetro de
locagdo e o um parametro escala.

- Definigao D.2: A estatistica T é invariante em relagdo a um grupo G se
T(g(z)) = T(z), Vg € G, Vz € R".

Considerando o grupo G como.

G ={gap: " > Rytq, gap(@) = (22, 222) a € Ryb e RY).

O seguinte resultado é valido.
Teorema D.1: Se T é invariante sob o grupo G, entdo T é ancilar em relagio aos
parametros de locagao e escala. Isto é, a medida induzida por T é livre de (u, o).

Prova: Sejam B € B e @ a probabilidade induzida pela estatistica T, entdo

QB) = P, . (T7(B)) = / if(zla‘ L 2B ax(z) =

T-1(B) o"

= / L foguo(z)dA(z) =
T-1(B) (o}

1 1
- /(To —fog, o(z)d\(z) = ( i )) d—nfog,,,,(z)d/\(:n) =

Iu,0)~1(B) 7 gne\T-1(B
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! 1
= _/ "f(:c)d/\og;j,(a:) = / —— f(@)d\(ozy + py..yoTpy + p) =
T-1(B) 9 T-1(B) @

- [ Sf@ed@ = [ f@dE)
T-1(B) 7 T-1(B)
Portanto, Q(B) nao depende de (y, o).

Corolario D.1 : Se T é invariante em relagdo ao grupo
G1 ={g9a: R" = IR,t.q.,9.(z) = (z1 — a,....,zn — a), a € IR},

entdo T é ancilar em relagdo ao parametro locagao.
Corolario D.2: Se T é invariante em relagao ao grupo

Tn

G2 = {gs : R" — IR,t.q.,gs(z) = (:%1,...., T)’ be R'},

entdao T é ancilar em relagdo ao parametro escala.
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