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CAPÍTULO l

INTRODUÇÃO

l . l - OBJETIVOS

Em nosso trabalho vamos consi.durar eventos ocorrendo de mo

do aleatório, em pontos, no espaço ou no tempo. Estes processos odor
rem om muitos campos de estudo. Por exemplo, os eventos podem ser' para
das de uma máquina, falhas de equipamentos, acidentes, pulsos ao longo
de um nervo, plantas de uma espécie particular distribuídas em uma

arda, instantes de ocorrência de terramotos. etc.
O interesse básico é a de obter estlmadores da r'azão média

da ocorrência dos eventos ou então. estudar o padrão típico da ocorrên
cla. Outro tipo de análise que se pode fazer é a análise espectral do
processo, i.nlciada por Bart].ett

Nosso objetivo principal será o de estudar algumas proprle
dadas do segunda ordem das processos pontuais estacionários.

1:2'. -. DESENVOLVIMENTO HISTÓRICO E NOTAS BIBLIOGRÁFICAS

A teoria de processos estocásticos pontuais tem suas orí
gene nas tentativas dos físicos para Forvnular problemas gerais em FÍsi
ca Estâtístícâi- .Von Mísos (11936) estudou as propriedades do certos
funcionais associados com eventos aloatÓríos pontuais no espaço de fa
sos. Yvon. (1937) Introduziu certas funções de correlação em conexão

com o estudo de um conjunto de moléculas distribuídas sobre o espaço
do rasos. Ríce C1945) 1.nvestígou as propriedades de cruzamentos nulos



do certos processos estocásti.cos introduzi.ndo funções de di.stri.buição
de probabilidade que tiveram sua utilidade no estudo geral de processos
pontuais. Pouco tempo depor.s, Hei'mann Wold Ci940) introduziu de um mo

do formal a teoria de processos pontuais estacionários em conexão com

as propriedades de uma sequência ordenada de pontos na neta real coloca
dos por um mecanismo aleatorío. Mais tarde, D. G. Kenda11 (1949), Ja
nossy C1950) e Bhabha (1950) investigaram algumas propriedades de cer
tos processos por eles denomi.nados processos pontuais populacionais,com
particular referência à determinação dos momentos do tamanho da pápula
ção em termos de funções de correlação. Ramakrishnann CIU50) estendeu

o trabalho de Rico estudando as propriedades das funções de distribui
çao introduzidas por este. Bartlett (1954 e 1966) identificou esses
processos com aqueles estudados por Wold e sugeriu também que tai.s pro
Gessos poderiam ser estudados do ponto de vista da teoria geral de pro
Gessos estocásticos. Fi.nalmente. Moya1 (1962) apresentou uma teoria ge
ral de processos pontuais cobrindo o caso de espaços nao Euclldianos.
Lhn tratamento ligeiramente diferente da teori.a de processos pontuais
foi apresentado por Harrís (1963) em conexão com a teoria de processos
de ramificação.

A literatura existente om processos pontuais está ainda mui
to dísporsa. Embora haja livros ou monografias sobre o assunto, quase
todos colocam a teoria sob o ponto de vista de um particular problema.

Sobre ploeeosos de z'e7muagao e algumas de suas generalizações, um ante
ressente tratamento é dado em 'PRo? zúmZ T/zeozy" por D.R. Cox, ':14at4a7iat

eaZ Jyet;ods dn t;ze T/zeozy of Qzieueiz2g" por A.Y. Khíntchlne e lrT/ze

StatÍatCcaZ .4puZys 8 0lp $eP e6 0/' EOent;s". por Cox e Lewis. Este Último
está rolacíonado com questões de análise estatística e desse ponto de
vista desenvolve alguns aspectos da teoria descrevendo vários modelos

B apresentando muitas referências. Sobre pz'acessos de zazüfEcaF(;b, um

l.nteressante tratamento é dado em 'PT/zo T;zeozy o.f BZUPn&i2tg PPOeeSSeS rr
par T.E. Harrís. Uma apresentação da teoria geral de processos pon
tuaís e aplicações. com muitas referências, está em 'PSt;oo;ust; c Po ?zt
Ploaeaeeo a?zd t;/zet,z' .4ppZ{Cat2.07ZS'r por S.K. Sríni.vasan. Uma serie de re

+
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Gentes artigos de pesquisa de vários autores, com muitas referências,
está em "St;oc/ust c Pc> zzt; Pzuceoses; $taí;istÍaaZ 4zmZZ/sis, T/zeozy azia
AppZieat;io?is", editado por P.A. Leais. Dois interessantes artigos de
pesquisa referidos por quase todos os pesquisadores do assunto são apõe

sentados por M.S. Bart]ett (1963) e J.A. McFadden (].962). 0 primeiro re
fere-se a análise espectral de processos pontuais e o segundo estuda
questões relativas aos intervalos entre eventos em um processo pontual
estacionário. Também merece destaque um trabalho de pesquisa Feito
por Beutler e Lenemann (1966) apresentando uma for'mulação axiomática pa

ra processos pontuais. Este trabalho foi inspirado no artigo de
McFadden cujos resultados são apresentados heuristícamente. Segundo

Beutler e Lenemann, l"lcFadden erroneamento concluí que num processo pon
tual estaclonáFío os intervalos entre eventos necessariamente constitui
um processo aleatório. estacionário. Finalmente, Brillínger (1972,
].974a, ].974b, ].975a, 1975b e 1976a) apresenta uma série de artigos de

pesquisa sobre o assunto. A metodologia dp Brilllnger tem como base a
teoria de distribuições aleatórias (ou funções aleatórias generaliza
das) como ole próprio esclarece na discussão do trabalho de Vero Jones
(1970)

1.3 CONSIDERAÇÕES GERAIS SOBRE PROCESSOS PONTUAIS

Um processo estocástíco pontual é um modelo matemático que

resulta do um FanÕmeno como uma sequência de eventos pontuais ocorrendo
de um modo aleatório no tempo. Tipicamente, há um espaço de estados T
Cum contínuo, usua].mente, mas não necessariamente unídímensional) e um

conjunto do pontos Tn de T ropresontando os instantes nos quais os ovon
tos ocorrem. Se T é a neta real. os Tn podem ser os instantes de odor
rêncía de terramotos em uma dada região Cver Vero cones (197C])) ou os
Instantes nos quais carros passam num ponto fixado em uma estrada de ro
dagem .(ver Bartlett Ci963)). Se T é o plano. os 'rn podem ser pontos em

uma determinada área de terra onde nascem plantas de uma partícu].ar os

pécle. Outros exemplos incluem eventos que podem ser os instantes nos
quais uma peça de um equipamento falha e é reposta ou instantes de para
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das de uma máqui.na, etc. . Pelo fato de uma redil.zação de qualquer um

desses fenómenos ser um conjunto de pontos no tempo ou no espaço, uma

família de tais realizações é chamada um pzuceseo pontzüaZ.
As propriedades de um processo pontual podem ser classifica

das, grosseiramente falando, em duas categorias. Por um lado estão
aquelas propriedades que se relacionam com o número de pontos que caem

dentro de especificados subconjuntos do espaço de estados que serão de
nominadas pzopzde(ãzdes contad02''as. Por outro lado, existem aquelas pro
príedades referentes aos espaços entre pontos que serão denominadas pz'o
pzqe(&zdes de nt;ezuaZos. no caso de T ser a pela real. Um importante
problema em processos pontuais é descobrir meios de expressar propríeda
des contadores em termos de propriedades de intervalos e vice-versa.
Daley e Vero Jones (1972) apresentam uma interessante seção a respeito
CJeste assunto

Em alguns problemas estudamos somente um tipo de evento
ocorrendo no tempo. Outras vezes, entretanto, nÓs estudamos mais de um

tipo de eventos. Um tal processo pontual denomlnaremos 17mZt;eoaz'iacZo.

Por outro lado, se mais de um parâmetro é envo].vida, temos um processo
?7mZted me? oz Z. Eventualmente, podemos ter um processo pontual mul
tlvaríado e multidimensional. NÓs nos ocuparemos do caso unldimensio
nal

No estudo da teoria de processos estocástícos pontuais na
neta roa]., essenci.aumente três elementos básicos aparecem: Ca) o Flocos
oo pontzmZ que consiste na sequência de pontos 'rn colocados em T de uma

maneira aleatórlai (b) o pluaeoso de nt;ezuaZoe, caracterizado pela se
quencla de Intervalos entre os pontosJ (c) o pzoceoao aontaci 2'' que
"conta" o número de pontos em especificados subconjuntos de T

1.4 - APLICAÇÕES

A importância e a principal atração de processos pontuais
está na gr'ande variedade de aplicações. Fenómenos om dívorsos campos

tais como a Física Estatística. crescimento populacional, comunicação e
teoria de conta'ole e pesquisa operacional tem contribuído para o dosen
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volvimento do assunto. Uma breve apresentação destes campos de aplica
ção está em Srinlvasan (1974). Uma sério de aplicações em problemas de
conFíabllídade, distribuição espacial de galáxias, epidemiologia, neura
fisiologia 8 Outros podem ser encontradas em Leais (1972).

No campo da neurofisiologia, por exemplo, um interessante
trabalho é apresentado por H.L. Bryant Jr., A. Rulz Marcos e J.P. Segun

do (1973) Cver Brillinger (1976b)). Em tervnos forvnals, o problema con
siderado é medir o grau de associação de pontos (eventos) de dois tipos
ocorrendo de um modo aleatório no tempo. Em termos reais. o problema

é Investigar o comportamento de uma rede de cé]u].as nervosas simples om

uma lesma marinha (Aplysía Californíca). A ativídade olétríca de uma

célula nervosa, na transmissão de uma ínforTnação, apresenta mudanças de
voltagem que podem ser registradas por um mícroeletrodo nela inserido.
0 regístro é constituído de pulsos de grande amplitude, comparado com

sua duração. Por causa de sua aparência, tal regístro é frequentemente
denominado uma sãz'íe de picos. O ramo da teoria de probabilidade que
estuda essas séries de picos é a teoria de processos ostocástícos pon
tuaís. Com referência ao trabalho de Bryant, Marcos e Segundo, Bríllln
ger (1976b) discute uma medida sumária de associação que é multo útil
para determinar se duas cé]u].as nervosas se comportam de uma maneira re
laclonada ou i.ndopondentomente. No -Final da seção 2.4 deste nosso tra
banho nós estudamos outra medida de associação que também á Útil neste
caso.

1.5 - CONTEÚDO DO TRABALHO

Neste capítulo apresontamDS os obJetlvos deste trabalho e
também um desenvolvimento histórico do estudo da teoria de processos es
tocãstícos pontuais. Sáo apresentadas também algumas notas bíbliográfl
cas que constituí em parte o material de pesquisa utilizado na prepara
çao doste trabalho. Na seção 1.3 apresentamos algumas considerações ge
país sobre processos pontuais e na seção 1.4 nÓs discutimos sobe'e alga.
mas aplicações.

O capítulo 2 compreende definições, notaçaos, nomenclatura.



alguns exemplos de processos pontual.s e resultados básicos. Na seção
2.4 nós estudamos aqueles processos pontuais nos quais os eventos não
tendem a ocorrer si.multaneamente. NÓs denominamos tais processos de
processos regulares ou ordenados. embora na literatura de processos es
tocásticos pontuais sejam dadas várias definições de ordem. O leitor in
teressado nessas definições 8 nas relações entre elas pode consultar
Daley .(1974) . Considerando processos pontuais ordenados nÓs definimos
certas funções de interesse que sào estudadas nos capítulos seguintes.

0 capítulo 3 refere-se a processos pontuais estacionários.
Nesse capítulo nós examinámos certas expressões Introduzidas na seção
2.3 do capítulo anterior sob a hipótese de estacíonaridade do processo
pontual e definimos o espectro cumu]ante de ordem k» k = ],2»... . Ca
sos particulares deste são então estudados como, por exemplo, o espec
tro de segunda ordem e o espectro de potênci.a. Na seção 3.2 apresenta
mos uma representação espectral para o processo NTÂJ, definido na se
ção 2.1, quando este tem íncrementos estacionários e destacamos tal re
presentação como um instrumento Útil para indicar o efeito de operações
lineares invariantes no.tempo no processo NTAJ. Na loção 3.3 nÓs con
slderamos processos pontuais regulares, estudados as funções introduzi
das na seção 2.4 sob a hipótoso de estaclonarídade Q obtemos os espec
tios de segunda ordem e do potência de tais processos. Na seção 3.4
apresentamos dois exemplos de processos pontuais.

0 capítulo 4, que é a parte principal deste trabalho, trata
do problema de estimação de certos parâmetros de interesse do um preces
se pontual estacionário. NÓs consideramos processos pontuais blvaria
dos embora os resultados possam ser generalizados para o caso de mais
de dois tipos de eventos. Na seçáo 4.2 nÓs definimos a transformada de
Fouríor Finita, estudamos algumas de suas propriedades ostocástícas e
sua distribuição assintÓtíca. A loção 4.3 trata da estimação da ínten
sídade do processo pontual. Na seçao 4..4 estudamos o períodograma de
segunda ordem como uma entidade básica na construção de estlmadoros do
Bspoctro de segunda ordem e vemos que o parladograma não é um ostlmador
consístonte do espectro .de potência. Na seçáo 4.5 procuramos um melhor



estimados do espectro de potência e apresentamos três procedimentos
Úteis. Na seçao 4.6 apresentamos estimadores da função densidade produ
to de ordem dois e da função intensidade de segunda ordem, ambas defina
das na seçao 2.4.

Este tuba.Iho é de caráter teórico sem ser, no entanto, muí
to for'mal. Alguns resultados aqui apresentados são provados com algum
rigor matemático, outros são apenas discutidos e ainda há aqueles que
preferimos justificar de uma forma heurÍstica. Em algumas ocasiões fa
zemos referênci.a a certos processos aleatórios com a denominação de pro
Gessos 'çz?iailzg". Tais processos sao aqueles que satisfazem alguma for
ma de condição rç7?1,az,}2g", ou seja, funcionais do processo que são bem

separados no tempo sao somente fracamente dependentes.



CAPITULO -2

DEFINIÇÕES, NOTAÇÕES, NOMENCLATURA, EXEMPLOS E RESULTADOS BÁSICOS

2. 1 O VETOR ALEATÓRIO MULTIVARIADO XÍAJ

Suponha que eventos de ? C? > ]) tipos estão ocorrendo
Por exemplo, estes eventos podem ser

CI) Instantes de ocorrência de terremoto numa dada região
(r=Z ) .

C2) Zeros de um processo estocástico contínuo (p=]).
C3) Pnstantos de ocorrência de terremoto em duas regiões se

paradas (z'=2 )

(4) Cruzamentos de dois níveis separados de um processo 8s-
tocástíco contínuo C?=2)

no

tempo

Associado com um processo pontual está o pzocesao eontac2oz'
que "conta" o número do eventos em íntorva],os espocifícados. Em nossa
notação tal processo set'a representado pe].o vetou px]

C2.1) N(b) = (N\ (b), P

onde Â e 'S9 ('PJ. a a-álgebra de Bórol na rota, e #a('A.) denota o número

de ovontos do tipo a, a -' 7a...az'» que ocorre no Intervalo real A. Em

tornos mais forvnaís as componentes de NT'ÂJ são medidas aleatórias não
nogatívas a valores inteiros. Os pontos de crescimento de realizações
de tais medidas correspondem às locaçÓes dos pontos dos tipos de ante
Fosse. Denotaremos por lira(t,) o número do eventos do tipo a que ocorra
no Intervalo raBI rOat] se t > 0, ou menos o número do eventos do tipo
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a que ocorra no íntorvalo Et,01 se t < 0, isto é,

»''' :{.:=:: :: :::
C2.2)

Uma importante propríodade á a ad t t dzcZe.. ou sala,

(2.3) Nau,B] Nau,y] + Wa('V,q. a < Y < B

Na sequência, usaremos a notação

cWartJ : Na(t, tuta

denominada ?totapao diJ'elvni3ÍaZ.
A questão da existência do NT'AJ é resolvida definindo-se as

distribuições finito-dimansíonaís

(2.4)
Puxa.raia = nl»'..aNakr k) = nk}

ala...»ak = ]a'''»rJ k = ]s2...+ nl.p...ank = O3Za2»...a do uma maneira
consístent0 8 usando um teorema de extensão (vor Dalay B Volte cones
C1972)).

Suponhamos agora que eventos de um tipo part]cu].ar' ocorrem

no tampo 8 consideremos a variável aleatória XÍZJ denotando o número de
eventos om .Aa .4 e i9rP). Em tornos dessa variável aleatória podemos de

tInIr o processo pontual como uma sequência de variáveis aleatórias
{'tala n € Z = {0 ÜZ» t2, . . . } onda

,.[tZO se NE0»t) Sn<XÜOat] para H=0a],2a
Lql ' "b

L t < 0 SO N('t»O) < -n S XEt»OJ para n =-la

As varíávoís aleatórias .rn representam os instantes nos quais os even
tos ocorrem 8 são tais que

(2.5)

B

5 't-z S 't-i < O S 'to S 'ti 5 'rz S e

Lh processo também de Interesse B o ploceaao de 'Ente!'uaZ08a
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ou seja, a sequência de Intervalos entre sucessivos eventos que denota
remos por

Xj = T.f - 't.f.i, J = 0,t],t2,... .

É e].aro que devamos tor Xj à 0 com probabí]]dade ].
Concluímos esta seção dizendo que um processo pontual fica

completamente especificado s8 conhecorlnos as quantídados Eo, e-1 e X.Ía
J = 0 t.Z8t2a...a onde EO = TO B e.1 = 't-l reprosontam, rospectívamen
te, Q tempo de zero até a ocorrência do primeiro evento depois do .zero
e o tempo do zero até a ocorrência do pi'ímeiro evento antes do zero, co
mo está Indicado na figura 2.1

Figura 2.1

2.2 ALGUNS EXEHPLÜS DE PROCESSOS PONTUAIS

0 pz- e sao áe

Usualmente é deFInIdo em .l?+ (conjunto dos números reais não

nogatívos) pondo-se Eo = 0 com probab]]]dade ] e Jrj» J = ]32»3a;..a vg.

Fiáveis aloatÓrías índopendentas B ídontícamante distribuídas com

P{XIÍ S a} .- Fra.) para todo .J 8 para alguríia função distribuição Pr.J em
R.#. O Fracasso de rQnclvação pode ser defi.nada 8m R estendendo.-se essas
daFiniçÓes para todo J, J = 0 tZ»t2

ljn procossa ligoíi'aponta dl.corante pode sor doFínído em R+
consídez'ando-se eo umõ vü!-íáva]. aleataría nao dügenex'ada. Independente
da XJ, J = 1+2,...» ç cüm função dístrÍbuíçâe não nacessaríamontg igual
a .P. Em Lü81 caso terünos o pnlae 80 gel Z de pe Dczçao d9nonllna'=1o por
alguns autores. CFellar, pcr exemplo) . da ploõaeao !üe I''anooaFao aox! zy.
üaz-dananto. 0 procaBsa ger'al da i'enuvoção pode $ei' duflnído Êm i? spu
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cíficando-se a distribuição conjunta XT'zi,tJJ = óleo 5 u, C-i S U} e pon
do-se P{Xj < a} = FÍaJ J' = t]»t2a..., esses XJ sendo mutuanante indo
pendentes de e{, { = Oa-] Cver Daley e Vero JoQBS (1972)).

EXEMPLO 2.2 - O p!,ocesõo de PoÍaeon peão / imgênzeo

Suponha que eventos ocorrem de uma maneira a].eatÓría no tem
po. Soja MrtJ uma função não decrescente, não nogatíva B contínua à dí
Delta. Um processo de Poisson náo homogéneo com parâmetro #rtJ é carão
terízado pela propriedade que para toda colação finita de Intervalos
disjuntor rai,Bi],..., rah.Bi], as variáveis aleatórias JVrai+Bi]»...,
Jyrak»B] sao Independentemente distribuídas Poísson com parâmetros
MTBiJ - Miai.)» ..., wrBkJ ' Mrak.), respectivamente. Portanto, as dlstri
buiçÕes finito dlmensíonaís (2.4) podem ser ímodlatamente ascrítas. ou
sela,

C2.6) P{Nrai,Bi] n :, . . . , Nrak, i3ã

k

1 1 6rolP - &r%.U"J .- DMa,J ã'r'JJ]

Se #rt;,) é díferencíáve]. e

C2.7) «a; : -ggli.-

então Urt,) é denominada a Jlzl:pnb antena (Zacie do processo. Um caso espo
cíal Importante é quando U(t) = U. Neste caso temos o pzooesoo de
PÕ aeon /zomogelao ou, simplesmente, o processo do Poísson e u e denoml
nada a {Ht;8?B'iiá2dg do processo.

EXEMPLO 2.3 - O pzoeesao de Po soar cã4)Zanent;e e8toaáet oo

É uma generalização do processo de Poisson não homogéneo,

obtido pala consideração do M('t.) como um processo ostocástico. Assim,
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dada uma realização do processo Wrt;J, o processo pontual é um processo
de Poisson não homogéneo. Este processo foi. postulado por Cox (1955)
para descrever a série de paradas de um tear. Cox observou que a séri.e
de paradas formava aproxi.mudamente um processo de Poi.sson mas. varia
ções aleatórias na qualidade do material fornecido ao tear causava va
Fiações na razão de paradas do tear. Este tipo de variações na razão
média de ocorrência (ou Intensidade) de eventos, denominado por Cox de
variações estocásticas, é pl.'ovave].mente comum em situações onde as sé
Pies de eventos formam aproximadamente um processo de Poísson. Outro
exemplo como os processos pontuais de falhas de computadores, dependem

de alguma forma de falares como a temperatura, umidade, etc., que podem

produzir variações estocástícas na razão média de paradas. Esses exem

pios nos mostram que o mecanismo duplamente estocástico em um processo
pontual é bastante real e provavelmente muito comum.

EXEMPLO 2.4 Z'iocesso de ''!gz'z4)acentos ("C'Lustep PTOCQS6n)

Neste processo há um processo pontual de eventos primários
ou principais (nucleos ou centros de agrupamento) ocorrendo, por exem

plo, nos instantes ... 't-i,v-z,'to,'ri,T2, ... e cada evento primário ge
ra um processo pontual subsidiário formando um agrupamento. O numero de
eventos em cada processo pontual subsidiário é uma variável aleatória.
O processo pontual final considerado é a superposição do primário e dos
subsidiários.

Um caso especial multo Útil desse modelo é quando o preces
se pontual primário é um processo de Polsson e os processos pontuais
subsidiários são processos de renovação. Bartlett (1963) utilizou JGssQ

modelo no estudo de problemas de tráfego e Lewis C1964) utilizou-o co
mo um modelo para certo tipo de falhas de computadores sujeitos a rapa
ros imperfeitos. Neste caso, uma falha primária é a primeira falha do
sistema causada por um componente que falhou e as falhas subsidiárias
são repeti.çÕes das falhas do sistema que ocorrem porque o componente
que falhou neM sempre é localizado e removido.



13

'> superposi
çao

Figu ra 2.2

x : evento primário.
o : evento subsidiário

RESULTADOS BÁS t COS

SUPOSIÇÃO 2. 7: O pmcesoo WTAJ pooszzi moment;os (ü t;o-ãzs as oz'denls e
emite z'«n JUW'b Af.

los f{,Ratos ül que
la . rt;i, . . . , t;kJ cZe uaz'Íaç(ilp Z'Írzüí;czcZa em {nt;ez'oa

J cxp/<1 ' '

(2. 8) al ra:, B :] . Nak':'k'Bkl}

paz'a at,...,ak = ]»-..,z,, k = ],2,
t;ent;e com a ad t; o{(lide r2.3)

< ti, . . .3t;k < "» 00n'Zaig.

Usando a notação diferencial introduzida na seçao 2.1 pode
mos escrever ( 2 . 8 ) como

C2.9 )
@ x:rtkJ }- dt: .,ak '

dtkJ.M. .. rdti,ai)...Jak

Como uma consequência da suposi.çao 2.1 e usando a fÓrvnula

expressando momentos em termos de cumulantes, segue que existe uma +un

Ção C'ai,...,akr II' '.,t;kJ de variação limitada em intervalos finitos
tal que

al

Ê
C2. 10) ra:, B :] , ',NaX:r'k'Bi] ai

ak
J

ou em notação diferencial J
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(2.11) em a:rttJ, ,'cWakrtX?} : dt ' .,ak I'

rdt; i,)u'k

As integrais em C2.a) e (2.10) são integrais de Ríemann-Stieltjes (ver
Rudin [197 1), pg. 139)

Em vista de (2.9) e (2.11) e das propr'iedades de cumulantes
[ver Bril].inger (1975c)), as seguintes expressões são úteis, relacionan
do as funções introduzidas. Essas são,

C2.12)
'Íaa (t; } Ca(dt) : Ma(dt)

e
«ut@.rt :J, @b (t:J } a, b rdt; i, dt zJ

: Ma b(dtt,dtz) - Ma(dt\)Mbb(dta.)

Concluímos agora esta seçao dizendo que se N('A) satisfaz a
suposição 2.1 e +,rt;,) é uma função limitada e contínua com suporte fmi
to, hÓs podemos definir izzt;egz\zis estocãsticas da forma

l 4'.raa.r';.
Maiores detalhes sobre essas i.ntegraís sao encontrados em Cramer
Leadbetter (1967). Essas intograls têm a propriedade

F{ J +. rt:)a' (t:J .'' J akrtkJ krtkJ} =

: J.../ +':Ü:J' ' '+.*rtPMa-, ...,aX;Mt''...,dtX?.

[2.13)

e

(2.14)

Em particular' temos

C2.i 5) FÍI +rtld/p(t.J} = 1 (t)#(dtJ

Ainda sobre essas integl'ais temos que se ti,.--,'t. denotam

os Instantes de ocorrência de eventos do tipo a no intervalo A, então

C2.iS)
n

l ?'"''~«'« : ,!, '.':,'
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A consideração de integrais estocásticas da forma (2.13) torna claro Q

significado da notação diferencial, arte, introduzida na seçao 2.1

2.4 ORDEM E DENSIDADE PRODUTO

NÓs i.ntroduzimos agora a noção de oz'dem ou reguZaz.icZacZe. Es
te conceito aparece naturalmente em problemas de cruzamentos de níveis
(ver Leadtletter [1972)). Em muitas ap]]cações o processo pontual é onde
nado

Um processo pontual é dito z'egziZar ou oz.dezm(Zo se os even
tos não tendem a ocorrer simultaneamente. Tal noção de ordem será usa
da para o processo pontual mu]tivariado rz' ? ].) onde consideraremos in
distinguÍveis os eventos dos z' tipos ocorrendo no tempo. Para tal pro
cesso pontual a noção de ordem ou regularidade é traduzida pela expres
sao

(2 17)
?

a=] A) > ]} =OrlAlz)

O processo pontual de eventos de um particular tipo a,
a = ]j . ..az', denominaremos de pz-oeesso po?zt;zzaZ maz'gÍ?&aZ (tal denomina

çao e empregada por Srínívasan (1974)). Diremos que o processo multiva
r.lado é ma g zuZmente z'egaZar se os processos pontuais marginais sao re
gulares. Para cada processo pontual marginal a noção de ordem é tradu
zida pela expressão

(2.18) P{NarÂJ > ]} = OrlAlzJ.

Estabelecidos estes conceitos, é fácil de vor que regularidade implica
em regularidade marginal, sendo que a recíproca nao é necessariamente
verdadeira.

Se denotarmos por !a o vetar ?-di.mens]ona] com ] como sua
a-ésíma componente e (7 (zero) para as demais nÓs podemos então apresen
tar a suposição seguírite, estabelecida por Brlllínger C1972)

SUPOSIÇÃO 2.2: O processo grau poosu{ noment;os de t;orlas as ozüens e á
taZ qae 8e Âla...aAk sao {ntez,OaZOO fZ?zCt;os cÍaJ'zint;os aom

íW'
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A:l,..., IAkl $ 6, (5 zz777 nz;nez'o z'eaZ positÍoo, 6 < m,

(2.19) PÍgrAiJ =:i,...,grau) : k} < X(5lAil'' ' l.x:lllkl

pala aZgzm ?zúnero z'eaZ J'Znit;o K6 e paz'a !i, . . -,ek t;ezz':b coo?(&7zacbs {zz

teia'ao lzao negar;idas. g'a7óázz, se t;.j e AJ para t;a 8 Ai,...,Ak caíste
,tk), t'izrü,ba(]a an {nteroalos fenltos, tatzz/m JU}Çã' Pai, . . .,akr i'

que

(2.20) ZÍm IÂi

IA:l -, o
IAkl PtgrA:) = !a:,

l

: Pat,
Akl -* o

pazu ai, ,ak = ]J'''Jz'J k = ]»2)...J zz7ziJ'oz?nemezzt;e m tlJ...Jt;k.

A função Pai, . . .,akrt;iJ ' ' .,tkJ é denominada J!!ip2?(ã) cZensÍc&z
de prõdzito cZe ozda7z k. Claros particulares dessa função incluem a de71s{

dado prodn-bo de opdern l

(2.21) Pa rtJ = . ZÍm rlAIJ P{JVTA) = a}
IA l -''- o

l

L+ '

também denominada /'azzçao nt;e {cüzcZe cü: pz,.úneira 02'dem, que mede a in

tensidade com a qua] os eventos do tipo a, a = ]J...,z', ocorrem prÓxi
mo de t; e

[2.22) Pabrt;i'tz) = Zm rlAlllAzl) P12VTAiJ =Za,]VTAzJ =Jõ}
IA2 l -* 0

l

denominada J%zlzç(ãp cíens c&zde pzocÜito cZe oz'(Zem ck){s que é uma medida da
intensidade com a qua] os eventos do tipo a, a = ]J...,z', ocorrem pro
xímo de t;i e, simultaneamente, eventos do tipo b, b = ]»...JI'', ocorrem
p roximo de t;Z

A suposição 2.2 tem algumas consequências i.nteressantes que
agora menci.onamos. De (2.19) temos
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(2.23)
r

P{ E Nana) > .Z} orlam :J

estabelecendo que se o processo pontual multa.variado é tal que XT'AJ sa
tísfaz a suposição 2.2 então é regular. É fácil' de ver de C2.23) que

C2.24) P\.Na(b) ]} = OrlÂl21, a = ] ...,r

Justificando a afirmação de que a I'egularidade do processo pontual mul
tivaríado implica em regularidade marginal. Temos ainda

C2.25) Penar J } = Pari)IAI + orlAI),

C2.2S) P{NarAi) : :Z,NbrÂzJ = ]} =pa,bati,tzllAillA2i + o(IAillA21)

com ti # ta,

C2.2Z) #ÍNarAJ} ;PartllÂI + orlAI), HaP{NarAJ} =PartllAI + orlÂIJ

: F{DrarÂJj:} = P.rtllAI + orlAl;

As consequências indicadas por (2.25) e (2.26) per'matem no

vas interpretações para as funções definidas por C2.21) e (2.22), a sa
ber,

(2.28) ZÜ rlÂIJ 'pÍNarAJ = ]}
AI -* o

P

C2.20) pa,bati,tz) = Zm rlAillÂzlJ P{NarAiJ =],NbrAzJ

IA: 1 -* o

l

Além disso, se lembrarmos que num processo pontual regular a pi'obabili
dado de ocorrer mais de um evento num Intervalo A é o (IÂI), as expres
iões (2.28) e (2.29) podem ser escritas como

(2.30) Parti = . Zim r'lÂIJ PleOentoo iã t;Ípo a em A}
l



tl -* 0 mail IA:lJ PÍeue'''Üs & toPO a e"':

1l - a euenüs cÜ t i» b em

; do tiPO ..." significa, obviamente, '-

agora um intervalo real A e façamos la
ual é tal que XTAJ satisfaz a suposição
rÂJ = 0 ou Z. Nas expressões (2.25), (2

e orlam l IA21,J tornar-se desprezíveis a
Âzl -+ 0. Usando então a notação dífer
as consequencías dadas por (2..25), (2.
s como

. cWbrtzJ : -Z} = Pa,br'tllt2,)dÍ;ldt;2

u'ÍcWart)} = pa?tldt = {11Wart.D:}.

:pressão mosto'a, dentre outras coisas, c
leira ordem, pari;J, pode ser ínterpretade
, do número esperado de eventos do tiP
real rO» t] . De (2.33) e do fato
»]', segue que

cZNbrtzJ } = Pa,brtlJ t;zldtidtz .

= t tal valor esperado é nulo para a 7é b
Fiado sendo regular, temos PÍdNartJ

/amos o nosso Interesse concentrado nas
)rdens um e doi.s e, nesse sentido, apõe!
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ep para t;i 7í í;2 ,

(2.31) Pa,brt;i,t2) = ZÍm r'lAillA:lJ 'PÍe ent;os (Ío t po a epn AI e

IAzl -.> a ez;antas cZ t z» b em Az}

onde a expressão "eventos do tiPO ..." significa, obviamente, "um ou
mai.s eventos do tiPO ..."

Consideremos agora um enter.vala real Â e façamos IÂI -+ 0.
Então, se o processo pontual é tal que JVTAJ satisfaz a suposição 2.2.
teremos essencialmente Arara,) = 0 ou ]. Nas expressões (2.25), (2.26) e

(2.27] as parcelas orlam,) e orlÂil IAzl,) tornar-se desprezíveis à medida
que IAI -+ 0a mail -> 0 8 IA21 -+ 0. Usando então a notação diferencial
introduzida na sação 2.1 as consequências dadas pol.' (2..25), (2.26) e
(2.27) podem ser colocadas coma

[2.32) P{(WarÍ;) =Jl=Partldt ,

(2.33) PÍcZNarti') : ], cZNbrtz.) ; Z} = Pa,brt;iltz)dt;idt:
com ti 7é tz, e

C2.34) 8{(gVartJ} = HaPÍcZNart)} : pa?t)dt = ZtllZPart.Dz}

Esta última expressão mosto.a, dentre outras coisas, que a
função intensidade de primeira ordem, Parti, pode ser Interpretada coma

a derivada, em r,elaçao a t;, do número esperado de eventos do tiPO a,
a=]»...,z', noíntervaloreal rO»t]. De (2.33) e do fato que
cWartJ = 0 ou ]a a = ]J...Jz', segue que

[2.35) FldlyartilcWbr'tzJ} : Pa.bati» tzldtidtz

para tt 7é tZ. Se ti = t;z = t; tal valor esperado é nulo para a 7Í b país.
o processo pontual multlvaríado sendo regular, temos P{(ZNnrt;J =Z
cWbrt) = ]} = 0.

Nesta seção tivemos o nosso interesse concentrado nas fun
çoes densidade produto de ordens um B dois 8, nesse sentido, apresenta

J
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'' 'w

mos alguns I'esultados Úteis. Para uma ordem qualquer ka k = ]»2a
nos podemos escrever de uma forvna geral que

(2.36) #lcZNairtiJ ''' dNk kJ} :Pat,...,ak '''.,tkldti-

para t;lJ.. .»tk distintos, usando o mesmo argumento empregado
conclluil' (2.35).

Certas funções que também são úteis são dadas por

para se

(2.37)
qai aÃ:rÉIs...,tkJ

L(-1)1'-1 (1,-1)!Pa. je.U*(bi;j e üa.) Paâ;jeu.Jtá;j e 'ol,)

onde o somatório se estende sobre todas as partíçóes rui»...»pZJ de
{].p...»kla k = ]»2a... . Essas funções têm a propriedade de tender à
zero quando It{ - tll + oo, no caso que os íncrementos de Xrí;J tendem a
se tornarem independentes conforvne vao sendo bem separados no tempo.

A função qai akrtla ' '., t;k') é denominada J:!azg(il9 de?n{(ãz
de cz.PazziZatte de o?i&m k e alguns casos part]cu]ares ínc].uem, para k = Z.
a função intensidade

qa rtJ = Pa (tJ

o, para k = 2» a J:t4zzçao cü??zs'idade cZe eoua2.{ãzuda cz'azado

à7artJ com o processo ãrbrtJ
do processo

qa brt;i't;zJ : Pa,bati'tzJ - Partllpb(tzJ

No caso part]cu].ar de a = b temos a função qa,ü('tllt21 que é denominada
Jltz?leão depnic&z(&? cZe couazdâ?uía do pl.'ocosso arartJ Bríllínger (1972)
mostra que

(2.38) c2m{ a.rtl)a'''' ak k)} :qa:,...,akrt;i'''.,tk)dti' ... dtk.

De fato, esta última relação pode ser obtida usando a fórmula expressan
do momentos em termos de cumulantes e depois usando (2.36) e (2.37).

Também, utilizando a função densidade produto de ordem k, Brlllínger
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[1972) encontra expressão para o momento

F{N. r6.:) ... N.,rAX:J}

e, utili.zando a função densidade cumulante de ordem k, encontra expres
sao para o cumulante

c'mINa. rA'J' . ' ' ,JVa, rAkJ }'

Concluímos esta seção definindo a função (ver Brlllinger
(1975a))

':-;'' ".,.'':,':' : l.ÍÍ"- .4'J,-: ,'"'"*" " ';'' ' ,.,, ', l ""*"
para tt'e Ai, ti # í;2 e.a,'b = za...,]'. Tal quantidade, denominada Jltm

gaio ntenoicZacü cül segzmda oz'dem de eventos do tipo a dado eventos do
tipo b. é de interesse em muitas aplicações. É fácil de ver que

(2.40)
ma, brt i' t;zJ

Pa, brt; i' t 2 )

pz, (t:J

A razão pa br'tllt;21/Pbrt21 for'nele uma medida da intensidade com a
qual os eventos do tipo a ocorrem pl.'Óximo de ti, dado que ocorreu um
evento do tipo b no Instante tZ. No caso em que os eventos do tipo a
são distribuídos independentemente dos eventos do tipo b» palbrtllt21 =
= pari;ilpbrt;Z') e a razão torna-se simplesmente p.rtiJ, ou seja, a fun
ção intensidade de primeira ordem.



CAPTTUL0 3

PROCESSOS PONTUAIS ESTACIONÁRIOS

3. 1 ESTACIONARIDADE E ESPECTRO CUMULANTE DE ORDEM k

0 processo pontual estacionário generali.za certos aspectos
do processo de renovação; em particular, os Intervalos. entre eventos
nao. necessitam ser i.ndependentes e nem ídenticamente distribuídos (ver
Beutler e Lonemann (1966)). Tal processo não é somente de Interesse pa

ra seu próprio fim, mas também aplica-se a situações para as quais a
processo de renovação é um modelo inadequado.

Sela NT'AJ o processo definido na seçao 2.1. Dizemos que
N rÂJ é estacionárí.o se

(3.1) Pena:rAi + t;J = ni, ''',Xa rAk + tJ : nk}

a[J...aak = ]a'''ara k = ],2»...» ?zls...,nk = 0»]»..., -'o < t; < n

nao depende de t, onde A + t; denota o intervalo real ('a + ts B.+ t] se
Â = ra,B]. Um processo pontual será dito eot;ac?ioztaz'zo se o correspon
dente processo contador NTA.) é estacionário. No caso em que XTAJ é es
taclonárío e satís+'az a suposição 2.1, Bríllíngor Ci9Z2) estabelece a
proposição a seguir

PROPOSIÇÃO 3.7

entàb pam ai,
Se N(b) ê estão'brlãpi0 8at{.sfazevldo a Bufos'tçao 2.].,
Jak = ] '' 'sZ' e k = ]» 2».. .a



{Na.rÂ:; ''' Na*rÂkJ} =

:J ''' J@' ..,' íti -'lc,...,tk-i -ti? *x

M'.ü m {«temia.T.B;;E'*'":, ' ' ',"k-:,' '' ' "J « ", d' "«Ü:':Çã' Zg.

Sejam Mai,...,akr i'''.,tkJ 8 Xa.,...,ak(241'''.»24k-latkJ as
medidas.determinadas palas coordenadas ti»...»tk e ui =tl-tk»'..»zik
= tk tk t;k, respectlvamonte. Utilizando a hipótese de WTAJ sor es
tacíonárío e substituindo t{ por t{ + t, = ]s...Jk temos que

al9'..,ak 'at;kJ=Mal,...,ak '..»tk'#tJ

a-,' ..,a rzi:,.''',uk-i'tkJ :

a:» ' . . ,ak tk'ta ' ' ' , tk-i+t;'tk't;' tk+tJ

ai,. '..,akrzii' ' ',24k-i' tkPtJ
Ja, se a primeira medida é Invariante sob a t].'ansformação

tl»...Jtk '» t;i'#t»...»t;k+t

então a segunda medida é invariante sob a

NÓs vemos então que

ai,'..,ak ',tik-i'tk) '#a:,...,ak ',ak-i'OJ

ai,...,aZ,rui'.' ' ',24k-i'tk'ft) ' Nai, .. .,Q,.ralé' '',zik-i'

22

(3.2) 8

e então,

ou se

transformação



23

como

Suprimindo al.9 pode .escritaser

funcional tem0 a
fauna

de

J

k» al»...aak 1, esta Última relação

N(tk + t) = N(tk) + li(t) - N(O)

Sob as condições dadas, .todas as soluçóos desta oquaçã

N(tk) = M'tk + N(O)

onde témoé

al,'..,ak ',zik-i'tk) : (ãfai,. ..,.a rzl-,' '',uk-ildtk

Usando a x.'ilação C2.õ) e mais uma vaz a hipótese de que NTA.) é estada
náriol, tomos

Â

i.ante sob a

',uk-
J

'. J «'%n, .

Mas. qa , açOS 'aUk tkJ sendo ínvar

N
al»

.,ak ',iEh..,0J'
l

rAt.,J }

kJ :.Nai,....,ak ' '',uk-i'tk'tJ :

'+uk la 01 pondo t; = tk'
rtanto

El#a : rA -J

#

3ak-i»tk) =

' I' r

l cNa.,...,a h-,''',uk-ildtk
6k
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COWEQUENCiA

C3.3)
'""lNa - a O' ' ' ' ' ãa* rAkJ }

rZ4:, . .
1» . e . a ak

'k

'',24k-ildtk

pa'a aZgzem JU@ã2 (c:,...,ak ' ''',uk-iJ d' tÀn.l.@'ü ZiiMtadz m lb
t;ez,mias fZnetoS.

Usando a natação dlforencía] introduzida na seção 2.], e os
resultados C3.2) e (3.3) nÓs podemos oscr8v8r que

C3.4)
FlcWa l fu:'+t aaÃ:..r"k--'a ' Ü)}

#
ala , , dik- l )dt

e

(3.5) amÍcWa.rui + tJ, ' ' 'q'x. . r"x--

ai,...,ak ' ',ãik-ildt.

As relações (3.4) e (3.5) são as correspondentes à (2.9) e
[2.11), respectívamento, sob a suposição do que o Fracasso XTAJ é esta
clonário. Em particular temos

l

C3.6)

e

Ft@afd}

C3 . 7 ) eooÍcWa rt+uJ'cWb rtJ } : aa,brãildt

Os valores ]/a B Cu representam, ígualmonto, o que denomina

mos {nt;eln{(jade Cou intensidade média. ou razão média) do processo pon
tuall de eventos do tipo a a = ]a...»!'. Da relação C3.6) varas que à/a

como (lb representam a derivada. em relação a t. do número esperado de
eventos.

l
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SUPOSIÇÃO 3.7
2..Z e Cr

al.9

(3. 8)

O proces80 E(b) é esbac'tovlãl-io sat'bfazendo a eaApos'i.ção

rzl:,' ' ',zik-i) (2e r3.51 satisfaz

' l«x-:l.J lq:, ,,áik-ill < m

paz'a ala''.aak -' ]a''.J2'' e k = 2»3»

Esta suposição tem a natureza de uma condição 'çztzet7zg" nos
incrementos de Nrt), isto é, incrementou que sao bem separados no tempo
são somente fracamente dependentes. Tal suposição nos perrníte definir
importantes parâmetros de um processo pontual e impli.ca que varias esta
tÍsticas de interesse sao assintoticamente Gaussíanas na maneira do teo
rema do limite central Cver Brillínger (1975c)). Definimos agora o eo
pec?t;z'o ezp7mZazt;e de oz-da7z k do processo XTAJ corno a t;zupnJ'ozlnzadz de

Fow%ez' da função aPi, ak II'''.pz4k-tJ de (3.5), ou sela,

(3.9) ra., rÀI,...JÀk-lJ

] J.
-®

.,d"k-:;

para '" < ÀIJ...aÀk-l < aa» al .''»ak
completar nós co]ocamoé, para k=]»

,r, k = 2,3, Para

C3. 10)

onde Jtdc; e (;Z são dados por (3.4) e (3.5). Tal como denominamos ante
dormente, Jb representa a {ntensÍda(Ze do processo pontual de eventos
do tipo a. No caso paf'ticu].ar do k=2 tomos

fa,'"' : 'n- J .'""'U,.'«.,

az'» denominado o espeetzo de oegzzzz(ã:z 12Z

(3. 1 1)

para ''o < À < a' e a»b = ],
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dem. No caso especial de cz=b nós ternos o chamado espect;zo de pot;êzmla.
Os espectros cumulantes de segunda ordem serão para nÓs de particular
importância. É conveniente, por isso, coloca-los juntos, dispondo-os
na forma de uma matriz de ordem I''x!'

(3.12) fN,XTX) : [fa,brÀJ]

aab = ], . . .,z', denominada mat;2''iz de7w c&z(Ú? especí;zuZ. Também podemos

dispor os espectros de primeira ordem (ou intensidades) na forma de um

vetar rx.Z

a = ], . . .Jz'

3.2 REPRESENTAÇÃO ESPECTRAL

Para a .representação espectral do processo NfAJ nós apresen
temos o que é dado por Brillinger (1972). Nessa díreção temos que se
NTAJ tem nc?anent;os estzzci0}2a7'208a esse processo tem uma ?ep2''eeentzzFao
espectz,aZ da forma

m

N(&) :(3. 13) e:w{ Àtldt

onde Z.,rÀJ satisfaz

(3.14) #ldz rÀJ}a

C3. 1 5) aoz;ldZarXJ, dZb rnJ } 6 (X-n Je::, z, rN aXA e

[3. 16)
czP7zÍdZa : rÀ l)' ' , dz.k rÀkJ }

=(5rÀi +... +Àklrai,...,ak '''.,Xk-iJ ' dÀi ... CZAR

Nas expressões (3.14), C3.15) e (3.16), (5 é a função delta de Dírac. Se
consideramos A = rO,t] a expressão (3.13) toma a forma
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(3. 17) '] ««'*,

A rtpi'esentação espectral dada por' (3.13) é especialmente
utíl para indicar o efeito de operações lineares ínvarlantos no tanpo
(filtros) no processo NTÂ,). De fato, suponha que a matriz 8xra arar» é
uma função de intervalo de vara.açao limitada. satisfazendo

l ltl lürtll « m

e seja

eal) { -+ÀtlcÜ rtJ

para -" < X < n. 0 vetar sx]» yrAJ, dado por

Y(b) = a + N(l a (b - u)dN(u,)
m

é uma função de Intervalo satisfazendo a suposição 3.1. Também, o pro
cesso ZyrÀ), -m < À < m, da representação espectral de rrAJ, satisfaz

(3.18) dzrrxJ

e, como consequência, temos que as matrizes densidade espectra] de ]yrA.)
e yrAJ estão relacionadas pela expr'estão

C3' 19) 11r,.rrX.J = 4 rÀ) !h.XTXJ 71ri7t

Esta última relação tem forma Idêntica àquela que mostra o efeito de
operaçoes lineares invariantes no tempo em matrizes donsídado espectral
de sérios do tempo (ver Brlllínger (1975c), cap. 4).

3.3 - PROCESSO PONTUAL REGULAR

Nesta seção assumimos que o processo pontual é regular, ou
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seja, os eventos não tendem a ocorrer simultaneamente. Também consi.de

ramos as funções i.ntroduzídas na seção 2.4 e estudamos o comportamento
destas quando o processo pontual é estacionário. Finalmente, obtemos o
espectro de segunda ordem do processo contador e, em particular, o es
pectro de potência.

No processo pontual regular temos (ZNrt; = 0 ou IZ e então,
de (2.9) e (2.36), podemos escrever

M
al» ',ak ,dt;k) ; E'lapa:rtiJ @a*r*X:J }

, t;kldt; i. dtk

para t;]9. ..Jt;k distintos e al,''.Jak = ]a' '',2''
No caso em que NTA é estacionário a função densidade produ

to de ordem k, definida por C2.20), Bati.afaz

J t;kJ = Pai, ,zik-i' 0)

Então p.rt;J = p.rO,), a = ]»...az', ou sela, a função intensidade, que de

notaremos por Pa, é constante e a função densidade produto de ordem

, Pa,brtllt;21, depende do tempo somente através da diferença ti-tz.
Também temos (ver Brillinger (1975b)

ai,...,ak ',áik-i)dt :

; FlcWa:rt; f ziiJ ''' dNak-ir k-l)(ZNak

;Pa:,'..,ak ',uk-i)cÜii... 'ãik-idt;

para 2411...Juk-lJ0 distintos e a],. ..aak = ]»''',]''. Alguns casos parta.
culares desta relação incluem, para k=],

w'dta FlcWartJ} : Padt
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mostrando pa como uma outra representação da nt;etn :&zde media do pr.g
cesso pontual de eventos do tipo a e, para k=21

Ma,b(dn)dt {cWart # u;cWbrt)}

: P., bralá«dt

para u 7é 0 e a,b = .Z,.. .,r
Por outro lado, de (2.11) e (2.38), podados escrever

a
al» .,ak ,dtkJ : ezmlcWa:rtiJ' .'@ krtP} =

, t;kldt; l= qalJ...aa rala

para t;lJ...,Z;k distintos e alJ...aak = ZI''',z'. No caso em que XTAJ é
estaca.onário, a função densidade cumulante de OI.'dem k, dada por (2.37),
é Invariante no tempo e então

qa. ,t;k) : qa:, ' J Zik-iJ 01

= qalJ...aa r'Z41)...JZ4k-l;

pal''a 2411.''»uk-lJ0 distintos. Também temos (ver Brilllnger (1975b))

al.9 .,ak ,d"k.:Jdt

emÍaa: rt f zz:) 'X:-: ft ' uk-:JMaX:rt'J}

qa. ' '":' , z'k- : J dz' : ã'k. : dt

O nosso objetivo, agora, é obter o espuctro de segunda or
dem do processo e, em particular, o espectro de potência. Em vista de
(3.9) e particularmente de (3.11), nós necessitamos deterTnlnar a! .rdzz;.
Suponhamos então, primeiramente, a # b. Assim,

J
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(3.20) CU brdzzldt aouÍ@art f u),cWbrtJ}

#l'Watt; + a)cZ%rtJ} #ÍcZNart + uJ} {(Wbrt)}

>'a,braJ ' Pari; + zz]pbrtJ] ãdt;

Gp.,õr«) - p.;:pb] m*
: q.,Z,raJ á"Ít

para zz # O. Para zz = 0 temos C'y,brcüzldZ; = 0 porque o processo pontual
multivariado é regular. Para o caso a = b temos

(3.21). (;Z aráildt = qa arz4Jãzdt

para zz # O. No entanto, para zl = 0 notemos que

C3.22) C' rdildt Ha!'lcWartJ} : Padt qadt

em vista de (2.34). Pal.'a estender (3.21) para u -' a de uma maneira con
sustente com (3.22), Bartlett C1963), Cox e Lewís C19S6) e Lewi.s C1970)

adicionam uma componente (5r'a)pa à função densidade de covaríâncía
qaaarZ41, onde 6 é a função delta de Dirac, e então, em vista disso, nos
consideramos

C3.23) a ' rã4)dt; [6r«JP. ' q.,.r«)]d«dt

Suponhamos agora que a função qa braJ satisfaz a suposição

J l«l lç.,õr«JI '" « "
m

para aab = ]»...,z'. Esta suposição é análoga a suposição 3.1 8, da mes
ma forma, tem o carater de uma suposição "mlxíng' nos incrementou, ou
soja, estes vão se tornando cada vez menos dependentes à medida que lul
aumenta. Se o processo NTA.) satisfaz essa suposição, então, de acordo
com [3. 9) , o espeetz'o cíe oeguzzl=&z ozlcüm ou o eopeotzo cze7mZapzte (Ze oz'daR
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dois é dado por
f

[3.24) fa,brÀ) : ''2T- qa brzz)'Íue

para a 7é b. Usando (3.23) segue também, de acordo com (3.9),
pectz á? pot;âzzcia é dado por

l .''iÀ'" [órüp. ' q.,.r«J] a«

que o es

fa,.r*J ; -a-
para a = ], .9ZI.9 0U

(3.25) fa,.rÀJ
p'a

+

.-4Àu
q

para a = IZ, , 2''. Para o caso k=] temos

4: : p. : q.
representando, igualmente, a intensidade média do processo pontual de
eventos do tipo a, a = ]J...a2''. A real importância da componente

6rZI.)Pa adicionada à função densidade de covaríância galera.) é sua con
tríbuição do termo constante --igf- em todas as frequências em /b ar'XJ
[ver Lewís ( 1970 ) )

0 espectro de segunda ordem do processo, J:albrÀJ, possuí
muitas das propriedades do espectro das séries de tempo ordinárias. Há
entretanto algumas diferenças e, dentre essas, nós mencionamos om parti
Guiar que

*Í'? . .%,.r*' : -#
P

para processos pontuais "mlxing", em vez de limite zero que ocorre
séries de tempo ordinárias "mixing", pois

.«« l .-'*" .. .r«,'" : .IÀI -.- m Z. ''''
l l --<X)

nas
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pe].o lema de Riemann - Lebesgue (ver Bochner e Chandrasekharan (1953)
Pg 3]

3. 4 EXEMPLOS DE ESPECTROS DE PROCESSOS PONTUAIS

Consideramos aqui doi.s exemplos de processos pontuais e pro
curamos encont['ar, para cada um de].es, o espectro correspondente. Estes
exemplos servem também para ilustr'ar os conceitos e definiçoes introdu
zidas nas seções anteriores e, antes de apresenta-las, vamos reunir
aqui. alguns resultados Úteis dados nessas seçÓes

Seja então, Nrt;.), -m < t; < n, o processo definido na seção
2.1. Nas notações introduzidas na seção 2.3 temos de (2.9) e (2.11)
que

Ft@artJ} = M rdt) = CardtJ
e

aoz;lcWa rt:;'cWbrtzJ } ; a,brdti,dtzJ
que no caso estacionário ficam

#{(W rtJ } = #r dta a Ct dta
e

eoolcWart f zzJ,cZ brtJ} a ,z,rdaldt

como estabelecem as relações (3.4) e (3.5) da seção 3.1. Assumindo ago
ra que a suposição 3.1 é satisfeita nÓs temos de (3.9) que o espectro
de segunda ordem é dado por

fa,«r*J : 'H
-ÍÀ.a

e 'a,b
m

para 'm < À < m e aJZ) = ]J. ..Jz,

Na seção 2.4 introduzimos a noção de ordem ou regu
larldade e definimos pela r'ilação (2.20) a função densidade pro
duro de ordem k e por (2.37) a função densidade cumulante de
or'dem k. Nas notações introduzidas temos de (2.36) e t2.3a) que
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{cWartJ} : Pari;) ; kart;J

eoz;lcWarti)'(ZNbrtzJ } : qa,b rt;i' t;z)dtidtz

que no caso de XTAJ ser estaca.onál'io ficam

e

{cÍNartJ} : Pa dt qa dt
e

oc'z'ÍcWart f a),c@brtJ} qa bb(u)dx4dt

como foi visto na senão 3.3. Nas condições assumidas nessa
espectro de segunda ordem é dado por

'L,.'« : .g. J .''*" «.,.'«'',
m

seçao, o

para a #b. O espectro de potêncíp, que corresponde ao caso a = b, é
dado por

.G,«r*J : ?'
P

para a = ], ,? e -m< X<m Para o caso k = IZ colocamos

4: : p. : q.

EXEMPLO 3. J Pz'oc3esso de PoÍsson c?om intens'icÜde U

Consideremos o processo de Poisson não homogéneo de parâme
tro ã/rt,) do exemplo 2.2. Se Wrt;J é diferenciável e

dM(t)

então Urt;.) é a J'u?2çcio nt;e7 cinde do processo. O momento de k-ésima or
dem do processo dP'ft;) é
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FÍdNrti.J ... cZNrtkJ} : #ÍdVrt;iJ}

Emiti ' dt:) - Mrt:)]

{ rtkJ}

EMrt;t + 'ítx:J - MrtP)

(]M (t \ )

para ttJ atk distintos No caso de MrtJ ser díferenciavel

Wrtx?} = u(t:J urtkldti

e, em parti.Guiar,

#ÍcWrtJ} : urt)dt

Simi].aumente, o cumulante de ordem k é

azmÍcZN rt l J , d rtkJ} ; o

se algum dos tias J' = ], ,k, diferem. Se t;;U t; J = ]» . . .ak, então

azm { .:ZNrt i) , (wrt;kJ} = d rtJ urt)dt

se Mrt,) é diferenci.aval

Como vimos no exemplo 2.2, o pzoc3esso de Poisou?z com nteZZ

sicãzde u corresponde ao caso onde li('t.) = u, sendo u uma constante. O
processo de Poisson com intensidade u é um processo estacionário regu
lar e portanto temos (ZZVrt.) = 0 ou ]. Usando então (3.25), o espectl.'o
de potência é dado por

fN,W(x) rziJ dzi
J

y
2lÍ

pOIs qNINraJ = para 24 7é 0. Este resultado estabelece que o processo
de Polsson com intensidade U tem espectro constante. Este caso é o anglo
go do "ruído branco" do caso estacionário usual

Antes de passarvnos para o proxima exemplo, é Instrutivo ob
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servir que no caso do processo de Poísson com intensidade p temos

:N,N(du)dt = co'DtdN(t + u),dN(t)\ = 0
para a 7é 0. Quando zi = 0 temos

Cã,Nráildt = ãr{ ZPrt)} = Udt

e da mesma forma que foi feito na seçao 3.3 para se obter a expressão
(3.23) temos, para todo u,

3N,N(du)dt 6 (a) u dz dt

O mesmo procedimento pode ser feito para o processo de Poisson nao homo

gêneo com função intensidade U(t;.

EXEMPLO 3. 2 Fi'oaesso de Po soar dz@Zcplzeplt;e est;oc(;st'ieo

Como já vimos no exemplo 2.3, este processo é uma generall
zação do processo de Poísson não homogéneo, obtido pela consideração de
Urt; (quando #('t;.) é diferenclável) como um processo estocástíco. Dada

uma realização do processo urtJ» o processo pontual é um processo de
Polsson nâo homogéneo com função Intensidade urt;.). Infellzrnente, as
propriedades analíticas desse processo são muito difíceis do serem dedu
zldas (ver Lawrence (1972)). Contudo, se Urt;J é um processo estocásti

co estacionário com média aU e Função de autocovarlãncía Cu.uruJ, então
vários resultados podem ser obtidos. Tomos

FldP rtJ } u(E{ (tJ ] urtJl] '. [ur*Jd*) "u -"
Também,

aooldNrt + ZÍJ,dNrtJ} : U(eoutdP(t + ZzJ,dNrt)IUrtJ} +

+ c00UÉE{(Wrt + aJ lura)}, {W(tllPrtJlll =

Eu{6rz4Jprtlàdt} '# aou..{urt + zi)di,urt)dt;}

6 ÚtJCUd"dt ' aU,UaOãdt
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Assim,

3N,N(du)dt 6 (ziJCUcZÜt + aU,Urziládt

Usando C3.9) o espectro de potência é dado por

-@ -m

# ,-'iÀ" 6r")auã' 2" .''i*" 'h,.r«Jã'fN,m(x)

ou seja,
a

;- ' fu,."'fN,n(X)
r) a 'r' Fi

A diferença entre este resultado e o espectro obtido

exemplo anterior é o termo fU UTÀ)' Aqui, /IV NTXJ '> ---%+f- quando IÀI
pois, neste caso, r.. ..rX,) -+ aJ

no



CAPTTUL0 4

ESTIMAÇÃO

4.1 - PRELIMINARES

Neste capítulo apresentamos várias propriedades
cas da estatística

assintóti

T

gr:l'rxJ ;/ .«pÍ-ÍxtJ@rtJ
0

baseada em um i.ntervalo real, finito, rO»T], no qual é observado um pr2.
cesso pontual estacionário. Tal estatística, denominada t;z\z J'ozmada

de Fozizqep /ynit;a, constitui-se no elemento básico do qual serão forma
das outras estatísticas de interesse, como por exemplo, o pez'iocZogz'cz71z.

Discutimos também a 'estimação da intensidade do processo e do espectro
de segunda ordem, em particular do espectro de potência. Na seção 4.6
assumimos que o processo é regular ou ordenado e discutimos a estimação
da função densidade produto de oí'dem dois e da função intensidade de se
funda ordem.

Em todas as nossas discussões consideraremos pz'acessos pon
t;z s b zJaz,{acZos zó7-z d me?zsiozmÍs, ou seja, processos pontuais de even
tos de doi.s ti.pos ocorrendo no tempo que no nosso caso é a neta real
Os resultados obtidos aqui. podem ser generalizados para o caso de mais
de dois tipos de eventos.
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4.2 TRANSFOR}UDA DE FOURIER FINITA

Suponhamos que um processo pontual bivariado é observado

por um período de tempo finito, correspondente ao intervalo rOaTI. De
finitos a t;z'ansf02.r7u(ia cZe Fbzizdep finita como a quantidade

C4.i) d';' rÀJ = 1 e pl--iÀtldzv(t)

T

0

para '" < À < m. Para o processo pontual de um particular tipo
a = ],2, correspondente às componentes do vetar d':,/r'À.J, temos

(4.2) dr:J rÀJ = J eWÍ-eÀt}(Watt)

T

0

a.9

para '" < À < 'o. Se os instantes de ocorrência dos eventos do tipo

a = ]»2, são tais que 0 < li < ... < 'tNTT,) S T, então

,., 'r xrri
d';' rÀJ = 1 e«Pl-iÀtl@art;J : .E. '"PÍ-iÀTJ}n pl--x

(4.3)

para 'oo < À < m. Casos particulares de (4.1) e (4.2) incluem

(4.4) d(ÍJroJ = dli(t) = N(T) e d(T) (0) :
' a H (t) = R {T)

NÓs também definimos a quantidade

(4. 5) 6 rP) rÀ; = IÍ eaplHÀtJdt = --J:!??!;%Zê2- eaP{HM'/2}

para '" < À < ao. Esta quantidade 6rTJ(XJ é tal que 6(P')rÀ) = T para

À = 0 e 6''''r2lís/2'J = 0 para s um Inteiro diferente de zero. Ainda,

T

0

(4.6) lõrr;rul' =- ( '''"ÍX,/21 '

e então, para grandes va.fores de T, a quantidade (5l:zlrX.) tem considera
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vel magnitude se À é proxima de ze].'o e diminui quando IXI aumenta. AI
gumes propriedades estocásticas da transformada de Fourier finita são
agora estudadas.

TEOREIM 4 . 7 Se;ja !(t) $at'tsfaze71do a sl,cpoo'{.ção 3.1 Mtao,

a) paz\z a = ], 2,

(4.7) FÍdr:;rÀJ} :fa6 rÀJ

b) paz'a a,b = ],2,

«,{.Zr:lJ rX:J,drÍI' rÀ,J} : 2" fa,brX:J6r
(4. 8) À21 + Orla

COm O('ZJ tZn J'OZme em À ,À2 qz4alzcZo T -> 'o e

c) pazu al9 . ..aak = Z»2 ê k = 3» 4,

««{'':ii .*-,,. . .,.';il:'**, } :

J

C4. 9 )

: (2vlk-ifa:, .,akr i'' ',Àk-i)(5 JTÀiP

qZmZZ(b T -- m

'pÀk) 'p OTZ)

com O(1) unifoz-me em )-\,

P ova

a) Usando (2. 14) B C3. 5) . temos

Ftdr:J rXJ} = J ..pt-dXt} EÍ@ard}
U

T

J «pl-ixtl':at
0

b) De C2.i4) vem

««{d'3' rxo,a'ZI' rx,J' :

: J J ,pl-iX:t:} ,p{ x,t,} -"l@aaO,@brt:J}
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Usando agora (3.5) e fazendo a mudança de variáveis zl = ti - t;Z, t;
temos

(4.10) .«{a(='a J,drZI'rx:J, :

: J .«Pl-'IÀ:"l':,b(ã; J .Wl-ÍTÀ- - À:Jtldt .
-T -.u

'' J '«pÍ-'ix-"J'=,.ró«) J .«pl-ia: - x,JtJat :

Zi 7'«]ãtzz, o}

: J wl-i*:"l':,.ró«J J ..l.a: - *:J'Ja*.
-T --íldzz {u, 0 }

Na igualdade acima, a região de integração relativa às variáveis zi e t
B dada pelas ínequações 0 < t < T e -t < u < T-t que, graficamente,
corresponde à figura 4.1

t

Figu ra 4.]

-íM?ztzi, 0}

l e«Pl-drÀ: - À,.Jtldt l S lul/
0

Mas

e
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T

J ..'-'*:
T--?7i(Ülu, 0 }

.À 21 t; }dt s l«l

ou seja, estas duas integrais são iguais à aflui.) Por outro lado, te
mos também que

T

J .«pÍ-drx.
0

À zJ t }dt

e então,
ql-/lxÍnÍa, 0}

l ewl-irÀ:
-iMnÍu, 0}

X 21 t; }dt; ÀZJ + OrlulJ

que substituído em C4.10) nos dá

(4.1 1)
aooldraTJ rÀ iJ,drZIJ fÀzJ .}

T

J-.
T

'iXtzi} a,br-=ÜJ #

T

T

+

-eÀ.lziJ0(lalJ a,brcÜ')

Agora,

eW {-iÀ izilO(lz4 l )a ', brá') <

T

J orl"l; I'=,.rdwl s
T

<

/ orl"lJ I':,.rüJ l

e então, pela suposição 3.1, temos

eaPt-iÀiz410rlu ) ';, brd«J
(4.12)

Também
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T

m
eWl-ÍÀizz} a,brãiJ .«pÍ-iÀ:uJaZ,br aJ l s

'Ç

m
lq,.ró«J l s r'' l«l lq,.ró«J l *: J i'=,.'",i

m

T

z'':l«l lq,.rüJ l 5 !'':' J l«l la;,óró«JI : ou':J
m

usando novamente a suposição 3.1, e então

J .«pl-ÍX:"J%,ÕTÜJ : 2" fa,Z,rÀ-J ' OÍP-'J.
T

Finalmente, substituindo C4.12) e C4.13) om (4.11) nÓs obtemos (4.8).

c) Pela mesma técnica usada em (b), nÓs temos

-«{''l:l'* :,, . . . , .'=í "*, }
T T .!...z-.',},

Usando agora C3.S) e co].Doando 24ij = tJ ' tk» J = ]a'...pk-la
temos

c4.i4) .m,{dr lrxiJ,. ..,ar=lÍrxP}

J ... J .«,{-":«: - ... - "k-:"x-:J'%:
-T -T . . . .

,uk-i,0}
e:W {-+ rÀ l +

, zzk- l , 0 }

f

J

(4.13)

cmlcãra : rt l J, . ' ' , 'Waz, rtkJ }'

tk, nós

,'z«k..J.
z:-«á«{«:,

'í Àk;t} dt.
-?Mnlzii, .

Mas
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,zzk-i, 0}

e:Wl-{ rXi .f * xx:J'la* l s l«:l l«x.:l

e

eaPÍ-irAI +

,uk-i'0}
* xklt} t l 5 1":1 ''' * l«k.:l

e então,
T-ln.Ü {u l, ,zzk-i, 0}

eq2Í-{ rXi .# + Xkltldt
-?MnÍzii , ',uk-i' 0}

.5 r© r* : ,. ''' xxJ * õrl«:l .. ' l«x.:l,
Substitui.ndo este Ú]tímo resu].fado em (4.14) nós temos

(4.15) emÍdraTJTÀO,..., r::rÀkJ}

''"'',! *., .j ... .J -'' ;! *.".'«:,. ,,azia-.) +

7 }' k-] k-]r r' K-] K-]

' .l ... l .«pl-{ J;à xJ":íJorJ:à l«Ji)q: '..,' ró«:, .,'Ü4k-iJ

Agora,

(4.16)
'7 '7 k-] k-]

J ' ' '
-T - .«pl-'íJ:àxJ"J} o rJ:, l«J l)q: . ,dak-ill 5

m

S i"J l ) lq :, , , dz'k.P l

pela suposi.çao 3.1. Também
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-T .a'7 '7 x:-.z

.l, ''' J "'''' ,:à *.",' ':-,. .,dzik-:J +

T

m

5

+

í k-l

! .~'-' ;i: *.~'«.,. ,ó«k-PI $

l«J i) I'q :, .,ük..JI orã'''J

usando novamente a suposição 3.1, e então,
rF m

''.:'' J ... J @'-' lll *,«,, ":,.-b -h #:J
,á«k.:J

: f2VJk-: /a:,...,a rÀi,...,Xk-iJ f OÍ!,-i).

Agora, substi.ruindo (4.16) e (4.17) em (4.15), nós obtemos (4.9). e22êã
Estudaremos agora a distribuição assintÓtica da transforma

da de Fouríer finita. vamos então denotar por N2rUpD a distribuição
nor'mal complexa bivariada com média U e matriz de covariâncía i= [ =k]
(ver Brillinger C1975c))

TEOREMA 4.2 - Se;ja N(t) sat'isfaze7tdo a Bufos'tção 3.1 e stlp07ilzcanos qz4e

À.j, XJ t Àk # 0, ] S i/ < k S m, m zz]z? {nteizo, m Z ]. EntlÜ dr;Jr.X.j),
J = ],...,m sã oaz%áoeio aZeatóz.ías. ass ntot carente ndepezzdentes

Kq.(Q., 2nTfN,N(Xj)) . Tairbém {(TN) (0) é asslnbticanmte

Nz (T{.M2nTfN N(0)),

{zzdepezzcZent;emenZ;e (&zs ar áoei8 ant;ez'Íoz'e8 .

Vamos mosto'ar que os cumulantes das tr'ansformadas de Fouríer
finitas. apropriadamente normalizadas, tendem para os cumulantes da
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distribuição norvnal em questão
Oe C4. 7) temos

(4.io) zÍp-z/2 drPJTX.Í)} : p-]/2 !N 6r J(ÀIJ

Quando T -+ ao, tal quantidade ronde a zero SB Àj # 0a
sequênci.a, de C4.a) temos

] . ..»m. Na

(4.19) mpÍI'']/2 gr )rÀJ), T /2 d(T)rÀk)}

p': «,{4rPrx/, grillrxP}

: T'L 2'n fW,n(Xj) õ(T) (Xj - hk) + O(T'\ )

que para T + n isto tende para zero se ÀJ - À.k 7d 0 B, para 2v !h» rÀJ)
se À.iÍ = Àk pois 6rr.i('01 = T. Também..

r':««{gr rx./, g'il; r-À.kJ} -- o

se ÀJ + Àk O. Finalmente, de C4.9) temos

,' 'z -«{gril' a-', . , drÍ; a.) }

: T' 'Fiam,""" !W,...,XTX-''..,À .J .STTJTÀi+...+À.tJ + 0(P ZJ

que tende para zero quando T -+ m se m > 2 porque ÓÍTJTX.) = OTT.).
Provámos assim que, nas condições dadas, as variáveis alba

tórías p-1/2êivP) rÀIJa J = ]»...smJ são assíntotícamente indapondontos

#ZTOj l?T!#aNTÀJnJ') e consequentemente !1lilTJTÀ.jla J = 7a...»m, são assínt.g
tlcamonte lrÇ('0» 2lrlZ!.P»NTÀJ.);. A independência assíntÓtica segue de
(4.19). Por um procedimento sImIlar prova'se a segunda parte do teore

"' m
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OBSERVAÇÃO: O teorema também é verdades.ro se os À.f sao substituídos

porÀjrTJ = T #O» J'=.ZJ..+Jm, onde 8JTT; sao inteiros tais que
Xj rPJ '> Àj quando T -'> m

Concluímos agora esta seçáo supondo que g'

ro positi.vo, e consi.deromos as quantidades
(,il+i)u

eaP {-iÀ t }dZV. rt) ,

J'UJ J um i.ntei.

(4.20)
a'u

,J-]

ju ': 1. <. Q.:)tl

onde os ta representam os Instantes de ocorrência dos eventos do tipo
a, a = ]a2, no intervalo rOJT2. No caso em que J = .Z temos t/ = T e en

tão temos drPJTX). As quantidades Ó7rX,JJ são as transpor'medas de
Fouríer finitas consideradas nos subi.ntervalos disjuntos de comprimento

Ct do intervalo rO,i].

TEOREIÇ{Á 4.3 - Sela o processo !Vrt sczt s/agem(b a szpooz:çlãp 3.] e szl
p07thanoo que X # 0. Bubão 41,(K,j), ii = 0,.::.,J-l eão 'üMue{.s al,ea-bÓ

}',Zas assina)t'iaazzente tüepezdentes rO, 2líU fw arrÀJ) qzzalzcb T '- m
Taúálz, essas oaz.üue s mo Jbeqzérzoiczs c&z foz,,7ia .gP , s.ü a08intol@.
camnt;e zdepe7zdent;es pazu zzt;eizus positivos a d tintos.

A distribuição assintÓtica dada neste teorema é um resulta
do esperado pois, para cada .Í» dmu rÀ»J.) é uma transformada de Fouríer
finita num intervalo de comprimento U no qual o processo pontual é ob
servido. Como tal, o comportamento assintÓtico dessa variável deve ne

cessariamente ser o mesmo de aLt/rXJ. Um .Fato novo que o teorema 4.3
mostra á que transformadas de;Füuríer finitas de mesma frequência, mas
baseadas em intervalos de observação disluntos, são assintotícamente in
dependentes. A prova do teorema nao apresenta grandes complicações.
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4.3 ESTIMAÇÃO DA INTENSIDADE DO PROCESSO

Na seção 2.4 nÓs introduzimos a função intensidade de pri
meia'a ordem de um processo pontual. No caso do processo pontual ser es
tacíonário vimos, nas seçÕes 3.1 e 3.4, que tal função é uma constante
e, nesse caso, denomi.namos simplesmente por nt;ez dada ou {zzt;ens dada
Recita ou z\zzâo média de ocozvêpmÍa. Além disso, vimos também que tal
parâmetro é interpretado como a derivada do número esperado de eventos
no Intervalo rOJt]. Nesta seção o nosso Interesse é discutir a estima
ção desse parâmetro .

Suponha que no intervalo ('0,TI são observados ZVarT,) eventos
do ti.po a, a = ],2. De C4.:1), (4.5) e (4.7) temos que

C4.21) Z{NarT)}:ZldraTJr0)}:fa 6r rO =far

sugerindo estimar /a = a pela estatística
Na(T)

a = 1,2.

TEOREMA 4.4 - Seja Nrt) sat; árabe?zdo a oz4)os çao 3.]. Ezztao,

a) paz'a a = ], 2,

(4.22) #{.fa } :/a ;

b) paz'a a»b = .Z,2»

««{.r':l', /''ÍI'}(4.23)
2nT':fa,brO) '' O(T':) e

k = 3,4,...,c) paz'a ai,

(4.24) «'.''=1,

k-'T'k':fa:,. ,O) + O(T'k)
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Segue diretamente do teorema 4.1. Ê:2:ã

O teorema seguinte dá a distribuição assintÓtica da estatÍs
tí" ;a.''
7'EOREMA 4. 5 - Nas co?zdÍçóes cb te02''e?7m ant;ez,{oz., .fÍr) á ass nt;ot; ccz

mente H2.(fN, 2'nT'' fn,n(0)).

Segue diretamente do teorema 4.2

4.4 O PERIODOGRAMA DE SEGUNDA ORDEM

Suponhamos que um processo pontual bivaríado é observado

num Intervalo real r'0»T]. O teorema 4.2 estabelece que a transformada

de Fourior finita a(illrx,) é assintoticamente /PÇ(O» 2lrT{N.NTÀ').) para
À # 0 e assintotícamente NzrlZjlZP. 2'n2lfN NT'À.)J para X = 0. Essas distri
buíções asslntóticas sugerem que podemos basear ostimadores de /b.brÀJa
a,b = ], 2, na estatísti.ca

(4.25) 4%«, : ',««,-: .':'«, z?m
onde À 7i 0 e a "barra" denota o complexo conjugado. A estatística
/''irÀJa a,b = Za2, é denominada o pez'iod)gz'alia de sega?ziãa. oz'dem. No
caso particular de a = bnós temos a estatística

rÍ !rxJ = f2 J-: l.ír:J rul'Ct.9 CZ ' ' ' ' ' '' CZ ' ''
(4.26)

para a = ]»2 e À 7é 0, na qual podemos basear estimadores de JP., .('ÀJ,
a = ]»2. Neste caso particular tal estatística é simplesmente denoml
nada pez'ioct)g!'azia.

Apresentamos agora algumas propríedados estocãstícas do pe
riodograma de segunda ordem e, para esse Fím, suponhamos que o proces
se Nrt.) satisfaz a suposição 3.1- Nessas condições, Torres Halo Ci974)
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mostra que

a) par'a a,b = ],2,

(4.27) Z{.<:ZTXJ} : /a,brÀJ ' r2«©':J::/õlõr JTNl: . o(P'brÀ)l + orr ';

eom O (T'' ) mãfome em X.

Este resultado mostra que l:r'/rÀJ á zm estdlnado? aos nt;ot
oanezzt;e pião oioia(2o paz\z fa.brÀJ a menos que À = 0. Torres lqolo tal!
bém mostra que

b) paP-a À.Í t Àk # 0' S J < k S m, temos

«{íaÍ3: '*:,, ' ' ''%$.'*«'} ' '

qzialz(ü T -> o' e m = 3» 4» . . . e

c) o pe!.Ío(bgz'am ?tão á zpzz eotilmdo? ao?ze at;ente (Ü esPeQ

tzo de @tâmÍa fa,arÀ) Faia, a oaz.iate. a & ]:::rÀ), a = ],2, ?i'ü ooZ
oez-ge ;nz'a gozo CZzzapzcb T azment;aJ an t;ez d sao, t;ePzde papá .Í: .rÀJ

O nosso próximo objetivo, agora, é estudar a distribuição
assíntÓtlca do perlodograma de segunda ordem. Entretanto, cintos de fa
zerlnos isso nÓs deFiníromos um tipo de distribuição que foi introduzida
por Goodman C 1963)

J

C4.20)

t)EFINIÇÃ0 4. 7 - Sela7Z {,, ...,ãn., uaz,apeia aZeatãi'Ías
lq rO, EJ . Mt.ü a oaz'i(soez aZeatóz.ü i7iatz,{eüZ 2x2

pzdepezzdentes

(4.29) p = E x. 7''
' =i=i -ai"a

ta7z zam d stz%bzdg(ã9 de Vio/zaz't coz7pZeaa (ü dimana(ilp 2 e m gz\zus (2e Z{

bez'dada que denotalle170s poz' w;l(m, 3).

Como uma pzvpz'ZecZade cZessa diotz''ibzidçlãp pode ser mostrado

que se a variável aleatória V é distribuída como hraarmaE;' então os el.!
mentes da diagonal principal, O-.-., da matriz M são distribuídos como

\



50

2

Üjj'ç ,,,*/2
onde E [:.fk]

TEOREMA 4.ó - $upozz;m qzíe Nrt) oat alba a szzpos-z:çao 3.]. Então

{iÇ:3rx;, x v' o, é «.{«ütü"':-t' €1.z,ÍN,»ru). ..{zá« &«., «

X.j t Xk # o, ] S J < k $ «z, e"tâb :1lÍri,ri.j), J = ],. ..,m, eü aeein&-y.
ca7zent;e ?zdePe?zdent;es.

P4LOVQ

A primeira parte do teorema segue do teorema 4.2 e
nlçao 4.1. A segunda parte segue da independência assíntÓtica

CÍ';r'('ÀIJ» J = ]»...am, estabelecida pelo teorema 4.2.

da defi
dos

Wishart
tem dis

Em virtude da propriedade acima da distribuição de
8 do teorema 4.6 podemos concluir, em particular, que ]'.!'t(('XJ

tríbulção assintótica fa,arX') j'z,/2.
J

0BSERI/AÇÃ0: Esta último resultado 8 0 teorema 4.6 também são
para frequências ÀI'rT,) =--ê!!1:4rPJ 7é 0» = ] ...Jm, onde ej

inteiro com À+rT,) '» À.f quando !y' oo

válidos
rrJ é um

4.5 ESTlFUÇÃO DO ESPECTRO DE SEGUNDA ORDEM

Vimos na seçao anterior que o períodograma nao é um estima
dor consistente do espectro de potência, a menos que .f. .r'ÀJ sela ]gua].
a zero. O fato de a variância ser aproximadamente f.'.rX.J, sob razoá
vais condições de regularidade B mesmo quando baseado om um longo perco
do de observação, representa uma desvantagem crÍtIca no seu emprego co
mo estlmador do espectro de potência.

Para melhorar'mos a ostabi.].idade do pei'íodograma e, dessa
forma, construirmos um melhor estímador do espectro de potência, segui
remos os procedimentos dados por Brllli.nger (1972, 1974a e 1975a). Su
ponhamos então que um processo pontual bívaríado e observado no interva
lo rO,PI.

J

J
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PROCEDIMENTO 7

11J,.cx,j) = u'':u)' 4uR ('K,j) g:'xj

para À # 0 onde ijb;t'X,ü'J tem suas componentes dadas por' (4.20). Convide

ramos como estimados' da matriz densidade espectral, =11V .PTÀ,), a estatí.g
tida
(4.31)

t

]

Seja
(4.30)

fw,w('D = J ' L. {Nu,N('X,j).

Do teorema 4. 3, =!)VC/NTÀ,) é asslntotlcamente J'lIBera»J!#.NTÀ.)J
T -'> m e J' permanece fixo .

Esta técnica de estimar o espectro de segunda ordem pela es
tatístlca (4.31) é mais conhecida como a í;ecn ca de Ba2''tZett. Na bons
trução de tal estatística nÓs consideramos os periodogramas de segunda

ordem nas J subdivisões do intervalo r'0,g] 8 depois tomamos a média
aritmética destes. A estatística dada por (4.31) oferece vantagem nos
cálculos.

quando

Em particular, usando (4.31), para estímarvnos o espectro
de potência, /. .rX), nós utili.zamos a estatísti.ca

far«"' : '':::l ,.r.",',
'nd. laNarÀ'JJ = í2VUI': daUTÀ'J') diQ'X,J . A .;tatí;ti.c. /a%rU é '2
sintotícamonte fa czrX) Jl2,/21 para J fixo quando T -+. @ Cver a propríE
dado da distribuição de Wishar't na seçao 4.4). A estatística dada por
(4.32), além de oferecer vantagem nos cálculos, tem também a vantagem
de que suas componentes podem ser usadas para construir um teste de es
tacionarídade

J

(:4.32)

PROCEDIMENTO 2

Consideremos a estatística
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(4.33)
Ó

e sela OJ um inteiro com ÀJ = 2lrsJ/!' distintos, diferentes de zero, não
negativos e ta] que ÀJ -> X» J = 0» ...:lJ-]» quando T -> ao. Como um está
rDadoF da matriz densidade espectral HfX XTXJ, nos consideramos a estatís
teca

u.3u !Íf3r :J-: E /;3r2".//T;.

Sob as condições do teorema 4.2, a estatística :fÍZ'ÍTÀJ é
asse.nt'tl'am'nt. J '#;'r'r, /U.X(XJ).

Bríllinger C1975a) observa que ambas as estatísticas sugo
rodas nos procedimentos l e 2 são assíntoticamonte normais se as conde

ções llmitos sào tais que 7 '» m e / -'» w, mas J/!' -+ 0.

PROCEDIMENTO 3.

O nosso objetivo aqui será construir um estimados consisten
te o asslntotlcamente.normal do espectro de segunda ordem. Isso pode
ser feito pela escolha de uma Função peso apropriada e então, nos provo
alimentos anteriores, nÓs ponderamos de uma maneira desigual os período
gramas nas frequências consideradas.

Na construção de tal estímadoi', nÓs seguiremos o que é dado
por Brillinger (1972 e 1974a) e, nesse sentido, nÓs começamos definindo
V como uma J!!-czzfao peso satisfazendo a suposição a seguir

/

SUPOSIÇÃO 4.7 - .4 .fb?zçâo pe80 Praz, -@ < a < n,

m lal > .Ê , de uaz'íaç.ü Zi?Mta'2a e taZ qz4e

á I'eaZ, paz,, zez'o P)g

W(a.)dü

Consi.detemos agora uma sequência de pazwzzet;z,os de escala

Cver Bríllínger C1975c), seçâo 5.6) não negativos BTa T = ]»2,..., com
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as propriedades de que quando T -'> m temos BT '» 0 e BTP -'> " e seja

C4.35) MTTJraJ : B-i

Como um estimados do espectro de segunda ordem, Bríllinger
(1972 e 1975a) considera a estatística

<f '*, : ««-: ;. «'"''*

a,b = Z,2. Bríllinger (1974a) mostra que

a) pazu a,b = ], 2,

.{.<fZTU} : fa,br*J
bellnoo O(. ) mlÍ'ovme8 em X.

Este resultado mostra que /brZIJ rÀ.) á t lz estÓRIa(Zop aeaÍnt;ot;'i

lz(ã t iaiad cZe /a»b('À')' Bríllínger também mostra que

b) paz'a IXi t Xzl à BT e ai,bi,az,bz = ]»2,

««{faÍ:!:'*:J, fa:fZ,r*:,}

[61Ài - Xz} fai,azrÀzJ fõ:,õ r-Xi) +.

+ 61Ài .p Xz} fai,bzrÀiJ Jbi,a2r' 1 + 2TTT'irai,bi,a2,bzrÀi''Ài,-À21 +

F 0(ti;'V'' ) + 0(B#-''' )

se Xi t Xz # 0, eom os tez-p70s Or.) zm /ozmea em XI e Xz;

C) paZ'am=]»21... e afaz)la...aa JZ) =Za21

(4.39) cmÍfai.bl rÀ:J' ' . .,J:zlpPzhrÀm)} ; orB7W'T'mf'J
aom o t;elmo Or.J zmÍfozme em Xi... ..À- e

/

(4.36)

(4.37)

e/\nt /n n -#Ç

ll
)

TF 0(BT) + 0(BT

(4.38)

e
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d ) sob cozzdl (5és de z'eguZaa'{(üde,

'/a Í:Z . '* : ' , . . . , ra=4., "«' '

ã a8s nt;ot'üazzente zzoz,rmZ eom ml;azia (fai,bi rÀiJ' .a.), '
(4.40) ,'?". '#' ««{/aÍ:!: r"J, .L::', r",J } ;

; 2« J i'':r.JÜ [Ó{À.: - À'} fa:, :rxJ .Ü:,',r-x:, ..

+ 6{Ài + Xz} fai,baÍA'J fb:,azr'À:'l

No caso de Xi X, o resultado C4.40) indica que

[4.41)

e
uwl4%r } ; a;l:r':z« 4,.,.ru4,,br-xJ W'zrà)da

a;l:r':Z« fa,aa)4,,brN ' fa,brÀJfb,.r-N J A''rala

Em ambos os casos a variância de J=1;';1rXJ tende a zero qual
do B!# -> m. Este fato e o resultado (4.37) mostram que a estatÍsti.ca
dada por (4.36) tem a propriedade

(4.42) ZÜ ZII':'.;rX) - fa,brÀJlz = a
sob as condições assumidas por.Brillíngen (1974a). Uma estatística que
satisfaz (4.42) é denominada eozn st;ent;e (em média quadrático)

4.6 - ESTIMAÇÃO DA FUNÇÃO DENSIDADE PRODUTO DE ORDEM DOIS E DA FUNÇÃO
INTENSIDADE DE SEGUNDA ORDEM

Ü

Nesta seção nós assumimos que o processo pontua]. blvariado
é regular e apresentamos procedimentos de estimação da função densidade
produto do ordem dois e da função intensidade de segunda ordem. Na bons
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truçao de tais esticadores nÓs seguir'amos o que é dado por Brillinger
[].975a, 1975b e 1976a)

Na seção 2.4 definimos por (2.20) a função densidade produ

to de ordem k, pa ak J''.9tkJJ que no caso de o processo pontual
ser estacionário tal função satisfaz a relação

(4.43) ,,tkJ : Pat,...,a rt;t-t;k'

; Pai,...,ak i'' ',ak-i;
Obviamente, conforme a nomenclatura usada na seçao 2.4, casos partícula
res de C4.43) inc]uem, para k=], a intensidade Pa, que é constante e,pq
ra k=2, a densidade produto de ordem dois, Pa,bru')' que depende somente
da diferença de tempos ti't;z. Temos, (ver Brillinger (1975a e 1976a))

Pai, - , t;k--i't;k' 01

(4.44) ' Pa brziJ Ppobleuent;os (2o t po a e?z rtpi-z4, t;+P2z+/zi] e

apertos cZo topo b em r't;, t;+/zz] }/r/zi/22)

para /zi e /z2 pequenos e a 7é a e

[4.45) PpoblepezzMs dc;l tipo b em rt, t+/z] },4z

para /z pequeno.

Na mesma seção 2.4 definimos por (2.39) a função íntensida
de de segunda ordem, malbrt;llt21, que no caso do processo pontual ser
estacionário temos

[4.46) maabr'tlat2') = ma»Z)rti - t;z') = ma»br'u)a

ou saia, tal parâmetro depende somente da di.ferença de tempos t;i
Temos também, (ver Brilllnger (1975a e 1976a))

(4.47)
":., Z, Íu) PzobÍe ent;os (b topo a a7? rtm, t++zi+À] l zm

ez;ezzto cb tipo b em t}//z

para /z pequeno e zi :# 0
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As expi'essÕes (4.44), (4.45) e (4.47) são formas equivalen
tes das expressões (2.31), C2.30) e (2.39), respectivamente, sob a supo
lição de estacionaridade do processo pontual. Da mesma forma que
(2.40), temos aqui.

(4.48) "'a,braJ
Pa,Z,ru)

relacionando as expressões (4.44), (4.45) e C4.47). O nosso objetivo,

agora, é construir esticadores de Pa brzi') e maJZ)ra')'
Suponhamos então que um processo pontual de eventos de dois

tipos, ] e 2, é observado no ínterva]o rO»T] onde 'tJ? 'tg»... e 'ti 'F
'(2a.. .

denotam os instantes de ocorrência dos eventos dos tipos a e b» alb =
=],2, respectivamente. Como estimados de p., a=],â, temos
A M/rlll w

Pn = z:lz7iiÜ.= J em conexão com os resultados apresentados na seçao 4.3.
Agora, seja B -> O um parâmetro de escala e 7#4 denotando o número de
elementos em um conjunto A. Com essas notações, nÓs consideramos a es
tatÍstíca

c4.49) .JaTbrzzJ :#ÍTJ,kJ ta 8 que zz-B < 'rl; - t{ < tz+B e 't; # .ti}.

Tal estatística, do tipo histograma, é uma variável contadora que "con
ta' o número de eventos do tipo a no intervalo rO»Pg que estão numa ce
la de comprimento 2B e ponto médio u unidades de tempo depois de um

evento do tipo b. Para exemplificar, tomemos a figura abaixo ropresen
tendo uma realização de um tal processo pontual no intervalo rO»Tg e
consideremos zi=2 í3=0a5 e T=]5.

Figura 4.2
x : evento tipo a

o : evento tipo b
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Para detervni.narmos o valor de / =zbruJ tomamos como origem um evento do
ti.po b, marcamos u unidades de tempo à direita de cada um desses even
tos e o ponto obtido será o ponto médio de um intervalo de comprimento

ZB. A seguir nós contamos o número de eventos do tipo a que'estão neê
ses intervalos. Na figura 4.2 os eventos deinteresse estão indicados
por "'f" em número de 2., e então, /.l.ru.) = 2.

O nosso propósito agoi'a é apresentar a distribuição assintó
tida de Ja br'aJ quando T -+ n. Suponhamos então que o processo contador
bívariado XT'í;J satisfaz a condição "mixing"

J

m
',zik-i)l áii á'k- « "

para czl». '.aak = 'Z»2a k = 2,3a..., e que Pa br'J sela uma função conta
nua. Além di.sso, seja a.bruJ dada por C4.49) com B = B.P dependendo de\ó.9 A"'f /7T /n rn J

T e suponhamos também que ziÍI '» ak com lzir - aÍlrl > 2BP para ]Sk<kr<K.
Então, quando T -> ao., Brilli.nger C1975a) mostra que

=*:"f,:. Í:í' :='.=á=.=:.'==="=.'%%':::';i l ii ::lt
b) 8e Br '» 0a ?7ms ii7g '» ms essas zxzz.{ãz;eÍs sao a8s nt;ot; ca

men 2icZepezz(antes mz?zza 8 com z;czz'iê?leias ZB2#' Pa,.,b,.rak)' k : Z, . . .,.K
No r'esultado (a) acima, nós podemos tomar k = ] e zzT =u

para vermos que Ja»brzi') e assintoticamente Poisson com média 2L Pa.bruJ
para a)b -- ]»2. As duas distribuições assintÓtlcas dadas em Ca) e (b)
sao consistentes par'a grandes valores de B2,T porque uma variável aleató
ria Poísson com média suficientemente grande é aproximadamente normal

A distribuição assintótica em (a), embora interessante, não é surpi"een
dente porque quando BZ, -+ 0 nós estamos contando eventos raros e, em mui
tas situações, variáveis que "contam" eventos raros sao aproximadamente

Poisson (ver, por exemplo, .Feller (1968), pág. 282). A restrição



i«Z ziilrl > 2BP significa considerar JaTbruJ em celas distintas.
Os resultados (a) e (b) acima levam-nos a estimar p. l.,rzz)

J
por

(4. 50) ê.,õr«,

e aproximar a distribuição dessa variável por

r2Brri'u Pr2B/' Pcz,brziJJ ou Napa,bruJ; r2BTri:'i Pa,bru)J

onde PTU,) denota a distribuição de Poisson com média U. Ainda, com ba
se nos resultados (a) e (b), Bríllinger (1975a e 1976a) sugere está.mar

ma»brziJ por

'..%r«,
ZBvn b(T)

(4. 51) â.,ÓruJ

e aproximar a distribuição dessa estatística.por

rZB!#' pb)'r Pr2B7,r Z'a,braJJ 'u Napa,z,rziJ/pb; r2B # PbJ-t Pa,brzzJJ

Podemos observar que a variável J.al..ruJ, envolvida nas es
tatisticas dadas por (4.50) e (4.51), torna-se próxima de zer'o pai'a
lzil próximo de T, em contraste com o correspondente valor médio pápula
cional em (a) que é próximo de 2BT2'Pa'Pb para lul gr.ande. Este fato
traz Implicações de natureza semelhante para as estatísticas pa.bruJ e
ina,bruJ' sugerindo-nos considerar estímadores modificados de pa.bruJ e
malbruJ' Nesse sentido, Brllllnger C1976a) apresenta, como alternatí
vas, as estatísticas

J

(4.52)

e

[4.53)

É;.l,Ór«J : $.,Z,rO ' lul NarTJ NbrD/Z:

;.l,.r«, ;.,brO ' lul NarTJ/T'
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para lal < Z'. Para processos pontuais "mixing" as estatísticas p(l brzzJ
e ma.bru) têm menor erro médio quadráti.co do que as estatísticas dadas
por (4.50) e (4.51). 0 uso das estatísticas dadas por C4.52) e C4.53)
é sugerido pela maneira usual de se está.mar a função de covaríãncla de
um processo estacionário bivariado ordinário (ver Brllllnger (1976a) ,se

3)çao

As distribuições assintÓtlcas das estatísticas C4.50) e
[4.51) não são afetadas peia modificação para C4.S2) e (4.53), respecti
vamente, porque os termos de correçao convergem para zero em probablli
dado. No entanto, em vista dos resultados (a) B (b), observamos em am

bos os casos que a variância da distribuição assíntÓtica é proporcional
ao parâmetro que está sendo estimado. Essa ocorrência sugere a aplica
çao da t:z\z7 Jbzmaç?ao z'aez qzüacÜ\zela para estabilizar a variância, técni
ca comumente empregada para variável.s contadores.

Na aplicação da transformação raiz quadrada nÓs nos utiliza
remos do fato que se P é uma variável aleatória Poisson .com média u, en
tão /'lf' é uma variável aleatória aproximadamente norvnal com medi.a i/''iis

e desvio padrão ]/2. Com esse resultado é fácil de ver que as estatÍs
Ligas

Pa,Z,ru)
e

tem variâncias estáveis aproximadamente Iguais a r8B!,TI' e as ostatí.!
Ligas

â.,.r«, e

tem variâncias estáveis aproximadamente Iguais a reBP xbrpi')'' . A apl.}
cação da transformação raiz quadrada oferece duas grandes vantagens: a
primeíi'a delas é que podemos usar a tabela da distribuição normal, que
é oxtrernamente Útil para a construção de intervalos de confiança, e a
segunda vantagem é que o desvio padrão apl"oxi.made nãç depende do parâme
tro desconhecido.

Os resultados acima podem ser usados para estabelecer enter
valas de confiança aproximados para as estimativas. No caso que o in
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cremento do processo ZVa é Independente do Incremento do processo 2Vb., u
unidades de tempo adianto, temos Pa br'zz')/bb = Pa' Nos poderemos exame

nai' essa hipótese colocando num mesmo gráfico, por exemplo, as quantída
des

;ra,b(u)/(2BT Nb(T)} ', e

aa,bb(u)/(2BT Nb(T) )

[

+

Este tipo de gráfico é útil par'a verificar se há algum grau do associa
çao entre o processo pontual de eventos do tipo a e o processo pontual
de eventos do tipo b (ver Brillínger C1975a))
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