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SINOPSE

No presente trabalho são estudados mode].os para es-

tá.mação das taxas de n\orta].idade e da.. abundância de uma
população animal, com base em informações de Captura-Es-

forço. A dinâmica do tamanho populaci.onal no tempo é des-
cai.ta como um processo puro de morte com taxa de morte

dependente do tempo. A partir desta concei.tuação, são ob-

tidos modelos de regressão, ].ineares e não lineares, para
a estimação dos parâmetros envolvi.dos.

Os vã.rios modelos são comparados entre si, bem co-

mo com a técnica de Analise de Coorte. É sugerida uma es-

tratégia de analise. acompanhada por exemplos aplicadosr Pa
ra dois recursos pesqueiros da costa brasileira. com im-

portância comercial: o Pargo (Lutvanus ouroureus) e a Cas-
tanha(j!!!Rbr:j:JB: canosai)
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l NTRODUÇAO

Neste trabalho pretendemos estudar alguns aspectos

i.mportantes relacionados com a dinâmi.ca de populações ani-

mais. Particularmente, populações sujeitas à exploração
pelo homem e, portanto, de interesse económico. Os recur-

sos pesqueiros se consta.quem num importante exemplo deste

tipo de população. Os modelos desenvolvi.dos para o estudo

de populações exploradas (recursos renováveis) dão ênfase

à determinação dos níveis ótimos de captura sustentável,

tanto do ponto de vista bi.olõgico quanto económico (CLARA.
1976-1985 ; GULLAND. 1983)

A captura, por sua vez, resulta de vários falares:

(i) o tamanho inicia] da popu].ação; (ii) as taxas demor-

te natural, crescimento, recrutamento, etc., que, em con-

junto, atuam sobre a dinâmi.ca do tamanho popuJ-acional ao

longo do tempo; e (iii.) o esforço empreendido na captura,
bem como a eficiência deste esforço.

A formulação de modelos de avaliação das capturas
exige o conhecimento de parâmetros relacionados aos fato-

res acima descai.tos. Como na pratica estes parâmetros são
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geralmente desconhecidos. eles precisam ser estimados por

amostragem, expert-mentos de laboratório e informações ge-

rais disponíveis sobre a ativi.dade económica de explora-
ção do recurso; como, por exemplo, as estatísti.cas de
pesca

Entre os parâmetros mai.s importantes para o estudo

da di.nâmica de populações exploradas, estão:

a) a taxa instantânea..de morte natural (U), defi-
na.da aqui como a resultante de todas as causas

de morte (predação, parasitismo, etc.) , exceto

a captura;

b) a taxa i.nstantânea de morte por captura (g), re-

sultante do esforço empreendi.do (f) , bem como a

sua "efi.ciência" na captura da população de in-
teresse (À);

c) o tamanho da população (N) no instante em que

se inicia um esforço de captura sobre a mesma.

Técnicas conheci.das por Maí'cação-Recai)tuna e Tran

sect são freqtlentemente utilizadas na estimação destes pa

râmetros (OTIS et ali.i, 1978; BURNnAM et alli., 1980)

Porém. para populações de peixes com i.nteresse co

mercial, as técnicas de "Marcação-Recaptura" são, em ge
ra]., economi.comente inviáveis (RICKER, 1975), en
quanto as técnicas "T=ânsectn nãn t8m natlqfpit as suPosz
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ções inerentes aos modelos. Uma alternativa importante às

técni.cas anteriormente citadas são as técnicas Cat)tura-

Esforço (SEBES, 1973) . No estudo de populações marinhas

exploradas, o uso mai-s freqtlente (lias informações de cap-

tura e de esforço esta nos mode].os de produção (GULLAND,

1983; CLARK. 1985) , associados à administração de recur-

sos renováveis, e cujo objeti.vo é a determinação de ní-

veis de esforço que otimizam, por algum critério, a capa-

cidade da produção de biomassa por uma população de i.nte-

resse. No presente traba].ho estudaremos modelos de "Cap-

tura-Esforço" com o objetivo de estimação de parâmetros

relacionados com a dinâmica da população explorada; espe-

ci.ricamente, a taxa de morte natural (U) , a efi-ciência do

esforço (À) e. conseqtlentemente. a taxa de captura, Ó e

ainda o tamanho da população (N)

Nos modelos propostos, as seguintes informações se

rão supostamente conhecidas:

A) As capturas (em número de indivíduos) por es

trutura etária. que representamos pela matriz

nll

n21

nsl

n12

n22

ns2

nlp

n2p

n
SP

nij;i:1'2,...,se;j=1,2....,p re
presente o número de inda.vídeos comidade j cap
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tufados no período i; sendo p e s o total de

idades e de períodos considerados, respectiva-
mente

B) Os esforços de captura para os di.gerentes pe
díodos e i(idades, que representamos pela matriz

fll f12 flp

f2pf21

fsl

f22

fs2

ondefj.j; i:1, 2,..., sej=1, 2,...,p re'
presente o esforço aplicado sobre a idade j no

período i

Considerando-se apenas a matriz de capturas C, po-

de ser utili.zada a Analise de Coorte (VPA: Virtual Popu-

lation Analysis) (POPE, 1972) , que consiste num procedi-

mento determinísti.co para estimar NI.i e dj.i(ver Anexo 6)
e que é uma técnica bastante comum em Biologia Pesqueira

Doubleday (1976) propôs um método de mínimos quadrados u-

ti.lizando i.gualmente a matei.z C, para está.mar os mesmos

parâmetros. Tanto a análi.se de Coorte como o método de

mini.mos quadrados de Doubleday exi.gem o conhecimento pré-
vio da taxa instantânea de morte natural. (u) . No entanto,
para os mode]os aqui ana].içados, a i.nclusão da matei.z de
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esforços F permite que a taxa de morte natural (}1) seja
um parâmetro a mais a ser estimado nos modelos.

O desenvolvimento do trabalho seguira etapas dis-

tintas, di.vi.lidas em capítulos e obedecendo à seguinte sg
q(lênci.a:

No primeiro capítulo, apresentamos a revisão de
a].duns concei.tos e resultados de Processos Estocãsti.cos

que serão i.mportantes na construção dos modelos. A partir

dessas propriedades, deduzimos algumas relações i.mportan-

tes na dinâmi.ca de populações, para aproveitamento. poste-

rs.or. É i.nteressante, neste capítulo, estabelecer-se a

equiva].ência entre algumas expressões determinísticas, co-

muns no estudo da dinâmica de populações (por exemplo:
equação de captura de Beverton e Role) e sua formulação

em termos de esperanças matemáticas. Conforme Chapman

(1961) , a formulação estocãsti.ca, embora seja mais rea-

lista que a formulação determi.nistica -- do ponto de vista

teórico e de interpretação -- na prãti.ca haverá pouca di.-
ferença quando houver uti.li.zação de amostras mui.to
grandes.

No segundo capítulo, trataremos dos modelos para
populações si.mplifi-cartas que denominamos l)ot)ulaçoes fe-

chado)s, definindo-as como populações que, parti-ndo de um
tamanho inicial N, estarão sujeitas uni.comente aos fenó-

menos de mortalidade e de captura ao longo do estudo. Is-

to equi.vale, por exemplo, a considerar-se na matriz de
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capturas C apenas uma diagonal como sendo as capturas da

popu].ação; ou seja, fixados i=a e j=b, consideramos como

capturas sobre uma população fechada com tamanho i.nicial

Nabo os elementos nãbr na+l, b+l' na+2. b+2' etc. Em bio-
[ogia pesqueira. esta particu].ar população fechada sela

denominada de C00rte ou classe anual quando os i.ntervalos

de tempo considerados são de um ano.

No terceiro capítulo ampliaremos os modelos do ca-

pítulo 2 para populações mais gerais consta.tuídas pela

sobreposição de varias coortes ou classes anuais.

No quarto capítulo/ trataremos de algumas aplica-
ções para duas populações de peixes marinhos com interes-

se comera.al. Procuraremos também propor uma estratégia

de análi.se de dados em função dos vãri-os modelos disponí-
veis.

NO quinto e último capítulo, seguem considerações

gerais e conclusões sobre o presente trabalho, bem como

sugestões para futura investigação.



1 - MODELO ESTOCÃSTICO

1.1 - Introdução

Um processo estocãstico [X(t); t [0,m)] ê uma fa-

mília de variáveis aleatórias descrevendo um processo em-

píri.co cuja evolução é governada por leis probabilísticas.

Para o nosso propõsi-to de estudar o tamanho de uma

população, 't' será um parâmetro contínuo representando o
tempo, e X(t) , uma vara.ável aleatõri.a discreta assumi.ndo

va].odes i.nteiros e não negativos. Portanto, nos restrin-

gimos aoé processos estocâsti.cos a parâmetro contínuo com

espaço de estados di.screto. A distribuição de probabili.-

jade associada a X(t) será indicada por:

P(x(t) = k) Pk(t); k 0 , 1 , 2 , e t >. 0

Chamamos atenção para o fato de que consideraremos

apenas va].odes para t tai.s que t>, 0. Freqtlentemente omi.-

teremos esta informação por considera-la conhecida e per-

manente a partir deste ponto.

Ente-e os processos estocãsticos a parâmetro conta
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nuo com espaço de estados di.screto incluem-se, por exem-

plo. os processos de nascimento e morte e os l)rocessos de

Poisson, que são c].esses de processos estocãsticos muito

estudados devido às inúmeras possibilidades de aplicação

nas mais diversas áreas do conhecimento. No presente tra-

balho, trataremos de processos de nascimento e morte es-

pecíficos, conhecidos por Processos puros de morte, que

atrevi-cremos por P.P.M. Passaremos à descrição mais deta-

lhada de algumas propriedades dos P.P.M. que serão impor-

tantes no modelo populacional que proporemos adi-ante

Chiang (1980) pode ser consultado para estudos mais

abrangentes dos processos de nascimento e morte

1.2 Processo Puro de Morte (P.P.M.)

Definição

Denominamos P.P.M. um processo estocãstico

[X (t) ; t [0,m) ]

cujo espaço de estados é o conjunto dos números inteiros

não negati.vos e que verifique

(a) X(t) é uma função não crescente em t

(b) Se num instante 't' qualquer, X(t) = k repre-

senta o número de indivíduos presentes na popu-

lação no instante t, então fazemos a suposi-ção

de que estes 'k' indivíduos estão sujeitos in-
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dependentemente à taxa irlstarltanea de morte ou

risco de morte ( (t)

(c) Para todo tC [0,m) e para todo h>0, vagem as

propriedades:

(c. 1) P[X (t) x(t+h)=1 l x(t)=k] k il(t)h+o(h)

(c.2) P[X(t) - X(t+h)>z2 l X(t)=k] = o(h)

(c.3) P[X(t) - X(t+h)=0 l X(t)=k] = 1-kz;(t)h-o(h)

onde o(h) é uma função de h tal que

li.m --alba-- : 0
h '

h -'- O

Algumas observações sobre a defina-ção de P.P.M. que
apresentamos:

(i) Os textos i.ntrodutÓrios sobre processos de nas-

cimento ê morte geralmente apresentam como "taxa instante:

nea de morte" um parâmetro C(k) dependente apenas do es-
tado ocupado pelo processo no i.nstante k. Em casos mai.s

gerais tratados, por exemplo, em Chiang (1980) , admite-se

uma taxa instantânea de morte do ti.po z;(t.k) , ou seja, uma

taxa dependente tanto do estado k ocupado pelo processo
no instante t, quanto do instante t considerado.

(ii) A suposição de que os k i.ndivÍduos estão su-
jeitos independentemente à "taxa instantânea de morte"
((t) é uma particulari.zação dos P.P.M. de forma que ((t,k)
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seja dado por k.i;(t) . Isto é, no instante t ataxade mor-

te é proporcional ao número de i.ndivÍduos presentes na

população. No caso mai.s simples. onde ((t)-Cr este pro-

cesso pode ser interpretado como um processo em que os
inda.vídeos morrem independentemente uns dos outros, tal

que para cada i-ndivíduo o tempo de espera para a ocorrên-

cia da morte (a partir do instante t) temdistri.buiçãoex-

ponenci.al com parâmetros;. Se no instante t houver k ele-

mentos na população, o tempo..de espera para a ocorrência

da próxima morte na população será dado pelo mínimo de

k variáveis aleatórias i-ndependentes identicamente di-s-

tribuídas com distri.buição exponencial de parâmetro z;

Pela propri.edade EI descrita abaixo, segue que este tempo

de espera será exponenci-al com parâmetro kz;

Apresentamos agora duas propriedades importantes

para di.stribuiçÕes exponenci-ais. As demonstrações podem

ser encontradas, por exemplo, em Hoel, Pote e Stone (1972r

P.90)

Sejam Ylr Y2r ...r Yk variáveis aleatórias ande
pendentes distribuídas exponencialmente tal que

exp((j). ou seja

para Yi;

fi(y) Cx 'Ciy y>.0

o ; y<o

Se definirmos a variável aleatória X = mi.n(Y. , Yo,
v \
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onde X representa os mínimos dos valores assumidos

pelas k vara.áveis Ylr Y2r ...r Ykf então valem as
seguintes propriedades:

EI -> X
k

';'p \:li(j.

E2. -) p(x : vl)
(

k
i:l

Voltando ao estudo doÉ P.P.M.,

Chiang (1980) a seguinte propri.idade

tem- se , conforme

propriedade 1: Seja X(t) um P.P.M. com taxa ins

tantânea de morte ( (t) e seja X(0)=k o número de indiví

duos presentes no início do processo; então [x(t)lx(0)=K]
terá di.stri.bui.ção binomial com parâmetros k e

expl- ./'( (s) dsl; ou seja

exp [- kC&(s)'is] [i-exp('g%(s)ds)]k'': ;

x = 0, 1, ..., k

; caso contrario
p (x(t) = xlx (o)

1.3 Modelo populacional

O número de indivíduos de uma população emuma área

fixada sela determinado pelos fatores aditi.vos: i.mi.oração



24

e recrutamento; e pe]os subtrativos: emigração e morta].i-
dade. Por recrutamento entendemos aqui o nascimento de

indivíduos na população; ou, no caso de populações explo-
radas (por exemplo, pesca comercial) , a entra.da de in-

divíduos jovens no grupo "disponível" à atividade explo-
ratória.

Defi.nimos como "POI)ulaçao Fechada" uma população

que não esta sujeita aos favores de entrada e saída de

indivíduos durante o período de investigação. Isto equi-

vale à suposição de que os efeitos de migração, recruta-

mento e mortalidade sejam desprezíveis no período consi-

derado. Caso contrario, trata-se de "População Aberta"

Convém observar que o tamanho de uma população fechada se

modifica apenas em função da captura de i.ndi.víduos quando

estes não são devolvidos à população. Em experimentas de

marcação, por exemplo, em que os indivíduos capturados

são marcados e devolvidos à população, supostamente nada
movi.fica o tamanho da população fechada

No modelo populacional que seta proposto aqui, con-

sideraremos populações que sejam .abertas unicamente para

mortalidade. Podem ser exemplos deste tipo de população:

(i) um grupo de indivíduos que foi marcado antes de ini-
ciar-se o experimento; i.i.) uma "classe anual" ou "coorte"

(grupo de indivíduos recrutados ao longo de determinado

ano) que esteja presente nas capturas por vários anos su-
cessivos.
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Tratando de populações exploradas, é razoável su-

por que indivíduos uma vez capturados não sejam mais de-

volva.dos à população, poi.s serão comera.alizados. Por is-

to a captura nestes casos pode ser entendida como uma

forma de mortalidade, ao lado da mortalidade natural re-

sultante das demais causas de morte, como predação, doen-

ças, condição ambi.ental, etc. Por isso trataremos de mo-

delos estocâsticos onde imaginamos que a população estará

sujeita a doi.s tipos de morte: captura e morte natural; e

que conjuntamente denominamos simplesmente de mortalidade
total

Defi.nimos N(t) como o numero de irldíviduos pre

sentes rla i)OF)ulaçao rlo instante t>0, onde N(0) = N. Fa

remos a seguinte suposi-ção sobre N(t)

SI + N(t) ê um P.P.M. dependente do tempo com ta-

xa de morte C(t) =u + g5(t) , onde p represen-
ta a taxa i.nstantânea de morte natural e

Ó(t) é a taxa instantânea de captura no ins-
tante t

Consi.deraremos ainda que a taxa Ó(t) seja direta-

mente proporcional à intensidade de esforço de captura

no.i.nstante t; ou seja, definimos

ó(t) = À . f(t)

onde f(t) representa o esforço aplicado no instante t. A

constante de proporcionali.jade X , que denominaremos COe-

0

0
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ficiente de capturabilidade pode ser i.nterpretado como

sendo a efi.ciência de captura associ-ada ao esforço empre-
endi.do.

Pela Propri-edade 1, segue o seguinte resultado

Fato Para qualquer t>0, a variável aleatória

[n (t) ] N(o) = n]

teta distri.buição binomial com parâmetros N e

exp[-(H t +){f(s) ds)] , ou seja:

[N(t)in(o)=w] : B(N; expf"(Ut+À.f;](s) ds)])

Por propriedades conheci.das da distri.buição bi.no-

mial, tem-se então:

t.

0

E [n(t)]u(o) = N] = N e'0(t)(1.1)

Var[N(t)]N(0) = N] = N e'0(t)(] - e-0(t))(1.2)

onde

o(t) =./((s) ds = Ut + Xji(s) ds (1 . 3)

Vamos supor agora que o período de investigação

possa ser subdivide.do em i.ntervalos tai.s que

0

S2 + f(t)
0
f i se ti.l.< t .< ti; i. 1 , 2.

onde tO:0 eiJ'im ti=+m} ou seja, o esforço passa
a ser considerado constante nos intervalos:

t:)
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S3 + di = tj. - tj.-lr denota a amplitude do i-ésimo
intervalo.

u+À f{, denota a taxa instantâneademor
validade total no i-ésímo i.ntervalo.

0

g! -> X(dj.) : N(ti.l) - N(ti) , é a variável alea-
tória que representa o número de inda.víduos

"reli.lados'' da população (por captura e mor-
te natural) no i-ésimo intervalo.

Definimos o esforço acumulado até o fimdo i-ésimo

intervalo por

tio
.f f (s) ds
0

que, pelas suposições S2 e S3, será

(1 . 4)

Í
F.: E

l j=.l

l

j l j (tj-tj 1)
i .
E f,d

j:i ] ]
(1 . 5)

Para uma simpli.ficação da notação, substituiremos

N(ti.l) por Nj./ que representa o número de individuos na
população no início do i-ésimo período. Portanto o tama-

nho da população no instante t = 0 será representado por

Nlr pois N:N(to):NI

Por S5, podemos escrever

E [x (dj.) l Ni] Etui[u:] E[Wi.+l]Ui] (1 . 6 )

E de (1.1) e (1.5), segue que
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E(x(di) ]nl[: Nl]e'(Uti-]. + ÀFi).e'(Uti+ÀFi)](1.7)

Observando que Fj. : Fi.l + dia e que

ti = ti.l + di/ podemos reescrever (1.7) pelas se-
guintes expressoes

E[X(dj.) ]Ul] : NI e'(IJti.-]+ XFi..]) (] - e-(U+Àfi.)di)
(1 . 8)

0

í=l

j< jõj (zE[X(di) INl] NI e (1 . 9)

Definindo nj como o número de indivíduos captura

dos em dj, podemos escrever nj da segui-nte forma:

x(dj.)E Y
j=i ]

onde Y.i é uma função indicadora associada aos

X(d.i) indivíduos retirados da população no perco'
ou seja:

1, se o j-ési.mo indivíduo tiver si.do
capturado
0, se o j-ésimo i.ndivíduo tiver sofri
do morte natural

e j = 1, 2, , x(di)

Lembremo-nos agora que, conforme o modelo propos-

to, os N.i i.ndivíduos presentes no início do i-êsimo in-
tervalo estão sujeitos independentemente à taxa de morte
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total (j. :U+ Ói' Vimos também que isto signifi.ca que o
tempo de espera até a morte para cada indivíduo a partir

de ti.l até tir tem distri.buição exponenci.al com parâme-

tro Cj. :.u+ dS.. Se representarmos por T a variável alea-
tória do tempo de espera, podemos escrever utilizando as

propriedades EI e E2 da distribui.ção exponenci.al

TM + TC

onde

T: exp( U +di)
TM: exp (u)

rc: exp (ói)

TM e TC são independentes

Ou seja, i.maginamos que hã doi.s processos de mor-

te aquando independentemente e ao mesmo tempo sobre cada

indivíduo. TM representa o tempo de espera até ocorrer

morte natural e TC representa o tempo de espera até haver

captura. Neste caso, Yi = min (TM' TC) , ou seja,

P(Yi:l) - P(min(TM' TC) - TC)

P (Yj.:0) - P(min(TM' TC) : TM)

Por E2, temosf

P(Yj.=1) e P(Y:=0)
P

Consequentemente
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E [Yj.]

Lembrando

teria nl, podemos escrever

x(dj.) x(dj.) . x(dj.)
Elni]. = E]jzilj] : E[E(jziYj lx(di))t - E]j< E[Yjlx(ai.)] ]

Q

f: e voltando à variável alem

Supondo independência entre Yj e X(di) r temos
0

Àf l
r
'' Í

, x (dj.)para todo j = 1, 2,

Finalmente,

E[nj.] : E[ -'À fi X(dj.)

0

IP ':*'':, , (l . l o)

Fixado um valor NI e utilizando a expressão (1.9)
em (l.lO), podemos escrever:

xf

',i

l
E[nj. ] Nl] (1 (1 . 1 1)

Valendo as suposições SI a S5, podemos generali

zar (.1.1) e (1.2) para obter

E[ni+ll NI.] N. e' Cedil (1 . 1 2)

Va- [ni...il ni] : Nj. (1 (1 . 13)

Podemos reescrever (l.lO) por

Elni] = Àfj. E [ E[X(di) ] Ni] ] (1 . 14)
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Mas,

E [ x(ai) ] ni] = E]ni]ni] - E]ni+llnit

e por (1.12), resulta

E [x(dj.) ]nit Ni(l - e' (idi) (1 . 15)

Uti.lizando (1.15) em (1.14) , teremos a importante
expressão

0

x fi
Elni] = ' ''z (l - e' (idi) E[Nj.] (1 . 1 6)

A formulação determinística para (1.16) com E]ni]

e E[Nj.] substituídos por ni e Ni, respectivamente, é co-

nhecida em biologia pesqueira pelo nome de equação de
cal)tuna (BEVERTON & voLT, 1957; RICKER, 1975). Com base

na equação de captura se dera-varar. por exemplo, os pro-

cedimentos de Anã[ise de Popu].ação Vírtua] e Análise de

Coorte. que são técnicas muito utili.zadas embiologia pes-

queira. Os modelos de regressão que discutiremos nos ca-

pítulos seguintes também serão baseados em (1.16)

Antes de finali.zarmos este capítulo, pretendemos

relacionar o modelo populacional descrito, com suposições

e notação comumente utilizadas em biologia pesqueira (nota
ção adotada pela F.A.O. - Food and Agriculture Organiza-

ti.on). Na maior parte da literatura sobre o assunto, o

tempo é medi.do em períodos fi-xos de um ano (dl=1); u , a
taxa instantânea de morte natural é i.gualmente suposta
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constante e denotado por M; a taxa instantânea de captura

é denotava por FI e denominada taxa de mor-

talidade por pesca; fi corresponde ao esforço médio por
unidade de tempo no período i; À é conheci.do como coefi-

ci.ente de capturabilidade e denotado por q; e, finalmen-

te. ç.i = U +ÓI é a taxa de mortalidade total e denotava

por ZI



ESTIMAÇÃO DOS PARÂMETROS POPULACIONAIS

PARA POPULAÇÕES FECHADAS

2.1 - Introdução

Neste capítulo denominaremos Populacao fechada a

qualquer população sujem.ta apenas ao processo de mortali-

dade conforme descrito no modelo populacional do capítulo

anteri.or. considerando também bati-ski.tas as suposições
SI a S5.

Apresentaremos neste capítulo vári.os modelos de

regressão para está.mar parâmetros destas populações: a
taxa instantânea de morte natural (p), o coeficiente de

capturabilidade (À) e o tamanho i.nicial da popul-ação (NI)

Seja pj a fiação de d.i que inda-ca, no início do
i-ésimo período, a ocorrência de morte por captura/ onde

i=1, 2. 3, ..., s e s é o total de per:lodos considera-

dos. A i-nclusão de pl permite consi.gerar também aquelas
situações em que a captura não se processa continuamente;

como ocorre, por exemplo, nas pescarias sazonal.s que efe-

tuam capturas somente ao longo de alguns meses do ano. Por
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tanto, temos

di = tj. - tj.-l - Pj.di + (l-Pi)di (2 . 1)

onde

o < Pi< l

Definimos também a: como o Instante em que a caD

tuna é suspensa no i-esimo l)erlodo. Então,

a. = ti.l + pide (2 . 2)

Representamos na Fi.aura l as afirmações (2.1) e
(2 . 2)

Figura l

Na seqtlência deste capítulo nós vamos supor tam

bém que se:jam conhecidos os seguintes valores:
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(nl' n2' , ns)', número de inda.vídeos cap
tufados nos diversos in

tervalos de tempo;

f - (f]., f2' os esforços médios por u

nidade de tempo nos di.fe

rentes intervalos;

(pl' p2' '''' pS)', as fiações dos i.ntervalos,
em que houve ação do esfor

ço de captura;

(dlr d2r .... dS)', as amplitudes dos dize
rentes intervalos de tem

PO.

2.2 Estimação de u e À

2.2.1 - 0 modelo

Observe-se que, ao considerarmos um valor de p

menor que [, o i.nterva].o [tj..l; ti) pode ser subdividido
em sub-intervalos que tenham taxas i.nstantâneas de morte

total distintas (ver figura 2) . No privei.ro sub-intervalo

[tj..l; ai) a taxa instantânea de morte total é (j.:U + ói
enquanto no segundo sub-intervalo [a]; t]) a taxa i.nstan-

tânea de morte é dada por u apenas. Conseqtlentemente, o

l
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número esperado de indivíduos presentes na população em

ti(dado por E[Nj.+l] ) é superior ao número esperado para

o caso pj. ' l (dado por E[Nj.+l+]r quando o esforço de
captura é aplicado ao longo de todo o i-ési.mo intervalo.

Figura 2

taxa (i : U+ói ' taxa li

E[
Elmi]

E [N (aj.) ]
n[wi+l]
E[Ni+l+]

Utili.zango a esperança da expressão (1.12) , pode-
mos escrever as seguintes relações:

E[N(aj.)] = E]ni] e'(xPidi . E[Ni] e'(U+Àfi)Pj.di
(2 . 3)

E[Ni+l] : E[N(aj.)] e'U(I'Pi)dj. (2 . 4)

Substituindo E]n(a.i)] em(2.4) pelaexpressão(2.3)
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resulta,
0

E[Ni+l] - E[Nj.] e'(U+ÀfiPi)di (2. 5)

Por outro lado, podemos reescrever (l.lO) por

AI

E[nj.] ; - (pide) ] (2.6)

0

Mas,

E [X (Pide.) ] Etmi - N(ai) E [Ni] - E[N(.ai)

Resultando, por (2.3), que

E[X(pide)] : E[Ni] (l - e'CiPidj.) (2 . 7)

E. finalmente, temos:
0

-----l-- (l - e (iPidi) E[N.]E [nj.] (2 . 8)

Observe que a expressão (2.8) é uma generalização

da "equação de captura" (1.16) deduzida no capítulo 1, a-

través da inclusão de p]

Reescrevendo (2.8) para o intervalo (i+l) e subs

tituindo Etni+l] conforme (2.5) , resul-ta:

E[nj.+l] : (i+]. (]

-(U+ X fipj.)dj. E[Nz]

ci+lPi+ldi+l)

(2 . 9)



38

Divã-dando E]ni+l] por E]ni], segue de (2.8) e (2.9)

E "s..n íi -(u+Xiipj.dj.) di. o)

Q

onde

ki
ciPidi

1 , 2 , . . . , s (2.11)

Oefi.ni.mos fi como o esforço total aplicado no i
esimo período; logo,

0

fi : fiPidi ; 1 , 2 , . . . , s (2 . 1 2)

pois fj. representa o esforço por unidade de tempo no pe'

díodo i enquanto pedi representa a duração de tempo ao
longo do qual este esforço é aplicado.

0

Se agora substi-tuirmos fi e fj.+l em (2.10) de a
coado com a expressão (2.12) , segue

E[nj.+l]

E [nj.]

fiel kj.+l Pide

fi Pi+ldi+l kj.
fi)

(2 . 1 3)

Sejam:

Yj.: ; z:1, 2, ..., s ascapturasporuni
jade de esforço'nos diferentes intervalos; e

n

Ci
Pi+ldi+l

kj.+l Pide

ki
; i=1, 2, , s-1 (2.14)
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então (2.13) pode ser escri.to

E[ni+l/fi+l]

E [ nj./ fj. ]

z[vi+l]
Cz e'(Udi + À fi) (2.15)

o que sugere consi.derarmos o seguinte modelo

)j.+l : e'(Udi + Àfi). Ci ' ej ; i:lí 2, , s-l

(2 . 1 6)

ci é o erro aleatório com distri.buição supostamente
log-normal

Pelos logaritmos, chegamos ao modelo

yi + in(Ci) = pdi
+

C:i ; i:lr 2. ..., S-l
(2 . 17)

onde

yi : in(yi) - in(yi+l)

ci: in(!i) . é o erro aleatõri.o com distribuição
supostamente normal com média zero e

varzancia (J2

A utilização do modelo (2.17) para estimar os pa-

râmetros u e À , é dificultada pelo termo in(Cj) que de-
pende dos prõpri.os parâmetros li e À, de forma não linear
pois
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(l - e (UPi+ldj.+l + Àfi+l))
(PPí+ldi+l + Àfi+l)

(UPidi + Àfi)

(l-e (UPidi+ Àfi))

Cj.

A seguir apresentaremos algumas propostas para

contornar este problema.

2.2.2 Solução lterativa

O algoritmo para soJ-ução de (2.17) mantendo in(cl)
no modelo, foi. proposto por Beverton e Holt (1957) e con-

siste no seguinte procedimento:

(i-) Considerar in(c{) = 0 e obter os estimadores

de mínimos quadrados li(1) e À(1) de u e À.
respectivamente

(ii) Seja y.i + in(c.i) ni+lr fir fi+lr Qi

Então, uti].izando Íi(1) e ÃI(1) ' calcular

Q(nj., nj.+l' fi' fj.+l' U(!)' À(1))

(ii-i) utilizar o modelo Q1l)= udi + Àfi +ci para oh

ter novos esticadores de mínimos quadrados:

u (2) e À(2)
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(iv) Calcular QIZ) uti.li.zando Í;(2) e À(2), proce
denso iteratívamente até haver convergência.

2.2.3

l0

C2

Solução com aproximação para in(C:)

Este procedimento foi. proposto independentemente

por Chapman (1961) e Paloheimo (1961) , e consiste em eli.-

minar o termo ]-n(Ci) do modelo, por meio de uma aproxima-
ção.

Propriedade 2

A função f(x) = in( (l-e'x)/x) para x>.0 pode ser

aproximada por -x/2 para valores de x próximos de
zero. (Ver demonstração no Anexo l.)

Supondo que no modelo (2.17) seja vãli.da a afir-

mação (ipj.di:g 0/ V i.=1, 2. í.., s. Então segue
da Propriedade 2:

In( CÍ) ((;i+lPi+ldj.+l iPidi) (2.18)

Paloheimo (1961) mostra numericamente que, para
efeito prãticq esta aproximação é bastante satis-

fatória para 0r10.<z;jp.idl < lr00. Este intervalo é

bastante razoável para aplicações em biologi.a pe.g

queira, onde geralmente consideramos períodos a-

nuais (d.i:l) e, nestes casos, o produto entre a
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taxa de morte total ((i) e o valor pj., freqtlente-
mente se situam no intervalo citado. Para as duas

situações praticas estudadas no capítulo 4, por
exemplo, este valor está cm torno de 0,78.

Utili.zango (2.18) no modelo (2.17), chega-se ao
seguinte.modelo li.near

yi 8(di + l(Pi+]di+]. - Pj.dj.))u +--}
+

(fi + fiel) À + c: l (2 . 1 9)

para i. = 1, 2, ..., s-l

Palohei.mo (1961) demonstra que o modelo li.near a-

proximado produz está.dadores parecidos com aqueles obti-

dos no procedimento iterativo de Beverton e Bole (quando
neste último houver convergência) . Porém as vara.ânci.as dos

estimadores obti-dos em (2.19) são menores que no procedi.-
mento i.terativo.

Consideremos ainda alguns casos particulares im
portantes de (2.19)

(i) Se pj. - dj. : lr #i=1, 2, ..., s; ou seja. co.B

si.devamos períodos unitários (por exemp].o, PÊ

díodos anual.s) , nos quais o esforço é aplica-
do todo o tempo

l o o
yi =U + --T-(Íj.+Íi.+l) X + t:j. ; j.=1,2...., s-l

(2 . 2 0)

+
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(ii) Se fi = f constante para todo i; ou seja, o
esforço por unidade de tempo é o mesmo ao lon-

go de todo o experimento.

yi = di u+ --i-(pj.+ldj.+l - pj.di) z; + t:j. (2.21)

onde z;= U + Àf. Pode-se obter estimativa de

). indiretamente. através dos estimadores de U
e c

+

0

(iii) Se fj. = f' constante e pi - l para todo i; ou
seja, o esforço por unidade de tempo é cons-

tante ao longo do experimento, e ainda ê apl.{
cado todo o tempo.

d + di+l +iy + ci 2 l (2 . 22)

onde será possível apenas obter uma estimati

va da taxa i.nstantânea de mortalidade total

2.2.4 Matrizes de covariâncía associadas a >l

Ao analisarmos os modelos (2.17) e (2.19), preci-

samos ter em mente que os y.i serão corre].acionados mesmo

sob suposição de independência entre os nl

Se os ni são relativamente "grandes" em relação a

Nlp então, conforme sugere beber (1973) , é razoável supor

que n'= (nl' n2r '''í ns) tenha distribuição multinomial,
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e uti.lizar a expansão em séri-e de Taylor para feri.var a

matei.z de covariânci.a para y. Conforme o desenvolvimen-

to nos Anexos 2 e 3, isto leva à segui.nte matriz de cova-

rlancla:

\li ql2

l o o

11zlb -.l .
l2l: l:

0 0

l

2

Z(s-i)x(s-i)) 0

0

\l3+ql4 . 1
1314 l4

0 0

0 o o o l;.l+l;
1;-1 1;.11s

onde: o2 = .---l
l N.
0

llj. : Àf exp]-(Ut+X jli'íjpjaj)] . [l-exp(-z;ipidj.)];

1 , 2 , . . . , s

A matei.z EI depende dos parâmetros do modelo. Por
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tanto, sugeri.mos um procedimento iterati.vo para sua uti
li.zação:

(i.) Considerar ll. l; : -{ Neste

caso, a matriz de covariância será

2s

S

? '?' : '; l .

-s 0

2s -s

-s 2s

0

0

-s

0

0

0

0

S

0

0

0

0

2s

;0z u(o)

o o o o

(i-i) Fazer a regressão linear ponderada uti].izando

ul'l e obter os está.dadores Íi(1)' Í (1)

(iii) Calcular d(1) , utilizando os parâmetros está
medos.

(i.v) Fazer nova regressão linear ponderada, agora

utilizando co\'/ e obter Íi(2)' À(2); proceden-
do assim iterativamente até convergência.

ni forem "pequenos" com relação aos respec-

tivos Nif é razoável supor que os ni sejam independentes,
e conforme Chapman (1961), supor que in(nl) tenham dis-
tri.buição normal com variância comum aa} ou seja,
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In(n.i):N(0, a'); i:1. 2, ..., s. Neste caso(ver
desenvolvimento no Anexo 3) a matriz de covariância de y
será:

2

l

E: -.: l o

'((s-l)x(s-l)) 0

-1

2

-1

0

0 0
-1 0

2 -1

-1 2

0

0

0

0

0

0

0

0

o o o o

2.3 Estimação de NI, H e À

2.3.1 - 0 modelo

Utilizando a expressão (2.5) recursivamente a paÊ

tir de E[Ni], temos, para i >2:

E[Nj.] - E[Ni.l] e'(U+Àfi-lPi-l)di-l , ou

0

E[Ni] = E[Ni.l] .a. e'(U+Àfi-iPj.-i)di-i . ou

E[Ni] = E[Nj..3] j]]l e'(U+Xfi-iPj.-i)di.i tc

0

]
0

Podemos proceder assim até chegarmos em Nll qual
do teremos, para i- >., 2:
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E[nj.] - NI Z]l e'(U+XÊj..iPi-i)dj.-i
j=l

ou simplesmente,

Elni] = ÚI :.l . e'(U+XÊiPi)di (2 . 23)

Fi.nalmente. para qualquer i=1, 2,
escrever:

, s podemos

lN l
i l

ENI'exp[ j

E [nj. ]

(u+xíjPj) ajt ;
Q

(2 . 24)

2, 3, r q

Utilizando ( 2 . 23) em (2 . 8)

. 0

!iEI.. (l - e (IPldl)NI ; i=l
bl

Elni] 0

&..(l '(iPidÍ) expl-- l '
j +xíjPj)ajlnl

2 , 3 . . . . , s (2 . 25)

Multa.plicando e di.vi.findo (2.25) por pldl e uti
lizando a notação k.i jã definida anteriormente

*':
Pldl '

Àfi.----X-- exp ['j:: h+x:ÊJPj) ajjnl;

i=2. ..., s (2.26)

E [nj. ]
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Isto sugere considerarmos o seguinte mode].o

kl XN[ ' c]. ; i:l

yí
k: i--l .

:E-ã--À exp[ - jEI(p+xíjPj)aj]Ni

i=2, ..., s (2.27)

onde

erro a].eatõri.o com distribuição supor

Lamente log-normal

+

In(NIÀ) + E:l; i:l

i-l

In(N].À) - ( jZi dj)

i=2, ..., s

i l

,!: ',, ~ -- q.;
(2 . 28)

onde

In(Y;)

erro aleatório com distri.bui.ção supos-
tamente normal com medi.a 0 e variância

O termo não-li.near di.faculta a solução
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para obter estimadores dos parâmetros: N]/u e À . Uma pos-
sibilidade de solução seria utilizar um processo i.terati.-

vo semelhante ao descrito em 2.2.2. Outra possibilidade

consiste em obter uma aproximação para in(--;:-11:--) , uti.li-

zando a Propriedade 2, ou seja:

k

l l

Supondo (j.pide. ' Or temos

;-à---) : - --i- Cj.pj.dl.
0

In(
1 1

Utilizando esta aproximação em (2.28) , chega-se

ao mode].o proposto por Chapman (1961)

Pldlx )In(N U2l )- * ' ;: ; :::
z .l

1 1x) - (In(N +l 2
i l

::l: ':?
. . . 1, S

i-l +

j l j)À + ej. ;

(2 . 29)

2.3.2 Matriz de covariância associada a ;

Para o modelo (2.29) podem ser feitas as suposi

çÕes de n em relação a N' = (Nlf N2r ... NS) como no mo
pelo (2. 19)

Consi.gerando que o vedor n tem di.stri.buição mul-

tinomi.a]., segue diretamente do Anexo 2 que à matriz de

covariânci.a de z seta dada por:
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l

l l

l(sxs) ' i-ql3

l l i-ll.
Is

onde

11 e a. estão defi.ni.dos como em 2.2.4

Aqui também se faz necessário um processo ibera

tivo como o descrito em 2.2.4 para }ll; no caso, partin
do-se da matriz

(s-]) -] -].

-l (s-l) -l

-l -l (s-l)

l

l

lE(o) . a:
' 3 '

1 -1 (s-l)

Quando os nj forem "pequenos" em relação a N], e
considerando in(ni) independentes com distribuição normal
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e variância comum az, então dado que CQV(zl } z.i)

Cov(in(nj.), in(nj)) , segue a seguinte matriz de covari-
ancza para

?l4 (sxs) :a: l.

onde

1. é a matriz i.densidade de ordem s

2.3.3 Estimação de NI

No modelo (2.29) o intercept da regressão linear

(Bo) esta dado por:

Bo : in(NIÀ) (2 . 3 0)

donde segue que

eBo
ÀNI (2 . 3 1)

Sejam Bo e Ã os estimadores de mínimos quadrados
de Bo e À, respectivamente. Então

n : eBo

e um estimados para NI« ..'i«.''- --,-- ..

ares aproximados pira E[Rl] e Var]nl] podem
expansão em série de Tavlor. Conforme dps

(2 . 32)

Valores aproximados para E]nl] e Var]N.] podemser
obtidos por expansão em série de Taylor. Conforme desen-
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volvido no Anexo 4. chega--se aos seguin'es resu].tado& con

si.durando E[Bo] - Í3 o e E[À] : À

Elnl] : ebo (l + B) (2.33)

onde

!!:!gl.

Supondo B ; 0, então a vara.anciã aproximada para
N. será

K
}'''o .

Vartnl] : (--jl--.) ' [Var(É3o) -
2Cov(B-,À) + Var(À) . (2.34)

X X2 '

2

2.3
-q ' modelos das seções 2.2 e

Se simboli-zarmos por y :(y, y2'..., ys.l)' e
: - (ZI' z2' '''' zs)' os valores correspondentes às va-
riãvei.s dependentes, bem como por E e H as matei.zes de co

variância dos erros nos modelos das seçÕes 2.2 e 2.3v res-
pectivamente, observamos que. dada a matriz

l -l o

0 l -l o

o l -l

0 0
0 0
0 0A ( (s-l) xs)

1 -1
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podemos escrever

(Í)

(ii) A'

Isto vale tanto para os modelos não lineares (2.17)

e (2.28) quanto para os modelos linearizados correspon-
dentes, (2. 19) e (2.29)

De acordo com o desenvolvimento do Anexo 9 para os
modelos linearizados, temos que 9= A2 se entre as matri-

zes de covariânci.a E e H houver a seguinte relação:

H'l : Ai E-l A

onde

vedor estimado no modelo (2.19)

, vetar estimado no modelo (2.29)

Z e X são as matrizes defi.ninfas com mesmo nome no
Anexo 9

6 , vetou dos esticadores de mini.mos quadrados pa
ra 0= (U,À) ' em (2.19)

13 , vedor dos estimadores de mínimos quadrados pa

ra q.=(Bo'u ,À) ' em(2.29) com Bo: in(NIÀ)

Verá.fi.canos, portanto, uma equivalência entre os
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dois modelos propostos. A preferência pelos modelos da

seção 2.3 $e justifica por dois motivos:

(i.) A possibilidade de estimação do tamanho ini

cial (ila população (NI) , conforme o desenvolvi
mento descrito em 2.3.3.

(ii) A existênci.a de uma matriz de covariânci.a dia-

gonal para os erros (berros não-correlaciona-

dos)r nos casos --comuns em biologia pesqueira --

em que as capturas do i--ésimo período (n]) são
supostamente pequenas em relação ao tamanho da

população no i-vício do período (Nj)

Isto torna a utilização dos modelos de 2.3 mai.s

simples que os modelos de 2.2



3 - ESTIMAÇÃO DOS PARAFIETROS POPULACIONAIS

PARA POPULAÇOES ABERTAS

3.1 - Introdução

No capítulo 2 consideramos modelos para populações

que estivessem sujeitas apenas ao processo de saída de

indivíduos, por morte natura]. ou por captura. Neste ter-

ceiro capítulo, pretendemos considerar populações mais

gerais, resultantes da sobreposição de vários sub-grupos,

que seguem i.solidamente as características do modelo po-

pulacional descai.to no capítulo anterior. Na pratica, es-

te ti.po de população pode ser encontrado, por exemplo, em

espécies aquáticas economicamente exploradas, nos casos

em que os dados de captura possa.bili.tam a classificação

em grupos de idade. Nestas populações procura-se acompa-
nhar as diversas "classes anual.s" (ou "coortes") ao lon-

go dos anos, com base nas capturas discriminadas em fun-

ção das idades. Cada coorte. corresponde a um sub-grupo

que obedece às suposições do modelo populacional utili.za-

do no capítulo 2, onde N.(c) representa 0 tamanho desta
coorte no início do primeiro per.lodo em aue aparece nas
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Ca[)tUnaS. Popu]ações que podem ser vi.star coma a sobrepo-

sição de varias coortes serão o objeti.vo de estudos no

presente capítu].o.

A identificação dos sub-grupos (coortes) através

da composição etária nas capturas, faz com que consi.dete-
mos todos os períodos i-quais à uni.date (períodos de um

ano); i.sto é, dl=1, i.=1, 2, ..., s. As idades (em anos)
estão numeradas de ] a p, onde j=1 representa é] primeira

idade encontrada nas capturas e P a maior idade encontra-

da nas capturas. As i.nformaçÕes de captura podem ser dis-
postas na seguinte tabela:

].0ADE (j)
Ano(i.)

n2j

nlp

n2p

\.. '\

\ \

. '- .n \
\ SP/
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onde temos

número de inda.vÍduos de idade j capturados no
ano i

fj: esforço por unidade de tempo no ano i.
0

pS : fiação de tempo no i.vício do i-ésimo ano dedi-
cado à exploração.

probabilidade de captura para um indivíduo com

a i.jade j. Este valor pode estar relaci.onado

com a seletivi.jade do aparelho de captura. Te-

mos 0 .<rl-< 1, onde rl=0 para aquelas i.danes
que não são capturadas, e portanto não serão

consideradas na tabela 3.1; 0 < r.ç < 1 para ida-

des para.almente di-sponíveis e r.i'l para as i-
dades totalmente di-sponíveis à captura. Obser-

va-se que imaginamos a captura para cada i-ndi-

vÍduo de idade j, como um experimento de Ber-

noulli. com probabili.date de sucesso r.i; conse-
qtlentemente E rú # l

]

Para os modelos que serão estudados, estaremos su

pondo que

(i-) todas as informações apresentadas na tabela 3.1
estejam disponíveis;

(ii) o esforço por unidade de tempo apli-Gado no ano
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i sobre a i-date j é proporcional à probabili-.

dado de captura dos indivíduos desta idade

(r-i) e ao esforço por unidade de tempo no ano

i (fl) . Isto é,
0

0 0
f r .f.

Será útil também\ a relação

f íijpi ' rjfipi r .f

onde fll representa o esforço total apli.capo
durante o i-ésimo ano, para a idade j

são parâmetros desconhecidos deste população os se
guintes:

yil; a taxa instantânea de morta]idade natura]. pa

ra a idade j no ano i.

À ij; coeficiente de capturabili-dado para a idade j
no ano l

Nij; número de inda.vídeos presentes na população
com idade j no i-nÍcio do i-ésimo ano.

Quando di.opomos as capturas na forma da tabela 3.L

dois elementos qual.squer nab e ncd pertencem à mesma co-
orte se eles estiverem dispostos na diagonal tal que (a-b)

= (c-d) . Por exemplo, a diagonal assinalada na tabela 3.1
corresponde a uma coorte, pois 1-1 = 2-2 = 3-3 = ... = o
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Idcntifi-ceRTeIRos as coortes pela letra c, que será

calculada por:

+ P - l (3 . 1)

Portanto, na tabela 3.1 estarão representadas s+p-l

coortes numeradas de c=0 até c=p+s-2. Por exempJ-o, os ele--

n12r n23' n34' etc. pertencem à coorte c=p-2, en-
quanto a coorte asse.balada na tabela é c=p-l

Uti-lizaremos a notação N] (c) para identi.fi.car opa'
râmetro do número de indivíduos da coorte c [)resentes no

iníc.to do i)cimeiro ano em aue esta coorte se encontra nas

cal)tunas aiTIOStradas. De (3.1) segue que nl (c) corresponde
aos seguintes valores N

[:..::: : ,' : :-:NI(c)

onde

0, 1, 2, ..., p+s-2

Genericamente podemos escrever

NI(c) : Ni..m+l, j--m+l

com m = min(i.,j)

(3 . 2)
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3.2 EsUmacao das taxas de mortalidade

blesta seção adaptaremos o modelo populacional de-

senvo].vi.do na seção 2.2 aos dados de captura com estrutu-

ra etária. Para i.sso, consideraremos U.i.i :p para todo
(i,j) ; ou seja, a taxa instantânea de mortali.jade natural
é constante para todas as idades e anos considerados. Des

se modo podemos escrever a taxa z; {.i de mortalidade total

no ano i. para i.date j como ( i.j :u +Óij' onde Ói.j é propor'
ci.onal ao coeficiente de capturabilidade e ao esforçc} i.s-

to é, óZj : Xi.jÊij' Para uma dada coorte pode-se reescre-
ver as esperanças(2.5),(2.8) e(2.9), respectivamente,
por:

E[Ni+l, j+z] E[Ni,j] e'(P+ÓiiPi) (3 . 3)

E [ -j. , :í ] -(l-e (i'iPi).E]ni j] (3 . 4 )

E[nZ+l, j+l] Ói+l, j+l (l-e' (i+l, j+l
ç i+]. , j+].

(l-e (U+ÓiiPi)
E [Wj. ,j ] (3.5)

com r ..
' 1]

0

+ À . .f. .

E. utilizando procedimentos análogos aos descritos
para a obtenção de (2.17) (ver o desenvolvia\ente no Anexo

8) r chega-se ao seguinte modelo:
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yi j + ]-n(
...:.àn.

À

#

. . f. . + e . .
l] l] l]

P

(3 . 6)

onde

1, 2 , . . . , s-l ;

1, 2. ..., p--l;

c:, : : :.': ;
z;j.+l, j+lpi+l (l-e'CliiPi)

n
i+l, -i+lIn (

f f i+l,
yi.j : in(

j+l

(Yij) - in(Yi+l, j+l)

Supondo z;ijpj. ' 0 para todo (i,j); i=1, 2, ..., s e
j=1, 2. ..., p; segue pela Propriedade 2 que

In(Cij.) g -7-( (pi+].-pl.) u + j+lpi+i ' Óijpi)

(3. 7)

Uma vez que para
(i,j) . Esta aproximação resulta no seguinte modelo

ÊÀ X
1] todo

vij : (l In(

i+l j+i

(3 . 8)
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onde

i = 1, 2, , s-l e j = 1, 2, ..., p-l

As coortes c=0 e c=s+p-2 serão excluídas da análi-

se porque não possibilitam o cã].cujo de yj.S, pois são ob-
servadas num úni.co período. Isto significa que o total de

pontos amostrais sela k = (s-l)(p-l), enquanto o modelo

(3.8) tela (sp - 1) parâmetros; portanto, mais parâmetros

que observações. Isto nos obriga a fazer suposições adi.-

ci.onais que possa.bilitem reduzir o número de parâmetros;

isto sela tratado nos itens 3.2.1 e 3.2.2. Chamamos aten-

ção também para a matei.z de covariância Cov(c:.i.i) que dis-
cutiremos em 3 . 2 . 3 .

+

3.2.1 Coeficiente de capturabilidade constante

A.suposição Àij : X para todo (i-,j), ou seja, o
coefi.ciente de capturabi.cidade é o mesmo para toda idade
e ano, simp]ifica bastante o mode].o (3.8) , resultando num

modelo linear:

yj.j : (l+ ( nlíj-+i, jn )*+ c i.j

+

(3 . 9)

No Anexo 5 (a) apresentamos um exemplo simples de
como escrever convenientemente as matei.zes associadas a

este modem.o, para o uso das técnicas habitual.s de regressão
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3.2.2 Coeficiente de capturabilidade variável

Supõe-se agora que Àjl = ÀI para qualquer i= 1, 2.
, s; ou seja, o coefici.ente de capturabili.jade é de-

pendente apenas da idade. Esta suposição é razoável quan-

do se considera que eventuais variações entre os períodos

estejam elimi.nadas pela medida conveniente do esforço.

Podemos escrever À .i = À + (Si/ onde 6.i = 0 para pelo me-
nos uma das p idades consi.deradas ou }1 (54 = 0. Tem-se
então a partir de (3.8)

vij = (1+
À + (5 -i+lPi+l'Pi ) p - in( ) +2

H

+ --ã- ' (fj.j + íj.+i, j+i) À + --T
+

+ --â- ' íi-+l, j+tõj+i +
c . .

1]

â. . +

(3 . 1 0)

Neste modelo tem-se um máximo de (p+l) parâmetros.

E. como o total de pontos é k = (s-l) (p-l), segue que o

modelo tem solução se s >e --::éE

A utilização de (3.10) é extremamente complicada,

poisa aJ-ém de ser não-li.cear, exige também o método dos

mini.mos quadrados ponderados. jã que a matriz de covariân-

cia Cov(Sljl) não é a matei.z identidade
+

Uma possa-bilidade de si.mplificação consiste na ob

tenção de estimativas independentes para a razão

"j : xj.-i/x:j,
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que entrariam no modelo como constantes conhecidas. Opte

ríamos com i.sto uma linearização do modem-o (3.].0) , resul
tendo em

yij - in(vj) - (l+ :Elji;:E4.:11L-) u + --i- (vjfi+l , j+l+íij)
+

Xj + c: ij (3.11)

r-sido'

são valores supostamente conheci
dos.

Este modelo tem p parâmetros(U, ÀI'...r ÀP-l) a
serem está.medos. Portanto, tem solução sempre que

3.2.3 HaU.iz de covariãncia para
+

gIJ

Para populações sujeitas à exploração comercial, ê

bastante razoável supor que estas populações sejam muito

grandes. Por i.sso trataremos apenas da covariância esta-

be].ecida em 2.2.4 para populações em que Nj seja muito
grande em relação ao respectivo nl

+

Fi.xada uma coorte c qualquer, temos
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1 0
2 -1

-1 2

0 0

0 0
0 0E

(gcxgc)

1 2

g. = n.-]. e n. representa O número de l)ergo
dos para os quais a coorte c esta presente nas capturas.

Supondo i.ndependênci.a entre as coortes, segue a mg:

onde

triz:

l
E 0
'2 ;

, ;:
+

Cov(c) ,,,....
2

a . D

0 0

cuja ordem sela k = (s-]) (p- ].)

No Anexo 5 (a) apresentamos a forma de matriz D

para um exemplo si.mples .
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Como a matriz D não é identidade. precisa-se re-

correr ao método dos mini.mos quadrados ponderados; exce-

ção feita para o caso p'2r quando se tem que gr.= 2 - 1 =1
para todas as coortes incluídas no modelo, e portanto,

Ec
'2

para todas as coortes. ].sto resulta em que a matei.z deco
varlancza seja

2
a 1, onde l é a matriz identidade

No caso em que p > 2 uma aproximação possível con-

siste na redução artífice.al do número de i-jades para p-2

Isto pode ser conseguido agrupando as i-danes conveniente-

mente. Se denominarmos por j = x à primeira idade total-

mente recrutada (x = min(r:=1)) e efetuarmos a analise

para as idades de x até um z que será escolhido conforme

cri.térios discuti.dos em beber (1973, p.333), e tal que

z .< p'l. Podemos então criar os seguintes grupos de idade
nas capturas:

]

nil: número de i.ndivÍduos capturados no ano i com
idades de x a z.

+

nj.+1, 2: número de indivíduos capturados no ano
i+l com idades de x+l a z+l

A
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+

nil
Z

j:,. ':j
(3 . 1 2)

ni+1, 2

z+l

j ::.,.: ':-'- : , j
(3 . 1 3)

Os esforços associados a nil e nj.+1,2
e fi+1,2r respectivamente. onde

Ü

serão +

fil

+

fi,l
Z
:

]:x

o Z

':': j:l,. ::'j
(3 . 1 4)

R

fi+1,2
z+l

j ::l.:'i--: , :i

?&l

':-':':''": j::l...::j (3 . 15)

Observe-se que sendo r
] para todo j >P x, segue

que

+

fi,l fi'(z-x+l)

k

'j.--1 , 2 fj.+l ' (z-x+l)

Como uma medida relativa do esforço é suficiente

para nossos propósi-tos, pode-se desconsiderar o termo cons

tanto (z-x+l) utilizando como medi-da de esforço si.mples-
mente:

+

fj.l - 'j.

t
fi+1,2 : fiele

Desta forma criamos um novo conjunto de dados com
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apenas dois grupos de i-jades (p=2) . Observe-se que para

z=x tem-se o mode].o com ü .D = 2a 1. Para z > x esta igual-

dade não lucâi.s se verifica. Seber (1973) comenta que sen-

nix grande em relação a (nil- nj.x) , a matriz de cova-

riãncia 2a l continua sendo uma aproximação razoável para

Cov ( É: )

2 2

+

2

+

Em Muar (1964) encontra-se um exemplo apl-icado, ut.{
li.zando as aproximações por (3.12) e (3.13) . O argumento
dado por ruir para agrupar varias idades é a tentativa de
estabi.lização dos dados.

3.3. Estimação de NI(c), u e À

O modelo que descreveremos foi proposto por Palo-

heimo (1980). estendendo o modelo descrito na seção (3.3)

Utilizando (3.3)recursivamente a partir de E[NI.i] , temos
para min(i.,j) mai.or que l,

E [Nj.j ] E[nj..l, j-l] e'(U+Ói.l, j-lPi-l), ou

' [mj. j ] Elni-2, j-21
2

v=1 (U+Ói.v, j-v'j.-v'; ou

j-vPj.-v),E[Nj..3, j e'(U+Ój.-v, etc

Procedendo assim até chegarmos a NI (c)
com m = min(i,j), segue que

j-m+l
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b]. (c) . 1 1 e-(U+ x-v,
' v=l (3 . 1 6)

que pode ser reescrito por:

z[nj.j] : NI(c). e((m'l)u + rij) (3 . 1 7)

onde
rn- l m- l

vlll dli--v, i-vPj.-v : v31lX i-v,j-víi-v,j-v; m}2

0 ; m = l

Substituindo E[NI.i] em (3.4) pe]a expressão (3.17)

e consi-gerando Óij =Xj.j ' Pi ' pode-se reescrever (3.4)
por

f

'lvij]
(

Pn 1] ll-eE[ x] ] Àf (1] ij'j.
( (m-l)u + Vi.j) .N. (c)

l

(3 . 1 8)

onde

representa a captura por unida-

de de esforço no período i para

a idade j

A expressão (3.18) nos sugere o seguinte modelo

XY Kij 1] -((m-l) u + Tij) NI(c) E:ij (3 . 1 9)

onde
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1 , 2 , . . . , s ;

2. ..., P;

(l-e (iiPi)
(j.j' '

É:ij : erro aleatório com distri.buição supostamente
log-normal

Utilizando logaritmos naturais podemos reescrever
o modelo (3.19)

Z
In(ÀijNI(c)) + in(Kij) (m- l)u

(3 . 20)

onde

(Yj.j )

erro a].eatõrio con\ di.atribui.ção supor
temente normal de média zero e variân
cia a2

Supondo [iipi ' 0 e uti]i.zando a Propriedade 2 do

capítulo 2 para aproxi.mação do termo não-li.near. segue

zj.j ' in(ÀijNI( )) - (m

+
T. . + e . .

2
z] X) u -2 2 1]

(3 . 2 1)

Com a exclusão das coortes c=0 e c=s+p-2 que estão

representadas nas capturas por nlp e nsl' respectivamente
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permanecem no modelo (sp-2) pontos amostrais para estimar

um total de (sp-2) + s+p-2 parâmetros. O excesso de parâ-

metros no modelo exigira suposições adicionais que levem

a sua redução. Nos itens 3.3.1 e 3.3.2. veremos formas de

eliminar o excesso de parâmetros.

3.3.1 Coeficiente de capturabilidade constante

Podemos escolher as idades j=1, 2, ..., p conve-

nientemente. de forma que seja razoável. supor Xj-i ' À ,
ou seja, coeficiente de capturabili-dado constante por ano
e idade. O total. de parâmetros no modelo (3.21) será re-

duzido a s+p-l. Portanto, há solução sempre que s >(p+l)/
(p-l). Neste caso, o modelo (3.21) resultará em:

In ( ÀNI (c) )

m-l +

+ v:]. fi-v, j-v) X +
c ' .

2-P i
(m -- ) P - ( +2 2

(3 . 22)

que. para o caso mai.s comum na prática. em que pj:lr para
todo ie r.i = 1, para todo j. se reduz a:

f. m-l +

(--ãA-- + ,,E. fj..v)À+' j.j

(3 . 23)

In (ÀNI (c) ) - (m

No Anexo 5 (b) apresentamos um exemplo simples de
como adaptar este modelo para o uso das técnicas comuns
de regressão.
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&

3.3.2 Coeficiente de capturabilidade variável

Uma situação mais geral- do que aquela apresentada

em 3.3.1 consiste em supor que o coefi.ciente de captura-

bilidade seja variável em função da i.jade; ou seja:

À . . : À .''l ] '']

Supomos que o esforço nos períodos considerados se

ja medido de forma que incorl?ore eventuais variações anu-

ais de capturabi-lidade, que podem se dar em função de no-

vos equipamentos, alteração de legislação, habilidade do
pessoal, etc.

Denotamos À.i por À + 6i onde 6-i = 0 parar pelome-
nos, uma das p idades consideradas. O total de parâmetros

no modelo agora será de s+2p--2; que serão estimáveis sem-

pre que s »2p/(p-l) e (3.20) agora estala dada por:

In (ÀNI (c) ) - (m

+ in(.

m-l

\::fj--v,j-v) X +

::'i--«,j-«'j-« ' j.j
+

(3 . 2 4)

ou, no caso mai.s comum (p.i-l e r.i=1;

In (À NI ( c) )

+ in (--T

f m-ll l) P - ( ) À +E f+2 } l vv=l
(m

fj. m:l. . *

'Í' '' ' .::'i-",' :j-. '''
ê . .
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Os modelos (3.24) ou {3.25) são não-li.nearesemfun
ção do termo

In( ' -)/\

NO i.tem 3.3.5 sugerimos uma aproximação ].i.neariza
da para estes modelos.

3.3.3 - JYlêlt.jz de covâriância para EI

#

Utilizando os mesmos argumentos de 3.2.3, consi.de-

ramos que os nj..Í são pequenos em relação aos respectivos

Nij' Supondo ainda a independência entre as coortes segue
pelo item 2.3.2 do capiltulo 2 que

!(SP-2)

11(SP-2) e a matriz i.dentidade de ordem sp-2

+

Cov(E:) = a
2

3.3.q Estimacão dos N] (c)

Seja Bo(c) : ]-n(XNI(c)). Então segue que

eBo(c)
ANI(c) ; c=1, 2, ..., s+P-3 (3 . 26)

E, por raciocínio idêntico ao desenvolvido no item

2.3.3 do capítulo 2. chegamos ao estimados de N. (c)
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(i) Está.nadar gS N].(c)

. B.(c)
R](c) ---g'---- ; c = 1, 2,..., s+P'3(3.27)

onde Bo(c) e À são está.dadores de mini.mos quadrados de

lio(c) e À, respectivamente.

(ií) Variância de n. (c)

Supondo E[Í3o(c)] ; Ílo(c) e E[À] = À, .a variânci.a
de NI(c) pode ser aproximada, uti].izando expansão de Tay-

lor. Retendo apenas os termos de primeira ordem na expan-
são, a variância sela dada por:

Varia.(c)] [varêo ( c) ) - ?fl:l=!.Êa!!!.!.i!- +A

(3 . 2 8)

3.3.5 Linearização dos modelos(3.2q) e(3.25)

Na tentativa de simplificar os mode]os não-].inea

res descritos em 3.3.2, procuramos obter um modelo li.nea

gizado em função da expansão em série de Taylor para

In( -- ' )

com relação a valores genéricos fixados: À e 6
]

Um desenvolvi-mento mais detalhado desta lineariza
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ção esta no Anexo 7. A segui.r descreveremos apenas os re-
sultados princi-pais. A expansão, retendo-se somente os

termos de le ordem, leva ao seguinte

In (----Í -) - ]-n (---i

+ (--Í;$Í) 6 :j
(3 . 29)

Escolhendo 61 = 0 para todo j, o que seria razoá-
vel quando supomos que as vara.açÕes de coeficiente de cap-

turabilidade em função dos anos são desprezíveis, esta
aproxi.mação simplifi-ca-se mui.to:

In( : -i'' . 'j (3 . 3 0)

Substi.tui.ndo-se o termo não-linear em (3.24) e em

(3.25) pela aproximação (3.30), resulta o modelo lineari.-

zado, que pata (3.25) sela

zij :g in(ÀNI (c))
. f. m-l

(m - --i-) U -(}J=\E:fj...) À +

6 :j ' .::fj.-v'j-v
+

c:ij (3.31)

3. q Os métodos de regressão e a analise de coorte

Paloheimo (1980) comenta. com base nosmodelos con-
si.gerados em 3.3. que o método de regressão (MR) é muito
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sensível a eventuais padrões na capturabi.li.dado. Estes pa-

drões podem ser conseqtlência da i.nabilidade em padroni.zar

as medi-das de esforço convenientemente. para que incorpo-

rem mudanças nos aparelhos e/ou nas técnicas de captura,
bem como possível.s alterações na habilidade dos executo-

res ou mudanças de lega.ilação (para o caso de exploração

comercial) . Conclui dizendo que a existência dos padrões

na capturabilidade não pode ser evitada por meio de téc-

nicas estatísticas específicas, mas somente por um exame

detalhado da validade dos dados, de forma que eventuais

padrões ou vícios sejam corri-lidos sempre que for possí-

Um recurso sugerido por Paloheimo (1980) para de-

tectar padrões na capturabili.dado e eventualmente posei--
bilitar sua correção, é a técni.ca de Analise de Coorte

(AC) ou Analise de População Virtual (VPA) , descrita no

Anexo 6. Os métodos MR e AC (ou VPA) são técnicas comple-
mentares em algumas aspectos:

(i) AC pressupõe a existência de valores conheci-

dos parara; óiPr I'lr 2,..., s e óSjr j:2r ...,
p'l. O MR pode fornecer as estimativas paraes-

tes parâmetros.

(ii) O MR é muito sensível a padrões na capturabi-

lidade. A AC, por não ser sensível a estes pa-
drões, pode ser utilizada para detecta-los e



77

eventualmente incluí-].os no rnode].o

Portanto, uma utilização conjunta dos doi.s métodos

pode levar a uma compreensão mais detalhada dos dados bem

como a conclusões sobre a adequação do modelo teõri.co su-

posto.

3.q. l Algoritmo para utilização do MR e AC

Com base nos comentários da seção anteri.or, auge
rimos o seguinte procedi.mento para a anão.ise dos dados:

(i) Fazer a regressão considerando apenas as ida

des totalmente recrutadas (r.i: 1) e utili-zan
do algum dos modelos que supõe X constante. Ob

ter desta forma os esticadores de mini.mos qua

arados Íi e 51

(ii) utilizar Í;, 8j.P ' Àfj. (i-2.3, ..., s) e 8sj:Àfs
(j=2, ..., p-l) como está.mau.vas i.nici.ais na
analise de coorte

(ii.i) Lembrando que Ó.i.i
0

À . . f . .l] l] X pode
i

mos utili.zar as informações de esforço e os

Ój.j estimados pela AC para obter estimativas
dos respectivos XI.i, a fim de que se avalie o
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comportamento do coefici.ente de capturabilida-

de em função da i.dado e do tempo. Esta analise

também possibili.ta a obtenção de estimativas

inici.ais para os 61 numa eventual regressão
não-linear

Convém observar que. quando rt(j=1, 2. ..., p) fo
rem desconhecidos, a úni.ca saída sela utilizar as estima

ti.vas de Àj.ir.i, pois:

Portanto, estaremos está.mando À ].ã somente para as

idades totalmente recrutadas (r4 = 1) . Para as demais ida

des o favor se].etividade estará i.ncorporado à está.nativa.

Por esta razão é mais conveniente uti.li.zar apenas as ida-

des totalmente recrutadas (item (i)) no MR. Na prãti.ca, a

escolha destas idades poda ser feita uti.lizando comopri-
meira idade no mode]o aque].a que apresentar a maior cap-
tura média, e considerando que a partir dela as demais

i.jades estejam totalmente di.sponíveis à captura (recruta-

das) . Muitas vezes será convem.ente eli.mi.nar dados rela-

tivos às. i.danes mui.to avançadas, por serem pouco confiã-

veis.
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3.z}.2 Resumo das vantagens e l imi tições do f4R

Como vantagens do MR sobre AC (ou VPA), citamos

(i) O MR perrni-te a obtenção de resíduos que posei.

bilitam verificar a adequação dos dados consi

gerados ao modelo suposto, o que não é possa

vel fazer com a AC

(ii) Podemos utili.zar técnicas de diagnóstico em

regressão para detectar eventuais pontos aínos-

trai.s suspeitos (outli-ers). Se necessári-o, po"

dem ser utili.zadas técnicas para substituir es-

tes va].odes por outros mais convenientes e des-

ta forma melhorar o ajuste do modelo.

(iii) Os parâmetros estimados no MR vêm acompanhados

das estimati.vas de suas variâncias, o que pos-

sibilita fazer testes estatísticos, bem como

avali.ar a quanta.dade de i-nformação contida nos
dados.

Como ].imitações do MR, citamos

(i) Quando da necessi.jade de recorrer amodelos não-

lineares, não. hã. garantias de uma solução Úni.ca,

jã que esta solução pode variar em função dos

valores pelos quais o procedimento iterativo se
Inicia.
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(il) A necessidade de trabalhar com boas estimativas

de esforço pode ser um favor ].ími.tange a um bom

ajuste do modelo.

(iii) Os cálculos envolvem multa.pli.cação e inversão

de matei.zes muito grandes; daí a necessidade do
suporte de computadores e programas adequa(Elos

para sua execução.



EXEMPLOS DE APLICAÇÃO

q.l - Introdução

Neste capítulo mostraremos apli.cações para alguns

dos modelos propostos no capítulo anteri.or. Utili.zaremos in-

formações disponíveis sobre duas populações de peixes ex-

ploradas comercialmente

(i) o Pargo (Lutvanus ouroureus) , importante recua
se pesqueiro do nordeste brasa.loiro; e

(ii) a Castanha (Umbri-na canosai.) , que é mui.to pes
cada no extremo sul da costa brasileira

No estudo de ambas as populações jã foi uti-li.zada a

técnica de Anãli.se de Coorte, comentada no capítulo 3 e re-

sumida no Anexo 6. Tomando os dados que foram utilizados na

Anâli.se de Coorte e acrescentando as informações di.sponí-

vei.s sobre o esforço de pescar pode-se tentar o ajuste dos
modelos anteriormente descritos.

Restringe.remos nossas aplicações aos modelos linea
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res descai.tos em 3.3 por serem mai.s simples, e portanto de
maior interesse pratico, jã que exigem apenas uma matriz

diagonal. para os erros.

No final do capítulo, apresentaremos uma sugestão

de seqtlência de procedimentos que pode ser adotada na esco-
lha do modelo mais adequado aos dados em estudo.

q.2 0 Pargo (Lutyanus purpureus, Poey)

Os dados sobre a pesca de Pargo foram extraídos de

Alves, T. T. e outros (1985) . Na Tabela l apresentamos as

capturas estimadas (em número de i-ndivíduos) por ano e por

idade, juntamente com os esforços anuais de pesca (em mil
anzõi.s/hora) . A analise subseqtlente esta restri.ta ãs idades

6 a 14. Consideramos a i.dade 6 como aquela i.date a partir

da qual o recrutamento é completo (r-j - 1; j >. 6)

Os diversos modelos tentados têm seus principais re-

sultados descritos na Tabela 2. O primeiro modelo que foi

ap[i.cedo é o mode].o (3.23) , que supõe um coeficientedecap-

turabi-li.jade constante para todas as idades e anos (XI.i=À,
para todo (i,j)) . A regressão ne l da Tabela 2 fornece as

estimati.vas para a taxa de morte natural (U) , o coefi.ciente

de capturabilidade (À) , juntamente com os respectivos erros

padrão, e ai.nda o erro quadrático medi.o (EQM) . Aanãlise dos

resíduos para este modelo foi feita primeiramente plotando-
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se os resíduos (zi.i-2j.i) em função dos valores estimadospe-

[o modem.o, 2i.i' Estes resu]tados, na Figura ], não sugerem
qualquer inadequação do modelo utilizado. Plotamos então os

resíduos em função das idades juntamente com o valor médio

destes resíduos por idade (Figura 2). Através do teste de

Levene, rejeitamos a hi.põtese de i.gualdade de variâncias

(F(8,88) ' 2r90; ND = 0,0065) entre os grupos de idade. Op-
tamos então por um ntodelo de regressão ponderado em que a

matriz Cov(EI) - a .l foi substd.tuida por Cov(Ê) : a .Y, com
V sendo uma matriz diagonal de forma que aos elementos c

está-veste associada a variânci-a a .vj.3 tal que para as pon'

derações wj.j = (vij)'l se verá.fi.cessem as seguintes propriS
dados:

2 2

2

(1) cojl a l/a -i; j.sto é, o peso associado ao ele-
mento (i.,j) é inversamente proporcional à va-

riânci.a dos resíduos para a idade j. Em outras

palavras isto equivale dizer que a vara.anciã as-

sociada ao elemento É:ll é proporcional à va-
riância dos resíduos para a idade j

2

(2) [ êi E. m:..;/(s+p-2)] = a = 1; o peso médio consi-

derando todas as s+p-2 observações é igual a l

Isto permite compararmos os erros quadráticos

médios (EQM) dos modelos não-ponderado e pon-
derado.

l J

Os pesos uti.li.zados para as idades j=6, 7, 8. ...,

14 foram, respectivamente: 0,54; 1,52; 1,91; 1,99; 0,70;
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1,12; 0,36; 0,32 e 0,34. A regressão nQ 2 da Tabe].a 2 for-

nece os principais resultados associados ao ajuste deste
modelo. Houve uma pequena melhoria na precisão das está.na-

tivas de p e À , quando analisadas isoladamente. Mas, atra-

vés do EQM veria.camas uma sensível melhora no ajuste do
modelo, jã que a ponderação reduziu seu valor em 319a. NaFi-

gura 3 estão representados os resíduos ponderados

(zij -2j.j) ,

com as respectivas médias por idade. O teste de Levene leva

à aceitação da i-gualdade das variâncias para os grupos de
idade

(F(e.ee) 0,97; ND = 0,4639)

Nos demais modem-os que consideramos, a regressão ponderada

sempre foi superior à não-ponderada. no sentido de apresen-

tar menor EQM.. Por esta razão trataremos apenas dos modelos
ponderados na seqtlênci.a da analise

Observando as médias dos resíduos por idade nas Fi-

guras 2 e 3, podemos verá.ficar o mesmo padrão nos doi.s mo-

delos. Isto nos levou à utilização do modelo mai.s geral,

onde À.i = À + 6i; ou seja. admitimos que o coefi.ci.ente de
capturabilidade varie com a idade. Na regressão ne 3 da Ta-

be].a 2 consi.devamos o mode]o ]-inearizado (3.31) , conforme

descrito na seção 3.3.5, onde i.mpusemos 614 ' 0 e portanto
X : À14' ou seja, a estimativa de À refere-se ao coefici.en-

te de capturabi].idade para a i.dade ].4. Utili.zamos aindapara
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o va]or Xn = 0/39 . 10'4. que é a me].hor estimati.va di.s
ponível para À, conforme a regressão ne 2

O teste estatístico que descreveremos na etapa 5 da

seção 4.4, quando baseado nas somas de quadrados residuais

(SQR) .das regressões 2 e 3. mostra que o vedor 6= (66' 67'

, 613) ' é signifi.cativamente distinto de zero (F(8.70) :

5,17; ND = 0,00004); ou seja, a capturabili.dado não é a

mesma para todas as i-danes consideradas no modelo.

Os resíduos ponderados agrupados por idade, para a

regressão nQ 3 estão graficados na Figura 4, onde podemos

observar o desaparecimento no padrão entre as médias que ha-
vi.a para os modelos anteriormente considerados.

Num outro ti.po de anâli.se, comparamos as está.nati-

vas À.i(= coeficiente de capturabi].idade medi.o para a i.dade
j) obtidas a partir da Anã].ise de Coorte através do proce-

dimento descrito em (i.ii.) da seção 3.4.1, com as estimati-

vas de mínimos quadrados X.i = 51 + (5.i, obtidas no modelo de
regressão n0 3 da. Tabela 2. Estes resultados estão na Tabe-

la 3 e na Figura 5. O comportamento semelhante dos doi.s con-

juntos de estimati.vas são uma i.ndicação da consistência dos

dados. É interessante notar também que o padrão para os re-

sÍduosz observados nas Figuras 2 e 3 é mui.to semelhante ao

padrão nos coefici.entes de capturabili.dade na Fi.gula 5.

Procuramos, na seqtlênci.a, determi.nar os parâmetros

61 que efetivamente fossem di.sti-ntos de zero. Uti.lizamos pa-
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ra isto um procedimento "stepwi.se" para a inclusão dos pa
râmetros delta ((5) no modelo lineari.zado (3.31) . O resulta

do na regressão ne 4 da.Tabela 2 indica que apenas os del

tas para as idades 8, 9 e ll são si.gnificativos no modelo.

Com base nestas informações, passamos ao ajuste do

modelo não-linear (3.25) , onde consideramos os deltas (6)

para as i.danes 8, 9 e 11. 0 procedimento iterati.vo foi. i.ni-

ciado com as está.mativas da regressão ne 4. A convergência

ocorreu após seis i.gerações com estimativas muito próximas

dos valores iniciais, conforme regressão ne 5 da Tabela 2

Na Fi-aura 6 representamos os resíduos agrupados por i.date

para esta regressão, onde o padrão em função das idades se

mantém praticamente eliminado como no caso da regressão ne
3 com todos os deltas.

Nas Fi.auras 7 e 8 apresentamos os resíduos pondera-

dos para as regressões 2 e 5, respecti-vamente, agrupados por

ano. Podemos veria.car um padrão para as médias por ano

muito semelhante para os dois modelos; uma indicação de que

a eli.minação dos padrões no coeficiente de capturabilidade

por idade não agi.u sobre possíveis padrões em função dos a-
nos.

Na Tabela 4 apresentamos estimativas de NI (c) jun-

tamente com estimativas dos respectivos erros padrão, para

algumas das coortes nas regressões nes 2 e 4. Na Tabela 5

esta a matei.z das correlações estimadas entre estes mesmos
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RI(c) , para a regressão ne 2. Isto nos dã uma indicação de
que os erros padrão da Tabela 4 são sobreestimativas para a

real variação elos esticadores, quando estes são está.nados

conjuntamente, jã que os erros padrão fornecem informações

sobre a variação marginal destas variáveis i.solidamente, e

não sua variação conjunta.

Igualmente, as estimativas de u e X nos modelos a-

presentados estão associadas a. erros padrão aparentemente

grandes. Porém, na Tabela 6, veria.canos que estas está.ma-

u.vas são muito correlaci.onadas negati.valente. Pelas razões

acima expostas, também aqui a estimati.va conjunta de p e À

será bem mais precisa do que sugerem os respecti.vos erros

padrão.

q.3 Castanha (Umbrina canosai )

Os dados de captura e de esforço anual de pesca pa-

ra a Castanha, apresentados na Tabela 7. foram cedi.dos pelo

Prof. Manuel Haimovi.ci, do Departamento de Oceanografia da
Fundação Universo.jade do Ri.o Grande. Incluíram-se na anali-

se as i.danes 3 a 14 anos, para o período de 1976 a 1983. Os

critêri.os utilizados para a seleção (Elas i.jades consistem na

inclusão de idades totalmente recrutadas, evi.bando as i.da-

nes muito altas em função de pouca confiabilidade na sua

determinação. Vári.as medidas de esforço foram consideradas:
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(i) dias no mar (f) ;

(ii) número de viagens (v); e

(i-i.i.) "esforço corri.giro" (f.) , estabe].ecido em fun-
ção de movi.ficações em f, conforme consi.gerações
descritas abri.xo.

Procuramos ajustar vários modelos, cujos principais

resu[tados apresentamos na Tab.e]a 8. ]nicia].mente, ajusta-

mos o modelo linear (3.23), utilizando o esforço "dias no

mar" (f) . Os resultados correspondentes à regressão ne l da

Tabela 8 não foram satisfatórios por apresentarem uma taxa

de morte natural excessivamente elevada (Íi = 1,59) eum coe-

fi.ci.ente de capturabilidade negati.vo (51 = -1,25 . 10'q) . Os

resíduos para este modelo agrupados por idade e por ano es-

tão nas Fi.golas 9 e 10, respecti.vamente. Os resíduos agru-

pados por ano apresentam um padrão acentuado, sugerindo pro-

blemas na medi.da de esforço utilizado, não incorporando con-

venientemente as possíveis variações de capturabilidade em

função dos anos. Procuramos ajustar modelos ponderados uti-

lizando vários critérios de ponderação (idade, ano, coorte).

Também tentamos melhorar o ajuste através da exclusão de

possível.s elementos "outliers", como por exemplo, a captura

para a i-dade 14 e ano 1978 (n = 27) , cujo resíduo esta as-

sinalado na Fi.gula 10. Todas. essas tentativas foram impro-

duti.vas, mantendo está.nativas negati.vas para o coefi.ci.ente

de capturabilidade (X) e taxas de mortalidade natural (U)
muito elevadas.
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A partir das está.mativas de Ójl pela Analise de Co-
orte, que, recordamos, não é sensível a padrões em À; e ut.}

lizando as medidas de esforço (f) , foi. possívelcalcularva-

lores estimados de Àj.i através da seguinte relação:

+

onde os valores Fij são estimati.vas para Ój.j pela Analise
de Coorte

A partir dos valroes À.i.i, calculamos uma nova medi-

da de esforço, que denominamos "esforço corri.giro" (f.) ,
procurando compensar as eventuais variações anuais de cap-

turabilidade, cri.ando asse.m uma medida de esforço mais ade-

quada às suposições dos modelos utilizados. Obtivemos o es-

forço corrigi.do para o i-êsi.mo ano através da relação:

+

f c.l X
1 , 2 . . . . , s

onde

l
q

q
E

+

Xj.:j pa;a

para

para

ou s

2. 3 , , s-l

e
S

{'-' :!:':
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Uti].izando os "esforços corri.gados" (f.) , voltamos

a aplicar o modelo (3.23), ini.cialmente com as i-dados 3 a

14, e depois para as i.dades 3 a 13. Na regressão ne 2 da

Tabela 8, apresentamos as principais estimati-vas para o mo-
delo com idades 3 a 13, com valores bem mais razoáveis que

os anteriormente obtidos. A preferência em trabalhar com as

idades 3 a 13 na seqtlência da análise deve--se ao melhor

ajuste destes modelos, uma vez que. nas análises de x'esÍ-

duos, candidatos a possível.s ."outliers'', se concentravam

sobre a idade 14, princi.palmente a captura para o ano 1978

(n = 27) , jã comentada anteriormente

Uma comparação visual entre as varias medidas de

esforço na Figura 12 indicam uma evolução mui.to semelhante

para o esforço corrigido (f.) e o esforço medido em viagens
(v) , enquanto o padrão seguido pelo esforço em dias no mar

(f) é di.sti.nto destes. Esta observação nos levou à suspeita

de que o esforço em viagens (v) se adequasse melhor às su-

posi.çÕes do modelo do que o esforço emdias no mar (f) . Efe-

tuamos então um novo ajuste do modelo (3.23) , consi-gerando

o esforço em viagens (v) para as idades 3 a 13. Os pri.nci.-

pais resultados apresentados na regressão n0 3 da Tabela 8

fornecem como estimativas para a taxa de morte natural íi =

0,34, um valor muito elevado, conforme Haimovici(1983) , que

apresenta como estimativa para (' U+ Ó, a partir das cur-

vas de capturar o valor t= 0,33. Para as técnicas de Anãli.-

se de Coorte, Haimovici- (comunicação pessoal) tem utili.-

zado U = 0,20 como provável valor para a taxa de

morte natural. Os resíduos agrupados por idade e por ano



91

estão representados grafi.comente nas Figuras 13 e 14, res

pectivamente.

Procuramos eli.minar um eventual efeito da i.jade per-

mitindo coefici.entes de capturabilidade variáveis com a ida-

de, utilizando o modelo lineari.zado (3.13) i.mpond0 613 - 0

e À. = 4,63 . 10'4, em função da estimativa de À na regres-
são na 3. Através do teste da etapa 5, seção 4.4, não hã e-

vi.dências para a rejeição da h-ipõtese de que 6= .( ó3r 64'

â5'...,612)' fosse iguala zero(F(l0,48):0,84; ND =
0,5949) . As variâncias dos resíduos agrupados por idade po-

dem ser consideradas iguais, não justificando uma pondera-

ção nos moldes em que foi feita para o Pargo. Desta maneira

acreditamos que a regressão ne 3 foi o melhor ajuste que

obtivemos a partir dos dados da Castanha.

Na Tabela 9 apresentamos estimativas para alguns

valores NI (c) na regressão ne 3. Na Tabela 10, a matriz das

correlações estimadas entre as estimativas 81 (c) indicam
que, em função das altas correlações, os valores dos desvi-os

padrão da tabela anterior não refletem a precisão destas es-

tá.mativas quando consideradas conjuntamente. uma vez que

representam a variabilidade marginal. Para a regressão 3 a

correlação entre Ü e X ê r: ? =-0,997. novamente uma i.ndi-

cação de que a estimação conjunta desses dois parâmetros, u

e À, é bem mais precisa do que fazem supor os respectivos

desvios padrão, iso].adamente
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q.q Proposta de estratégia de analise

O propõsi-to nesta seção é apresentar uma estratégia
de analise.para a uti.lização dos modelos desenvolvidos em

3.3 e uti].izados nos exemplos aplicados deste quarto capí-
tu].o.

Resumiremos a estratégia proposta em 7 etapas, que
são as seguintes:

Eta Aplicação do modelo li.cear (3.23) em que

se consi.dera o coeficiente de capturabi.-

li.jade constante (X.i.i = À)

Eta Analise de resíduos (zj.i-21.i) para detec-
tar eventual.s "outliers" e/ou verificar a

adequação do modelo considerado.

Eta Repetir a apli.cação do modelo (3.23) com

as possível.s modificações resultantes da

aná].ise efetuada na Etapa 2

Eta Aplicação do modelo lineari.zado (3.31) com

X.i : À + õ i; ou seja. coeficientesdecap-
turabi.lidade variáveis em função das ida-

des. Se j representa a maxi.ma i.jade con-

siderada na analise, então convém estabe-

lecer X.i+ =X; istoé,ó:+ = 0(ver co-

+
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mentâri.o a respeito no Anexo 7) . O valor

X a ser utilizado neste modelo pode ser o

estimados de X obtido na Etapa 3.

()

Eta Efetuar o teste de hipótese n,..,:6=0 contra

Hl:6#0. onde 6 é um vedor (rxl.), através
da seguinte estatística:

'. F(r. n-p)

onde

SQR(C) = soma de Quadrados dos resí

duos no modelo "completo"
(3 . 3 1)

SQR(R) = soma de Quadrados dos resí-

duos no modelo "reduzido''

(3 . 23)

número de observações

número de parâmetros no modelo

"completo"

número de (S<'s constituindo o ve
tor (S

Aceitando a hipótese H., o modelo da Eta-

pa 3 pode ser considerado adequado. Se H

não for aceito, passamos à etapa seguinte
0
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Etaoa 6 Determinar quais os 6 I's que seriam dife-
rentes de zero. Isto poderá ser fei.to uti.

lizando eventual.s i.nformações disponíveis

sobre o comportamento da atividade pes-

queira, criando grupos de idade com (S.i's

iguais, por exemplo. Podem ser utilizadas

técnicas estatísticas como "agrupamento mo

notõnico'' ou regressão "stepwise" para a

i.nclusão dos parâmetros (5
]

Eta Após a definição dos (S.i's diferentes de

zero (ou grupos de idade com mesmo 6), pag

somos ao modelo não-linear (3.25) adapta-

do aos resultados da Etapa 6. Os parâme-

tros uti].izados para inici.ar o procedi--

mento iterativo, podem ser estabelecidos

em função das regresões anteriores.



CONCLUSÃO

No presente trabalho procuramos apresentar, numa

seqtlência coerente, uma série de modelos que utilizam in-

formações de captura e de esforço para estimar parâmetros

relacionados com a dinâmica de populações animal-s; espe-
ci.fi.comente, a taxa de morte natural (U), o coefici.ente

de capturabilidade (À) e o tamanho da população (N) . Mos-
tramos detalhadamente a obtenção dos diversos modelos de

regressão a parti.r de um modelo estocâsti,co comum em es-

tudos de populações animais. Obtivemos as expressões para

as variâncias aproxi-manias da estimativa de N, bem como

as matrizes de covariânci-a para os erros aleatórios nos

diveros modelos, seguindo sugestões de Sebes (1973)

Nas apli.cações efetuadas no capítulo 4, confirmá-

mos a importânci.a dos resíduos para verá.ficarmos a ade-

quação dos modelos propostos aos dados disponíveis, bem

como auxi.li.ar na procura de eventuais modelos alternati.-

vos. Isto é um favor importante a favor dos modelos desen-

volvidos neste trabalho, uma vez que a maioria das técni-

cas comumente utilizadas na dinâmica de populações envol-
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veumodelos determinísticos e que. portanto, não permitem
este ti.po de consideração.

Por outro lado, verificamos que a qualidade das

medi.das de esforço são um fatos limitante pata o sucesso

dos modelos apresentados. Porém as considerações feitas

nas aplicações para a Castanha inda.cam a possibili.date da

uti.li.zação destes modelos para a avaliação e eventual me-

Ihori.a das medidas de esforço.disponíveis, o que, por sua
vez, pode trazer benefícios em outros tipos de anãli.se,

onde as medidas de esforço são necessárias; por exemplo,
os "modelos de produção"

Para uma uti.lização mais generalizada e efici.ente

dos modelos aqui consi.gerados, são necessários estudos de

si.mutação em populações com padrões específicos nos parâ-

metros u, X e N. avaliando o comportamento dos está.mado-

res nas diferentes si.tuaçÕes. Braaten (1969) e Butler &

McDonald. (1979) apresentam estudos si.mulados para al-gumes

formas simplificadas dos modelos tratados no presente tra-

balho. A extensão desses estudos para os modelos mais ge-
ral.s será.am convem.entes.

Acreditamos ainda que uma importante contei.buição

do presente trabalho esta nos modem-os li.nearizados apre-
sentados na secção 3.3.5 e desenvolvidos no Anexo 7. Es-

tes modelos se mostraram bastante úteis em substituição

aos modelos não-lineares origi.naus, com resultados numé-

ricos muito semelhantes. Através desta aproximação, evi-
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ramos a utilização dos modelos não-lineares, que envolvem

procedi.mentor mais complexos.
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A N E X O l

"APROXIMAÇÃO PARA in «l-e'x)/x)"

Peoposj.ção:

Sejax>0ef(x) =ln(i'e). Entãose x!X

f(x) pode ser aproximado por f(x)

Prova:

A expansão em série de MacLaurin para e esta

da por:

.Z. + ..Z!. . ...E!
1 1 2 1 3 !

Donde segue

.z
2 1 3 !

-z-
2 1 3 1 4 !

E, portanto:

In(]':g---) = in(l - ---3-
x 21 31 41

+

X3

X le 1 +
X X

Xl e l +
X
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].n ( l - --f-)

Se efetuarmos expansão em série de MacLaurin para

g(x) = in(l ---f-) , retendo apenas o le termode série, te-
mos:

g(x)

Portanto

Xl e X0
In( X



A N E X 0 2

1) A distribuição multinomíal

A forma de distri.buíção multa.nomial para

(nl' n2' ''', ns)

será dada por (adaptado de DUPONT, 1983)

=y'\- . ,~:l!: ',:::: '-;',
(Nl- j }ltnj) ! ll l(nj ! ) (A2 . 1)

P (n l 0)

onde: 0 = (Nlr À , U lj
j

E onde temos

t o
(i) r(t) = exp]- ./' (li+Àf(x)dx] - probabili-jade de0

que um particular i.ndivíduo sobrevi.va até o
instante t

i- 0 t (5

Mas ./' (u+Àf(x)dx = Ut + À./ f(x)dx

Considerando as suposições SI a S5 do capítu-

lo ].r e pi g l para todo i, segue

} :'*,.*: \..**#â.. + +X
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m l

tn mdx :jZi fj(aj-tj-l) + fmgm

a. = pj.di + ti.l

m = minlj

gm

se

se

Finalmente, r(t) pode ser escrito como

m l
r(t) = exp]-(Ut+À(?.g. + E f4p4d..:) )] (A2.2)

lJ

'í o

(ii-) li -tÍJ ?f(x) r(x) dx -- probabi.lídade de que
o indivíduo seja capturado no i-ési.mo i.nter-
valo

Novamente, peJ-as suposi-ções SI a S5 do capí-

tu].o 1, e pi< 1 para todo i, segue

lli : Àfj.taír(x) dx = À fitailexpl-(px+Àfj.(x-tj..l)+

j l jPjaj)] dx

Ca[cu[ando esta integra]. chega-se ao seguinte
resultado:

l F. - '

-.l-- e'(Pti..l+ À jxi íjPjaj) (l - e'(iPidj.)
(A2 . 3 )

l

ou

E l r(ti.l) . (l - e (iPidi)lj. (A2 . 4 )
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(ii.i) 1 : E li -- probabilidade de que o indiví-
duo seja capturado ao longo do experimento,
isto é, entre O (zero)

(iv) T = 1 - 1 -- probabilidade de que o inda.ví

duo não seja capturado ao longo do experimen
to

2) Variâncias e covariâncias aí)roximadas obra in(n:)

Para a distribui.ção multinomi.al descrita aci.ma,
valem as propriedades:

Elni] - Nllj.

Var[nj.] - Nl]j.(] - ]]i)

(A2 . 5 )

(A2 . 6 )

nj] Nllj.llj para todo i #j (A2 . 7 )

I'omando a função g(n:)
séri.e de Taylor, temos:

expandindo em

. (nJ-E [n: ] )
g(n:) = g(E]n:]) + -----E-------E--

1 !

(ni-E]ni])' g(2) (E]nj.])
2 !

+

(Elni]) +

onde

g(n) (Elni]) :
a ng ( nj. )

l

cuja esperança será

E [ nj.]
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g(2) (E]n: ])

E[g(nj.)]gg(E]nj.])+ ' 21' l Var]ni]

E por (A2.5) e (A2.6) , segue

E[[n(nj.)] :g ]-n (Nlq]i) + Bi (A2 . 8 )

onde

l: - l
B: = --3--- é o vício do esticador
' 2nllj.

Supondo BI

riância de g(n.i)

pode-se escrever para a va

Varlg(ni)] =.E(g(ni) - E]g(nj.)]) á

g Etg(ni) - in (wl]]i)]'

2

Utilizando novamente a expansão en\ série de

Tay].or, mantendo apenas o le termo de expansão, segue

g(ni) In(Nlli) g (ni NJ.qli) g(1) (willi)

Elevando esta expansão ao quadrado e cale\llando

sua esperança, segue

0

Varlln(nj)] ;
l

(nllli)'
Var [nl] (A2 . 9 )

E por (A2.6) segue

Varlln(nj)] : l ' ll' (A2 . 10 )
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Cov[g(nj.), g(nj)] = Et(g(ni) - E]g(ni)]) '(g(nj) -E]g(nj)])]

E. procedendo-se de forma análoga como para o cal-
da vara.anciã, segue que

E de (A2.7), segue o resultado:

Cov[[n(nj.), in(nj)] g - L

Final.mente notando que

fulo

n.i ) (A2 . 11)

(A2 . 12 )



A N E X O

"MATRIZES DE COVARIANCIA APROXIMADAS PARA

i+lyi
niIn( n(f i

1) Resultado geral

Para simplifi.cação da notação, seja xj = in(nj)
Então é fãci.l verificar que

(yi - E]yi])= xi-xi+l ' E]xi] + E]xi+l](A3.1)

R portanto, de

Cov(yj.' yj) - E[(Xz=E]yj.]) (yj-E]yj])]

segue

Cov(yi' yj) = Cov(xj., xj) + Cov (xi+l'

Cov(xi' xj+l) - Cov(xi+l' x:j) (A3 . 2 )

2) D com distribuição multinomial

Utilizando os resultados (A2.10) e (.à2.12) doAne

xo 2 na expressão (A3.2) dada acima, segue
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Var[yj.] g Cov]yi, yj.]
nllili+i

1 , 2 . . . . , s--l

Cov[yj.' yj.+:]
l

Nllj.+i

se j > i+2

1 , 2 ,

1 , 2 ,

, s-l

, s-2Covtyj., yjl

3) in(ni) indeoendentes com distribuição normal

Além da distribuição normal, supõe-se a seguinte

estrutura de covari-anciã para os x{ = in(n.i)

a se

Cov(xj.. xj)
0 se i # j

Nestas condições, uti.].izando (A3.2) chega-se à

seguinte estrutura de covari.anciã para y' : (YI'y2r .'', ys-l)

Var(yi) 8 2aa ; i = 1, 2. ..., s-l

Cov(yj.r yi+l) &-oz ; i=1, 2,..., s-l

Cov(yj., yj) ê 0 ; j>i+2 e i. = 1, 2. ..., s-2



A N E X O q

"ESPERANÇA VARIÂNCIA E CORRELAÇOES

APROXIMADAS PARA NI "

No modelo considerado em (2.29)r NI é uma função

do intercept (B.) e do coeficiente de capturabilidade (À),
ou seja

eBo
XNI : f( Bo'À ) (A4 . 1)

Sejam ainda 0 =(Olr 02)' :(E[BO[r E[À])'. Entãopo-
de-se escrever a função f(13., 51) como expansão em série de
Taylor. Retendo na expansão apenas até os termos quadrâti-

cosr segue

a f (O)

f(ol' o2) + (êo - ol) - ao.

.ly..gl ... 'g.-':' : .!=.g!.. .
a o . 2 i a6 ?

2 ' ' '' 1

f(Bo' 51) + (X- o2)

(A4 . 2 )

!jqperqnçq

A esperança da função í(8.,}) está dada por
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-''"., « : -:- * -l:- . '':g;t - '#-z *A ' A ' 2 A .

,.. :,..
+

02
(A4 . 3 )

O está-mador natural para NI' conforme (A4.1) será:

B.e~o
A

cuja esperança, conforme (A4.3) está dada por:

0 .
n .L

E[N.] = ' (1 + B)
I' o .2

NI (A.4 . 4)

(A4 . 5 )

onde

(Ê .)Var 0
B 2

cov(ão' Í)
0 2

(A4 . 6 )

Vara.anciã

Supondo B = 0,, segue que
Q

varlNl] : E(f(go' Á') f ( OI' 0 2) ')

Utilizando a expansão (A4.2) e mantendo apenas

os termos de primei.ra ordem, chegamos ao seguinte resultado

varlnl] = ( e ' )' [var(Êo) - Z cov(êo' Ã') +
Z

+ --.l-- Var (Ã ) ] (A.4 . 7)
o : '2
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3 - Correlação

Para duas coortes ''x

partir de (A4 . 5)

11

quaisquer, temos a

e l(x)
02

ol (y)
-!---i.-- ( l+n ( y ) )'2

E [nl (x) ] (l+B(x)) (A4 . 8 )

(A.4 . 8)E [nl (y) ]

onde

OI(x) ;E[Bo(x)] e 02(y) :E]êo(y)] e

B(x) , B(y) as moda.fixações adequadas da expressão

(A.4 . 6 )

Por outro lado, utilizando novamente a expansão em

série de Taylor, com aproxi.mação até os termos de segunda

ordem, temos que

E [RI (x) 8]. (y) ]
exp(u]. (x) + ul (y) )

( 02) 2
( l+Bt) (A4 . 9 )

onde

B+ B(x) + B(V) + ygr..(i.L . Cov(âo(x) ' i)

( 82) ' 0 2

Cov(Bo(y)T i) + Cov(Êo(x). é'o(y)

B(x) + B(y)' + K (A4 . 10 )
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Supondo que B(x) = B(y) 0, segue que

Col,(8 (x) 8 (]r)) : P(0-(x) + 0.(y))
"l'"' ' "l'''' (02) 2

(l+k)

(A4 . 1 1 )

E. finalmente, segue de (A4.11) e (A4.7) a corre

loção aproxi.nada:

Cov(nl(x.). RI(V))

'nl(x), nl(y) '
[Var(nt(x))]à .[Var(nl(y))]}(A4.12).L al+

0

Uti].izando os estimadores para os valores de

(A4.12) tem-se uma forma aproximada de calculo para a es-

tá.motiva do coeficiente de cartel-ação entre 81(x) enl(y)
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"EXEMPLOS APLICATIVOS PARA DOIS

MODELOS DO CAPITULO 3"

Os (nados

Consideramos um caso si-mples com s=4 e p=3; e tala

bém r.i=1; j=1, 2. 3 e p.i-l; i.=1, 2. 3, 4. Tabelando es--
tes dados, temos:

Ano(i)
l

2

3

4

P

lnll n12

n21 n22 n23

n31 n32 n33

n4 2 n43

(a) Ai uste do modelo (3.9)

O modelo de regressão esta dado por

y = X6 + c
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onde

(y12r yllr y22' y21r y32' y31)

'. ":, : :''+'R=\=' ;
1, 2. 3 e j = 1, 2

i+lie f i 1 , 2 , 3i
2

+
+

+
+

+ +

C (c C E E C C
].2 ' 11 ' 2122 32' 31

2

0

0

0

0

0

o o o
2 -1 0

-1 2 0

0 0 2
0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

-1 0
Colv(c) = a

(b) Ai uste do modelo (3 .23 )

As matrizes e vetores do modelo y = Xí3 + c: agora
serão dadas por:

(Z12r Z23r Zll r Z22r Z33f Z21r Z32r Z43r Z31/ Z42)
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i:l,f
l

B

e zj.j = in( , 4 e j=1, 2, 3

[Bo(1), Bo(2), Bo(3), Bo(4), U , À]

Bo(i.) - ]nINI (i-)À] ; 1 , 2 . 3 , 4

l o o

l o o

0

0

q12

q23

qll

q22

q33

q21

q32

q43

q31

q42

k12

k23

kll

k22

k33

k21

k32

k43

k31

k42

o o o

o o o l

onde:

qij = (m - --!--)

m-l

«EI fi-v)kj.j
f i: -( +
2

m

i

j

min (i, j )

1 , 2 , 3 , 4

1 , 2, 3
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12' 23' 11' 22' 33'E:21'c32' 43' 31' 42)

cov(Ê) :a' . 111.0



A N E X 0 6

"ANALISE DE COORTE"

A6.1 - Introdução

Denominamos Analise de Coorte (C.A.) à solução a

proximada de Pope (1972) ao Método de Análise de Pápula
ção Virtual (VPA) de Gulland (1965)

Para sua utilização são feitas as segui.ntes supo

slçoes:

a) Cada coorte segue o motel-o populacional descai

to nos capítulos l e 2

b) As capturas nij; i:1' 2, ..., s e j=1, 2.... pí
são conheci-das e dj=pj:l para todo i

c) A taxa i.nstantânea de mortali.jade natural é cona

tente e conhecida, isto é: U:.i = U

A6.2 4Dãlise de População Virtual(V.P.A.)

Neste procedimento, os esforços de pesca não são

utilizados. Em função disto, traba].ha-se apenas comas pa-
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râmetros d{.i sem desmembrã-los em

Reescrevendo ( 3 . 3 ) temos

E[Ni+l, j+l] e' ( U+Ó S.i ) (A6 . 1 )

Reescrevendo também a expressão de (3.4) e divã

di.ndo o resultado pela expressão (A6.1) acima. segue

E[Nj.+l, j+l] (u+óij) e'(H+Ój-i)

szj (l - e'(U+dj.i))

(A6 . 2 )

:l"i:it

A anãli.se de coorte, por ser um procedimento de-
ternlínísti.co uti.li.za as expressões (A6.1) e (A6.2) sem no

entanto expressa'las em termos de esperança. ou seja:

.j+i = e'(U+dii) (A6 . 1+ )

Ni+l'. j+l (u+dij) e'(IJ+ ÓS.i)
(A6 . 2+ )

e'(U+dii))

Estabelecendo em (A6.2+) valores parara e djl, po-

de-se calcular Ni+l, j+l' jã que nij é conhecido. Com es-
te resultado e (A6.1+) , pode-se obter. um valor para N

Retornando a (A6.2+) e utili.zando o valor de NI.i, encon-

tra-seój.-l, j-l' o que, por sua vez, possa-bili.ta calcular
Nj.-l, j-l em (A6.1+). Procede-se desta forma até obter
os valores desejados.
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O procedimento i.terati.vo descrito aci.ma i.nici.a-

se no Último par. (ano x idade) em que cada uma das coor-

tes se encontram nas capturas. Isto equivale a dizer que

para as coortes c = 1, 2, ..., p-l o processo se i.ni.ci.a

no ponto (i+, p) onde i.+ = c+l e para as coortes c = p,

p+l. ..., p+s'3 o processo se i.nicia no ponto (s, j+) on-

de j' = s+p-c'l. As coortes c = 0 e C = s+p-2 não são con-
si.deradas na anãli.se. Portanto, são necessárias estimati-

vas independentes de u e

d
+ «2.,d3P' dsp' p--l'

A6.3 Analise de Coorte

Pope (1972) comenta que o uso de (A6.2+) para ob

ter estimativas de dij exige um procedimento iterativo
Sugere então uma solução aproximada, mais simples em ter
mos Computacional.s.

A expressão (A6.1+) pode ser reescrita como

nj.+l, j+l eU N
.Ó . .e l] (A.6 . 3 )

Somando e subtraindo Ni.i à di.Feita da igualdade de
(A6 . 3 )

U
j+i ' e (1 e'Óii) (A6.4)
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Por outro lado, segue da esperança de (3.3), a re

loção aqui. colocada de forma determinística.

(ij nj.j
(A6 . 5 )

E. finalmente, uti.lizando (A6.5) em (A6.4)

j+i ' eU
B. (A6 . 6 )

onde

([ - e di]))
ój-j

Supondo<lij g 0 eóZj o 0, e uti.lizando a Proprieda
de 2 do CapituJ-o 2. segue que B.i = IJ/2

0

E, com a aproximação para BI.ir a expressão (A6.6)
se reduz a:

eU j+l + eP/2 (A6 . 7 )

que pode ser utilizada para a estimativa de N.i.i, conhecen-

do-se as estimativas de Ni+l, j+l e U' Uma vez obti.da a
estimati.va Nj 'f vamos à expressão (A6.3) para a estima-

seJa:

N
(-- 1 ] )

nj.+l, j+l
(A6 . 8 )
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Pope (1972) considera o procedimento aproximado com

bons resultados para u '« 0,3 e dj.ix< 1,2. Resumimos o proc.g
dimento nas segui-ntes etapas:

le) Partindo de valores conhecidos de U e 4+, uti-
lizar (A6.5) para o calculo dos N

2a) A partir do conhecimento de valores para Nj-i,

chegar a valores para Nj..l, j-l por (A6.7)

3a) Final-mente. através de (A6.8) encontrar valo-

res paraói-l, j--lí a partir dos quais retorna-
se ã etapa inicial; procedendo desta forma até
obter todos os valores de N.. e d

1]

A6. Erros na Analise de Coorte

Pope (1972) comenta que exi-saem 3 fontes de erro

influindo nas estimativas ój.:i e Nij: (i) escolha i.ncorre-

ta de é+; (ii) erro amostral nas observações n]] e (i-ii)
escolha incorrera de U

Os erros (i) e (ii) foram analisadosporPope (1972)

e Doubleday(1976), e(ii-i) por Ulltang(1977). Seguem as
principal.s conc].usões:

(i) Escolha incorrera de d+

(i.l) Subestimatívas em !+ resultanlem subestimati.
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vas dos d. . e sunerestimatívas de N evi]] a' '" '-----'-- -v + zj v 'ü
ce-versa.

(i. 2) Superestimatívas de çÍ+ são preferidas àa
subesti.nativas, pois sugerem menor erro nas
estimativas N

(i. 3) Com maior número de iterações, as estima
uvas de N.. ed.. vão se tornanan malaJ:] 1:} ''w v- vvn+AUAAwv ALL\-L.&.'=

precisas, tendendo a uma estabilização em
sua variância

(i..4) - Li.mutação do método: para uma coorte tc-
qualquer, o método não será indicado se

E Ó { 4 < 2

((i ,j) :; +p-l)

(ii) Erro amostral nas observações n

Havendo boa escolha das estimativas de é+, a A.C.

estima osdij com erro aproxi-mudamente igual ao erro con-

tido em nj.j' e estima os Nij com erro um pouco menor

Uma mâ escolha das estimativas de !+, por sua vez,

pode levar a séri.os erros, pri.ncipalmente para as idades
mais avançadas

(iii.) Erro na escolha de U

(iii. l) Erros na escol.ha do valor de U
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a) causam erros nas está-nativas de d.iq ,
com aproximadamente a mesma amplitude

mas com sinal contrario, se (l.i.i variar

moderadamente de ano para ano e U for
constante

b) fazem com que os N]] serão sub ou su-
peresti-matívas dependendo do U utili-

zado ser uma. sub ou. superestimativa,

respecti.vamente, do verdadeiro valor de
taxa de mortali.date natural. Mas, a es-

timação da variação relativa do tamanho

de população de um ano para outro sela

pouco afetada

(iii.2) - Flutuação em CI.i decorrentes de vara.a-

çÕes aleatórias em U de ano para ano,

desaparecem quase totalmente ao consi-

derar-se o U constante na A.C

(i.ii.3) - Um padrão para P em função dos períodos

ou da idade serão convertidos a um pa-

drão nas estimativas de d:a
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"LINEARIZAÇAO DE ALGUNS MODELOS"

A].idealização dos modelos(3.24) e(3.25) do ca

pítulo 3 equi.vale à linearização de ]n[(À+(5.i)/À] . Uti]í

zaremos .a expansão em séri.e de Tay].or para obter uma ex
pressão linear aproximada desta função.

Consi-deremosovetor 3= (x, y)' e a função

g(1) = ]n[(x+y)/x] . Façamos a expansão em torno de um ve-

rte de Taylor apenas com os termos de lõ ordem, temos:

g(:)gÇ(0) +(x-01)-:9-- +(V-02)-ã9--(A7.1)

Onde as derivadas --;9--- e -l-a-- são avaliadas em ol

e 02í respectivamente.

Segue de (A7.1) que

o 0i+0z 0z 02 1
(----á';') - o:(o:+o:) ' oi(ol+82 x + (i -t-o2)y

(A7 . 2 )

No modelo considerado, tem-se que x = X e y = 6

Simboli.zamos por À e ój os valores para Oie 02, res-
pectivamente. Substituindo g(X,64) do modelo não-li.near

]0 ()
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pela aproximação (A7.2) , tem-se para (3.24)

0

[zj.j - in (-

0

: in(NI (c)X) (« - -!Z-.PD-) "
2

.q :: «-.
(-Ti-li:i:'F- + -f + .!. íi..) À +

f: m-l +

5--)õj - EI fi-v ' 6j-v + eij (A.7.3)

A questão que se co].oca é: quais os valores de Xo

e 61 a serem uti]izados? Uma possíve] so].ução feri.aa uti-
lização dos valores com os quais se inici-aria o processo

iterativo no mode]o não-].i.near original. Uma escolha con-

veniente para À e 61 que propomos é a seguinte

0

(i) utilizar para À a melhor estimativa disponí-

vel de À em função da regressão li.near em que

se considera X.i : À para todo j=1, 2, ..., p;

(ii) supor 6-i : 0 para todo j=1, 2, ..., p-l e fi-

xando que 6P : Or ou seja. XP - À' Com i.sso
o coeficiente de capturabi]idade no mode].o

correspondera ao coeficiente de capturabilidÂ
de da maior idade presente na analise

0

()

0

Nestas condições, a expressão (A7.3) seria redu
zida ao seguinte modem.o:
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zj.j : in(Nj.(C) 9* =i: ':.., * *
*'}

f
--3--)2

m-l

.1l fi-« 6j-v +
+

:j-j (A7 . 4 )

Observe-se em (A7.4) que os parâmetros 6.i entram
no modelo somente para idades iguais ou supera-odes a j

Por esta razão, sugeriu-se fixar o (5 da última idade (ó.)
igual a zero, jâ que este feri.a o parâmetro estimado com
o menor número de dados : ( s -- l)
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"OBTENÇÃO DO MODELO DE REGRESSÃO (3.6)"

Dividindo-se a expressão (3.5) por (3.4), segue

Elni.F j+] Ói+l, j+l 'ki+l, l+l (l-e--(U+Ói.j'Pi))

(A8 . ]. )

onde k
c . .

j:1, 2, ..., p.

1=1 , 2 , . . ., s e

Defi.ni.mos

(a) fl.i = í{.l.pi; o esforço total no período i

sobre a idade j (ver suposição (ii.) à pagina
57 do capítulo 3)

f f P 01] l

(b) captura por unidade de esfor

ço no período i para a idade j

(c) C

j:i, 2,

ki+l, j+l
Pj.+l

, P-l

!L- ; i:1. 2

kij
r , s-l e
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Lembrando que dXj : Xi.jíS.j
reescrever (A8 . 1 ) por

0

podemos

l
] )(E [ f

ni+l, j+l

íl.'''i , j--l

Cj.j ' e'( U+ XijÍi.j)

Elvj.+i. j+i]
E [Yi.j ]

* j.+l, j+l
X

1]

(A8 . 2 )

Esta expressão (A8.2) sugere consi.deram-se o se

gui.nte modelo:

l:i::!Xl-JJa - À ' Cj.j ' e'(U+ Xi.jÍi-j). 'ij

com: i. = 1, 2. ..., s-l

j - 1, 2, ..., p-l

cij: erro aleatóri.o com distri.buição supos
Lamente log-normal

Apl-içando-se os logari.amos naturais em (A8.3) re

su].ta então o modelo (3.6) descrito no capítulo 3. ou se

]a

yij + in(Cj.j) in(!ilt-'-.j&l) + Xi.jíij + c i.j
+

(A8 . 4 )

Com: i = 1, 2. ..., s-l

j : 1, 2,

+
E:. . = in

, p-l

erro aleatório com di.stri-

buição supostamente normal,
com média zero e variância a'

yi.j = in(Yij) - in(Yi+l, j+l)
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"COMPARAÇÃO ENTRE OS MODELOS (2.19) E (2.29)"

(a) Colocando o modelo (2.19) em forma matrici.al, temos

(A9 . 1 )

Y((s-l) xl) '(yl' y2' '''' ys.l)

g(2xt) ; (U, À )

c-((s-l) xl) :(cl' c:2' '''' c s-l)

6 ( (s--l) x 2)

onde

gi = -$--(Pi+ldj.+l - Pedi) + di

hi = --#-(fi + fi+].)

Cov(c.) : E( (s-]) x (s-].) )
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or:

(A9 . 2 )

= (sxl) ' \'1' '2' ' ' '' 's'

E(3xl) '(Bo'u'À)' ondef3o : in(NIÀ)

(SXI) : (nl' r)2' ' ' '' íl s)

l ql tl

l q2 t2

l q

X (sx3)

S

onde

ql
i ldPi i

E( + 2 , . . . , s

fl
2

': : l .: :::
L'(-f' ' j:: 'j

Cov(n.) - H(sxs)

2 . . . . , s
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(b) Seja a matriz A defina-da por

l -l o o

o l -l o

o o l -l

0 0

A((s-l) x s)

o o o o 1 -1

É fácil verificar que

A z (A9 . 3 )

(A9 . 4 )[OZ] - AX

onde

9((s-t) x 1) ' (0' 0,

E F A H A'

, 0)

(A9 . 5 )

(C) Podemos verificar tairlbém que a expressão (A9.1) é uma

reparametrização para o modelo de posto incompleto dado

por:

y [0 z] + e (A9 . 6 )

ta]. aue
o l o

o o ll,i 13 e L'
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(d) As soluções de mínimos quadrados para (A9.1) , (A9.2) e

(A9. 6) serão, respectivamente

(Z' E'l Z)-l Zi E-l y (A9 . 7 )

(A9 . 8 )(X' H'l X)-l Xt H-l

( [oz] E-l]OZ])'l [OZ] E'l y (A9 . 9 )

Chamamos atenção para o fato de que 0 e B apresentam sg

luçÕes Únicas, já que provêm de modelos de posto com-

pleto. ê+, no entanto, não tem solução única, pois re-

sulta de um modelo de posto i.ncompleto.

(e) Seja (L')+ uma g-inversa de L', onde 0 = L' í! é a re-

parametrização descrita para (A9.6) . Então valem as

seguintes propriedades(GRAYBILL. 1976)

P. : [0Z] (L')t L'
.L N

[o z]

P2

Utilizando estas propriedades, podemos escrever

[g z] li* [OZ] (L')+ L' g+ (A9 . 10 )

já que [0Z] (L' ) 'v para

(L' ) +
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v IHW AltvHULU \lUV .z v üx vu -b-u-Lava vvALL }J

Uti[i.zango o fato de que [0Z] = AX, podemos

(A9 . 10 ) como

[oz] Ê *

+

l l lAX(X'A'E AX) XtA'E Az

ou

onsi-derarmos que

H-: - A.- E-: A (A9 . 12 )
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