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SINOPSE

No presente trabalho sao estudados modelos para es-
timacdo das taxas de mortalidade eAda abuhdéncia de uma
populacao animal, com base em informacdes de Captura-Es-
forco. A dinamica do tamanho populacional no tempo é& des-
crita como um processo puro de morte com taxa de morte
dependente do tempo. A partir desta conceituacio, sio ob-
tidos modelos de regressdo, lineares e nio lineares, para

a estimacao dos parametros envolvidos.

Os vérios modelos sao comparados entre si, bem co-
mo com a técnica de Analise de Coorte. E sugerida uma es-
tratégia de analise, acompanhada por exemplos aplicados, pa
ra dois recursos pesqueiros da costa brasileira, com im-

portancia comercial: o Pargo (Lutyanus purpureus) e a Cas-

tanha (Umbrina canosai).
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INTRODUGAO

Neste trabalho pretendemos estudaf alguns aspectos
importantes relacionados com a dinadmica de populac¢des ani-
mais. Particularmente, populacdes sujeitas a exploracio
pelo homem e, portanto, de interesse econdmico. Os recur-
SOs pesqueiros se constituem num importante exemplo deste
tipo de populacdo. Os modelos desenvolvidos para o estudo
de populacoes exploradas (recursos renovaveis) dio énfase
a determinacido dos niveis o6timos de captura sustentavel,
tanto do ponto de vista biologico quanto econdmico (CLARK

7

1976-1985; GULLAND, 1983).

A captura, por sua vez, resulta de varios fatores:
(i) o tamanho inicial da populacdo; (ii) as taxas de mor-
te natural, crescimento, recrutamento, etc., que, em con-
junto, atuam sobre a dinamica do tamanho populacional ao
longo do tempo; e (iii) o esforco empreendido na captura,

bem como a eficiéncia deste esforcgo.

A formulacao de modelos de avaliacdo das capturas
exige o conhecimento de parametros relacionados aos fato-

res acima descritos. Como na pratica estes parametros sio
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geralmente desconhecidos, eles precisam ser estimados por
amoétragém, experimentos de laboratoério e informacgdes ge-
rais disponiveis sobre a atividade econdmica de explora-
cao do recurso; como, por exemplo, as estatisticas de

pesca.

Entre os parametros mais importantes para o estudo

da dinamica de populacdes exploradas, estdo:

a) a taxa instantanea de morte natural (u), defi-
nida aqui como a resultante de todas as causas
de morte (predagdao, parasitismo, etc.), exceto

a captura;

b) a taxa instantanea de morte por captura (@), re-
sultante do esforgo empreendido (f), bem como a
sua "eficiéncia" na captura da populacdo de in-

teresse (1) ;

c) o tamanho da populacdo (N) no instante em que

se inicia um esforgo de captura sobre a mesma.

Técnicas conhecidas por Marcagao-Recaptura e Tran-

sect sao freqllentemente utilizadas na estimacao destes pa-

rametros (OTIS et alii, 1978; BURNHAM et alli, 1980).

Porém, para populacdes de peixes com interesse co-
mercial, as técnicas de "Marcacdao-Recaptura" s3o, em ge-
ral, economicamente inviaveis (RICKER, 1275), en-

quanto as técnicas "Transect" nao tém satisfeitas suposi-



¢oes inerentes aos modelos. Uma alternativa importante as
técnicas anteriormente citadas sdo as técnicas Captura-
ESfor¢o (seBer, 1973). No estudo de populacoes marinhas
exploradas, o uso mais freqliente das informagoes de cap-
tura.e de esforgo esta nos modelos de pfodugéo (GULLAND,
1983; CLARK, 1985), associados a administracao de recur-
sos renovaveis, e cujo objetivo & a determinacdao de ni-
veis de esfor¢o que otimizam, por algum critério, a capa-
cidade da produgao de biomassa por uma populacdo de inte-
resse. No presente trabalho estudaremos modelos de "Cap-
tura-Esforco" com o objetivo de estimagao de parametros
relacionados com a dinamica da populacdo explorada; espe-
cificamente, a taxa de morte natural (y), a eficiéncia do
esforco ()) e, conseqlientemente, a taxa de captura, ¢ e

ainda o tamanho da populacao (N).

Nos modelos propostos, as seguintes informacoes se-

rao supostamente conhecidas:

A) As capturas (em numero de individuos) por es-

trutura etaria, que representamos pela matriz:

nll nlz LR nlp
C=|ny Mo2 " Myp
Ns1 g2 ... nsp

onde nij; i=l, 2, ..., s e j=1, 2, ..., p re-

presenta o nuimero de individuos com idade j cap-
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turados no periodo i; sendo p e s o total de
idades e de periodos considerados, respectiva-

mente.

B)-Os esforcos de captura para os diferentes pe-

riodos e idades, que representamos pela matriz:

£11 f12 flp
F = £i1 foa =+ I3
: fag oov Tgp

onde fij; i=1, 2, c.oy s € J=1, 2, coe, P re-
presenta o esfor¢o aplicado sobre a idade j no

periodo i.

Considerando—se apenas a matriz de capturas (, po-
de ser utilizada a Andlise de Coorte (VPA: Virtual Popu-
lation Analysis) (POPE, 1972), que consiste num procedi-
mento deterministico para estimar Nij e ¢ij (ver Anexo 6)
e que & uma técnica bastante comum em Biologia Pesqueira.
Doubleday (1976) propos um método de minimos quadrados u-
tilizando igualmente a matriz (, para estimar os mesmos
parametros. Tanto a andlise de Coorte como o método de
minimos quadrados de Doubleday exigem o conhecimento pré-

vio da taxa instantanea de morte natural () . No entanto,

para os modelos aqui analisados, a inclusdo da matriz de
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esforgos [ permite que a taxa de morte natural (u) seja

um parametro a mais a ser estimado nos modelos.

O desenvolvimento do trabalho seguira etapas dis-
tintas, divididas em capitulos e obedecendo a seguinte se

gliéncia:

No primeiro capitulo, apresentamos a revisao de
alguns conceitos e resultados de Processos Estocasticos
que serdo importantes na construcido dos modelos. A partir
dessas propriedades, deduzimos algumas relacdes importan-
tes na dind@mica de populacgdes, para aproveitamente poste-
rior. E interessante, neste capitulo, estabelecer-se a
equivaléncia entre algumas expressdes deterministicas, co-
muns no estudo da dinamica de populacdes (por exemplo:
equacao de captura de Beverton e Holt) e sua formulacao
em termos de esperancas matematicas. Conforme Chapman
(1961), a formulacdo estocastica, embora seja mais rea-
lista que a formulacéo deterministica — do ponto de vista
tedrico e de interprétagéo — na pratica havera pouca di-
ferenca quando houver wutilizacdo de amostras .muito

grandes.

No segundo capitulo, trataremos dos modelos para
populacoes simplificadas que denominamos DODUI&C@ES fe-
chadas, definindo-as como populagoes que, partindo de um
tamanho inicial N, estardo sujeitas unicamente aos fend-
menos de mortalidade e de captura ao longo do estudo. Is-

to equivale, por exemplo, a considerar-se na matriz de
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capturas ( apenas uma diagonal como sendo as capturas da
populacao; ou seja, fixados i=a e j=b, consideramos como
capturas sobre uma populacao fechada com tamanho inicial

Nab’ os elementos n etc. Em bio-

ab’ "a+1, b+1’ Ma+2, b+2’
logia pesqueira, esta particular populacdo fechada sera
denominada de C00rte ou classe anual quando os intervalos

de tempo considerados sao de um ano.

No terceiro capitulo ampliaremos os modelos do ca-
pitulo 2 para populacoes mais gerais constituidas pela

sobreposicao de varias coortes ou classes anuais.

No quarto capitulo, trataremos de algumas aplica-
coes para duas populacdes de peixes marinhos com interes-
se comercial. Procuraremos também propor uma estratégia
de analise de dados em funcao dos varios modelos disponi-

veis.

No quinto e uUltimo capitulo, seguem consideragdes
gerais e conclusoOes sobre o presente trabalho, bem como

sugestoes para futura investigacao.



1 - MODELO ESTOCASTICO

1.1 - Introducédo

Um processo estocastico [X(t); t [0,o)] & uma fa-
milia de variaveis aleatbrias descrevendo um processo em-

pirico cuja evolucdo é governada por leis probabilisticas.

Para o nosso proposito de estudar o tamanho de uma
pbpulagéo, 't' sera um parametro continuo representando o
tempo, e X(t), uma variavel aleatoria discreta assumindo
valores inteiros e nao negativos. Portanto, nos restrin-
gimos aos processos estocdsticos a parametro continuo com
espaco de estados discreto. A distribuicdo de probabili-

dade associada a X(t) sera indicada por:
P(X(t) = k) = P(t)i k=0,1,2, ... et20

Chamamos atencao para o fato de que consideraremos
apenas valores para t tais que t > 0. Freglilentemente omi-
tiremos esta informacdo por considera-la conhecida e per-

manente a partir deste ponto.

Entre os processos estocasticos a parametro conti-
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nuo com espag¢o de estados discreto incluem-se, por exem-
plo, os Processos de nascimento e morte e os processos de
Poisson, que sao classes de processos estocasticos muito
estudados devido as intmeras possibilidades de aplicagao
nas ﬁais diversas areas do conhecimento. No presente tra-
balho, trataremos de processds de nascimento e morte es-
pecificos, conhecidos por Processos puros de morte, que
abreviaremos por P.P.M. Passaremos a descrig¢ao mais deta-
lhada de algumas propriedades dos P.P.M. que serao impor-

tantes no modelo populacional que proporemos adiante.

Chiang (1980) pode ser consultado para estudos mais

abrangentes dos processos de nascimento e morte.

1.2 - Processo Puro de Morte (P.P.M.)

Definicao

Denominamos P.P.M. um processo estocastico
[X(t): t [Ol°°)]
cujo espaco de estados € o conjunto dos nUGmeros inteiros

nao negativos e que verifique:
(a) X(t) & uma funcao nao crescente em t.

(b) Se num instante 't' qualquer, X(t) = k repre-
senta o nimero de individuos presentés na popu-
lacao no instante t, entdo fazemos a suposicao

de que estes 'k' individuos estdo sujeitos in-
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dependentemente a taxa instantanea de morte ou
risco de morte «c(t).

(c) Para todo t.é[O,w) e para todo‘h>0, valem as
‘'propriedades:
(c.1) P[X(t) - X(t+h)=1 | X(t)=k] = kig(t)h+o(h)
(c.2) P[X(t) - X(t+h)22 | X(t)=k] = o(h)

(c.3) P[X(t) - X(t+h)=0 | X(t)=k] = 1-kz(t)h-o(h)

onde o(h) & uma funcao de h tal que

o(h) _
h

lim

h~+0

Algumas observagoes sobre a definicdo de P.P.M. que

apresentamos:

(i) Os textos introdutorios sobre processos de nas-
cimento e morte geralmente apresentam como "taxa instanta
nea de morte" um parametro ¢(k) dependente apenas do es-
tado ocupado pelo processo no instante k. Em casos mais
gerais tratados, por exemplo, em Chiang (1980), admite-se
uma taxa instantanea de morte do tipo z(t,k), ou seja, uma
taxa dependente tanto do estado k ocupado pelo processo

no instante t, quanto do instante t considerado.

(ii) A suposicao de que os k individuos estao su-
jeitos independentemente a "taxa instantianea de morte"

Z(t) &€ uma particularizacdo dos P.P.M. de forma que Z (t,k)
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seja dado por k.z(t). Isto €, no instante t a taxade mor-
te é proporcional ao numero de individuos presentes na
populacdao. No caso mais simples, onde ¢(t)=%, este pro-
cesso pode ser interpretado como um processo em dque OS
indi&iduos morrem independentemente uns dos outros, tal
que para cada individuo o tempo de espera para a ocorrén-
cia da morte (a partir do instante t) tem distribuicao ex-
ponencial com pardametroz. Se no instante t houver k ele-
mentos na populagao, o tempo.de espera para a ocorrencia
da proxima morte na populagdo sera dado pelo minimo de
k variaveis aleatorias independentes identicamente dis-
tribuidas com distribuicdo exponencial de parametro .
Pela propriedade El1 descrita abaixo, segue que este tempo

de espera sera exponencial com parametro kg.

Apresentamos agora duas propriedades importantes
para distribuicdes exponenciais. As demonstragoes podem
ser encontradas, por exemplo, em Hoel, Port e Stone (1972

p.90) :

Sejam Yl’ Yor «ees Y, variaveis aleatorias inde-

pendentes distribuidas exponencialmente tal que

Yi: exp(ci), ou seja:

para Y.;
1
c e—CiY : v30
— : ’ d
fi(Y)" 1 _
0 ; y<0

Se definirmos a variavel aleatoria X = min(Yi, Y2,

e o g Yk);
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onde X representa os minimos dos valores assumidos

pelas k variaveis Yl’ Y2, wwsy Yk’ entao valem as
seguintes propriedades:
' (Fe0)
El - X: ex LC.
- pi=ll
g
E2 > P(X=Yj)= X
C
i=1
Voltando ao estudo dos P.P.M., tem~-se, conforme

Chiang (1980) a seguinte propriedade:

Propriedade 1: Seja X(t) um P.P.M. com taxa ins-

tantanea de morte ¢ (t) e seja X(0)=k o nimero de indivi-
duos presentes no inicio do processo; entdo [X(t)|X(0)=K]

tera distribuigdo binomial com parametros k e

exp[—é%(s)ds]; ou seja:

k t t k-x
(,)expl- k/g(s)s] [1-exp(—/T (s)ds)] ;
[0} (o)

P(X(t) = x|X(0) = k)= x=0,1, ..., k

0 ; caso contrario

1.3 - Modelo populacional

O nimero de individuos de uma populacido em uma area

fixada sera determinado pelos fatores aditivos: imigracao
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e recrutamento; e pelos subtrativos: emigracao e mortali-
dadé. Por recrutamento entendemos aqui o nascimento de
individuos na populacdo; ou, no caso de populacdes explo-
radas (por exemplo, pesca comercial), a entrada de in-
diviauos jovens no grupo "disponivel" a atividade explo-

ratoria.

Definimos como ”Populacéo Fechada” wuma populacio
que nao estad sujeita aos fatores de entrada e saida de
individuos durante o periodo"de investigacao. Isto equi-
vale a suposicao de que os efeitos de migracdo, recruta-
mento e mortalidade sejam despreziveis no periodo consi-
derado. Caso contrario, trata-se de “Populacao Aberta”.
Convém observar que o tamanho de uma populacdao fechada se
modifica apenas em funcao da captura de individuos quando
estes nao sao devolvidos & populacdo. Em experimentos de
marcacao, por exemplo, em que os individuos capturados
- sdo marcados ‘e devolvidos & populacdo, supostamente nada

modifica o tamanho da populacao fechada.

No modelo populacional que sera proposto aqui, con-
sideraremos populacbes que sejam.abertas unicamente para
mortalidade. Podem ser exemplos deste tipo de populacio:
(i) um grupo de individuos que foi marcado antes de ini-
ciar-se o experimento; ii) uma "classe anual" ou "coorte"
(grupo de individuos recrutados ao longo de determinado
ano) que esteja presente nas capturas por varios anos su-

cessivos.
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Tratando de populacgOes exploradas, & razoavel su-
por'que individuos uma vez capturados nao sejam mais de-
volvidos a populacao, pois serdo comercializados. Por is-
to a captura nestes casos pode ser entendida como uma
formé de mortalidade, ao lado da mortalidade natural re-
sultante das demais causas de morte, como predacao, doen-
cas, condicao ambiental, etc. Por isso trataremos de mo-
delos estocasticos onde imaginamos que a populacdo estara
sujeita a dois tipos de morte: captura e morte natural; e

que conjuntamente denominamos simplesmente de MOrtalidade

total.

Definimos N(t) como O numero de individuos pre-
sentes na populacdo no instante t>0, onde N(0) = N. Fa-

remos a seguinte suposicao sobre N(t):

S1 » N(t) & um P.P.M. dependente do tempo com ta-
xa de morte z(t) =u+ ¢(t); onde reéresen—
ta a taxa instantanea de morte natural e
$(t) € a taxa instantanea de captura no ins-

tante t.

Consideraremos ainda que a taxa ¢(t) seja direta-
mente proporcional a intensidade de esforgo de captura

no instante t; ou seja, definimos

S(t) = X . £(t)

o
onde f(t) representa o esforco aplicado no instante t. A

constante de proporcionalidade A, que denominaremos CO€-
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ficiente de capturabilidade pode ser interpretado como
sendo a eficiéncia de captura associada ao esforgo empre-

endido.
Pela Propriedade 1, segue o seguinte resultado:
Fato 1: Para qualquer t>0, a variavel aleatoria

[N(t) |N(0) = N]

tera distribui¢do binomial com parametros N e

to
exp[-(pt +A/f(s) ds)], ou seja:
o
t,
[N(t) [N(0)=N] : B(N; expl(ut+x ff(s) ds)])
(¢]
Por propriedades conhecidas da distribuicdo bino-

mial, tem-se entao:

e—e(t)

E [N(t)[N(0) = N] =N (1.1)

Var[N(t)|N(0) = N] =N e 0B (1 - &0 (B)y (1.9

onde

t t,
B(t) =0f C(s) ds = ut + Aéff(s) ds (1.3)

Vamos supor agora que o periodo de investigacao

possa ser subdividido em intervalos tais que:

S2 > f(t) = fi se ti_ls t < ti; i=1, 2, ...

onde to=0 e‘lim t.=+; ou seja, o esforgco passa
i>

a ser considerado constante nos intervalos:

i_ll ti) °
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$3 »d; = t; - t; ,, denota a amplitude do i-ésimo

intervalo.

S4 =+ o =ut %i’ denota a taxa instantanea de mor-

talidade total no i-ésimo intervalo.

S5 = X(di) = N(ti—l) - N(ti), e a variavel alea-
toria que representa o numero de individuos
"retirados" da populagao (por captura e mor-

te natural) no i-ésimo intervalo.

Definimos o esforgo acumulado até o fim do i-ésimo

intervalo por

tio

F. = [f(s) ds (1.4)
1 0

que, pelas suposigcoOes S2 e S3, sera

F Zi(ftjfod) Zif(tt ) %Ed (1.5)
o = .ds) = . -t. = . "
1 =1 t, 13 j=13 3 J-1 j=1 3 3

J—

Para uma simplificacao da notacao, substituiremos
N(ti_l) por N., que representa o nimero de individuos na
populacao no inicio do i-ésimo periodo. Portanto o tama-
nho da populacao no instante t = 0 serd representado por

Nl’ pois N=N(to)=N1.

Por S5, podemos escrever:
E[X(d;) [N;] = EIN;[N;] - EIN,,,IN;] (1.6)

E de (1.1) e (1.5), segue que:
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- (Mg, A - (Ht.+2F,
E(x(di) [n,] = v fe” (Fi-1 ¥ 7 F)e e Fs) 0.9

Observando que Fi = Fyoq #* difi e que

t, = ti—l + di’ podemos reescrever (1.7) pelas se-

guintes expressoes:

Nooem (et AR ) (1 - o (MR E)dy

E[x(d;) [N;] 1 )

(1.8)

i=1

- I z=d-+ -C. 4.
N, e j=1 7l - e Cldl) (1.9)

E[X(d;)|N;]

Definindo n, como o numero de individuos captura-
dos em di’ podemos escrever n, da seguinte forma:
x(d4)
n., = z Y
j=1
onde Yj € uma funcao indicadora associada aos
X(di) individuos retirados da populacdao no perio-

do di’ ou seja:

1, se o j-ésimo individuo tiver sido
Y. = capturado

0, se o j—ésimo individuo tiver sofri-
do morte natural

e j=1, 2, ..., X(di).
Lembremo-nos agora que, conforme o modelo propos-

to, os Ni individuos presentes no inicio do i-ésimo in-

tervalo estao sujeitos independentemente a taxa de morte
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total ¢, =p+ #; - Vimos também que isto significa que o
tembo de espera até a morte para cada individuo a partir
de t, , até t., tem distribuicdo exponencial com parame-

tro .

i =pu+ ¢i. Se representarmos por T a variavel alea-

toria do tempo de espera, podemos escrever utilizando as

propriedades El e E2 da distribuicdo exponencial:

onde:

T: exp( u+¢i)

TM: exp ()

T.: exp (¢&)

Ty © T sao independentes.

Ou seja, imaginamos que ha dois processos de mor-
te atuando independentemente e ao mesmo tempo sobre cada
individuo. Tﬁ representa o tempo de espera até ocorrer
morte natural e TC representa o tempo de espera até haver

captura. Neste caso, Yi = min (TM, TC), ou seja,

P(Yi=1) = P(mln(TM, TC) = TC)
P(Yi=0) = P(mln(TM, TC) = TM)
Por E2, temos,
: b, H
P(Y.=1) = —— e P(Y.=0) = —
i . i z.
i i

Conseqlientemente:
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d.
=

E[Y,] 73
Lembrando que ¢. = Afi e voltando a variavel alea

toria n., podemos escrever:

x(dg) x(dj) x(d4)
Blngd = Bl 250 = BIBCZ Yy | X(d)))] = EL.L ElY;]x(a;)) ]

Supondo independéncia entre Yj e X(di), temos:

E[Y, | X(d;)] = E[Y.] = di My
j i i Cs c

para todo j =1, 2, ..., X(di).

Finalmente,

_ A £S5 _ £i
E[ni] = E[ o X(di) ] = o E[X(di) 1 (1.10)

Fixado um valor N, e utilizando a expressao (1.9)

1
em (1.10), podemos escrever:
i-1
Af. — T gsds T
Eln, | N,] = —i e 5217 (1 - e”%i%4) y (1.11)
i 1 ¢ 1

Valendo as suposigdes S1 a S5, podemos generali-

zar (1.1) e (1.2) para obter

E[N; ,|N;] = N, e~ Hdi (1.12)

i+l
_ -Cidj - o—Cidj
var[N; ,[N;] =N, e (1 - e ) (1.13)

Podemos reescrever (1.10) por

Eln,] = E [ E(x(d,) | N;] ] (1.14)

i
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Mas,
E [ X(dl) l Nl] = E[NiINi] - E[Nl+l|Nl]
e por (1.12), resulta:
E [X(d;)|N;) = N, (1 - e %9, (1.15)

Utilizando (1.15) em (1.14), teremos a importante
expressao

Afi

&3

Eln,] = (1 - e 5%y gy, (1.16)

A formulacao deterministica para (1.16) com E[ni]
e E[Ni] substituidos por n, e N., respectivamente, & co-
nhecida em biologia pesqueira pelo nome de equacéo de
captura (BEVERTON & HOLT, 1957; RICKER, 1975). Com base
na equacao de captura se derivaram, por exemplo, os pro-
cedimentos de Analise de Populagdo Virtual e Analise de
Coorte, que sao técnicas muito utilizadas embiologia pes-
queira. Os modelos de regressidao que discutiremos nos ca-

pitulos seguintes também serdo baseados em (1.16).

Antes de finalizarmos este capitulo, pretendemos
relacionar o modelo populacional descrito, com sﬁposic6es
e notacao comumente utilizadas em biologia pesqueira (nota
cao adotada pela F.A.0. - Food and Agriculture Organiza-
tion). Na maior parte da literatura sobre o 'assunto, o
tempo € medido em periodos fixos de um ano (di=1); H, a

taxa instantanea de morte natural é igualmente suposta
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constante e denotada por M; a taxa instantanea de captura
¢i = A%i € denotada por Fi e denominada taxa de mor-
talidade por pesca; Ei corresponde ao esforg¢o médio por
unidade de tempo no periodo i; A & conhecido como coefi-

ciente de capturabilidade e denotado por q; e, finalmen-

te, ¢; = +¢i € a taxa de mortalidade total e denotada

1l

por.Zi M + Fi.



2 - ESTIMACAO DOS PARAMETROS POPULACIONAIS
PARA POPULACOES FECHADAS

2.1 - Introducao

Neste capitulo denominaremos populacao fechada a
gualquer populagao sujeita apenas ao processo de mortali—
dade conforme descrito no modelo populacional do capitulo
anterior, considerando também satisfeitas as suposigoes

S1 a S5.

Apresentaremos neste capitulo varios modelos de
regressao para estimar pardmetros destas populacdes: a
taxa instantanea de morte natural (p), o coeficiente de

capturabilidade (A) e o tamanho inicial da populacao (Nl)

Seja p; a_fragéo de d; que indica, no inicio do
i-ésimo periodo, a ocorréncia de morte por captura, onde
i=1, 2, 3, ..., s e s & o total de periodos considera-
dos. A inclusao de P; permite considerar também aquelas
situacoes em que a captura nao se processa continuamente;
como ocorré, por exemplo, nas pescarias sazonais que efe-

tuam capturas somente ao longo de alguns meses do ano. Por
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tanto, temos

d, =t, -t . =p;a + (1-p,)d; (2.1)

Definimos também a; como o instante em que a cap-
tura € suspensa no i-ésimo periodo. Entio,

a; = ti—l + p.d. ’ (2.2)

Representamos na Figura 1 as afirmacdes (2.1) e

(2.2) :

Figura 1
1-p.
| P I S ,
ti g a; ts t
a.
< 1 -
_ al - ti-1
Pi d.
1

Na seqliéncia deste capitulo nds vamos supor tam-

bém que sejam conhecidos os seguintes valores:
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n = (nl, Doy eens ns)', numero de individuos cap-
turados nos diversos in-
tervalos de tempo;

o’ [+] [+] (<] - .

f = (fl, f2, eeey fs)', os esforcos medios por u-

nidade de tempo nos dife-

rentes intervalos;

p==(p1, Por eees ps)', as fragdes dos intervalos,
em que houve acao do esfor
¢o de captura;

a= @

d ooy ds)', as amplitudes dos dife-

ll 2’ L

rentes intervalos de tem-

po.

2,2 - Estimacao de pu e A

2.2.1 - 0 modelo

Observe-se que, ao considerarmos um valor de P
menor que 1, o intervalo [ti_l; ti) pode ser subdividido
em sub-intervalos que tenham taxas instantaneas de morte
total distintas (ver figura 2). No primeiro sub-intervalo
[ti_l; a;) a taxa instantdnea de morte total & gy =t ¢i

enquanto no segundo sub-intervalo [ai; ti) a taxa instan-

tanea de morte & dada por U apenas. Conseqlilentemente, o
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nimero esperado de individuos presentes na populacao em

ti (dado por E[Ni 1) é superior ao nimero esperado para

+1

O caso p; = 1 (dado porx E[Ni+l*], quando o esforco de

captura & aplicado ao longo de todo o i-ésimo intervalo.

Figura 2
taxa g; = Wi .  taxa U
| | - |
I | 1
E[N]a
E[Ni] »
E[N(aj)] - R~ ~ -
E[Njt+1) =
E[Nj41*] »
t-1 aj t t'

Utilizando a esperanca da expressao (1.12), pode-

mos escrever as seguintes relagoes:

-T.p.d. -(M+Af.)p.d.
E[N(a;)] = E[n;] e iPi% E[N;] e 1P
(2.3)
—u(l-p.)d.
E(N,,] = ElN(a)] e ' i (2.4)

Substituindo E[n(a;)] em (2.4) pela expressdo (2.3)
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resulta,

°

E[N ] = E[Ni] (2.5)

i+l

Por outro lado, podemos reescrever (1.10) por

AL,

Eln;] = —— E[X(p;d,)] (2.6)
&3

Mas,

E[X(p;d;)] = E[N; - N(a;)] = E[N,] - E[N(a,)]

Resultando, por (2.3), que

E[X(p.d,)] = E[N,] (1 - e"cipidi) (2.7)
X L 1

E, finalmente, temos:

o

AE. -r.

E[n.] = E (1 - e Clp
1 C’i

.d,
1) EIN;] (2.8)

Observe que a expressao (2.8) & uma generalizacao
da "equagao de captura" (1.16) deduzida no capitulo 1, a-

través da inclusdo de Py -

Reescrevendo (2.8) para o intervalo (i+l) e subs-

tituindo E[Ni+1] conforme (2.5), resulta:
A, -
] = —32t 1 _ e %&1Pi+ldi+l).
Ci+l

-u+A§..d.
Ce ! iPi)dy E[N,] (2.9)

Elny g
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Dividindo E[ni+1] por E[ni], seqgue de (2.8) e (2.9)

o

E[ni] fiki
onde
1 - o CiPi%
ki = H i=1, 2, ..., s (2.11)

Definimos £, como O esforg¢o total aplicado no i-
esimo periodo; 1logo,

; i=1, 2, ..., s (2.12)

(<]

pois fi representa o esforg¢co por unidade de tempo no pe-
riodo i enquanto pidi representa a duracao de tempo ao

longo do qual este esforco & aplicado.

Se agora substituirmos %i e f em (2.10) de a-

i+l

cordo com a expressao (2.12), segue

Eniad _ i ka1 P39y -(uay + 2 £))
= e
E[ni] fi pi+ldi+l ki (2.13)
Sejam:
Ny
¥; = i i=1, 2, ..., s as capturas por uni-

i . .
dade de esforgo nos diferentes intervalos; e

k. p.d.
C, = i+l —22 ; i=1, 2, ..., s-1 (2.14)

Pi+19i41 ky
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entao (2.13) pode ser escrito

E[ -(udi + Af.)

n, ./f. .1 Ely., ]
i+1" 7i+1° i+l° _ Ci e i (2.15)

Eln,/f.] ElY,]

0 gue sugere considerarmos o seguinte modelo

it i

onde e; € o erro aleatdrio com distribuicido supostamente

log-normal.

Pelos logaritmos, chegamos ao modelo

*
y; *+ ln(Ci) = udi + Afi + €, i i=1, 2, ..., s-1
(2.17)
onde:
Yi = ln(Yi) - ln(Yi+1)
éi = ln(gi), € o erro aleatdorio com distribuicio

supostamente normal com média zero e

. -~ . 2
varianclia g .

A utilizacdao do modelo (2.17) para estimar os pa-
rametros pue A , & dificultada pelo termo ln(Ci) que de-
pende dos proprios parametros p e A, de forma nio linear

pois
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-(up,,.d + A f

(1 - e i+17i+1 i+1))
C; = -
(bp; 4995471 + A5 4)
(up;d; + Af)
_( -d.+)\f-)
(1-e PPi%i i’
A seguir apresentaremos algumas propostas para

contornar este problema.

2.2.2 - Solugao Iterativa

O algoritmo para solucao de (2.17) mantendo 1n(ci)
no modelo, foi proposto por Beverton e Holt (1957) e con-

siste no seguinte procedimento:

(i) Considerar ln(ci) = 0 e obter os estimadores
de minimos quadrados ﬁ(l) e X(l) de u e A,
respectivamente.

(ii) seja y; + 1In(c;) = Q(ny, Nipqr B0 £ipqr v 2) =0

Entao, utilizando ﬁ(l) e X(l)’ calcular

£f., £

(1)
Qi i+1’ ~i

= Qfn;, n i417 Wy X!

*

(1) _
=Hd; + Xfi +€, para ob

(iii) Utilizar o modelo Qi

ter novos estimadores de minimos quadrados:

Hiz) @ Xy



(2)

(iv) Calcular Qi utilizando H(2) e A(2)’ proce-

dendo iterativamente até haver convergéncia.

2.2.3 - Solugdo com aproximacao para In(C;)

Este procedimento foi proposto independentemente

por Chapman (1961) e Paloheimo (1961), e consiste em eli-

minar o termo ln(Ci) do modelo, por meio de uma aproxima-

cao.

Propriedade 2:

A funcdo f(x) = In( (1-e /x) para x >0 pode ser
aproximada por -x/2 para valores de x proximos de

zero. (Ver demonstracao no Anexo 1.)

Supondo que no modelo (2.17) seja valida a afir-
macao gipidi =0, Mi=1l, 2, ..., s. Entao segue

da Propriedade 2:
s _ 1 -
In(C) = - 5= (63,49P51d;5,7 — T;3P;dy) (2.18)

Paloheimo (1961) mostra numericamente que, para
efeito pratico esta aproximacdo é bastante satis-—
fatoria para O,lOscipidis'l,OO. Este intervalo e
bastante razoavel para aplicacdes em biologia pes
queira, onde geralmente consideramos periodos a-

nuais (di=1) e, nestes casos, o produto entre a
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taxa de morte total (gi) e o0 valor P, freqliente-
mente se situam no intervalo citado. Para as duas
situacdes praticas estudadas no capitulo 4, por

exemplo, este valor esta em torno de 0,78.

Utilizando (2.18) no modelo (2.17), chega-se ao

seguinte modelo linear

° 1 - s
Yi = (44 * 57 (Py40d549 = P3dy) JH+ ——
*
- (Ey F£500) At ogy (2.19)
para i =1, 2, ..., s-1

Paloheimo (1961) demonstra que o modelo linear a-
proximado produz estimadores parecidos com aqueles obti-
dos no procedimento iterativo de Beverton e Holt (quando
neste Ultimo houver convergéncia). Porém as variancias dos
estimadores abtidos em (2.19) sao menores que no procedi-

mento iterativo.

Consideremos ainda alguns casos particulares im-

portantes de (2.19):‘

(i) Se P; = di =1, ¥i=1, 2, ..., s; ou seja con

sideramos periodos unitarios (por exemplo, pe
riodos anuais), nos quais o esforgo é& aplica-
do todo o tempo:

*
1 & _2& ;
(2.20)
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[+] [+]
(ii) Se fi = f constante para todo i; ou seja, o
esforco por unidade de tempo & o mesmo ao lon-

go de todo o experimento.

*

_ 1 )
Yi = djut —5=(pyd5, - pyd;) T+ ey (2.21)

onde ¢= p + Af. Pode-se obter estimativa de
A indiretamente, através dos estimadores de

e C.

(iii) se fi = f constante e p; = 1 para todo i; ou
seja, o esforco por unidade de tempo & cons-
tante ao longo do experimento, e ainda é apli

cado todo o tempo.

(2.22)

onde sera possivel apenas obter uma estimati-

va da taxa instantanea de mortalidade total.

2.2.4 - Matrizes de covariancia associadas a Y

Ao analisarmos os modelos (2.17) e (2.19), preci-
samos ter em mente que os yi serao correlacionados mesmo

sob suposicao de independéncia entre os n; .

Se os n; sao relativamente "grandes" em relacdo a
Nl' entao, conforme sugere Seber (1973), & razoavel supor

que n'= (nl, Nor eeny ns) tenha distribui¢do multinomial,
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e utilizar a expansao em série de Taylor para derivar a
matriz de covariancia para y. Conforme o desenvolvimen-
to nos Anexos 2 e 3, isto leva a seguinte matriz de cova-

riancia:

0, L o o 0
1,9, >
1 1]2'|-1]3 . 0o .. 0 0
1, 1,95 15
5, H
{(s-)x(s-1)) 5 I T R T 0

onde: o; =1
Ny
o
\E. i~1,
. exp[-(ut+r £ f.p.d.)].[1- -0.p.d.)1;
1 - P L= (utd £155P5 50 1. [1-exp(-z;p;d;)]

A matriz El depende dos parametros do modelo. Por
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tanto, sugerimos um procedimento iterativo para sua uti-
lizac3o:
(i) Considerar ﬂl =9, =... =9 = — . Neste

2 s s

caso, a matriz de covariancia sera

—Zs ~-S 0 0 oo 0 0-

-s 2s -s 0o ... 0 0

§((1)) =0:21 0 -s 28 -s ... 0 o
4@ .o cos  wse wes 0 0

0 0 0 0 <. -s 2s

(ii) Fazer a regressao linear ponderada utilizando

w(o) o obter os estimadores ﬂ(l)’ X(l)'

(1)

(iii) cCalcular w , utilizando os parametros esti-

mados.

(iv) Fazer nova regressdo linear ponderada, agora

(1)

utilizando w e obter ﬁ(z), X(Z); proceden-

do assim iterativamente até convergéncia.

Se os n; forem "pequenos" com relacdao aos respec-
tivos N, € razoavel supor que os n, sejam independentes,
e conforme Chapman (1961), supor que ln(ni) tenham dis-

. . ~ . - o 2 .
tribuicao normal com varidncia comum ¢°; ou seja,

=02 w (O)
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ln(ni):N(O, 02); i=1, 2, ..., s. Neste caso (ver

desenvolvimento no Anexo 3) a matriz de covaridncia de vy

~

sera:
- _

2 -1 0 0 - 0 0
=] 2 -1 0 S 0 0
. 2 O —1 2 "l e o o 0 0

Z2 =9
((s-1)x(s-1)) 0 0 -1 2 aee 0 0
0 0 0 0 e o @ _1 2

2.3 - Estimacao de Ny, woen

2.3.1 - 0 modelo

Utilizando a expressdo (2.5) recursivamente a par

tir de E[Ni]’ temos, para i >2:

—(u+Af, p. .)d.
= i-1%i-1""i-1
E[Ni] E[Ni—l , ou
2 —(u+rf, .p. .)d. .
EIN,] = EIN, .1 § e "“Mi-gPiogldig
1 -1 .
J=1
-(p+rf, .p. .)d. .
E[N.] = E[N, .,] ﬁ e i-3Pi-37 %13 , etc.
i 1=3 j=1

Podemos proceder assim até chegarmos em Nl' quan-

do teremos, para i > 2:
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ou simplesmente,

i

1.
J

: . 1 —m+rf.p.)d.
E[N;] =N e 3733 (2.23)

=21

)

Finalmente, para qualquer i=1, 2, ..., s podemos

escrever:

1
E[Ni] = i__l o
Nl.exp[jfl (u+kfjpj)dj]; 1=2,3, 00048
- (2.24)
Utilizando (2.23) em (2.8):
AE. — d
1 1= 1Py ;o im
1
E[n.] = & . :
; 1 AE, ~CsPads i-1 °
1 (1 -e 1711) expl[- ¢ (u+>\f-p-)d-]N1
=1 33773
|G |
i=2,3, .., s (2.25)

Multiplicando e dividindo (2.25) por pidi e uti-

lizando a notacao ki ja definida anteriormente:

k.
Afl 1 N, g i=1
P19y
Elngl = A, Ki -1 e
i——— expl[- ¥ (U+Af.p.)d.]N1;
d, j=1 171
pl 1

i=2, ciey s (2.26)
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Isto sugere considerarmos o seguinte modelo:

onde:

onde:

O termo nao-linear 1n(

Z
*
L

ky
pldl ANl € i i=1
k; i-1 .
— ) ex - I p+Af.p.)d.]N, .S
p.d; ple 2y WEALGRL A, 1N, 85
i=2, ..., s (2.27)
n;/f;

erro aleatorio com distribuicdo supos-

tamente log-normal.

*
ln(le) + el; i=1
i-1 i-1 .
In(N;A) = (2 d)u=- (2 £)1+ &;
i=2, ..., s (2.28)

ln(Yi)

erro aleatorio com distribuicdo supos-

tamente normal com média 0 e variancia

ad

ky

P;d;

) dificulta a solucao
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para obter estimadores dos parametros: Nl,u e A. Uma pos-
sibilidade de solucao seria utilizar um processo iterati-

vo semelhante ao descrito em 2.2.2. Outra possibilidade

k.
consiste em obter uma aproximacao para 1ln/( B é ), utili-
. ' i7i
zando a Propriedade 2, ou seja:
S a a, =0, t
upondo t.p.d; = 0, temos
k.
L 2 _ 1
e Tzt
Utilizando esta aproximacdo em (2.28), chega-se
ao modelo proposto por Chapman (1961):
p,d £ *
171 1 - s
ln(le)— —y M- —5— A+ e i i=1
T =
1 p;d; i-1 £, i-1 *
ln(Nl}\)— (—2—+ r d.) u- (T'i' % fj)}\ + e.
i=2, «c., s (2.29)
2.3.2 - Matriz de covariancia associada a Z
Para o modelo (2.29) podem ser feitas as suposi-
¢coes de n em relacao a N' = (Nl' Nyr oo NS) COmo no mo-

delo (2.19).

Considerando que o vetor n tem distribuicio mul-
tinomial, segue diretamente do Anexo 2 que a matriz de

covariancia de z sera dada por:
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.1_-?'_1 1 —1 o s o —1 —1
1
-1 1—ﬂ2 -1 é ue =] -1
2
N
(sxs) -1 -1 1-9, -3 i~
1l3
: 1-9
-1 -1 -1 ce -1 =
s
onde:

. e 0. estdo definidos como em 2.2.4.

Aqui também se faz necessario um processo itera-

tivo como o descrito em 2.2.4 para ¥

17 ho caso, partin-

do-se da matriz

(s-1) -1 -1 ... -1
-1 (s-1) -1 ... -1
g _ 2 -1 -1 (s-1) ... -1
~3
-1 =1 =1 eee (s-1)

Quando os n, forem "pequenos" em relacgao a Ni’ e

considerando ln(ni) independentes com distribuicao normal
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e varidncia comum 0%, entdo dado que Cov(zi) zj) =

Cov(ln(ni), ln(nj)), segue a seguinte matriz de covari-

ancia para z:

z =
~4 (sxs) -8

onde:

IS € a matriz identidade de ordem s.

2.3.3 - Estimagao de Ny

No modelo (2.29) o intercept da regressdo linear

(B,) esta dado por:

By = 1n(Nj}) (2.30)

(o]

donde segue que

eBO

- 2.31
) - (2.31)

Sejam Q) e X os estimadores de minimos quadrados

de Q)e A, respectivamente. Entio

6o (2.32)

=
>

€ um estimados para N, .

Valores aproximados para E[Nl] e Var[Nl] podem ser

obtidos por expansdo em série de Taylor. Conforme desen-
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volvido no Anexo 4, chega-se aos seguintes resultados, con
siderando E[éO] =£3o e E[A] = X:

R

(o]
E[Nl] = —;\- (1 + B) (2.33)

onde:

Var(B.) Cov (B ,X) 3
B = o) _ o 4+ var(})

2 A A2

° ~ . -~ . :
Supondo B = 0, entao a varidncia aproximada para

Nl sera:

- o o - 2COV(§ ,3\) v -5\
var(N] = (—-) *[var(B,) - - 2 + aii ) (2.34)

2.4 - Comparagio entre os modelos das secbes 2.2 e

2.3
Se simbolizarmos por y = (v, Yor «ees ys_l)' e
z = (zl, Zor eeey zs)' O0s valores correspondentes as va-

riaveis dependentes, bem como por E e H as matrizes de co
variancia dos erros nos modelos das secdes 2.2 e 2.3, res-

pectivamente, observamos que, dada a matriz

A((s-l)XS)

0 0 O 0 ... 1 -1
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podemos escrever

(1)

S
I
>
N

Il
b
fas]
>

(ii) E

Isto vale tanto para os modelos nao lineares (2.17)
e (2.28) quanto para os modelos linearizados correspon-

dentes, (2.19) e (2.29).

De acordo com o desenvolvimento do Anexo 9 para os
modelos linearizados, temos que y= AZ se entre as matri-

zes de covariancia E e H houver a seguinte relacio:

gl =a gla
onde:

g= 7 §  vetor estimado no modelo (2.19)

§= §E'  vetor estimado no modelo (2.29)

Z e X sao as matrizes definidas com mesmo nome no
Anexo 9.

8 , vetor dos estimadores de minimos quadrados pa-

ra 9= (u,A)"'" em (2.19).

B , vetor dos estimadores de minimos quadrados pa-

raB= (B, 1 ,A)" em (2.29) com B_ = 1n(NA).

Verificamos, portanto, uma equivaléncia entre os
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dois modelos propostos. A preferéncia pelos modelos da

secdo 2.3 se justifica por dois motivos:

(i) A possibilidade de estimacao do tamanho ini-
cial da populacao (Nl), conforme o desenvolvi-

mento descrito em 2.3.3.

(ii) A existéncia de uma matriz de covariancia dia-
gonal para os erros (=erros nao-correlaciona-
dos), nos casos —comuns em biologia pesqueira —
em que as capturas do i-ésimo periodo (ni) sao
supostamente pequenas em relacao ao tamanho da

populacao no inicio do periodo (N;) .

Isto torna a utilizacao dos modelos de 2.3 mais

simples que os modelos de 2.2.



3 - ESTIMACAO DOS PARAMETROS POPULACIONAIS
PARA POPULACOES ABERTAS

3.1 - Introducao

No capitulo 2 consideramos modelos para populacdes
que éstivessem sujeitas apenas ao processo de saida de
individuos, por morte natural ou por captura. Neste ter-
ceiro capitulo, pretendemos considerar populacdes mais
gerais, resultantes da sobreposigdo de varios sub-grupos,
que seguem isoladamente as caracteristicas do modelo po-
ﬁulacional déscrito no capitulo anterior. Na pratica, es-
te tipo de populacao pode ser encontrado, por exemplo, em
espécies aquaticas economicamente exploradas, nos casos
em que os dados de captura possibilitam a classificacao
em grupos de idade. Nestas populacOes procura-se acompa-
nhar as diversas "classes anuais" (ou "coortes") ao lon-
go dos anos, com base nas capturas discriminadas em fun-
cao das idades. Cada coorte corresponde a um sub-grupo
que obedece as suposi¢Oes do modelo populacional utiliza-
do no capitulo 2, onde N, (c) representa 0 tamanho desta

coorte no inicio do primeiro Deriodo em que aparece nas
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capturas. populagdes que podem ser vistas como a sobrepo-
sicao de varias coortes serdo o objetivo de estudos no

presente capitulo.

A identificagéo dos sub-grupos (coortes) através»
da composicao etaria nas capturas,‘faz com que considere-
mos todos os periodos iguais & unidade (periodos de um
ano); isto &, di=1, i=1l, 2, ..., s. As idades (em anos)
estdo numeradas de 1 a p, onde j=1 representa a primeira
idade encontrada nas capturas e p a maior idade encontra-
da nas capturas. as informagoes de captura podem ser dis-

postas na seguinte tabela:

IDADE (3j) °
f p
Ano (i) 1 2 cee j . P
/N . o
/7 ~
1 \211 ‘\n12 g % n1j o uie nlp f1 Pq
2 n21\ o ?25 S~ c e n2j oo n2p f2 p2
i n;, n,, .o ‘.Pij\-\"' nip fi Py
° o o :\ \\ e . L
s n g n, e nSJ “is \\nsp; fs Pg
v
r r, r, v e rJ .ae rp
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onde temos:

n,
1)

Hh o

.: numero de individuos de idade j capturados no

ano 1i.

esforco por unidade de tempo no ano 1i.

fracdo de tempo no inicio do i-ésimo ano dedi-

cado a exploracao.

probabilidade de captura para um individuo com
a idade j. Este valor pode estar relacionado
com a seletividade do aparelho de captura. Te-
mos O srj~s1, onde rj=0 para aquelas idades
gue nao sao capturadas, e portanto ndo serao
consideradas na tabela 3.1; 0~<rj< 1 para ida-
des parcialmente disponiveis e rj=1 para as i-
dades totalmente disponiveis a captura. Obser-
va-se que imaginamos a captura para cada indi-
viduo de idade j, como um experimento de Ber-

noulli com probabilidade de sucesso rj; conse-

gllentemente I rj # 1.
J

Para os modelos que serao estudados, estaremos su-

pondo que:

(4)

(i)

todas as informacgOes apresentadas na tabela 3.1

estejam disponiveis;

o esforg¢o por unidade de tempo aplicado no ano
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i sobre a idade j €& proporcional a probabili-
dade de captura dos individuos desta idade

(rj) e ao esforco por unidade de tempo no ano

o

i (fi). Isto e,
fij = rjfi

Sera Util também a relacao:

onde fij representa o esforgo total aplicado

durante o i-ésimo ano, para a idade j.

Sao parametros desconhecidos deste populacdao os se-

guintes:
“ij’ a taxa instantanea de mortalidade natural pa-
ra a idade j no ano 1i.
Aij; coeficiente de capturabilidade para a idade j
no ano i.
Nij; numero de individuos presentes na populacao

com idade j no inicio do i-ésimo ano.

Quando dispomos as capturas na forma da tabela 3.1,
dois elementos quaisquer N, © Ny pertencem a mesma co-
orte se eles estiverem dispostos na diagonal tal que (a-b)

= (c-d). Por exemplo, a diagonal assinalada na tabela 3.1

corresponde a uma coorte, pois 1-1 = 2-2 = 3-3 = ... = 0,
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Identificaremos as coortes pela letra ¢, que seri

calculada por:

c=1i-3+p —-l (3.1)

Portanto, na tabela 3.1 estardo representadas s+p-1
coortes numeradas de c=0 até c=p+s-2. Por exemplo, os ele-
mentos n12’

quanto a coorte assinalada na tabela & c=p-1.

n23, n34, etc. pertencem a coorte c=p-2, en-

Utilizaremos a notacao Nl(c) para identificar o pa-
rametro do nUmero de individuos da coorte ¢ presentes no
inicio do primeiro ano em que esta coorte se encontra nas
capturas amostradas. De (3.1) segue que Nl(c) corresponde

aos seguintes valores Nij:

N e~ i C <p-1
Nc—p+2, 17 ©2>P

onde:
c=20,1, 2, ..., pt+ts-2.

Genericamente podemos escrever

Ny () = Ny 41, j-m+1 (3.2)

com m = min(i,j).
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3.2 - Estimacao das taxas de mortalidade

Nesta secao adaptaremos o modelo populacional de-
senvolvido na secao 2.2 aos dados de captura com estrutu-
ra etaria. Para isso, consideraremos uij =y para todo
(i,j); ou seja, a taxa instantanea de mortalidade natural
€ constante para todas as idades e anos considerados. Des
~se modo podemos escrever a taxa Cij de mortalidade total
no ano 1 para idade j como Qij =11+¢ij, onde ¢ij € propor-
cional ao coeficiente de capturabilidade e ao esforco is-
to é,¢.. =\,.f... Para uma dada coorte pode-se reescre-

1] 1] 1]
ver as esperancgas (2.5), (2.8) e (2.9), respectivamente,

por:

- (u+d. .p.)
E[N1+1, j+l] = E[Nl’J] e 1J°1 (3.3)
B, . —C..D.
Eln, .] = —23 (1-e °i3Pi) g[n. .] (3.4)
i, 3 L i,J
$i+l, j+1 “Ci+1, +1°Pj
' - 1, +1 +1
E[ni+1, j+l] c(l-e ™1 J i+ly,
Ci+l, j+1
-(u+é..p.)
i,J

o
E, utilizando procedimentos andlogos aos descritos
para a obtencao de (2.17) (ver o desenvolvimento no Anexo

8) , chega-se ao seguinte modelo:
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L i+l, j+1
Yi,j ln(Ci,j)~‘U In( . ) +.kijfij + 813
i,]
(3.6)

onde:

i=1, 2, ..., s~1;

j = l, 2, ° o o g p_l;

- (1-e Ci+l, j+1Pi+1) . L 34P4 .

+J (l—e_cijpi)

Ci+1l, §+1Pi+1

n. . n. ;
ln(——&l—)— In( i+1, j+1 )

i3 £iv1, 541

ij

= ln(Yi.) - ln(Yi+

] 1, j+1)

Supondo ¢..p; = 0 para todo (i,j); i=1, 2, ..., s e

J
j=1, 2, ..., p; segue pela Propriedade 2 que:

LI N - -
In(Ci3) == Upgyq=Py) W+ 8500 541Pi %;5py)

(3.7)
Uma vez que #,. = A..f.. = A £i5
) ij ij7ij ij———l— para todo
P
(i,j). Esta aproximacdo resulta no seguiﬁte modelo:
P:,+1-P: _ A s . :
yij = (1 + __&ij;_i;ﬁ u - 1n( itl, j+1 ) +
2 Aij
£ ' £ *
i+l, j+1 + —2] AL + e
+ 5 Ai+1 3#+1 2 1] +J

(3.8)
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onde:

i=1,2, ..., s-1ej=1,2, ..., p-1.

As coortes c=0 e c=s+p-2 serao excluidas da anali-
se pérqueAnéo possibilitam o calculo de Yij’ pois sao ob-
servadas num Gnico periodo. Isto significa que o total de
pontos amostrais sera k = (s-1) (p-1), enquanto o modelo
(3.8) tera (sp - 1) pardmetros; portanto, mais parametros
que observacodes. Isto nos obriga a fazer suposicoes adi-
cionais que possibilitem reduzir o nimero de parametros;
isto sera tratado nos itens 3.2.1 e 3.2.2. Chamamos aten-

*

gao também para a matriz de covariancia Cov(eij) que dis-

cutiremos em 3.2.3.

5.2.1 - Coeficiente de capturabilidade constante

A suposicgao Aij = A para todo (i,j), ou seja, o

coeficiente de capturabilidade € o mesmo para toda idade

e ano, simplifica bastante o modelo (3.8), resultando num

modelo linear:

*

))\+€ij

Pi+1"Py fiv1, 541

f..
ij
lj )U""(

(3.9)

No Anexo 5 (a) apresentamos um exemplo simples de
como escrever convenientemente as matrizes associadas a

este modelo, para o uso das técnicashabituais<karegresséo.
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3.2.2 - Coeficiente de capturabilidade variavel

Supoe-se agora que Aij = Aj para qualquer i =1, 2,

«++; S; ou seja, o coeficiente de capturabilidade & de-
pendénte apenas da idade. Esta suposicio & razoavel quan-
do se considera que eventuais variagdes entre os periodos
estejam eliminadas pela medida conveniente do esforco.
Podemos escrever A 5 = A + 6j' onde § . = 0 para pelo me-

J

nos uma das p idades consideradas ou J Gj = 0. Tem - se

entao a partir de (3.8):

Pi.17P; At S,
yij = (1+ __i_l__i_)u - ln(————ml—l—)
2 A+ S
J
+ L (f.. 4 £ N b N S S
2 ij i+l, j+17 - 2 i3 "ij
*
1
L PSR FE L N g (3.10)

Neste modelo tem-se um miximo de (p+l) parametros.
E, como o total de pontos & k = (s-1) (p-1), segue que o

modelo tem solugcao se s > _2p .

A utilizacao de (3.10) é extremamente complicada,
pois, além de ser nao-linear, exige também o método dos
minimos quadrados ponderados, j4 que a matriz de covarian-

*
cia Cov(eij) nao € a matriz identidade.

Uma possibilidade de simplificacdo consiste na ob-

tencao de estimativas independentes para a razao

vj = xj+l/xj'
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que entrariam no modelo como constantes conhecidas. Obte-

riamos com isto uma linearizacio do modelo (3.10), resul-

tando em
: Pi+17Pj 1
yij - 1n(vj) = (1+ ————3————)11+ —3—'(iji+1, j+1+fij)'
*
. Aj * Eij (3.11)
onde:
X & 5
Vj = ——lil—, sao valores supostamente conheci-
A

dos.

Este modelo tem p parametros (M, )\ camy A a

17 p—l)

serem estimados. Portanto, tem solucao sempre que

sy —2P=1
p-1

. *
3.2.3 - Matriz de covariancia para eij

Para populagdes sujeitas & exploracdo comercial, é
bastante razoavel supor que estas populacdes sejam muito
grandes. Por isso trataremos apenas da cbvariéncia esta-
belecida em 2.2.4 para populagdes em que N, seja muito

grande em relacao ao respectivo n;.

Fixada uma coorte c qualquer, temos:



2 =1 0
-1 2 ~1
z -
: ) —a ° 0 1 2
9¥9
0 0 0
onde:
9. = nc—l e n,

representa 0 nUmero de perio-

dos para o0s quais a coorte c esta presente nas capturas.

Supondo independéncia entre as coortes, segue a ma

triz:

Cov(e) (1) =

cuja ordem sera k =

No Anexo 5 (a) apresentamos a forma de

para um exemplo simples.

1O

™
N

1O

(s-1) (p-1).

1O

y s+p-3

~

matriz

D

~
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Como a matriz D nao & identidade, precisa-se re-
correr ao método dos minimos quadrados ponderados; exce-
cao feita para o caso p=2, quando se tem que gC==2 - 1=1

para todas as coortes incluidas no modelo, e portanto,

rC 2
20

1l

~

para todas as coortes. Isto resulta em que a matriz de co-

variancia seja

6 .D=20 . I, onde I &€ a matriz identidade

-~

No caso em que p >2 uma aproximacdo possivel con-
siste na reducao artificial do nUmero de idades para p=2.
Isto pode ser conseguido agrupando as idades conveniente-
mente. Se denominarmos por j = X a primeira idade total-
mente recrutada (x = m@n(rj=l)) e efetuarmos a analise
para as idades de x at% um z que sera escolhido conforme
critérioé discutidos em Seber (1973, p.333), e tal que

z € p-l. Podemos entao criar os seguintes grupos de idade

nas capturas:

ng s nimero de individuos capturados no ano i com

idades de x a z.

n, X numero de individuos capturados no ano

i+l com idades de x+1 a z+1.



% z
n., = 5 n.. (3.12)
11 j=x ij
& z+1
n, = T n. . (3.13)
i+l, 2 j=x+1 i+l1,3
. * * - *
Os esforgos associados a n;, e ni+l,2 serao fil
*. 3
e fi+1,2’ respectivamente, onde:
* Z o Z
f. = ¥ f..=f.p. I r. (3.14)
1,1 . 1] 11 L Jj
=X J=x
" z+1 0o z+1
f. = r f. .= f. .p. L T (3.15)
i+1,2 <41 i+1,3 i+l1%i+1 j=x+1 J
Observe-se que sendo rj = 1 para todo j > x, segue
que
fl,1 = fi.(z—x+l)
*
f

Como uma medida relativa do esforgco é suficiente
para nossos propositos, pode-se desconsiderar o termo cons
tante (z-x+1) utilizando como medida de esforgo simples-

mente:

e f f

i+1,2 ~ ti+l

Desta forma criamos um novo conjunto de dados com
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apenas dois grupos de idades (p=2). Observe-se que para

5 2 2
z=x tem-se o modelo com ¢ .D = 20 I. Para z > X esta igual

-~

dade nao mais se verifica. Seber (1973) comenta que sen-

*
do n,_ grande em relagao a (ni - n, ), a matriz de cova-

ix 1 ix
- 2 -~ -
riancia 2¢ I continua sendo uma aproximacdo razoavel para

*
Cov(g).

Em Muir (1964) encontra-se um exemplo aplicado, uti
lizando as aproximacoes por (3.12) e (3.13). O argumento
dado por Muir para agrupar varias idades & a tentativa de

estabilizacao dos dados.

3.3. - Estimacao de NI (O, e

O modelo que descreveremos foi proposto por Palo-
heimo (1980), estendendo o modelo descrito na segao (3.3).
Utilizando (3.3)recursivamente a partir de E[Nij]’ temos

para min(i,j) maior que 1,

Mo, 5-1Pin

EIN; 31 = BIN; 9, 54!
Z U+
E[Nij] = E[Ni_z’ j—2] .Vﬂ=1 e~ (Mo, v, j-vPi-v); ou
3 -(u+g . P
= i-v -vri-v’.
EINij] E[Ni—3, j—3] .JLI ¢ J etc.
Procedendo assim até chegarmos a Nl(c) = Ni—m+l,j—m+1

com m = min(i,j), segue que



=1
=
I

onde:

ij

Substituindo E[Nij] e

e—(u+¢i

ser reescrito por:

Nl(c) .

e considerando .. =\ ..
i ij
por
n, .
ElY. . = E
[ lJ] [—ET%—]
1]
onde:
n. .
Y, s 5 e
1] £f..
1]

g( (m-1) u + T,

» representa a captura por unida-

. P.
j=v i-v

j)

m-1

= I
v=1A

£, .
—ij
Pj
o 1-¢ “i3Pi )
B

a idade j.

)
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(3.16)

(3.17)

m (3.4) pela expressao (3.17)

pode-se reescrever (3.4)

o ((m-1)p+ T,

(3.18)

de de esforco no periodo i para

A expressao (3.18) nos sugere o seguinte modelo:

Y. . -
1] 1]

onde:

e-((m—l)u + T,

ij

-)

J

Nl(c) El

(3.19)

’ . E; .
1-Vv,J=-V ' 1-Vv,J-V; m>2

j).Nl(c)
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i=1, 2, ..., s;

j = 1, 21.--01 P

=-C..P:
K. = (l-e 1J°1)
. -_— I
+J tijPi
Cij = erro aleatorio com distribuicdo supostamente

log-normal.

Utilizando logaritmos naturais podemos reescrever

o modelo (3.19):

zij = ln(Aile(c)) + ln(Kij) - (m=1)p- Tij Eij
(3.20)
onde:
zij = ln(Yij)
*
€55 = erro aleatdorio com distribuicdo supos-

tamente normal de média zero e varian-
. 2
ciao .
Supondo Cijpi = 0 e utilizando a Propriedade 2 do

capitulo 2 para aproximacdo do termo ndo-linear, segue:
2 - p. f..
SRS S EE

2 2 ij

o

zij ln(Aile( )) = (m -

. *
- Tiyfoeg5 (3.21)

Com a exclusao das coortes c=0 e c=s+p-2 que estio

representadas nas capturas por n € n_q, respectivamente,

lp



71

permanecem no modelo (sp-2) pontos amostrais para estimar
um total de (sp-2) + s+p-2 parametros. O excesso de para-
metros no modelo exigira suposicgOes adicionais gque levem
a sua reducao. Nos itens 3.3.1 e 3.3.2, veremos formas de

eliminar o excesso de parametros.

3.35.1 - Coeficiente de capturabilidade constante

Podemos escolher as idades j=1, 2, ..., p conve-
nientemente, de forma que seja razoavel supor xij = A
ou seja, coeficiente de capturabilidade constante por ano
e idade. O total de parametros no modelo (3.21) sera re-

duzido a s+p-1l. Portanto, ha solucdo sempre que s > (p+1)/

(p~1) . Neste caso, o mcdelo (3.21) resultara em:

2-p. : S
= -— - —l = —lj_
2i5 = In(AN (€)) = (m === gl 4
m_l *
R T I - (3.22)
v=1 17V, J-v By

que, para O caso mais comum na pratica, em que p;=1, para

todo i e rj = 1, para todo j, se reduz a:

f. m-1 *

- - - )y = 1 A
23 = ION(e)) = tm = - (g B ey

(3.23)

No Anexo 5 (b) apresentamos um exemplo simples de

como adaptar este modelo para o uso das técnicas comuns

de regressao.
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3.3.2 - Coeficiente de capturabilidade variavel

Uma situacao mais geral do que aquela apresentada
em 3.3.1 consiste em supor que o coeficiente de captura-

bilidade seja variavel em funcao da idade; ou seja:

Supomos que o esfor¢o nos periodos considerados se
Ja medido de forma que incorpore eventuais variacdes anu-
ais de capturabilidade, que podem se dar em funcao de no-
vos equipamentos, alteracao de legislacao, habilidade do

pessoal, etc.

Denotamos Aj por A + Gj onde dj = 0 para, pelo me-
nos, uma das p idades consideradas. O total de parametros
no modelo agora sera de s+2p-2; que serao estimaveis sem-

pre que s »2p/(p-1) e (3.20) agora estara dada por:

_ 2—pi fi. m-1
Zij = ln(XNl(C)) = (m - '_'2_——‘) Ho- (_“2 :l_t,i]_fi_v'j-v) A+
A+ 6. f.. m-1
+In(—) - —2 8. - T £, . 8. 4%
)\ 2 j v=1 IV.J-v j-v i3
(3.24)
Ou, no caso mais comum (pi=l e rj=1; V&,j):
. . 1 fi m-1
Biq = In(AN; () = (m = —=)u - (—— + E Eiy) At
v=1
+ . f. -
Flne0iy _ i mzlf. S. % Bo.
A 2 J v=1 ¥V, IV 1]

(3.25)
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Os modelos (3.24) ou (3.25) sado nao-lineares em fun
c¢do do termo

A FS.

1n(——x4lq.

No item 3.3.5 sugerimos uma aproximacio lineariza-

da para estes modelos.

*
€

3.3.3 - Matriz de covariancia para

Utilizando os mesmos argumentos de 3.2.3, conside-
ramos que os nij sdo pequenos em relacdo aos respectivos

Nij' Supondo ainda a independéncia entre as coortes segue

pelo item 2.3.2 do capitulo 2 que

*

2
Cov(e) = o . E(Sp—Z)

onde I & a matriz identidade de ordem sp-2.

~(sp-2)

3.3.4 - Estimacdo dos M (°)

Seja BO(C) = ln(ANl(c)). Entdao segue que
Bolc)
e
Nl(C) = c=1, 2, ..., s+p-3 (3.26)

E, por raciocinio idéntico ao desenvolvido no item

2.3.3 do capitulo 2, chegamos ao estimador de N1 (c):
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(i) Estimador de Nl(c):

B _(c) : |
eo
2 eeoey Stp-3 (3.27)

-~
Q
Il
=
~

Nl(C) =

B
A

-~
-

onde-so(c) e )X sao estimadores de minimos quadrados de

Bo(c) e )\, respectivamente.

(ii) Variancia de Nl(c):

Supondo E[Eo(c)] = Bo(c) e E[}X] = ), .a variancia
de Nl(c) pode ser aproximada, utilizando expansdo de Tay-
lor. Retendo apenas os termos de primeira ordem na expan-

sao, a varidncia sera dada por:

B 2Cov (§_(c),7)
Var[R, (c)] = =212 )2 tvarg, (c)) - =
- (@] A
A
4 Var(y) (3.28)
}\2

3.3.5 - Linearizacao dos modelos (3.24) e (3.25)

Na tentativa de simplificar os modelos n3o-linea-
res descritos em 3.3.2, procuramos obter um modelo linea-
rizado em funcdo da expansdo em série de Taylor para

A +6.
l“‘_xj—’

-~ - . s (-} o
com relagao a valores genéricos fixados: )\ e 6j'

Um desenvolvimento mais detalhado desta lineariza-

+
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cao esta no Anexo 7. A seguir descreveremos apenas OS re-
sultados principais. A expansao, retendo-se somente Os

termos de 12 ordem, leva ao seguinte:

T °>\+§j %j 8.
= 1 T s = o +
In{=—=—=) = lnl——") SR 77?:%7;_ A
J J
. X+(§j J
Escolhendo gj = 0 para todo j, o que seria razoa-

vel quando supomos que as variacOes de coeficiente de cap-
turabilidade em funcao dos anos sdo despreziveis, esta
aproximagao simplifica-se muito:

)\+6j o
In( X ) 0 3 (3.30)

Il
L]
O

Substituindo-se o termo ndo-linear em (3.24) e em
(3.25) pela aproximacao (3.30), resulta o modelo lineari-

zado, que para (3.25) sera

f. m-1

° - R SR |
235 2 10N (©)) = (m = o -G HT £y )0
1 fi m-1
+ 3o + 5—) 6j - I fi—véj—v + €ij (3.31)

v=1

3.4 - 0s metodos de regressao e a analise de coorte

Paloheimo (1980) comenta, com base nos modelos con-

siderados em 3.3, que o método de regressiao (MR) & muito
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sensivel a eventuais padrdes na capturabilidade. Estes pa-
drdes podem ser conseqliéncia da inabilidade em padronizar
as medidas de esforco convenientemente, para que incorpo-
rem mudangas nos aparelhos e/ou nas técnicas de captura,
bem éomo possiveis alteracdes na habilidade dos executo-
res ou mudancas de legislacao (para o caso de exploracao
comercial). Conclui dizendo que a existéncia dos padrodes
na capturabilidade nao pode ser evitada por meio de téc-
nicas estatisticas especificas, mas somente por um exame
detalhado da validade dos dados, de forma que eventuais
padroes ou vicios sejam corrigidos sempre que for possi-

vel.

Um recurso sugerido por Paloheimo (1980) para de-
tectar padrdes na capturabilidade e eventualmente possi-
bilitar sua correcao, & a técnica de Analise de Coorte
(AC) ou Analise de Populacdo Virtual (VPA), descrita no
Anexo 6. Os métodos MR e AC (ou VPA) sdo técnicas comple-

mentares em alguns aspectos:

(i) AC pressupde a existéncia de valores conheci-
dos para u;-¢ip, i=1, 2, ..., s e ésj’ J=2, e
p-1. O MR pode fornecer as estimativas para es-

tes parametros.

(ii) O MR & muito sensivel a padrdes na capturabi-
lidade. A AC, por ndo ser sensivel a estes pa-

drdes, pode ser utilizada para detecta-los e
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eventualmente inclul-los no modelo.

Portanto, uma utilizacao conjunta dos dois métodos
pode levar a uma compreensao mais detalhada dos dados bem
como a conclusOes sobre a adequacdao do modelo tedrico su-

posto.

3.4,1 - Algoritmo para utilizacao do MR e AC

Com base nos comentarios da secao anterior, suge-

rimos o seguinte procedimento para a analise dos dados:

(i) Fazer a regressao considerando apenas as ida-
des totalmente recrutadas (rj = 1) e utilizan-
do algum dos modelos que supOe A constante. Ob-
ter desta forma os estimadores de minimos qua-
drados p e 3.

(ii) Utilizar j, aip = )f
(3=2, ..., p-1) como estimativas iniciais na

i (i=2,3, ..., 8) e 8Sj=ifs

analise de coorte.

coa _ o _ f.r. _
(iii) Lembrando que éi. = Aijfij = Aij i“j , pode

J
Pi
mos utilizar as informacoes de esforcgo e os
¢ij estimados pela AC para obter estimativas

dos respectivos Aij' a fim de que se avalie o
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comportamento do coeficiente de capturabilida-
de em funcao da idade e do tempo. Esta analise
também possibilita a obtengdao de estimativas
iniciais para os dj numa eventual regressao

nao-linear.

Convém observar que, quando rj(j=1, 2, «e., p) fo-
rem desconhecidos, a Unica saida sera utilizar as estima-

tivas de Aijrj’ pois:

Portanto, estaremos estimando A‘ij somente para as
idades totalmente recrutadas (rj = 1). Para as demais ida
des o fator seletividade estara incorporado a estimativa.
Por esta razao €& mais conveniente utilizar apenas as ida-
des totalmente recrutadas (item (i)) no MR. Na pratica, a
escolha destas idades poda ser feita utilizando como pri-
meira idade no modelo aquela que apresentar a maior cap-
tura media, e consideréndo que a partir dela as demais
idades estejam totalmente disponiveis a captura (recruta-
das) . Muitas vezes sera conveniente eliminar dados rela-
tivos as idades muito avangadas, por serem pouco confia-

veis.
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3.4,2 - Resumo das vantagens e limitacoes do MR

Como vantagens do MR sobre AC (ou VPA), citamos:

(i) 0 MR permite a obtencao de residuos que possi-
bilitam verificar a adequacao dos dados consi-
derados ao modelo suposto, o que nao &€ possi-

vel fazer com a AC.

(ii) Podemos utilizar técnicas de diagnostico em
regressao para detectar eventuais pontos amos-
trais suspeitos (outliers). Se necessario, po-
dem ser utilizadas técnicas para substituir es-
tes valores por outros mais convenientes e des-

ta forma melhorar o ajuste do modelo.

(iii) Os parametros estimados no MR vém acompanhados
das estimativas de suas variancias, O que pos-
sibilita fazer testes estatisticos, bem como
avaliar a quantidade de informagao contida nos

dados.

Como limitacbes do MR, citamos:

(i) Quando da necessidade de recorrer a modelos nao-
lineares, ndo. hd garantias de uma solucao unica,
ja que esta solucido pode variar em funcao dos
valores pelos quais o procedimento iterativo se

inicia.
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“(iii)
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A necessidade de trabalhar com boas estimativas

de esforgo pode ser um fator limitante a um bom

ajuste do modelo.

Os calculos envolvem multiplicagao e inversao
de matrizes muito grandes; dai a necessidade do
suporte de computadores e programas adequados

para sua execugao.



Iy - EXEMPLOS DE APLICACAO

4,1 - Introducao

Neste capitulo mostraremos aplicagdes para alguns
dos modelos propostos no capitulo anterior. Utilizaremos in-
formacoes disponiveis sobre duas populacdes de peixes ex-

ploradas comercialmente:

(1) o Pargo (Lutyanus purpureus), importante recur-

so pesqueiro do nordeste brasileiro; e

(ii) a Castanha (Umbrina canosai), que & muito pes-

cada no extremo sul da costa brasileira.

No estudo de ambas as populacgoes ja foi utilizada a
técnica de Analise de Coorte, comentada no capitulo 3 e re-
sumida no Anexo 6. Tomando os dados que foram utilizados na
Analise de Coorte e acrescentando as informacodes disponi-
veis sobre o esforco de pesca, pode-se tentar o ajuste dos

modelos anteriormente descritos.

Restringiremos nossas aplicag¢Oes aos modelos linea-



82

res descritos em 3.3 por serem mais simples, e portanto de
maior interesse pratico, ja que exigem apenas uma matriz

diagonal para os erros.

No final do capitulo, apresentaremos uma sugestao
de seqliéncia de procedimentos que pode ser adotada na esco-

lha do modelo mais adequado aos dados em estudo.

4.2 - 0 Pargo (Lutyanus purpureus, Poey)

Os dados sobre a pesca de Pargo foram extraidos de
Alves, T. T. e outros (1985). Na Tabela 1 apresentamos as
capturas estimadas (em nimero de individuos) por ano e por
idade, juntamente com os esforcos anuais de pesca (em mil
anzdis/hora). A andlise subseqliente estad restrita &s idades
6 a 14. Consideramos a idade 6 como aquela idade a partir

da quél o recrutamento é completo (rj =1; 37 > 6).

Os diversos modelos tentados tém seus principais re-
sultados descritos na Tabela 2. O primeiro modelo que foi
aplicado & o modelo (3.23), que supde um coeficiente de cap-
turabilidade constante para todas as idades e anos (X:2=2,
para todo (i,j)). A regressiao n? 1 da Tabela 2 fornece as
estimativas para a taxa de morte natural (u), o coeficiente
de capturabilidade (A), juntamente com os respectivos erros
padrao, e ainda o erro quadratico médio (EQM). A analise dos

residuos para este modelo foi feita primeiramente plotando-
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-~

se os residuos (z,.-Z..) em funcao dos valores estimados pe-

ij “ig
lo médelo, iij‘ Estes resultados, na Figura 1, ndo sugerem
qualquer inadequa¢ao do modelo utilizado. Plotamos entao os
residuos em fungao das idades juntamente com o valor médio
desteé residuos por idade (Figura 2). Através do teste de
Levene, rejeitamos a hipotese de igualdade de variancias
(F(8,88) = 2,90; ND = 0,0065) entre os grupos de idade. Op-
tamos entdo por um modelo de regressdo ponderado em gque a
matriz Cov(g) = Oz.z foi subétituida por Cov(g)==02.Y, com
V sendo uma matriz diagonal de forma que aos elementos Eij
estivesse associada a variancia Oz.vij tal que para as pon-

deragoes wij = (Vij) se verificassem as seguintes proprie

dades:

(1) wi§ o l/gzj; isto €, o peso associado ao ele-
mento (i,Jj) €& inversamente proporcional a va-
riancia dos residuos para a idade j. Em outras
palavras isto equivale dizer que avariancia as-

sociada ao elemento €44 €& proporcional a va-

J
riancia dos residuos para a idade j.

(2) [z Z'wij/(s+p—2)] =w = 1; o peso médio consi-
13 ‘

derando todas as s+p-2 observagoes & igual a 1.

Isto permite compararmos os erros quadraticos

médios (EQM) dos modelos nao-ponderado e pon-

derado.

Os pesos utilizados para as idades j=6, 7, 8, ...,

14 foram, respectivamente: 0,54; 1,52; 1,91; 1,99; 0,70;



84

1,12; 0,36; 0,32 e 0,34. A regressao n?2 2 da Tabela 2 for-
nece os principais resultados associados ao ajuste deste
.modelo. Houve uma pequena melhoria na precisao das estima-
tivas de pe A  quando analisadas isoladamente. Mas, atra-
vés dé EQM verificamos uma sensivel melhora no ajuste do
modelo, ja que a ponderacdao reduziu seu valor em 31%. Na Fi-

gura 3 estdo representados os residuos ponderados

com as respectivas médias por idade. O teste de Levene leva
a aceitacdo da igualdade das variancias para os grupos de

idade

(F(8,88) 0,97; ND = 0,4639).

Nos demais modelos que consideramos, a regressao ponderada
sempre foi superior a nao-ponderada, no sentido de apresen-
tar menor EQM. Por esta razao trataremos apenas dos modelos

ponderados na seqliéncia da analise.

Observando as médias dos residuos por idade nas Fi-
guras 2 e 3, podemos verificar o mesmo padrdao nos ddis mo-
delos. Isto nos levou & utilizacdo do modelo mais geral,
onde Aj = X + 6j; ou seja, admitimos que o coeficiente de
capturabilidade varie com a idade. Na regressdo no 3 da Ta-
bela 2 consideramos o modelo linearizado (3.31), conforme

descrito na sec¢ao 3.3.5, onde impusemos § = 0 e portanto

14

A = A14, ou seja, a estimativa de )\ refere-se ao coeficien-

te de capturabilidade para a idade 14. Utilizamos ainda para
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-4

Ao o valor Xo = 0,39.10 °, que & a melhor estimativa dis-

ponivel para A, conforme a regressao no 2.

O teste estatistico que descreveremos na etapa 5 da
secdo 4.4, quando baseado nas somas de quadrados residuais
(SQR) das regressoOes 2 e 3, mostra que o vetor §= (66, 67,

oo, 6 ' & significativamente distinto de zero (F(8 70) "
4

13)
5,17; ND = 0,00004); ou seja, a capturabilidade nao e a

mesma para todas as idades consideradas no modelo.

Os residuos ponderados agrupados por idade, para a
regressao n? 3 estao graficados na Figura 4, onde podemos
observar o desaparecimento no padrao entre as médias que ha-

via para os modelos anteriormente considerados.

Num outro tipo de analise, comparamos as estimati-
vas Xj (= coeficiente de capturabilidade médio para a idade
j) obtidas a partir da Analise de Coorte através do proce-
dimento descrito em (iii) da secdo 3.4.1, com as estimati-
vas de minimos quadrados Xj = 3 + Sj’ obtidas no modelo de
regressao n? 3 da Tabela 2. Estes resultados estao na Tabe-
la 3 e na Figura 5. O comportamento semelhante dos dois con-
juntos de estimativas sao uma indicacdo da consisténcia dos
dados. E interessante notar também que o padrdao para os re-
siduos, observados nas Figuras 2 e 3 @ muito semelhante ao

padrdo nos coeficientes de capturabilidade na Figura 5.

Procuramos, na seqliéncia, determinar os parametros

Gj que efetivamente fossem distintos de zero. Utilizamos pa-
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ra isto um procedimento "stepwise" para a inclusao dos pa-
rametros delta (6) no modelo linearizado (3.31). O resulta-
Ado na regressao n? 4 da.Tabela 2 indica que apenas os del-

tas para as idades 8, 9 e 11 sao significativos no modelo.

Com base nestas informagdes, passamos ao ajuste do
modelo nao-linear (3.25), onde consideramos os deltas (§)
para as idades 8, 9 e 11. O procedimento iterativo foi ini-
ciado com as estimativas da regressdo n? 4. A convergéncia
ocorreu apoOs seis iteracgbes com estimativas muito proximas
dos valores iniciais, conforme regressao n2 5 da Tabela 2.
Na Figura 6 representamos os residuos agrupados .por idade
para esta regressdo, onde o padrdo em funcio das idades se
mantém praticamente eliminado como no caso da regressao n@

3 com todos os deltas.

Nas Figuras 7 e 8 apresentamos os residuos pondera-
dos para as regressoes 2 e 5, respectivamente, agrupados por
ano. Podemos verificar um padrdao para as médias por ano
muito semelhante para os dois modelos; uma indicacdo de que
a eliminacao dos padrdes no coeficiente de capturabilidade
por idade nao agiu sobre possiveis padrdes em funcdo dos a-

nos.-

Na Tabela 4 apresentamos estimativas de Nl(C) jun-
tamente com estimativas dos respectivos erros padrao, para
algumas das coortes nas regressoes nQs 2 e 4. Na Tabela 5

esta a matriz das correlacoes estimadas entre estes mesmos
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Nl(c), para a regressao n? 2. Isto nos da uma indicacao de
que 68 erros padrao da Tabela 4 sao sobreestimativas para a
real variacao dos estimadores, quando estes sao estimados
conjuntamente, ja que os erros padrao fornecem informacoes
sobré.a variacao marginal destas variaveis isoladamente, e

nao sua variacao conjunta.

Igualmente, as estimativas de pu e A nos modelos a-
presentados estao associadas a. erros padrao aparentemente
grandes. Porém, na Tabela 6, verificamos que estas estima-
tivas sao muito correlacionadas negativamente. Pelas razodes
acima expostas, também aqui a estimativa conjunta de p e 2
serad bem mais precisa do que sugerem Os respectivos erros

padrao.

4.3 - A Castanha (Umbrina canosai)

Os dados de captura e de esforgo anual de pesca pa-
ra a Castanha, apresentados na Tabela 7, foram cedidos pelo
Prof. Manuel Haimovici, do Departamento de Oceanografia da
Fundagao Universidade do Rio Grande. Incluiram-se na anali-
se as idades 3 a 14 anos, para o periodo de 1976 a 1983. Os
critérios utilizados para a selecdo das idades consistem na
inclusao de idades totalmente recrutadas, evitando as ida-
des muito altas em fungao de pouca confiabilidade na sua-

determinacao. Varias medidas de esforco foram consideradas:
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(i) dias no mar (f);
(ii) ntmero de viagens (v); e

(iii) "esforco corrigido" (fc), estabelecido em fun-—
cao de modificacoes em f, conforme consideracoes

descritas abaixo.

Procuramos ajustar varios modelos, cujos principais
resultados apresentamos na Tabela 8. Inicialmente, ajusta-
mos o modelo linear (3.23), utilizando o esforgo "dias no

" (f). Os resultados correspondentes a regressao n? 1 da

mar
Tabela 8 nao foram satisfatOrios por apresentarem uma taxa
de morte natural excessivamente elevada (i = 1,59) e um coe-

_4). Os

ficiente de capturabilidade negativo (} = -1,25. 10
residuos para este modelo agrupados por idade e por ano es-
tao nas Figuras 9 e 10, respectivamente. Os residuos agru-
pados por ano apresentam um padrao acentuado, sugerindo pro-
blémas na medida de esforgo utilizado, nao incorporando con-
venienteménte as possiveis variacoes de capturabilidade em
funcao dos anos. Procuramos ajustar modelos ponderados uti-
lizando varios critérios de ponderacao (idade, ano, coorte).
Também tentamos melhorar o ajuste através da exclusao de
possiveis elementos "outliers", como por exemplo, a captura
para a idade 14 e ano 1978 (n = 27), cujo residuo esta as-
sinalado na Figura 10. Todas, essas tentativas foram impro-
dutivas, mantendo estimativas negativas para o coeficiente
de capturabilidade (A) e taxas de mortalidade natural (n)

muito elevadas.
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A partir das estimativas de ¢i. pela Analise de Co-

J
orte, que, recordamos, ndo & sensivel a padrdes em A; e uti
lizando as medidas de esforgo (f), foi possivel calcular va-

lores estimados de kij através da seguinte relacao:

%
-

onde os valores Fij sao estimativas para ¢ij pela Analise

de Coorte.

A partir dos valroes X;j, calculamos uma nova medi-
da de esforco, que denominamos "esforco corrigido" (fc),
procuiando compensar as eventuais variagOes anuais de cap-
turabilidade, criando assim uma medida de esforco mais ade-
quada as suposicOes dos modelos utilizados. Obtivemos o es-

forco corrigido para o i-ésimo ano através da relacgao:

Y
fc. = — . fl ; i=1, 2, ..., s
23 A
onde:
1 1 *
A = — L A:. para:
1 q j=1 1]
qg =p-1 para i =1 ou s
[:q =p para i = 2, 3, ..., s-1
e
s
= 1 —
A= = z Ay

[N
I
=
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Utilizando os "esforgos corrigidos" (fc), voltamos
a aplicar o modelo (3.23), inicialmente com as idades 3 a
14, e depois para as idades 3 a 13. Na regressao n? 2 da
Tabela 8, apresentamos as principais estimativas para o mo-

delo éom idades 3 a 13, com valores bem mais razoaveis que
os anteriormente obtidos. A preferéncia em trabalhar com as
idades 3 a 13 na seqliéncia da analise deve-se ao melhor
ajuste destes modelos, uma vez que, nas analises de resi-
duos, candidatos a possiveis "outliers", se concentravam
sobre a idade 14, principalmente a captura para o ano 1978

(n = 27), ja comentada anteriormente.

Uma comparac¢ao visual entre as varias medidas de
esfor¢co na Figura 12 indicam uma evolu¢ao muito semelhante
para o esforco corrigido (fc) e o esforco medido em viagens
(v) , enquanto o padrao seguido pelo esforgo em dias no mar
(f) & distinto destes. Esta observacao nos levou a suspeita
de que o esforgo em viagens (v) se adequasse melhor as su-
posicoes do modelo do que o esforco emdias no mar (f). Efe-
tuamos entao um novo ajuste do modelo (3.23), considerando
o esforco em viagens (v) para as idades 3 a 13. Os princi-
pais resultados aprésentados na regressao n? 3 da Tabela 8
fornecem como estimativas para a taxa de morte natural {l =
0,34, um valor muito elevado, conforme Haimovici (1983), que
apresenta como estimativa para C= U+ @§, a partir das cur-
vas de captura, o valor £==0;33. Para as técnicas de Anali-
se de Coorte, Haimovici (comunicagao pessoal) tem utili-
zado M = 0,20 como provavel valor para a taxa de

morte natural. Os residuos agrupados por idade e por ano
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estdo representados graficamente nas Figuras 13 e 14, res-

pectivamente.

Procuramos eliminar um eventual efeito da idade per-
mitindo coeficientes de capturabilidade variaveis com a ida-

de, utilizando o modelo linearizado (3.13) impondo =0

13
._.4'

e AO = 4,63.10 °, em funcao da estimativa de X na regres-

sdo n? 3. Através do teste da etapa 5, segao 4.4, nao ha e-

vidéncias para a rejeigao da hipotese de que §=.(63, 64,
] 3 = . =

Sgr veet 612) fosse igual a zero (F(10,48) 0,84; ND

0,5949). As variancias dos residuos agrupados por idade po-

dem ser consideradas iguais, nao justificando uma pondera-
¢ao nos moldes em que foi feita para o Pargo. Desta maneira
acreditamos que a regressao n? 3 foi o melhor ajuste que

obtivemos a partir dos dados da Castanha.

Na Tabela 9 apresentamos estimativas para alguns
valores Nl(c)'na regressao n? 3. Na Tabela 10, a matriz das
correlacdes estimadas entre as estimativas Nl(c) indicam
que, em funcao das altas correlacoes, os valores dos desvios
‘padrao da tabela anterior ndo refletem a precisao destas es-
timativas quando consideradas conjuntamente, uma vez que
representam a variabilidade marginal. Para a regressao 3 a
correlagao entre y e X & rﬂ,i =-0,997, novamente uma indi-
cagdao de que a estimacdao conjunta desses dois parametros, M

e A, & bem mais precisa do que fazem supor os respectivos

desvios padrao, isoladamente.



92

h.4 - Proposta de estratégia de analise

O propdsito nesta secdo é apresentar uma estratégia

de analise para a utilizacdo dos modelos desenvolvidos em

3.3 e utilizados nos exemplbs aplicados deste quarto capi-

tulo. -

Resumiremos a estratégia proposta em 7 etapas, que

sao as seguintes:

Etapa 1

Etapa 2

Etapa 3

Etapa 4

Aplicacao do modelo linear (3.23) em que
se considera o coeficiente de capturabi-

lidade constante (Aij = )).

Analise de residuos (zi.-iij) para detec-

J
tar eventuais "outliers" e/ou verificar a

adequacido do modelo considerado.

Repetir a aplicagao do modelo (3.23) com
as possiveis modificagdes resultantes da

analise efetuada na Etapa 2.

Aplicacao do modelo linearizado (3.31) com
Aj = X +6 5 ou seja, coeficientes de cap-
turabilidade variaveis em funcido das ida-
des. Se j*'representa a maxima idade con-

siderada na analise, entdao convém estabe-

lecer Aj* = )\; isto §&, Gj* =0 (ver co-
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mentario a respeito no Anexo 7). O valor
o)
A a ser utilizado neste modelo pode ser o

estimador de X obtido na Etapa 3.

Etapa 5 - Efetuar o teste de hipotese HO:§=Q contra
H1:§¢9, onde § é um vetor (rxl), através

da seguinte estatistica:

(SOR(R) - SOR(())/r

v F(r, n-p)
SQR(() / (n-p)
onde:
SOR((C) = soma de Quadrados dos resi-
duos no modelo "completo"
(3.31)
SQR(R) = soma de Quadrados dos resi-

duos no modelo "reduzido"

(3.23)
n = numero de observacoes

P = numero de parametros no modelo

"completo"

r = numero de dj's constituindo o ve-

tor 6.

Aceitando a hipotese H,» o modelo da Eta-
pa 3 pode ser considerado adequado. Se Ho

nao for aceito, passamos 3 etapa seguinte.
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Etapa 6 - Determinar quais os Gj's que seriam dife-

Etapa 7 -

rentes de zero. Isto podera ser feito uti

lizando eventuais informag¢des disponiveis
sobre o comportamento da atividade pes-—

's

queira, criando grupos de idade com 6j
iguais, por exemplo. Podem ser utilizadas
técnicas estatisticas como "agrupamento mo

notonico" ou regressdao "stepwise" para a

inclusao dos parametros Gj.

ApOs a definicdo dos Gj's diferentes de
zero (ou grupos de idade com mesmo §), pas
samos ao modelo nao-linear (3.25) adapta-
do aos resultados da Etapa 6. Os parame-
tros utilizados para iniciar o procedi-
mento iterativo, podem ser estabelecidos

em funcao das regresdes anteriores.



CONCLUSAO

No presente trabalho procuramos apresentar, numa
seqliéncia coerente, uma série de modelos que utilizam in-
formacoes de captura e de esforco para estimar parametros
relacionados com a dinamica de populac¢des animais; espe-
cificamente, a taxa de morte natural (M), o coeficiente
de capturabilidade (A) e o tamanho da populagdo (N). Mos-
tramos detalhadamente a obtencao dos diversos modelos de
regressao a partir de um modelo estocastico comum em es-
tudos de populacOes animais. Obtivemos as expressdes para
as variénciaé aproximadas da estimativa de N, bem como
as matrizes de covariancia para os erros aleatdorios nos

diveros modelos, seguindo sugestdes de Seber (1973).

Nas aplicagoes efetuadas no capitulo 4, confirma-
mos a importancia dos residuos para verificarmos a ade-
quacao dos modelos proposfos aos dados disponiveis, bem
como auxiliar na procura de eventuais modelos alternati-
vos. Isto € um fator importante a favor dos modelos desen-
volvidos neste trabalho, uma vez que a maioria das técni-

cas comumente utilizadas na dinamica de populagdes envol-
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veumodelos deterministicos e que, portanto, ndo permitem

este tipo de consideracao.

Por outro lado; verificamos que a qualidade das
medidas de esforco sao um fator limitante para o sucesso
dos modelos apresentados. Porém as consideracdes feitas
nas éplicacées para a Castanha indicam a possibilidade da
utilizacao destes modelos para a avaliacao e eventual me-
lhoria das medidas de esforgo.disponiveis, O que, por sua
vez, pode trazer beneficios em outros tipos de analise,
onde as medidas de esforgo sdao necessarias; por exemplo,

os "modelos de producao".

Para uma utilizacao mais generalizada e eficiente
dos modelos aqui considerados, sdo necessarios estudos de
simulacao em populagdes com padrdes especificos nos para-
metros U, A e N, avaliando o comportamento dos estimado-
res nas diferentes situa¢lOes. Braaten (1969) e Butler &
McDonald (1979) apresentam estudos simulados para algumas
formas simplificadas dos modelos tratados no presente tra-
balho. A extensao desses estudos para os modelos mais ge-

rais seriam convenientes.

Acreditamos ainda que uma importante contribuicio
do presente trabalho esta nos modelos linearizados apre-
sentados na seccao 3.3.5 e desenvolvidos no Anexo 7. Es-
tes modelos se mostraram bastante ﬁteis em substituicao
aos modelos nao-lineares originais, com resultados numé-

‘ricos muito semelhantes. Através desta aproximacao, evi-
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tamos a utilizacao dos modelos nado-lineares, que envolvem

procedimentos mais complexos.
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ANEXDO 1

"APROXIMAGAO PARA 1n ((1-e7X)/x)"

Proposicao:

1-¢” % o
Seja x20 e f(x) = lnﬂ——::——ﬁ. Entao se x = 0,
f(x) pode ser aproximado por f(x) Z - —%— .

Prova:

~ - s . -X -~
A exXpansao em serie de MacLaurin para e esta da

da por:

_— = —— -1 + - ;S
X X 2! 31
-X
l - e =1 - X x2 _ x3 %
X 2! 3! 4!
E, portanto:
PR ) 2 3
3= ) = pn - X X2 x>
2! 3! 4!

(-]
Se x = 0, pode-se escrever:



1-e %

X

o

1n( ) 2 1n(1--%}q.

Se efetuarmos expansao em série de MacLaurin para

g(x) = ln(l-——%—), retendo apenas o 19 termo de série, te-
mos: |
g(x) = - 3
Portanto:
Indmel) & L x



ANEXDO 2

1) A distribuicdo multinomial

A forma de distribuigao multinomial para

, n_)'

n = (nl, LPYARER a

sera dada por (adaptado de DUPONT, 1983):
' N, ! N % s
- — n.
P(n|o) = 1 Lo 1 RS (159
s ] j=1
(N. - )'ﬂ (n.1)
1 e e j=1 J

(A2.1)

onde: § = (Nl, A, ) e T=1- 3¢ 1

E onde temos:

(i) r(t) = exp[—_;(u+xg(x)dx] - probabilidade de
que um partigular individuo sobreviva até o
instante t.

t

o to
Mas [ (u+Af(x)dx = pt + XS f(x)dx.
o o

Considerando as suposigbes S1 a S5 do capitu-

lo 1, e Py <1 para todo i, segue:

a a
t o 2 o
[ f(x)dx = f f dx + [ f + ... +
(¢} tl 2
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[£a m;l £o(a-t, ) + £
+ X = a.-— +
em j=1 3937531 mIm
onde: a, = pidi + ti—l
m = min[j:t.>t]
_ (t—tm_l) se t.sam
Im
(am-tm_l) se t >a

Finalmente, r(t) pode ser escrito como:

m-1 :
Q (0]
r(t) = expl-(ut+A(£f + ¥ f.p.d. A2.2
(t) pl-(u ( o 4o1 ]PJ ]) )l | )
Yoo :
(ii) ﬂi = JXf(x) r(x) dx — probabilidade de que
ti-1

o individuo seja capturado no i-ésimo inter-

valo.

Novamente, pelas suposicdes S1 a S5 do capi-

tulo 1, e p; < 1 para todo i, segue:

a a

q o) i o) i o
i = Afitf r(x) dx = A fitf exp[%ux+Afi(x—ti_1)+
- i-1 i-1
i-1
+ A Y f.p.d. dx
s 3F3 i)

Calculando esta integral chega-se ao seguinte

resultado:
A £, -l
ﬂi R e—hjti_r+AjElfjpjdj)(l _ e—cipidi)
fi (A2.3)
ou
A £,
3 =7l ) . (- e ¢iPidi) (A2.4)
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S
(iii) q = I ﬂi
i=1
duo seja capturado ao longo do experimento,

— probabilidade de que o indivi-

isto &, entre 0 (zero) e ts'

(iv) T = 1 - 1 — probabilidade de que o indivi-
duo nao seja capturado ao longo do experimen-

to.

2) Variancias e covariancias aproximadas para ln(ni)

Para a distribui¢ao multinomial descrita acima,

valem as propriedades:

E[ni] = Nlﬂi (A2.5)
Var[ni] = Nlﬂi(l - ﬂi) (A2.6)
Cov[ni, nj] = - Nlﬂiﬂj para todo i+#7j (A2.7)
Tomando a fungéo'g(ni) = ln(ni) e expandindd em

série de Taylor, temos:

(ni_E [ni] )

g(n;) = g(Eln;]) + 'g(l) (Eln;1)+
1!
(n;-Eln;1)* g®) (B0, 1)
+ :
21
onde:
5"g(n,)
(n) — 1 —
g (E[ni]) = S on n, = E[ni]
b B

cuja esperanga sera:
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. ¢'® (8n;1)
E[g(ni)]= g(E[ni])+ " Var[ni]

E por (A2.5) e (A2.6), segue:

E[ln(ni)] = ln(Nlﬂi) + Bi (A2.8)
onde:
1, -1 )
Bi = = € o vicio do estimador.
2N, 95

Ilo

Supondo Bi 0, pode-se escrever para a va-

riancia de g(ni):

2 o
Var[g(n;)] = E(g(n,) - Elg(n,)]) =
2 _ 2
= Elg(n;) - In(N;7,)]
Utilizando novamente a expansao em série de

Taylor, mantendo apenas o 12 termo de expansao, segue:

Ilo

g(n;) - In(y 1) = (m; - N9 ¢ a1y

Elevando esta expansao ao quadrado e calculando

Sua esperanca, segue:

var[ln(n;)] 2 L  var [n,] (A2.9)
(Nlﬂ.)2
I S 1)
E por (A2.6) segue:
° 1—1]1
Var[ln(n;)] = ——— (a2.10)
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Finalmente notando que
Covlg(n,), g(nj)] = El(g(n;) - E[g(ni)])-(g(nj)-E[g(nj)])]

E, procedendo-se de forma analoga como para o cal-

culo da variancia, segue que:

Ilo

COV(q(ni), g(nj)) Cov(ni, nj) (A2.11)

Niﬂiﬂj

E de (A2.7), segue o resultado:

Cov[ln(n,), ln(nj)] 2 - (A2.12)

Ny



ANEXDO 3

“MATRIZES DE COVARIANCIA APROXIMADAS PARA

n; n;
yi = In(—1) - In(— 1ty

fy i+l

1) Resultado geral

Para simplificacao da notagao, seja X, = ln(ni).

Entao & facil verificar que:

(Yi - E[Yi])= X.=X. (A3.l)

i7X5i41 T E[Xi] + E[x.

1+1]

E, portanto, de

segue:

COV(Yi: Yj) Cov(Xi, Xj) + Cov (x

it1r X341) T

- Cov(xi, Xj+l) - COV(Xi+1' xj) (A3.2)

2) 0 com distribuicao multinomial

Utilizando os resultados (A2.10) e (A2.12) do Ane-

X0 2 na expressao (A3.2) dada acima, segue:
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1. + 1.

Varly.] = Covly.,, y.] = X i+l :

i i i N. 1.9

1%i%i+1

i=1, 2, ..., s-1
Cév[y., V...l 2 - 1 ; i=1, 2, ..., s-1

i i+l N. 9.

1%i+1

Cov[yi, yj] =0 se jzit2 e i =1, 2, ..., s-2.

3) In(nj) independentes com distribui¢do normal

Além da distribuig¢dao normal, supoe-se a seguinte

estrutura de covariancia para os X, = ln(ni):
o> se i =73
Cov(xi, xj) =
0 se i # j
Nestas condig¢des, utilizando (A3.2) chega-se a
seguinte estrutura de covariancia para y' = (Yl,y2,...,ys_l):
Var(y;) 2202 ; i=1,2, ..., s-1
Cov(y;r ¥i,q) 2 -¢?® ; i=1,2, ..., s-1
Coviy;, y5) 20 ; 3>i*2 e i=1,2, ..., 52



ANEXDO b

"ESPERANCA VARIANCIA E CORRELACOES
APROXIMADAS PARA Nl"

-

No modelo considerado em (2.29), N € uma funcao

1

do intercept (80) e do coeficiente de capturabilidade (A),

ou seja:

B

e O

N, = f(BO,A) =

1 (A4.1)

Sejam ainda 9 = (61, 8 (E[éo], E[X))'. Entao po-

2)|
de-se escrever a funcao f(@o, A) como expansao em série de
Taylor. Retendo na expansao apenas até os termos quadrati-

cos, segue:

3f(9)
f(Bo, x = £(6,, 0,) + (éo - 04) ae~ + (X-ez)-.
_ 1 '
3£(0) (B =817 92£(0)
em = __F
. 2
362 21! 967
(X-6,) 2 32f(9)
+ 2" _9TE®) 4 (B _-0) (A0 ,)—
2! 26 96,,96 ,,
(r4.2)

1 - Esperanca

A esperanca da funciao f(EO,XI esta dada por:
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S 0 -~ =
o 1 1 var (§ ) cov(g » X)
EL£(By, X) = —5— + —— I g - = #
2 2 2
+.WL§)\)_] (A4.3)
02
0 estimador natural para Nl' conforme (A4.1) sera:
Bo
N o= — (Ad.4)
A
cuja esperanga, conforme (A4.3) esta dada por:
0
o e l
E[Nl] = (1 + B) (24.5)
0
2
onde:’
var (g ) Cov(B ., ) -
B = | o’ _ o + Var (1) ] (A4.6)
2 6 92
2
~ 2
2 - Variancia
Supondo B = 0., segue que:
2 5 ~y 2
var[N;] = E(£(B_, X) £(6;, 6,)7)
apenas

Utilizando a expansao (A4.2) e mantendo
os termos de primeira ordem, chegamos ao seguinte resultado:

0
1 - 2 - -
Var[Nl] = (_Egg_f [var(go) - —35— Cov(B . X) +
+ —2— var(3)] (A4.7)

05
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3 - Correlacao

Para duas coortes "x" e "y" quaisquer, temos a

partir de (A4.5):

0, (x)
B[R, (x)] = —5—5———— (1+B(x)) (A4.8)
2
. 6, (y)
E(R) (v)] = ————(1+B(y)) (a4.8)
2
onde:
6 ,(x) = E[g_ (x)] e o,(y) = Elg (y)] e
B(x), B(y) as modificacdes adequadas da expressao
(pd.6) .

Por outro lado, utilizando novamente a expansao em
série de Taylor, com aproximacao até os termos de segunda

ordem, temos que

exp (0, (x) + 9, (y))
(1+B*) (A4.9)

E(R) ()8, ()] =

2
(92)
onde:
- Cov(g (x), )
B* = B(x) + B(y) + Yarl) Fo -
(6 )2 92
2

COV(éo(y), X)
0

+ Covi(g (x), g (y)) =

2

= B(x) + B(y) + K (A4.10)



114

Supondo que B(x) = B(y) = 0, segue que:

exp(el(x) + el(Y))

2
(6,)

Ile

Cov (R (x), R, (y)) (14k)

(A4.11)

E, finalmente, segue de (A4.11) e (A4.7) a corre-

lagao aproximada:

00v(N1(x) ’ Nl(y))

le

P
Nl(X) ’ Nl (y)
[Var (R, (x))]3 . [Var (R (y))]2 (A4.12)

Utilizando os estimadores para os Vvalores de
(A4.12) tem-se uma forma aproximada de calculo para a es-

timativa do coeficiente de correlacao entre Nl(xj eNl(y).



ANEXO 5

"EXEMPLOS APLICATIVOS PARA DOIS
MODELOS DO CAPITULO 3”

Os dados:

Consideramos um caso simples com s=4 e p=3; e tam

bém rj=l; j=1, 2, 3 e pi=1; i=1, 2, 3, 4. Tabelando es-

tes dados, temos:

Ano (1) 1 Idage(j) 3 £ P
1 ny4 ny, s f1 1
2 Bap DByy g3 S
2 N3y M3y M3z | f3 | 1
4 . n42 N, f4 1
r 1 1 1

(a) Ajuste do modelo (3.9)

0 modelo de regressao esta dado por
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onde:

Y = (Y957 Y17 Yopr Yoqr Y390 Y3q) '

n.. f.
+
e Yij = 1n(—=1—. A )
£. n, .
i i+l, j+1
i=1, 2, 3 e =1, 2
B— !
1
| . ! 1 i 1
¥= |- - - = = =
£, f £, £, £, 1,
_ £. + £,
e F, o= 2 il . =1, 2, 3
1
2
* * * * * % .
€ €
- T By Bq9r Eopr Eoqr B350 E3q)
_ )
2 0 0 0 0 0
0 2 -10 0 0
cov(e) - O 0 -1 2 0 0 0
- 0O 0 0 2 -1 0
0 0 0 -1 2 0
000 0 0 2

(b) Ajuste do modelo (3.23)

As matrizes e vetores do modelo y = XB + € agora

-~

serao dadas por:

Y = (2950 Zo30 Zy90 Zoor Zygr Zoys Zygr Zyge Zyga Z45)



n. .
e z;4 = ln(T?—); i=1, ..., 4 e 7j=1,

T

= B (1), B _(2), B_(3), B _(4), w , 2]

™

o(i) = In[N (D)A); i=1, 2, 3, 4

— 1 0 0 0 dq5 k12
1 0 0 0 953 k23
0 1 0 0 911 k11
0 1 0 0 955 k22

X = 0 1 0 0 933 k33
0 0 1 0 951 k21
0 0 1 0 d3, k32
0 0 1 0 d43 k43
0 0 0 1 d31 k31
0 0 0 1 dy5 Kgo
onde:
di4 = (m - —;——)
£, m=1
Ky T T A i)
m = min (i, j)

=
I
[y
-
N
-~
w
-
=N




Cov(g)

2
=0

* 16

21’

Mo

327

€43

M

118

317 ©



ANEXO 6

“"ANALISE DE COORTE”

A6.1 - Introducao

Denominamos Analise de Coorte (C.A.) a solucao a-
proximada de Pope (1972) ao Método de Analise de Popula-

gao Virtual (VPA) de Gulland (1965).

Para sua utilizacao sao feitas as seguintes supo-

sicoes:

a) Cada coorte segue o modelo populacional descri-

to nos capitulos 1 e 2.

b) As capturas nij; i=1l, 2, ..., s e j=1, 2, ...p,

sao conhecidas e d;=p,=1 para todo i.

c) A taxa instantanea de mortalidade natural é cons

tante e conhecida, isto é: uij =U.

A6.2 - Analise de Populagao Virtual (V.P.A.)

Neste procedimento, os esforcos de pesca ndo sao

utilizados. Em funcao disto, trabalha-se apenas comos pa-
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(0]

rametros ¢ij sem desmembra-los em Aijfij'
Reescrevehdo (3.3) temos:
EIN, . .,.1 =e (H%i3) gy ] (A6.1)
i+l, j+1 1]
Reescrevendo também a expressao de (3.4) e divi-

dindo o resultado pela expressao (A6.1) acima, segue:

C (4D 1)
ElN; 1, 541! _ (utds ;) e = (A6.2)
_(11+¢- :)
E[nij] ¢ij(1 - e 1.J7)

A analise de coorte, por ser um procedimento de-
terministico utiliza as expressodes (A6.1) e (A6.2) sem no

entanto expressa-las em termos de esperanca, ou seja:

_ o (H4d5 1)
Niyi, 541 = © L (A6.1%)
) _ 4. .
N. . (U+¢") e (H+ ij)
i+l, j+1 _ 13 (A6.2%)
.. - (U+9%. .
%35 ¢ij(1 - el l]))

Estabelecendo em (A6.2%*) valores paral e éi., po-

J
de-se calcular Ni+1, j+1° ja que nij e conhecido. Com es-
te resultado e (A6.1%), pode-se obter um valor para N...

1]
Retornando a (A6.2%*) e utilizando o valor de Nij' encon-

tra—seéi_l j-1° O que, por sua vez, possibilita calcular
4

N em (A6.1*). Procede-se desta forma até obter

i—l' j—l
O0s valores desejados.
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O procedimento iterativo descrito acima inicia-
se no ultimo par (ano x idade) em que cada uma das coor-
tes se encontram nas capturas. Isto equivale a dizer que

para as coortes ¢ =1, 2, ..., p-1 o processo se inicia

no ponto (i*, p) onde i* = c+1 e para as coortes c¢ = P

p+l, ..., p+s-3 o processo se inicia no ponto (s, j*) on-
. * Lnd -~

de J = s+p-c-l. As coortes ¢ = 0 e C = s+p-2 nao sao con-

sideradas na analise. Portanto, sao necessarias estimati-

vas independentes de u e

s

Il

d 1
* (é2p1¢3pl LR dspl dS, p_ll o'e & g S,2)

A6.3 - Analise de Coorte

Pope (1972) comenta que o uso de (A6.2%) para ob-
ter estimativas de dij exige um procedimento iterativo.
Sugere entao uma solucdo aproximada, mais simples em ter-

mos computacionais.

A expressao (A6.1*) pode ser reescrita como

o 8.

- ij
Ni+l, j41 * © Nij . e J (26.3)

Somando e subtraindo Ni'

3 a direita da iqgualdade de

(A6.3):

_ _ _ o845
Ni+l, j41 e = Ni'j Ni'j (1 e J) (nr6.4)
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Por outro lado, segue da esperanca de (3.3), a re-

lacao aqui colocada de forma deterministica.

Csw ' n.

L] ij
ij — -r.. (A6.5)
l—eClJ ¢ij
E, finalmente, utilizando (A6.5) em (A6.4)
|- -
Ni+l, 541 - e Nij ‘nij .Bij (A6.6)
onde
R - e‘¢ij))
B0 - etH) y
ij

I

SupondoCij 2 9 eéij 0, e utilizando a Proprieda-

de 2 do Capitulo 2, segue que Bj = u/2.

E, com a aproximagcao para Bij’ a expressao (A6.6)

se reduz a:

2
°
+
=
\
[\

= a¥ |

i3 Ni+1, j+1 e P nij (A6.7)

que pode ser utilizada para a estimativa de Ni.,conhecen—

do-se as estimativas de Ni+ e U, Uma vez obtida a

1, j+1

estimativa Nij’ vamos a expressao (A6.3) para a estima-

cao de ¢ij' ou seja:
N..
¢ij = 1n ( 1] ) - u (A6.8)
Nit1, j+1
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Pope (1972) considera o procedimento aproximado com
boné resultados para U <0,3 e dij< 1,2. Resumimos o proce

dimento nas seguintes etapas:

12) partindo de valores conhecidos de W e 8%, yuti-

lizar (A6.5) para o calculo dos Nij'

22) A partir do conhecimento de valores para Nij’

chegar a valores para N, . por (A6.7).
i-1, j-1

32) Finalmente, através de (A6.8) encontrar valo-

res para¢i a partir dos quais retorna-

-1, j—17

se a etapa inicial; procedendo desta forma até

obter todos os valores de N.. e 4. ..
1] 1]

A6.4 - Erros na Analise de Coorte

Pope (1972) comenta que existem 3 fontes de erro

e N,.: (i) escolha incorre-

influindo nas estimativas ¢i iy

J
ta de ¢*; (ii) erro amostral nas observacoes nij e (iii)

escolha incorreta de yu.

Os erros (i) e (ii) foram analisados por Pope (1972)
e Doubleday (1976), e (iii) por Ulltang (1977). Seguem as

principais conclusodes:

(i) Escolha incorreta de %*

(i.1) - Subestimativas em %* resultamem subestimati
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vas dos dij e superestimativas de Nijeavi—

ce—-versa.

(i.2) Superestimativas de ¢* sdo preferidas as
subestimativas, pois sugerem menor erro nas
estimativas N. ..

1]

(i.3) Com maior numero de iteracdes, as estima-
tivas de Nij e ¢ij vao se tornando mais
precisas, tendendo a uma estabilizacio em
sua variancia.

(i.4) Limitacao do método: para uma coorte ‘'c'
qualquer, o método ndo sera indicado se

I 98, . < 2.
1]
((i,j):c=i-j+p-1)
(ii) - Erro amostral nas observacdes n..

1]

Havendo boa escolha das estimativas de ¢*, a A.C.

estima osdij com erro aproximadamente igual ao erro con-

tido em nij’ e estima os Nij cOm erro um pouco menor.

Uma ma escolha das estimativas de f*, por sua vez,

pode levar a sérios erros, principalmente para as idades

mais avancgadas.

(iii) Erro

(iii.1)

na escolhalgg E

- Erros na escolha do valor de M :



(iii.2)

(iii.3)
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a) causam erros nas estimativas de ¢ ’

b)

ij
com aproximadamente a mesma amplitude
mas com sinal contrario, se Cij variar

moderadamente de ano para ano e U for

constante.

fazem com que os Nij serao sub ou su-
perestimativas dependendo do H utili-
zado ser uma. sub ou. superestimativa,
respectivamente, do verdadeiro valor de
taxa de mortalidade natural. Mas, a es-
timacao da variacao relativa do tamanho
de populacao de um ano para outro sera

pouco afetada.

Flutuacao em Eij decorrentes de varia-
goes aleatdorias em U de ano para ano,
desaparecem quase totalmente ao consi-

derar-se o U constante na A.C.

Um padrdao para M em funcao dos periodos
ou da idade serao convertidos a um pa-

drao nas estimativas de éij'



ANEXO 7

“ INEARIZAGAO DE ALGUNS MODELOS”

A linearizacao dos modelos (3.24) e (3.25) do ca-
pitulo 3 equivale a linearizagéo de ln[(A+6j)/A]. Utili-
zaremos a expansdao em série de Taylor para obter uma ex-

pressao linear aproximada desta funcio.

Consideremos o vetor x = (x, y)' e a funcao
g(x) = 1In[(x+y)/x]. Fagamos a expansdao em torno de um ve-
6

tor genérico ? = ml’ 92)T. Escrevendo a expressao em sé-

rie de Taylor apenas com os termos de 128 ordem, temos:

P 3
g(g)gg(e) + (x-6 )—g + (y-96 )—g— (a7.1)
- 17 9, 2" 2
Yy
9 9g '
Onde as derivadas 5 e — sao avaliadas em 91
Y
e 92, respectivamente.
Segue de (A7.1l) que
8,.6, 6, 0, |
1n (XY = 1 b - - X + (—
(X ) B 61 ) 0,(6:1+62) 01(61+62) (91+62)y
(A7.2)

No modelo considerado, tem-se que x =X e y = 5j.

o o
Simbolizamos por A e 6] os valores para 6,e 8, , res-

pectivamente. Substituindo g(X,Sj) do modelo nao-linear
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pela aproximacao (A7.2), tem-se para (3.24)

A+ & §;
[z.. - 1n( Ly « J ] 2
13 A R0+ &)
0 m-1
© 2— 3 6' f
= 1In(N; (c)A) - (m-(——pl—)) - (5 OJ s—+—=+ I £
2 A(A+aj) 2 v=l
! L) "l 8 +
+ o 3 §j v§1 i-v ° T g-v ij  (A7.3)

~ - . o
A questao que se coloca e: quais os valores de A

0 . -
e 5j a serem utilizados? Uma possivel solugao seriaa uti-
lizacao dos valores com os quais se iniciaria o processo
iterativo no modelo ndo-linear original. Uma escolha con-

o o
veniente para A e 6j que propomos € a seguinte:

O
(i) utilizar para A a melhor estimativa disponi-
vel de A em funcdo da regressdo linear em que
se considera Aj = A para todo j=1, 2, ..., p;

(ii) supor gj.= 0 para todo j=1, 2, ..., p-1l e fi-
xando que g; = 0, ou seja, Ap = A. Com isso
o coeficiente de capturabilidade no modelo
correspondera ao coeficiente de capturabilida

de da maior idade presente na analise.

Nestas condigles, a expressao (A7.3) seria redu-

zida ao seguinte modelo:
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- A 27Pi i, " ) A+
1 m-1 "
2 - i § . -
t (o >~ 83 vl Fiog 85y Foegy  (B7.4)

Observe-se em (A7.4) que os parametros Gj entram
no modelo somente para idades iguais ou superiores a j.
Por esta razao, sugeriu-se fixar o S8 da Gltima idade (Gp)
igual a zero, ja que este seria o parametro estimado com

0 menor numero de dados: (s -1).



ANEXDO 8

“OBTENGAO DO MODELO DE REGRESSAQ (3.6)"

Dividindo-se a expressao (3.5) por (3.4), segue

Eln, s b 5 k. .
i+l +1 i+l +1 i+1 +1 -
r ] _ r ] r ] (1-e (Ll+95ij.pi))
E[n. . .. . k
5] ) + (A8.1)
o G
1 - e ij°Pi
onde kij = ; 1=1, 2, ..., s e
=1, 2, ..., p
Definimos:
(a) fij = fij.pi; o esforco total no periodo i

sobre a idade Jj (ver suposicdo (ii) & pagina

57 do capitulo 3).

(b) v,. = —=1 .
1] f..
1]

¢o no periodo i para a idade j.

a captura por unidade de esfor-

Kk « P
(c) C.. = itl, j+1 "1 . i=1, 2, ..., s-1 e
Pit1 ki |

j=1, 2, ..., p-1.
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° £
Lembrando que .. = A, .f. . = A, —=1, podemos
1] 13 1] 1] o
i

reescrever (A8.1) por

n,. _ n. : E[Y. < o] AL .
(E[f%?]) 1 E[ i+l, j+1 I = i+l, j+1 - i+l, j+1

13, - Ei41, 541 ij ij

. C.. . e i3%i5 (A8.2)

Esta expressao (A8.2) sugere considerar-se o se-

guinte modelo:

Yit1, j+1 M1, i+l (.

ij ij

com: i=1, 2, ..., s-1
j=1, 2, ..., p-1
Eij: erro aleatorio com distribuicao supos-
tamente log-normal.

Aplicando-se os logaritmos naturais em (A8.3) re-

sulta entao o modelo (3.6) descrito no capitulo 3, ou se-

ja:
y:. + 1In(( )=u—1n(M)+A f + ¢ (A8.4)
1] ij XL, ijTij ij >
ij
Com: i =1, 2, ..., s-1

j =1, 2, D p—l

m *
|

;s = €..): or i i -
i3 In ( lJ) erro aleatorio com distri
buigao supostamente normal,

- . 2
com media zero e variancia 0 .

Yis: = ln(Yij) = ln(Yi+1,

ij j+l)



ANEXDO 9

“COMPARACAO ENTRE 0S MODELOS (2.19) E (2,29)"

(a) Colocando o modelo (2.19) em forma matricial, temos

z = 7 Q + E (A9.1)
— 1
Y((s-1) x1) = War Ypr -oen ¥ q)
— 1
J— 1
€((s-1) x1) - Bqr B0 cver €5 4)
97 hy
9, h,
Z((s-1) x2) "
9g-1 Do
onde:

_ 1 -
9; = 2 (Py419547 - P3dy) + 4y

1
hy =5 (f; + £,

)

Covi®) = B((s-1) x (s-1))
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O modelo (2.29) em forma matricial esta dado por:

z=X B +m (A9.2)
g(éxl) = (zl, Zor eees zs)'
_ ; B
§(3x1) - (BO:IJ, A) onde Bo = ln(le)
rl(sxl) Mgy My eeey MY
L o %
1 a ¢t
X(SX3) - . : :
1 qS ts
onde:
_ - Pyl
%_l. ;- i = 1
ql - .
...( 2 + % d.) H 1 = 2[ cee, S
. j=1
f
- —7%— ;7 1=1
t =
.-( =+ f H i = 2’ cee; S
n
Cov(2) H(sxs)
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(b) seja a matriz A definida por

1 -1 0 0 0 0
0 1 -1 0 0 0
Al(s<1) x s) = 0 0 1 -1 0 0
0 0 0 0 1 -1

. |

E facil verificar que

y = A z (A9.3)
[gz] = AX (n9.4)
onde:

0(se1) x 1) = (0r 0/ +ovy O

E = AHA' - (A9.5)

-

(c) Podemos verificar também que a expressao (A9.1) & uma

reparametrizacdao para o modelo de posto incompleto dado

por:
y = [02] B + ¢ (A9.6)
tal que
0 1 0
6 = 1,' ' =
9=1L'8 e L 0o 0 1
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(d) As solucdes de minimos quadrados para (A9.1), (A9.2) e

(e)

(A9.6) serao, respectivamente:

é =@z ettty (n9.7)
g = (x' gl X)_l X' mL z (A9.8)
B* = (021" E'roz1) "t roz1' g7ty (29.9)

-~

Chamamos atencgao para o fato de que 6 e g apresentam so
lucOes unicas, ja que provém de modelos de posto com-
pleto. B*, no entanto, ndo tem solucao Gnica, pois re-

sulta de um modelo de posto incompleto.

Seja (L')* uma g-inversa de L', onde 6 = L' B & a re-
parametrizacao descrita para (A9.6). Entdo valem as

seguintes propriedades (GRAYBILL, 1976):

Pi: [02) (L')* L' = [07]

Utilizando estas propriedades, podemos escrever:

<

= [02] g* = [0Z] (L')* L' g* = 2 g (A9.10)

ja que [(0z] (L')* = Zz para

o

(L')* = |1

o
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o que mostra que ¥ & invariante com B*.

Utilizando o fato de que [0Z] = AX, podemos reescrever

(A9.10) como

1 L xiatg™! Az

= [0z] B* = AX(X'A'E "AX)

th)

ou seja

y=A2 = AxB (A9.11)

H = A' E A (A9.12)
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FIGURA 1 - Residuos em funcao dos valores estimados de

1]
ponderagéo, para o Pargo (L. purpureus).

z.. para a regressao linear com (Aij=k) sem
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FIGURA 2 - Residuos agrupados por idade, com médias por

idade, para o Pargo (L. purpureus), para re-

gressio liﬁear com‘(Aij=X) sem ponderagao.
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FIGURA 3 - Residuos ponderados agrupados por idade, com
média por idade, para a regressao n? 2 da Ta-

bela 2', para o Pargo (L. purpureus).



+ =+ residuo-
2 - dois residuos
0 » media por idade

0,6 -
VWwij(Zi)-Zij) + ¥ '
+ ¥ +
O|3 7 + » + +
+
: Pty X
+ 1 t
N > & 2 ¥ 2 ¥
0 - Q‘é—?——-—é\(b—b——ﬂ‘—é\o
+ 4 2 2 5 *
+
¥ ¥ + 1 2 + ¥
+ 1 i + " 1
_ o 1
0,3 , . . + 2
—06 -
-0,9 -
T T T 5 T T T 1 T T
6 7 8 9 10 [ 12 13 14 1DADE (j)

FIGURA 4 - Residuos ponderados agrupados por idade, com
médias por idade, da regressdo n® 3 da Tabe-

la 2, para o Pargo (L. purpureus).
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go (L. purpureus).



+ -residuo
2,4 »dois, quatro residuos
0 »media por idade =

0,6 -
Vwij( Zij-Zij) + " ¥
%
034 ¥ 4 + 4
N 2 . 2 i
Ed + * o M
+ . I t t
00 - + + + . 5
¥ ; 2 2 2 . . *
+ + + ¥ +
+ .':'- f + ' 1 2
=034, 4 ' i
+
-06 A
_(xg_
g T T l T T T T T
6 7 8 S 10 Il 12 13 14 1DADE(j)

FIGURA 6 - Residuos ponderados agrupados por idade, com
médias por idade, para a regressao nao-line-

ar com 68' 59 e 511. Pargo (L. purpureus).
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FIGURA 7 - Residuos ponderados agrupados por ano, com médias

por ano, para a regressao n? 2 da Tabela 2, para o

Pargo (L. purpureus).
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FIGURA 8 - Residuos ponderados agrupados por ano, com médias

por ano, para a regressao nao-linear § 5, e 6

8" 9 11°
Pargo (L. purpureus).
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FIGURA 9 - Residuos agrupados por idade, com médias por

idade, para a regressido no 1

Castanha (U. canosai).

da Tabela 8.
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FIGURA 10 - Residuos agrupados por ano, com médias por
ano, para a regressao n? 1 da Tabela 8 Cas-

tanha (U. canosai).
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FIGURA 11 - Residuos agrupados por ano, e média por ano,
para a regressao n? 3 da Tabela 8. Castanha

(U. canosai).
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FIGURA 12 - varias medidas do esforco anual para a pesca

de Castanha (U. canosai) .
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FIGURA 13 - Residuos agrupados por idade, com médias por

idade, para a regressao n? 4 onde utilizou-
se o esfor¢go em VIAGENS. Castanha (U. cano-

sai).
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FIGURA 14 - Residuos agrupados por ano, com médias por ano,
para a regressao n? 4 com esforco medido em via-

gens. Castanha (U. canosai).
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