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Neste trabalho. definimos alguns estimadores para a fungio «(p) : ntimero de
aglomerados por vértice no modelo de percolacio de elos. Baseados em caixas
centradas na origem de Z? com raio n e considerando de maneiras distintas o
que acontece no exterior e na sua borda, estes estimadores convergem quase
certamente e em L; com relagdo & medida produto. Numa segunda parte
mostraremos um decaimento exponencial da ordem do volume das caixas em
que estao baseados os estimadores, para probabilidades de que as estimativas
estejam em intervalos que nao contenham k(p) em seu interior. A correspon-

dente taxa de decaimento exponencial nao depende das condi¢des de fronteira.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 O MODELO DE PERCOLACAO

O modelo de percolagao foi introduzido em 1957 por Broadbent e Hammersley [4]

para descrever o escoamento de um fluido através de um meio poroso.

A partir de entao, uma quantidade enorme de trabalhos tem sido publicados com con-
sideragdes extremamente interessantes envolvendo desde simples ( e engenhosos ) argumen-
tos até elementos requintados de matematica sobre este modelo, que tem por caracteristicas
a simplicidade a primeira vista. O fato de existir um valor p, € ]0; 1] que divide as quest&es
relevantes ao modelo de percolagdo em dois mundos , (i.e., um fendmeno critico), torna
mais intrigante seu estudo e o relacionamento com véarios outros modelos da Mecanica

Estatistica.



1.2 PERCOLACGAO DE ELOS EM 7¢

1.2.1 DEFINICAO

¢ Eg={[z,y]:z,y € Z% |z —y||, = 1}
onde ||z]]; = Zf___l lz;] @ &= (x1,22,...,24)

E4 : conjunto de elos de Z¢

° Q= {03 I}Ed

() : conjunto das configuragoes de Ey

e F=o{{weQ:iwla=C(}, ACE; A finito, ¢ € {0,1}"}

F : o-dlgebra gerada pelo conjunto de configuracées em regides finitas de Z¢

® Pp({w : w}A = C}) - p[{xeA:C(I):l}l(l _ p)l{xEA:((:c):o}g
onde |A| = cardinalidade do conjunto A, p € [0,1]

P, : medida produto de probabilidade
¢ Para w € () representaremos o estado do elo 7 € E4 na configuragio w por w(s)

Neste e no préximo capitulo procuraremos sempre que possivel, apresentar em palavras
o significado das varidveis, na medida em que estas vao sendo definidas. Para fazer isto
usaremos a palavra configuracdo para falar sobre uma determinada disposicdo de 0’s e
1’s associada ao conjunto de elos. Também aparecerio expressoes como “elo aberto na
configuragao w” quando para w € Q,e € E4 tivermos w(e) = 1, ou ainda “elo fechado
na configuragio w” quando w(e) = 0. Diremos que “existe um caminho entre z e y na
configuragio w ” ou ainda “z se comunica com y na configuracio w” quando na configuracao
w € £ existir um conjunto de elos abertos conectados, comecando em 2 e terminando em
y. Usaremos a expressao “aglomerado que toca a borda da caixa A,” para fazer referéncia
a um aglomerado que contém pelo menos um ponto que pertence a borda da caixa A,,.
Diremos que “existe um caminho interno a caixa A,” quando em determinada configuracéo

existir um conjunto de elos abertos conectados cujas extremidades estdo em A,,.
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1.2.2 CARACTERISTICAS

As principais caracteristicas do modelo de percolacao sao :

a) Probabilidade de Percolagéo :

0(p) = Pp({w : |CZ(0)] = o0})

onde CX(z)={y € Z¢:2 <%y} : aglomerado de z

(conjunto de pontos de Z? que estdo ligados a z na configuragéo w )

ez« y : 2 secomunicacom y na configuragio w,

ouseja: dadow € Q, 3 { a1,22,...,2% } com z; € Z? tal que w({zi, zis1]) =1

Vicom x1 =2, 2p =y para algum k € IN.

Apresentaremos a seguir 3 fatos associados a probabilidade de percolacio que sio de
grande utilidade no entendimento e provas dos resultados que veremos mais adiante. Antes

disto, duas pequenas definig¢des :

al)Translacdo em E;: Seja j € Z%.w! é uma translagio de w (w/,w € Q) se :

centerline w’(z2) = w(z — j) V 2 € Ey.

a2)Invaridncia por Translacio: Dizemos que a medida de probabilidade P sobre o

espago mensuravel (2, F) é invariante por translaciose V. A € F:

P(A)=P(A7) onde A'={w:w7ecAd} Vje Z
Os fatos sdo os seguintes : ( para provas veja Grimmett [8] )
1) Py({w: |CZ(2)| = o0}) = Py({w : [CZ(y)| = o0}) ¥ 2,y € ZZ7.

2) Para p, = sup{p € [0,1} : P,({w : [C°(0)] = o0}) = 0}
temos:

sed>2=0<p(d) <1

3) Pb({w: 32 € 24 tal que [CP ()] = o0}) = Lip>pe)



Continuando na apresentagao das caracteristicas do modelo de percolacio, temos :

b) O Tamanho Médio dos Aglomerados da Origem

x(p) = E,(CZ(0)|)

¢) O Tamanho Médio dos Aglomerados Finitos da Origem

X'(p) = E,(ICF(0) ;C2(0) < c0)

d) O Numero de Aglomerados por Vértice

Kp) = By(CZO)™) = 3.~ By{w: [C2(0)] = n))

As analogias entre o modelo de ising e o modelo de percolacao sdao varias e muito titeis
para solucao de problemas de um lado utilizando-se conhecimentos do outro. O objetivo
deste trabalho néo ¢ o de avaliar tais analogias, mas podemos observar que a fungao 6(p)
corresponde & magnetizagio, x/(p) & suscetibilidade e a funcédo k(p) a eﬁergia livre por

vértice.

1.3 GRANDES DESVIOS PARA VARIAVEIS ALEATORIAS INDEPEN-
DENTES

Estimativas de Grandes Desvios sdo resultados para o comportamento assintético da
probabilidade de “eventos raros” em uma sequéncia de varidveis aleatérias.

Os primeiros resultados nesta area foram apresentados por Cramer (1937), tratando
de Grandes Desvios com relacéo a Lei dos Grandes Niimeros. No contexto de varidveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas, as Estimativas de Grandes Desvios
Juntamente com o Teorema Central do Limite e a Lei dos Grandes Ntmeros sao o su-

porte basico para o desenvolvimento de métodos assintéticos em Estatistica. Em situacoes



apresentadas na Mecanica Estatistica, onde um nimero muito grande de componentes in-
teragem de maneira complicada, Lanford (1961) apresentou idéias bésicas para a extensao
( entre elas a perda da independéncia ) dos resultados de Cramer e Chernoff. Mais tarde
Bahadur e Zabell (1979) desenvolveram estas idéias favorecendo um melhor entendimento

do papel da entropia na teoria dos Grandes Desvios e suas consequentes aplicacdes.

1.3.1 DEFINICAO

Seja p uma probabilidade em IR e /i : IR — (0, +00] sua Fungio Geradora de Momen-

tos, 1sto é:

it = [ couan)

A tranformada de Cramer de p é a fungao A, : IR — [0, +o0] definida por:

Au(a)=sup(ta —logi(t)) Vae€ R
teR

1.3.2 TEOREMA ( Cramer (1937), Chernoff (1952) )

Sejam X7, Xy, ... varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas. Seja

o a distribuigdo comum e seja

7::—1{2: n>1

entao :

a) se IE|X;] < 400 tem-se para todon > 1

P(X, <a) <exp "9 quando a < IE(X;)

P(X, >a)<ex —m2(@) quando a > IE(X,
p q



b) para todo a € IR

—Ap(a) < liminf E log P(X, < a)
n—oo 1

—Au(a) <liminf 1 log P(X, > a)
n—oo N

Combinando as partes a) e b) deste teorema temos que :

lim ~1-log P(X, <a)=-X,(a) quando a < IE(X;)

n—oo N

lim 1 log P(X, > a) = —A\,(a) quando a> IE(X;)

n—0o0 71

1.4 O TEOREMA ERGODICO DE BIRKHOFF

Considere (2, F, P) um espago de probabilidade e T uma transformacao de € sobre

S1 Tesmo.

1.4.1 DEFINICAO

Uma transformacao mensurdvel T : Q — § é dita preservadora de medida (p.m.) se

P(T~1(A)) = P(A), VA€ F.
1.4.2 DEFINICAO
Um conjunto 4 € F é dito T — invariante se T (A) = A.
1.4.3 DEFINICAO

Seja a transformacao T p.m. sobre (Q, F, P). T ¢ dita ergédicase V A, T —invariante,

P(A)=0oul.



1.4.4 TEOREMA ( Birkhoff (1931) )

Seja T uma transformagéo p.m. e ergédica sobre (Q, F,P). Entdo, para qualquer

varidvel aleatéria X tal que IE|X| < oo

n—1

lim > X(T*w)) = E(X) P-gec
k=0

n—oo N

No contexto de probabilidade, este mesmo resultado é encontrado como a famosa Lei
Forte dos Grandes Niumeros. Observe aqui que os teoremas 1.3.2 e 1.4.4 siio ferramentas
muito fortes para compreendermos o comportamento da sequéncia de varidveis aleatérias
X,. E interessante notar como os dois resultados se completam e nos informam para onde

converge X, e qual a velocidade desta convergéncia.
1.5 RESUMO DO TRABALHO

Neste trabalho apresentaremos, baseado em Grimmett [8], sequéncias de varidveis
aleatdrias definidas em caixas de lado n em ZZ¢, com diferentes condi¢oes de fronteira, que
convergem P, —g.c. para a fungao £(p). Em seguida, baseado em Lebowitz e Schonmann [9],
desenvolveremos a parte mais importante, que trata das Estimativas de Grandes Desvios

correspondentes.



CAPITULO 2

LEI DOS GRANDES NUMEROS
PARA O NUMERO DE AGLOMERADOS POR VERTICE

Em 1976 Grimmett [7] demonstrou a existéncia do limite da sequéncia de funcoes
Ky nimero de aglomerados de w restrito a {2 € Z? : —-m < 27 < m,—n < 25 < n}
como uma justificativa parcial aos métodos usados por Sykes e Essam [11] para calcular
valores exatos de probabilidades para percolagiao em redes nao-triviais de duas dimensdes.
Posteriormente Wierman [14] identificou este limite como a fungio x(p). Apresentaremos

a seguir a prova dada por Grimmett [8].



2.1 NOTACOES
o A, = {2 € Z?: ||z]loo < n} : caixa de raion
onde ||z||co = maz{|z1], 22|, - -, |zal}.

W . ~
e z-—y: r se comunica com y na configuracio w em A,
n
isto é, dado w € 2, 3 {z1,22,...,21}, z; € A, parai =1,...,k

tal que w([zi,zi41]) =1V ie z; = 2,24 = y para algum k € IN.
2.2 DEFINIGOES
e CL(2) = {y € A,: a:Xw:y }

Chn(z) conjunto de pontos de A, que estio conectados ao ponto = , na configuragao

w , por um caminho interno a A, .
o Ii%(z) = |CLM )™ o I'P(x) = (€)™
o N (w) = Y,en, Ti(2)

Onde N /I\n (w) representa o ntimero de aglomerados livres ( no sentido de nio utilizar
(An)°NZ% ) da configuragio w na caixa A, . Observe aqui que se o ponto z,(z € A,,),
em uma particular configuragao w, estd em um aglomerado de tamanho n, cada um de
seus pares ira contribuir com ;l;, totalizando 1 quando somarmos para cada ponto deste

aglomerado.
e NE(©) = Toen, I()
e X3 (w) = NR (w)/|An] onde o= o00,l
2.3 TEOREMA ( Grimmett [8] )

Suponha 0 < p < 1. O ntimero Nin (w) de aglomerados livres de A,, satisfaz

Ni, (@) Poae
—r—_ . k(p) quandon — o
{ATIE Ll



Prova :
Observe que I'®(2) < Th"(z)Vw e, Ve e Z4, Vne IN

dai temos

N/lxn (w) S ZiEAn 'y (z)
Anl |Ax]

e como translagoes sdao transformagdes ergddicas quando trabalhamos com a medida

produto temos que :

I'e(x p—gC
T o M Xe )

n—0o0

pelo teorema ergddico de Birkhoff.

Por outro lado temos
DT @) = ) TR+ Y (Th"(2) - TX(2)) = (1)
€A, TEA, €A,

e observando que (I'b®(2) — I'®(z)) = 0 sempre que T;Z&(An)

onde §(A,) = {z € Z%: ||z||oo = n}, temos:

() < Y TS@) + Y T') < 3 TS(x) + [6(An)]

r€A, z—=6(Ay) T€A,

logo

erAn rhn(z) < Ezez\n ' () 16(An)] Pr—ge

» I, (I5(0))

[An] B |An] [An]
. [6(An)]
pois ™ TG

Para verificar a convergéncia em £ observe que
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N (w
% Jo ”“IAX(TZ — IE,(T2(0))|dPy(w) =
N (w
/Qniii‘éo ‘"ﬁ“(“r)‘ — IE,(T(0))|dPy(w) = 0

Onde a primeira igualdade é justificada pelo teorema da convergéncia dominada de
Lebesgue , ja que :
Ni, ()

S -, r30)] € 01

Analisando a demonstra¢iao do teorema 2.3 podemos observar a importancia menor
do que estd sendo definido para as bordas da caixa A,. A seguir vamos apresentar algumas
variaveis aleatorias que consideram de maneira diferente o que estd acontecendo na borda

e no exterior das caixas A, mas que satisfazem a convergéncia encontrada no teorema 2.3.
2.4 NOTACAO

w . ~ . o~
e z—y:z se comunica com y na configuragdo w;, com a condigdo de borda fechada
k23

onde W), ([2a; 1)) = Lz, r)nn, 1 20)0([2a, 7))

ficando a configuragdo w modificada ( fechada ) na borda e no exterior da caixa A,
2.5 DEFINICAO

f(p)y = 4 Cp
e Cl"(z) = {ye A, = y}
Cl™(z): conjunto de pontos da caixa A, que esto ligados ao ponto z na configuragao

w através de um caminho sem elos da borda ou do exterior da caixa A,,.
¢ CLM(2) = {y € Ay aey)
CH™(z): conjunto de pontos da caixa A, que estao ligados a z.
o« T = |Co()|™ « N3, (@) = Ysen, Tile)
o X3 (w)=N§ (w)/|An] onde o= f,«

11



Ni (@) = s, Th(x) e X} (0)=Ni ()/|Ad]

cyb(An)
Nj (w): nimero de aglomerados internos ( que ndo tocam na borda ) de A, na

configuragéo w.

Temos a seguinte relacéo :

(h (@) < X2 (w) € Xi (w) < X}, () < XL ()

Sobre as desigualdades acima, cabe aqui um comentdrio. A primeira desigualdade
(Xi (w) < (3°(w)) é devida ao fato de que para os pontos cujos aglomerados nao tocam
na borda, os “pesos” I'b™(z) e T%°(z) séo iguais mas a varidvel X} (w), ao contrario
de X§°(w), ndo considera aqueles pontos cujos aglomerados tocam a borda. A segunda
desigualdade deve-se ao fato de que as duas varidveis “olham” a situacio de todos elos
de E,; para definir os aglomerados mas I'’(z) é o inverso apenas do ntmero de pontos
que estdo dentro da caixa A,, enquanto que I'°(z) é o inverso do ntimero total de pontos
do aglomerado de z. A terceira desigualdade se verifica pois T';"(z) considera apenas
a configuragao dos elos dentro da caixa A,, podendo colocar dois pontos que estio no
mesmo aglomerado originalmente, em aglomerados diferentes bastando esta ligacao se dar
no exterior da caixa A,. A tltima desigualdade acontece porque X/{n (w) além de nao
considerar a configuragdo no exterior da caixa, nao considera o que estd acontecendo na

sua borda.
2.6 PROPOSICAO

Suponha 0 < p < 1. Entao, o ntimero X3 (w) satisfaz :

]\TX (w) Pp—qc )
——_ ,k(p) quandon — oo
lAnI Ly

onde 0 = %,1, f



Prova :

Basta observar a veracidade das relagoes:

(1) NRo(w) < Nj (w) < N} (w) VYweQ

P, —qc
= X3 (w) ’ ,k(p) quandon — oo

Ly

(i) Nj, (@) =16(An)] < Nj (w) £ Nf (w)=1 Vwe®

. Py —gqc
= X} () - , k(p) quando n — oo
1

(i) Ni (@) < N{ (w) < Ni (@)+[6(A)] VweQ

7 Py —qc
= X _(w) - , K(p) quando n — oo
1
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CAPITULO 3

RESULTADOS OBTIDOS POR MONOTONIA

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados com aplicagdées em Probabilidade e

Estatistica que dependem de caracteristicas como invariancia translacional e monotonia.

A

3.1 DEFINICAO

Sejam wi,wy € £,
dizemos que wy > wy se V e € E; tivermos wy(e) > wole).

Definimos assim uma ordem parcial em ).
3.2 DEFINICAO

Seja f: Q0 — IR,
se f(wy) 2 flwa) Vwi,ws € comw; > wy entdo f é dita ndo decrescente,

se f(wy) € fwa) Vwi,ws € comw; > wy entdo f é dita nao crescente.

14



3.3 PROPOSICAO Desigualdade de Harris-F.K.G.

Sejam Xy, Xs,---, X, varidveis aleatérias nao decrescentes, limitadas, definidas no
espago de probabilidade (2, F, P,)

entao :

Iy (X1() X -+ X Xn()) > Ep(X3(w)) x -+ x Ep(Xn(w)
Prova :

Primeiro vamos usar indugdo finita para provar o resultado para varidveis aleatérias
que dependem de um nimero finito de elos. A prova geral vai ser feita usando o teorema

da convergéncia de martingais.

Suponha X, X, varidveis aleatérias néo-decrescentes que dependem apenas de um

elo de Ej.

X :{0,1} — {a, b} X5 :{0,1} — {c¢,d}

w(er) = Xi(w(er)) w(er) = Xo(w(er))

onde ¢; € By a<b, c¢<delR.

Assim temos

By (X3 ()Xo (w)) — IEp(X: (@) E(Xa(w)) =
= p(1 = p)[X1(0)X5(0) — X1(1)X2(0) — X2(0)X2(1) + X1 (1)Xa(1)]
= {X:(0) = X2 (1)H{X2(0) — X2(1)}p(1 — p) 2 0
pois X; e X, sio funcdes ndo decrescentes.

S B (0)Xa(w)) 2 (X () Ey(Xs(w)

15



No caso € = {0,1}7* temos mais do que isto quando a < b, ¢ < d:
{X1(w(ey)) =a & Xa(wler)) = b} Py — g.c. & Corr(X;(w), Xo(w)) = 1.

Suponha que X3, X3 sdo varidveis aleatdrias nao decrescentes que dependem de k < oo

elos de E;. Assim usando o resultado para k = 1, temos que:

Ey(X1(w)Xa(w)) = Ep[IEy( Xy (w)Xa(w) | wler), -+, w(er—1))]

2 By Ep(X1(w) [wler), - wler—1))Ep(Xa(w) [ w(er), - -+, w(ex—1))] = (IT)

agora observe que:
Ep[Xi(w) |wler) = a1,...,w(er-1) = ax-1] =
=2 Xa(ar, a1, J)Pp(wler) = j [wler) = ar, -+, w(ex—1) = ax—1)
= Y Xa(ar, s ap, )Py (wler) = ) 2 5, X (ahy- -,y i) Pylo(er) = )
= IE,[Xy(w) |w(er) = ay,- -+ wler—1) = aj_4]

se (ay,---,ap-1) > (aj, --,al_;), o que nos permite aplicar a desigualdade no caso

de k — 1 elos, pois aquelas varidveis aleatérias sao nao decrescentes.

= (I1) 2 BB, (X1 (w) | wler), - wer—))] X Byl Ep(Xa(w) | wler), - w(en1))]

= IE,[X1)IE,[X5]

Vamos passar agora para o caso geral. Suponha inicialmente alguma enumeragéo dos
elos de Fy.
Seja Fn = o(w(ey), -, wlen)).
Definimos entao:
XT = Ey(Xy | Fn)
X3 = Ep(Xe | Fn)

16



X7 e X3 sado fungdes uniformemente limitadas pois X;(w), Xo(w) séo limitadas. Estas

varidveis aleatérias convergem P, — ¢.c. para X; e X, por dois motivos :

1) Fn / F e sendo X' um martingal, temos que IE,(X; lfn)PE.:‘;‘c (X1 | F) pelo

teorema da convergéncia de martingais ( para prova veja Billingsley [2] ),

2) E,(X; | F) = X; pois X; é F-mensurdvel.

Veremos agora que X' e X7 sdao ndo decrescentes em w:

Sejam as configuragdes wy e wy € Q onde wy(er) = ag, -+, wo(en) = a, e wi(ey) =
ay, - ,wi(en) =al, com (a, -+,a,) > (a}, -+, al).

Seja P, a medida de probabilidade P, condicionada aos w tais que as configuraces
nos elos ey, - -, €, seja aj,- -+, a, o mesmo valendo para P, com relagdo a configuragéo
(ah,- -, ay).

Sejam A = {w € Q: w(e;) =wgle;) ¢ = 1,...,n}

eB={weQ:wle) =wle)i=1,.,n}

Observe que, dado w € A se definirmos w' = (a},---,al,,w(ent1),- ) teremos que

w' € B e arelagio w — w' é 1 — 1. Sobre as medidas P, e Py temos que dado

CCACeF,D={w:we€C}=DCB,DEFe P,,(C) = Pypy(D). Finalmente,

temos que dadow € A4

‘X;?(w) = ‘X(G’l s 70'715"‘)(6714-1)3 T ) > ‘Y(G’Iﬁ T Salnﬁw(e"'{'l )7 o ) - ‘X]n(wl)

entao

Xln’(wo):/A.Xl(w)Ppla(w) Z/BXl(w)Pp!a(w):X{‘(wl)

O mesmo vale para X}'(w). Desta forma X7'(w) e XJ(w) sdo também nao decrescentes

en w.



Para concluir a prova usaremos a desigualdade entre esperangas ji garantida para

varidveis aleatorias que dependem de um niimero finito de elos.

Ep[X7(w)X5'(w)] 2 Ep[XT (W) B[ X7 (w)]

Tomando o limite dos dois lados da desigualdade, estes podem ser aplicados dentro do
simbolo da esperanga pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue ( as varidveis

X1 e X3 séo uniformemente limitadas ), dai concluimos a prova obtendo:

Ep[ X1 (w)X2(w)] 2 Ep[ X1 () Ep[X2(w)]

Para ver que o resultado vale também para uma quantidade finita de varidveis aleaté-
rias basta observar que se X; e X, sfo nao-decrescentes e limitadas, o mesmo acontecers

com X;X,.
3.4 PROPOSICAO ( Convergéncia de fungoes super e sub-aditivas )

Seja f fungdo com dominio em ZZ,.

Entao temos que:

a) se f(ly,- - leyooyla) 2 flly-oyap, o la) 4+ (L, bry oo, La)
Vik=1,---,d onde (. = aj + by

flnyn,---,n)

. m,m,-- -, m
= lim  —————F——= = sup [f( T )]
n=oo nd m md

b> Sef(£l)"')£k7'“7€d) S f(fla“'5aka"'7ed) + f(‘él""abky"'aed>
Vk=1,---,d onde /{; = aj -+ b.
f(n'v USRRE 71)

= lim ‘ = inf
n—oc nd m [ md
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Prova de a):

Fixadosn,m € IN onde n=k,m+r, comk, € INer, =0,1,---,n— 1, temos:

flryn,--oon) flkam 4o, knm+ 1o, kym + 1)

nd

>
(knm +7'n)d -

knf(m,kpm 4+ 1o, kom 4 rn) + f(ro, kam 41, knm + Tn)
(knm +ry)d

S kfﬁf(m,m, m)+ k‘fi'l[f(rn, m,.,m)+ ...+ f(m,m, ,rp)] + ...+ f(Tn,Tn, -, Tn)
- (knm +7y)¢

Tomando o liminf,, nos dois lados da desigualdade acima, teremos:

liminf  JUBM 1) fmymy-om)
n nd = md
logo
limninf ﬂﬁ’—%——ﬂ—) >  sup {f(m,n;;‘-i-.’m)]
m
e como
. ‘f(n 1, Tl) f(?n’m' ...,Tn/)
R e
n ' m
temos que
. n,n,---,n m,m,---,m
Jirréoi‘("_,i?““;l = sup[f( ; v )]
m 3

Prova de b): Andloga a prova de a).
3.5 DEFINICAO Relacio Harris-F.K.G.

Seja a fungao I',(7) : @ x Z¢ — IR.
Dizemos que ela satisfaz a relagao Harris-F.K.G. para a medida P se :

Vn, Vf,g:IR" — IR ndo decrescentes em relacdo a w, limitadas VY zq,...,z, € Z¢
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Ep[f(rw(.’lil )7 RS Pw(mn)) X g(rw('rl)s sey Fw(xﬂ))]

2 Ep[f(Tu(z1), s Tu(@n))] X Eplg(Tu(z1), .., Tulza))].

3.6 TEOREMA ( Lebowitz & Schonmann [9])

Sejam
{An}nen sequéncia de cubos em Z¢ tais que A, —r-; 774,

{Xn}nen sequéncia de varidveis aleatérias da forma

Xo) = 15 3Tl

t€EA,
onde I',(7) satisfaz a relagao Harris-F.K.G para a medida P
e P é uma medida de probabilidade sobre (2, F) invariante por translacio.

Entao, V2 € IR

a)
—log P({w : X, (w) > z})

A | = M)

onde Ay () é funcdo real, ndo negativa, convexa e nao decrescente.

b)
—log P({w : Xp(w) < z})

A, ——— ()

onde A_(z) é funcdo real, ndo negativa, convexa e nao crescente.
Prova de a):
Seja 3 =Y, Uy, regides de Z? finitas com Y, Ny, =0

1
definimos : Xy = ]_i_] Z I'u(2)
ex

Entao, como as fungoes I',,(¢) satisfazem a relacdo de Harris-F.K.G. temos :
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P({w: Xp(w) 2 2}) 2 P({w : Xx, (w) 2 2} N{w : X5, (w) 2 2})
> P({w: X3, () > D P({w : Xo, (@) > 2})
( A relagio Harris-F.K.G. nesta tltima desigualdade estd sendo colocada da seguinte
forma :
fTo(@r)y s Tuln)) = 1, o 3. e, To(z22)
glw@)s s Tolen)) = 1 a5~ ruee)

onde ¥ = {xy,---,2,} e usamos depois o fato de que se A € F = E(14) = P(4). )

Da proposi¢ao 3.2 e da invariancia por translagao de P temos :

i ~log P({w : X,(w) > z})
n—eo | An

existe (déf)\+(r)).
A funcéo Ay () é claramente nao negativa ja que:
0<P({w:X),(w)>2})<1VzelR
e ¢ ndo decrescente pois, dado z < y € IR temos que:

Py({w: Xa,(w) = 7)) 2 By({w: Xa, (@) 2 v)).

Convexidade de Ay (z):

At(2)é convexa < V z,y € [0,1] e « € [0, 1]

Ap(az + (1 = a)y) < ady(a) + (1= o)Ay (y)

Tomando « = —%,

. . 24 .
para 2¢ caixas de lado n, 1,---, Ty em Z¢ tais que Ui=; Zi = £ caixa de lado 2n

em Z¢, temos:



v T |y
Pl{w: Xg(w) > 5t5hz2

>P({w: Xy, (w)2>2z i=1,,,2"n{w (X (w) >y i=2971 41,29
2&—1

ZHP({w:Xgi(w)Zx}) Il PUw:Xsi(w)>y})

i=24-141
= [P({w: Xz, (@) 2 2 ) [P(fw: X5, () > gD

Assim

_logP({wXE(w>2'2{+%}) <
| Z | -

< 27 og P ({w : Xy, (w) > 2}) + 29 log P ({w : X5, (w) > y)})
= | 2]

oud_ (£4 %) <IXi(2)+3x4(y) quandon — o

Supondo quese ¢ <y z,y € [0,1] p,geIN 0<p<29

vale :

p 29 —p P 29 —p
a (et 5 y) < 2w+ Z 0w

vamos provar que: se ¢ <y z,y € [0,1] p,ge N 0<p<29t!

vale:

p 9¢+1 —p P 29+1 _ P
At <2q+1l‘ + 5 y> < 2q+1/\+(ﬂf) + "-2;:;“)%(?!)

( Observe que se p=2n, n € IN e n < 29, a desigualdade vale por hipétese. )

Agora

op—1 201 _(9p_1)
P . pP— 1 _
At ( ogt1 & T 9q+1 y) =

V]
o



_ lip—1  29—(p—1) 1fp_ ,2°-p
~*+<§[ T S T T

p—1  29—(p-1) 1 p 2-p
A"“( 50 Tt T ) M et t o Y

1lp—1 20— (p—1) 1lp 29 —p
<3 [P+ 22220 )]+ 5 [2ane + E2 200
2p —1 291 _(2p—1
= 2@+ 22D,

Seja a € [0,1], {ap}n>1 uma sequéncia de racionais, com

(an =pn/29" prnygn € IN 0<p,<2% talque a, Tae z<vy)

Alaz + (1 - a)y) < Ap(ane + (1 — a,)y)

pois Ay(z) é ndo decrescente.

Por outro lado

Alanz + (1 —ar)y) < apAyp(z) + (1 — an) i (y)

e lim {andi(2) + (1 - @A (@)} = adp (@) + (1 - a)ri(y)

logo

Ap(az +(1—a)(y)) < aryp(z) + (1 — a)ri(y)
Sex<yel0,l]e a€l0,1]

Prova de b): andloga a prova de a).



CAPITULO 4

ESTIMATIVAS DE GRANDES DESVIOS
PARA O NUMERO DE AGLOMERADOS POR VERTICE

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo vamos estudar a velocidade das convergéncias apresentadas no capitulo
2. Estaremos sempre interessados em apresentar resultados de grandes desvios para p €
]0,1[. Os casos p € {0,1} sdo triviais. Quando p = 0, § tem uma tnica configuracio
com probabilidade positiva, que é aquela que apresenta todos os elos fechados. Neste caso
teremos que as variaveis aleatérias X§ (w) > [An—1|/[An], Y n € IN com o =1,00,%,1, f.
No caso p = 1 a configuragdo que possui probabilidade positiva é aquela em que todos os
elos estdo abertos, onde X} (w) <|A,|™', Vn € IN. Em linhas gerais mostraremos um

resultado similar ao encontrado no teorema 3.6, para as varidveis aleatérias X§ (w).



Teremos que aquelas convergéncias independem do que estd estabelecido para a borda
da caixa A,. Apresentaremos alguns comentérios para x € {0,1} e p € {0,1} e iremos
concluir que nestes casos os limites sdo diferentes para as virias definicdes. Por dltimo
apresentaremos um resultado que combina as duas fungdes limites A_(z) e A(z) onde

veremos que o que acontece quando & € {0,1} nao é importante.
4.2 PROPOSICAO
Seja a varidvel aleatéria X3° (w). Entdo V z € ]0,1[, V p € ]0, 1] temos

a)

—log Py({w : X (w) > z})

| An | Ap—2Z1

onde Ay(z) é fungdo real, ndo-negativa, convexa e nao decrescente

com AL (0)=0 e A+ (1)< oo.

b)

~log Py({w : X2 (w) < 2}) .
™ T Y

onde A_(z) é fungéo real, ndo negativa, convexa e nao crescente

com A_(1) =0 e A_(x) élimitada.

Prova de a):

A varidvel aleatéria I'SP(a) satisfaz a relagao Harris-F.K.G. pois naquelas condicdes
podemos tomar f(I'{P(z1), -, TP (an)) = —X1(w) e g(T(x1),++ -, T(2,)) = —Xo(w)
onde X;(w) e X;(w) séo fungdes nao decrescentes em w. Imediatamente usamos a propo-
sigao 3.3 e feito isto podemos aplicar diretamente o teorema 3.6 para mostrar que Ay () é

nao negativa, convexa e nao decrescente.



Sobre A4(0) :

A(0) = lim. —log Pp({wI :A}F (w)20}) _ i —logP,,({wl i,éfi(w) > 0})

pois —log P,({w : X§°(w) > 2} ¢ uma fungéio sub-aditiva ( proposicao 3.4 ).
e como Pp({w: X2 (w)>0})=1 Vn temosque A (0)=0.

Sobre A, (1) :
Py({w : X370 (w) 2 1}) = Pp((Nigp, {w : T(0) = 1}) 2 [liea, Po{w : TX(2) = 1})
= [P({w : T2(0) = 1)) = [(1 = p)24]"™ > 0 pois p < 1.

—log Py({w: X2 (w) > 1})
| An |

< —2dlog(l —p), Vne IN
logo A4(1) < oo.
Observe aqui que Ay(z) é limitada jid que A4(2) é ndo decrescente.

Prova de b):

Aqui também podemos aplicar diretamente o teorema 3.6 para mostrar que A_(x) é

nao negativa, convexa e nao crescente.

Sobre A_(1) :

A(D) = lim —log Pp({w : X§°(w) < 1}) _ i —log P,({w : X{° (w) < 1})

n—00 | Ay | n— 00 | An |

pois —log Pp({w : X§°(w) < x}) é uma funcio sub-aditiva ( teorema 3.4 ).

ecomo Py({w: X (w)<1})=1 Vn temosque A_(1)=0.



Sobre A_(¢) €>0

Observe que V e 3 n(e) tal que ¥V n > n(e)

Py({w: X}, (@) <€) 2 Pp({w: X, (w) = [Aal™'})

onde n(e) € tal que € > |A, (o]

€ POor sua vez

Pp({w : X3 () = [Aq|71}) 2 It

—log P . ¢ = [A|™!
o TGN

ou seja A_(2) é fun¢éo limitada em ]0, 1[.
4.3 PROPOSICAO
Seja a varidvel aleatéria X5 (n). Entao V z € ]0,1[, V p € ]0,1] vale:

)

—log P({w : X} (w) < 2})

1 An. } Ap—224

b)

~log Py({w : X1 () > 2})
n I S '
f An ‘ A,,—-*Zd +(?)

Prova de a):

~ 00 % o0 [ & n
Da relagao X% (w) < X7 (w) < X (w) + Li(—/f;_in

temos:

log Pp({w : X352 (w) + 52=dl < 2}) _ logPy({w: X}, (@) < 2})
| An | - | An |

o
~I



_ log Py({w: X2 (w) < 2})
= A |

(D1)

mas Ve > 0, 3 ng(e) tal que J%%:‘i—)l <e Vn2ng(e).

log Pp({w : X2 (w) < (x - €)}) logPp({w:Xzf"(w)-{—Eil%ﬁu < z})
- A ] = I

Assim, adicionando a desigualdade acima em D1 e tomando o liminf, .., e o

limsup,,_, ., temos:

log P, : Xy <z
—A_(z —€) < liminf og Pp({w ] AA,i(w) <z}) <

< e BB XG (@) < 2))
> amsup

n—oo ! A-n. ! = -)L—(m)

Do fato que A_(x) é convexa em |0, 1] temos a sua continuidade em ]0, 1] ( para provas

veja Roberts & Varberg [12] ). Disto mais da arbitrariedade de ¢, obtemos :

log P s Xy <z log P : X} <
lim inf —2 pliw: Xf, (@) < o)) = lim sup ogByltw : X7, (W) < @) = —A_(2)

n—00 { An I n— 00 l An 1

concluindo assim a prova.

Prova de b):

Da relagiio X () < X} (w) < X5 (w) + L1

temos:

log Pp({w : X2 (w) > z}) - log Pp({w : X} (w) > 2})
| An l - [ A |

_log Py (fw: X3 (w) + el > 21)
B | An |

(D2)
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e novamente V e > 0, 3 no(e) tal que %’ﬁn <e Vn2>ng(e). Logo

log Pp({w : X5 (w) + 5=l > 2}) L log Py({w: X2 (w) 2 (2 — )})
| An | - | A | '

Do mesmo modo como fizemos em a), adicionamos esta igualdade a D2 e tomamos o

liminf, .o e o limsup,,_, ., obtendo

]. P : ‘S >
—At+(z) < liminf og Pp({w ]AA,i(w) > x}) <

< =Xz —e).

o logPy({ws Xf, (@) 2 7))
< limsup

- 00 I An l

Como a relagio vale para todo € > 0 e a fungéo A;(z) é continua no intervalo ]0, 1] (

lembre-se de que A;(z) é convexa em ]0,1] ), obtemos :

logB((: X5 )2 0)) | logB({w: Xi, (@) 2 ¢)) |
lim inf A ] = lim sup . = —A4(x)

concluindo a prova.

4.4 PROPOSICAO

Sejam as varidveis aleatdrias Xf\n , X/{,, , X}, entdo Vo € ]0,1[, V p € ]0,1[, temos:

— log P,({w : XX" (w) < z}) T
A, T

—log Py({w: X5 (w) > 2}) -
‘ An ‘ "“‘;:;“*“))\—}-( )

onde o=/, f.b



Prova: basta lembrar que:
(i) N, (w) < N§ (@) < Ni (@)+ ] 6(An) |
(i) Ni, (@) +1 < N§_(0) S Nj (@)+ | 6(An) |
(i) N, (@)= 1 8(An) < N, () < N{ ()
e proceder analogamente a proposigao 4.4.

A seguir faremos alguns comentéarios sobre os casos em que p € {0,1} e 2 € {0,1}.

Observe que no caso p = 1 temos k(p) = 0, pois em toda a rede Z?¢ existe apenas
um aglomerado ( esta ¢ a tinica configuragdo com probabilidade positiva ). Desta forma
X} (w)= X (w) = X§ (w) =0 enquanto X} (w)= X/{n (w) = A7 .

Se definirmos :

—log P, XS (w) <«
A2 (2) = lim og Fp({w A"(u,)._:r})

n—oo l [Xn ’

—log P, s X3 >
3 (o) = fim —= p({w,A ’]"(w)"T})

teremos :

(i) A2(0) = 0 se 0 = 7,00,% € A2 (0) = 0o se 0 = I, f enquanto \°(z) = 0 se z €]0, 1]

e 0=1,00,%1, f.
(i) A3 (z) = 00 se 0 = 7,00,%,1, f e 2 €]0,1] enquanto A3.(0) = 0 se o = 1,00,%,1, f.

No caso p = 0 temos que #(p) = 1 j& que oinico aglomerado que possui probabilidade
positiva é aquele em que todos os elos estao fechados. Assim, temos cada ponto de Z¢
sendo seu proprio aglomerado, logo X} (w) = |An-1]/[An] e X3 =1se 0= 00,1, f.

Neste caso teremos :

(1) A2(2) = oo se x € [0, 1] enquanto A° (1) =0 se o = 7, 00,%,1, f.
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1) AS(z) = 0 se o = 1,00,%,], f e z € [0,1] enquanto A (1) = oo e A3 (1) = 0 se
+ + +

0= 00,%,1, f.

No caso # = 0 j& vimos que A3 (0) =0 o =14,00,%,1, f. Sobre \° () temos

Pp({w: X}, (w) £ 0}) = (1 - py**1 = AL (0) < —2d(1 - p)
por outro lado

Py({w: X2 (w) 0}) = P [ {w:T() =0}) >
€A,

> [T At T26) = 0) = o)™

i€A,
= A¥(0) < —logb(p) < o se p> pe.

enquanto Py({w: X (w) <0}) < Pp({w : T(0)=0}) =0

=2 AC0)=00sep<p. = A (0)=o0seo=x1f.
No caso @ = 1 ja vimos que A°(1) =0 o =1,00,%,1, f

Sobre A () temos :
PP({w : ‘X}.&n (w) 2 1}) =0 pOiS ‘X/i&n (w) € {0? iAni——lagIAﬂi—-l st {An——ll/iAni}

= A (1) = o0
Por outro lado

P({w: X2 (w) 2 1)) 2 Pp( () {w : T() = 1}) >
t€EA,

>[I P T2 = 1) = (1 = ™!
€A,
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= AF(1) < —2dlog(1 —p) = A3(1) < oo se 0 = *,1, f

No capitulo 2, através do teorema ergédico de Birkhof e do teorema da convergéncia
dominada (Breiman [ ]) obtivemos a convergéncia das varidveis X}, (w) para a fungdo
k(p) P, — q.c. e em L;. As proposicoes 4.3, 4.4 e 4.5 nos garantem um decaimento
exponencial de Py({w : X} (w) < z}) e de P,({w : X3 (w) 2 «}) da ordem do volume
da caixa |A,| para todo = € ]0,1[. Uma questdo natural agora ¢ estudar de forma mais
global estas estimativas. Vamos mostrar que elas se mantém para Pp({w : X3 (w) €

[a,b]}) V a,b 0 <a<b<1. Com esta motivagio, apresentamos o

4.5 TEOREMA

Seja AM(z) = max{A_(z), \;(2)}. Entao

Az) =06 o = x(p)

Prova :
(&) sez=r(p)

Observe primeiro que :

—log Pp({w : X7°(w) 2 k(p) — })

A4 (k(p) —€) = lim =0,Ve>0
) n—o00 3 An l
pois, como X ¢ (w)P;:éc'/{(p), temos que
Pp({w: X, (@) < w(p) = e)) =571
por outro lado, temos :
—log P,({w : X (w) < k(p) +
A_(k(p)+¢€) = lim e Fd £, (@) < wlp) +}) =0Ve>0

s A, |
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pelo mesmo motivo.

Da continuidade de A4 (z) e de A_(2) e do fato de que Ay (k(p) —€) = A_(k(p) +€) =
0V e >0, temos que Ay (k(p)) = A_(x(p)) = 0 logo Mk(p)) =0

(=) E suficiente mostrar que, para € > 0, vale:
a) Py({w : X2 (w) > k(p) + €}) < exp™ 7+ IAnl onde v4(e) >0, Vn e IV,
b)P,({w : X};n(w) < k(p) —€}) < exp~ -l onde ,y_(€) > 0,V n € IN.

—log Py({w : X () > w(p) +€})
| A |

pois desta forma > v4(e) >0

logo, tomando lim,, ., temos

A(k(p) + €) 2 A4 (k(p) + €) =2 14(€) > 0

—log Py({w : X} (w) < k(p) — €})
[ An |

do mesmo modo que >y_(e) >0

e, tomando lim,, .o, temos
A(K(p) = €) = A_(5(p) — &) > 7(€) > 0.

Prova de a):

Seja y = (y1,+-+,ya) € Z*, N € IN fixado, suficientemente grande.

Qy = {(21,---,2q) € 7 y;iN <z; <(y; +1)N j=1,---,d}

Observe que isto é equivalente a dividir Z¢ em grandes caixas de tamanho N x N x

.-+ x N e associar a cada uma delas um ponto do préprio Z?.

Seja ny: numero de aglomerados livres em Qy.

1”';((»’) = Z ! =
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Observando que Vn = kN, ke IN

Ni (@< > Yiw)
y:QyCAn
temos

‘ Y’( w
Py({w: X, (@) 2 £(p) + €}) < Py({w: zy,gm )5 )+ ) -

. Zy:ﬂy CAn }fyf(w)

= Py({u: ZEBE D 5 () [0 +e 1 1)) = ()

E, Y4 (w)) l<

eVe>0, 3N(e) tal que VN > N(e) temos que : | x(p) — oA 5

= E[Y@)] = 5 1| < w(p) | | < Epifw)]+ 5 | Q]

logo

. YViw €
D)< P(fe: T v 4 £ 0y ) <

—~(e)fAnt —v+ () |An]

< exp Mol = exp

onde a ultima desigualdade é garantida pelo teorema de Crameér-Chernoff ja que
{ny }yezme € uma sequéncias de varidveis aleatdrias independentes pela independéncia en-
tre os elos das caixas €2, e onde —y4(€) > 0. E suficiente provar a desigualdade para a

subsequéncia {kN }ren pois Ay (k(p) + €) estd bem definida.
Prova de b):

Seja Pj : nimero de aglomerados internos a {y.
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- 1
PHw) = —
y (@) 2—; [{ieQy:ag,i}|

T/ 6(02y)

Observando que Vn = kN, k€ N:

Ni, )2 Y Pjw)

y:QyCA,
temos
. € . Pi w €
P : X3, ) < x(p) ~ ) < Py(fuo: Zeeha B )£
yQyCA Pi( ) « _ € .
= Pp({w: A/ 0] < £(p) | o | |Qoi})~(II)
hovamente ¥ ¢ > 0, 3 N(e) tal que VN > N EylPy(] |«
e novamente V € , €) tal que > N(e€) temos que : | k(p) — T <3
Ey[Py()] = 5 10 < #(p) [ Q0] < BIPj@)]+ 5 | D]
logo

Zy:QyCAn ng(w)

(II) < Py({w: [ An 1/ 90|

EPy(w)]+¢|Q[}) <

1An]

[ exp =7-()]An

S eXp—.’)/(f)

onde a independéncia entre os elos das caixas 2, implicou na independéncia da
sequéncia de variveis aleatorias {P?j}yezd e aplicamos novamente o teorema de Cramer-
Chernoff para garantir a dltima desigualdade sendo v_(¢) > 0. Da mesma forma que em
a) basta mostra a desigualdade para a subsequéncia {kN}repn pois A_(k(p) —¢€) estd bem

definida.
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4.6 TEOREMA

Seja AM(z) = max{A_(z), A+(z)}. Entéo
a) A:[0,1) = IR* é convexa.
b)0<a<b<1

—log Py({w : X3 (w) €[a,b]}) .
= inf A(z)
Ap—Z4 | An l eszsh

onde o =/, f,*,1,00
Prova de a):

A(z) é convexa por ser o maximo de duas fungoes convexas.

Sejam z <y € [0,1] e a€]0,1]

A=X(acz+(1—-a)y) <ar () +(1—-a)A_(y)=C

B=X(az+(1-a)y) <alp(z)+(1-a)i(y)=D

AMaz + (1 — a)y) = max(A4, B) < max(C, D) <

<amax(A_(2), A4 (2)) + (1 — a)max(A_(y), A_(z))

logo

Aaz + (1 - a)y)) < aA(@) + (1 - a)\(y)
sendo A(z) fungéo convexa.
Prova de b):

Vamos dividir a demonstragdo em trés partes.
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(i) a<k(p)<b:

Podemos escolher € > 0 tal que [k(p) — €, k(p) + €] C [a, b]. Desta forma

—log Bpy({w : XF° (w) € [a,0]}) < “log P({w : X7 (w) € [x(p) — €, k(p) + €]})

A | = A, —0

pois Pp({w : X§° (w) € [k(p) — €, k(p) + €]}) — 1, quando A,, — Z°.
(i) b < n(p) :

Logo A(b) = A_(b) e A(a) = A_(a). Observe que

ﬁlogPp({w P X (w) € [a, b]}) _
| An |

Pp({w:Xﬁl(w)<a.})
_ —log Pp({w : X2 (w) < b}) ~log[1 -~ P,,({w:Xx";(w)Sb})]

™ * A ] =)

mas

0 < Po({w: X (w) <a})  P({w: X2 (w)<a}) <
T P({w: XX (w)<b}) = P({w: X (w) b)) —

exp—’Anl’\—(a"}“()

expTiania-10—

onde a iltima desigualdade vale para n suficientemente grande, J& que:

Pp{w: XP (w) < a})  expAnlr-(a)
Pp({w : X2 (w) < b)) T exp—IAnIA-(b)

e f(n,z) = g(n,z) significa que L log f(n,z) — Llogg(n,a) — 0 com n — oo,
A convexidade da funcéo A_(z) junto com o fato de que A_(x) > 0 se 2 < k(p), nos
diz que ela é continua e estritamente decrescente no intervalo [0, k(p)] e isto nos garante

que 3 € tal que
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A(la+e)>A_(b—¢)

Assim (II)———-—————~—~>O = (I)——-——-———~>A_(b)
An—22° Ap—72

onde A_(b) = agifgb A_(z) = a%r;be Az).

(iii) @ > x(p)
Logo A(a) = Ay(a) e A(b) = Ay(b). Observe que

~log Py({w : X (w) € [a, b]})
| An |

Py ({w: X3 (w)>b))
_ —log Pp({w : X§°(w) > a}) —log[1 - P:({w:X;’;(w)Za})]

| A, | * [An |

= (III)

mas

Py({w: X52(w) > b)) _ Py(fe: X2(w) > 1))
SR{e Xp@za) T Blw: XE (@) > a))

exp——iAnP‘-f(b—f)

— exp~ AnlAp(b—€) =2y (ate)) _ 7
- exp“’An!’\+(“+f) exp (I‘ )

onde a desigualdade vale para n suficientemente grande e a convergéncia deve-se ao
fato de se A(z) > 0 e & > x(p), pela convexidade, temos que A(z) é continua e estritamente

crescente em [k(p), 1] devendo existir € > 0 tal que:

Ap(b—€) > Ay(a+e)

logo (IV)——————0 = (III)————X,(a)

Ap— Ap—

¢ )\+(CL) - ailif<b /\+ (T) - akil:}‘i‘(b /\(T)
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