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U que quer dizer, dlz.

Não fica. fazendo

o que, um dia, eu sempre fiz.

Nã.o fica só querendo, querendo,

coisa que eu nunca quis.

O que quer dizer, diz.

SÓ se dizendo num outro

o que, um día., se disse,

um dia, vai ser feliz.

eu ontem tive a inlpressã.o
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não 111e dei ouvidos

quem sou eu para. falai comi deus ?

ele que cuide dos seus assuntos

eu cuido dos meus

Paulo Leminski
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Neste trabalho definimos alguns esticadores para a função K(p) : número de
aglomerados por vértice no modelo de percolação de elos. Baseados ein caixas

centradas na origem de ZI'i com raio n e considerando de maneiras distintas o

que acontece no exterior e na sua borda, estes esticadores converge)n quase

certamente e ein C] coill relação à medida produto. Numa segunda parte

nlostraremos um decaimento exponencial da ordem do volume das caixas em

que estão baseados os esticadores, para probabilidades de que as estimativas

estejan] em intervalos que não contenham H(p) em seu interior. A correspon-

dente taxa de decaimento exponencial }aão depende das condições de fronteira.
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CAPÍTULO l

.-:Üi
-l ;.- ::::'.

INTRODIJ('Án

1.1 0 MODELO DE PERCOLAÇÃO

O n-modelo (!e percola.ção foi introduzido enl 1957 por Broadbent e Hanlmersley l41

para desci'evei' o escoanlciit.o de um fluido a.través de uln meio poroso.

A pai'tii cle eiit.ào, unia quantidade e110inae de traballlos t.enl sido publicados com con

sidelações ext.reillanlentc ii-Lteiessantes envolvendo desde simples ( e engenllosos l argulneii

t.os at.é elen]ent.os ie(luintados de ]natenlá.rica sobre este ilaodelo, que tem por caiacteiísticas

a sinal)}icidade à piinleiza t'ist.a. O fato de existir um \:dor p. C l0i ll que divide as questões

relevant.es ao modelo de per(olaçã.o em dois naundos , (i.e.. uin fenâlneno crítico), toi'na

mais intrigante seu estudo e o ielacionan)eito cona x-alias outros modelos da hllccâ.nica

Estat estica .
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1.2 PERCOLAÇÃO DE ELOS EM Z,d

1.2.1 DEFINIÇÃO

. -Eú = { lz,yl: z,y C Z', lz - VI , = 1}
onde :«li: =EÜ:l :«Í : ==(:«],z2,...,:«ú)

-Ea : conjunto de elos de Za

. Q = {0,11r'

Q : conjunto das configura.ções de .E.z

. /'=al{«;CQ:«,IÁ =(}, .4 C .Ed, Á finito , ( C {0,1} 'l}

.F : a-álgebla gerada pelo conjunto de configurações em regiões finitas de Zd

e ./l,({co : u ,.{ = (}) = Pll'c.a:((")-111(1 ]))ll'c4:((')-oll

onde l-,4 = cardindidade do conjui:lto .4, p C lO, ll

.r% : medida produto de probabilidade

e Para. w C Q repl'esentaremos o estado do elo iC .Ea na configura.ção co por w(i)

Neste e no próximo capítulo procurai'emos senil)re que possível, api'esentar eln pala\rl'as

o significado das varia't,eis, na n]edicla. en] (Juc estas xão sendo definidas. Para fa.zer isto

usaicnlos a palavra configuração pala falar soblc \lida dct('rnlinada. disposição de 0's e

I's associada. ao colljunto de elos. Ta.ilabéni aparecerão expressões como "elo aberto na

configuração w" quando para u C ç2, e C E tiven] os cd((l = 1, ou ainda. "elo feclaado

na configuração u" (luando u(cl = 0. Direi-Elos (lue ''existe uln ca.n-tinlao entre 7 e y na

col-Lfiguiação w " ou a.ii]da "z se con]unica cona y na (onfiguração u" quando rla. configuraçâ.o

u C (2 existir uil} conjunt.o de elos abcitos conecta(!os. começam(lo cn] a, e teiillilla.ndo enl

y. Usalenlos a expiessâo ''aglonleia.do (]ue toca a. borda da caixa A." ])aia. fazei deferência

a uni aglomerado que contém pelo menos unl pont.o que pertence a. borda da caixa A.:.

Diienaos que "existe unl can]inlio ínt.eito a ca.ixa. A." quando cn] deteinlinada. confia\nação

existia un] conjunto de elos afeitos conectados cujas ext,rcn]idadcs est.â.o en] A,:
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}.2.2CARACTERISTICAS

As principais características do modelo de percolaç.ão sã.o

a.) Probabilidade de Percolação

o(p) {«, : CF(o)

onde CII'(z) = {y € Zd : z ' '-' y} : a.glomera.dode :

(conjunto de pontos de Z'i que estão ligados a. z na configuraçã.o u )

e # ç-=-, y : 2 se comunica. com y na configuração w,

ouseja : dadococç2, ] { zl,:z:,...,:zTX. } com :zí c ZI talquew(la:.ízi+ll)

V { com :] :: :z:, íz:k ': y pala algum À C .Hr

Apresellt.viemos a seguir 3 fa.tos a.ssocia.dos à. probabilida.de de percolaçã.o que sã.o de

grande utilidade no entendimento e provas dos resultados que veremos mais adiante. Antes

dist.o, duas pequena.s definições

al).!\.BlllJBçãgç!!L.E& Seja. J C ZÚ.uJ é uma translação de u («;J.«' C Q) se

t.e:li:le «.,l (a) = «,(z -- .7 ) V a: C -Ea.

a2)1nvariâllcia nor Translação: Dizemos (lue a ille(tida de probabilida.de P sobre o

espaço 11aensurá.vel (ç2, /') é invariant.e poi translação se V .4 C .F:

P(.4)=P(,4') onde ÁI ={«.,:w-jC-4} VIC Z'/

Os fatos sã.o os seguintes : l pala ])lotas veja Grinlmett ISI )

i) 8,({«;: c;'(-') c,'.r(w) c za''

2) Para.;u. = suplp C lO,ll : /:'.({«' : CI'(0) = m}) = 0}

t,CÍlIOs :

cen

se d ? 2 ::> 0 < p.(d) < l

3) .rb({«' : ] l € Z'' tal que C';'(.r) = oo}) = 1{,>,.}-
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Continua.ndo na apreseilt.a.çã.o das características do modelo de percola.çã.o, temos

b) O Ta.lnanho Médio dos Aglomerados da. Origem

x(p) = .E,( cr(o) l)

c) O Tamalaho Médio dos Aglomera.dos Finit.os da Origem

x'f(P) -E,( C'J'(0) ; C,'='(0) < m)

d) O Número de Aglomera.dos por vért.ice

«(p) c'.r(o)I'' ) leda' (0 )

As ana.logias enfie o modelo de ising e o naodelo de percolação são várias e muito út:eis

para solução de piobleillas dc un] !ado utilizando-se ('onhecii-nent.os do outro. O objetivo

dest.e tta.galho não é o de avaliar tais analogias, mas podemos obserç-at que a função 0(7ol

corresponde à. magnetização, Xf(p) à suscetibilidade e a. função H(p) à energia. livre poi

vértice

1.3 GRANDES DESVIOS PARA VARIÁVEIS ALEATÓRIAS INDEPEN
DENTES

Estimativas de Grandes Des\:ios são result.a(ios para o conlportanlent.o assintótico da

probabilidade de "e't,entos raros" en] un)a se(luê1lcia de variáveis a.lea.t.alias.

Os piilaleiros insultados nesta área íolan] a.presentados por Cramài (1937): tratando

de Grandes Desvios com relação a Lci dos Grandes Números. No cont.eito de x;ariáveis

alem.tóiias independe1ltes e idem ticanle1lte distribuí(!as: as Estinnativas de Grandes Desvios

juntamente com o Teorema Centinl do Lilnit;e c a Lei (!os Grandes Núnleios sã.o o su-

po!te bá.sico pa.ra o desenvolvia-lento de métodos assintóticos em Estatística- Ein situações
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telagenl de maneira complica.da, Lanford ( 1961 ) apresentou idéias básicas para a extensão

( entre elas a perda da independência ) dos resultados de Cramàr e ChernoR. Mais tarde

Baha.dur e Zabel1 (1979) desenvolverana estas idéias favorecendo um melhor entendinaento

do papel da. entropia. na teoria. dos Grandes Desvios e suas consequentes aplicações

1.3.],1)EFINIÇÃO

a!)rescnt.ada.s na h/lecâliica Estatística onde un] número muito grande de component,es in! S :] ] l l ]}

Seja. H uma probabilidade ein .27? e ». : #? + (0, pool sua Funçã.o Gera.dou. de Mlonlen

tos, isto é:

ã(t) e* ' }, (.i« )

A tralaforinada de Ci'amê'l de H. é a função Àp : #? --., lO, pool definida. ])or

À..,(a)- sup(ta -- logo(t)) V a. C ./H

1.3.2 TEOREMA ( Cra:nê'r ( 1937), CI.er«oã (1952) )

Sejam XI , X2 . .. . variáveis aleat.árias indepeildelltes e identicament.e distribuídas

AZ a distribujçâo conlui-n e seja

Seja

x,, = 1 }'xi « ? l

e1lt.ã.o

a) se -El-XI < +oo t.ena se pala todo l? ? l

P(X« $ al $ cxp "À«(«) quando a $ .E(-VI)

.P(X« ? a) .$ exi) "À''(') (quando a 2 .E(Xi)

U



b) para. todo a C -m

-À,.(«) ]l?nUf :- ].gP(]« $ ')

-À.(«) -ç itP.yf -! l.gP(.i« ? «)

Combinando as partes a) e b) deste teorema. temos que

.li« ;logo(.Í« $«) -À«(a) q«ando .E(X: )

lim J-logo(-i« ?«) -À.(a) q«ando -?-E(X:)
'n, -'--F 00 7'}

1.4 0 TEOREMA ERGóDICO DE BIRKHOFF

Considere (Q, /', P) um espaço de proba.bilidade e T uma. transfoiina.ção de Q sobre

si 'meslmo.

] .4. ] DEFIN'l('' Ã O

Unia t.ransfoinlação nlensulável T : (2 ---., (2 é dit.a preserx'apoia de medida (p.??l.) se

plr ' l.Á)) = p(-41, v .4 c .F

] 4 2 DEFINIR' Ã n

Um con.junto .4 C /' é dito T -- iz?t,az'íazlfc se T-' (Á) = .A.

1.4.3 DEFINICÃO

Seja. a t.rallsfornlaçã.o T /}.ll?. sobre ( Q, /, P). r é dit.a ergódica se V .4, T -- 7lztt,a7'íct??,tc,

P( -41 = 0 ou l.
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1.4.4 TEOREMA( Birkhof1 (1931) )

Seja. T uma. transformaçã.o p.nl. e ergódica sobre (ç2,/', P). Ente.o, para- qualquer

varia'ç'el aleatória X tal que .UjXI < (x)

,JIU; )l:xU*(«,)) - n(x) p -q...

No contexto de probabilidade, este inesnlo resultado é encontrado como a. faillosa Lei

Forte dos Grandes Números. Observe aqui que os teoremas 1.3.2 e 1.4.4 são feilamentas

muito fortes pala. compreendermos o comportamento da sequência de variáveis aleatórias

X.. É interessante notar como os dois resultados se completam e nos informam para onde

converge X. e qual a velocidade desta convergência.

1 .5 RESUMO DO TRABALHO

]n

k 0

Nest:e tra.balão a.])resent.cremos, baseada'en:L Grimmett l81 , sequências de valia\;eis

alem.t.óiias definidas em caixas de lado ?z eni Z?la, cole diferent.es condições de fronteira, que

convergem -PP --q.c. para a função K(p). Ei)a seguida, baseado em Lebowitz e Sclaonnlaiu) l91,

descnvolverenaos a parte mais importante. que tra.ta. da.s Est.ima.tixn.s de Grandes Desvios

cones!)onclentes.



CAPÍTULO 2
P

LEI DOS GRANDES NÚMEROS
PARA O NÚMERO DE AGLOMERADOS POR VÉRTICE

Em 1976 Grinrn-Leu. IZI den-Lonstiou a existência do limit.e da se(luênc.ia. de funções

.7~".,,:: número de aglomerados de w restrito a {:z: C Zl2 : --m $ 1 $ 7?t. 71 $ z2 $ 7'}

conto uma justi$cativa parda.l aos métodos usadas por Sykes e Essain jlll para calcular

valores exatos de proba.bilidades para ])eicolação em redes nâo-triviais de duas dimensões.

Posteiioiniente \\riennan j141 ident:ificou est.e linlit.e como a função K(pl. Apresent.a.lemos

a. seguir a. piora da.da por Griinmett. ISI.

8



2.INOVAÇÕES

eA. =lzCZd:l l..$zz} : caixa.deram

Onde l#l m:: ?na={ a1l,l=2 ,.'', #d}.

e z X- y : = se corllunica com y na configuracã.o u em A.

ist.o é, da.do u C Q, ] {z],z2,...,zx;}, 7{ C A. para. { -: l,...,k
tal que «,(l=i,af+ll) = 1 V i e zi = z, zk - y para algum k C -ZN

22 DnPTN'TTIIRq

. CL"(«) A. : « -s l/ }

(,'J;"(z) conjunto de post.os de A« que estão conectados ao ponto z , na configuração

u , por ulll canainllo interno a A,,

. i'l;"(«) lcJ;"(«)I''

. .Ar{.(«;) = E,.A. i'L"(-')

Onde /\r.{. (u ] ieprcsenta o núnleio de ag]omerados ]ix;res ( no sei-Ltido de não utilizar

(A«)' r'] Zd l da. configuração co na caixa \« . OI)serve aqlti que se o l)oito z, (:z: C /\,:),

en] uma particular configuiaçã.o «.,, está. en] un] aglomerado de t.anlanl-LO ?l., cada uln de

seus pares irá. contribuir com i: totalizando l quando sonlal'mos para cada pont.o deste
a o'] oJ]]e] ado

' -A'.((«;) = E,.A. F=(-:)

' XX,:(«.;) = .N'.i,:(«.')/ .''t«l onde

2.3 TEOREMA ( Grimnlett ISI l

Su])oillia 0 $ /u $ 1. O número À'Á. (u') de aglonlcrados livres de A« satisfaz

o n.

7o := oo

+ I''(=) = iC'.'F(z)l *

ei+(qo .:«.-.:'" . .
l/Llz l C.

9



Observe que I'T(a) $ 1'L"(z) V «., C Q, V r C Za, V n C .W
dai temos

.W.l.(«') .... Ef.A. i'=(«)
A,:l ' A.l

e como translações sã.o tra.nsforma;ções ergódicas qua.ndo trabalhamos com a. medida.

produto temos que

>l:..A. I'=(# )

pelo teorema. ergódico de BirkhoB.

Por outro !ado temos

P,vqc

'12, '---F 00

.ZE,(Fr(0) )

i':"(-;) - >1, r=(") + }1: (i'L"(«) - r='(«))
=eJ\ ,l a:C/\ ,. a:eA
E

n

e observando que (I'L"(z) -- I'=(#)) = 0 sempre que zÓ 5(A«)

o::de .5(/\«) = {a; C ZIÚ : -' 1- = «}, te«,os:

(-r) -ç >.: r=h')
rCA.

logo

rj;"(-) $ X: i'=(") + ó(.A«)
feÂ.l+8( .\ . )

!i;::'TH;--la $ E'ePU -- TÜ? w)

. lóí.\ « )l

pois ' ,,\.

Para veiificai a con\;ergência en] Z:] observe que

0



!Silo - a,FTP)) dpp(''')

.Á ,}!!., 1l:i1:0 -K,P='©) pp(«) -o
Onde a primeira. água.Idade é justifica.da. pelo teorema da convergência domii-Leda. de

Lebesgue,já que

!4f.{iP-a,n='(o)) c lo,ílA.l

Analisando a. demonst.raça.o do teorema. 2.3 podemos observar a. importância menor

do que está sendo definido para a,s boi'das da. caixa A. . A seguir va.lhos apresentar a.lguinas

variát'eis alça.tóiias que considera.nl de !naneiia diferente o que está acontecem-Ldo na balda

e no ext.eiior das caixas A« idas que sa.t.isfazen] a convergência encontrada. no teorenaa. 2.3

2 4 NOTA (' Ã O

e 2 ã= y : z se conlmiica coil] y na configuração ul. com a. condiçã-o de doida. fechada

o:ade «':(lz«, zól) = lt{,.,.:,}nA«-:,.o}«,(la., zól)

$cando a. configuração u modificada. ( fecllada. l na

9 K T) T? l?TNTíq A íl
' X ->' J X V

. (,'/'"(-:) - {y C ,'L« : .;:y}
CI.'.Í:"(] ): conjunto de pontos da caixa .'\« que est.ão ligados ao ponto / na conílguiação

a através de uin cantinho sem elos da borda. ou do exterior da caixa .'L,.

. C'.:'"(-') A« : z-t-,y}

(:.'=.'"(=): colljunto de post.os da ca.i

. ].'='" c=1.(«) ':

' -V.i,, («.-) ,: (w)/ ''-«

})o!,da e no ext:el-iol' da. ca.ixa /\l ]

xa. .\,. (lue estão liga\(tos a. 7.

. À':. («;) = E,c,\. I'=(")

o!-Lde o = /,t



.Jvi.(") Ü.., rL"(-') 'xj..(«')-.VÂ.('.')/IA.«l

A',l.(a.'): ntln-toro de aglomerados internos ( que nâo tocam na borda ) de A. na

configuração u.

T€1t]0c n ç=pcrllin+p l-plnrânv vt) UH A+ v v a- VAU qíL4-v

XX.(«') $ XE(«') $ XÃ,.(«') $ XJ..(«') $ XA/.(«;)

Sobre as desigualdades acima, cabe aqui um coment.ário. A primeira desigualdade

(X.l. (u) $ XE (co)) é devida. a.o fato de que para os pontos cujos a.gloinera.dos não tocam

na borda, os "pesos" FL"(a:) e I'?(.2:) são iguais mas a variável X.\.(«.,), ao contrário

de X.?:(u), nã.o considera. aqueles pontos cujos aglomerados tocam a. borda- A segunda

desagua.Ida.de deve-se ao fato de (lue as duas varia\.eis "olham" a. sit.nação de todos elos

de -Ea para. deânir os a.g]omerados mias ]'' (:z l é o inverso apenas do número de pontos

que estão dent.ro da caixa A., en(quanto que I'=(=z) é o inverso do número total de pont.os

do a,glolnerado de z. A terceira desigualdade se verifica pois I':"(z) considera apellas

a coi)figuração dos elos dent.ro da caixa A., podendo colocar dois post.os que estão no

mesmo aglonaeiado originalmente, em a.glomeia.dos diferentes base.ando est.a. ligaçã.o se dai

consideial a configuração no ext.erioi da. caixa: não considera o (iue está acontecelldo na

sua borda..

2.6PROPOSICÃO

Suponlla 0 $ p .g 1. Então. o número X.i.(u..') satisfaz

-A'.:.(«.') p--g' , ~ ,
A l l/)J (luanao l? } (»

I''nl CI

onclc o = *-. }, .f



Prova

Basta observar a veracida.de das relações:

(Í) .Ne(«,) $ .N;.(«.') $ .A'Á.(«,) V«, CQ

x,i. («., ) quando n ---+ oo

(::i) .NÁ,: («;) l.s(A . ) -A'Â.(«.') $ .NÁ.(«.')

-ri f l P--qc .::::::> AÃ.(u) -lH(p) quando n H (n

(':i!) .wi.(«,i $ .A'/.(«') $ A'Â.(«')+ õ(A-) v«; co

Ci

:::::::> x{. («,)
Pp -- qc

K(/)) qrland0 7? -+ oo

13



CAPÍTULOS#-

RESULTADOS OBTIDOS POR MONOTONIA

Neste ca.pítulo apresentaieillos alguns resultados com aplicações em Probabilidade e

Esta.t.ística que depei-Ldelaa de caiact.eiísticas como invariância trans]aciolla.] e monotollia

3.] DEFINICÂO

Seja:« «,i :«,2 C ç2,

dizenaos que u] ? w2 se V e E Ed tix;einlos u] (cl ;. w2(e).

Definimos assim un-la ordena parcial em Q

R 9 r) F.PTNTi- Ã o

Seja .f : ç2 - .m,

se .f(b'] ) ;. .f(«,2) V «;],«,2 C Q com «.;] ? «,: elatão .f é dita não decrescente,

se .f(«;] ) $ .f(«,2) V«.,1,«,2 C ç2 cona w] ? «.,2 então .f é dit.a não crescente

14



3.3 PROPOSIÇÃO Designa.Idn.dc de Hairis-F.K.G.

Sejam X] , X2, . , X. va.Fiáveis aleatória.s não decrescentes, linaitada.s, definida.s no

espaço de probabilidade (Q, F, PP)

então

.E,(X- («,) x x X« («.,)) ? -E,(X- («,)) x x n,(X« (w))

Prova

Prii-negro vamos usar induçã.o finita pala prova.r o resultado para variáveis aleatórias

que dependem de um número finito de elos. A prova. geral vai ser feita usando o teorema.

da convergência de ma.itingais.

Suponlla XI , X2 vai'iá.veia aleatórias não-decrescentes que dependem apenas de um

elo de .EÚ.

x: : {o, 1} {«, b} X, : {0, 1} --, {c, d}

e

«;(e] 1 -, Xj («.,(e] )) w(c] ) -, X2(«,( .1 1)

onde c] C Ea a $ b, c $ d C .#?

.Assim temos

-E,(X-(«.,)-V:(«,)) - .E,(X:(«,))-E(X,(«;))

IX-(0)X2(0) - X-(ljX2(0) X:(0)X2(1) +X-(1)X2(1)l

= {XI(0)-X-(1)}ÍX2(0) X2(1)}/,(1 -J,) ?0

pois X] e X2 são funções l-Lã.o decrescentes.

:+ -E,(XI(«,)X21«,)) ? -E,(XI(«,)).E,(X2(w))



No ca.se Q :: {0, 11E' toldos mais do quc isto quando a < b, c < d:

{X, («.,('- )) = « «. X2(«,('1 )) = blPp - q.' e' C'o-,(XI («,), X2(«.,)) = 1.

Suponha que Xi , X2 são variáveis aleatórias não decrescentes que dependem de k < oo

elos de Ea. Assim usando o resultado para. k = 1, temos que:

-E,(X-(«,)X:(«,)) l-K,,(X:(«,)X:(«,) 1 «.,(.-), . . - ,u('t--))l

? n,l-K,(X-(«,) 1 «,(.-), . . . ,«,('k-:))-E,(X,(«,) 1 «.,(.-), . . - ,«.,(.t-:))l

agora.observe que:

-E,lx-(w) «.,(.:) ...,«,(.1--) «k--l

= E.fX:(«:, ,ak--,.j)-%(«.'(ek) =J «,(']) = «], .,«,('1-,) = al-:)

= Ej .Y-(a.- , . ,-t--,.j)-%(«'('-) - .j) ? Ej X](aq , . - . , al;.:, .j).q(«,('- )

= .E.lx:(w) «,(']) =..i,'..,«,('k-l) = «1:..1

se (a] . ,ak-l) ? (a:,. . . ,al: ,), o que nos permit.e aplicar a desigua.Idade no caso

de À -- l elos; pois a.(ruelas varia\ eis aleatórias são nâo deciescent.es.

::>(-r-r) ? -U,,l-K,,(XI(«.') i «,(', 1,''- ,«.;('1 - 1)1 x .E,,l.E,,(X2(«.') 1 «.,(.:),- '' ,«.,('1 -))l

l-K,,lx:l

X.'alhos passai apoia pala o caso gela.l

(.!os de .Ed.

S.ja /'. ), . . . ,«,('«)).

De6nilnos ente.o:

.xr (x- l n)
x; (.x': l /'«)

Suponha ini(ialnaente alguma. enumeração dos



X;' e X; sã.o funções unifornlen-tente li11aitadas pois .X'] (w), X2(co) são limitadas. Estas

variáç,eis alça.terias convergem PP -- q.c. para XI e X2 por dois motivos

1) /'« ,''' .F e sendo Xln um martingal, temos que .E,(XI l /'«)p!::3''.E,(Xi J:') pelo

teorema da. c.onvergência de martingais ( para prova veja Bi1lingsley l21 ),

2) .E,(X] l /') = X] pois X] é .F-menswável.

veremos agora que .Xln e X2 sâ.o não deck'escentes em u:

S.j.m as configurações «,o e w] C Q o-:de «,o(']) = al, ,«,o(e«) = a. e «.,:(.:)

':,' .,«:('«) -«.: '.-«(.-,...,««) ?(«:,-..,«:).

Seja /%l. a. medida. de prosa.bilidade -% condicionada aos u t.ais que as conÊgura.ções

nos elos ci , . , c. seja ai , . - . , a.« o nlesnlo valendo para .PPI., com relação à configuração

(«: , . . - , «: ).

Seja:n .4 = {«, C Q: «;('Í) = «.,o(..) á = 1, ...,«}

e -B = {«., C Q: «.,('f) = «,':(..) :: = 1, ..., ,,}

Observe que, da.do u C .4 se definirmos u' = (a:,

u' C .B e a relação (o p----+ u' é ] -- 1. Sobre as medidas /l,i. e .q,i., te1110s que dado

C C Á,C' C /',.D = {«.,' : «, C C'} :+ .D C .B, .D C /' e -r';l.(C') = -rbi.,(-0). Finalmente

tenros que dado u C .4

a.{ «,( e. + i ) ) tape:nos .iu'iB

Xf(ü') = X(a;l , , a..«;lc:,.+i l. . - -l ? -V(ai . . «l. , ..'( '« + -) , -) = xf i«,')

ent.âo

JA JBXT(coo) = 1 Xlçu~lP:,\-tu'l '? l Xxl.co)P.\.l.w} = XT(ui)

O inesnlo 't,ale para X;(«'). Dest.a fori]]a Xr («') e X;(u) são tan]béi]] ilã.( decrescentes

em LO.

17



Pa.ra concluir a prova. usaremos a. desigualdade ent.re esperança.s já ga.mantida. pa.ra.

varia.veia aleatórias que dependem de um número finito de elos.

.E, lxf(«,)x;(«.,)l ? .u, lxÍ'(«,)l-n,lx;(«,)l

Toma.ndo o limite dos dois lados da. desigualdade, estes podem ser aplicados dentro do

símbolo da esperança pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue ( as variáveis

Xln e X; são unifomlenaent.e limitada.s ), daí concluímos a pro't'a obtendo:

.ZE, IX: («').Y: («.,)l ? -E,IX, («,)l-K,IX:(w)l

Para 'i'er que o resulta.do vale tainbéni para uma quantidade finita de variáveis alça.Lé-

rias basta observar que se X] e X2 são nâo-decrescentes e ]inaita.das, o mesmo acont.ec,erá

cona X] XZ.

3.4 PROPOSIÇÃO ( Convergência de funções s\tper e sub-adit.idas l

Seja / funçã.o com domínio en) ZÚ.

Então temos que:

a) se .f(rl, ,r',-..,rÚI ? .f(rl. ,«*,....r.f) -+ .f(I'i,-.-,Z'*,...,rÓ)

V k :: 1. . , d onde élÀ. -: ax. + bx;

,li"t ''":'í'' - :=.p I'''''' ,,,. ,'':'l
,r',-.-,r.íl $1 .f(r],--.,ak,.. ,éa) + .f(rl,.--,Z'J;,...,ra)

onde /çl = ak + Z)k

jt'' . " . ' - - , .. )
d??.

b) se
qk.-

::> linl
72. --+ 0C>

inf
m.

!8



Prova de a):

Fixados n,m C .FV onde n = k.7??. + 1'. com k. € .W e r. = 0, 1,. . . ,ll. -- 1 , temos

/(«,« 'n

dn
.f(k«m+ ,«, k«m -+ '«, - - . , k««. + ,«)

(k«m + «« y

.
,.)'

+lÍ/(,« , «., ., «.) + kã'' l./:(,'«, ,« ,., «.) + ... +/(«,,m,.,,«)l +

(#«,n + ,'.)'
+ ./:(«« , ,« , . , «« )

Tomando o lim inf« nos dois lados da desigualdade a.cima, t.Cremos

}ilninf /(«, «, .-,,,.) /(,«, «., ' - . , ,«)>
d Nm,

logo

linlinf ll'o",", '.,"ol
e.caído

limsup
'n,

.f(«, ,z, . ' . , zl ) <
d72, ;=:p l ''= '''"ol

temos que

JU. #"<L.''] ll'("',=. .'"ül

Prova de b): Análoga. à prosa- de a).

3.5 DEFINIÇÃO Relação Ha.nis-F.K.G

Seja a f«nção I'.(71) : Q x Z' ---. .m.

Dizemos que ela satisfaz a relação Harris-F.I';.G. para a medida P se

V 7?., V ./, g : #?" --* .#? não decrescentes em relação a. u, lí] it.idas V r] } .. z. C Zla
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.Ep l/(i'«(*, ), , F«(*«)) x g(F.(*: ), , i'«(««))l

? -Epl.f(F«(-:), r.(««))l x .Eplg(1',(«- ), , i'.(«.))l

3.6 TEOREMA ( Lebowitz & Sc])oninann l01)

Sej am

{A.},:cn sequência de cubos em Zld tais que A. -=Z-d,

{X« }«cn sequência de va.fiáveis aleatórias da. forma

x,:h'0 - [3::] )l: r,H
onde I',(i) satisfaz a relação Ha.!ris-F.l<.G para a. medida .P

e P é unia. medida de proba.bilidade sobre (Q, /') inx:adiante por translação

Então, V z C J7?

a)
log P({w : X«(«.,) ? =} )

l A,.

onde ,\+(=z') ó fulaçã.o real, nâo llegativa}convexa.e]

À+(-' )

não decre

72. -: :1 00

b)
log P({«., : X«(«,) .$ r} )

A,. l

onde À (#) é função real. não negativa

Prova de a):

Seja }: = >.:] U }:2 legiões de Z'/ fii-tit.as com >:] n l11:: = 0

definimos : XS = Í-J= >, 1'.(?)

funções I'.(7 ) sat.isfazenl a. legação dc barris-F.l{.G

71.' }00

, cola\rcxâ,e

]Ente.o, confio as

À -(-' )

não clesccnt;e

temos



P({«,: XE(«') ? z}) 2 P({«.,: XE.(«.,) ? ?} n {«, : xE,(«.,) 2 =})

? P({«,: XE,(«.,) Z «})P({w: XE,(«,) ã «})

( A relaçã.o barris-F.K.G. nesta última desigualdade está sendo colocada da seguinte

forma

/(I'o(Z]),' ' ' , I'«(#«)) = 1{.:TtH >',;.::. F«(,.)?.}

gjl'.(Z]),' ' ' ,I'.(Zn)) - l{.:TSU- )l..-..eE r«('f)?'}

onde E = {zi , . ,=.} e usamos depois o fato de que se Á C / :+ .E(1.,!) = P(Á). )

Da pi'oposiçâ-o 3.2 e da. invariá.ncia; por translação de P t.erros

:l.gP({": X«(") ;- "}) .xiste('yÀ+("))

A funçã.o À+(zl é claiatnente nã.o negativa. já. que:

0 $ -q,({«;: XA,: 1«.,) ? r}) $ 1V « C .m

e é não decrescente pois, dado / $ y C -m temos que:

XA,. («,) ? .,'} ) ? â,({«, .XA. (ü ) 2 y})

Cona:exidade de ,\+(;z:l

À+(a:jé convexa + V 1:, y c 10, 11 e a C lO, ll

,\+lo:z' +(l n:l!/l$ aÀ+(;z'l +(l --o')À+(y)

Tomando cv = {,

l)ala 2'f caixa.s de lado z?.. E] , . . . , E:. enl Z:d tais que Ua' , Eí :: E caixa de lado 272

:in Z,'í. temos



P({'.' : XE('.') ? ; + ;}) ?

?P({«,:XE.(«,)?z {= .1,.,2'''ln{«.,:xs.(«,)2y {=2''' +1,.,2'z})

? ll .p({«,:xs(")2«}) ll p({«.,:xs.(«.')2y})
i:= ] i=2 d -- i+ l

= IP({«,: XE.(«.,) ? ;«})I'''' IP({«.,: XE,(«.,) ? V})I'
d l

Assim

.

o«:,\-({+ l $ À+(- )+iÀ+(y) quando

Su])ondoquesez<y a',gelo,11 /),qC-#\r 0<p<2Ç

** (1-*%/«) »*-,*%;'**'«»

vaDIos pio't'a! que: se :z: < y l ,y C lO,ll ;D,q C .f\r 0 ,$P$ 2q+i

vale:

**(A« * =h'«) . Ü**'., * =>'**'«'

l Obter'te (lue se ;u = 272. ?? C .ür e 7? $ 2Ç: a desigualdade vale por llipótese. )

.Ae:ora

/'

7?. '--+ 00

va.le

2/, - 1 . 2«+' - (2P - l)
2g+i y2ç-+iq



ç« * ':-iP«1 * ; 1{, * %/«l)

: ;**(5'« * ':1P«) * à**({- * :':'«)

! le-iJ .x..(«) + !t:-!;-:PÀ--UI + l: lÊÀ..(«) + !L/À-- l

- !iiJÀ-.(«) + 2''*l 2,pp

Seja a C 10, il, {a.}«àl unia sequência. de racionais, com

(a«=p«/2Ç« p.,g.C.FV O$p.$2Ç" talquea.Tae z<Z/)

À+(az + (l a)y) $ ,\+('««z -+ (l -- a.)y)

pois ,\+(z) é não decrescente

Por outrolado

À-+(a.:+(l -- a,)y) $ a« À+(.z:) +(l c-,: )À+(y )

e

}0p'0

lim {o.À+(a ) + (l
12. '---} 0<)

a,.),\+(y)} = aÀ+(:z:) +(l -- a)À+(y)

,\+(oa: + ( l o)(y)) $ oÀ+(a:) +(l -- o'),X+(y)

Se r < y C 10, il e a c lO, ll

Prova de b): análoga a prova de al
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CAP}TUL04P

ESTIMATIVAS DE GRANDES DESVIOS
PARA O NUMERO DE AGLOMERADOS POR VÉRTICE

4.]INTRODUcÂO

Nest.e capítulo x;amos estudar a velocidade das convergõilcias a.present;adas no capítulo

2. Estaienlos sem!)i'e interessados en} apiesentai resultados de grandes des'rios para /u C

lO.tl. Os casos p C {0,1} são tii't:tais. Quando ]) = 0, ç2 fera uma única configuração

cona piora.bilidade positi\;a., que é a.queda que a.presente t.ocos os elos fec1lados. Nest.e c.aso

tei'e]aaos que as \:aria.veia aleat.ó]ias .XX,.(ul ? IA«-i/IA.l, V n C F\r cona o = í,oo:+:/. .f

No caso ]) := ] a configuração que possui prosa.bilida(le positit,a é aquela en] (lue todos os

elos estão abeit.os, onde X.i. (w) -$ .\« '] , V 71 C .mí. En) linhas gerais inost.iaien]os un]

resultado sinailai ao encont.Fado no teorenaa 3.6. para as \.'ariáveis aleatórias X.i,: (u,').

24



.icl. ci.uns quc a.quci.a,u cuii.vcigcucla.s iii.aepenacin ao que esta. est;aoel.eclao l!)a.ra, a. Borga.

da caixa A.. Apresentaremos alguns comentários para : C {0, 1} e p C {0, 1} e iremos

concluir que nestes casos os limites sã.o diferentes para. as várias deânições. Por último

apresentaremos um resultado que combina as duas funções limites À-(#) e À-+(z) onde

veremos que o que acolltece qua.nd0 7 C {0, 1} não é importante

42 PROPOSI(''ÃO

S.ja a variável aleatória XE(«,). E::tão V z C 10, il, V p C 10, il temos

- l.g -q({" :.XE (w) ? !Ü : *..(«)
l A« .,l. .zõ'

onde À+(z) é fullção real, não negativa, convexa e não decrescente

com À-+(0) = 0 e À + (1) < m.

b)

--log.P,({«, : XE(«.'l $ '-}) * ,
i J\í? l A.-Z

oi:l(!c ,\ (z) é fullção real, não nega.uva, con'.'exa e não crescente

com À-(1) = 0 e À.(2 l é limitada

Prova de a):

.4 x:ariável aleatória. I'=(.2'l sat.isfa.z a relação Halris-F.l{.G. pois naquela.s condições

poden[os tomar .f(F=(]:i),..., r=:'(-:«)) = ---VI(-,') e g(F=(ri).-- . ,I'='17«l)

o!)de X] (u) e X2(«)) são funções não decrescentes e] c . linediatanlellt.e usaillos a propo

lição 3.3 e feito isto ])odenaos a.plicai dilata.mente o teorema 3.6 pala mostrar (lue À+(1 ) é

11ão negatit'a. convexa e nâo decrescelat.e

d
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Sobre À+(0)

À--m - ,Jijn., :log Pp«« : XE(«) ã 'l} - .QÍ « : XE(«) ? 0D

pois -- logPP({w : Xl?:l (a.') ? z} é uma funçã.o sub-aditivo. ( proposiçã.o 3.4 ).

'"«.o -PP({«., : XÊ(«.,) ?0}) V«, ten,os que À+(0)

Sobre À+(1)

-P.({w: X=(") ? 1}) = .q,(R:c.\. {«., : I'='(i) = 1}) 2 rlf.A. pp({«, : 1'=(7:) = 1})

1/%,({«, : 1'=(0) = i})li'\"i - l(i P):'fIlA"l > 0 poiso < 1.

: :xn(«)?'}). i.gH d,v«c-n'

logo ,X+(1) < m.

Observe a.qui que À+(]:) é linlit.ada já que À+(;t l é não decrescent.e

Prova de b):

Aqui tanlbénl !)odenlos aplicar diretanlente o teorema 3.6 para. naost.rar (lue À

não ncgatix:a.. co!:lvexa e não cl-escent.e

Sob:'. À (1)

l-') é

-(1 -log-%({«' : Xe(«,') $ 1}) . . -1og-P,({«, : X.t(-,') $ 1})

pois log.q,({u..' : X.\,: (ul $ z}) é ullla. função sub-a(btiva ( teor'eilaa 3.4 l

econlo/%({«,:-Y,e(«.')$1})=1 V7? tcmosque ,\-(1)=0.

2G



Sob« À--(c) c > 0

Observe que V f ] n(c) ta] que V 7t > lz(c)

Pp({«, : XJ..(«,) $ '}) ? .%({«.,: XJ..(«,) IA..I''})

onde lz(c) é tal que c > IA.(.)

e por sua vez

.%({w : XJ..(w) IA,: I':}) ? p:'i"«i

xj. . («.' )

A,: l

ou seja. À-(:z:) é fu1lção limita.da ein 10, il.

4 3 PROPnçií'' Ã n

Seja a xaliá\;el aleat.ária XX,: (?z). Então V ;z: C

a.)

- log -% ( {«.,!im
-'--F 00

-liti''u) <

10, il. V /, C lO, ll ~,al.

A,,l A.-Z'

- log P,({«; : X.l,, («;1 ? -'})
l A. À+l-')

Prova de a):

Da r'loção X.e («;) $ XÃ. («' l $ X.e. (") + 1%:l+
t;enlos

l.g-%({«' : .V=(«.0 + Ul;âP $ -'}) , 1.g/',,({w
A,,

(«) $ .:} )
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. log .%({«' : X=(«.') $ «})
' l A« l

masV.>0, ]no(') talqu' i1l;êlfrs. Vn?no(')

(.01)

11

log<

:à log.Pp({«,: XÊ(") $(" --- ')}) < 1?S&({«,: XE('.') + lêQ'H < .\)

Assim, adiciona)do a desigualda.de acillaa. em DI e tomando o liminf.... e o

lim sup.... temos:

À-(«-d $1ÜnUfl'g-q({w Xi.h,) $"}) $

$!imsupl--({'J . XA,.r«;l < z}) --(.z:)
?t---+ oo .l J ]' ll. l

Do fat,o que À- (r) é convexa. eni 10. 1 1 temos a sua. (ontinuidade em 10, 11 ( para prol'as

veja Roberts & varberg j121 ). Disto mais da. aibitiariedade de c, obtemos

]jlll j:.f ',r.lu : À't Íw) < :z'))
';;:,'=' 1 .'ç.

coi-Lcl\!indo assim a ])lota.

Prova de b):

Da relação XE ("I $ XÃ,,(") $ XE ('') + l-TÃ:T
temos:

log -%({«; : -X'X. («.') $ .;})

1:].=:' ' 1 .q,,I'l À-(-: )

log -q,({«, : X= («;1 ? .,:} )
A,,

P.( {«' : -\'.{,. («,) ;. -'} )
.\,:

.:: i.g &({«' : xe («;) + UKV ?.!})

28
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0(c) tal que ':t

l.gPp({«': XE(")+ qçiP ? «}) , !.gPp({'.,: Xe(u) ?(« - ')})
A.. l ' l A. l

Do mesmo modo como fizemos en] a), a.dicionamos esta igualdade a D2 e tomamos o

lim inf.--.. e o lim su])...,,.. obt.endo

A,,e novamellte V € > 0 V n ? no(.) Logo} n

i- $Nn.U:!i.QO..!.!D
À+(;") $n,{nUf A l

$ ii:.;.. I'K-q({" : xi,: ('.') ? "l} $
n.-""''' oo l J x7'} l

Como a. relação vale para. t.odo f > 0 e a. função À+(#) é continua no int.ervalo 10, il (

lembre-se de que À+(z) é convexa. em 10, 11 ), obtemos

i9,:i::fi'g-%({«, XÃ.(') ]P !.=lsup ' {«,: Xt r")XJ[D --À-*h')

con(luinclo a. pro't'a

44 PROPOqlr'Ãn

Sejam-L as t'ariáveis alcatólias XÁ. , XÍ,, , X.l.,. , então V íz C 10. il, V p C 10, il: temos

/'L « A . - ZZ '

- !og -q,({«, : X.:. (-,') ? -:} )
A. À-+ ( -: )

onde o = él. .f, Z)
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Prova: basta lembrar que

(i) NÃ.(«,) $ .A'X. («') $ .N;.(w)+ ó(A.)

(ii) .v.i.(«;) + l $ .vX. («,) 5; xi,. («,)+ l ó(A«) l

(iii) A'/,.(«.')- ó(A«) i$ .WX.(«;) $ .A'{. («,)

e proceder a.nalogamente a proposiçã.o 4.4.

A seguir faremos alguns comentários sobre os casos em que p C {0, 1} e :z: C {0, 1 }.

Observe que no caso p = 1 temos H(p) = 0, pois em toda a rede Za existe a.penas

um aglomel'ado ( esta é a única. configuração com probabilidade positiva ). Desta fauna

X,l,.('.') -XÃ.(") l-«toX.(.(«,)(«')

Se definirmos

À:( -' )
7?. '--b (X)

log -q,({«.' : .\'Â. («.') $ «})
,'\,,

- ]'' $4+e! .}li..(!!LI ii:P
À:(-) ,,l!=., ,\.,

t.el-amos

(i) À1(01 = 0 se o = ?,m.t e À=(01 = H se o = /. ./ en(lxlant:o ,\:(íz ) = 0 se a: Cl0,11

e Q = {.. oo. +. t. .f

(ii) À}(r) = oo se o = z, oo,x,/,/ e a: Cl0,11 enquanto À3.(0) = 0 se o = i, oo,t,/, .f

No caso p = 0 temos que n'(pl = 1 já que o úlaico aglomerado que possui probabilidade

l)ositiva é aquele eni que todos os elos esta.o fecllados. Assim. temos cada post.o de Z.a

sendo seu ])ióprio ag]onaeiado. logo -V.i. : (u) = A.-ll/ .\« c XA. = 1 se o = oc.,-*, /, ./'

Neste caso teremos

(i) ,\!(;«l = oc se T C 10,11 enq-:t.nto À=(1) =0 se o = í, .». *-:/, .f
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(ii) À;(r) = 0 se o = {,«,,+,J,.f e z C 10, il enquanto Ài(i) = «, e À3-(i)

oo , -+ , 1, f

No caso # = Ojávimosque À;(0) = 0 o = í,.o,.',J,.f. Sobre À!(z) temos

.rb({«.,: XX.(«,) .$ o}) =(1 - p):'l"«l:+ ÀL(o) 5; -2a(i - p)

or outrolado

-%({" : XE («') $ o}) : r=(í)
áeA.

?. 11 -%({«; : 1'=(,:) (p)li""i
íeA.

:> ÀT(0) $ logo(p) < .» se p > p..

',,({«.': x=(«;1 $ o}) $ -q({«,: FT(o)

::> ,\y(0) =oo se;),Ç!).::> À:(0) =cn seo=+,/..f.

Nocaso ]'= 1 já\:inlosquc À:(il=0 o=í.m,t,/,.f

Sobre ,\;l;z l temos

-C,({" : XÂ,.("') ? 1}) = 0 pois X.l.(«;) C {0,IA.I''.2 .\,,l-'

::> Àh(i) = ':»

Po! outrolado

P

>

enquantol

,\ }) ] lla'b 72. 72.

0 se

/',({«' : -\.e(") ? 1} ) ? .q,( n {" : ].'='(í)
{eA.

F=(Í) - P)''t.~ " l
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:+ ÀT'(i) $ -2dlog(l - P) :+ ,X}(1) < oo se o = +, J, ./'

No capítulo 2, at.revés do teorenaa. ergódico de Birkhof e do teorema da convergência

donainada (Breiman 1 1) obtivemos a convem'gência. das variáveis XÃ.(u) pa.ra a funç.ão

H(/)) -/p -- q.c. e em Z:]. As proposições 4.3, 4.4 e 4.5 nos garantem un] decainaento

expon'ncial de .PP({'p : .XÂ.(co) $ z}) e de -PP({«.' : XX.(co) ? ='}) da ordem do voluii:te

da caixa. IA. para todo :zr C 10, 11. UiTla quest.ão natural agora. é estudar de forma mais

global estas estillaat.ovas. X/amos ilaostrm que elas se mantém para -PP({u : X.\,:(u,l C

ja: í)l} ) V a, b 0 $ a < b $ 1. Cona esta mot.ovação, apresentamos o

4.5 TEOREMA

Seja À(z) = max{,\-l.z:). À+(.:)}. Ent.âo

,\(]'1 = 0 + ]' = H(P)

Prova

( +:::) se - = «(pl

Obter\:e priiiaciro (lue

À+(hl])l -- fl = .lim . 0. y c > 0

pois. como X.\,. (ü'j'L:ç ' n'(]),l, temos (lue

.B({«, : -\'.e («;) $ «(pl .})'L=,' l

por outro lado. temos

À.(K(;)l+cl = lilll .P,,({u,' : .\'"rc.;)<n'r«l-.F(\) 0V( >0
l .'\ «
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pelo mesmo motivo.

Da continuidade de À+(z) e dc À-(;z:) e do fato de que À+(K.

0 V . > 0, temos que À+(«(p)) = À-(«(p)) ogo À(«(p)) =0

(:+) E suficiente mostrar que, para c > 0, vale:

a) 8({«, : XE(u) ? K(p)+c}) $ exp '+Ü)IA«l onde 7+(d > 0, Vn C .n',

b)-q,({«, : XX,.(«,) $ H(p) -- (}) $ exp'''(')IA«l onde , 7--(d > 0,V n C W

pois desta fornaa '+(c) > 0
' l A« l

logo, tomando lim.-.. temos

À(K(P) + c) ? À+(K(P)+ d 2 '+(f) > 0

do inesino modo que > -1'.(e) > 0
' l .\« l

e; tomando liill.-- temos

À(K(P) -- c) ? À-(K(P) -- c) ? I'-(d > 0.

(P) .) ( «(],) + .)

#

Prova de a):

Seja y = (y] , . yÓ,l € Zla, .Ar C .Br fixado. suficient.cnlente grande

Qy={(:z:],''',.7:.ílCZ'/ y,À' $J', $(yJ'+l).Ar .7'=1. -,(/}

Observe que isto é equivalellte a dividia Zla em grandes caixas de tanaanllo -Ar x JNr x

x JNr e associa.r a. cada un-]a delas un] ponto do próprio Z:a

Seja. }': nún:leio de ag]onaerados lírios en:l Qy.
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Observando que V n = k.N, Ã' C .#V

.NÍ.(«,) $ }7(«,)

temos

8,({": xí.(") ? "(p)+ '}) $ -n({": EuT1ltTl-Ç$ ? «(p) + '}) -

- 6,({" : ;itiCtl;l.l:lqo ? «(p) n. +' l o. }l - (/)
e V c > o, ] .Ar(') tal qu. V .Nr > N(q te"los que : i «(],) - !ii'lilÍ-il4 .$ {

:+.K,ll'/('.')l-; n. $ "(p)io. l $ r,1l7(«,)1+; o-

]0o'0

(.n :g /:',,({« : ?iiiC.1;7íllÍ! ? -K]]'/h.]] + ; o. }) $

$ exp '( ) «d . exp'a+(')l.'\-l

onde a última. desigualda.de é garant.ida pelo t.eorema de Cra.mài-Chefe)oK já que

{l3/ }yCZaa é uma sequências de variáveis aleat.árias independentes pela independência en-

fie os elos da.s caixas ç2P e onde --l+(e) > 0. É suficiente provar a (tesigti:\Idade pala a

subsequêncía {Ã- Xr} .cp., pois ,\+ln-(])) + (l está. bem (lefinida.

Prova de b)

Seja P31 : número de a.glon)arados internos a Qg
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'J(«)- m ü=ã;a=n
Observando que V n = bÀr, k C Ar:

.n',l.(«,) ? >: pJ(«,)
y ;S} yCA .

temos

&({«,: xi.h.,):g «04 - ;}) $ -n({w: E"gfÊ:l:lÇÍd:Ç «@ - ;})

- .q({«; : ?ittrTh.:lliS] .$ «oü l o. 1 -; ç2. l}) - (-r-u
e novamente V c > 0, ] Ar(o tal que V .A' > Ar(f) temos que : «:(p) -- r!:L!:;-(!a l$ {

:+ .U,lpJ(")l-; Q. l $ «(P) Ç2o l $ nl-e(«,)l+; IQo

logo

(-rN $ $({" : ?iitlrilú-:l:lT $ rlp;("jl + . l o. }) $

< exp "lr(')l;H -- 'r- ( o l.\« !

onde a inclepcndência enfie os elos das caixas ç2, imphcott na indcpeiadência da

sequência de vai'iúeis aleatórias {P1l },Coza e aplicamos novamente o t.eoi'enla. de Ci'aniài'-

Clhei'no8 ])aia garant.ir a últ.i111a desigualdade sendo '>'-(o > 0. Da mesma ronda. (lue em

al basta. mostra a desigudda,de pala. a subsequência {ÀArlx.cn, pois À (K(7)) c) est.á ben-t

definida.
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4.6 TEOREMA

S.ja À(#) = -naxiX-(z), À+(z)}. Então

a) À : to, ll --, ®'t é con«x«.

b)0 $ a < b $ 1

--loas.r.f«; : X? r«.,} C [a.Z,])) . À(=)
A.---.Zad A. l a$r$b ' '

onde o = e, ./', +, à, oo

Prova de a)

,\(z) é convexa poi ser o n)áxiillo de duas funções convexas

S.ja«: « < y c to, il e .- c lO,il

.4 = À.loa:+(l- - IWI $ aÀ-(- ) + (l - alÀ.(y) = C

-B = À+(c-'a' +(l oly) $ o'À+(.')+(l -- a')À+(y) = -D

À(o':z: + ( l a)yl = :nax(Á, .B) $ max(C'. -0) $

$ o «,ax( ,\-la ), À+l- )) -t ( l « ) :n«x(À-(y). À-(r))

l0o'0

À(aa' + ( l a )y)) $ a,X(«) + (l a ),X(y )

sendo ,\(;«) função convexa

Prova de b)

Vanaos dividir a den-Loi-Lstiação en] três part.es
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(i) a < H(p) < Z,

Podemos escolher € > 0 tal que IK(p) -- e, H(p) + cl C ja, Z,l. Desta forma

< --lo

pois .Pp({ü.' : XA,.(u) C IK(P) -- c, H(p) + €1}) ---, 1, quando A. --, Zla

(ii) b $ «(P)

Logo À(b) = À-(ó) e À(a) = À-(a). Observe que

log .% ({«., XE(«.') c 1«, õl})
A.

idas

..$«k
' 8,({«

XE i«,) < «}) . -%({«.,
.X'E («.') $ b}) ' -q({u XÊ («.,) $ z,}) '

exp 'l'\ " iÀ . ( a + ( )

$ i;il;.Íi::T.í:'il;.a ' exp''''' i-"--"'' ';--*-\''''' = (//)

onde a. últ.inca desigualdade \;ale pala z? suficicilt.enlente gi ande, jú (iue

.PP({w : X.4,:((o) $ a}) . exp-lA«IÀ.(.)
8,({«, : xa (wj i i;D ' :i;ii;-mini:m

' .f(":«) Hg(,:,'-) sig«j6'' qu. {log./'(",-;) - ilogg(«.-:) - con, « n «,.

.A convexidade da função À- (.1 ) junt.o cona o fato de que ,\.(9 ) > 0 se 7 < H(])), nos

diz que ela é cont.ínua. e estritamente decrescente no intervalo 10. K(p)l e isto nos garante
que ] f t.al que
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À-(a + f) > À-(b -- c)

Assim (//) 0 :+ (J) À rb\' J\n''+::; * ' An--+Zra '\'/

ondeÀ--(b) = inf ,\--(z) = inf À(:«)
a$=$b a$r$b ' '

(iii) a ? K(p)

Logo À(a) = À+(a) e À(b) = À+(Z,). Observe que

log .%({«' : XE («') C ja, Z,l})

A.l

log P.({«, : X?" («,) > "}) .[ . (.r-r-r)

o .: $4k
' &({«

x.C («,) > ó}) . -%({«.,

XE («.') ? a}) ' -%({«.,
xn («.') ? z,} l
-VR («') ? a} l

$ ;;1i;:ÍÃ::ÍÀ.F . -+..) - exp'lA«l(À+(Ó-')--À+('+')) :: (/1/)

onde a desigualda.de x-alc pala ?? suflcicnt.ementa grande e a cona:vigência deve-se ao

fato de se ,\(;z' 1 > 0 e z ? h-(p), pela convexidade. temos que À(.t') é contínua. c estritanlent.e

crescente en] IK(/)), ]l devendo exist.ir c > 0 ta] que:

À+(b -- c) > À+la + o

log;o(/1''1 ---.;; -'0 :+ (-r.r/l ~ .z' À+(a)

e À-t(a) = inf À+(r) = inf À(;z )
a$f$6 ' a$rSÓ ' '
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