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Abstract

We consider some aspects concerning the metastable behavior of the Ising
Model with the so called Metropolis dynamics for both volume and magnetic field held
fixed while the temperature goes to zero. Results on the stability of small droplets of
spin +1 in a sea of -1 spins in dimension three are obtained through an analysis of the
energy structure in the configuration space and the resulting behavior of the process. This

analysis also yelds results in the two dimensional case already presented in [NS].



Resumo

Consideramos alguns aspectos do comportamento metaestivel do modelo de
Ising dotado da chamada dinimica de Metrépolis em dimensao dois e trés para volume
e campo magnético positivo mantidos fixos no limite no qual a temperatura vai a zero.
Resultados sobre a estabilidade de blocos pequenos de spin +1 imersos num mar de spins
-1 em dimensao trés sio obtidos através da anélise da estrutura de energia no espaco de
configuracdes e do comportamento do processo frente a ela. Esta analise também permite

obter varios resultados para o sistema bidimensional j& apresentados em [NS].



Introducao

Neste trabalho estudamos alguns aspectos do comportamento metaestdvel do
processo estocastico definido pelo modelo de Ising ferromagnético dotado de uma dinimica
de Glauber no limite de baixas temperaturas no volume finito. A caracterizagio de com-
portamento metaestavel aqui adotada é aquela que considera a evolugdo ao longo de
trajetérias, o chamado “pathwise approach” ou abordagem trajetéria por trajetéria, in-
troduzido em [CGOV] e posteriormente empregada e desenvolvida em varios contextos em
[KN], [Sch], [NCK], [GOV], [COP], [MOS], [EGJL] e [Bra]. Nesta abordagem a metaesta-
bilidade se manifestaria no comportamento de trajetdrias tipicas do processo em questio.
Para escolhas convenientes do estado inicial a evolugdo do processo aparenta ter atingido
o equilibrio no qual permanece durante um tempo bastante longo até que, num instante
imprevisivel e de forma brusca, passa ao verdadeiro estado de equilibrio. A anélise da
evolugéo temporal de distribuigées de probabilidade associadas ao processo poderia nio

detetar esse comportamento devido as flutuagoes do tempo de transicio serem muito

grandes.
O modelo de Ising ferromagnético tem Hamiltoniano dado por
1 h
Ho) =3 ¥ a(ehly) — 5 X ale) (01)
<z,y> £
onde z,y € Ay :={1,2,..., N}, d sendo a dimensio da rede subjacente, com condicdes

periédicas na fronteira, 7 € ¥ := {—1,+1}*¥ é uma configuracio na qual 5(z) é o valor do

spin no ponto z; o primeiro termo representa a soma sobre os pares de vizinhos préximos e
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o segundo representa a soma sobre os sitios do toro d-dimensional. O termo A corresponde

ao campo magnético que tomamos nio negativo.

Através desse Hamiltoniano definimos um processo estocastico Markoviano a

tempo continuo {07 };>0 em ¥ satisfazendo:

P(og =1)=1 ese(,p€X,( +# pentio

c(z,p)e+ o(e) se (= p” para algum z
P(alyc = Clo} = p) = { Pafdatol) - (0:2)
o(e) caso contrario
onde
. ply) sez#y
p(y)={ Wy seaty (03)
—p(y) caso contrario

e ¢(z,n) > 0 ¢é a taxa com a qual o spin no ponto z vira quando a configuracao é’/I).‘

Fazemos ainda a restricio de que esse processo seja reversivel com respeito a
uma particular medida em ¥ : a medida de Gibbs & temperatura inversa 8 > 0, definida

por

e—PH(n)
u(n) = T een PG (0.4)
onde a condigao de reversibilidade é dada por
p(n)e(z,n) = u(n®)e(z,77) (0.5)

Estas condigdes dotam o modelo de Ising com a chamada dinidmica de Glauber

[Gla]. O processo estocdstico assim definido é chamado de modelo de Ising estocéstico em
[Lig].

Naturalmente existem infinitas taxas satisfazendo (0.5) mas vamos nos re:

ptringir a chamada dinidmica de Metrépolis dada por

e~PA:zH(n) g A:H(p) >0
o{2,7) = { ) (0.6)

1 caso contrario

onde A H(n) = H(n") — H(n).
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¢ .
Com essas taxas o processo pode ser construido escolhendo aleatoriamente,
com taxa N, um sitio de Ay e virando o spin desse sitio com probabilidade ¢(z,n) onde

7 é a presente configuracio.
Paran € ¥ e A C ¥ definimos
T"(A) =inf{t > 0: 0} € A}

sendo que se A = {(} escrevemos apenas T"(¢). Convencionamos também que quando
7 = —1 ele sera omitido, onde —1 corresponde & configuracio na qual todos os spins tém
valor —1, e se A = {+1}, onde +1 corresponde & configuragéo na qual todos os spins tem

valor +1, A também serd omitido.

Quando f cresce, com N e h > 0 fixos, p concentra sua massa em +1. No
entanto se 0 campo magnético nao for muito intenso o estado —1 sera um minimo local
de energia se 0 < 8 < co. Existem, de fato, varios minimos locais de energia de diferentes
magnitudes no espago de configuracées . Neste trabalho vamos apresentar alguns resulta-
dos sobre o comportamento metaestivel do processo frente a essa estrutura de minimos e

barreiras de energia no limite de baixas temperaturas para sistemas em dimensio dois e

tres.

O sistema unidimensional é relativamente simples e além de informacio so-
bre a dindmica do processo podemos também obter resultados interessantes ( [TS], [N])
sobre o comportamento da medida de equilibrio desse sistema quando tomamos conjunta-

mente os limites N e f indo para infinito. Omitiremos, no entanto, esses resultados, nos

concentrando nos casos bi e tridimensionais.

Uma primeira observagao importante é que, em qualquer dimensao, nio tere-
mos comportamento metaestavel se o campo magnético for suficientemente forte. De fato,
seja {47 }:>0, 0 processo com configuragdo inicial  no qual cada spin —1 vira com taxa 1

e os spins +1 estdo congelados, ou seja, viram com taxa 0. Entio vale

Proposicdo 1 Se h > 2d ey € ¥ podemos construir os dois processos {07} e {37} no



mesmo espago de probabilidades tal que, para todo t, < co

ﬁ]im P(of # &}, para algum t € [0,1,)) = 0

A situagao fica mais complicada e mais interessante quando tomamos o campo

magnético pequeno e é essa a situagio na qual iremos nos concentrar.

Vamos apresentar agora os resultados principais para o sistema bidimensional

( [NS]).

Seja R o conjunto de configuragdes com todos os spins —1 exceto aqueles no
interior de um retangulo I, x I, com I; e I, menores que N — 1. Para n € R defina
I(n) = min(l, ).

Teorema 1 Suponha qued=2,0<h<1 e que 1 € R. Entdo para todo € > 0
a) Se l(n) =1 <2/h e €e>0 entio

ﬁlim P(T"(—l) < T"(-}-l),T"(—l) < eﬁ(1—1+c)) =1

b) Se I(n) > 2/h entdo

Jim P(T7(+1) < T(=1), T"(+1) < ePC-+9) — 1.

Este teorema caracteriza L := [2/ k] = menor inteiro maior ou igual a 2/h
como o tamanho critico de uma gota quadrada. Este valor estd de acordo com 0 que se
poderia esperar por argumentos heuristicos. Por exemplo o valor 2/h pode ser obtido
maximizando a energia de uma configuracio quadrada de R em fungdo do lado. J4 de um
ponto de vista dindmico poden’amos admitir que a evolugio a partir de uma configuracao
inicial em R seria governada pelo resultado da competigao entre um processo de erosio
e um processo de criagdo de protuberincias. No primeiro, spins +1 nos cantos ( ou
seja, spins 41 com dois vizinhos de mesmo sinal em diregSes perpendiculares ) seriam

removidos ou recuperados de tal forma que o ntimero total de spins +1 perdidos no interior
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da configuragao inicial € R teria aproximadamente o mesmo comportamento que um
processo de nascimento e morte com taxa de nascimento da ordem de e=P" e de morte da
ordem de 1. Quando I(5) — 1 cantos sio removidos, atingimos, com grande probabilidade
para f grande, uma configuragio que consiste num retangulo de spins +1 com uma fatia
externa a menos em relagio a 5 junto com um tnico spin +1 nesta fatia. Como este tiltimo
spin vira com taxa 1 esta heuristica diria que a gota decresce no tempo necessario para que
o processo de nascimento e morte atinja o estado I(n) -1, ou seja, um tempo da ordem de
ePlmM=2)k O processo de criagdo de protuberancias corresponde ao aparecimento de spins
+1 adjacentes a um dos lados de . Como a partir dessa configuragao “n + protuberancia”
podemos atingir uma configuracio maior através de transi¢bes com taxa 1, esse processo
ocasionaria o crescimento da gota num tempo da ordem de #2-h). Q ponto critico seria

aquele no qual houvesse empate entre essas duas tendéncias o que ocorre para I(n) = 2/h.

Uma demonstracao no sentido de tornar rigorosa essa heuristica é encontrada
em [NS]. A demonstragio desse teorema que aqui apresentamos explora a estrutura de ens
ergia do espago de configuracdes bidimensional que é bastante simples. Cada configuracao
de 7 € R corresponde a um minimo local de energia e definird uma bacia local de atragio
que denominaremos de cone de configuragses de 7. Para f grande o processo partindo
de n passa a maior parte do tempo préximo ao fundo do cone e, para atingir um outro
minimo local de energia, precisa vencer uma barreira de energia a qual, naturalmente, vai
depender de 7. No caso bidimensional vao existir trés tipos de minimos de energia. Se a
barreira energética for menor ou igual a (L —2)h entao vale a) do Teorema 1. Se for igual
a 2 — h entdo vale b). A outra possibilidade, correspondendo is duas configuragoes +1 e

—1, tem barreira energética superior a 2 — h.

A estrutura de energia para o caso tridimensional, como veremos, é bem mais

elaborada.

Vamos impor agora algumas restrigoes ao sistema considerado tanto no caso
bidimensional quanto no caso tridimensional. Diremos que estamos no caso fundamental

em d dimensdes se :0 < h < 1 com h tal que 2/h nao é um ndmero inteiro e N > N(h) :=
2L°.
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A primeira restrigao contida na defini¢do do caso fundamental considera o caso
mais complicado e mais interessante no qual o campo € pequeno. A segunda vem do fato
de se 2/h for um niimero inteiro surgirem certas particularidades que, sem apresentarem
dificuldades essenciais, dificultam a exposicdo. Uma vez de posse dos resultados para o
sistema com essa restrigio é relativamente facil estendé-los para o caso geral. A iltima
restrigdo € feita para que a passagem do sistema do estado —1 ao estado +1 seja através

da formagao de uma gota critica e nao pela formagao de um anel de spins +1 ao redor do

toro.

O préximo resultado exibe o carater imprevisivel do instante da passagem do

estado —] ao estado +1.

Teorema 2 Parad =2 no caso fundamental

T

—m — 7 em distribui¢do quando B — oo

ET

onde T € uma varidvel aleatdria ezponencial com média 1 e T := T_l(—{-l).

O préximo teorema fornece alguma informagao sobre a forma com que o pro-
cesso passa de —1 a +] e sobre a magnitude do tempo gasto nesta transicio. Antes de

enuncia-lo precisamos de algumas definicdes.

Seja G o conjunto das configuracdes de R nas quais os spins +1 formam uma
gota quadrada de lado L. Também definimos P como o conjunto das configuraces nas
quais todos os spins sao -1 exceto aqueles no interior de um retangulo L x (L — 1) junta-
mente com um spin +1 adjacente a um dos lados maiores. Pelo Teorema 1, G é o conjunto
das gotas criticas enquanto P seria o conjunto de configuragées que poderiamos chamar
de proto-gotas criticas uma vez que uma configuragio de P pode, com probabilidades que
nao vao a zero quando f cresce, tanto crescer para uma gota critica quanto diminuir a

um retangulo L x (L — 1) que, pelo Teorema 1, é subcritico.

Para 7 € P defina

I(k) := H(n) — H(—1) = 4L — L?h + (L — 1)k



Teorema 3 Parad =2 no caso fundamental

a)
1

s

lim
P—oo

logT =T(h) em probabilidade

b)
1

Jim 2 log BT = I(h)

Jlim P(T(G) < T) =1

d)
Jlim P(T(P) < T)=1

Vamos agora considerar o caso tridimensional. O resultado que apresentamos

corresponde ao analogo em trés dimensdes da parte a) do Teorema 1.

Primeiro verifiquemos qual, heuristicamente, deve ser o tamanho critico de

uma gota tridimensional tal que gotas maiores tendam a crescer e gotas menores tendam

a decrescer.

Suponha que € ¥ é uma configuragdo na qual todos os spins sio -1 exceto
aqueles no interior de um paralelepipedo de lados P,QeR. Suponha P < Q < R.

Como no caso bidimensional, podemos considerar o maximo de energia de uma
- configuragéo cibica em fungiao de seu lado I. Nesse caso temos H(n)—H(-1) =62 —-Ph

cujo maximo ¢ assumido para | = 4/h.

De um ponto de vista dinimico poden/arnos, de novo como no caso bidimen-
sional, procurar a caracterizagio da gota critica através da anlise da competigao entre
0s processos de erosao e de crescimento. Agora o processo de erosio precisaria eliminar o
suficiente de uma face externa do paralepipedo para que o que restasse tivesse tendéncia a

diminuir e ndo a recuperar essa face. Como sobre uma face do paralepipedo a dindmica é
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de certa forma bidimensional, a heuristica é que € necessario que nao sobre mais que uma
proto-gota critica bidimensional nessa face. Para o processo de crescimento a situacio é
analoga. Para que a gota cresga seria necessario o aparecimento de uma protuberancia
suficientemente grande em uma das faces a qual, por sua vez, tenha tendéncia a crescer
e preencher uma fatia extra ao paralelepipedo original. Essa protuberincia deveria ser,

entao, maior ou igual & proto-gota critica bidimensional.

O que nos impede de Prosseguir esse argumento em analogia com caso bidimen-
sional é que tanto o processo de erosio quanto o de créscimentq sao, agora, bastante com-
plicados. Podemos observar, no entanto, que a dificuldade em atingir uma configuragao
cresce conforme aumenta a diferenca entre as energias da configuracio final e a da final e,
portanto, cresce o tempo necessério para que isso ocorra. Nesse sentido a caracterizagao
da gota critica seria obtida comparando o custo de energia necessario para acrescentar
uma proto-gota critica numa face com aquela necesséria para erodir uma face do pars-
Alelepipedo deixando sobre ela apenas uma proto-gota critica. Primeiro observe que se
uma das faces do paralelepipedo for, ela mesma subcritica, o que ocorre se P < L, entao

a tendéncia é decrescer.

Se 7, é uma configuracio obtida de 7 pelo acréscimo de uma proto-gota critica
em uma face e 1, é uma configuracio obtida de 1 removendo uma das faces externas de
menor érea ( i.e., uma daquelas de lados P e Q) e sobre esta adicionando uma proto-gota
critica, entao

H(m) — H(nz) = 2(P + Q) — PQh

o que fornece o valor critico Q, = 7’%'

Note que caso P=Q = R =1 recuperamos o valor critico 4/h.
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No capitulo 2 mostraremos que de fato a regiao indicada na figura é subcritica
ou mais precisamente

Teorema 4 Sejan€R comP<LouP>1L e Q < Qg no caso fundamental. Enido,
see>0

Jim P(T"(~1) < T°(+1), T(~1) < MEGH9) _ 1
onde E(h) = T'(h) — 2(P + Q) + PQh.

Observe que E(h) é exatamente o custo energético para se alcancar 7, a partir

de 7.

Acreditamos que o caso supercritico também possa ser tratado utilizando as
técnicas aqui desenvolvidas e temos a mesma expectativa com relagao aos analogos dos
Teoremas 2 e 3 para o caso tridimensional. Deixamos, no entanto, estes problemas para

uma futura investigagao.

Estes resultados sio apresentados em trés capitulos.

Capitulo 1: apresentamos os resultados basicos que serao usados nos demais capitulos.
Basicamente eles descrevem a estrutura de minimos e de barreiras de energia no espago
de configuracdes em dimensio geral e seu efeito na evolucio do processo para diversas

escalas de tempo.

Capitulo 2: demostramos o Teorema 4 aplicando os resultados do capitulo 1 no caso

tridimensional subcritico.

Capitulo 3: demonstramos os Teoremas 1 e 2 e apresentamos o esquema da demonstragio
do Teorema, 3.



Capitulo 1

Estrutura de energia no espaco de
configuragoes e tempos de

relaxacao.

Vamos aqui determinar a estrutura de minimos locais de energia no espago de
configuragdes junto com os resultados que esta origina e que serao usados nos capitulos

seguintes.

Notagao: Dadas duas configuracoes 7 € (, escrevemos < 7,{ > se existe um z € An
tal que 7™ = (, ou seja, se é possivel passar de uma & outra através de uma transicio do

processo.

Uma observagio importante é que, devido as restrigdes quanto ao campo h

contidas na definigio de caso fundamental, temos sempre H (n) — H(n") # 0.

A defini¢ao de minimos mais local que podemos fazer é:

10
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Definicao:
M = {n:¥( com < ,{ > entio H(() > H(n)}

Qualquer configuragio “relaxa num tempo de ordem 1 para uma configuragio

de M” ou, mais precisamente:

Lema 1 Para todo €L e e > 0

P(ot € M, para algum t < %) - 1 quando B — oo

Dem : Basta considerar ¢ € ¥\ M. Neste caso, com probabilidade tendendo a 1 quando 3
cresce, a primeira transigao leva a uma configuragio ¢, com H(&) < H(E). Se & € 2\ M
0 mesmo argumento se repete gerando uma sequéncia de configuragoes ¢;,¢,,... com
<& ir1 >, e H( ip1) < H(E). Como | £ |= 2V < oo essa sequéncia termina, ou seja,
uma configuragdo em M é alcancada. Como a limitagdo no tamanho da sequéncia nao

depende de 3 e as transigdes que aumentam a energia tém taxa nao superior a e~#%, segue

o lema. Dreman

Para cada € M definimos seu cone de configuragées, C(n), como o conjunto
das configurages que tém probabilidade positiva, uniformemente em 3, de atingir 5 antes
de qualquer outra configuracio de M. Definimos também a fronteira do cone de 5, 8C(n),
como o subconjunto das configuragées de C (7) que podem deixd-lo em uma transigao, que
necessariamente vai diminuir a energia, e a borda do cone, C(7), como o subconjunto das
configuragdes da fronteira com energia minima, a qual serd escrita como H (7) + 6, de

forma que §,, corresponde a altura da barreira energética de C(n). Mais precisamente, se
n € M, definimos

C(n):={£ € £ : existe uma sequéncia fo=n6&,....6=¢

para algum k € IN, com < &, 61> e H(&) < H(éipa),i1=1,2,... k- 1}
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9C(n):={€ € C(n)NC(p) parap#£nepe M}
by := min{H({) — H(n),¢ € 8C(n)}

C(n) :={£ €9C(n) : H(¢) = H(n) + 6,}

Observe que ¥ = U,¢pr C(n).

Uma técnica bastante utilizada neste trabalho serd a de acoplar o processo
original com um processo restrito & uma certa regiio conexa S. Dizemos que S é conexo
se para todo par £ e p de configuracbes em S existe uma sequéncia §o = £, &1,...,& = p,

para algum k, com < §,£;,, > e §; €Sparai=1,2,...,k—1.

Serdo usados basicamente dois acoplamentos que, como em [NS], chamaremos
de acoplamentos A e B que passamos a definir. Seja {6 }130 0 processo com configuragio
inicial n € S, § um conjunto conexo, obtido a partir do processo original, {07 }:>0, cance-

lando as taxas correspondentes a transi¢oes entre configuragoes de S e S°.

Acoplamento A: O processo original, {7} >0, € 0 processo restrito a S, {7 }1>0 evoluem
juntos até que o primeiro escape de S; neste instante o processo restrito fica parado e a

partir dai os dois evoluem independentemente.

Acoplamento B: Se £ € S os processos {6f}i>0 € {&f}izo evoluem independentemente

até que se encontrem; a partir desse instante eles evoluem juntos.

Em algumas aplicagoes do acoplamento B a configuragao inicial ¢ serd escolhida

conforme a medida i definida por

i(n) = 4 Toesntn ©PES (1.1)

0 caso contrario



Estrutura de energia no espago de configuragées e tempos de relazagdo. 13

onde y é a medida de Gibbs associada a0 modelo. Em cada aplicagéo teremos um conjunto
S mas, por simplicidade, usamos sempre a mesma notagao, ji, para essa medida restrita.
Da mesma forma usamos sempre a notagio {6¢}1>0 para o processo restrito, naturalmente

com 7, a configuragio inicial, pertencendo ao particular conjunto § em questio.

Vamos verificar agora que, com probabilidade tendendo a 1 quando 8 cresce,

O processo sai de um cone através de uma configuragio de sua borda e determinaremos a
. / . : .

magnitude do tempo de saida. Para isso precisaremos do seguinte resultado que fornece

uma limitagao inferior para o tempo até o processo atingir uma dada configuracao.

Lema 2 Sejam S conezo ey € S tal que para todo { € S\ {n} vale H(¢) > H(n). Entdo
para todo £ € S e e > 0

Jim P(T(¢) < PH@-Hm=-9) _ o

onde T'(¢) = inf{t > 0: oy = ¢} .

Dem: O argumento vem de [LS]. Acoplamos {67} e {7} pelo acoplamento B. Entio se
T(€) = inf{t > 0: 6% = ¢}

P(T(¢) < exp(B(H (&) — H(n) - €))) < P(57 # 52) +

P57 = € para algum ¢ € {87,267,...., [Bexp(B(H() — H(n) — ))]57}) +
P(&f muda de estado entre os tempos Tﬁ(f) e T‘.‘(f) +p71) <

i(n) + (Bexp(B(H(€) — H(n) — €)) + 1)ja(€) +

(1 —exp(=B7'NY)), (1.2)

que vai a zero quando f — oo. OLema 2

A magnitude do tempo de satda do cone de uma configuragio é dada pelo lema
seguinte.
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Lema 3 Sene M
1
ﬂlim 5 log T"(M \ {n}) = 6, em probabilidade

onde T"(B) = inf{t > 0: 0] € B} para B C X.

Dem : Pelo Lema 1 basta verificar que

ﬁlim %]og T"(C*(n)) = 6, em probabilidade

Primeiro observe que
P(T"(C*(n)) > T"(3C(n))) = 1
e que se tomamos & = C(n) temos
P(T"(0C (1)) = T"(0C(n))) = 1

onde {07} e {67} tem acoplamento A. Entio

P(T7(C(n)) < exp(B(6, — ¢))) <

P(T7(9C(m) < exp(B(8, — €))) = P(T"(C(1)) < exp(B(é, — €))) <

> P(T"(p) < exp(B(6, — €)))

PESC (n)

que vai a zero pelo Lema 2.

14

(1.3)

Resta obter a limitagdo superior. Primeiro verificamos que para todo 5 € C(n)

P(T4(C(n)) < 1) > CePén

onde C' é uma constante independente de B.

(1.4)

Para mostrar (1.4) consideremos a seguinte construgdo do processo, ji men-

cionada na introdugao: a cada instante de um processo de Poisson {N(t)};50,

com taxa
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A = N¢, escolhemos um sitio com probabilidade 1 /N? e efetuamos a troca do spin desse

sitio com probabilidade ¢(z, p) onde p é a configuragao atual.

Considere uma sequéncia o = &bz &k = ”)£k+17 X )€k+P € C(U) com
<&,&41 >,1=1,2,...,k+pparak,p€ IN com energias decrescentes até 7 e em seguida
crescentes até {k41. Seja £ 0 evento :“ o processo of evolue conforme a sequéncia {{; f:é’

atingindo C(n) antes do instante 1. Entdo
- _ 1 k+p k+p-1
PACE) <D2P@) 2 (57)  PNO2k4p) IT @) (15)
1=0
onde z; ¢ o sitio que vira na transicio de & para &;y,. Mas

P(N1)>k+p)>C,>0

independentemente de f e
k+p-1

II ez, &) = e

1=0

1 k+p
c=0 () -

De forma que (1.4) segue com

DLﬂna3

No lema seguinte mostramos que a saida, com probabilidade tendendo a 1

quando f3 cresce, ocorre por C (7). Antes precisamos de algumas definigdes.

Para 7 € M definimos os tempos de parada

m = inf{t>0:07 ¢ C(n))

= inf{t > ] : 0} € M}
Tn = inf{t > 7], :0] ¢ C(o7s ])}
T, = inf{t > ] : 0] € M} (1.6)

O3
Il
o

com 7wy = T,
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Lema 4 Se n € uma configuragcdo em M e

Fi=1€¢ Ctn):<&op >, para algum p € C(n)} .\ /-

A
entdo para todo k < oo fizado ((r ,, \\/ "¢
N

ﬂlim P(on € F(a,',’n_l) para todon < k) =1 q

Dem : Como k é finito, pela propriedade forte de Markov basta verificar o lema para

k=1. Como | ¥ |< oo existe um a > 0 tal que, para duas configuragdes &, e ¢, quaisquer,

vale

H(&) # H(é) = | H(&G)-H(&) |>a (1.7)

Entao
P(o%y ¢ Fln)) < P(x] > cMért9) 4
P(a] € 9C(n)\ C(n) para algum t < #(4r19) (1.8)

onde &7 é o processo restrito a C(n) acoplado com o} através do acoplamento A. O segundo
termo de (1.8) vem do fato de se 07, & F() entdo a saida se deu por uma configuragao
1

de 9C(n) \ C(n) e até 7] ( exclusive ) os processos sao idénticos. Este termo vai a zero
por (1.7) e o Lema 2.

Quanto ao primeiro termo de (1.8) temos
P(r] > Pty < P(r{ > eﬁ(6"+‘))

que vai a zero pelo Lema 3. OLema 4

Os resultados anteriores sugerem estudar a evolugio de {o!}i>0 a partir do

processo {X{'}i>o definido por

Xtr' = Z 0’:_',:;]1[,;1,1:+1)(t) (19)
Vl n=0 xj{ 1

,—5/
=)
2
7
=
N
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onde 1;(z) é a fungdo indicador de I C IR.

De fato, uma primeira aplicacio desse processo é o lema seguinte.

Lema 5 No caso fundamental, sene M e A= {ne M : 6y < (L —2)h}, entdo
Jim P(T}(A%) < ePl-DM) =

onde T}(A°) = inf{t > 0: X] ¢ A}.

Dem : Pelos Lemas 1 e 3 temos que, em A, cada transicao de X demora menos que
ePlL=2)k+8] nara § > 0 com probabilidade que vai a 1 quando # cresce. Para mostrar o
Lema 1.5 basta, entdo, provar que X/ deixa A num nidmero de passos limitado superi-

ormente com probabilidade que vai a 1 quando f cresce e é tal que essa limitacdo nao
depende de £.

Se 7 € A o lema é verdadeiro. Suponhamos, entao, 5 € A.

Seja p € C(y) de forma que existe uma sequéncia §, = p,é1,...,& = 1, para
algum k com < &, 641 > e H(&i41) < H(&;). Como 0 S H(&)—H (&) <6, < (L-2)h <
2—h paratodoi =0,1,...,k—1 a conclusio é que a variagao de energia em cada transicio

foi de h, que corresponde a uma troca de spin +1 com d vizinhos com spin +1.

Em p existe um spin virando com taxa 1 cuja troca leva para fora de C(7).

Vamos mostrar que esse spin é +1 com d-1 vizinhos +1.

Suponha, por absurdo, que esse spin, digamos no sitio x, é -1 e seja p a con-

figuracdo obtida de p pela sua troca, ou seja

se z
5= PW y# N (1.10)
—p(y) caso contrario
Sejam z,,z,,...,7; as posicdes dos spins que trocam em cada transicio da

sequéncia o, £1,...,&. Se z # y entdo p(z1) = p(z1) = —1 e ambos viram com taxa 1
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( sua troca diminue a energia de k ). Defina p; como a configuragiao obtida de p pela
troca do spin no ponto z;. Iteramos esse argumento enquanto z # z; definindo p,, pa, ...
etc... até que z = z; para algum j. Mas isso necessariamente acontece para ) < k pois
p<& <...< & =1 de forma que o spin -1 em z continuaria virando com taxa 1 em 7

se  # z; para todo 7 € {1,...,k} contrariando a hipStese n € M.

No entanto quando z = z; para algum j € {1,...,k} teremos £ = p;j—1 de
forma que obtemos uma sequéncia de configuracoes que sé6 diminue a energia ligando p e

n o que contraria a hipétese p ¢ C(n).

Entao a saida de C(n) foi através da troca de um spin +1. Em 7 todo spin +1
tem pelo menos d vizinhos +1. Como p € C(n) foi atingido por uma sequéncia de trocas
de spin +1 o primeiro spin +1 a virar com taxa 1 tem d-1 vizinhos +1 e se novamente

chamamos p a configuragio fora de C(n) atingida pela sua troca, temos

H(p)-H(p)=2-h (1.11)

Se p & M o processo o7 vai atingir M por transicdes que s6 diminuem a energia

com probabilidade tendendo a 1 quando f cresce ( Lema 1.1 ). Entéo

Jim P(H(p) — H(o7n) 22— h) =1 (1.12)

Mas se ‘72;' €AeH(p) - H(UZ;,) > 2 — h entao
Clozy) N ) = 0 (1.13)

e o Lema 4 garante que X' nao volta a 7 em um passo com probabilidade tendendo a 1
quando f cresce. Repetindo o argumento anterior para 7, = o’» obtemos uma sequéncia
1

;72 - .. de configuragdes em M. Como | A |< oo e por (1.12)
Jim P(H(n) ~ H(p) > 2= h— h(L—2) > 0) =1 (1.14)

concluimos que com probabilidade tendendo a 1 quando B cresce a saida de A ocorre em

’ ~ .
um numero de passos nao superior a | 4 |. Diema 5
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Considere agora os conjuntos definidos por

M, = {€M:6,>2—h)
Mz = {neM:6,=2—heC(n)N(UeeaC(£)) = 0)
M = MUM, (1.15)

Um exemplo de configuragio em M, em d=3, ¢ aquela na qual todos os spins
sao -1 exceto aqueles no interior de um paralelepipedo de lados P, Q e R com todos os
lados maiores que 2/h. Ja as configuragées de M, podem ser bastante mais complicadas.
Um exemplo simples de uma configuragio desse conjunto seria o “halter” formado por
dois paralepipedos de spins 41 com todos os lados maiores que 2/h unidos por um “tubo”

de spins +1 de sec¢do retangular cujos lados sio maiores que 2 e menores que 2/h.

i_

O que vamos mostrar em seguida é que, partindo de uma configuragiao qual-

quer, o processo atinge uma configuragio de M num tempo inferior a ef#(2~-h+9 com
probabilidade que vai a 1 quando 8 cresce. Entio, num certo sentido, essas configuragoes
atraem as demais e cada configuragao € M vai definir uma “bacia de atracao” em ¥,
que denotaremos por B(7n), da qual ela ser4 o minimo de energia. Dentro dessa bacia
de atragao existirdo, no entanto, virios minimos locais de energia correspondendo a con-
figuragdes de M. Os dois tipos de configuracdes de M diferem nas caracteristicas do cone
de energia que elas definem. A partir de uma configuragio de M ndo atingimos nenhuma
configuragdo de M num tempo inferior a eP2=htq) ¢ > 0 suficientemente pequeno, com
probabilidade que vai a 1 quando f# cresce. Isto ja nao é verdade se a configuracio ini-
cial for de M;. Por exemplo, se a configuragio inicial for aquela descrita anteriormente,

poderiamos atingir nesse tempo a configuracio com uma linha adicional de spins +1 em
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um dos cantos da jungio dos paralelepipedos e o tubo.

Essa configuragéo, digamos ¢, estd em M mas 6¢ < (L — 2)h uma vez que a
linha adicional tem comprimento menor que L. A partir de { o mais provdvel é que essa
linha seja removida e retornemos a configuragio inicial. Observe que o tempo gasto no
retorno € muito pequeno, para f grande, em relacio aquele necessédrio para atingir ¢ de
forma que a distribuicao de probabilidades finito dimensionais definida pelo processo terd
sua massa concentrada em { para tempos menores que e/~4+<) ¢ > ( suficientemente
pequeno. Vamos mostrar agora que todas as configuracoes que podem ser alcangadas a
partir de configuragées de M, com um custo energético de 2 — h retornam rapidamente,
na escala de tempo na qual ela é atingida, 2 configuracao inicial. Esse resultado sera
crucial na demonstragéo do Lema 7 no qual se determina o tempo de relaxacao na bacia

de atragdo de uma configuraciao qualquer de M.

Lema 6 No caso fundamental sejamn € M com 6, =2—h e £ € M tal que H(¢) > H(n)
e C(6)NC(n) # 0. Entio C(E)NC(C) =0 se ¢ # 1.

Dem : Primeiro observe que se p € C’(n) entdo p foi obtido de 5 pela troca de um spin -1
com d-1 vizinhos +1 uma vez que, dada a hipStese de 2/h ¢ IN, nao existe outra transicio
( ou sequéncia de transi¢des ) com aumento de energia de 2 — h. Seja 4 a posicio desse
spin. Em p € C(5) existe pelo menos um spin virando com taxa 1 cuja troca leva para
fora de C(n). Esse spin néo pode ser 41 pois como p > 1 todo spin +1 em p que também
€ +1 em 7 ( ou seja, todo, exceto aquele no sitio z, ) vira com taxa que vai a zero quando

B cresce e, se o spin em z, vira, voltamos a 7.
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Como em 75 todo spin -1 tem no mdximo d-1 vizinhos +1 segue que um spin
-1 em p virando com taxa 1 levando para fora de C(5) deve ter d vizinhos +1 e sua troca

leva a uma configuragio p; com

"H(p)— H(p:) = h (1.16)

Note que se z, é a posigdo do spin que virou na transigao para p; entao z, é

vizinho de zo € o spin +1 em z, passa a virar com taxa que vai a zero quando f cresce.

Repetindo o argumento anterior podemos gerar uma sequéncia de configuragoes

Po = P,P1;---; Pk, Para algum k, com < p;,pip1 >, pi < piga, H(pi) > H(piy,) para
i=0,l,...,k—lepk€M.

Nas hipdteses do lema estamos interessados no caso p; = ¢ com H(px) > H(n)
( observe que, por construgio, C(px) N C(n) # @ ). No entanto basta considerar o caso
H(px) > H(n) uma vez que H(px) — H(n) = kh — (2 k) # 0 se 2/h ¢ IN.

Esta condigao implica §; < (L — 2)h de forma que H(p;) — H(piy1) = h para
todoz=0,1,...,k — 1. Sejam z,,z,,...,7; as posigées dos spins que viram ao longo da

sequéncia. Vamos considerar agora a saida de C(¢).

Seja &0 = &, &1, ..., & € C(€) uma sequéncia de configuragdes com < §;, €41 >,
H(&41) > H(&) e sejam y1,Ys,...,y as posicoes dos spins que viram ao longo dessa
sequéncia. Observe que, como p € 8C(¢), temos I < k.

A partir de 5 defina 7, como

n(z) sez#y
m(z) = . (1.17)
-1 caso contrario
de tal forma que, se n(y;) = —1, entdo 7 = m, caso contrdrio temos < 7,7; > e

0 < H(m)—H(n) < humavez quen < ¢. De forma analoga, podemos definir 7, 73, ..., 7.
Como ¢ € C(£) existe um spin +1, digamos na posigio y;41, virando com taxa 1 cuja
troca leva para fora de C(¢) ( vide demonstragio do Lema 5 )- Se esse spin também for

+1 em 7; ele também vira com taxa 1 nesta configuragao ( pois g; < ¢ ). Entio definimos
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7i41 COMO

Ma1(z) = { nz) sez g (1.18)

-1 caso contrario

Agora, como | < k, se niy; # 7 entdo existe uma saida de C(n) com custo en-
ergético menor que 2—h violando a hipétese 6, = 2—h. Entdo My =ne{yy2,..., Y1} =

{zo,...,zx}, € 0 lema estd demonstrado. 1 ———

Provamos agora o resultado que caracteriza as configuragées de M como “cen-
tro de bacias de atragao”, no sentido de que a partir de uma configuracio qualquer atingi-

mos um elemento de M num tempo da ordem de #(2-h+9 ¢ > (.

Lema 7 No caso fundamental sen € X e e > 0

lim P(T"(M) < P-h+9) = 1 (1.19)

B—o0

Dem : Pelo Lema 1 basta considerar 7 € M de forma que (1.19) segue se provarmos que

paran € Medé >0
Jim P(T3(M) < eP2-h+0)) — (1.20)

Pelo Lema 5 basta considerar n € M \ (AU M), ou seja, 5 tal que

by =2—heC(n) N (UeaC(C)) # 0 (1.21)

Tomemos entéo 5 satisfazendo (1.21). Seja € a configuracdo em M atingida
apds a saida de C(n) através de uma configuragio de C(n). Se H(¢) > H(p) o Lema 6
garante que, com probabilidade que vai a 1 quando f cresce, o processo retorna a 7. Como
toda configuracio de C(5) tem probabilidade maior ou igual a N de ser atingida em 1
passo a partir de 7 e vale (1.21) entdo um £ € M com H(¢) < H(7) sera atingido através

de C(n) num tempo inferior a e#2~"+9, ¢ > 0, com probabilidade que vai a 1 quando

cresce. Podemos ter trés situagoes:
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1) Se ¢ > 2 — h entéo £ € M e o lema ¢ satisfeito nesse caso.

2) Se 6¢ < 2—h e portanto & < (L —2)h entdo o Lema 5 garante que uma configuracao de
M\ (AU{n}) com energia inferior Aquela de 1 sera atingida, com probabilidade que vai a 1
quando f3 cresce, num tempo inferior a eP((L=2*+9) que é muito menor que eP(>=h+9) para B

grande. Essa nova configuracio pode satisfazer 1) ou satisfazer a condicéo 3) apresentada
abaixo.

3) Se 6¢ = 2 — h temos duas possibilidades.

3a) Se vale (1.21) entdo repetimos o procedimento anterior com ¢ tomando o

lugar de 5. Note que, como H(¢) < H(p) e | & |< oo, essa iteragio nio pode continuar

indefinidamente e de fato termina num tempo inferior a P2=h+9) ¢ > 0 com probabilidade

tendendo a 1 quando 3 cresce. Essa sequénca terminar significa atingir uma configuracio

satisfazendo 1) ou uma satisfazendo 3b) abaixo.

3b) Caso é, = 2—h mas (1.21) nao vale entao { € M e o lema é valido também

nesse caso. Ofema

Os lemas anteriores permitem caracterizar M como minimos de energia num
sentido mais forte que aquele usado na definicdo de M. Para cada elemento n €M
podemos definir sua bacia de atracio como sendo o conjunto de todas as configuracées
que tém uma probabilidade que no vai a zero quando f3 cresce de entrar em M pela

primeira vez através de 5. Mais precisamente:
Definigao : Bacia de atragao de 5 € M:

B(n) ={p € X : existe ¢ > 0 tal que P(0go(amy = 1) > € para todo 8 > 0}

E, analogamente as defini¢des para os cones de uma configuracao, temos:

Definigao : Fronteira da bacia de 5 € M:

dB(n) = {¢ € B(n) N B(p) para p € M\ {n} }
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Definigao : Altura da fronteira de n € M:

A, = min{H(¢{) — H(n) para ¢ € 8B(n)}

A estrutura de minimos e barreiras de energia desenvovida neste capitulo se
baseou fortemente das possiveis variacdes de energia e que a cada variagdo correspon-
desse um dnico tipo de transicio. Nas aplicagbes desses resultados para dimensio trés
apresentadas no Capitulo 2 usaremos a estrutura de minimos e barreiras de energia nao
de {07 };>0 mas de um outro processo, {3y }4>0 no qual certos spins estao congelados, i.e.
viram com taxa 0. Como isso equivale a tomar uma variacdo de energia infinita para
certas transigoes, nao existe qualquer problema em definir para esse processo a bacia de
atracao de uma configuracdo a qual serd denotada por B’(\q) para lembrar que se refere

ao processo modificado. Da mesma forma escreveremos 0B(n) para a fronteira da bacia

desse processo.



Capitulo 2

Caso subcritico tridimensional

Provamos aqui o Teorema 4.

Neste capitulo 5 sempre ser4 usado para denotar a configuragdo em R na qual
todos os spins sdo —1 exceto aqueles no interior do paralelepipedo de lados P, Q e R com
P <Q<R. SeP<Lentio n ¢ M, uma vez que §, < (L —2)h e portanto € A. Nesse
caso o Lema 5 garante que uma configuracio fora de A é atingida antes de um tempo
ePlL-Dhtd ¢ 5 0. com probabilidade que vai a 1 quando 8 cresce. E imediato verificar

que essa configuragao em M\ A é —1. Como E(h) > (L —2)h segue a limitagdo no tempo.
Consideramos entao, a partir de agora, 7 com L < P < Q <A.

Seja {6]}i>0 0 processo no qual todos os spins +1 dentro do paralelepipedo
definido por 7 estio congelados exceto aqueles de uma das fatias externas de lados P
e (). Para sermos mais especificos suponhamos, sem perda de generalidade, que o par-
alelepipedo definido por 7 consiste nos sitios de R := {1,..., P}x{1,...,Q}x{1,...,R}.

Entdo {57 }:>0 € o processo com configuracio inicial 5 e taxas

0 sez € {l,...,P} x{1,...,Q} x {1,...,R -1}

¢(z,€) caso contririo

&z, &) = { (2.1)

25
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Estabelecendo entre {07 },50 € {57 }(>0 0 acoplamento basico ou de Vaserstein

[Lig], temos
P(of < &},para todot>0) =1 (2.2)
O lema seguinte mostra que esse novo processo atinge uma configuracao de
M\ {7} num tempo menor que e#E(M+9)  Usamos em sua demonstracao os resultados

obtidos no capitulo I para o processo {07 },>o mas que também séo validos para {57 }:>o.

Lema 8 Sen€R étalquue LX< P<Q< Re Q< Q. no caso fundamental entdo para
todo € > 0

Jim P(T"(M\ {n}) < FEWH9) — (23)

onde, para A C %, f"’(A) =inf{t > 0:6] € A} e Q. = 2P/(Ph — 2) € o valor critico
heuristico obtido na introducdo.

O primeiro passo para provar (2.3) consiste em determinar uma boa limitagao
superior para a probabilidade desse processo deixar a bacia de atragio de n durante um
intervalo de tempo igual ao tempo de relaxacio do sistema nessa bacia. Essa limitagao é

obtida no préximo lema, que demonstramos antes de provar o Lema 8.

Lema 9 Sen€R étal que L P< Q< ReQ<Q. no caso fundamental entdo para
todo £ € E(q) e € > 0 eziste fy < oo tal que

¢ De - € 1 _ -
P(Tf(B (17)) S e[3(2 h+3 )) 2 56 B(E(h)-2+h) (24)

para todo B > B, onde B(n) € a bacia de atragao de 7 definida pelo processo {57 }i>o como

no capitulo I.

Dem : Seja ( uma das possiveis configuragdes obtidas de 5 removendo os spins +1 da

fatia {1,...,P} x {1,...,Q} x {R} e sobre esta acrescentando uma proto-gota critica
bidimensional. Entéo ¢ € 8B(y).
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Isto porque se o ({inico) spin +1 virando com taxa 1 o fizer chegamos a uma
configuracio em M e fora de B(r)); por outro lado se um dos spins —1 virando com
taxa 1 mudar de sinal entramos no cone de uma configuragao, correspondendo a um

paralelepipedo de lados P, Q e R — 1 com um quadrado L x L em uma das faces, que

retorna a 7.

Seja ( a configuragio obtida de ¢ pela troca daquele spin 41 que vira com taxa

1. Observe que H(() — H({) = 2 — h. lo

U

Considere o conjunto F = B(y) U {¢} e sejam {57 }i50 0 processo obtido de
{67 }1>0 pela restrigio a F e i sua medida invariante (ou seja, aquela dada por (1.1) com

5= F).

Se ¢ € dB(y) entio (2.4) é verdadeiro pois o processo sai dessa configuragao
com taxa maior que 1 e a probabilidade de ocorrer uma particular transi¢io levando para

fora de B(n) é maior ou igual a N2, Entao, nesse caso (¢ € dB(n)), temos

—eB(2—h43¢)

N3

P(T¢(B(n) < P2-h+39y > -

implicando (2.4) para f suficientemente grande.

Suponhamos entio ¢ € B(n)/aﬁ(n) Nesta situagido o Lema 5 fornece que,
para todo 6 > 0

Jim P(T¢(B*(n)) > T%(n), T¢(n) < PC~4+9) =1 (2.5)

Entao

P(P4(Br(r)) < $-149) >
P(T4(n) < T(B); TE(r) < P49, F¥(B(r)) < S-429)
P(T¥(n) < T(B*(n)); T4(n) < e#2~h-9)P(1(Be(y)) < Pe-1429) >

N\ [

0%s”  Ean % o \T,“\.'/]i\gj o o no N e Ny € ‘

IPQAT?(VL)/\ £

. “'l:/{‘
Qa /;A P
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1 T R - 4
3 P(B(r)) < ePo-h420) (26)

para f suficientemente grande. Na segunda passagem usamos a propriedade forte de

Markov e na iltima usamos (2.5).
A conclusdo é que basta mostrar (2.4) para ¢ = 1.

Agora usamos o acoplamento A entre os processos {67 }1>0 € {67 }i>0. Se defin-
imos T" = inf{t > 0: &7 ¢ B(n)} e tomamos V = f2-4+29 temos:

P(T"(B(n)) > V) < P(T"(B*(n)) > V) (2.7)

Tomamos agora o processo {&" restrito a F e com configuracao inicial
t >0
escolhida conforme a medida /i e o acoplamos com {57 }:>0 através do acoplamento B de

forma que

P(T"(B(n)) > V) < P(5] # &/ para 0 <t < V) + P(5% € B(n)) (2.8)

Se W = eP(2=h+€) tamos

P(&] #5{,0 <1 < V) < (sup P(&§ #50,0 < t < W) (2.9)
€, pEF

¢ ' Q/
~ ~ ~ . ] =
onde &¢ e G{ sao processos independentes. o 7

€ kS
Mas %Y V 2(6@

sup P(5§ #60,0<t < W) < [sup P(a% # 9)* (2.10)
PLEF PEF

O termo do lado direito em (2.10) vai a zero quando f cresce pois, pelo Lema

6, o processo atinge 7 num tempo inferior a 1ef(2-h+9. como 6. > 2 — A O processo
» O P n p 2 ) 7
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permanece no cone de 5 durante um tempo superior a ePl2-hte) ¢ 5 0 pequeno o que

justifica a afirmagao.
Usando esse fato em (2.9) temos que existe um B; > 0 tal que, para f > (3
[sup P(5f #52,0 <t < W) < [1/2)L*] (2.11)
P EEF

Ja quanto ao segundo termo de (2.8)

P(&} ¢ Bn)) = f(() = ¢ PEW-20)] 57 (- A0IO-HD]1 >

> %e“’“"(""“") (2.12)
(e F

para > f; com ff; < oo suficientemente grande.

Usando (2.11) e (2.12) em (2.8), temos

P(TU(BC(‘I])) < V) > _;_e—ﬁ(E(h)—2+h) — (]/2)[35‘.' > %ﬁ-ﬁ(E(h)_2+h) (213)

e
. /q"’/
para f3 > fy, com f; < oo suficientemente grande. Ofema o

De posse desse resultado podemos passar & demonstracao do Lema 8.

P(T"(M \ {n}) DelEM+4) <
p(fu(M \ {n})) < eﬁ(E(h)+4c); T”(E’c(n)) < PE(R)+4e) _ eﬁ(?—h+3cD+
P(T"(B%(n)) > ePEGIH9 _ olz-ht30)) (2.14)

O primeiro termo de (2.14) vai a zero pelo Lema 6. Para o segundo termo,

considere os tempos:
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t; =1eP-h3) gy 19 .

Entao
P(f"(EC(n)) > eﬁ(E(h)-}-d() _ eﬁ(g_h,‘,&))
< [supgengn) P(T7(B(n)) > eP2-h+39) X 5M 24149

que vai a zero quando f cresce pelo Lema 2.2. i Drema s

Ja temos uma limitagio superior para o tempo até que o processo {67 }1>0
alcance uma outra configuragido de M a partir de 5. Vamos verificar agora que essa

configuragao atingida nao é maior que 7.

Defina E = {{ € M\ {n} :|£/n |> 0} onde,se p € £, | p| = nimero de spins

1 . Enta = +{ (K)
+1 em p. Entdo =5 4_/_2_E__
xe Ay

Lema 10 No caso fundamental com ) tal que L<XP<Q<ReQ < Q.ee>0

Jim P(T"(E) < fT®)-9) = o (2.15)

Antes de demonstrar esse Lema precisamos de alguns resultados adicionais.

Sejam 7;, i = 1,2 e 3 as seguintes configuracdes.

+1 SClSI,‘Sk;

—1 caso contrario

1i(1, 22,23) = { (2.16)

onde k; = P, k; = Qe k3 = R e considere os eventos

Ei={{cE:|{/m:|>0} i=12e3

7

/7 dodo
4 o 1 Guvo: )
A (/ ,
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Entao

3
P(T"(E) < eﬁ(l‘(h)—c)) < ZP(T"(E.-) < eﬁ(r(h)-z)) (2.17)

=1

Para ¢ = 1,2 ou 3, fixado, considere o processo {0 }t>0, com configuragio
inicial 7; e no qual todos os spins +1 em 7; estdo congelados ( ou seja, viram com taxa 0

), acoplado com {47} através do acoplamento bésico de forma que

P(o{" > 6] para todo t) =1 | (2.18)

Vamos provar o Lema 10 verificando primeiramente que existe uma barreira
de energia de altura I'(h) entre 5 e E;. Pelo Lema 2 segue que o processo {07 }i>0 nédo

consegue atingir E; num tempo inferior a e#'*)=9) ¢ que, por (2.18), implica (2.15).

Essa barreira que deve ser atravessada para chegar a E; é formada pelo seguinte

conjunto:

Pi={{2mn:|€é\m|=L(L-1)+1}

Para mostrar que é impossivel passar de 7 a E; sem atravessar P; basta verificar

que se § € tal que 0 <| £/n; |[< L(L —1) + 1 entdo ¢ ¢ M. Para isto definimos

+1 sez; =3
p; (21, T2, T3) = { J (2.19)

A

—1 caso contrério
/

N/
/ 1

/ [, wees U,
€, para £ € E; {i = { N Pi- — f&':(i[‘v - (ﬁ'f*“( . C)“ now \(‘ <‘//\(\r (V25 ;.‘--a/~‘ o pne (‘("/ v t

Se £ é tal que 0 <| £\ n; |< L(L — 1) 4 1 entéo

0< L NIGISUL-1)+1 W (W2 (2.20) /
I1=k; NV . ) ' ' o v
\ '] (s =2 | (.l', / | / (2 — e J / o v
o83 Wm.dmLW'%WM““”f“=pT(JW' OB
N r ’ ~_‘( 7] ¢ 1 ( . " \-,\z\j \/@'/"*‘(/‘Q}’/G/A 4_»0 (,.7?,: ‘FL.
l V‘C (kﬁM = k\._\J‘\/r" ¢ Q L € (,[M_ j) ' \/ g i 2\ Jen Q .
\ 1=t { ) o, y e L. .
Vapos @ B0vceivo, { ""V’ﬁi‘?’ 9. z(le. oll ch‘fo. | (h! ent ¢
c u
b8y eon @ chd- Q ) .Z)
0/'\_;: \ ?) o &(j [ ( N dassal Ao ",,,,,(., e,,//.,,J o m.«Z/-, . (() p( ?r \ /\' Z, '.:\/ g\ éﬂ Ll
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De forma que, se N > N(k) (caso fundamental), existe m = min{j € {k;,...,N} |
{i |=0}.

Considere £,_;. Essa configuragio tem menos que L? spins +1 no plano
definido por z; = m — 1 de forma que mesmo se €m-2 = pm-2 (a camada anterior es-

tivesse completa) terfamos 6 < (L — 2)k o que implica ¢ ¢ M.

Considere agora o conjunto conexo de configuragdes H; definido por

Hi={{€X:{2ne |[E\n|<L(L-1)+1}

Entao

Lema 11 No caso fundamental

para todo & € H; com £ # n* temos H(E) > H(n;) (2.21)

Dem :

Defina agora H_;({) como sendo contribuicdo da energia de ¢ levando-se em

conta apenas as interagSes no plano {z € Ay : z; = j}, isto é:
; 1 h
HO=-5 ¥ -1 Y ¢ (222)
<I-y>=T,VEXJ‘ IGX-' .
onde X; = {z = (21,22,73) € Ay : z; = ik

Entao

N
H(E) ~ H(n) = Y [Hi() — i) (2.23)
s=ki 7 n
Fon [ R
‘ - (_&s ) rc,‘-,fv' ho CWYQI‘%“’S Lo
oB<: l\] (3) = " /fa-/([" (jo ﬂvgjro 4 /ﬁ o ) - € i o w
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Verifiquemos essa desigualdade. Temos

N

H(O) = Hn) = SIHH©) - Hil - 5 3 [6a)e(e + ) - n(ehn(e+e)]  (224)

i=1 z€EAN

onde no segundo termo no lado direito de (2.24) se z € Ay entdo z+e¢; é 0 seu vizinho mais
préximo na diregéo i na rede. Observe que esse termo é nio negativo pois a configuragao ¢
possui pelo menos tantos pares de vizinhos mais préximos na diregao 7 com sinais opostos
quanto aqueles que possui 5;. Com isso e com o fato de, por hipdtese ¢ > 7;, de forma

que Hi(¢) — Hi(n:)=0 VYje{l,... k— 1} obtemos (2.23).

Para cada j fixado o termo entre colchetes no lado direito de (2.23) representa
a diferenca de energia em relagio ao estado fundamental de §; considerado como uma
configuragdo bidimensional (no plano X;). Vamos considerar cada um desses sistemas

bidimensionais verificando que essa diferenca de energia é nao negativa de onde seguird

(2.21).

Para todo j = kj, kjy1,..., N temos | €; |I< L(L—1)+1. Podemos transformar
a configuragao §; numa outra configuragio ¢; com um tinico aglomerado de spins +1
transladando cada aglomerado de ¢;, sem deformaé-lo, até que todos se toquem. Essa nova

configuragdo tem energia inferior aquela de ¢ 5

Como N > N(h) o aglomerado tnico de (; nao pode circundar o toro Ay.
Sejam M; e N; os lados do menor retangulo que engloba esse aglomerado. Seja S; =| ¢; |

= nimero de spins +1 de ¢ no plano X;. Entao

H;(€) — Hj(n:) > —hS; + 2(M; + N;) o (2:25)
) [ \\
Como M;N; > S; com ambos positivos temos que M; + N; > 2\/.5_'J‘ Usando
este fato em (I1.23) e (I1.21), obtemos
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N
H(€) - H(n:) > Y [—hS; +4,/S;] =
=k
N
—h | &/n: |+ §4ﬁ > k| &/n: | +4y/| /ni | (2.26)

que € néo negativo uma vez que 0 <| ¢/n; |< L(L — 1) + 1 implica 0 < /| ¢/n; | < 4/h.

DLema 11

Vamos determinar agora a altura da barreira energética que o processo precisa

vencer para deixar H;. Mais precisamente, obteremos uma limitacio inferior para as

energias das configuracées em P; C H;.

Lema 12 Se £ € P; no caso fundamental entdo

H(€) - H(n:) > T(h) (2.27)

Dem : Novamente utilizamos a decomposigao dada por (2.23). De (2.26) concluimos
que uma limitagdo inferior para a diferenga de energias em (2.27) é obtida considerando-
se um sistema bidimensional com os L(L — 1) + 1 spins +1 externos a 7; num tnico

aglomerado plano. Basta mostrar, entdo, que se p é uma configuracio bidimensional com

| p|= L(L —1) +1 entao

H(p) — H(-1) 2 T(h) (2.28)

Para verificar essa relagdo procederemos como na demonstracio do Lema 11
transformando p numa outra configuragao ¢ na qual os spins +1 formam um tnico aglom-

erado. Se M e N sao os lados do menor retdngulo que engloba este aglomerado, temos:



Caso subcritico tridimensional 35

H(p) - H(-1) = H(¢) - H(-1) >
2(M + N) — h[L(L — 1) + 1] (2.29)

Como T'(h) = 4L — R[L(L — 1) + 1] obtemos

H(p) — H(~1) > 2(M + N) — 4L + T(h) (2.30)

de forma que (2.28) segue se mostrarmos que M + N > 2L. Seja M = L + k, para k
inteiro com k > —L. Para todo k vale k2 4+ k+1 > 0, o que implica

L(L-1)+1
L=+

b~k L+k

+1 (2.31)
e portanto L — k < [L%Bﬂ]

'[/)I“"
Mas ¢ MN > L(L — 1) + 1 entdo N > [g%;—lgﬂ] e, pela relagao anterior,
temos N > L — k e portanto M + N > 2.

DLema 12
Podemos agora passar a demostracio do Lema 10.

De (2.18) e do fato de P; ter que ser atravessado por {o?'}i>0 para chegar a
FE; temos

P(T™(P) < T"(E;)) = 1 (2.32)
onde T (P;) = inf{t > 0: o} € P;}.

Defina o processo {67 };>0 com configuracio inicial n: e restrito a H; acoplado
t J1>0 Uh

a {0}"}:>0 através do acoplamento A. Entio
P(T(P) =T™(P)) =1 (2.33)

onde T(P;) = inf{t > 0: 57 ¢ P;}.
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Pelos Lemas 2.4 e 2.5 podemos aplicar o Lema 2 obtendo que, se € > 0

Jim P(T™(P; < /Th-9) = ¢ (2.34)
O Lema 10 segue de (2.34) junto com (2.33), (2.32) e (2.17). DOLema 10

Dos Lemas 8 e 10 segue que {5 };>o atinge, num tempo inferior a eP(E(R)+¢)
uma configuragiao p € M\ {n} com p < 5. Ocorre que sé existe uma configuragio p €
M\ {n} com p < 7 que possa ser atingida por esse processo que corresponde a configuragao
1 com todos os spins —1 exceto aqueles em {1,...,P} x {1,...,Q} x {1,...,R-1}.

Verifiquemos essa afirmacao. Seja p essa configuracio em M\ {n} atingida pelo
processo ap6s deixar B(n). Todos os spinsem {1,..., P} x{1,...,Q}x{1,...,R—1} sdo
+1 ao longo de toda evolugio do processo {57} enquanto, pelo Lema 10, a configuragdo p
nao tem spins +1 fora de 5. Se existem spins +1 na fatia {1,..., P} x {1,...,Q} x {R}
estes devem formar retingulos (caso contrdrio p ¢ M). Se um desses retangulos tiver o
menor lado inferior a 2/h este tende a decrescer. Por outro lado se um deles tiver o menor

lado maior que 2/h e p # 1 este retingulo tende a crescer. Como por hipétese p#na
tnica solugao € esta fatia nao conter spins +1.

Disso resulta que

11m P( 1 (2.35)

o, (M\{ﬂ}))

Esse resultado, junto com a limitacio em T7(u | {n}) obtida do Lema 8 e a
relagao (2.2), implicam que o processo {o? }:1>0 atinge uma configuragio ¢ < 7 num tempo
inferior a e#(E(M+49) com probabilidade que vai a 1 quando f cresce. Se nesse instante

recomegarmos o processo na configuragio € R podemos repetir o argumento de forma

que o processo atinge —1 num tempo inferior a ef(E(h)+5¢) ,
-



Capitulo 3

Sistema bidimensional

Este capitulo considera o sistema bidimensional. Provamos aqui os Teoremas
1 e 2 e em seguida apresentamos o esquema da prova do Teorema 3. Esses teoremas, junto
com outros resultados para o modelo de Ising estocéstico bidimensional com dindmica de
Metrépolis sao provados em [NS] através de uma abordagem diferente daquela que aqui

apresentamos.

O Teorema 1 ¢, de fato, uma consequéncia imediata dos Lemas 1.5 e 1.7. No
casoa)sen € Rel(n) =1< 2/h entdo 6, = (I—=1)h e da demonstragio do Lema 1.5 segue
que —1 € atingido num tempo inferior a ef(I-149) ¢ 5 0, com probabilidade tendendo a
1 quando f cresce. Quanto a parte b), se 5 é tal que I(n) > 2/h, entdo 6, =2 — h e da
demonstragéo do Lema 1.7 segue que +1 é atingido num tempo inferior a e#(2~h+9) ¢ > 0,

com probabilidade que vai a 1 quando B cresce.
De fato no caso bidimensional temos M = M, = {-1,+1}.

Esse resultado permite separar o espaco de configuragdes ,%, em trés subcon-

juntos disjuntos e nao vazios A, B e C tal que

37
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a) Se n € A entao

Jim P(T"(=1) <7, T°(~1) < exp(f(2 — b)) = 1
b) Sen € C e € > 0 entdo
pll.rg) P(T" <T"(-1), T" < exp(B(2 — h+ €))) = 1
c) Se n € B entao
ligx_l.ng(T”(—l) <T">0
liminf P(T" < T"(~1)) > 0

e para todo € > 0

Jim P(T"({-1,+1}) <exp(B(2 —h +¢))) = 1

As configuragbes de A sio aquelas que pertencem apenas a cones de con-
figuragdes n € M com 6, < (L — 2)h enquanto aquelas de C pertencem apenas a cones

de configuragdes { € M com & > 2 — h. As configuragbes que pertencem a cones de

configuracdes dos dois tipos sio as de B
Demonstraremos agora o Teorema 2. Seja D = AUB e defina
S=T-T(C) (3.1)
onde T = T7L(41) e T(C) = T—1(0).

Comegamos mostrando que

T(C . L
7 — 7 em distribuigao quando f — oo (3.2)
VB
onde 7 é uma variavel aleatdria com distribuicio exponencial de média 1 e 75 ¢ definido

por

P(T(C) > ) =€
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Em seguida mostramos que

s — 0 em probabilidade (3.3)
B[]
de onde segue
— — 7 em distribuigdo quando f — oo. (3.4)

Rl

Em seguida verificamos que (3.2) implica no Teorema 2.

Para provar (3.2) consideramos o processo {67 }t>0, com configuragio inicial

n € D, restrito ao conjunto conexo D e acoplado a {of}i>0 pelo acoplamento A.

Seja ji a medida invariante desse processo restrito a D. O primeiro resultado

importante € que ji concentra sua massa na configuragio —1 pois esse é o estado de menor

energia em D.

Lema 13 No caso fundamental em d=2
a) para todo n € D\ {-1} temos H(n) > H(-1)

b) i concentra sua massa na configuracio —1 quando B — oo.

Dem : Se n € M entido o Processo X] percorre configuragoes de M numa sequéncia
com energias estritamente decrescentes até atingir —1 ( isto segue dos argumentos da
demonstragao do Lema 5). Entao H(n) > H(—1) neste caso. Se n ¢ M entio 5 tem
energia maior que toda configuragéo p € M com n € C(p) de forma que novamente segue

H(n) > H(—1). Parte b) é consequéncia imediata de a) pela definigao de ji. Drema 13

A demonstragao de (3.2) é obtida mostrando que a variavel aleatéria T(C), na
escala dada por 7p, tende a uma varidvel aleatéria sem memdria quando B cresce. Mais

precisamente, vamos mostrar que

ﬁlim Ap(s,t) =0, (3.5)
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onde

Ap(s,t) =| P(T(C) > (s + t)yp) — P(T(C) > s75) P(T(C) > tp) |
Através do propriedade de Markov, temos

P(T(C) > (s +t)ys) = X;)P(T(C) > 895,054, = ) P(T"(C) > typ)
n€
de forma que

Ap(s,1) < P(T(C) > s3,07L # —1) < P(371 # —1) (3.6)

onde na ultima passagem usamos o processo {G; l},>0 restrito a D definido anteriormente.
Acoplamos agora esse processo, via acoplamento B, com {5} };>0, também restrito a D e

com configuracao inicial escolhida conforme a medida fi. Entao

P(a7y #-1) S P(35 £ 58) + Pk, # -1) S 2(D\{-1})  (37)

onde usamos a invariancia de f na tltima desigualdade. Usando (3.7) em (3.6), o Lema

13 implica (3.5) e portanto (3.2).

Para provar (3.3) basta observar que §_j > 4 — h de forma que 75 > ePla—h)
e que, pelo Lema 7, o tempo de relaxagio de configuragdes em D é menor que eP(2-h+e),

€ > 0, com probabilidade que vai a 1 quando S cresce.

Basta agora substituir 45 por ET em (3.3). Por monotonicidade

P(T > yu) < (P(T > 7p))™".

e de onde segue que

ET _ . J5°P(T > t)dt

lim — =
f—oo g B—oo 18

= [;LTO/O P(T[vp > u)du = /0 e'du=1 (3.8)

terminando a demonstracao do Teorema2.
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Apresentamos agora o esquema da prova do Teorema 3.

O primeiro passo consiste em obter uma limitagio superior para T mostrando

que para todo € > 0 '
| Jlim P(T > exp(B(T(h) + 3¢))) = 0. (3.9)

que corresponde ao analogo do Lema 8 e cuja demonstracio é essencialmente a mesma.

Comegamos obtendo uma boa estimativa para a probabilidade do processo atingir C num

tempo da ordem do tempo de relaxagdo em D a qual é conseguida verificando-se que para

todo € > 0 existe um S < oo tal que para 8 > fB,

P(T(C) < exp(B((L — 1)h +26)) > 5 exp(~Be(h, L)) (3.10)
onde e(h,L) = H(n) — H(—1) = 4L — L?h para n € G. A desigualdade (3.10) implica

(3.9) através de um argumento totalmente anglogo ao apresentado em (2.14).

Seja £ o conjunto das configuragdes nas quais todos os spins +1 estio dentro
de um quadrado L x L e defina F = DUE. Considere os processos {&,_l}tzo e {&,’-‘}Qo
restritos a F com configuragoes iniciais, respectivamente, —1 e escolhida com respeito a
f, a medida de Gibbs restrita a F. A relagio (3.10) é consequéncia do fato das evolugdes
desses dois processos, com probabilidade que vai a 1 quando f cresce, se tornarem indis-
tinguiveis ao cabo de um tempo da ordem do tempo de relaxacio em D e que, num dado

instante, 6 estd em F \ D com probabilidade ePe(hL),
Dessa limitagdo superior para T obtemos parte c) do Teorema 3. Na passagem
entre —1 e +1 o processo tem que atravessar o seguinte conjunto de conﬁguragc")es
Iz ={n€X:|q|= L%

uma vez que | —1 |= 0 e apenas um spin vira por vez na dinimica do processo. Consid-

-1 .—1 . .
eramos agora o processo {0; ~ };>o acoplado a {&; ~};>o restrito ao conjunto conexo H

através do acoplamento B onde
H={neX:|n|>L"

A anilise da energia das configuragbes em Tr2 mostra que somente aquelas no conjunto G

tém energia inferior a I'(k) + 3¢ para € > 0 suficientemente pequeno. Ao verificarmos que
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—1 € o minimo de energia em M, o que é feito como no Lema 2, podemos aplicar o Lema
2 para concluir que, quando S cresce, apenas as configuragoes de § dentre todas aquelas
de 71> podem ser atingidas num tempo inferior a e#T(*)+39) o qual, por (3.9), o processo

jé saiu de F de forma que segue c).

Sabendo-se que o processo passou por G ao deixar D pela primeira vez uma
anélise relativamente simples de como G pode ser atingido a partir de configuragées com
magnetizagao menor implica que, com grande probabilidade para 8 grande, esse conjunto
foi atingido apés o processo passar por P de forma que segue d). Do fato de P ter
sido atingido na passagem de —1 para +1 segue que o tempo gasto nesta passagem, com
probabilidade que vai a 1 quando B cresce, deve ser maior que e#T(h)-9) ¢ > 0, uma vez
que I'(h) ¢ a altura da barreira de energia representada por P. Essa limitacio superior

para T, junto com (3.9), termina a demonstragio de a).
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