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Abstract

We consider some aspects concerning the metastable behavior of the lsing

Model with the se called Metropolis dynamics for bota volume and magnetic field hem

fixed while the temperature does to zero. Resulta on the stability of small droplets of
spin +l in a sea of -l spins in dimension three are obtained through an analysis of the

energy structure in the configuration space and the resulting behavior of the process. This

analysis also yelds resulta in the two dimensional case already presentes in INSI.



Resumo

Consideramos alguns aspectos do comportamento metaestável do modelo de

lsing dotado da chamada dinâmica de Metrópoles em dimensão dois e três para volume
e campo magnético positivo mantidos fixos no limite no qual a temperatura vai a zero.

Resultados sobre a estabilidade de blocos pequenos de spin +l imersos num mar de spins

-l em dimensão três são obtidos através da análise da estrutura de energia no espaço de

configurações e do comportamento do processo frente a ela. Esta análise também permite
obter vários resultados para o sistema bidimensional já apresentados em INSI.



Introdução

Neste trabalho estudamos alguns aspectos do comportamento metaestável do

processo estocástico definido pelo modelo de lsing ferromagnético dotado de uma dinâmica

de Glauber no limite de baixas temperaturas no volume finito. A caracterização de com-

portamento metaestável aqui adotada é aquela que considera a evolução ao longo de

trajetórias, o chamado "pathwise approach" ou abordagem trajetória por trajetória, in-

troduzido em ICGOVI e posteriormente empregada e desenvolvida em vários contextos em

[KN[, ]Sch], INCK], [GOVI, ]COP], IMOS], IEGJL] e IBra]. Nesta abordagem a metmsta-

bilidade se manifestada no comportamento de trajetórias típicas do processo em questão.

Para escolhas convenientes do estado inicial a evolução do processo aparenta ter atingido

o equihbrio no qual permanece durante um tempo bastante longo até que, num instante

imprevisível e de forma brusca, passa ao verdadeiro estado de equiHbrio. A análise da

evolução temporal de distribuições de probabilidade associadas ao processo poderia não

detehar esse comportamento devido às autuações do tempo de transição serem muito

grandes.

O modelo de lsing ferromagnético tem Hamiltoniano dado por

x('7) - -i ,2i; q(')'l(i') - ; E 'z(') (o.l)
' <z,3/> " r

onde z,y C Ax := {1, 2, . . . , ]Vla, d sendo a dimensão da rede subjacente, com condições

periódicas na fronteira, l7 € E := {--1, +11Ax é uma configuração na qual 77(a) é o valor do

spin no ponto =; o primeiro termo representa a soma sobre os pares de vizinhos próximos e
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o segundo representa a soma sobre os sítios do toro d-dimensionar. O termo à corresponde
ao campo magnético que tomamos não negativo.

Através desse Hamiltoniano definimos um processo estocástico Markoviano a
tempo contínuo {aíQltZO em E satisfazendo:

P(ag =?)= 1 ese<1,PC E,(#pentã.

P(al. =(ja? -p) = 1 c(',P)c+o(c) se(-p' p"' 'lgu« ,
1. o(c) cmo contrário (0.2)

onde

p(y) se , # y

-P(y) cuo co«erário

e c(z, l7) ? 0 é a taxa com a qual o spin no ponto 3 vira quando a configuração é,OL

(0.3)

Fazemos ainda a restrição de que esse processo seja reversível com respeito a

uma particular medida em E : a medida de Gibbs à temperatura inversa P 2i 0, definida
por

e'PH(q)

pOz) - E:;::ãmz (e e

onde a condição de reversibilidade é dada por

(0.4)

P(,7)c(,,,7) (q')c(,,?') (0.5)

Estas condições dotam o modelo de lsing com a chamada dinâmica de Glauber

O processo estocástico assim definido é chamado de modelo de lsing est.ocástico emIgual

[Lig].

Naturalmente existem infinitas taxas satisfazendo (0.5) mas vamos nos ré
lét.ringir a chamada dinâmica de ÀÍetrópolis dada por

'(','z)-l;' '"m caso contrário

se A,#(q) > 0

onde A,-H(q) = X(q') -- n(?).

(0.6)
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Com essas taxas o processo pode ser construÚo escolhendo aleatoriamente.

com taxa Na, um sítio de AX e virando o spin desse sítio com probabilidade c(=,17) onde
z7 é a presente configuração.

Para 77 C E e ,4 C E definimos

7"(.4) = inflt ã 0 : a? € .4}

sendo que se .A = {(} escrevemos apenas T'(O. Convencionámos também que quando

? = --! ele será omitido, onde --.l corresponde à configuração na qual todos os spins têm

valor --l, e se .4 = {+!}, onde +.l corresponde à configuração na qual todos os spins tem
valor +l, A também será omitido.

Quando P cresce, com .N e À > 0 fixos, p concentra sua massa em +l. No

entanto se o campo magnético não íor muito intenso o estado --! será um mínimo local

de energia se 0 < P < oo. Existem, de fato, vários mínimos locais de energia de diferentes

magnitudes no espaço de configurações . Neste trabalho vamos apresentar alguns resulta-

dos sobre o comportamento metaestável do processo frente a essa estrutura de mínimos e

barreiras de energia no limite de baixas temperaturas para sistemas em dimensão dois e
três

O sistema unidimensional é relata'\'amente simples e além de informação so-
bre a dinâmica do processo podemos também obter resultados interessantes ( ITSI, INI )

sobre o comportamento da medida de equilíbrio desse sistema quando tomamos conjunta-

mente os limites .N e P indo para infinito. Omitiremos, no entanto, esses resultados, nos
concentrando nos casos bi e tridimensionais.

Uma primeira observação importante é que, em qualquer dimensão, não tere-

mos comportamento metaestável se o campo magnético for suficientemente forte. De fato.

seja {õ?l:ZO, o processo com configuração inicial q no qua] cada spin --] vira com taxa l

e os spins +l estão congelados, ou seja, viram com taxa 0. Então vale

Proposição l Se À > 2d e i7 € E podemos colas! r os dois processos {a?} e {õ7} no
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mesmo espaço de probabí/ dados ta/ gue, pam !odo to < oo

,l!=, P('? # õ?, ;«m «lg"m t € 1O,t.l) = 0

A situação fica mais complicada e mais interessante quando tomamos o campo
magnético pequeno e é essa a situação na qual iremos nos concentrar.

Vamos apresentar agora os resultados principais para o sistema bidimensional
( INSI ).

Seja 'R o conjunto de configurações com todos os spins --l exceto aqueles no

interior de um retângulo /i x /2 com li e l2 menores que .N -- 1. Para i7 C 7Z defina
/(,7) (/-, /, ).

Teorema l Supozz/za gue d = 2, 0 < /z < 1 e que ? € R.. .E7zfão para lodo c >0

a) S' 1(?) = / < 2/A . . > 0 .«!ã.

/l!=m P(7"'(-1) < 7"'(+1), 7''(-.1) < 'p«':'''4) l

b) S' l(n) > alh então

Z!!nm p(r'(+!) < r"(--1), 7'"'(+1) < ePP'"+O) l

Este teorema caracteriza .L := [2/À] = menor inteiro maior ou igual a 2/h

como o tamanho crítico de uma gota quadrada. Este valor está de acordo com o que se

poderia esperar por argumentos heurísticos. Por exemplo o valor 2//z pode ser obtido

maximizando a energia de uma configuração quadrada de 'R em função do lado. Já de um

ponto de vista dinâmico poderíamos admitir que a evolução a partir de uma configuração

inicial em 7Z seria governada pelo resultado da competição entre um processo de erosão

e um processo de criação de protuberâncias. No primeiro, spins +l nos cantos ( ou
seja, spins +l com dois vizinhos de mesmo sinal em direções perpendiculares ) seriam

removidos ou recuperados de tal forma que o número total de spins +l perdidos no interior
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da configuração inicial ? C R. teria aproximadamente o mesmo comportamento que um
processo de nascimento e morte com taxa de nascimento da ordem de e-Ph e de morte da

ordem de 1 . Quando /(i7) -- l cantos são removidos, atingimos, com grande probabilidade

para P grande, uma configuração que consiste num retângulo de spíns +l com uma fatia

externa a menos em relação a 77 junto com um único spin +l nesta fatia. Como este último

spin vira com taxa l esta heurística diria que a gota decresce no tempo necessário para que

o processo de nascimento e morte atinja o estado /(q) -- 1, ou seja, um tempo da ordem de

eP(1('7)-2)h. O processo de criação de protuberâncias corresponde ao aparecimento de spins

+l adjacentes a um dos lados de i7. Como a partir dessa configuração "i7 + protuberância"

podemos atingir uma configuração maior através de transições com taxa 1, esse processo

ocasionada o crescimento da gota num tempo da ordem de eP(2-A). O ponto crítico seria

aquele no qual houvesse empate entre essas duas tendências o que ocorre para /(i7) = 2/h.

Uma demonstração no sentido de tornar rigorosa essa heurística é encontrada

em INSI. A demonstração desse teorema que aqui apresentamos explora a estrutura de enu-

ugia do espaço de configurações bidimensional que é bastante simples. Cada configuração

de l7 C 'R corresponde a um mínimo ]oca] de energia e definirá uma bacia local de atração

que denominaremos de cone de configurações de q. Para /i grande o processo partindo

de i7 passa a maior parte do tempo próximo ao fundo do cone e, para atingir um outro

mínimo local de energia, precisa vencer uma barreira de energia a qual, naturalmente, vai

depender de l7. No caso bidimensional vão existir três tipos de mínimos de energia. Se a

barreira energética for menor ou igual a (Z -- 2)A então vale a) do Teorema 1. Se for igual

a 2 -- À então vale b). A outra possibilidade, correspondendo às duas configurações +! e
--!, tem barreira energética superior a 2 -- À.

A estrutura de energia para o caso tridimensional, como veremos, é bem mais
elaborada.

Vamos impor agora algumas restrições ao sistema considerado tanto no caso

bid;mensional quanto no caso tridimensional. Diremos que estamos no caso /u7zdame7zta/

em d dimensões se :0 < à < 1 com À tal que 2/À não é um número inteiro e .N > .N(h)
2Z
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A primeira restrição contida na definição do caso fundamental considera o caso

mais complicado e mais interessante no qual o campo é pequeno. A segunda vem do fato

de se 2/À for um número inteiro surgirem certas particularidades que, sem apresentarem

dificuldades essenciais, dificultam a exposição. Uma vez de posse dos resultados para o
sisten)a com essa restrição é relativamente fácil estendê-los para o caso geral. A última

restrição é feita para que a passagem do sistema do estado --l ao estado +l seja através

da formação de uma gota crítica e não pela formação de um anel de spins +l ao redor do
toro

O próximo resultado exibe o caráter imprevisível do instante da passagem do
l ao est.ado +!.estado

Teorema 2 Para d = 2 lzo caso /undamenla/

ÉÍ---.+ T em distribuição quando li --+ oo

-de ' é «ma «'Íá«/ a/«tôda e,po««c{«l com médí« .r . T := T--l(+!)

T

O próximo teorema fornece alguma informação sobre a forma com que o pro-

cesso passa de --l a +l e sobre a magnitude do tempo gasto nesta transição. Antes de
enuncia-lo precisamos de algumas definições.

Seja Ç o conjunto das configurações de 7?. nas quais os spins +l formam uma

gota quadrada de lado L. Também definimos P' como o conjunto das configurações nas

quais todos os spins são -l exceto aqueles no interior de um retângulo L x (.L -- 1) junta-

mente com um spin +l adjacente a um dos lados maiores. Pelo Teorema 1, Ç é o conjunto

das gotas críticas enquanto P' seria o conjunto de configurações que poderíamos chamar

de proto-gotas críticas uma vez que uma con$guração de ? pode, com probabilidades que

não vão a zero quando P cresce, tanto crescer para uma gota crítica quanto diminuir a
um retângulo .L x (.[ -- 1) que, pe]o Teorema 1, é subcrítico.

Para l7 C 7) defina

I'(À) := -H(q) - .H(-1) .['h + (.L - ])Á



Teorema 3 Para d 2 no caso /undamelztal

2Ü iã l.x r - rW .m ,«.ó.ó{/''J«'.

d

©

,la ià i.g -Er - rW

J!=m p(r(ç) < T) = l

/llU, p(r(1'') < r) = l

\râ=os agora considerar o caso tridimensional. O resultado que apresentamos

corresponde ao análogo em três dimensões da parte a) do Teorema l.

Primeiro verifiquemos qual, heuristicamente, deve ser o tamanho crítico de

uma gota tridimensional tal que gotas maiores tendam a crescer e gotas menores tendam
a decrescer.

Suponha que l7 € E é uma configuração na qual todos os spins são -] exceto

aqueles no int.erior de um para]e]epípedo de lados P, Q e R. Suponha P $1 Q $ .R.

Como no caso bidimensional, podemos considerar o máximo de energia de uma

configuração cúbica em função de seu lado /. Nesse caso temos -#(?) -- .#(--!) = 6/2 -- /3À

cujo máximo é assumido para / = 4/À.

De um ponto de vista dinâmico poderá.mos, de no'ç,o como no caso bidimen-

sional, procurar a caracterização da gota crítica através da análise da competição entre

os processos de erosão e de crescimento. Agora o processo de erosão precisaria eliminar o

suficiente de uma face externa do paralepípedo para que o que restasse tivesse tendência a

diminuir e não a recuperar essa face. Como sobre uma face do paralepípedo a dinâmica é
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de certa forma bidimensional, a heurística é que é necessário que nã0 80bre mais que uma

proto-gota crítica bidimensional nessa face. Para o processo de crescimento a situação é

análoga. Para que a gota cresça seria necessário o aparecimento de uma protuberância

suficientemente grande em uma das faces a qua], por sua vez, tenha tendência a crescer

e preencher uma fatia extra ao paralelepípedo original. Essa protuberância deveria ser.
então, maior ou igual à proto-gota crítica bidimensional.

O que nos impede de prosseguir esse argumento em analogia com caso bidimen-

sional é que tanto o processo de erosão quanto o de crescimento são, agora, bastante com-

plicados. Podemos observar, no entanto, que a dificuldade em atingir uma configuração
cresce conforme aumenta a diferença entre as energias da configuração final e a da final e.

portanto, cresce o tempo necessário para que isso ocorra. Nesse sentido a caracterização

da gota crítica seria obtida comparando o custo de energia necessário para acrescentar

uma provo-gota crítica numa face com aquela necessária para erodir uma face do pam

#lelepípedo deixando sobre ela apenas uma prato-gota crítica. Primeiro observe que se
uma das faces do paralelepípedo for, ela mesma subcrítica, o que ocorre se P < .L. ent.ão
a tendência é decrescer.

e

\
P

~\.
ã

Q t
L

Se l7i é uma configuração obtida de q pelo acréscimo de uma proto-gota crítica

em uma face e l72 é uma configuração obtida de l7 removendo uma das faces externas de

menor área ( i.e., uma daquelas de lados P e Q ) e sobre esta adicionando uma prato-gota
crítica, então

,#('z-) - .#(q,) = 2(p + Q) - PQÀ

o que fornece o valor crítico Qc = }iÍÇã

Note que caso P = Q = .R = / recuperamos o valor crítico 4/À
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No capítulo 2 mostraremos que de fato a região indicada na figura é subcrítica
ou mais precisamente

Teorema

se c > 0
4 Sega ? C R com P < Z ou P 2: .L e Q < Q« no caso /u7zdamenlal. .Balão,

}!=m P(7"'(-1) < 7"'(+1), 7"''(-1) < eP(rW+O) = l
.«de .E(À) = F(ã) - 2(P + Q) + p(2À.

Observe que .E(À) é exatamente o custo energético para se alcançar l72 a partir
de l7.

Acreditamos que o caso supercrítico também possa ser tratado utilizando as

técnicas aqui desenvolvidas e temos a mesma expectativa com relação aos análogos dos

Teoremas 2 e 3 para o caso tridimensional. Deixamos, no entanto, estes problemas para
uma futura investigação.

Estes resultados são apresentados em três capítulos

Capítulo 1: apresentamos os resultados básicos que serão usados nos demais capítulos.

Basicamente eles descrevem a estrutura de mínimos e de barreiras de energia no espaço

de configurações em dimensão geral e seu efeito na evolução do processo para diversas
escalas de tempo.

Capítulo 2: dem(Êtramos o Teorema 4 aplicando os resultados do capítulo l no caso
tridimensional subcrítico.

Capítulo 3: demonstramos os Teoremas l e 2 e apresentamos o esquema da demonstração
do Teorema 3.



Capítulo l

Estrutura de energia no espaço de
configurações e tempos de
relaxação.

Vamos aqui determinar a estrutura de mínimos locais de energia no espaço de

configurações junto com os resultados que esta origina e que serão usados nos capítulos
seguintes.

Notação: Dadas duas configurações l7 e (, escrevemos < 17,( > se existe um z € Aw

tal que l7' = (, ou seja, se é possível passar de uma à outra através de uma transição do
processo.

Uma observação importante é que, devido às restrições quanto ao campo À

contidas na definição de caso fundamental, temos sempre .#(i7) -- .#(q') # 0.

A definição de mínimos mais local que podemos fazer é:

10
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Definição

M= {:V(c.m <?,(>«tã.X(O>X(0)}

Qualquer configuração "relaxa num tempo de ordem l para uma configuração
de .A4" ou, mais precisamente:

Lema l Pam toda ( C E e c > 0

P(aÍ C M, pa«. alg«m t < .É'') --, l g«a«do P --., m

Dem : Basta considerar (l € E\À/. Neste caso, com probabilidade tendendo a l quando #

cresce, a p'imeira transição leva a uma configuração (i com -H(CI) < #(C). Se {i C E \ .A/

o mesmo argumento se repete gerando uma sequência de configurações .f1,(2,. . . com

< (í,(f+- >, e -H((i+i) < #((li). Como l E 1= 2N' < m essa sequência termina, ou seja,

uma configuração em .À/ é alcançada. Como a limitação no tamanho da sequência não

depende de P e as transições que aumentam a energia têm taxa não superior a e'PA, segue

ul,epal

Para cada q € .À/ definimos seu cone de c07l#gumções, C(17), como o conjunto

das conâgurações que têm probabilidade positiva, uniformemente em P, de atingir ? antes

de qualquer outra configuração de .A/. Definimos também a Jhontefra do colhe de l7, a(7(17),

como o subconjunto das con$gurações de C(17) que podem deixa-lo em uma transição, que

necessariamente vai diminuir a energia, e a borda do colhe, (?(17), como o subconjunto das

configurações da fronteira com energia mínima, a qual será escrita como -H(?) + ó. de

forma que ó, corresponde à altura da barreira energética de C(i7). ÀÍais precisamente, se
i7 C À4, definimos

C'(q) ;= {( C : existe uma sequência (. = q,(l, ,& =(

par' algum k C /W, com < &,({+i > e #(({) < .#((í+i),Í = ],2, ,k - l}
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aC('7) := {e c C'(?) n o'(p) p,ra p # '7 e p C .M}

ó, := minlX(O - .#(?),{l C aC'(q)}

a(q) := {(1 € ac'(?) : H(0 #(q) + ó,}

Observe que E = U,.M C'(?)

Uma técnica bastante utilizada neste trabalho será a de acoplar o processo

original com um processo restrito à uma certa região conexa -S. Dizemos que .S é conexo

se para todo par (l e p de configurações em .S existe uma sequência Co = (,(i) . . . ,C& - P,

para algum k, com < (f,Cf+i > e Ci € -S para { = 1,2,...,k -- l.

Serão usados basicamente dois a.coplamentos que, como em INSI, chamaremos

de acoplament.os A e B que puxamos a definir. Seja {õ?lt:o o processo com configuração

inicial l7 C -S, S um conjunto conexo, obtido a partir do processo original, {a'l}.>o, cance-

lando as taxas correspondentes a transições entre configurações de .S e .S'

Acoplamento A: O processo original, {ao}.ZO, e o processo restrito a -S, {ã'7lt2o evoluem

juntos at.é que o primeiro escape de -S; neste inst.ante o processo restrito fica parado e a

partir daí os dois evoluem independentemente.

Acoplamento B: Se { C S os processos {ãt }tZO e {õfJtZO evoluem independentemente

até que se encont.rem; a partir desse instant.e eles evoluem juntos.

Em algumas aplicações do acoplamento B a configuração inicial ( será escolhida

conforme a medida P definida por

P(q)
se p C-S

caso contrário
(].1 )
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onde # é a medida de Gibbs associada ao modelo. Em cada aplicação teremos um conjunto

'S mas, por simplicidade, usamos sempre a mesma notação, p, para essa medida restrita.

Da mesma forma usamos sempre a notação {ãt )t2o para o processo restrito, naturalmente

com l7, a configuração inicial, pertencendo ao particular conjunto .S em questão.

Vamos verificar agora que, com probabilidade tendendo a l quando P cresce,
o processo sai de um cone através de uma configuração de sua borda e determinaremos a

magnitude do tempo de saída. Para isso precisaremos do seguinte resultado que fornece

uma limitação inferior para o tempo até o processo atingir uma dada configuração.

Lema 2 Soam .S co«e=o e q € .S Za/ gue pa,« lodo ( € S\ {q} üa/e .#(O > #(?)
para todo ( C .S e c > 0

E7zZâo

21:= P(f'(C) < eP(H©'XM-O) 0

onde T(e) inflt ã 0 : ã? = (}

Dem

r(O
O argumento vem de ILSI. Acoplamos {õ?} e {ãí#} pelo acoplamento B. Então se
iníÍt Z 0 : õf = (}

P(7'(O < exp(P(.#(O - .H(q) - '))) $ p(ã8 # õã) +

P'(ãí" - ( p'r' 'lgum t C {P-:, 2P'', . . . , [Pexp(P(H({1) -- H(,7)

P(õf muda de estado entre os tempos f'Ê(O e fA(O + ,8'') $

A('7) +(Pexp(P(#(O - #(?) - ')) + i)p(O +
(l - exp(-P''.A'')),

'))IP'' }) +

(1.2)

[JI,ema 2
que vai a zero quando P -.+ oo.

A magnitude do tempo de saga do cone de uma configuração é dada peão lema
seguinte.
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Lema 3 Se i7 € .A4

2 IÊI.gZ''(.W\tV}) -ó, 'm pm í/fd.'.

onde T'(B) = inflt 2 0 : a? € .B} pa,« .B C }3.

Dem : Pelo Lema l basta verificar que

/l!= ià log 7'''(C''(17)) - óo em p'obabilidade

Primeiro observe que

p(r'(o'(q)) > 7"'(ac(?))) = i

' qu' se tom'mos S = C(q) temos

p(r"(ac'(o)) = f''(ac'(?))) = l

nde {a'} e {õ?} tem acoplamento A. Então

p(r'(o'(,7)) < exp(P(ó, - .))) $

P(7"'(aO'(y)) < exp(P(ó, - .)))

>l: P(f"'(p) < exp(P(ó, - .)))
PeM(,Z)

e vai a zero pelo Lema 2.

Resta obter a limitação superior. Primeiro verificamos que

P(F(ê'(?)) < 1) 2 Ce'P'«

onde C' é uma constante independente de P.

Para mostrar (1.4) consideremos a seguinte construção d

Est íum de encS

0

(q)) < exp(P(ó

qu

o processo,Ja

14

(1.3)

c(q)

(1.4)

men-

taxa
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À = .Na, escolhemos um sítio com probabilidade l/.Na e efetuamos a troca do spin desse

sítio com probabilidade c(z, p) onde p é a configuração anual.

Considere uma sequência (o = -f,(i,...,(i = i7,(1+1,...,(t+, C C'(i7) com

< (f, (li+l >, { = 1, 2, . . . , k+p para k,p C 7V com energias decrescentes até l7 e em seguida

crescentes até (i+l. Seja Q o evento :" o processo af evolue conforme a sequência {(ilh+P
atingindo O(q) antes do instante 1". Então

p(f"'(ê('z)) < 1) 2 p(Q) ? ( l y't'p(w(i) 2 t +p) ll 'c(zi,({)

onde ai é o sítio que vira na transição de (f para (f+i. Mas

t
(1.5)

P(.N(1) Z k + P) > 0. > 0

independentemente de P e
k+p-l

11 c(,., (.) = .'''"
í-o

De forma que (1.4) segue com

' - . (é)'*'
[ll,ema 3

No lema seguinte mostramos que a saída, com probabilidade tendendo a l

quando # cresce, ocorre por (7(17). Ant.es precisamos de algumas definições.

Para l7 C A/ definimos os tempos de parada

4
«:

d

inflt 2 0 : a? « C'(,7)}

infÍf Z z? : a7 € .M}

i«flt 2 d-- : a? « O(ah., )}
i«ílt 2 ,:1 : a? C À/} (1.6)

com ,g
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Lema 4 Se l7 é uma con#guração em .A/ e

F('7) - {C « C('7) :< (,p > , W,« aÜ«m p C C'('Z)} ,.ê.&
T'

Ê. l
nÜ

P

Sentão para todo k < oo .filado

,llU, p('=: c /'('h.,) ;"'- t'ú' « $ k)

Dem : Como k é finito, pela propriedade forte de Markov basta verificar o lema para

A = 1. Como l E 1< oo existe um a > 0 tal que, para dum configurações (l e (2 quaisquer,
vale

.#((1:) # H((,) ::+l -H(€1l) - H((2) 1> a (1.7)

Ent.ão

P(a:? « .F(q)) $ P(«? > ePP'+4) +

P(õ'? C aC'(?) \ ê(17) para algum t $1 eP(;'+')) (1.8)

onde ãín é o processo restrito a C'(?) acoplado com al? através do acoplamento A. O segundo

termo de (1.8) vem do fato de se a:? « .F(17) então a saída se deu por uma configuração
de aO'(q) \ (:(,7) e até r; ( exclusive ) os processos são idênticos. Este ter«o «.i a zero
por (1.7) e o Lema 2.

Quanto ao primeiro termo de (1.8) temos

P(n? > ePH'+O) $ P(7r > ePP"+4)

que vai a zero pelo Lema 3. [JI,ema 4

Os resultados anteriores sugerem estudar a evolução de {a?lt>o a partir do
processo {XtnlltZO definido por

-\\
\ ''

\ - -l

(1.9)

{'. L

À

0 T\ ''-\



.EsÍruttlm de energia no espaço de con$gumçõeõ e temp08 de nlaração. 17

onde ]ll(z) é a função indicador de / C .m

De fato, uma primeira aplicação desse processo é o lema seguinte

Lema 5 .No caso /Meda«zenZa/, se l7 C M e .Á = {q € M : ó. $ (Z 2)à}, .«Íã.

21Um P(mx(A') < 'Pt -D"+']) = l
onde 7.Z(.A') = infit 2 0 : X/ g .4}.

Dem : Pelos Lemas l e 3 temos que, em A, cada transição de X" demora menos que

ePt(t-2)h+õ], para ó > 0 com probabilidade que vai a l quando /i cresce. Para mostrar o

Lema 1.5 basta, então, provar que Xin deixa .A num número de passos limitado superi-

ormente com probabilidade que vai a l quando P cresce e é ta] que essa limitação não
depende de P.

Se ? e .4 o lema é verdadeiro. Suponhamos, então, 77 C ,4

Seja p C C(?) de forma que existe uma sequência (. = p,(l, . . . ,(Ih - ?, para

alg«m k 'om < (f,ef+- > e X((i+:) < #«]i). Como 0 $ ]7((i)--#((i+:) $ Ó, $ (Z--2)À <

2-- À para todo í = 0, 1, . . . , k-- l a conclusão é que a variação de energia em cada transição

foi de À, que corresponde a uma troca de spin +l com d vizinhos com spin +l.

Em p existe um spin virando com taxa ] cuja troca leva para fora de C'(17)

vamos mostrar que esse spin é +l com d-l vizinhos +l.

Suponha, por absurdo, que esse spín, digamos no sítio x, é
figuração obtida de p pela sua troca, ou seja

l e seja P a con

, -ie?.,se 'y + T

caso contrário (l.lo)

Sejam zi,a2,. . . }ri as posições dos spins que trocam em cada transição da

sequência (o,(i,. . . ,(Ih. Se 3 # y ente. P(=1) = p(31) = --1 e a«bos viram com t.*; l
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( sua troca diminue a energia de h ). Defina Pi como a configuração obtida de ê pela

troca do spin no ponto ai. lteramos esse argumento enquanto z # =i definindo ê2,P .

etc... até que 3 = zj para algum .j. Mas isso necessariamente acontece para .j $ k pois

p $ (i $ . . . $ (1 = 17 de forma que o spin -l em 3 continuaria virando com taxa l em l7

se 3 # ai para todo { C {l, . . . , k} contrariando a hipótese l7 C M.

No entanto quando a; = =j para algum .j € {1,... ,k} teremos ej = Pj.i de

forma que obtemos uma sequência de configurações que só diminue a energia ligando P e

i7 o que contraria a hipótese P « C(i7).

Então a saída de a(17) foi através da troca de um spin +l. Em l7 todo spin +l

tem pelo menos d vizinhos +l. Como p € C(17) foi atingido por uma sequência de trocas

de spin +l o primeiro spin +l a virar com taxa l tem d-l vizinhos +l e se novamente

chamamos P a configuração fora de C'(17) atingida pela sua troca, temos

x(p) - #(P) = 2 - à (1.1 1 )

Se P « .A/ o processo alP vai atingir A/ por transições que só diminuem a energia

com probabilidade tendendo a l quando P cresce ( Lema 1.1 ). Então

gi=, P(#(p) - -H(a;) Z 2 - h) (1.12)

À{'; se ah C .4 e .H(p) -- X(ah) 2: 2 -- à e«tã.

C(ah) n c(?) = o (1.13)

e o Lema 4 garante que Xtn não volta a 77 em um passo com probabilidade tendendo a l

quando /i cresce. Repetindo o argumento anterior para l7i - ab obtemos uma sequência

?l, i72, . . . de configurações em M. Como l .A 1< oo e por (1.12)

Xjim P(X('7.) - .#('7.+-) 2 2 - À - À(Z - 2) > 0) = 1 (1.14)

concluímos que com probabilidade tendendo a l quando P cresce a saída de ,4 ocorre em

um número de passos não superior a l .A 1. o1... 5
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Considere agora os conjuntos definidos por

Mi = {17 c M : ó, > 2 -- h}

M2 = { CM:ó,=2--àeé'(q)n(uc«c'(O)=o}
M = .Mi U .A,4, (] .15)

Um exemplo de configuração em .A4i, em d=3, é aquela na qual todos os spins

são -l exceto aqueles no interior de um paralelepípedo de lados P, Q e R com todos os

lados maiores que 2/h. Já as configurações de ./U2 podem ser bastante mais complicadas.

Um exemplo simples de uma configuração desse conjunto seria o "halter" formado por

dois paralepípedos de spins +l com todos os lados maiores que 2/à unidos por um "tubo"

de spins +l de secção retangular cujos lados são maiores que 2 e menores que 2/h.

O que vamos mostrar em seguida é que, partindo de uma configuração qual-
quer, o processo atinge uma configuração de .A4 num tempo inferior a eP(2-h+') com

probabilidade que vai a l quando P cresce. Então, num certo sentido, essas configurações

atraem as demais e cada configuração l7 C .A{ vai definir uma "bacia de atração" em E,

que denotaremos por -B(17), da qual ela será o mínimo de energia. Dentro dessa bacia
de atração existirão, no entanto, vários mínimos locais de energia correspondendo a con-

figurações de .A/. Os dois tipos de configurações de .Á.4 diferem nas características do cone

de energia que elas definem. A partir de uma configuração de ./Ui não atingimos nenhuma

configuração de À/ num tempo inferior a eP(2-h+'), c > 0 suficientemente pequeno, com

probabilidade que vai a l quando P cresce. Isto já não é verdade se a configuração ini-

cial for de .A42. Por exemplo, se a configuração inicial for aquela descrita anteriormente,

poderíamos atingir nesse tempo a configuração com uma linha adicional de spins +l em
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um dos cantos da junção dos paralelepípedos e o tubo

Essa configuração, digamos (, está em À/ mas ó( $ (.[ -- 2)h uma vez que a

linha adicional tem comprimento menor que .L. A partir de {] o mais provável é que essa

linha seja removida e retomemos à configuração inicial. Observe que o tempo gasto no

retorno é muito pequeno, para /7 grande, em relação àquele necessário para atingir ( de

forma que a distribuição de probabilidades finito dimensionais definida pelo processo terá

sua massa concentrada em ( para tempos menores que eP(2-h+c), c > 0 suficientemente

pequeno. Vamos mostrar agora que toda as configurações que podem ser alcançadas a

partir de configurações de .A42 com um custo energético de 2 -- /z retornam rapidamente,
na esca]a de tempo na qual ela é atingida, à configuração inicial. Esse resultado será

crucial na demonstração do Lema 7 no qual se determina o tempo de relaxação na bacia
de at.ração de uma configuração qualquer de ./U.

Lema 6 .No caso /undame7zfa/ soam l7 € M com ó, = 2

. O(O n o(,7) # o. E«!ão a(O n a(O = o s. ( # ?.
A . ( c .w z./ q«. .#(0 2 x(,z)

Dem : Primeiro observe que se p € Õ(17) então p foi obtido de 77 pela troca de um spin -l

com d-l \ azinhos +l uma vez que, dada a hipótese de 2/A g .#V, não existe outra transição

( ou sequência de transições ) com aumento de energia de 2 -- h. Seja zo a. posição desse

spin. Em p C C'(17) existe pelo menos um spin virando com taxa l cuja troca leva para

fora de C(i7). Esse spin não pode ser +l pois como p Z l7 todo spin +l em p que também

é +l em l7 ( ou seja, todo, exceto aquele no sítio z. ) vira com taxa que vai a zero quando

P cresce e, se o spin em zo vira, volt.amos a q.
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Como em l7 todo spin -l tem no máximo d-l vizinhos +l segue que um spin

l em p virando com taxa l levando para fora de C'(?) deve ter d vizinhos +l e sua troca
leva a uma configuração pi com

#(P) - -H(P-) = h (1.16)

Note que se zl é a posição do spin que virou na transição para pi então ai é

vizinho de ao e o spin +l em ao passa a virar com taxa que vai a zero quando P cresce.

Repetindo o argumento anterior podemos gerar uma sequência de configurações

po - p,pi,...,pt, p'ra algum k, com < pi,pi+i >, pi $ Pi+i, .H(pi) > .#(pi+l) para
á = 0, 1, . . . , 1 -- 1 e pt CM.

Na' hipóteses do lema estamos interessados no caso pt = ( com -H(pk) ? .H(,7)

( observe que, por construção, C(P&) n (?(17) # 0 ). No entanto basta considerar o caso

#(pi) > .H(T) uma vez que .H(pk) -- .H(q) = kÃ -- (2 -- Á) # 0 se 2/Ã gl W.

Esta condição implica óe $ (.L -- 2)ã de forma que #(pi) -- .#(pf+l) = À para

todo { = 0,1,... ,A -- 1. Sejam sri, l2,-- .,zk as posições dos spins que viram ao longo da

sequência. Vamos considerar agora a saída de C'(O.

Seja (lo = {1, (l, . . . , (ll C (?({1) uma sequência de configurações com < (i, (i+i >,

.H(&+i) > #((j) e sejam yi,3/2, . . . ,3/i as posições dos spins que viram ao longo dessa

sequência. Observe que, como p € aC'(O, temos / $ t.

A partir de 77 defina l71 como

'7i ('r
?(') se , # y.
--l caso contrário (1.17)

de tal forma que, se 77(yi) = --1, então l7 = 17:, caso contrário temos < 17,qi >e
0 $ .#(l7i)--#(i7) $ A uma vez que l7 $ (. De forma análoga, podemos definir 772, ?3, . . . , i7,.

Como {ll C a(O existe um spin +l, digamos na posição yl+i, virando com taxa l cuja
troca leva para fora de (7(O ( vede demonstração do Lema 5 ). Se esse spin também for

+l em l7i ele também vira com taxa l nesta configuração ( pois t7i $ (i ). Então definimos



Esfrutum de enelyía no es; ço de conágumções e !emp08 de nlaração. 22

ql+i como

q...- (. )
?(,) m , # y..:
--l caso contrário (1.18)

Agora, como l $ k, se i+i # então existe uma saída de C'(q) com custo en-

ergético menor que 2--h violando a hipótese óo = 2--A. Então i71+i = 17 e {yi , y2, . . . , 3/1+i } '

{3O} . . . ) gt}, e o lema está demonstrado. [JLe.. 6

Provámos agora o resultado que caracteriza as configurações de ./ç't como "cen

tro de bacias de atração", no sentido de que a partir de uma con$guração qualquer atingi
mos um elemento de ./U num tempo da ordem de e0(2-h+'), c > 0.

Lema 7 .No caso /undame7zfal se 77 C E e c > 0

Ji« p(z"'(m) < 'po'"+4) = l (1.19)

Dem : Pelo Lema l basta considerar l7 C À/ de forma que (1.19) segue se provarmos que
para 77 C .lv e ó > 0

Jlnm P(7;(M) < ePP'"+O) - 1 (1.20)

Pelo Lema 5 basta considerar l7 C À/ \ (.4 U .A4), ou seja, l7 tal que

Ó, =2 h e C(q) n (u«.4.o(O) # o (1.21)

Tomemos então ? satisfazendo (1.21). Seja ( a configuração em M atingida

após a saída de C'(i7) através de uma configuração de ê(?). Se H(O > .#(q) o Lema 6

garante que, com probabilidade que 'ç,ai a l quando P cresce, o processo retorna a l7. Como

toda con$guração de C'(17) tem probabilidade maior ou igual a .N-Ú de ser atingida em l

passo a partir de ? e vale (1.21) então um C C .A/ com #(O < .#(?) será atingido através

de C(17) num tempo inferior a eP(2-h+'), c ). 0, com probabilidade que vai a l quando P
cresce. Podemos ter três situações:
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1) Se ó( > 2 -- À então ( € .A4 e o lema é satisfeito nesse caso

2) Se óe < 2-- À e portanto óC $ (.L -- 2)h então o Lema 5 garante que uma configuração de

À/\('4U {i7}) com energia inferior àquela de i7 será atingida, com probabilidade que vai a l

quando P cresce, num tempo inferior a eP((L-2)h+') que é muito menor que eP(2-A+') para #

grande. Essa nova configuração pode satisfmer 1) ou satisfazer a condição 3) apresentada
abaixo.

3) Se óe = 2 -- /z temos duas possibilidades

3a) Se vale (]-21) então repetimos o procedimento anterior com ( tomando o

lugar de l7. Note que, como .H(O < #(17) e l E 1< oo, essa iteração não pode continuar

indefinidamente e de fato termina num tempo inferior a eP(2-A+'), € > 0 com probabilidade

tendendo a l quando P cresce. Essa sequênca terminar significa atingir uma configuração

satisfazendo 1) ou uma satisfazendo 3b) abaixo.

3b) Caso ó, = 2 -- /z mas (1 .21) não vale então (] C .M e o lema é válido também
nesse caso. .

ul,ema 7

Os ]emas anteriores permitem caracterizar .A,'f como mínimos de energia num

sentido mais forte que aquele usado na definição de M. Para cada elemento l7 C .A4

podemos definir sua bacia de atração como sendo o conjunto de todas as configurações

que têm uma probabilidade que não vai a zero quando P cresce de entrar em ./U pela
primeira vez através de l7. Mais precisamente:

Definição Bacia de atração de 77 C JU

.B(i7) = {p C E : existe c > 0 tal que P(a},(.U) ' ?) > c para todo P > 0}

E, analogamente às definições para os cones de uma configuração, temos

Definição Fronteira da bacia de ? C .A4

a-B('z) = {(1 c .B(?) n -B(p) par' p C M \ {q} }
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Definição Altura da fronteira de ? € JU

A,= mi«{#(O #(q) para € € a.B(q)}

A estrutura de mínimos e barreiras de energia desenvovida neste capítulo se

baseou fortemente das possíveis variações de energia e que à cada variação correspon-

desse um único tipo de transição. Nas aplicações desses resultados para dimensão três

apresentadas no Capítulo 2 usaremos a estrutura de mínimos e barreiras de energia não

de {a?l!:o mu de um outro processo,{a?ltZO no qual certos spíns estão congelados, i.e.

viram com taxa 0. Como isso equivale a tomar uma variação de energia infinita para
certas transições, não existe qualquer problema em definir para esse processo a bacia de

atração de uma configuração a qual será denotada por .B(q) para lembrar que se refere

ao processo modificado. Da mesma forma escreveremos a.B(0) para a fronteira da bacia
desse processo.



(llapítulo 2

Caso subcrítico tridimensional

Provámos aqui o Teorema 4

Neste capítulo l7 sempre será usado para denotar a configuração em 7? na qual

todos os spins são --l exceto aqueles no interior do paralelepípedo de lados P, (2 e R com

P $ Q S; .R. Se P < Z então l7 « M, uma vez que ó, g (Z -- 2)h e portanto l7 C ..4. Nesse

caso o Lema 5 garante que uma configuração fora de .A é atingida antes de um tempo
eP[(Z-2)A+'],c > 0, com probabilidade que vai a l quando P cresce. E imediato verificar

que essa configuração em M\.A é --l. Como .E(h) 2: (.L -- 2)h segue a limitação no tempo.

Consideramos então, a partir de agora, l7 com .L $ P $ Q $ .R.

Seja {aolt?o o processo no qual todos os spins +l dentro do paralelepípedo
definido por 77 estão congelados exceto aqueles de uma das fatias externas de lados P

e Q. Para sermos mais específicos suponhamos, sem perda de generalidade, que o par-

alelepípedo definido por ? consiste nos sítios de R := {1,...,P} xtl,...,Q} xll,..., R}.
Então {aqltZO é o processo com configuração inicial q e taxas

0

ê(z,(
c(z,(

se = CÍI,... , .P} x {l,...,Q} X {l,...,.R -- l}

caso contrário (2.1)

25
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Estabelecendo entre {a. }t2o e {â;t }t2o o acoplamento básico ou de Vaserstein

ILigl, temos

P(a? $ a?, para todo t 2: 0) = 1 (2.2)

O lema seguinte mostra que esse novo processo atinge uma configuração de
A4 \ {l7} num tempo menor que cP(E(h)+c). Usamos em sua demonstração os resultados

obtidos no capítulo l para o processo {a'7ltZO mas que também são válidos para {a'7ltZO.

Lema 8 Se l7 C R. é ía/ que .L $ P $ (2 $ -R e Q < Q. lzo caso /u7zdamezzta/ e7zfão para

lodo c > 0

/i=m P(f''(M \ {'7}) < 'P('W-'''4) = 1 (2.3)

onde, para Á C E, 7'''(.Á) = inflt ? 0 : a? C -4} e Q. = 2P/(PA -- 2) é o z,a/or czúÍco

heurÍstico obtido na introdução.

O primeiro passo para provar (2.3) consiste em determinar uma boa limitação

superior para a probabilidade desse processo deixar a bacia de atração de ? durante um

intervalo de tempo igual ao tempo de relaxação do sistema nessa bacia. Essa limitação é

obtida no próximo lema, que demonstramos antes de provar o Lema 8.

Lema 9 Se l7 C 7?. é ta7 que .Z; $ P $ Q $ -1? e Q < Q. lzo caso /u7zdamenfa/ então para

Íod. (l € .B(?) ' c > 0 .,{sle Po < .o {a/ g«e

P(IÍV(Ê'(q)) $ ePP'h+;4) Z ie'P(rW-2+H

;«m lodo /i > /io o,zde .B(i7) é a bacia de al«-ção de l7 de#nida pe/o processo { ?}.>o como
no capítulo l.

(2.4)

Dem : Seja ( uma das possíveis con$gurações obtida de q removendo os spins +l da

fatia {l,. . . ,P} x {l,. . .,Q} x {.R} e sobre esta acrescentando uma proto-gota crítica
bidimensional. Então ( C a.D(i7).
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Isto porque se o (único) spin +l virando com taxa l o fizer chegamos a uma

configuração em ]W e fora de .Ê(i7); por outro lado se um dos spins --l virando com

taxa l mudar de sinal entramos no cone de uma configuração, correspondendo a um

paralelepípedo de lados P, Q e .R -- l com um quadrado .[ x .[ em uma das faces, que
retorna a q.

Seja ( a configuração obtida de ( pela troca daquele spin +l que vira com taxa

1. Observe que -H(O -- -H(<1) = 2 -- h.

Considere o conjunto / = .Õ(i7) U {<1} e sejam {ã?jt>o o processo obtido%e

{a7}tZO pela restrição a .F e ;i sua medida invariante (ou seja, aquela dada por (1.1) com
.s

Se ( C a-B(17) então (2.4) é verdadeiro pois o processo sai dessa configuração

com taxa maior que l e a probabilidade de ocorrer uma particular transição levando para

fora de .B('7) é maior ou igual a .N-;. Então, nesse caso (( C aÊ(i7)), temos

P(f((.Ê'(0) $ .PP'"+'4) Z
1 -- c--cp(2-h+3t)

implicando (2.4) para P suficientement.e grande

Suponhamos então ( c Ê(?)/a.Ê(q).
para todo ó > 0

Nesta situação o Lema 5 fornece que,

21nm P(fC(-ê'('z)) > fC(O), F(q) < ePP'"'''4) = l (2.5)

Então

P(fC(.Ê'(0)) $ ePP'''sO) 2

P(fC('Z) < F(.Ê'('Z)); P(q) < 'PP'À+d; P(.Ê'(q)) $ ePP'"t:a) =

P(fC('7) < f((.Ê'('Z)); P(q) < ePP'''4)P(f'(Ê'(?)) $ ePP''''4) 2:

.f(P'K.; ../.
o-ÇcS" a' N é?

tb ''0

d

a

? l
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(2.6)IÍP(P''(Ê'('Z)) $ ePe'"''O)

para P suâcientemente grande. Na segunda passagem usamos a propriedade forte de

Markov e na última usamos (2.5).

A conclusão é que basta mostrar (2.4) para {l = i7

Agora usamos o acoplamento ,4 entre os processos {a?Jt>o e {&ín}.>o. Se defin.

amos T'z = infÍt 2: 0 : õ! « -8(i7)} e tomamos y = eP(2-h+2-) temos:

p(f'(Ê'(?)) > 1'') $ p(f''(.Ê'(?)) > v) (2.7)

Tomamos agora o processo {afltZO restrito a / e com configuração inicial

escolhida conforme a medida ;i e o acoplamos com {&7}.ZO através do acoplamento B de
forma que

P(IÍb'(.Ê'('7)) > y) $ -P(õ7 # õ:f par' 0 S; t $ y) + P(Õ$ C Ê(q)) (2.8)

Se l;l''' :: cP(2-A+c) temos

P(Õ? # af, 0 $ Z $ y) $ (.s«P.P(&f # af,0 $1 t $ W))[''']
e,Pe/'

,B

onde &f e aíp são processos independentes.
n
S

:F%

q.f

,:1%.P(af # &f, o $ t s; w) $ i:E} P(ãh # qll,) (2.10)

O termo do lado direito em (2.10) vai a zero quando P cresce pois, pelo Lema

6, o processo atinge 77 num tempo inferior a {eP(2-h+'); como óq > 2 -- /z o processo
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permanece no cone de l7 durante um tempo superior a eP(2-A+c), c > 0 pequeno o que
justifica a afirmação.

Usando esse fato em (2.9) temos que existe um P. > 0 tal que, para P > Pi

l suP P(&f # af,0 $ t $ W)ll'#'"j g li/2lt'''J

Já quanto ao segundo termo de (2.8)

(2.11)

P(&V « .Ê(17)) = ;i(O = e'P(E(h)-2+A)] >' e-P(H(O-H(n))]'lZ l e-P(r(h)-2+h)
(e/' Ó

para P > P2 com /32 < oo suficientemente grande.

Usando(2.11) e(2.12) em(2.8), temos

(2.12)

P(fq(.Ê'(q)) $ y) 2 I e-P(E(h)-2+h) - (1/2)L'''J Z &:-P(E(A)-2+h)

para /3 > Po, com /io < oo suficientemente grande.

(2.13)

[JI,ema 9

De posse desse resultado podemos passar à demonstração do Lema 8

P(f'(m \ {?}) 9eP('W''O) $

P(fo(./Ç'f \ {l7})) < eP(r(A)+4'); f'7(.B'(q)) < eP(r(h)+4') . eP(2-h+3'!».

P(f"(.Ê'(q)) > eP(rW+4 -- ePP''';4)

O primeiro termo de (2.14) vai a zero pelo Lema 6 Para o segundo termr

considere os tempos

(2.14)

0,
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ti = {eP(2-h+&) , i- 1,2,

Então

P(fn(.Ê'(?)) > eP(r(h)+4') eP( 2 -h+3') )

$ 1supKaM P(f"(Ê(q)) > ePP'"+;4)]''''"'-''"''-2

que vai a zero quando P cresce pelo Lema 2.2. ./' [] l,.ma 8

Já t.emos uma limitação superior para o tempo até que o processo {a?lt2o
alcance uma outra configuração de .A4 a partir de l7. Vamos verificar agora que essa
configuração atingida não é maior que ?.

Defina .E = {( C ./U \ {l7} :l (/? 1> 0} onde, se p € E, l p 1 = número de spins

+l em p. Então ..=../ i.,t («XJ

xc.A.J 'Ó

Lema 10 A'o caso /undamezzlal com l7 faJ que Z, $ P $ Q $ R e (2 < Q. e c > 0

J!:=p(í'''(.E) < 'p w-o) =o (2.15)

Antes de demonstrar esse Lema precisamos de alguns resultados adicionais

Sejam l7i, { = 1, 2 e 3 as seguintes configurações

se l $ ={ $ ii

caso contrário

onde ki :: P, ]2 :: (?e ]3 :: ]? e considere os eventos

,7.(,- , ,, , ,.) (2.16)

.Ei = {(1 € .E :l (/,7í l> 0} i = 1,2 e 3

"'''$«««.;:,.::. J''

« (j;\q )'*.

' I'' ' Y. ' "«''

{ oaAO ób4
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Então

P(f"(Z) < ePrm-O) $ >11: P(f'(.Eí) < ePFW-4)

3

l8

(2.17)

Para i= 1,2 ou 3, fixado, considere o processo {an'ltZO, com configuração

inicial ?i e no qual todos os spins +l em l7i estão congelados ( ou seja, viram com taxa 0

), acoplado com {a?ltZO através do acoplamento básico de forma que

P(a?' 2: a? para todo t) = 1 (2.18)

Vamos provar o Lema 10 verificando primeiramente que existe uma barreira

de energia de altura I'(À) entre 77 e -Ei. Pelo Lema 2 segue que o processo {a7'1tZO não

consegue atingir .Ei num tempo inferior a eP(r(h)-') o que, por (2.]8), implica (2.]5).

Essa barreira que deve ser at.ravessada para chegar a .Ei é formada pelo seguinte

conj«nto:

7'í ? ?i :l ( \ ,7. 1:

Para mostrar que é impossível passar de l7 a .Ei sem atravessar Pí basta verificar

que se ( é tal que 0 <1 (/l7{ l$ .L(-L -- 1) + 1 então € « M. Para isto definimos

,.'''''l',a - l :l cuo contrário
se =i = .j

e, para (i C X, (i =( nPi.-. l,Pvll (L- (=;/4'. q vto" ...r-
'P'b"'''-

Se €1 é tal que 0 <1 ( \ q{ l$ Z,(.L -- 1) + 1 e«tão

(2.19)

c,z-« ..* &,.:., .'.

o < }1: N l (j l$ z(.L - i) + l PI.f'(h7-el (2.20)

::* «'. «..-0,. .-=».,d« P.« , (X"'ÜW..&' ,) ...:' , '«z

ã""' c.AI ; -«Í l..l;p. : W' ..®lS. v'.'«'''"' ,.T....,.,, ..7

u«'- '%"'..«. 'k e%ff''i' .[e .4L".. rl.hl ,.q,- ?' ' e:: '
"::,IR» Í'«J'- '.J'.,.,=1-'ht 'q'''''. j /, f órç\ , z, ; .Ç :(@-4t:.f\ n rA

F/''p
u....h.««'ú F«- ''''

L

4/'pç / .
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De forma que, se .N > .N(h) (caso fundamental), existe m mina.j C {ki, ,.Nj:l
C{ 1= o}

Considere (..i. Essa configuração tem menos que .[2 spins +] no p]ano

definido por zi = m -- l de forma que mesmo se Cm-2 = Pm-2 (a camada anterior es-
tivesse completa) teríamos óC $ (Z -- 2)h o que implica ( « .A'{.

Considere agora o conjunto conexo de configurações 7{i definido por

{€1 € E : ( 2 qi e 1 (1 \ q. l$ L(Z

Então

Lema ll À'o caso /u7zdamenfaJ

pa,« !.d. (l C Hi com ( # ,7' íe«.os #(O > H(qí) (2.21)

Dem

Defina agora 4(0 como sendo contribuição da energia de ( levando-se em

conta apenas as interações no plano {= C Ax : af = .j}, isto é:

4m , E..,. «,)cü)-; E((,)' '(r,y>: ,VeXJ z' mexi
(2.22)

onde Xj {, (,-,r,,,,) € .A.«.: r. j}

Então

H(0 - .H(o;) z >: i4(0 - 4(qf)l

l«L $- 'wU'- 'k F'

(2.23)

l.â.. ... L«:" '.
tll ( si
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Verifiquemos essa desigualdade. Temos

#(o - x('1.) - Ei.q(o - .q('7.)l - lí E i((')é'(' + '.) - 'z.(')'z.(, + '.)1 (2.24)
j=] ' =eAx

onde no segundo termo no lado direito de (2.24) se = C AW então z+e. é o seu vizinho mais

próximo na direção { na rede. Observe que esse termo é não negativo pois a configuração (

possui pelo menos tantos pares de vizinhos mais próximos na direção.{ com sinais opostos

quanto aqueles que possui i7i. Com isso e com o fato de, por hipótese (l Z l7i, de forma

que XI'(O -- -q(O{) = 0 Vy C {l, . . . ,ki -- 1} obtemos (2.23).

Para cada .j fixado o termo entre colchetes no lado direito de (2.23) representa

a diferença de energia em relação ao estado fundamental de (J considerado como uma
configuração bidimensional (no plano XJ). Vamos considerar cada um desses sistemas

bidimensionais verificando que essa diferença de energia é não negativa de onde seguirá
(2.21)

Para todo .j = kj, #J+i, . . . , .N temos l (J l$ Z(.[ -- 1) + 1. Podemos t.ransformar

a configuração (li numa outra configuração (. com um único aglomerado de spins +l
transladando cada aglomerado de (f, sem deforma-lo, até que todos se toquem. Essa nova

configuração tem energia inferior àquela de (j.

Como .N > .N(À) o aglomerado único de (l não pode circundar o toro AN..

Sejam MÍ e NJ os lados do menor retângulo que engloba esse aglomerado. Seja Sj =1 Cj l
= número de spins +l de (l no plano Xj. Então

H.'(0 - 4('z.) 2 -ÀS, + 2(.U. + .A'í) (=';; (2.2õ)

Como .À/JN, ? SJ com ambos positivos temos que À/J + N, 2i 2t/SJ) Usando
este fato em (11.23) e (11.21), obtemos :

J b
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N

X(o - .#(qi) Z }: ]-hS, + 4ySJ] =

N

-h l C/qi 1 + >1: 4«SJ 2: -Á l (/qf l +4JI /qi l (2.26)

que é não negativo uma vez que 0 <1 (/l7i l< .L(Z -- 1) + 1 implica 0 <
ul,email

Vamos determinar agora a altura da barreira energética que o processo precisa

vencer para deixar 7{i. Mais precisamente, obteremos uma limitação inferior para as
energias das configurações em P. C 7{i.

Lema 12 Se <1 C p'i no caso /uzzdamenla/ então

H(0 - .H(oí) 2 i'(h) (2.27)

Dem : Novamente utilizamos a decomposição dada por (2.23). De (2.26) concluímos

que uma limitação inferior para a diferença de energias em (2.27) é obtida considerando.-

se um sistema bidimensional com os .L(.L -- 1) + 1 spins +l externos a i7i num único

aglomerado plano. Basta mostrar, então, que se p é uma configuração bidimensional com

p l= .L(Z - 1) + 1 entã.

x(p) - x(-i) 2: i'(h) (2.28)

Para verificar essa relação procederemos como na demonstração do Lema ll

transformando p numa outra configuração ( na qual os spins +l formam um único aglom-

erado. Se .À/ e .N são os lados do menor retângulo que engloba este aglomerado, temos:
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x(p) - x(-i) ã #(0 - #(-1) 2:

2(.V + .V) - ÀI.L(.t - i) + il (2.29)

Como I'(ã) = 4.[ -- ÁIZ(.t -- ]) + il obtemos

#(P) - #(-1) Z 2(.A/ + .N) - 4.[ + 1'(À)

de forma que (2.28) segue se mostrarmos que M + .N Z 2.L. Seja .À/

inteiro com k > --.L. Para todo k vale k2 + k + 1 > 0, o que implica

z-x:< z(z +J:+l +lz + Ê ' '

(2.30)

.L + k, para A

[JI,cma 12

(2.31)

e portanto .[--k $ 1 i+i l.

h4U # À/.N 2 .[(Z -- ]) + ] então N Z 1944::!)UI e, pela relação anterior,
temos ./V Z Z, -- A e portanto M + .N Z 2.[.

l

Podemos agora passar a demostração do Lema lO

De (2.18) e do fato de Pi ter que ser atravessado por {a7'1tZO para chegar a
.Ei temos

P(7""(P.) < f''(.Ei)) = 1 (2.32)

onde T''(P.) = inflt Z 0 : a?' C Pi}

Defina o processo {ain' }t2o com configuração inicial i7i e restrito a 7{í acoplado
a {a?' }tZO através do acoplamento ,4. Então

p(r(p.)= T''(p.))=i

onde T(P.) = inflt 2 0 : õ?' C P.}.

(2.33)
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Pelos Lemas 2.4 e 2.5 podemos aplicar o Lema 2 obtendo que, se c > 0

2im P(f"'(P. < ePFW-d) = 0 (2.34)

O Lema 10 segue de(2.34) junto com(2.33),(2.32) e(2.17). DL.m.IO

Dos Lemas 8 e 10 segue que {alnltZO atinge, num tempo inferior a eP(Z(A)+'),

uma configuração p € .A4 \ {i7l} com p $ ?. Ocorre que só existe uma configuração p C

/U\ {i7} com p $ i7 que possa ser atingida por esse processo que corresponde a configuração

!Z com todos os spins --l exceto aqueles em .(l,...,P} x {l,...,Q} x {l,..., .R -- l}.

Verifiquemos essa afirmação. Sqa p essa configuração em ./ç{ \ {l7} atingida pelo

processo após deixar .B(17). Todos os spins em {l,...,P} x {l,..., (2} x {l,... ,.R-- 1} são

+l ao longo de toda evolução do processo {a;7} enquanto, pelo Lema 10, a configuração p

não tem spins +l fora de l7. Se existem spins +] na fatia {],...,P} xÍ],...,Q} x {R}

estes devem formar retângulos (caso contrário p é M). Se um desses retângulos tiver o

menor lado inferior a 2//t este tende a decrescer. Por outro lado se um deles tiver o menor

lado maior que 2/À e p # }7 este retângulo tende a crescer. Como por hipótese p # l7 a
única solução é esta fatia não conter spins +l.

Disso resulta que

,in PP},.«Ú,5) - l (2.35)

Esse resultado, junto com a limitação em lfb(p l {i7}) obtida do Lema 8 e a

relação (2.2), implicam que o processo {aínltZO atinge uma configuração (l $ 1l num tempo

inferior a eO(E(h)+4') com probabilidade que vai a l quando P cresce. Se nesse instante

recomeçarmos o processo na configuração 2 C R podemos repetir o argumento de forma

que o processo atinge --l num tempo inferior a eP(r(h)+s')



Capítulo 3

Sistema bidimensional

Este capítulo considera o sistema bidimensional. Prowmos aqui os Teoremas

l e 2 e em seguida apresentamos o esquema da prova do Teorema 3. Esses teoremas, junto

com outros resultados para o modelo de lsing est.ocástico bidimensional com dinâmica de

Metrópoles são provados em INSI através de uma abordagem diferente daquela que aqui
apresentamos.

O Teorema l é, de fato, uma consequência imediata dos Lemas 1.5 e 1.7. No

cmo a) se '7 € R e /(17) - / < 2/h então ó, = (/-- 1)h e da demonstração do Lema 1.5 seg«.
que --! é atingido num tempo inferior a eP(i-i+'), c > 0, com probabilidade tendendo a

l quando # cresce. Quanto a parte b), se ? é tal que /(?) > 2/ã, então ó, - 2 -- À e da

demonstração do Lema 1.7 segue que +l é atingido num tempo inferior a eP(2-h+'), c > 0,
com probabilidade que vai a l quando P cresce.

De fato no caso bidimensional temos .,t4 = ./Ui = {--1, +1}.

Esse resultado permite separar o espaço de configurações ,E, em três subcon.
juntos disjuntos e não vazios .4, 6 e C tal que

37
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,) Se q C Á e-th

21nm p(r"(-1) < r", 7"'(-1) < exp(P(2 - à))) = l
b) Se q C C e c > 0 então

J!!nm P(7"' < r'(-!), 7"' < exp(P(2 - h + c))) = l
c) Se q € B então

i%EUíp(z"'(-i) < 1"') > o

llaE2f p(7"' < r'(-1)) > o
e para todo c > 0

/l:l=m p(r'({-1, +1}) < exp(P(2 - À + '))) = l

As configurações de .4 são aquelas que pert.encem apenas a cones de con-

figurações l7 C .À/ com ó, $ (.L -- 2)h enquanto aquelas de C pertencem apenas a cones

de configurações ( € À/ com óe ã 2 -- h. As configurações que pertencem a cones de
configurações dos dois tipos são as de B

Demonstraremos agora o Teorema 2. Seja Z) = .4UB e defina

s =7'- r(c)

ond' T = T'l(+1) e T(C) = 7''!(C).

(3.1)

Começamos mostrando que

11-(g) --} T em dist.ribuição quando P -+ oo

onde T é uma variável aleatória com distribuição exponencial de média l e 7# é definido
Dor

(3.2)

p(r(c) > 7#) = e''
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Em seguida mostramos que

'="- ---} 0 em probabilidade
7P ' (3.3)

(3.4)

de onde segue

=- --+ T em distribuição quando P --+ oo.

Em seguida verificamos que (3.2) implica no Teorema 2.

Para provar (3.2) consideramos o processo {ã?ltào, com configuração inicial

i7 C .D, restrito ao conjunto conexo Z) e acoplado a {a?ltZO pelo acoplamento A.

Seja P a medida invariante desse processo restrito a IZ). O primeiro resultado

importante é que P concentra sua massa na configuração --l pois esse é o estado de menor

energia em Z).

Lema 13 A'o caso /uzzdamenta/ em d=2

aJ pa« t.d. ,7 C D \ {--!} t.mos #(q) > X(--!)
b) P concezzlm sua massa lza con/duração --! quando P --, oo

Dem : Se l7 C ./W então o Processo X. percorre configurações de À{ numa sequência

com energias estritamente decrescentes até atingir --l ( isto segue dos argumentos da

demonstração do Lema 5). Então .#(?) > -H(--1) neste cmo. Se q « A/ então ,7 tem

energia maior que toda configuração p € .À/ com i7 C C'(p) de forma que novamente segue

H(i7) > .#(--1). Parte b) é consequência imediata de a) pela definição de jí. OZ... i,

A demonstração de (3.2) é obtida mostrando que a variável aleatória 7'(C), na

escala dada por '7p, tende a uma variável aleatória sem memória quando P cresce. ]ilais
precisamente, vamos mostrar que

Jlnm AP(', t) - 0, (3.5)
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onde

AP(s, t) =1 p(r(c) > (s + t)IP) - p(r(c) > s'yp)p(r(c) > tlP) l

Através do propriedade de Markov, temos

p(r(c) > (' + t)7P) = }1: p(r(c) > 'lp,aria = q)P(7"'(C) > t"rP)

de forma que

6.P(',t) $ p(r(c) > '7p,a;à # -l) $ P(ãRlp # -1) (3.6)

onde na últ.ima passagem usamos o processo {õt l}.ZO restrito a 1) definido anteriormente.

Acoplamos agora esse processo, via acoplamento B, com {õíPltZO, também restrito a Z) e

com configuração inicial escolhida conforme a medida P. Então

P(ãÊla # -l) $ P(õ;l # õã) + P(ãÍ., # -l) $ 2P(D \ {-l}) (3.7)

onde usamos a invariância de P na última desigualdade. Usando (3.7) em (3.6), o Lema

13 implica (3.5) e portanto (3.2).

Para provar (3.3) basta observar que ó.l > 4 -- À de forma que 7P ? eP('-h)
e que, pelo Lema 7, o tempo de relaxação de configurações em .D é menor que eP(2-h+c),

c > 0, com probabilidade que vai a l quando P cresce.

Basta agora subst.ituir IP por -ET em (3.3). Por monotonicidade

P(T > lpu) $ (P(T > ip))l"J

e de onde segue que

M =- nK-KTW - M [' -«l-..'» uà.« - ]:.--«.« ;

terminando a demonstração do Teorema2.

(3.8)
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Apresentamos agora o esquema da prova do Teorema 3

O primeiro passo consiste em obter uma limitação superior para T mostrando
que para todo c > 0

;im p(r > exp(P(I'(h) + 3'))) = 0. (3.9)
que corresponde ao análogo do Lema 8 e cuja demonstração é essencialmente a mesma.

Começamos obtendo uma boa estimativa para a probabilidade do processo atingir C num

tempo da ordem do tempo de relaxação em Z) a qual é conseguida verificando-se que para
todo c > 0 existe um /3o < oo tal que para P > /3o

P(T(C) $ "p(P((.L - l)A + 2')) ã il exp(-P'(h,.[)) (3.10)

onde e(h,Z) = .H(i7) -- -H(--1) = 41, -- L'A para ? C Ç. A desigualdade (3.10) implica

(3.9) através de um argumento totalmente análogo ao apresentado em (2.14).

Seja C o conjunto das configurações nas quais todos os spins +l estão dentro

de um quadrado .L x .[ e defina / = 2)Uf. Considere os processos {ã. l}.2. e {ãíPlt2o

restritos a /' com configurações iniciais, respectivamente, --l e escolhida com respeito a

P, a. medida de Gibbs restrita a /'. A relação (3.10) é consequência do fato das evoluções

desses dois processos, com probabilidade que vai a l quando P cresce, se tornarem indis-

tinguíveis ao cabo de um tempo da ordem do tempo de relaxação em 2) e que, num dado

instante, ãíP está em .f' \ Z) com probabilidade e'P'(h,Z,)

Dessa limitação superior para T obtemos parte c) do Teorema 3. Na passagem

entre --l e +! o processo tem que atravessar o seguinte conjunto de con$gurações

Zz, = { C E :l ,7 l= .L'}

uma vez que 1 --1 1= 0 e apenas um spin vira por vez na dinâmica do processo. Consid-

eramos agora o processo {at llt2o acoplado a {õt l}.ZO restrito a.o conjunto conexo 'H

através do acoplamento B onde

= {? c E :l q l? .L'}

A análise da energia das configurações em Zc2 mostra que somente aquelas no conjunto Ç

têm energia inferior a I'(À) + 3c para c > 0 suficientemente pequeno. Ao verificarmos que
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--l é o mínimo de energia em 7{, o que é feito como no Lema 2, podemos aplicar o Lema

2 para concluir que, quando P cresce, apenas as configurações de Ç dentre todas aquelas

de ZL2 podem ser atingidas num tempo inferior a eP(r(h)+3') no qual, por (3.9), o processo

já saiu de / de forma que segue c).

Sabendo-se que o processo passou por Ç ao deixar Z> pela primeira vez uma

análise relativamente simples de como Ç pode ser atingido a partir de configurações com

magnetização menor implica que, com grande probabilidade para P grande, esse conjunto

foi atingido após o processo passar por P de forma que segue d). Do fato de 'P ter

sido atingido na passagem de --! para +! segue que o tempo gasto nesta passagem, com

probabilidade que vai a l quando P cresce, deve ser maior que eP(r(h)-'), c > 0, uma vez

que I'(à) é a altura da barreira de energia representada por P'. Essa limitação superior

para T, junto com (3.9), termina a demonstração de a).
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