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Abstract

\4/e study a random walk in a .N dimensional hyper-
cube and exhibit resulta about stopping times when Àr
diverges.

The ârst theorem discuss the time in xvhich tu,o cou-
pling processem spend to meet. A corollary provides a
majorant for the velocity of convergence to equilibrium.

Other tree theorems treats, respectively, the time of
first return to a. point, the time of first return to a fix set
and the time of Êrst arrival in a randonl set. X\re prove
that these tomes, under a suitable rescaling, converge in
law to a mean one exponential random time.



Resumo

Nosso objeto de estudo é o passeio aleatório simples
no hipercubo de dimensão .N.

Todos os resultados obtidos referem-se a tempos de
parada quando .N diverge.

O primeiro teorema trata do tempo que dois passeios
acoplados levam para se encontrar. Como corolário obte-
mos um majorante para a velocidade de convergência ao
equilíbrio.

Os outros três t.eoreinas tratam respectivamente do
instante do primeiro retorno a um ponto já visitado, do
inst.ante de retorno a um colJjunto fixado e do instante
de encontro com un] conjunto aleatório. Nestes casos
demonstramos que esses tempos aleatórios, coveniente-
mente normalizados, conveigena en] lei a uma exponen-
cial de parâmetro l
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1.Introdução:

Neste trabalho estuda'amos tempos de pu'ada pua um passeio aleatório homogéneo

em um hipercubo de dimensão .N, obtendo resultados assintóticos.

A cada instante o processo assumirá uma configuração que será uma sequência de

.N elementos pertencentes ao conjunto {--l, +l} . Teremos portanto 2W configurações

distintas que podem ser consideradas os vértices do hipercubo.

A evolução do processo dar-se-á em tempo discreto e pode ser descrita da seguinte

maneira: a cada passo com probabilidade { o passeio permanecerá no mesmo lugar e com

probabilidaxie { modificará um de seus elementos escolhido de maneira uniforme.

Em nosso primeiro teorema, exíbiremos a escala de tempo em que dois passeios

aleatórios acoplados se encontram quando Ar diverge. O mesmo teorema pode ser en-

contrado em jl], mas aqui, a demonstração está bastante simpliâcada.

O segundo teorema trata do instant.e do primeiro retorno a unia posição já visitada pelo

passeio. Neste teorema caracterizarenaos, com probabilidade 1, como será est.e primeiro

retomo quando .AT diverge. Este resultado faz parte de um artigo de Axila,Cassandro e
G alves .

O terceiro teorema trata do tempo de retorno a um conjunto fixado. Este tempo,

devidamente nomlahzado, converge em lei a unia exponencial de pa.râmet.ro l quando Ar

diverge. O que foi feito neste teorema generaliza un) resultado de Bellman e Harüs l31

onde é tratado o tempo de retorno a uma única posição fixada. O artigo de Bellman e

barris estuda o modelo de Ehrenfest do qual o passeio aleatório no hipercubo é uma espécie

de versão microscópica. A nossa demonstração aborda o problema de maneira análoga a

de Cassandro, Galves, Olivieri e Vares em ]2] juntamente com o segundo teorema.

Nosso quarto resultado refere-se ao instante de chegada do passeio a um conjunto

aleatório .?l/ C .H.N . Cada ponto do hipercubo pertencerá a M com probabilidade
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7$T,'y > 0, independentemente dos demais pontos e do passeio. Pontos em À/ serão
chamados de pontos pretos.

Mostramos que o tempo necessário pua o passeio alcançar M, normalizado pela den-

sidade de pontos pretos, converge em lei a uma exponencial de parâmetro l quando .N

diverge.

O modelo descrito acima foi estudado por Cassan&o, Galves e Picco em jll, o qual

serviu de motivação geral para este trabalho. Nosso objetivo foi desenvolver e refinar

alguns resultados que ali aparecem.

Na sequência apresentaremos a descrição do modelo e anunciaremos os quatro princi

pais resultados. Após essa seção seguirão as respectivas demonstrações



11. Notação, Deânições e Principais Resultados

O Pn8eio ÁZcatáHo .Fompeê eQ o Xlpcrctiõo

Denotuemos por HW = {--1,+11X o conjunto de configurações com Ar spins

:LI( hipercubo ).

Elementos de .HX serão representados por o e (, ou seja, a = (ai,. .. ,a/v) onde

ai C {+l,-l}, V! C {l,. . . ,.N}.

Dado .j € {1, . . . ,.N} e a C XW, a configuração obtida. a partir de a por uma troca

de spin na posição .j será dada por aJ, isto é

a

(a)f, se { = .j

Primeiramente definiremos o passeio aleatório homogéneo a(t) em .HX

Tomaremos a(0) = q, ? € .HA, e consider«erros a seguinte evolução estocástica em

.H/.,: dada a configuração a(t) no tenapo t escolhemos un] índice { € {1,. ..,.A:} com

probabilidade + e tornaremos o spin ai + l com proba4)ilidade {

Uma realização desta evolução estocástica pode ser obtida da. seguinte maneira : antro.

duzimos duas seqiiências independentes de variáveis aleatórias .r(t) e U(t) onde t = 1, 2,

Estas sã.o definidas enl um nox'o espaço de probabilidade (QA, , /h, .PP.,).

As variáveis aleatórias .r(f) assumem valores no conjunto {l, . . . ,.N}, são indepen

dentes e identicamente distribuídas e para qua]quer X' C {], . . . ,.Ar}, #'Wl](f) = 1} = ]

As variáveis aleatórias U(t) são independentes, identicamente distribuídas com dis

tribuiçãounifo:me em ]O,l], istoé , .Pw(U(t) <u)=u para V u € 1O,l].
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Assim,

« ]'(t,«,) # { ;

* J'(t,«') = {; ü(t,«,) < {;

se .r(t,',) = i; U(t,',) Z {

O passeio aleatório homogéneo pode ser construído a partir de um outro passeio

aleatório ((t) . Tomamos ((0) = Ó,,7 C .H.y e definimos ((t) ,t € .W, como «m passeio

aleatório em .a.y, definido no espaço de proba.bilidade (Qo, Zo , .Po) com probabilidade de
transição dada por:

#:'o(((k+l)- '7'l(l(k) -'7) - X, pa« t'd' k 2 0,{C {l,...,A'} e ,7 C #À'

Obs"v'm's que .Po(((k + l) = ,71((X') = ,7) =0

Introduziremos agora um meio aleat.ócio em nosso espaço de configurações

Seja .M um subconjunto aleatório de .#À' , definido no espaço de probabilidade

(©x,/'x,l#5x) . Cada ponto do hipercubo pertencerá a .À/ com probabilidade -j;;, 7 > 0,

independentemente dos outros pontos, ou seja: terá dist.ribuiçâ.o de Bernoulli.

Assim para qualquer F C .HA,

7'(.M n .r - o) - (1 - )L')t'i

onde l.PI é o cardina] de .F.

A partir de agora, se nenhuma anabiguidade ocorrer, omitiremos os índices dos espaços
de probabilidades.
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(' : passeio aleatório homogêneo com configuração inicial ('(0) = (--1,

(+ : passeio aleatório homogéneo com configuração inicial (+(0) = (+1,

(o : passeio aleatório homogéneo com configuração inicial 77 C .H'X.

a' : passeio aleatório homogéneo com configuração inicial a'(0) = (--1,

a+ : passeio alleatório homogéneo com con$guração inicial a+(0) = (+1,

aq ; passeio aleatório homogéneo com configuração inicial 77 C .H'W.

ti (t > o : ''''(t) = ''(t)).

th( = inf(f > 0 : a"(t) = a((t)).

Vl0, .W'l = {a+(0), . .. , a+(.N')}.

)

)

9

)

1)

1)

+1)

Obs.: A diferença entre ((t) e a({) é que ((í) salta a cada passo com probabilidade l,

enquanto que o-(f) tem probabilidade { de nâo saltar.

.Re3uZtados .PHncÍpaÍ3

Considere dois passeios homogêneos a+(t) e a'({) construídos simultaneamente com

o auxílio das va:iá''eís aleatórias /(f) e Z./(f)

O teorema 1, a seguir, mostrará que o núnleio de passos necessários para os dois

passeios acima se encontrarem será da orden) de Ar/og.A' quando .Ar diverge.

Este resultado, será muito utilizado en] outras demonstrações.
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7b,-:. .r: Sej, t; = i-f(t > 0 : a+(t) = a'(t)). Então,

xhum«(INêN--l »') -', »;»..

O teorema 11, a seguir, prova que o primeiro retorno do passeio (l(t) a uma posição) já

visitada será, com probabilidade 1, do tipo C(.j) # (({) V{,.j $ k + l,(l(k + 2) = ((k).

Teor'ma 11; Sd'm S]« = inf(A > 0 : ((1) C {((0),... ,((k -- 1)}) e

I'] = inf(Ã' > 0 : .r(À-) = J(X- -- 1)). Então,

wlyl.; Z'(S«' - r.) - l

O terceiro teorema trata do tempo que a+(t) gasta para retomar a um conjunto

fixado. Este tempo, convenientemente normalizado, tem ]ei exponencial de parâmetro l
quando .Ar diverge.

Te«'m. nl; Sej-. R«- = i«f(k > 0 : ''(À') c Vl0,A''l) .

P«; (« C A' : .P(.RÀ' ? n) $ .-: ).
Então, para 0 < 1' < 1 temos:

,Jy:,.,.p(a«' > p«,t) - '''

O próximo resultado refere-se ao ten3po gasto, pelo passeio holnogêneo ((t) , para

alcançar un] post.o do conjunt.o .À./

Te«ema n'; Seja Q = inf(t > 0 : ((f) € Ã/) Para. 0 < 7 < 1 e. ó > 0 temos

JÜ.''(i«'w » «''o - .''
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A demonstração do último teorema utiliza'á fortemente o fato de que a.s posições

ocupadas pelo processo serão distintas a cada passo em um tempo da ordem de NI quando
.N diverge.

Os teoremas ll e IV foram enunciados para o passeio ((t), suas extensões para o
passeio homogênm a(t) são imediatas.

Por convenção N'rt [.N't]



111. Resultad06

lll.l .Dcmonstfwcão do Zeonma .r

A seguir verificaremos que dois passeios homogêneos acoplados com con6gurações

iniciais tais que sua distância seja máxima, encontrar-se-âo em um tempo de ordem JVZog.N

com probabilidade l quando .N diverge.

Teore ma l

lim }7liliN: = 1 em probabilidade.

Demonstração

Como mencionamos, a+(t) e a'(t) serão const«:idos usando o mesmo «, , isto é , a

mesma escolha de índices ](f,«,) e a mesma escolha de U(t,«,) da seguinte naaneira:

dados a+(f), a'(t) e .r(t + 1) = á,

seU(t+l)<{ então a+(t+l)=+1, a'(t+l)=+1;

se U(t + l) > { e«tão a+(t + 1) = --1, a'(t + l) = l

Ch-,o .0A'(«)
dois passeios

a/(n) - aÍ(n) 1 , a distância no inst«:te « entre os



Pela evolução de a(t) temos que .DN(n) é uma Cadeia de Mukov em
{0, $, . . . , '1Ç?l, 1}, com probabilidade de traí.siçao da,da por:

' ,, '- ..}' ' >''" k

se y = a;

se y = 3 -- $;

caso contrário.

Primeiramente notamos que

]

K ./

.P(., 3/) =

onde À] = 1 e Àk para k = 2,...,N são varia.x,eis aleatórias independentes,

geométricas de para.metro pt = 1 -- {!iÕD

O tempo Àk é exatament.e o número de passos que o processo D.N(n) gasta para ir

Temos ent.âo que suas esperanças e variâncias valem respectivamente

.E(ÀI)- Ê-- N
Àr -- k+ ] }

I'(À* )

Agora,

.E(ti,) - >ll: .n(.x*)[-]

A (k -- l )

9



Como
N
J' { = ZogN , temos
l

.NZ.g(N 1) $ .D(ti) $ .N(l + logo)

Assim para qualquer c > 0,

«'(I'i -fl''mi ;' ' '«p) '
v'(t;)

.2 IZ(ti)I'

N
C'lE w:ãi:J'k-]

«Ê#:h
.' "" [Ê .M]'
.A'(.N< i)Itp-ln +

e2 N'z \otan

.A'(.N
A' l

i) E
k-l

e2 Na lagar

A'(.A'
<

ta Na log'zN

.N(.N - i) ll + { - é;NiBI
e2 Na log'z N

}
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Passando ao limite quando .N diverge temos que

wh=m"(ldÜ-:l».)-'. $ k'

Corolário 1: Sejam a'z e a( passeios homogéneos em .HX construídos simultaneamente,

com configurações iniciais t7,(. Suponha que .DW(0) = JZg , onde 0 $ / $ 1. Então,

,JR.«:'(.'« #.'a("») -.,
para qualquer t(N) que satisfaça Imi l(N) . oo

Demonstração: Primeiro notamos que:

t; = inf(t > 0: {.r(1),...,.r(t)} = {1,. . . , .A'}).

Assim.
,Pa

/

«(''«("»*.'« ) '.T«*»*p

< ]v(/'gÀ' + l)
' t(.A')

Portanto pol hipótese temos que

,.}=.«'('"«o #.'«mu) -..

O próximo corolário nos fornecerá um majorante para a velocidade de convergência

ao equilíbrio.
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Corolário [[: Seja t(N) ta] que JJim li;$gk = m. Então,

Nh=m l.«'(.'e("» - o - á l - .

<

onde ( C .HX

Demonstração:

Seja u(17) = jÇ a medida uniforme em .H/v. Esta medida é invariante com respeito à

evolução do passeio homogéneo, ou seja,

«©- E «u'"(.'«(.«w -0
Assim,

.p('''(t(A:)) - 0 - 4 l.P(a''(t(N))).P(a"(t(À')) = 0

>: «(,z)lz"(''''(t(A')) .P(a'(t(A')) = 0

$ >11: «('7) s«P .P(''''(t(.A')) # .'"(t(N)))

Passa.ndo ao limit.e em .Ar e ut.ilizando o corolário l a expressão acima vai a zero e

port.cinto temos o resultado.

Nota: O processo ((t) é periódico, além disso, para qualquer acoplamento, dois processos

com configurações iniciais que diferem em um número ímpar de posições nunca poderão

se encontrar, sendo que a distância mínima entre eles será a equivalente a uma posição

diferente. Do teorema 1, temos que a distância em um tempo da ordem .NJog.N entre dois

passeios acoplados (le(t) e (C(t) será menor ou igual a + quando .N diverge.

12



l ão do

Considere os seguintes eventos

; {(i,,{,)Cll,...,N}'

ã = {({],,...,{?z) € {1,...,N}'l : .}l: lÍi:f.} € {0,2,...,2Z} V{ eÍI,...,.M}
e({k,...,íi+2«-i) «J«,VmCÍI,...,/--l}, Ã-? le k+2m--l$2/

Lema 1: Para / 2 3 temos

.":' ({.'m, . . . , 'P0}

Demontração

"({'m, . . . ,'':o} . .,) - g
Primeiramente notamos que IIZI < 2.Ar2Z'2 pois nas duas últimas posições os índices

estão fixa.dos a menos de uma permutação.

Agora dividiremos o conjunto JI elll dois conjuntos diguntos: aqueles em que M três

últimas posições são ocupadas por índices distintos entre si e aqueles em que nas três
últimas posições aparecem apena.s dois índices distintos entre si.

Denotaremos esses conjuntos por J; e J.Í' respectivamente

Temos então que: IJ.l ;/l + l;;'

13



Note que:

a) IJ;l É 31 .N21'a , pois as três últimas posições devem está' 6xadas, 8 menos de
uma permutação, pu'a que ocorra retomo.

b) lai"l $ .N liz-il , pois eliminando o par que aparece nas três última.s posições

temos exatamente um retomo do tipo Ji-i ; além disso, o allgaHsmo repetido pode assuimr
no máximo .N valores.

Portanto,

./V2z ' ./V21
; . .N IJl-ll
+--ãÜ

3 N '2Nat-4
+ ---Nn

..1
' NS

Introduziremos agora as seguintes variáveis aleatórias

Sx = inf(X- ? 2 : ((k) C t'l0,1 -- 11),onde Vl0, X' -- ll = {((0),... , (l(t -- l)};

['- = iN'(X' ã 2 : ]'(A) - l)),

I'l = iM(À' 2: 2/:(.r(À' - 2/+ 1),.. ., .r(1)) € JI).

Lema ll : Para / > 3 temos

z'(i'' $ ") $ « iiã
Demonstração

14



.P(Fi $ n) = }1: p'(ri = x:)
i=21

E ,'((.'o - :' -'- n, . . . , 'm) g '.,j « ';

(.r(k - 2/ + 1), . . . , ]'(k» C JI)

n

E. "' («@ - ,' -- u, . . . , 'a» ' '.)k-21

(« - :o""(«w, . . . , 'PU ' '.)
Portanto, utilizando o resultado do lema l temos:

"(-, . «) .

Teorema ll Para SA, e I'i como definidos anteriorment.e temos

,.}B:,.,""('« - --)

Demonstração: Inicialmente observanaos que SA, - min I'i
1>1

Para. provarmos este teorema é suficient.e mostrar que:

Xllm .P(I'l < .A'l-tó < ml2nZ>,1'l) - 1, para algum ó > 0.

15



Primeiro notamos que

.nJim .P(I'] < N''+') - .rJ!!:.:,l -- .P(I'i > N''+')

lim l
N --. co

l ~Ni+ó- (l - É) - 1N

Por outrolado,

.p(N'''''<ü= i'.)a:i-2:lí.-
z2a '

Se tomarmos 0 < ó < { a última expressão vai a l quando .N diverge. Isto conclui a
demonstração do teorema.

Corolário 111: Para 0 < ' < 1 temos

JR. "' (i{«o, , «.À''0} 1 - .n''' -- :)
Demonstração

JR.«:'(i{«o, .. . ,«""oli- "''* -- :) - J=.«:'('«, » «'':)

in.''(-: » «'*)
l \N'tlin) fl l

.Ar

16



nenciall de pw'âmetro l

Demonstração: Basta provarmos que para qualquer t > 0, temos:

AJi« .P(SW > t.N)

l"'(',« »' '") - '''(- » ,") l ' «'(-- # '«,).

P':' '""m. m, ,.}y::, ""(r, # s«,)

Poroutrolado,

NbHm '''(-: » '") - JBi.,(: - ;y';' - .-:

jU.«'('«, » :«) - .-'

converge em lei pu'a 8 distribuição expo-

Agora j

Portantor )

17



n1.3 Demomtracâo do 7bazema .In

Obteremos agora resultados sobre o tempo de retomo do processo a+(t) ao codunto

V[0, N"r]. A partir de agora V]0, N'V] gera denotado por F

Considere

R«,-i«f(,»À':.'(')'''), .

.''©''')."h -:«í('» '

llÚoposiÇão l Para 0<7< 1 e 0< ó <

Jn.'"('«. » "''-'-') - :
Demonstração

Do teorema ll temos que

wl=!.,.P(U'2,F' < .A'''')
Sendo assim

.!:Z.,.p(x«: $ A'''''') - .l=t:, .p(''(A'' + l) - "'''(A''))

..: ii. a=.
' À'--. .o .A'

Como por hipótese 0 < 7 < 1 o limjt.e acima. é zero

Portanto.

,.}e.""("« » «'-'-')
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Proposição [[ : Seja .F um conjunto fixado de cu'dina] N'v, 0 < 7 < 1. Pu'a ó ta] que

7 + ó <'1, V q « .F fixado temos:

JeL'Kq » "''''o - :
\?

\

Demonstração: Sem perda de generalidade a demonstração será feita para o processo

(lq Primeiramente mostraremos que para uma configuração fixada em .F, o processo (q

gastará um tempo maior que .Ari+ó para encontra-la quando .N diverge.

Fix' ( C F . D'âna d(n) = { E l (:(n)i=1'q
instante n. Por hipótese, d(0) ? 1 pois Q\« .F

N
(i l adistânciadopasseio ('l a ( no

Observe que d(n) evolue como o modelo de Ehrenfest; ou seja, uma cadeia de Markov

com espaço de estados {0, 1, . . . , .Ar} e probabilidades de transição dadas por:

se j = ã + l;

se j = í - l

B

Sejam

n] = inf(n > 1 : d(n) = 2),

n2 ' inf(n > n] : d(n) = 2), e assim sucessivamente

A cada retomo ao ponto "2", a probabilidade de em seguida visitar o ponto "0" antes

de voltar ao "2" é )ê!. . . l \

p ,.üb*- ,.----h ,.;ü.A
d(ni + 2'1 /É:: 0). Ü.tão o tempo para fo alcançar d' é lnNor ouSda.K

igual a .K

19



Mas,

.p(x' > t) = )1: .p(x' = t + .j)
.««---, r- «Jb.«««.,u J=- ,

bl'. llt'l:; :"'''«- * ', * ., ,....=E=:=ll:=' 1.-,
4,1

N' , à

Note que para t - ]Vl+ó o limite aci'ma vai a zercíquando .Ar di

Agora temiinaremos a demonstração observando que:

.b, h .l......:u .. ç, %,.Ê=... q u'*í
.P(("(1') C F, p'.-% 'lgum

««A '.~ ''t-'h ,.~. ...c-k=-, .«. F t,':A.-'. .«-
$ }, #'(d(u) = 0, p';a ág"m u $ .N'l' l d(0j = d((,,7))

(€F

$ .A''.P(d(«) = 0, par' alga, « $ .N'+' l d(0) = 1)
? {= õ= J. --) e

' ".' (: - o - él"'F=':l\'. = ?

- .&'(: - '«,{"'''''''..o - é )})

- «'(: - .«,{"'-'-']-(á -- á: -'. ...)]})

\

verde

)(
3

-ÊQ- 2

\

qA«

u < .Arl+ó

t.f



- "'(: - «,{-,"'-' - :«,'-: - g«,'-' - . . .D

- "'(: - [: - '"'-- -- ,.«,"-' - Ê";'-' -- '.«'''-' .

- .M'2.w'-t'+ .(x).

Portanto passando ao limite e utilizando a hipótese 7 + ó < 1 temos o resultado.

Proposição 111 : Para 0 < 7 < 1 e quallquer t(.N)....l Oue ;Jlm !(gÀ:= - 0 temos{ <'"~

P,7«' ' ,e-)
Rm >..«.) . : -\ (q

7..,.\ f'-.- ~A@,

Demonstração :

."'("«' ' :(")) - "(''W ' ' -«. .::«» * ' :MO)

. «'(.-''M ' .': -,« ',:."- , . "''-''')-*

-- "'('-''m ' ': -,,. ,:«« "'''' « ' ' *no)

- «'("«, '« "'-'-') -' ""(','-'-© ' .': -,« -:«- "'''''' « * ' :("))

C.m. p'l' p''p';içã' l ,.lyk p(.R«- $ .N''''') = 0, t.m
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É

«''("~ $ '(.'Y))'$ .@O,} "(.'U ' F, -«. -.«m "''' « , $ '("))

= o(N).l:b#'(a+(t) C F, p'r' 'lgum .N:+' < t $ t(N))

-- .P(a"(t) C F, p,r' 'lg«» .N:+' < t 5; t(.V)) +

+ .P(a"(t) C F, par« 'lgum .M'+' < t $ t(.M))

$ o(.N) + >ll: «('7) .P(a+(t) C F, p'r' algum .A''+'

Z''(a"(t) C F,par' 'lg-, .A''+' < t 5; t(N)) +

>l: «(,7).P(a"(t) C /', pa:' algum .M:+' < t $ t(N))

5; o(.A') + >ll: «(,7)s«P -P(''''(.M:''';) # ''-"(.M:'''')) +
ilEHN n

:F-:* t(w)
+ >:í"(''zjl >1: .p(«"(t)c .p)

qeH&'----''' u-- N\'t

$;k#) + >: «(o):«p.p('''"(.m:+') # .'"(.v:'''')) +

(.N' + l)t(A')

Passando ao limite em .N , utilizando o teore

cidade acima vai a zero para algum 0 < ó < 1.

/

l

< t $ t(.N))

ina. l e a. hipótese temos que a probabi)



Portanto,

Je.«'(««, » ,oo) - :

Proposição IV : Para ó,c > 0 e qualquer t(.N) tal que wlm 1lilY?l;)li1lÉ;l? = oo temos

wlyl:,.P(.R«, $ t(N)) - l.

Demonstração: Considere os eventos .4, = {a(s) C /'} e defina Z uma vmiável aleató-ia
t(]v)

positiva. da seguinte maneira: Z = )ll: l{.4.}.s=0

Note que {Z > 0} = {.ah $ t(.N)}

Aplicando desigualdade de Cauchy-Schwa.rz ao produto ZI {z>o} temos que:

.P(z >o) ?
l.E(z)I'

rlDDllll,

.P(Z > 0) .$ t(A'))

i:iií8::: ii::ii1l * .'«''

+ o(.A')
.E(E:!=:... IÍ,{. }+ E«#, l{..4.}l{..4.})

(t(N) - .M'+ó)«(F) + Euv. P(.A« n .A,) + '('A')

(t(.w) -- .w'+'): «(.Fy
(t(.N) - .N:+')«(.F) + EI«-,l>w:--. .p(.A« n .A,) + Ei« ,l w:.-.]''(.A«n.A,) +'(M)

23



Agora observe que

,)

.p(.A« n .A,)
t(N)

>l: (t(.x)
k = /V 1 + ó

1)]"(.(k) C F, a(0) € .F)
l u -- sl>N 1 + ó

t( ]V )

>l: (t(.N)
k= ]v ] + ó

1) >1: «(,7).P(a(k) C .Fla(0)
?€F

q)

t(N)

>: (t(.N)
k = /V i+ ó

l)x

x {>1: «('1) }: "(Ola''(''(k) c r'l"p)
ileF ec.FíÀ,

q)

.p('c(k) c r'l'(o) - Ol+

+ }: «('z) >1: «(Oa''(«(k) c .pl''(o)
i7€F (CHx

t(N)
$ }: (t(.A')

k -: Ar i+ ó

1+1)x

x l>ii: «('z) }: "(oz''(''"(k) # "((k)) + «(.Fy
í?eF CC//A

24



que:
t(N)

.P(4«n.A,) $ >: (t(.N) - k+l)x
k=.Nt+ó

x l>1: «('Z) >1: "(OaKeWÍILt-U + «(F')'l
qer' eeH "

':à:ü (*p'o - k + i) l"pDaKew;:J] + «(.n

t(.M)Zogt(.N) N(Zog.A' + l) «(.F) + t(.Vy«(.P)'

$ t(.Ary+'.N(/og.Ar + l)z,(F) + t(.AÍ)' u(.Fy

]''(.4« n .A,) $ t(.Ar).A''+'«(.F)

Passando ao linaite en] .N ten)os por hip(5tese que:

Jy::,.p(ah :$ t(a'))

Ba.sta mostrarmos agora que

,.IU:. l.p(-nh > t(A')) - .p(.R«, > t(A'))

Usando a desigualdade de Markov e a majoração que aparece no teorema l obtemos

b)

l u -- sl>N 1 + ó

sl<Ari+ó

25



as proposições l e ll temos que:

.p(.Rh > t(.v)) - .p(a«, > t(.v))
$ s"p Z"'(a"(.M:'F') # '''(.N'''')) .

q

Pelo teorema l a probabilidade acima vai a 0 quando .N diverge.

Obs.: As proposições 111 e IV nos fornecem limitantes para .E(.RW) qual

PW = min(n C .m' : Z'(.Rw ã n) $ .-:). Então

wly:,:,.P(.R«, ? P«,) - '''

Mas pe]

Lema lll Considere] )

ubuve

Pela definição de /9W temos (lue:

IPÇRN > $N)$.e'

Como,

Õ$1PÇRN'Z I3N--'q--IPÇRN'Z13N)$1PÇI3N 'L $:RN<. DN)

concluiremos a demonstra.ção utilizando a propriedade de Maréov

.P(P/« - I $ .RN < PN) = #'(P/« - I $ .RN < PN I a+(#P., - 1) g .F) X

x .P(a+(P«, - l) « -F)

[) C .F l a(0) g' .F) ]':''(a+(P«, - ]) g' .F)

26



]''(a(1) € /' 1 a(o) « /') l.P(a+(P«, F)

>: «('7).P(a"(#«, F') +

+ >1: «('7).P(a'(P«.

.P(a(1) C F' l '(0) g' /') lZ''(a''(P«, - 1) g' r')

«(q) .P (aq(PwE o e'.pl +

+ 2=j;ln.p(«(i) c /' l '(o) e' /')

$ .P(a(1) c -F l '(o) g' /') >1: «('7)l-P(a''(P«'
ileHN

1) «.F)

.p('"@~ - n g .F)l + Z=j;'W-r

u(??) suP .P o # .'"w«- - u) + !=j;w -r
Passando ao limite quando .Ar diverge temos que o primeiro termo vai a. zero pelo

teorema l e o segundo vai a zero pelo corolário 111 e pela hipótese

Portanto

,.llE.,.p(.a«, ? P«,) - '''

Notação: a(Pw) = a(l#wl)
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Lema IV: Existe um número real cv satisfazendo e'i $ a < 1 tal que para .N suficien

temente grande e qualquer inteiro n temos:

.P(R«. Z P«.«) $ a"

Demonstração: A verificação do resultado será feita por indução

Para n = 1 o resulta.do é direto pois poi definição

P/. = n.inln C .W : .P(Rw 2 Pw) 5; .-: }.

Assumiremos apoia que a. desigualdade vale para o inteiro 7t. Provarelnos para n + l

usando a propriedade de Markov.

.p(.n«- 2 #«.(,' + i)) >1: -p(a«. ? p«.«, .'(#«,")

.P(.R«, 2 #«. l a(0)

$ ]''(.R/., 2 PWn.) sup .P(nA' ? ,8/v l a(0)

$ '-" ;«p #:'(.R«, 2 P«. l a(0)

Agora. pela. proposição l e ll temos que:

P ÇRh 'Z l3N) I''ÇRn'Z l3N)

Z'(.Rh ? PN,a"(«) g F, « $ .A':+')

- .P(.R«. ? P«,,.'''(«) « -F, « $ .A'''''')

$ ;«P 2''(.'''(N:'''') # '"(.A''''''))

Pelo teorema l temos que a probabilidade acima converge a zero quando .N diverge
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Assim, para .N suficientemente grande temos

Z''(.R«, > P«.(n + 1)) S; a"e''

Teorema 111: Para 0 < 7 < 1 temos que: I'l::) ( 'li;'

Je.«(: » *)

Demonstração: Para verificarmos que RW normalizado por /9A' tem lei exponencial de

parâmetro l quando .N diverge basta provarmos que

,) ,.ly:,.,-eHÜ - l.

H Jg,. l"'(':«, » p«,« -- 4) - «'(««, » p«,*) «'(««, » p«,.) - .,
para qualquers,t Êxados.

obs.: 1) 0 segundo item garante que se a lei de .gS- converge quando .N --} oo, o limite
precisa. ser unia lei exponencia.l ( talvez degenerada). Por outro lado, o lema 111 juntament.e

com este item inaplicain que se t é un] número racional positivo, então o limite

,.llE.,.p(-n», 2 P«,t)

existe e é Igual a e''. Como a. lei exponencial é contínua, isto é suficiente para provar a.

convergência para todo t real, o que conclui a prova

2) Esta técnica foi utilizada. eni l21 pai'a a den)onstlação de outro resultado podendo
servir como referência

prova de a)

nP- - k l:«çn~ » Ü'*

- 1:« € » ü«
29



Passando ao limite em N e utilizando o lema IV podemos aplicar o teorema da con.

vergência dominada de Lebesgue obtendo:

nll' « q » ü«* - ~

prova de b) : Primeiramente vamos mostrar o resultado para uma conâguração inicial
escolhida uniformemente em .H/y

Observe os seguintes fatos

Fato l:

E «u«'(.-x » p«,o + 4)

E «M''(.-(«) gr,

v« ' {:,. . ., P«,*} u {P«,' -'.. ,.,'-''', . .. , P«,« -'- 4})

E «oo«-(.«(«) . ',
qeHn

p"' 'lg": « € {#wt + l,. . ,P,..t + A':''''})

PXf+Ari+ó

$ E «oo E E«'(.'"(«)-0
rlÇ:HN u-- gNt (eF

' 2w

Assim a probabilidade a.cima vai a zero quando .N diverge
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Fato 2

E «w«'(.-h » p« .)

- E «M«''(.'"(«) g p,"« . {"''''',... ,P«,.})
i7 € H/.r

' E «w"'('"(«) ' ',-,-. .:;"": « ' ':,. ..,'"'';})

E«w E E."'(.'"-0
VeHX u=1 (e/'

. .N:+'(.A'' + l)
' 2w

Novamente, quando .N diverge a. proba.bilidade acima vai a. zero

Fato 3: Considere a. seguinte expressão:

E «w''(«h » a«,o + 4)

E «oo.«:'("z :» #«,*) E «u«'("K, » p« .)qeHNaleFIN

Agora. utilizando a. proprieda.de de Markov, os fa.tos l e 2 a expressão acima. é limitada

E E «w.«'(«h » p«,*,."w«,o - «)
qCHw KQF

*[.":'('"(«) g ',"« . {"''''',. . .,#«,.})

(«) « ',"« . {'"''''',. ..,p« .})l

.L "w : .n " ('"(":'o # ."(«'-'-o)
31



Assim, passando ao limite quando .N diverge e utilizando o teorema l temos que a
expressão acima vai a zero.

Resta-nos mostrar agora que

Je. «'(«,« » p« ,)
.Pr.RIN » P,.,') - o.

Com efeito,

.«'(".« » P«,,) - .«' (.'-''(«) g ''"« . {"''''', . . . , P«,,})

' «("~ « «:*')

Da. mesma forma.,

p«,,)(.«(«) « e"« . {"':''',. ..,p«.,})

< P( R'!N .:: ,..:-''-;)
Portanto.

«'(««,» P~') .P N '' ,«.:)

' l«'('-'-(«) g p,"« . {"'''''',...,P«.*})

« ('"(«) g ', v« . {"'''''', . . . , ,«,,})

' .W, «'(.'(.«,:'''D # ."0''-'-D) .
l?e/Jx \ /

Agora passalldo ao limite quando .Ar diverge e utilizando o teorema l temos o resultado
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Lema V : ( Lema da Reâexão )

Para u, s fixados temos:

«'("t.,'] '"t. -- :,. -- «] - ") - «(«[.,« - :] ' "t«,« -- .] - .)

Demonstração

Seja C a classe de conjuntos tal que:

C , {2.);c = 1,2, é pa.r pala todo { C {l,

Note que se a(k) = ,7 : :' = q então ({i,

Primeiramente notamos que:

z" (t'lo, 'l n vl. + i, . + «l

+l,. + ul,... ,a(') g I''l' + l,s + «l)
,...,á«,:)gC, p'r' '+l$ "'- 5;'+u,

(ã', .,{«.)«C, P«" '+15;«,.$.+")

) {l) C C

Poi outro lado.

«'(''t.,« [«,«--.]-")

(«) g Vlo," - ll,... ,a(" + ') g }''l0,u - il)
=.P((á«,.,...,i..) gC, pa:' l$ ,n- 5;« -- l

(á«..,...,i«+,) g'C pa:a l 5; m, $ " -- 1)

Portanto temos a igualdade das probabilidades.

Corolário V

JR."'("t.,'"'] ''. "]"' -- :,"' -'. "' -- :] # ') - .
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Demonstração
T TJ. : 1= . . . J Q o lema IV temos que:

z''(}'lo, x'l n t'l.v' + i, .v' + .v' + il

lo, x'l n t'l.w' + i, .v' + x' + il

«(,~ » «' * «' * :) .

,ndo ao limite e utilizando a proposição IV temos:

Ju. «' («[., «''] ' "1"' -- :, ."'' -- "' -- :] ,' ") -0
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111.4 .:DelBQD$tração do teorema IV

S.j, O - i-f(' » 0;e(') ' M); - «j,, . '.mp' q- ' p--"" ((t) 1"- p'-'
alcançar o conjunto M.

Proposição V : Para 0 < 7 < 1, temos:

.l!::.,'É( .p(o > .w't ) ) - '''
Demonstração : Notamos primeiro que para D C Q fixado

«(' ;' '"'*) - :.«.«.,+ ,Ê. :','- «''

Denotaremos por

F](.N) ,...,á«,,.) € {1,...,Àrl''''': V/= 1,...,.A''t,,7i:''''' g' {,7,,7':,...,,7;:

e p'r F2(N) = {1, . . . ,.Arar''''\.FI(.N)

Seja i' = (i: , . . . , ãw. .) então,

N'Z)

llqii-. -íx'r t gÀ{ }N
N'Vt=l

':'-- } };

IÊ(.P(0 > E
f' € F. (N )

-- ,:,L E
f' € /'z ( /V )

- q'g? o

+)ü-:m >ll: 'É(i{«e«'}.
i' eFa ( /V )

]

IÉ(l{«gm } 1{.': - '"'' gm})
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Pelo corolário lll,

lpi(.M)l 1, e

J=.qgl - o
Portanto,

JR.Ê(.«'P » "'o) - ,.}=.(: - ày''':''': - .-'

Teorema IV Para 0 < 7 < 1, e c > 0, temos

,J=,.''( 1«'P :» "'o
Demonstração

Utilizando a desigualdade clássica. de Tcl)ebyshev temos

''(i"'w »"'o-.-:l ». .):; 3 :1(«p »«'o-.-'yl

J [ 'Ê l(''@ » '«'oyl

'':'@ » «''o ) -- E«-0']

ét l(«'p».«''o yl

2e''Er.P(O > «''o ) -- .-'']
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n«',--: -lu 'É l("':'(o ;" A''')yl

Para D C Q fixado,

.pl(o >.w'tyl ::'.,.,;Ê=1

Nl
llqii.. 'iN'r ' eÀÍ }

X
N'1{,' gm}

Nl
:.«.«.}{ E

-1
1{.'; eÀ' } i'''em}

.i } . Pelo cor

i!::., la*l - .wlt = o.

outro lado, Êxodo ({;, . . . ,{i,,,) te«,os p'l' t-:e-.a 111 que:

jU."({«,...,«':'' ''''''} ''. {«::,...,.':. ;','} # ")
lln,

Diário lllAgora considere G+ :1]

'zl.p(o > A''tyl -(i - )L)(i - -N;')'l''l+ .(A')
limite em Ar temos (lue

,.}u.: l(«'w :» «',oyl - .-:'
-ni o resultado da. proposição V

,.ly:,:,P l l-p(o > .A''t) - '''l
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