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Abstract

We study a random walk in a N dimensional hyper-
cube and exhibit results about stopping times when N
diverges.

The first theorem discuss the time in which two cou-
pling processes spend to meet. A corollary provides a
majorant for the velocity of convergence to equilibrium.

Other tree theorems treats, respectively, the time of
first return to a point, the time of first return to a fix set
and the time of first arrival in a random set. We prove
that these times, under a suitable rescaling, converge in
law to a mean one exponential random time.



Resumo

Nosso objeto de estudo é o passeio aleatério simples
no hipercubo de dimensao V.

Todos os resultados obtidos referem-se a tempos de
parada quando N diverge.

O primeiro teorema trata do tempo que dois passeios
acoplados levam para se encontrar. Como corolério obte-
mos um majorante para a velocidade de convergéncia ao
equilibrio. |

Os outros trés teoremas tratam respectivamente do
instante do primeiro retorno a um ponto j4 visitado, do
instante de retorno a um conjunto fixado e do instante
de encontro com um conjunto aleatério. Nestes casos
demonstramos que esses tempos aleatérios, coveniente-
mente normalizados, convergem em lei a uma exponen-
cial de parametro 1.
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I. Introducao:

Neste trabalho estudaremos tempos de parada para um passeio aleatério homogéneo

em um hipercubo de dimensao N, obtendo resultados assintdticos.

A cada instante o processo assumira uma configuracio que sera uma sequiéncia de
N elementos pertencentes ao conjunto {—1,+1} . Teremos portanto 2V configuragdes

distintas que podem ser consideradas os vértices do hipercubo.

A evolugdo do processo dar-se-a em tempo discreto e pode ser descrita da seguinte
ira: d babilidade 1 i 3 1
maneira: a cada passo com probabilidade 5 o passeio permanecerd no mesmo lugar e com

probabilidade 4 modificard um de seus elementos escolhido de maneira uniforme.

Em nosso primeiro teorema, exibiremos a escala de tempo em que dois passeios
aleatdrios acoplados se encontram quando N diverge. O mesmo teorema pode ser en-

contrado em [1], mas aqui, a demonstracao estd bastante simplificada.

O segundo teorema trata do instante do primeiro retorno a uma posigao ja visitada pelo
passeio. Neste teorema caracterizaremos, com probabilidade 1, como sera este primeiro
retorno quando N diverge. Este resultado faz parte de um artigo de Avila,Cassandro e

Galves.

O terceiro teorema trata do tempo de retorno a um conjunto fixado. Este tempo,
devidamente normalizado, converge em lei a uma exponencial de parametro 1 quando N
diverge. O que foi feito neste teorema generaliza um resultado de Bellman e Harris [3] ,
onde € tratado o tempo de retorno a uma unica posicao fixada. O artigo de Bellman e
Harris estuda o modelo de Ehrenfest do qual o passeio aleatério no hipercubo é uma espécie
de versao microscopica. A nossa demonstracido aborda o problema de maneira analoga a

de Cassandro, Galves, Olivieri e Vares em [2] juntamente com o segundo teorema.

Nosso quarto resultado refere-se ao instante de chegada do passeio a um conjunto

aleatorio M C Hy . Cada ponto do hipercubo pertencerd a M com probabilidade
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-ﬁl;,'y > 0, independentemente dos demais pontos e do passeio. Pontos em M serao

chamados de pontos pretos.

Mostramos que o tempo necessario para o passeio alcancar M, normalizado pela den-
sidade de pontos pretos, converge em lei a uma exponencial de pardmetro 1 quando N

diverge.

O modelo descrito acima foi estudado por Cassandro, Galves e Picco em [1], o qual
serviu de motivacao geral para este trabalho. Nosso objetivo foi desenvolver e refinar

alguns resultados que ali aparecem.

Na sequéncia apresentaremos a descri¢do do modelo e enunciaremos os quatro princi-

pais resultados. Apds essa seg@o seguirao as respectivas demonstragoes .



II. Notagao, Definicoes e Principais Resultados

O Passeio Aleatdrio Homogéneo no Hipercubo

Denotaremos por Hy = {—1,+1}" o conjunto de configuracdes com N spins

+1( hipercubo ).

Elementos de Hy serao representados por o e (, ou seja, 0 = (oy1,...,0x) onde

o; € {+1,-1}, Vi € {1,...,N}.

Dado j € {1,...,N} e o € Hy, a configuragio obtida a partir de ¢ por uma troca

de spin na posicao j sera dada por ¢/, isto é :

oi, se 1 # J;
(07)i = _
—(0)i, sei=j.

Primeiramente definiremos o passeio aleatério homogéneo o(t) em Hy .

Tomaremos ¢(0) = n, n € Hn e consideraremos a seguinte evolucio estocéastica em
Hy: dada a configuragio o(t) no tempo ¢ escolhemos um indice 7 € {1,...,N} com
1

probabilidade +: e tornaremos o spin o; + 1 com probabilidade %

Uma realizagao desta evolugao estocdstica pode ser obtida da seguinte maneira : intro-
duzimos duas seqiiéncias independentes de variaveis aleatérias I(t) e U(t) onde t = 1,2, ....

Estas sao definidas em um novo espago de probabilidade (Qn,Fn, Pn).

As variaveis aleatérias I(t) assumem valores no conjunto {1,..., N}, séo indepen-

dentes e identicamente distribuidas e para qualquer k € {1,...,N}, IPy{I(t) =k} = '1]V

As varidveis aleatorias U(t) sao independentes, identicamente distribuidas com dis-

tribui¢do uniforme em [0,1], isto é , IPN(U(t) <u)=wu para V u € [0,1].



Assim,

oi(t —1,w) se I(t,w)#1;
oi(t,w) ={ +1 se I(t,w) =1i; U(t,w) <,

-1 se I(t,w) =1; U(t,w) > 1.

O passeio aleatério homogéneo pode ser construido a partir de um outro passeio

aleatério {(t) . Tomamos £(0) = 15,7 € Hy e definimos €(t) ,t € IN, como um passeio

aleatdrio em H v, definido no espaco de probabilidade (€0, Fo, Po) com probabilidade de
transicao dada por:

- 1
Po(E(k+ 1) = n'|€(k) = )= ~ Ppara todo £k >0,7€ {1,...,N} en € Hy.

Observamos que [P, ({(I. +1) =q|ék) = 77) =0.
Introduziremos agora um meio aleatério em nosso espago de configuracées.

Seja M um subconjunto aleatério de Hp , definido no espago de probabilidade

@N,?N,ﬁhv) . Cada ponto do hipercubo pertencerd a M com probabilidade -

NEEN > Oa
independentemente dos outros pontos, ou seja, tera distribui¢do de Bernoulli.

Assim para qualquer F' C Hyy,

= o 1 \IF|
ﬂD(MnF_Q))—(l—F) .

onde |F'| é o cardinal de F.

A partir de agora, se nenhuma ambiguidade ocorrer, omitiremos os indices dos espagos

de probabilidades.



-~

Notacéo:
§{~ : passeio aleatério homogéneo com configuragéo inicial £~(0) = (-1,...,-1).
¢t @ passeio aleatério homogéneo com configuragéo inicial £+(0) = (+1,...,+1).

€ : passeio aleatério homogéneo com configuragéo inicial € Hy.

o~ : passeio aleatério homogéneo com configuragéo inicial 6~ (0) = (—1,...,-1).
ot : passeio aleatério homogéneo com configuragéo inicial o+(0) = (+1,...,+1).
o : passeio aleatério homogéneo com configuracao inicial n € Hy.

ty =inf(t > 0: 0t (t) = 07 (2)).
th¢ =inf(t > 0: 07(t) = o¢(1)).

V[0, N7] = {a*(0),...,0% (N)).

Obs.: A diferenca entre £(t) e o(t) é que £(t) salta a cada passo com probabilidade 1,

enquanto que o(?) tem probabilidade % de ndo saltar.

Resultados Principais

Considere dois passeios homogéneos 0F(t) e 07 () construidos simultaneamente com

o auxilio das varidveis aleatérias I(t) e U(?) .

O teorema I. a seguir, mostrard que o nimero de passos necessirios para os dois

passelos acima se encontrarem serd da ordem de NlogN quando N diverge.

Este resultado, serd muito utilizado em outras demonstracdes.



Teorema I: Seja ty =inf(t >0:0%(t) = 0~(t)). Entdo,

. ty
Nh_erP(|NI:gN ~1]>6) =0, V6>0.

O teorema II, a seguir, prova que o primeiro retorno do passeio £(t) a uma posigéo ji

visitada serd, com probabilidade 1, do tipo £(7) # £(2) Vi,j < k+1,£(k +2) = £(k).

Teorema II: Sejam Sy = inf(k > 0: &(k) € {£(0),...,&(k — 1)}) e
I'y =inf(k > 0: I(k) = I(k — 1)). Entéo,

lim IP(Sy=T;)=1.

N—oc

O terceiro teorema trata do tempo que o7(t) gasta para retornar a um conjunto
fixado. Este tempo, convenientemente normalizado, tem lei exponencial de pardmetro 1

quando N diverge.
Teorema III: Sejam Rj =inf(k >0:0% (k)€ V[O,N7]) e

Py =min(n € IN: IP(Ry > n) <e1).

Entéao, para 0 < v < 1 temos:
lim IP(Rn > fnt) =€
N —oo

O préximo resultado refere-se ao tempo gasto, pelo passeio homogéneo £(t) , para

alcangar um ponto do conjunto M .

Teorema IV: Seja © =inf(t > 0:£(1) € M). Para0 <y <1 e é >0 temos:

A;i_r'nwﬁ(m@ > N7 — el > 5) ~0.



A demonstragéo do ultimo teorema utilizard fortemente o fato de que as posicdes
ocupadas pelo processo serao distintas a cada passo em um tempo da ordem de N quando

N diverge.

Os teoremas II e IV foram enunciados para o passeio £(t), suas extensdes para o

passeio homogéneo o(t) sao imediatas.

Por convengao N7t = [N7¢].

-~



III. Resultados

III.1 _Demonstracao do Teorema I

A seguir verificaremos que dois passeios homogéneos acoplados com configuracoes
iniciais tais que sua distancia seja mdxima, encontrar-se-d0 em um tempo de ordem NlogN

com probabilidade 1 quando N diverge.

Teorema 1:

iy

A}Enoo NlogN =1 em probabilidade.

Demonstracao :

Como mencionamos, ct(t) € o~ (t) serao construidos usando o mesmo w , isto é , a

mesma escolha de indices I(,w) e a mesma escolha de U(#,w) da seguinte. maneira:

dados ot (t). o= (t) e I(t+1) =1,

seU(t+1)< 3 entao ot(t+1)=+1, o= (t+1)=+1;
seU(t+1)>4 entdo ot (t+1)=—1, o (t+1)= -1
A.'
Chamo Dn(n) = 3k };1 | of(n) — o7 (n) | , a distancia no instante n entre os

dois passeios .



Pela evolugao de o(t) temos que Dpy(n) é uma Cadeia de Markov em
{0,%,..., 22,1}, com probabilidade de transigio dada por:

Y (
A

11—z, sey=uz;
P(x)y)'—‘ <z, sey=m—%;

0, caso contrario.

Primeiramente notamos que :

N
th= Y M,
k=1

onde \; =1 e A para k = 2,...,N sio variaveis aleatérias independentes
1 P ] ] P )

[ . _ (k—1)
geométricas de pardmetro pr =1 — -

O tempo A € exatamente o nimero de passos que o processo Dpn(n) gasta para ir

del-—L;,—] a 1—%.

Temos entao que suas esperangas e variancias valem respectivamente :

E(\) = 37 = v

— ¢ _ _N(k-1)
V(M) = 37 = w=ray:

Agora,

E(tx) =) E()

k=1N—k+1

1

=
(1=
El e

b
.I_I‘



Como

H%z

1 =logN, temos:

Nlog(N +1) < E(ty) < N(1+1ogN).

Assim para qualquer € > 0,

) ) _ V(ty
P (15~ 530 >  53) <

_N(k-1)
2 N=k+1)?

62[2 N—k31 A+1

_(k-1)
N E (N=F+1)2

€’ NZ[ E (N= L+1)]2

- NN -1)[zriy +---+1]
— €2 N2log2 N

N0 -1 3
€2 N"’IogzN

N
.N(]\T — 1)[1 -+ Z ’(Tgl_—])]
< k=2
- €2 N2log? N

3 (2N+1)
_ N(N - 1)[1 +3- 2N(N+1')‘]

e2N2log2? N

10



Passando ao limite quando N diverge temos que :

. tN _ , 7‘\
NhinmP(IE(tl_\,) -1|> e) =0. ©.

Coroldrio I: Sejam o" e o¢ passeios homogéneos em Hy construidos simultaneamente,

com configuragdes iniciais 7, (. Suponha que Dy(0) = &Nﬂ , onde 0 < f <1. Entao,

Jim 1P (o7(t(N)) # oS(H(N))) =0,

1(N)

para qualquer ¢(N) que satisfaga Ap_r.n Nlogh = ©©-

Demonstragao: Primeiro notamos que:
ty =inf(t > 0:{I(1),...,I(1)} = {1,...,N}).

Assim, )
PP(o"(H(N)) # o (H(N))) < IP(t5 > )

< N(logN +1)
- t(N)

Portanto por hipdtese temos que:

A}i_xgoﬂ?(a”(t(]\’)) 4 aC(t(N))) = 0.

|
O préximo corolario nos fornecerd um majorante para a velocidade de convergéncia

ao equilibrio.

11



Corolério II: Seja #(N) tal que Nlim w‘%%, = 0o. Entéo,

—

o [Pl =) - | o

onde ( € Hy .
Demonstracao:

Seja v(n) = 5% a medida uniforme em Hy. Esta medida ¢ invariante com respeito &

evolucao do passeio homogéneo, ou seja,

v(Q)= Y vP(o"(HN) = ().

n€EHN

Assim,

[P (et (UN) =€) — x| = [P(e*@N) =€) = T vn)P(a"(t(V) = O)|

2N
n€Hn

< 3 v)|P(tE(IN)) = ¢) = P(o"(H(N)) = ¢)]

n€EHN

<y v(n)sup P (o ({(N)) # o ({(I)))

n€EHN

Passando ao limite em N e utilizando o coroldrio I a expressido acima vai a zero e

portanto temos o resultado.

Nota: O processo £(t) é periddico, além disso, para qualquer acoplamento, dois processos
com configuragoes iniciais que diferem em um nidmero impar de posi¢oes nunca poderdo
se encontrar, sendo que a distdncia minima entre eles serd a equivalente a uma posicao
diferente. Do teorema I, temos que a distancia em um tempo da ordem NlogN entre dois

passeios acoplados £7(t) e £¢(1) serd menor ou igual a —]ﬁ quando N diverge.

12



IT1.2 Demonstracio do Teorema IT

Considere os seguintes eventos:

Jy = {(il,ig) €{1,...,N)2: 4 =»i2}

‘ 21
Jy = {(z’l,...,izl)e {L,...,N}P': 3 124y €{0,2,..., 2} Vi€ {1,..., N)
: k=1 )

e (iky-roriktom—1) € Jm, Vm€ {1,...,1=1}, k>1 e k+2m—1<2l.

Lema I: Paral > 3 temos:

P({10),..., 120} € 1) < NSE

Demontragao:

113({1(1),...,1(21)} € J,) = ]I\—J;_!

Primeiramente notamos que IJ(I < 2N?'=2 pois nas duas tltimas posigoes os indices

estao fixados a menos de uma permutagio.

Agora dividiremos o conjunto J; em dois conjuntos disjuntos: aqueles em que as trés
ultimas posi¢bes s@o ocupadas por indices distintos entre si e aqueles em que nas trés

tltimas posi¢bes aparecem apenas dois indices distintos entre si.
Denotaremos esses conjuntos por J| e J|' respectivamente.

Temos entao que: |J1| = ,J,’l + IJ,”I.

13



Note que:

a) |J,'| < 3! N2=3 | pois as trés iiltimas posigdes devem estar fixadas, a menos de

uma permutagao, para que ocorra retorno.

b) |J'| £ N |Ji-1|, pois eliminando o par que aparece nas trés tltimas posicoes
l

temos exatamente um retorno do tipo J;_;; além disso, o algarismo repetido pode assumir

no maximo N valores.

Portanto,

|[7)] 3! N2=3 N g
NzlS N2t + N2l

3! ]\721—3 N 2N21—4
5 N2 + N2l

<>
— N3

Introduziremos agora as seguintes varidveis aleatérias:

Sy =inf(k 2 2: (k) € V[0,k — 1]),onde V[0, k — 1] = {£(0),...

Iy =inf(k >2:I(k)=I(k - 1)),
I'y=inf(k>20:(I(k-20+ 1),...,.I(k)) € J1).
Lema II : Paral > 3 temos:

IP(Ty <n) < n w3

Demonstracao:

14
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IP(I'; <n)= i:IP(I‘,=k)
k=21

= > P(UG - 20+1),...,IG)) ¢ Jij < k;
k=21

(I(k =21 +1),...,I(k)) € J;)

< Z P((I(k =21 +1),...,I(k)) € n)

k=21

= (n—2)P((1(1),... . I(2D) € )

Portanto, utilizando o resultado do lema I temos:

Ip(r, _<_n) <

Teorema II: Para Sy e I'; como definidos anteriormente temos.

lim P(SA' = Pl) = 1.
N—oc
Demonstracdo: Inicialmente observamos que Sy = 11n>in ;.
>1

Para provarmos este teorema é suficiente mostrar que:

lim IP(T; < N'*¢ < min I'Y) =1, para algum § > 0.
N—occ N12+6 2122

15



Primeiro notamos que :

Jim P(Ty < N1t+6) = Jim 1 P(Ty > N1+6)

_ . 1 N1+6_
= lim 1-—(1 N) =]

—00
Por outro lado,

N1+6

ON1+E " 2 g NI+6
P(N'** < min T;)>1-"n- - 2 —
N 222 A iz A

Se tomarmos 0 < § < ; a tltima expressio vai a 1 quando N diverge. Isto conclui a

demonstracao do teorema.

[ |
Corolario III: Para 0 < v < 1 temos:
1 Ty = N7¢ —
ngnwzp(ug(o),...,g(zx ) = N t+1) 1.
Demonstracao:
; Y = N - 1 ) Y
A;Ean(l{g(O),...,f(A 1)} = N t+1) = lim P(Sy > A t)
. ¥
= lim P(T; > N71)
. 1\ Nt
=Jm (-5) -
|

16



Coroldrio IV: A variivel aleatéria N~!Sy converge em lei para a distribuigdo expo-

nencial de parametro 1 .

Demonstragéo: Basta provarmos que para qualquer ¢ > 0, temos:
Nlim IP(Sy >tN)=¢".
Agora,
|P(Sw > V) - P(Ty > 1) | < IP(Ts # Sn).

Pelo teorema 111, Jim P(I‘l £ SN) = 0.

Por outro lado,

dim PP(Ty > 1N) = tim (1- -]%) g

Portanto,

A}iinooIZJ(SN > tN) -

17



II1.3 Demonstracio do Teorema IT1

Obteremos agora resultados sobre o tempo de retorno do processo o+(t) ao conjunto

V[0, N7]. A partir de agora V[0, N7] serd denotado por F .

Considere

RN =inf(t >N7:0t(t) € F), e

R" =inf(t> 0:a'7(t)eF).
/Prbposigéolz Para 0<y<1 e 0<6<%,temos:

Jiin P(RN > N’”) = 1.

N—oo

Demonstragao:
Do teorema II temos que:
lim IP(U;».T < N'*8) = 0.
N—oo =
Sendo assim,

lim IP(Ry < N'*) = Jim IP(oF (N7 +1) = ot (N7))

N—oco

Como por hipdtese 0 < v < 1 o limite acima. é zero.

Portanto,

N — oo

lim P(RN > N1+6) = 1.

18



Proposigao Il : Seja F' um conjunto fixado de cardinal N7,0 < 4 < 1. Para 6 tal que

v+ 6 <1, Vn¢F fixado temos:

—> he ol \f 1 O

A
Jim P(RY > N'+0) = 1.

Demonstragao: Sem perda de generalidade a demonstragéo sera feita para o processo
{" . Primeiramente mostraremos que para uma configuragao fixada em F', o processo £7

astard um tempo maior que N'*¢ para encontrd-la quando N diverge.
3 P q q g

Fixe ( € F. Defina d(n) = 3 E | €7(n) — (i | a distancia do passeio " a ( no
instante n. Por hipdtese, d(0) > 1 p01s 2\&’ F .

Observe que d(n) evolue como o modelo de Ehrenfest; ou seja, uma cadeia de Markov

com espaco de estados {0,1,...,N} e probabilidades de transicio dadas por:

'—];,_—., S€j=i+1;

se g =1— 1.

Sejam
ny =inf(n > 1:d(n) = 2),

ng = inf(n > n; : d(n) = 2), e assim sucessivamente.

A cada retorno ao ponto ”2”, a probabilidade de em seguida visitar o ponto ”0” antes

/Y)/y N;(Cf\:\ )‘( A Ce Aol \,)\ > )

Seja K = inf(k > 1 : d(ny + 2) 0), entao 0 tempo para £" alcangar ( € maior ou

de voltar ao ”2” é —]\%

\’*’{
N oI

igual a K.

19



Mas,

1P(K>t) ZP(K—t+J)

g o aprandas =1 ;o
(i | , bt g gl L
e (T = “‘l > ™ O (SOt hen / br L= “/‘._ﬁ,‘ ) o 4
UERC oo % " |

ooy ¥2l ‘7 = Z:zp(d(nl +2)#0,...,d(nejo1 +2) # 0,d(ne; +2) = 0) 0
\ N2 i J:]

A
Lw« - R 1 2 \t4j-1 2 8 .‘ :
=X U=sml "
]:] | \ oz,
‘; | ' ) | \/I/ l\ L / 1 ((:' .l_. - \ L o
C C/J_n N Pegee 9 ) M J )
) 1 p & N\ ,‘ ‘ .
bakd P ) wf T ( _ﬁ) ( N - TT/\ \\)/‘7 \g
) W~ 7\ W
[} s \ \ \ X ir. ‘ ;w
ORI ES Nz b e |
JA MM
Note que para t = N1*+4 ¢ limite acima vai a zero-quando N diverge.
Agora terminaremos a demonstragdo observando que: ‘ () ( T { < /\/ o /
! J
L ) v
, L ¢ j,,: .f A (¢_ A (’ / \.‘/‘N\_L\_\& % ’/1 ‘\} ‘ / -,.A} .‘ } ! ( ‘ (-‘ £
(.{”\u) € F, para algum u < N'*¢) = ' l

)1,/

Y (: G/TLL' A e N e =
._-,‘1 ,{\ \'\m wWrta &\L,( P ‘ T \/l A o QVL!‘A("

< 3" P(du) =0, para algumn < N[ d(0) = digym) - 1)

G o]

< N7IP(d(u) = 0, para algim u < N**¢ | d(0) = 1)

S M > [N & 4

2 (NHE\ U e 500 50

r‘) —_—— - .
<N (1-(1 =5~ ) . e ic ]

= N7 (1 —exp{N'*%log(1 — %)})

= N7 (1 — e:z:p{Nl'Hs[—(% :,4 )]})
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= N7 (1 — ezp{—2N5-1 _ oN6-3 _ -gN’""’ - }) ,

= N7 (1 —[1—2N®1 2N26-2 _ %N”*a + 4Nt .]) + o(N)

= N2N%1 4 o(N).

Portanto passando ao limite e utilizando a hipétese v + § < 1 temos o resultado.

Proposigao III : Para0 <y <1 e qualquer ¢(N) tal que Nlim %ﬂ =0 temos :

[ ('L ke

LR

07"
A}Erwa( Ry >#(N)) = 1. oy
Demonstragao :
P(RN < t(N)) = P(o""(i) € F, para algum t < t(]\’))
< P(o+(t) € F, para algum t < ]\’1+5)+

+ lP(a"'(t) € F, para algum N1*¢ < ¢ < t(N))

= P(RN < N]'HS) + lP(a"’(t) € F, para algum N'*% < ¢ < t(N)).

Como pela proposicao I Nlim P(RN <N IH) = 0, temos:
— 00
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)
W
il

IP(RN < t(N)) < o(N) + P(a+(t) € F, para algum N'*® < ¢ < t(N))

=o(N) + P(a"‘(t) € F, para algum N't® <t <¢(N)) -
— IP(0"(t) € F, para algum N'*% <t < t(N)) +
+IP(0"(t) € F, paraalgum N'*® <t < t(N))

< o(N)+ Z u(n)lP(a+(t) € F, para algum Nt <¢ <t(N)) —
n€HN

| ~ IP(0"(t) € F,para algum N'*t¢ < ¢ <¢(N))| +
g

+ Z IP(o"(t) € F, para algum N'*® <t < t(N))
n€EHN

So(N)+ 3 vin)suwp PP (N14) £ 0"(N')) +

n€EHN
t(N)
+ Y v(n)) Y, P(o"(t) € F)
n€EHN rf’u N1+é6
,«J).‘f
N
SoN)+ Y v(n)sup IP(oF (N1H0) £ o"(N1+E)) +
nEHN n

, VDN

QN

Passando ao limite em NN , utilizando o teorema I e a hipotese, temos que a probabi-

lidade acima vai a zero para algum 0 < § < 1.
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Portanto,

o (e > 0] =
|

Proposigao IV : Para 6,¢ > 0 e qualquer ¢(NN) tal que Nh_rg(}% = oo temos :

A}i_xgoﬂ?(RN <t(N)) =

Demonstragao: Considere os eventos A; = {o(s) € F'} e defina Z uma varidvel aleatéria
t(N)

positiva da seguinte maneira: Z = ) 1y4,}.
8=0

Note que {Z > 0} = {R}, < ¢(N)} .

Aplicando desigualdade de Cauchy-Schwarz ao produto Z1;z50) temos que:

E(2))?
IP(Z > 0) > [Egzg]) .
Assim,
PP(2 >0) = P(R}, <(N))
[E(Eng& we i)l oy
[E(ZS_N1+6 l{A_.})z]
(iR rs PP(AL) i

N
~ BT Nars 1347 F Dus 1an 1any)

_ (H(N) = N1HOY2u(F)?
C(N) = N (F) + 30, P(Au N Ay)

+ o(N)

_ (t(V) — N'*0)2u(F)>? + o(N)
(t(N) - N1+5)V(F) + Zlu—s|>N1+6 P(A’U N A-‘l) + Z|u—s|§]\”+6 P(Au n AS) .
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Agora observe que:
a)

t(N)
Y P(AunA)= ) (#N)-k+1)P(a(k) € F,0(0) € F)

|lu—s|>N1+6 k=N1+6
t(N)
= Y (#N)=k+1)) v(n)P(a(k) € Flo(0) =7)
k=N1+é neF
t(N)

= > (HN)—k+1)x

k=N1+s6

X {Z v(n) Z v(£) [IP(U"(k) € Flo(0) = n)—

neF EEHN

~ P(of(k) € Flo(0) = &) |+

+ 30 Y AP (o(k) € Flo(0) =€)}

neF EEHN
t(N)
< ) (HN)—k+1)x
k=N1+6

x |2 vn) Yo UOP((k) # ot (k) + v(F)?]

ner EEHN
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Usando a desigualdade de Markov e a majoragido que aparece no teorema I obtemos

que:
t(N)
Y. P(AN4) < D (HN)—k+1)x
lu—s|>N1+$6 k=N1+6
x [z v(n) Z M + v(F)?]
neFr EEHN
HN) T 7
= > (HN)—k+1)[v (F)M + v(F)?]
k=N1+6
< #(N)logt(N) N(logN + 1) v(F)+ t(N)*v(F)?
< HN)HN(logN + 1)v(F) + t(N)?v(F)2.
b)

Y P(A.NA,) S HN)NTHY(F).

lu—s|<N1+5

Passando ao limite em N temos por hipétese que:

lim IP(R} <t(N)) =

N —oo

Basta mostrarmos agora que :

Jim |11D R} > t(N)) — IP(Ry > t(N))| = 0.
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Mas pelas proposigoes I e II temos que:

|IP(RY > t(N)) — IP(Rn > t(N))|

< sup IP(a"(N'*8) £ ot (N1HY). (
n

Pelo teorema I a probabilidade acima vai a 0 quando N diverge. ™

Obs.: As proposigoes IIT e IV nos fornecem limitantes para E(Ry) quando N diverge.

Lema III: Considere Ay = min(n € IN : IP(RN > n) < e™1). Entao ,

lim IP(RN > ,BN) =e 1.

N—oo

Demonstragao:

Pela defini¢cao de fn temos que:
P(Ry > fn) < e <IP(Ry > fin — 1)
Como,

OSP(RAIZ,B]\I—:I)—P(RNZﬂ]\r) SIP(ﬂN—lgRN <,BN) ;

concluiremos a demonstragao utilizando a propriedade de Markov.

P(Bn —1< RNy <pn)=P(fNn—1< Ry <Bn |ot(n —1) ¢ F) x

X IP(0+(ﬂN = 1) ¢F)

=IP(s(1)€F|o(0)¢ F) P(c(Bn —1) ¢ F)
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= P(oc(1) € F | o(0) ¢ F) [1P(a+(ﬂN ~1)¢F) -

= Y vP(c"(Bn —1) ¢ F) +

n€EHN

+ 3 NP (B —1) ¢ F)|

n€EHN

= IP(o(1) € F | o(0) ¢ F) [zp(a+(ﬂ~ ~1)¢F) -

- Y v)P(o"(Bn — 1) ¢ F| +

ne€EHN

N _
N 22—N|F|JP(0(1) € F|o(0) ¢ F)

<P(()eF|a(0)¢F) S vn) [113(0+(ﬂw —1)¢F) -

neEH N

N _ ¥
— P(a"(y —1) ¢ F)| + QQ—JJFI%

oN _ N7
< Y visup Pl (B — 1) # 0"y — 1) + 2 I
n

nEHN

Passando ao limite quando N diverge temos que o primeiro termo vai a zero pelo

teorema I e o segundo vai a zero pelo corolario III e pela hipdtese.

Portanto,

lim ﬂD(RN > BN) =e 1,

N—o0

Notacgao: o(f8n) = o([Bn])-



Lema IV: Existe um nimero real a satisfazendo e™! < a < 1 tal que para N suficien-

temente grande e qualquer inteiro n temos:
IP(Rny > Bnn) < a”.

Demonstragao: A verificagao do resultado sera feita por indugao.

Para n = 1 o resultado é direto pois por defini¢éo

By =min{n € IN : IP(Ry > Bn) < e}

Assumiremos agora que a desigualdade vale para o inteiro n. Provaremos para n + 1

usando a propriedade de Markov.

IP(Ry > Bn(n+1)) = Z IP(Rny > Bnn,o(Bnn) =n)X
n¢F

IP(Rn > BN | 0(0) =17)

< ]P(RN > ,BNn) SEI;P(RN > fBn | 0(0) = 77)
7

< a”sup ]P(RN > fn | o(0) = 77)
n¢F
Agora pela proposicao I e II temos que:

[IP(R}, > Bn) — P(Rx > )| =
|IP(RY, > Bn,o"(u) € Fyu < N'HE)—
- (R > ) ¢ Fou € 89)

< supﬂ’(a+(]\71+‘5) + 0'7(1\71+5))
1
Pelo teorema I temos que a probabilidade acima converge a zero quando N diverge.
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Assim, para N suficientemente grande temos:

IP(RN > An(n+ 1)) <a ! <a™tl,

( I
[ [ X “ ’ ‘ /
Teorema III: Para 0 <y < 1 temos que: ¥ \ e . ~ } = () (/ )
SN
lim IP(& > t) =g ",
N—o0 :BN

Demonstracao: Para verificarmos que Ry normalizado por Sy tem lei exponencial de

parametro 1 quando N diverge basta provarmos que :

: E(Rn) _
a) 1\}1_r,n°o o = 1.

b) lim [P(Rn > fn(t+ 3)) - IP(RN > fnt) IP(RN > ﬂNs)’ —0,

para qualquer s,t fixados.

obs.: 1) O segundo item garante que se a lei de %ﬁi converge quando N — 00, o limite
precisa ser uma lei exponencial ( talvez degenerada). Por outro lado, o lema III juntamente
com este item implicam que se ¢t é um numero racional positivo, entdo o limite

lim P(RN Z ,BNt)

N—oo

existe e é igual a e”!. Como a lei exponencial é continua, isto é suficiente para provar a

convergéncia para todo ¢ real, o que conclui a prova.

2) Esta técnica foi utilizada em [2] para a demonstracio de outro resultado podendo

servir como referéncia.

prova de a) :
E(RN) _ 1

B _,BN/O IP(Ry > t)dt

_ [T pEr
_/0 IP(BN>t)dt'




Passando ao limite em N e utilizando o lema IV podemos aplicar o teorema da con-

vergéncia dominada de Lebesgue obtendo:

lim P( i

— > t)dt = 1.
N—oo /o BN )

prova de b) : Primeiramente vamos mostrar o resultado para uma configuracio inicial

escolhida uniformemente em Hy .

Observe os seguintes fatos:

Fato 1:

‘ S y(n)JP(R;(, >ﬁN(t+s))

n€EHN

- Z l/(n)ﬂ’(o”(u) ¢ F,

nEHN

Vu € {1,...,Bnt} U {Bnt + N0 Bu(t + 3)})|

< Z V(?})P(U"(u) € F,

n€EHN

para algum u € {fnt +1,...,0nt + ]\71"'5})

BN1+N'TE
< Z v(n) Z Z P(a”(u) = g)
n€EHN u=fnt (EF

146
N (N7 +1)
< N

~ Assim a probabilidade acima vai a zero quando N diverge.
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Fato 2:
I Z V(n)ﬂ’(R"N > ,BN.S)

n€EHN

_ Z y(-q)P<a’7(u) ¢ F\Yu € {N’+5,.-.,ﬂ1vs})|

n€EHN

< Z u(n)IP(o"(u) € F,para algum u € {1,... ,N1+5})
n€EHN

]\71+6

<Y Y Y P(en =)

nEHN u=1 (€F

N6(NY 1)
<

Novamente, quando N diverge a probabilidade acima vai a zero.

Fato 3: Considere a seguinte expressio:

| Z v(n)IP (R}'\, > Bn(t + 3))

n€HN

- Z 1/(77)JP<R}’V > ﬁNt) Z v(n)IP (RK, > ,3Ns> ’

nEHN n€EHN

Agora utilizando a propriedade de Markov, os fatos 1 e 2 a expressao acima é limitada

por:

‘ > V(77)1P<R’,’\, > Bnt,o"(Bnt) = K)

n€EHN kEF

x [IP (a~(u) ¢ F\Yu € {NIH,...,/J’NS})
— P(a”(u) ¢ F,\Vu e {N1*6 . ,ﬂNs})”

< Z V(U)Z 36123 P(UK(N1+6)7£U1’(]\71+6)).

n€EHN kgF FEEN
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Assim, passando ao limite quando N diverge e utilizando o teorema I temos que a

expressao acima val a zZero.

Resta-nos mostrar agora que:

Jim_ ‘IP(RN > ﬁNt) - ﬂD(R’;V > ﬁNt)’ —0.
Com efeito,

|2 (8 > Bnt) = P(o* () & Fyvu € (N4, )|

< IP(RN < Nl‘“‘).

Da mesma forma,

}JP(R;IV > ﬂNt) —P(U”(u) ¢ F\Vu € {N”é,...,ﬂNt})‘

< JP(R}’\, < Nl“).

Portanto,

|P(RN > ,H]\It) - P(-R}]\/ > ﬂl\’t)’
< |1P<a+(u) ¢ F,\Yue {N'*¢ . ,ﬂNt})
— ]P(a”(u) ¢ F,Vu € {N]+é,..-,,31\’t}>|

< sup ﬂ’(a+(]\71+6) # a"(NHé)).
n€EHN

Agora passando ao limite quando N diverge e utilizando o teorema I temos o resultado.



Lema V : ( Lema da Reflexdo )

Para u, s fixados temos:
IP(V[O,S] NV[s+1,s+u]= (0) = H’(V[O,u— 1N V[u,u+s)= (b).

Demonstragao :

Seja C a classe de conjuntos tal que:
2c
C = {(il,...,igc);c =1,2....% 21{,-=,-k} ¢ par para todo 17 € {1,...,]\’}}.
k=1
Note que se o(k) =ni+i* =5 entdo (i1,...,ix) €C.
Primeiramente notamos que:
IP(V[O,S]HV[S—I—I,S—}—u] = (0)
:P(nQ’V[s+1,$+u],...,a(s) Q’V[s-l—l,s—}—u])
:P<(i],...,iml) ¢C, para s+1<m; <s+u,...,

(gy---ytm,) €C, para s+1<m, Ss—l—u)

Por outro lado,

IP(V[O,u 1N V[u,uts] = w)
:IP<a(u) gV[0,u—1],...,0(u+s) Q’V[O,u—l])
:ﬂ’((iml,...,iu) ZC, para 1<m; <u-—1,...,

coi(Bmyseeertuts) €Cpara 1 <my, <u-— 1)

Portanto temos a igualdade das probabilidades.

Corolario V :

Jim P(VIO,N N V[N +1,N+ N7 1] # 0) =o.

33



Demonstracao :

Utilizando o lema IV temos que:

IP(V[O,N“] AV[N®+1,N® + N7 + 1] = 0)
= P(VI0,N|NVIN +1,N* + N7 +1] = 0)

:JP(RN>N“+N‘*+1).

Passando ao limite e utilizando a proposicao IV temos:

Jim P(V[0,N )N VIN® +1,N* + N7 4 1] # 0) =o0.
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II1.4 Demonstracao do teorema IV

Seja © = inf(t > 0;¢(t) € M); ou seja, o tempo que o processo £(t) leva para

alcangar o conjunto M.

Proposigao V : Para 0 <y < 1, temos:
A}Enwf( P(O>N"t)) = e "

Demonstracao : Notamos primeiro que para @ € §Q fixado :

N N
P(@ > N7t) == 1{7)€M}% .El 1{7li1€1‘1} R % Z 1{1)‘1"'iN7!€M}'

1= iNye=1

Denotaremos por

Fi(N)=A{(t1,...,inve) € {1,..., N} L VI=1,... NVt piveit & {n g1 ... pir-it-1}];

e por Fp(N) ={1,...,N}N '\ Fy(N).

Seja ' = (21,...,1N+¢) entao,

— 1 -
E(P(@ > NVt)) =i 2 E(lgemy---Lgninregn)
1"€F(N)
1 —
+W Z E(l{neM} "'1{7;"1“~"N“tt€1\/1})
1"€F5(N)
_ lFl(-N)l (1— L)N“'H-l
- NNt N7
1 —
+W z E(l{ne’M}---1{7;"1---‘1\'7ce’1\4})
i'€F>(N)
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Pelo corolario III,

. R (V)]
Ry ZET

. |Fa(N)|
NI N =0

Portanto,

Jin B(P© > 70) = gim (1= )" T = e

Teorema IV : Para 0<y<1l, e €>0, temos:

: /3] T4) _ ot _
Jim P([IP(© > N7)—c!| > ¢) =0

Demonstragao :

Utilizando a desigualdade classica de Tchebyshev temos :

P(|P(© > Nt)—e!| > e ) < 6% E:(IP(@ > N7) — e—*)z]

- 3i5{(r0 v
— 27 B( P(0 > N71) ) + B(e™)]
S

—2e"E(IP(© > N'1) ) +¢7%] .
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Resta-nos calcular E [(IP(@ > N'Yt)) 2] .

Para @ € Q fixado,

N N
1 1
P[(e > N‘Yt)2] — {l{nEM}N Z 1{17"1€M} e ']—v' Z 1{,,.'1...-‘”-,th}}>(
ip=1 inTe=1
i e 1 =
X {l{ﬂeM}N Z:l 1{1].'; M) N Z 1 1{".';.“;;”‘QM}}
';= ';\"Hz

Agora considere G* = {ni; Yo ¢ ,17";""'7\"’:} . Pelo corolario 111,
lim |G*|— N7t =0.
N—o0
Por outro lado, fixado (z‘{, . 17\,”) temos pelo teorema III que:
lim P({n, N LR LR Y o O L L S T @) = 0.
N—oo
Assim,

B[P(O> N11)?] = (1— ——)(1- A_L_)zm

A + o(N).

Passando ao limite em N temos que :

g (0> ) =

Portanto, com o resultado da proposigao V :

Nlim P[|IP(O>N"t)—e'|>e] = 0.
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