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RESUMO: MARTINGAIS E TEORIA DA CONFIABILIDADE

Frequentemente os problemas que aparecem na Teoria da Confiabilidade sao re-
solvidos por célculos da confiabilidade de natureza estatica: a variavel de tempo ¢ ¢ usual-
mente fixada e a evolucao da confiabilidade do sistema no tempo é ignorada. Uma abor-
dagem simples para considerar a dindmica do sistema no tempo e a interdependéncia entre

os componentes se faz com o uso da Teoria dos Martingais para Processos Pontuais.

Nessa dissertacio determinamos o processo pontual multivariado das falhas dos
componentes de um sistema, caracterizamos a propriedade de associacao de variaveis
aleatérias através dos Processos Covariancia, analisamos medidas de importancia da con-
fiabilidade do componente, generalizamos a nogao de fungao de risco e estudamos classes
de distribuicdes de vida em termos da ordenagao estocistica condicional a o—algebra do

passado observado.

ABSTRACT: MARTINGALES AND RELIABILITY THEORY

Usually problems in reliability theory are solved by reliability calculations of static
nature: the time variable ¢ is usually a fixed value and the evolution of the system reliability
in time is ignored. A simple approach. considering the dynamic of the system in time and

the interdependence between components. uses Martingale Theory for Point Process.

In this dissertation we consider the multivariate point process of component’s sys-
tem failure, characterize the association property of random variables through Covariance
Processes, analize the reliability importance measure of components, generalize the risk
function notion and study the life distributions classes in terms of conditional stochastic

order given the o—field corresponding to observed past.
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Frequentemente os problemas que aparecem na Teoria da Confiabilidade sao re-
solvidos por célculos da confiabilidade de natureza estéatica: a varidvel de tempo ¢ é usual-
mente fixada e a evolucdo da confiabilidade do sistema no tempo é ignorada. Além disso,
uma avaliagio realista do grau de dependéncia entre os componentes, em situagoes préticas,

é geralmente extremamente complicada e de formulagao matemaética muito dificil.

Apesar das razdes acima, uma abordagem simples para considerar a dinamica do
sistema no tempo e a interdependéncia entre os componentes se faz com o uso da Teoria

dos Martingais para Processos Pontuais:

Considere um sistema ¢ com tempo de vida 7, de n componentes C1,Cy,...,Chr,
com tempos de vida Si, S, . .., S, respectivamente. Ao invés de analisarmos a distribuigao
conjunta de S = (S, ...,5,), analisaremos os processos de contagem associados com as

falhas dos componentes,

N3) = lisictyy  1=1,...,m

e o processo de contagem da falha do sistema Ny(¢) = 1{r<y}-

Suponha que o comportamento do sistema é monitorado ao nivel dos componentes,
isto é, a cada tempo t e para todo componente %, o pesquisador conhece se o evento {S; <t}
ocorreu ou nao e se {S; < t} ocorreu, ele sabe o exato valor de S;. A formulagao matematica

deste conhecimento é a historia gerada pelos indicadores dos componentes

Dy = a{Ne1); 8 1,8 = 1,4, 88}

A dinamica da confiabilidade do sistema pode ser considerada pela evolugao no

tempo dos valores esperados condicionais

E[f(S)[S4],

para fungodes f : IR} — IR' convenientemente escolhidas.

Uma escolha natural para f seria a funcao de estrutura ¢ e, neste caso, o martingal

uniformemente integravel (IE[¢(S)|Sy]) >, descreve como o tempo de vida estimado do

.
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sistema evolui com o tempo, condicionalmente ao nivel de informagao obtida através da

observacao dos componentes até o instante ¢.

O conceito de Associagao entre os componentes pode ser analisado através do
processo de covaridncia (< IE[f(S)|S], E[g(S)|S] >)t>0

crescentes, limitadas e Borél mensuraveis definidas em IR}, com valores em IR.

onde f e ¢ sao duas fungoes

A Importancia da Confiabilidade de Natvig do componente : pode ser obtida

através da redugao esperada do martingal (IE[¢(S)|S]) no tempo S;, em que o com-

>0
ponente ¢ falha, isto é,

IN(r,5;) = E{E[$(S)|Ss,] - E[¢(S)|Ss,-]}.

Ao considerarmos um objeto com tempo de vida 7, com funcao de distribuicao F,

a funcao de risco R(t) é definida por

Pode-se estudar algumas classes de distribuigoes uteis na Teoria da Confiabilidade

através da funcgao de risco. Por exemplo, se F' é absolutamente continua:
- F' tem taxa de falha crescente (IFR) se e somente se R(t) é convexa;

- F tem a propriedade NBU se e somente se R(t + s) > R(t) + R(s), para todo t
es>0.

No conjunto {t < S} a funcdo de risco coincide com o (J;)—compensador do
processo de contagem 1(,<;), onde §; = 0{l{;<,},s < t}. Ao tratarmos a dinamica de
varios componentes simultaneamente podemos generalizar a func¢ao de risco através dos
(3¢)—compensadores chegando assim ao Processo de Risco, que dependera fundamental-
mente da familia de o—algebras (J;);>¢. Consequentemente, para analisarmos a relagao
entre o Processo de Risco e as Classes de Distribui¢oes devemos considera-las condicional-

mente a familia de o—élgebras (¢ ):>0.

Nessa dissertagao , no primeiro capitulo, determinaremos o processo pontual mul-

tivariado das falhas dos componentes de um sistema, caracterizaremos a propriedade de

- 3-
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associacao de varidveis aleatérias através do processo de covariancia e analisaremos medidas
de importancia da confiabilidade do componente. No segundo capitulo, generalizaremos
a nogao da funcio de risco e estudaremos classes de distribuicées de vida em termos da

ordenacio estocastica condicional a o —3algebra do passado observado.



CAPITULO 1

CAPITULO 1: ASSOCIAGCAO E IMPORTANCIA DOS COMPONENTES
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1.1 O Processo Pontual Multivariado das Falhas dos Componentes.

Consideremos uma colegdo de n componentes Cy,Cs,...,Cp que compoem um
sistema complexo ¢. Cada componente C; tem um tempo de vida aleatério e positivo
Si,1 <@ < n, definidas em um espago de probabilidade (22,3, P). Interpretaremos o

instante inicial 0 (zero) como o tempo em que ¢ comeca a funcionar.

A todo instante ¢, o pesquisador sabe se o evento {Si <t},1 <4 < n, ocorreu ou
nao e caso tenha ocorrido, ele conhece exatamente o valor de S;. A formulacio matematica

desse conhecimento até o instante ¢ é obtida através da familia

(‘\ft = U{l{S;SS}v'S <1< 1 < n}
de o—dlgebras crescentes, continuas & direita e completadas com os conjuntos de medida

nula de (S¢)¢>o0.

As falhas de C),...,C, aparecem no decorrer do tempo como um processo es-
tocastico e este fato é interpretado convenientemente através de um processo pontual
multivariado. Para determinada realizagio w fixada, seja ¢(w) o nimero de valores dis-
tintos no conjunto {S;(w),1 <¢ < n}. As estatisticas de ordem crescentes desse conjunto

denotaremos por:

Ti(w) < Th(w) < ... < Tywy(w)

e definiremos também o conjunto dos componentes que falham no k—ésimo tempo de falha
Tk) por
Xp(w)={i:1<7i< n,Si(w) = Tr(w)}.

Se ndo existirem falhas multiplas, o valor de X é um dos conjuntos {i1},1 <i < n,
mas em geral, X é uma variavel aleatéria com valores em A = P{1,2,...,n}, o conjunto
das partes de {1,2,...,n}.

Chamaremos Tj o k—ésimo tempo de falha e X} o k—ésimo conjunto de falha.

-6 —
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-~

Assim, a sequéncia aleatéria (Ty, Xy )i1<k<, descreve como os componentes Cy,...,C, fa-
lharam e considerando Ty41 = Ty42 = ... = 00 e Xg41 = X4 = ... = 0 podemos
definir:

Definigao 1.1.1: Definimos o Processo de Falhas dos Componentes como o pro-
cesso pontual multivariado (T, Xi)r>1-

Uma maneira equivalente de descrever esse processo é através dos processos de

contagem: para cada conjunto de falha I € A fixado, sejam 77 e N¢(w;I) definidos por

7 =inf{T} : X; = I} (inf 0 =o0) e
0, set<T(w),
Nyw; I) = { 1, set>7r(w).

Para cada w, (Si(w))

vice-versa. Similarmente

1<i<n determina a realizagido do processo (N¢(I);I € A)i>o e

S =o0{l{si<s);s <t,1 <i < n}éequivalente a Sy = o{Ns(I);s <t,1 € A}

Com o conhecimento acumulado (3 )¢>o da evolugao dos componentes no tempo,
podemos observar o comportamento no tempo das esperangas condicionais E[f(S)|Sy],
para fungoes mensurdveis f convenientemente escolhidas. Para f fixada, assumiremos que

E[f(S)|S¢) é um martingal continuo a direita com limites a esquerda.

O tempo de vida 7, do sistema ¢, é completamente determinado pelos tempos de

vida dos componentes através da relagao funcional

7= ¢(S) = min maxS;

1<j<ki€K;
=S LI
onde Ki,..., K} sao os conjuntos de cortes e Py, ..., P, sdo os conjuntos de caminhos da
estrutura ¢ (Barlow e Proschan (1981)).
Definigao 1.1.2: Dado um sistema ¢ de componentes Cy, Cs,...,C},, definimos

sua funcao de estrutura como
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E[¢(S)Se)(w)

onde S = (S1,...,5,) € Si,1 <1 < n, sao os tempos de vida dos componentes.

Neste caso, o martingal (E[¢(S)|S4]),,, descreve como o tempo de vida estimado

do sistema evolui com o tempo, dado as observagoes dos componentes até o instante t.

Algumas propriedades estruturais simples sao facilmente reproduzidas, por exem-
plo:

a) Redundancias aos niveis dos componentes ¢ mais recomendavel do que re-

dundancia ao nivel do sistema, isto é:

E[$(SV R)[S] = E[¢(S)IS] V E[¢(R)[S]

ondeS:(Sl,...,S'n),Rz(Rl,...,Rn),
SVR:(SIVRl,...,SnVRn)e

S;V R; = max{S;,Ri},1 <1< n.

b) O desempenho de um sistema qualquer é sempre melhor do que o de um sistema

em série e pior do que um sistema em paralelo, isto é:

- Sk o L O
]E[llgnilgn Si|S) < E[é(S)|Sy] < E[lrgzas\ﬁ S; 1S4

Definicao 1.1.3: A confiabilidade do sistema ¢, de componentes Cy,...,C,, com

tempos de vida Sy,...,S,, respectivamente, é

E[¢(S)] = E{E[$(S)[S]}-

Exemplo 1.1.3: Seja ¢ um sistema formado por dois componentes independentes
em paralelo com distribui¢oes exponenciais de parametro 1. Entao ¢(S) = 5; V Sy e se

consideramos ; = 0{1{5;33},3 <t,i=1,2} temos que

-8 -
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E(4(S)) = fooo IP(r > t)dt = 1.5. (1.1.1)

Paraset >0,

PP(s< S <t+s,8<S,<t+s)
IP(Sy > 5,52 > s)
:.ZP(Sl St*{-SISl >S)IP(52 St-}‘SISI >S)
= P(S) < OIP(S, <)
= IP(¢(S) < ).

P(¢(S)St+3|51 > 5,5 >s):

(1.1.2)

A distribuicao condicional de ¢(S) — s dado que T} = s é exp(1). (1.1.3)
Assim, por (1.1.1), (1.1.2) e (1.1.3), obtemos que

t+ 1.5, se0 <t < T,
E($(S)|Sy) = {t+ 1, seTy <t<T,
TQ, setZTg.

Na maioria das vezes, os sistemas na engenharia sdo por demais complexos e na
presenca de dependéncia entre os componentes o calculo da confiabilidade do sistema é
praticamente impossivel. Torna-se necessédrio definir limites superiores e inferiores para a
confiabilidade dos sistemas complexos. No caso cldssico, estes limites sao naturalmente
obtidos na presenca de associacdo entre os componentes, que é uma forma de dependéncia
positiva. O vetor R = (Rj,...,R,) é associado se e somente se Cov(f(R),g(R)) > 0,
para todas as fungoes g e f crescentes e limitadas, definidas em IR" e com valores em IR
(Barlow e Proschan (1981)).
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1.2 Associagao dos Componentes.

Considere para quaisquer funcoes limitadas e mensuraveis f e g, versoes continuas
3 direita com limites & esquerda dos martingais M/ = E[f(S)|S:], M{ = E[g(S)|S] e o
processo covariancia (< M7, M9 >¢)¢>0 definido por:

Definigao 1.2.1: O processo covariancia (< MY, M9 >)i>o é o tinico processo

previsivel, de variagéo limitada, com < M7/, MY >¢=0 e tal que
MIMI— < M M9 >,
é um martingal.

Proposigao 1.2.2: Nas condigoes acima, vale

E < M/, M9 >=Cov(f(S),9(S)). (1.2.1)

Prova: Interpretaremos o como sendo a o—algebra trivial o{0,Q}. Assim,
E[g(S)|S0] = E[g(S)] e E[MIMS) = E[f(S)]E[¢(S)]. Como MM~ < MI M9 >, &

um (S )¢>o—martingal e tem esperanga constante, concluimos que:

E[M{ M{] - E[< M/, M >] = E(M{M{] = E[f(S)|E[9(S)],

de maneira que

E[< M7, M9 >) = E{E[f(S)|Sw]Elg(S)|Se]} = E[f(S)] E[g(S)]
= E[£(S)g(S)] — E[f(S))E[g(S)]
= Cov(f(S),9(8S)).

Em decorréncia da Proposicao 1.2.2 podemos usar um conceito alternativo (Arjas

e Norros (1984)) para um vetor aleatério associado:

—10 -
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Definigao 1.2.3: O vetor aleatério S é associado se e somente se para todas

funcoes f e g limitadas, mensuraveis e crescentes definidas em IR" com valores em IR,

temos:

E[< M7 M9 >]>0.

No que segue, caracterizaremos o processo < M/, M9 >, e procuraremos condigoes
para que E[< M7/ M9 > co] > 0. Para tanto, observemos que, para cada I € A, o processo
pontual Ny(I) = 1, <;} admite a decomposicao de Doob-Meyer

No(I) = A1) + M(I),

onde A;(I) é o dnico processo natural crescente e continuo a direita, com Ag(I) = 0 (o

(S¢)i>0—compensador de N¢(I)) tal que M,(I) = N(I) — A((I) é um (S,)—martingal.

Proposigao 1.2.4: O processo covariancia (< M/, MY >¢)i>0 tem a repre-

sentagao

<M/ M =Y / DDA + T Covan(CL(.CI0)  (122)
0

IeA 3<t

onde A¢(I) é a parte continua de A,(I);

ci(I)= (C’tf(‘[))t>0 e CI(I) = (C,g(f))DO sao previsiveis e

Covan(CL(+),CI(-)) =Y CLICUI)AALI)-
AN

— (- claan) (> cunAALD).

IeA IEA

Prova: Utilizando a decomposicao integral para martingais, podemos representar

M tf como

M{ =E[f(S)|+ > [ Cl(DdM,(I) (1.2.3)
Iena’0

- 11 -
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onde o processo (C,f (I)),s, & previsivel e (My(I))¢>o é o martingal resultante da decom-

posi¢ao de Doob-Meyer.

Segue que
i
<M M >= )" / CHICY(J)d < M(I),M(J) >, . (1.2.4)
1,Jen 0

Contudo, pela regra de diferenciagao de Stieltjes, temos

M(DM(J) = / t M, (I)dM,(J) + / t M- (J)dM(I)+

+ Y (ANS(I) = AA(D)(AN(T) — A4y(T))
s<t

_ / Moo (DAML(J) + / Moo (1)AM (It

+ D (ANG(I) = AAL(D)AN(T) = > (ANL(I) — AAL(D))AA,(J)
s<t 3<t

- /t M, (I)dM,(J) + /t M,_ (J)dM,(I)+
0 0
; /0 (615 — AAL(D)AN,(]) - /0 AA(T)dM,(I)
— ([ Mo aMu )+ [ Mo (DaM(D+ [ (61— AAD)MI)-

- [ aa@anmn+ [ G- aama),
0 0

Como M- (I), Ms-(J), AAs(J), 615 — AA(I) sao previsiveis, concluimos que
as integrais entre colchetes sao martingais. Sendo o processo fot(éu — AA(I))dAs(I)
previsivel, de variagao limitada e nulo no ponto 0, concluimos, pela unicidade do processo

covariancia, que

< M(I),M(J) >= / (615 — AAL(I))dAL(J])

e portanto
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d< M(I) < M(J) >¢= (615 — AA(I))dA(J)

Substituindo essa expressao em (1.2.4), obtemos

<M/ MI>i= > / CH(ICI(T)(61,5 — AAL(I))dA(JT)

I,JEA
-3 / CIDCH D da )~ Y [ CHICUNAALDIAL)
I,JEA I,Jen V0
_ / CHICHD)AAT) + 3% CHICHDAA(I)-
IeEA s<t IeA
= > O ClAAL(D)(Y CLUDAALI))
s<t I€EA IeA
= Z/ CL(ICHDAAT) + 3 Covan(CL(-), CL().
IEA s<t

Convenientemente, para I = () definiremos A4y(§) =1 — >, AA(I),t > 0 de
maneira que para cada t fixado, (AA(I),I € A° = AUD) é uma medida de probabilidade
em A°. As frequéncias AA(I),I € A° podem ser interpretadas como as probabilidades
de se obter a falha do conjunto I no tempo %, condicionado a ;- enquanto AA(0)

corresponde & probabilidade de nenhuma falha em ¢.

Definindo C/(0) = C¢(0) = 0 podemos interpretar Cova 4 (C{(-),C?(:)) como a
Cov(CI{(D),C4(D)) onde D é uma varidvel aleatéria com valores em A° e distribuigao de
probabilidades (A A (I), I € A°).

Para prosseguirmos a caracterizacdo do processo covariancia necessitaremos de
uma forma explicita para os processos C/(I) e C9(I). Tal resultado é formulado na

Proposicao 1.2.6.

Como C\?Tk- = o{T), X1, 15, Xo,..., Tp—1, Xp—1, Tk}, Tk é STk-— mensuravel e
desde de que 77 = T}, para algum k no conjunto {r; < oo}, concluimos que existem

funcoes tp}' tais que

=13 =
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M‘i-‘f]l{"'lsoo} = Z l{Tj=Tk}(PlIc(T17X17 T 7Tk—17Xk—19Tk)
k>1

e podemos entéio considerar o processo Zf(I) = (Z{(I)) I € A tal que

t>0°

ZII) = e, mn (T, X1, Tecy, Xk, t)
k>1

de maneira que, para cada I € A, Z/(I) é previsivel e
Z'rfI (I)l(‘r](oo) = ]\/—rq{, ]‘(T]<OO)‘

Definindo de maneira conveniente

ML — Y ren 21 (1)AA(T)

zZ{(0) = AAL(D) liaa.0)>0) + ISEUI}{)k |F(x)|1{a 4, (#)=0}

podemos demonstrar o seguinte lema

Lema 1.2.5: Para todo t > 0,

ML =" ZI(DAaA(D).
I€Ae°

Prova: Se AA,(0) > 0, o resultado é imediato. Em geral, para um tempo de
parada previsivel V, existe uma sequéncia (V;),>1 de tempos de paradas crescentes, tal

que V, < V,n>1com lm V,, =V, de maneira que
n—oe

M

J- = lim M{ = lim E[£(S)|Sv,]

= E[f(S)| \/ Sv.]
= E[f(S)|Sv-].
Assim,

= 14 =
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Ml_ = BM|Sy-] = E[Z 1{r=vy Z4(I) + L 2vivieny MY |Sy-]
TeA

= Z Z{;(I)]P[V =77|Sv-] + .ZE[].{TI¢V’V16A}]VI{/‘IC\}\/—].
IeA
Contudo, em {AAy(0) =0}, temos

P{V £,V € ASy-} =1- ) AAy(I) = AAy(0) =0,
IeA

de maneira que IE[l{,.I#V‘WeA}]\/f\f,|(3v-] =1 = Z{,(@)AAV((D) e

M{_ =" ZU(DAAVI) + ZL(D)Av(D).
TEA

Com o Lema 1.2.5, determinaremos na préxima proposi¢ao , uma forma explicita

para C/(I).

Proposicao 1.2.6: O processo C/(I),I € A na representaciao do martingal em

(1.2.3) pode ser escrito como

¢l =z{(1)-z{0).

Prova: Usando a notacéo M, = IE(f(S))+ Z/ Zf(I Zf(w ))dM,(I) temos,

IeA
para todo S;,1 <1 < n:

AMs, =Y ZL(D[ANs,(I)— Ads,(I)] = Y Z5(0)[ANs,(I) — Ads,(I)]

IEA IeA
=>" 2L (DANs, (1) = > ZL (DAAs (1) - 2L (D)1 - Y AAs ()]
I1€EA IEA TEA

=ML — M

= AM{.
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e portanto A(Mf — M)s, =0 para todo S;,1 <i < n.

Por outro lado, para qualquer tempo de parada limitado e previsivel V| temos
para M* = MS — M,

0= _ZE(A]\{[{H(\\S\/—)
= IE(AM{ 1 (aMe50)|Sv-)

= E() _ Cy(IANy(I) = AAv(D]Lanme20)|Sv-)
IeA

= IE(— Z Cy(DAAv(I)L(anm#0)Sv-)
TeA

==Y Cy(DAAv(I)P(AM® #0|Sy-),
IeA

onde a terceira igualdade vem do teorema da representacao geral de um martingal com
C*(I),I € A previsivel e ANy(I)1(apm,0) = 0.

Assim, em {IP(AM;, # 0|Sy-) > 0} temos que ) ;.\ CH(I)AAy(I) =0, o que
implica que

AM3 =Y " Cy(I)(ANy(I) — AAy(I)) = 0.
I€EA

No conjunto onde P(AM5, # 0|Sy-) = 0 temos imediatamente que AMY, = 0.

Portanto M* nao possui saltos em qualquer tempo previsivel V' e temos o resultado

esperado.

Usando a Proposi¢ao (1.2.6) e o Lema (1.2.5), temos que:

- 16 -
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M{ =Ml +Aam{
= > Zl(aad) + Y Z/(1)(AN(I) - AA(D)) -

IeA® IeA
= Z{(0) X (AN(I) - AA(D))
Ie€A
= ZIDANI) + 2{(0)(1 = > AAD) - Z{(0) D (AN(I) - AA(D))
IeA IEeA IEA
=Y ZHDAN(I) + 2] (0)(1 - Y AN(I))
IeA IeA

ou seja, M/ = ZI(I),I € A, se houver falha do conjunto I em ¢t e M = Z1(0) se ndo
houver falha. Assim Z; (I ) pode ser entendida como a esperanga condicional de f(S) dado

¢, se houver falha do conjunto I no instante t.

Voltando a Proposigao 1.2.6, a integral em (1.2.3) pode entdo ser vista como um
"fator de corregao ” a medida que o tempo passa para a estimativa M; = IE(f(S)|S¢) de
f(S). Se o integrando C/(I) ¢ ndo positivo para todo I € A entao cada falha significa uma

perda para o valor estimado (ver Exemplo 1.1.1). Este tipo de comportamento nos leva a

seguinte definic¢ao :

Definicao 1.2.7: Dizemos que S = (Si)i<i<n € enfraquecido por falhas (WBF)

se, para toda funcao crescente limitada f : IR} — IR e para todo conjunto I € A,

z1(0) > 2/(1),
ou equivalentemente
Z1(I) = B(f(S)[3+,) < 24, (1) qe. em {r; < oo}
Veremos a seguir teoremas com algumas condigoes para associacio de S.

Teorema 1.2.8: Suponhamos que S seja (WBF) e que todos os compensadores

Ay(I), I € A sejam continuos. Entdao S é associado.

Prova: Como A(I) sao continuos, A4,(I) = 0 para VI € A e AA,0) = 1 e
portanto por (1.2.1) e (1.2.2)

- 17 -
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Coulf(8)9(8) = B(Y. [ Clnesnaam),

Iea V0

que é nao negativa se S é WBF.

Os compensadores A,(I) sao continuos se e somente se todos os tempos de parada
71 forem totalmente inacessiveis e esta é uma propriedade muito comum nos modelos de

tempo continuo que nao envolvem tempos deterministicos, como por exemplo o Processo

de Poisson.

No caso de modelos com tempos discretos, entretanto, precisaremos de um con-
junto alternativo de condigées para que Cova 4(C7 (), C9(-)) seja nio negativa. Para tanto

usaremos a seguinte definigao :

Definigao 1.2.9: Dizemos que S = (5;)1<i<n € enfraquecida monotonamente por
falhas se (i) S é WBF e (ii) para fungdes limitadas crescentes f : IR} — IRe I,J € A

[(Z1(I) = ZT(D)AA(I)AA(T) >0 se ICJ,
ou seja, um aumento no tamanho do conjunto de falhas decresce estocasticamente a vida

residual dos componentes restantes.

Definigao 1.2.10: Consideremos a distribuigao de probabilidade {Ag(I),I € A%}
do conjunto de falhas no ponto de salto S. Diremos que {As(I),I € A’} é fracamente

associado se sua covariancia

Y Tsgs(DaAs(D) - (D Fs(DAAsD) (Y gs(I)AAs(D))

TEA® IEAO IEA®
€ nao negativa para quaisquer fungoes crescentes fg e gg em A,

Teorema 1.2.11: Suponhamos que S = (S;)i<i<k seja enfraquecido monoton-

amente por falhas e que {AAg(I),I € A} seja fracamente associada para todo tempo

previsivel S. Entao S ¢é associado.

- 18 -
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Prova: Considerando que f,(I) = —C{(I) e que g,(I) = —CY(I) obtemos, pela

Proposigao 1.2.4, Z CovAA(C'f(-), C9(-)) é ndo negativa.
s<t

- 19 —
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1.3. Importancia de Componentes.

Sejam 7 e S;,2 = 1,...,n, os tempos de vida de um sistema e de seus componentes,
respectivamente. Birnbaum (1969) define ( a importancia da confiabilidade da componente

: para a confiabilidade do sistema como

IB(r,S:)) = P{r > t|Si >t} —IP{r > t|S; < t}, i=1,...,n.

Nas aplicagoes , esta medida contém limitagoes pois depende do momento fixado
do tempo ¢. Para resolver tal problema, varias medidas de importancia foram propostas

(Barlow e Proschan (1975), Natvig (1985)), sendo que a maioria delas sao integrais pon-

deradas de I2(r, S;) sobre t.

Bergman (1985) observa que, na Teoria da Confiabilidade, virias medidas de im-
portancia podem ser obtidas através do estudo da troca do tempo de vida esperado do
sistema, devido a diferentes variagoes de distribuigao do tempo de vida do componente

em questao. Esta nogao é facilmente comprovada no caso de componentes independentes.

Neste caso,

IE(r) = / IP(m > t)dt
0
= / [P(T > tlS,’ > t)IP(S; >t)+ IP(T > t|Si < t)lP(S,‘ < t)]dt
0
= / [IP(S; > t)IB(r, Si) + IP(1 > t|S; < t)]dt.
0
Assim, se F; e (; denotam a distribuigao original e a distribuicio modificada
do componente ¢, respectivamente, a importancia do componente i com respeito a esta
modificagao é dada por
| @i - Fuenreer, s,
0
onde F;(t) = 1 — F(t) e Gi(t) = 1 — G(t) sdo as funcoes de sobrevivéncia de F e G.

- 920 -
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Como uma aplicagao desta nog¢éo de importancia, podemos obter a importancia

de Natvig através de um reparo minimo do componente.

Um reparo minimo do componente 7 significa que, imediatamente depois de sua
primeira falha, o componente é reparado para ter a mesma distribuigiao do tempo de vida
que tinha imediatamente anterior a falha. Isto é, um tempo de vida adicional S! com

‘funcao de sobrevivéncia condicional

ZP{S: >S|Si=t}:ﬂ3{5i>3+t|5f >t}

¢ adicionado ao tempo de vida original S;, resultando em um novo tempo de vida com

funcao de sobrevivéncia

ai(t) = JP{S, > t} -+ /t _ZP{SII >t — S|S,‘ = S}dF,'(S)
0
= F;(t) — Fi(t)In Fy(t).

Portanto,

IN(r, S;) = / oo@(ﬂ — Fi(t)IB(r,S;)dt

= /t ~Fi(t) n F;()IB (7, Si)dt
0

¢ a importancia da confiabilidade do componente para a confiabilidade do sistema de

Natvig (1985).

No contexto dessa dissertagao , provaremos que esta medida de importancia da con-
fiabilidade do componente z pode ser obtida através da modificacio do martingal IE[$|S]
no tempo de falha T;,2 = 1,... ,n. Esta abordagem é de Norros (1986a) e sua maior van-

tagem é que a interdependéncia dos tempos de vida dos componentes pode ser considerada

sem maiores complicagoes .

Nesta secao assumiremos as seguintes hipdteses:
) PO0< S;<o0)=11=1,...,n,

ii) Para todo 7,j com i # j, IP(S; = S;) =0e (1.3.1)

~-921 -
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iii) Todos os compensadores A,(7) = A;{i} séo continuos.

Observe que, pela hipétese (ii), I contém mais que um elemento implica que

A(I) = 0.

Seja 7 o tempo de vida de um sistema com IE(7) < oo e seja (M )i>0 uma
versao continua a direita com limites & esquerda do martingal uniformemente integravel
(IE(7|S¢)) s, Desejamos calcular EAMS,] = E[MG, - M?Z_] onde S; é o tempo de vida

do componente z,2 = 1,...,n.

Exemplo 1.3.1: Consideremos o caso de um sistema formado por apenas um

componente, isto é, 7 = 51, IE(1) < co e n = 1. Se St = 0{l{,54s < t}, entdo

]\/ftr = ]E[TIT > t]l{r>t} —+ Tl{rgt}-

Contudo,

E[r|r > t] = / IP{T > v|t > t}dv
0

t (o)
=/ 1P{T>U|T>t}dv+/ IP{r > v|T > t}dv
0 t

*® P(t > v)
= d
+ . IP(t >1t)
1 oo
F(t) Jo ( )

e concluimos que

1 _
t T (1) Jo (u+t)du {r>t}

Assim, AM = —ﬁ I F(r4+u)du e

= D =

s
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1
F(r)

= [T 55 [ T v wmarc)

_ /Ooo _Fzs) (/:o F(v)dv)dF(s)

- [ e

_ /0 " F(v) In F(v)do

E[AM]) = E[-

/oof(‘r + u)du]
0

= . /oo f(v) lnf(v)fz;/(ﬂ T)dv
0

= IN(r,7).

De uma maneira geral, o problema é colocado na proposi¢ao a seguir:

Proposigao 1.3.2: Sejam ({2, S, P) um espago de probabilidade e (G;);>o uma
familia de sub o —algebras de &, crescentes, continuas a direita e com Gy contendo todos os
conjuntos de P—medida nula. Sejam S e T' (G;)—tempos de paradas, Ny = 1(r<y € (A¢)e>0
o Gi—compensador de (N¢)¢>0. Suponhamos que IE(S) < oo, que (A¢)>0 seja continuo e
M} uma versdo continua & direita , com limites & esquerda do martingal uniformemente

integravel IE(S|G,). Entao

IE(AMz?) = —IE(SA7) + E(S) = —Cov(S, Ar).

Prova: Notemos que IE(M7) = IE{IE(S|Gr)} = E(S) e que (N; — Ay)i>0 é um
martingal com IE(N, — A;) = IE(Ny — Ag) = 0, assim I[E(Ar) = IE(Nt) = 1.

Por outro lado,



Cap. 1: Associagao e importancia dos componentes 24

E[M37_] = IE{ /0 M2 dN}
=1E{/ MS dA,)
0

= ZE{/ MSdA}
0
= IE{MZ7Ar}.
A segunda igualdade acima segue do fato de que (IVy — A;)¢>0 é um martingal e

de que M2 é previsivel e portanto ( [ M2 d(N; — A1) 5o

0. A terceira igualdade ocorre porque A; é um processo natural crescente e, finalmente, a

¢ um martingal com média

ultima igualdade segue da féormula integral de Dellacherie.

Concluimos entao que

E[AM7) = E[M7] - E[MJ-]
= B[S] — E[ATIE(S|GT))
= [E[S] — E[IE(ArS|Gr))
= [E[S)E[Ar] — E[ArS]
= —Cov(ArT,S).

No contexto de sistemas coerentes e de seus componentes, consideremos o tempo

de vida do sistema 7 com IE[7%] < co, uma condigao que garante a existéncia de IE[AME].

Definicao 1.3.3: Com as hipdteses (1.3.1) e éupondo que IE[7?] < oo, definimos:

1) A importancia absoluta do componente ¢ para o sistema 7 como

IA(T,S,') = —IE[AM;.'] = CO’U(T,AS'.(i));

i) A importancia relativa do componente ¢ para o sistema 7 como

— 924 —
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Tsl7.5; )
Ip(7,Si) = n.A(—)-
Z IA(Ta Tz)
i=1
Podemos provar que as variaveis aleatérias Ag, (i), = 1,...,n, sao independentes

e identicamente distribuidas com distribuigao exponencial de parametro 1.

Lema 1.3.4: Sob as hipdteses (1.3.1) Ax(2) = Ag,(2),7 = 1,...,n, sdo indepen-

dentes e exponencialmente distribuidas com parametro 1.

Prova: E suficiente mostrar que, para quaisquer niimeros reais uy, us, . . . , Un,

n

E{GXP[Z Zu]Aoo(])]} = H :

1—u;
=1 4

Observe que

my(j) = (1 — iu; )N expliu; Ai(5)]

=] +A zu] eXP[ZU]As(])]d{As(]) - Ars(j)}

pois, se t < S,

t

¢
1 —I—/ wujexpliujAy(7)]d{As(j) — Ns(3)} =1+ / iujexpliu; Ag(7)]dAs(7)
0 0

= expliujA¢(7)]
= {1 - Z-uj)N:(j) exp[iu]‘At(j)]

eset > .5,
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¢ S;
! +/0 wuj expliv; A ()]d{4(5) — Ns(§)} = 1 +/0 wuj expliu; A (5)]dAs(5)—

t
= / it explin; A, ()JAN, (7)
0
= 1+ expliu;As; (7)) — 1 —dujexpliu;As; (7))
= (1 — 1u; )M D expliu; A.(5)).

Contudo, como (A; — N¢);>0 € um martingal e iujlexp[iu;A:(7)] é previsivel, pode-
mos concluir que m(j) é um martingal e utilizando a regra de diferenciaciao de Stieltjes,

temos

t

my(2)my(y) — 1 = /0 mg-(2)dmg(7) + '/0 mg-(7)dmg(z) + ZAms(i)Ams(j)‘

s<t

Como os A(z)’s sao continuos e IP(S; = S;) = 0 por hipétese, concluimos que
ZAms(i)Ams(j) = 0 e que m(2)m(j) € um martingal, com < m(z),m(j) >;= 0. Isto

s<t
é, os (my(1)) +>p Sao martingais ortogonais. Assim, seu produto é um martingal limitado e

obtemos
E{][(1 — ;) expliv; Ay ()]} = B[] mo(i)) = E[1] = 1.
j=1 j=1
Logo
]E{exp[z'iujATj (N} = H 3 —liu]-'
J=1 j=1

Portanto os tempos de vida S; sao relacionados com as varidveis aleatérias A, (1),
os valores finais de seus compensadores, que sdo independentes com distribuiciao expo-
nencial de pardmetro 1. Norros (1986b) prova que essa correspondéncia é bijetora. Mais

precisamente, dados valores exponenciais X’s, os valores S; podem ser gerados como segue:

~ 26 —
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Os compensadores A(z) sao deterministicos entre os tempos Ty, k > 0. A cada
falha Ty, novas funcoes deterministicaas(z) sdo escolhidas (dependendo dos valores de

{Ty, Xk,1 < k <n}) tais que A7, 44(2) = An, (7) + a(7) para t < Tryq — Tk

Para gerar os tempos de vida S;, basta observar os compensadores, até que algum
deles, digamos A4(2), alcance um pré-determinado valor exponencial X em algum tempo

t. Entao S; assume o valor t e o algoritmo continua com a troca correspondente nos
compensadores.

No caso de componentes independentes, temos que

As, (1) = —InFi(S;),

onde F'; é a funcao de sobrevivéncia do componente :. Dessa maneira, a importancia

absoluta do componente 2 é dado por:

I4(1,8i) = —Cov (T, lnf,-(s,-))

e neste caso, a definigao acima é equivalente a de Natvig, como demonstraremos na seguinte
proposicao :

Proposicao 1.3.5: No caso de componentes independentes,

IA(T, Sl) = — Amfi(t)ln?i(t)IP(T, S,’)dt.

Prova: Como existe uma correspondéncia biunivoca entre S; e Ag, (), podemos

usar a condicional em S; e obter



Cap. 1: Associagao e importancia dos componentes 28

E[rAs,(i)] = B{ E[rAs,(1)|4s.()] }

= B{4s,() [ P(r > tlas @)
= IE{As, (2) /°° IP(r > t|S;)dt}
= IE{As, (1) /Ooo[l{sl.St}IP(T > t]S; < t) 4+ 1ig;> P(7 > t]S; > t)]dt}

:/ [P(r > 1]S; < 1)[E(As; ()15, <))+
0

A dltima igualdade acima consegue-se pelo teorema de Fubini. Contudo,

E(As;()1(s;<1y) = B(=In Fi(Si)1(s,<1y)

—InF; (1)
= / ze da
0

=InF;(t)Fi(t) + Fi(t) e
IE(As (1)1{s;>1)) = Fi(t)(1 — In Fy(t)).
Substituindo esses resultados na expressido de IE[T Ag,(7)]. obtemos

E[rAs(i)] = /000 [P(7 > t]S; < t)(In Fi(t)Fi(t) + Fi(t))+

+ IP(r > t|S; > t)(Fi(t) — Fi(t) In Fy(t))] dt.

Por outro lado,

IE(7)IE(As, (1)) = IE(T)

= / IP(T > t)dt
0

= / [P(T > tlSi < )Fi(t)+ IP(1 > t|S; > t)F,'(t)]dt
0

— 928 —
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e portanto

Cov(r, As; (i) = IE[TAs,(1)] — IE(7)IE[As; (1)]
= —/ Fi(t)InF;(t)[IP(1 > t|S; > t) — IP(1 > t|S; < t)]dt
0
=— /°° Fi(t)In F;(t)IB(, S;)dt
0

=IN(r,S)).

|
Ainda no caso de componentes independentes, seja (); a distribuigdo conjunta
do vetor S = (5;,...,5,) onde a fungao de distribuigdo F; é modificada através de um

reparo minimo, isto é, F;(t) é substituida por F;(t)(1 — In F;(t)), enquanto que as outras

distribui¢des permanecem inalteradas. E facil concluir, usando a Proposicio 1.3.5, que

Io(7,5;) =1Eq,(1)—IEp(T)

é o crescimento do tempo de vida médio do sistema causado pelo reparo minimo do com-

ponente 2.
No que segue, mostraremos que essa interpretacao também ¢é valida no caso geral.

Considerando as hipéteses (3.1.1.), temos

Ia(7,S;) = Ep(rAs, (i) — Ep(r)Ep(As (7).

Desde que IE(Ag, (1)) = 1, podemos considerar a medida

Qi(0,1] = /0 Ag (3)dP

com a derivada de Radon-Nikodym %)}',—" = Ag,(2) e

Ia(7,S;) =IEq,(7)— Ep(T).

=920 =
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Temos que mostrar que (); é a medida obtida de P através de um reparo minimo.
Jacod (1975) demonstra que os compensadores determinam completamente a medida de
probabilidade P de um processo pontual e vice-versa. Devemos assim encontrar uma
formulacdo adequada para o reparo minimo através dos compensadores e utilizar essa

correspondéncia.

Para provar o resultado, recordemos que o reparo minimo do componente 7 sig-
nifica que imediatamente depois de sua falha, o sistema como um todo, retorna ao estado
imediatamente anterior a falha daquele componente. Assim, o efeito da falha do compo-
nente ¢, incluindo os efeitos nas distribuigoées dos tempos de vida dos outros componentes

é totalmente ignorado.

Em termos dos compensadores, interpretamos que S; é o tempo em que a funcgao
crescente A4(¢) atinge um valor exponencial X (de parametro (1)). Pela propriedade
da falta de memoria da distribuigao Exponencial, podemos ignorar a primeira falha do
componente ¢ trocando a distribuigao Exponencialde parametro (1) por uma distribuicéo
Gama de parametros (2,1). Enfim, a distribui¢ao Gama (2,1) é a soma de duas varidveis
aleatoérias independentes com distribui¢oées Exponenciais(1), que podem ser pensadas como
os valores determinando a primeira falha ignorada e o tempo de vida adicional devido ao

reparo minimo.

Seja R(t) a fungao de risco da distribuigio Gama de parametros (2,1), isto ¢,
R(t) = —InF(t) = t — In(1 4 t). Procuramos o novo compensador B,(i) que atinja um
tempo exponencial em S; + S;. Agora, A;(t) = X é equivalente a R(A;(t)) = R(X) e se
X tem distribuicado Gama de parametros (2,1), R(X ) é exponencial de parametro 1 e o

compensador procurado é

Bi(i) = R(4i(t)) = Ai(t) — In(1 + A,(3)).

Devemos provar entao que a distribuigao ); obtida acima é caracterizada pela

seguinte transformacao nos compensadores
By(i) = Ay(i) — In(1 4 A4 (7)) e

Bu(j) = Adj) se j#i.

Concluimos portanto que Q; é obtida através de um reparo minimo do componente 7.

— 30 =
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Proposigao 1.3.6: Nas suposigoes acima e se

Lo = (FF)s, = B(As,()IS) =1 = My(i) = 1 = Ni(i) + 4i(2),
A1) = A(i) —In(1 + A7) e

A(G) = A§)  sej#i

o Q;—compensador de Ny(7) é A}(7),z =1,...,n.

Prova: Usando o Lema de Komatsu, € suficiente provar que, para todo tempo de

parada limitado 7', temos:

Eq,(Ar(i)) = IEq,(N1(i)) e

Eq,(A7(j)) = [Eq,(N7(j)) se j#1i.

Pela formula de integragao de Dellacherie, temos

Eq,(Ar(1)) = E[Lr(Ar(i) — In(A7(i) + 1))]

—ZE/LdA IE/ 1+4()dA(z)

= ZE/ A (Z T )

B A(?) ,
JE/ 81+A()dA(2)

. As,.
= E[j\TT(Z)LSI_ 1 + AS]

= E[Nr(i)(1 = Ng- (i) + As, (1))
= IE[Np(i)Asg,]
= Eq,(Nr(3)).

S; ]
14 As,

A segunda igualdade acima provém da férmula de integracao de Dellacherie, a

quarta igualdade vale porque A, é natural e L; é um martingal continuo a direita e com

- 31 -
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limites a esquerda e a quinta igualdade é baseada no fato de que (N; — A4;);>0 é um

martingal.

T T
E[Ay() = B / L.dA,(j) = [E /0 Ly dA()
T
=B [ L-dN,G) = ENr()L5)

= E[Nr(j)Ls;] = Eq,(N7(}))

A pentltima igualdade segue do fato de que ALg; = 0 e Np(j) € Ss; —mensuravel.



CAPITULO 2

CAPITULO 2: O PROCESSO DE RISCO DOS COMPONENTES E DO SISTEMA

- 33 -
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2.1: A Funcgao de Risco através do Compensador.

Seja 7 o tempo de vida de um objeto, F(t) = P{r < t} sua funcao de distribuicio
e F(t) = 1 — F(t) a correspondente funcio de sobrevivéncia. Considere a funcao definida

pela integral de Stieltjes:

B F(ds)
RO fog Pl

onde F[s,c0) = P{7 > s}.
Vejamos algumas propriedades de R(t):

1 - R(0) =0 e R(t) é uma funcao nao decrescente, pois o integrando é positivo.

2 - R(t) é continua a direita, pois considerando uma sequéncia (tn)n>1 com t, |t

temos que

oo

(0,8]= [ (O,ta] e / F(ds) _ lim/ F(ds)

n=1 0,9 Fls,00) - n=eo Jg,1,) Fls, 00)

3 - R(t) tem os mesmos pontos de descontinuidade de F, com

AR(t) = R(t) — R(t") = % <1.

4 - No caso em que AR(t) = 1, para algum ¢, temos P(t > t) = 0 e R(s) = R(t),
para s > t.

Como mostra o teorema abaixo, a classe das funcées com as propriedades acima

caracteriza as medidas de probabilidade em (0, co].

Teorema 2.1.1: Seja A a classe de todas as fungoes R(t) que sio nao decrescentes,
continuas a direita, com R(0) = 0, AR(t) < 1e R(s) = R(t), para s > t quando AR(t) = 1.
Entao, as formulas

— 34 =



Cap.2: O Processo de Risco dos Componentes e do Sistema 35

F0,t] =1—e %W TJ(1 - AR(s)) e

s<t

F(ds)

R(t) = (0,1 F[s,0)

definem uma correspondéncia biunivoca entre as classes de todas as medidas de probabi-

lidade em (0, 0] e a classe A.

Prova: Para cada medida F(0,t] podemos definir R(t) = f(o ) If[‘id:o) e inversa-

mente, para cada R(t) em A, podemos definir a medida F'(0,t] = 1—ef<(O T]__ (1-AR(s)).

Suponhamos que existam duas medidas de probabilidades F;(0,t] e F5(0,t] tais que

_ [ Bl _ [ Bads)
i = /(O,t] Fi[s, 00) /(o,t] Fals, 00)

Diferenciando as equagoes em t e integrando convenientemente, temos:

_/0 Fis, 00)R(ds) = Fy[t,c0) e

t
— / Fy[s,00)R(ds) = F3[t,00),
0
assim F} e F, satisfazem a equacao 1 — foi F[s,00)R(ds) = F[t,o0) que pelo Lema 18.8

Liptser & Shiryayev (1977b) tem solugao tinica e igual a

Fi[t,00) = Fyft,00) = e~ T](1 — AR(s)).

s<t

Logo a correspondéncia é bijetora e o teorema esta demonstrado.
|

No caso em que a fungao de distribuicdo de 7, F(t) = F(0,t] é continua, essa

relagao de equivaléncia reduz-se a

R(t) = —logF(t).
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Nesta forma, R(t) é frequentemente utilizada para caracterizar classes de distribuicoes de

vida uteis em Teoria da Confiabilidade, como por exemplo:

a) Uma funcao de distribuicdo F pertence a classe de distribuicdo de vida com

taxa de falha crescente (IFR) se e somente se R(t) é convexa.

b) Uma fungao de distribuicao F' pertence & classe das distribuigdes NBU (New
Better than Used) se e somente se R(t + s) > R(t) + R(s), para todo s e t > 0.

Com essas caracterizagdes , R(t) = —logF(t) é frequentemente definida como
funcgao de risco e isso nao corresponde a realidade pois, no caso geral, a distribui¢iao pode

ter uma parte discreta

F(0,8] =1 — e R TT(1- AR(s)).

s<t

Reservando-nos contra esse inconveniente, adotaremos a seguinte definicao :

Definigao 2.1.2: Seja 7 o tempo de vida de um objeto com funcéo de distribuicio

F'. Entao

F(ds)

R(t) = —\%)
®) (0,1) F[s,00)

é denominada funcéo de risco de 7 (ou de F).

Com a definicao acima preservamos a nocgio intuitiva de uma funcao de risco, ou

seja,

F(dt)

R(dt) = o]

= P{r € dt|r > t}.

No contexto dessa dissertagéo , consideraremos o indicador da falha do objeto em
estudo, Ny = 1{; <,y e a familia de o—algebras (J)>0, S = o{1l{r>s},s < t}, crescentes
e continuas a direita, completadas com os conjuntos de medida nula. Claramente, (N, )t>0
é um sﬁﬁéfdll&rtingal e podemos concluir, utilizando a decomposigao de Doob-Meyer, que
existe um martingal (M );>¢ € um dnico processo natural crescente ( A, )i>0 (com A(0) = 0),

o $—compensador de (N¢);>¢, tal que
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Ny= M+ A;,, t>0.

Podemos caracterizar o compensador A(t), através da seguinte proposigao :

Proposigao 2.1.3: Sob as condigoes acima,

i = / F(ds)
(

0,tAT] F[S,OO)

Prova: Seja S um (3;)—tempo de parada.

BlAg)] = E(/ F(du)'> .

(0,5AT] F['Ll., OO)\

= Uosng Py 70

_ /05(/(“] %)F(dtpr/;(/(m Fi(:’izg))F(dt)

s F(du) ~ F(du)
_ /0 ( y —F[lf’oo)>F(dt)+[1 F(S)] -

Integrando por partes, temos que

o F(du) B F(du) F(u~™)F(du)
»/0 </(0,t] F[U,OO)>F(dt) = F15) (0,9] Flu,00) - /(0,5] Flu,00)

F(du)
(0,s] Flu,0)

= [F(5) — 1] + F(S)

e portanto obtemos que

E[AS] = F(S) = E{]‘{TSS}} = E[Ns]

Usando o Lema de Komatsu, provamos que (Ny — A¢);>0 é um martingal. Desde
que Ag = 0 e utilizando a unicidade da decomposicio de Doob-Meyer, concluimos que

(A¢)i>0 € o Sy—compensador de (Ny¢)¢>o.

=97 =
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O fato importante a ser considerado é que o ($)—compensador

..

0,tAT) F[S’ OO)

¢ a nossa funcao de risco no conjunto de interesse {t < 7}, a qual caracteriza as distribuicoes

IFR e NBU no caso continuo e univariado.

Para generalizar a nogao de risco através dos compensadores, notemos primeira-
mente que estes sao determinados relativamente a uma familia de o—algebras (Se)i>o
fixada. Se mudarmos esta familia mudaremos o compensador. Portanto, ao caracterizar
uma distribuicao através dos compensadores devemos considerar a familia de o—4lgebras
envolvida. Esta generalizacao de classes de distribuigdo de vida baseadas em nocoes de

ordenagao estocastica condicional a familia de o—algebras (3¢ );>0 ¢ apresentada em Arjas

(1981).
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2.2 Classes de Distribuigoes MIFR|(Sy).

Consideremos um vetor aleatério S = (Si,...,5,),5; > 0,7 = 1,...,n, provavel-

mente representando os tempos de vida dos componentes de um sistema.

Seja 0,(S;) = (Si—t)t = max(S;—t,0), o tempo de vida residual de S; no instante
t. Denotaremos ;S = (6;S1,...,6,S,).

Comecaremos por definir a classe univariada de distribuicoes de vida IFR relativa

a uma familia ($¢)¢>0.

Definigao 2.2.1: Dizemos que o tempo de vida 7 (ou sua distribuigao ) é IFR|(S)
se, para todo 0 < t* <tes € IR,

-ZP{HIT > SI%[} S P{Gtt"- > 3|C\}to} q,c,’

ou seja, (0,7|3¢) Ist t.

A relagao entre a defini¢ao cldssica de IFR e esse novo conceito é dada pela seguinte

Proposicao :

Proposicao 2.2.2: Um tempo de vida 7 tem a propriedade IFR se e somente se

7 € IFR|o{1{; 5458 <t}

Prova: Consideremos a funcao

F(1)

F(i+s) yo
flt,s,w) = L) se F(t) > 0ewe {7 >t}
0 , caso contrario.

Notemos que um conjunto em S, ¢ da forma C = {7 > u},u <t e assim,
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/ F(t,5,0)P(dw) = / M1{,>t}(w)zp(dw)
C {r>u}

F(t)
_ F(t + s) »
= i [ @)

= F(t+ s)
=P{r>t+s,7>u}
= P{6,7 > s,C}.

Portanto, f(¢,

lentes.

A extensao multivariada desse novo conceito é natural.

Definigao 2.2.3. Dizemos que S = (Si)i1<i<n tem taxa de falha crescente relativa
a (S¢)i>o0 e abreviamos por MIFR|(S;) (Multivariate Increasing Failure Rate relativa a

St)e>0) se, para todo conjunto superior aberto U € U e todo 0 < t* < ¢, tivermos

P{ets € U[gt} S IP{(),:S € Ulgf‘} q.c. .

Dizemos que S tem essa propriedade fracamente (weakly) e escrevemos WMIFR se U ¢é
restrito a classe dos conjuntos superiores diagonais. Os conceitos de conjuntos superiores

e conjuntos superiores diagonais sdo encontrados no Apéndice.

Podemos provar que S = (S;);<i<n ¢ MIFR|(S) se e somente se existe uma versao

regular da distribuigao condicional IP e um conjunto de medida nula N, tal que em N°¢

IP{6,S € U|S¥} < IP{6,+S € U|S¢ },

para todo 0 < t* <t e todo conjunto superior U € U.

Como qualquer esperanca condicional é igual (q.c.) a uma integral com respeito a

uma versao regular da probabilidade condicional, podemos enunciar a equivaléncia:
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S é MIFR|(S;) se e somente se, para toda fungao f : IR" — IR Borel mensuravel,

crescente e limitada tivermos

E[f(6:S)|S] < IE[f(6++S)|S¢+]  g.c.,
para todo 0 < t* < t.

Discutiremos agora a preservagao da propriedade (W)MIFR|(S;) sobre a formagao
de sistemas mondtonos. Provaremos que a propriedade MIFR|(S) dos tempos de vida dos
componentes ¢ preservada para o tempo de vida do sistema se a familia de o—algebra

(S¢)e>0 for mantida. Comecgaremos, entretanto, com um caso um pouco mais geral.

Suponhamos que os componentes C; com tempos de vida S;(1 < 7 < n) sao usados
para formar m sistemas mondtonos binarios ¢;,1 < j < m. Cada componente C; pode
fazer parte de mais de um sistema ¢; ao mesmo tempo e alguns componentes podem nao

J !

fazer parte de sistema algum. Denotando o tempo de vida de ¢; por 7; temos

7; = min max S,
k IEI\jk

onde Kj; denota o k-ésimo conjunto de corte de ¢;.

Teorema 2.2.4: Nas condigoes anteriores, se S = (5;)i1<i<n ¢ MIFR|(S) entdo
T = (Tj)lSjSm é MIFR'(%t)

Prova: Se escrevermos 7; = 7;(S), entao:

0,7;(S) = (7;(S) — )"

= ((mljn max S;) — t)+ = (min %IIa‘X(Si - t))+

1€EK k ik
= max min (S; — t)* = 7;(6,S).
k€K,

E mais, a fungdo S — 7(S) é crescente em S. Entdo, se f : IR™ — IR' é crescente,

temos que

f(6:7) = f(7(0,8)) = (f o 7)(8:S),
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onde a fungdo composta f o 7 : IR® — IR' é crescente. Assim, como por hipdtese S é
MIFR|(S¢),

E((f ® F)(ets)lgi) < ZE((fo F)(et's)lc‘\st‘) gq.c.,

para 0 <t* < t, o que implica que

E(f(6:7)S:) < E(f(07)Se-) q.c.

e provamos que 7 € MIFR|(Sy).

Coroldrio 2.2.5: Se S = (S;)1<i<n € MIFR|(Sy), entdo qualquer tempo de vida

7 = 7(S) de um sistema mondtono com componentes C; ¢ IFR|(S,).

O corolario acima parece contradizer uma propriedade bem conhecida: os sistemas
monotonos formados por componentes independentes com tempo de vida IFR nio tem
necessariamente um tempo de vida IFR (Barlow e Proschan (1981)). Consideremos o

seguinte exemplo para elucidar a questao:

Exemplo 2.2.6 (Barlow e Proschan (1981), p.83): Sejam C; e C; dois compo-
nentes exponenciais independentes de parametro 1, em paralelo. Aplicando o coroldrio
temos que 7 = 51 V 52 ¢ IFR|o(1¢s,>4},s < t,4 = 1,2), mas néo podemos fazer afirmagoes
(usando o coroldrio) a respeito de 7 em relagao a o(l{;>4),s < t); na verdade sabemos

que 7 nao é IFR|o(1{,>,),s < t), ou seja, IFR.

Um outro resultado interessante é obtido quando fazemos a reciproca do coroldrio

anterior:
Proposicao 2.2.7: Suponhamos que 7 seja IFR|(S;) para qualquer sistema
monétono formado por Cy,...,Cy. Entao S é WMIFR|(Sy).

Prova: Seja U € U(d) um conjunto diagonal arbitrério, com d € IR'. Entéo, pelo

Lema (A.1.5), U pode ser escrito como:

U={x€R": max minz; > d},
1<k<ko i€P;
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ondel < ky <2"—1e P, C{1,2,...,n}(1 <k < k). Se ¢ for um sistema com tempo de
vida 7 = max min7; (basta tomar os conjuntos Py como conjuntos de caminho), temos
1<k<ko i€Py
0,SeU)} = ¢ min(S; —)*t > d
{6.5 € U} {lgnkaéhkogrel},k( i—t) }

= {( max minS; —t)* > d}
1<k<Lko 1EP;

= {6,7 > d}.

Assim,

P{6,S € U} = IP{6,7 > d} <
S IP{07 > d} = IP{6+S €U} q.c.,

para 0 < t* <te U conjunto superior diagonal.
|

Ja demonstramos que a formacio de sistemas mondtonos preserva a propriedade
MIFR|(S¢) e mostramos que o mesmo néo acontece se mudamos a familia de o—algebras.
Seria desejavel encontrar condigoes sob as quais sistemas monétonos preservassem a pro-
priedade MIFR|(S) de seus componentes, mas relativamente a uma familia de o —algebras

(Gt)i>0 contida na familia (3y)¢>g. Como exemplo, consideremos

S = 0{1{S;>s}15 < 6,1 <@ < n} a o—algebra gerada pelos indicadores dos

componentes e

Gy = 0’{1{,.).>s},$ < t,1 <7 < m), a o—dlgebra gerada pelos indicadores dos

sistemas.

Notemos que 7; > s = Si; > s} de maneira que G; C Sy,t > 0.
q J q
k €K

Essas condigoes estao no seguinte teorema:

Teorema 2.2.8: Suponhamos que S seja (W)MIFR|(S,) e que G; C Sy seja tal
que, para todo t > 0, 6,7 seja independente de Iy, dado G,. Entao 7 é (W)MIFR|(G,).

Prova: Pelo Teorema 2.2.4. 7 é (W)MIFR|(S,) de maneira que, para todo con-

junto superior aberto (diagonal) U e 0 < t* < ¢,
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P07 U|S) < P(6-TeU|Se) qec. .

Como 7 ¢ independente de ¥, dado G;, podemos afirmar que

IP(6,7 € U|G:) = IP(6,7 € U|$)
< P(807 € U|Se)
= P(Gf"f‘e U|gtn) q.c. .

Um exemplo especifico da aplicagao desse teorema é dado pelo seguinte coroldrio:

Corolario 2.2.9: Seja 7 o tempo de vida de um sistema em série cujos tempos
de vida dos componentes S é MIFR |(S,), onde S, = 0{l(s;5s},5 < t,1 <i <n}. Entao
7 é IFR.

Prova: Como IFR é o mesmo que IFR|(G,), onde G, = 0{l{r>s},s < t}, devemos

mostrar que, para todo s et > 0, {;7 > s} é independente de S, dado G;. Como G, C Sy,

é suficiente provar que

P{0;m > s|S¢} = IP{6,7 > s|G:} q.c. .

Seja entao
F((t+9)1) : -
Ft, s;w) = —Fa) sew € {S; >t,1<i<n}eF(t1) >0,
0 , caso contrario.

Se C € $y,C é da forma {S > u} para algum u < t1,

) _ F(t+91)
/Cf(t,e,w)P(du.)_/{s>u} Fun) LS (@) P(d)

B F((t+s)1)

- = /Ql{s>t1}(w)P(dw)
=F((t+s)1)

=IP{S > (t + 5)1;S > u}

= P{e,T > S,C}
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e concluimos que f(t, s;w) é uma versao de IP{6;7 > s|S,}. Como os conjuntos em G, sao

da forma {S > s1}, para algum s <, f(t,s,w) é também uma versio de IP{,7 > s|G,}.

Estes novos conceitos preservam a maioria das propriedades que poderiam ser
chamadas de desejaveis para qualquer extensio do conceito cldssico de confiabilidade.
Ja verificamos na Proposigdo 2.2.2 como a classe IFR|(Sy) se reduz & classe de dis-
tribuigoes IFR, em um caso especial. Mostraremos agora que qualquer subvetor de um
vetor MIFR|(S;) também é MIFR|(S¢) e que a composicio de dois vetores MIFR|(S,),
independentes, é MIFR|(Sy).

Teorema 2.2.10: Suponhamos que S = (S;)1<i<n ¢ MIFR|(S,). Entéo, qualquer
subvetor S, = (Si)ies, com I, C {1,2,...,n} é MIFR|(S;). Em particular, cada S; é
IFR|(Sy).

Prova: Segue facilmente pois qualquer conjunto superior Uy em IR**"4(/0) pode
ser escrito como U = {x € IR" : (2;);e1, € Uy}, um conjunto superior em IR™ e portanto,

se 0 < t* < t, temos que

P{@,:S € Lrlgp} = .P{Ht- So € (]Olc\}f‘} gq.c. .

No teorema anterior, a familia de sub o—algebras (3);>( ¢ a mesma para S e Sg.
Seria interessante verificar se (3¢);>0 pode ser alterada para uma familia de o—dlgebras

(Gt)i>0 com Gy C Sy, para todo t > 0, com o propésito de analisarmos (6:To|G:).

Note que, em geral, se G; C Sy, a implicagiao S é MIFR|(S;) = S ¢é MIFR|(G.)
nao ¢ verdadeira; basta lembrarmos que sistemas mondtonos de componentes MIFR|(S,)

é MIFR|(S¢) mas nao é MIFR|(G;), onde

St=0{l{Si>s},s<t,1<i<n}eG =c{l{r;>s},s<t,1<j<m).

A proposigao abaixo descreve um caso em que vale esta afirmacdo . Basicamente
assumimos que, devido a independéncia, uma parte da o—4&lgebra é redundante para o
subvetor.
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Proposigao 2.2.11: Suponhamos que S = (Si)i<i<n seja MIFR|(S,) onde
é a o—algebra gerada pelos indicadores dos componentes. Seja Iy C {1,2,...,n} e G a

o—dlgebra gerada, pelos indicadores dos componentes que pertencem a Iy. Se Sp = (Si)ier,
eS; = (Si)ielg sao independentes, entao Sg é MIFR|(G,).

Prova: Seja K¢ = o{l(s,55},5 < t,i € I§}, assim & = G, V K,;. Denotemos a
independéncia de A e B por A][B e a independéncia condicional, dado C, por A [1B|C.

Por hipdtese Goo [[ Koo e portanto Go, [[K;. Pelo fato de que G; C G, temos
entao que Goo [[ K¢|G: (pois para qualquer B € Ky, IP(B|G(V Goo) = IP(B|Goo) = IP(B) =
= IP(B|G;) g.c.).Portanto, para qualquer A € Goo, temos IP(A|G, V K;) = IP(A|G¢) q.c. e

em particular, temos que

P(Q(SO € Ul%t) = P(gtSQ S Ulgt) q.c. .
Similarmente,

P(6:+So € U[Sy-) = IP(61+So € U|Gee) gq.c.

e portanto, pelo Teorema 2.2.10,
P(gtSO - U|gt) S P(gt’ SO € Ulgf*) q.c. ,
se 0 < t* < t, onde U é um conjunto superior aberto.

O préximo teorema mostra que se dois vetores independentes sio, separadamente,
MIFR(S¢) entao a juncao dos dois vetores também é MIFR|(S,).

Teorema 2.2.12: Suponhamos que S; e S, sejam MIFR|S, e que para cada t,
0:S1 e 0;S, sejam independentes, dado $;. Entdo S = (S1,S2) também é MIFR|S,.

Prova: Para w ¢ N (N conjunto de medida nula), escrevamos a versio regular
J )

da probabilidade condicional

IP*(6,S; € -|Sy)(w) = Hi(u, sw), 1=1,2.
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Seja d; = card(I;),i = 1,2 e seja f uma fungéo crescente f : RU+4 _, R
Assim, para 0 < t* < t,

B (£(0(81,82))190) = [ [ [ Fxa 32 Bt s )] Bt i)
/[/ Foea, x2)Ha (£, dxca; )| Ha(t, dxas )
/[/ F(x1,%x2)H, (¢* dxl,.)]Hz(t ,dxa; )

= B(f (60+(S1,8219¢)) ).

A primeira desigualdade vem do fato de que f(x;,X,) é crescente em x, para X» fixado,
J f(x1,%x2)Hy(u,dxq; ) = E(f(60.S1,%2|%) q.c., e S é MIFR|(S,). A segunda desigual-
dade ocorre pois [ f(x1,x2)Hq(t*,dxq;-) é crescente em X5 e T2 é MIFR|(S).

O teorema anterior exige uma tnica familia de o—algebras para S = (S1,S3), Sy
e Sz. Entretanto, uma situacdo mais interessante ocorre quando consideramos S; e So

em relagao as "suas préprias” o—dlgebras que sdo combinadas para gerar a o—algebra de

S = (S1,S,).

Proposigao 2.2.13: Suponhamos que S; = (Si)ier, e Sz = (Si)ies, sejam
independentes. Se Sj ¢é MIFR|(§‘${) onde %f C _G,j =0{l{s5;>5),0< s <t i€ I;},5 =1,2,
entao S = (S1,S2) é MIFR|(S;] Vv $2).

Prova: Como na proposi¢ao anterior, temos que G. []G2Z entéo GLTIS? e

G 11S?|SY e portanto
IP(6,S, € U|S; V Stg = IP(6,S: € U|S}) q.c.
e, de maneira anéloga,

IP(6;S2 € U|S; VS7) = P(6;S2 € UIS?) q.c. .

Portanto Sy e S sio MIFR|(S7VS37) e como G1 [[ G2 implica GL [] G |S! vS?

podemos aplicar o teorema anterior e obter o resultado desejado. |
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Coroldrio 2.2.14: Suponhamos que Sy, ..., S, sejam independentes e IFR. Entao
S = (Si)i<i<n € MIFR|(0{1{5|.>8}_, 0<s<t1<1i<n)),ouseja, um conjunto de tempos

IFR independentes é MIFR com relagdo a o —algebra gerada pelos componentes.
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2.3 Classe de Distribuigoes MNBU|(Sy).

O tempo de vida de um objeto 7 é NBU (New Better than Used) se a varidvel
aleatéria (7 — t|{7 > t}), condicionada em {7 > t}, é estocasticamente menor do que 7. A

extensao dessa definicao segue das mesmas idéias utilizadas na definicio de MIFR|(Sy).
Definicao 2.3.1: Dizemos que S = (Si)i<i<n é "Multivariate New Better than

Used” relativa a familia (3) e abreviamos por MNBU|(S) se, para todo conjunto superior
aberto U € U e para todo t > 0

IP(6,S € UIS,) < IP(S € UlSo) guc. .

Dizemos que S tem essa propriedade fracamente (WMNBU) se U é restrito & classe

dos conjuntos superiores diagonais.

No caso univariado, dizemos que 7 é NBU|(S¢)>0 se, paratodot>0e s € IR

P{0,m > 5|3} < IP{7 > 5|So} q.c. .

Em particular, se S¢ = 0{l{;5,},s < t}, a definicaio NBU|(S;) é equivalente a
defini¢ao classica NBU. Este fato é facilmente comprovado desde que, como esta provado

na Proposicao 2.2.2,

F(t) °

F(t+s) T
flt,sw) =14 FO se F(t) >0 ew € {7 > t},
0, caso contrario,

é uma versao de IP{6,T > s|S,}.

E facil provar que a classe de distribui¢cées MIFR|(S;) (WMIFR|(S)) estd contida
na classe MNBU|(S,) (WMNBU|(S,); basta tomar t* = 0 na Definicao 2.2.1.

Notamos também que todos os resultados provados para a classe de distribuicoes
MIFR|(S¢) valem para a classe MNBU|(S,). Contudo, a classe de distribui¢cdes MNBU|(S;)
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¢ preservada quando restringimos a definicio a uma familia de o—4lgebras (G;);>o contida

em (S¢)¢>0. (Isto ndo acontece na classe MIFR|(Sy)).

Teorema 2.3.2: Suponhamos que S é MNBU|(S;). Se (Gt)i>0 € uma familia
crescente de o—dlgebras com G; C 3y, para todo t > 0 e Gy = Sy, entdo S é MNBU|(G,).

Prova:

IP{0,S € U|G,} = IE{IP{6,S € UlS¢|Ge}
< IE{IP{S € U|S0|G:}
= IE{IP{S € U|Go|G:}
= IP{S € U|Gy}.

Uma outra propriedade adicional a classe MNBU|(S,) é dada pelo teorema se-
p

guinte:

Teorema 2.3.3: Suponhamos que S = (S;)i<i<n seja (W)MNBU|(S,), onde
(S¢)i>0 € a familia de o—4lgebras gerada pelos indicadores dos componentes. Se Iy é um
subconjunto de {1,2,...,n}, So = (S;)ics, € G é a familia de o —algebras geradas pelos
indicadores dos componentes (S;)i¢,, entdao Sg é (W)MNBU|(G,). Em particular, cada S;
é NBU.

o . . d(1I
Prova: Primeiramente observemos que um conjunto superior Uy em IR°"¢(/o)

pode ser escrito como U = {x € IR" : (2 )ie1, € Uy} e portanto, para todo t > 0,
o I It

< IP{S € U|S)}
= IP{So € Uo[So}

e entao So ¢ MNBU|(S;). Assim, utilizando o Teorema 2.3.2, concluimos que Sy é

MNBU|(G¢) 0.

Notemos que o resultado acima sé é vélido na classe de distribuicoes MIFR|(S)

na presenga da independéncia entre os vetores Sg = (S;);es, € SE = (Si)ie]g.
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No caso classico, a classe das distribuigoes NBU é fechada por formacao de sistemas
monodtonos. Esta propriedade é preservada na classe MNBU|(Sy), como mostra o teorema

seguinte.

Teorema 2.3.4: Suponhamos que S seja (W)MNBU|(S,) onde Sy é a o—algebra
gerada pelos indicadores dos componentes S;,1 <7 < n. Se 7 = (7j)1 <j<m € um vetor de
tempos de vida de sistemas mondtonos e G; = 0(1{>6,0<s<t1<j<m), entao T é
(W)MNBU|(G¢). Em particular, cada 7; ¢ NBU.

, 1
Prova: Como na prova do Teorema 2.2.4, para f : IR™ — IR crescente, temos

que

f(6:7) = f(7(6:S)) = (f o T)(6:5)

onde fo7:IR" — IR' é crescente. Como S é MNBU|(S,), temos que

IE{(f o T)(0:5)[S¢} < IE{(f o T)(S)[S0}

e portanto

IE{f(6.:7)S} < E{f(7)|S0},

isto é, 7 é MNBU|(Sy). Como G; C Sy para todo t > 0 e Gy = Ty, utilizando o Teorema

2.3.2, concluimos que 7 é MNBU|(G,).
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2.4 O Processo de Risco.

Observando as falhas dos componentes como um processo pontual multivariado
(N¢(I); I € A)i>0 analisaremos a nogao de risco através dos compensadores desse processo.
Comegaremos com um conjunto de componentes fixado I € A, o processo de contagem
(Nt(I )) >p associado a I e introduziremos o correspondente processo de risco. A familia
de tais processos, indexada por I € A, é chamada processo de risco multivariado.

Note que (N, (1))

>0 admite a decomposigao de Doob-Meyer

N(I) = M,(I)+ A/I),

onde (My(I ¢ um Jy—martingal uniformemente integravel e (A, (I € um processo
t>0 & g P

>0
previsivel crescente.

Teorema 2.4.1: Nas condigoes acima, A4(]) pode ser expressa como

Gi(dt — Ty, T)
Ar(dt) = 3 c
I( ) ; Hk([t - Tk, 00]) {Th<t<Tiy1}  gec

onde G(ds, I) ¢ uma versio regular da distribui¢ao condicional de (Tj41, Xg41), dado Sy,
e, Hy(dt) = Gr(dt, A) é a distribuigido condicional de Ty1; — Tx dado Ry

Para provar o teorema precisaremos provar dois lemas:

Lema 2.4.2: Se T é um tempo de parada, para cada k < ¢ existird Ry € S, tal
que T'A Ty = (Tk + Ri) A Ti41 no conjunto {7} < T}.

Prova: Para cada s > 0 considere Fy = {T} + s < Ty41}. A o—élgebra S(Tets)-
¢ gerada pelos conjuntos da forma D = {N,.(I) = p} N {r < T} + s}. Seja

D* = {Ni(r) =p} N {r < T} + {N1(T) = p} N {Th <7 < Ty + s}

entao
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DNF,={Ni(r)=p}n{r < Ty +s}NF,

={Ni(r)=p}nN{r < T +s}NF,N{r<Ty)
F{NI(r) = p} N {r < T+ s} N Fy 1 {r > T4

={Ni(r) =p}N{r < T} N Fs + {N[(T:) = p}n
N{Ty <r < T\ + s} NF,

= {{Nr(r) =p} N {r < Tu} + {N/(T}) = p}N
N{Ty <r <Tx+s}}NFs

= D" N Fy.

Temos que D* € 1, € S(,44)- NFs = 7, NF,. Quando s | ¢, S(Tets)- | ST+
e Fs T Fy, o que implica que S74¢ N Fy = S, N F.

Assim, existe Gy € S, tal que {T < T} +t} N F; = G, N F; e basta verificar que

Ry definida como {R; < t} = U G, satisfaz o lema. Para tanto, provaremos que no

r<t,reQ
conjunto {T} < T} vale {T A Tjq1 < s} = {Tk + Rx A Try1 < s}, para s € IR

Se w é tal que Ti4q(w) < s, a igualdade é trivial. Se Tiy1(w) > s, temos as

seguintes equivaléncias:
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{Ti + Be ATk < s} & {Tik+ Re < s} & | {Re <t} N {Th <s—1t}
t<s,t€Q

« U U eni{ni<s—t)

1<s,t€Q r<t,reQ
s |J Gn{Ti<s—1}

t<s,teQ

(| GnEn{Ti<s—t))+

1<s,t€Q
+( | GnFen{Ti<s—1t})
t<s,teQ

& |J GnEn{Ti<s—t)
t<s,teqQ

& U {T<Tk+t}ﬂ{Tk<S—t}
1<s,1EQ

- {T—Tk-l—Tk < S}

& {T < s}

S{T AT < s}

Lema 2.4.3: Um processo (Zt)i>0 € previsivel se e somente se Zy é Sg-mensuravel
e se, para cada k, existe um processo (Y;*) S, —mensurdvel que satisfaz Y =2Zr 4 no
conjunto {0 <t < Tyyy — Tx} (t > 0se k > q).

Prova: i) Condigao necessaria:

Como a o—algebra dos processos previsiveis é gerada pelos conjuntos Bx{0}, com
B € S e pelos intervalos estocésticos [0,T] onde T é um tempo de parada, é suficiente

considerar Z; na forma 7, = Li<Ty-

Pelo Lema 2.4.2, para cada k, existe Ry € S, tal que Tiyy AT = (T + Ry ) ATrgq
no conjunto {T} < T'}. Consideremos o processo Y = {1, <T}n{i<Rr,}- Devemos provar

que

LT+t = HTticTy = 1{TkST}ﬁ{iSRk} = Ytk
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no conjunto {0 <t < Tyyy — T},

{Ti <T}N{t <R} & {Tx <T}N{Tx +t < Ry + T}}
ST <T}N{Tk +t ATpy1 < Rp + T A Tiqr}
S{Te ST} N{Trk +t ATpp1 < T ATiq1}
S {Tr+t<T}.

Como {T} < T} e Ry sdo S7, —mensuraveis a condicio esta satisfeita.
ii) Condigao suficiente:

Note que os conjuntos Bx{0} (B € o) e Bx|Tk,Tks1) (B € S1,,1 < k < ¢) sio

previsivel. Considerando as hipdteses do lema, podemos escrever

{(w,t): Zy(w) > a} = {(w, 0) Zo(w) > a}+

LQ
._.

+ ) {(w,t): Th(w) < t < Tk+1(w),Yi'iTk(w)(w) > a}
k=0

e concluimos entao que Z; é previsivel.

Prova do Teorema 2.4.1:

/ Gk(ds —Tk,I)
0

1, .
&3 Hills — T, 00]) 1HH<1<Thn)

T=Ty G (ds, T)
- Zl{TL<1<Tk+1 Z/ .p—_*-

k>0 Hp([s, 00])
" / i Gi(ds, I) )
0 Hi([s, 00])
Assim Ao(I) = 0 e, para k < ¢, temos Y} = Ay, (I) = Ap (1) + fo % e entao
Ay(I) é previsivel e crescente.
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Resta provar que ]E(AT(I)) = IE((Nr(I)) para qualquer $,—tempo de parada

(T g AT) =T, Gk(du,I)
E(I{Tk <1} (AT ar(I) — Agy, (I))) = IE(1{7, <7} /0 m)

(Te 41 ATY)+ Ry — T, Gk(du I)

=1E(1{TksT)/ m)

Gr(du,I)
a ZE 1{TL<T}/ (HL([u OO]l{Rk<8}1{u<RL}+

Gr(du,I)
He([w, 00)) Hi(ds).
Hk([u,oo])l{Rst}l{ugs}n{u<oo}> k(ds)

Note que {s < Rp}N{u < s} = {u < R} N {s > u} e, pelo Teorema de Fubini,
temos

* Gi(du,I)
Hy([u, 00])

A %1{u<m}n{ugm})ﬂk([u, Rk]))

E((r.<ty(An i ar() = A1, (1)) = E(1{1, <1 Hu < Ry} Hi(] Ry, 00])

+

= E(l{TkST} / Gk(du’I)l{u<oo}ﬂ{u$Rk})
0

= E(17, <1y(NraTis1(I) — Np (1)).

Assim,

B(Ar(D) = 3 B(1(r, <1 (Azy ar(D) - Az, (1))
k>0

=2, E(l{TksT} (Nigunr(I) = NT*‘(I)))
k>0
= IE(Nr(I)).

Observemos que o k—ésimo termo de dA(I) assume um valor nao nulo somente no
intervalo aleatorio (T}, Tk41] e, neste intervalo, ele expressa a probabilidade condicional de

{Tky1 € dt, X4y = I}, dados os tempos de falha precedentes T} y ..., Ik, seus respectivos
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conjuntos de falha X, ..., X} e o fato de que T}y > t. Neste sentido, (A(I):t>0,I€A)

expressa somente os riscos que sdo imediatos ou associados com a proxima, falha.

Na Teoria da Confiabilidade, além de analisarmos o processo de falhas dos compo-
nentes, estamos interessados na consequéncia dessas falhas no tempo de vida do sistema.
Podemos descrever o tempo de falha do sistema, que depende das falhas acumuladas dos

componentes, da seguinte maneira. Seja

_ XUl U Xy, SeTkSt<Tk+1;
D(t)_{ﬂ se t < T7.

Note que para cada w fixado e para cada t, Ti(w) < t < Tpyi1(w), podemos
considerar 0 < § = &% de maneira que, para qualquer € > 0,36 > 0 tal que se
0 <s <t<étemos d(D(w,t) — D(w,s)) < ¢, assim liJmD(w,s) = D(w,t), isto é, D é

st

continua a direita.

E facil notar que D(w,t) é crescente na ordem parcial de A. Podemos sempre
definir D(¢t™) = lim D(s) = | Des).

<t

Seja Ay = {Ky,..., K, } o conjunto de todos os conjuntos de corte de ¢. Clara-

mente temos que o tempo de vida do sistema é dado por

T=inf{t > 0:D(t) € Ay}
=min{7T;: X; U...UX, ¢ A}

O processo pontual multivariado das falhas do sistema, ¢ definido por

Nt(‘/’) = l{tzr}at >0,
que foi derivado do processo pontual multivariado (T, X1 )k>1.
Em vérias situacoes que ocorrem na pratica estamos interessados em determinar,

em um instante ¢ fixado, o conjunto de componentes que podem causar a falha imediata

do sistema. A classe desses conjuntos
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Ty(t) ={I€A:D(t™) & Ay, D(t™)UT € Ay}

denominaremos classe dos conjuntos criticos para a falha do sistema no instante ¢.

Para cada w, a funcdo t — I'y(t) é crescente na ordem parcial de A parat < 7 e
continua a esquerda. Observemos que o sistema falha em ¢ quando algum conjunto critico

em ['4(t) ocorre e reciprocamente, isto é,

{redt} = U {71 € dt}
T€T (1)
onde os eventos {77 € dt} sdo disjuntos. Estudaremos agora o (S;)—compensador do
(>0 denotado por (At(¢))t20' Obvia-
mente chamaremos este compensador de processo de risco do sistema. O nosso objetivo é

processo de contagem das falhas do sistema (Ny(¢))
obter o processo de risco do sistema A(¢) através do processo de risco multivariado dos
componentes (A¢(1);t > 0,1 € A).

Teorema 2.4.4: Para todot > 0,

Au(¢) = Y dAJ(D) ge..

(0,1] TET 4(s)

Prova: E suficiente mostrar que

I /R g()AN () = IE( /R o) S dAdI)

TeT (1)

vale para todo processo previsivel g : QxIR — IR.

Como A(I) é o (J;)—compensador para N,(I) podemos escrever, para todo pro-

cesso previsivel f : QxIRxA — IR,

(| S Dav(n) = B([ 3 fe, D)

R rep R jea

Em particular, f(¢,1) = 9(t)1{rer, (1)) € previsivel pois g é previsivel e a funcao indicadora

¢ continua a esquerda em ¢. Assim, temos que
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( /}R o(£)dN($)) = IE( /]R S 001 rer o0y dNi(1)

IeA

= JE(/R Zg(t)l{fer¢(t)}df4t([))

IeA

— IR /}R gt) S da(D).

IEEF¢(!)}
|

Uma forma explicita para o compensador A4(t) pode ser obtida. Vamos definir o

tempo de parada o4(/) por

0’¢(I) = inf{t >0:1€¢ I\d,(t)}.

Notemos que o4(I) é o instante a partir do qual o conjunto de falhas I se torna critico

para o sistema ¢. Claramente, se 04(I) é finito, ele é algum tempo de falha T}.

Observando que {I € T'y(t)} = {o4(I) < t < 7} e utilizando o Teorema 2.4.4

concluimos que

A(¢) = Z[AMT(I) - A%(])(I)]"" q.c.

IeA
Em outras palavras, o risco do sistema é encontrado acumulando-se os riscos dos conjuntos

de falhas I entre os tempos 04(I) (quando ele se torna critico) e 7 (quando o sistema falha).

No caso cldssico univariado sabemos que se 7 é o tempo de vida de um objeto com
fungao de distribuigao absolutamente continua, a funcéo de risco R(t) caracteriza algumas

classes de distribui¢oes , por exemplo:
- F' ¢ IFR se e somente se R(t) é convexa;

- F' ¢ NBU se e somente se R(t) é superaditiva.

No que segue, analisaremos as relagoes entre a realizacio do Processo de Risco e
a classe de distribuicao IFR|(Sy) (NBU|SY)), do tempo de vida de um sistema. O tnico

resultado alcangado (Arjas, (1981b)) é dado no teorema abaixo:
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Teorema 2.4.5: Suponhamos que ¢ seja um sistema mondtono com tempo de
vida 7 IFR|(S3¢). Entéo as realizagoes do Processo de Risco (Ag(t))
emt € (0, 7]

>0 Sao convexas q.c.

Prova: Seja @ = {# : k,n € IN}. Como A,(¢) é continuo & direita e @ é denso

em IR, é suficiente provar que

At+h(°—’; ¢) = At(w; ¢) > At'+h(w; ¢) — A (w; ¢’)

para todo ¢,t* e h € @ tais que 0 < t* < ¢t < t+ h < 7(w), pois neste caso concluimos
que A;(w, @) tem derivada crescente e, portanto, é convexa em (0,7(w)) (a convexidade

em 7(w)) segue desde que A;(¢) é crescente e continua a direita).

Para provar a desigualdade acima usaremos que o compensador Ai(¢) é calculdvel
(Teorema A.2.1). Esta propriedade assegura que B, (t) — A(¢) em probabilidade quando
n — oo onde B, t)—ZZP{

Fr <t

E<T<_I 2‘")

Se IP* (-L <7< J—[\f_,_)eumaversao regular de ZP(E% <7< JQT|\S_L)GB (1)

¢ a respectiva versao de B,(t), ex1ste um conjunto de medida nula Ny e uma subsequéncia
B (t))k>1, tal que se w ¢ Ny, B (w;t) — Ay(w; ¢) quando k — co. Consequentemente,
paraw & Ny e t,h € Q vale:

Avpn(w; ¢) = Adw; ¢) = lim (B}, (w,t + h) = By, (w;t))
; 7 +1
:klll»lgo Z ]P(t+—< <t+ )m| H’_"’T)
Sz <h
Contudo 7 é IFR|(S¢) e assim, no conjunto {t + 5% < 7} temos
P+ <7<t ]—J’—l[ - P ((r—t— L) 25,
( + ALY STE¥T N Jt+—‘L) - ((I 2nk) Inx JH—Q—,&)

. R

21— PH{(r —t _E)+> |5}p+_,1,7)

AL
J+1
277k | t + 27k ) q'c' '

ey L D .
—P(t+2nk<7§t+
Desta maneira, existe um conjunto de medida nula Ny tal que se w & Ny, vale
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j+1
> 1P(t+—< St+ 518y )
0< A<k
. . Jt1
> Y lPt+—< TR Sy )
0< n,L<h

para todo t,t*,h € Q tais que 0 < t* <t < t+ h < 7(w). Assim, se w ndo pertence ao
conjunto nulo N = No U (|J, Nk), concluimos que

Arpn(w; @) — Ag(w; 8) > A yn(w; @) — A (w3 ¢),

como queriamos demonstrar.

A reciproca do teorema acima nao é verdadeira, como mostra o seguinte contra-

exemplo

Exemplo 2.4.6: Consideremos um sistema monétono com tempo de vida 7 com
componentes C; e Cy. O componente C; tem tempo de vida S; com distribuigio Expo-

nencial de pardmetro 1 e o componente Cy tem tempo de vida Sy = S1+ Y, com

P(Y <y|Ty) =1 — emoTy,

onde a fungdo a(t) ¢ estritamente decrescente e positiva. O tempo de vida do sistema é

dado por 7 = S5, = S5; + Y.

Como 51 nunca é critica temos que 04(1) = oo e desde que (Y'|S;) é exponencial

de parametro a(Sy), concluimos que 04(2) = S;. Assim,

Ad($) = [Aiar(1) = Ay y(D)] T + [Ainr(2) — 4, (2)]
[AW — Aeo(D]F [Ainr(2) — 45, (2)]F
[Ai A51(2)]

. 0, se t S S]
o {a(Sl)(t/\T—Sl), set > 5.

Dessa forma, A(¢) é convexa. Por outro lado, no conjunto {S: > t}, temos que
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P((SQ == t)+ > ’U,|St) P (52 = t)+ > ’U.ISl > t)
((S] +Y'—t >u|S] >t)

(/—l-(Sl —t)+ >u|(S'1 —'t)+ >0)

Il

P
P
/ P(Y >u—s|S; =t+s)e *ds
— / —a(t+s)(u—s)+€—sds'
0

Como a(t) ¢ estritamente decrescente em {S; > t}, concluimos que P((r—t)T > |Sy) é

crescente, de maneira que 7 nao é IFR|($y).

A conjectura de que a superaditividade do Processo de risco implica na propriedade

NBU|(S¢) ¢é falsa. No exemplo anterior, observamos que A¢(¢) é superaditiva. Entretanto
°° +
P{r >u} = / e~ u=9)T o—s g < P((r—t)" > ulSy),
0
ou seja, T nao é NBU|(S,).

No préximo exemplo veremos que a condicio de que 7 seja NBU|(S¢) nao implica

que A,(¢) seja superaditiva.

Exemplo 2.4.7: Seja S; um tempo de vida com distribuigao IP(S; = 1) =€ e
IP(S1 =2)=1—e. Seja S, determinada pela taxa de falha

0 sete(0,1],

, M seS;=1lete (1,2,
a(t) = seS1=2ete(1,2] e
1 sete(2,00),
onde M > 1.
Tomemos 7 = S5, entao
1 te(0,1),

]P(T S 1) = ce—M(1-1) + (1 _ e)e_(‘_]) t e [1,2)
e U D(ee™ L (1—¢€)e! te [2, 00).
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Mostraremos que para € < 1 —e~! 7 ¢ NBU|(S¢) (onde S, é a o—&lgebra gerada

pelos indicadores dos componentes), ou seja, IP(t > t) > IP(7 > t + s|S,).
i) Se s € (0,1), para todo t
P(r > t+5[S,) =IP(r >t+s) < IP(t > 1),

ii) Set € (0,1), para todo s

P(r>t)=1>1P(t >t+s|Ss),
i) Se s € [1,2) e t € [1,00),

=M g—(t+3—-2) »
IP(r >t+4 5|5 >5,5=1)= e—M(s—1) €

IP(r >t+3|S;>5,5 =2)=¢""

)

iv) Se s € [2,00), para todo ¢

IP(tr >t+435]|S; >s,5)=¢".
Assim, para t € [1,00) e s € [1,00)

P(r>t)>e (e ™ +(1- ee )
> e U=2(1 — ¢)e?
> et (see<l—et)
> IP(1 >t + s|Ss).

Portanto, para € < 1 —e™' 7 é NBU|(Sy). Porém, em {S; = 1} o (S¢)—compensador

Ai(¢) tem a forma (q.c.)

0 para t € (0,1),
A(d)=¢ M(tAT—1) parat € [1,2) e
MQEAT-1)+(tAT—-2)t parat € [2,0).

- 63 -



Cap.2: O Processo de Risco dos Componentes e do Sistema

Fixando M = 3 no conjunto {7 > 4} temos

Ax(¢)=3 e Aq(p) =5

portanto A,(¢) nao é superaditiva.

— 64 —
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A.1 Ordenacao Estocastica.

Denotaremos vetores do IR" por x = (z1,22,...,2,). Dois vetores x e y sao tais

que x € menor do que y (x <y) se e somente se z; < y;,i = 1,...,n.

Definigao A.1.1: Um conjunto de Borel U C IR™ é um conjunto superior se e

somente se para quaisquer x ey € IR",x <y e x € U implicar y € U. Representaremos

por U a classe de todos os conjuntos superiores.

Definicao A.1.2: Se X = (X;,X5,...,X,) e Y = (Y1,Y5,...,Y,) sdo dois
vetores aleatérios em IR", definidos em (2,4, P) e (W,S, Q) respectivamente, dizemos

que X ¢ estocasticamente menor do que Y e denotaremos por X < (st)Y, se e somente se

PXelU)<QY€eU),UeclU.
Uma caracterizacao 1til para ordenagéao estocéstica é dada pelo seguinte lema:

Lema A.1.3: X < (st)Y se e somente se IEp[f(X)] < IEq[f(Y)] para qualquer

funcao f : IR™ — IR, crescente, limitada e Borel mensuravel.

Definigoes A.1.4:

- Ao conjunto superior Ux = (21, 00)x(z2,00)x...x(2n,00), X € IR", denominare-

IMOS COrner superior.

- A classe Up das unides finitas de corner superiores denominaremos Dominio

Superior Fundamental.

- Seja Ug a subclasse de Uy formada pelas uniées finitas das Uy com x € Q", onde

@ é o conjunto dos ntimeros racionais.

- Seja Uy, d € IR, a subclasse de Uy formada pelas unides finitas de conjuntos Uy,

onde d = (d;,ds,...,d,), com d; = d ou d; = —co.

Claramente os conjuntos em Up, Ug e Uy sao abertos.
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Lema A.1.5: U € U, se e somente se existe um inteiro 1 < kg <2"—1e

subconjuntos Py, ..., Py, de {1,2,... ,n} tais que x € U se e somente se max m})n Z: > .d.
1<k<ko 1€P;

Prova:
ko
i)Sex € U€Usx €U = |JUgr onde d* = (dt,d,....d%) e d* = d ou
k=1
d¥ = —co. Sejam Py = {i tais que d¥ = d}, 1 < k < ky. Entéo x € Ugqr se e somente se

ko
minz; >dex €U = U U se e somente se max min > d.

i€ Py et 1<k<ko 1€ P,
1i) inversamente, se x é tal que max min > d, entdo existe um k, 1 < k < k, tal
1<k< ko i€ P;
que m})n z; > d. Seja d¥ tal que d¥ = dseie Py e d* = —c0 se i ¢ Py, de forma que
1€EP;
ko
X € U Ugr € Uy
k=1
|
Definigoes A.1.6:
- A um conjunto U € Uy, d € IR, denominaremos conjunto diagonal superior.
- A uma fun¢do f : IR" — IR que depende de x somente através da relagao
max minz; onde 1 < ky < 2" —1 ¢é algum inteiro e Py, Ps, ..., P}, sao subconjuntos de
1<k<ko i€P;
{1,2,...,n} denominaremos funcao diagonal.
Definigao A.1.7: Dizemos que o vetor aleatdrio X = (X,,... ,Xn) € estocas-
ticamente menor do que o vetor aleatério Y = (Y1,...,Y,), fracamente, se a classe do

conjuntos superiores U na Definicdo A.1.2 for restrita i classe dos conjuntos superiores
diagonais ou equivalentemente, se a classe das fungoes f no Lema A.1.3 for restrita & das

funcoes diagonais.
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A.2 Compensadores Calculdveis.

O (S¢)—compensador A;(I), onde I; = o{Ns(I),s < t,I € A}, é calculdvel se
¢ o limite em probabilidade de uma soma de probabilidades condicionais. Tecnicamente,

(Qn)n>1 € uma R—sequéncia de particdes do intervalo (0, s] se:
(1) Se n > m entao Q,, é um refinamento de Qm-

2 L 0.
( ) (t,ItI}]ae}E;)n( )_)

Seja a(Q,) = Z IE[N(I) — N(I)|S,]). Dizemos que A(I) é calculavel se,
(,t*]€Qx
para qualquer s > 0 e qualquer R—sequéncia de partigoes (@ ),>1 de (0, s] tivermos

a(@Qn) — As(1)

em probabilidade.

Dizemos que A é calculdvel localmente (L-calculavel) se o compensador A, AT, de

NiaT, € calculdvel para cada k.

Teorema A.2.1 : Seja S = o{N,(I),s <t,] € A}. O $¢—compensador A,(I)
de N¢(I) é L-calculdvel.

Para provar a proposicio acima devemos usar os dois seguintes lemas

Lema A.2.2: Se G e H sdo duas sub-o—dlgebras de A, B é um evento arbitrario,
CeGegNC=HNC, entao

P(BNC|H) '
P(BﬂC’lg):{W, sewég
‘ ) sew € (C'°

onde IP(C|H) é uma verséo para a qual IP(C|H) > 0 em C.

Prova: Seja D € G
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/ P{B N C|G)IP(dw) :/ IP(B 1 C|G)IP(dw) +/
D DncC

Dn
_ PBOCIH) L,
bne  IP(CTH) T4

- IP(BNC|C NH)IP(dw)
DnC

_ P(BNC)G)P(dw)

. IP(BNC|C N G)P(dw)
DnC

= IP(BNCN D).

Lema A.2.3: Para todo k > 0, e todo t* > ¢ > 0 temos

P({TL <t < Tk+] < t*} N {,X—k+1 = I})Ic\\ft) =

P({t<Tk+1St.}m{]:1\,k+1}IC\\ST‘})
= { P(t<Tk+1|ng) . y Sew € {TL <t < Tk+]}

O) C.iCs

onde IP{t < Ti41|S7,) é uma versiao nio nula no conjunto {7} <t < Ty}

Prova: Considere C' = {T) <t< Tr4+1} € S¢. Note também que

{N(D) =r}n{T <t < Tep1} ) ={{Nr (D) =r}n{Tk < t < Trt1}}

de forma que C NS, = C'N Sy,.

Podemos entdo considerar G = S, H = S7, B = {Tpq1 <t} N {Xpyq = I} e
C ={Tk <t < Tiy1} e desde que C € G, aplicar o Lema A.2.2.

Prova:(Teorema A.2.1). Sabemos que

A=

/‘ATHI Gr(du,I)
k>0

T, Hyfu,00)"
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Consideremos para cada k£ > 0 o compensador.
Ag(I) = ASATk+1 (I) - AS/\TL- (I) de ]\r.f('[) = ]\’rs/\Tk+1(I) - Ns/\Tk(I)

Seja (Qn )n>1 uma R—sequéncia de particées de (0,s]. Se t,t* € IR, temos

NE) = NI = Tjety <oy I (Xesa=1)

Assim,

a(Qn)= Y IE(NL(I) - NHDIS)
(1,t*]€Q,

= Z E(Iji<ty, <te M (Xean=0)1S0)
(t,t*]€EQn

= Z JE(I{tSTk<Tk+1§t*}I{,\’H,:I}|C\\ft.)+
(t,t*]€Qn

Z E(I{Tk<t<Tk+1Sf“}I{Xk+1=1}|C\\ft)'
(,1*]€Qn
Como
” z E(I{tSTk<Tk+lSt‘}I{a\’k+1=1}|gt)“1 =
(t,t*]€QR
= > PUSTi<Thp1 <", Xpy1=1) > 0
(t,t*]€Qn

quando n — co temos

A(Qn)~ Y IP(Th <t < Thpr <t Xpyr = I|Sy)
(t,t*]€EQn
. Utilizando o Lema A.2.3 concluimos que em (T} < t < Thy1)

W@~ 3 P({t < Tigr <3N { Xy :I}lc\}Tk)'

: A2.1
IP(t < Ty41(S7,) ( )

(t,1*]€Qn

Para cada w € {T} < s} podemos reconhecer que cada termo da soma do lado

e i . 1 L .
direito de A.2.1 é a integral da funcao E Iit,1+)(u) ————— com respeito & medida
(1eQn Hytr, o0)
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Gr(du, I), e concluimos, aplicando o teorema de convergencia mondtona para estas funcoes

escadas, que para cada wg € {T} < s} obtemos

Mett Gy (du, 1)
Ty Hp[u,o00)

a(@n) — = Ay(I)

em probabilidade.

|
Coroldrio A.2.4: Em probabilidade, a seguinte convergeéncia € valida
k+1
Z {‘)n < T¢ on IS}.}T} — A¢(t)
st
Prova:
Z lp{g'f_l_ < TS 271 IS'L’L“} - Z Zl{lerd'(-_m)}'lp{_ < I S ‘)n |\52Ln}
7w <t A<t IEA
k k+1
- Z Zl(%(l)<2n <TAt} { <71 < o |%5‘w}
S <t TEA <
k k41
:Z Z P{§<TJS?|35%}
n <t U¢(I)< on <TAL
= D Aenr (1) = Ay, (D]
IeA
= Ay(t).
[ |

Y
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