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RES'UMO: MAR:l'INGAIS E TEORIA DA CON'FIABILIDADE

Frequentemente os problemas que aparecem na Teoria da Contabilidade são re-
solvidos por cálculos da contabilidade de natureza estática: a variável de tempo t é usual-
mente fixada e a evolução da confiabilidade do sistema no tempo é ignorada. Uma abor-
dagem simples para considerar a dinâmica do sistema no tempo e a interdependência entre
os componentes se faz com o uso da Teoria dos Martingais para Processos Pontuais.

Nessa dissertação deternainamos o processo pontual multivariado das falhas dos
componentes de un] sistema, caracterizamos a proprieda.de de associação de variáveis
aleatórias através dos Processos Clovaiiância, analisamos medidas de importância da con-

fiabilidade do componente, generalizainos a noção de função de risco e estudamos classes
de distribuições de vida em termos da. ordenação estocástica. condicional a a--álgebra do
passado observado.

ABSTRACT: MAR;l'INGALES AN'D RELIABILITY THEORIY

Usually problems in reliability theory are solved by reliability calculations of static
nature: the time variable t is usually a fixed vague and the evolution of the system reliability

in time is ignored. A sinlple approach. considering the dynamic of the system in time and
the interdependence between conaponents. uses h'lartingale Tlieory for Point Process.

In tais dissertation we consider the multivariate point piocess of component's sys-
tem failure, characterize the association property of randoin variables through Covariance
Processes, analize the reliability importante measure of components, generalize the risk
function notion ai-td study the lide distributions classes in termo of condicional stochastic
arder given the a--field corresponding to observed past.
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Frequentemente os problemas que aparecem na Teoria da Contabilidade são re-
solvidos por cálculos da confiabilidade de natureza estática: a variável de tempo t é usual-
mente fixada e a evolução da coníiabihdade do sistema no tempo é ignorada. Além disso,
uma avaliação realista do grau de dependência entre os componentes, em situações práticas,

é geralmente extremamente complicada e de formulação matemática muito difícil.

Apesar das razões acima, unia abordagem simples para considerar a dinâmica do
sistema no tempo e a interdependência entre os componentes se faz com o uso da Teoria
dos Martingais para Processos Pontuais:

Considere um sistema é com tempo de vida r, de n componentes (.;l , C'2, . . . , C'n,
com tempos de vida Si , S2 , . . . , S., respectivamente. Ao invés de analisanlaos a distribuição
conjunta de S = (SI, . . . , S,:), analisaremos os processos de contagem associados com as

falhas dos componentes,

.V.(i) = lis.É.} , i- l

2

e o processo de contagem da falha do sistema .Nt(Ó) = 1{,.Ét}

Suponha que o comportamento do sistema é monitorado ao nível dos componentes,
isto é, a cada tempo t e para todo componente {, o pesquisador conhece se o evento {Si 5; t}
ocorreu ou não e se { Si $ t} ocorreu, ele sabe o excito valor de Si. A formulação matemática
deste conhecimento é a história gerada pelos indicadores dos componentes

: a{.N,({), . $ t,ã ',«}

A dinâmica da contabilidade do sistema pode ser considerada pela evolução no
tempo dos valores esperados condicionais

al.f(s)le. ] ,

pala funções / : .m+ .-.-} a?i convenientemente escolhidas

Uma escolha natui'al para / seria a função de estrutura p e, neste caso, o martingal

uniformemente integrável (-Elé(S)lauto).>. descreve como o tempo de vida estimado do
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sistema evolui com o tempo, condicionalmente ao nível de informação obtida através da

observação dos componentes até o instante t.

O conceito de Associação entre os componentes pode ser analisado através do
processo de co"ariância (< -E[/(S)l3t],.Ejg(S) St] >).>. onde / e g são duas funções
crescentes, ]imitadas e Borél mensuráveis deânidas em .m]. , com valores em -Z7?.

A Importância da Confiabilidade de Natvig do componente á pode ser obtida
através da redução esp"ada do :nartingal (.Elé(S)l9tl).>., no tempo Si, em que o com-
ponente á falha, isto é,

//"(.'-, Si) .El@(S)l9s.l -E l@(S)lnus. -l }

Ao considerarmos uin objeto com tempo de vida r, com função de distribuição .F,
a função de risco R(t) é definida por

.R(t)
d.F(.)

r. .Fls,m)

Pode-se estudar algumas classes de distribuições úteis na Teoria da Coníiabilidade
através da função de risco. Por exemplo, se F é absolutamente contínua:

F te«i taxa de falha crescente (IFR) se e somente se R(t) é convexa;

- -F tem a propriedade NBU se e somente se R(t + s) ? R(f) + R(s), para todo t
e s > 0.

No conjunto {t < S} a função de risco coincide com o (3t)--compensador do

processo de contagem l{,$.}, onde aut = all{,-$,},s $ t}. Ao tratarmos a. dinâmica de
vários componentes simultaneamente podemos generalizar a função de risco através dos
(3t)--compensadores chegando assim ao Processo de Risco, que dependerá fundamental-
mente da família de a--álgebras (3t)t>o . Consequentemente, para. analisarmos a relação
entre o Processo de Risco e as Classes de Distribuições devemos considera-las condicional-

mente à família de a--álgebras (3t)t2o .

Nessa dissertação , no primeiro capítulo, determinaremos o processo pontual mul-
tivariado das falhas dos componentes de um sistema, caracterizaremos a propriedade de

3
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associação de variáveis deat(árias através do processo de covariância e analisaremos medidas

de importância da contabilidade do componente. No segundo capítulo, generalizaremos
a noção da função de risco e estudaremos classes de distribuições de vida em termos da
ordenação estocástica condicional a a--álgebra do passado observado.



CAPITULOI

CAPITU'LO 1: ASSOCIAÇÃO E IMPOR.TANGIA DOS COMPON'EIVTES
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1.1 0 Processo Pontual Multivariado das Falhas dos Componentes.

Consideremos uma coleção de n componentes C'i, O2, . . . ,C',: que compõem um

sistema complexo é. Cada componente C'i tem um tempo de vida aleatório e positivo
Si,l $ á $ n,. definidas em um espaço de probabilidade (Q,3,P). Interpretaremos o

instante inicial 0 (zero) como o tempo em que é começa a funcionar.

A todo instante t, o pesquisador sabe se o evento {S{ $ t}, l $ á $ n, ocorreu ou
não e caso tenha ocorrido, ele conhece exatamente o valor de Si. A formulação matemática
desse conhecimento até o instante t é obtida através da família

3t - allts.$,}, s $ t; l 5; i 5; n}

de a--álgebras crescentes, contínuas à direita e completadas com os conjuntos de medida
nula de (3.).>o.

As falhas de Ci, . . . , C',: aparecem no decorrer do tempo como uin processo es-
tocástico e este fato é interpretado convenientemente através de um processo pontual
multivariado. Para determinada realização w fixada, seja g(w) o número de valores dis-
tintos no conjunto {SÍ(o), l $ { 5; n}. As estatísticas de ordem crescentes desse conjunto
denotaremos por:

T] (") < T2(«,) < . . . < Tç(4(«.,)

e definiremos também o conjunto dos componentes que falham i:lo k--ésimo tempo de falha
Zk, por

Xk(',) = {i : l $ { $ ,,, Si(«,)

Se não existirem falhas múltiplas, o valor de Xx; é uin dos conjuntos {i}, l 5; à 5; n,
ma.s ein geral, Xt é uma variável aleatória com valores em A = p'l1, 2, . . . , n}, o conjunto
das partes de {1,2,...,n}.

Chamaremos 7} o k--ésimo tempo de falha e Xt o k--ésimo conjunto de falha

6



Cap.l Associação e importância dos componentes 7

Assim, a sequência aleatória (7}, Xt)i$t$ç descreve como os componentes (l;i, . . . , C. fa-
lharam e considerando Tg+l = Tq+2 :: ... = (x) e Xç+i :: Xg+2 = .- :: 0 podemos
definir:

Definição 1.1.1: DeÊnimos o Processo de Falhas dos Componentes como o pro
cesso pontual multivariado (Tk, Xk)kZi .

Uma maneira equivalente de descrever esse processo é através dos processos de
contagem: para cada conjunto de falha .r C A fixado, sejam I'-.f e .Nt(u; 1) de6nidos por

r.Í = infl71. : XX; /} (inf 0 = oo) e

.v.(«,; -r)
se t < ,-..(«,),
se t ? ,-/(«,).

Para cada «', (S{(«,)) .<:<. determina a r-]ização do proa«s' (.N.(.r); ] C A).2o e
vice-versa. Similarmente

3t = ollls.$,}; s $ t, l 5; $ n} é equivalente a 3t = a{.N,(/); s 5; t,-r C A}

Com o conhecimento acumulado (aut)t2o da evolução dos componentes no tempo,
podemos observar o comportantento no tempo das esperanças condicionais EI.f(S)l3tl,
pala funções mensuráveis / convenientemente escolhidas. Pala .f fixada, assumiremos que
EI/(S)l3tl é um martingal contínuo à direita com limites à esquerda.

O tempo de vida r, do sistema é, é completamente determinado pelos tempos de
vida dos componentes através da relação funcional

, = @(S) = .min. Qax Si
l $j$t ic /í'í

= max inin Si, ~ .©
l $j$p ic8 ' '

onde /I'i , . . . , /I'x; são os conjuntos de cortes e Pi , . . . , .PP são os conjuntos de caminhos da

estrutura é (Barlow e Proschan (1981)).

Definição 1.1.2: Dado um sistema é de componentes C'i, Ce,
sua função de estrutura. como

, C'., definimos

- l -
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-n lé(s)lO.l(«., )

onde S = (SI, . . . , S.) e Si, l $ { $ n, são os tempos de vida dos componentes

Neste caso, o martingal (.Elé(S)leal) ,>. descreve como o tempo de vida estimado
do sistema evolui com o tempo, dado as observações dos componentes até o instante t.

Algumas propriedades estruturais simples são facilmente reproduzidas, por exem
Plo

a) Redundâncias aos níveis dos componentes é mais recomendável do que re-
dundância ao nível do sistema, isto é:

zl@(s v R)l3.1 2 -Eló(s)lau.l v .Elé(R)le.l

onde S =(SI,. . . , S«),R =(RI,. . . ,R«),

S V R = (SI V -Ri, , S« V R«) e

SÍ V Rf = maxlS{, Ri}, l $ á 5; n

b) O desempenho de um sistema qualquer é sempre melhor do que o de um sistema
em série e pior do que um sistema ein paralelo, isto é:

'Ej:11'<nn S:l l $ .El@(S)lau.l 5; -EI.TRS'S:lau.l

Definição 1.1.3: A confiabilidade do sistema @, de componentes C'i , . . . , C',., com
tempos de vida Si , . . . , S., respectivamente, é

.Elé(s)l l@(s)le.l}

Exei-nplo 1.1.3: Seja é uin sistema formado pol dois componentes independentes

em paralelo com distribuições exponenciais de parâmetro 1. Então @(S) = Si V S2 e se
consideramos 3t :: allÍS.É,}, s $ t, í = 1, 2} temos que

8
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-u(é(s)) / .p(.'- > t)at = i.s.
0

Para s e t ? 0,

(1.1.1)

-P(é(S) $ t + slSi > ., S2 > s) $ t + s, s < S2 5; t +s)
> s, S2 > s)

= -P(Si 5; f+slSi > .).P(S2 ;t+.ISI > .)

= -P(SI $ f)-P(S2 5; f)
(1.1.2)

A distribuição condicional de @(S) -- s dado que T] = s é exp(1) (1.1.3)

Assim, por (1.1.1),(1.1.2) e(1.1.3), obtemos que

"'ú'w)l*,, .ln- :.''
se 0 $ t < h ,
se Ti 5; t < T2,
qp # > T«

Na maioria das vezes, os sistemas na engenharia são pol' demais complexos e na
presença de dependência entre os componentes o cálculo da. coníiabilidade do sistema é
praticamente impossível. Torna-se necessário definir limites superiores e inferiores para a
confiabilidade dos sistemas complexos. No caso clássico, estes limites são naturalmente
obtidos na presença de associação entre os componentes, que é uma. forma de dependência

positiva. O vetou R = (-RI, . . . ,R«) é associado se e somente se Cov(/(R),g(R)) ? 0,

para todas as funções g e ./ crescentes e limitadas, definidas em .m" e com valores em -m
(Barlow e Proschan (1981)).
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1.2 Associação dos Componentes

Considere para quaisquer funções limitadas e mensuráveis / e g, versões contínuas
à direita com limites à esquerda dos martingais Mí/ = .EI./(S)l9tl,Mlz = .Elg(S)l9tl e o
processo covariância (< M/, .MP >.)t2o definido por:

Definição 1.2.1: O processo comriância (< M/,MP >),ZO é o único processo

previsível, de variação limitada, com < .A4-r, .Z\4P >o:: 0 e tal que

M{M?-- < Mj ,Mg '>*

é uni martingal

Proposição 1.2.2: Nas condições acima, vale

.E < M/,M' >. C'o«(.f(S),g(S)) (1.2.1)

Prova: Interpretalemos 3o como sendo a a--álgebra trivial al0,Q}. Assim,
Elg(S)l3ol Ig(S)l e .Elmo/.Mál = .EI.f(S)l-Elç(S)l. Colho .Mlf.M/- < M/,MP >. é

um (out)tZO --martingal e tem esperança constante, concluímos que:

.n].wir.WÍ] - .E]< .w/, m' >.1 s)] E Ig(s)l ,
de naaneira que

.E]< .M'Í, .M' >-1 S)]0-]Z]g(S) au«,]} - .EI.f(s)l -EIP(S)l

)g(s)j -EI.f(s)l-Elg(s)l
(.f(s), g(s)) .

Em recorrência da Proposição 1.2.2 podemos usar unl conceito alternativo (Arjas
e Norros (1984)) para um vedor aleatório associado:

10
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Definição 1.2.3: O vetor aleatório S é associado se e somente se para todas
funções / e g limitadas, mensuráveis e crescentes definidas em -m" com valores em -#?,
temos:

.El< M''f, .MP > 1 > 0

No que segue, caracteiizaremos o processo < .M.r, .A/P >. e procuraremos condições

para que .El< .M/, ]WP > ool > 0. Para tanto, observemos que, para cada / C A, o processo

pontua[ .Nt(]) = 1{«$t} admite a decomposição de Doob-Meyer

.N.(-r) .'].(]') + À/.(.r),

onde .At(-r) é o único processo natural crescente e contínuo à direita, com .4o(-r) = 0 (o
(3.).2o--c'mp'nsador de .N.(-r)) tal que M.(-r) = .N.(/) -- .A.(.r) é um (3.)--ma:tingal.

Proposição 1.2.4: O processo covaiiância (< Mf,MP >.)tZO tem a repre
sensação

< .M/,.MP >.. >1'
/CA

0/(]')C'Í(.r)d'l:(/) + }: C'«a«(C/('), C'Í('))
' .s<t

Í

(1.2.2)

onde .A'(-r) é a parte contínua de .At(.Z);

c' .f ( -r ) (C/'(/))... e C''(.r) = (CÍ(]))... são pr-isí"is e

C'-a«(C'J'( '), CÍ( ')) C'J(.r)C'Í(-r)'\.'l,(.r)-
/€A

(>1: c'/(.r)a.'!,(.r)) ( >1: c'í(-r)z\'!,(.r))
/eA /CA

Prova: Utilizando a decomposição integral para maitingais, podemos representar
À4.J com.o

N{ Z\j(S)\-t )., l CIÇi)ÚM,Çi)
.Íê.A JO

11

(1.2.3)
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onde o proc'sso (C/(-r)).>. é previsível e (.M.(.r)).ZO é o martingal result«ite da de"m
posição de Doob-Meyer.

Segue que

< Mf,MS >t l)C:(.J)d < M'(.1),MÇJ) >, .
l .JeA. J 0

(1.2.4)

Contudo, pela regra de diferenciação de Stieltjes, temos

M. ( .r )M. (a )
t t

t

+

t {

t {

M,- (1)dM,(J)-F I N{,- Ç})dM,(1)+
0 JO

+ >1:(A.w,(.r) - A.A,(.r))(a.w,(J) - A'!,(z))

M,-(-Z')d.M,(;) +/ .M,-(;)d.M,(.r)+
0 JO

E
s<ts<t

M,- (.r)d.M,(J) +
0 JO

-F l (6lJ 6.A,ÇI»dNT,(J)- l 6.A,Ç})dM,(1)
0 JO

= \ l M, ÇI)dM.(J)-F l À4. 1.J)dM,(i)-t l (61J-6.A,(l»dM,(J)
0 JO JO

Z\..a,(;)am,(-r)l +/(Ó.ri - Z\.A,(.r))d.A,(;).
0 JO

(A.V.(.r) - a.'i,(-r))Z\.W,(J) - >1:(Z\.M,(J') - a.'l,(.r))z\.A,(;)

t

M', - (;)d.M,(.r)+

Como M,-(/), M,- (J), .Ã..'l,(J), .5.ri -- z\.A,(.Z) são previsíveis, concluímos que

as integrais entre colchetes são martingais. Sendo o processo .G(-5,r.i -- z\.A,(-r))d.A,(/)
previsível, de variação limitada e nulo no ponto 0, concluímos, pela unicidade do processo
covanancia, que

< .À4(.r), .A/(J) >.= (Ó.ri A.A,(.r))d..4,(;)

e portanto
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d < M(.r) < .M(J) >t= (Ó.ri a.Á:( -r))d.A .(; )

Substituindo essa expressão en-l (1.2.4), obtemos

< M-f,MS >. . >1'
l,JÇ:À.''

)l., l c!(1)clç1)6ildA,Ç})- }., l C!(i)C!(J)&A,(i)dA,(J)
/:RA J' /:#. ''

- }l: / c'J(-r)c'Í(.r)a.A:(.r) + >ll: >1: c/(.r)c;{(-r)A.'],(])-
.rêA JO s<t /CA

- }l:(}l: c'J(-r)A.A.(-r))( >1: c'í(-r)'\.A,(-r))
s<t /CA .rCA

>l: / c'/(-r)CÍ(-r)d.'i:(.r) + }ll: c-a« (c'/('), c'Í(')) .
./ê.A "/o ,st

{

ff

Í

f

a/(]')C{(;)(Ó/,J - AÁ,(]'))d.A,(a)

Convenientemente, para / ' 0 definiremos A.At(g) = 1 -- >ll:.rcA A.At(.r), t ? 0 de
mal:Leira que para cada. f fixado, (Z\At(.r), -r C A' = A U 0) é uma medida de probabilidade
em A'. As frequências .A.At(.r), / € A' podem ser interpretada.s como as probabilidades
de se obter a falha. do conjunto / no tempo t, condicionado a. aut- enquanto A.At(0)
corresponde à probabilidade de nenhuma falha em t.

Definindo C'J'(0) = C'Í(0) = 0 podemos interpreta:' Co«Z,.4(C's/(.), C'?( )) como a
C'o«(C'/(.D), C'Í(.D)) onde -D é uma variável aleatória com valores e-« A' e distribuição de
probabilidades (A.4,(.r), / C A').

Para prosseguirmos a. caractel'ização do processo covariância. necessitalemos de
uma forma explícita pala os processos C/(/) e C'P(.r). Tal resultado é formulado na
Proposição 1.2.6.

C'omo SIJr.- = alta,.X'i,72, X2,. . . ,:zk--i).xt--l,7tl} 7t e auT.- suta\rel e

desde de que l-.Í = :7}, para algum k no conjunto {a'-.r < oo}, concluímos que existem
funções pk tais que

13
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.MÉ:l{,',É-} - l>: :{«-TklP}(TI ,X:,
k>l

, Tk.l , Xt-i , Tt )

e podemos então considera: o pro"sso Z/(/) = (Z/(-r)):>., .r C A tal que

Z/(-Z') ll:i{ c(Ti--,Tül}9}(TI,X:,. . . ,b:--,Xk-:,t)
k>l

de maneira que, para cada / C A, Z/(J) é previsível e

z/,(.r)i(«<-) = mát(,,<-)

Definindo de maneira conveniente

z/(0) - 'M' ' XX" z/'(]')AÁ'(-r) :{....n>o} + ,l:llT: l/(x)li{.~...w-'}

podemos demonstrar o seguinte lema

Lema 1.2.5: Para todo t 2 0,

M/. }: Z/(.r)A.A.(.r)
/CA'

Prova: Se .A.At(0) > 0, o resultado é imediato. Em geral, para um tempo de
parada previsível y, existe uma sequência. (Vn)«ZI de ten)pos de pai'idas crescentes, tal
que }4: < }'',n ? l com liin Vn = V, de maneira que

72. ---} 00

h/:.- -lim.M$,. -EI/(S)ISv.l

s)l V e.6.l

)l3v-l.

Assim.

14
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m':l. l.W€1lÜ«-l l{«-vlZ:l(.r) + l{,-,#v,«..«}.M$13«-l
/CA

1: z l(.z').plt'' l + .Ell{.vv,v/.MM'€1l3.,-l.
ICA

ontudo, em {a..Ay(0) = 0}, temos

.P{V' # .'-.r,V.r c A.l3v- } = 1 -- >1: Z\.Av(-r) = Z\Áv'(0) = 0
ICA

.Ell{,-,#v,v.rcAJh4Íl3v-l = 0 = ZÍI(0)A.Av(ü) e

À/:l. z{(.r)ziÁ,'(.r)+ zÍI(0)a.'(0)-
/€A

C

deinaneira que

15

Com o Lema 1.2.5, determinaremos na próxima proposição , uma forma explícita

para Cr(.r).

Proposição 1.2.6: O processo C'J(/),/ C A na representação do martingal em
(1.2.3) pode ser escrito como

cÍçi) zÍçl)- zÍqÜ).

Pr-a: Usa«do a «otação ã7, = -U(J'(S)) + }: /l (z/(-r) -- z/(g))aJ&4.(J) t'mos,
/CA ''

para todo Si, l $ á $ n:

AIÃ7s; zÍ;(.r)I'\.Ms; (.r) - A'ls;(-r)l - >1: z{.(0)1zi.A's.(-r) - AAs.(-r)l

(.r)A.Ns;(-r) - }: Z{.(.r)A.As.(]') - zZ.(0)11 - }: Z\.As; (.r)l
leh leh leh

- e:,.M!Di

10

sf S
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e portanto z\(M/ -- ã2;)s. = 0 para todo Si, l $ i$ n.

Por outro lado, para qualquer tempo de parada limitado e previsível y, temos
para .A4* :: .M/ l?i7

0 M;l3v- )

= -E(Z\.M;lM.m.;..Ql3v- )

(.r)IZ\.Mv(.r) - A'l.,(.Z)ll(am.:..ql3v- )
/€A

= -E(-- >1: c';(]')AAv'(]')lu..KÍ.#ql3v- )
/CA

= : C (]')Z\.Av'(.r)P(A-M* # 0l9v- ),
/CA

onde a terceira igualdade vens do teorema da representação ge
a*(.r), / C A previsível e ANy(/)l(am,#o) ' 0.

Assim, em {.P(AM; # Ojauv- ) > 0} temos que }l:,.« C;(.r)A.Av(-r) = 0, o q-

implica que

ral de um martingal comrti]

e

Z\.M; C';(]')(A.N,'(.r) - AÁ',(.r))

No conjunto onde -P(a.MÊ # 0l3V- ) = 0 temos imediatamente que A&/; = 0.

Portanto .7\4* não possui saltos em qualquer tempo previsível y e temos o resultado

esperado.

Usando a Proposição (1.2.6) e o Lema. (1.2.5), temos que

16
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M{ = M{. -F b.M{

- 1>: z/(-r)A.A*(.r) + >ll: z/'(-r)(zi.v.(-r) - A.'i.(.r)) -
/eAO/CA

- z/(o) >1:(AX.(-r) - a.'!.(.r))
/CA

- >1: z/'(.r)A.w.(-r) + z/(o)(i - >1: a..4.(-r)) - z/(o) >ll: (a..w.(]')
leÀ lex leh

- >: z/'(.z')A.w.(.r) + z/(g)(i - >1: zi.w.(.r))
/CA ICA

ou seja, .M/' = Z/(.r), / C A, se houver falha do conjunto / em t e À4/ =

houver falha. Assim Z/(-r) pode ser entendida como a esperança. condicional
3t, se houver falha do conjunto / no instante t.

a. ..4 .( -r ) )

de.f(S) dado

Voltando a Proposição 1.2.6, a integral em (1.2.3) pode então ser vista como unl

"fator de correrão " a medida que o tempo passa. para a estimativa À// = -E(.f(S)l3t) de
.f(S). Se o integrando C'/(/) é não positivo para todo / C A ente.o cada falha significa uma
peida para o valor estimado (ver Exemplo 1.1.1). Este tipo de comportamento nos leva a
seguinte definição

Definição 1.2.7: Dizemos que S = (Si)i$i$« é enfraquecido por falhas (WBF)
se, pala toda função crescente limitada / : -#?+ --' -m e para. todo conjunto / C A,

z/(0) ? z'r(.r),
ou equivalentemente

ZÉ(-r) -n(.f(S)lü«) 5; Z((g) g.c. .m {.''/ < m}

Veremos a. seguir teoremas com algumas condições para a.ssociaçã.o de S

Teorema 1.2.8: Suponhamos que S seja (MTBF) e que todos os compensadores
.At(-r), / C A sejam contínuos. Então S é associado.

Prova: Como .At(/) são contínuos, z\..'lt(/) = 0 para V/ C A e A.A,(0)
portanto por (1.2.1) e (1.2.2)

17
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c«(/(s), g( s)(.r)c'í(.r)d.'i.(.z')) ,
iê.À uo

que é não negativa se S é WBF

Os compensadores .At(-r) são contínuos se e somente se todos os tempos de parada
r.Í forem totalmente inacessíveis e esta é uma propriedade muito comum nos modelos de
tempo contínuo que não envolvem tempos determinísticos, como por exemplo o Processo
de Poisson.

No caso de modelos com tempos discretos, entretanto, precisaremos de um con-
junto alternativo de condições pala qu. cova.,â(c'/(.), CP( )) seja não negativa. Para tanto
usaremos a seguinte definição

Definição 1.2.9: Dizemos que S = (Si)i$f$« é enfraquecida monotonamente poi
falhas se (i) S é WBF e (ii) para funções Ilimitadas crescentes .f : -m;. --, .R e /, .J C A

lz/( .r ) Z/(;)IZ\.A(.Z')a..A(/) ? 0 se .r C .J,

ou seja, um aumento no tamanho do conjunto de falhas decresce estocasticamente a vida
residual dos componentes restantes.

Definição 1.2.10: Consideremos a. distribuição de probabilidade {.As(.r), -r C Ao}
do conjunto de falhas no ponto de salto S. Diremos (lue {'4s(/), / € Ao} é fraca.mente
associado se sua covariância

>: .Ís(-r)gs(-r)A.4s(.r)
leÃO

( >ll: 7s(.r)'\.'i.(]')) ( >ll: gs(-r)A.'{.(.r))
leÃO .íeAO

é não negativa para quaisquer funções crescentes /s e Ís em AO

Teorema 1.2.11: Suponhamos que S = (Si)i$iS;k seja enfraquecido monoton
amente por falhas e que {z\..4s(/), -r € Ao} seja fracamente associada para todo tempo
previsível S. Então S é associado.

18
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Prova: Considerando (lue /,(.r) = --CJ(/) e que #,(.r) = --(-;Í(/) obtemos, pela

Proposição 1.2.4, }l: Ooua.,i(C'/(-), C'g( )) é não negativa.

19
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1.3 Importância de Clonlponentes

Sejam 1- e Sf, i= 1, . . . , n, os tempos de vida de um sistema e de seus componentes,
respectivamente. Birnbaum (1969) deâne ( a importância da confiabihdade da componente
á para a confiabilidade do sistema como

.rf(,'-,Si) =-PÍr > tlSi >t} ---P{,' >tlSi $ f}, á = 1,

Nas aplicações , esta medida contém limitações pois depende do momento fixado
do tempo t. Para resolver tal problema, várias medidas de importância foram propostas
(Barlow e Proschan (1975), Natvig (1985)), sendo que a maioria delas são integrais pon-
deradas de .rf('r, Si) sobre t.

Bergman (1985) observa que, na Teoria da. Confiabilidade, várias medidas de im
portância podem ser obtidas através do estudo da troca do tempo de vida esperado do
sistema, devido a diferentes variações de distribuição do tempo de vida do componente

em questão. Esta noção é facilmente comprovada no caso de componentes independentes.
Neste caso,

-E(,') .P(,'- > t)dt

l-P(.'- > tlS > t)-P(S{ > t) + -P(I'- > tlSi 5; t)#'(S{ $ t)lat
0

l.P(Sf > t)-rf(r, Si) + -P(r > tlSi 5; t))df.

0

0

Assim, se F; e G{ dellotam a distribuição original e a distribuição modificada
do componente {, respectivamente, a importância do componente à com respeito a esta
lnodiâcação é dada por

(ã{(t) - Fi(t))-r.e(.'-, SI).Zt,

onde -F{(t) = 1 F(t) e Gi(t) = 1 -- G(f) são as funções de sobrevivência de .F eG

0

20
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Como uma aplicação desta noção de importância, podemos obter a importância
de Natvig através de uin reparo mínimo do componente.

Um reparo mínimo do componente á significa que, imediatamente depois de sua
primeira falha, o componente é reparado para ter a mesma distribuição do tempo de vida
que tinha imediatamente anterior à falha. Isto é, um tempo de vida adicional S! com
função de sobrevivência condicional

p:'lSI > slSf = t} = -P{Si > s + tlSf > f}

é adicionado ao tempo de vida original Si, lesultalldo ein um novo tempo de vida com
filnpân Hp nhrPv;vPnP; nxu&&YWV uw vvHA v T A T uxxvAW

Gi(t)=-P{Si >tl+/ X'lSI >t--slSi =sldF.(s)

= -Fi(t) - .Ff(t) in -Fi(t).
0

t

Portanto,

/N(r, S{) = (õ{(t) - Fi(t).rf'(,-, s{)at

7i(t) in 7Í(t).r/' (,-, s{)df

é a importância da confiabilidade do componente para a confiabilidade do sistema de
Natvig (1985).

No contexto dessa dissertação , provaremos que esta naedida de importância da con

fiabilidade do componente i pode ser obtida através da modificação do martingal -Er$13.l
no tempo de falha. Tí, { = 1, . . . ,n. Esta abordagem é de Norros (1986a) e sua maior van-

tagem é que a interdependência dos tempos de vida dos componentes pode ser considerada
sem maiores complicações

Nesta seção assunúreinos as seguintes hipóteses

i) .P(0 < S{ < m) l í - l,

ii) Para todo i,.j cona { # .j, .P(Sf = Sj) = 0 e (1.3.1)

21
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iii) Todos os compensadores .At({) = .AtÍà} são contínuos

Observe que, pela hip(5tese (ii), .r contém mais que um elemento implica que
.A.( .r)

Seja T o tempo de vida de um sistema com .E(r) < oo e seja (M;)t2o uma
versão contínua à direita. com limites à esquerda do inartingal uniformemente integrável

(-®(rl9t)).Z.. Desejamos calcular -Elz\Mg;l = -Wlmg. -- W;-l onde SÍ é o tempo de vida
do componente {, { = 1, . . . , n.

Exemplo 1.3.1: Consideremos o caso de um sistema formado por apenas um
compo"'"te, isto é, a'- = SI, .E(1-) < oo e ?z = 1. Se 3t = all{,>,}s $ t}, então

ml'' = .El7-lr > tjl{,->t} + 7-l{,.$t)

Contudo,

-ul,'l, > tl .p{, > «1.'- > tla«'0
f

Z''lr > ulr > fldu +
0

* *hr''« * *'-"

.p{, > «1.'- > fJa«

e concluímos que

ph /' p(« -' o-«:.,».,MÍ = r A t +

Assim, A.A4; = --7:?;Í Jo F(''- + t')d" e



Cap.l Associação e importância dos componentes 23

l /'0C)

-EIa..M;I - -ZEI- I#;j J F'O'- + «)d"I

T(- :i.aJ PÇ. -F«)d«)dPÇ
' 1 , r'

- .F(«) (0 JO

.F(«) in -F(«)d«
0

oo .";

/'(«) in -P(«)-rK.-, .-)d«

F(«) a« ) a.p(. )

0

De uma maneira geral, o problema é colocado na proposição a seguir

Proposição 1.3.2: Sejam (Q,3,P) um espaço de probabilidade e (Çt)tZO uma

família de sub o--álgebras de 3, crescentes, contínuas à direita e com Ç;o contendo todos os

conjuntos de P--medida nula. Sejam S e T (Ç;t)--tempos de paradas, .Ní = ltr$t} e (.At)t2o
o Çt--compensador de (.Nt)t2o. Suponhamos que .E(S) < oo, que (.At)t2o seja contínuo e

]Ws uma versão contínua à direita , com limites à esquerda do martingal uniformemente

integrável -E(Slgt). Então

-E(S.Ar) + -E(S) = C'oo(S,.Ar)

Prova: Notemos (lue E(ilúÇ) = -El-E(Slçr)} = .E(S) e que (.Mt -- .4t)ZZO é un]

:na:tingal com .E(.Ar. -- .A.) = -E(.No -- .Ao) = 0, assim -E(.Ar) = -E(Arr) = 1.

Por outro lado.



Cap. 1: Associação e importância dos componentes 24

-u Imãs- l
0

= lnl. l MÊdAt\
0

= m4. 1 mfúA
0

!

J

U

24

l

A segunda igualdade acima segue do fato de que (.Mt -- .At)t>o é um martingal e
de (lue .Wf- é previsível e portanto ( Jos MS d(]Vt -- .At)),>. é un] nlartingal com média
0. A terceira igualdade ocorre porque .At é uin processo natural crescente e, finalmente, a
última igualdade segue da fórmula integral de Dellacheiie.

Concluímos então que

-Elz\.A4rsl nlMrsl - -wl.a'Ç- l

- -E l.Ar-E(SIÇr)l
- al.E(.'irSlçr)l

.EI.Arl - -EI.ATEI

= --Cou(.Ar, S).

No contexto de sistemas coerentes e de seus componentes, consideremos o tempo

de vida do sistema I'- com -#l;lrZI 5; oo, uma. condição que garante a existência de .a:lAmsíl

Definição 1.3.3: Com as hipótjeses (1.3.1) e :;opondo que -a;lr21 < oo, definimos

i) A importância absoluta do componente { pata. o sistema 1- como

e
/.,* (,'-, s{ ) -UI.a.W;. l (.'-, .4s. (i));

ii) A importância relativa do componente í pala o sistema r como
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Ú.Z',i(p,/x (.'-, S. ) n

E

Podemos provar que as variáveis aleatórias Ás. ({), { = 1, . . . , n, são independentes
e identicamente distribuídas com distribuição exponencial de parâmetro l.

Lema 1.3.4: Sob as hipóteses (1.3.1) .A-(i) = ..4s.({),{ = 1, . . . ,n, são indepen

dentes e exponencialmente distribuídas com parâmetro l.

Prova: E suficiente inostral que, pala quaisquer números reais ul , uu,

.Elexpj>1, i«j..a-(.j)l} =

Observe que

7?zt(.j) = (1 -- àuj);v'O) expl tljAt(.j)l

expjiuj'!,(.j)ld{.A,(.j) - a',(.j)}
0

pois, se t < Sj,

l + / {uj expj;"j'4,(.j)ld{.'!,(.j) - .W,(.j)} expjá"j'{.(.j)ld.A,(.j)

'l' (.j ) l

=(1 iuj)/v'(j) expjàt'j.At(J)l

e se t ? Sj,
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1+ íuj expjiuj ,(.j)la{.A,(j)
0

x', (j ) } 1+ ãuj expjáuJ.A.(.j )la.A,(j)-
q

'0

t

iuj expji"jA.(.j )la.W,(.j )

1 + expjá"j''!s;: (j)l - l {«j expjã"j'4s, (.j)l

(l -- iuj)W'(j) expjãujAt(j)l.

0

Contudo, como (.At -- .Nt)tào é um martingal e iu.fjexpjiuj.At(.j)l é previsível, pode
mos concluir que mt(.j) é um martingal e utilizando a regra de diferenciação de Stieltjes,
temos

m.({)m.(.j) - l (i)d,-«,(j ) -F m,-(.j)d',',(á)+ }: Z\«',,({)Z\m,(.j)
f

Como os .At({ys são contínuos e -P(Sf = Sj) = 0 por hipótese, concluímos que

}l:A,n,({)z\m,(J) = 0 e que n..({),n.(j) é um martingal, con, < «,({), «.(j) >.= 0. Isto

é, os (mt({)):>. são martingais ortogonais. Assim, seu produto é um naartingal limitado e
obtemos

-u{ ll ( l í«j) -p lí«j'''1% (j)l} )l
n

lJ

Logo

-E {e*pj>1. {"JÁ% (j )l}

'n l

Portanto os tempos de vida. S+ sã.o relacionados cona as variáveis aleatórias .As. (í),
os valores finais de seus con[pensa.dores, que são independentes cona distribuição expo-
nencial de parâmetro 1. Norros (1986b) prova que essa. correspondência é bijetora. Mais
precisamente, dados valores exponenciais X's, os valores S{ podem ser gelados como segue:

26
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Os compensadores .At(á) são determinísticos entre os tempos Ti, k 2 0. A cada
falha Tk, novas funções determinísticaat(á) são escolhidas (dependendo dos valores de
{Tk,Xt,l$ k $ n}) tds que .Ar&+.(á) = .An:({)+ a(i) p.ra t $ Tt+l -- Tt.

Para gerar os tempos de vida S{, basta observam os compensadores, até que algum
deles, digamos .At({), alcance um pré-determinado valor exponencial X em algum tempo
t. Então Si assume o valor t e o algoritmo continua com a troca correspondente nos
compensadores.

No caso de componentes independentes, temos que

.As.({) - in .Fi(Si),

onde Fi é a função de sobrevivência do componente {. Dessa maneira, a importância
absoluta do componente í é dado por:

.z'..* (,, s{ ) C'-(,-, in 7.(S. ))

e neste caso, a deânição acima é equivalente a de Natvig, como demonstrmemos na seguinte
proposição

Proposição 1.3.5: No caso de componentes independentes,

/..*(.'-, Si) FÍ(t) in 7i(t).rf (.-, Sf )df
0

Prova: Como existe un-la correspondência biunívoca entre Si e .4s.(í), podemos
usar a condicional em Sí e obter
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.E l,-as. nl - .E {.E l,-.As; ©l..'!s. WI }
.E { .As. (i).E lrl.As; ({)l }
.E { ..4s. (i)

.E { .As. ({)

Z;{.As.({) / llls.$t}.P(a" > tlSf $ t) + lÍS.>tl#'(r > tlS{ > t)jdt}
0

l-P(r > tlS{ 5; t).E(.As.(á)lts.$t})+
0

+ .P(r > tjS{ > t).E(.As. (á)lls.>t})ldt.

A última igualdade acima consegue-se pelo teorema. de Fubini. Contudo

.E(.As.(ã)lÍS.$t}) = -E(-- in Ff(Si)lls;$t} )

-- in Fí(t)
= 1 =e':da;

0

= in -Ff(t)-F{(f) + F'{(t) e

-E(As;({)lls;>í}) = /'i(f)(l -- in -Fi(t)).

ubstituindo esses resultados na. expressão de .a;ll'-.As.({)l, obtémS

-P(,- > fl..4s. (á))df}

.P(r > tlSi)dt

.UI,- .4s. (i)l .P(r > tlSi 5; t)(l« -Fi(t)-Fi(t) + -F{(t))+

+ -P(, > tlSf > f)(Ff(t) - .Fi(t) 1« F{(t))l .Zt

Por outrolado

-E(r)-E(.As. (i) )

-P(, > t)df
0

l-P(r > tlS ; t)H(t) + -P(.- > tlsi > t).pí(t)laf
0
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e portanto

C'o«(,, .As. W) .As.({)l - -E(.'-).Elas; (ã)j

.Fi(t) in -Fi(t)l-P(," > tlSi > t) .P(r > tlSf $ t)lat
0

7i(t) InFi(t)-rf(.-, Si)dt
0

Ainda no caso de componentes independentes, seja Qf a distribuição conjunta
do vedor S = (SI, . . . , S.) onde a função de distribuição .F, é modificada. através de um

reparo mínimo, isto é, Fí(t) é substituída por .F{(t)(l -- in .Fi(t)), enquanto que as outras
distribuições permanecem inalteradas. E fácil concluir, usando a Proposição 1.3.5, que

.r.4 (,'-, Si) @P(',)

é o crescimento do tempo de vida médio do sistema causado pelo repai'o míninao do com
ponentez.

No que segue, mostiaienaos que essa interpretação tainl)énl é válida no caso geral

Considerando as hipóteses (3.1.1.), temos

/«(.", S:) (,'..4s.(i)) -Ep(," ).Ep(.4.. ({) )

Desde que .E(..4s;(i)) = 1, podemos considera- a medida

Q{(0,tj = / .,4s;({)dP

com a derivada de Radon-Nikodym gg- = ..4s.({) e

(

0

/..!(.-, S{) = -EQ.(r) .Ep(,)

29
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Temos que mostrar que Q{ é a medida obtida de P através de um reparo mínimo.
Jacod (1975) demonstra que os compensadores determinam completamente a medida de
probabilidade P de um processo pontual e vice-versa. Devemos assim encontrar uma
formulação adequada para o reparo mínimo através dos compensadores e utilizar essa
correspondência.

Para provar o resultado, recordemos que o reparo mínimo do componente i sig-
nifica que imediatamente depois de sua falha, o sistema como um todo, retorna ao estado
imediatamente anterior à falha daquele componente. Assim, o efeito da falha do compo
nente i, incluindo os efeitos nas distribuições dos tempos de vida dos outros coillponentes
é totalmente ignorado.

Em termos dos compensadores, interpretamos que Sf é o tempo em que a função
crescente .At(i) atinge uin valor exponencial X (de parâmetro (1)). Pela propriedade
da falta de memória da distribuição Exponencial, podemos ignorar a primeira falha do
componente á trocando a distribuição Exponencialde parâmetro (1) por uma distribuição
Gama de parâmetros (2, 1). Enfim, a distribuição Gama (2, 1) é a solda de duas variáveis
aleatórias independentes com distribuições Exponenciais( 1 ), que podem ser pensadas como
os valores detenninando a primeira falha ignorada e o tempo de vida. adicional devido ao
reparo mínimo.

Seja R(t) a função de risco da distribuição Gan)a de parâmetros (2,1), isto é,
R(t) = -- In-F(t) = t -- in(l + t). Procuramos o «ovo compe"dador -Bt({) que atinja um

tempo exponencial en-l Si + SI. Agora, .Ai(t) = X é equivalente a R(.Af(t)) = R(X) e se

X tem distribuição Gama. de parâmetros (2,1), R(X) é exponencial de parâmetro l e o
compensador procurado é

-a.0) (t)) .'!:(f) - 1«(1 + .4.(á))

Devemos provam então que a distribuição Qi obtida. acima é caracterizada pela
seguinte transformação nos compensadores

.B.(i) .A.({) - in(l + .A. (ã)) .

.B.(.j ) s. i +i,

Concluímos portanto que Qí é obtida. abra;vés de um reparo mínin)o do componente {
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Proposição 1.3.6: Nas suposições acima e se

.Z;t =(49i')o. = a(as;({)l9t) = 1- .M.({) = 1- .Nt({)+ A(i),

.A:({) - in(l + .A.({)) .

.A{(j) = .A.(.j) se .j # á

o Qi--compensador de .M.({) é .A!({), i 1, , 7Z

Prova: Usando o Lema de l<omatsu, é suficiente provei que, para todo tempo de
parada limitado T, temos:

.EQ.(a;(à)) (-Arr({)) e

.Ue;(Á;(.i)) (-Nr(.i))

Pela fónnula de integração de Dellacherie, temos

.EQ. (Á;(i)) - -EI.Lr(.A,«(i) - l«(Ár({) + 1))j

dA,(i)- j L,T:Í]Í:iluda,(i)

- / '.í::áh'",w
- / ",-r:Üh'",w
- « l ',- Jh-~,-'.
- -at-w,n-L.í i-jl::bl

(i)(l - .Ns; (i) + As; ({))í:itlii;-i
= -EI.Nr({).As. l

A segunda igualdade acima provém da. fórmula de integração de Dellacherie, a.
quarta igualdade vale porque .A, é natural e .L, é uin martingal contínuo à direita e cona
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limites à esquerda e a quinta igualdade é baseada no fato de que (.Nt
martingal.

32

.A.).ZO é um

U\AÇÇj)\ l L.dA,(j) dA,(j)

.L,- d.M,(i) l.Vr(i).Lãl
0

-EI.Mr(.i)Z., l .EQ.(.Nr(.i))

A penúltima igualdade segue do fato de que A.Z;sj 0 e .Nr(j) é auS, mensurá«l
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CAPITU'L0 2: O PROCESSO DE RISCO DOS COMPONEN'TES E DO SISTEMA
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A Função de Risco através do Compensador

Seja r o tempo de vida de um objeto, .F(t) = Pll- $ t} sua função de distribuição
e F(t) = 1 -- F'(t) a correspondente função de sobrevivência. Considere a função deÊnida
pela integral de Stieltjes:

onde -Fls, oo) = P{.- 2 s}

Vejamos algumas piopiiedades de R(t)

l R(0) = 0 e -R(t) é uma função não decrescente, pois o integrando é positivo

2 - R(f) é contínua à direita, pois considerando uma sequência. (t«)«Zi com t« .l, t
tcinos que

o,tl (o,t.l F'(d.)
r@,.] .PI', w)

lim
I'l '-'-} oo

F'(d.)
'0,.,.] .PI., m)

3 R(t) teria os mesmos pontos de descontinuidade de F, cona

'\.n(t) - a(t) - a(t ) - 1l!:il:#. :$ 1

4 - No caso em que a.R(t) = 1, pala algum t, temos P(r > t) = 0 e R(8) = R(t),
para s ? t.

Colmo mostra o teorema abaixo, a classe das funções com as propüedades acima
caracteriza as medidas de probabilidade em (0, ool.

Teorema 2.1.1: Seja .4 a classe de todas as funções R(t) que são não decrescentes,
contínuas à direita, com R(0) = 0, AR(f) 5; l e R(s) = R(t), pa:a s 2 f quando AR(f) = 1.
Então, as fórmulas
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.F(o,fl "'m ll(t A.R(.)) .

R©- f -:y»-
@,.} .PI., w)

deânem uma correspondência biunívoca entre as classes de todas as medidas de probabi.
cidade em (0, ool e a classe .4.

Prova: Para cada medida F(0, tl podemos definir -R(f) - .Ao..l -!-(41L e inversa-
mente, pala cada R(t) em 4, podemos deÊnir a medida F(0, tl = 1--eX'(') ll,<.(1--AR(s))
Suponhamos que existam duas medidas de probabilidades -F] (0,t) e F2(0, tl tais que

«'*, -Á,,,Én -
Diferenciando as equações em t e integrando convenientemente, temos

l .Flls, m).R(d.) = F it, m) e
0

t

l / .&l.,w)-R(d.)

assim F] e F2 satisfazem a equação l -- ]o{ .Fls, oo)R(ds) = rlt, oo) que pelo Lema 18.8
Liptser & Shiryayev (1977b) tem solução única e igual a

t

0

F] it, .o) = F2lf, oo) = e a'M ll(i - A-R(s))

Logo a correspondência é bijetora e o teorema. está demonstrado.

s<f

No caso em que a função cle distribuição de r, .F(t) = F(0,tj é contínua., essa
relação de equivalência reduz-se a

.R(t) /og-F(t)
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Nesta forma, R(t) é frequentemente utilizada para. caracterizar classes de distribuições de
vida úteis em Teoria da Coníiabilidade, como por exemplo:

a) Uma função de distribuição F pertence à classe de distribuição de vida com
taxa de falha crescente (IFR) se e somente se R(t) é convexa.

b) Uma função de distribuição F pertence à classe das distribuições NBU (New
Better than Used) se e somente se R(t + s) 2 R(t) + R(s), para todo s e t 2 0.

Com essas caracterizações , R(t) = --Joga(t) é fre(luentemente definida como
função de risco e isso não conesponde à realidade pois, no caso geral, a distribuição pode
ter uma parte discreta

.p(o, tl - l - .-"'m 11(1 zi.n(.)).

Reservando-nos contra esse inconveniente, adotaremos a seguinte definição

s<Z

Definição 2.1.2: Seja. r o tempo de vida de um objeto com função de distribuição
r'. Então

«'- j..,.ER
é denominada função de risco de r (ou de -F).

Com a definição acima preservamos a noção intuitiva. de uma função de risco, ou
seja)

.n(at)-iiillii atl,-?f}

No contexto dessa dissertação , consideraremos o indicador da falha do objeto cm

estudo, .Mt = 1{,-$í} e a família de o- álgebras (3t)tZO, aut = o'll{,->,},s $ t}, crescentes
e contínuas à direita, completadas cona os conjuntos de medida. nula. Claramente, (.7Vt)t>o

é uin sl)Éjêí;-martingal e podemos concluir, utilizando a deconlposiçã.o de Doou-Meyer, que
existe um lnartingal(Mt)t?o e uni único processo natural crescente(.At)tZO(com Á(0) = 0),
o 3t--compensador de (-Art)t>o , tal que
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.Nt = Mt + .At, t 2 0

Podemos caracterizar o compensador .A(t), através da seguinte proposição

Proposição 2.1.3: Sob as condições acima,

«* - j..,.~. IR
Prova: Seja S um (3t)--tempo de parada

"'";« - «(.L,,.,.É3)
:ÇJ..,;.. eHb,««.
rÇJ..,. «R;O'.«. -* /:ÇJ..,. ÊE;0''"»
IÇI..,.-H:b,,«' * » - ',:» l..,*-Hh

Integrando por partes, temos que

llÇI.,.-RHâ'-"' - ',;' l.,*-Hh- l..,*:"clip
-il./., iifiÇ:à+-p(s)

e portanto obtemos que

.EI..4sl - .F(S) -Ell{,.$sl}

Usando o Lema de I';omatsu, provámos que (.Nt -- .At)tZO é um martingal. Desde
que .Ao = 0 e utilizando a unicidade da decomposiçã.o de Doob-Meyer, concluímos que
(.At)t?o é o 3t--compensador de (.Nt)t2o.
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O fato importante a ser considerado é que o (gt)--compensador

é a nossa função de risco no conjunto de interesse {t 5; I'-} , a qual caracteriza as distribuições
IFR e NBU no caso contínuo e univariado.

Para generalizar a noção de risco através dos compensadores, notemos primeira
mente que estes são determinados relativamente a uma família de a--álgebras (3t)tZO
fixada. Se mudarmos esta família mudaremos o compensador. Portanto, ao caia.cteiizai
uma distribuição através dos compensadores devemos considerar a família de a--álgebras
envolvida. Esta generalização de classes de distribuição de vida baseadas em noções de
ordenação estocástica condicional à íalnília de a--álgebras (gt)tZO é apresentada em Arjas
(1981)
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2.2 Classes de Distribuições MIFRI(3t).

39

Consideremos um vetou aleatório S = (SI, . . . ,S«), Si > 0,{ = 1, . . . ,n, p

mente representando os tempos de vida dos componentes de um sistema.

Sda Ot(Si) = (Si -- t)+ = max(Si -- t, 0), o tempo de vida residual de Sí no inst,nte
t. Denotaremos 0.S =(OtSi,.. .,OtS«).

Começaremos por definir a. classe univaiiada de distribuições de vida IFR relativa
a uma família (St)t>o

Definição 2.2.1: Dizemos que o tempo de vida T (ou sua distribuiçã.o ) é IFRI(9t)
se, para todo 0 $ t* 5; t e s C .m,

.Pl0.,- > sl9:} $ .Pl0..r > sl3.. }

eja, (0.rlg.) .lst t.

A relação enfie a del
proposição

Proposição 2.2.2: Unl tempo de vida 1- tem a propriedade IFR se e soment
T é IFRjaÍl{,>,}; s $ t}.

Prova: Consideremos a. função

F( t+s )

/(t,;,«,)= 1 '7i;Í, s'-F(t) >0'"C {,- >t},
0 , caso contrário.

3. é da forma. C = {r > u}, u 5; t e

rovavel0 ave

g c.,

ou s

nação clássica de IFR e esse novo conceito é dada pela seguinte] l (:} ] e

e se

Notemos que unl colljunto en]l asSlll],

{
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/(t , . , «,)P(.z«, )
C: J { r> - }

.F(t + .)
FÇt) Jça

= Pla- > t + s, r > u}
= PÍOt,- > s, C'}.

.F(t+.
lÍr).F(t

r

.} (w)-P( d« )

:{,-> .} («,).P(d«,)

Portanto, .f(t, s,w) é uma versão de Pl0ta- > sl3z} e os dois conceitos são equiva-
lentes .

A extensão multivariada desse novo conceito é natural

Definição 2.2.3. Dizemos que S = (Si)iÉí$« tem taxa de fallla crescente relativa
a (3t)t?o e abreviamos por MIFR (3t) (Multivariate Increasing Failute Rate relativa a

(3t)t?o) se, para todo conjullto superior aberto ü C Z/ e todo 0 $ t* $ t, tivermos

]"l0.S C Ule.} $ .Pl0..S C Ule.*} g.c

Dizemos que S tem essa. propriedade fracamente (weakly) e escrevemos \ÃTMIFR se U é
restrito à classe dos conjuntos superiores diagonais. Os conceitos de conjuntos superiores
e conjuntos superiores diagonais são encontrados no Apêndice.

Podemos provei que S = (Sf)i$i$« é MIFRI(aut) se e somente se existe uma. versão
regulam da distribuição condicional -P e um conjunto de medida nula .N, tal que ein .N'

z''lo.s c ul *} -plo*.s c ulo..},

para todo 0 5; f* $ t e todo conjunto superior U C Z/

Como qualquer esperança condicional é igual (q.c.) a uma integral com res])eito a
uma versão regular da probabilidade condicional, podemos enunciar a equivalência:
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S é MIFRI(3t) se e somente se, para toda função .f : .m" --, .27? Borel mensurável,
crescente e limitada tivermos

-ul/(o.s)lO.l 5; al.f(o.. s)lO.. l g.c.,

para todo 0 $ t* 5; t

Discutiremos agora a preservação da propriedade (W)MIFRI(aut) sobre a formação
de sistemas mon(5tonos. Provaremos que a propriedade MIFRI(3t) dos tempos de vida dos
componentes é preservada para o tempo de vida do sistema se a família de o--álgebra
(aut)tZO íol mantida. Começaremos, entretanto, com um caso um pouco mais geral.

Suponhamos que os componentes C'i com tempos de vida Si(l 5; á $ n) são usados
para formar m sistemas monótonos binários éj, l $ .j $ m. Cada componente C{ pode
fazer parte de mais de um sistema éj ao mesmo tempo e alguns componentes podem não
fazer parte de sistema algum. Denotando o tempo de vida de +j por rl temos

ri = inin max Si,
' k iC/\'jk

onde /T.ft denota o Ã-ésimo conjunto de corte de @j.

Teorema 2.2.4: Nas condições anteriores, se S = (S{)l$i$« é MIFRI(3t) então
r- )-$j$« é MIFRI(au.).

Pr-a: Se escre-r-nos ,j = q(S), então

o.,'j(s) (q(s) - t)+

((«l« :2\a s:) - ty'" - («1« :%-lU(s: - {)y''
' max Uin (Si -- t)+ = rj(0.S)A- {e/q. *

E mais, a função S --, T'(S) é crescente eln S. Então, se ./' : .m"' --, .R' é crescente,
telhas que

.f(0.r-) 0.S))
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onde a função composta / o r' : .#?" -.-} Z?l é crescente. Assim, como por hipótese S é
MiPKI(ü.),

.E((.f o r''')(0.S)l3.) $ .E((/ o r''')(0.. S)l9.. )

para 0 $ t* $ t, o que implica que

-E(.f(0.r')l3.) $ -E(/(0:. F')l3..) q.c

e provámos que r- é M.IFRI(nut).

Corolário 2.2.5: Se S = (Si)i$i$« é MIFRI(9t), então qualquer tempo de vida
r = r(S) de um sistenaa monótono caiu componentes C'{ é IFRI(3t).

O corolário acima pa.tece contradizer uma propriedade bem conhecida: os sistemas
monótonos formados por componentes independentes com tempo de vida IFR não tem
necessariamente um tempo de vida IFR (Barlow e Proschall (1981)). Consideremos o
seguinte exemplo para elucidar a questão:

Exemplo 2.2.6 (BarloAV e Proschan (1981), p.83): Sejam (:l e C2 dois compo-
nentes exponenciais independentes de parâmetro 1, em paralelo. Aplicando o corolário
temos que r = Si V S2 é IFRja(lls.?,} , s $ f, i= 1, 2), mas não podemos fazer afirmações

(usando o corolário) a respeito de r em relação a. a(l{,-2,},s $ t); na verdade sabemos
que r não é IFRjc,(l{,-2,}, s $ t), ou seja, IFR.

Um outro resultado interessante é obtido quando fazemos a recíproca do corolário
anterior:

Proposição 2.2.7: Suponhamos que 1- seja IFRI(3t) para qualquer sistema

monótono formado por C'i, . . , C'.. Então S é WMIFRI(3t).

Prova: Seja U C Z/(d) uin conjunto diagonal arbitrário, com d C .m:. Então, pelo
Lema (A.1.5), U pode ser escrito colho:

U = {x € R" : . max min #{ > d},
' l$k$koiCPt '
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onde l 5; Ao $ 2" -- 1 e Pt C {1, 2, . . . , n}(l $ k $ ko). Se é for um sistema com tempo de

vida r = :111?ilo KP. (basta tomar os conjuntos Pi como conjuntos de caminho), temos

{o.s c u} - {:p?ã. 2k(s;
- {(.83. 2H s: - t)''' > 'í}
= {0t.'- > d}.

Assim.

.Plo.s c u} {o.,- > d} .$

5; -Pl0t' a'- > d} = -Pl0t. S c U}

para 0 $ t* 5; t e t/ conjunto superior diagonal.

Já demonstramos que a formação de sistemas monótonos preserva a propriedade
MIFRI(3t) e mostramos que o mesmo não acontece se mudamos a família de o--álgebras.
Seria desejável encontra condições sob a.s quais sistemas monótonos preservassem a pro-
priedade MIFRI(3t) de seus componentes, mas relativamente a uma família de a--álgebras
(gt)tZO contida na família (3t)tZO. Como exemplo, consideremos

3t - alllS.>s},s $ t,l $ ã $ 7z} a a álgcbra gerada pelos indicador'es dos

componentes e

gt - alllo>,},s $ t,l 5; .j $ m), a a--álgebra gerada pelos indicadores dos
sistemas.

Notemos quem-j >s::f'l U {S >s} demaneiraque Çt C3t,t20
k i€1tjk

Essas condições estão no seguinte teorema

:l'eoreilla 2.2.8: Suponhamos que S seja. (W)MIFRI(3t) e que Ç! C au, sda tal

que, para todo t 2 0, Otr' seja independente de 3t, dado Ç7t. Então r- é (ÀAr)MIFRI(Çt).

Prova: Pelo Teorema 2.2.4. r- é (W)MIFRI(3t) de maneira que, pala todo con
junto superior aberto (diagonal) ü' e 0 $ t* 5; t,
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.P(0.r-e Ule.)$-P(0..f'CUI .) q.c

Como r"' é independente de 3t, dado Ç;t, podemos afirmar que

.P(0.r' C UIÇ.)

$ #:'(0.. r' C UIÜ.. )

= -P(0.. F' C Ulg *) q.c

Um exemplo especíâco da aplicação desse teorema. é dado pelo seguinte corolário

Corolário 2.2.9: Seja r o tempo de vida de um sistema em série cujos tempos
de vida dos componentes S é MIFR l(3t), onde 3t = bílis;>,},s 5; t, l $ á $ n}. Então
réIFR

Prova: Colho IFR é o mesmo que IFRI(gt), onde gt = o-ll{,->,} , s $ t}, devemos
mostrar que, pala todo s e f 2 0, {0t > s} é independente de 9t, dado Ç;t. Como Ç;t C aut,
é suficiente provei que

-Pl0t,'- > sl3t} = -Pl0tl'- > slgt} q.c

Seja então

/(t,';',)= 1' 1lli?;ÍIÜ-, se«, C {S{ >t,iÇ i$ "} 'F(t1) >0,
1. 0 , caso contrário.

Se C' C 3t, C' é da forma {S > u} para algum u 5; fl,

fl.t. s\w)P(dw) = .ls>.\ tt\(w'jP(dw'l

- :e(;lli?u .Á :lls:».:} («OPH«o

= .P{S > (f + s)l; S > u}
= -Pl0tr > s, C}
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e concluímos que .f(t, s;w) é uma versão de -Pl0t'r > sl3t}. Como os conjuntos em Ç. são
da forma {S > sl}, para algum s $ t, .f(t, s,u) é também uma versão de -Pl0t7- > slÇ7t}.

Estes novos conceitos preservam a maioria das propriedades que poderiam ser
chamadas de desejáveis para qualquer extensão do conceito clássico de contabilidade.
Já veriÊcamos na Proposição 2.2.2 como a classe IFRI(3t) se reduz à classe de dis-
tribuições IFR, em um caso especial. Mostraremos agora que qualquer subvetor de um
vetor MIFR (3t) também é MIFRI(3t) e que a composição de dois vetores MIFRI(3t),
independentes, é MIFRI(3t).

Teorema 2.2.10: Suponl:talhos que S = (S{)i$i$« é MIFRI(3t). Então, qualquer
subvetor So = (Si)ic.r. com .r. C {1,2,. . . ,n} é NlIFRI(9t). Ein particular, cada S{ é
iFKI(a:).

Prova: Segue facilmente pois qualquer conjunto super'ior UO em -R'''Ú( ro) pode
sei escrito como U = {x C -m' : (zi)ie.r. C Uo}, um conjunto superior em #?' e portanto,
se 0 $ t* 5; t, temos que

#:'l0.So C Uol3.} C UI }

-Pl0..S C UIÜ..} 0..So C t/olau..} q.c

No teor'ema anterior, a família de sub a--álgebras (3t )t>o é a nlesina pata S e So.
Seria interessante velificai se (3t)l2o pode scr alterada para unia família de a--álgebras
(Çt)tão com Çt C 3t, para todo f ? 0, com o propósito de analisarmos (OtTojÇ;t).

Note que, em geral, se Ç;t C 3t, a implicação S é MIFR (3t) :> S é À/lIFRI(Ç;t)
não é verdadeiras basta lembrarmos que sistemas monótonos de componentes MIFRI(9t)
é MIFRI(9t) mas não é MIFRI(Çt), onde

3t =alllSi > s},s $f,l$ á ; ?z} e Çt =alllrj > s},s $f,t$.j $ m}

A proposição abaixo descreve uin caso em que vale esta afirmação . Basicamente
assumimos que, devido a. independência, uma. pa-rte da. a--álgebra. é redundante para. o
subvetor.
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Proposição 2.2.11: Suponhamos que S = (Si)l$f$« seja MIFRI(9t) onde 3t

é a a--álgebra gerada pelos indicadores dos componentes. Seja lo C {1,2, . . . ,n} e çt a
a--álgebra gerada pelos indicadores dos componentes que pertencem a .ro. Se So = (Sf)fC.r.
e SI = (Si){c.rg são independentes, então So é MIFRI(Çt).

Prova: Seja X:t = allÍS.>,},s 5; f,{ C lo'}, assim 9t = Ç;t V K.. Denotemos a
independência de ,4 e 23 por .4 1.1 23 e a independência condicional, dado C, por .4 ll ZilC.

Por hipótese Ç.. lJK.. e portanto Ç.. l.IEt. Pelo fato de que Çt C Ç.. temos
então que Ç. ll rtlgt (pois para qualquer .B C X:t, -P(.BIÇt V Ç.) = .P(Blç-) = .P(B) =
= -P(-Blgt) q.c.).Portanto, para qual(quer Á C Ç-, temos Z'(.4lÇ;f V X:t) = -P(.Alça) q.c. e

em particular, temos que

.P(0.So C UIS.) = .P(0:So C UIÇ.) g c

Similarmente,

.P(0:.So C Ul0..) .P(0..So C U Ç.,) g.c

e portanto, pelo Teorema 2.2.10,

.P(0.So € UIÇ.) $ .P(0.. So C UIÇ., ) q.c

se 0 5; t* 5; t, onde U é um conjunto superior aberto

O próximo teorema mostra que se dois vetores independentes sã.o, separadamente,
MIFRI(9t) então a junção dos dois vetoies também é MIFRI(9t).

Teorema 2.2.12: Suponhamos que St e S2 sejam MIFKje{ e que para cada t,
OtSI e 0tS2 sejam independentes, dado 3t. Então S = (Si, S2) também é N'lIFRj3t.

Prova: Para w g N (.N conjunto de medida nula), escrerainos a x,ersão regula
da probabilidade condicional

-P*(0.Si C 3,)(«.,) = Hi(« ;w), i = 1,2
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Seja di = cara(/.),á = 1,2 e s.ja .f uma função crescente / : .R'-+': --, .Ri
Assim, para 0 $ f* $ t,

-u (/(o.(s : , s,)) lü. ) .f(x:, x,)n:(t, dx:; .)l H,(t, 'íx,;.)

.f(x:, x,)n:(t*, 'zx:; .) l m,(t, 'íx, ; .)

1/ /(x:, x,)n:(t*, 'í''::; .)l n,(t*, 'í",; .)

- .' (/@..H: , ;,l*.J) .

<

A primeira desigualdade vem do fato de que .f(xl,x2) é crescente ein xi pala x2 fixado,
J'/(xi,x2)HI(u,dxx; ) = -E(.f(0«Si,x2l3.)(l.c., e S: é MIFRI(3t). A segunda desigual-
dade ocorre pois .r/(xt,x2)Ht(t*, dxi; ') é crescente em x, e T, é MIFRI(aut)

O teorema. anterior exige uma única família de o---álgebras pala. S = (SI, S2), SI

e S2. Entretanto, uma situação mais interessante ocorre quando consideramos S]. e S2
em relação as "suas próprias" a--álgebras que são combinadas pa.ra geral a o--álgebra de
s s,).

Proposição 2.2.13: Suponhamos que St = (Si)ic.r. e S, = (Si)ic.r, sejam

independentes. Se Sj é MIFRI(ü;) onde 3; C Ç; = olltS.>,},0 $ s $ t,{ C /J},.j = 1,2,
então S = (SI, S2) é h41FR (3} y 3?).

Prova: Como na proposição a.nterior, temos que Ç;Z., ]l.l É72 então gi 11132

Ç:o 111 au2 l9i e portanto
e

.p(o.s:cul ve?) o.s:cu'l31) q..

e, de maneira análoga

Z''(0.S, € Ulau} V Üf) = -P(0.S, C UIÜf) q..

Portanto SI e S2 são MIFRI(31 V32 ) e como ÇJ:, 1.1 Ç;:.; implica Çl:, IJ Ç:.,le} V3?,
podemos aplicar o teorema anterior e obter o resultado desejado. H
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Corolário 2.2.14: Suponhamos que SI , . . . , S. sejam independentes e IFR. Então
S =(Si)i$i$« é MIFRI(allls.>,},0 $ s $ t, l$ { 5; n)), ou seja, um conjunto de tempos
IFR independentes é MlIFR com relação a a--álgebra gerada pelos componentes.
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2.3 Classe de Distribuições MNBUI(3t)

O tempo de vida de um objeto r é NBU (New Better than Used) se a variável
aleatória (a'- -- tllr > t}), condicionada em {l" > t}, é estocasticamente menor do que 1-. A

extensão dessa definição segue das mesmas idéias utilizadas na definição de h41FRI(St).

Definição 2.3.1: Dizemos que S = (Si)l$i$« é "Multivariate New Better than
Used" relativa à família (aut) e abreviamos por h'INBUI(3t) se, pala todo conjunto superior
aberto U C a e pala todo t ? 0

Z''(0.S C UIÜ.) $ -P(S C t,rlnuo) g.c

Dizemos que S tem essa. propriedade fracamente (MTMNBU) se U é restrito à classe
dos conjuntos superiores diagonais.

No caso univariado, dizem)os que r é NBUI(3t)t2o se, para. todo t ? 0 e s C -m

,Pl0tr > sl3t} 5; -Plr > sl3o} g.c

Ein particular, se aut = oll{,.>,},s 5; t}, a definição NBUI(3t) é equivalente à
definição clássica NBU. Este fato é facilmente comprovado desde que, como está provado
na Proposição 2.2.2,

.f(t,;;«,)=1 'pu ' "7(f)>o'"c{.'->t},
1. 0, caso contrário,

é uma versão de .Pl0íT > sl3t}.

E fácil provei que a classe de distribuições MIFR (3t) (\7\rMIFR (3t)) está contida
na classe MNBUI(3t) (\ATMNBUI(aut); basta. tomar t* = 0 na Definição 2.2.1.

Notamos tambéna que todos os resultados provados para. a classe de distlibuições
MIFRI(3t) valeria para a classe À4NBUI(3t). Contudo, a classe de distribuições MNBUI(3t)
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é presermda quando restringimos a definição a uma família de o--álgebras (gt)t>o contida
em (3t)t2:o. (Isto não acontece na classe MIFRI(3t)).

Teorema 2.3.2: Suponhamos que S é MNBUI(3t). Se (Çt)t2o é uma família
crescente de a--álgebras com gt C g., para todo t > 0 e Ço = auo, então S é MNBUI(Çt).

Prova
.plo.s c ulÇ } -wl-pÍO.s c ulü.IÇ.}

5; .El-P{S C Ul3olÇ.}

C Figo IÇ;.}

Uma outra propriedade adicional à classe MNBUI(3t) é dada pelo teorema se
guinte:

Teorema 2.3.3: Suponhamos quc S = (Si)i$i$« seja (W)MNBUI(3t), onde
(3t)tZO é a família dc o---álgebras gerada pelos indicadores dos componentes. Se /o é um
subconjunto de {1,2, . . . ,n}, So = (Si)ic.r. e Çt é a família de o--álgebras geradas pelos

indicadores dos componentes (Si)ic.r., então So é (W)MNBUI(gt ). Eln particular, cada Si
p IN tl ll

Prova: Primeiramente observemos que um conjunto superior UO eln .R"'.Z( ro)
pode ser escrito como t/ = {x C -m" : (a;{)ic.r. C Z./o} e portanto, para todo f ? 0,

-Pl0.So C Fole.} = .Pl0.S C Ulnu }

$ -P{S C U'l3o)}

= .Pêso € Uol3o}

e então So é MNBUI(3t). Assim, utilizando o Teorema 2.3.2, concluímos que So
MNBUI(Ç;.).zo .

e

Notemos que o resultado acima só é válido na classe de distribuições MIFRI(aut)
na presença da independência entre os vetou'es So = (S{){C/o e S8 = (S{)ic.r:.
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No caso clássico, a classe das distribuições NBU é fechada por formação de sistemas

monótonos. Esta propriedade é preservada na classe MNBUI(3t), como mostra o teorema
seguinte.

Teorema 2.3.4: Suponhamos que S seja (W)MNBUI(3t) onde 3t é a a--álgebra
gerada pelos indicadores dos componentes Si, l $ i$ n. Se F' = (7'j)IÉJ$« é um vetor de
tempos de vida de sistemas monótonos e Çt = a(lÍuà,},0 $ s 5; t, l $ j $ m), então r' é
(W)MNBUI(Ç;t). Em particular, cada q é NBU.

Prova: Como na prova do Teorema 2.2.4, para / .m" --, .27? crescente, temos

que

.f(0.r') S)) . r')(0.S)

onde / o r' : -m" --, .m] é crescente. Como S é MNBUI(3t), temos que

.E{(/ o r')(0.S)l3.} $ -E{(/ o r')(S)l3o}

e portanto

.E{.f(0.r-)l3.} $ -E{/(f')l3o},

isto é, r' é MNBUI(3t). Como Ç7. C 3, para todo f > 0 e Ç;o = 3o, utilizando o Teorema
2.3.2, concluímos que r' é MNBUI(Ç;t).
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2.4 0 Processo de Risco

Observando as falhas dos componentes como um processo pontual multivariado
(.Nt(.r)l .r C A)t2o analisaremos a noção de risco através dos compensadores desse processo.
Começaremos com um conjunto de componentes fixado -r C A, o processo de contagem
(.Nt(.Z)) .>o associado a .r e introduziremos o correspondente processo de risco. A família
de tais processos, indexada por / C A, é chamada processo de risco multivariado.

Note que (.Nt(.Z)),>. admite a decomposição de Doob-Meyel

N.(.r) + ..'!.(.r),

ond' (.M.(-r)) .2:o é um 3. --m«:tingal uniform'm'::te integra-l e (.A.(.r)) ... é um proc'sso
previsível crescente.

Teorema 2.4.1: Nas condições acima, at(.r) pode ser expressa como

".wo - E ;á:Ç::ble;3:Í''::':':..- , «.'.

onde Gk(ds, .r) é uma vemão regular da distribuiçã.o condicional de (7}+] , Xt+i ), dado aura
e, -Ht(dt) = Gk(dt, A) é a distribuição condicional de 7}+l -- 7} dado 9TA

Para provam o teorema precisaremos provar dois lemas

Lema 2.4.2: Se T é um tempo de pai'ada, para cada k $ q existirá Rt C 3Tk tal
que T P. Tk+i = (7k + RÉ) A Tk+l no conjunto {Zk $ T}.

Prova: Para cada s > 0 considere Fs = {7h + s < 71;+l }. A a--álgebra 3(Ti+,)
é gerada pelos conjuntos da forma .D = {N,-(.r) = P} n {r < zl; + s}. Seja

.o* .N/(,) n{,<bJ+lN.r(Tk) $«<&+.}

então
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.onFs {.w/(,) < & + .} n .R
{.N..(,) Pln{,< + }nFsn{,'<TA}
+ {.M.r(,) < + } n Fs n {, ? Tt}
{.N.r(,) < Tt } n Fs + {N.r(Z)
n {Tk ; r < TA: + s} n Fs

{ {.N.r(«) = P} n {, < Tk} + {.N.r(Tk)

n {Tk $ « < Tt + s} } nFs
D*nF..

Temos que -D* € 3Tk e S(Ti+,)' n Fa ' Sr. nFs. Quando s
e -F', I' Ft, o que implica que 3Tk+t n Fí = 371: n Ft.

t, 3(Ti+,)

Assim, existe Gt C auto tal que {T < 17 + t} n Fí = Gt n Ft e basta veri6cai' que

Rt definida como {Rx; < t} = U G,- satisfaz o lema. Para tanto, provaremos que no
r<t , I''CQ

conjunto {71 $ T} vale {T A 7h+] < s} = {7} + -Rt ,A 7k+l < s}, para- s C .m+

Se «; é tal que 7}+[(«i) < s, a igualdade é trivial. Se 71;+](o) Z s, temos as
seguintes equivalências:
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{Ti+Ri;ATk+i<s} {Tk+.Rt<sl+ U {Rk<tlnl7\;<s
t<s,teQ

+ U U G,nÍTk <.-f}
t<s ,tCQ r<t,re(2

+ U G nÍn<.-t}
t<8,tCQ

«, ( U G nF nl% < s-t})+
[<s,tCQ

+ ( U G np.'n {n < .-f})
t<s,tCQ

+ U G. nF n {TÊ < . -t}
t< s ,tC (2

« U {T<Tk +tln {Tk < .-f}
t<s,tCQ

+ {7' - Tt + 7} < s}

« {T <.}

+ {rA Tt < s}

Lema 2.4.3: Um processo (Zt)t2o é previsível se e somente se Zo é 3.-mensurável

e se, para cada k, existe un] processo (bX;) auto --mensurável que satisfaz bX; = ZTi+l no
conjunto {0 $ t $ TÉ+- - Tt} (t 2 0 se k > q).

Prova: i) Clondição necessária

Como a a--álgebra dos processos previsíveis é gerada pelos conjuntos .Bxl0}, con-l
.B C 9o e pelos intervalos estocásticos l0,7'l onde 7' é um tempo de parada, é suâciente
considerar Zt na forma Zt = lit$r}.

Pelo Lema 2.4.2, para cada #, existe Rx; C 3ri tal que 7k+i /\7' = (7k +.Rt) /\Tk+i

no conjunto {Zl; $ T}. Consideremos o pl'ocesso }''lX; = llTk $rlntt$R. }' Devemos pt'ovar
que

ZTü+t :: 1171;+t$r) ltTk$rlnlt$R.} ' } t
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no conjunto {0 $ f $ Tk+l n},

{Ti $ T} n {t $ .Rt} é {Tt $ T} n {Tk + t $ .Rk + Tt}
o {2h $ r} n {Tk + t A Ti+i $ .Rt + Tt A Ti+i}
«, {Tk 5; r} n {zk + t A 7k+i $ T A 7}+i}
0 {Tk + t $ 7'}.

Como {7'1 $ 7'} e Rt são 9Tk --mensuráveis a condição está satisfeita

ii) Condição suficiente

Note que os conjuntos .Bxl0} (.B C 30) e .BxlTk,Tk+ll (.B C 3Tk, l $ k $ g) são

previsível. Clonsidelando as hipóteses do lema, podemos escrevem

{(«',t): Z.(«,) > «}(«,,0): Zo(',) > «}+

Tk(") < t 5; Tk+:("), bt-rü(d(u) > «}(«, , f)

e concluímos então que Zt é previsível

Prova do Teorema 2.4.1

".m - /' E :á:Ç:gk3:'"':''"-..: ,
E :'"«':«*., (11 /1"*''"G,(d', .r)

t2:o '.;iÕ uo

* I''' gEH.
Assim .Ao(.Z') = 0 e, para # 5; q, temos }lt

Át(.r) é previsível e crescente.
.A.+Ti (.r) .An.(.r) + .G i!?flÍ::$ e então
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Resta prov'r que -E(.Ar(])) -E((.Nr(/)) p.ra qualquer 3,--tempo de parada
T

.E (lÍn. $T} (.ATü-.. «r(.r) .'n(-o)) - "'(:tn.,"} / ',- ;:liÍ:â)
- "'o.«:.,, /'"...:""''''".- zãh=)
- «(:.«.,, /''gEg:'«.«,, :'«:*. ,*
* / ;$ H:.*.;,,:'«',,-.««-,)"*'';,.

Note que {s 5; Rk} n {u $ s} = {u 5; Rx:} n {s 2 u} e, pelo Teorema de Fubini,
temos

-E(alTA $T} (.AT& +: ,~r(]') .ATi (.r)) ) -E(lÍTi$r} / lãililM:=Üi{« $ .n.}-a.(la*, '''l)

+ / ;#::R:{«« '.{«.«.D.a.G«,.a.D)

"(:.«.,, ./' '*w«,a:.«.:-,''«:,.,)
.E(ltTh $r}(.Nr«r*+:(/) - .Nr.:(.r)) .

Assim,

.os que o À---ésinlo termo de d.Af(/) assume u
(7}, 7}+i l e, neste intervalo, ele expressa a.

= /}, dados os tempos de falha precedentes

{n }(.NTü-..«r(.r)-

-iolnrtlJJ " 2., -u' kilrx.Sr} t''lTA+iAr(JJa( .Ar( ]') l E -u (i{ «, $,} (.A«:-.. «,-(.0
k>o

}:.E(lIaS }(.NTi-..«,«(.r)
k>o

@(.Nr( .r)) .

'«:m))

"«:m))

Observemos que o k--ésimo termo de d.At(/) a.ssuine un] valor não nulo somente no
intervalo aleatório (71 , 7}+i l e, neste intervalo, ele expressa a. probabilidade condicional de
{7l+i C dt,Xt+i = /}, dados os tempos de falha precedentes T] , . . . , Zl:, seus respectivos
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conjuntos de falha Xi , . . . , Xt e o fato de que Zl+: ? t. Neste sentido, (.At(.r) : t 2 0, .r C A)
expressa somente os riscos que são imediatos ou associados com a próxima falha.

Na Teoria da Contabilidade, além de analisarmos o processo de falhas dos compo-
nentes, estamos interessados na consequência dessas falhas no tempo de vida do sistema.
Podemos descrever o tempo de falha do sistema, que depende das falhas acumuladas dos
componentes, da seguinte maneira. Seja

"m -ÍÍ: ' ' ' ' u x*,
se ZI $ t < 7}+l ;
se t < TI .

Note que pala cada co fixado e para cada t, 7k(u) $ t < 71.+i(w), podemos
consideram' 0 < Ó :: Z%nllsl=! de maneira que, para qualquer c > 0,:3i5 > 0 tal que se

0 < . < t < ó temos d(-0(",f) - .O('.',')) < ', assim iiW.O(«,,') isto é, .O é
contínua à direita.

E fácil notam que .D(o,f) é crescente na ordem parcial de A.
definir D(t') - lim -D(s) - U -Z)(s).

Podemos sempre

Seja A+ = {/1'i , . . . , /\ k.} o conjunto de todos os conjuntos de corte de @.

mente temos que o tempo de vida do sistema é dado por
Clara

, t ? 0 : .0(t) C A.#}

= minÍ7k : XI U . . . U Xt C A@}

O processo pontual multivariado das falhas do sistema é definido por

.N.(@) },t ? o,

que foi derivado do processo pontual multivariado (7}, Xt)k?l

Em várias situações que ocorrem na prática estamos interessados cn] deter minar.
em un] instante f fixado, o conjunto de componentes que poderia causar a falha imediata
do sistema. A classe desses conjuntos
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ró(t) A : .o(f') g Aó,.o(t') u-r c Aó}

denominaremos classe dos conjuntos críticos para a falha do sistema no instante t

Para cada (o, a função t --, I'.#(t) é crescente na ordem parcial de A pala t $ a- e
contínua à esquerda. Observemos que o sistema falha em t quando algum conjunto crítico
em I'é(t) ocorre e reciprocamente, isto é,

{, € at} = U {,.r C at}
/CI'+(t)

onde os eventos {r/ C dt} são disjuntor. Estudaremos agora. o (3t)--compensador do

processo de contagem das falhas do sistema (.Nt(é)).>o denotado por (Át(é)).>.. Obvia-
mente chamaremos este compensador de processo de risco do sistema. O nosso objetivo é
obter o processo de risco do sistema .4t(é) através do processo de risco multivariado dos
'ompo"ent" (.A.(.r); t ? 0, / C A).

Teorenaa 2.4.4: Para todo t 2 0,

Á,..,à,, d.A,(-r) q.c.A.(@)

(' .l g(t)dNt(.ó»

Prova: E suficiente mostrei que

g(t) }l: a.'l.(-r))
n .rcróM

vale para todo processo previsível g : Qx.R ---} -Z7?.

Como .4t(/) é o (9t)--compensador para .Nt(]) podemos escrever, pala todo pro
cesso previsível .f : Qx.#?xA --} -m,

IEÇ lll'b..ftt,l)dNtti) l:}..fÇt,l)dAttl».

En} particular, /(t, .r) = g(t)l{.rCr.(t)} é previsível pois g é previsível e a fui:tção indicadora
é contínua à esquerda eln f. Assim, temos que
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l gtt)dNtÇ#» -- ]EÇ in iei,, lliçi .(t»dNtÇI)Õ

f)[{..cr mld.'!.(]'))

, >1: a.'!.(-r))-

Uma forma explícita para o compensador .Aé(f) pode ser obtida. Vamos definir o
tempo de parada o-é(/) por

.-Ó(/) = inflf ? 0 : .r C I'Ó(t)}.

Notemos que aé(/) é o instante a partir do qual o conjunto de falhas / se torna crítico
para o sistema é. Claramente, se a+(/) é anito, ele é algum tempo de falha Zl;.

Observando que {-r C I'Ó(t)}
concluímos que

{aé(.r) < t $ } e utilizando o Teorema 2.4.4

.4.(«') >1:1.A.«,(]') - .A..m(.r)l+ q.c.

Em outras palavras, o risco do sistema. é encontrado acumulando-se os riscos dos conjuntos
de falhas / entre os tempos oé(/) (quando ele se torna crítico) e r ((quando o sistema falha).

/CA

No caso clássico univariado sabemos que se r é o tempo de vida de um objeto com

função de distribuição absolutamente contínua, a função de risco R(t) caracteriza algumas
classes de distribuições , pol' exemplo:

.F é IFR se e some«te se .R(t) é convexa;

F é NBU se e somente se R(t) é superaditiva

No que segue, analisaremos as relações entre a realizaçã.o do Processo de Risco e
a classe de distribuição IFR (3t) (NBUj3t)), do tempo de vida de um sistema. O único
resultado alcançado (Arjas, (1981b)) é dado no teorema abaixo:
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Teorema 2.4.5: Suponhamos que é seja um sistema monótono com tempo de

vida .'- IFRI(3t)- Então as realizações do Processo de Risco (.AÓ(t)),>. são convexas (l c-
em t C (0, ,-l.

Prova: Seja Q = {é- : k,n € .W}. Como ,4t(é) é contínuo à direita e Q é denso

em .mt, é suâciente provar que

.'lt+l.(o; é) -- .At(«,; @) ? .At'+h(«,; #) -- ..'it. («.,; é)

para todo t,f* e h C Q tais que 0 5; t* 5; f $ f + h 5; 1-(0), pois neste caso concluímos

que .A.(", #') tem derivada cresce«te e, portanto, é convexa em (0, .'-(«,)) (a convexidade
ein r(«,)) segue desde que .At(é) é crescente e contínua à direita).

Para provar a desigualdade acima usaremos que o compensador .At(é) é calculável
(Teorema A.2.1). Esta propriedade assegura que .B.(t) --, .At(é) em probabilidade quando

n --, w ond' .B«(t) - }., z'{». < ' $ glil;-l3d:.)

Se -P*(Ú- < '- 5; «. led,. ) é u:na ve:são regular d' -P(á- < ''- 5; %y-lau::h ) ' -B;(t)
é a respectiva versão de -B«(t), existe uin conjunto de medida nula -No e uma subsequência
(.Bl;.(t))kZi , tal que se «, g No, .al:.(«,; t) --, .At(«,; é) quando k --, .o. Consequentemente
para w gl .No e t, h C Q vale:

.'!.+«("; #') '!.("; é) - ,2:L(.Bl:.(", t + h) - -a;.("; t))

- ,]!=:, )1: -p*(f + ii:h < ' 5; t + :ÇIJiÜ.--;i:;.).
o$i4r</.

Contudo a'- é IFRI(9t) e assim, no conjunto {t + !2-- < 1'-} temos

]''*« + ãL-< ,- $ f+:Ç;Jie.-.;,O - i- -p*((' - f - iL-)' ::» ãL-ie.--;Ç)

? l - -p*((' - t* - it-)''' > !L' ü..--ii:)

- -p*(t* + iL- < ,.- $ t* + :iálJ ü..--;i; ) g. .

Desta maneira, existe uln conjunto de medida nula .Nx: tal que se u g .Nx;, vale
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>l: -p*(t + iL- < ' $ t + ji;Jl3.-.;i,)Z
o i <

? >1: -p*(t* + iL- < ,' $ t* + :Çl;ie,.--;i:;.)
'$7ü<"

para todo t,t''',h C Q tais que 0 $ t''' 5; t $ t + /z. $ 1-(u). Assim, se u não pertence ao

conjunto nulo N = .No U (U. .Nk), concl«amos que

.'!.+h(«,;é) .A.(«,;@) ? t.+h(«,;@) - .A..(«,;é),
como queríamos demonstim.

A recíproca do teorema acima não é verdadeira, como mostra o seguinte contra.
exemplo

Exemplo 2.4.6: Consideremos um sistema monótono com tempo de vida. 1- com
componentes CI e C'2. O componente C'i tem tempo de vida SI com distribuição Expo-
nencial de parâmetro l e o componente C2 teria tempo de vida S2 = SI + y, com

.P(y $ ylTI ) = 1 -- e''(7'-)V,

onde a função a(f) é estritamente decrescente e positiva. O tempo de vida do sistema é
dado por 1- :: S2 = Si + y

Como S] nunca é crítica temos que o-.#(1) = oo e desde que (ylSi) é exponencial
de parâmetro cl(SI ), concluímos que a.#(2) = Si . Assim,

.A.(@) - ].A.«,.(i) - .A..o)(i)]+ + l.A..,(2) - .A,.m(2)l+
l.A.«,.(i) - .Am(1)l + l.A.,~,(2) - .As: (2)l +
l.A.«,(2) - .As: (2)l +
J 0, se t $ SI
1. a(S-)(t A , S:), se t > Si

Dessa forma, At(«') é convexa. Por outro lado, no conjunto {S. > t}, temos que
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.P((S2 - f)+ > ul9.) = .P((S2 - t)+ > ulSi > t)
= #'((SI + }'' - t)+ > ulSi > t)

- t)+ > «1(s: - t)''' > o)
Z'(y > u -- slSi = t + s)e''ds

0

e t+')(u-,)+c--'ds

Como a(t) é estritamente decrescente em {S] > f}, concluímos que .P((r
crescente, de maneira que 1- não é IFRI(9t)

0

t)'' > le.) é

A conjectura de que a superaditividade do Processo de risco implica na propriedade
NBUI(3t) é falsa. No exemplo anterior, observamos que ,4t(@) é superaditiva. Entretanto

#'{, > «} («-4'.-'a. $ #'((,' - t)''' > «13.),

ou seja, .- não é NBU (3.).

No próximo exemplo veremos que a condição de que r seja NBUI(aut) não implica
que..4.(é) seja superaditiva.

Exemplo 2.4.7: Seja Si um tempo de vida com distribuição .P(Si
.P(Si = 2) = 1 -- c. Seja S2 detenninada pela taxa de falha

1)

-:,-Í?
se t c (0, il,
se S] = 1 e f c (1,21,
se Si = 2 e t c (1, 21 e
se t C (2, .«),

onde M > l

Tomemos r = S2, então

ce À4(t-i) + (l -- c)e'(t-l)
.-0 n(« "' + (1 - .)e':

l
-P(, > t) =

z c (o, l),
f c li,2),
f C l2, m)
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Mostraremos que para € < 1 -- e'i 1- é NBUI(9t) (onde 3t é a a--álgebia gerada

p'los indicadores dos componentes), ou seja, -P(r > t) ? -P(l- > t + sl9,).

i) Se s C (0, 1), para todo f

.P(r > f + slau.) = -P(r > t + s) $ .P(r > t),

ii) Se t C (0, 1), para todo s

.P(." > t) 1 ? Z'(I" >f+sl9,),

üi) Se ' C li,2) e t C li, m),

#'(' > t + 'ls, > ., s: = 1) - s':il::z?=:is--- $ .-'
.P(r > t + slS2 > s, SI = 2) = e'',

iv) Se s C l2,oo), para todo f

.P(r > t + slS2 > s, Si ) = e''

Assim, pata t C jl,oo) e s C jl, oo)

.P(I'- > t) ? e'O'')(ce'À/ +(l c)e':)
> .-0-D(1 -.).':
? .'' (.. . < 1 - .'')
? -P(r > t + sl3.).

Portanto, para € < 1 -- e': r é NBUI(3t). Porém, em {S.
Át(é) tem a forma (q.c.)

1} o (9.) compensador

0

&/(t A , l)
.A4'(2 A , - l) + (t ,'\ ',

A.(@)
pala t C (0,1),
p':' * C it,2) e
para t C l2,oo).2)+
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Fixando M = 3 no conjunto {7- ? 4} temos

Á:(é)

portanto .At(é) não é superaditiva.
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A.l Ordenação Estocástica

Denotaremos vetores do -m" por x ' (zi,a2, ' ' . ,z.). Dois vetores x e y são tais

que x é menor do que y (x $ y) se e somente se zi $ yi,{ = 1, . . . ,n.

Definição A.l.l: Um conjunto de Borel U C .m" é um conjunto superior se e
somente se para quaisquer x e y C .a?",x $ y e x C U implicar y C C/. Representaremos
por Z/ a classe de todos os conjuntos superiores.

Definição A.1.2: Se X =(Xi,X2,...,X«) e Y =(yl,}L,...,yn) são dois

vetores aleatórios em .m" , definidos em (Q, .4, P) e o'V, 3, Q) respectivamente, dizemos
que X é estocasticamente menor do que Y e denotaremos por X $ (st)Y, se e somente se

-P(X c U) $ Q(Y c U), C/ c a

Uma caracterização útil para ordenação estocástica é dada. pelo seguinte lema:

Lema A.1.3: X $ (st)Y se e somente se .Epl/(X)l $ .Uel/(Y)l pala qualquer
função / : -#?" --} .m, crescente, limitada e Borel mensurável.

Deânições A.1.4

- Ao conjunto superior U* = (zi , oo)x(a2, oo)x. . .x(=«, oo), x C -m", denominare
lhos comer superior.

- A classe ap das uniões finitas de comer superiores denominaremos Domínio
Superior F'undamental.

Seja Z/Q a subclasse de aP formada pelas uniões finitas das U,. com x C Q", onde
C? é o conjunto dos números racionais.

- Seja Z/a, d C .#?, a subclasse de Z/p formada pelas uniões finitas de conjuntos t/d,
onde d = (dl, d2, . . . ,d.), cole di = d ou df = --.o.

Claramente os conjuntos em Z/P, Z/Q e Z/d são abertos
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Lema A.1.5: U C Z/Ú se e somente se existe um inteiro l 5; ko 5; 2" -- 1 e
subconjuntos Pi,.. .,Pi;. de {1,2,... ,n} tais quex C U seesomente se max minam > d.

l $k5;ko ÍCPk

Prova

i) Sex € U c 27.i, x C U = uud onded* =(al:,a$,...,óli) edj; = dou

al; = --oo. Sejam Pt :: {ã tais que al; :: d}, l 5; k 5; ko. Então x C zl/dk se e somente se

minam >dexCU= UC/i! seesomentese max min >d.
iCPü k.l l5;k$ko iCPt

ko

0

ii) inversamente, se x é tal que m??io Kl% então existe um k, l $ k $ ko tal
que El{ zi > d. Seja dt tal que al; = d se { C P# e al; = --oo se i g Pt, de forma que

xC U ud CÜd

Definições A.1.6

A um conjunto U C aÚ, d C -#?, dei-tominaremos conjunto diagonal superior

A uma função / : -m" --} .#? que depende de x somente através da relação

-m:lã !Zli:ai onde l 5; ko $ 2" -- 1 é algum inteiro e PI, P2, ' ' , Pt. são subconjuntos de

{ 1, 2, . . . , n} denominareinos função diagonal.

Definição A.1.7: Dizemos que o vedor aleatório X = (XI, . . . ,X.) é estocas-

ticamente menor do que o vedor aleatório Y = (y], . . . , yn), fracamente, se a classe do
conjuntos superiores Z/ na Definição A.1.2 for restrita à cla.sse dos conjuntos superiores
diagonais ou equivalentelnente, se a. classe das funções / no Lema A.1.3 for restrita à das
funções diagonais.
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A.2 Compensadores Calculáveis

C) (aut)--comp'"s'do:' .A.(/), onde 3. = a{.N,(-r),s .$ f,/ C A}, é c-lculável se

é o limite em probabilidade dc uma soma de probabilidades condicionais. Tecnicamente.
(Qn)n2i é uma -R--sequência de partições do intervalo (0, sl se:

(1) Se n 2 «. .ntão Q« é um reân-:ento de Q.

(2) .,,teia.(t* - t) -'' o

Seja a(Q.) - }, -EI.Nt.(]) -- .V:(.r)le.l. Dizemos que ..4(/) é calcula«el s.,
(t,t'lcQ«

pala qualquer s ? 0 e qualquer .R--sequência de partições (Q.)«ãi de (0, sl tivermos

«(Q«) --. ..4,(-r)

em probabilidade

Dizemos que ..4 é calculável localmente (L-calculável) se o compensador .At,\r& de
]VtATk é calculável pai'a cada k.

Teorellaa A.2.1 : Seja 3. = a{.M,(/),s 5; t,/ C A}. 0 3t--compensador .At(.r)
de Nt(/) é L-calculável.

Para provar a proposição acima devemos usar os dois seguintes lemas

Lel-na A.2.2: Se Ç e 'H são duas sub-a
C' C Ç e ç n c' = H n c', então

álgebras de .4, .B é uin evento arbitrário,

z''(-a n c'lç)
0, se w C C'c

onde -P(C'jW) é uma versão pa:a a qual -P(C'lW) > 0 e:n C'

Prova: Seja .D C Ç;

68



Apêndice 69

/ -P{.en c;lç).p(a«)JD PÇBnC\Ç)PÇÜ) In'~c' BnC)\Ç)PÇ(]üo)

L.. qUT''",
-p(.e n c'lc' n w).p(a«.,)

z'(-B n c'lc' n g)a'(a«,)

-p(.B n c' n .o).

A.2.3: Para todo k ? 0, e todo t* > f 2 0 temos

-P({Tk < t < n+: $ t'':} n {xt+:

, se «, C {7} < t < Tk+l}

{f < Tt+i l3Z.) é u:na -:são não «ula no conju:.to {TA. < í < Tk+:}

Prova: Considere C' = {71; < Z < 71+i } C 31. Note também que

Lema

onde .P

u \.I'K \ ' '- -zk+l = ' J ll 'l''Lk+t = JIJl;rt,J::

= J' .,, .: f,r

{{.M,(J')-'lnÍb <t<Z.+-J} {.NPi(.r) <f< +:1}

de forma que C' n 3t = c' n 3Tk

Podemos então considerar Ç = 9t, 7{ = auto, -B = {7l+l $ t*} n {xx;+i = .r} e
{Tk < t < Tk+i } e desde que C C G, aplicar o Lenda A.2.2.

Prova:(Teorema. A.2.1). Sabemos que

A.W r'-''''
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Consideremos para cada k 2 0 o compensador.

..41(.r) = .A,«rk...:(.r) -- .A,«ri (.r) de X'f(-r) = .N,«Tü+:(-r) -- .N,«Ti(.r)

Seja (Q.).2i uma R sequência de paitições de (0, sl. Se t,f* C .m+, temos

.W5(-r) .Mf(.r) = .r{.<ri+.$''1'r{.x.+ /}

Assim,

«(Q«) >: -u(.wÂ(.r) .n'f(.r)IÜ.)
(t,t'lCQ«

-n(.r{...'". -- . $,. } '{ .*.. ..:,-. }1e.)

.E(.r{.S;ri <Ti*.$.. } ]'1X.....-.r} le.) +

>l: ©(.rlTk «.«::'l--: É.. }'{.*.....-.} IÜ.)
(t,t'lcQ«

>l: a(.r{.$n <Ti+. s;.. }-rlx.....-.r} l9.)lli
(t,t'jeQ«

.P(t $ Tt < {7'l+i $ t*,Xt+i = /) --, 0
(t,t'lCQ.

quando n --} oo temos

(t,t'lcQ

(t,t'JCQ«

Como

«(Q«)''' }: Z''(Tk <t < Tk+: 5;t*,Xt+i = .rle.)
(t,t'lcQ«

Utilizando o Lenda A.2.3 concluímos que em (7k < f < 7k+l)

\-- :e(Ít<Tk+- 5; t*lnlx*--: -/}l3ri)
'\Wn í.(t,t'lCQ«

Para cada w € {7 < s} podemos reconllecei que cada termo da soma do lado

direito de A.2.1 é a integral dafunção >,. -r(t,t'l(u) ' com respeito à medida

( .A .2 .1 )

( f ,t'lcQ
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Gk(du, .r), e concluímos, aplicando o teorema de convergência monótona para estas funções
escadas, que para cada uo C {Zl; < s} obtemos

«w«)--,.( ''':%H:l-.A,(.o
em probabilidade

Corolário A.2.4: Ein probabilidade, a seguinte convergência é válida

.plá < ,ó $ 4l:'-loó;. } --, .Aó(t)

Prova

'.}1lFie4-l- E X:Í'"..ó.-,}"''lé; « , t:lFi }

>l, >1, l{..m<$-<.-A.}.Pl:b < ,,/ $ !!;1L1lÜI,:. }
#b-<t .rcA ' '

- E E «.{:; .::: ,,:lPi*ó:.}
8r <t aé(/) < Ór <rAt

--, >1:1a.«,-(-r) - .A..(.n(i)l+
/CA

= .Aé(t).
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