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Resumo

As dificuldades na obtencao das estimativas de maxima verossimilhanga em problemas
A oot ” . . ~
com parametros “nuisance” tem levado ao estudo de procedimentos de estimagao alter-
nativos, os quais tém o espirito do método de maxima verossimilhanga. Um destes € o
método de pseudo maxima verossimilhanga.
O objetivo da dissertagdo é apresentar o método de pseudo maxima verossimilhanca e
discutir algumas das suas propriedades. Estudamos condigoes sob as quais os estimadores

obtidos por este método sao fortemente consistentes e assintoticamente normais.

Abstract

The difficulties in obtaining maximum likelihood estimates in problems with nuisance
parameters, has led to the investigation of alternative estimation procedures which have
the spirit of likelihood procedures. One of these, is the method of pseudo maximum
likelihood estimation.

The purpose of this work is to present the method of pseudo maximum likelihood esti-
mation and discuss some of its properties. We give conditions under which the estimators

derived by this method are strongly consistent and asymptotically normal.
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Introducao

Esta monografia esta baseada no artigo “Pseudo maximum likelihood estimation: theory
and applications”, de Gail Gong e Francisco J. Samaniego, publicado na revista The
Annals of Statistics, vol. 9 (1981), 861-869.

Em problemas de estimacao na presenga de parametros “nuisance”, a aplicagio do
método de maxima verossimilhanga pode ser invidvel. Um dos procedimentos alternativos
para este tipo de problema e que conserva o espirito do método anterior, é o de pseudo
maxima verossimilhanga.

Basicamente, o método desenvolvido neste trabalho consiste na substituicio dos pa-
rametros “nuisance” por estimadores consistentes e na solugio do sistema de equacoes de
verossimilhanga correspondentes aos parametros de interesse.

Para o caso de um pardmetro de interesse, f, e um outro “nuisance”, 7, Gong e
Samaniego mostram, usando um estimador 7,,, fracamente consistente de 7 que, sob certas
condigoes de regularidade, o estimador de pseudo maxima verossimilhanca é fracamente
consistente e assintoticamente normal.

No presente texto, generalizamos os resultados acima mencionados, considerando po-
rém estimadores fortemente consistentes dos parametros “nuisance”. Como resultado,
temos que o estimador de pseudo maxima verossimilhanga é fortemente consistente. Te-
mos também simplificagées na maioria das demonstracoes que apresentamos.

Incorporamos, ainda, o resultado apresentado por Parke na revista mencionada acima,

vol. 14 (1985), 355-357, o qual estabelece que, sob certas condigoes de regularidade, se o



estimador do parametro “nuisance” 7,, e a funcao :_lﬁn(g, 7n)((Ln(0,7,) € o logaritmo da

e

fungao de verossimilhanga com =, substituido por 7,) possuem distribuicao assintética
normal bivariada, entao a covariancia assintdtica entre ambos ¢ nula. Implicagoes deste
resultado sao consideradas no texto.

No Capitulo 1, fazemos uma descrigao do problema e apresentamos um exemplo sim-
ples para ilustrar o método.

O Capitulo 2 trata o caso uniparamétrico, isto é, quando temos apenas um parametro
de interesse e um outro “nuisance”.

No Capitulo 3, generalizamos a teoria desenvolvida no Capitulo 2, para o caso multi-
paramétrico, isto é, podemos ter mais de um parametro de interesse e também mais de
um parametro “nuisance”.

No Capitulo 4, apresentamos aplicagées do método a um modelo de convolugao dis-

creto.



Capitulo 1

Descricao do problema

1.1 O problema

O método de maxima verossimilhanga é um dos mais conhecidos e utilizados na estimacao
dos parametros de um modelo estatistico. Cramér (1946) define o caso “regular”, no qual
as equagoes de verossimilhanga tem uma raiz fortemente consistente e assintoticamente
eficiente e normalmente distribuida. No entanto, este método tem mostrado algumas difi-
culdades que tornam inviavel sua aplicagao em algumas situagoes particulares. Por exem-
plo, quando os estimadores de maxima verossimilhanga nao tém uma férmula explicita
e tem-se que usar algum método computacional para obter estimativas, pode ocorrer o
problema de uma convergéncia muito lenta. Outra dificuldade tem ocorrido na estimacao
com presenca de parametros “nuisance”. Isto tem originado o estudo de procedimentos de
estimacao alternativos, que conservam o espirito do método de maxima verossimilhanca.
Dentre outros, temos, por exemplo, o método da verossimilhanga parcial introduzido e
estudado por Cox (1975).

Uma revisao compreenssivel da literatura existente sobre estimacao na presenca de
parametros “nuisance” é feita por Basu (1977). As abordagens para estimagao com
parametros “nuisance” tem-se centralizado na eliminacao de parametros “nﬁisance” u-
sando condicionamento ou redugao dos dados. Estas abordagens nem sempre podem ser

aplicadas em problemas praticos de importancia. Por exemplo, em alguns modelos de



convolugao, como os que serao tratados no Capitulo 4, as abordagens mencionadas an-
teriormente falham. Esta ¢, precisamente, a caracteristica destes modelos, que levaram
os autores a abordagem desenvolvida aqui. No entanto, existem, na literatura, outras
aplicagoes desta abordagem como, por exemplo, Chuang e Cox (1985), que utilizam este
método para estimar os parametros da distribuicao de Dirichlet.

Em geral, a estimagao por pseudo maxima verossimilhanca consiste em substituir todos
os parametros “nuisance” de um modelo por estimadores consistentes e resolver o sistema

reduzido de equacoes de verossimilhanga correspondentes aos parametros de interesse.

1.2 Um exemplo simples

Para ilustrar o método de pseudo-maxima verossimilhanga de uma maneira simples, con-
sideremos o problema de estimagao dos parametros a e 3 de uma distribuicio gama.

Seja (Xi,...,X,) uma amostra aleatéria de uma distribui¢ao gama com parametros
a e 3, isto é, uma distribuigdo cuja fungao de densidade é dada por

zn—l e—x/ﬁ
[(a)pe 7

A funcdo de verossimilhanga correspondente é

[(z|B,a) =

z>0; a,f >0.

La(Bre) = [T Xg~'e™ Do X0 @)

j=1
e, assim:
n n
log L,,(f,a) = (a=1)Y InX; = 'Y X; —nlnT(a) —nalnf .
1=1 1=1
Logo, se @,, e 3, sao os estimadores de maxima verossimilhanca, entiao satisfazem as
seguintes equagoes:

i 1/n
P(ay) = In(ay,) —In || ]] X; { Xul =0 (1.1)
j=1

/§n = 711/6’71 s (12)



onde 7 € a funcao digama, isto é,

P(a) =T"(a)/T(a) . (1.3)

Assim, para encontrar estimativas destes parametros, devemos resolver numericamente
a equacao (1.1) e depois calcular 3, a partir da equagao (1.2).

Podemos verificar que a familia de distribui¢des gama pertence ao caso “regular”.
Assim, &, e B,l sao fortemente consistentes e assintoticamente eficientes e normalmente

distribuidos com

V(B — B, G — a) B W = (W), Wy) ~ Ny(0,151) (1.4)

onde Ig, ¢ a matriz de informacao de Fisher, isto é,

_(o/p* 1B :
"*"*‘( 1/p z/)'(a>> (1.5)

0
P'(a) = 8—()1/)(&) ;

Propriedades sobre a fungio ¢ podem ser encontradas em Bowman e Shenton (1988).
Em particular, para « positivo, aap(a) > 1. Portanto, a matriz de informagcao de Fisher,
I, dada em (1.5), é definida positiva e

B B (a) —1/83
R ey B B (16)
: ‘ —1/8 /B
onde Dg o = [a'(a) — 1]/ 2.

Agora, usemos o método de pseudo maxima verossimilhanca para estimar o parametro
de interesse 3, com « sendo “nuisance”. Para isto, consideramos &, um estimador forte-
mente consistente do parametro a, por exemplo, usando o método dos momentos, podemos

considerar:

& = X /82 (1.7)

n



onde S2 = L5 (X, - X,)%

n 1=1

Entao, f3,, o estimador de pseudo maxima verossimilhanga de f3, associado a a,,, deve
maximizar a funcao de verossimilhanga, quando o parametro a é substituido por seu

estimador a,,, isto é,
B, = max LB, an) . 1.8
P = max La(f, &) (1.8)
Assim, para obter f3,, as equacoes de verossimilhanca (1.1) e (1.2) se reduzem a

gn = Yn/an (]9)

e, dal, segue de (1.7) que
Bu = S2[X, . (1.10)

Neste caso, o estimador de pseudo maxima verossimilhanga /3, coincide com o obtido

pelo método dos momentos e, a partir de (1.10), podemos deduzir as seguintes proprie-

dades:
(i) B, é fortemente consistente, isto &, f3,, +72 B, com probabilidade 1;

(i) f, é assintoticamente normal e

\/7—1(571_18)'2)UNN(O7U%MV) ) (111)
com o}y = 3% a+1)/a.

No entanto, f3, nao é assintoticamente eficiente como é f3, o estimador de méaxima
verossimilhanga. Segue de (1.5) e (1.11), que a eficiéncia assintética relativa de £, com

respeito a f,, EAR(E,,,[}“), ¢ dada por
EAR(B,, Bn) = [ ()] /{3[ar(a) — 1](a + 1)} . (1.12)

Daqui, usando propriedades da fungao 1 (veja Bowman e Shenton, 1988), podemos veri-
ficar que para todo o positivo, EAR(j3,, B,l) < %

6



Nos capitulos 2 e 3 generalizamos os resultados obtidos neste exemplo, ou seja, mos-
tramos que para familias de distribuigoes “regulares”, e estimando apropriadamente os
A oot » : - cooe ~
parametros “nuisance”, os estimadores de pseudo maxima verossimilhanca sao fortemente
consistentes e assintoticamente normalmente distribuidos. No entanto, como serd esta-
belecido, também a eficiéncia assinttica deles dependerd da eficiéncia correspondente
dos estimadores dos parametros “nuisance”, em particular, se eles forem assintoticamente

eficientes, os estimadores de pseudo maxima verossimilhanca também serao.



Capitulo 2

Caso uniparamétrico

Neste capitulo, definimos o estimador de pseudo maxima verossimilhanga considerando
dois parametros reais, um deles de interesse e o outro de incomodo (“nuisance”); e sob
condigoes de “regularidade”, provaremos suas propriedades de consisténcia forte e distri-
buigao assintética normal.

Primeiramente apresentamos algumas notagoes que serao usadas ao longo deste capi-
tulo.

Seja F = {Fpr}(9,mecoxn uma familia de distribui¢oes biparamétricas definida sobre
o conjunto dos nimeros reais, IR, sendo © e Il dois subconjuntos de IR. Para cada par
(0,7) € © x I1, f(-]0,7) denotara a fungao de densidade (ou de probabilidade) associada
a, Fg',r.

Consideraremos 6 como parametro estrutural (ou de interesse) e 7 como “nuisance”
(ou de incomodo).

Se (X1,...,X,) é uma amostra aleatéria da distribuigao Fy ., com (8,7) € © x II:

La(0,7) = Lo(Xy..... Xu;0,7)=In]] f(X;]0,7)

i=1

= iln f(X;10,7)

=1

e La(0.7) = “L,(6.7).

n

(© #)



Definigao 2.0.1 Seja (Xi,...,X,) uma amostra aleatdria da distribui¢ao For €@, =

Ta(X1, ..., Xy) um estimador do parametro . Se:

6n = 511('}?71) = é\n()‘,]v SR )\’n) = I;]Eag(zn(){h cee

dizemos que 0, ¢ wm estimador de pseudo mdzrima verossimilhanga do pardmetro 6.
Segue da definigao anterior que, se m, € o estimador de mdzima verossimilhanca para

7, entao 0, ¢ tambeém o estimador de mdzima verossimilhanga para 0.
As condigoes de regularidade que consideramos para a familia F sao as seguintes:
(C1) Para cada par (0,7) € © xI1, f(-|0, 7) tem como suporte o espaco amostral X’ C IR.

(C2) Paracadax € A, temos que para todo par (0, 7) € O x Il estao definidas as seguintes

derivadas parciais:

'()3
90

3

0
on00?

In f(x|0,

(C3) Para cada par (0,,m) € © x II existem intervalos abertos Ay, C © e B,, C II
contendo 0; e my, respectivamente, e fungoes g1, g, e g3, definidas sobre X, tais que

Vie {1,2,3}, 0 < [y gi(z)dz < co e para todo par (0,7) € © x Il e todo = € X:

) e

53
or200

In f

—In f(2|0,7) , dilnf(;z:w,vr) .
s

< o0

0
57 (210,7)| < g1(x) 5
92
a?f(xlg»ﬁ) < g2(x) 5
92
mf(fvwaﬁ) < gs(z) .
(C4) Para todo par (0,7) € © x II:
P 2
0<lo=Ep., [%h]f(xw.w)

9

- ~
v)\n;av 7r'n) )

(z|0,7) .



/ X|0,n)iln £(X16,7)| < oo ;

—o0 < ]9‘7 = Eo'ﬂ- ad—o' In ( P
T

onde X ~ f(:0,n).

(C5) Para cada par (0y,7;) € © x II, existem fungoes M;, My e M3, definidas sobre ',
tais que Vi € {1,2,3}, By, ,[M:(X)] € IR, e para todo z € A":

3
(1) V(0,7) € Ay, x B, , %ln f(z]|0,7)| < Mq(z) ;
(1) V7 € By, , ‘0 T In f(z]0),7)] < My(x) ;
"3
(ii) V7 € B, , 1() 290 In f(z]0,,7)] < Ms(x) .

onde Ag, e By sao como em (C3) e X ~ f(-|0;,m).

Observagao 2.0.2 Estas condicoes sao parte daquelas usadas para provar as proprieda-
des assintoticas do estimador de mdxima verossimilhanga usual, quando o parametro a

ser estimado é um vetor de duas componentes reais.

2.1 Consisténcia forte

Nesta segao provamos a consisténcia forte do estimador de pseudo maxima verossimilhanca
8.7 )
Resultados preliminares sao apresentados nos lemas seguintes. Sejam 0y e 7o os ver-

dadeiros valores dos parametros.

Lema 2.1.1 Seja (Xi,...,X,) uma amostra aleatoria da distribui¢io Fy, , € F. Entdio,
sob as condigoes de regularidade (C1) - (C4), temos:

o 0 .
(i) Lo(0p,mo) = _200 In f(X;|00, 7o) 25

(”) 200(0057%) = _Z ‘Wlll f \’jl()(,.ﬂ'o) e’ -—150 5

10



o 1 n 82
(iii) Lo x(00,70) = ;Z
g=1

In f(X;|00, 70) a4y —Igy.my -

— 0w 00

Prova: Das condigoes de regularidade (C3) e (C4) decorrem:

[ 0

B | 351 f(xlwo,m)] =, 2.1)
[ 82 8 2

E9o,7ro L’(,Toz 111 f(X]lgo,ﬂ'Q)] = —Eoo'ﬂo {% ll] f(X]IHQ,?F())}

=—lgp € R, (2.2)
.

Biure | g 0 (X000, 70)

9] a
= —Fgy x [—0—9 In f( Xy |90, Wo)a—u_lll (X, |90, Wo)}

= —]0071.0 E IR, : (23)

Logo, como Xj,..., X, sdao varidveis aleatorias independentes e identicamente distribui-

das, entao pela lei forte dos grandes niumeros de Kolmogorov (James, 1981) e as expressoes

acima, provam-se (i), (ii) e (iii). / 0

)

Lema 2.1.2 Sejam (X1,...,X,) uma amostra aleatéria da distribuicio Fg, n, € F, 0, =

0.(X1,..., X)) e = T(Xy,. .., X)) dois estimadores fortemente consistentes para 6y
e To, respectivamente. Entao, para todo § > 0 e sob as condi¢oes de regularidade (C1),
(C2) e (C5), temos com probabilidade 1 que, para n suficientemente grande:

(i) |Zo0o(0r, )| < EMy(X1) + 6 ;

(ZT,) |Zgaﬂ—(00,’ﬁ'n)| < EMQ(X]) + ) N

(iit) [Lonn (00, Tn)| < EMa(X1) +6 ;

onde My, M, e M3 sio como na condi¢io de regularidade (C5).

Prova: Prova de (i): Sejam Ay, e B, como na condi¢ao de regularidade (C5). Entao,

como (0o, 7m0) € Agy X Bry € (0,, 7n) ~5 (0o, 7o), segue que, com probabilidade 1, (0, 7,) €

11



Ag, X B, para n suficientemente grande; assim, usando a condigao de regularidade (C5)

- (i), temos com probabilidade 1 que, para n suficientemente grande:

_ - R 1 n 3 L o R
|£900(9na7rn)| = Z'()Wl“ (‘leans 7Tn)
< Z ()03 lnf i10n, )
< ;ZM](X»- (2.4)
o
Por outro lado, como as varidveis Xi,..., X, sao independentes e identicamente dis-

tribuidas e, pela condigao de regularidade (C5), EM,(X;) € IR,, segue da lei forte dos

q.c.

grandes nimeros de Kolmogorov que >y Mi(X;) = EM,(X;); assim, para § > 0,

temos com probabilidade 1 que, para n suficientemente grande:

1
;ZMI (X;) < EMy(X;)+6 . (2.5)
1=1

A prova de (i) segue de (2.4) e (2.5).

De maneira analoga podemos provar (ii) e (iii). O

Vejamos agora que o Lema 2.1.1 ainda continua valendo se em (i), (ii) ou (iii) substi-

tuirmos 7o por 7,, qualquer estimador fortemente consistente de 7. Mais precisamente:

Lema 2.1.3 Sejam (Xi,...,X,) wma amostra aleatoria da distribuicdo Fg, ., € F e
Tn = (X1, ..., X,) um estimador fortemente consistente de ;. Entao, sob as condigées

de regularidade (C1) - (C5), temos:

o o~ 1. &0 =,
(7') £0(00, 7r11) = 7_2 lll f( ]|00,7rn) (l_) O ‘

8‘2

(ZZ) Z0«9(90)7’1\.11) - Z 962

In f(X;|00, 7,) X5 —1ly, ;

cey ~ _1 = - ~ q.c.
(le_) ,Cg,;(go,ﬂ'n) = ;;dﬂ'—()al]] ‘f(4XJ|90,Mn — —100 o *



Prova: Prova de (i): Pela condigao de regularidade (C2) e o teorema de Taylor com resto
de Lagrange (Serfling, 1980), temos para cada n € IN,:

— R — N _ 1 N a—
£9(90a7rn) - CQ(HO,WO) a5 (7r1z - 7r0)£07r(90) 7r0) + 5(7"71 - W())Z‘CGWW(H())TF;;) ) (26)

onde 7 esta entre 7o e T,.
Desta ultima igualdade decorre (i), pois cada um dos somandos do lado direito de
(2.6) convergem a zero quase certamente. Com efeito:

29(99,7r0) 2% 0, pelo Lema 2.1.1 (i);

A — q.c. .~ qc. i — q.c.
(70 —m0) Lox (00, m0) = 0, pois 7, — o, pela hipdtese, e Lo (0o, m0) —= —Igyny €

IR, pelo Lema 2.1.1 (iii);

~ D . q.c. = q.c. — .
(T — 70)2Lonn(bo, 7)) — 0, pois m, — 7wy e, com probabilidade 1, para n

B | —

suficientemente grande, |Lorr(0o, )] < EM3(X;) + 1, que segue do Lema 2.1.2
. d.c. . 5 . w - ~  q.c.
(iii), observando que 7 = g, ja que 7 estd entre m e T, e T, —— .

Isso prova (i).

Analogamente, podemos provar (i) e (iii). O

Lema 2.1.4 Sejam (X1,...,X,) uma amostra aleatdria de Fy, -y € F € T, = To( X, -

ey

Xn) um estimador fortemente consistente de mo. Entdo, sob as condigées de reqularidade

(C1) - (C5), temos com probabilidade 1 que, para cada ¢ > 0 suficientemente pequeno,
V9 € {90 — g, ()0 + 5} 9 Zn(e’ ?rn) < Zn(g(h %11) )
para n suficientemente grande.

Prova: Pela condigao de regularidade (C2) e o teorema de Taylor com resto de Lagrange,
temos, parae > 0,0 € {0y —¢,00 + ¢}, e para cada n € IN, que:

L(0,7,) = La(00, ) = (0 — 00)Lo(0o, 7)

+%(0 — 00)*Lop(00, 7,) + %(0 — 00)* Lo (07, 70)

= Stn + Son + Sz (2.7)

13



onde:

Sln = (0 - 00)20(003%11) )
I N I
Son = 5(9 = 00)"Loo(0o, ) = 5€°Loo(00, 7n)
1 — . ~
S3n — 6(0 - 90)3‘(’090(01177711)

e 07 esta entre 0y e 0.
Provaremos abaixo que com probabilidade 1 para ¢ > 0 suficientemente pequeno tem-

se, para 0 € {0y — ¢,00 + £} e n suficientemente grande:

|-S']71| < f::} ¥ (28)
.

Son < —Eellgo : (2.9)

1San| < EEM,(X4) | | (2.10)

onde M; é como na condigao de regularidade (C5). Como conseqiiéncia, as desigualdades
anteriores, junto com (2.7), implicam que se 0 < ¢ < ;—[1 + EM;(X,)]" 14, entdo, com

probabilidade 1, para 6 € {0y — €,00 + €} e n suficientemente grande:

[,.,1(0, ;T") - ‘Cﬂ(aO) 7?71) = Sln + S‘Zn + SSn <0 )

0 que prova o lema.

Prova de (2.8): S1,, = (0—00)L4(b0,7,,). Pelo Lema 2.1.3 (1), Lo(0o, 7n) =55 0, portanto,

Sin =55 0 e assim, segue (2.8). O

Prova de (2.9): S, = %52289(90,7?“). Pelo Lema 2.1.3 (ii), Leg(0o,7,) —= —Ip,, dai,
como [, € IRy, segundo a condigao de regularidade (C4), segue que com probabilidade
1 para n suficientemente grande, Lpg(6o, 7)) < —Ig, + 51o, = —31g, €, portanto, Sy, <

1.2
—ZE: ]00. O

Prova de (2.10): Ss, = (0 — 00)*Leee(0;, 7). Sejam Ag, e By, como na condicao

de regularidade (C5). Como (0o, m0) € A, X B, 0 esta entre 0 e Oy e 7, —= o,

14



entao para cada ¢ > 0 suficientemente pequeno, temos com probabilidade 1 que, para
0 € {0o—¢,00 +¢} e n suficientemente grande, (0;,7,) € Ay, x By, e, assim, procedendo

como na prova do Lema 2.1.2 (i), substituindo 0,, por or,
|Lo00 (07, 7)) | < EMy(X1) +5EM(X,) = 6EM,(X;) .
Daqui decorre (2.10).
O resultado principal da se¢ao é enunciado e provado a seguir.

Teorema 2.1.5 Sejam (X1,...,X,) wna amostra aleatoria de Fy, », € F € Tg = 7n(X1,
., X)) um estimador fortementle consistente de wy. Entdo, sob as condicées de regula-

ridade (C1) - (C5), existe wma seqiéncia (5,1),21 tal que, com probabilidade 1:

(i) fg(g,,,?rn) =0, para n suficientemente grande;

Prova: Da condigao de regularidade (C2) segue que para cada ¢ > 0 e n € IN,, existe

O €[00 — €, 00 + €] tal que

Ly(0y e, 7n) = max {Zn(@, Tu): 0 € [0g—¢,00+ e]} .

Assim, pelo Lema 2.1.4 e a condigao de regularidade (C2), temos, com probabilidade 1,

que para cada ¢ > 0 suficientemente pequeno:

511,5 € (00 - 5190 + E) € Z:.9(971,57 ’;\rn) =0 ) (211)

para n suficientemente grande.
Seja g > 0 satisfazendo (2.11) e definamos para cada n suficientemente grande 0,,, de

modo que:

|@-M:mqudwem—%%+%]ezmﬁgzq. (2.12)

15



Entéo, pela continuidade das fungoes valor absoluto e Ly, temos com probabilidade 1 que

para n suficientemente grande:
0, € [00 — 0,00 + c0) e Lo(0n,7n) =0 . (2.13)

Por iltimo, seja e € (0,&0); entdo, como € < &g, segue de (2.11) que, com probabilidade

1, para cada n suficientemente grande, |0, . — 0y| < e < &g e Lo(0 e, 7y) = 0, de modo

que, por (2.12), |0~n —bo| < |5n‘5 — 6p| < €. Portanto, 0, +7= bo, com probabilidade 1. O

Observagao 2.1.6 O teorema anterior nao determina a existéncia de um estimador for-
temente consistente, pois a sequéncia obtida depende de 6. Uma excecio ocorre no caso
em que a equacao Ly(0,7,) = 0, vista como fungao de 0, tenha para cada n € IN;, uma

Unica raiz.

Corolario 2.1.7 Sejam (X,,...,X,) uma amostra aleatoria de Fooms € F €75 = Tu( X1,

-y Xn) um estimador fortemente consistente de my. Suponhamos que as condigées de
regularidade (C1) - (C5) sao satisfeitas pela familia F e que para cadan € IN,., a equagdo
Ly(0,7,) = 0, vista como fungio de 0, tenha wma tnica raiz. Entio, o estimador de

pseudo mdzima verossimilhanga, 0,, ¢ fortemente consistente para 0.

Prova: Pela condigao de regularidade (C2), para cada n € IN,, Eg(én, 7n) = 0; assim 0.,

€ a Unica raiz da equagao L4(0,7,) = 0 e o corolario decorre do Teorema 2.1.5. O

2.2 Distribuicao assintdtica

Nesta secao estudaremos a distribuigao assintética do estimador de pseudo maxima veros-

similhanga. Como na segao anterior, resultados preliminares sao apresentados nos lemas

seguintes.

Lema 2.2.1 Seja (Xi,...,X,) uma amostra aleatéria da distribuicio Fy, ., € F. Sejam

Oin = 0in(Xq,...,X,), 1 = 1,2, dois estimadores fortemente consistentes de bo € 7 =

16



Tin(Xi1,..., Xy), 2 = 1,2, dois estimadores fortemente consistentes de 9. Entdo, sob as

condigoes de reqularidade (C1), (C2) ¢ (C5), temos

(l) (5111 - 00)2099(5'2117’;(111) ‘l_L) 0 y

(”) (7?111 - 71'0)297”‘,(00’%2”) i) 0.
Prova: (i) segue do Lema 2.1.2 (i); e (ii) do Lema 2.1.2 (iii). 0O

Lema 2.2.2 Sejam (Xy,...,X,) uma amostra aleatoria da distribuicdo Foone € F €

Tn = Tn( X1, ..., X,) tais que

\/H(ZO(O(H 7r())s 'I’:r“ - 71’(,) DB) W ~ N)(O‘E) s

012 022

onde ¥ = ( o1 012 )

Entao, se F satisfaz as condigoes de reqularidade (C1) - (C5), temos

(i) 011 = 100 y

(ii) 012 =0 .

Prova: Como Ly(6o, 7o) = 71—1 e % In f(X;]00,m), com 3% In f(X;|00,70), 2 =1,...,n,
sao variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas tendo média zero, se-
gundo (2.1), e variancia Ig,, segundo a condigio de regularidade (C4); entdo pelo teorema
do limite central (James, 1981) segue que \/n L4(0, 7o) A N(0, Iy, ), 0 que prova (i).

Para provar (i1), seja (gn)nz] uma sequéncia tal que com probabilidade 1, 28(5,1,71'0) =0
para n suficientemente grande, e 0, iz Oo. A existéncia de tal seqiéncia estd garantida
pelo Teorema 2.1.5 e o fato de que mq =y o,

Assim, da condigao de regularidade (C2) e da férmula de Taylor com resto de Lagrange,

segue com probabilidade 1 que, para n suficientemente grande:

= s — 1 s —
0 = v/nLy(00,m0) + /10, — 0o)Las (0, mo) + ;\/77(971 - 00)2£990(9;, To) ,
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onde 0, esta entre 0y e 67,,. Portanto, com probabilidade 1:

VnLo(0o, 7o) + Xuv/n(0, — o) — 0 | (2.14)

njloo

onde X, = Lgp(0o, m0) + %(5,, —00)Loss(0;,, ™). Entéo, por (2.14), pelo teorema de Slutsky

(James, 1981) e pela hipdtese, segue que
V(=X (0, — 00), 7, — 7o) > W ~ N,(0,5) . (2.15)

’ . ’ Y ~ q.c. q.c. ,
Além disso, como 07 esta entre 0y e 0, e 0, —> 0y, temos que 0: — 0y e dai, pelo

Lema 2.2.1 (i), segue que —X,, =% [; | com Iy, € IRy, segundo a condigao de regularidade

(C4). Portanto, pelo teorema de Slutsky e (2.15), segue que

" i e
V(O = 0o, 7o — o) = \/ﬁ(—xn(an—ao),%n—no)( )(\) (1))

D W ~ Ny(0,05C)

(o0
ondeC—( 0 l)’

‘ou seja,

V(0 — 00,7, — o) B WC ~ Ny(0,5) (2.16)

Ollde E’ = CEC — ( '[0_020.]1 ]%1012 )

-1
190 012 022

-1 -1
EI = ]go ]90 (712
]90 012 0322

De (2.16) e do teorema de Slutsky, segue que Ve € IR:

ou como por (i) 17 = I,

Va0, + (7, — mo) — 00) D Vi ~ N(0,v,) , (2.17)
onde v, = ]9-0] + oy + 2c]0_01012; e, em particular:

Vi, = 00) 5 Vo ~ N(0,1;1) .
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Deste resultado e das condigoes de regularidade (C1) - (C5), decorre que 0, é assintd-
ticamente eficiente para 0y supondo 7y conhecido (veja, por exemplo, Lehmann, 1984 e

Bahadur, 1964), isto ¢, se (6,,).>1 satisfaz /n(6, — 0q) Rt N(0,v), entao,
v > ]9_01 : (2.18)

De (2.17) e (2.18) decorre que o5 = 0; pois caso contrario, tomando &, = 0,, + (T —
To), com ¢ um valor qualquer tal que c?o,, + 261&)1012 < 0, terfamos por (2.17) que
Vn(é, — 0o) S Vo~ N(0,v.), com v. < I;', o que contradiz (2.18). Isto prova (ii) e o

lema. 0

Observagao 2.2.3 Gong e Samaniego (1981) em sua demonstracio original nao perce-

bem que o, = 0. Tal fato foi provado em geral por Parke (1985).

Lema 2.2.4 Sejam (Xi,...,X,) wma amostra aleatdria da distribuigio Fy, ., € F e
Tn = Tu(X1,..., Xy) wm estimador fortemente consistente de 7. Entdo, sob as condigoes
de regularidade (C1) - (C5), existe uma seqiéncia (Y)us1 = (Ya(Xi,. oo, Xo))n>1, tal que

Y, =5 —Igyno € com probabilidade 1 tem-se que:

\/7_7‘20(0017?11) = ﬁzo(eo, 7l'0) + \/ﬁ(fr1z - 71'O)Yn )

para n suficientemente grande.

Prova: Pela condigao de regularidade (C2) e a férmula de Taylor com resto de Lagrange

temos que
\/529(00, 7?n) = \/7720(903’”0) + \/-7:(7?11 - 7TO))/H 3

— 1/~ — = P . <
onde Y,, = Lo (0o, m0) + 7(Tn — m0) Lorn (0o, 7)) € 7] estd entre mp e 7,,.

; . S X o ‘GG . . .o
Além disso, como 7,, = 7 segue que 7 = mo e assim, decorre dos lemas 2.2.1 (ii)

e 2.1.1 (iii) que Y, =5 —Ig, .. Isso prova o lema. O

O resultado principal desta secio ¢ enunciado e provado a seguir.
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Teorema 2.2.5 Sejam (Xi,...,X,) wma amostra aleatéria da distribuicdo Foymo € F €

Tp = Tn( X1, ..., Xy) wm estimador fortemente consistente de mg, tais que
= - D
Vn(Lo(00,mo), 7 — mo) = W ~ Ny(0, %) , (2.19)

011 012
onde ¥ = .
J12 022 /.

Seja (5,1),121 = (0(X1,. .., X0))u>1 tal que 0, X% 0o e com probabilidade 1, Lq(0

ny
T) = 0, para n suficientemente grande. Entao se F satisfaz as condigées de regularidade

(C1) - (C5), temos que:

Va0, — 0p, 7, — m0) o V ~ Ny(0,57) |

-1 —279 i
onde ©* = < Loy + Loy Tgy ne022 — 15, Log.70 022 )

—[0_01100,%02-2 022
Prova: Da condigio de regularidade (C2), da férmula de Taylor com resto de Lagrange

e das propriedades de 0, temos com probabilidade 1 que, para n suficientemente grande:

0 = VnLe(bo,7) + vV1(0, — 00)Loo (b0, 7r)

1 ~ — -
+§\/ﬁ(9" = 00)2£000(0;1 7r7l) )

e, assim,

\/5(911 - 00)X11 == “\/’229(005 ;rn) 3

onde 07 estd entre 0y e 0, e

[

Xo = Loo(00, ) + = (0, — 00)Looo (07, 7n) -

)

Daqui temos, pelos Lemas 2.1.3 (ii) e 2.2.1 (i), que

,  q.c.

X, — =1y, , com Iy, € R,. (2.20)

E, além disso, pelo Lema 2.2.4, segue que existe uma seqiiéncia (Ya)us1 tal que:

q.c.

';1 —— —]00‘7&) . (221)
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e com probabilidade 1, para n suficientemente grande

(0, — 00)X,, = —[v/nt Lo(0o, m0) + V/(7n — m0)Y,]

portanto, com probabilidade 1:

Vi(0, — 00) — /uZ, == 0, (2.22)

onde Z, = =X [Ly(00, m0) + (7, — 7o) Y, ].
De (2.22) e do teorema de Slutsky segue que \/ﬁ(0~n — b, 71 — mo) € \/(Zp, T — mo)
sao assintoticamente equivalentes. Portanto, basta determinar a distribuicao limite desta
iltima seqliéncia. Para isto usamos o teorema de Cramér Wold (James, 1981): Vt =

(t1,1,) € IR2, segue, usando as ultimas expressoes, o teorema de Slutsky e o Lema 2.2.3.

que:

VU Zy T = 7o) (11, 12)
= /n(Lo(bo, ™), Tn — mo) (=11 X', =11 XY, + 1)
B W (15—t 15 g mg + L)'
~ N(0,£5"tY) .
Portanto, \/n(Z,, 7, — o) A N(0, %).

Assim, o teorema esta provado. O

Corolério 2.2.6 Consideremos as hipdteses do Teorema 2.2.5. Vamos assumir também

que para cada n € N, a equagdo L¢(0,7,) = 0, vista como fungdio de 0, tem uma tnica

raiz. Entdo, se 0, € o estimador de pseudo-mazima verossimilhanga, temos que:
V0, — 0,7, — ) ' V = (Vi Vy) ~ Ny(0,57) (2.23)
onde ¥ € como no Teorema 2.2.5. Em particular,
(0, — 05) > Vi ~ N(0,0?) | (2.24)

2 _ -1 -272
onde o® = I " + 15° 15 . 0.



Prova: Decorre do Corolario 2.1.7 e do Teorema 2.2.5. 0

Observagao 2.2.7 Consideremos o caso em que Il = {70}, com 7y um valor conhecido.
e T, = mo. Assim, o problema reduz-se & estimagao do parametro §. Neste caso, a
estimagao por pseudo maxima verossimilhanga é equivalente i estimagao por maxima ve-
rossimilhanca usual, isto é, o estimador 6, associado a 7., obtido pelo primeiro método,
é também o estimador de maxima verossimilhanga usual do parametro 6. As condicoes
de reuglaridade (C1) - (C5) sao, neste caso, equivalentes as condigoes usuais dadas, por
exemplo, em Serfling (1980) e as propriedades assintéticas do estimador de maxima ve-

rossimilhanga ali demonstradas sao conseqiiéncias dos Teoremas 2.1.5 e 2.2.5.

o
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Capitulo 3

Caso multiparamétrico

Neste capitulo generalizamos a teoria desenvolvida no Capitulo 2, considerando que temos
um ou mais parametros de interesse e um ou mais de incomodo (“nuisance”).

Primeiramente, apresentamos algumas notacoes que serao usadas ao longo deste capi-
tulo.

Agora, F = {Fo,w}(o.ﬂ')e@xn denota uma familia de distribuigoes (p + ¢)-paramétricas
definidas sobre o conjunto dos nimeros reais, IR, sendo © um subconjunto de IR? e [T um de
IR, onde p e g estao em IN,.. Para cada par (0, 7), f(-|6, 7) denotara a funcio de densidade
(ou de probabilidade) associada a F0,7r' 0 serd o vetor de parametros estruturais, ou de
interesse, e 7 0 de parametros “nuisance”, ou de incémodo.

Dada (Xj,...,X,), uma amostra aleatdria da distribuicao F0,7r’ com (0,7) € © x II,
sejam

L,(0,r) = En(/\’l,...,X”;H,W):lan(Xj|9,7r)
=1

n
= Zln f(X;10,7) ,
i=1
a funcao log-verossimilhanga correspondente a amostra observada e

1
L,(0,7)= ;En((),ﬂ') .

Definicao 3.0.8 Seja (X,,..... X)) wma amostra aleatoria da distribuicao Fopre®,=



o (X1,..., Xy) um estimador do parametro «. Se:

0, = 0,(70) = 0,(X1,..., X,) = max Ln(X1,...  Xn10,70) ;

fco

dizemos que 0,, ¢ um estimador de pseudo mazima verossimilhanga do parametro 8.

Agora, as condigoes de regularidade para a familia F tem a seguinte forma:

(C1)

(C2)

(C3)

Para cada par (6,7) € © x 11, [(-|6,7) tem como suporte o espago amostral X’ C IR.

Para cada 2 € A, temos que para todo (6,7) € © x II, estao definidas as seguintes

derivadas parciais:
93
W In f(x)|0,7), para i,5,k = 1,...,p;
0 .
—In f(2|0,7), para1 = 1,...,q;
dﬂ,‘

03 g3
——1 0 ———1 .’0 '.,lzl,..., ,‘,k:l,..., s
00,00 n f(z)|0,7) e P T n f(x]0, ), para q, 7 P
Para cada par (0y,7,) € © x II, existem retangulos abertos Aol COeBr, ClI

contendo 0, e my, respectivamente, e funcoes g;, g2 e g3, definidas sobre X', tais que

Vie {1,2,3}, 0 < [y gi(z)da < oo e para todo (0,7) € © x [l e todo = € A

) | f(al0,m)| < (@), para i = 1,
o? ,
(i) -a-mf(ww,?r) < ga(2), para i, g =1,...,p;
0? . .
(iii) mf("cw,w) <gs(z),parat=1,...,¢q,5=1,...,p.
i00;

Para todo par (6,7) € © x II:

. 0 , ‘[o ,
() Iy = Eoi7r { [—()—0 In f(X 9,#)] [w In f(X |9,7r)] }
¢ uma matriz definida positiva.
(id) s = Eg 4| 2w 1(x10.m)] [Ltw p(x10,)
O = "0 |50 " o om AT

24



¢ uma matriz de componentes reais; onde X ~ f(-|0,7),

0 , |0 ,

%ln f(X]0,7) = {301' In f(X |0,1r)] . e
a ., |0 i
8_1111 f(‘X|9,7r) - [a—ﬂ_l In /‘(}\|9,7T)]

1Xgq

(C5) Para cada (0y,m,) € © x II, existem fungoes M,, M, e M5, definidas sobre A, tais

que Vi € {1,2,3},0 < Eg . [M(X)] < co e para todo « € X:

93

(i) Y(8,7) € A0, x Br,, mln f(z]0,7)] < M,(x), parai,j,k=1,...,p;
53

(1) Vm € Br,, mln f(z|0,m)| < My(x), parai=1,...,q,5,k=1,...,p
93

(iii) V7 € Br,, mln f(z|0.7)| < Ms(x), parai,j=1,...,q, k=1,...,p

onde A01 e By, sao como em (C3) e X ~ f(-]6,, ).

Observacao 3.0.9 Estas condigoes sao parte daquelas usadas para provar as proprieda-
des assintoticas do estimador de mdxima verossimilhanga usual, quando o pardmetro a
ser estimado é um vetor de (p+ ¢) componentes reais; em particular as matrizes Igelg .,

da condigao (C4), sao submatrizes da matriz de informacio de Fisher.

Por iltimo, se (Xi,...,X,) é uma amostra aleatéria da distribuicio Fol x € F,

satisfazendo as condigoes de regularidade, entao para cada (6o, 7o) € © x II, seja

— 0 —

£0(00,7r0) = a—oﬁn(go,"fo) = [(Lillxp '
onde a; = Ly, (0, 7o) = a%{zn(ﬂo,wo), paraz=1,...,p.
Sejam, também,
— 0% _
ﬁ09(9o,7ro) = a—oz‘ﬁn(aoaﬂ'o) = [kij]po s
onde k;; = Ze;e,(ao,ﬂo) = 30(?—;91211(00,”0)1 parat,j =1....,p
— 0%
€ Lo‘,’r(ao,ﬂ'o) == mﬁn(eu.ﬂ'o) = [Cij]qu \
onde ¢; = Zgiﬁj(()o,'lro) = 3—;;';727,(9(,,%0). para t = l..... p.y=1....,q.



3.1 Consisténcia forte

Nesta seao provamos a consisténcia forte do estimador de pseudo méxima verossimilhanga
0, (7r).
Como no caso uniparamétrico, resultados preliminares sio apresentados nos lemas

seguintes.

Lema 3.1.1 Seja (Xy,..., X)) wna amostra aleatdria da distribuicdo Fgo 2 € F. Sob

as condigoes de regularidade (C1) - (C5), temos;

—_— l 1 a q.c.
(Z) £0(00,7l'0) e —Z % In f \,J'IOQ,?P()) l—? 0:
) 1 & 07 » q.c.
(Zl) 500(00,’”0) —zwll] (Ajl()(,,ro) il —-100 N
L
(iii) Lgp(00,m0) = Z S0 In f(X;]00,m) X5 _]0071‘0

Prova: Das condigoes de regularidade (C3) e (C4) decorrem:

0

E00,7r [60 lll (X1|00,7r0)] =0; (31)
8'2

E00,7r lao? In f(A |0077r0):|

=-E aleIt‘) tal X, 10

- 00,71'0 % I].( 1 0?”0) 50‘ n (‘ 1 0,7!’0)

=g, ; (3.2)
62

00,70 [m In f(X1|90,7ro)}

=-E O I (X0 2 1 a0

= — 00,7r0 % n, ( 1| 0,7!'0) 5; n f(‘ 1| 0,7[‘0)

= ~lgym, (3.3)

onde Ig e Iy sao matrizes de componentes reais.
0 0,70



Logo, como Xj,..., X, sao varidveis aleatorias independentes e identicamente dis-
tribuidas, entdo, pela lei forte dos grandes nimeros de Kolmogorov e as expressées acima,

prova-se (1), (i) e (i11). 0

Lema 3.1.2 Se¢ja (X,,...,X,) uma amostra aleatoria da distribuicdo Fgo #, € F, 0, =

0.(X1,...,X,) em, = m,(X1,..., X)) dois estimadores fortemente consistentes para 0,
e WMo, respectivamente, entao, para todo § > 0 ¢ sob as condigoes de regularidade (Cl1),
(C2) e (C5), temos com probabilidade 1 que, para n suficientemente grande:

(i) |Z0i010k(5n,7}n)| < EM(Xq) 46, parai,jok=1,... p;

(i) |Loj0,m,(00,70)| < EMy(Xy)+ 6, paraij=1.....p k=1,...,q;

(iit) |Zo,n,nk(60,7}n)| < EM3(Xy)+ 6, parai=1,...,p, jk=1,...,q,
onde My, My e Mz sdo como na condi¢io de regularidade (C5).

Prova: E analoga & do Lema 2.1.2. 0

Observacao 3.1.3 O lema ainda vale se (0,,),>1 e (7,).>1 sio seqiiéncias tais que, com

probabilidade 1, (0, ) € Ap, X Br, para n suficientemente grande, onde Ag, € Br, sao

como na condigao de regularidade (C5).

Lema 3.1.4 Sejam (X1,...,X,) wma amostra aleatoria da distribuicdo Foo o, € F e

Tn = Tn(X1,..., Xu) um estimador fortemente consistente de mo. Entdo, sob as condicées

de regularidade (C1) - (C5), temos:
(i) Ly(0o,7,) == 0;
(i) Log(bo, ) == —1p ;

(iii) Lpp(00,7,) = —1Iy

0. Mo "



Prova: Usando os mesmos argumentos da prova do Lema 2.1.3, podemos provar a con-

vergéncia das componentes correspondentes, isto é, parai,j =1,...,pe k= 1,... , q

L4,(00,7,) == 0 ;

- e 9 9 )
£0;0](90,7I"n) —l-> -F [00 hlf )x |90 7r0 60] In _/'(/\1|00,7r0)] 3

— ~ q.c. () ()
Lo‘-nk(oo,ﬂ'n) l—> —E I:a—ol lI] ()\ |00 7T0 ()—— ]l] f |00,7l'0)]

Isso prova o lema. 0

Lema 3.1.5 Seja A CIR” um retangulo aberto. Se ¢ : A — IR possut derivadas parciais
de terceira ordem, g;ji, em todos os pontos de A, enlio. dados x = (T1,...,2p) € Xg =

(To1y...,Top) em A:

s ;
g(x) = g(xo)+ Z — 20:)9i(X0) + = 5 > (2 — woi)*gii(%o)
1=1
p—1 p
+ Z Z — 20i)(®; — oj)9i;(Xo0) + = Z :— 20i) giii(Xjy;)
=1 7>1 =1
lp—l P
+§ E = woi)*(; — o) gii; (X5;;)
1=1 3>1
1P—1 p )
t3 2 2 (@i = @os) (5 — w05) gs5(xi5)
=1 3>1
p—2p—1 p
+ Z Z = oi)(2; — woj)(xk — Zok)9ijk(XTk) (3.4)
=1 3>1 k>3
onde, para i,k =1,...,p, Xiji pertence a algum segmento de extremos z = (zq,...,z,)

e W = (wi,...,wpy), com z, w; € {xos,xi}, 2=1,...,p.
Se as derivadas parciais de sequnda ordem sio continuas ¢, em particular, se as de

terceira ordem sao limitadas, podemos escrever (3.4) como:

/ l "
9(x) = g(x0) + ¢'(%0)(x — x0)" + 5 (X = X0)g"(x0)(x — Xo)’
| PP B
+6 Z cijk(@i — zor)(@; — o) (wr — Tok)gijn (X)) (3.5)
1=1 j=1 k=1



onde g'(Xo) ¢ g"(x0) sao as malrizes de derivadas parciais de primeira ¢ sequnda ordem,
respectivamente, avaliadas em Xo, isto €, g'(Xo) = (9i(X0))1xp € 9" (X0) = (9i;(X0))pxp; €

0<cijr <1, paraz,j,k=1,...,p

Prova: Porindugao. Pela formula de Taylor com resto de Lagrange, (3.4) vale para p = 1.
Suponhamos que (3.4) vale para p. Provemos para p + 1. Para isto, consideremos

B
Xo = (Zot, .-+, Tops1) € X = (T1,...,2ps1) em A. Seja h : A — IR, definida por h(y) =

g(y,zps1); entdao da hipotese de indugao aplicada a h, decorre que:
SI(X\JUp+1) = J Xo,y L p+] + Z LO! (/z X0 lp+1)
+= Z — 2o;) (/ii(Xo,.lf,,+1)

+ Z Z L LO! ) -'lfoj)!lij(xug :L‘p+1)

1=1 3>1
L. 5
+—6- Z( - :BOi) gl"(xuﬂ L77+1)
=1
lp—l p )
+'2— Z(T - ~L0i) (I] - *1'0])(1:1]( “J):Cp-i-l)
=1 7>
IP—I p
+§ Z(E, Toi)(x LOJ) i ( ij5) Ep+1)
=1 7>1
p—2p—1 p
4 Zl Z kZ _ LO: 2 ﬂ?oj)(mk - "L'Ok)gfjk(xrjkaxp+l) ) (36)
1=13>1 k>j

onde, para 1,3,k = 1,...,p, Xj;, pertence a algum segmento de extremos y = (y1,...,9,)
ew = (wy,...,wp), com z;, w; € {zo;,z;}, parai =1,...,p.
Agora, usando a formula de Taylor com resto de Lagrange, as fungoes g(xo, ), ¢i(Xo, )

e gij(Xo,"), parat,j = 1,...,p, obtemos:

1 .
9(Xo, 2pr1) = g(X0) + (Tpr1 = o,y )gpt1(X0) + 5(@p1 = 20,41 ) Ip+1,0+1(X0)
1 )
+6(:Ep+1 - il-'o,,+,)'39,;+1,p+1.p+1(xo,ilv‘ J s

onde a2~ esta entre To,y, € Tpill
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9i(X0, Tp41) = 9(X0) + (Zp41 — T,y )Gip+1(X0) + 5(Tps1 — To,y1 )2 Gipr1,p+1 (X0s TF)
onde z} estd entre zg,41 € Tpy;
9ii (X0, Tp11) = 9ij(X0) + (Tp41 — Top41) i jp+1(X0, 25;)
onde Ty esta entre Topq1 € Tppq.

Substituindo estas ltimas expressdes em (3.6), podemos verificar que (3.4) vale para
p+1.

Por dltimo, para verificar (3.5), basta observar que se as derivadas parciais de segunda
ordem sao continuas, em particular se as de terceira ordem sao limitadas, entiao gii(x%0) =

9ii(X0), para 2,7 = 1,...,p. Assim,

P l P )
Z(:E,’ ] :L‘g,‘)g,'(xo) + 5 Z(il'i - -L'Oi)zgii(xu)
a=1 = a=1
p=1 p
+ 22 (@i = woi)(2; — 20;) 955 (o)
1=1 3>1
! t 1 (& 2
= g'(x0)(x = x0)" + 5| D _(: — w0:)*gii (o)
& L=l
p—1 p
+ E Z(:L‘, — i) ( — %0;)gi;(X0)
1= 1]>1
+ E Z — 2oi)(x; — -’L'Oj)gj.'(Xo)]
=1 3>1
; 1
= ¢'(%0)(x —%o)" + 5(x = %0)g"(x0)(x = Xo)'
Dai decorre (3.5). 0

Lema 3.1.6 Se A,y, € wma matriz simétrica e definida positiva. Entio Vx € IRP, temos:
Apllx < xAxt < M Ix|)?

onde Ay > -+ > ), sdo os autovalores de A ¢ ||z||? = e 22

Prova: Como A ¢ simétrica, existe uma matriz ortonormal (4, tal que C*AC' = D, onde

D = diagonal (A1,...,),), sendo A,..., A, os autovalores de A; e como A é definida
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positiva, Ay > 0,...,A, > 0. Sem perda de generalidade, podemos supor que A\; > --- >
Ap. Entao, Vo € IR” : xAx' = xCDC'x* = yDy' = 3F_, Ayl onde y = (y1,...,yp) =
xC; e portanto A [xC|I* = Ally[I? = A Efoyy) < T Ayl = xAx < M Ty =

M|y lI2 = M||lzC]|?. Daqui decorre o lema, pois sendo C' ortonormal, ||xC||2 = xC(xC)! =
Yy

=] O
Lema 3.1.7 Sejam (Xy,...,. X,) wma amostra alcatoria de F00 &, € F, com F satisfa-
zendo as condi¢oes de reqularidade (C1) - (C5), e m1, = 7, (X1,..., X,) um estimador

fortemente consistente de wy. Temos, com probabilidade 1, que para cada ¢ > 0 suficien-

temente pequeno:

VO € OB(0o,¢) : £,.(0,7,) < Lo(00,7,) .

para n suficientemente grande; onde

B(fo,e) = {0 € IR” : || — O] < &)

OB(0o,e) = {0 € IR” : || — 0| =€) .

Prova: Sejam A0o e Br, retangulos abertos contendo 0y e mo, respectivamente, sa-
tisfazendo a condigao de regularidade (C5) - (i). Seja &1 > 0 tal que Ve € (0,&),
0B(0o,¢) C Ag,-

Como #,, - mg, segue, com probabilidade 1, que 7, € Br, para n suficientemente
grande. Assim, pela condicao de regularidade (C5) - (i) e (3.5) do Lema 3.1.5, segue com

probabilidade 1 que, para € € (0,¢;), 8 € dB(0o,¢) e n suficientemente grande:

,Cn(g, ;rn,) - [:71(90, 7?11) = Lc"]n + ‘5'211 + ‘6'311 ) (3'7)
onde:
‘-qln = Z0(903 7?11)(0 - 00)t ;
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com 0 < c¢ijp < 1 e b, € B(o,¢), paraz,j,k=1,...,p.
Provaremos abaixo que, com probabilidade 1, para ¢ > 0 suficientemente pequeno,

tem-se para 0 € dB(0y,€) e n suficientemente grande:

|S1a| < pPe?; (3.8)
, o,
.S'Zu < _Z/\’,fb . (39)

onde A, > 0, é o menor autovalor da matriz 100;
|San| < p*2EM (X)) , (3.10)

onde M; é como na condigao de regularidade (C5).
Segue de (3.6) e das desigualdades anteriores que, se 0 < & < 2Ap~3[1 + EM;(X;)]"!

e € < &1, entao, com probabilidade 1, para 6 € dB(0y,<) e n suficientemente grande,

£11(07 7?11) - »th(aOsin) = Sln Jf‘ S'Zn + S.'}n < O 3
0 que prova o lema.
Prova de (3.7): Pelo Lema 3.1.1 (i), Sy, = 20(00,1?,1)(0—— 00)t X5 0, daf segue (3.7). O

Prova de (3.9): Pelo Lema 3.1.1 (ii), S, = 5(0 — 00)200(00,7?,1)(0 —6,)t 25 —3(0 -

00)100(0— 6y)". Entao, pela condicao de regularidade (C4) - (i) e o Lema 3.1.4, segue para

€ > 0 suficientemente pequeno e 6 € dB(by, ), que com probabilidade 1:

, 1 1 .
.5211 < —5(0 — 00)100(9 — 00)‘ + 21-)\7)52

1 . 1 . 1 .
< —E)\],Ilg — 00”2 —+ 1)\,,52 = —I)\,,SZ v

Isso prova (3.9). 0



Prova de (3.10): Pela Observacao 3.1.3 vale o Lema 3.1.2 (i), logo, para 0 < ¢ < ¢; e

0 € 0B(0y,¢), temos, com probabilidade 1, que para n suficientemente grande:

|Saa] < = 22253[51\1, )+ S5EM,(X,)] = p*PEM,(X,) . 0

11]1k1

Isso prova o lema. 0
O resultado principal da se¢ao é enunciado e provado a seguir.

Teorema 3.1.8 Seja (Xy,...,X,) uma amostra aleatoria de Foo . € F, com F satlis-
»o
fazendo as condicoes de regularidade (C'1) - (C5) € 7, = 7,(X1,...,X,) um estimador

fortemente consistente de my. Entao, cxiste uma seqiéncia (0,,),>1 tal que com probabili-

dade 1:

(i) Zo(’é,l,’frn) = 0, para n suficientemente grande;

(ZZ) 071 n]oo

Prova: Da condi¢ao de regularidade (C2), segue, para ¢ > 0 e n € IN;, que existe

5,1,5 € B(0y, ), satisfazendo

Ln(0ne, 7)) = max{L,(0,7,): 0 € B(bo,e)} .

Dai segue, pelo Lema 3.1.7 e da condigao de regularidade (C2), que para e > 0, suficien-

temente pequeno, temos com probabilidade 1:

5”&' € B(go,é') € Z:-0(511,59%11) =0 s (311)

para n suficientemente grande.

Seja g9 > 0 satisfazendo (3.11); e definamos para n suficientemente grande 0,, de

modo que:

” 00” = lllf{”9 00“ 0 € B 0(),\,0) € Zo(g,%n) = 0} . (3.12)

33



Entao, pela continuidade das funcoes norma e Zo, temos com probabilidade 1 que:
0. € B(bo,e0) e Lg(0..7.)=0. (3.13)

Ou seja, én satisfaz (1) da tese.
Por 1ltimo, 5,1 e 0y com probabilidade 1. Com efeito, seja 0 < € < &q. Segue de

(3.11) que, com probabilidade 1 e para n suficientemente grande,

0. € B(0o,e) C B(6o,e0) e Lp(fne, ) =0;

bl

e portanto por (3.12), |6, — 0o|| < ||6s.. — 0o|| < . Ou seja, 0, —= 0o com probabilidade

njloo

1. O

Corolario 3.1.9 Consideremos as hipoteses do Teorema 3.1.8. Suponhamos também que
para cadan € Ny, a equagao Ly(0,7,) = 0, vista como fung¢do de 0, tem uma nica raiz.
Entao, o estimador de pseudo mdzima verossimilhanga, 0,,(7,,.), € fortemente consistente

para 6.

Prova: Segue da condicao de regularidade (C2) e o Teorema 3.1.8. O

3.2 Distribuicao assintética

Nesta se¢ao estudamos a distribuigao assintotica do estimador de pseudo maxima verossi-
milhanga no caso multiparamétrico. Como nas segoes anteriores, resultados preliminares

sao apresentados.

Lema 3.2.1 Seja (X,...,X,) wna amostra aleatoria da distribuicdo FOO g € F, onde
F satisfaz as condig¢oes de regularidade (C1), (C2) ¢ (C5). Sejam 5;" = 5,-,1(X1, ooy Xn),
¢ = 1,2, dois estimadores fortemente consistentes de 0y; %5 = Tin( X1, ..., X0), 1 = 1,2,

dois estimadores fortemente consistentes de mg. Temos:

(1) (5171 — oo)za,e,gk(azn,'fnn) 45 Oixp, paras,y. bk=1...., P;
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(i1) (F1n — %0)Lo,0,0, (00, F2n) — O1xq, parai =1,...,p, jk=1,...,q.
J
Prova: Segue do Lema 3.1.2. 0

Lema 3.2.2 Secja (X;,..... X,.) wma amostra aleatoria da distribuicdo Fgo e € F, onde

F satisfaz as condigoes de regularidade (C1) - (C5). Seja w1, = 7,(X1,...,X,) tal que

V(L g(B0,m0), T — To) o W = (W1, W3) ~ N,y (0,5)

[ B Xao
onde ¥ = < S )

Entao, temos:

(Z) 211 = [00,'

Prova: Pelas condigoes de regularidade (C3) (i) e (C4) (i) segue que

d .
{% In (X500, 7r0)}7121

é uma sequéncia de vetores aleatorios independentes e identicamente distribuidos, com

vetor de médias Eg ﬂ-o[a—ag In f(X1]00,m0)] = 0 e matriz de covaridncias
E g X, 10 (9 ar
0o.mo g 12 /(X210 m0)] [ =5 In [(X1[00,m0)]} = I,

que é uma matriz de componentes reais. Portanto, pelo teorema central do limite para
vetores aleatorios, \/7_120(00,%0) 2 W, ~ N, (0, I ). Por outro lado, segue da hipétese
e do teorema de Cramér Wold que \/HZO(GO,WO) LA W, ~ N,(0,%;;). Logo, ¥1; = 100.
Isso prova (i).

Para provar (ii), consideremos que

00 = (001,...,007,) , T = (7T01,...,Tl’0q) 5 ';l'n = (7?,10,...,7?11(]) )

]00 = (@ij)pxp » 22 = (bij)qxq e Y= (Uij)prl .



Sejam j € {1,...,p} e k € {1,...,q}. Mostraremos que o;, = 0. Pelo Teorema
2.1.5, existe uma sequéncia (071])n>1 tal que com probabilidade 1 tenhamos 0,11 = Oo;
e Ly, (Go1y ..., 0051, 5,1]-, Oojs1y-- - 00p, o1, ... 7o) = 0, para n suficientemente grande.

Entao, procedendo como na prova do Teorema 2.1.5 para verificar (2.16), podemos mostrar

que:

~ R s .
\/7_1(0,,_,‘ — ()(), Ty — 71'0) — ["J‘I\ ~ /V-z(o,( .ik) . (314)
il ailog
onde C, = _{! 3778 ) com aj; > 0, pois [y é definida positiva.
Jk 1 . 73 ’ 0
;i Oik Ok 0
De (3.14), podemos concluir que 6,; ¢ assintoticamente normal e eficiente para o
problema de estimar 0;, sendo os restantes parametros conhecidos. Portanto, pelos argu-
mentos da prova de (ii) do Teorema 2.1.5, (3.14) também implica que o;, = 0.

Assim, provamos que Vj € {1,...,p}eVke {I...., .4}, 051 = 0. Portanto, 15 = 0,,.

Lema 3.2.3 Seja A C IR” um retangulo aberto. Se g : A — IR possui derivadas parciais
de segunda ordem, g;;, em todos os pontos de A, entao, dados x = (21,...,2,) € Xg =

(Borseco3Bop) €M Al

9(x) = g(xo) +Z Ti — Toi)gi(Xo) + Z v — 2oi) gii(X5)
"1 1
+ZZ ‘L _'1’01 LOJ)(Il]( ;J) ) (315)
=1 7>1

onde, para i,j = 1,...,p, Xj; pertence a algum segmento de extremos z = (z1,...,2,) €
w = (wy,...,w,), com z;,w; € {xojyx;}, 1 =1,...,p.

Em particular, podemos escrever (8.15) como:

9(x) = g(x0) +Z i — %oi)gi(Xo)
1=1
) ,)
+‘>ZZCU — woi) (2 — @o;)gi;(x3;) + (3.16)
“ =1 =1
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onde 0 < ¢;j <1, para,) =1,...,p, ou, equivalentemente,

9(x) = g(%0) + ¢'(%0) (x — x0)" + %(x = %0)C(x = X0)" , (3.17)

&

onde C' = [ci; i ()] pxp-
Prova: Andloga a do Lema 3.1.5. | O

Observagao 3.2.4 Claramente, os pontos x7;, onde sao avaliadas as derivadas de segunda

ordem, também satisfazem, para 1,7 = 1,...,p, X;; = Xo quando X — Xg.

Lema 3.2.5 Seja (Xy,...,X,) wma amostra aleatoria da distribuicao F()o ry E F, com
F satisfazendo as condig¢oes de reqularidade (C'1) - (C5). Sejam (6,1),121 ¢ (Tn)n>1, tais
que 5,, 2% 00 ¢ 7 =% 1o, Entdo:
. — ~ —t -~ q.c. L
(i) \/ﬁﬁtg(ao,ﬂ'n) — /nLy(0o,m0) — Y o /n(T,, — mo)! = 0f,,, onde Y, 4 —100,,”_0;
(i1) L0, 7o) = Vi LY(B0,70) = Va/n(B, = 00)' =5 0}, onde V, 2% ]y ;

(iii) —/n L(Bn,Tn) + /1 Lp(00,T0) + /(T — 70)YL + /0(Bs — 0) V. 25 0y,

l;

Prova: Sejam Ay e Br, retangulos satisfazendo a condigio de regularidade (C5). Como
(5,1,1?,1) 2% (80, m0) e (B, m0) € AOU X Br,, segue, com probabilidade 1, que (é,l,ﬁ,l) €
Ago X Br, para n suficientemente grande. Logo, por (3.17) do Lema 3.2.3, temos, com

probabilidade 1 e para n suficientemente grande, que se k € {1,...,p}:

® \/ﬁfok(goai’n) = \/ﬁzok (6o, o) + \/ﬁzok‘lr(ooﬁo) (0 — Wo)t

+\/ﬁ(ﬁ-n - WO)(’VH(%n - 7r0)t 3 (318)

onde C,, = [Cn,']'ﬁ()kmwj(OU,T;'“-J')]qx,], com 0 < ¢,;; <1 e w};; — 7 quando 7, — 7, para

Li=1..,p
o VLo (Ou®n) = VLo (80.7.)+ VL, p(05.7.) (6, — 0o)'
(6, — 00) Dn(6, — 0)" | (3.19)
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onde D, = [d,-jzokg(&'“-j,f")]px,,‘ com 0 < dij; < 1e0),; — 0 quando 0, — 0o, para

L,1=1,...,p.

De (3.18), dos Lemas 3.1.1 (iii) e 3.2.1 (ii), segue que, para k € {1,...,p}:

\/7_120;;(00» ';rn) - \/7720;;(00-10) - erk\/ﬁ(%n - 7[_0)! 'q_k’ 0 3 (320)
onde Y, =5 —1‘(92{”0, sendo ]é?

a k-ésima fila da matriz 10 .
‘7(0 O|7r0
Sejam Y, e V, matrizes com k-ésima linha Y,, e V,,, respectivamente. Enao, de

(3.19), dos Lemas 3.1.4 (ii) e 3.2.1 (i), segue que, para k € {1,...,p}:

\/ﬁzﬂk(5711*71) - \/ﬁzok(go-i‘u) - an;\/ﬁ(én - 00)1 3’ 0 3 (321)

onde V, =5 —](k), sendo I a k-ésima fila da matriz 10 .
00 00 0

De (3.20) segue (i), de (3.21) (ii), e (iii) segue de (i) e (ii).

[sso prova o lema. 0
A seguir enunciamos e provamos o resultado principal desta secao.

Teorema 3.2.6 Seja  (Xi,...,X,) wma amostra aleatoria da  distribuigdo
Fo, wy € F, com F satisfazendo as condigoes de regularidade (C1) - (C5), e &, =

J

T (X1, ..., X)) wm estimador fortemente consistente de w0, tal que

VI(Lg(Bo, o), Fu — T0) B W = (W, W) ~ Ny (0, 5) (3.22)

_( En I,
onde ¥ = ( Sy )

Seja (5,,),121, tal que 0, % 0o ¢, com probabilidade 1, Zo(é,l,i’n) = 0, para n sufici-

entemente grande. Fntao, temos:

\/H(OH - 00’*” — 7o) '2’ V ~ /\rp+q(0p+q« E') ) (323)
-1 -1 . i »
onde ¥ = 100 * ]90 ]00.7['0 222 ]00.71'0 100 _]00 10().7['0 E22
‘ _22211 ~1 S'Z‘Z ;
00,7“0 90
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Prova: Pelas propriedades das sequéncias (5,1),12] e (Tn)n>1 segue, do Lema 3.2.5 (iii)

que:
Vl[Lg(bo,mo) + (T — 7o) Yi] + V/u(Bs — 00) VL 25 04, (3.24)
onde Y! 5 -]‘00% e V{25 —Iéo = =lg..

Logo, segue de (3.24), de (3.23) e do teorema de Slutsky que

\/E(En - 00a i-n - TO)

¢é assintoticamente equivalente a

— v -1 = t =1 2
U, = \/7_L(£0(90,7r0)100 — (7, — Wo)leo,ﬂo]% s Ty — o) -
Assim, basta determinar a distribuigao assintética de U,,. Para isto usamos o teorema de
Cramér Wold.

Vt = (t1,t2) € IR”T, segue de (3.23) e do Lema 3.2.2 que:

tU! = tlléolﬁZb(Bo,rp)+(—t11“]00m0+t2)\/ﬁ(7?n—7ro)_‘

0 =

— t1]501Wi + (—t] 10—01100’7'.0 + tz)Wé ~ N(0,0'*) y

onde:

o = tlfaolloo(tlféol)t + (_tljﬁ_:]oo,ﬂo + tz)gn(—ﬁ]a—: ]oo.ﬂ‘o + t5)"
_ -1 -1 = —1
- tl(lgg + ]00 100.7['0 E22[100,7!'0 1001)t§ N tl(jao 100;7"0 222)t.t2
—t2(2221tgo‘m Ig_ol)t; + t9 a0t
= (tlat'l)z*(tlat?)t
= tI*t'.
Isto é, temos que Vt € IRP*™7,
tUL S N0, t57t) .
Portanto, U, A Mool Opigs 2]
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Isto prova o teorema. o

Depois deste teorema podemos enunciar condigoes sob as quais o estimador de pseudo
maxima verossimilhanga, #,, tem uma distribuicio assintética normal, isto é, temos o

seguinte corolario:

Corolério 3.2.7 Consideremos as hipdteses do Teorema 3.2.6. Assumamos também que
para cada n € IN,, a equagao 20(0,1?,,) = 0, vista como fung¢do de 0, tem uma dnica raiz.
FEntdo, se Tan = @"(?rn) € o estimador de pseudo mdrima verossimilhanga associado a 7y,
temos que:

Vit(Bn = 00, — 70) B V = (V1, V3) ~ Nyyo(0pig, &) (3.25)
onde £~ € como no Teorema 3.2.6.
Em particular,
V(0 = 80) D Vi ~ N,(0,55,) (3.26)

onde 2;1 = 10_01 + 19_01100.”'02221&0.7?0[50] .

Prova: Decorre do Corolario 3.1.9 e do Teorema 3.2.6. 0
Observagao 3.2.8 Como no caso uniparamétrico (ver Observagio 2.2.7), quando IT =
{mo}, com =g conhecido, os resultados dos Teoremas 3.1.8 e 3.2.6 se reduzem aos

resultados usuais onde todos os parametros sio estimados pelo método de maxima veros-

similhanga.
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Capitulo 4

Aplicagao — Convolucao de
distribuicoes discretas

Neste capitulo, apresentamos uma aplicagao do método de pseudo maxima verossimi-

lhanga a um modelo de convolugao discreto, desenvolvido por Gong e Samaniego (1978).

4.1 Modelos de convolugao com ruido

Seja X uma variavel aleatoria igual a soma de duas variaveis independentes Y e Z. Entao,
a distribuicao de X, Fy, é a convolugao das distribuigdes de Y e Z, que denotamos por
Fy e Fz, respectivamente, e pode ser vista como um modelo para sinais com ruido.

Existem muitas situagoes onde ruido esta presente. Por exemplo, dados obtidos por um
contador Geiger podem ser vistos como ocorréncias devidas & presenca de uma substancia
radioativa e ocorréncias devidas ao ruido ou estatica.

Problemas de estimagao para distribuigées de sinais com ruido tem sido examinados
por varios autores. Dentre outros, Gaffey (1959) construiu um estimador consistente
para a distribuicio de um componente de convolugao continua sob a suposicao de que a
distribuigao correspondente ao ruido seja conhecida. Sclove e Van Ryzin (1969) obtem
estimadores pelo método de momentos e deduzem as suas correspondentes variadncias
assintoticas, para uma variedade de distribuicoes multiparamétricas de sinais com ruido.

Devido a natureza inconveniente da fungao de verossimilhanca para estes modelo, a
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estimagao por maxima verossimilhanga para estes modelos tem encontrado resisténcia
substancial. No entanto, tem havido algum progresso em problemas uniparamétricos.

Por exemplo, Samaniego (1976) prova o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1 Seja X uma varidvel aleatoria assumindo valores inteiros nao negativos,
cuja distribui¢ao estd indexada por wm parametro positivo 0. Se a fung¢do de probabilidade

de X, Py, ¢ diferenciavel em relacao a 0, entao

0
Vn, V0, 0—0]’0(,\’ =n)=FP(X=n-1)—Py(X =n),
se, € somente se, a distribuicao de X ¢ a convolugao de uma distribuicao de Poisson com

parametro 0 ¢ a distribuicao de uma varidvel aleatoria, assumindo valores inteiros ndo

negativos e que independe de 0.
Do teorema precedente segue o seguinte resultado:

Corolario 4.1.2 Sejam Y e Z duas varidveis aleatorias independentes, com distribuicées
Fy e Fz, respectivamente, sendo Fy uma distribuicao de Poisson com parametro 0 e Z
assumindo valores inteiros nao negativos. Seja X com distribuicao Fy igual a convolugao
entre Fy ¢ Fz. FEntao, se Xy,...,X,, € uma amostra aleatoria da distribui¢cao Fx, a
equagao de verossimilhanga %Zn(/\’l ooy X3 0) =0, pode ser escrita como

n Pg(XJ' = :E,‘_l)
=1 Po(X; = ay)

J

=n, (4.1)

onde x = (z1,...,&,) € 0 vetor de observacoes.

Do corolario anterior segue que o comportamento das razoes dos quocientes de proba-

bilidades tais como
Po(X = a)

Po(X =1)° (42

para a < b, é relevante para o problema de estimacao.
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A propriedade da razao paramétrica monétona decrescente (RPMD) é definida em
Samaniego (1976), significando que as razoes da forma (4.2) sio decrescentes.

Para distribuicoes de Poisson com RPMD a equagao de verossimilhanca (4.1) tem
como maximo uma solugao; e o estimador de maxima verossimilhanca pode ser encontrado
numericamente.

Entre os modelos que tém a propriedade RPMD est4 a convolugio Poisson-binomial,
a qual denotamos por P(0) * B(N, ), com 7 conhecido. Resultados para o dltimo mo-
delo, com ambos os parametros conhecidos sao obtidos em Gong e Samaniego (1978); e
resultados similares para convolugoes de distribuicoes binomial sao obtidas em Samani-

ego (1977). Distribuigoes de convolugao de Pascal sao estudadas em Gong e Samaniego

(1978).

4.2 Estimagao por pseudo mdxima verossimilhanca

no modelo P(0) « B(N, )

Em muitas situagoes nas quais um modelo de convolugio ¢ adequado, existe um parametro
de interesse particular, os outros podendo ser considerados como parametros de incémodo
(“nuisance”). Nestes casos, quando os parametros de incémodo sao substituidos por
estimadores consistentes (sao obtidos com facilidade), entio os estimadores de pseudo
maéxima verossimilhanga sio também facilmente obtidos. A convolugao P(0) * B(N, ) é
um bom exemplo de um problema no qual a estimagao por maxima verossimilhanca de
(0,7) é muito complicada, mas a estimacio por pseudo maxima verossimilhanga de um

ou outro parametro é facilmente implementada.

4.2.1 “Regularidade” dos modelos de sinais com ruido

Gong e Samaniego (1978) demonstram que o modelo de convolucio com sinais tendo

uma distribuigao de Poisson e ruido com distribui¢ao normal, satisfaz as condigoes de



regularidade sob as quais foi desenvolvida a teoria assintdtica do estimador de maxima
verossimilhanga; e estabelecem que outros trés modelos sao regulares: sinais com distri-
buigao de Poisson e ruido com distribuicao binomial, sinais com distribui¢ao binomial e
ruido com distribuicao de Poisson ou normal.

Supondo satisfeitas as condi¢oes de regularidade. aplicaremos a teoria desenvolvida no
Capitulo 2, para o modelo de convolucao com sinais tendo distribuicao de Poisson e ruido
com distribuigao binomial. Antes apresentamos algumas notacoes que serao usadas até o
final do capitulo.

Xiy..., X, serd uma amostra aleatériade X = Y+Z, comY e Z independentes, tendo
Y uma distribui¢ao de Poisson com parametro 0. desconhecido, e Z com distribuicio
binomial de parametros N, conhecido, e 7, desconhecido, ou seja, Y ~ P(by), Z ~
B(N,mo) e X ~ P(bg) * B(N,n). Consideramos 0, como parametro de interesse e
como de incomodo.

Como no Capitulo 2:

. 1 n 8

L(0o,m0) = — > = In f(X;|00, m0)
n 1‘2 00 d

— 0 —

£0(90,7r0) = 8751;(90,770) s

onde f(:|0o, 7o) é a fungao de probabilidade de X.
Além disso, consideramos também que 7, = Tn(X1,...,X,) é um estimador de 7
obtido pelo método dos momentos.

Por ultimo,

n -

. 1 n
s s 2 .o
X,=—-3X; e 82=L13x,
n 4
i=1
A seguir, apresentamos alguns resultados relacionados com a estimagao por pseudo

maxima verossimilhanga do pardmetro 6, no modelo de convolugio P(0)* B(N,).

Lema 4.2.1 7, ¢ fortemente consistente ¢, com probabilidade 1, para n suficientemente
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grande, temos que:

o = [(Xu = S3)/N)'2
Prova: Pela definigao de X, temos que
E(X) =0+ N (4.3)
E(X?) =0, + Nmo(1 — 7o) + (6o + Nmo)? . (4.4)
Assim, pelo método dos momentos, temos que o estimador de 7y é
= (X = S3)/N)2 (4.5)

se X, — 52

n

> 0.

Por outro lado, pela lei forte dos grandes nimeros de Kolmogorov, temos que

O lema decorre de (4.5) e (4.6).
Lema 4.2.2 Seja V wma varidvel aleatoria assumindo valores inteiros ndo negativos,
tendo fungdo de probabiidad fv(-|0), 0 € IRy, com a propriedade RPMD. Seja W uma

varidvel aleatdria com distribui¢io B(1,m), com m conhecido, ¢ independente de V. Entao,

U=V +W tem fungio de probabilidade fy;(-|0) com a propriedade RPMD.
Prova: Para todo z € IN:
fulz]d) = Pp(U = z)
= P(W=0)P(V=2x)+P(W=1)Py(V=2-1)

= (I =m)fv(x/0)+ 7 fv(x —1]0) .

Logo, para a < b,

Jolale)  UmMeld) | sivie-tio

__Jv(b-1]9) fv(b-1]9)
; a (1=m)fv(b]6)
Daqui, segue o lema, pois fv(:]0) tem a propriedade RPMD. 0
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Lema 4.2.3 Para cadam € (0,1), f(:|0,7) tem a propriedade RPMD.

Prova: f(:|0,7) ¢ a fungéo de probabilidade de X = Y +Z, onde Y e Z sao independentes,
Y ~Pl)e Z ~ B(N,n).
Como para todo (z1,z;) € IN X IN e para todo 0 € IR,

fy(21]0) _ 0772y
Iy (22]0) !

5
Entao, fy(-|0) tem a propriedade RPMD. Logo, se N = 1, segue pelo Lema 4.2.3 que

f(:10) = fx(-|0) tem a propriedade RPMD, isto é, o lema vale para N = 1. Por outro
lado, Z = E;V:] Zj, onde as Z; sao independentes e com distribuigao B(1,7),5 = 1,..., N.

Portanto, usando indugao e o Lema 4.2.2, prova-se o lema. o

Lema 4.2.4 Para todo x € IN ¢ todo (0,7 ) € IRy x (0,1),
S5 0,7) = (o = 11057)  f(al0, )
59/ (@0, m) = [(a ) — f(z|0,7)

onde f(—1|0,7) := 0.

Prova: f(:|0, ) é a fungao de probabilidade da distribuigao de convolugao P(8)*B(N, ).
Entao, Ve € INe 0 € (0,1):

f(z]0,7) = zj: (g) V(1 — )N Y007 [(2 — y)! |

onde a, = min{z, N}.
Gl = 3 (Ve - wftrete - ot -y
0

Az—)

3 ¥ (jyv)vry(l — )NV (o 1 — )l — [(2]0, )
y=0
= flz—1{0,7) = f(z|0,7) ,
onde definimos f(—1]0,7) = 0.

Isso prova o lema. O
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Lema 4.2.5 Para cadam € (0,1) e n € INy, a equagio Ly(0,7) = 0, vista como fungdo

de 0, tem como mdzimo uma raiz.

Prova: Como Ly(0,7) = rD B 5‘%111 f(X;|0,7), entdo, pelo Lema 4.2.4, a equacao

Ly(0,7) = 0 é equivalente a
—~ (X, —1]0, )
o J(X500,7)

Daqui, pelo Lema 4.2.3, decorre o lema. 0

= . (4.7)

Com os resultados anteriores e supondo satisfeitas as condicoes de regularidade dadas

no Capitulo 2, podemos estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 4.2.6 Seja 0,, = 0,(7,,) o estimador de pseudo mdzima verossimilhanca de 6,

associado a 7, entao 0,, € fortemente consistentc.
Prova: Segue do Lema 4.2.1, do Lema 4.2.5 e do Coroldrio 2.1.7. 0

A seguir apresentamos alguns resultados relacionados com a distribuicao assintdtica

do estimador de pseudo maxima verossimilhanca.

Lema 4.2.7 Sejam p = E(X) e 0? = Var(X), entdo

n

\/ﬁ <Z9(003 WO)aYH_p’»n_IZ(A,j _#)2—02) ':I_)) V:(‘/l VZ) ‘G)NNBo(O’ F)?

Jj=1
onde I' = (I'ij)sxs, com
=1, The=Ty=T13=T5=1,
I'y2 = 0o+ Nmo(1 — 7o)
[ys = '3y = 0y + NT(()(I — 71'0)(1 — 2mq)

[a3 = 0o + 2[00 + N7mo(1 — m)]* + Nmo(1 — mo)[1 — 67mo(1 — 7o) .
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Prova: Como as X;, j = 1,...,n, sao varidveis independentes e identicamente dis-

tribuidas e, além disso, £ [% In f(X10o, ’/T())] =0,E(X,))=pekE [n‘] P (X — w)? ] =

o?. Segue do teorema central do limite multivariado que:

n

vn (29(50,TFQ),Y,I—/L,'II-]Z(A’]'—/L)2—02> £>V:(V1, Va, V3) ~ N5(0,T),

i=1

onde I' = (T';;)3x3, com

1_\ll

Il
MS 1|M8 i M8

. 2
~ Var [ﬁln f(XIHo,ﬂo)]= BT, (Xwo,no)] ~ Iy

a0 a9

8 2
[%ln (:vlﬁo,ﬁo)] f(z|0o, m0)
[.ef(ﬂfl‘go,”c!)} / ()00, m0)

[f(z = 1|60, m0) — f(x]00,m0)]* / f(2|00, 7o) -

8
Il
o

Nesta ultima igualdade usamos o Lema 4.2.5.

Pl?

) 0
[';; = Cov (d—é In f(X0o,70), X)

9
E [Xa—eln f(Xleo,?Fo)]

Z [089 In f(0o, 770)] x f (2|00, 7o)
i": [%f(:zrl@o,?ro)} x

Y1 (x =100, m0) — f(]00,70))

z=0

(a ultima igualdade segue do Lema 4.2.5)

[ee]

Z af(z —1)/00,m0) — Z z f ()00, o)
z=1 =0
(isto ultimo porque f(—1|0p, ) =0 e

Z:vf(;z:|90,7r0) = u € R),

=0
> (&4 1)f ()00, 7o) — Z (2]00,m0) = > f(x]0o,m0) = 1.
=0 =0 =0

48



0
'3 = Tz = Cov (%ln f( X100, m0), (X — /t)2>
r y 0 r
= E [(A —/l)za—ghlf(fﬂgo,ﬂo)J

= Z(T - p) {L) In f(i’3|00,7l'0)] z [(z]0o, mo)

=0 00
— , 0

= LG 1?55 (w160, m0)

= Z(l - #)2 [f(-’" — 116, mo) — f($|90, 7r0)]
z=0

(esta ltima igualdade deve-se ao Lema 4.2.5)

oo [ee]

= Z(m — W) f(x —1)/0o, 1) — Z(:r — )2 f ()00, o)

z=1 =0

(a dltima igualdade segue de f(—1]6y, 7o) = 0 e porque

o

- (x = 1)* ()00, 0) = o* € IRy)

=0

= X—:[(L — 1) + 1 f(x|0, 7o) — o

= (e = 1P f(alboy o) =2 3 (2 — ) (aldo, o)

z=0 =0

+Zf(.’l)|00,7f0) —'0'2 =1,
z=0

Ty = Var(X)=0? = 0p+ Nro(l — o) |
Pag = Cov(X — p, (X — p)?)
= Cov(lY = py] + [Z=pa], [Y =y [* + 2Y — v ](Z — pz) + (2 — pz)?)
= EY —py]* + B[Z — pg)?

= 00+ N7r0(1 = 71'0)(] — 271'0) .

Aqui foi usada a propriedade de bilinearidade da covariancia e o fato que Y e Z sao

independentes, sendo Y ~ P(0) e Z ~ B(N, 7).
F33 = Var(X - ,U)'2

49



= Var([Y = uy]* + 2[Y — uy)[Z — pz) + (2 — uz)?)

= EY = py]' = E*[Y — py]? + 2E)Y — uy P E[Z — pz)?
+E(Z = pz)' — E*[Z — puz)?

= 3N’m5(1 — m)? + Nmo(1 — mo)[1 — 670(1 — m0)] — N?72(1 — mo)?
+2N7o(1 — m0)0o + (00 + 302) — 02

= 2N*m3(1 — mo)? + 2Nmo(1 — 70)0o + 202 + 6,
+Nmo(1 — mo)[1 — 6m0(1 — 7))

= [/\/ﬂ'o(l — 71'()) + 00] + 00+ /\’71'0(1 = 71'() [l =— ()71"0(1 - ’/TQ)] A

Isso prova o lema. 0

Lema 4.2.8

V(Lo(00, 7o), 7tn — mo) > W = (Wy, Wy) ~ Ny(0, %) ,

onde

B 0 3Ty — 20 +Ta3) )

comt = (2Nmo)™" e I'yy, Ty, Ta3 € Ty3 como no Lema 4.2.7.

Prova: Pelo Lema 4.2.1 e o teorema de Slutsky, basta obter a distribuicio limite de

Vi (Zo(b0, mo), [(X = S2)/NJY2 — )
= v/ (9(Zo(00, 70), X, S2) = g(0, 1, 0%)) (4.8)

onde Y(t1,15,t3) € IR, 15 — 15 > 0:
g(tlat'lat(}) == (t], [(tl —_ ia)/]\l]]/Q) ,

sendo ¢ diferenciavel com

' I 0 0
g (b ta, ) = ( 0 (2N)~H(t2 = t3)/ N7 —(2N) (L, — t5)/N]71/2 ) '
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Por outro lado, v/n(Le(0o, o), Xn — pt, S2 — 0?) é assintoticamente equivalente a

vn (Zg(ﬁo,ﬂo) n— T IZ (X; — p)? 2) .
J=1

Portanto, pelo teorema de Slutsky e o Lema 4.2.7:

Vi (Lo(00,m0), X = 1, S% = 07) BV = (Wi, Vo, o) ~ N3(0,T) ,  (4.9)

onde I' = (I'j;)sx3 € como no Lema 4.2.7.

Logo, usando o método delta (Serfling, 1980) junto com (4.8) e (4.9), provamos o

Lema. O

Com os resultados anteriores podemos estabelecer a distribuigao assintdtica do esti-

mador de pseudo maxima verossimilhanga.

~ ~

Teorema 4.2.9 Se 0, = 0,(7,) € o estimador de pseudo mdzima verossimilhan¢a asso-

ciado a T,, entdo:
V(0 = 00) > Z ~ N(0,0?) ,
onde 0% = I; ' + 1(;’212}0,,,0022, com
P 2
190 = [a—o' lll (Xlg(), WQ)]
= Z[f(m — 1100, m0) — f(x|00, 7o) ] / f(z|00, ) (4.10)
z=0
0?
.[90'7[0 = E [m ll] f()\lgo,ﬂ'o)]

= i[f(l' — 1|N, 0, m0) — f(z|N,00,70)][f(z — 1|N — 1,00, m0)

z=0
—f(z|N = 1,00,70)]/ f(x|N, b, 7o) (4.11)
o9y = tz(r'z'z — 2Ty + T's3) (4.12)

com t, I'yg, I'y3 € I's3 como no Lema [.2.8.

Prova: Segue do Lema 4.2.8 e dos Teoremas 4.2.6 e 2.2.5. O
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4.3 Eficiéncia assintética relativa do estimador de
pseudo maxima verossimilhanca no modelo

P(0) « B(N, )

Gong e Samaniego (1978) comparam as variancias assintoticas do estimador de pseudo
maxima verossimilhanca (EPMV) com a correspondente ao estimador de maxima veros-
similhanga (EMV) e ao estimador pelo método dos momentos (EMM), do parametro 0.

As variancias anteriores sao:

Okpmy = I+ Iij?go{[r'zz — 203 + Ias) ; (4.13)
JE?M\" = Iﬂ'o(loojﬂo - 130'7.-0)—1 ) (414)
cgmm = (1= Nt)*Toy + 2Nt(1 — Nt)Ty3 + (Nt)?Ta3 . (4.15)

A dificuldade para comparar diretamente as trés expressoes estd na impossibilidade
de representar as componentes da matriz de informagao de Fisher, Iy,, Ig, -, de maneira

distinta das séries (4.10) e (4.11), respectivamente , e a componente I, de uma maneira

distinta da série

P 2
L, = B [—ln f(XlHO,WO)}
ar

= N? i[f(l' — 1N — 1,00, m0) = f(z|N — 1,00, m0))*/ f(z|N, 00, m0) . (4.16)

=0
Os autores aproximam as informagoes Iy, Ig, -, € I, pela soma dos termos iniciais
das séries (4.10), (4.11) e (4.16), desenvolvendo também limites para os erros Eyq, Eqs e
E,,, de tals aproximagoes.
Para o erro Eyy, na aproximagao de (4.10): notemos que g(z) = Hz=1IN.Oim) ¢ Jecres-
1, : &40 mos que gl F(=IN6,m) ;
cente em , pois procedendo como no Lema 4.2.4, podemos verificar que f(-|N, 0, 7) tem

a propriedade RPMD para N e 0 fixados arbitrariamente. Entao, segue do Lema 4.2.5

que ¢g(x) = g(x) — 1 também é decrescente em 7. Logo, se x > 1, com L > N + 0, temos

<t
(8N



que:

|#e(x)] < max {|ge(x|N,0,0)],|6(z|N,0,1)]}

- e — 0] |x — N — 0|
I R

r =10
0

Portanto, temos para o erro £y, que

L
Evw = g, — Y ¢5(x|N, 00, m) f(z|N, 0o, m0)
=0

- Z gf)g(;l:)f(n:“\’ﬂ”.ﬁo)

x=L+1
< % (50> J(2]N. 00, 7o)
z=L+1
X—-9\ X fz—8%?
= E( 7 ) —;)(T) flx) (4.17)

Limitantes similares sao estabelecidos para os erros

L
By = Iy ng — Z do(x)dn(2)
=0

L
— 200
Eyy = Ing — ) $2(2) .
=0
Com tais limitantes, aproximaram Ig,, fg,x, € I, com erros E;; menores ou iguais a
1077; e estas aproximagdes foram usadas para calcular a eficiéncia assintética do EPMV

relativa ao EMV e a do EMM relativa ao EPMV. Os valores dos parametros examinados

foram os seguintes:



Para os valores anteriores dos parametros, encontrou-se:

0,57288 < EAR(EPMV/EMV) < 1 :

0,42712 < EAR(EMM/EPMV) < 1 .

Destes calculos, pode-se conjeturar que este estimador de pseudo maxima verossimi-
lhanga de 6y ¢ uniformemente assintoticamente mais eficiente do que o estimado pelo

método dos momentos.
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