
����������
���	

��


�������������������������

���������������

��� �!"
#��$
��%���%
#&	�

���������������������

��

����������������'�������(��'�

��


)����������������������*��

����

�+���,�����-,���

��

�.�����������(��-,�

��%&�	%-,�/0%1
*�&23�����*&*4�*10&

��1%/*&	�������5)���)��%
%/��+�
5&�1/%

�"�&/*%�&�%&6��&23��	%�*%�*1&��&


����&"*����%0%6%"�&7�1��51/&/0%1�����'��8

�3���&"9��:";<��� %�;==>

ESTIMAÇÃO POR PSEUDO MÁXIlvIA 

VEROSSIMILHANÇA 

José J ulio Flores Delgado 

DISSERTA~:ÃO APRESENTADA 

AO 

INSTITUTO DE MATEMÁTICA E ESTATÍSTICA 

DA 

UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO 

PARA 

OBTENÇÃO DO GRAU 

DE 

MESTRE EM ESTATÍSTICA 

Área <l <" Concentração: Estatística 

Orien ta<lor: Prof. Dr. Heleno Bolfarine 

Durante a elaboração <leste trabalho o autor recebeu apoio financeiro do CNPq. 

- São Pau!CJ , julho de 199.1 -



���������	
��	�����	������

�����	 �	��	��	�	��	�	�	�	���	 ��

���	��
���	�����
���	�	������	����

��	����������	��������	���������	

�������	
��	 ���!	"����	#����	$�����

	�
������	
��	��������	%�������� 

&��	�����'	������	())*

+	����	����������

,	���� 	$� 	-���	+��������	./���������0	1	���	1	�1"&�

	���� 	$2  	 ���!	3�����	4��	1	���	1	� "&�

,	����� 	$�� 	+��� �5	����	1	��1	�"#6 " 

Banca examinadora: 

Estimação por Pseudo Máxima 

Verossimilhança 

Este exemplar corresponde à redação final 

da dissertaç.ão devidamente corrigida e 

defendida por .José J ulio Flores Delgado 

e aprova,da pela comissão julgadora. 

São Paulo , agosto 1995. 

• Prof. Dr. Heleno Bolfarine (Orientador) - IME - USP 

• Prof. Dr. .José Galvão Leite - IME - USP 

• Prof!!.. Dr!!.. Beatriz Mendes - IM- UFRJ. 



����������	
��

���
����
������������������������������
������������������������������������������������

������������������������	��	
���������	���
������������������	������
������
����

����������������������������
���	�
�
�
����������������������� !"�
�#����$	���������
%�
&'������'� ��()�* $% ������������
�	���������	���	�������
������������������+����
��	+���������������,�����

������
���	����������������������	
�������� �����-���	��.������	���������/����	
�
����	
���������	
�������������0��
����������
��1�����
�����

������
��
���2����� �����3������������
�	���������	�����	����������������
�

�����+������������������
������������
4���

�����
5�������	����%+���
��������
�������������������6��������	
������������������

����

�������������������������	�
�
�
����	������
�������������������3���7���8����	��� 2�������

9��6��-2��
�	��:��������:��	�	���� ����������	���
���������������

���#��
���������/����	
������
��������
��
��������

 �������6����������������������������;	

<��=��	=�	
���������������	��	�����	�����������������	�������	���������	���������������
����������

Agradecimentos 

São muitas as pessoas às quais eu gostaria. de agradecer, professores, colegas e amigos 
pela sua colaboração e incentivo, que nos tornou possível alcançar este objetivo . 

Agradeço aos professores deste Instituto, assim, como aos da Pontificia Universidad 
Católica dei Perú (PUCP), pela oportunidade, confiança e estímulo de poder melhorar 
minha formação acadêmica. 

Sou grato em especial ao meu orienta.dor, o Prof. Heleno Bolfarine, pela excelente 
orientação durante o curso de Mestrado e desta Dissertação. 

Sou grato também ao Prof. Galvão pela atenção dispensada na elaboração deste 
trabalho e pelas suas críticas e sugestões . 

Aos amigos Ana e Christiam por todo o apoio e amizade durante o período do mes
trado. 

Aos colegas e amigos do Instituto, em particular, aos amigos Gladys, Viviana, Péricles, 
Luiz, Héliton, Regina e Reinaldo. Pelo companherismo, obrigado . 

Ao Walter pela excelente digitação deste trabalho. 

Pela amizade, aos amigos Alfredo e lván. 

Finalmente, pelo apoio incondicional, agradeço aos meus irmãos e, em especial, aos 
meus pais. 



������

����	
	�������������������������	��	�������	��		��������	�	������	����������

�����������������	����������������������������������	�������������	����������

��	����������	���������������	������� �����������	��������	�	�����!�"��������� ��

� ������������������	��������	�	�����!

#���$��	������	��������� ������������� ������������������	��������	�	������

�	����	���%���������������&�	�����!�'������������	�(�����������	��������	������

���	�������������� ���������
��������������	������������	����	�����������	�!

�������

)�����	
*����	���	�����	�	�%����	������	+��	�&�������	�����	��������	����,	�����	����

�����������	��������������	�����	%�	����
����	��	������	���	��������������,�		�������

�-�����	�	���
�.	./�.	.������	��������!�#����
��������	���������������
�.&��������	�����

�	+��	��������	���	��!

)������&�����
��	��,��+�	������	����������������	����
����������	�������	+��	��������	�

���	�������	������������
�	�������&���	��!�0���	�������	�	����������,��	����������	�����

���	�����1��	�������������������%�1�����	����������1������	���1������!

Resumo 

As dificuldades na obtenção das estimativas de máxima verossimilhança em problemas 

com parâmetros "nuisance" tem levado ao estudo de procedimentos de estimação alter

nativos, os quais têm o espírito do método de máxima verossimilhança. Um destes é o 

método de pseudo máxima verossimilhança. 

O objetivo ela dissertação é apresentar o método de pseudo máxima verossimilhança e 

discutir algumas elas suas propriedades . Estudamos condições sob as quais os estimadores 

obtidos por este método são fortemente consistentes e assintoticamente normais . 

Abstract 

The difficulties in obtaining maximum likelihood estimates in problems with nuisance 

parameters, has lecl to the investigation of alternative estimation procedures which have 

the spirit of likelihoocl proceclures. One of these, is tbe methocl of pseudo rnaxirnurn 

likelihood estimation. 

The purpose of this work is to present the methocl of pseudo maximum likelihood esti

mation anel discuss some of its properties. We give conclitions under which the estirnators 

clerived by this method are strongly consistent anel asymptotically normal. 
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Introdução

Esta monografia está baseada no artigo "Pseudo n)axinlun} likelihood estimation: theory

and applications", de Gaio Gong e Francisco .J. Samaniego, publicado na revista 7'Ac

.47t7}a/s o/ .Star stics, vo1. !) (1981), 861--869.

Em problen)as de estio)ação iia presença de parâmetros "nuisance", a aplicação do

método de nláxinia verossimilhança ])ode ser inviável. Unl dos procedimentos alternativos

para este tipo de problema e que conserva o espírito do método anterior, é o de pseudo

máxima verossinlilllança.

Basicamente, o método desenvolvido neste traballlo consiste na substituição dos pa

râmetros "nuisance" por estio)odores consistentes e na solução do sistema de equações de

verossimilhança correspondentes aos paiânletros de interesse.

Para o caso de uin parâmetro de interesse, 0, e un] outro "nuisance", r, Gong e

Samaniego inostranl, usando um estinlador â,., fracamente consistente de a que, sob certas

condições de regularidade, o esticador de pseudo máxin)a verossiinilhança é fracamente

consistente e assintoticamente normal.

No presente texto, generalizamos os resultados adn)a mencionados, considerando po

rém estimadores fortemente consistentes dos parâmetros "nuisance". Como resultado,

temos que o estai-nador de pseudo nláxinla verossinailllança é fortemente consistente. Te-

mos tainbénl simplificações na maioria das demonstrações que apresentamos.

Incorporalnos, ainda, o resultado apresentado por Parke na revista mencionada acima,

yo1. 14 (1985), 355 357, o qual estabelece que, sob c.ermas condições de regularidade, se o

l

Introdução 

Esta monografia está baseada no artigo "Pseudo maximum likelibood estimation: theory 

and applicat ions", de Gail Gong e Francisco .J. Samaniego, publicado na revista Th e 

Annals of Statistics, vol. 9 (1981), 861-869. 

Em problemas de estimação na presença de parâmetros ' nuisance", a aplicação do 

método de máxima verossimilhança pode ser inviável. Um dos procedimentos alternativos 

para este tipo de problema e que conserva o espírito do método anterior, é o de pseudo 

máxima verossimilhança. 

Basicamente, o método desenvolvido neste trabalho consiste na substituição dos pa

râmetros "nuisance" por estimadores consistentes e na soluç.ão do sistema de equações de 

verossimilhança correspondentes aos parâmetros de interesse. 

Para o caso de um parâmetro de interesse, 0, e um outro "nuisance", 7r, Gong e 

Samaniego mostram, usando um estimador 11'n, fracamente consistente de 7r que, sob certas 

condições de regularidade, o estimador de pseudo máxima verossimilhança é fracamente 

consistente e assintoticamente normal. 

No presente texto, generalizamos os resultados acima mencionados, considerando po

rém estimadores fortemente consistentes dos parâmetros "nuisance". Como resultado, 

temos que o estimador de pseudo máxima verossimilhança é fortemente consistente. Te

mos também simplificaç.ões na maioria. das demonstrações que apresentamos. 

Incorporamos , ainda, o resultado a.presentado por Parke na revista mencionada acima, 

vol. 14 (1985), 355-357, o qual estabelece que sob certas condições ele regularidade, se o 



esbiiiiauur tio paraiileu'u nulsallce a'n, e a lunçao :z-«{a, a',.JUX-«{U,a'nJ e o iogantillo Qa

função de verossimilliança com 7r,. substituído por â.)':possuem distribuição assintótica

normal bivariada, então a covariância assintótica entre ambos é nula. Implicações deste

resultado são consideradas no texto.

No Capítulo 1, fazem)os unia descriç

pies para ilustrar o método.

O Capítulo 2 trata o caso uniparan)

de interesse e un] outro "nuisance"

No Capítulo 3, generalizados a teoria desenvolvida no Capítulo 2, para o caso multa

paramétrico, isto é, podemos ter mais de um parâmetro de interesse e também mais de

um parâmetro "nuísance"

No Capítulo 4, apresentei

Grelo.

ão do problema e apresentamos um exemplo siml

quando temos apenas um parâmetroétrico,isto é l

nos aplicações do n)étodo a um modelo de convolução dis

estimador do parâmetro "nuisance" irn , e a funç.âo ~l11 (0, ri 11 t l 11 (0, ir11 ) é o logaritmo da 

função de verossimilhança com 7l'n substituído por iru) 'possuem distribuição assintótica 

normal bivariada, então a covariância assintótica entre ambos é nula. Implicações deste 

resultado sã.o consideradas no texto. 

No Capítulo 1, fazemos uma descriç.ão elo problema e apresentamos um exemplo sim

ples para ilustrar o método. 

O Capítulo 2 trata o caso uniparamétrico , isto é quando temos apenas um parâmetro 

de interesse e um outro "nuisance". 

No Capítulo 3, generalizamos a teor ia desenvolvida no Capítulo 2, para o caso multi

paramétrico , isto é, podemos ter mais de um parâmetro de interesse e também mais de 

um parâmetro nuisance" . 

No Capítulo 4, apresentamos aplicações do método a um modelo de convolução dis

creto. 

:2 



Capítulo l

Descrição do problema

1.1 O problema

O método de nláxinla verossimilllaiiça é un] dos mais conhecidos e utilizados na estitnação

dos parâmetros de um n)odeio estatístico. Crainél (]946) define o caso "regular", no qual

as equações de verossimilhança tem uma raiz fortemente consistente e assintoticamente

eficiente e nornlalnlente distribuída. No entanto, este método tem mostrado algumas difi-

culdades que tornam inviável sua aplicação em algumas situações particulares. Por exenl-

plo9 quando os estinladores de máxima verossimilhança não têm uma fórmula explícita

e tem-se que usar alguns método computacional para obter estimativas, pode ocorrer o

problema de uma convergência muito lenta. Outra dificuldade tem ocorrido na estimação

com presença de parâmetros "nuisance" . Isto ten) originado o estudo de procedimentos de

estimação alternativos, que conservam o espírito do método de nláxiina verossimilhança.

Dentre outros, temos, por exemplo, o método da verossimilhança parcial introduzido e

estudado por Cox (1975).

Uma revisão compreenssível da literatura existente sobre estimação na presença de

parâmetros "nuisance" é feita por Bmsu (1977). As abordagens para estimação com

parâmetros "nuisance" temi-se centralizado na eliminação de ])arâinetios "nuisance" u

sendo condicionamento ou redução dos dados. Estas abordagens nen] sempre podem ser

aplicadas eil] problen[as práticos de in[poitância. Por exemplo, en] alguns modelos de

:3

Capítulo 1 

Descrição do problema 

1.1 O problema 

O método de máxim a verossimilhan ça é um dos mais conhecidos e utilizados na est imação 

dos parâmetros de um modelo estatístico. Cramér ( 1946 ) define o caso "regular", no qual 

as equações de verossimilhança tem um a raiz fortemente consistente e assintoticamente 

eficiente e normalmente distribuídéL. No enta nto, este método tem mostrado algumas difi

culdades que tornam inviável sua aplicação em algumas situações particulares. Por exem

plo, quando os estimadores de máxima verossimilhança não têm uma fórmula explícita 

e tem-se que usar algum método computacional para obter estimativas, pode ocorrer o 

problema de uma convergência muito lenta. Outra dificuldade tem ocorrido na estimação 

com presença de parâmetros "nuisance" . Isto tem originado o estudo de procedimentos de 

estimação alternativos, que conservam o espírito do método de máxima verossimilhança. 

Dentre outros , temos, por exemplo , o método da verossimilhança parcial introduzido e 

estudado por Cox ( 197 5) . 

Uma revisão compreenssível da literatura ex istente sobre estimação na presença de 

parâmetros "nuisance" é feita por Basu ( 1977) . As a bordagens para es timação com 

parâmetros '' nui sance" tem-se centralizado na elimin ação de parâmetros "nuisance" u

sando condicionamento ou reduç.ão dos dados. Estas abordagens nem sempre podem ser 

aplicadas em problemas prá ticos de importância. Por exemplo , em alguns modelos de 



convolução, colho os que serão tratados no Capítulo 4, as abordagens mencionadas an-

teriormente falham. Esta é, precisamente, a característica destes illodelos, que levaram

os autores à abordagem desenvolvida aqui. No entanto, existem, na literatura, outras

aplicações desta abordagem como, ])or exemplo, Chuang e Cox (1985), que utilizam este

método para estimar os parâmetros da distribuição de Dirichlet.

Em geral, a estimação por pseudo nláxinla verossinlilhança consiste em substituir todos

os parâmetros "nuisance" de un] modelo por estimadores consistentes e resolver o sistema

reduzido de equações de verossimilllança con'es])ondentes aos parâmetros de interesse.

1.2 Um exemplo simples

Para ilustram' o método de pseudo-nláxin)a vei'ossimilhança de un)a maneira simples, con

sideremos o problema de estimação dos paiânletros a e /3 de unia distribuição gama.

Seja (XI , . . . , X«) uma an)ostra aleatória de unia distribuição gama com parâmetros

cv e P, isto é, un)a distribuição cuja função de densidade é dada por

l.a-- \ e- =lÍS

/('l#, '-) - =i;i.;i:j»=-- , « > o; a,/3 > o.

illlança correspondente é

,C«(#, a) '- e- E;':- x,/Í'li'(a)I'"P'"

A função de velossinl

lJ

e, assin'l:

logo«(#,a)(a l)>:1«Xj -P''>ll:Xj -«l«I'(a) -nal«P
.j=i .j=l

Logo, se â,. e #,. são os estinladores de máxima verossimilliança, então satisfazem as

g:ulntes eauacoes

"",-"'', «,lil*.i" ':l:.
i3.: li-..

( 1 .1 )

(1.2)

4

convolução, como os que serão tratados no Capítulo 4, as abordagens mencionadas an

teriormente falham. Esta é, precisamente, a característica destes modelos, que levaram 

os autores ~L abordagem desenvo lvida aqui. No entanto, existem, na literatura, outras 

aplicações desta abordagem como, por exemplo, Chuang e Cox ( 1985), que utilizam este 

método para estimar os parâmetros da distribuição de Dirichlet. 

Em geral, a estimação por pseudo máxima verossimilhança consiste em substituir todos 

os parâmetros "nuisance" de um modelo por estimadores consistentes e resolver o sistema 

reduzido de equaç.ões de verossimilhança correspondentes aos parâmetros ele interesse. 

1.2 Um exemplo simples 

Para ilustrar o método ele pseudo-máxima verossimilhança ele urna maneira simples, con

sideremos o problema de estimaç.âo dos parâmetros a e {J de uma distribuição gama. 

Seja (X 1 , • .. , X 11 ) uma amostra aleatória de uma distribuição gama com parâmetros 

a e /3, isto é, uma distribuição cuja função de densidade é dada por 

x"'-1 e-x / /3 
f(xl/3, a)= r(a)/3"' ' X > O; a, /3 > o. 

A função de verossimilhança correspondente é 

11 

Ln(/3,a) = II x7-1 e-L;=1XJ //J[r(a)J- 11 j3-11ª 
i=I 

e, assun: 

7l 1l 

log Ln(/3, ex)= (a - 1) L ln xi - 13- 1 L Xj - n ln r(a) - na ln /3 
i=l .i=I 

Logo, se 6 11 e J11 são os estimadores de máxima verossimilhança, então satisfazem as 

seguintes equações: 

( 1.1) 

( 1.2) 

4 



onde V, é a função digama, isto é,

Ú(a) (a)/r(a) (1.3)

Assim, para encontrar estimativas destes parâmetros, devemos resolver numericamente

a equação (1.1 ) e depois calcular /3« a partir da equação (1 .2).

Podemos verificar que a família de distribuições gania pertence ao caso "regular

Assim, â,. e /i,: são fortemente consistentes e assintoticanlente eficientes e liormalment

distribuídos cona

e

«i(õ,: /3,â,. a) '= W (W- , H'',) - JV,(0, J'Ó'.l.)

onde /P.. é a matriz cle informação de Fisher, isto é,

l IÇ7 .;,1=, 1 (1.5)

e

@'(~) -

Propriedades sobre a função @ podem ser encontradas eil} Bownlan e Shenton (1988).

Em particular, para a positivo, aV'(CY) > 1. Portanto, a illatriz de informação de Fisher

/P,., dada em(1.5), é definida positiva e

/ãll*
Ü'(a) -i/P \

\ IÍ3 «l ': l (1.6)

onde Z)P,.. = laÜ'(a) -- ll/#'

Agora, usemos o método' de pseudo máxima verossimilliança para estimar o parâmetro

de interesse /3, cona a sendo "nuisance". Para isto, considerandos ã,. uln estimador forte-

mente consistente do parâmetro a, por exelTlplo, usando o método dos momentos, podemos

considerar:

a,. - xi/.s: (1.7)

5

onde 'ljJ é a função digama, isto é, 

'1/J(a) = r'(a)/f(a) ( 1.3) 

Assim, para encontrar estimativas destes parâmetros, devemos resolver numericamente 

a equação (1.1) e depois calcular J11 a partir da equação (1.2). 

Podemos verificar que a familia de distribuições gama pertence ao caso "regular". 

Assim, ân e J,, são fortemente consistentes e assintoticamente eficientes e normalmente 

distribuídos com 

( 1.4) 

onde l13cr é a matriz de informação de Fisher , isto é, 

( 
a/fP 1//3 ) 

1 /3 ,cr = l / f3 7/J' (o:) ( 1.5) 

e 

Propriedades sobre a função 'ljJ podem ser encontradas em Bowman e Shenton (1988). 

Em particular, para a positivo, rn/;(a) > 1. Portanto , a matriz de informação de Fisher, 

113,cr, dada em (1.5), é definida positiva. e 

1_1 = D_1 ( 7//(a) -1 //3 ) 
/3,cr /3 ,cr -1 / fJ a/ (3'2 ' (1.6) 

onde D/3,cr = [rn//(a)-1] / ,82
. 

Agora, usemos o método· de pseudo máxima verossimilhança para estimar o parâmetro 

de interesse f3, com a sendo "nuisance". Para isto , consideramos ã 11 um estimador forte

mente consistente do parâmetro o:, por exemplo , usa.ndo o método dos momentos, podemos 

considerar: 

- x 2 
/ s·2 

ü.'71 := 7l ' ·· H ' ( 1. 7) 

5 



onde S: = i E;:.(XJ -- T«)'

Então, a«, o estinlador de pseudo nláxinla verossinlilhança de /3, associado a ã., deve

maximizar a ful)ção de verossimilllailça, quando o parâmetro a é substituído por seu

estimador ã,. , isto éS

P« - Wlaox r.(P,ã«) . (1.8)

Assim, para obter /3«, as equações de verossimilhança (1.1 ) e (1.2) se reduzem a

{3,. - x..lõ,. (1.9)

e, daí, segue de (1.7) que

/3,: /À'« . (l.lO)

Neste caso, o estiillador de pseudo n)áxinla. verossimílhailça /3,., coincide com o obtido

pelo método dos nloillentos e, a partir de (l.lO), podemos deduzir as seguintes proprie-

dades

(i) P« é fortemente consistente, isto é, /3,. ;;ia /i, com probabilidade l;

(ii) /3. é assintoticanlente normal e

M(Õ,. /3) B {/ - .N(0, aBÀ.«) , ( 1 .1 1 )

com a},,« (a + l)/a

No entanto, #. não é assintoticanlente eficiente como é #. o estimador de máxima

verossimilhança. Segue de (1.5) e (1.1 1), que a eficiência assintótica relativa de P. com

respeito a /3«, E.AR(/3,:,/i,.), é dada pol

EÁR(#«, /3«l = lad)'(a)l/{3la.Ó'(a) ll(o + l )} (1.12)

Daqui, usando propriedades da funçã.o y; (veja Bownlan e Shenton, 1988), podemos verá

fic.ar que para todo cv positivo, E,4R(/3«, /3«) < â.

6

d S2 _ 1 """ (X· X ) 2 on e 11 - -;;- ~ i=l J - " . 

Então , '/3,., o estimador de pseudo máxima veross imilhança. de /3, associado a ã 11 , deve 

maximizar a fun ç.ào de verossimilhança., quando o parâmetro a, é substituído por seu 

estimador ã" , isto é, 

( 1.8) 

Assim, para obter 'f-;,,, as equações de verossimilhança (1.1) e (1.2) se reduzem a 

( 1.9) 

e, daí, segue de (1.7) que 

- •2 -, 
/3,, = S,J .X" . (1.10) 

Neste caso, o estimador de pseudo máxima verossimilhança 'f-;,,, coincide com o obtido 

pelo método dos momentos e, a pa rtir de (1.10), podemos deduzir as seguintes proprie

dades: 

(i) '/J,, é fort emente consistente, isto é , '/-Jn 
111 00 

/3, com probabilidade 1; 

(ii) '/J11 é assintoticamente normal e 

- V 2 vn( /3,, - fJ) ~ u ~ N(o, (J'PMV) , (1.11) 

com a-iMv = 3/P( a,+ 1 )/ a. 

No entanto, '/311 não é assintoticamente eficiente como é ffi11 o estimador de máxima 

verossimilhança. Segue de ( 1.5) e ( 1.11), que a eficiência assintótica relativa de '/Jn com 

respeito a 'jjn , EAR('/J,,, ffi11 ), é dada por 

EAR('/Jn, f3n) = [m// ( a)]/ { 3[m// (o-) - l ]( o + 1)} (1.12) 

Daqui , usando propriedades da. fun çã.o V' (veja Bowman e Shenton , 1988), podemos veri 

ficar que para todo a, positi vo, EAR( ;3,,, f3n) < l 

6 



Nos capítulos 2 e 3 generalizamos os resultados obtidos neste exemplo, ou seja, mos-

tramos que para famílias de distribuições "regulares", e estimando apropriadamente os

parâmetros "nuisance" , os estimadores de pseudo máxima verossimilhança são fortemente

consistentes e assintoticamente norillalnlente distribuídos. No entanto, como será esta-

belecido, também) a eficiência assintótica deles dependerá da eficiência correspondente

dos estinladores dos parâmetros "nuisance" , en} particular, se eles forem assintoticaillente

eficientes, os estinladores de pseudo máxima verossimilhança tan]lgn] serão.

Nos capítulos 2 e 3 generalizamos os resultados obtidos neste exemplo, ou seja, mos

tramos que para faffil1ias de distribuiç.ões "regulares", e estimando apropriadamente os 

parâmetros "nuisance", os estimadores de pseudo máxima verossimilhança são fortemente 

consistentes e assintoticamente normalmente distribuídos. No entanto, como será esta

belecido, também a eficiência assintótica deles dependerá da eficiência correspondente 

dos estimadores dos parâmetros "nuisance" , em particular , se eles forem assintoticamente 

eficientes, os estimadores de pseudo máxima verossimilhança também serão. 



Capítulo 2

Caso uniparamétrico

Neste capítulo, definimos o estio)adoi de pseudo máxima verossimilhança considerando

dois parâmetros leais, um deles de interesse e o outro de incómodo ("nuisance"); e sob

condições de "regularidade" . piovarenlos suas prol)piedades de c.onsistênc.ia forte e distri-
1...;,;" ne.;..tÁ+;ru «'-.,..,l
B.riXA\-K+v WUU41ZVVUAV«0 ALVA RRRWA'

Primeiratnente apiesentan)os algumas notações que serão usadas ao longo deste capí-

tulo.

Seja .F = {F0,,.}(0,r)eoxn unia família de distribuições biparamétricas definida sobre

o conjunto dos números reais, IR, sendo O e ll dois subconjuntos de IR. Para cada par

(0, a) C O x 11, /(.10, n) denotará a função de densidade (ou de probabilidade) associada

a Fo,«.

Considerarcnlos 0 como parâmetro estrutural (ou de illteiesse) e r como "nuisance

(ou de incómodo).

Se (X- , . . . , X,.) é «) c o x nilha. a.post.ra. a.lea.teria. da. distribtli co«- (0111 l lção h

c,.(x-, . . . . x,.; o, «) xj lo, ,')

>ll: i« /(xj lo, « )

Z:,.la, a') = -:r,.(0, n').
7?.

z:«(o, «')

8

Capítulo 2 

Caso uniparamétrico 

Neste capítulo , definimos o es timador de pseudo máxima verossimilhança considerando 

dois parâ metros reais, um deles el e interesse f' o outro el e in cômodo ( "nuisance" ); e sob 

condições el e "regularidad e", provaremos suas propriedades el e consistência forte e distri 

buição ass in tótica normal. 

Primeiramente apresentamos a lgumas notações que serão usadas ao longo deste capí

tulo. 

Seja :F = { Fo,1r }(o,rr}E0xn urna familia de distribuições biparamétricas definida sobre 

o conjunto dos números reais, IR, sendo 0 e TI dois subconjuntos de IR. Para cada par 

(0,1r) E 0 x TI, J(-l0,1r) denotará a função ele densidade (ou ele probabilidade) associada 

Consideraremos 0 como parâmetro est rutural ( ou el e interesse) e 1r como "nuisance" 

(ou de incômodo). 

e 

Se (X1 , .. . ,X11 ) é uma amostra a leatória da distribuição Fo,tr, com (0,1r) E 0 X TI: 

li 

.C 11 (0, 1r) = .Cn(X1, ... , XH; O, 1r) = ln II J(Xj l0 , 1r) 
j=l 

71 

L ln .f ( Ãj 0, 1r) 
j=l 

8 



Definição 2.0.1 Sda (XI, . . . ,X«) uma amostra a/estória da distribuição Fo., e ã,.

i,.(XI, . . ., À'«) «,n «tim«d.« . 7,«,ám.t« ,. S'.;

õ,.(f«)(x,,...,x«) :àlgz«(x-,...,x.;o,i'.);

dizemos qltc. 0,: é um estintador de pseltdo má:cima uerossimilhaTtça do parâmetro 0.

Segue da de$Tlição al tcrior qltc, se it.: é o c.stilnador de máxima uerossimilhaTtça para

n, então 0,. é também o estilo.apor de Títázimn ucrossimilÍtaTtça para 0.

As colldições de regularidade que consideram)os pala a fanulia .F são as seguintes

(CI) Paracadapar(0,«) € O x rl, .f(.lO,«) temi) como suport'o espaço anlostral ,Y Ç IR

(C2) Paracada/ € .1', temos que para todo pai (a,r) C Oxll estão definidas as seguintes

derivadas parciais:

;l®i«.r(«to, «) , :. t«.f(«lo,«)

ã=@i"/(,lo,«) . ã:@i"/(,lo,«)

(C3) Para cada pai (01,rl) C O x ll existen) intervalos al)ertos 4o. Ç O e B«. Ç ll

contendo 0i e a] , respectivamente, e funções gi, g2 e g3, definidas sobre .Y, tais que

V{ € {1, 2,3}, 0 < /A. gf(=)d:z; < oo e para todo par (0, n ) C O x ll e todo z C .t:

á./'('io,") $ g-(«) ;

ãi./('lo,r) $ g:(*)

ãli'ãÕ/("lo,") $ g;(')

2

2

(C4) Para todo pai (0,a') C O x ll:

' «:: '. - ".,. lá:«.f(*i",«)l «m
9

Definição 2.0.1 Seja (X1 , ... , X 11 ) uma amostra aleatória da distribuição Fo, -rr e 1r,, 

irn(X 1 , ... , X 11 ) um estimador do parâm etro 1f. Se : 

dizemos que 011 é. um estimador de pseudo máxima verossimilhança do parâmetro 0. 

Segue da definição anterior que, se ir., é. o estimador de máxima verossimilhança para 

1r, então 011 é. também o estimador de máxima verossimilhança para 0. 

As condições de regularidade que consideramos para a. fanu1ia F são as seguintes : 

(Cl) Para cada par (0 , 1r) E 0 x D, .f(·\0 , 1r) tem como suportt' o espaç.o amostral ...-Y Ç IR. 

(C2) Para cada :e E ,'\.', temos que para todo par (O. r,) E 0 x D estão defin idas as seguintes 

derivadas parciais: 

83 ô 
803 

ln .f(:r \0, 1r) à1r ln f(:r \0, 7r) , 

ª3 ª3 o1roB2 ln J(x \0, 1r) e Ô1r280 1n .f(x \0, 1r) . 

( C3) Para cada par ( 01 , 1r1 ) E 0 x TI existem intervalos abertos Ao1 Ç 0 e B1r1 Ç TI 

contendo 01 e 1r1 , respectivamente, e funções g1 , 92 e 93 , definidas sobre ..-1', tais que 

Vi E {1, 2,3}, O < fr9i(x)clx < oo e para todo par (0,7r) E 0 x TI e todo x E ...-Y: 

(C4) Para todo par (0,1r) E 0 x TI: 

[ 
é) _ l 2 O< 10 = Eo, r. 

80 
tn J( .\ \0. 1r) < oo 

9 



-«, .: /... - '.,. lé l« .f(Xjo, «'):: l« .f(xlo, «)l .:: m
o«de X -- ./(.lO, «).

e

(C5) Para cada par (01, nl) c o x r], existem funções .A4., .4/2 e À/3. definidas sobre .t',

tais que Vi C {1,2,3}, Eo.,«.IA4i(X)l C ih. e para todo z C Â':

(i) V(0,r) € Áo. x B,. , Úãi«./'(-'10,") $ MI(3)

(ii) v" € B.. , a;la» i«.f(:'lo-,«') $ A/,(«)

(iii) v" c B«. , ã;liããi«./'("lo-,") $ M.(«l
onde 4o. e B«. sào co«,o en] (C3) e X -, ./(.10-, «-).

3

3

Observação 2.0.2 Estas condições sào parte daquelas usadas para provar as proprieda-

des assintóticas do estinlador de illáximzl velossimilhança usual, quando o parâmetro a

ser estimado é un] vedor de duas componentes leais.

2.1 Consistência forte

Nesta seção provainos a, consistência forte do estinlador de pseuclo máxima verossimilhança

o.(í.).
Resultados preliillinaies são apresentados nos lemas seguintes. Sejan} 0o e ao os ver-

dadeiros valores dos parâmetros.

Lema 2.1.1 Sda (XI, . . . ,X«) tília antostr.z a/eató7'ia da dásír Z,?záção Fo.,«. C .F

sob as colldições de regularidade (CI) - (C4), temos:

riJ z (o., ".) - :i E ; i" /(xjla., «.) x!::+ o

ÍÜ) Z«(oo, '''.) - :l :l: ;l;' l« .f(À'jlo., «'.) -fc:' -/,.

Então .

10

e 

[ º ª l -oo < l o ... = Eo ,rr 
80 

ln J(XJ0 , 1r) o1r ln J( X J0 , 1r ) < 00; 

onde X ~ f(,10 , 1r). 

(C5 ) Para cada par (01 ,1r1 ) E 0 x Il , ex istem fun ções M 1 , M2 e M 3 , definidas sobre ,-'\:', 

tais que 'vi E {1 ,2,3}, E0 1 ,7r i[.Mi( X )] E IR+ e para todo x E ,-\': 

(i) \/(0 1r ) E A01 X Brr 1 , 1é:;1 ln f( x l0,1r) I ~ M 1( x); 

1 

[)3 . 1 (ii ) \/1r E B7' 1 , â1rôO2 l11.f (:z: IO1 1r) :S Í\IÍ2(,r); 

1 

ª3 1 (iii) \/1r E B"' 1 , [)7!''lf)
0 

lnf(:t l01 ,r.) :S /vl3 (:r). 

onde A0 1 e B"' 1 sâ.o como em (C3) e X~ J(-IB1,1ri) . 

Observação 2.0.2 Estas condições são p arte daquelas usadas para provar as proprieda

des assintóticas do estimador de máxima verossinulhança usual, quando o parâmetro a 

ser estimado é um vetor el e duas compon entes reais. 

2 .1 Consistência forte 

Nesta seção provamos a consistência fort e do estimador de pseudo máxima verossimi lhança 

Resultados preliminares são apresenta dos nos lemas seguintes. Sejam 00 e 1r0 os ver

dadeiros valores dos parâmetros. 

Lema 2.1.1 S eja (X1 , ... , X,. ) unuL amostra aleatória da distribuição F00 ,"'0 E F. Então, 

sob as condições de regularidade (C:1) - (C4), temos: 

(i) Le(Bo , 7ro) = ~ t aª0 1n f(X.i l0o , 1To) ~ O ; 
n j= l 

1 )l é)'2 
(ii) Lee(Bo, 1ro) = - L •:)02 ln J(X1J00 , 1ro) ~ - 100 

n j= l 0 

10 



riii) .z.,«(o., «.) - :' E ã:ãÕ i" /(xj lo., «.) x::; -.r

Prova: Das condições de legulaiidade ((;3) e ((:4) decorrelil:

'..... li:».r(-*- ".,«al - ' ,
"..,.. l;, :« .f(x. "., «al - -'..,.. lâ '« /(.*-
= --/oo C lll{.-- ,

'..,.. lãl "" /p''- i"., «al

-'..,.. lá i« .r(.*- i"., «aâJ« .f(x- la., «al
= --/o.«. c IR

0 )'no

(2.1)
2

0o,n'o)

(2.2)

(2.3)

Logo, como XI, . . . , X,, são variáveis aleat(5iias independelltes e identicatnente distiibuí-

c[as, então pe]a ]ei forte dos grandes números de ]':o]nlogolov (.Jantes, 1981) e as expressões

«lida, pro"am-se(i),(ii) e(iií). ' n

Lema 2.1.2 Soam (XI, . . . , X«) ?lll a a77?.osf7'a aleztór a da d striZ,?lição Fo.,.. C .F, 0,, =

0,.(X-, . . . , X«) . ã,. . . . , A',.) d.{. «tá,»«'Z''.:.* ./b,''"..«'' ««.í.[e«t« p«« 0.

e vo, respectiuamel tc. Então, para todo f; > 0 e sot) as co?t(lições de regular dado (CI),

(C2) c (C5), tf.mos com probabilidade l quc, para t suficic.l tc.m(.nt( graltde:

ÍÍJ IZooo(0.,i',,)l < EM-(X)+ Ó ;

ÍÍiJ lroo«(0o,#,.)l < EM2(XI) + Õ

r ÍJ l.Zo..(0o,#,.)l < .EMa(X-) + Ó ;

Oltde Mt, Mz e Ms são como na condição de. rcgttlal'idade. (C5)

Prova: Prova de (i): Sejan] ,4o. e B.. colllo na condição de tegulalidade (C5). Então,

como (0o, «o) C ,4o. x B«. e (ÕI., #«) -51S (0o, «o), ;eg--e q"', ""' p-'babilid'cle l , (À., â.) C

1 1

Prova: Das condições de regularidade (C3) e (C4) decorrem: 

E00 ,1r0 [:0
111J(X1JB0,1ro)] =Ü, (2.1) 

E,,,,, [ :;, h1 f( Xi 10,, 1ro) l = -E,,,,, [ :e ln .f(Xil0o, ,,-,i]' 
= -!00 E IlL , (2.2) 

[ ª2 l E00,1ro éhaB ln .f(X1 J0o, 1ro) 

[ ª ª l = -E00 ,1r0 00 
ln .f(X1 J0o , 1ro) âfrln .f(X1 J0o , 1ro) 

= -l00 1r0 E IR. (2.3) 

Logo, como X 1 , ... , Xn são variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuí

das, então pela lei forte dos grandes uúmeros ele l(olmogorov (.James, 1981) e as expressões 

acima, provam-se (i), ~ii) e (iii). D 

Lema 2.1.2 Sejam (X1 , ... , Xn) uma amostra aleatória da distribuição F00 ,1r0 E F, 0n = 

0n(X1, ... , Xn) e irn = irn(X1, ... , Xll) dois estimadores fort em ent e consistentes para 0o 

e 1r0 , respectivamente. Então) para todo ô > O e sob as condições de regularidade {Cl) , 

{C2) e {C5) } temos com probabilidade 1 q11, c1 para n suficientemente grande: 

onde M 1 , M2 e M 3 são como na condição de regularidade {C5). 

Prova: Prova de (i): Sej am A00 e B1rO corno na condição de regularidade (C5). Então, 

como (0o, 1ro) E A00 x B1r0 e (0n , i,i) ~ (0o, 1ro) , segue que, com probabilidade 1, (0n, irn) E 
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Aoo x o«o para 7& sullclenLenlent,e grande; asslln, usam(to a condição (te regularidade (çb)

(i), temos con) probabilidade l que, pala 1} suficientemente grande:

;- E ;i i« .f(x, l&,., i',J

$ ;E giãl«.r(x,iÕI.,í,o
1 7t

$ :' >: M- (Xj)

Por outro lado, como as variáveis À'l, . . . ,X,. são independentes e identicameilte dis-

tribuídas e, pela condição de regularidade (C.5), EA/i(Xi) C ah-, segue da lei forte dos

grandes números de l<olmogoiov (lue ' E,':. A4ilÀ'.Í) -!!:=' Ei\4.(XI); assim, para ó > 0,

temos com ])robabilidade l que, para ll suficientemente grande:

; >: Mt(X.j) < EM-(Xi) + Ó

A prova de(i) segue de(2.4) e(2.5).

De maneira análoga podemos provou (ii) e (iii).

lJ

lJ

l,c«,(o,., í.) l

(2.4)

(2.5)

D

Vejamos agora que o Lema 2.1.1 ainda continua valendo se em (i), (ii) ou (iii) substi

tuirmos a'o por fn, qualquer estinlador fortemente consistente de a'o. Mais precisamente

Lema 2.1.3 .$da777 (XI,... ,X«) wlna amosfrz a/catória da distrbu ção FÓ.,«. € / c

â« = â.(X-, . . . , X.) «m «tim«do,.»,'.m.«'' c.«.{.[e«t. d. «.. E«tão, «Z, « c.«dÍçõ«

de regularidade (CI) - (C5), temos:

r!) Z (0o, #«) - :. êl: ;i l« .r(Xjj0o, Í,.) =S 0

rÍi2 .[op(0o, #«) = :' >1: á; ]« ./'(Xj l0o, #,.) =:3 -/..

1 .!.. Õ'z
Íi !) Zo«(0o, #«) :É'm l« ./'(Xj a., â',.) SS -/o..,.

lJ

12

A00 X B1r0 para n suficientemente grande; assim, usando a condição de regularidade ( C5) 

- (i), temos com probabilidade 1 que, para n suficientemente grande: 

I.Cooo(0,., irn)I 

(2.4) 

Por outro lado , corno as variáveis X 1 ... , X,, sao independentes e identicamente dis

tribuídas e, pela condição de regularidade (C5), EM1 (X 1 ) E IR+, segue da lei forte dos 

grandes números de Kolmogorov que t Lj1=1 M1 (Xi ) ~ EM 1 (X1 ); assim, para 5 > O, 

temos com probabilidade 1 que, para n suficientemente grande: 

(2.5) 

A prova de (i) segue de (2.4) e (2.5) . 

De maneira análoga podemos provar (ii) e (iii) . o 

Vejamos agora que o Lema 2.1.1 ainda continua valendo se em (i), (ii) ou (iii) substi

tuirmos 'll'o por irn, qualquer estimador fortemente consistente de 7!'0 . Mais precisamente: 

Lema 2.1.3 Sejam (X1 , ... , Xn) uma amostra aleatória da distribuição Fo0 ,1r0 E :F e 

ii-11 = in(X1 , ••• , X 11 ) um estimador fortemente consistente de 1l'0 . Então, sob as condições 

de regularidade. (Cl) - (C5), temos: 

( . ') r (0 - ) l ~ 02 
1 {(X 10 - ) q.c. f Zl J..,,99 O, 'll'n = - L..., !:lB2 11. j O, 'll'n ---t - Oo 

n i=l u 

1 n é}'2 
(iii) Lon ( 0o , 7rn) = - L ô :;:)0 ln .f ( x.i l0o , 7rn) ~ -I ºº·"º 

77, j=l 'll'U 

12 



prova: prova ae (1): Feia conalçao Qe regulaildaae (C;2

cle Lagrange (Setfiing, 1980), temos para cada 11. C IN+

Z.(0o,#«) "o) + (â« «o)Z.«(0o,«o) + :(ã« - "oyZ,-(0o,rl:) ,

nde a;l está entre a'o e í«.

Desta última igualdade decore (i), pois cadzt unl dos comandos do lado direito de

(2.6) convergem a zero quase certamente. Com efeito:

Zo(0o, no) JS 0, pelo Lema 2.1.1 (i);

lí,. - ao)IZo«(0o, ao) -SS 0, pois â« ----, ao, pela hipótese, e .[o«(0o, ,o) -!5 -.ro.,.. C

IR, pelo Lema 2.1.1 (iii);

IÍ(í« -- roy.Zo-(0o,al:) -:!S 0, ])ois â,. -:--' no e, cona probabilidade 1, para lz

suficientemente grande, l.[o««(ao,rl:)l $ EA4:3(Xi) + 1, que segue do Lema 2.1.2

liii), observando que n; -!S a-., já que a-;l está ente'e n'. e â,. e â,. -S!--' wr.

l"' p--' (i).

Analogamente, podemos pl'ovz'l' (ii) e (iii). n

Lema 2.]-.4 .Sdnm (XI, . . . , X«) lz?lzn a77}0st?..z a/caZó?'ía dc Fa.,«. C .F e f,: = í,.(Xt,

X,.) llm estimados Íortcmeltte co sisa.cltte de. 'no. Elttão, sob a$ coltdições de regKtaridade

(C]) - (C5), te?nos co t ])I'obabi.!idade l que, rima cada e > Q su$ciel temeltte. pequelto

VO CÍ0o -c, Oo+c} , Z,.(0,â'«) < .Z«(a.,Í,.)

para t su$ciel te.mcltte. graltde.

Prova: Pela condição de iegulaiidade ((;2) e o teoieilla de Tayloi com lesto cle Lagiange,

temos, pala c > 0, éJ C {0o c,0o + c}) e pata cada vl. C IN+, (lue

r«(a,f«) - ,C«(0o, ã«))Zo(0.,Í,.)

+;(0 - 0.)'Z«(0., â'«) + IÍ(a - 0o)'Z«'(0;, â«)

S-,. + .$,« + .S';« , (2.7)

) e o teor'en)a de Taylor com restoS

0

(2.6)

-slS o,

1:3

Prova: Prova de (i): Pela condiç.ão de regularidade (C2) e o teorema de Taylor com resto 

el e Lagrange (Serfling, 1980) , ternos para cada n E IN+: 

- - - 1 2-
.C0(0o, 1rn) = L0(0o, 1ro) + (ir11 - 1ro)L01r(0o, 7ro) + 2(ir" - 7ro) Lou (0o, 1r~) , (2.6) 

onde 1r~ está entre 1r0 e irn-

Desta última igualdade decorre (i) , pois cada um dos somandos do lado direito de 

(2.6) convergem a zero quase certamente. Com efeito: 

.C0(0o, 1ro) q.c. O, pelo Lema 2.1.1 (i); 

(
~ ) f' (0 ) q .c. Ü · ~ q.c . 1 1 · 't f' (0 ) q .c. f 7rn - 7ro .1..,01r o, 7ro ----t , po is 7rn -----4 7ro, pe a 11po ese, e .1..,01r o, 7ro -----4 - 00 ,1r0 E 

IR, pelo Lema 2.1. 1 (iii); 

q.c. Ü 
----t) pois íi- 11 ~ 1r0 e, com probabilidade 1, para n 

suficientemente grande, \.C0u ( 00 , 1r~) \ :::; E M3 (X1 ) + 1, que segue cio Lema 2.1.2 

(iii), observando que 1r; ~ 1r0 , já que 7r~ está entre 1r0 e ir 11 e 7rn ~ 1ro, 

Isso prova (i). 

Analogamente, podemos provar (ii) e (iii) . o 

Lema 2.1.4 Sejam (X1, ... , X 11 ) uma amostra aleatória de Fo0 ,1r
0 E F e 7rn = irn(X1, ... , 

Xn) um estimador fortemente consistente de 1r0 . Então , sob as condições de regularidade 

{Cl} - {C5}, temos com probab-ilidade 1 que, pam cada é > O sufiáentemente pequeno, 

para n suficientemente grande. 

Prova: Pela condição de regularicla.cl e ( C2) e o teorema. ele Taylor com resto de Lagrange, 

temos, para é> O, 0 E {00 - é, 00 + e}, e para cada. n E IN+, que: 

Ln(0, 1rn) - Ln(0o, irn) = (O - 0o).Co(0o, 1r11 ) 

+}(0-0o)2 .Co0(00,1r,i) + t(0- 0o) 3 .C000(0~,ir,i) 

1:3 

(2.7) 



onde

S-,. 0o)Z.(0o,â',.)

s,« - li(o - o.):z«(o.,í«) - li''z«(o.,â«)
S,« -0o)'Z«.(0;,â«)

e 0;l está entre 0o e 0

Provarem)os abaixo que cona probabilidade l pílra c > 0 suflcientenlente })equeno tem-

se, para 0 € {0o -- c, 0o + c} e 7} suficientenleilte grande:

l.S'l,.l < e: , (2.8)

.S',,. < /.. . (2.9)

l.S'3,.l < c'EMi(À'l) , (2.10)

onde MI é como na condição de le'gulatidade (C5). Como consequência, as desigualdades

anteriores, junto cona (2.7), im])licanl que se 0 < c < }jl + E.ü/l(Xi)I''/o., então, com

probabilidade 1, para a C {0o -- c, 0o + c} e ll suficientemente grande:

r rn;\ rn. ;.\ l a l (' ./n) ) 71

Prova de(2.8): SI« =(0--0o)Zo(0o,f«). Pelo Len)a 2.1.3(i), .[o(0o, â.) SS 0, portanto,

S:. -!5 0 e assina, segue (2.8). []

Prova de (2.9): S2« = ãíc:lago(ao,#«). Pelo Lema 2.1.3 (ii), Zoo(0o,í.) -!S --/o., daí,

como /o. C ]R+, segundo a condição de regularidade (C4), segue que com probabilidade

l para 7z suficientemente grande, Zoo(0o,f«) < --/oo + {/o. = --1/0. e, portanto, S,. <

Prova de (2.10): S3« = à(0 -- 0o);rogo(0;l,â«). Sejan] ,4o. e B«. como na condição

de regularidade (C5). Como (0o,ro) C Áo. x B... a;l está entre a e ac, e f. =L a.;

14

onde: 

S1" = ( 0 - 0o)Lo( 0o , 1r1J , 

1 2- - 1 2- -

2(0-0o) L00(00,1r,i) = 2.s Loo(00 ,1r11), 

1 3- • -

6(0 -0o) L000(011 ,1r 11 ) 

e ê:, está entre 00 e 0. 

Provaremos a baixo que com probabilidade l p,tra E> O suficientemente pequeno tern

se, para 0 E { 00 - E, 00 + é} e n suficientemente grande: 

IS'ill l < E:
3 

, 

( 1 2 
,) ·211 < --t: lo 4 o 

15'3,i 1 < t:
3 EM1 (X1) , 

(2.8) 

(2.9) 

(2 .10) 

onde M1 é como na condição ele regularidade (C5 ). Como conseqüência, as desigualdades 

anteriores, junto com (2.7) , implicam que se O < é < ¼ [l + EM1 (Xi)J- 1100 , então, com 

probabilidade 1, para 0 E { 00 - E, 00 + E} e n suficientemente grande: 

o que prova o lema. 

Prova de (2.8): S\,i = (0-0o)Lo(0o , irn )- PeloLema2 .l.3 (i) ,lo (00, ir 11 ) q. c . O,portanto , 

S1n ~ O e assim, segue (2.8). o 

Prova de (2.9): S2n = ½t: 2Loo(0o , i n)- Pelo Lema 2.1.3 (ii), Lo0(00,1r,i) ~ -100 , daí , 

como 100 E IR+ , segundo a condição de regularidade (C4 ), segue que com probabilidade 

1 para n suficientemente grande , loo(0o, irn) < - 100 + ½!00 = - ½J00 e, portanto, S2n < 

o 

Prova de (2.10): S'3 n = ¼(0 - 00 )3Looo(0~, ir 1J. Sejam Ao0 e B1f0 corno na condição 

de regularidade (C5). Como (0o , Tio) E Ao0 x B1f0 0~ está entre 0 e 0o e ir" ~ Tio ; 

14 



então para cada c > 0 suficientemente pequeno, temos cona probabilidade l que, para

a C {0o -- c, 0o + c} e 7} suficientemente grande, (0;l, â«) C .4o. x B«. e, assim, procedendo

como na prova do Lema 2.1 .2 (i), sul)stituindo 0,. por é?;l

ã,.)l < EMi(XI ) + 5EMI(Xi) 6EM- (X- )

Daqui decorre (2.10)

O resultado ])rincipal da seção é enunciado e provado a seguir

Teorema 2.1.5 .S'd«m (X-, . . . , X«) «m« «n*«í,.a a/c«íó,á« dc Fo.,«. C .F c ío = í,.(Xt

, X..) unt c.slimador JoT'tcnt.cnt( coltsist.elt.tc dc Tu. ETttào, sob as coTtdições de regala

cidade (CI) - (C5), e=ist.c. In a seqiêitcia 1.0«'l«>.1 t.a! qtlc, colrl probabilidade l:

riJ Zo(0,,, #,.l = 0, para 7 su$c e7 íeme7 if g7'azldc

riiJ a« n2 0o.

Prova: Da condição de regularidade (C2) segue que para cada c > 0 e n C IN+, existe

0«,, € 10o -- c, 0o + cl tal que

Z.(ÕI.,.,Í,.) - :"-{.Z.(o,Í«): o c lo. - .,o.+ l}

Assim, pelo Lema 2.1.4 e a condição de regularidade (C2), ten)os, com probabilidade l,

que para cada c > 0 suficientemente pequeno:

a,.,. c (o. c, ao + c) e ro(0,.,., f,.) 0 , (2.11)

para n suficientemente grande

Seja co > 0 satisfazendo (2.1 1 ) e definanlos pala cada zz su$cientemente grande 0., de

modo que:

0,:--0ol =inflj0--0ol :f?C l0o--e:o,Oo+col e Zp(0,ã«) -0}
15

(2.12)

então para càda E > O suficientemente pequeno , ternos com probabilidade 1 que, para 

0 E {00 - E, Bo + E} e n suficientemente grande, (B:i, r. 11 ) E Ao0 x B1r0 e, assim, procedendo 

como na prova do Lema 2.1.2 (i), subst ituindo Ôn por 0~, 

Daqui decorre (2.10). 

O resultado principal da seção é enunciado e provado a seguir. 

Teorema 2.1.5 Sc_jam (Xi , .. . , X 11 ) 1ww amostra aleatória de Foo, 1ro E F e io = in (X1 , 

... , X 11 ) um estimador f01-tcm cntc consistcnt.e de r.0 . Então , so b as con dições de regula

ridade ( C l) - (C:5), c.úst.c mna sf.q1'iê11.c ia (0n)n2'. I /.ai que. com probabilidade 1: 

(i) lo(0" , i ") = O, para n suficientemente grande; 

Prova: Da condiç.ão de regularidade ( C2) segue que para cada E > O e n E IN+ , existe 

011 ,~ E [Bo - é , Bo + e] tal que 

Assim, pelo Lema 2. 1.4 e a condição de regularidade (C2), temos, com probabilidade 1, 

que para cada E > O suficientemente pequeno: 

(2.11) 

para n suficientemente grande. 

Seja éo > O satisfazendo (2 .11) e definamos para cada n suficientemente grande 011 , de 

modo que: 

\011 - Boi= inf {10 - Bo i: 0 E [Bo - Eo , Bo + t:o ] e lo(0, i ") =O} . (2.1 2) 

15 



Então, pela continuidade das funções valor absoluto e Zo, tei]]os cona probabilidade l que

para n suficientemente grande:

Õl: C l0o-co,Oo+.ol e Z.(ê«,í«)

Por último, seja c C(0,co); então, como e: < co, segue de(2.11) que, com probabilidade

1, para cada 7t suficientemente grande, l0n,. -- Ool < c < c. e Zo(On,.,â.) = 0, de modo

que, por (2.12), IÕ« -- Ool $ 1an., -- Ool < c. Portanto, 0,. .;;i2 0o, com probabí]idade ]. []

Observação 2.1.6 0 teorema anterior nào deternbna a existência de un] estimador for

temente consistente, pois a seqüêllcia ol)tida depende de 0o. Uilla exceção ocorre no caso

en] que a equação Co(0, â«) = 0, vista como função de 0, tenlla para cada lz C IN+, uma

uiiica i'aiz.

Corolário 2.1.7 Sd«m(XI,. . . ,X,.) uma amosl« «/caía,ãa d' Fo..«. C .F e #,. = f,,(Xi,
, X.) um estimados fortemclttf. colLsisteTttc de lro. StLpolLhaTnos que a$ condições de

regulará(lide (CI) - (C5) são satisfeitas pe Q famtnia c que paT'a ca,da «, C W.t, Q equaçã,o

Zp(0,#«) = 0, «esta c.mo /u«ção de 0, t.«À. «,na á«ic« ,'«i,, Então, o «tÍm«d., 'í'

pseudo máxima uerossimilhança, 0,:, é Jorteme tc coTtsisteTlte para 0o.

Prova: Pela condição de regularidade (C2), para cada z} C IN+, ,Co(Õ«, í.) = 01 assim Õ,.

é a única raiz da equação Co(0, â«) = 0 e o corolário decorre do Teorema 2.1.5. O

2.2 Distribuição assintótica

Nesta seção estudaremos a distribuição assintótica do estinlador de pseudo máxima veros-

similhança. Como na seção anterior, resultados preliminares sào apresentados nos lemas

seguintes.

Lema 2.2.1 S'da (XI, . . . , X.) 1171za .ZTnostra a/eatóría da d stráóuição Fo.,. C /. Soam

aiti :: Oin(Xt, . . . ,-)IT.), z = 1,2, dois esíínladorcs /orlc7r c7 tc c07&s utentes de 0o e â{,:

16

Então, pela continuidade das funções valor absoluto e Lo, temos com probabi lidade 1 que 

para n suficientemente grande: 

Õn E [0o - éo, 0o + t:o] e Lo(Õ,., ir11) = O (2.13) 

Por ú ltimo, seja é E (O, t:o ); então, como é < éo, segue de (2.11) que , com probabilidade 

1, para cada n suficientemente grande, IÕn,,: - 001 < é < éo e Lo(Õn,,:, irn) = O, de modo 

que, por (2 .12), IÕ!l - 0ol :s; IÕ!l,t: - 0ol < é . Portanto , ê11 nJ oo 0o , com probabilidade 1. D 

Observação 2.1.6 O teorema anterior nào determin a a ex istência de um estimador for

temente consistente, pois a seqüência obtida depende de 00 . Uma exceção ocorre no caso 

em que a equação Lo(0, ir,1 ) = O, vista como funç.à.o df~ 0. tenha para cada n E IN+ , uma 

' ' . urnca raiz. 

Corolário 2.1.7 Sejam (X1 , ... , X 11 ) uma amostra aleatória de Fo0,1f0 E F e 7r 71 = 1r11 (X1 , 

... , Xn) um estimador fortemente consistente de 1r0 . Suponhamos que as condições de 

regularidade (Cl) - {C5) são satisfeitas pela fami1ia :F e q1te para cada n E IN+, a equação 

Lo(0, 1r11 ) = O, vista como função de 0, tenha uma única raiz. Então, o estimador de 

pseudo máxima verossimilhança, êll, é fortemente consistente para 00 . 

Prova: Pela condição de regularidade (C2), para cada n E IN+, Lo(Ô,1 , 1r71 ) = O; assim ê11 

é a única raiz da equação Lo(0,1r1i) = O e o corolário decorre do Teorema 2.1.5. D 

2.2 Distribuição assintótica 

Nesta seção estudaremos a distribuição assintótica do estimador de pseudo máxima veros

similhança. Como na seção anterior, resu ltados preliminares sào apresentados nos lemas 

seguintes. 

Lema 2.2.1 Seja (X1 , ... , X 11 ) uma amostra aleatória da distribuição F80 ,1r0 E F. Sejq,m. 

Õi11 = Õi 11 (X1, . . . ,X,.), i = 1,2, dois cstimadoresfortcm.r.ntc consistentes de 00 e 1r;11 = 

16 



Fo.,. C .F e

â{,.(XI, . . . ,X,.), i= 1, 2, dois cs/í7nadorcs /orlc7rtcriíc col sisÍe7tíes de no. Erltão, sob as

co«diçõ.s d. «g«l-id«d. (Gi), (C2) . (C5), t.mo.

riJ (ã-,. - 0o)Z«,(Õ,,., ã:,.) :b 0

rii) (f,« - «'o)Zo««(0o, #,,.) -2S 0

Prova:(i) segue do Lema 2.1.2(i); e(ii) do Lenda 2.1.2(iii) D

Lema 2.2.2 S'dam (XI,.. . ,X,.) Tina a nosínz a/eaíór a da dstr Z,lição

#,: (X-, . . . ,x«) t«á. q«.

y'ã(.[o(a., to), â« - «-o) E W - .N,(O, E)

.«'.:-l :: ::l
El\tão, se. J satisfaz {ts

ri) a11 = /0.

rí0 a12 = 0

Prova: Co«.o Zo(0o, to) = : E:;':. â l« /(Xjj0o, «o), co«- â l« /(Xj 0o, «o), à = 1, . . . ,n,

são variáveis aleatórias independentes e identicanlente distribuídas tendo média zelo, se

fundo (2.1), e variância /o. , segundo a condição de regularidade (C4); então pelo teorema

do limite central (Jantes, 1981) segue que y'ãZo(0o, ao) B /V(0, /o.), o que prova (i).

Para provar (ii), seja (ún)«ZI u]T]a sequência tal que cona probabilidade l , ,CB(On,n'O) =0

para n suficientes)ente grande, e él,. ;ii2 ao. A existência de tal sequência está garantida

pelo Teorema 2.1 .5 e o fato de (lue ao ;?Ís+ no-

Assim, da condição de regularidade((;2) e da fórn]ula de Taylor cona resto de Lagrange,

segue com pool)agilidade l que, })ara li suficientemente grande:

0(0o, "o) + V'a(IÍ« - 0o).[«(0o,"o)+ :a;(Õ,. - a.):Z«.(0;, "o) ,

1 7

ii\11 (X1 , ... , X 11 ) , i = 1, 2, dois cst.únadorcs fort cmr.nt. e consist entes de 7r0 . Então, sob as 

condições de regularidade {Cl) , (C2) e (C5), temos 

Prova: (i) segue cio Lema 2.1.2 (i); e (ii) do Lema 2. 1.2 (iii). D 

Lema 2.2.2 S ejam (X1 , ... , X 11 ) uma amostra al eatória da distribuição Foo,rro E :F e 

onde I; = ( o-11 o-12 ) . 
0" 12 0"22 

Então , se :F satisfaz as condições de regularidade {Cl) - {C5), temos 

{i) 0-11 = I 00 

(ii) 0"1 2 = Ü . 

são variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas tendo média zero, se

gundo (2 .1), e variância 10
0 , segundo a condi ção de regularidade (C4); então pelo teorema 

do limite central (.James, 1981) segue que vn .Co(00 , 7ro) .E.-t N(O,100 ), o que prova (i). 

Para provar (ii), seja (Õn) 11 ~ 1 uma seqüência tal que com probabilidade 1, .CJ.._011 ,1r0 ) = O 

para n suficientemente grande, e 0n 
111 00 

00 . A existência de tal seqüência está garantida 

pelo Teorema 2.1.5 e o fato ele que 7ro ,;j ';,J 7r0 . 

Assim, da condi ção de regularidade ( C2) e ela fórmul a ele Taylor com resto de Lagrange, 

segue com probabilidade 1 que, para n sufi cientemente grande: 
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onde a; está entre 0o e a,. Portanto, cona probabilidade l

ÇllZo(0o, a'o) + x,.«i,(â,. 0o) ;ÍN 0 (2.14)

onde X« = .Zop(0o, ro)+ {(Õ« --0o)topo(0;l, no). Então, por(2.14), pelo teorema de Slutsky

(.James, 1981) e pela hipótese, segue que

v'ã( -x« (õ,. 0o ) , â,. ro) = W -- JV2(O, E) (2.15)

Além disso, como a;l está entre 0o e 0« e 0« -!S 0o, temos que 0; !5 0o e daí, pelo

Lema 2.2.1 (i), segue que --X,. -:1=3 /o., con) /o. € 1R+, seguilclo a condição de regularidade

(C4). Portanto, pelo teorema de Slutsky e (2.15), segue que

M@.-o.,*,. - M(-x,.0,.-od,i-« «d l

-=» U/C' -, ]V2(0, C'EC')

08oonde C' = 0 1
ou seja)

J;(ÕI. - 0o, ã-. - «o) B WC' - A':(0, E') ,

«-. :' - "' - l ;:i=ii
ou como por (i) oil = /o.,

(2.16)

De (2.16) e do teorema de Slutsky, segue que Vc C IR

V'i(Õl: + c(â',. «.) 0o) & Wc «. A (0, u.) , (2.1 7)

onde u. /ál + c2a22 + 2c/ãla121 e, em ])articulam

«ü(ê,. a.) B vb -, x(o, /ã' )

18

onde 0~ está entre 00 e 0,,. Portanto , com probabilidade 1: 

(2. 14) 

r - 1 - - • onde .X n = L00( 0o, 1ro) + 2( 011 - 0o )L000( 0" , 1ro). Então, por (2. 14), pelo teorema de Slu tsky 

(.J ames, 1981) e pela hipótese, segue que 

(2.15) 

AI , d' 0* t, t 0 0- 0- q .c . 0 0* q.c. 0 d , J em isso , co1no n es a en re O e II e 11 - 0 , temos que " - 0 e a1, pe o 

Lema 2 .2.1 (i), segue que -X"~ 100 , com 100 E IR+ , segundo a condição de regularidade 

(C4) . Portanto , pelo teorema de Slutsky E' (2 .1 5), segue que 

fo(iJ,, - 0o , 1fn - 7ro) Jn(- Xn (Í{, - 0o) , n,, - 1ro) ( 

~ vVC ~ N2 (0 , C ,_,C ) , 

onde C = 

ou seJa, 

(2.16) 

( 

f õ"o2(J'l1 
onde I:' = Cí::C = 1_1 

0
0 

(J'l 2 

ou como por (i) (]'11 = 100 , 

De (2.16) e do teorema de Slutsky, segue que Vc E IR: 

(2.17) 
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Deste resultado e das condições de regularidade (Cll - (C5), decorre que 0,. é assintó-

ticamente eficiente pala 0o supondo a-o conhecido (veja, por exemplo, Lehmann, 1984 e

Bahadur, 1964), isto é, se (-5«)«ãl satisfaz v'ii(-5« - 0o) = JV(0,u), então,

(2.18)

De(2.17) e(2.18) decorre que a12 = 0; pois caso contrário, toniaildo ó« = 0«+ c(â,. --

no), com c um valor qualquer tal que c2a22 + 2c/ã:ai2 < 0, teríaillos por (2.17) que

«ã(Ó« -- 0o) B Vr ''- JV(0,u.), cona u. < /ã'. o que contradiz (2.18). Isto prova (ii) e o

0
t,'> 1=\

Observação 2.2.3 (:ong e Sanlaniego (1981) enl sua demonstração original não perco

ben) que a12 = 0. Ta] fato foi })rovado em geral poi Parke (19851

Lema 2.2.4 Sdanz, (X],...,X«) xm,a a7n,ostra a/caZóráa da dáslrZbuiçâo Fú.,.. C .f e

â,. = f,:(X-, . . . ,X.) «m. «íá«.«do«./b,'.m.«Z. ««.i.f.«f r.. E«[ã., ..Z, « c.«diç'"

d. «ga/««id«d. rC'.r) - rC5), «{.t' -'« ..qüé«cáa (}1: )«Z- (X-, . . . , X«))«Z-, t«/ q«.

Yn "'+ ,«. e. com pT'obabilidade i tem-sf qltc.:

V'ãZo(0o, â«) .Co(0o, to) + J;(i,. «.)E

para n su#cíe7}Ícmcz&tc Praz dc

temos que

Prova Pela coi)dição de regularidade (C2) e a fórmula dc

Ó;.Ze(0o, ã'«) .êo(0o,«'ol + ../ã(ã'« «'o)X: ,

o«de yn = Zo«(ao, «'0) + {(â« -- «'o).Zo-(0o, «'l:) e r;l está e«t« «'0 e â,..

Além disso, como ã,. --'' ao segue que n; -!S n-. e assim, decorre d(

e 2.1.1 (iii) que y;. -SIS --/o.,.. isso prova o len)a Q

O resultado principal desta seção é enunc.lado e provado a seguir
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Deste resultado e das condi ç.ôes de regularidade (Cl) - (C5) , decorre que 0,, é assintá

ticamente efici ente para 00 supondo 1r0 conhecido (veja, por exemplo, Lehrnann , 1984 e 

Bahadur , 1964) isto é, se (8")"~ 1 sat isfaz Jn(811 - 00 ) ~ N(O ,v), então 

V > f o- 1 . 
- o (2 .18) 

De (2 .17) e (2.18) decorre que a 12 = O; pois caso contrário , tomando ôn = Õn + c(1r 11 -

1r0 ) , com e um valor qualquer tal que c2 a 22 + '2cli/ cr12 < O, teríamos por (2.17) que 

Jn(ó" - 00 ) ~ Vc ~ N(O, vc ), com Vc < 10/, o que contradiz (2.18). Isto prova (ii) e o 

lema . D 

Observação 2.2.3 Gong e Samaniego ( 1981) em sua. demonstrnç.âo original não perce

bem que a 12 = O. Tal fato foi proVétdo em gemi por Parke ( l 98.§ ). 

Lema 2.2.4 Sejam (X1 , ..• , X") uma amos tra aleatória da distribuição F00 ,'lf0 E F e 

1r11 = 1r11 (X1, .. . ,X11 ) um estimadorforfr.mentc consistent.e de r.0 . Então , sob as condições 

de regularidade (Cl) - (C5) , exist e. uma se.qüê.ncia o·;,)H~l = (Y,1(X1, . .. 'Xn ))n~1J tal que 

Y. q.c. I 
n - - Oo, 'lfo e com probab ilidade 1 tem-se q1te: 

para n suficientemente grand e. . 

Prova: Pela condição de regularidade (C2) e a fórmul a de Taylor com resto de Lagrange 

temos que 

onde Y,1 = Lo'lf(0o, 1ro) + ½( in - 1ro)Lo7f'lf (Bo, 1r~) e 7r~ es tá entre 7ro e 7ín· 

Além di sso, como ?rn ~ 1r0 segue que 7r~ ~ r.0 e assim, decorre dos lemas 2.2. 1 (ii) 

e 2. 1.1 (iii) que }1 ;1 ~ - f o
0 ,'lf

0 . Isso prova.o lema. o 

O resu lta.do prin cipal desta seção é e nun cia.cio e prova.cio a seguir . 



xcuxciiia .ó..ó.o ')cear/t t//\l) . . - )Ar.J ulrl(z arr ost7'a ale(ztorla (z(Z (ZZStrtCIUtÇ(ZO r0o,7r0 C .F C

í,. = â,.(X-, . . . ,X«) ««: «[im«do,/o,t m «*' ««.i.t.«f. 'í' to, t.{' q«e

v/ã(.[,(0o, ,'o), â« - «'o) = W - 7V:(0, E) ,

/ /

(2.19)

OI de E =

Sd« (ÕI.)«z- (â.(x-,...,x,.))«z- z«/ q«. ã,. JL o. ' ",« p«b z, /ád«d. /, .[o(Õ,.,

i,.) = Q, pata l su$cieTltemcltte gralLdc. Então sc J satis.faz ns co?adições de regularidade

(CI) - (C5), t..«-.. q«-.:

V'a(ÕI. - 0o, â« - «o) E V - /V,(0, E')

li: -+ li:' IÊ.,«a.: - lili...«..:: ~\
... -ii;Ji......:: a:: l

Prova: Da condição de regularidade (C2), da fórmula de Tayloi com resto de Lagrange

e das propriedades de 0,., temos co]]] probabilidade l que, para 1} suficientemente grande

OI de El

Ó;Zo(0o, ã'«) + «Üiâ. a.).[oa(0o, i,.)

+:la;(Õi - ooyz«.(o=,â«) ,

«;(0« - 0o)X« (0o, â',.)

onde a;l está entre 0o e é),. e

X,. (0o, ã«) + ;(ÕI. - 0o)Z«.(0;l, #«)

Daqui temos, pelos Lemas 2.1.3(ii) e 2.2.1(i) , qu(

x,: JS /o. , co]]] /o. c IR+ (2.20)

E, além disso, pelo Lema 2.2.4, segue que existe unia sequência (X.)«ZI tal que

}'l: -!5 --/o..«.

20

(2.21)

Teorema 2.2 .5 Sejam (X1 , •.. , X 11 ) uma amostra aleatória da distribuição Foo,1ro E F e 

1r11 = 1r11 (X1 ... , X 11 ) um estimador forlementf. consistente de 1ro, tais que 

(2 .19) 

0-12 ) . 

0-22 -

= (011(X1 .. . , X11 ) ) 11 2: 1 tal que 0,. ~ 0a e com probabilidade 1, Lo ( 011 , 

in) = O, para n suficientemente grande. Então se F satisfaz as condições de regularidade 

(CI) - (C5), tc.nws que: 

Prova: Da condição de regularidade ( C2), da fórmula ele Taylor com resto de Lagrange 

e das propriedades de 0", ternos com probabilidade I que, para n suficientemente grande: 

O = Jn Lo(0o, in) + fa(0n - 0a)Loo(0o, irn) 

1 - 2-+2fa(011 - 0a) Looo(0~, in) , 

e, assnn, 

onde 0~ está entre 00 e 011 e 

Daqui temos, pelos Lemas 2.1.:3 (ii) e 2.2.1 (i) , que 

v q. c. J J IR 
/\. 11 --) - 00 , com 00 E + . (2.20) 

E, além disso, pelo Lema 2.2.4, segue que existe urna seqüência (}~1 ) 11 2: 1 tal que: 

' , q.c. 1 
i'11 --) - 0o,7To (2 .21) 
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ade 1, para zl- suhcienteinente grande

V';(Õ,. - 0o)X« lv';iZ.(a., ,'o) + V';(â. - «o)X.l ,

portanto, cona probabilidade l

e cona probabiliclr

Ó;(0« - 0o) «;Z« ;;N 0

o«de Z« = --X;-' IZo(0o, «o) + (ã« -- «o)}:.l.

De (2.22) e do teorema de Slutsky segue que y';i(0« 0o, â,. -- no) e v'ã(Z«, #. -- n-o)

são assintoticamente equivalentes. Portanto, basta deterntinai a distribuição limite desta

última seqüência. Para isto usamos o teoiemzt de (l;ramér Wold (.Jalnes, 1981): Vt =

({l,t2) C !R.2, segue, usando as últimas expressões. o teoienlit de Slutsky e o Lema 2.2.3,

que:

l2.22)

vã(Z«, â',: - «'o)(t. , Z,y

= V';(Zo(0o, «-o), Í,. - «'o)(-t..X,;' , -t,X,;:X: + t,y

B w(t. /ã: , -t. /ã' .r..,. + z,y

-' JV(0, tE't')

Port'«to, .«;i(Z«, â« -- «-.) Â JV(O, E').
Assim, o teores)a está provado.

Corolário 2.2.6 007 sideremos as A pótescs do Tcorc7na 2.2.5. Vamos assumir também

qKe para cada « C .N+, a eqTíaçâo .Zo(0, f«) = 0, pasta como /u«çâo de 0, tem ama .mica

raiz. ETltão, $e 0.- é o estimados dc psextdo-máxima el'ossimithaltça, temos que:

a;(Õ« 0o,á',. -zo) = V .Vl;) -- JV,(0,E') ,

onde E* é corno ]lo Teorema 2.2.5. Enl. particular

V';í(Ã. - a.) = W] «. A'l0, a')

D

l2.23)

(2.24)

Oltde a' li.' -V l='iÉ . a,,.
0

') 1

e com probabilidade 1, parn n suficientemente grandP 

portanto , com probabilidadP 1: 

(2.22) 

onde Zn = -X,~ 1 [.Co(0o , rro) + (i,, - rro)Y,i]. 

De (2 .22) e do teorema de Slutsky segue que .jn(iJ11 • - 0o, i 11 - rro) e fo(Z11, 7rn - rro) 

são assintoticamente equiva lentes. Portanto , basta. dete rminar a distribuição limite desta 

última seqüência. Para is to usamos o t eorema c! P Cramér Wold (.James, 1981 ): Vt = 
2 (t 1 , t 2 ) E IR. , segue usando as últimas ex pressões , o teorenrn de Slutsky e o Lema 2.2 .:3, 

' 
que: 

Portanto, Jn(Zn, 7rn - rro) ~ N(O, I::*). 

Assim, o teorema está provado. o 

Corolário 2.2.6 Consideremos as hipóteses do Teorema 2.2.5. Vamos assumir também 

que para cada n E N+, a equação .C0 (O , i,i) = O, vista como função de 0, tem uma única 

raiz. Então, se 011 é o estimador de psntdo-máxima verossimilhança, temos que: 

(2.23) 

onde I::• e como no Teorema 2.2.5. Em particular. 

C(- ) 11 2 v n 0)l - ºº 1----t Vi ~ N (O, a ) (2 .24) 

d 2 1- 1 1-212 on e a = 0 + 0 0 - ª n• 
o o º' "º 
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Prova: Decorre do Corolário 2.] .7 e do Teorema 2.2.5 D

Observação 2.2.7 Consideremos o caso ein que ]] = {ao}, cona ao um valor conhecido,

e â,: = ao. Assim, o problen)a reduz-se à estimação do })aiâlnetro a. Neste caso, a

estimação por pseudo máxima verossimilhança é e(luivalente à estimação por nláximít ve-

rossimilhança usual, isto é, o estimador 0,: associado a ã,., obtido pelo primeiro método,

é taml#n] o estinlador de máxima verossimill)allça usual do parâmetro 0. As condições

de reuglaridade (CI) - (C5) são, neste caso, equivalentes às condições usuais dadas, por

exemplo, em Selfling (1980) e as ])ropriedades assintóticas do estinlador de máxima ve.

rossimilhança ali demonstradas são conseqtiêilcias dos Teoienlas 2.1 ..5 e 2.2.5.

P rova: Decorre do Corolá r io 2.1.7 e do Teorema 2.2.5. D 

Obse rvação 2 .2. 7 Consideremos o caso em que TI = { 1r0 } , com 1r0 um valor conhecido. 

e 1r11 = 1r0 . Assim , o problema reduz-se à. es timaçã.o do pa râ metro 0. Neste caso, a 

estimação por pseudo má xima veross imi lha nça é equi valente il es limaçào por máxima ve

rossimilha nça usua l, isto é, o estimador 011 associado éL n,, , obt id o pelo primeiro método , 

é também o es timador el e m áxima. verossimilh ança usua l do parâmetro 0. As condições 

de reuglaridacle (C l) - (C5) são, neste caso, equiva lentes às condiç.ões usuais dadas, por 

exemplo, em Serfiing (1980) e as propriedades assin tót icas do estimador de máxima ve

rossimilha nça ali demonst ra.el as sã.o conseqi.i ências dos Teoremas 2. 1. ,S e 2.2.5. 
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Capítulo 3

C:aso niultiparamétrico

Neste capítulo gcneralizanlos a teoria deseitvolvida ilo (;a})ítulo 2, considerando que temos

um ou mais parâmetros de interesse e um ou mais de incânlodo j"nuisailce").

Priineiran)ente, apiesentan)os ztlgunlas notações (lue serão usadas iLO longo d

fulo.

Agora, /'= {F0.r}(0.R'Xoxn dcilota ullla fantília de distribuições (p + q)-paramétricas

definidas sobre o conjunto dos i[ún[eros reais, IR, sendo O un] subconjunto de IRP e n um de

IRÇ, ondep e q estão em IN+. Pala cada par(0, n),/(.lO,r) denotará afunção de densidade

(ou de probabilidade) associada a FO,r 0 será o vedor de parân)erros estruturais, ou de

interesse, e r o de parâmetros "nuisance". ou de incõnlodo.

Dada(XI, . . ., X«), unia amostra aleatória da distribuição FO.r, com(0,r) C O x n

seJ am

este capaS

r«(X-,. . .,X,.;0, r) (Xjl0,r)

}: l« ./(Xjl0,r) ,

a função log-verossimilhança correspondente a amostra observada e

Z:,:(0, «') = -- Z:,.la, n-l

Definição 3.0.8 5'da (XI, . - - . X,.) tzllta azllosíl'a a/cató7'ía da distribuição FO,r e +«

7]

}J

]J

r«(0, r)

2:3

Capítulo 3 

Caso multiparamétrico 

Nes te capítulo generalizamos a teo ri a. desenvolvida 11 0 Ca pítulo 2 , considerando que temos 

um ou mais parâmetros de-! interPsse <> um ou mais el e in cômodo ( '' nuisance" ). 

Primeiramente, apresen tamos édguma.s notações que serào usadas ao longo des te capí-

tulo. 

Agora, :F = { Fo,71'} (0,7r )Eex n denota uma família de di stribui ções (p + q )-paramétricas 

definid as so bre o conjun to dos núnwros reai s, IR, sendo 0 um sub conjunto de IRP e TI um de 

IR9 , onde p e q estão em IN +. P ara cada pa r ( 0, 1r) , J ( · I (), 1r ) denotará a função de densidade 

(ou de probabilidade) associada a Fo ,71'· 0 será o vetor de pa râmetros estruturais, ou de 

interesse, e 1r o de parâ metros "nuisance", ou de incômodo. 

Dada (X 1 , .. . , Xn), uma a most ra a leatória da di st ribui ç.ão Fo ,71' , com (0 , 1r) E 0 x TI , 

" 
Ln(X 1, . .. ,Xn; 0,7r) = ln II J( Xi l0 ,7r) 

j= l 
H 

I: 1nf( Xi l0, 7r ) 
.i= 1_ 

a função log-verossimilh ança correspondente a a most ra observada e 

- 1 
.C"(() 1r ) = - .C ,, (0 11) ' 

n 

D efiniçã o 3 .0.8 Seja (X 1 .. . , X 11 ) 111n a amostra aleatória da distribuição Fo,71' e 7l'n 



ã«(XI, . . . , X«) «,n estímad., do p«,á,nc*,.o «. S'e.

o,:=o.(í«)(x-,...,x,:)(x-,...,x.;o,i'«);

dizemos quc 0,. é um cstimador dc escudo nazi na uc.rossimittlaltça do parâmetro 0

Agora, as condições de regularidade para a fanulia .F tem a seguinte fornaa:

(CI) Paracadap"r(0,r) C O x [l, .f(.lO,r) te«l como s"p'rte o "p'ço anlostra] ,V Ç IR,.

(C2) Para cadtt z C Â', temos que para todo (0,r) C O x H, estão definidas as seguintes

derivadas ])arciais:

ãÕ$Õ;ã& 1" J("l0, r), p":' i,J, 'k . . . , 7';

-=- in/(zl0,z), para í - l,. . . ,q;

ã;;li:Õ;ãCin./("l0,r) ' Õ3 in./("l0,r), param'/= 1,...,y,.j,k = 1,...,p.

(C3) Para cada par (êb,rl) C O x 11, existem retângulos afeitos .40. Ç O e Br. Ç TI

contendo 01 e ri, respectivamente, e funções gt, g2 e g3, definidas sobre .t, tais que

V{ C {1, 2,3}, 0 < /x gf(z)dz < oo e para todo (0, r) € O x ll e todo z C .Y:

(i) "/("10,') $g-(«.),p'r'á' l,...,p;

(ii) ãOÕ0./(zl0,r) $g,(z), param,j = 1,...,p;

(iii) ã7rõOj/(zl0,r) $g3(=), paiaí ' l,...,y,.j = 1,...,p-

(C4) Para todo par (0,r) C O x Tl:

e uma mau'iz definida positiva.

(i) /0 EO,.

(i{) .rO,« EO,«'

i i« .f(xlo, «)

a
}» i« /(xlo, ,')

a
ÕÕ i« .r(xlo, ")

:. i« .f(xlo, ,')

3

2

2

f
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in (X1,, .. ,X11 ) um estimador do parâmetro 71". Se: 

dizemos que 0 11 é um estimador de pseudo máxima verossimilhança do parâmetro (}. 

Agora, as condi ções de regularidade para a fan1J1ia F tem a seguinte forma: 

( C 1) Para cada par ( 0, 71") E 0 x íl , .f (-10 , 71") t em como suporte o espaço amostral X Ç IR. 

(C2) Para cada :z; E ,t, ternos que para todo (0 ,7r) E 0 x íl , estão definidas as seguintes 

derivadas parciai s: 

[)3 .. 
a .·:;eao ln.f(x l0,7r ),para1,J,I.:= l , ... ,p; 

0,C .7 k 

é) . 
~ ln.f( :i: 10 , 71") , para 1. = l , ... , q; 
U7l'j 

~ ~ . . a ô a lnf( x l0,1r) e â é) ü0 lnf(:i: l0 , 1r) , para i, l =l, ... ,q,J,k=l, ... , 7J . 
1l'i 0j 01.- 1!'; 1!' / k 

(C3) Para cada par (0.~, 71"1) E 0 x íl, existem retângulos aber tos A0
1 

Ç 0 e B7r 1 Ç íl 

contendo 01 e 1r1 , respectivamente, e funções g 1, 92 e 93, definidas sobre X, tais que 

Vi E {1 ,2,3}, O < f,y gi( x )dx < oo e p a ra todo (0,1r) E 0 x íl e todo x E X: 

(i) la~J(xl0,7r) s 91(:r_), parai= 1, ... ,p; 

1 

[)2 1 (ii) 
80

i
80

jJ(xl0,1r) s 92(:i:), para i ,j = 1, . . . ,p; 

1 

82 1 . . (iii) 07r;OOjf(xj0,1r) S g3(:i: ),para i= l , .. . , q,J= l , .. . , p. 

(C4) Para todo par (0,7r) E 0 x íl : 

(i) {[ ª li[ª l} lo= Eo,_71" (}() ln .f(Xl0,7r) é)() ln.f( X l0 7r) 

é urn a m at riz definida positiva. 

(ii) 
{[

-:; ]

1

[ éJ ]} Io.1r = Eo,71" c;O ln .f(X l0, 71") Ô1r ln .f(Xl0 , 7r) 
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é uma. matriz de conl])orientes reais; onde À' -- ./'(-l0, r)

á;i«.r(xto,,') - l;i«.r(xio,-')l 'L ' JlxZ)

(C5) Para cada (01,r] ) C O x ]l, existen] funções .A/:, iM2 e À/3, definidas sobre Â', tais

que Vi C {1,2,3}, 0 < EO..a..IA4f(A')l < oo e para todo :r C Â'

(i) V(0,") C ÁO. x Br., ãoié)ojao 1«/("l0,r) $ Mi(:'), par'i,J,k= 1,...,p;

(ii) v" c B«'. , ã;i;Ú;ã© i" .f(" o, '''

(iii) Va C Bn., ã;i;zilz.õo in.f("l0,r) $ M3(a:), pari' í,J =

Ollde ÁO. e Br. são como em (C3) e X '"- ./( l0i,al)

Observação 3.0.9 Estas condições são parte daquelas usadas })ara provar as proprieda-

des assintóticas do estimados' de nláxinaa verossinlilllança usual, quando o parânaetro a

ser estimado é un] vetou de (p+ q) con)ponentes reais; en] particular as matrizes /0 e /0.r

da condição (C4), são subnlatrizes da matriz de informação de Fisher

:: i« .f(xlo, «) -

a
ã; l« /(Xl0, r) l xq

3

]

1 ,A/,l,;), ],«r« i ,ç,.j, k2 r )

3

Ã1 , - 1,q ,P)

Por último, se (X], . . . ,X,.) é uma amostra aleatória da distribuição

satisfazendo as condições de iegularidacle, então pala cada (0o, rol C O x 11, seja

Zd(0o,ro) (0o,'o)

onde af = .Zo.(0o,ro) = âE«(0o,ro), para á ' l

Sej.:n, t-,-«bé«-

Pl

2

2

e

F.

r00(0o, "o) - :lFC«(0o,ro) = lkfjl.*. ,

onde kij = Zo.o,(0o,ro) - 3f;F.Z.(0o,ro), pala {,j = 1: . . . ,p

ZO,.(0o, "o) - ã;lãÕZ«l0o. ro) - I'ijl.*,

o--d' cíj = Zo..,(0o,ro) = 5;Íl;-.[,:(0o,',o), p'r« ; ' l... ..?,, .j = 1... .,q.

é urna matriz de componentes reais; onde X~ J(- 10 , 1r) , 

:o ln J(Xl0 , 1r) = [a~ ln J(Xl0, 1r)] e 
1 1 Xp 

:,.. ln f(XIO , .-J = [ a:; ln .f(XIO, .-{,, 

(C5) Para cada (01 ,1r1 ) E 0 x íl , existem funções M1 , M2 e N/3 , definidas sobre X, tais 

gue Vi E {1 , 21 3}, O< Eo
1

,1r
1
[M;(X)] < !=XJ e para. todo :1: E ,Y: 

(i) V(0,1r) E Ao] X B1r]I lao;:0
3

il01; ln f(xl0 ,1r)I s; Mi{ :i; ), para i,j,k: = 1, ... ,p; 

(ii) V1r E B1r]) la1r;:;jÔ01; ln.f( :i:l0,1r)I s; M2{ :i;) , parai= 1, . . . ,q,j,k = l , ... ,p; 

1 

éP 1 (iii) V1rE B1r 11 Ô1f;01f jÔB1; ln.f( x l0,1r) s; J\13(.r) , parai , j = l , ... , q, k= l, ... ,]J; 

onde Ao
1 

e B1r 1 são como em (C3) e X ~ .f(-l01,1r,). 

Observação 3.0.9 Estas condiç.àes são parte daquelas usadas para provar as proprieda

des assintóticas do estimador de máxima verossimilhanç.a usual , quando o parâmetro a 

ser estimado é um vetor de (p + q) componentes reai s; em particular as matrizes I () e I 9 7r, 
' 

da condição (C4), são submatrizes da matriz de informação de Fisher. 

Por último, se (X1 , •.. , Xn) é uma amostra a leatória da distribuição F() E :F, 
1,?r 1 

satisfazendo as condiç.ões de regularidade , então para cada (00 , 1r0 ) E 0 x TI, seja 

- a - . onde a;= Lo;(Oo, 7ro) = 80;[,n(Oo, 7ro), parai= 1, ... p. 

Sejam, também , 
é)2 

[,oo(Oo,1ro) = 
002

[,11(00 ,1ro) = [k;j]p xp 

onde k;j = L0;0
1
(0o , 1ro) = 80~~0,[,11(0o,1ro) , para. i , j = l. ... , p 

- a2 -
e [,o,1r(Oo , 7ío) = à1r80[,ll(0o, 7ro) = [c;j] px q , 

onde C;j = Lo; rr (Oo ,1ro) = ., ,"l:0 L,.(00 ,1ro) , para. ·i = ! . . .. . p. j = l, ... , q. 
) 01í ) (I 1 
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3.1 Consistência forte

Nesta seção provanlos a consistência forte do estinlador de pseudo máxima verossimílhança

o«(â'«).

Como no caso uniparanlétrico, resultados preliminares são apresentados nos len)as

seguintes.

Lema 3.1.1 .S'da (XI, . . - , X,.) ?zma amostra a/caíórãa da dis/ráZ,zzição FO.,n.. € .F. So

" co«lições (Le «g-'ta..idade (CI) - ICS), tel«-.si

riJ Z8(0., ".) - Z- E i I" /(Xjl0.,rd X::+ o,

r i) zõo(o., ".) - : ;l il; i« .fH'jlo., «'.) x!::+ -/o.

Í i ) Z8r(0., ".) - :' ;l a;lÕÕ l« /(Xjl0., r.) =S -/0..o

Prova: Das condições de regularidade (C3) e (C4) décor

''.,.. lá"«.r(x-i'.,«al - ' ;
''.,.. l;, "« /p''- i'., ,'al

''.,«. l lé :« .''p''- i'., -'al ' lá -« .''(*. i'., .'al l
/o. ;

''.... l:M :« .f(x- i'., ,'al

- -"'..«. l l& -« .''(.*- I'., ,'al ' lá: -« .''p''- I'., «al l
/o.,«.. ;

onde /0. e /0.,n.. são iiiatrizes de con)potentes reais

b

i'ei]]

(3.1)

(3.2)

(3.3)
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3.1 Consistência forte 

Nesta seção provamos a consistência forte do estimador de pseudo máxima verossimilhança 

Como no caso unipararnétrico , resultados preliminares são apresentados nos lemas 

seguintes. 

Lema 3.1.1 Se._ja (X1 , ... , Xn) nma amostra aleatória da distribuição Fo ,,,. E F. Sob 
0,11 o 

as condições de regularidade (CJ) - (C5 ), lemos; 

l H ô 
(i} lo(0o, 1fo) = ;- -~[)()ln .f(Xjl0o , 7fo) ~ O: 

1 71 32 
(ii) loo(Oo, 1ro) = - I:-2 ln f(X1 I00, 1ro) ~ - f 0

0
; 

n j=l [){) 

(iii) lo1r(00 , 1ro) = ~ t a!~o ln .f(X110o , 1ro) ~ -lo
0

1r
0 

-

.1=1 

Prova: Das condições de regularidade (C:3) e (C4) decorrem: 

onde I O e I () 7r são matrizes de componentes reais. 
o o' o 
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Logo, como Xi, . . . ,X,. são variáveis aleatórias independentes e identicamente dis-

tribuídas, então, peça ]ei forte dos grandes números de ]<olmogorov e as expressões acima,

prova-se (i), (ii) e (iii). o

Lema 3.1.2 .$da (XI, . . . , X.) ?lzn-a anlosíra a/cat(iria da dísZr óuÍçâo FO.,r. C 'F, 0« =

0,.(X-, . . . , X«) ' i« . . . , X,.) d.i' «í{,««do«. /o,t.me«t. co«sisa','*" pa,'a 0o

e 10, resprctiuaTltclltc, elttão, para t,ofio 6 > 0 e sob as coltdições de regularidade (CI),

(C12) e (C5), tr.mos com prol)abilidadc. l quc, para l su$cienteTnente grande:

ríJ IZo.o,o*(0«,i«)l < EMi(.XI) + ó, /)a7'a í,.j,X: = i,.. . ,p,-

ri{) l.Zo.o,.(0o,i«)l < EA/i(XI)+ó, pa7'a í,.J = 1,...,p, k = 1,...,q,-

rliiJ l.Zo.«,.(0o,i«)l < EA/3(XI)+ó, pa7'aã = 1,...,?), .j,k = 1,...,q,

Ol\de M\, M'z e. Ma são con\o ltíl c.Oltdição dc tegttlü i,dado (C5)

Prova: E análoga à do Lema 2.1.2 D

Observação 3.1.3 0 lema ainda. vale se (0«)«Z] e (ã«)«Zi são sequências tais que, cona

probabilidade 1, (0«,i'n) C .40. x .BTo pa'a n suficientemente grande, onde .40. e Bro são

como na condição de regularidade (C5).

Lema 3.1.4 .$dam (XI,- - .,X«) urna a77zostra a/eaíór a da dástríZ,lição FO.,r. € / e

ã,. = i«(X- , . . . , X«) ««, «tim.do,./b,*',«.«,' ««.í.í.« «.. E«tão, soó « ««dÍç'"

dc regra\atidade (CI) - (C5), te.«-os:

Íi) IZ8(0o,ã'«) =5 0,'

r ) Z00(0o, #«) =:S -/0.,'

riÍI) Zõr(0o, á«) =:3 -/0.,n..

Logo , como X 1 , ... , X 11 sao variáveis aleatórias independentes e identicamente dis

tribuídas, então , pela lei fort e dos grandes números de Kolmogorov e as expressões acima, 

prova-se (i) , (ii) e (iii) . D 

Lema 3.1.2 S eja. (X1 ' ... ' xll) uma. amostra. aleatória da distribuição Foo,7ro E :F, º" = 
Õ1l ( X 1 , . . . , X 11 ) e i-" = i-Tl ( X 1 , . •. , X )l) do is estimadores J ortcm ente consist entes para 00 

e 1r0 , respectivamente, então , para lodo f, > O e sob as condições de regularidade (Cl), 

(C2) e (C5), temos com probabilidade 1 que, para n suficient em ente grande: 

onde M 1 , M2 e M3 são como na condição de regularidade (C5). 

Prova: É análoga à do Lema 2.1.2. D 

Observação 3.1.3 O lema ainda vale se (0n)n2'. t e (i,.)n2'. t são seqüências tais que, com 

probabilidade 1, (0 11 , i-11 ) E Ao
0 

x B1r0 para n suficien temente grande, onde Ao
0 

e B1r0 são 

como na condiç.ão de regularidade ( C5) . 

Lema 3.1.4 S ejam ()(1 , .. . , Xn) uma amostra aleatória da dis tribuição Foo,7ro E :F e 

1r11 = i-n(X1 , . . . , X 11 ) um estim'adorfortc1ncnte consisten te de 1r0 . Então , s ob as condições 

de r egularidade (CJ) - (C5) , tem.os: 
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Prova: Usando os mesmos argumentos da prova do Lema 2.1.3, podemos provar a con

vergência das componentes correspondentes, isto é, para {,.j = 1,.. . ,p e k = 1,. . . ,q:

Z..(0o, á'«) aS 0

Zo.o,(0o, i'«) -25 â i« .f(x- lo., -'a }l} i« /(x- lo., ,'al

' lá i« .f(x- o.. «aae- i« /(x- }o.,,'d
(l.c

C...(0o , i'« )

Isso prova o leRIa. D

Lema 3.1.5 .S'e#a ,4 Ç IRP llz71. 7'cZá7}g?l/o aZlcz'ío. .S'í Í/ : ,4 --, 1T{ /)assai deül;ada.s pare ais

d. te«'{« o«d'"', g;j*, .«. íod" " PO«ío. d.: ,4, .«/ão. d«d« x . ,«.) . x.

(«o- , . . . , «o,) .«, ,'l;

g(xo) + }:(z{ -- =o{)gí(xo) +

P-l P

+ >1: }:(a{ -- zoi)(=.f -- ;coj)gfj(xo) +
i=1.j>{

+l} }: >1:(«. - «.:)'(-j - «.j)g-j(x;j)
' {:lj>i
l p--l P

+i E E("' - ".j)("j - ".j):g'jj(xLj)' {=1.j>{
P-2 P-l P

+ l: ll: )ll:(«. - «0;)(,j - «oj)(«. - «o*)g.j*(xl.)
f=1 .j>{ t>.j

onde, para z,.7, k = 1, . . . ,p} xÜk pcrte71ce a a/gunrz scgmc7i.ío de cztrernos

'w=('«:,...,.«.), «m.., .«:C {«o.,«:},{ ],...,P.

Se as deüuctdtzs parciais de se.gun.da ordem. são co tíltuas e, em particular, se a$ de.

terceira ordem são limitadas, podemos f.screucr (3.]}) caiu.o:

g(xo)+ g'(x.)(x - x.): + ;(x - x.)g"(x.)(x - xoy

l.L.L.L
+lí E E E '.j*("; - ". 1(-:. :-.,)(:"* - "«)g:j*(xL*)' í;tj;lk:l

P

l

]

1 )

g(x) zoí) 'gí{(xo )

«o:)'g*.(x ;.: )

(3.4)

i . . \

(3.5)
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Prova: Usando os mesmos argumentos d a prova do Lema 2.1.3, podemos provar a con

vergência das componentes correspondentes, isto é, parai, j = 1, . .. , p e k = l, ... , q: 

r (0 ~ ) q .c . O J..,O, 0,11'11--+ ; 

Lo;O} ( 0o , 11'71) ~ -E [ a~; ln J(X1 l0o, 7ro) a~j ln .f(X11 00, 1fo) l 
Lo.-1rk ( 0o, i11 ) ~ -E [ o~; ln J (Xi 100 . 7ro) Ô~1-: ln .f (Xi l0o, 1ro)] 

Isso prova o lema. D 

Lema 3 .1.5 Se_ja A Ç IR!' um rf.i.ângulo aberto . Se g : A --! IH possui derivadas parciais 

de. t erceira ordem, 9;11-:, em todos os JJont.os df A. cn.lâo. dado s x = (:z: i , . .. , xP ) e x 0 = 

p 1 ,, 
g(x) = g(xo) + IJi:; - Xo;)gi(xo) + ;-- IJz:; - :z:o;)2gi;(xo) 

i=i 2 i=i 

p- i p 1 p 

+ L I:(x; - :ro;)( x1 - :roj),(J;j(xo) + - I:(:z:; - Xoi)39iii(x:J 
i=i j>i 6 i= I 

1 p-1 p 

+2 L ~ (x; - :z:0;)2(x1 - xo1)g;;1(x-;;J 
•=l 1>1 

1 p-1 p 

+2 L I:(xi - Xoj )(xj - xoJ 2g;1j(X;jj) 
i=l j>i 

p-2 p-i )l 

+ L L I:(:z:; - xo;)( xi - :roj)(:r1-: - :rod9iik(x'[i J.:) , 
i=l j>i k>j 

(3.4) 

onde, parai, j, k = l , . . . , p, xijk· pertence a algum segmento de extremos z = (z1 , . .. , zp) 

e. w = ( Wi, • •. , w 11 ), com z ;1 Wi E { x 0 ;, :i:; } , i = 1, . .. , p. 

Se as derivadas parciais de segunda ordem são contínuas e, cm, particular, s e as de 

terceira ordem são limitadas, podemos escrever (3.,{) com.o: 

g(x) = g(xo) + g'(xo)(x - xo)t + l (x - xo)g"(x0 )(x - xo) 1 

1 p p p 

+6 L L L C;jk(:i:; - xo;)(:1:j - ,z:01)(:q. - :z:ok)g;jk(x7jd , (3.5) 
1=1 1= i k=i 
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071de g'(xo) c g"(xo) são as 7naí7'izcs dc dcHuadas parciais dc primeira e segunda ordem,

"sp«íÍ"",«.«*c, ««a/í«da' 'm xo, á.Zo é, g'(xo) (xo))-*. c g"(x.) = (gfj(xo)),*,; .

0 $ cijt 5; 1, pa.ra í,j, X- = 1,...,/).

Prova: Por indução. Pela fórn]ula cle Taylor cona resto de Lagrange, (3.4) vale para p - l

Suponhamos que (3.4) vale para p. Proventos para p + 1. Para isto, consideremos

xo =(zol,..-,=o.+i) e x =(ai,...,=.+i) en] 4. Sjeja /z : ,4 --, IR, definida por h(y) =

g(y, z.+i); então da hipótese de indução aplicada a A, decorre que:

g(xo, =,+-) + }1:(-:. -- :«oi)gi(xo, =«+: )

+; )ll:(-:. - :«o.)'g..(xo, :-.---

7o -- l 7,)

+ >1: >11:(«. - «..)(«j - «o,)g:j(xo, :«.+-)
{=í .j>{

+à E(«. - «.J'g«.(*;., «.--0
l P--l P

+: 1: E('. «..)'(«j - «.j)g«j(x;.j,«.-.-)
' i=1.j>{
l P--l P

+l; E E(«; - «.;)(,j - «.j)'g:jj(xLj, «,+-)
' i=1.j>{
P-2 P-l P

+>ll:>1:11:(«. - «o;)(«j «oj)(«* «o*)g:j*(xL*,«.+-) , (3.6)
{=1 .j>{ t>.j

onde, para í,J, k = 1,. . . ,p, xLt pertence a algum) segnaento de extremos y =(yl,..., y,)

e w =(,«i,..., .«.), con) z{, wi C {zoi,zi}, para { - l,...,p.

Agora, usando a fórmula de Taylor com testo de Lagrange, as funções g(xo, ), gf(xo, .)

e gij(xo,.), para i,J = 1,. ..,p, obtemos:

Ü

]
?

P

g( x, «.-- - )

g(x.)+(';-.-- - ".,*.)g,+-(x.)+ $("---- - ".....:)'g.,.-,.---(xo)

+;(«.+- -- -:o,*,)'g.+:,..F-,.+-(xo, =')
6

onde #* está entre =. .. e

g(xo,«.+:)

29

onde g'(x0) e g"(x0) são as nwt.rizcs de derivadas parciais de primeira e segunda ordem, 

respectivamente, avaliadas cm Xo, isto é, g'(xo) = (gi(xo)hxp e g"(xo) = (9ij(Xo))pxp,' e 

O:; Cijk:; 1, parai,j,k = 1 ... ,p. 

Prova: Por indução. Pela fórmu la de Tay lor com resto de Lagrange, (3.4) vale para p = l . 

Suponhamos que (3.4) vale para p. Provemos para p + I. Para isto , consideremos 
>, 

Xo = (xo1, ••• ,:z:op+1) ex= (:r1,-- -,Xp+ t) em A. ~eja h: A - IR, definida por h(y) 

g(y, Xp+ 1); então ela hipótese de indução aplicada a h, decorre que : 

p 

g(x ,:rp+1) = g(xo ,:rP+d + L(:1:, - :z:oi)g,(xo, :z:p+1) 

l 
,, 
~ 2 +2 0 (:i:; - :z:u;) _(/;i(xo, .1:,,+1) 
•=1 

p- 1 1-' 

+ L L(.1:i - :z:o i )(:1:_i - :i:oj)9i.i(xo, :rp+1) 

i=I j>i 

+~ Í)xi - :roi) 3 9iii(xiii, :rp+1) 
6 i=l 

1 p-1 p 
+- L L(xi - xoi)2(xj - Xoj)9iij(x7ij• Xp+1) 2 . . . 

1=! J>• 
1 p-1 p 

+2 L I:(:ri - Xoi)(xj - :roJ2g;jj(Xijj, :r,,+1 ) 

•=I J>• 
p-2p-1 p 

+ L L L(:i:i - :ro; )( :1:j - :i:oj)(xk - xok)g;jk{xijki Xp+1) , (3.6) 
i=l j>i k>j 

onde, para i, j, k = l, ... , p, xijk pertence a algum segmento de extremos y = (y1 , ... , y,,) 

e w = ( w 1 , . .. , wp), com z;, Wi E { Xoi , x;}, parai = 1, .. . , p. 

Agora, usando a fórmula de Taylor com resto de Lagrange, as funções g(x0 , ·), g;(x0 , · ) 

e g;j(Xo , · ), parai , j = 1, ... , p, obtemos: 

1 2 
g(xo) + (x,,+1 - :z:o,,+ 1 )gp+1(xo) + 2(x,,+1 - :z:op+i) 9,,+1,,,+1(xo) 

1 
+6-(:rp+1 - :z:o,.+1 )

3
9p+1 ,p+1,p+1(xo, :i: • ) , 
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gi(XO, ,p+-) = g(Xo) +(",+- -- ,o,..)g.,.+-(xo) + {(,..-- -- «o,.. yg.,,+:,,+-(xo, «:) ,

onde al' está entre zo,.+i e z.+ll

gíj(xo, zp+l) = gij(xo) +(zp+l -- 'o.+l)gi,j,.+l(xo,zLI ,

onde a;L está.entre zo..+] e =,+]

Substituindo estas últimas expõe

P+l

Por último, para verificar (3.5), 1)esta observei (]ue se as derivadas parciais de segunda

ordem são contínuas, en) particular se as de terceira ordem são liillitadas, então gij(xo) =

gj{(xo), para í,.j = 1, . . . ,p. Assim,

ssões enl (3.6) podemos verificar que (3.4) vale paraS l )

:,..)g.(xo) + ; >:(«; - :«o.)'g«(xo)
' t=l

P-l P

+ >: >1:(#; -- :«o{)(zj -- =oj)gí,(xo)
{=1 .j>{

1 1 p

= g'(xo)(x - xoy + l! l >:(«. - "o')'g«(xo)
' Li=l

«oi)(«j -- «oj)g.j (xo)

(x - x.y +il(x - x.Ig"(x.)lx - x.y

«Of)(«j -- «o,)g,i(xo)
P-l P

+EE(«.

Daí decorre (3.5) D

Lema 3.1.6 S'c .4PXP é uma matriz siméíMca c de.unida posit ua. Então Vx € ]RP, temos

.x.llxll' $ xÁx' $ ,x:llxll'

onde À] > > Àp sao os azltoua/ares dc .4 e zll2

Prova: Como ,4 é simétrica, existe uma matriz ortonoinlal CP*P tal que (,'t,4C = Z), onde

D = diagonal (ÀI,. . . ,À.), sendo Ài, . . .,À. os autovalores de ,41 e como .4 é definida
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onde x7 está entre Xo,r+1 e Xp+ 1 ; 

onde X;j está entre x o ,p+1 e Xr+ 1. 

Substitu indo estas ú lt imas expressões em (3 .6), podemos verificar que (3.4) vale para 

p + l. 
Por último , para. verifica r (3.5) , basta observar que se as de rivadas parciais de segunda 

ordem são contínuas, em particular se as de terceira ordem sã.o limitadas , então g;j (Xo) = 
gj;(x0) , parai , j = 1, .. . , p. Assim, 

Daí decorre (3.5 ). 

p 1 p 

I)x; - :i:o;)g;(xal + :-- 2:):z:; - :i:a ,r2g,;(xo ) 
i=I 2 i= I 

p- 1 p 

+ L I:Jr; - Xo ;)( x_i - :i:oj )gi_i(xo) 
i=I j>i 

= 91(xo)(x - xo) 1 + t [t(x; - :i:o;) 2g;;(xo) 

p - 1 p 

+ L I:(x; - xo;) (xj - xoi)g;j(Xo) 
i = I j> i 

p-1 p l + L ~ (:i:, - :vo;) (:i:j - :i:oj )9ji(xo ) 
t=l J>t 

= g' (xo)(x - xo) 1 + l(x - xo)g"(xo)(x - xo/ 

D 

Lema 3.1.6 S e Apxp é uma matriz simétrica e: definida positiva . Então Vx E JRP , temos: 

onde À1 > · · · > À,, são os autovalorc:s de A e ll :rll 2 = LJ= l :vj. 

Prova: Como A é simétrica, existe uma. m a.t r iz ortonormal G'rxr tal que C 1 AC = D onde 

D = diagonal (À 1 , ... , À,,) , sendo )11 , .. . , >.,, os autovalores de A; e como A é defin ida 
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positiva, À] > 0, . . . , À. > 0. Sen) ])farda de generalidade, ])odes)os supor que ÀI >

À.. Então, Vz C IR' : x,4x' = x(JZ,)C''x' = yZ)y' = E;:i ÀÍpj, onde y = (yl, . . . ,y.)

xC'; e portanto ÀPllxCI 2 :; Àp yjl2 :: Àp )l-'J=1 yj $ >1'j:l Àjyj :: x.4xt $ ÀI >,j:i Z/j

Àiljyjl2 = ÀI llzC'l 2. Daqui decorre o lema, pois sendo C ortonormal, llxC'll2 = xC(xC)t =

Lema 3.1.7 .S'c.ja7r! (XI, . . . , X«) r lnr a17zos/.ra a/caíól'ía df FO..r. C 'F, caIR /' satÍs/a-

««d' " ««diçó« d. ,.g«/«íd«d. rc'.rJ - rcs;, . ã,: (X-,. . .,X,.) «m e.lim«d.,

Jortfln.f.ntc col sistcl tf de Tu. TcTnos, cona prol)abilidadc 1, qltc pára cada > Q su$cielt-

't,eme?t,te 'l)eq'tteTt,o

VO C aB(0o,c) : Z.(0, â',:) < .[«(0o,ã'.)

para it su$cic.Tltclnelttc. gra ldc; Oltdc

B(0o,c) = {0 C IR' : ll0 Ool < .}

C

aB(0o,c) {0 C R,' 0 eDIl

Prova: Sejam ,40. e BTo i'etângulos abertos contendo 00 e z'O, respectivamente, sa-

tisfazendo a condição de regularidade (C5) (i). Seja ci > 0 tal que Vc C (0,cl),

aB(0o, c) Ç ÁO.

Colho i',. -!--} ro, segue, com probabilidade 1, que i',: C BTo para n suficientemente

grande. Assim, pela condição de regularidade(C5) -(i) e(3.5) do Lema 3.1.5, segue cona

probabilidade l que, para c C (0,cl), 0 C aB(0o,c) e li. suficientemente grande:

r,:(o, â',. ) C. ( 0o , i',. ) Sln + S'2,. + S'3,. (3.7)

onde

.SI,. Zd(0o, â«)(0 - Ooy

=3 1

positiva, À1 > O, . . . , Àp > O. Sem perda de generalidade, podemos supor que À1 > · · · > 

Àp. Então Vx E ffiP : xAx 1 = xC DC 1x 1 = y Dy1 = Lj= I À1yj, onde y = (Y1, ... , yp) = 

xC; e portanto Àpjj xC jj 2 = >.,,jjyjj 2 = Àp Lj=I yj S Lj= I À1yj = xAx 1 ~ À1 Lj=I y] = 

À1 jjyjj 2 = À1 ll xCj j2 . Daqui decorre o lema, pois sendo C ortonormal, jjxC jj 2 = xC(xC)I = 

ll xll2. D 

Lema 3 .1.7 Sc-.,iam (Xi ,• . . , Xa) uma anwst.rn aleatória de J-~o,'lí'o E F , com. :F satisfa

zendo as condiçõ es de regularidade (CJ) - (C5 ), e i 11 = 1r11 (X 1 . . .. , X,1 ) um estima do1· 

fortemente consistente de 1r0 . Temos , com probabilidade 1, que para cada é > O suficic11-

tcmentc pequeno: 

para n suficicntc.mr.ntc. _qmnd e; onde 

B(0o ,E ) = {0 E IlF: 110 - Ooll < d 

e 

8B(0o,E) = {0 E IRP: 110 - Ooll = t: } 

Prova: Sejam Ao
0 

e B1r0 retângulos abertos contendo 00 e 1r0 , respect ivamente, sa

tisfazendo a condição de regul aridade ( C5 ) - (i). Seja t: 1 > O tal que Vt: E (O, t: 1 ) , 

8B(00 ,t:) Ç Ao
0

• 

Como i-11 ~ 1r0 , segue, com probabilidade 1, que i-11 E B1r0 para n suficientemente 

grande. Assim, pela condição de regularidade (C5) - (i) e (:3.5) do Lema 3.1.5, segue com 

probabilidade 1 que, para é E (0, t: 1 ) , 0 E 8B(00 ,t: ) e n suficientemente grande: 

(3.7) 

onde: 
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à(0 - Õo),C00(0o, i'«)(0 - Ooy
l 7) P 7)

IÍ >1: >11: >11: cíjt(0' -- é?o.)(0j - Ooj)(0k - Oo*)IZo.',o.(0Lk, â«)' {=1.j=it=l

com 0 $ qjk $ 1e 0Lk C B(0o,c), para í,J,t = 1,...,p.
Provaremos abaixo que, cona probabilidade 1, para c > 0 suficientemente pequeno

tem-se para é? C aB(0o, c) e 1} suficientemente grande:

.s,"

s'.

l.S'-,.l < 7,'c' l3.8)

(3.9)

onde Àp > 0, é o nlenoi' autovaloi da nlatiiz /0

.S'3,.l < P'c'EA4i IÀ'l ) l3.i o)

onde .IVI é como na condição de regularidade ((1;5).

Segue de (3.6) e das desigualdades anteriores que, se 0 < c < 1 À.p-3ll + EÀ4i(Xi)I'i

e c < ci, então, cona probabilidade 1, pala 0 € OB(0o,c) e 1} suficientemente grande,

Z«(0, i«) - Z,.(0o, i«) S'i,. + .S'e,. + S'a,. < 0 ,

o que prova o leRIa

Prova de(3.7): Pelo Lema :3.1.1(i), .SI« = ZO(0o,i«)(0 0.y -!b 0, daí segue (3.7). []

Prova de (3.9): Pelo Lema :3.1.1 (ii), -S'2« = {(0 -- 0o)Z00(0o,ã«)(0 -- Ooy J5 --{(0 --

0o)/0.(0-- Ooy. Então, pela coi)dição de tegulari(jade (C4) - (i) e o LeRIa 3.1 .4, segue para

c > 0 suficieiltenlente pequeno e 0 C aB(0o, c), que con) probítbilidade l:

S,« < -{(0-0o)/0.(0 0oy+:-Àpc

«:: llo o.ii'+iÀ..'- }À..'

Isso prova ( 13 .9 ). 0
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2(0 -Oo)Loo (00 ,1r,.)(0 - 00 ) ; 

l P P P -

6 L L L Cjjk ( O; - 0o;) ( 0j - 0oj )( 0 k - 0ok)Lo;OJ 0k ( e;jk, '7rn) ; 
i=l j= I k=l 

com O :::; Cijk:::; 1 e 07jk E B(0o ,t; ), para i,j, k = l , ... , p. 

Provaremos abaixo que , com probabilidade 1, para E > O suficientemente pequeno , 

tem-se para 0 E ôB( 00, E) e n suficientemente grande: 

1 
e• 1 < 3 :3 ,:, 1 n ]! € ; (3.8) 

onde >. 11 > O, é o menor autovalo r ela ma.tri z 100; 

(:3.10) 

onde M1 é como na condição ele regularidade (C5). 

Segue de (3.6) e das clesigualclacles ante riores qu e, se O < E< ¼>-Pp-3[1 + EM1(X1)J-1 

e E< E: 1, então, com probabilidade 1, para 0 E ôB(00,E ) e n suficientemente grande, 

o que prova o lema. 

Prova de (3.7): Pelo Lema :3.1.1 (i) , 8111 = lo(0o , 1rn)(0 - 0o) 1 ~ o, daí segue (3.7). o 

Prova de (3 .9): Pelo Lema 3.1.1 (ii) , S2n = ½(0 - 0o)Loo( 0o, irn)( 0 - 0o)l ~ -½( 0 -

00 )1 Bo ( 0- 00 )1. Então, pela condiçào de regularidade (C4) - (i) e o Lema 3.1.4, segue para 

E> O suficientemente pequeno e 0 E âB(00,E), que com probabilidade 1: 

Isso prova. (3.9) . D 
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Prova de(3.10): Pela Observação 3.1.3 vale o Lemit 3.1.2(i), logo, para 0 < c < c. e

0 C ÕB(0o,c), ten)os, cona probabilidade 1, que para ll suficientemente grande:

E
' {-lj:lt:l

E ES'3,. c'lEM:(.\'-) + 5 A/(X-)) = P'.'EM:(X-) D

Isso prova o lema, D

O resultado principal da seção é enunciado e })rovado a seguia

Teorema 3.1.8 .S'da (XI, . - , X,:) ?lma a7zzosíra a/eaiór a dc FO.,r. € 'f, com /' satás-

fazclldo as coltdições dc rcgltlaT'idade (('1) - ICS) ( it« = i,.l.X\,. . . ,X«) um estimados

fortemclLtc. (OTtsiste ttf. de 10. EILt.(io, czist( tinta scqtiêT}.cia (0«)«>.\ tat quc com probabili-

dade l:

rÍ) ,CO(0«, â'«) , u#c{.«t.,"'"'' g««'Í'

rÜ) 0« ;m 0o

Prova: Da condição de regularidade (C2), segue, para c > 0 e 1} C IN+, que existe

0.,, C B(0o, c), satisfazendo

Z«(0«,,,i«) {lZ«(0,i'«l: 0 C B(0o,c)}

Daí segue, pelo Lema 3.1 .7 e da condição de regularidade (C2), (lue para c > 0, suficien

temente pequeno, temos com probabilidade l:

0,.,. C B(0o,') e ZO(0«..,i«) 0 , (3.11)

para 1} suficientemente grande

Seja co > 0 satisfazendo (3.11); e deflilan os para zz suhcientemente grande 0., de

modo que:

lO«-0.l=i«Í{ 0-0ol :0€'B(0o,;o) ' ZO(0,á'«) (3.12)

Prova de (3.10): Pela Observação 3.1.3 vale o Lema 3.1.2 (i), logo , para O < é< é 1 e 

0 E âB(00,E) , temos, com probabilidade 1, que para n suficientemente grande: 

o 

Isso prova o lema. o 

O resultado principal da seçã.o é enunciado e provado a seguir. 

Teorema 3.1.8 Seja (X1, •.. , X") uma amostra al eat.ória de Fo ,,.. E F , com F satis-º, 11 o 

fa zendo as cond-i~·ôcs de regularidade (CJ) - (C:5) e ir,, = i,, (X 1 , ••• , X") um estimado1· 

fortemente consistente de 1r0 . Entáo , existe mna scq1'i.ência ( 0n)"~ 1 tal que com probabili-

dadc 1: 

(i) [,o( 0,,, ir") = O, para n suficientemente grande; 

Prova: Da condição de regularidade (C2), segue, para é > O e n E IN+, que existe 

Õn,f: E B(0o,E), satisfazendo 

Daí segue, pelo Lema 3.1.7 e da concliçà.o de regu laridade (C2), que para E.> O, suficien

temente pequeno, temos com probabilidade 1: 

(3.11) 

para n suficientemente grande. 

Seja E.o > O satisfazendo (:3 .11 ); e definamos para 11 suficientemente grande On, de 

modo que: 

ll 0n - ºº" = inf { 11 0 - 0o ll: 0 E B(0n,êo) f' [,o(0, ir11) = O} . (3 .12) 



Então, pela continuidade das funções norma e CO, temos com probabilidade l que:

Õ,. C R(0o,co) e ZO(Õ«.i«) = O . (3.13)

Ou seja, 0,: satisfaz (i) da tese

Por último, 0« .;;Ía 0o com probabilidade 1. Com efeito, seja 0 < c < co. Segue de

(3.11) que, cona probabilidade l e para it suficieiltenlente grande,

/

0,.,. C B(0o,c) Ç B(0o,co)

e portanto poi (3.12), 0« -- Ooll $ 110«,. -- Ool < c. Ou seja, 0,. ;;i2 0o cona probabilidade

l n

Corolário 3.1.9 (J071sÍdc7'c77 0$ as /lipófcscs do 7'c07'c77za 3. /.8. .S'up07tÀamos tanzbéz7z que

pa« cada 7 € m+, a eq?taça. Z:0(0,â«) = O, «{sía co,«./u«ção de 0, fem w«.a .í«áca «{z

Enl,ão, o estimados de pscttdo máxima uerossi nilhaTtça, 0.:1.i,.'l, é .fortemeTLte consisteltte

para 0o.

Prova: Segue da condição de regularidade (C2) e o Teores)a :3.1 .8 D

'a

3.2 Distribuição assintótíca

Nesta seção estudamos a distribuiçã.o assintótica do estinlador de pseudo máxima verossi-

milhança no caso nlultiparamétrico. Como nas seções anteriores, resultados preliminares

são apresentados.

Lema 3.2.1 Sda (XI, - - . ,X.) ?17n,a amostra a/caíóría da d stribuíção FO.,r. C 'F, 'nde

/ satis.faz as condições de regutctridade (C]), (C2) c (C5). Sejam 0i. = 0i.l.XI, . . . ,X.),

í = 1,2, dois esÍÍmadores/ortc7ncz fc co?zsãstc71íes df 0o, i{,: = if,.(XI, . . . ,X,:), í = 1,2,

dois e.stimadorcs .fortcmelLtc col sistcTLtes dc lrü. Temos

r!) (01« -- OolZo.o,o.(02«, ã'i,.) -SIS Otx., pa7'a {,.j. A- = l

Então, pela continuidade das funções norm~ e Lo, temos com probabilidade que: 

(3.13) 

Ou seja, 0,, satisfaz (i) da tese. 
/ 

Por último, 0 11 11100 
0o com probabilidade 1. Com efeito , seja O < é < éo . Segue ele 

(3 .11) que, com probabilidade 1 e para n suficientemente grande, 

e portanto por (:3 .12), 11 0,. - Oo ll ::; JIÕ" ,,. - Oo ll < t:. Ou sejé.l, 011 111 00 
0o com probabilidade 

1. o 

Corolário 3.1.9 Consideremos as hipóteses do Tco1"f1na 3. 1.8. Suponhamos tamb ém que 

para cada n E IN+, a equação Lo(0, i,,) = O, vista como fmiçâo de. 0 , tem uma única raiz . 

Então, o estimador de pseudo máxima verossimilhança, 011 (1r 11 ) , é fort emente consistente 

para Oo. 

Prova: Segue da condição de regularidade (C2) e o Teorema :3.1.8. o 

3.2 Distribuição assintótica 

Nesta seção estudamos a clistribuiçã.o assintótica elo estimador de pseudo máxima verossi

milhança no caso multiparamétrico. Como nas seções anteriores, resultados preliminares 

são apresentados. 

Lema 3.2.1 Seja (X1 , . .. , X,,) uma amostra aleatória da distribuição Fn ,.,. E :F, onde 
Uo, 11 o 

:F satisfaz as condições de regularidade {Cl), {C2} e (C5). Sejam Õi,. = Õi,,(X1 , . . . , X 11 ), 

i = 1,2, dois estimadoresfortcnicntc consistentes de 00 ; ii 11 = ii11 (X1 , . .. ,X,,) , i = 1,2, 

dois estimadores forte.mente consistentes de 1r0 . Temos: 
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ríiJ(í-«-ro).Z,..,.*(Õo,i,«) S50-*., p«,«i ..,p,.j,t ..,q

Prova: Segue do Lema 3.1 .2. D

Lema 3.2.2 .Sda (XI , . . . , À',.) ltlzl.a azllosfra a/caÍól'ía da d stríZ)?lição FO.,n.. € .F, on.df

F satis.faz « 'o«diçõc- d. ..g«ta«id«d. (CI) - (C5). Sej« i,: = it,.l.X-, . . . ,X«) taí qu(

V'ã(ZO(0o,,'o),ã'« - -'o) B W W,) -, .N.--,(0, E) ,

«.'., - l ::: ::: l

ETLtãO, tC.TIROS:

riJ Ell = /0

rÍ{) E:,

Prova: Pelas condições de regulam'idade (C3) (i) e ((;4) (i) segue que

{á i« /(x« lo., «.)}«z-

é uma sequência de vetores aleatórios independentes e identicamente distribuídos, com

vetar de médias EO.,r. i;lã in ./'(Xi l0o, ro)) = O e matriz de covariâncias

Zo.,«.{iâ l« .f(x- lO.,«.)i'iá i" .r(À'- lO.,r.)l} - /0. ,

que é uma matriz de componentes reais. Portanto, pelo teorema central do limite para

vetores a]eatórios, X/;iZ8(0o, ro) B WI - ]VP(O, /0.). Poi outro lado, segue da hipótese

e do teores)a de Grau)ér Wold que ./ãZ0(0o,ro) =' Wi - /VP(O, Ell) Logo, Ell = /0.

Isso prova (i).

rara provar (ii), consideienlos que

0o ,...,0o.). «'o («'o-,...,«o.l, ã',. ,...,f«.),

/0. = (af.)pxP , E22 ' (Z'í,),*, e EIZ = (a{.)p*.

35

Prova: Segue cio Lema 3 .1 . 2. o 

Lema 3. 2 .2 Se.ia (X1, .. .. X 11 ) 1mw amostra aleatória da dist.ribuiçâo Fo 1r E F , onde 
O, O 

:F satisfaz as condições de regularidade: ( Cl) - {C5}. Se.ia i" = irn(X1 , .•. , X 11 ) tal que 

onde 'E= 

Então , temos: 

Prova: Pelas condiç.ões de regularidade (C3 ) (i) e (C4 ) (i) segue que 

é urna seqüência de vetores aleatórios independentes e identicamente distribuídos, com 

vetor de médias Eo ,,,. [~ ln J(X1 100 , 1r0 )] = O e matriz de covariâncias 
0, 11 o 8U 

que é urna matriz ele componentes reais. Portanto , pelo teorema central do limite para 

vetores aleatórios, ,/n[,9(00 ,1r0 ) ~ W 1 ~ Nr( O, IoJ· Por outro lado, segue da hipótese 

e do teorema de Cramér Wolcl que JnI:,o(00 ,1r0 ) ~ W 1 ~ N,,(O,L'. 11 ). Logo , 'E11 = 10
0

• 

Isso prova ( i). 

Para provar (ii) , consideremos que 
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Sejam J C ti,...,p} e k C tl,...,ç}. b4ostraremos que ajk = 0. Pelo Teores)a

2.1.5, existe uma seqiiêiicia (0«j)«ZI tal que co]]] probabilidade l tenllaillos Onj ;íÍ2 Ooj

e ,Co,(Ooi,...,aoj l,0«j,Ooj+l,.. .,OoP,not, ..,«-o,l = 0, para 1} suhcientenlente grande

Então, procedendo como na prova do Teoreil)a 2.1 ..5 para verificam (2.16), podemos mostrar

que:

di(Õ«j -- 0o, ã'«* -- «.) B {,',. -- JV2(0, ('j*)

.«-. ''. - l .="" ":'" 1 , «". «. ;' ', ,":: '.. ' '.'«:.'. -«":-
De (3.14), })odenlos concluir que 0,., é assintoticameilte llorlnal e eficiente para o

problema de estimar 0.j, sendo os restantes parâmetros c.onllecidos. Portanto, pelos argu-

mentos da ])cova de(ii) do Teoien[a 2.1 .5,(:3.14) tai]]l)én] in]l)liga que ojX; = 0.

Assim, ])rovanlosqueV.j C {l,...,p} eVk CÍI....,q}, aJA.:: 0. Portanto, E i2 = 0,xç

(3.14)

D

Lema 3.2.3 S'ela .4 C IRP ?lm refá7&g?l/o abcrZo. .Sc g : ,4 --} IR possllá derivadas

'í' 'eg«d« o,d''", g'j, .«. t.d" " po«to. d. ,'l, .«fã., d«do. x , . . .,«.)
(«o:, . . . ,«..) .m ,'l;

e xo

g(x) - g(xo) + >1:(*' - '.:)g'(xol + : E('. - ".:)'g-(x;.){=1 '"'f=l
P--l 7)

+ }: >ll:(zÍ -- :«0{)(3j -- zoj)gíj(xLI
{=1 .j>{

onde, para {,.j = 1,. . . ,p, x:Í pertc7'cc a a/gu«2 seg,«c7 ío dc cztremos z = (zi,

w =(.«-,...,«,.), «m;:,.«.C {«o.,«.}, í ..,p

Em pa.rticzlar, pode.mos escletler (3. 15) como:

P

g(xo) + >1:(zf -- «o. Igflxo)

+iE }: '.j(". - "o.)(". - -;oj)g.j(xLI
' t=1.j=l

l

(3.15)

,z,) e

g(x)

l3.16)
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Sejam j E { 1, ... , p} e k E { 1, .. . , q}. Mostraremos que CTjk = O. Pelo Teorema 

2.1.5 , existe uma seqüência (O)lj} 11 2'. 1 tal que com probabilidade 1 tenh amos 0111 nl oo 0o1 

e .Co
1

(001 ,• ••,0oj-1,011j,0o1+1,--- , 0op,1r01, .. . , 1ro9 ) = O, para n suficientemente grande. 

Então, procedendo como na prova do Teorema 2. 1.5 pa ra ve rifi car (2.16), podemos mostrar 

que: 

(3.1 4) 

onde Cik = ( ~l[/ a-;/ CTjk ) , com a11 > O, pois / 0 é definid a positiva. 
aJJ CTjk CT jk o 

De (3.1 4), podemos coucluir que 011 j é assintoticamentf' normal e efi ciente para o 

problema de estimar 0_;, sendo os restantes p a râmetros conh ecidos . Portanto , pelos argu

mentos el a prova de (ii) do Teoren1éL 2. 1.5 , (:3.1 4) também impli ca que CTjk = O. 

Assim, provarnosque \lj E {l , .. . , JJ} e \lk: E {l. ... q} , CTjk = O. Portanto , I:12 = Üpxr,· 

o 

Lema 3.2.3 S eja A C ffi.P um retângulo aberto . Se g : A -t ffi. possui derivadas parciais 

de s egunda ordem, g;1, em todos os pontos de A , então, dado s x = (x1 , ... ,xp ) e x0 = 

g(x) 
,, l ,, 

g(xo) + I)x; - xo;)g;(xo) +? L(:r; - Xo;)2 gi;(x ;';) 
i=l - i =I 

p- 1 ,, 

+ L L(x; - x o;)(x1 - Xoj)!/ij(x71) , (3.15) 
i=I j>i 

onde, parai,J 1, .. . ,p, X;_i pertence. a algum se.gme.ni.o de extremos z = (z1 , ... ,zp) e 

w = ( W1, . .. , wp), com. z;, w; E { Xoi, x;}, i = 1, .. . , p. 

Em particular, podemos escrever (8.15) como: 

p 

g(x) g(xo) + I):z:; - :z:oJq,(xo) 
i= l 

1 p 7' 

+0 L L C;j ( x; - :z:oi)(.z: .i - :z:o.i )9i j( x7j) (3.16) 
- i= l j=1 

;35 



07}de U S cij S 1, pa7'a z,.7 :: l, . . . ,p, otz, cquzllaZc7 tc77t

g(x) = g(xo) + g'(xo)(x - xoy + {(x - xo)C'(x - xoy

lc.jg., (xl)l.* . .

e7 íc

ondeZ

l3.i 7)

Prova: Análoga à do Lema 13.1 .5 D

Observação 3.2.4 Claramente, os polltos xiJ' onde são avaliadas as derivadas de segunda

ordem, tanlbénl satisfazem, para i,J = 1 , . . . ,p, xl ---} xo quando x -.-} xo.

Lema 3.2.5 .S'da (XI, . . . ,X,.) ?lli&a a i2.0st7'a a/calóT'ia da dãsíriZ,unção FO.,X. C /', caril

J' satis.fazcTI.do as ca diçõc.s dc rcgxttaridadf ((:1) - ((:5). Sejam tO«}«>.x c (v")«Zt, tais

gue 0,: -!5 0. c ã-,. -!5 r.. E7tíão.

ri) Ji.Zb(0o,â«) -- «iZâ(0o, ro) -- Y«v;i(ã« -- roy -515 Oj*., 07}dc Y«

íi{) .aiZb(Õ«,i«) - v''ã.êb(0o,i«) v«v'a(õ« - ooy -!S ol*., o«d. v« J5 -.rO.,.

r ü) -..,/ãZ0(Õ«,â«) + ./ãZ0(0o, «o) + Ói(i« - ro)Y:. + y'ã(Õ« - 0o)V« J5 O.*..

Prova: Sejan] ,40. e Br. retângulos satisfazendo a condição de regularidade (C5). Como

(Õ«,i'«) J5 (0o,n'o) e (0o,z'O) C ÁO. x Bro, segue, cona probabilidade 1, que (Õ«,#«) C

.40. x B7r. para 1} suficientemente grande. Logo, poi (3.17) do Lema 3.2.3, temos, cona

probabilidade l e pala. 1} suficientemente grande, que se À; C {l, . . . ,pl:

. vã.Ze.(0o,+«)(0o, ,o)+ «ãZ.*r(0o, ro)(â« - roy

+V'ã(ã« - ro)C«(ã« - «oy (3.18)

onde O« = lc,.ij,Co.«..,(0o, r;fj)l,*,, co«) 0

i,j - l, . . . ,p;

l e r:l;; --+ ao quando r,, --} rn. para

. «ã Co. (0« , +« ) y'ã.C..(0o,â«)+ «ã.C,*0(0o,r«)(Õ« Ooy

+Ói.(0« - 0o)D,:(0,. - Ool'
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(3.19)

onde O :S; c,j :S; 1, parai, J = 1, . . . , p, ou, equivalentemente, 

g(x) = g(xo) + g'(xo)(x - xo) 1 + ~(x - x 0 )C(x - x 0 )
1 

, (3.17) 

Prova: Análoga. à do Lema. :3.1 .,J. D 

Observação 3.2.4 Clara.mente, os pontos x7j, onde sào ava. lia.das as derivadas ele segunda 

ordem, também satisfazem, parai, j = 1, .. . , p, x71 - x 0 quando x - x 0 . 

Lema 3.2.5 Seja (X 1 , . • • , X") uma amostra alcat.ória da distribuição Fo E :F, com 
o,7ro 

:F satisfazendo as condições de rcgulnridad c (C i) - (C5). Sc_ia.m (0n) 11 21 e (ir1t)n2i , tais 

-O q.c . {) ~ q.c. E -
que ,i - 0 e 1r11 - 1r0 . 11.tao: 

(t·i·} r,;; ri (-0 ~ ) r,;; ri (0 ~ ) V ~(-0 0 )'· q. c . 0 1 d V q.c. J · yn;._,{) n,11"n - yn;._,{) 0,11",, - llyn n - 0 - lXp l OU e n - - o 1 
- o 

Prova: Sejam Ao
0 

e B1r0 retângulos satisfazendo a condiçào de regularidade (C5). Como 

(Õ11 , i-11 ) q.c. ( 0o, 1ro) e ( 0o , 1ro) E Ao
0 

x B1r0 , segue, com probabilidade 1, que (Õn, i-n) E 

A9
0 

x B1r0 para n suficientemente gran d e. Logo, por (:3.17) do Lema 3.2.3, temos, com 

probabilidade l e para n suficientemente grande, que se k E {1 , .. . ,p}: 

i,j = 1, ... , p; 

V11,lok(00 , ir11) + ,.fo,L0k0(0o 1r,,) (0n - 00)1 

+,.fo,(0" - Oo)D,/Õ11 - Oo)' 
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\<

onde l)« = 1(ZfjZ,.0(0«{j,i«)lpxp, com 0 $ df.j $ 1 e 0.íj ---- 0o quando 0« --' 0o, para

i,j - l,...,p.

De(3.18), dos Lemas 3.1.1(iií) e :3.2.1(ii), segue que, ])ara k C {l,...,pl:

v'ã .Zo* (0o , ã'« ) V'ã .Zo* ( 0o , ro ) Y«* ../ã( â',. «'oy =L 0 (3.20)

onde Y.x; -!S --/(k)ro' sendo /(k)n.o a k-ésinla filít da matriz /0o,T.

Sejan] Y,, e V« matrizes com k-ésima lillha. Y«* e V«., respectivamente. Enão, de

(3.19), dos Lemas 3.1.4(ii) e 3.2.](i), segue que, paio- k C {l,...,pl:

V'ã Zo* ( 0« , i'« ) V'ã'Zo* ( 0o . i',. ) V ,.tÓ;(0,. Ooy =S 0 , (3.21)

onde V,.t -q.c sendo /(k) il A;-ésin)a fila da l atiiz /0.

De(3.20) seg«e(i), '1.(3.21)(ii), e(iii) «gue .le(i) e(ii)

Isso prova o len)a. D

A seguir enunciámos e provar)os o resultado principal desta seção

Teorema3.2.6 Sda (Xi,...,X«) zzllza azllosÍra a/eató7'áa da dstrbuÍção

FO.,it. ç: F, co« F s«tisfüzen'lo "s co«diçõe; d( r.g«la«idade (CI) - (C5), ' ;i«

ã,.(X:, . . . , X«) «m e'tá«.«do«./b,''.m.«*' ««.{.í.«t. d' ro, í«/ q«.

«ã(ZO(0o,,o),ã« - ro) E W (W-, W,) - .N,--,(O, E) ,

"' " ' 1. EÍ, x;; .l
Sda (Õ«)«Z-, t«/ g«. Õ,. -S5 0. ., «m p,,oZ,«óá/id«de /, .[0(Õ«,â«) pa« n .u#cí-

entemente graltde. Elttão, temos:

on

(3.22)

V'ã(Õ« - 0o,i« - r.) = V -- 7V.+,(O.+,. E') ,

«.'. ,* - l 'z * W);i:illi««''J
:38

l3.23)

onde D11 = [di1L
0ko(0;1ij• in )]p xr , com O < dij < 1 <" e;ii j - Oo quando 811 -t Oo , para 

i ,j =l, ... ,JJ . 

De (3.1 8) , dosLemas3 .1.1 (iii) e :3 .2. 1 (ii) ,segue que,parak:E {1 , .. . , p}: 

(3 .20) 

onde Ynk ~ -Ie(k) , sendo fe(k) a k-ésima fil a el a matri z / o 11" • 
o,7ro o,7ro o, o 

Sejam Y 11 e V 11 matrizes com k-ésima linh éL Y 11 k e V,.k, respectivamente. Enâo, de 

(3.19), dos Lemas 3.1.4 (ii) P. :3.2. 1 (i) , seguP que, parn k E {1 , ... ,p}: 

(3 .21) 

d V q. c. J( kl I J(kl 1 ' • fi 1 1 . / on e nk ---t -
00 

, senc o 
00 

a 1.:-es1ma 1 a e éL mélt n z 
00

. 

De (3.20) segue (i) , ele (3.21) (ii) , e (iii ) segue el e (i) e (ii) . 

Isso prova o lem a. o 

A seguir enunciamos e provamos o resultado prin cipal des ta seção. 

Teorema 3.2.6 Seja (X1 , ... , X 11 ) uma amostra aleatória da distribuição 

Fn ,rr E F, com F satisfa ze ndo as condições de regularidade (Cl) (C5), e in Uo, 11 o 

?rn(X1 , . .. , X71 ) um estimador fort emente consistent e de 1ío , tal qu e 

(3.22) 

E~ 2 ) 
E22 . 

l -O q .c . 0 ta que 11 ------+ o e, com probabilidade 1, Lo ( 0)1, ii-)1 ) = O, para n sufió-

entemente grande. Então, temos: 

(3.23) 
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Prova: Pelas propriedades das sequências (0«)«Zi e (â«)«ZI segue, do Lema 3.2.5 (iii)

que:

y'ãlZ0(0o, ro) + (ã'« - ro)YI.l + v;(Õ« - 0o)VI. -SS O-*.

onde Yf. -1:3 -- OoZ'' e V'. -!::' --/0. - --/0

Logo, segue de (3.24), de (:3.23) e do teorema de Slutsky que

(3.24)

V'ã(0« - 0o,i'« - ,'o)

é assintoticanlente equivalente a

U,. - a;(Zo(o.,".)/à' - (â'« ".)/â..«./ã.', ã'« - «o)

Assin), basta determinar a distribuição assintótica de U,.. Para isto usamos o teorema de

Cramér M/old.

Vt =(ti,t2) C IR'+'/, segue de(3.23 ) e do Lema 3 2.2 qu(

t./Z«i.rb(0 J'o)+(-t./à'/o....+ t,)va(f.T

B t./à'wl'v (-t.i'á'.ro.,«. + t,)w$ - .N(o,a') ,

onde

a'
&

t. /Z .ro.(t. /Z y+(-t. /à' /o.,..+ t:)s«(-t. /Z /o.,.. + t,y

t.(/à' + /àJ/o.,«.E,,/â.,«./Z)ti - t:(/Z /o.,..E«)tl

-t:(x«/â.,...rà')t{ + t,x«tl
(t. , t,)E'(t. , t,y

tE*tt

Isto é, temos que Vt C IRP+ç,

= /V(0, tE't')

Portanto, U,. B JV.+,(O.+,, E*)
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Prova: Pelas prnpriedades das seqüências (0")"~ 1 e (-ír") 11 2: 1 segue, do Lema 3.2.5 (iii) 

que: 

(3.24) 

d Y t q.c. -Jt yt q. c. - J t _ -/ 
on e " - 0 e , 1 - 0 - O . o?l'o o o 

Logo, segue eh~ (3 .24), de (:3.23) ~ do teorema ele Slutsky que 

é assintoticament~ equivalente a. 

U,, = ,/n(Lo(0o, 7ro)I0-
1 

- (-ír11 - 1ro)I0
1 10-

1
, -ír11 - 7ro) . 

o o,?l'o o 

Assim, basta determinar a distribuição assintótica. ele U 11 . Para isto usamos o teorema de 

Crarnér Wolcl . 

Vt = (t1 , t 2 ) E JRP+ 9, segue de (3.23) e do Lema 3.2 .2 que: 

t U!t t1 /801 vn ~o( 00 ~ 9) + ( -ti l"ijo
1 
I Oo,?l'o + t:2){n(-írll - 7l'ol 

~ t 1 10-
1W~ -rl-(-t1 10-

1 10 7r + t 2 )W~ ~ N(O, a*) , O o O, O ___ 

onde: 

t~·e . 

Isto é, ternos que Vt E JRP+q , 
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Isto prova o teorema. 0

Depois deste teorema podemos enunciar coiidiçõe's sob as quais o estimador de pseudo

máxima verossimilhança, 0«, tem uniu distribuição assintótica normal, isto é, temos o

seguinte corolário:

Corolário 3.2.7 C'onslderemos as /zípóÉeses do Teorema 3.e.6. .4ssumamos também que

pa'« cad' n C IN+, ' 'q«açã. Zg(0, i«) = O, «í't. co«.o /u«ção de 0, t.m ««.. ú«{ca «í,.

Então, se 0« = 0«(â.) é o 'sllm«do, de pseudo má.ím' ue«ssi«.í/A'"ç" ass.dado a +n

lemos que

y';(Õ« - 0o,i. - ro) E V =(V-,Vz) '- .V.+,(O.+,, E')

07zde E' é como rEO Teorema 3.e.8

Em particular,

l3.25)

vã(Õ« - 0o) a V- -, ]V.(0, E;:) ,

OILde E\\ = IÕI -} IOI IO.,T.'EZ.Z 8..T.IO\

(3.26)

Prova: Decorre do Corolário 3.1.9 e do Teorema i3.2.6. Q

Observação 3.2.8 Como no caso uniparanlétrico (ver Observação 2.2.7), quando ll =

{ao}, com ro conhecido, os resultados dos Teoremas :3.1.8 e 3.2.6 se reduzem aos

resultados usuais onde todos os parâmetros são estimados pelo método de máxima veros-

Si «l ;l h n n.' a'v-'
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Isto prova o teorema. o 

Depois deste teorema podemos enunciar condiçõt>s sob as quais o estimador de pseudo 

máxima verossimilhança, 8n, tem Unlil. distriliuiçào assintótica normal, isto é, temos o 

seguinte corolário: 

Corolário 3.2.7 Consideremos as hipótesf.s do Teorema 3.!J.6. Assumamos também que 

para cada n E IN+, a equação í,g (O , i-n) = O, vista como função de O, tem uma única raiz. 
~ -

Então, se Bn = O,i(-irn) é o estimador de pseudo máxima verossimilh ança associado a i"n, 

temos que: 

(3.25) 

onde f,• é como no Teorema 3.2.6. 

Em particular, 

(3.26) 

onde f,j 1 = 1
0
- 1 + 1

0
- 1 19 1r f-n1

0
' 1

0
- 1

• 
o o o, o o,7ro o 

Prova: Decorre do Corolário 3.1.9 e do Teorema :3.2.6. o 

Observação 3.2.8 Como no caso uniparamétrico (ver Observação 2.2.7), quando I1 = 
{1ro}, com 7ro conhecido , os resultados dos Teoremas :3.1.8 e 3.2.6 se reduzem aos 

resultados usuais onde todos os parâmetros são estimados pelo método de máxima veros

similhança. 
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Capítulo 4

Aplicação -- Convolução de
distribuições discretas

Neste ca])ítulo, apresentamos villa aplica.ção do método de pseudo n)áxima verossimi

Ihança a un] modelo de convolução discreto, desenvolvido poi (l;ong e Salllaniego (1978)

4.1 Modelos de convolução com ruído

Seja X uma variável aleatória igual à soma de duas variáveis independentes y e Z. Então,

a distribuição de X, /i.x, é a convolução das distribuições de y e Z, que denotamos por

.fÇ e /;'z, respectivamente, e pode ser vista conho un] modelo para sinais com ruído.

Existem muitas situações Ollde ruído está presente. Poi exemplo, dados obtidos por um

contador Geiger podem ser vistos como ocorrências devidas à presença de uma substância

radioativa e ocoll ências devidas ao ruído ou estática.

Probleillas de estimação para distribuições de sinais com ruído tem sido examinados

por vários autores. Dentre outros, (;affey (1959) construiu um estimados consistente

para a distribuição de uill con)potente de collvolução contínua sob a suposição de que a

distribuição correspondente ao ruído seja conhecida. Sclove e Van Ryzin (1969) obtem

estitlladores pelo método de tnomentos e deduzem as suas correspondentes variâncias

assintóticas, para uma variedade de distribuições nlultipaianlétricas de sinais com ruído.

Devido à llatureza inconveniente da função de veiossinlilhança pala estes tnodelo, a
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Capítulo 4 

Aplicação - Convolução de 
distribuições discretas 

Neste capítulo , apresentamos uma aplicaç.ào do método de pseudo max1ma veross1m1-

lhança a um modelo de convo lução discreto, desenvolvido por Gong e Sarnaniego (1978). 

4.1 Modelos de convolução com ruído 

Seja X uma variável aleatória igual à soma de duas variáveis independentes Y e Z. Então, 

a distribuição de X, Fx, é a convolução das distribuições de Y e Z, que denotamos por 

Fy e Fz, respectivamente, e pode ser vista como um modelo para sinais com ruído. 

Existem muitas situações onde ruído está presente. Por exemplo, dados obtidos por um 

contador Geiger podem ser vistos como ocorrências devidas à presença de uma substância 

radioativa e ocorrências devidas ao ruído ou estática. 

Problemas de estimação para distribuições de sinais com ruído tem sido examinados 

por vários autores. Dentre outros, Gaffey ( 1959) const ruiu um estimador consistente 

para a distribuição de um componente de convolução contínua sob a suposição de que a 

clist_ribuição correspondente ao ruído seja conhecida.. Sclove e Van Ryzin (1969) obtem 

estimadores pelo método de momentos e deduzem as suas correspondentes variâncias 

assintóticas, para urna variedade de distribuições rnultiparamétricas de sinais com ruído. 

Devido à natureza inconveniente da função de verossimilhança para estes modelo , a 
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estimação por máxima verossimilhaliça para estes modelos tem encontrado resistência

substancial. No entanto, ten) l]avido algum progresso en] prol)lemas uniparamétricos.

Por exemplo, Samaniego ( 1976) prova o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1 .Seja X ?zma liam(íuc/ a/caíórja asslzlr á7 do ua/ares i7iícáros z&ã0 7iegatiuos,

cuja distribuição está indexada por um parâmetro posititlo 0. Sc a junção de probabilidade

de. X, Po, é di.fcreTLciáuc! cnt re.tacão a a, elttào

v«, vo, }bpa(x i) po(x

se, c somelttc s(, a distribltição dr X é Q coltuolttção d( ulll.a distlit)Kiçâo df. Poissolt com.

parâmetro 0 ( a distribltição dc lnn.n unl"iáucl alcat,ól'ia, asse i do valores iTlteiros l âo

Ttegatiuos e. qlte ilLdepe.ILde dc. 0

Do teorema precedente segue o seguinte resultado

Corolário 4.1.2 .gelam y c Z dí as ;aN(íucis a/eatóràas i?idepcztde7 tcs, com distribuições

Fy c. Fz, respfctiuamelLtc, selado Fy uma distribuição de PoissoTt, com parâmetro 0 e Z

assumindo uatorc.s illteil'os l ão l egatiuos. Seja X con dista'il)ttição Fx igual a coTtuolução

c7}trc /Ç e F'z. Então, sc XI,...,X,, é urna a7nostra a/eaíó7'ia da dástr baição /Ü, a

'q«ção d. «.«.«ími/A-ç« áZ«(X-, . .. , X«;0) .',«Í*" "m.

.::L. Po(Xj = «i--)
#{ Po(Xj = -{) ''

z,.) é o ueíor dc obseruaçóesl 9 l

(4.1)

07}dc x = (a

Do corolário anterior segue que o conaportamento das razões dos quocientes de proba-

bilidades tais como

Po(X
Po(X

para a < b, é relevante pzua o prol)lema. de estim

l4.2)
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estimação por máxima verossimilhança para estes modelos tem encontrado resistência 

substancial. No entanto, tem havido a lgum progresso em problemas uniparamétricos. 

Por exemplo, Samaniego ( 1976) prova o seguinte resultado: 

Teorema 4.1.1 Seja X uma variável aleatória assumindo valo1·cs inteiros não negativos, 

cuja distribuição está indexada p01· mn parâmetro positivo 0. Se a função de probabilidade 

de X, Po , (: diferenciável cm re lação a 0, então 

\ln , \/0 , :
0

Po(X = n) = P0 (X = 11 - 1) - P0 (X = n) , 

se, e somentf se , a distribuição de X é a convol-uçii.o de uma distribuição de Poisson com 

parâmetro O e n distribuição dr uma variável aleatória , ass11mindo valores inteiros não 

negativos e que independe de O. 

Do teorema precedente segue o seguinte resultado: 

Corolário 4.1.2 Sejam Y e Z duas variáveis aleatórias independentes, com distribuições 

Fy e Fz, respectivamente, sendo Fy mna distribitiçâo de Poisson com parâmetro 0 e Z 

assumindo valores inteiros náo negativos. Seja X com distribuição Fx igual a convolução 

entre Fy e Fz. Então, se X1 , .. ,,Xa é uma cwwstra alea tória da distribuição Fx, a 

equaçao de verossimilhança f0í:, 11 (X1 , ... , X,.; O) = O, pode ser escrita como 

t Po(Xj = x;_t) 
. Po(X · = x·) J=l J 1 

= n ' ( 4.1) 

onde x = (x 1 , •.. , x") é o vetor de observações. 

Do corolário anterior segue que o comportamento elas razões dos quocientes de proba

bilidades tais como 

Po(X = a) 

Po(X = b) ' 

para a < b, é relevante parn o problema de estimação. 
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A propriedade da razão paranlétrica monótona decrescente (RPMD) é definida em

Samaniego (1976), significando que as razões da forma (4.2) são decrescentes.

Para distribuições de Poisson com RPMD a equação de verossimilhança (4.1) rena

como máximo unia solução; e o estimador de n)áxinla verossinlilhança pode ser encontrado

numericamente

Entre os nao(ledos que tên] a propriedade RPMD está a convolução Poisson-binonlial,

a qual denotanlos por P'(0) + 25(7V,a), com 7r conhecido. Resultados para o último mo-

delo, com ambos os parâmetros c.onhecidos são obtidos en] (l;ong e Samaniego (1978)l e

resultados sinli]ares para convo]uções de distribuições binonaia] são obtidas en] Samani-

ego (1977). Distribuições de coilvoluçào de Pascal são estudadas en] Gong e Samaniego

(1978)

4.2 Estimação por pseudo máxima verossimilhança
no modelo P(0) * 6(.N, «-)

Em muitas situações nas quais un] modelo de convolução é ade(!uado, existe um parâmetro

de interesse particular, os outros podendo ser considerados como ])arânletros de incómodo

("nuisance"). Nestes casos, quando os parâmetros de incómodo são substituídos pol

estimadores consistentes (são obtidos coll] facilidade), então os estimadores de pseudo

máxima verossimilhança são taml)ém facilmente obtidos. A convolução P'(0) + 23(.N, r) é

um bom exemplo de um problema no qual a estimação ])or máxima verossimilhança de

(0, r) é muito complicada, idas a estimação por pseudo n)áxima verossimilhança de un]

ou outro parâmetro é facilmente in)plementada.

4.2.1 "Regularidade'' dos modelos de sinais com ruído

Gang e Sanlaniego (1978) demonstram que o modelo de convolução cona sinais tendo

uma distribuição de Poisson e ruído con) distribuição normal, satisfaz as condições de
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A propriedade da razao paramétrica monótona decrescente (RPMD) é definida em 

Samaniego (1976), significando que as razões da forma (4.2) são decrescentes. 

Para distribuições de Poisson com RPMD a equação de verossimilhança ( 4.1) tem 

como máximo uma solução; e o estimador de máxima verossimilhança pode ser encontrado 

numericamente. 

Entre os modelos que têm a propriedade RPMD está a. convolução Poisson-binomial , 

a qual denotamos por P(0) * B(N, rr), com rr conhecido. Resultados para o último mo

delo, com ambos os parâmetros conhecidos sã.o obtidos em Gong e Samaniego (1978); e 

resultados simil ares para convoluções de distribuições binomial são obtidas em Samani

ego (1977). Distribuições de convoluçà.o de Pascal são estudadas em Gong e Samaniego 

(1978). 

4.2 Estimação por pseudo máxima verossimilhança 
no modelo P(0) * B(N, 1r) 

Em muitas situações nas quais um modelo ele convolução é adequado, existe um parâmetro 

de interesse particular, os outros podendo ser considerados como parâmetros de incômodo 

( "nuisance"). Nestes casos, quando os parâmetros de incômodo são substituídos por 

estimadores consistentes (são obtidos com facilidade), então os estimadores de pseudo 

máxima verossimilhança são também facilmente obtidos. A convolução P(0) * B(N, rr) é 

um bom exemplo de um problema no qual a estimação por máxima verossimilhança de 

(0, rr) é muito complicada, mas a estimação por pseudo máxima verossimilhança ele um 

ou outro parâmetro é facilmente implementada. 

4.2.1 "Regularidade" dos mo d elos de sinais com ruído 

Gong e Samaniego ( 1978) demonstram que o modelo de convo lução com sma1s tendo 

uma distribuição ele Poisson e ruído com distribuição normal , satisfaz as condições ele 



regularlaaae sob as quais loi desenvolvida a teoria assintótica do estimador de máxima

verossimilllança; e estabelecem que outros três i))odeias são regulares: sinais com distri-

buição de Poisson e ruído cona distribuição binomial, sinais cona distribuição binomial e

ruído cona distribuição de Poisson ou normal.

Supondo satisfeitas as condições de regularidade, aplicareillos a teoria desenvolvida no

Capítulo 2, para o modelo de convolução con) sinais tendo distribuição de Poisson e ruído

com distribuição binomial. Antes apresentamos alguillas notações que serão usadas at

final do ca])ítulo.

Xi , . . . , X,. será uma ailaostra itleatória de X = y'+Z, com y e Z independentes, tendo

y unia distribuição de Poisson com parâilletro ao. desconhecido, e Z com distribuição

binomial de parâmetros N, conllecido, e no, descoi)decido, ou seja, y «., P'(0o), Z --

Zi(JV,ao) e X '"' 7'(0o) + Zi(7V, ao). Consideram)os 0o como p'',rânletro de interesse e z.
como de incânaodo.

Colho no Capítulo 2:

e o

z«p., «a - !Êii«/(x.io., «a

z:o(a., «'o) = ;lbZ«(o., "o) ,

onde /(.l0o, no) é a função de probabilidade de X

Além disso, consideianlos taml)éin que #,. = â.(XI, . . . ,X,.) é um estímador de ro

obtido pelo método dos momentos

Por último

x«-iExj . s:-:E(xj-x«yJ=i '' J=l

A seguir, apresentamos alguns resultados relacionados cona a estimação por ps

máxima verossimilhança do parâmetro 0o no modelo de colivolução P(0) + 23(.N, n)

Lema 4.2.1 #,, é/oríezncl&te c07}sásZc7 tc c, com p7'0babí/idade /, para n su$cienfeme7zte
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regularidade sob as quais foi desenvolvida a teoria assintótica cio estimador ele máxima 

verossimilhança; e estabelecem que outros três modelos são regulares: sinais com distri

buição de Poisson e ruído com di stribu ição binomial , sin ais com distribuição binomial e 

ruído com distribuição de Poisson ou normal. 

Supondo satisfeitas as condições de regularidade, ap licaremos a teoria desenvolvida no 

Capítulo 2, para o modelo de convolução com sin ais tendo distribuição de Poisson e ruído 

com distribuiç.ã.o binomia l. Antes apresentamos algumas notaç.ões que serão usadas até o 

final do capítulo. 

X 1 , .•• , Xn será uma amostra aleatória de X = Y + Z , com Y e Z independentes, tendo 

Y urna distribui ção de Poisson com pa râmet ro 00 • desconh ecido, e Z com distribuição 

binomial de parâmet ros /V, conhecido , e 1r0 , desco11h eciclo, ou seja, Y ~ P(00 ), Z ~ 
B(N, 1r0 ) e X ~ P(00 ) * B(N, 1r0 ). Consideramos 00 como parâmetro de interesse e 1r0 

como de incômodo . 

Como no Capítulo 2: 

onde f( · 100 , 1ro) é a função de probabilidade de X. 

Além disso, consideramos também que 1r11 = 1r11 (X1 , ... , X 11 ) é um estimador de 1r0 

obtido pelo método dos momentos. 

Por último , 

1 1l 

2 """'( , -Y )2 e S11 = - ~ X j - X " . 
n j=1 

A seguir, apresentamos a lgun s res ultados relacionados com a estimação por pseudo 

máxima verossimilhança do parâmetro 00 no modelo de convolução P(0) * B(N, 1r). 

Lema 4 .2.1 1r11 é fort emente consistente e, com. probabilidade 1, para n suficientem ente 
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grande, temos quc

í,. (X« - s:)/x'l'/'

Prova: Pela definição de X, temos que

E(X)

E(X') a. + A','o(l - «o) + (0o + JV«'o)'

lhos, temos que o estimador de ro é

#,. x'« - s'lÍ)/A'l'/'

pelo método dos nlonle]

(4.3)

(4.4)

(4.5)

se X« -- SIÍ Z 0.

Por outro lado, pela lei foice dos grandes núllleros de l<olmogolov, temos que

S't.]lN 3:b -«i, (4.6)

O lema decorre de (4.5) e (4.6)

Lema 4.2.2 .Sqa V uma uaMáuc/ a/eaí(iria ass lm 7 do z;a/ares inteiros dão negativos,

te«do /u«ção d. p«Z,«Z,üd.d /v(-10), 0 C ih., co«. " p«p,{.d«d. RAMO. Sd« W «m«

««dá«Z .Ze«fá,{« c.m dist,{b«{çâo Zi(l, r), c.m « c.«À«ído, . í«d.pe«de«te d. V. E«[ão,

U = V + W tem /unção de prabaZP /idade /t/( 10) com a propriedade RPA4Z.).

Prova: Para todo # C IN

/u(,lO) Po(U

Po(H'' (}' + Pg(W )Po(V

(1 - «)/«(,/0) + «'/v(« - ilÍ?)

1 )

Logo, para a < ó

/u(«IQ
/u(z' o) o;:Reli'w +"

Daqui, segue o lema, pois /v(.lO) tem a propriedade RPMD.

4Õ

0

grande, temos que: 

Prova: Pela definição de X, temos que 

E(X) = 0o + N1ro 

E(X2
) = 0o + N1ro(1 - 1ro) + (0o + N1ro) 2 

• 

Assim, pelo método dos momentos, temos que o estimador de 1r0 é 

~ _ [( \ ' ('2)/ ~,]1/2 7f,, - , li - .:i,, Í\ ' 

· X S'2 > O se 7I - k 7t _ • 

Por outro lado, pela lei forte dos grandes números de Kolmogorov , temos que 

( v _ C,''2)/N ~ 2 ./\, 11 ,_ 11 71" Ü • 

O lema decorre de (4.5) e (4.6). 

( 4.3) 

( 4 .4) 

( 4.5) 

( 4.6) 

Lema 4.2.2 Seja V uma variável aleatória assumindo valores inteiros não negativos, 

tendo função de probabiidad fv(- 10), 0 E IR+, com. a propriedade RPMD. Seja W uma 

variável aleatória com distribuição B(l, 1r ) } com 1r conhecido, e independente de V . Então, 

V= V+ W tem função de probabilidade fu(-10) com a propriedade RPMD. 

Prova: Para todo x E IN: 

fu(xl0) 

Logo, para a < b, 

Po(U = x) 

Po(W = O)Po(V = x) + Po(HI = l)Po(V = x - 1) 

(1 - 1r)fv( x /0) + 1rfv(:1: - 110) . 

(1-11")/v(nlO) + 11" /v(n-110) 
fv(b-1J0) fv(b-1J0) 

(1- 11" )fv(bl0) + 1r 
f v(b-1 JO) 

Daqui, segue o lema, pois fv(· l0) tem a propriedade RPMD . 
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Lema 4.2.3 Para cada n' C (0, 1), /(.lO, a') ícm a propdedadc RP.A/Z).

Prova: /( lé?, a) é a função de probabilidade de X = y+Z, onde y e Z são independentes,

y «., 7'(0) . Z - B(/V, «').

Como pa-rzi todo (zl, z2

?.

IN x ]N e para todo 0 C IR.+,

/r(zll0) 0'--':z,l
/r(z2l0) zil

Então, /l,( la) tem a propriedade RPN4D. Logo, se Ar = 1, segue pelo Letra 4.2.3 que

/('10) = ./'x('l01 tem a propriedade RPMD, isto é, o lema vale para /V = 1. Por outro

lado, Z = )1:;LI Zj, onde as Zj são independentes e com distribuição 23(1, a), J = 1, . . . , ]V.

Portanto, usando indução e o Lenda 4.2.2, prova-se o len)a. []

Lema 4.2.4 Para iodo z C IN c iodo(0,n ) C IR+ x(0,1)
a .f(= o, «' .f(= - 1 10; «') - .f(z10, «') }

o«de /(-il0, «) :

Prova:/('l0, a') é a função de probabi]idade da distri])unção de convo]ução ?(0)+Z3(]V, a').

Então, V# C W e 0 C (0, 1 ):

''« ',«, - E(:)«'', -«,~''.''"'''''« «''

onde a, = iliinlz, /V} .

â'', ',«, - Ê (;)«'': - «,~''.'''« - «,'''''''', - «':

Ê(;)««': - «'~-,.-'"'''''' - «''

E(;)««'- - «'~''.''«''''','« - " - «'' - ''« ',«,

./(# 1 0, «) ./'(zl0, r)

onde definimos ./(--1 0, ,) = 0.

isso prova o lema D
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Lema 4.2.3 Para cada 1r E (O, 1) , J(,1O , 1r) tem a propriedade RPMD. 

Prova: J(-10 , 1r) é a função de probabilidade de X= Y +z, onde Y e Z são independentes , 

Y ~ P(0) e Z ~ B(N, 1r). 

Como para todo (x 1 ,x 2 ) E IN x IN e para todo 0 E IR+, 

fy( x110) 
.fr(x2l0) 

0x 1 -x2 X·i! 

:r 1 ! 
2.., 

Então, fy( · 10 ) tem a propriedade RPMD. Logo , se N = 1, segue pelo Lema 4.2 . .3' que 

J(·l0) = fx(· l0) tem a propriedade RPMD , isto é o lema vale para N = 1. Por outro 

lado, Z = I::;~1 Zj, onde as Zj são independentes e com distribuição B(l, 1r), j = 1, .. . , N. 

Portanto, usando indução e o Lema 4.2.2, prova-se o lema.. D 

Lema 4.2.4 Para todo :i: E IN e todo (0 , r. ) E IH+ x (O , 1 ), 

onde J(-1l0 , 1r) := O. 

Prova: J(·l0 , 1r) é a função de probabilidade da distribuição de convolução P(0)*B(N, 1r). 

onde ax = min{:r, N}. 

onde definimo s J ( - 1 l0 , 1r) = O. 

Isso prova o lema. D 

46 



Lema 4.2.5 Para cada ,' C (0, 1) c ,} C IN+, a cq?.anão Zo(0,r) = 0, Dista como /unção

de 0, tem c07n0 7názimo urna raiz

Prova: Confio .Zo(0,n') = ' E,':: âln./'(XJl0,a), então, pelo Lema 4.2.4, a equação

,Co(0, ,) = 0 é .quivalente a

E n.ÊçhHP - " . o.n
Daqui, pelo Len)a 4.2.3, decorre o lenda. []

Com os resultados anteriores e supondo satisfeitas as condições de regularidade dadas

no Capítulo 2, podem)os estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 4.2.6 .Sda 0« = 0,.(â«) o esti7z apor dc psc?zdo má/{m.a uerossim /hartça de 0o

associado a it.., clttão 0,. é forte.nt(ILtc. consistelttc.

Prova: Segue do Len)a 4.2.] , do Lema 4.2.5 e do Corolário 2.1.7 D

A seguir apresentamos alguns resultados relacionados cona a distribuição assintótica

do estimados de pseudo nláxinla verossimilhança.

Lema 4.2.7 Soam /z = E(X) c o' = Var(X), c7}Zão

ã [r(0o,,o),X«-p,«''>]1].,Y.Í-p)'-a' ] B V b, V3)--JV;(O,F),

07,d' I' = (Fij)3x3, com

I'11 :: /0o ) I'12 = 1'21 :: I'13 :: I'31 = 1 ,

F,, ]V«o(l - «o) ,

r23 = 1'32 = 0o + JVn'o( 1 -- a-o)(1 -- 2a-ol

r., 2j0o+7V«o(1 - «.)I'+ A'«o(1 - «.)l1 -6«o(l -«o)l

47

Lema 4.2.5 Para cada 1r E (O, 1) e n E IN+ , a equação .Co(0 , 1r) = O, vista como função 

de 0} tem como máximo uma raiz . 

Prova: Corno .Co(0, 11') = ; Lj'=1 ~-:io ln f(Xjl0, 11') , então, pelo Lema 4.2.4 , a equaçao 

.Co(0, 11') = O é equivalente a t J(Xi-: 1J0,71') 
j=l J(Àjl0,1r) 

Daqui, pelo Lema 4.2.3, decorre o lema. 

=n. (4.7) 

o 

Com os resultados anteriores e supondo satisfeitas as condições de regularidade dadas 

no Capítulo 2, podemos estabelecer o seguinte resultado: 

Teorema 4.2.6 S eja Ô,, = Ô,,(rr,,) o estimador de pseudo máxirna verossimilhança de 00 

associado a 1r ,u então 0,. é f ortcmcntc consistente. 

Prova: Segue do Lema 4.2.1, do Lema 4.2.5 e do Corolário 2.1.7. o 

A seguir apresentamos alguns resultados relacionados com a distribuição assintótica 

do estimador de pseudo máxima verossimilhança. 

Lema 4.2.7 Sejamµ= E(X) e CJ 2 = Var(X) , então 

.,/n ( Ce(00,1ro),X,.-µ,n-'t(X;-µ) ' -u') ,", V~(Vi , V,, V,)~N,(O,f), 

onde f = (r ij hx3J com 
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Prova: Como as X.Í, J = 1,. ..,l}, são variáveis index)endentes e identicamente dis

tribuídas e, além disso, E lâ l« .f(Xloo, "o)j - o, E(X«) - p e E l"-' E?:.(Xj -- pyl

a2. Segue do teor'ema cento'al do limite nlultivaliado que:

ã l Z,(0o,«o),X«-P,n''>1:(XJ P)'-a' l BV V2,V3)-'JV,(0,1'),

o«de I' = (1'Íj),x;, com

>ll: l/(« - 1 l0o, «o) - ./'(«l0o, «o)I' /./'(«l0o, «o)
r::0

Nesta última igualdade usei

I'it = Var

ã
ã

i i« .f(xlo., «a

â i« .f(«la., «a

2

/(zl0o, «'o)

á.f(«io., «a
2

/./'(zl0o, «o )

- E ã i« /(x o., ".)
n

- ''.

elos o Lema 4.2.5

E

C

}l: l./'(« - 1 l0o, «o) - /(z 0o, «o)j ;-
n=0

(a última igualdade segue do Lema 4.2.5)
oo oo

>l: «/(« 1)/a., «o) - }l: «.f(«l0o, «o)
r=1 z=0

(isto último porque ./(--tIPo, a-o) = 0 e

>ll: «/(«loo, «'o)
r=0
oooooo
>ll:(« + 1 )./'(:'l0o, «o) - >: :-.r(«l0o, «.) l0o, «'o)
z=0 :z:=0 r=0
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I'21 = Cov
a
à i« .f(x

a
XÚ l« .f(xla., ".)

ã
Ê

; l« .f(«la., «a ;-.f(«l0o, ro)

â.r(«io., «a

l 'l . 0o , ro) , X

Prova: Como as Xj, j = 1, ... , n, sã.o variáveis independentes e identicamente dis

tribuídas e, além disso, E[;~ ln .f(XJ0o, 1ro)] = O, E(X,,) = fl e E [n- 1 Lj'=1 (Xj - J.t)2] = 

<T
2

• Segue do teorema central do limite multiva.riado que: 

fo (J:, o(00,1ro),Xn-µ,n- 1 f)Xi-µ)2-<T 2
) ~V=(Vi, Vi, Vi)~N3(0,r), 

J=l 

[ª l [ª 12 Var 
80 

ln .f(XJ0o, 1ro) = E 
00 

ln J(XJ0o, 1ro) = 100 

00 [8 ]2· = E 
80 

ln f( :i: J0o, 1ro) ./ (xl0o, 1ro) 

(X) [ª ]2 = _?;, a0f(:1:J0o , 7ro) / f(xl0o, 7ro) 
(X) 

L [f( x - 1 J0o , 1ro) - .f( x J0o , 1ro)]2 /.f( :i: J0o , 1ro) . 
x=O 

Nesta última igualdade usamos o Lema 4 .2 .5 . 

r12 = r 21 = Cov ( :e ln J(Xl0o, 1ro), X) 

E [x :0 ln J(Xl0o, 1ra)] 

E [ :e ln J(:i:J0o, 1ro)] :i:.f(:i:J0o, 1ro) 

~ [ : 0J( :i:J0o, 1ra)] :i: 
(X) 

L [f(:i: - l l0o, 1ro) - f(xJ0o, 1ro)] :i: 

(a última igualdade segue elo Lema 4.2.5) 
(X) 00 

L xf(x - l )/00, 1ro) - L xf(x l0o , 1ro) 
x=l x=O 

(isto último porque .f( -1 j00 , 1r0 ) = O e 
00 

L xf(:i: l0o, 1ro) = fl E IR) , 
x=O 
00 00 00 

L(x + 1 ).f(;i: l0o , 1ro) - L :i:.f( :i:l0o , 1ro) = L f(;i:J0o, 1ro) = l . 
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I'i3 ,.- - ..«(â : ''* '.,«.','* - «,:)

' lp'' - d'g: i« .f(xl"., «al

E(« - M'á/(«to., «a

)ll:(« - P)' l./'(' - 1 l0o, «o) - ./'(«l0o, «o)j

(esta última igualdade deve-se ao Len)a 4.2.5)

>l:(z - /')'.f(:« - 1 )/0o, «'o) - >1:(« - P)'.f(«l0o, «'o)
r =1 ], :: 0

(a última igualdade segue cle /(-- 1 l0o, n-ol = 0 e porque

>l:(z - /')'./(zla., ,o) = a' C R,+)
r=0

E:l(« - P) + ll:.f(algo, «'o) - a'
r=0
oo oo
>l:(« - P)'.r(«l0o, «'o) - 2 >1:(« - P)./'(,l0o, «o)
z=0z=0

+ }: ./'(«l0o, «o) - a'

E(* - p)'
r=0

a
ãã l« /("loo, «o) z./'(zla., ,'o )

0z'

I'22

I'23

Var(X)

Co«(X - P, (X - P)')

co«(ly - p*l+lz-p,l,lr
zly''- #«I'+ Elz - pzl'

a. + /V«'o(l - «o)(1 - 2«-o)

«.)

Prl' + 2lr -- P},llz Pzl + IZ - Pzl')

Aqui foi usada a propriedade de bilinearidade da covariância e o fato que y e Z são

independentes, sendo y "- P'(0o) e Z «' Zi(iV, «o).

I'33 = Var(.X' -- p)2

4Ç)

f 22 

f23 

f 13 = f31 = Cov (:o lnf( Xl0o,no),(X - 1l)2
) 

= E [(x -p)
2 %0 ln J( X l0o, no)] 

= t (x - p)
2 

[ :
0 ln f( :r lOo, no)] x f( x l0o, no) 

(X) ') 

L 2 e = (x - µ) 
80

J(xl0o , no) 
x =O 

CX) 

= L (x - µ) 2 [f (x - 1 l0o, no) - J( xl0o, no)] 
x =O 

( esta última igualda de deve-se ao Lema 4 .2 .5) 
CX) CX) 

= L (x - /t )2 .f( :i: - 1 )/Oo, no) - L( :r - JL )2 .f( :r l0o, no) 
x= 1 3:= 0 

(a últim a igualdade segue de f(-ll0o,n0 ) = O e porque 
CX) 

L(x - /l)2 f( :1:100, 7ro) = a 2 E IR+) 
x =O 

CX) 

= L [(:r - t,t) + 1]2 J( x l0O, n0 ) - a·2 

x =O 
CX) CX) 

- L(x - µ) 2 J(xl0o, 7ro) - 2 L(x - µ).f( x l0o, no) 
x =O x=O 

CX) 

+ L f( x l0o , no) - a 2 = 1 . 
x=O 

= Var( X ) = a 2 = 0o + N1ro( 1 - no) , 

= Cov(X - µ·, (X - Jt )2) 

= Cov( [Y - µy] + [Z-µ 2], [Y - µy] 2 + 2[Y -µy ][Z - µz] + [Z - µz]2) 

= E[Y - µy] 2 + E [Z - µ 2 ]
3 

= 0o + N1ro(l - 1ro)(l - 21ro) . 

Aqui fo i usada a propriedade de bilinearida de el a covariância e o fato que Y e Z são 

independentes, sendo Y ~ P(0o) e Z ~ B(N, n0 ). 
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Var(ly -- prl' + 2lr -- Prllz - Pzl+ lz -- Pzl')

ZIV -- Prl4 -- .E2ly -- Prl2 + 2Zlr -- Prl2EIZ -- Pzl2

+zlz - pzl' -- z'lz -- pzl'

3A''«'g(l - «oy + /V«o(l - «o)l1 - 6«o(l - «o)l - JV'rg(l

+27V«'.(l - «o)0o + (0o + 30g) - ali

2/V:ng(l -- ao)' + 2/Vno(l -- to)00 + 20g + 0o

+Nro(l - «o)l1 - 6«o(l - «o)j

2jJV«-o(l «o)+0ol'+ a.+ /V«oll- «o)l1 - 6«o(l - «o)l

«.)'

Isso prova o lema

Lema 4.2.8
D

V''i(Zo (0o, «'.) , â,. «o) & w (n'-,w,) «' N2(o,E) ,

ozlde

- - l u' ,..,,.a',,*,,;,l
com t .V«o)'' ' F--, F«, F« . F« "n;o «. L'm« #.e.'7.

Prova: Pelo Len)a 4.2.1 e o teores)a de Slutsky, basta obter a distribuição limite de

M (Z,W., «d, [(T,. - s:)/.v]''' «.)

- @(«a.W., «d,x«, SD - «P,«, .'D)

o«de V(t.,t2, t,) C IR;, t2 -- Í3 ? 0:

(4.8)

g(z-, t,,z.) , l(z, z.)/A'l'/') ,

sendo g diferenciável con)

50

g'({-, t,,t,) =
0(2A')':l(z, - í;)//VJ':/'(2A')''l(z, - t.)/JVJ''/' ,J

Yar([Y - µy ]2 + 2[Y - µl, ][Z - 1-tz] + [Z - µ 2 ]
2

) 

E[Y - µy ]4 
- E 2 [Y - µy ]2 + 2E[Y - µy )2 E[Z - µ 2 ]

2 

+E[Z - µz] 4 
- E 2 [Z - µz] 2 

2 2 ( 2 2 2 2 3N 1r0 1 - 1ro) + N1ro (l - 1ro)[1 - 61ro(l - 1ro)] - N 1r0 (1 - 1ro) 

( ) 
'2 2 +2N1ro 1 - 7ro 0o + (0o + 300 )- 00 

+N1ro(l - 1ro)[1 - 61ro(1 - 7ro)] 

2[N1ro(l - ·1ro) + Oo f + 0o + N1ro (l - 1ro)[J - 61ro(l - 1ro)]. 

Isso prova o lema. 

Lema 4.2.8 

onde 

com t = (2N1ro)- 1 e f 11 , f 22 , f 33 e f 23 como no Lema ,{.2. 7. 

Prova: Pelo Lema 4.2.1 e o teorema de Slutsky, basta obter a distribuição limite de 

r,:: (- -, ,2 r 1/2 ) vn L0(0o, 1ro), [(.X n - .S,J/ Í\] - 7ro 

= vn (g(Lo(0o, 1ro), Xn, S~) - g(O, µ, a-2
)) l 

sendo g diferenciável com 

50 

D 

( 4.8) 



Por outro lado, x/'ã(Zo(0o, ro), X« -- p, SIÍ -- a') é assintoticanlente equ

Portanto, pelo teorema de Slutsky e o Lema 4.2.7:

Ó;(.[o(0o,"o),X«-P,S:-.') aV(V,V2,V3)-N3(0,F) ,(4.9)

onde I' = (1'Íj)3x3 é como no Lema 4.2.7.

Logo, usando o método delta (Serfling, 19801 junto com (4.8) e (4.9), provámos o

Com os resultztdos anteriores ])odemos estai)elecer a disttibtiição assintótica do esti-

nlador de pseudo n)áxinla veiossimilllança.

Teorema 4.2.9 Se 0« = 0,.(í,.) é o estimados dc pseudo m(í=

ceado a â., c7}tão.-

V'ã(Õ« - 0o) B Z -, JV(0, a')

onde a2 l-x -F l8oZlz'..«.a2Z, com

>:1/(n -- 1 0o, «'o) -- ./'(zl0o, «'o)l://(zl0o, «'.) (4.10
r=0

:l:l/(- - l IX, 0o, ,'o) - ./'(,l.W, 0o, «o)ll./'(« - l j7V - 1, 0o, ro)
r=0

-/(«l.V - 1, 0o, «o)l//(«l.N, 0., «o)(4.11)

a,, (1'« - 2F« + F«) , (4.12)

C077Z tp I'22, I'Z3 C I'33 C077Z0 7&0 LC7n.(t #'a.8.

7t \

Zo(0o, a'o), T« -- P, lt'' >ll:(Xj -- Py -- a' l

lo. = E

lo... = E

i i« .f(xto., «a

ag© i" J(x i)l., «a

ivalente a

Ima uerossimilhança assel 0SSZ77Z2

)

2

Prova qpalle rln l.pl-.a 4
F/L t)u \bv uvxAxw x 2.8 e dos Teoien)as 4 2.6 e 2.2.5f

Por outro lado, fo(Ce(0o , 1ro), Xn - µ, S~ - a- 2
) é assintoticamente equivalente a 

,/n ( co(0o, 7ro), Xn - µ , n- 1 i:)xj - ll) 2 
- a- 2

) 

J= I 

Portanto, pelo teorema de Slutsky e o Lema 4.2 .7: 

( 4.9) 

onde f = (f;jhx3 é como no Lema 4.2.7 . 

Logo, usando o método delta (Serfling , 1980) junto com (4.8) e (4.9), provamos o 

Lema. D 

Com os resultcidos anteriores podemos estabelecer ét di st ribuição assintótica do esti

mador de pseudo máxima verossimilhança. 

Teorema 4.2.9 Se Bn = 0,i(i11 ) é o estimador de pseudo máxima verossimilhança asso

ciado a i n, então: 

[ 
é) l 2 100 = E 
80 

ln f(X l0o, 1ro) 

00 

I)f(x - 1 l0o, 1ro) - f(xl0o , 1ro)]2 
/ f(x l0o , 1ro) 

x=O 

00 

IJJ(:r - l lN,00 ,1ro) - .f(x lN,00,1ro)l[f(:z: - l lN- l,00 , 1ro) 
x=O 

- f(xlN - 1, 0o, 1ro)] / f(xlN , 0o , 7ío) 

Prova: Segue do Lema 4.2 .8 e dos Teoremas 4.2.G e 2.2.5. 
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(4.10) 

(4.11) 

(4.12) 

D 



4.3 E6ciência assintótica relativa do estimador de
pseudo máxima verossímilhança no modelo
7'(0) * 23(.N, «')

Gong e Samaniego (1978) comparar) as variâncias assintóticas do estimador de pseudo

máxima verossimilllança (EPMV) con) a correspondente ao estimador de máxima veros-

similhança (EMV) e ao estinladoi pelo método dos n)omentos (EMM), do parâmetro 0..
As variân clãs anteriores são:

o'ÊpMI' ' /ool + /oo2o.z.ãl'a2 21'z3 + F331

.-iw\, = /.(/o. /« - /ã,,..)''

aiW.., =(1 - 7VZ)'1'«+ 2JV{(1 - 7VZ)r,-+(7VtyÍ'«

(4.13)

(4.14)

(4.15)

A dificuldade para comparar diretalllente as três expressões está na impossibilidade

de representar as componentes da matriz de infoi'mação de Fisher, /0o, /0.,«. de maneira

distinta das séries (4.10) e (4.1 1), respectivamente , e a componente /.. de uma maneira

distinta da série

',. - 'l:.:«/(xi".,«al
]V' }:l/(« - ijJV - 1,0o, «ol ./'(«IA' - 1,0.,«'o)I'/./'(«l,N,0o,«'o) . (4.16)

Os autores aproximam as informações /0o, /0.,. e /.. pela soma dos termos iniciais

das séries (4.10), (4.1 1) e (4.16), desenvolvendo tan)l)ém limites para os erros E.., Ei2 '

Zs22, de tais aproxinaações.

Para o erro Eli, na ap'oxinlação de (4.10): notemos que g(z) - Í(!=:11N:gd é decres-

cente em r, ])ois procedendo como no Lema 4.2.4, podemos verificar que ./(.l.W, 0, r) tem

a propriedade RPMD para Ar e é) fixados arbitrariai ente. Então, segue do Lema 4.2.5

que @O(z) = g(#) -- l tan]Mn] é deciescei]te en] a. Logo, se -: ? 1, com L > JV + 0, temos

2

0
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4.3 Eficiência assintótica relativa do estimador de 
pseudo máxima verossimilhança no modelo 
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Gong e Samaniego (1978) comparam as variância,s assintóticas do estimador de pseudo 

máxima verossimjlhança (EPMV) com a correspondente ao estimador de máxima veros

similhança (EM\/) e ao est imador pelo m étodo cios mom entos (EMM) , do parâmetro 00 . 

As variâncias anteriores são: 

(4 .13) 

(4.14) 

(4.15) 

A dificuldade para comparar diretamente as três expressões está na impossibilidade 

de representar as componentes da matriz de informação de Fisher, 100 , l 00 ,1f0 de maneira 

distinta das séries (4.10) e (4.11), respectivamente , e a componente J7f0 de uma maneira 

distinta da série 

00 

N 2 2)f( x-l jN -l, 0o ,7ro] - f( :i: jJ\ -l,Oo,7l'o)]2/J(xjN,0o,7ro). (4.16) 
x=O 

Os autores aproximam as informações 100 , l00 ,1r0 e / 7f0 pela soma dos termos iniciais 

das séries (4.10), (4.11) e (4. 16) , desenvolvendo também limites para os erros E11 , E12 e 

E22, de tais aproximações. 

Para o erro E11 , na aJ)roximaf'.âo de (4. 10) : notemos que g( :i:) = f( x-llN,ll,7í) é decres-",; f( x lN ,0,1f } 

cente em 71', pois procedendo como no Lema 4.2.4, podemos verificar que J(-jN,0,7r) tem 

a propriedade RPMD para N e 0 fixados a rbitrariamente. Então, segue do Lema 4.2.5 

que c/J0(x) = 9(:1:) - 1 também é decrescente em 7r. Logo , se :r 2 1, com L > N + 0, temos 



que

léo(,')l $ «-«{1@o(=lN,o,o)l,IÓ(zlN,o,i)l}

r -- 0

0

Portanto, temos para o erro Eii que

L

/.. - }l: é3(*1/v, 0o, «o).f('l.v, 0o, «o)r=0

}l: Óá(«)/(«j7V, 0o. «ol
r=.L+l

Limitantes similares são estabelecidos para os erros

L

E-, = /o.... - >: @o(«)é.(a)
r=0

illax

:,{.

« - ol 1« - A'- ol
o ' o

r -- 0
2

./'(zl JV. 0o , n-o )

x -o
0 :-â z: -- 0

0 /(«)E

.Z$'11

(4.1 7)

e
/

0
z« - )ll: éÍI«)

Com tais linlitantes, aproxin)eram /0., /0o,«. e /., com erros Eij menores ou iguais a

10-71 e estas aproximações foram) usadas para calcular il eficiência assintótica do EPMV

relativa ao EMV e a do EMM relativa ao EPh4V. Os valores dos parâmetros examinados

foram os seguintes:

0o = 0, 1; 0,25i 0. f5: 1: 10

n'o = 0, 1 ; 0, S)

Ar = 1; 10.

5:3

que: 

e 

l<l>o(x)I < max {lc/>o( x lN , O, 0) 1, ld>(x lN , O, 1 )I} 

{ 
l:r - 01 l:r - À1 

- OI} 
max 

0 
, O 

;i: - 0 
0 

Portanto, t emos para o erro E11 que 

L 

E11 100 - L c/>~(:r lN, 0o , 1ro)f(x lN, Oo , 1ro) 

CX) 

L c/>~ (:i; )f( x lN, Oo. íTo) 
x==L+l 

< I: (:r; º) 2 

.f( :1:IA, Oo, 1ro) 
x== L+ 1 

E (X;° )' -tJ ~ º) \1,) 

Limitantes similares são estabelecidos para os erros 

L 

E12 = fo0 ,1r0 - L <Po (:r )</>1r (:1:) 
x=O 

(4.17) 

Com tais limitantes, aproxim aram 100 , Io0 ,1r0 e J,"º com erros Eij menores ou iguais a 

10-1 ; e estas aproximações foram usadas para calcular a efici ência assintótica do EPMV 

relativa ao EMV e a do EMM relativa ao EPMV. Os valores dos parâmetros examinados 

foram os seguintes: 

00 = O l ; O 2.5: O.:): 1: 10 

íTo = O, l ; O 9 

N = l ; 10. 



Para os valores anteriores dos parâmetros, encontrou-se

0,57288 $ E 4R(EPM\''/EMy) < l

0,42712 $ E.4R(EMM/EPMy) < l

Destes cálculos, pode-se conjeturar que este estio)odor de ])feudo máxima verossin)i-

Ihança de é?o é uniformemente assintoticanlente mais eficiente do que o estimado pelo

método dos momentos.
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Para os valores anteriores dos parâme tros, encontrou-se: 

0,57288 s:; EAR(EPMV/EMV) < l; 

0,42712 s:; EAR(EMM/EPMV) < l. 

Destes cálculos, pode-se conj etura r que este estimador de pseudo máxima verossimi

lhanç.a de 00 é uniformemente assintot icamente mais eficientP do que o estimado pelo 

método dos momentos. 
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