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RESUMO

Neste trabalho estudamos inferência. em modelos com erros nas variáveis considerando

que as variáveis do modelo são dist.ribuídas de acordo com uma distribuição da família das

distribuições elípticas. O estudo é desenvolvido para os modelos ultraestrutural, estrutural
e funcional. Como consequência, os resultados obtidos na literatura sob normalidade são

generalizados

No modelo estrutural, discutimos o comportamento assintótico do estimador de máxi-

ma verossinailhança. e a eficiência assintótica. relativa deste em relação a. outros estimadores.

Além disso, no modelo consistindo de duas ou mais populações estruturais, abordamos o
problema de inferência para os coeficientes angulares do modelo.

No modelo funcional, estudamos o comportamento assintótico do estimados de máxima

verossimilhança com especial atenção a um modelo freqüentemente usado em estudos de
calibração comparativa.

ABSTRACT

In this thesis, we consider inference problems in measurement error modems assuming

that the variables involved follow an elliptical distribution.. The investigation concerne

ultraestructural, structural and functional modems. As a. byproduct of the study, some

results obtained under noima]ity are genera]ized. ]n the structura] modal, the asymptotic
behaviour of the maximum likelihood estimator of the slope parameter is considered and the

asymptotic relative efHciencies with respect to other competitors are studied. This study

is extended to the case where two or more structural populations are under investigation.
In the functional model, the asymptotic behaviour of the maximum likelihood estima-

tor is investigated, with special attention to the comparativo calibration model, typically
considered when comparing several measuring instruments.
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Cl;apítulo l

Introdução

1.1 Formulação do problema

A análise clá.ssica multivariada de dados contínuos está. centrada basicamente na distri-

buição normal multivariada. Este fato é habitualmente justificado via. o Teorema Central

do Limite, razã.o pela qual a maior parte da teoria da. inferência estatística está desen-

volvida em torno deste modelo como, por exemplo, os modelos lineares. Contudo, em

muitas situações o modelo sob normalidade é impróprio como, por exemplo, quando os

dados provêm de uma distribuição com caudas mais pesadas que a. distribuição normal.

De fato, a. vulnerabilidade da. inferência baseada no modelo normal com respeito a ob-

servações aberrantes ("outliers") tem sido motivo de vários estudos de robustez. Modelos

alternativos ao modelo normal que preservam sua. estrutura simétrica e que permitem

reduzir a influência dos "outliers", têm sido sugeridos por diferentes autores. Longe,

Little e Taylor (1989), poi exemplo, propõem o modelo t-Student como uma extensão

paramétrica robusta do modelo normal, e ilustram o desempenho do novo modelo numa

grande variabilidade de aplicações. Os trabalhos recentes de robustez, mostram que a in-

ferência estatística clássica, desenvolvida para um modelo normal, é basicamente corneta,

não somente para o modelo normal em questão, mas também para modelos que provêm

de distribuições elípticas, desde que um certos ajustes sejam feitos, quando é necessário

(Muírhead e Waternaux, 1980, Bro\4'1ie 1982 e 1984, Bentler, 1983, Shapiro e Browne, 1987,
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e cano, Berkane e Bentler, 1993). Contudo: Tylei (1983) nota que sendo a distribuição

da. população elíptica, a inferência baseada na. teoria estatística normal é significativa-

mente ineficiente quando a curtose da distribuiçã.o elíptica assume valores bem mais altos.

Isto sugere a necessidade de desenvolver inferências numa. determinada classe de modelos

elípticos que possam cobrir distribuições com curtose alta, ao invés de realizar ajustes na

teoria. de inferência normal. Vá.rios autores têm sugerido a utilização de distribuições com

caudas mais pesadas, entre os quais, destacamos Longe et al. (1989) que recomendam a

distribuição Z-Student, e Little (1988) e Yamaguchi(1990) que usam a distribuição nor

mal contaminada. Ambos os modelos incorporam pa-râmetros adicionais que permitem

ajustar a curtose da distribuição dos dados. No ca.se da distribuição t-Student, a curtose

é modelada através dos gra.us de liberdade e portanto inclui em particular' as distribuições

Cauchy e normal.

O estudo teórico e aplicado das distribuições elípticas, como é o caso da distribuição

t-Student, começou a desenvolver-se com muito interesse a partir do trabalho devido a

Kelkei (1970). Desde então, estas distribuições têm sido objeto de diversos estudos, tanto

no aspecto teórico qua.nto em diversas á.reas de aplicação. Alguns resulta.dos neste sen-

tido são encontrados, por exemplo, em Devlin, Gnadesikan e I':ettenring (1976), Kariya e

Eaton (1977), Muirhead e Waternaux (1980) e h'luirhead (1980). Destaca-se o excelente

trabalho de Cambanis, Huang e Simons (1981) que proporciona um rigoroso e sistemático

tratamento probabilístico das distribuições elípticas e ta.mbém o trabalho de Anderson,

Fang e Hsu (1986) deriva resultados gerais sobre os EMV no modelo elíptico dependente.

A maioria destes trabalhos pode ser encontrada. de forma. unificada em Fang, Kotz e Ng

(1990). A classe das distribuições elípticas proporciona uma. grande variedade de modelos

estatísticos alternativos ao modelo normal e em tais modelos, diferentes autores têm mos-

trado que a maioria das propriedades da. distribuição normal continua. valendo na classe

das distribuições elípticas. Contudo, algumas propriedades, tais como a equivalência en-
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tre independência. e covariância. nula de varia.veia aleatórias que têm distribuiçã.o con.junta

normal, sã.o próprias desta. distribuição e permitem caracteriza-la. dentro da classe das

distribuições elípticas. A distribuição elíptica. n-variada pode ser obtida. misturando a.

distribuição uniforme sobre a superfície da. n-esfera. com uma distribuição radial (definida

sobre 10, oo)). Assim. cada. distribuição elíptica ou, equivalentemente, sua versão padro-

nizada, chamada. comumente de esférica, é completamente caracterizada pela distribuição

radial (veja Cambanis et al., 1981). Em particular, a. distribuição elíptica (ou esférica)

normal n-variada é ca.racterizada. pela distribuição radial qui-qua.drado com n graus de

[iberdade. Simi]armente, a distribuição elíptica t-Student n-variada. com u graus de liber-

dade é caracteriza.da pela distribuição radial de Fisher com n e p graus de liberdade.

A inferência nos modelos lineares sob a classe das distribuições elípticas tem sido objeto

de estudo por muitos autores, trabalhos que podem ser encontrados, por exemplo, em Fang

e Zhang (1990). No entanto, na literatura não encontramos um estudo minucioso dos

modelos lineares com erros nas va.dáveis na classe das distribuições elípticas. Inferência

nestes modelos é importante pelas suas aplica.ções em diferentes áreas do conhecimento,

como por exemplo, ciências médicas ou ciências sociais, onde encontramos problemas

envolvendo relações entre duas variáveis que podem descrever leis, em que certas variáveis

estão funcionalmente relacionadas. Apesar dos constantes avanços tecnológicos terem

tornado cada vez mais precisos os procedimentos de mensuração, não é realista supor que

tais variáveis sã.o medidas sem erros e o mais comum é não ter acesso aos seus vci dadeiros

valores. O modelo linear com erros nas variáveis mencionado acima é definido a seguir.

Considere a relação linear,

/: a + a«i, (1.1)

onde o interesse é, em geral, estimar o parâmetro #, mas nem y nem # são observados
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rX = /.i+ e.

l Xi = #í + zz.

com i = 1,. . .,n. Na. literatura, nota.mos que o modelo definido acima. é apresentado

sob normalidade seguindo três especificações: modelo ultraestiutural, modelo funcional e

modelo estrutural. O modelo ultiaestrutural foi introduzido por Dolby (1976) e assume

que

os valores observados são y e X ondeTdiretamente, ou seja

(1.2)

A'(0,a«), u; - /V(0,a-), «. -, JV(p,.,a-),

onde el, . . . , e«, ul, . . . ,Un, Z:, . . . , z. são variáveis aleatórias independentes. Um estudo

de inferência sobre o parâmetro (ou coeficiente angular) # pode ser encontrado em Clleser

(1985) e Cheng e Van Ness (1991).

O modelo funcional é obtido supondo que os valores nã.o observados zi , . . . , z. são cons-

tantes (denominados parâmetros incidentais). Nesta. situação, o número de parâmetros

cresce com o número de observações e a função de verossimilhança. não é limitada. Solati

(1969) considerara suposições adicionais para possibilitar a inferência do parâmetro /J

O modelo estrutural é obtido considerando-se zl , . . . , #. como variáveis aleatórias com

média comum p., e variância o-,,. Também neste modelo não é possível encontram uma

solução de máxima. verossimilhança para /3, porém por um motivo diferente do descrito

acima para o modelo funcional, pois neste caso o modelo não é identificável, no serltido de

que dois diferentes vetores de parâmetros podem dar origem à mesma distribuição. Assim,

é necessário o conhecimento adicional de algum pa-râmetro do modelo para. possibilitar a

estimação de /i (veja Fuller, 1987).

Em um contexto mais geral, o modelo ultraestrutural soba'e a classe das distribuições

elípticas é obtido supondo que o vedor ri = (z{,ei,u.{)T tem uma. distribuição elíptica

com vetor de locação l7; = (p,.,0,0)T e matriz de dispersão Q = dias(a-,o«,o-),

onde a. notaçã.o dias(al, . . . , a,) denota a matriz diagonal com elementos aí, . - . ,a,. Em

eá-
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particular, obtemos o modelo elíptico funcional, considerando que p,. = #{, í = 1, . . . , n e

o modelo estrutural considerando que p,. = p,, i= 1,. . . ,n.

O modelo de regressão sobre a classe das distribuições elípticas, nas situações em que

o número de parâmetros não varia. com o número de observações é apresenta.do na lite-

ratura sob duas especificações diferentes. A primeira assume que a distribuição conjunta

da.s variáveis de interesse é elíptica e no segundo enfoque a.s variáveis de interesse são

independentes e tem distribuições marginais elípticas. No modelo elíptico estrutural com

erro nas variáveis, os dois enfoques são denominados por:

(i) Modelo elíptico dependente: assume que os erros têm distribuição conjunta

elíptica, de modo que eles podem ter covariância nula, sem serem independentes,

a menos que a distribuição conjunta seja normal. Como pode ser visto, por exem-

plo, em Zellner (1976), Ghosh e linha (1980), Ullah e Walsh (1984) e Anderson,

Fang e Hsu (1986), grande parte da inferência estatística baseada no modelo nor-

mal permanece válida para. estes modelos elípticos dependentes, de modo que tais

procedimentos são robustos com respeito a este tipo de não normalidade.

(ii) Modelo elíptico independente: supõe que os erros (ou observações) são indepen-

dentes e têm distribuição marginal elíptica. Este enfoque é considerado, por exem-

plo, em Longe et a1. (1989), Taylor (1992) e Kano, Berkane e Bentler (1993). Neste

caso, em geral, a inferência deve ser baseada em resultados assintóticos. Contudo,

a vantagem destes modelos elípticos independentes é que muitos deles, tais como

o modelo {-Student, implicam em inferências robustas com respeito a observações

aberrantes. Convém notar que sob normalidade ambos os enfoques são equivalen-

tes. Isto mostra. que a. inferência estatística normal pode ser generalizada para. cobrir

uma classe mais ampla de modelos para-métricos que preservam a simetria do modelo

normal.
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Agora, suponhamos que no modelo definido em(1.1) e(1.2), a =(cli,...,aq)T e

P = (a], . . . ,Pq)T e a sequência XI, . . . , X. sã.o variáveis alea.Lérias unidimensionais. O

modelo resultante que denominamos multa-unidimensional é usado na. literatura no estudo

de calibração comparativa, tanto no enfoque estrutural obtido supondo que as quantida-

des zi , . . . , z. são variáveis aleatórias com média. p, e variância o.,, quanto no enfoque

funcional obtido supondo que as quantidades zl, . . . , #. são constantes.

1.2 Definição dos objetivos

O objetivo deste trabalho é a inferência estatística nos modelos com erros nas variáveis

sobre a classe das distribuições elípticas. No modelo ultraestrutural, a. proposta. é estendem

os resultados de Gleser (1985) e Cheng e Van Ness (1991) para a classe das distribuições

elíptica.s, quc inclui também os modelos estrutural e furlcional elíptico.

No modelo estrutural, estudamos o comportamento assintótico do estimados de máxi-

ma. verossimilhança e a eficiência. relativa assintótica deste estimador com os estimadores

conhecidos na literatura sob o modelo normal. O estudo cobre tanto o caso do modelo

independente como do dependente, considerados, por exemplo, por Zellner (1976) e Longe

et a1. (1989). Além disso, estudamos inferência para. os coeâcientes angulares de duas ou

mais populações estruturais normais, utilizando um método diferente daquele considerado

em W-g (1991).

No modelo funcional multa-univariado, discutimos o comportamento assintótico do

estimador de máxima. verossimilhança., baseado no trabalho de Mak (1982). Assim, os

objetivos específicos desta. tese podem ser resumidos como segue

(1) No modelo ultraestrutural, considerando condições adicionais sobre os parâmetros

incidentais, estudamos a corlsistência e a normalidade assintótica de alguns estima-

dores do coeficiente angular, usando resultados assintóticos derivados pa.ra a matriz
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de covariâncias amostrais S.. Particularmente, no modelo estrutural discutimos a.

eficiência relativa. assintótica do estimador de máxima veiossimilhança. com respeito

aos estimadores estudados via a distribuiçã.o da. matriz de covaliâncias amostrais

s.

(2) Estudar a. consistência e a normalidade assintótica do estimador de máxima ve-

rossimilhança do parâmetro (vedor) estrutural do modela funcional elíptico multi-

univariado. Em particular, no caso univariado, estudar a eficiência relativa assintó--

teca. do estimados de máxima verossimilhança. com respeito ao estimados de Mínimos

Quadrados Generalizados.

(3) Discutir a inferência sobre os coeficientes angulares de duas ou mais populações

estruturais sob normalidade, obtendo favores de correção do tipo Bartlett através da

avaliação direta do valor espetado da estatística da razão de veiossimilhança sob a

hipótese nula. Extensões são consideradas para a classe das distribuições elípticas.

1.3 Organização do trabalho

Este trabalho está organizado em quatro capítulos mais um apêrldice.

No capítulo 2, começamos estudando a distribuição assintótica da matriz de covariâncias

amostrais S. sob uma. distribuição não especificada. tendo quarto momento finito, onde

o número de parâmetros do modelo cresce com o tamanho da amostra. Estes resultados

são usados para. o estudo do comportamento assintótico de alguns estimadores utilizados

na literatura. qua.ndo a normalidade é assumida. Sob o modelo elíptico estrutural, estuda-

mos o comporta.mento assintótico do estimador de máxima verossimilhança. A eficiência

a.ssintótica é estudada. com relação a estimadores obtidos por outros métodos. Inferência

no modelo funcional para os cstimadores de máxima verossimilhança será objeto de um

estudo separado devido à complexidade do modelo.
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No capítulo 3 estuda.mos inferência no modelo funcional quando o vetor de erros tem

distribuição elíptica. com vetou de loca.ção zelo e matriz de dispersão identidade. O estudo

é baseado no trabalho de N/lak (1982). Discutimos, com especial atenção, inferência no mo-

delo que chamamos de multa-univariado, que é usado freqüentemente para a comparação

de instrumentos ou métodos de medição, conhecido na literatura como de calibração com-

parativa. Apresentamos um estudo detalhado para o modelo t-Student.

No capítulo 4, discutimos inferência sobre os coeficientes angulares no modelo consis-

tindo de duas ou mais populações estruturais. Primeiramente estendemos alguns resul-

tados obtidos no modelo normal para os modelos elípticos. Três tipos de extensões do

modelo sob normalidade para. o modelo elíptico são consideradas. Posteriormente, sob o

modelo normal tratamos o problema de testes de hipóteses, usando a estatística da razão

de verossimilhança. Para obter a. estatística. da. razã.o corrigida, o favor de correção de

Bartlett é obtido a.valiando-se diretamente o valor esperado da referida estatística sob a

hipótese nula, que representa um método alternativo ao método de Lawley (1956). Os

resultados obtidos são considerados também para a. classe das distribuições elípticas.



Capítulo 2

O modelo ultraestrutural elíptico

2.1 Introdução

Neste capítulo estudaremos o modelo ultraestrutural sem réplicas introduzido por

Dolby (1976) sobre a classe das distribuições elípticas, definido pelas relações lineares

Í yk = yk + ek
.l XÊ = zk + uÀ;
1. yk = a + PzJ; ,

onde (3/k, =k)T são quantidades nã.o observáveis e a. estimação deve ser basea.da nos dados

observa«is(b, Xk), com .k --(0, .-), uk «'(0, a-) os erros do modelo e :«k «'(p,,., .,,),

k = 1,. . . ,n, sendo todos independentes. A notação (0,a-) significa que a variável eh

segue uma distribuição nã.o especificada, com média zero e variância a... A formulação

acima é uma extensa.o dos modelos funcional e estrutural, pois, quando p,* = p,, h =

1, . . . , n, temos o modelo estrutural e quando a,, = 0, temos o modelo funcional. Neste

último caso, p,::. = zl:, k = 1,.. .,n, são parâmetros incidentais e, portanto, sob este

modelo o número de parâmetros cresce com o tamanho da amostra. rz. Um estudo das

propriedades dos estimadores cle máxima velossimilhança. dos parâmetros estruturais é

desenvolvido no Capítulo 3.

Nos modelos com erros nas varia.vens (veja. por exemplo Fuller, 1987, Gleser, 1985,

e Clheng e Van Ness, 1991), a distribuição assintótica dos estimadores do coeficiente

angular P derivados na. literatura, dependem da. distribuiçã.o assintótica da matriz de

9
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covas'iâncias amostrais S« de dimensão 2 x 2, das val'iá.vens aleatórias (yA,Xt)T, cujas

entradas são de«otadas por S'rr = iEZ..(VL ry, Sxr = : EE::(Xk -- X)(yA -- y)
e SxÀ' = 1 E2::(XA -- Xy. Esta distribuição é bem conhecida. no caso em que os ve-

toics Zt = (yk,Xk)T, k = 1, . . . ,n, sã.o independentes e identicamente distribuídos, com

momentos de qua.rta ordem finitos (veja. Muirhead, 1982), como acontece com o modelo

estrutural sob normalidade. No entanto, esta distribuição não pode ser usada no modelo

funcional, devido à presença de parâmetros incidentais. Gleser (1985) e Cheng e Van

Ness (1991) consideram a. distribuiçã.o da matriz de covariâncias amostrais S« sob o mo-

delo ultraestrutuial normal e mais recentemente Linder e Babu (1994), consideram que

os erros são não correlaciona.dos com terceiros momentos nulos, quartos momentos finitos

e sob condições adicionais sobre os pa.râmetros incidentais para garantir a normalidade

assintótica de S..

Neste capítulo derivamos a distribuição assintótica conjunta do vetar de médias Z =

iXZ:, Zx; e da matriz de covariâncias amostrais S« = ' EZ;:(ZA -- Z)(Zk -- Z)T de n

vetores Zi, . . . , Z. independentes de dimensão p com velares de médias pi , . . . , p., respec-

tivamente, e com matriz de covariâncias comum E. Suposições tais como ck = Zk -- pk,

& = 1, . . . ,n, são independentes e identicamente distribuídas e condições assintóticas so-

bre os parâmetros pt , . . . , p. sã.o considerados. Mostramos também que o vetor de médias

amostrais Z. e a matriz de covariâncias amostrais S. sã.o assintoticamente independentes

quando a distribuição de ck = Zt ph tem terceiro momento nulo e quarto momento finito.

Além disso, derivamos uma. expressa.o geral para a matriz de covariâncias assintótica de

vãS.. Uma expressão explícita é obtida para esta matriz no contexto das distribuições

elípticas que é usada pala obter a. distribuição assintótica de alguns estimadores de P no

modelo ultraestrutural, generaliza.ndo e unificando os resultados de Gleser (1985) e Cheng

e Van Ness (1994) para. o contexto elíptico. Finalmente, os resultados são ilustrados no

contexto da distribuição t-Student.
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2.2 Notação e resultados preliminares

Nesta. seção, apresentamos de forma resumida algumas definições, propriedades de

operações com matrizes e propriedades dos cumulantes associadas à distribuição de um

vedor aleatório.

Definição 2.1 J) Soam A = (aÍ.j) e B = (bij) matrizes de d nzensões m x n e r x s,

respectáuamente, e seja A.j a J-ésÍm.a co/una. da ma.triz A, .j :: l, . . . ,n. O t;etor

«/un« Vec(A) d' dim'n ã. mn á de#níd. po,

A.i
/\.2

vec(A) = (2.2)

A..

2) O prodaÍo de /I'rorzecÀer de A e B que denotamr9s por Aa)B é a matriz de dimerzsão

mr x n,s , de$nidü como

A ® B = (aijB)

e a matriz A + B dc ordem mr x ns E' de$nida par

(2.3)

A + B = IA ::9 B.i ,A ® B.,], (2.4)

onde B.j á a .j-ésÍma co/una da. maZrÍz B

O operador Vec de uma matriz simétrica A de dimensão px p contém elementos que são

iguais. O vetar que contém os Ç(p+l) elementos distintos de A será denotado por Vech(A).

-"«':mp''' "A - IZ : l, «'ã. V«(A) -(',ó,ó,a)''V"h(A) -(",ó,'z)" p"'
uma matriz simétrica. de dimensão p x p, Vec(.4) e vech(,4) são transforma.ções lineares de

um vedor com relação ao outro (veja. Henderson e Searle, 1979), ou seja, existem matrizes

H de dimensão ,(p + 1) x p', e G de dimensão p' x e(p + 1), tais que

Vech(A) = HVec(A) e Vec(A) = GVech(A)

11
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Além disso,

nG q i) ' ih,dG

onde 1(.,.) é a. matriz de vec-permutaçã.o. A matriz G em (2.5) é única. Contudo para.

transformar Vec(A) em Vech(A) pode existir mais de uma matriz H (veja Henderson e

Searle, 1979). Pode-se mostrar que uma delas pode sei obtida. de (2.6) que é a. matriz

inversa. de Moore-Penrose, da.da por

H = (GTG)''GT (2.7)

Assim, por exemplo, para p ' 2, temos que as matrizes G e H sao dadas por

( i : f ) . ( i :z, :z,;) (2.8)

respectivamente.

Seja X = (XI , . . . , X.)T um vetar aleatório de dimensão m com função característica

Ó(t), t C IR", e suponha.mos por simplicidade que existem os momentos da distribuição

deste vetar. Assim, se a função cai'acterística de Xj, .j = 1, . . . ,m, é @j({j) = Ó(t), onde

t =(0,...,0,tj,...,0)" e os cum«la«tes de Xj são os coeficie«tes KÍ em

Por exemplo, os quatro primeiros cumulantes em termos dos momentos pÀ; = Zlxfl de

.XJ são dados por

«{

«{ = pi - (pÍy

«i - p:l - 3pÍp{ + 2(p{)',

«i - Pi -aP{Pi-s(/.{)'+i2P{(P{)' 6(p{)'

12



Os cumulantes mistos são definidos de forma similar, ou seja, se @jt(tj,tk) é a função

característica conjunta. de Xj e Xk, .j, k = 1, . . . ,m, os cumulantes de sua distribuição

conjunta são os coeficientes Klf,, em

i.;-'.*«:,'d - E .«:f,,0'.r WJ ,

onde, por exemplo, nÍf = ClovjXj, Xkl. Em geral, os cumulantes da distribuição conjunta

de XI, . . . , X. são dados pelos coeficientes ni.2;.=. em

lona-rt\-- \' K1 2--.m «Ü)''(ilt2)"'- 'Ít«J
''õ'''''.~"' -,«z' "'-" "'- ,ilr21..-r«l

Lema 2.1(Mtíirhead, 1982) Sda c =(cl,...,c,)T -'(Elcl,Varjcl) =(O,E), onde E =

(ai.f). Suponhamos qwe Elc cjckcil < .o, {,.j,k,/ = 1, , p. Sda E = (Eij) = ccT e

A = V;rjVec(E)l. Ente., « m«t,á, A é dele,«.in«d« po,

c-lz:j, z.,l - «n', + «i'i«{! + «I':«{f, (2.9)

onde os coe$cientes n's denotam os cumutantes da distribuição do uetor c. Em particular,

«B lq,.jl i:fl:, {:,

O seguinte resultado é uma versão do Lema 2.1 sob a classe das distribuições elípticas

(veja a definição no Apêndice A).

Lema 2.2 (Muirhead, 1982) S ponha que c -- EZ,(O,©lÓ), com /unção característica

@.(t) @(t'Wt), t C R'. E«tâ. s«b « co«diçõe. d. L.m« 2..Z,

ZI.l v.rl.l
~n': (.:j«*, + ";.aj. + '-.j*), (2.10)

«-#& :,

ríose

(2.11)



De(2.9) e(2.10), segue que se é '- B/,(O, qr; Ó) tem momento de quarta ordem finitos

e Varjcl = E = (ai.Í), então a matriz A = VaijVec(E)l, com E = ccT, é determinada por

Co«IE:.j , Z*.l (n + l)(aikoji + aiiajk) + Ka jakl (2.12)

Se a distribuição de c tem densidade, entã.o ela é da forma l@l-{./'(c'rtp'ic), para alguma

função não negativa ./'(u), u 2 0. Por exemplo, se c «' EZ,(O, ©; /), com / dada por

/(«) h(P,p)u"/2lu + uJ-("+p)/2, u 2 0, (2.13)

o«de k(p, -') = 1' 1{("+ p)l/'''/:i'({«) , o« sda, c - t,(O,W; "), ' distrib"içã' t-Student

p-variada. com p graus de liberdade, então (veja b'luirhead, 1982),

e para o modelo normal H 0, que se obtém fazendo p --} oo

2.3 Propriedades assintóticas de S.

Nesta seção, apresentamos alguns resultados assintóticos para a matriz de covariâncias

amostrais S. sob a. presença dos parâmetros incidentais, que será.o de utilidade no estudo

do modelo ultraestrutural.

Seja Zi,Z2,. . . uma. seqüência de velares aleatórios de dimensão p, com vedor de

locação p:,p2,---, respectivamente. Seja p = (/zl,...,p.)T e suponhamos que /zk

(p-*,p«,...,p,*)". Sea..* -p.,i ',.-.,p,s'g"'q-

HK -- F Ew;,#
e

k-l
(2.14)

onde Wi = (ph -- p)(pA; -- p)T. Agora, vamos supor que a seqüência de vetores aleatórios

Zi, Z2, . . . satisfaça. as seguintes condições:

14



AI. ck = Z* -- p* y (O, E), ou sda, vetor aleatório com vedor de locaçã.o O e matriz de

dispersão EI

A2 existe um vetou p (definido em (2.4)) de dimensão p e uma matriz definida positiva

E" de dimensão p x p tais que, qua.ndo rz -+ oo
A 2

V'ã(P- P) --} o, vG(S* - E*) --} o ' 8« - Pj$.11fE. 1la --} o,

onde P = i Et.: p. . S* = : EZ:. (pÊ -- »)(Pk -- P)"

VarjVec(cicT)l = A < oo, isto é, ci tem quarto momento finito;A3

A4. EjcilVec(cic:)}VI = O, que acontece, por exemplo, se a distribuição de ci é simé-

trica.

A seguir estudaremos o comportamento assintótico, da média e a. matriz de covariân

clãs amostrais de Z e S., respectivamente, sob as suposições citadas acima.

Lema 2.3 Soó as sapr9sáções .4/ e .42,

e {i) S. --} E + E* q.c

Prova: i) A demonstração segue da relação

Z p - P)+(ii- p)

e da lei forte dos grandes números

ii) Note que podemos escrever

s,, P)(Z - P)' (2.15)

onde W' é como em (2.14) e W i Eil:: W., com

w* -P)(z*-P)" 'l+'*(P*-P)"+(P*-P).[ (2.16)



e c;. ==

que

lim:qr = E* (2.17)

Por outro lado,
l n l n

[im: }l:cÀ;(pk --p)" - ]im; >1:(pk --p)cT - O, q.c.

pois da condiçã.o A2 e usando a fórmula. da. soma. parcial de Abel (vda Gleser, 1981),

temos que
oo ,A 2 oo

V-,kjJ E :f - E V,-@;*.j*) < m,

o que implica que lim Zi )ll:E;] aÍkc.jx; :: 0, í,.j = 1, . . . ,p, ou sela,

1 7}

lim É }l:(p; -- p)cT = 0 q.c.k-l

m que limo'' EE.. ck(pi: -- p)T = 0nte, temos tambéblmilarme

(2.16) q-

limW q.c. (2.18)

e a demonstração segue de(2.15),(2.17),(2.18) e dofato que(Z--p)(Z--p)T -+ 0

O resultado seguinte será de grande utilidade na demonstração dos principais resulta-

dos deste capítulo.

Teorema 2.1 Sob as condições .4] .43,

y'ã(Z - p) -5 Np(O,E) ' V'ã\''ec(S« - E - E*) -$ JV.:(O,.Â + .A*),

.«d. A = VarjVec( :'T)l, .«j.s ./em.«tos .ã. d.te,«.i««d« p., Íe.P2 «. /.,.m« 2.' '

A* * + * € E+ E *E* + E* *E , (2.19)

onde a ítotação "---+" indica a convergência em dástribaição
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va: l)e (2.-Lb), temos que

:c((Z P)(Z - P)")\

Vec(S. - E E*)
z P

vec(W - E)
ê

+.../ã' Vec(Vr* - E)

Da condição A2 e de i) do Lema 2.3, temos que

Agora, sqa
rV«(W* E)À
-... ck )'

,n. Entã.o, de AI e A3, segue que Yi,Y2,. . . são vetores independentes de

dimensão p2 + p, com EJYkj = O e VarjYj;l :: Ak < oo, onde

'*- l t: 'p l,
com ©À; = Covjck,Vec(Wk)l e Ah = VarjVec(Wk)l. De AI temos que

W* l jvec('-'T')}"l + EJ'-lVec('-(p* p)"l"l + EI.-lVec((p* -p)'T)}"l

@+ Z].. {Vec(':(p* - p)")}"]+ E].:]Vec(p* - p).T)}']

onde W = EjcilVec(cicr)}TI. Assim, pela condição A2, segue que

v6 Vec(S« - E - E*)
z P -«ã Vec(W - E)

E + o.(1). (2.20)

Similarmente,

.A* IVec(W*)l + .A:* - ,A«,

onde

VarjVec( ': 'T)l ,

V;-jVec(.-(p* - p)' + (p« - p)'T)l

17
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.A,* IVec('-'T),Vec('-(#* p)"+(p* - p)'T)l

+Co«IVec('-(p* - p)" +(p* p)'T, Vec(':'T)l

Assim, sob a condição A2, temos que

!ê«.
e conseqüentemente

o que implica que

Para provar a normalidade assintótica de ../;i:\i , só resta demonstrar

YI , Y2, . . . satisfaz a condição de Lindeberg, isto é, Vc > 0,

1 7Z

! >1, E lllVkll'/{nY.ii>vnl --> o.

Com efeito, seja

onde

Xk = Vec(Wk - E) = Vec(ckct - E) + vec((pA - p)c: + ch(pk

Então,

IV ll2 :: llxkll2+ llckll2 e llvkll < llxkll + llckll.

Assim.

Ykjl2/{ljY*ll>ry'iíll < Á«: + .É?.. + (ane + l)l

l Q

YÊ=

Ã. . ! Ê .À* -
"Ê=

?

-»-l"-i"* g

>ll: A:x; -.> A* = E E ® E + E#E:'+ E*#E+E
rz, i

que

€ ]

n

Ak-+ A + A'''
k:l



Ollde

H". :E lllx*ll'/{ilx-l}»{~«}l,
l n

h:l xkll'/{iic*n>í~al ,

G,
1 71

iX E lll.*ll'/{iix.ii»{wllk:l
e

D". 2/{llc.il>{ «]

Claramente, temos de AI que Z).. --} 0. A seguir, mostram'emos que Án. --} 0. Com efeito,

como

(P, - P).r + '*(P* P)T = (Blz\lk + + B,zX,k)ck,

onde Bi, i 1 , , p, são matrizes constantes de dimensão p2 x p e Z\ii;, i 1. )p sao

como em (2.14), temos que

lx* < Vec(ckcZ -- X)ll+ 1111. ®(BiAik + + n.A.*)l.*ll

< IVec(ckct -- x)ll + v$1lnlz\ik + + n,A,kllllckll

< IVec(.*.r
P

E)ll + ../FW }: IA *lll'*ll
{:1

e

IXklj' $ 4 l ljVec(ckcl -- X)ll + pM'% }l: Aã;llckll' l-

com Jt4 maxlS{Sp Z?ill, o que implica que

,'{.. $ .4L) + ÁS) + ,4S) + ,4U, (2.22)

onde

,49 4z lllvec(clcT -- E)ll'/llv..(c-cÍ-E)ll>Í~/=ll '

,42
-z litv«« :-»il''{«'
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11?Sl!!.1l!-- >' }' a.ã;E lllcl ll2 /llv..(c- cÍ-E)ll> Ív'nl e

@%W E E»3;" in :ii''«.."'»-â.,l

Usarldo o Teorema da. Convem'gência. Dominada e a condição lim.5. = 0 (onde (i, é como

em A2), segue que as esperanças nas igualdades acima. convergem pa-ra zero e, portanto

lim.42 = 0, / = 1,2,3,4, pois limo.'' }:E:. )ll:L:: zX3: < oo. Logo, de (2.22) temos que

lim.4.. = 0. Similarmente, mostra-se que limo«. = limo.. = limo).. = 0. Assim, de
(]A' h05fRo0)

(2.21), temos que a condição de Lindberg é satisfeita e, consequentemente,

,4U

ç;:7 --b Ab,+,(o, A) (2.23)

e da relação em (2.20) e do Teorema. de Slutsky, segue que

~/ã(Z - p) -l+ x,(o, E)

~,4;Vec(S. - E - E*) --b Nn'(O, .À + .Á*)

Como S. é uma matriz simétrica, então o vetou Vec(S«) contém elementos que são

iguais, de modo que a. distribuição assintótica de vãVec(S«) é singular. Contudo, se

considerarmos os (p' + p)/2 elementos distintos de S., ou s.ja, o vetor y'ãVech(S«),

temos que sua distribuição assintótica será não singular, como veremos a seguir

D

Corolário 2.1 Sob as cona iões do Teorema 2.-Z,

y';Vech(S. E E-) -b .w,(o,v + v*), r2.24)

c,ride V = HAHT, V* = HA*HT, q = p(p + 1)/2 e H é como ern r2.5). .4/ém disso, se a

condiçãr9 .4..Í é satis/Cita, Z e S,: são assíl toticamente independentes.
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Prova: De(2.5), tenros que existe uma matriz H de dimensão p(p+ 1)/2 x p' tal que

Vech(S« E E*) = HVec(S« -- E E*).

A demonstração de (2.24) segue da igualdade acima, junta.mente com o Teorema. gli) 2.L

Agora, como ValjcilVec(cicT)}TI = 0, temos (lue a matriz © = 0. Assim, de (2.23) temos

que Z e S. são assintoticamente independentes. []

2.4 0 modelo elíptico ultraestrutural

Consideremos o modelo (2.1), que pode ser representado na. forma

Zk = a + BrX:, (2.25)

onde

, rz, satisfazendo as seguintes condições:

SI. -. :# E/;(q*,W;Ó), com Zjr*l (p.,0,0)" e Varjr*l

dias(o-, a-, o««) finitos.

S2. Existem p, e o-;l, > 0 finitos tais que

y';(R - p,) -> 0, y''ã(g, - a;l.) --> 0 ' :y©.(elt.-:J!:E -.} 0,

'- (:), -*- , ,- 1=1 . - - 1 € â ? l,

-2é'(o)©

1 7t

s;, (p,* - P,)'

S3. ri -- t7i = (zi -- p,:, ei,ui)T -' Er3(O, Q; Ó), tem momentos de (quarta ordem finitos

Lema 2.4 Á seqüêrzcia Zi, Z2, . . ., de./unida em r2.25), sob as condições S/ S3, satis/a

zem as cr9ndicões .47 .42

onde
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Prova: Al: Pelas propriedades das distribuições elípticas, temos de SI que Zh = a+Brk U

El?2(a + Bl7É, B©BVI $), com EJZkl = pk e Variz/;l = E, dados por

respectivamente. Assim, temos que cÊ = Zk -- p. B EZ?2(O,B©BTI é), com ElcAI = O e

Varjckl = E

pk = a + B77É = e E = BQBT = Õ2a,.. + O'e.

D''.

A2: Note que P = : EE:. pA =(a+/3P,,P,)V e S" = : EE;.(pk --P)(pk--P)T = S;,bbV,

onde b = (#, l)T. Agora, sejam

P (a + #p.,p,)" e E' a' bbT'zz-' (2.26)

Então,

v'ã(P- P) p,)b -+ O e v''ã(S' - E*) a;,)bbT --} 0

Por out:o lado, para AiÉ = (a + /3p,* -- a + /3p,) = /3(p.* -- p,) e A2t = p,* -- p,, temos

que maxlSkS« âr --} 0, { = 1, 2, desde que maxlÉk$n !!!=h';-- -.} 0.

A prova de A3 e A4 segue diretamente de S3 e da. simetria da família das distribuições

elípticas, respectivamente. n

Sejam Z e S. a média e matriz de covariâncias amostrais de ZI, . . . , Z.. Então, pelo

Lema 2.4, as condições SI S3 são satisfeitas. Logo, usando o Teorema 2.1, temos o

seguinte resultado.

Teorema 2.2 Sob o modelo ultraestrutura! satis.fazerldo as condições SI S3,

í,) Z--} a+ bp, q.c. e S. --> E + o,,bbT q.c.;

iíJ .«ã(Z -- a -- bp,) --> ]V2(O, E) e y'ãVech(S« -- E -- o;l,bb') --> .Na(O, V + V*), onde
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v+v* (3« + 2)a , l3" + 2)ay},ayX ';''yyaXX +2(K+ l)aix \
IK+l)ayrax-a' +(2x+l).-{,X(3K+2)a},XaXX l

la«+ 2)a$x ,/

2Pary + 2P2 a},X 4/7ayX' \
a},}, +2/7cryX +P2ax-À 2arx +2Po-x'Ã' l

\axx )

1,...,n. Então Zlcil = 0, Varjcll = E = (aij). Agora,Prova: Seja cü

sda E = '-'T

px;, k

Va,IE::l Co«IE--,E:,l Co«IE-:,E,-l Co«IE--,-E«l \
Varie-,l Co«IE:,,E,-l Co«IE:,,E«l l

Varie,:l Co«IZ,.,E«l l
V;rjZ«l /

Assim, usando o Lema 2.2 para. determinar os elementos CovjEij, EI.l, temos, após

mas manipulações algébricas, que

/(3K+2)aÍr(3K+2)arrarx(3K+2)arV.r.x ';ayYaXX+c- \

(3« + 2)aâ.;. /
(2.27)

onde ci = 2(K + l)oix, c2 = (2K + l).-$x, .-ii = orr = VarjXI = /3'a- + a.., oi2 =

ayX :: Clovjli, Xil = /io'a:;r, o'22 :: aXÀ' = Vai'jXÍI ::: aa;J:; -+' o'HU e K é o coeficiente de curtose

definido em (2.11). Agora, como E* = a;.bbT, b = (#, l)T, temos de (2.19) que

/'4/32ary 2/3arr+2/32orx 2parr+2/32arx 4/3arx \
l ayy + 2Parx + p2axA' o-yy + 2/3arx + p2axx 2ayX + 2#oXX l

ay}, + 2Pa},x +/3Zaxx 2ay.X + 2/3aXX l

A- («+1)a«*axx+c2(K+l)arraxx+c,(3«+2)axraxx l
(K+ l)a**axx+c,(3«+2)axraxx l

algu

.A IVec(E)l

Assim, pelo Teorema 2.1, temos que

vã(Z - a - bp,) --b ]V,(O,E) e «;Vec(S« - E - a;l,bb') --b JV.(O,.A + A.*),

cuja distribuição assintótica é singular, pois A + A* é simétrica. Assim, pal'a obter uma

distribuição não singular, vamos considerar o Vech(S.). Com efeito, usando a. relação

?
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(2.5) com H dado em (2.8), temos que

V''ãVech(S,, - E .;,bbT) -} /V2(0, \7 + V*),

onde

V+V*= H(A+A*)HT

Observação 2.1 Note que os resultados anteriores são independentes de condições adi-

cionais sobre as variâncias dos erros. Contudo, para possibilitam a inferência, no modelo

ultracstrutural normal (ve:ja Gleser, 1985, e Cheng e Van Ness, 1991), condições adicionais

sobre as variâncias dos erros são requeridas para tornar factível o problema de estimação

dos parâmetros do modelo, especificamente, do parâmetro /3, que é de maior interesse. Si-

milarmente ao modelo ultraestrutural normal, vamos estuda.r o modelo definido em (2.25)

sob a.s seguintes suposições: i) À. = o-«/o.. conhecido e ii) o- (ou o-) conhecido, consi-

deradas por Gleser (1985) e Cheng e Van Ness (1991), respectivamente, sob normalidade.

Em termos de À. = o-/o«, À, = a,,/a« e À; = a=,/a«, temos que

''rr (#'.X,+À.), ayx=#.'..À,:; ' ''xx (.X,+l).

Assim,

e a matriz de covariância assintótica de y'iilVech(S«) dada por VX - V+V* (veja Teorema

2.2), pode ser escrita. como

/ (3« + 2)(p'À.: + À.)'
.?,. l

E = a.,. p'À,+ À. #À,
PÀ, À,+í , E* pÀ:l .X;l

(3«+2)(p'À,+À.)PÀ, «(p'À, +À.)(À,+ l)+c- \
(«+1)(p:À,+À.)(À,+l)+c,(3«+2)PÀ,(À,+l) l

(3« +2)(À, + l)' ,/

l2.28)
4P2(p2À,+À.) 2/7(p2À,:+À.) 4/72À, \

p'(4À, + i) + À. 2p(2À, + i) l ,
4(À, + l) /

onde ci e c2 são como em (2.27)
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Da observaçã.o anterior, temos dois casos especiais do modelo definido em (2.25), a

saber:

Modelo estrutural: Clonsiderelnos p.* = /z,, h = 1,...,n. Então, a;. = 0 e A*

0 (veja Fuller, 1987). Assim, em particular, a matriz de covariâncias assintótica de

..,/ãVech(S«) sob nonnalida.de (n = 0) é dada por

/'2(#'.à,+À.y 2(0'À,+À.)aÀ, 2P'À: \
IÍ. l (a',x, + À.)(.x,; + i) + #'À: 2PÀ,;(À, + l) l

2(À, + iy /' -.:.( (2.29)

Modelo funcional: O modelo ultraestrutural se reduz ao modelo funcional quando p. =

zk, pala todo kl logo, segue que À.; = 0. Neste ca.se, a matriz de covaiiâncias assintótica

do vetar .../iilVech(S«) sob o modelo elíptico é dado por

A IÁ. H; ... ..}.

VH = a:.
(3«+ 2)À? 0 «,X.

(« + 1)À. o
3K + 2

+ À;.Í.
4a'À. 2PÀ. o

p'+À. 2a
4

noi)

.;a';. #l ',«,

malidade,

Note que a expressão(2.31) coincide com o resultado dado em Glesel (1985) com a notação

a.. = 0, À. = À, À, = p, a;, = p* e À;l = 0z.'. Observamos que na matriz A dada na

equa.ção (9) daquele artigo, o termo 2a''' I'? deve ser substituído por 2(r' -- p3)

AH-'- + .x;l":. ) .
4P',x. 2/3À. o

P' + À. 2/7 (2.31)

2.4.1 Razão de variâncias conhecida

Nesta seção, estudaremos o comportamento assintótico do estimador de P sob a condição

À. = cr../o«. conhecido. Assumindo que os vetores aleatórios rl,. .,r. sã.o tais que

Zjrtl = t7J; e Varjrkl = dias(o-,a-,a-) = a-dias(À,,À., 1), Gleser (1985) mostra que,

para. Àe conhecido, o estimados de l\'mínimos Quadrados Generalizado é obtido minimizando
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Qa(a,Õ,p:,*,,a-) E'''-,
h-l

com cx; = Z/; -- pt = B(rÊ -- l)k), p/; = a + Bt7À;, E = BQBT e p" = (p«:,.

Algumas manipulações algébricas mostram que est.e esticador é dado por

â Srv -- À.Sxx + {(S},}, -- À.Sxx)2 + 4À.Svxl1/2
PÃES '

Note que /3al.,s = g(Vech(S«)), onde g é dado por

, . a: À.z+{(a--À.z)2+4À.y2lt/2
g(z, g/' ZJ ' 2y '

que é contínua pai'a y # 0. Assim, desde que a. sequência p,. ,p.::,, . . . satisfaz a

S2 e o,,, + a;. = o..À. + a..À;. > 0, segue que

, fiinrãn

(2.32)

,P,.)T

(2.33)

condição

PCLS g(Vech(S«)) =:$ g(Vech(E + a;l,bb"))

isto é, /3CLS é um estimador consistente de P. A seguir mostraremos que o estimador

\,/;i#aLS é assintoticamente normal na classe das distribuições elípticas.

Teorema 2.3 Corzsádere o made/a a/traestrt t raJ de$nido em Íe.eS,) e suponha que À. ó

conAecádo e as condições S] S3 são satÍs/Citas. Se a,,+o;l, = a..À, +o..À; > 0, então

V'ã(ÕGL; - #) -J-+ JV(O, AG«), (2.34)

(« -- OP'sl:l=lii:? -- #'.;,'"-F 0\«« - 'Pavx
(« + i)(ê::31 ! àsà! l.À.) + À;(#' .E..&) '', .'~

Prova: Sob as condições SI S3, temos pelo Teorema 2.2 que v;iVech(S«--E--o=,bbT) --g+

N(O, VH). Como /Jaz,s = g(Vech(S«)), então pelo método delta, segue que

v';(Õc« - #) -b ]V(0, d"Vnd),
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onde

d - l.;}., + «;.)(õ' + À.)(#', -a(/3' - À.), -À.#')"

e

.«. .(«+ 1)P'(a*,,a*.* - .'}.*ll !;:ê:( !! .tê:axx -2Õa-)
u VHU --

A segunda parte da igualdade em (2.35) segue considerando Vm como em (2.28) na ex

pressão dT'?'Hd

Observação 2.2 Sob o modelo elíptico, temos que o estimador PÃES é assintoticamente

independente de Z. Além disso, sob a normalidade do l-nodelo (K = 0), temos que

. #'À, + .x.À. + .x. + À:l(#: + À.)
(À, + À;)'

como é dado em Gleser (1985), (lue mostra. que sob o modelo urra.estrutural normal com

À. conhecido, OaLS é também o estimador de má.xima verossimilhança de /3.

Observemos também que sob o modelo estrutural (À:l = 0), a. variância assintótica de

X/ãOcLS pode ser expressa como

GLS }

a-. - (« + D/3'(ll-:i/Í.d, (2.36)

onde prx = Covlyk, ,Vx;l/(VarjXkjVarjXkl)'/'

2.4.2 Uma das variâncias conhecida

Nesta seção, vamos considerar que a variância a- é conhecida. (resultados similar'es

podem ser obtidos qua.ndo a variância o« é conhecida).

Seja a. sêqüência Zi, . . . , Zk como em (2.25). Similarmente à. seção anterior, vamos

supor também para efeito de inferência, que a.s condições SI S3 são satisfeitas e con-

seqüentemente a seqüência Zt , Z2, . . . satisfaz as condições AI A4 sobre o contexto das
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distribuições elípticas. Nesta seção, estudaremos as proprieda.des assintóticas do estima-

dos

P.-. - -.g11---, (2.37)
SXX -- auu

que é um estimador consistente sob normalidade, isto é, quando rk é normalmente dis-

tribuído, k = 1, . . . ,n, como é considerado cm Cheng and Van Ness (1991). Nakamura.

(1990) obtém uma. função de escale corrigida. sob a suposição de que eJ; em (2.25) é nor-

malmente distribuído e o-.. é conhecido. A suposição de normalidade não é requerida para

Teorema 2.4 Considere o r'Ladeia ultraestruturat de$nido em (2.25), supondo a- coTthe

lido e as cortdiçõcs SI S3 satisjeitcls. Se a,.-+ a+=. > Q, então

©Ú". #) -S A'(o, .Ã«), (2.38)

onde

(« + 1)(axxa*-, - ai;.) +(3«+ 2)(#axx -: .x*y
(a- + a;,)'

. a;.(#:aXX -- 2#axr + ary)
' (a- + a;,)'
(«+ i)(0'.x,+ .x.À, + À.) +(3« + 2)P' +(P' + À.)À;

(.x« + ,x;)'

Prova: Considerando que /3m = g(\,'ech(S«)), onde g(z,y,z) = y/(z -- a-), z # a-,

segue do Teorema 2.2 que

(2.39)

Õ«.. -3$ g(\':ech(E + a;l,bb")) P

Agora, considerando o Teorema 2.1 e usando o método delta, obtemos a. distribuição

assintótica de Pm, dada por

M(Õ« #) -$ ]V(0, d"Vmd),
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onde

d - t (O,l,-#)"
c,xx + o'lX -- a.. '

Como o-XX :: o;l.. e axÀ := o-,, + o««, segue que

dTV;,d - (!!:1:1)(axial-v -
(a- + a;,)'

.;,(#'aXX -- 2Pax}, + ayy)
(a- + a;,)'

A prova. da segunda igualdade em (2.39) é similar à prova do Teorema 2.3.

Note que sob o modelo estrutural independente, segue de (2.24), com À:.

variância assintótica. de v/iiPW pode ser escrita como

(«+ 1)(axxar« - .}r) +(3«+ 2)(Pala axry

(« + UP'(L;g$d + 0« + 4Ç, P.4Q

Além disso, sob normalidade, K = 0, a. variância assintótica se reduz

cr?

de À a,.la u'üZ

D

que a

on

a

'~ - «'-g' * ç,
que coincide com a variância assintótica. dada em Fuller (1987).

Por outro lado, sob o modelo ultraestrutural normal (K = 0)

dada por

. aa'Ã'ary -- .}* + 2(#axx -- axVy + a;l,(#'axx 2#axr + ayy)
LÀÀ/ = ,

nade com a. variância assintótica dada em Cheng e Van Ness (1991).

. a variância assintótica éSSI

que co]

2.5 O modelo estrutural elíptico

Nesta. seção, estudaremos a distribuiçã.o assintótica do estimador de máxima. verossi-

milhança do parâmetro # do modelo definido em (2.25), considerando os modelos estru-

turais elípticos independente e dependente. Além disso, estudaremos a eficiência. relativa
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dependente, com os estimadores de # considerados üa seção anterior.

Sob o modelo estrutural independente, o estimados de máxima. verossimilhança de #

não tem uma forma fechada. e um método iterativo é requerido. O algoritmo Ei\'l pode ser

usado, como é considerado, pol exemplo, em Longe et al. (1989) e Arellano-Valle (1994).

Como neste modelo o número de parâmetros não varia com o tamanho da amostra, a

variância assintótica dos estimadores dos parâmetros é obtida invertendo-se a matriz de

infnr,-.., ,ã,. ,l. Fi .hpr
)-WV UV X VXXUX q

O modelo estrutural elíptico independente obtém-se considerando que a. sequência de

vetores aleatórios ri , . . . , r. definida em (2.25) é independerlte e identicamente distribuída

com ri -- E/3(i7,@l @), onde ?7 = 77i;, k = 1,..., isto é, p.* = p,, k = 1,... ,n, e tP como em

SI da. seção anterior. Nesta. seçã.o, vamos supor que a distribuição de rl tem densidade, e

pela definição de distribuição elíptica, a função densidade pode ser escrita como

Wl-'/'/((r: - q)"©''(r- - ?)),

assiiitótica do estimados de máxima. verossimilhança sob o modelo estrutural elíptico inS r

onde/(u) ? 0, u ? 0, isto é, ri «., EZ3(i7,@;./). Assim, a sequência Z.,...,Z. definida

em (2.25) são vetores iid, com Zi «' El?2(p, V; ./'), cuja densidade é dada por

vl-:/'/((z: - p)"v '(z: -p)),

onde p = a + B? e V = B©BT, com a e B como em (2.25). Para uma amostra de

tamanho n, o logaritmo da função de verossimilhança é dado por

L(0) - -Í I'g IVI + E log /(llT*ll'), (2.41)

com

0 p,,a-,a-,a..,P)' e T. (Z*-p), (2.42)

k = 1,. . . ,n. Sob as condições acima, o modelo não é identificável, como é apontado

em Arellano-Valle (1994). Para tomar o modelo identificável, condições adicionais são
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necessárias. Nesta. seçã.o, vamos corlsiderar as seguintes suposições,

À. - !=-. conhecido ou À, . !!! conhecido ou a..(a..) conhecido
a.tlu a'u 'u

Um estudo detalhado do modelo estrutural elíptico com À. ou À,. conhecido é considerado

em Arellano-Valle (1994). Por outro lado, com a suposição de que o.. (ou o«) é conhecida,

temos o estudo desenvolvido por Cheng e Van Ness (1991) sob normalidade. Considerando

À. ou À, conhecido, o vetar 0 definido em (2.42) se reduz a

.f(c-,p,, a«,a..,P)", se À, é conhecido,
1. (a,p,, o-, a..,/7)T , se À. é conhecido.

Assim, p = p(0), V = V(0) e a relação

(2.43)

o --> (P(o), }''(o))

é um a. um, desta forma, 0 é identifica.vel (veja. Arellano-Valle, 1994). Sob normalidade,

a. condição À. conhecido é considerada. em Wong (1989) e a suposição À. conhecido é

considerada. em Bolfarine e Cordani(1993). Não é difícil verificar que esta. última condição

é equivalente ao conhecimento de A, = )ith., conhecido na. literatura como coeficiente de

atenuação ou confiabilida.de. Tal situação é comum em algumas á.reas como, por exemplo,

em economia, psicologia, sociologia, (veja. Fuller, 1987). Sob as duas primeiras condições

de identificabilidade, segue que a matriz V pode ser escrita como

Í l *'ri3=: '« ..:(í;;.. 1 , « », ' ««"«:'',

1 1 ''''b:,:''- .,rr;.. 1 , « *. ' -«"«:'',

com determinante dado por

. J' IÀ,/3'a- + (À, + l)o«la- , se À, é conhecido,
l IÀ.a.. + (/3' + À.)a-la- , se À. é conhecido.

v- (2.44)

(2.45)
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2.5.1 A matriz de informação de Fisher

Seja K(0) = (/{ij) a. matriz de informação do modelo estrutural elíptico definido em

(2.25), onde 0 é como em (2.43), com o logaritmo da. função de verossimilhança dado em

(2.41). Assim, temos que

â - -;« l*-'=1 *É «,«

onde W/(u) = .f'(u)/./'(u), u ? 0, e Tk é como em (2.42) e

}l;ljVkjl' = --213i-V-'/'TA: V-i/2g;lV-i/2TÀ:

Como Tt -.., EZ2(O,l2;./), então, usando a. simetria da distribuiçã.o Th em conjunto

com (A.13) e (A.14) do Apêndice A, segue, após alguma.s ma.nipulações algébricas (vel

Arellano-Valle, 1994) que

":. - T«.p,n%'«''Z
*T IMh«':,,, - ;l« l«-' g;l « l«-'al
*#h«':, ,,« l«-' =«-'$1 ,

a2 lv*l:,

(2.46)

p(,, .) ZI( W/(ll T* ll') yllT.ll''l , (2.47)

com r, s = 1,2, e s < r

Note que a estrutura que tem a matriz de informação dificulta a inferência dos parâme-

tros do modelo como, por exemplo, a determinação da variância assintótica. do estimados

de máxima verossimilhança do coeficiente angular /i. Contudo, tal dificuldade pode ser

resolvida aplicando-se o procedimento de Cox e Reid (1987), para obter-se uma nova

parametrização do modelo, na. qual o parâmetro de interesse /J e ortogonal aos parâmetros

restantes. Consideremos a. seguir a parametrização ortogonal estudada em Wong (1989)
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quando À. é conhecido, e em Bolfarine e Cordani(1993) quando À, é conhecida. sob o

modelo normal. Temos então

+l.--(X-FIIF=} q)2-- »=: @A=auul

(2.48)

J À,/3'a.. + (À, + l)o- , se À, é conhecido,
'l (/3' + À.)a- + À.a.. , se À. é conhecido.

Para. esta. para-metrização, sob o modelo elíptico considerado, temos que p(é) = p(ÓL) e

'», -- ',-' l a,-\'t;aã 'l;J'.ll;:í' 1 , « », ' ««"«:'',
v - vró.) -

''' -- ».,-' l #J'3 '!';,iü'' 1 , « *. ' ««"«:'',
(2.49)

onde é/, =(Ói,Ó2)T e éz =(@3,Ó4,/3)", com é =(ói,é2,Ó3,'#4,/3)T. Em ambos os casos,

VI = Ó3Ó4 e p(é) e V(é) sã.o globalmente ortogonais, como acontece no modelo normal

(veja .Arellano-Valle, 1994). Assim, sob a. parametrização ortogonal definida em (2.48), e

de (2.46), com 0j substituído por @j, temos que a matriz de informação K = K(@) é dada.

por

K = Diag(KL, Kz),

onde Kt e Ka são as submatrizes de informação corre

éz, respectivamente, que são dadas por

KL (2,1)V'' e K.
P

spondentes aos parâmetros él

(2.50)

onde

? l$:%«.P,n '' , Z,m-;,',

/T',«. - 1 ;8tg«/(2,2)('g)'' , /,m, - P,

0 , Z, m. = 3, 4, m = 5, ou / = 5, m = 3, 4,
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Í ii:Z- , se À, é conhecido,

-ã-.ã'''''l g%;,'"*. , se À. é conhecido.

.se À, é conhecido.

A notaçã.o Dias(AI, . . . ,A,) denota. a matriz diagonal cujos elementos Ai

matrizes. Note que oã pode ser escrito de maneira unificada como

«: - «' (u&) ,

o«de pvx = CovjYk, Xkl/(VarjXkjVarjXbjy/'

com

)

(2.51)

,Ap são

(2.52)

2.5.2 Estimação de máxima verossimilhança

Sob a condição À, conhecido, consideremos o estimados obtido pelo método dos mo-

mentos

r3dJ-) 8z-. P.SD
\. À, ,/ 5'xx * '

Bolfarine e Cordani(1993) mostram que sob normalidade, Pw é o estimador de máxima.

verossimilhança de P. O resultado seguinte mostra. que o estimador /3fv, sob o modelo

elíptico independente é consistente e assintoticamente normal

Teoten\a 2.5 Sob o modelo elíptico independente satisfazendo as condições SI e S3 comi

À cona.eci,d.oZa

làN3:qÍ3 e ..BtBN-- l3)-l+Nqq.b.N), (2.54)

onde

l$J-'l ' '« -- ,, '"":* - .;*'
'. . «,«' (5#) .

Prova: Notei-Õ., = g(Vech(S«)), -d'g(y,,,w) =( À=) S,w # 0. P'r i) doTeor'm.

2.2, e da continuidade de g temos que PW -!:$ P. Por outro lado, de ii) do Teorema 2.2

(2.55)
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sob o modelo estrutural, temos que

«ãVech(S. E) -L /v(o, v),

onde V = HTAH. Assim pelos resultado acima e usando o método delta, temos que

#) -b JV(O, d"Vd),

. -á (.,v, -')"
'«,- - (V)' ("=La)

A outra parte da. igualdade segue facilmente da definição de pxr

e

D

No teorema. seguinte apresentamos em forma unificada a distribuição assintótica do

estimador de máxima verossimilhança #.f de /3 sob a condição de À. ou À, conhecido.

Teorema 2.6 Sob o made/o estrutura/ independente com À. ou À, con/legião, a disfrí

l)Tição assintótica do estimados de máxima uerossimilhança l3Í de l3 é dado por

l3) -+ Nqü. aaBjüj). (2.56)

'í como em r2.52) e a.f = ' a/(2,2), col« a.f(2,2) obtido a parar de Íe.47)

Prova: A demonstração segue dos resultados considerados anteriormente com relação à

matriz de informação de Fisher. []

normal, temos que a.f :: l e

J /iW , se À, é conhecido,
F//

1. /3ai,s , se À. é conhecido,

onde /3ats e aW sã.o corno em (2.33) e (2.53), respectivamente
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Corolário 2.2 Soó o made/o esfrütu.ra./ e/zbtico inde79endente, cr)H. À. oa À.. con/}ecÍdo,

« e.Rciênc{.a relativa ass ntót ca do estima.dor de má=imü oerossimilttança caIR respeito ao

está.mctdor l3GLS ou Í3N é da.do por

'8..,,B, ' '8~,ê, .57)

Prova: A demonstração segue do Teorema 2.3 sob o modelo estrutural (veja seção 2.4)

do Teorma 2.5, juntamente com o Teorema 2.6 e das relações

= --ÊZ--. se À, é conhecido
' 6GLS:i31 b.GLS

e8/.,,B, = iâlí-, se À, é conhecido.

Para o modelo normal, l,b(u) = --{, H = 0 e a.f = 1. Assim, zX.f = 'hats, se À.

conhecido e z\.f = AW, se À, conhecido. Para o modelo t-Student, isto é, Z ,- {2(p,V; p),

onde # = ZJZI e E = VarjZI = (p/p -- 2)V, u > 2, temos que

w/(")--!::lL!("+")':, ">o, ./ e «+i

e neste caso de (2.50), a matriz de informação sob a parametrização ortogonal é dada. por

K = Dias(Kt, KE) (veja. Arellano-Valle, 1994), com

«. - (=) (!*)':

n

e

onde aã é como em (2.52). Assim, a eficiência assintótica do estimados de máxima. veros-

similhança P.r com respeito aos estimadores /3CLS e PW é dada por

eB..;,ê, ' eê.,â, = 1:i::ll::.; < 1, p > 4

H(y)'' Ü(
-Ü(2é#)': =(

0
Kz=

/r3,3 /T3,4 0

Ã'3,4 /(4,4 0

0 0 A'o,P



isto é, o estimador de máxima. verossimilhança #.f é assintoticamente mais eficiente que

os estimadores ÕaLS e Õ/ sob as condições À. e À.:, respectivamente. Note que sob nor-

malidade eâ..s.,ê/ ' e8p..,ã, = 1, ou seja, #/ = ÕCZ.,s se À. conhecido e P/ - /i;v, se À, é

conhecido.

Teorema 2.7 Soó o made/o estrutllra/ independente com o'« cora/legado, a dástráb irão

a,ssintótica. do estimüdor de má=iTna, uerossimithartça. l31 de l3 é dada por

*/iÇ~B, P) -5 x(o, a./), (2.58)

onde

corri aj com.o no Teore'n\a 2.6.

"xa- -- a&y . 3«/ -- 1 (Paxx axry
a3, ' 2a.f -- l a3,

) (2.59)

Prova: Considerando a parametrização

'b\ = H,. +a = a-+ l3K., Ó:à = 13, 04 = a-, +s = a-,

temos, de (2.46) que a matriz de informação tem a forma

K = /T(é) = Diag(KL, Ks),

onde KL =(X'i,«), /,m = 1,2; Ks =(X'z.«), J,m = 3,4,5. Assim, a variância assintótica

do estimador v/ãPjtd é dada pelo elemento /(ã correspondente à inversa da submatriz de

informação Ks. Após algumas manipulações algébricas, temos então que

"x.x''vr -- .}r . 3a.f -- l (Pala -- axryl
a;í, 2a./ -- l a;, J

onde a.f = ;; ' a.f(2,2).
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Coro\át'i,o 2.3 Sob o modelo estrutura! independ.ente satisfazendo a.s condições SI e S3

c comi a... conhecido: a e$ciência relatluct assintóti.cu. do esticador de marina uerossiTni-

!ha,nça com respeito a l3 'i é dada por

« Í" *:H«**l
'B,.,,8' ".f\«, T -/ 'l 1 + if#«.* J'

(2.60)

PÍ'x
Ài(l Pix)

Prova: A prova. segue do Teorema 2.4 sob o modelo estrutural, do teorema anterior e a

onde

relação

'âm.8, ' .Ã '

onde A/ e a.m são as variâncias assintóticas do estimador de máxima verossilhança #/ e

do estimador /3m , respectivamente.

Note que sob normalidade, a.f = 1 e H = 0, de modo que eâK,8, = 1. Neste caso,

/3m = #/, isto é, o estimador de máxima verossimilhança. /3.r é equivalente ao estimador

PU. Agora, sob o modelo t-Student K+ l=(P -- 2)/(1' -- 4) e a.f =(z'+ 2)/(z' +4).
Portanto,

(« --q(« Í«--:("#) «* 'l

'ã«,;' ' («+n(«-q l.i-;ãlS)«*,Í' "
o que mostra que o estimador de máxima verossimilhança /3.Í é assintoticamente mais

eficiente que o estimador Pm.

>4

2.6 O modelo estrutural elíptico dependente

Os modelos elípticos dependentes no contexto geral; são caracterizados ao assumir que

a distribuição conjunta. das variáveis de interesse é elíptica. Assim, sendo Zi , . . . , Z. uma

sequência de vetores aleatórios de dimensão p, o modelo elíptico dependente é definido
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Z . . . , Z:')" - Eé.«(P. @;ó),

com função densidade (se existir) dada. por

©l-{/((z P)"©':(z - P)),

com /(u) Z 0. Neste caso, pelo Teorema l dado em Anderson, Fang e Hsu (1986), o

estimados de máxima verossimilhança de p e W são dados por

H-- HN e (2.61)

onde jiW e WW são os respectivos estimadores de máxima verossimilhança sob normalidade

e p.f é o ponto de máximo da função u"p/'./'(u). Por exemplo, se ./(u) = k(p, z')z'"/'Íp +

uJ-("+p)/2 (o modelo t-Student com u graus de liberdade) é fácil ver que u.f = np, para

todo p > 0. Em geral, se /(u), u ? 0, é uma. função contínua e decrescente para. tl

suficientemente grande, então a função u"p/'/(u) tem ponto de máximo u.f. Este fato

vale em particular quando a densidade esférica /(z'rz), z C IR"', tem segundos momentos

finitos (veja Anderson et al., 1986).

No contexto da teoria de inferência baseada no contexto elíptico, o resultado de An-

derson et a1. (1986) tem grande importância, e será de grande utilidade nesta seção. De

f,to, se X - EZ,(O, 1,; é), P(X = 0) = 0 e á(X) é uma estatística t;l q«e á(«X) :g 8(X),

para todo a > 0, então (veja Fang et a1., 1990)

.i(X) 4 á(Z), Z - Np(0,b). (2.62)

O modelo elíptico estrutural dependente com erro nas variáveis é obtido supondo que

a seqüência Zi,...,Z., definida em(2.25) com l7k = 17(p,* = p,, h = 1,...,n e À; = 0)

é tal que

z ...,z=')' - zz,«(i«®p,l.®v;é),
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"-«''.,(Ê',. «,""''''*-«,),

o«de ./'(u) ? 0, u > 0 e

p= a+ B?7 e V = BWBV,

com a, B, W e 77 como em (2.25).

Lembremos que, sob o modelo normal, a estatística. OaLS, /3w ou /3lv (definida. em

(2.33), (2.37) e (2.53), respectivamente) é o estimados de máxima verossimilhança de

P sob a respectiva. condição Àe, À, OU a.. conhecido. No que segue, mostraremos que

tais estimadores são também estimadores de máxima verossimilhança de /3 sob o modelo

elíptico dependente.

'teorema 2.8 Sob o modelo elíptico dependente, os estimadores 0CLS, Í3N e Í3M de Í3

são os esticadores de máxima uerossi.milhança sob as respectivas condições Xe, X, e auu

conhecidos.

I'I'O'Va: .I"I'IIIIC311'd,J..IIt;IIbÇ; IILJb(; LIUG vD ÇOUIJ.lIeD\-IVI'\-'O f-'(.f.I.fD } r-'/V " /'-'J}'I '''"-VX-V"-''A' -

invariância considerada acima. Assim, por (2.62) (veja. Fang et a1., 1986), temos que

Õ-.(Z) g: Õ«.(Z«,), Õ,«(Z) :g: Õ«,(Z«,) e ÕW(Z) 4: Õ«'(Z«'),

onde Z/v '- /V2.(l« a) p, 1. e) V). Agora, sejam /3.Í e /3 os estimadores de máxima verossi-

milhança de # sob o modelo elíptico dependente e normal, sob a. condição À., À, ou a..

conhecido, respectivamente. Então, pelo resultado em (2.61), segue que

Í/3aLS , se À. conhecido,
P/ - P ' 'l /3JV , se À,; conhecido,

1. PW , se o« conhecido,

isto é, que sob as condições À., À, ou o.. conhecido, os respectivos estimadores /3aLS,

/3W ou /3m são os estimadores de máxima verossimilhança. sob os correspondentes modelos

elípticos dependentes

ão de
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Capítulo 3

O modelo funcional elíptico

3.1 Introdução

Neste capítulo estudaremos o modelo co

Yi=a+/3zi+e{, i=1,...,n,(3.1)

onde zi, . . . ,z. são quantidades não aleatórias medidas com erro, isto é, assumindo qu

em lugar do verdadeiro valor zi, observamos X{, tal que

X{ = z{ +u{, i = 1,. . . ,n,

m erros nas variáveis definido porer r

e

(3.2)

onde ui representa o erro de medição da quantidade #{. Neste capítulo vamos supor que

a =(al,...,aq)T e P =(/3i,...,/3qyr sã.o vetores de parâmetros q-dimensional, q ? l e

Xí uma. variável aleatória real.

O modelo definido em (3.1) e (3.2) pode ser expresso em forma matricial como

Zi=a+bzi+c{, i=1,...,n,(3.3)

onde Zi =(ylr, XÍ)T, ci =(ej'', ui)T, a =(a",0)r .b =(/3T,l)T são vetores de dimensão

P - q+l.

Vamos supor que a seqüência ci, . . . , c. de

pendentes e identicamente distribuídos com

cj - EZ..(0,1,; ./'), P q+ l,
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onde ./'(u), u 2 0 é uma função não negati'\'a tal que r' :/(r') é integrável sobre lO,oo),

isto é, em (3.4) estamos supondo que os erros c] , . . . , c. têm densidade p-variada, ./'(xTx),

x c ]RP. Assim, pela. propriedade das distribuições elípticas dada no Teorema. A.3 do

Apêndice A, temos de (3.3) que

Zi - E/,(a + b«:, l,; ./:), (3.5)

com função densidade dada por

/,(Z:;0,, ) ljZ: - a - b«:ll'),

orlde 0 = (aT,PT)T é o vedor de pala.metros estruturais do modelo.

O modelo definido em (3.5) será chamado de "Modelo Linear Funcional Elíptico com

Erros nas Variáveis" ou simplesmente Modelo Funcional Elíptico. Sob normalidade, o

modelo em (3.3) é chamado "Modelo Linear Funcional com Erros nas Variáveis" ou sim-

plesmente Modelo Funcional (Kendall e Stuart, 1970, e Fuller, 1987) e passa a ser um caso

particular do modelo funcional elíptico, desde que a distribuição normal está contida na

classe das distribuições elíptica.s.

Como é habitual , o principal objetivo é fazer inferências sobre os parâmetros estruturais

cz e P a partir das observações (Ylr, X{), { = 1, . . . , n. A diferença com o modelo estrutural

definido na Seção 2.5 do Capítulo 2 é que no modelo funcional os zi's sã.o parâmetros

fixos e portanto o número de parâmetros cresce com o tamanho da. amostra, n. Para

.- : ';«---'.-.:"«,,l.,I':' ' ll,;-:, ,«,.".;«:*«.-.'-,ã.'.
verossimilhança do modelo funcional correspondente a uma amostra de tamanho n, tem

como característica principal ser ilimitado, de modo que não existe solução de máxima

verossimilhança. Solari(1969) mostrou que a. raiz da equação da primeira derivada. com

respeito ao parâmetro estrutural é uni ponto de sela e não de um máximo. Zellner (1971)

estudou o problema. da não existência do máximo do logaritmo da. função de verossimi-

Ihança no espaço paramétrico, mostrando que a solução para P não pertence à. região
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admissível do espaço pa.iamétrico, a qual é dada. por

ICovlX,yll $ 1al $ ar},.** ÍÕiK;F:il'

com CovjX,yl :# 0. Suposições adicionais sã.o, portanto, requeridas para tornar viável

o estudo de inferências no modelo funcional normal. Algumas suposições comumente

adoradas são:

i) a« e a- conhecidosl

ii) a- ou o.. conhecido;

iii) À. = a«/o- conhecido

A condição iii) é mais usada na literatura, como é considerado em Lind]ey e E] Sayad

(1968), Zellner(1971), 1<endall e Stua.rt(1970), Mak(1982), Glesser(1981), dentre outros.

A condição ii) é usada, poi exemplo, em Cheng e Van Ness (1991). Sob a suposição i),

Barnett (1969) mostra que os estimadores de má.xima verossimilhança (EMV) de a, /3,

z-,...,a., são dados por

y -PX,

iE{ = 4{(}rB,íll; +!-!{, i= 1,...,n,
Srr -- À.Sxx + v(S},r -- À.Sexy + 4À.S&r

ZDX}'

onde Sxx, Srr e Sxr são as entradas da matriz de covariâncias amostrais S« e /3 depende

de a.. e o.. somente através de @. Sob a suposição iii), Glesser (1981) mostra que o

EMV de /3 é dado como em (2.33) (veja o capítulo 2). Em situações onde o vetor de

erros tem distribuiçã.o elíptica não normal (por exemplo, t-Student), não é possível obter

uma forma explícita pala. o Eh/IV. Em tais situações, um método comumente usado para.

obter tais estimadores é dado pelo algoritmo EN'l (ver Arellano-Valle, 1994). Mesmo sob

)
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iloimalidade, a. distribuição exa.ta. dos estimadores é bastante dificultada. devido a presença

dos parâmetros incidentais zi , . . . , z. como é apontado, dentre outros, por Neyman e Scott

(1948, 1951), 1<ieferet a1.(1956), Zellnel (1971), Gleser(1981) e Fuller(1987). Embora o

tratamento de Gleser (1981) e Fullel (1987) sda. bastante geral, ele está baseado na teoria.

de vetores e valores próprios e pode apresentar algumas dificuldades se o leitor estiver

interessado em aplicações.

No modelo funcional sob normalidade com q = 1, Patefield (1976) mostra que a matriz

de covaríâncias assintótica. do EMV não corresponde à inversa da matriz de informação de

Fisher. Contudo, Mak (1982) sob um um modelo bem geral, estabeleceu certas condições

gerais para garantir a. consistência e distribuição assintótica do EMV do parâmetro es-

trutural. Usando estes resultados, lvlak (1982) estudou as propriedades assintóticas dos

EMV dos parâmetros estruturais no modelo definido em (3.3) para q = 1 e supondo que

ci -. ]V2(O, a2l2), onde o2 é considerado desconhecido, o que equivale a. supor a condição

de identificabilídade iii), isto é, a supor que À. = a«/a« é conhecido. No caso multi-

variado, um estudo é feito em Mak (1982) supondo a = 0 e ci «' NP(O,a'l,), sendo a'

considerado conhecido.

O modelo definido em (3.3) com q 2 1 é usado no estudo de calibração comparativa.

funcional (veja Williams, 1969, Kimura, 1992), que trata da. comparação de instrumentos

ou métodos de medição, quando cada um deles é usado pala medir uma característica

num grupo comum de unidades experimentais. A necessidade de comparar instrumentos

de medição que diferem em custos, velocidades, ou outros fatores, tem aparecido com

frequência em diversas área.s tais como em medicina, psicologia, educação e agricultura,

entre outros. Por exemplo, Grubbs (1948, 1973) compara a eficiência de três cronõmetros.

Na área de medicina, citamos, entre outros, os traba]hos de Barnett (1969), ]<elly (1984,

1985) e Kaak et a1. (1994). Fuller (1987) apresenta exemplos na área da agricultura e

Dunn (1992) considera aplicações em psicologia e educação. Pala efeito de aplicações,
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l<imura. (1992) propõe um algoritmo tipo El\4 para. estimar os parâmetros a' e /3. Para

estimar a matriz de covariância assintótica, Kimura (1992) propõe a. inversa da. matriz

de informação observada. Bolfarine e Galea-lojas (1995) mostram que a matriz de co-

variârlcias assintóticas não coincide com a inversa da matriz de informação de Fisher.

Neste capítulo trataremos o modelo de calibração comparativa no caso funcional. Es-

pecificamente, estudaremos a. consistência e normalidade assintótica dos estimadores de

máxima verossimilhança dos parâmetros estruturais do modelo estatístico definido em

(3.5)

3.2 ]Notações e resultados preliminares

Nesta seção apresentamos de forma resumida os principais resultados de Mak (1982),

que serão utilizados no estudo das propriedades assintóticas dos EMV dos parâmetros

estruturais do mode]o funcional elíptico definido em (3.5).

Seja ZI, . . . , Z. uma seqüência de vetores aleatórios independentes p-dimensionais,

onde para. cada { = 1,...,n, Z{ tem função densidade /.(zi;0, zi), com 0 =(01,..., 0,)T C

O Ç IRP e zi C X{ C ]R, { = 1,...,n. Suponhamos também que 0o C O e zio C X{,

i= 1, . . . , n, onde 0o e aio; . . . , =.. denotam os verdadeiros valores de 0 (parâmetro estru-

tural) e ]çl, . . . , z. (parâmetros incidentais), respectivamente. Assim, para uma amostra

de tamanho n, o logaritmo da função de verossimilhança. é dada por

Z(0,x) ./:(zi;0,,i),

onde x =(zí,...,z.)' , com zi C X{, { = 1,. . . ,n, e 0 € O.

Suponha que pat'a. cada {, dado 0, existe um estimador 8i = ã{(Zi; 0) (dependendo de

0) para z{ Em particular, 8i pode ser o Eh'lV condicional de =Í dado 0. Substituindo :i

l2

(3.6)
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por 8{ em (3.6), temos que

Z(0, ã) = >ll: log ./:(zí; 0, ãí)

onde h{(zi; 0) = 1og ./:(zi; a, ã{), í

No resto do capítulo, as esper

a;lo, . . . , a,,o, e serão denotadas por

7

lZ

tom a.da.sgera.oonças

(3.7)

zol.l EI.loo, z-o, ,z«ol (3.8)

Supondo que as derivada.s envolvidas existam quase certa.mente para todo {, definimos

q:., (z:; 0)
a

h(zi; 0), .j (3.9)

q«*,, (z:; 0)

q:.* ., ( z: ; 0) (q;..(zÍ;0))(qi.,(z:;0)), A,.j . . ,P.

h(z:
t)0i0.

(3.10)

(3.11)

Além disso, sd,m Bola«(0)1 = («2j(0)) e Un(0) = ("E(0)) -s m'trazes simétri-s d'

dimensão p x p definidas por

«Êj(0) :' )l: Eolq:...,(Z:; 0)l(3.i2)
n

lt

«E(o) ;- E c-.lç;,*(z: ; o), q«,(z:; o)j

[ah.(Zi;0) Õh{(Zi;0)]
l aok ' aOj J

lt

\ 'J ' -L O /

respectivamente.

Suponhamos que exista 01 € Oo que maximize a função

l n

®(o) z.IA:(z:;o)l,

para n suficientemente grande. b/lak (1982) estabeleceu certas condições gerais sob as

quais (3.7) tem um máximo 0« que converge em probabilidade para 0i e tem distribuição
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assintótica tal que

v''ã( Un(0-))':/'( Zo l.'{«(0:)1)(0« 0:) -5 Np(0, 1,). (3.15)

Mak (1982) notou também que em algumas situações é possível obter estimadores ãi

tais que 0i depende somente de 0o e é independente de aio, isto é, 01 = g(0o), para alguma

função g. Se g é uma. função um a um, então um estimador consistente de 0o é dado

por 0« - p':(0«). No caso em que 01 = 0o, o estimador consistente de dl é também um

estimador consistente de 0.

3.3 O modelo funcional elíptico univariado

Nesta seção estudaremos o comportament.o assintótico do estimador de máxima. veros-

similhança do parâmetro estrutural do modelo funcional definido em (3.3), com q = 1,

isto é, em (3.3) tem-se que

Z{ = a + baça + c{, i = 1,. . . ,n, (3.16)

onde Zí =(X,X{)T, ci =(ei,ui)T, a =(a,0)T e b =(/3,1)T são vetores bidimensionais

de modo que em (3.4) estamos supondo que a. seqüência de vetores de erros ci, . . . , c. são

independentes e têm uma distribuição bivariada comum E/2(O, l2; /).

No que segue a. seção será dividida em três subseções. Na Seção 3.3.1, estuda.remos

a consistência e a normalidade assintótica do EMV do parâmetro estrutural do modelo

funcional. Na. Seçã.o 3.3.2, estudaremos a eficiência relativa. assintótica do Eh4v, com

respeito ao estimador de mínimos quadrados generalizados. Finalmente, na Seção 3.3.3,

estudaremos com maiores detalhes o caso particular do modelo funcional t-Student, isto

é, quando os erros do modelo considerado têm distribuição comum Z-Student.

De (3.6) segue que para uma amostra de tamanho n, a função de log-verossimilhança
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Z(0,x) /(ljZi - a - b«:ll')

ondex=(z-, ..,#.)" e 0=(a,/3)"
Para efeito de inferência, vamos supor que / satisfaz as seguintes condições de regula-

ridade:

é da.da por
n

i::l
(3.17)

AI ./ € C'(2) e é decrescente em (0, +oo)l

A2. r5./(r') é integra.vel sobre lO,+oo), isto é, a distribuição de ci admite quartos mo-

mentos finitos.

A seguinte notação será. usa.da nesta seção. Para qualquer função q) = ®(0) (que

eventualmente pode ser uma matriz), denotaremos por 'Po ' ®(0o), isto é, a função q'

avaliada no ponto 0o. Sejam também

bll \i7'

e a,s variáveis aleatórias

b2bl -úl.LI, «-hlâ -rl [ó.]õ)

.; (z: - - b«:.) e t: b;(Z. - a - b«;o), (3.19)

i= 1, . . . ,n. As variáveis aleatórias t{ e s{ (que dependem do parâmetro 0) tem distri

buição conjunta elíptica (não singular), como veremos a seguir.

Lema 3.1 Para cadct i, tentos que

:, l::l - ,','»"-. - ,, * ''. ,«',-',,

-'.-«- úl:!,f' -fl,,«-'«.,''" . '.-'".,:,"
{à) P«« t:o (0o) ' ':o , tem« q«.

1::=1 " '','.,".";, (3.20)
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:':, '.:. ':., - ,' (-A':., rü;.'....,), .«'' «'':.,
densidade condicional Rri caso es.fénico.

t'lo e .f. representa a

Prova: A prova de ii) segue de i), fazendo 0 = 0o e a demonstração de iii) é conseqüência

imediata das propriedades da distribuição elíptica condicional (Teorema A.4 do Apêndice

A).

Para provar i), observemos que

(Z; - a - b«:o) A(Z: - a - b«:o),
t.

(3.21)

e

Z: - a b«;o - Er,((ao - a)+(b. - b)«;o,1,),(3.22)

então, a demonstraçã.o segue das propriedades das distribuições elípticas (veja Apêndice

A)

v--l...It..l ÍÍ;1liãy-"(tâ)

Por exemplo, se (tio, sio)T -, t2(O, AoAj; z'), u > 1, distribuição t-Student, então

«(tã,)
« + tâ,

1 'u -- l

Note também que de iii) do Lema 3.1, segue que os vetores ({ÍO,s{.)T, á = 1, . . . ,n, são

independentes e identicamente distribuídos, de modo que

11::1 : 1:1 - ,','.,".";,,
... : '-'','',"', .-,' (.,Ú)

De iii) do Lema 3.1 e do TeoremaA.4 no Apêndice A, segue que

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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3.3.1 Estimação por máxima verossimilhança

Nesta. seção estuda.lemos a.s proprieda.des assintóticas dos estima.dotes de máxima ve-

iossimilhança. dos parâmetros estruturais do modelo funcional definido em (3.5), com

q = 1. Pala este estudo será utilizado o trabalho de h4ak (1982), resumido na Seção 3.2.

Cromo o logaritmo da. funçã.o de verossimilhança de uma amostra. de tamanho n, de-

finido em (3.17) depende dos parâmetros incidentais zi,. . . ,z., primeiramente vamos

estimar z{, i= 1, . . . ,?z, dado 0 = (a,a)T para, posteriormente, substituí-lo em (3.17),

obtendo assim uma. função que depende somente da amostra. e do parâmetro de interesse,

como é mostra.do a seguir.

Lema 3.2 Considere o modelo de$nido em (3.16) satis.fazendo a condição AI. Então, o

EMV cortdiciottat dc =i dado 0 é dado por

:; - ib,m: - ,) (3.27)

h;(z:;0) ./'(t?),

072de ti é como em r3./Py, í = 1,...,n.

e

(3.28)

Prova: De AI e(3.17), segue que maximizar log/(ljZi--a bzill') com respeito a z{ dado

0 é equivalente a minimizar jjZi-- a-- bzill' com respeito a z{ dado 0, de onde tem-se(3.27).

Para obter(3.28), é suficiente substituir(3.27) em(3.17), obtendo-se ljZ{ -- a -- bZill' = t?

e assim (3.28) é provado. O

Sejam as funções contínuas

w(«) e A.f(u) }Ç(«), (3.29)

onde .f'(u) e ./"(u), u ? 0, são a primeira e segunda derivadas de /(u) e seja 0 = (01, 02)T
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l.a,PJ ' c u. Logo, clãs reiaçoes em {ó.u,J} tú.iu,J) {ü.iiJ e {õ.zõJ, segue que

qio,(zi;o) = uO(1?)g:-, J - 1,2,(3.30)

«:...,'':;", - »..*;,(=)(g) *«'*;,(ú), :,' - :,:, ';.::,

««.,.,'':;', - «';.';, lzl lgl , :,' - ',', ';.",

onde, depois de algumas manipulações algébricas, temos que

g - -2>lbJ':,

%l: :.('Tb,)t: - Í:lj t? - 2t:.;,

:l:; - 2@rbJ',

ãããÕ - 2«:.@rbJ' - í-:lh@Tbat: + 2 ÍbJ'

n - '«:'.;','' * '«:.'.;',, (&': * .:)
*,#H'; * Ú*:.. * :.;.

Lema 3.3 Considere o modelo de$nido eTn (3.16) satisfazendo as COTidições AÍ e A2.

Ent'o « m«t,áz« Eol..4.(0o)l ' Un(00), de#«ád« .m r .g) . r3.JS9, «.p«t;«m'nf', ''.
da.das por

'.:".".« - ü.. l l. ** =,,,., l
"''., - ü'.:"''','', l :l

e

onde

,.- ':l«.., ':- ! â,

«. - $HHHgr,
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B.r lLr/(t')(«IZ:) t')l+ 2EolA/(t')«(t')t'l

C'.r = EojW/(t:)l + 2EolA/(t')t'l,e

«m «(Z') ' (Z,')" 'e«d. «m. e«, rS.e31 . r3.e.SJ- "sp«f'«"''.«''

Prova: De (3.31) e do fato que Z :g tio, temos que

E.]q:..(z:; o.)] - Í;-@ {z.]w/0')] + 2 .la/(t')t'l} - í;'a-o/
Agora, do fato que (veja Lema 3.1)

Zoltiol =o e Zolsáolt:ol = -Íao tio, (3.33)

segue que

Eolq{.P(ZÍ; 0o)l = zioEolqi..(Zi; 0o)l.

Similarmente, de (3.31), (3.23) e (3.33), e após algumas manipulações algébricas, temos

que

râ,Eolqi..(Zi; 0o)l

+ÍÍf'iin {z.It, (t')("(t') - f')l + z.IA/(t')"(t')t'l}
n

«ã,z.]ç:..(z:; o.)] + iÍ;-BãF-B.r '

Assim, somando as expressões acima. em { = 1, . . . ,n e dividindo por n, temos de (3.12)

, matriz Eol..4.(0o)l.

Por outro lado, considerando (3.33) e a. simetria da distribuição de (tio, si.)T, segue de

(3.30) que

Eolq{0P(Zi; 0o)l

Eolq{.(Zi; 0o)l = EolqÍP(Zi; 0o)l = 0. (3.34)

Assim, para deterá-ninar a. matriz yn(00) definida em (3.13) é suâciente calcular os termos

Eolqio..o;(Zi;0o)l, .j,h = 1,2, que são obtidos de forma. similar às entoadas da matriz
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bolar(Zi; t/o)J. IJesta forma, temos que

Z.IÇ;.,.IZ;; 0.)j - Íi-RE.IW/2(Z')Í'l
Eolqí..0(Zi; 0o)l = :«íoEolq{.,.(Zi; 0o)l

e Eolq:,,,#(Z'; 0o)l - "âEolqi...(Z:; 0o)l + ÍÍ:+.. Pg)2 E'lW/2({')«(t')Í'l

Somando agora. as expressões acima. em i, á = 1,2,.. .,n, e dividindo por n, temos a.

matriz Un(0o). O

Para provar os principais resultados desta seção, as seguintes condições de regularidade

são requeridas:

A3. Existem constant

ais que

h,J'

es positivas a.f e ó.f ta.is que

IW/(u)l$«.f e IW/,(u)l$b.r, u?0.

A4. Para cada ê no interior de O, existe á > 0 e funções d{(Z{) e dijk(Zi) t

A{(Zi;0)l $ di(Zi) e leio.,,(Zi;0)l $ d{.jk(Zi),

paratodo0CB(Õ,õ)=Í0: lã 0l<8lCO'e

limsupz2'' )l, Bola?(Zi)l < .o, lim sup''': }, Eold&k(Zi; 0)l < 'o.
{=1 {=l

A5. Existe 1 > 0 tal que

Eo[[ty/(t')t']'''"'] < .« e Eo]]Pr/(t')t']'''"'] < .«.

A6. A sequência zi, z2, . . . é limitada, isto é, existe A/ > 0 tal que supiZi lzil $ JW.

A7. Dado c > 0, existe (í > 0 tal que

1 1 n

lim sup ]- >1- Eo lsup {qio.o, (Zi; 0) : ll0 -- Ooll < á} -- qio*o, (Zi; 0o)l 1 < c,

1,2. O mesmo é verdadeiro quando o supremo é substituído pelo ínfimo



Observações

1. Em certas situações: a. condição A6 pode ser substituída. por uma- condição mais

fraca, a.saber

(a) 0 < lim infS- $ 1im supS- < oo, onde

1 7t

s,, - -: E(«; - ,)'

(b) Pala 'y satisfazendo a. condição A5, temos que

l 7Z

ii:« ;i:Í:W E l«:l'''''' - oi-l

mpla, no modelo normal (veja Mak, 1982)Tal fato ocorre, poi exe

2. Se existe a terceira derivada de .f(u), u ? 0, então a. condição A7 pode ser substituída

pela seguinte condição:

A7'. Existe uma função positiva dikl«(Z{) tal que

a
qio*o. ( Zi; 0)ao. 5; d.*.«(Z:),

pala 0 numa vizinhança. de Oo e

1 7}

limsup:>.Eoldikl«(Zí)l < oo, h,Z,m = 1,2

Com a finalidade de provar que 0o é um ponto de máximo local da função d'(0), definida

em (3.14), precisamos de um resultado sobre pontos críticos de funções definida em IR"

que apl'esentamos a seguir.

Seja p de classe C'(2) (ou p € C'(')) sobre um conjunto aberto D Ç IR" e consideremos

a função Qv, : D x IR" ---} IR definida por

Q,,(x, h) = >1: (pjk(x)hj/z.k = hTWh,
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onde W :: (pjk) e os p.iX- sao as segundas derivadas parciais de cp e h C IK''". Assim,

para ca.da. xo C D, a. função Qv : ]R" --> IR definida por Q:l'(h) = Q..,(xo,h) é a. forma.

quadrático. correspondente à matriz (ç'jk(xo)) das segunda.s derivadas. Diremos que a

matriz (pjk(xo)) é negativa. definida se Q.(xo,h) < 0, para todo h C IR,", h # 0, que

denotamos por QP(xo, ) < 0. Se Q,(xo, h) > 0, para todo h C ]R', h # 0, então diremos

que a. matriz (pjk(xo)) é positiva. definida.

Sd;m .à-(xo),. . . ,À«(xo) os a«to~,;lotes da matriz (gjk(xo)). Então Q«(xo,') < 0

(> 0) se e some«te se À{(xo) < 0 (> 0), í = 1,. . .,m. O result,do a«tenor e o lema

seguinte podem ser encontrados, por exemplo, em Fleming (1966)

Lem.a 3.4 Sqa g C CJ(2) sopre m. conlunfo aberto coRuczr) D, e seja xo € D um porzto

crítico de 'p. Se Q.pl.xo,.) < Q, então xo é um ponto de máximo local da .função (p.

O primeiro resultado importante que daremos a seguir mostra que o ponto 0i (definido

na Seção 3.2) coincide com o verdadeiro valor 0o, sob condições adicionais. Para provar

este resultado, o Lema 3.4 será de grande utilidade. Este resultado requer condições sobre

os coeficientes B.Í e G/ definidos no Lema 3.3. Sob normalidade .B.Í = 0 e C'.Í < 0 (veja

Mak, 1982). Tais proprieda.des ainda valem no modelo t-Student como será mostrado

na Seção 3.4. Conjecturamos que na família das distribuições elípticas também valem

estes resu]tados, pois da condição A] a furlção de densidade .f(xTx), x C ]R,', têm um

comportamento simétrico similar à densidade do modelo normal (simetria com relação ao

parâmetro de Ioga.ção).

Teorema 3.1 Swpon/íamos que B/ :: 0, C'/ < 0 e qKe as condições .4/ - .43 estejam.

s«tíg.{t«. E«tão, 0o ó «m p.«to de má.ám. /o«/ d«/u«çà. 7(0) = n'' EL. Eolh:(Z:; 0)l,

o«d. A:(Z;;0) ), i . ,n.

Prova: Pa.ra cada { e 0 C O, segue de (3.30) que

q:.(Z;;0) eT'b,)W/(t?)t:
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«:,'':; ', - ":.«;.'':; ', - Ú«.';,(4*; * *:.:)

Agora, para- 0 C B(0o,(í), á > 0, temos que

e

lz. a -- b:«ioll $ 1lzi ao -- b.:«ioll + õ(l + l:«iol) do (Z:)

Assim, pela desigualdade cle Cauchy-Schwarz, segue que

útil $ do(Zi) e ls; $ do(Zi)

e, consequentemente, da. condição A3, obtemos

q{.(Zi; 0)l $ 2a.fdo(Zi)

e

qÍP(Zi; 0)l $ «.Í(2d.(Zi)lziol+ 3d:(Zi))

Definindo

Úi(0) Eo]A:(Zí;0)], Í =1,...,n,

segue das desigualdades a.cima, da. condição A2 e do Teorema da Convergência Dominada,

que
aV,{(o)
$lli=- = É;olqio,(Zi; 0)j, .j - 1,2.

Assim, de (3.34), temos que 0o é um ponto crítico da função @{(0), { = 1, . . . ,n, e con

seqüentemente um ponto crítico de @(0). Por outro lado, da desigualdade de Cauchy-

Schwarz segue que, para 0 C B(0o, õ),

lqi..(Zí; 0)l $ 4c.fd:(Zi) + 2a/ ,

qi.P(Zi; 0)l $ 2c.fl2dã(Z{)l:iol+ 3aã(Z{)l + 2a.Íllziol + 2do(Z{)l

qiPP(Zi; 0)l 5; 2c.fl2do(Zi)l«:ol + 34(Zi)I' + 2«.rll«ã,l + 4lz{.ldo(Z{) + dali(Z{)le
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onde c.f = a.Í(a.f + 6.f). Assim, da condiçã.o A2 e do Teorema. da. Convergência. Domina.da.,

temos que

)

a'@i(0)
.b;1:3ã-l = Eolqio*o,(Zi;0)l. k,.J = 1,2,

e V'i C C'(2), i= 1, . . . ,n, pois ./' C C'2. Além disso: a matriz das segundas derivadas de

@{(0) a.valiada em 0o é dada pela matriz Eol.4i(ZÍ; 0o)l, definida por

Daí, segue que a matriz das segundas derivadas de @(0) = n': EZ:. @i(0) é dada pela

matriz EolH«(0o)l definida no Lema 3.3 com B.r = 0, isto é,

".'".''.«-/%l:. ii l,

l zÍO

Eio I'i.-+ -i:iqBíjCí
,n.

cujos autovalores são dados por

À- - Íl;h 10 + s,J + {0 + s«y - 4W,. - ,ã)}'''l

À, - Í;% 10 + .%J - {0 + s« y - 4H,. - ::)}'''l
Notemos (lue

(l + S,.y -- 4(S=. -- 3:) = (1 -- S.)' + 4aç: > 0

e

1 + s,;. > [(i + s,.)' - 4(s,. - Eâ)]:/',

o que implica que Ài < 0 e À2 < 0, pois C'/ < 0. Assim, do Lema 3.4, segue que a matriz

Eol,4«(0o)l é negativa definida e, portanto, 0o é um máximo ]oca] de V'(0). []

e

O resultado que apresentamos a seguir mostra a existência de um estimador consistente

e assintoticamente normal que maximiza a função de verossimilhança em (3.7). Este
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estinlador corresponde ao El\'lV 0« que é obtido resolvendo-se simultaneamente as equações

(«da M;k, 1982)

}:q{.(ZÍ;0)=0 e >:qío(Zi;0) =0
{:: l { :: l

Teorema 3.2 (Jo]zsidere r] made/o de$rzido em r3.]6) sa.tís/azerzdo as corzdáções 41 - ,4'7,

c.m B.Í < 0. Então, ..ás'e «m «tÍm«d., 0« " de 0o q«. «.«ím:-

(3.7), o qual é obtido resolvendo-se a equação (3.35) ta! qve Õ. --=+ 0.. Acém disso, Õ. é

assim,oticümertte normal com Trtédia 0o e matriz de couariâncias dada por

z.lwN')z'l r a(s:l,)' + Ã'3ã
C'}(Sg,y \ Ã'3o

onde zX = 1 + /3g e À' = a.S:, + ,4/, com .4.r e C'/ sendo como 7zo rema 3.3.

m. n

(3.35)

[Ó.ÓD}

Prova: Utilizando a. desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos sob as condições AI A7 que

o modelo funcional elíptico satisfaz a.s condições de regularidade definidas em Mak (1982)

(veja. Seção 2). Assim, segue dos resultados da. Seção 3.2 (veja. Mak, 1982) que existe um

estimador 0« = (ã«, Pn)T consistente para 0o que maximiza (3.7) e que é assintoticamente

normal com média 0o e matriz de covariância assintótica dada por

E. E.l.4«(0o)l)'' \'L(0o)(Eol.,4«(0o)l)'',

onde

"'«., - :?;;".'«.''',''. 1 :. .;7«, 1
e

''.','.''.",-' - #x ( ]. -f' l
Assim, após algumas manipulações algébricas, temos (3.36).
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3.3.2 Eficiência relativa assintótica

Pa.ra. efeito de estudar a eficiência relativa. assintótica. do EMV de Po, com respeito a.o

estimados de mínimos quadrados generalizados (Sprent, 1966, Gleser, 1985), que resulta.

em minimizar a função

C?.(ao,Õo,xo) - ao - b.«.o)"(Z; - ao - b.«:o),

onde xo =(zio,. . ., z,,.)T e que é dado por

, S},}. -- SÀ'x + #(Srr -- Sxx)' + 4S&r
PGLS':: .n \2Sxv

onde Syy, Sxx e Sx}, são as entradas da matriz de covariâncias amostrais S«, é necessário

supor condições adicionais sobre os parâmet.ros incidentais n10, . . . , #nO, a saber:

A8. existem constantes p,. e o';l.. > 0 tais que lim. =o = p= e limSno, = a,,

O resultado que segue será de grande utilidade para o estudo desta eficiência assintótica

relativa dos estimadores P. e PÃES que denotamos por e#cLS,#n

Teorema 3.3 Soó as condições drJ Teorema 3.2 e sendo a condição .48 satÍs/Cita, tem-se

q«. o EM}'' Õ« Õ«)" de 0o " á Z«/ q«e Õ« --b 0o. .4/ém .Zás«, Õ. é

assintoticamente rlornlat com. média 0o e matriz de couariâítcias dada por

EIW/2(t')f'l r A(';.):,+ X'P3 -KP, )
C}(a;,y \ -/{P, Ã' / '

onde K e b. são colho no Teores,a, 3.2.

n

lZ

(3.37)

(3.38)

(3.39)

Prova: Do Teorema 3.2, temos que existe um estimador 0« de 0o tal que 0. --=+ 0o e

(un(oo))':/'(Eol,4«(oo)l)../ã(õ« - oo) --b ]v,(o, .r,), (3.40)

onde Vn(00) e Eol.4.(0o)l são como no Lema 3.3, com B/ = 0. Agora, pela condição A8
tprnnç= niip

\4.(0o) -b L'(0o) e Eol.'1«(0o)l -b Zol,4(0o)l,
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onde

"''., - :h''"'/'*',''. l ,l, .;, -. ,,= :;h«, l

''«'«.«-/%l:, .:,=., l
Portanto, de(3.40),(3.41) e do Teorema de Slutsky, tem-sc que

(}'(0o)''/'(Eol.4(0o)l)..A(Õ. - 0o) -b JV,(0, 1,),

isto é, 0. é assintoticamente normal com média 0o e matriz de covariân

E* IÁ(0o)l)'' }''(0o)(Bola(0o)l)''

Após algumas manipulações algébricas, tem-se que E* é como em (3.39).

clãs dad

e

(3.42)

n Tir)r

D

Note que a matriz E* depende dos parâmetros p,, o-;l, e ao, isto é, E* = E..(p,, a;,, /3o).

Logo, para estimei E* consistentemente é suficiente estimar consistentemente p,, a;, e

/3o. Seja S. a matriz de covariâncias amostrais e sejam as variáveis aleatórias

Então, de i) do Teorema 2.2, temos

iPX p, ' ibs. , (3.44)

pois do Teorema 2.2, limS« = 12 + a,,bobo. Assim, temos que X e So são estimadores

consistentes de p. e o-;l,, respectivamente.

Corolário 3.1 Sr9ó as condições do Teorema g.3, tem-se que

E.IW/2(t')t'l / A.';, + ,4.r \
c á \z\.';.+ á(«+ 1)/ '

*-:$*: ' ;.-Ú
que

[J.43)

'Pci,s,6n (3.45)

onde

«-J&- :
. á (0), com Ó(u), « 2 0, s.nd. « /«çã. c««ct..útÍc« de t - EZ-(0, 1; Ó).
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Prova: Do Teorema. 2.3, segue que

...A(Õ«s - #o) -L A'(0, 6.G«),

onde

A-. - tâp«i«;, + á(« + H.

Agora, do Teorema. 3.3, segue que

V';(Õ« - Po) --$ A'(0, al),

(3.46)

onde

«í, - 1ll?Z!;lP(a«;, + .'la.
Assim, (3.45) segue de (3.46), (3.47) e do fato que eBc...,B" = ah/a.aLS.

(3.47)

D

Sob norma.lidade, Gleser (1981) prova que o EMV coincide com o estimador de Mini

mos Quadrados Generalizados. Neste caso, eB...,ãn = 1.

3.3.3 O modelo funcional t-Student univariado

Nesta. seção estudaremos o modelo funcional elíptico que resulta de considerar em

(3.16), q = 1, e a função /, definida por

/(u) = Ã;(2,p)p"/2(p + u)'("+2)/z, u > 0, (3.48)

k(2,«) r({(« + 2))
«r({«)

Em tal caso, temos o modelo funcional t-Student, desde que em (3.4) tem-se que cl

Z2(O, l2; p), a distribuição t-Student padrão, com u graus de liberdade

Neste modelo, é fácil ver que

w/(") - -!:;-!("+ ")'', 'x/(") - !:;Z("+ ")''

com

(3.49)

b l



";'':;", - -.:'''«,:,«"'''«*';,-'«*'''' - ".:,« T«.: (« * f) :
0) definida em (3.28) é dada pole a função Ai(Z e (

(3.50)

o que implica que

":'';;', - '.::«* v:..(: * f) . ';.'«'

Aqui, temos(lue a seqüência(Zto,sl.)T, . . .(t«o, s«.)T é iid com distribuição comum

lil -','..»..";;«,,

sendo AoAoT é como no Lema 3.1, de onde segue que

'. ', - :: (-Ú',nh; « * :)

(3.52)

(3.53)

de modo que

c-.l.ltl - ÍlE@'(''),
r3.54)

««0 - =-;.: - -i:11w/''«0.
Para este modelo funcional t-Student, as matrizes yn(00) e E01.4«(0o)l definidas no Lema

3.3 dependem das seguintes esperanças, que foram calculadas usando o Lema A.l do

Apêndice A:

onde

z[.[w/2«D«0Dt'] - i'G--g\tJÇ-n; z.[a..«D««Dt'] - !ta-:lX;';-D;

E.[w/2«D««D] - -li::Í; z.[tv/«Dt'] - -!=-tÍ;
.[W«D''] - ;Ç-#:?i::-©; z.[w/« ] - -li::l;

Eo IA.r (t')t'j
l zv+ 2
n / l lv
2 (« + 1)(« + 3)

Para a obtenção das esperanças acima, veja também o Lema. 3.10, na Seção 3.4.2. Uma

demonstração mais detalhada. no caso multivariado será. dada na. Seção 3.4. Assim, usando
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as expressoes aa,aas acima. [emos} a.pos aiguiiia. iiiaiiipuia.ça,u aigeoi]ca) quc s cuiisuó,iiucs

A.Í, B/ e C'.r, definidas no Lema 3.3, são dadas por

«,-=, '.-' ' '.--;H.
Conseqüentemente, as matrizes \':(0o) e Eol,4,(0o)l são dadas por

''.'.,-ÜrhHL(Z .:*L., )

(3.55)

(3.56)

e

)

E.[..4.rO.)] .
l +©gu +3 \. =o -q 7

Teorema 3.4 Supor.ha que o modelo .funciorLal de$riido em (3.16) com j dado em (3.48)

satisfaz a condição A6. Então, para y > 4, o estimados de máxima uerossim !Lança

Õ« ,Õn)" deão " át«/q«.Õ. -b0.. .4/á«. .ü«.,Õ. á«.{«t.t:«me«t'

normal com média 8o e matriz de couariâncias dada por

onde zX = 1 + /3g, Ã' = Asco, + ,4.r e .4/ de#nído em r .Sg

,«-=Ü
A(s:.y + /r g -Ã'=.

X'=o Ã'
(3.58)

Prova: Primeiramente provaremos que as condições de "regularidade" AI A5 e A7 são

satisfeitas neste modelo funcional t-Student. Com efeito,

A3. De (3.49) segue que

w/(«)ls: ' lw;(«)IS!,

o«de HÇ(u) = .f"(u)/./''(u) = --"?(:.' + u)'' , u 2 0.

A4. Da relação (3.51), temos que

A:(z:; o)l $ 1'g 2« + !=:lLZ i.g(i + t?)
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Desta. desigualdade e da demonstração do Teorema. 3.1 segue que, para 0 C B(0o, õ), (i > 0,

IÂ;(z;; o)j $ i'g 2« + !::lÍ-! log(l + 'íli(z:)) - a;(z;),

onde do(Zi) = 5(1 + l=ÍO ) + ljZ{ -- ao -- bo:«{oll, com Zí -- a. -- bo"io U t2(0, /z; I'), I' > 4.

Além disso

.í?wl) lo.g2«)'+ e=;.u li.go+aãw il
4(i.g 2"y +(«+ 2y li'g(i + aã(z:)I'

e e" ? 1 + u, para- todo u ? 0, o que implica que

Eo lllog(t + ali(z{)}'l $ Bola'(zi)l $ 2' {á'(l + laçiol)' + Eo lllz{ -- ao -- boziojj'l}

e, consequentemente, por A6 temos que
l n

lim sup ; }-. Bola'(Zi)l < 'o-

por outro lado, para. 0 C B(0o, õ), (í > 0, tem-se que

lqio*o,(Zi; 0)l $ dikj(Z{),

onde 0 = (0-, 02) = (a, P)" e
Í 2(p + 2) + 3 ; 0k = 0j = a,

d;*j(Z:) = 1 2(«+2)(l«:ol+1+ l.:l); 0k
l 4(« + 2)(l«.ol + 1 + l..l)' ; 0*

Para 0 € B(0o, á)

l

(3.59)

Is.il $ do(z{), (3.60)

..].

Eoldg(Z:)l $ 2'lõ'(i + l«:oly + Eolllz: - ao - b.«:oll'l,(3.61)

com Z: -- a. -- bozio U t2(O,l2; u), p > 4. Assim, de(3.59),(3.60),(3.61) juntamente com

a condição A6, segue que

lim sup : }, Eoldâj(Zi)l < oo,
i=l
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de onde segue que a condiçã.o A4 é satisfeita

A5. De(3.30) e(3.49), temos(lue

lqi.*(zi; oo)l $
p+2

lqip(z;; oo)l $ !:;1'!(i + l"iol + l.:ol)

Logo, para 'y :: 2, temos que

Eollqi.(z;; oo)I'+'l $
p+2

Eollq:p(zi; oo)I'+'l $(p+ 2y{(i+ lzÍoly+ Bois'l}

Portanto, da. condiçã.o A6, segue que a condição A5 é satisfeita.

e

A7. Como a terceira derivada da. função ./(u), u ? 0, existe, então será suficiente provar

a condição A7'. Depois de algumas extensas manipulações algébricas, tem-se que

IÇÍ..(Zi; 0)l $ 5(p + 2),

q{..p(Zi;0)l $ 7(p+ 2)( ziol + l+ lsil) + 3,

lq;po.(zi;o)l $ 5(u + 2)(lniol+ i+ l.{l)' + 2(p+ 2)(leio + i+ lsil)

q:###(Z:;0)l 5; 3(« + 2)(l«;ol+ 1+ l.:l)'+ 3(p + 2)(l«:o + 1+ is.l)e

Logo, pala 0 C B(0o, á), õ > 0, e a. condição A6 satisfeita, tem-se que

.;l $ do(Z:) $ 1 Z: ao -- b.«{oll + á(l + M),

com Eoldil(Z{)l finito. Portanto, dos resultados acima temos que existe uma função positiva.

dik.jl(Zi) tal que

qio.o,o.(Zi;0)l $ ikji(Zi),
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pala 0 C B(0o, õ), ó > 0 e

lim sup : }: Eoldik,l(Z{)l < oo,

com 0 = (01, 02)T = (a,/3)T e h,.j, J = 1, 2, o que mostra que a. condição A7' é satisfeita.

Porta.nto, temos que as condições AI A7 sã.o satisfeitas para. o modelo funcional t-

Student.

A demonstração do Teorema. 4.1 segue então do Teorema 3.2 juntamente com (3.56) e

{-]

Corolário 3.2 Soó as condições dro Teorema 3.# c a cor&dição .48, tem

';..,,«-'HhP(:FB), «»',

o q\te i,aplica que 0. é mais e$ciente qKe DaLS.

(3.62)

Prova: A demonstração de (3.62) segue do Corolário 3.1 juntamente com (3.55) e do fato

que no modelo t-Student K + 1 = u-2 e õ = ;:7' Além disso, da desigualdade

(r 2)(t:t» < 1 . tJ] <
p(p + 1) z.' -- l

segue que eâcLsPn < 1, u > 4, e, conseqüentemente, o estimador de máxima

Ihança Õn é assintoticamente mais eficiente que o estimador /3CLS para u > 4.

verossimiT'

3.4 Inferência no modelo funcional elíptico multi-
univariado

Nesta seção, estudaremos as propriedades assintóticas dos Eh4V dos parâmetros es-

truturais do modelo funcional elíptico em (3.5) para q > 1. Similaramente ao ocorrido no

modelo funcional univariado, denotaremos por 0o ' (a;,P:')T e zlo, . . . , z.o os verdadei-

ros valores de 0 = (aT ,PT)T e zl , . . . , #«, respectivamente, e as esperanças serão tomadas

coiJsiderando estes valores.
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De (3.6) temos que, para uma amostra de tamanho n, a. função de log-verossimilhança.

é dada. pol
T

l lZ'}
>l:log.Ê(Z.;0,":) i'g./(ljZ: - a - b«:ll'),

onde Zí = (YI' ,Xi)", a = (a",0)" e b = (P", 1)" são vetores p = q + l-dimension,is

(veja a Seção 3.1) e .f(tTt), t C IR', sendo uma densidade esférica p"dimensional que

.,t;.f-, ,' SCaUiD+n. .-nnH;rÃp.-u vt) u B AA vvu uv l L u & bPVvv B

(3.63)

BI ./ C C'(') e é decrescente em (0, +oo)

B2. rp+3./'(r2) é integrável sobre lO,+oo), isto é, a distribuição de ci tem quartos mo

mentos finitos.

Soam

Bi bibe e B2 :: IP -- Bi (3.64)

e os vetores aleatórios

R: b«:o), 'r; brio) e ri b:R, (3.65)

Notemos que Ri = .f?i(0) e Ti = Ti(0) são ortogonais pala cada 0 C O, pois Bibe =

Bebi = 0. Além disso, a. distribuição conjunta. destes velares é elíptica singular. Para

mostrar esta afirmação, precisamos do seguinte resultado.

Lema 3.5 Sda X = (XT,X;)T -- EZ.(O,l,), onde X{ á pi-dÍmensiona/, i= 1,2 e

pl + p2 = p. Sda Y = (YI,Y;)V um uetor a/eatóráo 2p-dÍmensiona/, de$n do por

Yi = AiXi, í = 1,2, orzde Ai e A2 sãr) matrizes sinzétrãcas, ortogonais dempolentes,

tais qwe Aí + A2 = /. e posto(Ai) = p{, i = 1, 2. Então,

iJ Y - Z/,,(o,A), -a' A - l Ao'
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ii) E=ãste T C O, ta! que

onde Qi = j1,:,01 e Qz = 10,1,,1 sâo matrizes dc d mansão pi x p c p2 x p, respec

t 1, uamen, t e

i'"Q;x,
I'TQTX.

Prova: i) Seja C a mata'iz de dimensão 2p x 2p definida por

' - l::l
Assim, pelo Teorema A.3 do apêndice, temos que Y = CX -- EZ?2.(O, CCT), onde CCT =

A, pois A2:= Ai, á := 1,2 e Aias:: Amai = O.

ii) Como A] e A2 = 1, Ai são matrizes idempotentes, existe I' C O, tal que I'Ail'T =

Q;Qi, ou seja, Ai = 1'TQTQil', á = 1,2, onde QI = j1,. 01 e Q2 = 10 1.,1. Como I' C O,

e XI -., E.e,(O, IP) satisfazendo a relação acima, então temos que X g: I'X., que implica que

1;:1 - 1::11-1:::1i:l:::l
1:::1i:l:l *,:l:::li:l:l*
rl'"Q;Q2x\
kr"QTQ-x7
rl'"Q;X2\
kr"QTx-J '

1 1

O seguinte resultado é uma consequência imediata do lema anterior

Coro[ário 3.3 Para qualquer /unção contígua g : ]R2p -+ IR, tem-se que

«li:l: l: :il::l
Corolário 3.4 Para. cada i,

68



(TJ , RI'' ) " EZ2,(CI(ao -- a) + (b. b):«.ol, CC"), .«d' C (l:í) . ''"

ü) (VÀ,RI)" (0o),RI''(0o))" - E/,,(O, Coca) ' «á't' I' C O, t«/ q«e

1: 1 : 1rg;:\l,
'.qxp, Q, il t.m dim.«.ão l xp e(eT,u-)"-íerrz dãrnens

(3.66)

.«d. Q:

E/,(0, 1. ; /)

Prova: A prova de i) é análoga. à demonstração do Lema 4.1 (i).

A primeira parte da demonstração de ii) segue diretamente da parte i) fazendo 0 = 0o.

Para a segunda parte, usamos o Lema. 4.1(ii), com Ai = B2, A2 = Bi e c] =(eT,ui)T:g:

Zí ao--bozio-'El?,(O,l.),ondeQI = jli,01 :qxpeQ2 = IO,lj:l xp. O

3.4.1 Estimação por máxima verossimilhança

Nesta seção, como no modelo funcional elíptico univariado, estudaremos o compor-

tamento assintótico do estimador de máxima verossimilhança dos parâmetros estruturais

do modelo estatístico definido em (3.6), com q > 1. Primeiramente, vamos determinar o

EMV condicional de z{, i= 1,. . . ,n, dado 0.

Lema 3.6 Considere o m,odeio de$nido em. (3.5) satisfazendo a condição BI. Então, o

estimüdor de máxima uerossimilhança condiciona! de zi dado 0, i' l.,. . . ,n, é dado por

a; - 'ÍÍtiF'(z; - '), (3.67)

T

h:(z:;o) ./'(llx.ll'),

o«d. T: e h:(Z;;0) sã. co«. em r3.6Q ' r3.7), «sp«t'««m.«''

e

(3.68)
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Prova: A demonstraçã.o de (3.67) e (3.68) é análoga ao caso univariado (veja Lema 3.2).

D

Considerando 0 =(a",P")" =(a-,...,a.,#-,...,/3.)" € O, l,q(u) = .f'(u)/.f(u) e

z\.f(u) = 14G,(u)W/(u) T'q(u), u ? 0, de(3.9),(3.10),(3.11) e(3.68), segue que

«:.*'':;''-".' '. ',(á ,; '), '- :,...,'«, '*.'',

,:...,'':;', - ».' ': ',(á ,: ')ú ,: ')* «. ,: ',ü ,
«".,.,'':;', - "'';'"':«', lâ«-':«'l l&

Á;,.j = 1,...,2q, onde 0i = al, / = 1,...,q e Oi+ç =/3i, Z - l

algumas manipulações algébricas, mostra-se que

ll:# - -'H;TJ, eiÉP-- ;TJ«:. H;TJ,;,

)

IV:U'l, (3.71)

apósq. Alémdisso

a'llT:ll'
2( d;B,d*) ,

a'llT:ll'
aaia13K 'ãi;ã--«:. + ííâíNIB,d0': + TâíH;bOH[TJ,

a'llv:ll'
aÍ3ia13x ;:ll:iU«ã, + ilÍ(d;n,d')'' + Í:ilbTDo, v;

+iÍÚpb:no,uv;r: - iÍiÍF(v;Dj*T:) + ÍÍi;F(d;n,d*)'?,

com Djk = djdZ , D(j,k) = Djk + Dkj e dj = (8T,0)T C ]R', p = q + 1, com áj

(0,...,1,...,0)T C ]RÇ, .j = 1,...,q, com l na. .j-ésima posição.
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O seguinte resultado será de ba.soante utilidade para. determinam a. matriz de covari-

âncias a.ssintóticas do El\4V do para.metro estrutural do modelo funcional que estamos

considerando.

Lema 3.7 Clons{.acre o modelo de$nido por (3.5) satislazertdo as condições BI e B2.

Ent'', « m«t,i«s Eol,'i.(0o)l ' \4.(0o) de$nád- .m rg.]2) . r3.-Z39, «.p«tá«m'nt., .'.

dadas por

".'".'"." - ,'. l J. .: -.-=1 l » -«,

'''"., - ;'.'"';" l :. .:*h.., l «-«,

(3.72)

l
..]]') ].-]]'] zo (3.73)

,.-:íi«:., ':-:'gi«;, -..-,,

''l.r
Eo lw/2(lje-ll')«(jje:ll')lje- ll'l

Zolw/2(jje:ll')lje-jl'l '

B.r IW/(11':11'){"(11':11') - ;11'-11'11+ ;Bola.Í(11':11')"(11':11')11':11'1

c'.r lw/(11'-11')1 + ;z.la/(11'-11')11'-11'1,

«m «(lje:ll') l«?je-l .(eT,«-)" - E/,(O,l.;/).

e

Prova: De (3.70) e usando os fatos dados no Corolário 4.2, segue que

1;=1 : 1'BH'l,
onde I', Qi e Q2 são como em (3.66) e

(3.74)

Eolq{...,(Zi; 0o)l {2EolA.f(jjTioll')(TiDkjTio)l+(d;B,dk)EolW/(ljTioll')l}.(3.75)
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\J] I..,\JIII\J CI.D J.L[II\-\../\.,D ]' }' / L/ ]...AJ OU.\./ \..P\,#]J.U]]]U.C'bO) \..,IIUU-\../ \../ \./\.rJ. \./IU'J. .Iv .I. .L I.I.III.fJLI\.'q.,U \.IU.-./

À.f(llTíoll')(T:D:ÍkTío) g: A.r(lje-lj:)(eTQ:FOk.jl'QT'-), e(3.76)

W/(llT:oll') g: T4''/(lje-lj').(3.77)

Como ljeill é independente de u(q) g: e./ jeijl, então, usando os Teoremas A.l e A.13 do

apêndice, temos que

EolW/(llTioll')(TiDkjTí.)l jje-jj')(e:Q:FDkjl'rQTe-l(3.78)

j:tr(Q- I'Dkj i'"QÍ) EolZ\.r(jje:ll')ll':ll'l

1;(d; n,d*) z.IA/(11'-11')11': 11'1.

Assim, de(3.75),(3.76),(3.77) e(3.78), temos que

Eolq;.*.,(Z';0o)l - 2(d;B«d*){EolW/(11'-11')1 + :Bola./(11'-11')11':11'1}

2z,j*ÍEolLr/(11':11') + ;Bola.í(11'- 11')11':11'1},

onde bgi; = d;B20dk é o elemento (.j, k) da matriz

B30 - lç -- .lliPT

dj,0)"eáj .,1,...,0)"€1R,',l«a.j-ésima

Além diss

odÊ áJB30âk, comnJpois d.í IJ2

posição.

Similarmente, usando o fato clue ZojriojT{.l = 0, já que (rio,TI)T W EZ,+i(O,Bo),

-« -.-lã Ü.l,««.«" --
Eolq{..#, (Zi, 0o)l = zÍoEolqi.*., (Zi, 0o)l.

Agora, de (3.70) e do fato que EojriojTiol = 0, segue que

EolqiP.P,(Zi; 0o)l = :«âEolq{.*«, (Zj; 0o)l

+-Ü-ii:Íf]2Eo]a..f(]]T:o]]')(TiDjkTio)'â] +(d;n«d*)Eo]w/(]]T:o]]')'â]
- ZolW/(ljViojl')(VLD.íkVÍO)l} .
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De (3.74) e considerando que W/ e Z\.r são funções contínuas, segue do Corolário 4.1 que

A.r(llT;oll')(TIDJATÍO)«i:.:g: A.f(lje: I')(eTQ-l'Dj*l'"QTe-)u?

l,TÇ(jjT:o 1'),3,:e: 1%(lje:ll')«f

W/(llT:oll')(TiDj*T:o) J: w/(lje:ll')(eTQ:Fnjkl'"Qre-).

Considerando estes últimos resultados, temos que

Eolqip.p,(Zi; 0o)l = zio.Eolqi.*.,.(Zil 0o)l + z 6'kB/.

Portanto, a matriz Zol.4«(0o)l segue dc (3.12).

Similarmente, de (3.71), (3.74) e da simetria da distribuição de (7'io,TL)T em torno

da. origem, segue que as entradas da. matriz \4.(0o) são dadas por

.lç:.,,..(Z:; 0.)j - ;Z'g*Z.IW/2(lje: ll')ll'-ll'l

Eolqi.,,a.(Zi; 0o)l = zioEolqÍ.,,.*(Zi; 0o)l

Eo[q:P,,P.(Z:; 0o)] - "âEo]q:.,,..(Z:; 0o)]+ WâFb;..Eo]w/2(]je-jj')"(11'-11')11': 11'],

ma vez que

Z;olqi.,(Zi; 0o)l = EolqiP,(Zi; 0o)l = 0. (3.79)

assim a demonstração é completa usando a relação (3.13). O

Pala provar os principais resultados desta seção precisamos das seguintes condições:

B3. Existem constantes positivas a.f e b.r tais que

W/(u) $./ e IW/.(u)l5;ó.f, u20;
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B4 O' (interior de O) existem á > 0 e funções di(Z{) e dikj(Zi) tais que

b{(Zi;0)l .$ d{(Zi) e lqio*o,(Zf;0)l $ dijk(Zi),

o 0 C B(ã, â) l Õ - Oll < ó} C O' e

lim sup ;, }.. Bola'(Z{)l < oo, lim sup 1 }1, E.ldâj(Zi)l < oo,lü i:l '' i=l

h,j - 1, . . . , 2ç;

Existe 7 > 0 tal

l

pa.ra. tod1'

queB5

B6

Eol 1%(l e:jl:)lje:ll lu: I'+'l < «,;

A sequência zi, =2, é tal que existe uma constante posit

suP 1={ $ jt4';

iva M com

B7. Dado c > 0, existe 8 > 0 tal que

}: Bois«Plqio*o,(Zi; 0); ll0 -- Ooll < Õ} q{..o,(Zi;0o)ll <c

O mesmo é verdadeiro quando o sup é substituído pelo inf.

Mostraremos a seguir que o parâmetro 0. = (aoT,PT)T tem a mesma propriedade que

no modelo funcional univariado.

Teorema 3.5 Suponhamos que BJ = 0 e CÍ < 0 e as condições BI - B3 são saias.feitas.

Então, 0o é «m p-to de má,ám. /o«/ d« /u«çã. 7(0) = n'' EL: Bola:(Z:;0)l, .«d.

h:(z:; o) .f(llV.ll').

Prova: Para qualquer 0 C O, segue de (3.69) que

q;.,(Z:; O) t'l''}(llV:ll')(d;V:)

n
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e

q:o, (Z;; 0) - q:«, (Z:; 0)"'o - ÍÍil-T'b(llT'l ')(d;T:)':
Para 0 € B(0o, 8), J > 0, temos que

lz. a -- bzioll $ jjZí ao b.«:oll + 8(i + l«:ol)

o que implica que

lv: IB,(Z; a b«:o)ll $ v'ido(Z{) e 1,:1 5; do(Z;)

Assim, da. condição A3 juntamente com a desigualdade de Clauchy-Schwarz, segue que

qi..,(Zi; 0)l $ 2v'Õ«/do(Z{), .j 1 , )q)

q{/3,(Zi; 0)l 5; 2vi«/(do(Z{)lziol + li(Z{)),

DeÊnindo

@{(0) = Eolh{(Zi; 0)l

ade acima e o Teorema da Convergência Dominada, temos que

a@i(0)

.biz- = Eolqio,(Zi; 0)l, .j = 1, . . . ,2q.

Assim, de (3.79), segue que 0o é um ponto crítico da função d'i(0), i= 1,. . . ,n, e con-

seqüentemente um ponto crítico de @(0), pois @(0) = iELí V'{(0). Por outro lado, da

condição B3 e da. desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

e usando as desigualdS (

q{...,(Zi; 0)l $ 4qc.rali(Z{) + 2qa.f,

q{.*p,(Zi; 0)l $ 4qc.f(dã(Z{)l«:ol + aÍI(Zí)) + 2q«.f(lziol+ 2do(Zi))

qiP.P,(Zi; 0)l $ 4qc/(do(Z{)l«:ol -t ali(Zi)y + 2Ç«.Í(.i, + 4do(Zí)l«:ol + 4d:(Zi)),

e



j,k = 1,. . . ,q, onde c/ = a.f(a/ + b.r). Assim, da. condição B2 c do Teorema da Con-

vergência Dominada., segue que

ãáã6úi(O) - Eolqio.o,(ZÍ;0)l, j,k - 1,. . . ,2q,

e @{ C (7(2). Além disso, a. matriz das segundas derivadas da. função V'i(0) em 0o é dada

pela matriz EolÁi(ZÍ; 0o)l definida por

com (J/, B.r e B30 como no Lema 4.3. Consequentemente, a. matriz das segundas derivadas

de @(0) é dada. pela. matriz Bola.(0o)l definida no Lema 4.3, com B/ = 0, isto é,

'.'".''.,,-:'.(; $)*-;..
A seguir, mostraremos que os a.utovalores da matriz Eol.A«(0o)l são todos negativos

e, conseqüentemente, 0. será um ponto de máximo local da função V'(0). Com efeito, os

autovalores da matriz

êl) B30,EolÁ{(Zi; 0o)l = 2G.r
l zio

«:. «ã, + ..L.!z
ljbll' a/

2

-.-(z $) ';.*.,
são dados por Ài ' (l + S11) i: V/(l + Szo)' 4Sg,, { = 1,2, e são todos positivos (veja. o

caso univariado). Por outro lado,

B«-",l - :,-69P-", - O-Ü:,-Íl$
(w)' ,:« -.,

,-$So-o ' '.-egi,' o.8o

Como Bo é uma matriz simétrica. j!\deppodç.JVÊ'com posto 1, então os autovalores de Bo
são 7i = 1, '2 = - ' . = 'yç ' 0. Logo, de (3.81) segue que os autovaloies de Bso são

positivos e dados por (5i = il;l , (S2 :: . . = (íq ' l e, consequentemente, os autovalores

onde

76



de Pu (9 BSO são dados por Àià.Í, ?. :: 1, Z, .7 :: 1, . . . , q, e com todos positivos tvqa. pane e

Zhang, 1990). Assim, os a.utovaloies de Eol.4«(0o)l = 2C/(Po ® B30), são negativos, desde

que C'.Í < 0. Portanto, 0o é um ponto de máximo local da. funçã.o V,(0).

O i'esultado que apresentamos a seguir mostra a existência de um estima.dor 0. que

maximiza a relação (3.7), o qual é obtido resolvendo-se a equação

>l: Q{(zi; o)

o«de Q{(Zi;0) =(q:.*.(Zi;0),. .., q;..(Zf; 0), q:P.(Zi; 0),. .. , Qíp,(Z:; 0))', { = 1,.. .,n, e é

consistente e assintoticamente normal

lt
(3.82)

Teorema 3.6 Considere o modelo d.e$nido em (3.5) satisfazendo as condições BI B7

c.m B/ = 0 ' C'/ < 0. E«íã., . «tim«do, d. «,á.:m« «.«s.{má/A««ç« Õ. - (a:',ã,l)"
de 0o, oZ,tido Teso/uerzdo-se a eq anão rS.8PJ, é ta/ que 0« --B+ 0o. .4Jám disso, 0. á

assirLtoticamente normal com média 6o e matriz de couariâncias dada por

.«ú. A llz,.ll', Ã 'l/ ' n.. +p.p;)

. EolW/2(lje-ll')jje:jl'l r A(S:l,)' + X'zg -XEo
v'/I',,/ k --/(3o /T

6) B40, (3.83)

Prova: Sob o modelo funcional elíptico satisfazendo as condições BI - B7, é fácil mostram

usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz que as condições de regularidade consideradas

em Mak (1982) são satisfeitas. Assim, pelos resultados na Seção 3.2, onde é apresen-

ta.do um breve resumo dos principais resultados de Mak (1982), segue que o estimados

de máxima verossimilhança. 0., obtido resolvendo-se a equação (3.82), é consistente e as-

sintoticamente normal com média. 0o e onde a. matriz de covariâncias segue de (3.15) e é

dada por

E. Eol.4«(0o)l)'' vn(0o)(Bola«(0o)l)':,
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onde as matrizes Bola.(0o)l e Vn(0o) são como no Lema 4.1 com B.r = 0

''.'".''.",-' - *h l .:. -f' l * --,
"''., - ;'.'"l'".: ',".-«'. l :l Eo

onde =o, S:, ,4r, C'Í e B30 são como no Lema 4.1

ou sela,

(3.84)

(3.85)

D

3.5 O modelo funcional t-Student multa-univariado

Nesta seção estudaremos a.s propriedades assintóticas do estimador de máxima. veros-

similhança do parâmetro estrutural do modelo estatístico definido em (3.5), quando a

sequência de velares de erros ci , . . . , c. tem distribuição comum t-Student, isto é, quando

.: - t,(o, l,; «), (3.86)

cuja função de densidade é dada. por /(xTx), x C ]R', com p = q + l e

/(u) = h(P, p)u"/2(z./ + u)'("+p)/2, u > 0, (3.87)

onde

*ü, «) - 1lgg:l!#. (3.88)

De (3.87) é fácil ver que

w/(") - -=;Z("+ ")'' ' 'X.f(") - =;-'e("+")'', " ? 0.

Seja X -, t,(O,l,; À,p) a distribuição Z-Student generalizada (veja apêndice), com

densidade /p(xTx), x C ]R', onde

(3.89)

/p(u) :: Ê(P,P)À'/2(,X + u)'('+p)/a, u ? 0. (3.90)

O índice p e /p é para

X - {,(0, 1,; À, p).

a ind: ./n(x ' x) é a, densidade do vetor aleatório p-dimensionar
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Detinimos as tunçoes 14'P e ZXP(u; po

H')(") - 1111 ' A,(") - 11'';("), " 2 0,

l

(3.91)

onde

.6(«)-l/p(«) ' w;(«)-lw/(«).
Sda X = (XT,X;)T - t,(O,l,;À,P) com densidade como em (3.90) e Xi o vetar

q-dimensiona], l $ q < p com densidade ma.rgina] /ç(yVy), y C ]R'. Pala esta última.

densidade, s'ja l,yç(u) = .C(u)/.f,(u), u 2 0.

Lema 3.8 Considere ü distribltição t-Student generalizada de.finada em (3.90). Então,

iJ Wp(«) + ")'', « 2 0,

iJ W,(") - ::eWç(«), « ? 0, 1 $ q < P,'

0 W;(«) - 2ÍÍ:lF:l)wç2(.).

Lema 3.9 Sda X = (XT,X;)T --, t,(O,l.; À,u), com Xi uetor q-dímensiona/. Então

i) lllxll"w,(llxll')"I -(--7-)
« Bl{(p+2k), (rt?T ?e4

lü«-""'" 1{,, {«1 '

ü) lllx.ll"(wp(llx:ll')"I -(-T--)
« Blâh+2A),h'+ « -2d

.XPm-2Q/'B l{«, {«l
Prova: A demonstração de i) segue facilmente do Lema A.l, dado no Apêndice A (veja.

também Aiellano-Valle e Bolfarine, 1995). A pro'ç'a de ii) segue de (ii) do Lema 3.8 e da.

2

O seguinte resultado será de muita utilidade para determinar as matrizes Un(0o) e

Eol.4.(0o)l definidas em (3.12) e (3.13), respectivamente.

Lema 3.10 S©a X = (XT,Xz)T -. t,(O,l,;À,p), p = q + 1, c.m den'ád«de dad« po,

Í3.90) e X\ de dimensão q. ET-ttão
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/J E]w,(]]x-]]D] - -lÍl:g'Í'-a;
e) zlw,(llx:ll')llx' ll'i - -lÍ:lil
W E[Wp2GJX:jjD] X-jj'] - IÍ.ÍÜ "0' +r
#J z]A,O]x-]]D]]x:]]'] - IÍ.ÍÜ;.JX« + d ,.

s) zlw,(llx. ll')xjl - -li;.l:+ p

O E[WpaGJX:jtDjjX.]E'Xj)] - iÍÕ;.Íh++ q . q;

V9 ZIA.(llx:ll')llx-ll'x{)l - IÍ(, .F q)(« + q - ey

.«de a.,(«)

Prova: Do Lema 3.9 segue que

EIWp2(jjX:ll')jjX-ll')l - -lÍ, EIWç2(ljX-ll')jjX:ll'l

. Elwp(llx-ll')l--lÍ: (3.92)

e de iii) da. seção A.3 do Apêndice A, segue que

z[xj[x:] - :l;iPFg - -!;;-';=wç':G]x:]]D. Q.9H

A seguir provaremos as afirmações em 6) e 7). As demonstrações de 1), 2), 3), 4) e 5) são

análogas. Com efeito, usando o Lema. 3.8 juntamente com (3.92) e (3.93), temos que

''"';;'"*:"',"*. "'.*;. - l=1' «'«v' "'.*;.

1=1'«;'«'/'«'':- "*-"'''";
1=1 '' 1«'/ ' «*: «',"*: «' G- ; =P: "';'' '"*- «'DI

+ q - 4z]w'q]x:11011x ]]']
q (u +Py
4 (« + q)(« + q - 2)
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V V UUJ.J.IU' U'U) \U''/"/ " \.V'''V./} u-.'''-'''' -l''''"

2:F:{ Elwç2(llx- ll')llx: ll'xjl

'(« + qX« + q - 2) Elw'(llx: ll')llx- ll'l
q z.'+P
2 (« + q)(«+ q 2)

usand

zla.í(llx- ll') lx- ll'x?

n

Do Lema 3.10, com À = u e I'UP = H''/, onde ./' é como em (3.87), segue que

z.lw/(11'-11)1 - -é':le; z.lw/(11':11')11'-11'1 - -;=-:e;
E.]w/2(]].- ]]D]].:]]'] - 3Ü;-i l)(Ú-iÍ+ 2)

.[ / i..iioii.:i]'] - IÍ(,+w++i+ã;
E.ln';(ll'- il')"(li'-ll')i - -lí;zÍ.'n' ;

EolW/(11''11')"(11':11')11'-11'1 = IÍ

z.la..r(11'-11')«(11'-11')11': 11'1

o«d' "(11':11') - Zol"?je-l = '''1" elll e ('Í,":) - t,(O,l,;"), " > 1, p = q + le
ei serldo um vetar aleatório q-dimensional. Logo, após algumas manipulações algébricas

segue que os coeficientes Á.f, B.í e C'/, definidos no Lema 3.7, são dados por

p+q+2 . . . 1 i'+P
., o/ --' ' '/

Conseqiientemente, as matrizes Vn(00) e Bola«(0o)l são dadas por

".,.,-,.h:Kül;. ,:*h.«, l*-«

e

(3.94)

(3.95)

Eo IÁ .(oo) l ÉBl:. ;: l«-«, (3.96)
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onde ão, Sa e 1530 sao como no Lenda 3. r.

Dos Lemas 3.8, 3.9 e 3.10 é fácil ver que B/ = 0 e O.r < 0, quando c{ U t,(O,IPI À,p),

isto é, quando os vetores de erros ci , . . . , c. têm distribuição comum t-Student generali-

za.da. Portanto, também valem os teoremas desta seção, dados no contexto da distribuição

t Student.

De (3.82) temos, após algumas manipulações algébricas, que o estimador de máxima

verossimilhança de 0o = (a;,P: )T é obtido resolvendo-se iterativamente a equação em

(3.82), que no caso do modelo funcional t-Student podem ser escrita como

"ío + ihÍ
0 }
0

,q,Ja que

q;..f(Z:;O) + p)(« + ljV.ll')''(d;V;)

q:pj(Z;; 0) -(" + P)("+ llT:ll')':d;T'(';o - 'üth),
i= 1, . . . ,n, donde Ti e ri são como em (3.65). Contudo, l<imura. (1992) sugere usa.r um

algoritmo do tipo EM para. obter o estimados de máxima verossimilhança do parâmetro

estrutural do modelo funcional definido em (3.5). A distribuição t-Student é estudada em

Arellano-Valle e Bolfarine(1995).

e

Teorema 3.7 Co,«sidere o modelo de$nido e« (3.5) e (3.87) satisfaz'n'lo « condição

B6. Então, par« p > 4, . «tím«d., de má«dm« «Fossa«.{/hanç« Õ« = (ã: ,P.)T de

0o ,PI)", q«. á s./«ção d« eq-«çã. r3.97), é t"J q«. Õo -b 0o. .4/ém dà«o, é

üssintoticamente normal com média 0o e matriz de cauariâncias dada por

onde .À = llboll2, /í' = a.SO, + Á/, com ..4/, SO, e B40 de$nidos como em r3.P4,) e no

Teorema 3. 6, respectivamente

8) B40,,«-n:yÚ
A(s:,y + x'zli -/TZ.

.r(3o /r



Prova: De forma similar à do modelo fucional univariado, prova-se que as condições BI

B7 são satisfeitas. Assim, o resultado segue do Teorema. 4.2, juntamente com (3.95) e

l3.96).
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Capítulo 4

O teste de razão de verossimilhança
e correções de Bartlett no modelo
estrutural com mais de uma
população

4.1 Introdução

Neste capítulo o objetivo é fazer inferência. sobre os coeficientes angulares no modelo

estatístico que consiste em k modelos estruturais com erros nas variáveis, isto é, no modelo

que é deÊnido por

l .r{.j :: o'.j -t p.jz{.j -"t- e{.j

L Xij = ij + u{.j

Com tal objetivo, vamos supor, em princípio, que o

variável aleatória íj satisfazem as seguintes condições:

aleatórios e{.j e e a.S erros

) /{'.7 } ,k. (4.1)

i) EI'ijl = 0, Vara.{jl = a:, , Co«l.i,j,, .ijl = 0, (i',j') # (i,.j);

ii) Eluül Varjuijl =a3,, Co«lu:,j,,uijl j') #(i,j);

iii) E]aij] = p,, , Variz j] = a3j, Covja{,j', zij] = 0, (í',.j') # (i,j);

iv) Co«I'i,j', u{.jl = Co«lz{,j', eijl = Co«lzi,.j', ui.il = o, (i',.j') :# (i,.j)
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Com tais hipóteses o modelo definido em (4.1) representa. uma extensão do modelo

estrutural definido na. seção 2.5 do Capítulo 2 e pode ser escrito por

Zij = aj + Bjrij, (4.2)

onde

á = 1,. ..,nj,J = 1,.. . ,k. Assim, de(4.2), segue que a. distribuição de ZÍj é determinada

pela distribuição de rij.

Para efeito de inferência, encontramos certos inconvenientes que deficultam a. estimação

consistente dos parâmeti-os de interesse do modelo. Neste caso, o modelo pode ser não

identificável, no sentido de que valores diferentes do vedor de parâmetros podem dai origem

à mesma distribuição das observações. Isto acontece, por exemplo, com o modelo normal

(veja. Wong, 1991, e Nascimento, 1994), a menos de uma suposição a-dicional (além das

dadas em i) a iv)) que permita reduzir o número de parâmetros envolvidos no modelo.

Sob normalidade, são consideradas suposições sobre as variâncias de zij, cij e uij (Wong

1991, e Nascimento, 1994).

O objetivo deste capítulo é estender alguns resultados obtidos no modelo normal para

modelos elípticos. Discutiremos a inferência dos parâmetros /31, . - . ,Pk, sob o modelo

normal usando o método da. razão de máxima veiossimilhança. Correções de Bartlett para

diferentes hipóteses são obtidas, avaliando díretamente o valor esperado da estatística da

razão de máxima verossimilhança sob a hipótese nula, que é um método alternativo à

metodologia de Lawley (1956). Extensões são consideradas para a classe das distribuições

elípticas.

, Bj = jbj, /21 e bj ::l , r{.j= 1 e{.j 1 , aj -
Õcr.j J
l0
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4.2 Inferência no modelo estrutural normal su
pondo razões de variâncias conhecidas

Nesta seção estudaremos o modelo estrutural normal, isto é, vamos supor que

:# JV3(qj,Q:Í), i = 1,...,n',

em (4.2),

(4.3)

onde

,,-(1') . ..-(1' 4, ].)
Logo, a. partir de (4.2), é claro que

Z..f !y /V2(Pj,Ej), { = 1,...,nj,

onde p.i = p(0j) = ZJZijl e E.f = E(0j) = VarjZijl são dados por

", - ,. -'- -.«. - l«' ':f'"''l . ,. - -,«.-; - l ';l.!'t

(4.4)

) ,
(4.5)

0j -(aj, p,, , .:,, al , a:, ,6)".
Assim, para uma amostra de tamanho nj, da .j-ésima população, .j = 1, . . . , k,

de verossimilhança é dada por

aritmo dado por

Lj(0j) = -y- log IEjl - l; >ll:(Z:í Pj)"E;'(Z:j - Pj).
H H ;--l

Portanto, para uma amostra de tamanho n = ni +. . .+nx;, do modelo em (4.2), o

da função de verossimilha.nça é dado por

Lj(Zij, . .. , Z«,jl0j) = IEjl'",/2 exp ,-!}.:(Z:j-Pj)'E;'(Z;j-Pj)

com log

(4.6)

a função

(4.7)

logaritmo

k

>ll: .Lj (oj )

Ê(-:?) '.; - ;ÊÉ''. - ".'"';'''. -«.,,
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onde p.j e E.j são como em(4.5) eO =(0j',..., Olr)T, com 0j como em(4.6)

Similarmente ao caso de uma população. definimos

l .ZL 1 =2.

zj-ÜEz:j ' s«, -É-E(z;j zj)(z;j

como a média e a matriz de covariâncias a.mostrais, respectivamente, da. .j-ésima

Neste caso, note que

(4.9)

população

s«, içi ãil, (4.10)

onde
. n.i -i 72rl

Sy} - -l E(Xj - ]'jy, SSll' - Ê. E(X:j - Xj)(Xj - E)

sgi, - -l E(x;j x.)'
, k. Assim, a. média e a matriz de covariâncias amostrar:

(4.2) (modelo consistindo de A modelos estruturais) sã.o dadas poi

e

l

'a completa

(4.11)

respectivamente, onde n = nl

escrita como

Agora, na população .j, .j = 1,

das equações de momentos

L(0) .!
2 log lxjl -

A

+ .Assim: a. expressão dada. em (4.8) pode ser

!E:nj jtr(E;'s«,) +(% -pj)"E;'(% -pj)l.(4.i2)

. , k, o EMV de p.f e Ej podem ser obtidos como solução

k

(4.13)

ou, equivalentemente,
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.j :: 1, . . . , k. Da. relação acima, segue que não é possível obter o EMV de 0j, pois somente

H', está identificado. Para maiores detalhes, veja por exemplo, Kendall e Stuart (1979).

Para tornar o modelo correspondente à .j-ésima população identificável, a maioria dos

autores concordam em colocar condições soba'e as variâncias dos erros (a:, e o',) e não

sobre os parâmetros de maior interesse, que neste caso são os parâmetros de regressão aj

Neste trabalho, vamos considerar as seguintes restrições:

J

*', l.\, .u X', (4.14)

conhecido (veja, por exemplo, l<endall e Stuart, 1979). Assim, para cada. um

suposições, o vedor 0:f definido em (4.6) torna-se identificável, já que se reduz a

.l (clj, p,, , c'3, , o:, , DJ)T , se À,, é conhecido
p,,,a',,ali,,0i)T , se À., é conhecido,

.j = 1,...,k. Como 0 =(OT,...,0t)", pj = p(0.j) e Ej = E(0j), .j = 1,...,k, e«tão par'

ambas as condições de identificabilidade À,, ou À., , .j = 1, . . . , A, conhecidos, temos que a

relação

desta.sSa

(4.15)

0 ...,0:')" -->(P(0.),E(0:),...,P(0k),E(0k))

é um a um, e desta. maneira tornamos 0 identificável. A condição À., conhecido, .j

1, . . . , k, é considerada por Wong (1991) para testar hipóteses sobre os coeficientes engu-

la.res Pi, . . . ,P;;. Um estudo simula.r, mas com a condição de identificabilidade À,, conhe--

lido, foi considerada por Nascimento (1994). Esta. última condição de identificabilidade é

equivalente a estabelecer que

,k,

sã.o conhecidos (veja Capítulo 2)
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Note que sob as condições de identificabilidade consideradas, segue que a matriz Ej =

CovjZijl pode ser escrita como

:. . l l *i':ii.;T' .e'e'õ;, 1 , « »« ' -«"«:''

1 1 ';":ú:"':, .]i':L:, 1 , « *, ' «-"«:-',

cujo determinante é dado por

r IÀ,,/3jc,:, + (À,, + l)a' lo3, , se À,, é conhecido,
a3, + (/3j' + À., )a3,1a:, , se À., é conhecidc'.

(4.16)

(4.17)

4.2.1 A matriz de informação e parametrizações ortogonais

Seja K = K(0) a matriz de informação do modelo definido em(4.4), onde 0= (0:,. . . ,OT)T,

com 0j, .j = 1, . . . , k, definido em (4.15). Então da. suposição de independência entre as

populações, segue que a. matriz de informação K é dada por

K = dias(K(i), , l((k)), (4.18)

onde K(j) = K(0j), .j = 1, . . . , h, é a matriz de informação correspondente à. .j-ésima po-

pulação. Arellano-Valle (1994) deriva. uma expressão geral para a matriz de informação

K(0j) e mostra que o fato desta matriz ser não diagonal dificulta, por exemplo, a deter-

minação dos favores de correção dos testes assintóticos da. razão de verossimilhança e escore

para hipóteses sobre os coeficientes angulares /3i, . . . ,/3x;. Tais dificuldades podem ser re-

movidas aplicando o procedimento de Cox e Reid (1987) para. obter uma re-parametrização

de modo que o parâmetro de interesse /3j seja ortogonal aos outros parâmetros na popu'

loção correspondente. Consideremos então a transformação de 0j (definido em (4.15))

0i = 1.0\j,0Zj,0Sj,04j,l3j) -+ +j ' (.4'li,$Zj,(bSj,4'4j,j3j) ,

por
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de modo que Oij = Oij(éj), / = 1, 2, 3,4, sejam sol

XÃ'i.ii;2 = -.r«l., /,«. - i,2,3,4,

rações das equa.iões diferenciais

(4.19)

Uma. solução de (4.19) é dada em \&'ong (1989) para. o caso em que À., é suposto conhecido,

em Bolfarine e Cordani(1993) para o caso em que À,, (ou h,j) é assumido conhecido e

ambos os casos unificados em Arellano-Valle (1994). Assim, uma solução de (4.19) segue

ao escolher éj = (Óij, #'2j, Ó3.i, é4j, #j)" como

Í '$-j = aj -+ Í3j}«,:,, '$,j = H,,, 'b'j = a:,

Como remover #j de Ej não é simples, então, escolhendo Óij = Zl\ljl e Ó2j = EJXijl,

temos de (4.20) que /3j é removido de pj. Com relação a.os parâmetros é3j e @4j, estes são

escolhidos de modo que IEjl = Ó3jÓ4j (veja (4.17)) e que sejam ortogonais a /3i. Assim,

temos que os parâmetros de locação @lj e @2j são globalmente ortogonais aos parâmetros

de escala @3j, é4j e /3j. Isto confirma o resultado de Mitchel1 (1989), que afirma que o

parâmetro de locação p:i = p(@ij,Ó2j) e a matriz de dispersão Ej = E(Ó3j,Ó4j,Pj) são

globalmente ortogonais no modelo elíptico e, em particular, no modelo normal.

Sda él, = (ó:j,d',.f)" ' #z, - (d'3j,d'.j'/3j)" Então pj = EJZ{.jl e Ej = VarjZijl são

agora dadas por

ÕLi aLi
3Bi ao",

'é3j ' À,,/3jolÍ, + (À,, + l)olÍ, , se À,, é conhecido,
(/3? + À.j)o3, + À.,a3, , se À., é conhecido.

. A'Áll. - «.zKl!.
3Li aLi
i)Oti ÕO«,

onde

(4.20)

Pj = p(éz,,) = (Ó:.,Ó,j)T ' Ej - E(#'z,), (4.21)

com

. í '»,, --:,-: l ü,-vt i:ixk{ '' l:ipt ;s:r'' 1 , « ». ' «-"«:'',

t ''? -- *.,,-' l /l!:j : ::z:í, ''g:'-íê%l'' 1 , * *, ' ««"«,''
(4.22)
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Para facilitam a. obtenção da. matriz de informação, no que segue daremos algumas

propriedades de E.Í, J = 1, . . . , h, e suas derivadas, para- ambas as parametrizações.

PI. Ej = @3jd'4j

P2 Ej - a;ja;4';j + a-jai:#'-j,

onde

1, - a;.a; + a.j«i;,

onde aij = ÓljEj iaij, / = 3, 4, isto é,

la3i , a'jl
lo,, -- n-{ (ã), o,, -'' o-{ (falei) 1 , »,, ' ««"«:-',

(4.23)

{w? -- ».J('?), wj -''" *.J(:2,)} , *,., ' ««"«''';

la;j , a.jl {o,, -- n-{ (3;:$,), o,, -'- o-!(?)} , *,, ' ««"«--',

{w? -- *.J-{ (e,), wj + ».J-{(-b,)} , *.. ««"«:-'

P3

(4.24)

1, / 3,41 aLaij = 0, A,/ 3,4, A # /;

P4. E;' = Óã'a3ja; + é;jla4jaT;

põ. g2- - (é;jd''j/.ã,){(«;jal + a.j.;:),

Í Ó31/À2,Ó4.j , para À=, conhecido,

";, ' l (gghy »..*.' , -.« *., ««"«:-'.

Assim, sob a parametrização ortogonal e as propriedades dadas acima, segue de Arellano

Valle (1994) que a matriz de informação da .j-ésima. população é dada por

(4.25)

Km = K(Ói) = dias(KL, , KE,), (4.26)
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e Kz, = diagln.j/2Ó2j,nj/2d'2j,nj/o-2,} são as submatrizes de in-

formação do vetou de locação éz,, = (Óij,d'21)T e escala éE;j = (d'3j, d'4.j,/3j)T, resp'ctiva

mente, e aã, = aã, (éE,) é -mo 'm (4.25)

onde Kz.,, = njEJ

4.2.2 Estimação por máxim
metrização ortogonal

Seja .é -(é: ,...,é:)V o EMV de é =(é:,. .., ét)T, onde Ój, .j = 1,...,h, é o EMV

de ój correspondente à. .7-ésima. populaça-o. Ente.o, usando a. pa.rametrização ortogonal

defillida em(4.20) e de(4.8) com 0.Í substituído por 'áj segue que o EMV de éj, .j = 1, . . . , k

é solução das equações dadas por

0, / - 3,4,

. - 0, / - 1,2,
+,-+:

1-?« 1»;'âl * ;$',* ,",;'z';'''« - «., +,

t)Óti\ +, E gâx;'m;. - «.,

usandoverossimilhança paraala

ã© ló, -ã,

lli E(z:j - pj)"x;: 9l-x;:(z;j - pj)l .#j:8j - o. (4.27)

Da primeira equação, temos para cada .j = 1, . . . , k, que #j = p(él,) = Zi (definido em

(4.9)), para ambas as condições de identificabilidade. Assim, o EMV dos parâmetros de

locação éij e Ó2.i são dados por

az'.j
ã© ló, -ã,

(4.28)

onde

e
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.Agora., considerando as propriedades da matriz Ej (veja. as propriedades PI P5)

temos, de (4.28) e da. segunda. e terceira. equa.ções em (4.27), que

'é'j al;(À)s«,a.j(ã), l 3,4 (4.29)

e /3i é raiz da equação

a; (Ã)s «, a.j(ã) (4 .30 )

respectivamente, onde os vetores aT(Pj), / = 3, 4, são como em (4.24), avaliados em 0j.

Porta.nto, considerando (4.24), (4.29) e (4.30), segue que os Eh4V de Ó3.i, Ó4j e /3j são

dados a seguir

conhecido,

(,x,, + i)sPI, - 2(.x,,ã)sH + (À,,Õjyã j,
sçjl,'-'xx

À,,+ I'

Substituindo Ó4j e Õj em (Ó3j, obtemos

sgl..'À,,
ã

,A

8;j À,, + l)S!}.x,

onde SP}.x sP sW/s193.., .j - i, ,k;

b) Para À., conhecido,

sP +2,x.,8sPÀ. +À.,sgà.
#?+.x.,

s9} - 2ãsg} + Õ?sgà.
a?+ À.,

SÍ4. - À.,Sl?l + {(SP} -- À.,Sg) )2 + 4À.. S938t/2

2sg

'É'.f

ã
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.j .., h

Notemos que em ambos os casos de identificabilidade

X(8«,)1 - SP}.xSg}, (4.31)

4.2.3 Propriedades do EMV

Para estudar as propriedades de Ój = (#'T,,éT,)T temos, de (4.13) e da suposição de

normalidade, que

. :.-«(«.-,,t,.),
são independentes, onde pj e E.f são como em (4.5) e Wk(m, A) denota. a. distribuição de

Wishart k-variada. com matriz de dispersão A e m graus de liberdade. Sob a parametri-

zação ortogonal temos que

la.ózJ

8', Ó.(Pj) 8,,)" e ãz, .É,(Êj) 8.j,Õj)'

com Ej = S«, , de onde segue que

i) ét, - Zj -., /V2(éz,,, ' Ej) e ii) #'L, e d'Z, são independentes.

Sd' é = (Ói,Ó11)', o«de ét = (Ó;l.,...,Ó;.)' e éz = (Ó:l.,...,Óll.)'. E«tã'

ét = (ÓI,,, . . . ,Ó;.)T e #'r = (#'z., . . . ,Ó;l.)T são independentes e él -' N2h(él,E(*)),

onde E(*) = Dias(;l-Ei,...,;:-Ek). Agora, para cada .j = 1,...,k, a distribuição de

éz, depende da distribuição de Sn, e, conseqüentemente, a.s distribuições de #'3j, Ó4j e

/% dependem da distribuição S«, para ambos os casos de identificabilidade. Como, sob

normalidade do modelo S«, '"- W2(nj -- 1, Ê-Ej), tem-se que (ve:ja Muirhead, 1982)

i) S9}.x = S -- s#?/sgk é independente de (sP},sgk)T,
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ii) «jSPI,*/a9}.x - À«,-,'

onde o-P}..x = o},},. «l?/«l?l;:

:::, ';*,''*,, - ~ (É'"*, +'*;) ,
:«, "';:;F - *:,

s93, ,
"j;m' - x«,-:l e

Note que sob a condição de identificabilidade À,, , conhecido, temos que

*;.-'»,,*,,.*,.*, *.,-A . '.-(T)g
com EMV dados pot

'É'j (À,, + i)s9}.*,
sgl.,

À,:;, + l '
'ó'j

Ã v)g,
, k, respectivamente. Assim, usando as propriedades i) i«), t.mos q«' (vda

Arellano-Valle, 1994)

1) Ó3j e é4j são independentesl

:, "''A" - *:,., ' «.â - c,--;

;, *:'' - «., - «, 1., q;'l , --. . À,jó' '

', ' - : (,.,A;«' ,),
,k
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4.3 0 modelo estrutural elíptico com mais de uma
população

4.3.1 Introdução

Os modelo elípticos, dos quais o modelo normal é um membro pa.rticular, têm sido

motivo de numerosas pesquisa.s nestes últimos a.nos. Por exemplo, no contexto dos mo-

delos lineares, vários autores têm usado estes modelos para. explorar as consequências

de se considerar os erros do modelo tendo distribuição com caudas mais pesa.das que a

distribuição normal, como por exemplo, a distribuição t-Student. Contudo, como visto

no capítulo 2, apa.recém duas formas de especificar o modelo estrutural elíptico quando se

tem uma. população:

i) Modelo elíptico dependente: assume que os erros têm distribuição conjunta elípti-

ca, de modo que eles podem ter covariâncias nulas sem serem independentes. Para

este modelo, veja por exemplo, Zellner (1976), Ghosh e Sanha (1980), Anderson et

,1. (1986);

ii) Modelo elíptico independente: supõe que os eri'os (ou as observações) são inde-

pendentes e têm distribuição marginal elíptica. Para este modelo veja, por exem-

plo, Lang, Little e Taylor (1984), Taylor (1992), Kano, Berkane e Bentler (1993) e

Arellano-Valle (1994).

Com o intuito de estender o modelo definido em (4.5) a uma versão elíptica, vamos

considerar pa-ra tais extensões as especificações para- o modelo elíptico quando se tem uma

populaça.o, isto é, as extensões vã.o depender da distribuição conjunta dos zi:í, eij e uij,

como veremos na. seção seguinte.
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4.3.2 Especificação do modelo estrutural elíptico para mais
de uma população

Note que o modelo em (4.1) pode ser escrito como

ZíÍ = aj + B.fr{.f, (4.33)

,É, { = 1,. . .,nj, então, similarmente ao modelo normal, a especificação da.

distribuição de ZÍj depende da especificação da distribuição de rij. Neste trabalho vamos

supor que para cada. .J = 1, . . . ,k, os rlj,. . . ,r«,j são não correlacionados e que rij

E/3(l7j, Qj; Ó), i= 1, . . . , n.j, onde

) .
Além disso, os rij correspondentes à.s observações de populações distintas são não corre-

lacionados, isto é, Covjrij,ri«l = 0, .j,m = 1,. . . ,h, .j:# m, { = 1,..., nj, Z = 1,.. .,nm.

a2 0 0
' z ' '

0 a2 0
' ' eJ '0 0 a2

' ul

qj - :'

Sda

r

(4.34)

, .j = i,...,k,

Então, vamos considerar três possíveis extensões do modelo sob normalidade para modelos

elípticos, a saber,

(4.35)

(A) r - EZ;«(q,Q; é);

(B) r -' EZSl?(q,O;Ó) $rU :# Z3«,(qU,Q(.O;Ó),.j = 1,...,k;

(C) r E/!/O(q,Q; Ó) + r(.D ''' EZ,«,(qm,Q(.n; Ó), .j = 1, . . . , k,
onde

. - I'l'' .i:, (4.36)

97



l7(j) ' in, ®l7j e Q(.Í) ' 1«, ®Qj,

com l7j e Q.j como em (4.34).

Em qualquer da.s três especificações temos que, desde que existam,

Zjrl = ?7 e Varjrl = aóQ,

(4.37)

(4.38)

Zjr(.i)] ' l7(.i), Varar(j)] ' aÓQ(j) e Covjr(j),r(j')] =o

.j,J' = 1,. . . ,k e j:# .j', onde aó = --2Ó'(0).

Em (A) os vetores r(i), . . . , r(k) nã.o são independentes. Esta mesma propriedade tem

a seqÍiência rl.j,. . .,r«,j, para. cada. .j = 1,.. .,h, a menos que se tenha normalidade.

Na especificação(B), r(i), . . ,r(k) são independentes, mas a seqüência rij,. . ., r«,j não é

independente. Finalmente, na especificação (C), a seqüência rij, . . . , r«ij é independente

para cada .j = 1, . . . ,k, e tem distribuição comum rÍj -, E/3(l7j,Qj;é), de modo que a

distribuição de r(j) não é elíptica.

Sob normalidade as três especificações coincidem. Por outro lado, se k = 1 (caso

de uma. população), então a primeira. e segunda especificações coincidem com o modelo

elíptico dependente e a terceira especificação coincide com o modelo elíptico independente

definido em Arellano-Valle (1994). Note que a amostra de tamanho nj da. .j-ésima po"

pulação pode ser colocada na forma Z(j) - (ZT,...,ZTj)T. Assim, de (4.33) temos

que

Z(j) = in, ®aj +(l«, e)Bj)r(j),.j ' l, ..,k,(4.39)

onde r(j) é como em(4.35). Além disso, a-s observações de tamanho n = ni+. -.+ nÃ; do

modelo em(4.33) pode ser colocado no vetor Z =(ZT),...'ZT))V, que por(4.39) pode

ser expresso como

Z = a+ Br, (4.40)
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1.. ma

1«* ® ak --('':'' «'', ..:..) (4.41)

e r e como em (4.3b ).

Assim, aplicando o Teorema A.3 do Apêndice A, em(4.40),(4.39) e(4.33) temos, sob

s especificações dos modelos elípticos, que

(A) Z - Er,«(P(*), E(*);ó) ,

(B) Z -, E/!?(p(*), E(*);@) «' Z :# EZ2«,(Pu,Eu;Ó) ,

(c) z -- z/!y)(p(*),s(*);ó) + zm - E/!?,(pm, xm;ó) ,

onde

a

:l:" ,i:, .l,lP(*) (4.42)

P(j)'laje)Pj, E(j)'ln,®Ej, pj=aj+Bji7j e Ej=BJQJB;,

, k (qj ' Qj são como em (4.34) e pj ' Ej como em (4.5)).

inversas das matrizes E(j) e E são dadas por

Si;l =1«, e)E;' e E'' = Diag(EÕI,...,Eã),

espectivamente. Assim, os velares aleatórios

T i:3/'(Z-p(*)), Tm -Si;l/'(Zu -pm) ' T:j -E;:/'(Z:j-pj) (4.44)

têm uma distribuição esférica, isto é, sob as especificações dos modelos definidos em (A),

(B) e (C), temos que

(A) T-'E/2«(0,1,«;Ó), n=n+...+,'k,
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(B) T-. EZ!?(0,12«;@) T '=' Er2«,(0,12«,;Ó),.j =l

(C) T - Z/!y)(0, 1,«; @) '» Tm - E/S?, (0, 12«, ; 'É), .j

respectivamente.

Note também que, desde que existam,

EJZI :: p(*) e varlZI ::: aóE(*),

,k,

,k,

(4.45)

isto é,

EJZ(.i)l = p(j), Variz(j)l = aóE(.j) e CovjZ(j),Z(j')l = 0,

j,j' . . ,k, j # j'

Similarmente ao modelo normal, temos que pala- cada .j = 1, . . . , k,

pj = p(0j) e E.j = E(0j), (4.47)

com 0.j =(aj,/z,,,a3},olÍ,,a3,,Pj)T. Sendo 0 =(OT,. . . ,Olr)T o vetar de parâmetros e sob

a hipótese adicional de existência de densidade do vetar Z = (ZT), . . . ' ZT))T, temos, sob

as especificações (A), (B) e (C), as seguintes densidades conjuntas:

(A) : PZ(Zj0) = IS0.0l-:/'/((Z -p(.)yr m(Z-Pn)
k f k !i \

ll lzjl-",/'/ l }: )l:(z:j - pj)E;:(z:j - pi) l ,(4.48)
{=i \.j=i 'i=i /

onde /(.) é uma densidade esférica em ]Ra", com n = ni + n2 + . . . + nk;

(B) : pz(Zj0) = ll Pz.,,(Zm/0j)

ll IXjl-"'/'p l }l:(z:j - pj)E;'(z:j - pj) l,(4.49)
;. l \ ;-- l /

onde g( ) é uma densidade esférica em R2"'
k nj

(C) : PZ(Zj0) = 1111 IEjl-'/'h((Zí.j -Pj)"E;'(Zij -Pj))
.j=ii=l
/ k \ A -..j

l ll lxjl-",/' 1 11 11 A((zij - pj)"E;'(zij - pj)),(4.se)
\.j=1 / .j=ii=i
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onde h(.) é uma densida.de esférica em IR2. Em qualquer das especificações acima, as

funções ./, g e Ã não dependem do parâmetro 0.

4.3.3 Identificabilidade no modelo estrutural elíptico

Sob normalidade, Wong (1991) e Nascimento (1994) provaram que o modelo (4.33) é

identificável sob as condições À., ou À,:;,, conhecido, .j = 1, . . . , k. Como no caso elíptico,

a. função de verossimilhanção para uma amostra de tamanho n = ni + . + nJ; é dada por

(4.48), (4.49) ou (4.50), dependerldo do modelo que será objeto de estudo. Assim, a dis

tribuição de Z depende de 0 =(0:,..., Olr)T através de p(0i),. . .,P(0k), E(0i),. . . ,E(0k),

com 0j = (c-j, p,, , a:j' a:, , a', , Pj)T . Como as observações são não correlacionadas através

das populações, então a identificabilidade do modelo elíptico sob qualquer das três especi-

ficações depende da identificabilidade em cada. uma das h populações, que corresponde a

cada um dos A modelos estruturais elípticos serem não identificáveis (veja Arellano-Valle,

1994, p.190). Assim, segue que qualquer dos modelos estruturais elípticos sob as especi-

ficações(A),(B) ou(C) é não identificável, pois, por exemplo, se 0j =(1,1,1,1,1, 1)T e

0; =(3/2, 1,2,3/2,0, 1)T, .j = 1,.. .,A, então temos que

pO.)(0) pn(0*) e E(4(0) m(0*),

d.d. q-p(Oj) -p(O;)-(?) 'E(oj) - S(O;) -( ' : l,p.''t'd..í= i,...,k.
Contudo, sob as condições À., ou À,,,, conhecidos, .j = 1, . . . ,k, temos que os mode-

los sob as especificações (A), (B) ou (C) são identificáveis pois sob estas condições de

identificabilidade 0j fica com um total de cinco parâmetros (como em (4.15)) e, logo, sob

qualquer das três especificações o modelo em estudo contém 5k parâmetros. Por outro

lado. como

«,- l;Ç:l . , - ,.'.,- l :E{ ê! l, (4.51)
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.j :: 1, . . . , k, temos que

(0:, , 0:')" --> (P(0-). E(0-), , P(0*) , E(0*))

é um a um, e esta aârmação ga.unte a ident.ificabilidade do modelo estrutural elíptico sob

qualquer das três especificações.

Sob qualquer das duas condições de identificabilidade temos sob o modelo elíptico com

a especificação (A), com / decrescente em (0, +oo), temos que os EMV de p(*) e E(*) são

dados por

p('') 'p(*)W e E(*) ' ;;E(*)«,' n'ni+ .-+ni;, (4.52)

respectivamente, onde ;2(..)W e E(*)W são os respectivos EMV sob normalidade, p = 2

(dimensão de Zij e p < nj) e u.f é o máximo da função u"p/'/(u). Por exemplo, se ./:(u) =

k(p, p){p + ul'("+p)/2 que corresponde ao modelo t-Student com p graus de liberdade, é

fácil ver que u/ = np, para. todo p > 0. O resultado acima é consequência do Teorema l

dado em Anderson, Fang e Hsu (1986) (veja também o capítulo 2, seção 2.6). Assim, de

(4.52) temos para .j ' 1, . . . , k, que

(4.53)

Similarmente, sob o modelo elíptico com a especificação (B), com g decrescente em

(0, +oo), temos que os EMVs de pj e Ej, são obtidos a partir das equações

p(j) 'pW(j) e E(j) ' EW(Í),

.j = 1, . . . ,k. Assim, o EMV de pj e Ej são dados por

. Ê,- pies«,,

.j = 1, . . . ,k. No modelo elíptico segundo a especificação (C), os EMV dos parâmetros

não têm uma forma fechada. Neste caso, sugere-se usar algum método de aproximação.

g

g

(4.54)

(4.55)
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4.3.4 Matriz de informação e parametrização ortogonal

Seja Z, = L(0), 0 = (0r, . . . , Olr)v o logaritmo da função de verossimilhança do modelo

estrutural elíptico definido nas especificações da seção anterior. Então,

E$::(-?) 1og Ejl+ loK/(llTll'), n' "s'(A),

z, - l Xf..(-?) i.glEjl -+EZ::l.gs(llVmll'), "' ":'(B),

i:lÍ;:(-?) log IS.ÍI + Xf;: EZ. Ioga(llV:jll'), - -s'(C),
onde T, T(j) e Tij são como em (4.44). Note que

k k nj
IVll' = )1: ljVmjj: = 1: 1:11Tíjll'.

.j=i .j=ii=l

Assim, se 0j =(Oij, 02:f, 03j, 04j,Pj)T, .j = 1,. . . , h(como em 4.15), temos que

ã) -- «',o ;t"-n', --« w),

â- l(';'©) --«'.,oi'..,ii''á;u-«,n', --;. w,
ã) --*. «,o'«nn;tu-.n', --« m,

Z = 1,2, 3,4,5, onde

wk(«) - ii.gk(«)- ill:, «;:o, k-.f,g,A,

(4.56)

<?ll:;u = --2l:-X-i/zV - TTE-i/2lgilE-i/2T

q.:ililr g111Xi;l/'VU - T&)EÕI/'1l:làEi;l/'Vm

11y2iE = -2i:i-X;'/'V., E;i/ag:iS;:/'V:j .

De (4.56) segue que

ajjTll' ll'
poli aotj Í aelj

103

e

(4.57)



Também, de (4.42), temos que

a-:.,«ã, a-«.-;(.,.

h-:«,«k, g --:-:(.'
e, cor)seqüentemente, de (4.42) e (4.43), segue que

:, ,;%-.:;;1., ,,;;%, ,.l --:-;l., .,:«,«»;'.,.,.. ,.l
, R,; h - k,;;a - «.g-;:Z

-:, « 1,; RI - « l,;;nl - «.« (,;'ãl
:«, « 1, W,; al - « l,;;R,;;21 - «,« 1,;'a»;'nl
p;-; o (ol'',.. . ,ot)", ;ü'

«.',-(, [â#]), ','- ,,...,*, '-.'*,
a matriz de informação do modelo estrutural elíptico definido segundo as especificaçéos

(A), (B) ou (C). Então, usando a simetria das distribuições de T, T(j) e Tij juntamente

com (A.13) e (A.14), do Apêndice A, segue após algumas manipulações algébricas que

K(0) i.KJKm,.. . ,Kml, (4.59)

:'"' -«'',,-.*'e,- I'lââll, ,,«-:,...,',

konde para cada. .j = l ))

(4.60)

com

Ã'l.li '" «p, n3:';'
*v IMh«',,,, ;l« l,;'âl « l»;'al
*#h«*'', ,,'. (,;' ã,;'Ê) ,
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Í ZI(W/(llTll'))'jjVll''l, «o c.se(A),

ak(r,s) = 1 EI(Wp(ljT(j)ll'))'ljT(j)ll''l, no caso (B),

l zl(uó.(llv:jll'))'llv:jll''l, «o c-se (c)

no caso (A),
no caso (B),
no caso (C).

Para facilitar a inferência nos modelos elípticos, vamos considerar a parametrização

ortogonal que foi derivada para o modelo normal (seção 2), isto é, para cada .j = 1, . . . , k,

)

2 r 2 s, er,s = l )

(4.61)

(4.62)

i= ÇQi) Ç$*i,$,i.ó;i,+.i,í3à' .

onde Óij, / = 1, , 5, é como em (4.20). Daí, segue que

pj = p(él,) e Ej E(éz,), (4.63)

+L, = Ç$~,,Ó,à' e +E,= Ç#.i,Ó.i.l3à'

são ortogonais, isto é, a. ortogonalidade de éz, sob o modelo normal é preservada nos

modelos elípticos sob qualquer uma das três especificações. Agora, desde que ISÍI

Ó3jÓ.j, temos que

« 1,.21 - « 1,;' Ê,;:âl - ., ' - ;,',

o que implica que, para /3j é ortogonal a (Ó3j, Ó4j)v, .j = 1, . . . , k. Contudo, nos modelos

elípticos a ortogonalidade entre Ó3j e 'É4j não é necessariamente válida. (veja capítulo 2

seção 2.5).

Seja K = K(é), é = (ÓT,. . .,ét)T a matriz de informação sob a parametrização

ortogonal, de modo que de (4.60), (4.63) e (4.64), temos que

(4.64)

K = Dias(l((i), , K(k)), (4.65)
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onde agora K(j) = K(éj) = Diag(Kz,,,Kzj) é a matriz de informação correspondente

à .J-ésima populaça.o, com KL, e Kz, sendo as submatrizes de informação relativas aos

parâmetros ét, e ézj, respectivamente. Estas matrizes são dadas por

/í.,-!«*(2,i)r-Lzj) , .j ..,k, (4.66)
' P \.nj ,/

e

Kz, = (/rÍ,2), /,m= 3,4,5, (4.67)

onde

ç l#ih «*p, q -

#,«*P,D (:})'' , ', « - ' Ü';, - "D,

0, Z = 3,4, m = 5 ou J = 5, m = 3,4,

com o'ã, como em (4.25), álm é o delta de Kronecker, ak(2,2) e p são como em (4.61) e
(4.62), respectivamente

4.4 Testes assintóticos modiH.cados por correções ti-
po Bartlett

4.4.1 Introdução

A utilidade dos testes assintóticos, como por exemplo as estatísticas da razão de ve-

rossimilhança (G), escore (S) e de Wald (W), podem ser limitadas em algumas situações

práticas, uma vez que elas requerem amostras suficientemente grandes para que a dis-

tribuição da estatística do teste seja mais próxima da distribuição da estatística de re-

ferência. Contudo, em problemas que envolvem uma função de verossimilhança regular,

isto é, quando é permitida a. troca de derivadas da função de verossimilhança com respeito

aos parâmetros com integrais sobre o espaço amostrar, a aproximação das distribuições das

estatísticas G e S com a distribuição de referência qui-quadrado pode ser melhorada em
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mode[os com distribuição a.mostram contínua, multiplicando-se estas estatísticas por favores

de correção do tipo Bartlett. Este procedimento foi originalmente proposto por Bartlett

(1937) para o teste de homogeneidade de variâncias em populações normais. Posterior-

mente, Lawley (1956) deseílvolve o fatos de Bartlett da estatística G num contexto bem

geral. Outras referências neste contexto são, por exemplo, Hayakawa (1977), BaTndorfT,

Nielsen e Cox (1984), Cordeiro (1987) e McCullagh e Cox (1986). Recentemente, Cordeiro

e Ferrari(1991) mostram que o procedimento também pode ser aplicado à estatística S,

mas neste caso o falar de correção obtido é uma função polinomial de segundo grau na

própria estatística. A conclusã.o comum destes a.utores é que para amostras finitas, em

particular em amostras de tamanho moderado, as estatísticas corrigidas deverão ter um

melhor desempenho que as respectivas estatísticas originais, uma vez que as estatísticas

modificadas têm distribuições mais próximas da distribuição qui-quadrado de referência

que a não corrigida.

Para as estatísticas corrigidas, tal aproximação é garantida pelo menos até ordem

n-i (n tamanho da amostra), no sentido de que sob a hipótese nula Ho as funções de

distribuição acumulada (FDA) destas estatísticas coincidem com FDA qui-quadrado de

referência, até ordem n': (ignorando os teimou de ordem inferior a n'').

Os favores de correção destas estatísticas são funções de cumulantes conjuntos de de-

rivadas (com respeito aos parâmetros) até quarta ordem do logaritmo da. função de veros-

similhança, de modo que suas derivações podem envolver manipulações algébricas muito

trabalhosas em alguns problemas particulares. Este fato tem motivado diferentes traba-

lhos com o propósito de obter fórmulas para estes fatores de correção que sejam de fácil

implementação computacional e que englobe um número amplo de modelos probabilísticos.

A aproximação da distribuição da. estatística da razão de máxima verossimilhança

G sob a hipótese nula Ho para a distribuição qui-quadrado pode ser melhorada utili-

zando o favor de Bartlett via o procedimento de Lawley (1956), que muitas vezes é um
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procedimento que t'equer um processo extenso de manipulações algébricas. A principal

contribuição desta seção é mostrar que este favor sob o modelo normal pode ser obtido

para algumas hipóteses avaliando-se diretamente o valor esperado de G sob a hipótese

nula Ho, onde a esperança de G sob a hipótese nula será denotado por Eol(H. Extensões

são consideradas para os modelos elípticos segundo os enfoques (A) e (B). Apesar deste

método nem sempre ser aplicável, pois depende de uma variável aleatória T, que nem sem-

pre tem uma distribuição fecha.da. que permita a determinação de Eojlog rl. Contudo, o

fator de Bartlett, usando esta nova. metodologia considerada em Arellano-Valle e Bolfarine

(1995), não depende dos parâmetros do modelo em situações onde pode ser aplicado.

A seguir apresentamos, de forma resumida, o procedimento de Lawley (1956) pala a.

obtenção do favor de correção de Bartlett. Seja Y um vedor aleatório de dimensão n, com

logaritmo da função de verossimilhança Z,(0) = 1ogPr(Yj0), 0 = (01, . . - ,0,)T e seja 0

o EMV de 0. Então, Lawley (1956) expande a função 2lZ,(Õ) -- L(0)} em torno de 0 e

mostra que

El2tl(Õ) - t(0)}l '.+ 0(n''),(4.68)

onde e. é de ordem n'l e depende de cumulantes de derivadas do logaritmo da função de

verossimilhança referentes ao vedor 0.

Considerando a partição 0 como 0 = (Of, 0;)T, onde 02 é um vedor de dimensão q, o

interesse é em desenvolver a correção da razã.o de verossimilhança para testar a hipótese

composta /]'o : 02 = 0o contra .fJ'i : 02 # 0o. Seja 0 o EMV sob Ho. Então, procedendo

similarmente para 2l1(0) -- L(0)}, temos que

zl2lz, (o ) Z,(0)}l e,-, + O(n''), (4.69)

onde ep-q é de ordem n'i e depende dos cumulantes referentes ao vetor 01 de dimensão

p -- q. Se (; é a estatística da razã.o de verossimilhança para o teste de /7o : 02 = 0o contra
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/Jt : 0z 7é 0o, ente.o, notando que

G' - 2ll(õ) - L(0)} - 2ll(õ) - Z.(0)}(4.70)

a sob a. hipótese nula H., segue de (4.68), (4.69) e (4.70) (lue

EolC;'l + 0(n''), (4.71)

e tomando a esperançS

onde

d - l:(', - ',-,) (4 72)

é um termo de ordem n'' (d = O(n':)). Assim, segue que a. estatística G vezes o favor

de Baltlett(l + d)': ou(l -- d), isto é,

G* + d)''G' o« G'* (4.73)

éta[ que sob a hipótese nu]a, Z.]a*] = q+O(n''). Note que sob Ho, Eo]G] = q+O(n':)

e G* tem distribuição assintótica X2, uma vez que G tem distribuição assintótica X2

Lawley (1956) também mostra que sob Ho, EolG*"l = p. + O(n''), m = 1,2,. . . onde

P. = q(q + 2) . . (q + 2(m -- 1)) é o momento de ordem m da distribuição X', enquanto

que Zla"l = p. + O(n''), m = 1,2, . . . Isto prova que sob Ho a estatística G* tem seus

momentos mais próximos dos respectivos momentos da estatística de referência X2 que a

estatística não corrigida G.

A obtenção do valor esperado de G sob a hipótese nula .flo é baseada na função

digama, que é definida a seguir: Seja V uma variável aleatória com y «' Ga(a,b), onde

Ga(a, b) é função gama com parâmetros a e b, tal que Z[VI = a/b e VarjV] = a/b2. Então

Ejlog(y)] = Ú(a) -- log b, com V, sendo a função digama (veja Abramowitz e Stegun, 1965)

Algumas de suas propriedades são:

V,(m) - 'P(m-l)+;;:3-,

«,''«, - ;"'«)-- ;« («-- ;) ---.::,

@(«.) - l.gm - 5= - Í5i? + O(m'')

(4.74)

(4.75)

(4.76)
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Lema 4.1 Seja d, a /urzção dágama e n = ni + + nJ:. Erztão

:,«("F) tl --..«;'l,.-:, ,',

*«I';l-,..;;-11 -:-'K'W"'
2+0(n

Prova: i) De (4.74) e (4.76), temos que

*("i-') T--..l";t-'l nj -

2

- .« i, * ti - : ii: * li': *, i« - :i''i
Agora, das relações (veja Arellano-Valle, 1994),

i - 5ÜÇ'ti-P + o(«;D

à (: * t)'' * .'«;',.

l l
+ O(m';)+

2m2
r 2=-+0

e 1+-! + 0(m''

temos que

* ("#) - «.;T t *ü * ''«;', -: [; *t * ..«;']

-@l: --'(«;nl-'-'(«;s

[[-, t*..«;',]
ii) De (4.74), (4.75) e (4.76), segue, após algumas manipulações algébricas, que

«(' ;:'1 * * 1%'l
- « (ç * {) * * (y) 2

-- 2 1og =k l 2n
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2ú(" - k) - 2 i'g 2 - ;í:i:T

' lv,(«)

2ú(" ) - 2 ;ll ;.!= - 2 1og «

''.:«.-i-ú ,s
(: - i)':
(: *i * ''«-',) * ''«-;,]

aLL99-:Eg - m + O(«'nl

1-« - * - 'u'qL""
Notemos que se n - ni + . . ' + nk, então

k

:: 0(n;') + 0(n'') (n:'),

nl$j$kÍnj].. Com efeito,
k

ÍI''«;'' -- ''«-', - . (w'«;',) -- ''«-',
.((.@.«.')''l -- ''«-',

O (m-{«;', «-'})

O ((mi«{«*, «})'')

0(n;')

onde n* m]

2 1og n + 0(n''
n -- 3

(4.77)
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4.4.2 0 teste da razão de verossimilhança para a hipótese -/7o

l3i = 13üj, :l = '\- , . . . . k

Consideremos primeira.mente o modelo definido em (4.1) sob normalidade e sob a

parametrização ortogonal definida em (4.20). Suponha que deseja-se testar' a. hipótese

nula H. : /3j - /3jo, onde Pjo conhecido, .j = 1,. . . ,k, usando a estatística da razão de

verossimilhançar

G - 2(L(8) - L(8)), (4.78)

onde Ó e é são os EMV sob o modelo não restrito e restrito (sob Ho) de #', respectivamente,

onde é = (ér, . . . ,Ó:)T, com éí = (ói.f,4'2j,Ó3j,'Ó4j,Pj)T como em (4.20) que pode sei

escrito por ÓI ' (#'T,,ÓT )T, onde éz, e #'z, são como em (4.21). Então, sob o modelo

normal segue que no modelo não restrito, os EMV Ólj de @lj, / = 1, . . . ,5, são dados por

(4.28), (4.29) e (4.30). Por outro lado, os ER4V sob Ho de #'lj, / = 1, . . . ,4, são dados por

Ói.j = al;(/3oj)S«,Zizj(aoj), / = 3, 4,

Agora, de(4.32), temos que sob Ho, S-, ,- W2 (nj(ézJ)Ü , com é%, =(#'3j, #'4j'/3oj)T;

então, das propriedades da matriz Wishart(h'luirhead, 1982) segue que

nÍléy. -Xl:,.., /=3,4.
' @'l.j

Por outro lado, temos que sob a hipótese nula Ho a estatística da razão de verossimi-

Ihança G (definida em (4.78)) tem distribuição assintótica XÍ

(4.79)

(4.80)

Teorema 4.1 Sob o made/o norma/ e a cona ção de identl»cabe/idade À., ow À,j, .j =

1., . . . ,k, conhecidos, a estatística da razão de uerossimithança G e sua estatística corrigida

G* para testar Ho são dadas por

:nj (log(8,jã,j) - i'g(8,j8-j)) e G* = (1 + d)':G,
lJ

(4.81)
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r/ -- \

ÊIÍ 2n:jk

Prova: Substituindo os estimadores ÓI e éj dados em (4.78) e após algumas manipulações

algébricas, temos

onderespect lamente,.s e
A

(4.82)

G
k - - - .

}: nj llog IE(éz,)l - I'g IX(#'«,)ll{::1
h

lJ

onde

Gi - «j li.g(ã,jã.j) i'K(8;jã.j)l

é a estatística da razão de verossimilhança correspondente à .j-ésima população. Arellano

Valle e Bolfarine (1996) mostra.m que sob Ho

".''.] - «. l« ("i!) - «, ("?)l - : -- V -- '(«;''

cuja demonstração é similar à prova do Lema 4.1. Assim, temos que
k k K

z.]a] z.lc'jl + o(":'),

onden* = minl$jÉklnj}. Então, de(4.73) aestatístícacorrigidade Gé dada por G* '(l+

d)''G, com d como em (4.82). Assim, G* tem distribuição mais próxima da distribuição

qui-quadrado com h graus de liberdade que a distribuição de G. O

(4.83)

Note que o resultado anterior coincide com o resultado de Wong (1991), obtido usando

um método diferente de aproximação sob a condição de identificabilidade À., , .j = 1, . . . , k,

conhecidos (À., = 1) e por Bolfarine e Nascimento (1992) sob a condição de identificabi-

lidade À,i, .j = 1, . . . , k, coíthecidos. Em ambos os resultados o favor de correção é obtido

utilizando o procedimento de Lawley (1956) descrito na. seção anterior.
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Seja GZ a estatística da razão de verossimilhança correspondente ao modelo estrutural

elíptico seguindo o enfoque (A), (B) ou (C). Pol exemplo, sob o enfoque (A) o logaritmo

da função de verossimilhança pode ser escrita como (veja (4.12) para- o caso normal)

(4.84)

Agora, supondo que ./ é uma função contínua e decrescente sobre (0,+oo) temos que

os EMV de p.Í e Ej sob o modelo não restrito são dados por (4.53). Substituindo estes

estimadores em (4.84), segue que

"@ - Ê (-T) '.: =Ê«-, -'- ".:'(«J.

Por outro lado, sob a hipótese nula Ho, os EF\4V de pj e Ej são dados por

'.', -Ê (-:D -.: ' IÊ«.{«@;:;~) * ':. -«.'"-;''' -"''il

(4.85)

(4.86)

e substituindo-os em (4.ê$4) obtemos

"@,-Ê( TÉ«. -'--.:'(«a.
Assim, de (4.85) e (4.87) temos que, sob Ho

'. - ,*.'*, - .'*,, - Ê «. :.: (h)
onde @3j, Ó4j) é3j e Ó4j são os EMV sob o modelo normal.

)

(4.87)

(4.88)

D

Corolário 4.1 Soó o made/o e/ético correspondente â especiWcação Ía,) e a condição de

identi$cabitidade X., ou X,,, j . . ,k, conhecidos, a estatística corrigida de Gn é dada

por

al + d)''Gz,

onde d é como no Teorema 4.i
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Prova: A demonstração segue de (4.88) e do Teorema 4.1 D

Agora, sob o modelo elíptico segundo o enfoque (B), o logaritmo da. função de veros-

similhança é dada por

'@ - Ê(-T) :.;t'.i+E-.:«(«.{'-w;:'.J -'-@. -«J" ;: -«J}).j=1 \ " ' .j=l
(4.89)

Assim, supondo que g é contínua e decrescente sobre(0,+oo)(lembremos que g(.) depende

de .j, pois é a. função densidade esférica em Ift,2"'), temos que os EMV de p.Í e Ej sob a

hipótese não restrita são dados em (4.55). Substituindo estes estimadores em (4.89),

obtemos que

g

'.õ, - $ (-?) -.: T:«. '-:l:.:.'«,,.
Similarmente, sob Ho, temos que os EMV de pj e Ej são dados por

. É,- ZlieEw,

respectivamente. Substituindo-os em (4.89), segue que

'.8,-Ê( T:«. ''';l-.;.'«,,.

f4 qí)\

(4.91)

(4.92)

Portanto,

'. - Ê«. .: (É) , (4.93)

a prova segue de (2.62).

Corolário 4.2 Sob o made/o e/zbtíco correspondente à especiWcação rB) e a cardação de

identi$cabilidade X., ov X,,, j = 1.,. . . ,k, conhecidos, a estatística corrigida GE é dada

al + d)''Gz,

onde d é como no Teorema 4.1.
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Prova: A demonstraçã.o é análoga à do Corolário 4.1. []

A seguir, sob a condição de identificabilidade À,, = 1;?, .j = 1, . . . ,k, conhecidos e

.r2j, .j = 1,. . . ,k, conhecidos, vamos considerar a hipótese nula Ho : /3j = Poj,

, k, com /3o.i conhecido sob o modelo normal. Clom efeito, sob a parametrização

2

ortogonalT

Ó3j ' 'x'.Pj.'gj + (À,, + i)'''3,

$4i = ISj

temos que o logaritmo da função de verossimilhança pode ser expressa. por

.OH - g:(-T) -.: i,.i - ;g:«. {*-p;';.J -- @. -"J"';'@. -«J}, o."){=i ~ ' ' ' j=l

de ISjl = @3ja2j, de modo que os Eh4V sob .fri são dados por

,,-;, *,.-'*,,*:,',,.* . '-(T)g.
Por outro lado, os EMV sob a hipótese nula. Ho são dados por

Pj Pj . 8,j À,, + i)SP} -2(À,.Poj)SK+(À, p.jr.x:lÉf'i'

Logo, substituindo estes estimadores em (4.12), temos que

'ü - ÊI( .: ,,«ga-T*.(';'ü');.,)l

ÊI( :.;'*«.:,,-?l:* Jhll
'.*, - Ê l(-:n -.:'*«':,, - :? 1: * J%ll

.j )

on

e

(4.95)

(4.96)
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onde

Teorem quee

k

«.©-*i,., ' "'©-*:,-:.
Assim, de (4.78) e da.s igualdades acima, segue que

Portanto, sob a hipótese nula Ho, temos de (4.97) e da demonstração do

Ê«.{« ("#) «("#)}
Ê (: *â * ''«;')

k + E ;:-- + 0(n:').' 2Í 2nj
Assim, a. estatística. corrigida G* de G é dada como no Teorema 4.1.

O teste acima foi estudado por Wong (1994) sob a. condição de identificabilidade À.,

!S-, .j = 1, . . . , k, conhecidos (À., = 1) e agj, .j = 1, . . . , k, conhecidos, usando um métodoau.i

diferente de aproximação.

Nas seções seguintes, examinaremos os testes da razão de verossimilhança para as

hipóteses

k
G' ) .k

,..« - Ê«.{,.[-.: logÊ Ê

(4.97)

(4.98)

a 4.1

Ho

Ho

j = i, . . . , x;,

e Ej = E, .j = 1,...,k,

(4.99)

(4.100)

onde pj e E;f são como em (4.21) e (4.22), respectivamente. O estudo será baseado sob as

condições de identificabilidade À., ou À,,, .j = 1, . . . , k, conhecidos e sob a parametrização

ortogonal definida em (4.20). Note que as hipóteses nulas definidas em (4.99) e (4.100)

sao equivalentes a

Ha: Bi= 13,Ósi= $a,$43= Ó4, 3= \,....k,
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e

Ha '. Ó\, = d)\,'b'zi ba.#.i= bs.ü4j b., l3i = 13, :i = 'L. ,k,

respectivamente

4.4.3 0 teste da razão de verossimilhança para a hipótese .Ho
S.j = S,.j = í,...,k

Sob normalidade, o logaritmo da. função de verossimilhança. Z,(é) pode ser expressa

como em (4.94). Assim, sob o modelo não restrito, temos que os El\4V de pj e E:Í são

dados como em (4.13) e substituindo em L(é), temos que

'.õ, - Ê (-T) '.;'8;,*.., - «.

Pot outro lado, os EMV de éJ sob a hipótese nula Ho são dados por

(4.101)

P:f iij = P(#'L,), d'i = alr(Õ)Sai(#), Z = 3,4,

com # sendo a raiz da equação

a:' (ã)sa. (Õ)

o«de S é como em (4.11) e S N W2(n -- A, iX), « = n: +

éz = (Ó3,@4,/3)T. Notemos que S pode ser expressa como

Sx* \
Sxx l

+ nk, com E = E(éz),

Srr
(4.102)

onde

l k n.j l k nj

s** - iEXm. - E)', s.**' - :- EE(x:
s.*.* - :-EE(x:.

j Xj)(Xj - }'j) e
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o que implica que, sob Ho,

'P3@4 IE(éz)l = Srr.xSxx, (4.103)

onde Sry.x = Sr}, -- Slr/Sx'a . Assim, de (4.100), e das propriedades da matriz Wisha.rt

(veja Muirhead, 1982), temos que

:#-*:-*-: . «E-*:
são independentes, onde oyy.X = oyl' -- oâr/c,xx. Além disso, sob Wo, temos de (4.103)

e (4.104) q«e

k (4.104)

'. [-.; (:=n)]
,. 1 .; (:=)1 -- '. 1 .: (E)l
* I':f:'l * * lb'l

onde na última igualdade usamos o fato de (lue se V -- G.(a, b), então E(log y) = V,(a) --

logo, com V, sendo a função digama definida na seção 4. E fácil ver que neste caso a

estatística da razão de verossimilhança G tem distribuição assintótica xâ(k-i)

'. [ .; (É)]

(4.105)

Teorema 4.2 Sob o modelo norma/ e a corzdição dc dentlWcabá/idade À., ou À,j, .j ::

\, . . . , k, conhecidos, a estatística da razão de ue.rossimilhürtçü G e sua estatística corrigida.

G" para testar Ho são dadas por
k

6' e G* + d)''G, (4.106)

respectzuamente, onde

'-«hLÊ:- ], «-«-*...*«*.
(4.107)
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Prova: De (4.103) temos que sob a hipótese nula Ho

'@, - Ê (-T) :.:'õ,*.' - ;';',-:@.);'
$ (-T) -.:'õ,*., - «.

Assim, de (4.101) e (4.108), temos a primeira parte da demonstração.

Por outro lado, de (4.105) e (4.83), temos sob a hipótese nula Ho que

'.''« - Ê«l,.l.«lüll -,.l,«Ihlll
« l« I':;:'l * « I'?l - , ,.; ;l
Ê «. [* ("#) * " ('#) - : ".: T]

Usando o Lema 4.1, obtemos que

«. [« ("#) * « ("?) - , -.; T]
-«,{[«("#) -*('#)] -,[«("?) -.:T]}
(, *ã * .'«;', * ' *â * '.«;',)

0(n; ') .6n{ ' '

Assim, de(4.77) e(4.109) juntamente com ii) do Lema 4.1, temos(lue

'a.[q - -" - ; - Sê-t..nht3LU + o(«'D +" + E:i + o(«:D

IÊ : - "* * :": * :' * :l * .'«;',

Portanto, a estatística G* = (1 + d)''G tem distribuição mais próxima da distribuição

X3(k-l) que a distribuição de G. O

(4.108)

(4.109)

l
3(k - l) +

6

Seja GZ a estatística da razão de verossimílhança sob o modelo elíptico (como na Seção

4.4.2), os resultados seguintes são enunciados para o modelo elíptico.
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Corolário 4.3 Soó a made/o ezzptzco correspondem.te a especzÜcaçao (A7 e swp

Xei OK X jl i \\' . . ,k, cona,ácidos, a estatlsttca corrigida de GE e dada por

GÊ; + d)':G'z, (4.110)

on,de d é corno ?LO teorema 4.z

Prova: Sob a hipótese não restrita, temos que L(é) é dado por (4.85). Além disso, sob a

hipótese nula, temos que

P,-P,-% . É-x($,)-=Ê",
onde É/y = S (definido em (4.11))l logo, substituindo em (4.84) segue que

"M - Ê (-T) -.: ='';.) -- '.;'(«J.
(4.111)

Assim,

'« - Ê«. .: (ã)
onde éa, Ó4, Ó3j e Ó4j, .j :: l,. . .,k, são os EMv sob o modelo normal. Assim, pelo

Teorema 4.2, temos que Cb =(1+ d)''Gz, onde d é como em(4.107).[]

4.4.4 0 teste da razão de verossimilhança para a hipótese -Ho

p.j = p, Ej = n,.l = i,...,k

Como na seção anterior, trabalharemos sob a parametrização ortogonal definida em

(4.20) e com as condições de.idetificabilidade definidas em (4.14). Nesta seção estamos

interessados em testar a hipótese nula Ho : p.j = p, Ej = E, .j = 1,...,k, usando

a. estatística da razão de verossimilhança G que neste caso tem distribuição assintótica

Xs(k-i) Com efeito, de (4.27), os EMV sob Hi de ÓJ, .j = 1, . . . ,A, são dados por (4.28),

(4.29) e (4.30), e os EMV sob Ho são dados por

ií - Z = ;. >: njZj, ,' = "i + + nh,

ÓI = alr(Õ)S(«)ai(#), / = 3,4

l ÍI l

A

lJ

)

(4.112)

(4.113)



onde
l k n.j

s(«) }ll:(z;j Z)(z:j - Z)
'' ;-l ; l

S(.)vv
S(«) },x iii:i l , (4.114)

com
l k n.j l k n.j

s(«)** - iEXmj - ]a:, s(«).** - :- EE(x:j - ©Wj - y)
e

l R 7t.7

S(«)** :- }: }:(X;j Xy,
''.j=ii=l

e o ElvlV de # é raiz da equaçã.o aT(#)S(«)a4(#) = 0. Note que de (4.113), (4.114),

juntamente com o fato que IE(éz)l = Ó3Ó4, temos que Ó3Ó4 = IE(éz)l = S(«)rr.xS(«)xx,

onde S(«)rr = S(n)yy -- S(«)Xr/S(,.)X.X . Conseqüentemente,

z,(ã) i.g(8;8,) -n

Além disso, sob Ho, Z «' /VZ(p, E) e S(«) -- W2(n -- 1, ' E), de onde, pela propriedade da

matriz Wishart, segue que

zgeo---*:., . !guu---*«--ayy.x aXX

Teorema 4.3 Sob o made/o rzorma/ e a condição de ídentlWcab /idade À... o% À,j, .j =

\, . . . ,k, conhecidos, a estatística da razão de uerossimilhança G e sua estatística modi$-

ca,da G* do teste Ha são düdcts por

k
G'

:b.i'b*i
. G* +d)''G,

l7

(4.115)

(4.116)

(4.117)

' - «b. IÊ : - {l
Prova: De (4.101) e (4.115) temos a expressão da estatística da. razão de verossimilhança

G. Agora, considerando (4.116) a definição da função digama @, a esperança de G sob

onderespectát;amante,r.s

rd ll R\
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Ê «1'. 1«« 1311
« [« (T) * «, (Ç) - ,-.; ;]

- Ê «, [« ("#) * " ("#) - ''.: T]
Das propriedades da função digama em (4.74), (4.75) e (4.76) (ou do Lema

k = 1), temos que

«[« (Ç)*«(Ç) ,-.;;]

ade acima e de (4.109), temos que

o(«'0 -'- '' -'. E : -- o(«;0

'@ - o -- li IÊ : - {l -- '(«:n.
Assim, G* = (1 + d)'' tem distribuição mais próxima da distribuição

estatística C;!.

Assim, da iguald

4.1, com

..-:

zolq

2
1 ) que a

D

Corolário 4.4 SoZ} o made/o e/z'ptÍco correspondente (i especlWcação Ía,) e À., ou À,,,

,k, conhecidos, a. estatística corrigida. Gu é da,da. 'por

al = (1 + d)':Ga,

com d como rlo Teorema 4.3

Prova: Os EMV Pj e Ej, .j = 1, . . . ,h, são como em (4.53). Assim, Z(#') é dado como

(4.85). Por outro lado, os EMV sob Ho são da.dos por

P= Z e Êj= !eÊ' :=-s(«)
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"@-Ê(
Assim, de(4.85) e(4.114), segue que

'« - Ê «. ,.; (á)
e pelo Teorema 4.3 temos que C'b = (1 + d)'' Gz.

+ log /(u.f). (4.119)

D

Note que para o modelo elíptico sob a especificação (CI) não é possível aplicar a me-

todologia usada. sob o modelo normal ou sob o modelo elíptico seguindo a especificação

(A), pala obter o fator de correção de Bartlett. Neste caso, sugerimos usar o método de

Lawley (1976), para obter o fatos de Bartlett. Note também que no modelo elíptico sob

a especificação (B) nem sempre é possível obter diretamente a. Zolq, como por exemplo,

quando testamos a hipótese nula Ho : Ej = E, .j = 1,. . . ,h. Um método alternativo

usar o método de Lawley (1976).
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C:apítulo 5

Conclusões

No capítulo 2 desta tese, estudamos a consistência e a distribuição assintótica da

matriz de covariâ.ncias amostrais S. de n vetores aleatórios Zi, . . . , Z., independentes

e de dimensão p, com vetores de média pi, . . . ,p., respectivamente, e com matrizes de

covariâncias iguais a Ell com distribuição não especificada tendo quartos momentos fi-

nitos. Estes resultados sã.o aplicados ao modelo ultraestrutural elíptico para estudar a

consistência e distribuição assintótica. do estimados obtido pelo método dos momentos e

do estimador obtido através do método de Mínimos Quadrados Generalizados (GLS). As

condições consideradas por Gleser (1985) para os parâmetros incidentais p,: , . . - , p,. sob

o modelo ultraestrutural normal são a existência de p, e o;l, > 0 tais que

v'ã(P, p,) --} 0 e y'ã(S;, a;,) --} 0 ,

onde ?i, e S;. são como na. condição S2. No entanto, acreditamos que é necessário

condições adicionais para garantir a convergência em distribuição do vedor Vec(S«), pois

a prova do corolário 4.1 em Gleser (1981) utilizado na prova da convergência em distri-

buição de S. não é válida. Para garantir a convergência em distribuição, consideramos

que os parâmetros p,. , . . , p,. satisfazem a condição adicional (veja seção 2.3 do capítulo

..x (P,* -- P,y ..} 0
l$k$«, n,

2)
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Em particular, nos modelos estrutural e funcional elíptico, estudamos a eficiência rela-

tiva assintótica do estimador de máxima. verossimilhança com respeito aos estimadores

estudados usando a distribuição assintótica. da matriz de covariâncias amostrais S..

No capítulo 3, baseado no trabalho de Mak (1982), estuda.mos a consistência e a dis-

tribuição assintótica do estimador de máxima vetossimilhança no modelo funcional multi-

univariado, quando o vetar de erros tem uma. distribuição elíptica com vetou de locuções

zero e matriz de dispersão identidade. Para o caso univariado, estudamos a eficiência re-

lativa assintótica do estimador de máxima verossimilhança com respeito ao estimados de

Mínimos Quadrados Generaliza.dos. Um trabalho para futura pesquisa é fazer inferência

no modelo funcional quando o valor de erros tem uma distribuição elíptica. com vedor de

locação zero e matriz de dispersão a2l2, com o2 desconhecido. Sob normalidade, este caso

é estudado em Mak (1982). Outro trabalho de pesquisa a ser desenvolvido é o estudo de

testes de hipóteses para testar hipóteses do tipo ]l/o : 0 = 0o, com 0o especificado. Tal

estudo pode ser ba.soado na estatística do tipo Wald dada por

W -0o)"Ê='(Õ« -0o),

onde E. é a matriz de covariâncias a.ssintótica. do estimador de máxima verossimilhança 0..

Do teorema 3.6 pode-se mostrar que Wr tem distribuição assintótica X:ç Outra estatística

que pode ser usada para. testar /7o é a. estatística dada por

S (00)Ê:'(00)Un(00),

onde

"'', - ; Ê(á «.;'';', . . ., á :.; ''':,)
pois, usando a demonstração do Teorema 2.3 em Mak (1982), pode ser mostrado que

..,/ã\Ç- '/'(0)Un(0) --b JV,,(O, l,,),

o que implica que S tem distribuição assintótica X:ç
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No capítulo 4, discutimos a. inferência sobre os coeficientes angulares ai, . . . ,/3j; do

modelo consistindo de dua.s ou mais populações estruturais, usando a estatística da razão

de vetossimilhança. Obtemos o favor de Bartlett sob o modelo normal, através da ava-

lia.ção direta do valor espera.do da. estatística da. razão de verossimilhança sob a hipótese

nula, que representa um método diferente daquele introduzido por Lawley (1956). Neste

enfoque o favor de correção depende de funções de cumulantes conjuntos de derivadas até

quarta ordem do logaritmo da função de verossimilhança que em situações particulares

envolvem manipulações algébricas muito trabalhosas. Uma contribuição importante que

apresentamos é a extensão de alguns resultados obtidos sob normalidade pala a. classe das

distribuições elípticas sob três especificações diferentes que denotamos por (A), (B) e (C).

Notamos que em situações em que não é possível obter-se diretamente o valor esperado

Zol(;l, como acontece, por exemplo, no modelo elíptico sob a especifica.ção (C), sugerimos

usar o procedimento de Lawley (1956) como foi desenvolvido por Arellano-Valle (1994)

sob o modelo estrutural elíptico univariado.
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.z\pêndice A

Distribuições esféricas e elípticas

Neste apêndice apresentamos algumas propriedades das distribuições elípticas multiva-

riadas, que serão de utilidade ]ia demonstração dos resultados apresentados nos capítulos

anteriores.

As distribuições esféricas são caracterizadas por sua invariância com respeito a trans-

formações ortogonais e formam uma. classe geral de distribuições com a mesma simetria

esférica que a distribuição normal padrão. As distribuições elípticas, entretanto, po-

dem ser geradas mediante transformações (lirleares) de locação e escala das distribuições

esféricas. Consequentemente, as distribuições elípticas constituem uma classe bem ge-

ral de famílias paramétricas de distribuições probabilísticas que preservam a estrutura

simétrica da família de distribuições normais. De fato, a família das distribuições nor-

mais é um elemento particular desta classe. Além da família de distribuições normais,

outros elementos típicos são as famílias normal "contaminada" , t-Student e outras que

veremos na próxima. seção. Contudo, existe um grande número de modelos paramétricos

alternativos ao modelo normal, que podem ser obtidos a partir da classe das distribuições

elípticas .

Embora o interesse por estas distribuições seja relativamente recente, muitas de suas

propriedades têm sido motivo de estudo por diferentes autoresl o primeiro desenvolvimento

teórico bem organizado é devido a Kelker(1970). Desde então, estas distribuições têm sido

128



o objetivo de estudo em termos de pesquisa. teórica e em aplicações em diferentes á.real da

estatística. Resultados recentes sobre as propriedades das distribuições elípticas, podem

ser encontrados, entre outros, em Mitchell e l<azano (1985), Berkane e Bentler (1986,

1987), Muirhead (1980, 1982), h'litchel (1988, 1989) e Fang, Kotz e Ng (1990). Destaca-se

ainda. o excelente trabalho de Cambanis, Huang e Simons (1981), pelo tratamento rigoroso

e sistemático das distribuições elípticas.

A.l De6.nações e exemplos

No que segue desta. seção, X. e Y são vetores aleatórios n-dimensionais e o conjunto

o. n x n; I'"l' - n'" (A.l)

denotará o grupo ortogonal da.s matrizes rz x n

Definição A.l Um actor a/eatóráo X : n x l é dito ter uma d sfr ówÍção es/ética se para

todo I' € O. tem-se gue

X4rX.

Equiualentemertte, esta distribuição pode ser de$nida

isto é, s. ÓX(t) ."'X, t C R", .«t'.

(A.2)

>cterútáca

Óx(t) (A.3)

para alguma .função 4(u), u > A distribuição es.férica também pode ser definida em

termos da .função dertsi.dado (se X líder densidade), ou seja, X tem distribuição es.férica

se Q junção densidctde é dct forma

PX(x) (x'x), x C m,", (A.4)

para, atgbma, junção não negativa f tat qu,c r"'' j(T2 )

que Px(x\ seja uma função densidade

r(zrant
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A seguir apresentamos alguns exemplos de distribuições esféricas tomadas em Fang

et a1. (1990), onde .f(xTx), x C ]R", representa a função densidade e Ó(tTt), t C IR", a

função característica de um vedor X. que tem distribuição esférica.

Tabela A.l: Subclasse de distribuições esféricas n-variadas

TíP' .f(u); u = xrx, x C m," ou Ó(u); u = t"t, t C m,"
Kotz .f(u) = cun'' exp(--rus); r, s > 0, 2N + n > 2
Normal /(u) = cexp(--u/2)
Pearson Vll ./(u) = c(l + u/S)'W; N > n/2, S >0
t generalizada. .f(u) = c(l + u/S)'("+")/2; S, m > 0 (m inteiro)
Cauchy /(u) = c(l + u/S)'("+i)/21 S > 0
Pearso« ll/(u)=c(l--u)"; m>0, O$u<l
Logístic./(u) = cexp(--u)/(l + exp(-u)y
Bessel .f(u) = c(yG//3)'Ã'«(y'a/#); « > --n/2, P > 0, onde Ã'«( )

denota a função de Bessel modificada de terceira ordem
Normal composta /(u) = c.F u'"/' exp(--u/2u)dF(u); F' é uma F.D.
Lei estável Ó(u) = exp(ru"/'); 0 < a $ 2, r <2
Uniforme Ó(u) = oFi(n/2, --u'/4); onde oFI(.) é a função hipel

generalizada
geométrica

Definição A.2 t/m oefor a/eatórÍo X : n x l á dito ter dístrib íção e/z'ética fn-variada)

com uetor de /oração p : n x l c matriz de dispersão E : n x n não negar t;a se a /unção

característica de X é da forma

éx(t) = e"'Pé(t"Et), t C R", (A.5)

para alguma .função Ó. Em ta! caso dizemos que X tem distribuição elíptica n-variada (ou

simplesmente elíptica) colll parâmetros F, 'Ê e $, e escrevemos

X - ZÇ/«(P, E) .« X - EZ«(P, E; @), (A.6)

quando é necess(trio indicar a dependência de Ó na representação paramétrica

Outra definição equivalente de distribuição elíptica. é X N EZ(p, EI Ó), se

X 4 P + AZ,
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onde A e unia matriz m x /c, com posto(AJ = /c, AA' = 2i e o vedor aleatorio ZI tem

distribuição esférica. A-dimensionar com funçã.o característica Ó(tTt), t C IR" (veja. Fang

et al., 1990).
Se a dist

então E > 0 (Arnold, 1981) e sua. densidade é dada por

Px(xlp,E) I''/'/((x - p)"E''(x -p)), x € R",(A.8)

para- alguma função não negativa ./'(u), u 2 0. Neste caso, costuma-se substituir Ó por /

na notação dada em(A.6). Observemos que se X -- EZ«(O,l«IÓ), então, de(A.5) e(A.7),

temos que a distribuição de X é esférica« Assim, a classe das distribuições esférica.s é uma

subclasse da classe das distribuições elípticas.

Seja l.J(") : n x l um vedor aleatório com distribuição uniforme sobre o conjunto

s« m"; llxll ll},

a superfície da esfera unitária de IR", isto é

U(") «., U(Sn),

l<ariya. e Eaton (1977) e Muirhead (1982) mostram que a distribuição uniforme é a única

distribuição sobre S« que é invariante por transformações ortogonais (U(") d I'U("), para

todo I' C O.) e uma. das propriedades importantes é que ela permite caracterizar as

distribuições esféricas, como veremos nos resultados seguintes

ribuição de XI tiver densidade (com respeito à medida de Lebesgue em IR"),e g

(A.9)

A.2 Propriedades

Teorema A.l Sey'a X um t;etor a/eatóráo n-dimensiona/. Então X 4 I'X se, e somente

X :g RU("), para a/gzéma pari(ít;e/ a/eatóráa R ? 0 independente de U("). .4/ém disso,

.. X - E/«(0,1«;Ó), P(X .«tão

ÍÍ:ÍÍ a u'"' @.IQ
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e é independente de l XI l J: R

A demonstração do teorema acima. pode ser encontrada em ]<ariya e Eaton

Fang et a1. (1990).

Para X -' EZ?,(O,l,;./'), isto é, X tem densidade como em (A.4), e A e B

simétricas de dimensão p x p. Seja também U = U("). Então, Mitchel1 (1989)

que

(1977) e

matrizes

mostrou

l
EJU'AUj= :tr(A)P (A.ll)

e

EI(UTAU)(UTBU)l = ;tl;:jf-$-Í2tr(AB) + tr(A)tr(B)}.
Além disso, se i,r/(u) = .f'(u)/./(u), então desde que os momentos envolvidos

t faTIa q l3 rl 1 1 ís

(A.12)

existam,

EI(X"AX)(W/(ljXll'))"I - ;tr(A)EljjXjl'(W/(ljX I'))"I (A.13)

E[(X' .4X)(X" BX)( W/(jjX]j'))"]

= i;ill;=jÍ-g-]2tr(AB) + tr(A)tr(B)}E]jjX]]'(W/( ] X]j')")]

Teorema A.2 Sd« X -' EZ(p,E;Ó). Então, d«de qu ..ástam

(A.14)

Zlxl = p e CovjXI = áE,

.«a. á - . -''W - (Ê-'(«))

(A.15)

Por exemplo, se X (p, E), então á = 1 e se X «' t(p, E; L'), p > 2, então á = ;b.
l<elker (1970) nota que se X -- EZ«(p, E; ./'), então as componentes de X têm k momentos

finitos se, e somente se, r*+"':/(r') é integrável sobre lO,oo). Os resultados seguintes

estabelecem que a distribuição de qualquer transformação linear de um vetar aleatório com

distribuição elíptica. é também elíptica. e algumas propriedades da distribuição condicional
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Teorema A.3 Sda X «' EZ«(p, El; Ó), l7 C IR," e A um« matriz ,' x l} Então,

? + AX - EZ«(q + Ap, AEA"; @). rA.16)

Se partirmos X, p e E como

onde Xi e pi são vetores m-dimensionais e Eii é uma matriz m x m, com l 5; m 5; n,

ente.o do teorema acima temos que

x- , » - ) (A.17)

X- - EZ«(P:, E--; ó) e X2 - E/« «(p,; E«; @) (A.18)

Para o teorema seguinte, vamos supor que X. tem densidade /(xTx), x C IR", e está

partido como em (A.17).

Teorema A.4 Sd« X -, Er«(p, E; /)

ã) (X:jX, - E/«(P-(x,),E-:.,;/ç(x,)), .«d.

P:(x,) ,EJ(x:-P:), E-:., -E,:Bife-',
q(x,) (x, -P,)"E#(x: - Pz) '

«(«) - g:=P (.Z" .,'.'' -- .),«-:'«)'' , « * .;

ã.i) assumindo que e=tstem

Elx.ilx2 = x21 = p2(x2), covlxllx.2 = x21 :: aç(x2)E11.2

Óx. (tl lx2) = e;tÍP-(xdÓç(xd(tTEii.,t.).e

A prova de i) e ii) pode ser encontrada em Are]]ano-Va]]e (1994) e ]<elker (1970),

respectivamente. Observe que aq(x,) ' '2d'ç(,.,)(0) e no caso normal Óq(x,)(u)

u 2 0, e conseqüentemente aq(x,) :: l para todo x2.
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A.3 Distribuição t-Student

Nesta seção apresentamos um resumo das pl'incipais propriedades da. distribuição Z-

Student utilizadas na demonstração dos teoremas que envolvem essa distribuição. Os

resultados que apresentamos a seguir podem ser encontrados em Arellano-Valle e Bolfarine

(1995).

Definição A.3 Um actor a/eatório X : n x l é dito íer dástráZ) ção t-Studení n-uaráada

cora uetor de /oração p : n x 1, matriz de dispersão E : n x n não negar tia e p graus de

liberdade, se

X 4: p + I''ã'Z, (A.i9)

«nd. Z -' Nn(0,E), posto(E) = A . }' «' U/X: .ã. in P.n'Í.n'" ' ""'"'m" P.'

X - t«(P, E; «) (A.20)

Se posto(E) = h = n, isto é, E > 0, então X. tem densidade dada por

px(xlp,E,p) ,p)«"/'lEl-'/'l«+(x - #)"E''(x u)I'('+")/2 , (A.21)

onde

h(n,p) I'(!(« + n))
«- {" I' ({«)

Em particu]ar, se E] = 1., temos que X tem densidade dada por /(xvx), x C IR", onde

/(«) k(n, p)p"/2(p + u)'("+")/2 (A.22)

com k(n, p) como em (A.21).

Se posto(E) = h < n, então a distribuição de (XJV' = #) é Nn(O,pE) singular.

Conseqüentemente, a distribuição condicional de X é também singular. Este caso pode

ser interpretado como uma versa.o singular da distribuição t-Student e em tal caso é tratado

similarmente à distribuição elíptica no caso singular (veja Cambanis et a1., 1981).
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Uma extensão da distribuição t.(p. EI u): com E > 0, pode ser obtida assumindo que

em (A.19) a variável aleatória. t' tem distribuição À/X, = G/(À/2,p/2). Neste caso, X

tem densidade da.da. por

Px(xlP,E,À,«) .X"/'lÀ +(x - P)"E''(x P)} '( "+")/2 , (A.23)

x C IR", onde k(n, u) é como em (A.21). Nesta situação, escr-amos X -., Z.(p,E; À,u) e

diremos que X tem distribuição t-Student generalizada n-variada. Em particular, quando

À = p, temos a distribuição t-Student usual. Claramente, se X tem densidade dada

por (A.23), então X -' E/.(p,E). Assim, podemos pensar também em uma versão

singular da distribuição t-Student generalizada, definida similarmente como em (A.19),

com y -' À/X, = G/(À/2, p/2) e Z -. JV«(O, E), posto(E) = É < n, independentes.

Seja X ]: /z + vi/'Z «.. t.(p,E; À, u), com V -- À/X, e Z - JV.(O,E) independentes.

Então valem as seguintes propriedades:

i) zlxl = p, p > i, covlxl i;lide, p > 2;

ii) se ? C ]R" e A é uma matriz m x n (não estocástica), então

q + AX - t«(q + Ap, AEA' ; .X, p)

Em particular, se posto(E) k = n,

E-'/'(X - P) - t«(0,1«; À, «)

ili ) Partindo .X., p e X como

onde Xi e p2 são vetores n x l e Eii é uma. matriz n x n, então

x- , »- e E = E.. E., \
E2: E" /

(X- IX2(P-(x,), E:-.,; À,(*J, ««),

135



onde pl(x2), Eii.2 e q(x2) são como no Teor'ema A.4 e os parâmetros À. e p. são

dados por

À. = À + u, u 2 0,

p. = u + n -- m, l 5; mSn

Além disso,

zlx:lx,l

Co« IX- IX,l

Pi(X2), z,« > 1,

za11.2
P«.-2

' -' p':Tifo:!;'''o $:: - '«'='«) , «.. :» :

A afirmação seguinte será de gra.nde utilidade na demonstraçã.o dos principais resulta-

dos no modelo funcional, quando os erros têm dist.ribuição t-Student. Para sua demons

tração, veja Arellano-Valle(1994).

Lema A.l Sd« X -- t«(O,l«; À,p). Bata.

zlllxll"(.x + llxll')'"l

«+2m- 2h > 0, .nd. B(a,/3) 1'(a)F(P)/I'(a+#) é «/unçã. bet«.
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