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RESUMO

Neste trabalho estudamos inferéncia em modelos com erros nas varidveis considerando
que as variaveis do modelo sao distribuidas de acordo com uma distribuicao da familia das
distribuigées elipticas. O estudo é desenvolvido para os modelos ultraestrutural, estrutural
e funcional. Como conseqiiéncia, os resultados obtidos na literatura sob normalidade sio
generalizados.

No modelo estrutural, discutimos o comportamento assintético do estimador de méaxi-
ma verossimilhanca e a eficiéncia assintdtica relativa deste em relacéo a outros estimadores.
Além disso, no modelo consistindo de duas ou mais populagdes estruturais, abordamos o
problema de inferéncia para os coeficientes angulares do modelo.

No modelo funcional, estudamos o comportamento assintético do estimador de maxima
verossimilhanga com especial atencao a um modelo freqiientemente usado em estudos de

calibracdo comparativa.

ABSTRACT

In this thesis, we consider inference problems in measurement error models assuming
that the variables involved follow an elliptical distribution. The investigation concerns
ultraestructural, structural and functional models. As a byproduct of the study, some
results obtained under normality are generalized. In the structural model, the asymptotic
behaviour of the maximum likelihood estimator of the slope parameter is considered and the
asymptotic relative efficiencies with respect to other competitors are studied. This study
is extended to the case where two or more structural populations are under investigation.

In the functional model, the asymptotic behaviour of the maximum likelihood estima-
tor is investigated, with special attention to the comparative calibration model, typically

considered when comparing several measuring instruments.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Formulacao do problema

A anélise classica multivariada de dados continuos est4 centrada basicamente na distri-
buicao normal multivariada. Este fato é habitualmente justificado via o Teorema Central
do Limite, razao pela qual a maior parte da teoria da inferéncia estatistica esti desen-
volvida em torno deste modelo como, por exemplo, os modelos lineares. Contudo, em
muitas situacoes o modelo sob normalidade é imbréprio como, por exemplo, quando os
dados provém de uma distribui¢ao com caudas mais pesadas que a distribui¢io normal.
De fato, a vulnerabilidade da inferéncia baseada no modelo normal com respeito a ob-
servagoes aberrantes (“outliers”) tem sido motivo de varios estudos de robustez. Modelos
alternativos ao modelo normal que preservam sua estrutura simétrica e que permitem
reduzir a influéncia dos “outliers”, tém sido sugeridos por diferentes autores. Lange,
Little e Taylor (1989), por exemplo, propdem o modelo t-Student como uma extensio
paramétrica robusta do modelo normal, e ilustram o desempenho do novo modelo numa
grande variabilidade de aplicagoes. Os trabalhos recentes de robustez, mostram que a in-
feréncia estatistica classica, desenvolvida para um modelo normal, é basicamente correta,
nao somente para o modelo normal em questdao, mas também para modelos que provém
de distribuigoes elipticas, desde que um certos ajustes sejam feitos, quando é necessério

(Muirhead e Waternaux, 1980, Browne 1982 e 1984, Bentler, 1983, Shapiro e Browne, 1987,



e Kano, Berkane e Bentler, 1993). Contudo. Tyler (1983) nota que sendo a distribuicao
da populacgao eliptica, a inferéncia baseada na teoria estatistica normal é significativa-
mente ineficiente quando a curtose da distribuicao eliptica assume valores bem mais altos.
Isto sugere a necessidade de desenvolver inferéncias numa determinada classe de modelos
elipticos que possam cobrir distribui¢goes com curtose alta, ao invés de realizar ajustes na
teoria de inferéncia normal. Varios autores tém sugerido a utilizacao de distribuicoes com
caudas mais pesadas, entre os quais, destacamos Lange et al. (1989) que recomendam a
distribuicao i—Student, e Little (1988) e Yamaguchi (1990) que usam a distribuigao nor-
mal contaminada. Ambos os modelos incorporam parametros adicionais que permitem
ajustar a curtose da distribuigao dos dados. No caso da distribuicao ¢-Student, a curtose
¢ modelada através dos graus de liberdade e portanto inclui em particular as distribuigoes
Cauchy e normal.

O estudo tedrico e aplicado das distribuigoes elipticas, como é o caso da distribuigao
t-Student, comegou a desenvolver-se com muito interesse a partir do trabalho devido a
Kelker (1970). Desde entao, estas distribui¢oes tém sido objeto de diversos estudos, tanto
no aspecto tedrico quanto em diversas areas de aplicagao. Alguns resultados neste sen-
tido sdo encontrados, por exemplo, em Devlin, Gnadesikan e Kettenring (1976), Kariya e
Eaton (1977), Muirhead e Waternaux (1980) e Muirhead (1980). Destaca-se o excelente
trabalho de Cambanis, Huang e Simons (1981) que proporciona um rigoroso e sistematico
tratamento probabilistico das distribuicoes elipticas e também o trabalho de Anderson,
Fang e Hsu (1986) deriva resultados gerais sobre os EMV no modelo eliptico dependente.
A maioria destes trabalhos pode ser encontrada de forma unificada em Fang, Kotz e Ng
(1990). A classe das distribuigoes elipticas proporciona uma grande variedade de modelos
estatisticos alternativos ao modelo normal e em tais modelos, diferentes autores tém mos-
trado que a maioria das propriedades da distribui¢do normal continua valendo na classe

das distribuicoes elipticas. Contudo, algumas propriedades, tais como a equivaléncia en-



tre independéncia e covariancia nula de variaveis aleatorias que tém distribuigao conjunta
normal, sao proprias desta distribuicao e permitem caracteriza-la dentro da classe das
distribuicoes elipticas. A distribuicao eliptica n-variada pode ser obtida misturando a
distribuicao uniforme sobre a superficie da n-esfera com uma distribuicao radial (definida
sobre [0,00)). Assim, cada distribuicao eliptica ou, equivalentemente, sua versao padro-
nizada, chamada comumente de esférica, é completamente caracterizada pela distribuigao
radial (veja Cambanis et al., 1981). Em particular, a distribuigao eliptica (ou esférica)
normal n-variada é caracterizada pela distribuicdo radial qui-quadrado com n graus de
liberdade. Similarmente, a distribuicao eliptica ¢-Student n-variada com v graus de liber-
dade é caracterizada pela distribuigao radial de Fisher com n e v graus de liberdade.

A inferéncia nos modelos lineares sob a classe das distribuicoes elipticas tem sido objeto
de estudo por muitos autores, trabalhos que podem ser encontrados, por exemplo, em Fang
e Zhang (1990). No entanto, na literatura nao encontramos um estudo minucioso dos
modelos lineares com erros nas variaveis na classe das distribuigoes elipticas. Inferéncia
nestes modelos é importante pelas suas aplicacoes em diferentes areas do conhecimento,
como por exemplo, ciéncias médicas ou ciéncias sociais, onde encontramos problemas
envolvendo relagoes entre duas variaveis que podem descrever leis, em que certas variaveis
estao funcionalmente relacionadas. Apesar dos constantes avancos tecnologicos terem
tornado cada vez mais precisos os procedimentos de mensuragao, nao € realista supor que
tais variaveis sao medidas sem erros e o mais comum é nao ter acesso aos seus verdadeiros
valores. O modelo linear com erros nas variaveis mencionado acima é definido a seguir.

Considere a relacao linear,

yi:Q+,B$i, (].1)

onde o interesse é, em geral, estimar o parametro (3, mas nem y nem z sao observados



diretamente, ou seja, os valores observados sao Y e X, onde

(Yizute 0
Xi=z; +
com i = 1,...,n. Na literatura, notamos que o modelo definido acima é apresentado

sob normalidade seguindo trés especificacoes: modelo ultraestrutural, modelo funcional e
modelo estrutural. O modelo ultraestrutural foi introduzido por Dolby (1976) e assume
que

e; ~ N(0,0.), ui ~ N(0,0u), i~ N(le;,00z),

onde e€1,...,€n, Upy...,Un, T1,...,T, sS40 variavels aleatdrias independentes. Um estudo
de inferéncia sobre o parametro (ou coeficiente angular) 3 pode ser encontrado em Gleser
(1985) e Cheng e Van Ness (1991).

O modelo funcional é obtido supondo que os valores nao observados z, ..., z, sao cons-
tantes (denominados parametros incidentais). Nesta situagao, o nimero de parametros
cresce com o nimero de observagoes e a funcao de verossimilhanga nao € limitada. Solari
(1969) considerara suposigoes adicionais para possibilitar a inferéncia do parametro (.

O modelo estrutural é obtido considerando-se zy,...,x, como variaveis aleatorias com
média comum j, e variancia o,,. Também neste modelo nao é possivel encontrar uma
solugao de maxima verossimilhanga para 3, porém por um motivo diferente do descrito
acima para o modelo funcional, pois neste caso o modelo nao ¢ identificavel, no sentido de
que dois diferentes vetores de parametros podem dar origem a mesma distribuicao. Assim,
é necessario o conhecimento adicional de algum parametro do modelo para possibilitar a
estimacao de 3 (veja Fuller, 1987).

Em um contexto mais geral, o modelo ultraestrutural sobre a classe das distribuigoes

elipticas é obtido supondo que o vetor r; = (=;,e;,u;)" tem uma distribuicao eliptica
com vetor de locacio 7; = (jts;,0,0)" e matriz de dispersio @ = diag(0ue, Oy Tun),
onde a notagao diag(ay,...,a,) denota a matriz diagonal com elementos ay,...,a,. Em



particular, obtemos o modelo eliptico funcional, considerando que p,, = z;, ¢t =1,...,ne

o modelo estrutural considerando que p,, = po, 0 =1,...,n.

O modelo de regressao sobre a classe das distribuigoes elipticas, nas situagoes em que

o numero de parametros nao varia com o numero de observagoes é apresentado na lite-

ratura sob duas especificagoes diferentes. A primeira assume que a distribuigdao conjunta

das varidveis de interesse é eliptica e no segundo enfoque as variaveis de interesse sao

independentes e tem distribui¢cdes marginais elipticas. No modelo eliptico estrutural com

erro nas variaveis, os dois enfoques sao denominados por:

(i)

(i1)

Modelo eliptico dependente: assume que os erros tém distribuicao conjunta
eliptica, de modo que eles podem ter covariancia nula, sem serem independentes,
a menos que a distribuicao conjunta seja normal. Como pode ser visto, por exem-
plo, em Zellner (1976), Ghosh e Sinha (1980), Ullah e Walsh (1984) e Anderson,
Fang e Hsu (1986), grande parte da inferéncia estatistica baseada no modelo nor-
mal permanece valida para estes modelos elipticos dependentes, de modo que tais

procedimentos sao robustos com respeito a este tipo de nao normalidade.

Modelo eliptico independente: supde que os erros (ou observagoes) sdo indepen-
dentes e tém distribuicao marginal eliptica. Este enfoque é considerado, por exem-
plo, em Lange et al. (1989), Taylor (1992) e Kano, Berkane e Bentler (1993). Neste
caso, em gerval, a inferéncia deve ser baseada em resultados assintéticos. Contudo,
a vantagem destes modelos elipticos independentes é que muitos deles, tais como
o modelo t-Student, implicam em inferéncias robustas com respeito a observagoes
aberrantes. Convém notar que sob normalidade ambos os enfoques sdo equivalen-
tes. Isto mostra que a inferéncia estatistica normal pode ser generalizada para cobrir
uma classe mais ampla de modelos paramétricos que preservam a simetria do modelo

normal.



Agora, suponhamos que no modelo definido em (1.1) e (1.2), @ = (a,...,a,)" e
B = (Bi,...,B,)" e a seqiiéncia Xi,..., X, sao varidveis aleatérias unidimensionais. O
modelo resultante que denominamos multi-unidimensional é usado na literatura no estudo
de calibracao comparativa, tanto no enfoque estrutural obtido supondo que as quantida-
des zy,...,z, sdo variaveis aleatorias com média p, e variancia o,,, quanto no enfoque

funcional obtido supondo que as quantidades zy,...,z, sao constantes.

1.2 Definicao dos objetivos

O objetivo deste trabalho é a inferéncia estatistica nos modelos com erros nas variaveis
sobre a classe das distribuigoes elipticas. No modelo ultraestrutural, a proposta é estender
os resultados de Gleser (1985) e Cheng e Van Ness (1991) para a classe das distribuicoes
elipticas, que inclui também os modelos estrutural e funcional eliptico.

No modelo estrutural, estudamos o comportamento assintético do estimador de maxi-
ma verossimilhanca e a eficiéncia relativa assintética deste estimador com os estimadores
conhecidos na literatura sob o modelo normal. O estudo cobre tanto o caso do modelo
independente como do dependente, considerados, por exemplo, por Zellner (1976) e Lange
et al. (1989). Além disso, estudamos inferéncia para os coeficientes angulares de duas ou
mais populagées estruturais normais, utilizando um método diferente daquele considerado
em Wong (1991).

No modelo funcional multi-univariado, discutimos o comportamento assintético do
estimador de maxima verossimilhanca, baseado no trabalho de Mak (1982). Assim, os

objetivos especificos desta tese podem ser resumidos como segue.

(1) No modelo ultraestrutural, considerando condigoes adicionais sobre os parametros
incidentais, estudamos a consisténcia e a normalidade assintética de alguns estima-

dores do coeficiente angular, usando resultados assintéticos derivados para a matriz



de covariancias amostrais S,,. Particularmente, no modelo estrutural discutimos a
eficiéncia relativa assintotica do estimador de maxima verossimilhanca com respeito
aos estimadores estudados via a distribuicdo da matriz de covariancias amostrais

Sa-

(2) Estudar a consisténcia e a normalidade assintética do estimador de maxima ve-
rossimilhanca do parametro (vetor) estrutural do modelo funcional eliptico multi-
univariado. Em particular, no caso univariado, estudar a eficiéncia relativa assinto-
tica do estimador de maxima verossimilhanca com respeito ao estimador de Minimos

Quadrados Generalizados.

(3) Discutir a inferéncia sobre os coeficientes angulares de duas ou mais populagoes
estruturais sob normalidade, obtendo fatores de correcao do tipo Bartlett através da
avaliagao direta do valor esperado da estatistica da razao de verossimilhanca sob a

hipétese nula. Extensoes sdo consideradas para a classe das distribuicdes elipticas.

1.3 Organizacgao do trabalho

Este trabalho estd organizado em quatro capitulos mais um apéndice.

No capitulo 2, comegamos estudando a distribuicao assintética da matriz de covariancias
amostrais S,, sob uma distribuicdo nao especificada tendo quarto momento finito, onde
o nimero de parametros do modelo cresce com o tamanho da amostra. Estes resultados
sao usados para o estudo do comportamento assintético de alguns estimadores utilizados
na literatura quando a normalidade é assumida. Sob o modelo eliptico estrutural, estuda-
mos o comportamento assintdtico do estimador de maxima verossimilhanga. A eficiéncia
assintotica é estudada com relacao a estimadores obtidos por outros métodos. Inferéncia
no modelo funcional para os estimadores de maxima verossimilhanga sera objeto de um

estudo separado devido a complexidade do modelo.

7



No capitulo 3 estudamos inferéncia no modelo funcional quando o vetor de erros tem
distribuicao eliptica com vetor de locacao zero e matriz de dispersao identidade. O estudo
é baseado no trabalho de Mak (1982). Discutimos, com especial atencao, inferéncia no mo-
delo que chamamos de multi-univariado, que é usado freqiientemente para a comparacao
de instrumentos ou métodos de medicao, conhecido na literatura como de calibragdo com-
parativa. Apresentamos um estudo detalhado para o modelo ¢-Student.

No capitulo 4, discutimos inferéncia sobre os coeficientes angulares no modelo consis-
tindo de duas ou mais populagoes estruturais. Primeiramente estendemos alguns resul-
tados obtidos no modelo normal para os modelos elipticos. Trés tipos de extensoes do
modelo sob normalidade para o modelo eliptico sao consideradas. Posteriormente, sob o
modelo normal tratamos o problema de testes de hipdteses, usando a estatistica da razao
de verossimilhanca. Para obter a estatistica da razao corrigida, o fator de correcao de
Bartlett é obtido avaliando-se diretamente o valor esperado da referida estatistica sob a
hipétese nula, que representa um método alternativo ao método de Lawley (1956). Os

resultados obtidos sao considerados também para a classe das distribuigoes elipticas.



Capitulo 2

O modelo ultraestrutural eliptico

2.1 Introducgao

Neste capitulo estudaremos o modelo ultraestrutural sem réplicas introduzido por

Dolby (1976) sobre a classe das distribuigoes elipticas, definido pelas relagoes lineares

}/k = Yr + €k
{Xk = 2 + ug (2.1)
Yr = o+ Py ,

onde (yx,z;)" sao quantidades nao observéveis e a estimacao deve ser baseada nos dados
observaveis (Y, Xi), com e ~ (0, 0c.), up ~ (0, 0y, ) 0s erros do modelo e z ~ (g, , 04z,
k =1,...,n, sendo todos independentes. A notacao (0,0..) significa que a variavel e,
segue uma distribuigao nao especificada, com média zero e variancia o... A formulagao
acima é uma extensdo dos modelos funcional e estrutural, pois, quando p,, = p., k =
1,...,n, temos o modelo estrutural e quando o,, = 0, temos o modelo funcional. Neste
ultimo caso, gy, = zx, K = 1,...,n, sao parametros incidentais e, portanto, sob este
modelo o nimero de parametros cresce com o tamanho da amostra n. Um estudo das
propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros estruturais é
desenvolvido no Capitulo 3.

Nos modelos com erros nas variaveis (veja por exemplo Fuller, 1987, Gleser, 1985,
e Cheng e Van Ness, 1991), a distribui¢ao assintética dos estimadores do coeficiente

angular [ derivados na literatura, dependem da distribuicdo assintdtica da matriz de

9



covariancias amostrais S, de dimensao 2 x 2, das variaveis aleatérias (Yy, X3)T, cujas
entradas sdo denotadas por Syy = X0 (Yi — V)% Sxy = L3 (Xk = X)(Yi = Y)
e Syx = %ZZ‘ZI(X;C — X)%. Esta distribuigao é bem conhecida no caso em que os ve-
tores Zy = (Yi, Xx)", k = 1,...,n, sao independentes e identicamente distribuidos, com
momentos de quarta ordem finitos (veja Muirhead, 1982), como acontece com o modelo
estrutural sob normalidade. No entanto, esta distribuicao nao pode ser usada no modelo
funcional, devido a presenca de parametros incidentais. Gleser (1985) e Cheng e Van
Ness (1991) consideram a distribuigdo da matriz de covariancias amostrais S, sob o mo-
delo ultraestrutural normal e mais recentemente Linder e Babu (1994), consideram que
os erros sao nao correlacionados com terceiros momentos nulos, quartos momentos finitos
e sob condigoes adicionais sobre os parametros incidentais para garantir a normalidade
assintotica de S,,.

Neste capitulo derivamos a distribuigao assintética conjunta do vetor de médias Z =
L3 r_1Zy e da matriz de covariancias amostrais S, = L (Zk —Z)(Zx — Z)" den
vetores Z1, ..., Z, independentes de dimensao p com vetores de médias p,, . .., pt,, respec-
tivamente, e com matriz de covaridncias comum Y. Suposigoes tais como €. = Zj — iy,
k =1,...,n, sao independentes e identicamente distribuidas e condigoes assintoticas so-
bre os pardmetros f,, . . ., ik, sdo considerados. Mostramos também que o vetor de médias
amostrais Z, e a matriz de covariancias amostrais S, sao assintoticamente independentes
quando a distribuicdo de €, = Zj; —p;, tem terceiro momento nulo e quarto momento finito.
Além disso, derivamos uma expressao geral para a matriz de covariancias assintética de
v/nS,. Uma expressao explicita é obtida para esta matriz no contexto das distribuigoes
elipticas que é usada para obter a distribuicao assintética de alguns estimadores de 3 no
modelo ultraestrutural, generalizando e unificando os resultados de Gleser (1985) e Cheng

e Van Ness (1994) para o contexto eliptico. Finalmente, os resultados sao ilustrados no

contexto da distribuigao ¢-Student.
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2.2 Notacao e resultados preliminares

Nesta secao, apresentamos de forma resumida algumas definicées, propriedades de
operacoes com matrizes e propriedades dos cumulantes associadas a distribuigao de um

vetor aleatorio.

Definigao 2.1 /) Sejam A = (a;;) ¢ B = (bij) matrizes de dimensoes m xn er X s,
respectivamente, ¢ seja A.; a j-ésima coluna da matriz A, 7 =1,...,n. O vetor
coluna Vec(A) de dimensio mn € definido por

A,
Vec(A) = A:"" . (2.2)
A,
2) O produto de Kronecker de A ¢ B que denotamos por AQB € a matriz de dimensdo
mr X ns, definida como

e a malriz A x B de ordem mr x ns € definida por
AxB=[A2B,,...,A® B, (2.4)
onde B.; € a j-ésima coluna da matriz B.

O operador Vec de uma matriz simétrica A de dimensao p x p contém elementos que sao

iguais. O vetor que contém os &(p+1) elementos distintos de A sera denotado por Vech(A).

b d

uma matriz simétrica de dimensao p x p, Vec(A) e Vech(A) sdo transformacoes lineares de

Por exemplo, se A = ( a b >, entdo Vec(A) = (a,b,b,d)" e Vech(A) = (a,b,d)". Para

um vetor com relagao ao outro (veja Henderson e Searle, 1979), ou seja, existem matrizes
H de dimensao Z(p + 1) x p?, e G de dimensao p* x &(p + 1), tais que

Vech(A) = HVec(A) e Vec(A)= GVech(A). (2.5)
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Além disso,

HG =1, q:g(p—l-l) e IpnG =G, (2.6)

onde I(,,) ¢ a matriz de Vec-permutagdo. A matriz G em (2.5) é dnica. Contudo para
transformar Vec(A) em Vech(A) pode existir mais de uma matriz H (veja Henderson e
Searle, 1979). Pode-se mostrar que uma delas pode ser obtida de (2.6) que é a matriz

inversa de Moore-Penrose, dada por
H=(G'G)'G". (2.7)

Assim, por exemplo, para p = 2, temos que as matrizes G e H sao dadas por

100 Lo 0 o
oo 1| ¢ [0 w220l (2.8)
00 1 0 0 0 1

respectivamente.
Seja X = (X1,..., Xm)" um vetor aleatério de dimensao m com funcdo caracteristica
#(t), t € IR™, e suponhamos por simplicidade que existem os momentos da distribuicao

deste vetor. Assim, se a fungao caracteristica de X;, 7 =1,...,m, é ¢;(t;) = ¢(t), onde

t =(0,...,0,¢;,...,0)" e os cumulantes de X; sao os coeficientes f;f; em
log ;(t5) = 2 ki~ -

k

1
Por exemplo, os quatro primeiros cumulantes em termos dos momentos p; = E[X?] de

X sao dados por

B = /‘L{a

&y = ph— (i) = Var[X}],

wh = b= 3pp +2(m),

Ryo= g — i = 3(h)° 4+ 120 (4)° — 634"
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Os cumulantes mistos sao definidos de forma similar, ou seja, se ¢;i(¢;,1r) é a fungao

caracteristica conjunta de X; e Xy, 7,k = 1,...,m, os cumulantes de sua distribuicao

conjunta sao os coeficientes ¥

Tir, €M

S oo (2t (et)T
log diultinte) = 3o wit, LU

r1,r2=0

)
7'1!7“2!

jk TR .
onde, por exemplo, 7] = Cov[X;, Xi]. Em geral, os cumulantes da distribui¢ao conjunta

s . 1 2eem
de Xi,..., X sao dados pelos coeficientes «, 77 em

. _ 1 2-m (1) (atg)™ - - - (ity)™
log #x (t) = Z Frirgrm rilrgle o) '

r1,r2,Tm=0

Lema 2.1 (Muirhead, 1982) Seja € = (€1,...,¢,)" ~ (E[¢], Varle]) = (0, ), onde X =
(0i;). Suponhamos que Elcejere] < oo, 1,7,k =1, , p. Seja E = (E;) = €€’ e
A = Var[Vec(E)]. Entao, a matriz A € determinada por
Cov[Eyj, B = £i1 + wiisly + il (2.9)
onde os coeficientes k’s denotam os cumulantes da distribuigio do vetor €. Em particular,
& = Covle, ¢] = 035, Kith = Ko, K = £ = Var[e] = oy, ete.
O seguinte resultado é uma versao do Lema 2.1 sob a classe das distribuigoes elipticas

(veja a definigdo no Apéndice A).

Lema 2.2 (Muirhead, 1982) Suponha que € ~ E(,(0,%¥;¢), com fungio caracteristica

de(t) = p(tTWt), t € IR”. Entao sob as condigées do Lema 2.1,

Ele) =0, Varle] =X = —2¢'(0)9,

’ii‘?ikfl = k(0ijor + oioj + Caoik), (2.10)
onde
QS”(O)
K= —==—1, 2.11
(#(0))? (2.11)

conhecido como parametro de curtose.
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De (2.9) e (2.10), segue que se € ~ E(,(0,¥; ¢) tem momento de quarta ordem finitos

e Var[e] = & = (0y;). entdo a matriz A = Var[Vec(E)], com E = ¢e', é determinada por
COV[E,-]-, Ekl] = (k+ 1)(0’1';;0'_7'1 + 0uoji) + Kook - (2.12)

Se a distribuicao de € tem densidade, entéo ela é da forma |¥|~2 f(eT ¥~ '¢), para alguma

funcao nao negativa f(u), u > 0. Por exemplo, se € ~ E(,(0,¥; f), com f dada por
Fu) = k(p, )" {v + u}= 42w >0, (2.13)

onde k(p,v) =T [%(u + p)] /mPI2T (%u), ou seja, € ~ t,(0,¥; v), a distribui¢do t-Student
p-variada com v graus de liberdade, entao (veja Muirhead, 1982),

v—2
v—4

k= -1, v>4

e para o modelo normal x = 0, que se obtém fazendo v — oo.

2.3 Propriedades assintéticas de S,

Nesta secao, apresentamos alguns resultados assintdticos para a matriz de covariancias
amostrais S, sob a presenca dos parametros incidentais, que serao de utilidade no estudo
do modelo ultraestrutural.

Seja Zi,Z,,... uma seqiéncia de vetores aleatérios de dimensao p, cofn vetor de
locagdo fy, fy, . .., respectivamente. Seja p = (ft1,...,Hp)" € suponhamos que p, =

(/-lea/'l'Zka oo ,,u'pk)T- Se Ay = ik — Hk, 1= ly. .o » P, s€gue que

Aqk
Agp — I <= .
I"'k_,'l': : e W*: ;ZW’C’ (2].4)
. " k=1
A

onde W = (p, — p)(pr. — p)7. Agora, vamos supor que a seqiiéncia de vetores aleatdrios

Zy,Z,. .. satisfaca as seguintes condigoes:
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Al. €. = Z) — py = (0,%), ou seja, vetor aleatério com vetor de locacdo 0 e matriz de

dispersao %;

A2. existe um vetor g (definido em (2.4)) de dimensao p e uma matriz definida positiva
¥* de dimensao p x p tais que, quando n — oo,

2

. A2
\/ﬁ(ﬁ—p)—)o, \/E(Sx—zx)——)o e 0, = max ma.x—lk—-)O,

1<i<p1<k<n N

)"

Onde l_‘t = %Z'Z:l Hi € S* = %Z‘Z:] (pk - ﬁ)(#k - I‘_l'
A3. Var[Vec(e€] )] = A < oo, isto é, € tem quarto momento finito;

A4. E[e{Vec(ee€])}T] = 0, que acontece, por exemplo, se a distribuicao de € é simé-

trica.

A seguir estudaremos o comportamento assintético, da média e a matriz de covarian-

cias amostrais de Z e S,,, respectivamente, sob as suposigoes citadas acima.
Lema 2.3 Sob as suposicoes Al e A2,
i)Z — p gc ei)S, - B+ X g
Prova: i) A demonstracao segue da relagao
Z-p=Z-7)+(E-p
e da lei forte dos grandes numeros.
ii) Note que podemos escrever
S, =WAH+W —(Z—-p)Z-p)" (2.15)
onde W~ é como em (2.14) e W = L 572, W), com

W= (Z. — p)(Z — p)" = erep +exlpr — p) " + (g — p)ey (2.16)
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e =Zp—pp, k=1,....,n. Como W. =S"+ (g —p)(E—p)", segue da condigao A2

que
imW =%~ (2.17)
Por outro lado,
1 S - .
m =3 e(p, —p)" =lim=73 (u.—pe =0,  qec.
L e R k=1

pois da condicao A2 e usando a férmula da soma parcial de Abel (veja Gleser, 1981),

temos que
7 S A?I: -
Var(e;1) Z T2 = Z Var(Arejr) < o0,
k=1 " k=1
o que implica que lim L Y7, Ayejr = 0,4,5 =1,...,p, ou seja,
1L T
lim=> (g — p)ep =0 qec.
L

Similarmente, temos também que limn=!' 37, ex(pr — )" =0  q.c. Assim, temos de
(2.16) que
imW =X, g.c. ' (2.18)

e a demonstragio segue de (2.15), (2.17), (2.18) e do fato que (Z — p)(Z —p)" =0

q.c. O

O resultado seguinte sera de grande utilidade na demonstracao dos principais resulta-

dos deste capitulo.
Teorema 2.1 Sob as condigoes A1 — A3,
VaZ — p) =5 N,(0,8) e aVec(S, —E —5°) -5 N (0,A + A%),
onde A = Var[Vec(e €] )], cujos elementos sdo determinados por (2.9) no Lema 2.1 e
AN=2YE 4+ cgl4+28+X 45 %1, (2.19)

. d . . o i
onde a notagao “— ” indica a convergéncia em distribuigdo.
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Prova: De (2.15), temos que

\/H<Vec(8%— IR 2*)> _ \/ﬁ<\/’ec(W_ - E)) n \/ﬁ<\/ec(_w — E))
—p e E—p

7 o7 — o\T
_\/E(Vec((z p)(Z — p) ))_
0
Da condicao A2 e de i) do Lema 2.3, temos que
Y
\/E(Vec(s,l_ bH )>

i - \/E(Vec(V\E’ B 2)) +0,(1). (2.20)

Agora, seja

Y, — (Vec(Wh — E)))

€k
k =1,...,n. Entao, de Al e A3, segue que Y;,Y,,... sao vetores independentes de

dimensao p? + p, com E[Y;] = 0 e Var[Y;] = A < o0, onde
A
a= (6 ¥ )
com W) = Cov[ex, Vec(W})] e A = Var[Vec(W)]. De Al temos que

¥, = Elea[Vec(ere] )}'] + Eler{Vec(er(pr — )"} ] + Eler{ Vec((py, — p)ef )}']
= U+ Ele{Vec(er(pe — 1))} ]+ Eler{ Vec(pr — p)ef)}T],

onde ¥ = Ele;{Vec(e,€] )} T]. Assim, pela condigao A2, segue que

U=

S|

Z ‘I’k — W,
k=1

Similarmente,

Ar = Var[Vec(W)] = A + Ay — Agi,

onde

A = Var[Vec(e€] )],
Ay = Var[Vec(er(pr — p)T + (1 — p)el)]
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Az = Cov[Vec(ere]), Vec(er(p — )" + (1 — )€ )]

+Cov[Vec(en (. — 1) " + (1 — p)ef , Vec(ere] )] -
Assim, sob a condicao A2, temos que
n 1 n )
lZAzk—)O e =Y A= AN =X +XQ@E+X+X +X" X,
n k=1 n k=1

e consequentemente

o que implica que
— 1 & AU A+A ¥
A_;I;Ak_G 2 )-a=(*EY %)

Para provar a normalidade assintética de /nY, sé resta demonstrar que a seqiiéncia

Y:,Y,,... satisfaz a condigao de Lindeberg, isto é, Ve > 0,

1
n

> E [“Yk||2[{||Yk||>e\/ﬁ}] — 0.
k=1

k
X
Yk = ( k) )
€k

Com efeito, seja

onde
X = Vec(W; — B) = Vec(erel — ) + Vec((pr — p)ef + ex(pr — p)7).
Entao,
IVl = Ikl + llell® e YRl < 1Kl + lexl-
Assim,
1 n
; Z E [”YAHZI{||Y;\||>E\/1T}:| < Apne + Bae +Cpe + Dns) (221)
k=1
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onde

1o ,
Ane = ;;E[||Xk|lzl{llxkll>%ﬁ}]’
.=1

1 K
Bn. = —3F XK s> svm)
" k=1

1 n
Cre = ;ZE[IlﬁkI|2[{llxkll>%ﬁ}] €
k=1
1 n
D,p. = ;ZE[Ilfklﬁf{neklpgm]'
" k=1

Claramente, temos de Al que D,. — 0. A seguir, mostraremos que A,. — 0. Com efeito,

como
(o — m)ef +ex(pr — 1) = (Brlpk+ -+ ByAp)er,
onde B;, i = 1,...,p, sio matrizes constantes de dimensao p> x pe Ay, 1 =1,...,p sdo

como em (2.14), temos que

IXell < I[Vec(erer — D) + L @ (Brlsk + - + BpApi)lex
< |[Vec(erey, — D) + AIB1Aw+ - + BpAg]| [lell

P
< | Vec(erer — Bl + /PM Y |Auelllexll
=1

- P
Xl < 4 {IIVec(ekeI _D)+ pzvﬂcpzA?kuekuZ} ,

=1

com M = maxi<i<, || Bil|, o que implica que

Ape < AD + AD 4 A 4 AL (2.22)

ne

onde

AW = 4p [||Vec(£1£1T DIy Sy ﬁ}],

A® — 4E

ne

V T __ » 2[ )
” eC(CICI )” {Ilcll|>m}j|
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4pc M? 2
147(112) — pA ZZA E [”CIH [||Vcc ClﬁT 2)“>%m] ¢

k=1 1=1
dpe, M? I &

AS‘E) = —F Z ZA [”61” [||61|| > T 7pMEn }] '

o g=1i=1
Usando o Teorema da Convergéncia Dominada e a condi¢ao limd,, = 0 (onde d,, é como
em A?2), segue que as esperancas nas igualdades acima convergem para zero e, portanto
limAQ =0, | = 1,2,3,4, pois limn™" 30_, 7 A} < oco. Logo, de (2.22) temos que

lim A,. = 0. Similarmente, mostra-se que lim B,. = limC},. = lim D,. = 0. Assim, de
(TN mosTRoV)
(2.21), temos que a condigao de Lindberg é satisfeita e, conseqlientemente,

VY -5 N2y (0,A) (2.23)

e da relagao em (2.20) e do Teorema de Slutsky, segue que

V(Z — p) = N,(0, %)

JaVee(S, — B — ) —%5 N2(0,A + A7),

O

Como S, ¢ uma matriz simétrica, entao o vetor Vec(S,) contém elementos que sdo
iguais, de modo que a distribuicao assintdotica de /nVec(S,) é singular. Contudo, se
considerarmos os (p? + p)/2 elementos distintos de S,, ou seja, o vetor /nVech(S,),

temos que sua distribuicao assintdtica sera nao singular, como veremos a seguir.
Corolario 2.1 Sob as condig¢oes do Teorema 2.1,
VnVech(S, — 8 — £7) -5 N,(0,V + V"), (2.24)

onde V=HAHT, V" =HA™H", g=p(p+1)/2 ¢ H € como em (2.5). Além disso, se a

condi¢do Aj ¢ satisfeita, Z e S, sdo assintoticamente independentes.
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Prova: De (2.5), temos que existe uma matriz H de dimensao p(p + 1)/2 x p? tal que

Vech(S, — ¥ — ¥7) = HVec(S, — ¥ — 7).
A demonstracao de (2.24) segue da igualdade acima, juntamente com o Teorema 2.2. (R

Agora, como Var[e;{Vec(er€] )} 7] = 0, temos que a matriz ¥ = 0. Assim, de (2.23) temos

que Z e S, sao assintoticamente independentes. m]

2.4 O modelo eliptico ultraestrutural

Consideremos o modelo (2.1), que pode ser representado na forma

Z; = a+ Bry, (225)
onde
Yy Tk a B 1 0
Z_(Xk>’ R B a“(o) ¢ B_(l 01 )
Uk
k =1,...,n, satisfazendo as seguintes condicoes:

S1. r & Ely(ny,, ¥;¢), com Elry] = % = (Hay,0,0)7 e Var[ry] = @ = —2¢/(0)¥ =

diag(0ze, Oce, Ouy) finitos.
S2. Existem p, e o, > 0 finitos tais que

— 2
VAl = ) = 0, VA(Se = 0%) 30 ¢ max LBl g

1<k<n n
onde
— 1 & * L& — \2
Py = — Zlu'Ik € Sx:c = ;Z(/‘l’lk - /’l‘a,) »

Ly k=1

S3. vy —n = (21 — fay, €1,u1) " ~ El3(0,7; @), tem momentos de quarta ordem finitos.

Lema 2.4 A seqiéncia Zy,Zs, ..., definida em (2.25), sob as condi¢oes S1 — S3, satisfa-

zem as condigoes Al — A4.

21



iid

Prova: Al: Pelas propriedades das distribuic¢oes elipticas, temos de S1 que Z;, = a+Br; ~

Ely(a+ Bnk,B\I’BT; @), com E[Z;] = py e Var[Z;] = E, dados por

' 2
p =a+ By, = (Q +'Bumk> e T=BOB' = ( Flows+ 0 b0z ) )

POy Ozz + Ouu

Ty,

respectivamente. Assim, temos que €, = Zj — p;. i E(,(0,BUBT; ¢), com Elex] =0 e

Var[e] = .

A2: Note queﬁ = %Z::] B = (Q'+/6Ex)ﬁa:)-r eS” = % Z:l (/‘ll—ﬁ)(“k_ﬁ)T = S;:Lbb-r,
onde b = (3,1)". Agora, sejam

p=(a+ ) e S =05 bb'. (2.26)
Entao,

Por outro lado, para A = (a + e, — @+ Bpe) = B(fay, — pa) € Dok = pig, — s, temos

A? : pay —hz)?
que maXj<k<n —& — 0,7 = 1,2, desde que maxj<k<n ( = C 0.

A prova de A3 e A4 segue diretamente de S3 e da simetria da familia das distribuicoes

elipticas, respectivamente. m]

Sejam Z e S, a média e matriz de covariancias amostrais de Z;,...,Z,. Entao, pelo
Lema 2.4, as condigoes S1 — S3 sao satisfeitas. Logo, usando o Teorema 2.1, temos o

seguinte resultado.

Teorema 2.2 Sob o modelo ultraestrutural satisfazendo as condigoes S1 — S3,

i) Z—a+bu, gec. e S, > X+0o5,bb" gec.;

ii) /n(Z —a—bpu,) — No(0,%) e \/nVech(S, — X — o2, bb*) = N3(0,V + V™), onde
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(3K + 2)o}y 3k + 2)oyyoyx koyyoxx +2(k+ 1)of
V+V = (k+ Doyyoxx + (26 + 1)od 5 (3 +2)oyxoxx
(3K +2)ok x
43%oyy 2Boyy + 2820y x 4foy x
+ol. oyy + 2foyx + Boxx 20vx +2Boxx
4‘7XX

Prova: Seja €, = Zy — py, k= 1,...,n. Entao E[g] = 0, Varle;] = £ = (0y5). Agora,
seja E = €1¢] = (E;;) e

Var[E“] COV[E]], Elg] COV[E]], E21] COV[E]], Egz]
Va.l‘[Elg] COV[E12, Ez]] CO\’[E]Q, E22]
Var[Eq] Cov[Ea1, Eq9)

Va.I‘[Egz]

A = Var[Vec(E)] =

Assim, usando o Lema 2.2 para determinar os elementos Cov[E;;, Ey,,], temos, apés algu-

mas manipulacoes algébricas, que
(3I€ + 2)0’)2/), (3I~L + 2)0’yy0’y,\' (3R —+ 2)O”yy0'y,\' KOyyoxx + ¢
A— (k+1)oyyoxx +ca (k+1)oyyoxx +c2 (364 2)oxyoxx
- (s +1)oyyoxx +c2 (36 +2)oxyoxx |’
(3k +2)ok x
(2.27)

onde ¢; = 2(k + 1)ol y, ¢z = (26 + 1)ot y, 011 = oyy = Var[Y] = %0, + 0ce, 012 =
oyx = Cov|Y;, Xi| = 0z, 022 = oxx = Var[X;] = 042+ 0w, € & é 0 coeficiente de curtose

definido em (2.11). Agora, como X" = o2, bb", b = (3,1)7, temos de (2.19) que

4B%0yy 2Boyy + 2B%0y x 2Boyy + 2B%0y x 4foy x
A* = o* oyy +2Boyx + B2oxx oyy +2Boyx +Bloxx 20yx +2Boxx
T oyy + 2080y x + Bloxx 20vyx +2Boxx

doxx

Assim, pelo Teorema 2.1, temos que
VR(Z — a—bu,) -2 N»(0,8) e /nVec(S, — 5 —orbbT) -4 N,(0,A + A7),

cuja distribuigao assintdtica é singular, pois A + A™ é simétrica. Assim, para obter uma

distribui¢ao nao singular, vamos considerar o Vech(S,). Com efeito, usando a relagao
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(2.5) com H dado em (2.8). temos que
VnVech(S, = — o, bb") = Ny(0,V 4+ V*),

onde

V+ V" =H(A+A)H.

Observagao 2.1 Note que os resultados anteriores sao independentes de condigoes adi-
cionais sobre as variancias dos erros. Contudo, para possibilitar a inferéncia, no modelo
ultraestrutural normal (veja Gleser, 1985, e Cheng e Van Ness, 1991), condi¢ées adicionais
sobre as variancias dos erros sao requeridas para tornar factivel o problema de estimacao
dos parametros do modelo, especificamente, do parametro 3, que é de maior interesse. Si-
milarmente ao modelo ultraestrutural normal, vamos estudar o modelo definido em (2.25)
sob as seguintes suposigoes: i) A, = 0¢./0u, conhecido e ii) oy, (ou o) conhecido, consi-
deradas por Gleser (1985) e Cheng e Van Ness (1991), respectivamente, sob normalidade.

Em termos de A; = 0ce/Ouus Ao = O/ Ouu € Ao = 0%/ Ouu, temos que
oyy = Uuu(ﬁz)‘w + /\e)) oyx = /HUuu)‘:c € 0Oxx = Uuu(/\:c + 1)

Assim,

_ B+ A Bho 5 BENE BAL
E‘”‘""( Bre Al )0 T Tom| g

e a matriz de covariancia assintética de \/nVech(S,) dada por Vg = V+V* (veja Teorema

2.2), pode ser escrita como

(3 +2) (82X + Ae)? (3k 4+ 2)(B% Az + Ae)BAs K(B% Az + X)Xz + 1) + 1
Ve = o2, (k4+1)(B*Az + Ae)(As + 1) + ¢z 8k +2)BAs Nz + 1)
(3 +2)(Ag + 1)2
(2.28)
42(B*Ae +Xe)  2B(8* e +Xe) 467X,
+Aro2, FrAN: + 1)+ Xe 282N+ 1) |,
4(Az +1)

onde ¢; e ¢z sdao como em (2.27).
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Da observagao anterior, temos dois casos especiais do modelo definido em (2.25), a

saber:

Modelo estrutural: Consideremos p,, = pe, £ =1,...,n. Entao, o, = 0e A" =
0 (veja Fuller, 1987). Assim, em particular, a matriz de covariancias assintética de

v/nVech(S,,) sob normalidade (x = 0) é dada por

(BN, + A.)? 2(82M + A)BAa 2622
V=0, (82X + A)(Ae + 1)+ B2X2 2B8X:(Xs + 1) (2.29)
2(Xs +1)?

Modelo funcional: O modelo ultraestrutural se reduz ao modelo funcional quando p,, =
z, para todo k; logo, segue que A, = 0. Neste caso, a matriz de covariancias assintética

do vetor y/nVech(S,) sob o modelo eliptico é dado por

(3K + 2)\2 0 K\ 46°). 26X, O
Vy=o2, (k+ 1)A 0 + Ao, BE+ A 26 |. (2.30)
3k + 2 4

Além disso, sob normalidade,

2)2 0 46*°X. 268X, 0
Ay =2, Ae 0 | +2202, Br+ A 28 |. (2.31)
2 4

Note que a expressao (2.31) coincide com o resultado dado em Gleser (1985) com a notagao
Ouwu = 0, Ae = X\, Ay = v, 0}, = v. e Al = Ov. Observamos que na matriz A dada na

equagao (9) daquele artigo, o termo 272 — v/? deve ser substituido por 2(7% — v/2).

2.4.1 Razao de variancias conhecida

Nesta secao, estudaremos o comportamento assintético do estimador de (3 sob a condigao
Ae = Oee/0uu conhecido. Assumindo que os vetores aleatérios ry,...,r, sao tais que
E[ry] = n; e Var[ry] = diag(0ss, Oce, Oun) = ouudiag(Aq, Ae, 1), Gleser (1985) mostra que,

para A, conhecido, o estimador de Minimos Quadrados Generalizado é obtido minimizando
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a funcao

n

QG(a,ﬂa/‘IsAmUuu ZCTE 16~, (232)
k=1

com € = Zj — p, = B(ry —mp), g = a+ By, B = BOBT e p* = (g, o)

Algumas manipulacées algébricas mostram que este estimador ¢ dado por

~ Syy — AeSxx + {(Syy — AeSxx)? + 405t 5 }1/?
Baps = 20 Sxx + {(Svy xx)*+ 2%} . (2.33)
Note que Bgrs = g(Vech(S,)), onde g é dado por
(2., 7) = z — Aoz 4+ {(3 — Xe2)? + AP P2
g\, Y,z) = 2y )
que é continua para y # 0. Assim, desde que a sequéncia fig, , fls,, - . . satisfaz a condigao

S2 € 0up + 01, = Tunre + 0w, > 0, segue que
Bars = g(Vech(S,)) X5 g(Vech(E + o2, bb")) = 3,

isto é, fgrs é um estimador consistente de . A seguir mostraremos que o estimador

V/nfcLs ¢é assintoticamente normal na classe das distribuigoes elipticas.

Teorema 2.3 Considere o modelo ultraestrutural definido em (2.25) e suponha que A\, é

conhecido e as condigoes S1 — S3 sao satisfeitas. Se 0pu+ 05, = Ouuds + 0uu Al > 0, entdo

Vn(Bars — B) — N(0, Agrs), (2.34)
onde
2
g v + fPoxx — 2Poyx
A — (g4 1)320YYOXX ~Oyx 2*0}3
GLS (k+1)B (ovs + 000 # 30 ovx T o)

(DB F AN+ A) + X567+ ) (2.35)
B (Az + A7)? '

Prova: Sob as condigoes S1 — S3, temos pelo Teorema 2.2 que /nVech(S,—X—o7 bbT)

N(0,Vy). Como Bars = g(Vech(S,)), entiao pelo método delta, segue que

Va(Bors — B) == N(0,d"Vyd),
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onde

1
= - (2.— 2_)\5- Y oNT
1= forx +0;‘,1\,)(J2+/\6)(J =B = A.), =X ?)

(k + D)*oyyoxx —oby) + 05,8 (oyy + Bloxx — 2Boyx)

d"Vyd =
" (U)’,Y‘Fo';(lx)z

A segunda parte da igualdade em (2.35) segue considerando Vg como em (2.28) na ex-

pressao d'Vyd.

Observacgao 2.2 Sob o modelo eliptico, temos que o estimador BGLS é assintoticamente

independente de Z. Além disso, sob a normalidade do modelo (x = 0), temos que

B2Aa + Aeds + A + A(6% + Xe)
(Az + A3)? ’

Agrs =

como ¢ dado em Gleser (1985), que mostra que sob o modelo ultraestrutural normal com
A. conhecido, BoLs é também o estimador de méxima verossimilhanca de £.
Observemos também que sob o modelo estrutural (A% = 0), a variancia assintética de
\/ﬁ[A?GLS pode ser expressa como
Agrs = (k + l)ﬁz(l—;pix—), (2.36)
Py x

onde pyx = Cov[Ys, Xi]/(Var[Y;]Var[X,])!/2.

2.4.2 TUma das variancias conhecida

Nesta secao, vamos considerar que a variancia oy, ¢ conhecida (resultados similares
podem ser obtidos quando a variancia o.. € conhecida).

Seja a seqiiéncia Zy,...,7Z; como em (2.25). Similarmente a segdo anterior, vamos
supor também para efeito de inferéncia, que as condigoes S1 -~ S3 sao satisfeitas e con-

seqlientemente a seqiiéncia Zy, Z,, . . . satisfaz as condi¢oes A1 — A4 sobre o contexto das
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distribuicoes elipticas. Nesta segao, estudaremos as propriedades assintoticas do estima-

dor

By = 2 —, (2.37)

SXX — Ouu
que é um estimador consistente sob normalidade. isto ¢, quando rj; é normalmente dis-
tribuido, k = 1,...,n, como é considerado em Cheng and Van Ness (1991). Nakamura
(1990) obtém uma funcao de escore corrigida sob a suposicao de que e em (2.25) é nor-
malmente distribuido e o, é conhecido. A suposicao de normalidade nao é requerida para

Up. .

Teorema 2.4 Considere o modelo ultraestrutural definido em (2.25), supondo 0y, conhe-

cido e as condigoes S1 — S3 satisfeitas. Se 04, + 0, > 0, entdo

Va(By — B) -2 N(0,An), (2.38)

onde

(k+ D(oxxoyy —oky) + (36 + 2)(Boxx — oxv)?
(0zz + 03,)?
or(B*oxx — 2B0xy + oyy)
(020 + 035)?
(K4 1)(B%Az + Ao + Ac) + (3 +2)8% 4 (B2 4 A)X;
(Az + A%)?

Ay =

n (2.39)

Prova: Considerando que By = g(Vech(Sy,)), onde g(z,y,2) = y/(z — Ouwu), 2 F Ouu,

segue do Teorema 2.2 que
B 25 g(Vech(Z + o,bbT)) =4 .

Agora, considerando o Teorema 2.1 e usando o método delta, obtemos a distribuigao

assintotica de BM, dada por

-~

Va(Bu — B) -5 N(0,d"Vyd),
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onde

d= ! (0,1,—-p8)T.

oxx + o-f\’,\’ — Ouu

Como 0% y = 0}, € OXX = Oz + Ouu, SEGUE quUE

(r +1)(oxxoyy — oky) + (35 + 2)(Boxx — oxy)?

d'Vyd =
" (022 + 03;)°
+‘7;z(ﬂ20,\',\' — 2foxy + oyy)
(020 + 03,)? .
A prova da segunda igualdade em (2.39) é similar a prova do Teorema 2.3. 0

Note que sob o modelo estrutural independente, segue de (2.24), com A} = 0 que a
variancia assintética de \/nfy pode ser escrita como

(k + 1) (oxxoyy — oky) + (3c + 2)(Boxx —oxy)?

2
T

Ay =

g

1 — 2 32
= (k+ l),@2(2¢’\) + (3 + 2)’3—2, (2.40)
Py x A
onde Ay = 04z/0u. Além disso, sob normalidade, £ = 0, a variancia assintética se reduz

a
(1—pkx) , 267
Ay =P + A
P%{X Ai

que coincide com a variancia assintética dada em Fuller (1987).

Por outro lado, sob o modelo ultraestrutural normal (k = 0), a varidncia assintética é
dada por

oxxoyy — 0%y +2(Boxx —oxy)? + ol (BPoxx — 2Boxy + oyy)

Ay =
M (UII + 0-;::7;)2 ’

que coincide com a variancia assintdtica dada em Cheng e Van Ness (1991).

2.5 O modelo estrutural eliptico

Nesta secao, estudaremos a distribui¢ao assintética do estimador de maxima verossi-
milhanca do parametro # do modelo definido em (2.25), considerando os modelos estru-

turais elipticos independente e dependente. Além disso, estudaremos a eficiéncia relativa
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assintdtica do estimador de maxima verossimilhanca sob o modelo estrutural eliptico in-
dependente, com os estimadores de [ considerados na secao anterior.

Sob o modelo estrutural independente, o estimador de maxima verossimilhanca de 3
nao tem uma forma fechada e um método iterativo é requerido. O algoritmo EM pode ser
usado, como é considerado, por exemplo, em Lange et al. (1989) e Arellano-Valle (1994).
Como neste modelo o nimero de parametros nao varia com o tamanho da amostra, a
variancia assintotica dos estimadores dos parametros é obtida invertendo-se a matriz de
informacao de Fisher.

O modelo estrutural eliptico independente obtém-se considerando que a seqiiéncia de
vetores aleatorios ry,...,r, definida em (2.25) é independente e identicamente distribuida
comry ~ El3(n,¥;¢),onden=mn;, k=1,...,isto é, py, = pla, k =1,...,n, e ¥ como em
51 da segao anterior. Nesta segao, vamos supor que a distribuigao de r; tem densidade, e

pela defini¢ao de distribuicao eliptica, a funcao densidade pode ser escrita como
122 F((ry — ) T® 7 (11 — 1),

onde f(u) > 0, uw > 0, isto é, ry ~ El3(n,¥; f). Assim, a seqiiéncia Z;,...,Z, definida

em (2.25) sao vetores iid, com Zy ~ Ely(p, V; f), cuja densidade ¢ dada por
IVIZ2F(Zy = p)TVH(Zy - p)),

onde p = a+BnpeV = BUBT, com a e B como em (2.25). Para uma amostra de

tamanho n, o logaritmo da funcdo de verossimilhanca é dado por

n n
5(0) =~ log [V + 3 log f(IT4 ), (2.41)
k=1
com
¢ = (a,,u'z, Ozzy Oces Ouu,y ﬁ)T e Tk = V—l/z(zk - ,U,), (242)
k =1,...,n. Sob as condigées acima, o modelo nao é identificdvel, como é apontado

em Arellano-Valle (1994). Para tomar o modelo identificavel, condi¢oes adicionais sao
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necessarias. Nesta secao, vamos considerar as seguintes suposicoes,

aﬁﬁ . O-IJT . .
Ae = , conhecido ou A, = conhecido ou  oy,(0e.) conhecido.
a‘ll'u. O-'UU

Um estudo detalhado do modelo estrutural eliptico com A. ou A, conhecido é considerado
em Arellano-Valle (1994). Por outro lado, com a suposicao de que o, (ou oy, ) € conhecida,
temos o estudo desenvolvido por Cheng e Van Ness (1991) sob normalidade. Considerando
A ou A, conhecido, o vetor § definido em (2.42) se reduz a

)T

, se A, € conhecido,

0 — { (Q’,/iy,o-eez Gy B (243)

(@, foy Ozzs Ouus B)T , s€ A é conhecido.

Assim, p = p(0), V. = V(0) e a relagao
0 — (u(0),V(0))

é um a um, desta forma, @ é identificavel (veja Arellano-Valle, 1994). Sob normalidade,
a condigao A, conhecido é considerada em Wong (1989) e a suposi¢do A, conhecido é

considerada em Bolfarine e Cordani (1993). Nao é dificil verificar que esta ultima condicao

é equivalente ao conhecimento de k, = /\’\1], conhecido na literatura como coeficiente de
x

atenuacao ou confiabilidade. Tal situacdao é comum em algumas areas como, por exemplo,
em economia, psicologia, sociologia, (veja Fuller, 1987). Sob as duas primeiras condigoes

de identificabilidade, segue que a matriz V pode ser escrita como

( AeB20uu + Oee  AaBB0un

M\fo (Mo +1)o ) , se A, € conhecido,

V= s (2.44)
( & auﬁ: T o ﬂj_m; ) , se A, € conhecido,
com determinante dado por
) [AeBP0uu + (Az + 1)0ee]own  , se Ay é conhecido,
VI= { [Aeowu + (B% + Ae)Ozz)Ouu , s€ A é conhecido. (45)
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2.5.1 A matriz de informacgao de Fisher

Seja K(0) = (K;;) a matriz de informagao do modelo estrutural eliptico definido em
(2.25), onde 6 é como em (2.43), com o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga dado em

(2.41). Assim, temos que

dL n 8V Lis
= — =T - // i 2
7 2“ (V 70, ) + Z We(IT 1) i||Tk|| ,

onde Wy(u) = f'(u)/f(u), u> 0, e Ty é como em (2.42) e

8 oV
%HTkHZ _ © 9k _~-12m, TTV 129 X yy=1/2p

80 00;

Como T ~ Ely(0,I5; f), entao, usando a simetria da distribuicao Tr em conjunto
com (A.13) e (A.14) do Apéndice A, segue, apds algumas manipulagoes algébricas (ver
Arellano-Valle, 1994) que

. 4n o’ —18F‘
K5 = —ar2,1) 5V

np 1 1 0V 0V
el e () om

2n 40V___,0V
+p(p+2)af(2,2)tr (V 591V 50, )
onde
p=2 e ag(r,s)= E[(W(|IT:|*) IIT]*], (2.47)

comr,s=1,2,es<r.

Note que a estrutura que tem a matriz de informacao dificulta a inferéncia dos parame-
tros do modelo como, por exemplo, a determinagao da variancia assintética do estimador
de maxima verossimilhanca do coeficiente angular 3. Contudo, tal dificuldade pode ser
resolvida aplicando-se o procedimento de Cox e Reid (1987), para obter-se uma nova
parametrizagao do modelo, na qual o parametro de interesse (3 e ortogonal aos parametros

restantes. Consideremos a seguir a parametrizacao ortogonal estudada em Wong (1989)
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quando ), é conhecido, e em Bolfarine e Cordani (1993) quando A, é conhecida sob o

modelo normal. Temos entao

b1 = a+ By, 02 =iz, Ps = Oy,

(2.48)

by = MefB20uu + (Mo + 1)oee , se Ay é conhecido,
T (ﬁZ + )‘e)aa:a: + )\eO'u-u , S€ /\e é COHheCidO.

Para esta parametrizagao, sob o modelo eliptico considerado, temos que p(¢) = p(¢r) e

3 Af)%¢ A 4+ DAs , .
(d +1)7" ( (qu$++(1)i)ﬂZ‘i ( (Aj +)1)2ng 4 > » 5€ Az € conhecido,
V= V(¢E) =

9 _ (s + /\Z@: B(d3 — Aepa)
(6742 ( B(ds — Aets) b + b

) , se A, € conhecido,
(2.49)

onde ¢y, = (¢1,62)" e ¢ = (¢3,¢4,8)", com ¢ = (b1, b2, ¢3, 4,3)". Em ambos os casos,

V| = ¢34 e p(¢) e V(4) sao globalmente ortogonais, como acontece no modelo normal

\

(veja Arellano-Valle, 1994). Assim, sob a parametrizacao ortogonal definida em (2.48), e
de (2.46), com 0; substituido por ¢;, temos que a matriz de informagao K = K(¢) é dada

por

K = Diag(K,Kg),

onde K; e K sdo as submatrizes de informacao correspondentes aos parametros ¢y, e

¢z, respectivamente, que sao dadas por

4
K = F”af(g DV e Kg=(Kim), (2.50)
onde
+48,, brbm ) 7! _
it ez,2) - 2) (422)" L tm=s.a
["I,m = (p+2)a’f(2 2)(Uﬁ) ! ’ l7m‘ = ﬁa

0 , bL.m=3.4, m=35, oul =5, m=3,4,
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com 5
3 . se A\, é conhecido,

2 2 Arda
oy = 05(¢p) = ) ) (2.51)
i / , .
(m—A.m) ¢3ps , se A é conhecido.
A notacao Diag(A;,...,A,) denota a matriz diagonal cujos elementos A;,..., A, sao
matrizes. Note que o} pode ser escrito de maneira unificada como
1 — 2
op=p’ ( 2PYX> , (2.52)
Py x

onde PYX = COV[Y}\-, Xk]/(Va,r[Yk]Var[Xk])l/?.

2.5.2 Estimacao de maxima verossimilhanca

Sob a condicao ), conhecido, consideremos o estimador obtido pelo método dos mo-

mentos,

~ Ar + 1Y Syx
= — 2;
BN ( . ) Srx (2.53)
Bolfarine e Cordani (1993) mostram que sob normalidade, Bn é o estimador de méxima
verossimilhanca de . O resultado seguinte mostra que o estimador Ay, sob o modelo

eliptico independente é consistente e assintoticamente normal.

Teorema 2.5 Sob o modelo eliptico independente satisfazendo as condigoes S1 e S3 com

Az conhecido,
By 258 e By —B) - N(0,Ay), (2.54)

onde

Ao+ 12 yOxx — 0%
An = ( i ) (f;+1)(0”’”§ oxy)
Az Oxx

_ 1 = pky
= (k+1)p <W> : (2.55)

w!?

Prova: Note que EN = g(Vech(S,)), onde g(y, z,w) = (’\—f\“:—l) Z w # 0. Pori) do Teorema

2.2, e da continuidade de g temos que By X5 B. Por outro lado, de ii) do Teorema 2.2,
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sob o modelo estrutural, temos que
V/nVech(S, — 8) -4 N(0, V),
onde V = HTAH. Assim pelos resultado acima e usando o método delta, temos que

V(By = B) % N(0,dTVd),

onde

1 Ao +1 '

d= (o, < ,—ﬂ)
OXX )‘a,
e
2
dTVd = <A” s 1) (GWU"';" - 03“’) .

Az Tk x

A outra parte da igualdade segue facilmente da definicao de pxy. O

No teorema. seguinte apresentamos em forma unificada a distribuicao assintdtica do

estimador de maxima. verossimilhanga ﬁf de [ sob a condi¢ao de A, ou A, conhecido.

Teorema 2.6 Sob o modelo estrutural independente com A\, ou A, conhecido, a distri-

buicao assintdtica do estimador de mazima verossimilhanca ,(?, de 8 ¢ dado por
Va(By — B) = N(0,05/ay), (2.56)

onde o% € como em (2.52) ¢ a; = ———a;(2,2), com a;(2,2) obtido a partir de (2.47).
B f = sy I

Prova: A demonstracao segue dos resultados considerados anteriormente com relagdo a

matriz de informacao de Fisher. m]

Para o modelo estrutural normal, temos que a; =1 e

B; = Bn , s& Az é conhecido,
Bers ,se Ae € conhecido,

onde BGLS e BN sao como em (2.33) e (2.53), respectivamente.
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Coroldrio 2.2 Sob o modelo estrutural eliptico independente, com A, ou A, conhecido,
a eficiéncia relativa assintdtica do estimador de mdzima verossimilhanga com respeito ao

estimador PBgrs ou Bn € dado por

1
Borsbs = Bwbr T (k + Day’ (2.57)

Prova: A demonstragao segue do Teorema 2.3 sob o modelo estrutural (veja secao 2.4),

do Teorma 2.5, juntamente com o Teorema 2.6 e das relagoes

Ay

ez & =
Bcrs.By AgLs

, se A\, é conhecido

Ay

es ~ = ——. se A\, é conhecido.
ﬁN1ﬂf AN’ E Ilh d

0

Para o modelo normal, Wy(u) = —%, k=0ea; =1 Assim, Ay = Agrs, se A.

conhecido e A; = Ay, se A, conhecido. Para o modelo ¢-Student, isto é, Z ~ t,(u, V;v),
onde p = E[Z] e ¥ = Var[Z] = (v/v — 2)V, v > 2, temos que

v+2 v—2
I= 4
v+4 B 1/—4’V>

2
Wf(u):_l/; (v4+u)™ u>0, a5 =

e neste caso de (2.50), a matriz de informacao sob a parametrizagao ortogonal é dada por

K = Diag(K,Kg) (veja Arellano-Valle, 1994), com

v+ 2 1 -4
K= (557) (V)

€
. - +2(243\1 1 (263da\—1
[\'3,3 1&3,4 0 l;+4(f) _m( Zl 4 0
- i Y 2 -
KE = [\3,4 ](4,4 0 — _1/1?(205;054) 1 %(.;i) 1 0 ,
0 0 K v42 %5\ -1
8,8 0 0 m( : )

onde o é como em (2.52). Assim, a eficiéncia assintética do estimador de maxima veros-

similhanca f3; com respeito aos estimadores Bgrs e By ¢ dada por

L (v+4)(v—4)
eﬁGLSrﬁ] - eﬁN,ﬁ/ - (,/+ 2)(,/ _.2)

<1, v>4,
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isto é, o estimador de maxima verossimilhanca [3; é assintoticamente mais eficiente que
os estimadores fgLs e [y sob as condigoes A. e A, respectivamente. Note que sob nor-

malidade e

BorsBy = CBwd, = 1, ou seja, 3y = Bgrs se A conhecido e By = [, se A, €

conhecido.

Teorema 2.7 Sob o modelo estrutural independente com oy, conhecido, a distribuigdo

assintética do estimador de mdzima verossimilhanga By de 3 € dada por

Vi(By — B) = N(0,Ay), (2.58)

onde

A, = L [oxxovy = oky  3a;—1(Boxx —oxy)®
p=—

ay O-f%:l: 2(1/ -1 03::1:

: (2.59)

com ay como no Teorema 2.6.

Prova: Considerando a parametrizagao
$1 = phoy 3=+ Blia, ¢3 =P, $4= Oce, P5 = 0sa,
temos, de (2.46) que a matriz de informagao tem a forma
K = K(¢) = Diag(Kp,Ks),

onde Ky, = (K1 m), {,m =1,2; Ks = (Kim), [, m = 3,4,5. Assim, a variancia assintética
do estimador /78y ¢ dada pelo elemento K3 correspondente a inversa da submatriz de

informaciao Kgs. Apds algumas manipulagoes algébricas, temos entao que

1 [oxxoyy —o%y  3a;—1(Boxx —oxy)?
Af = — —+ .

as a:zz:x 2a’f —1 Gazr:z

onde ay = p—(;:T)(Lf(2,2).



Corolario 2.3 Sob o modelo estrutural independente satisfazendo as condigoes SI1 e S3
¢ com 04, conhecido, a eficiéncia relativa assintotica do estimador de mdzima verossimi-

lhang¢a com respeito a B € dada por

eEMyb\j - G,_/(I{ + ]_)

3a¢+1
1 14 g 5ary
{ e } (2.60)

3z+2
L+ 957 arx

onde
2
SO . . J—
= T
A2(1 = pix)
Prova: A prova segue do Teorema 2.4 sob o modelo estrutural, do teorema anterior e a

relacao
or o~ = D1
- b
BBy AM
onde Aj e Ay sdo as varidncias assintéticas do estimador de maxima verossilhanca [y e
do estimador (), respectivamente.
Note que sob normalidade, ay = 1 e K = 0, de modo que ady = 1. Neste caso,
By = [y, isto é, o estimador de méxima verossimilhanca [ é equivalente ao estimador

Br. Agora, sob o modelo t-Student & + 1 = (v — 2)/(v — 4) e ay = (v + 2)/(v + 4).

Portanto,

v (L)
BaiBsr 9 ) v=1 ’ ’
(v+2)(v—2) 1—|—2(V_2) ayx

o que mostra que o estimador de méaxima verossimilhanga 3; é assintoticamente mais

eficiente que o estimador B.

2.6 O modelo estrutural eliptico dependente

Os modelos elipticos dependentes no contexto geral; sdo caracterizados ao assumir que
a distribuicao conjunta das varidveis de interesse é eliptica. Assim, sendo Z;,...,Z, uma

seqiiéncia de vetores aleatérios de dimensao p, o modelo eliptico dependente ¢ definido
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supondo que

Z=(Z],...,Z])" ~ El(p.¥;9),

com funcao densidade (se existir) dada por
975 F((Z ~ u) T2 — m)),

com f(u) > 0. Neste caso, pelo Teorema 1 dado em Anderson, Fang e Hsu (1986), o

estimador de maxima verossimilhanca de p e ¥ sao dados por

~

fi=jiy e @:Z—’f’@N, n>p, (2.61)

onde iy € U v sdo os respectivos estimadores de maxima verossimilhanga sob normalidade
e pu; é o ponto de maximo da fungao u™/?f(u). Por exemplo, se f(u) = k(p, v)v"*{v +
u}=(+7)/2 (o modelo t-Student com v graus de liberdade) € facil ver que u; = np, para
todo v > 0. Em geral, se f(u), v > 0, é uma func¢ao continua e decrescente para u
suficientemente grande, entao a funcao u™/? f(u) tem ponto de méaximo uy. Este fato
vale em particular quando a densidade esférica f(z'z), z € R"™, tém segundos momentos
finitos (veja Anderson et al., 1986).

No contexto da teoria de inferéncia baseada no contexto eliptico, o resultado de An-
derson et al. (1986) tem grande importancia, e serd de grande utilidade nesta secao. De
fato, se X ~ E£,(0,1,;4), P(X = 0) = 0 e §(X) é uma estatistica tal que §(aX) 4 §(X),

para todo a > 0, entdo (veja Fang et al., 1990)
§(X) 2 8(Z), Z ~ N,(0,1,). (2.62)

O modelo eliptico estrutural dependente com erro nas variaveis ¢ obtido supondo que
a seqiiéncia Zy, ..., Zn, definida em (2.25) com 0 = (o), = play, k=1,...,n e AT = 0)
é tal que

Z = (ZT,,ZI)T ~ E€2n(1n ®#1In®vy¢)>
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com densidade dada por

VI (i(zk )TV (2 - u)) ,

k=1

onde f(u) >0, u>0¢e

p=a+Bp e V=BUB',

com a, B, ¥ e 7 como em (2.25).

Lembremos que, sob o modelo normal, a estatistica BGLS, ﬁM ou ﬁN (definida em
(2.33), (2.37) e (2.53), respectivamente) € o estimador de maxima verossimilhanga de
(3 sob a respectiva condi¢do Ae, Az OU Tuu conhecido. No que segue, mostraremos que
tais estimadores sio também estimadores de maxima verossimilhanca de 3 sob o modelo

eliptico dependente.

Teorema 2.8 Sob o modelo eliptico dependente, os estimadores fers, Pn € Bm de f
sio os estimadores de mdzima verossimilhanga sob as respectivas condigoes Ae, Ay € Ouu

conhecidos.

Prova: Primeiramente note que os estimadores fars, By € Bu satisfazem a condigao de

invariancia considerada acima. Assim, por (2.62) (veja Fang et al., 1986), temos que
Bops(Z) L Bons(Zn), Bn(Z) 2 Bn(Zn) e Bu(Z) < Bu(Zn),

onde Zn ~ Non(1, @ p, I, @ V). Agora, sejam Bf e B os estimadores de maxima verossi-
milhanca de B sob o modelo eliptico dependente e normal, sob a condi¢do A, Ay OU Oy
conhecido, respectivamente. Entao, pelo resultado em (2.61), segue que

R Bars , se A. conhecido,
By=pB=1PBn , se A\, conhecido,
By, se Oyy conhecido,

isto é, que sob as condi¢bes A., Az OU Oyy conhecido, os respectivos estimadores fBgrs,
By ou B sdo os estimadores de maxima verossimilhanca sob os correspondentes modelos

elipticos dependentes.
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Capitulo 3

O modelo funcional eliptico

3.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos o modelo com erros nas variaveis definido por
Y, =a+Bz;+e;, 1=1,...,n, (3.1)

onde z,...,, sao quantidades nao aleatérias medidas com erro, isto €, assumindo que

em lugar do verdadeiro valor z;, observamos X;, tal que
Xi=z;4u;, 1=1,...,n, (3.2)

onde u; representa o erro de medicao da quantidade z;. Neste capitulo vamos supor que
a=(ay,...,a.)" eB=(f,...,B)" sao vetores de parametros ¢g-dimensional, ¢ > 1 e
X, uma variavel aleatoria real.

O modelo definido em (3.1) e (3.2) pode ser expresso em forma matricial como
Z;=a+bz+e, 1=1,...,n, (33)

T ~ . w
onde Z; = (Y], X;)T, &; = (e] ,u:)T,a=(a",0)T eb= (B ,1)" sao vetores de dimenséao
p=q+1.

Vamos supor que a seqiiéncia €. ...,€, de vetores aleatorios p-dimensional sao inde-

pendentes e identicamente distribuidos com

CJ'NE[P(O’Ip;f)a P:CI‘|‘1, (34)
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onde f(u), u > 0 é uma fungao nao negativa tal que rP=1 f(r?) é integravel sobre [0, c0),
isto é, em (3.4) estamos supondo que 0s erTos €y, ..., €& t€m densidade p-variada, f(x'x),
x € IR?. Assim, pela propriedade das distribuigoes elipticas dada no Teorema A.3 do

Apéndice A, temos de (3.3) que
Z; ~ Bly(a+ bay L f), (3.5)
com funcao densidade dada por
fi(Zi;8,2:) = f(|Z: —a —bai*),

onde 8 = (a7,B7)7 é o vetor de pardmetros estruturais do modelo.

O modelo definido em (3.5) serd chamado de “Modelo Linear Funcional Eliptico com
Erros nas Variaveis” ou simplesmente Modelo Funcional Eliptico. Sob normalidade, o
modelo em (3.3) é chamado “Modelo Linear Funcional com Erros nas Variaveis” ou sim-
plesmente Modelo Funcional (Kendall e Stuart, 1970, e Fuller, 1987) e passa a ser um caso
particular do modelo funcional eliptico, desde que a distribuicao r_10rmal esta contida na
classe das distribuigoes elipticas.

Como é habitual, o principal objetivo é fazer inferéncias sobre os parametros estruturais
a e B a partir das observagdes (Y, X;), 7 =1,...,n. A diferenca com o modelo estrutural
definido na Secao 2.5 do Capitulo 2 é que no modelo funcional os z;’s sdo parametros

fixos e portanto o nimero de pardmetros cresce com o tamanho da amostra, n. Para

oee O
0 Ouu

verossimilhanca do modelo funcional correspondente a uma amostra de tamanho n, tem

g = 1 e supondo que ¢; S N, (0, ( )) ¢t =1,...,n, o logaritmo da funcao de
como caracteristica principal ser ilimitado, de modo que nao existe solugdo de maxima
verossimilhanca. Solari (1969) mostrou que a raiz da equagao da primeira derivada com
respeito ao parametro estrutural é um ponto de sela e ndo de um maximo. Zellner (1971)
estudou o problema da nao existéncia do maximo do logaritmo da fungao de verossimi-

lhanca no espaco paramétrico, mostrando que a solugao para [ nao pertence a regiao
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admissivel do espago paramétrico, a qual é dada por

|Cov[X, Y]]

OXX

; oyy
£ 18] & iy
<10 e

com Cov[X,Y] # 0. Suposigoes adicionais sao, portanto, requeridas para tornar viavel
o estudo de inferéncias no modelo funcional normal. Algumas suposi¢oes comumente

adotadas sao:
i) Oece € 0y conhecidos;
ii) oee ou oy, conhecido;
iii) Ae = 0ce/0uu conhecido.

A condicao iii) é mais usada na literatura, como é considerado em Lindley e El Sayad
(1968), Zellner (1971), Kendall e Stuart (1970), Mak (1982), Glesser (1981), dentre outros.
A condigao ii) é usada, por exemplo, em Cheng e Van Ness (1991). Sob a suposigao i),

Barnett (1969) mostra que os estimadores de maxima verossimilhanga (EMV) de o, S,

Ti,...,Tn, sao dados por
a = Y-pX,
- B(Y: — &) + A Xi
r; = Bz+)\e , =1, .. T
5 - Syy — AeSxx + \/(SYY — AeSxx)? +4XS%y

25xy

onde Sxx, Syy e Sxy sao as entradas da matriz de covariancias amostrais S, e B depende
de 0., e 0y, somente através de ¢. Sob a suposicao iii), Glesser (1981) mostra que o
EMV de A é dado como em (2.33) (veja o capitulo 2). Em situagdes onde o vetor de
erros tem distribuicio eliptica nao normal (por exemplo, t-Student), néo é possivel obter
uma forma explicita para o EMV. Em tais situagoes, um método comumente usado para

obter tais estimadores é dado pelo algoritmo EM (ver Arellano-Valle, 1994). Mesmo sob
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normalidade, a distribuigao exata dos estimadores € bastante dificultada devido a presenca
dos parametros incidentais z, . . ., &, como ¢ apontado, dentre outros, por Neyman e Scott
(1948, 1951), Kiefer et al. (1956), Zellner (1971), Gleser (1981) e Fuller (1987). Embora o
tratamento de Gleser (1981) e Fuller (1987) seja bastante geral, ele estd baseado na teoria
de vetores e valores préprios e pode apresentar algumas dificuldades se o leitor estiver
interessado em aplicacgoes.

No modelo funcional sob normalidade com g = 1, Patefield (1976) mostra que a matriz
de covariancias assintética do EMV nao corresponde a inversa da matriz de informacgao de
Fisher. Contudo, Mak (1982) sob um um modelo bem geral, estabeleceu certas condigoes
gerais para garantir a consisténcia e distribuicdo assintética do EMV do parametro es-
trutural. Usando estes resultados, Mak (1982) estudou as propriedades assintéticas dos
EMYV dos parametros estruturais no modelo definido em (3.3) para ¢ = 1 e supondo que
€1 ~ Ny(0,071;), onde o? é considerado desconhecido, o que equivale a supor a condigao
de identificabilidade iii), isto é, a supor que A\ = 0cc/0y, € conhecido. No caso multi-
variado, um estudo é feito em Mak (1982) supondo a = 0 e € ~ N,(0,0%I,), sendo o
considerado conhecido.

O modelo definido em (3.3) com ¢ > 1 é usado no estudo de calibragao comparativa
funcional (veja Williams, 1969, Kimura, 1992), que trata da comparagao de instrumentos
ou métodos de medicio, quando cada um deles é usado para medir uma caracteristica
num grupo comum de unidades experimentais. A necessidade de comparar instrumentos
de medicio que diferem em custos, velocidades, ou outros fatores, tem aparecido com
freqiiéncia em diversas areas tais como em medicina, psicologia, educagao e agricultura,
entre outros. Por exemplo, Grubbs (1948, 1973) compara a eficiéncia de trés cronometros.
Na drea de medicina, citamos, entre outros, os trabalhos de Barnett (1969), Kelly (1984,
1985) e Kaak et al. (1994). Fuller (1987) apresenta exemplos na area da agricultura e

Dunn (1992) considera aplicagdes em psicologia e educagao. Para efeito de aplicagoes,
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Kimura (1992) propoe um algoritmo tipo EM para estimar os parametros o e 3. Para
estimar a matriz de covariancia assintdtica, Kimura (1992) propoe a inversa da matriz
de informacao observada. Bolfarine e Galea-Rojas (1995) mostram que a matriz de co-
variancias assintéticas nao coincide com a inversa da matriz de informacao de Fisher.
Neste capitulo trataremos o modelo de calibragdo comparativa no caso funcional. Es-
pecificamente, estudaremos a consisténcia e normalidade assintética dos estimadores de

méaxima verossimilhanca dos parametros estruturais do modelo estatistico definido em

(3.5).

3.2 Notagoes e resultados preliminares

Nesta secao apresentamos de forma resumida os principais resultados de Mak (1982),
que serao utilizados no estudo das propriedades assintdticas dos EMV dos parametros
estruturais do modelo funcional eliptico definido em (3.5).

Seja Zi,...,Z, uma seqiiéncia de vetores aleatérios independentes p-dimensionais,
onde para cada i = 1,...,n, Z; tem fun¢ao densidade fi(z;0, z;), com 8 = (0,, ... ,0,)T C
®@CRPez; € xi CIR,7=1,...,n. Suponhamos também que 8y € © e ziy € X,
i=1,...,n,onde 8 e zy0;...,Tm0 denotam os verdadeiros valores de # (parametro estru-
tural) e zi,...,z, (pardmetros incidentais), respectivamente. Assim, para uma amostra
de tamanho n, o logaritmo da fungao de verossimilhanga é dada por

((0,x) = _log fi(z:;0,z:), (3.6)
i=1
onde x = (z1,...,2,) ", comz; € xi,i=1,...,n,e0 € 0.
Suponha que para cada i, dado 8, existe um estimador z; = Z;(Z;;0) (dependendo de

0) para z;. Em particular, Z; pode ser o EMV condicional de z; dado 0. Substituindo z;
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por z; em (3.6), temos que

00,7) = 3 log filzi:0,5) = 3 hilsi;0), (3.7)

onde h;(z;;0) = log fi(zi;0,%:), 1 =1....
No resto do capitulo, as esperancas serao tomadas sob os verdadeiros valores 6, e

T10,--.,Zno, € serao denotadas por
Eo[-] = E[|6o, %10, - - Tno)- (3.8)

Supondo que as derivadas envolvidas existam quase certamente para todo 7, definimos

d

0. (2;: = —h(z;0), 1=1,... S

C]w,(zua) agjh'(zu ) J 1a » Dy (3 Q)
&° .

qz'akoj(zi;a) = agjekh(zi; 9), Lk=1,...,p, (3-10)

Giowo; (2i;0) = (o, (2i;0))(qie, (2:30)), k,g=1,....,p. (3.11)

Além disso, sejam Eo[An(0)] = (a;(0)) e Va(0) = (v5;(0)) as matrizes simétricas de

5]

dimensao p X p definidas por
1 n
ap;(0) = ~ > Eolqisse, (Zi;0)] (3.12)
L =1

1 n

vi;(0) = ;ZCOVO[quk(Z‘i;0))Qi9j(zi;8)]
1=1

L Ohi(Z;0) 0hi(Z;;0)

respectivamente.

Suponhamos que exista 8; € ®° que maximize a fungao
_ 1.
B(0) = > Bo[hi(2:;0), (3.14)
T =1

para n suficientemente grande. Mak (1982) estabeleceu certas condigoes gerais sob as

quais (3.7) tem um maximo 0, que converge em probabilidade para 8, e tem distribuicao
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assintdtica tal que

(Vi (01)) 2 (Eo[An(6:)])(0 — 6:) %5 N,(0,L,). (3.15)

Mak (1982) notou também que em algumas situagoes € possivel obter estimadores z;
tais que #; depende somente de 0 e é independente de z;o, isto é, ; = g(6,), para alguma
funcdo ¢g. Se g é uma funcdo um a um, entdo um estimador consistente de 6 é dado
por @n = g_l(an). No caso em que #; = 0, o estimador consistente de #; é também um

estimador consistente de 8.

3.3 O modelo funcional eliptico univariado

Nesta secdo estudaremos o comportamento assintético do estimador de maxima veros-
similhanca do parametro estrutural do modelo funcional definido em (3.3), com ¢ = 1,

isto é, em (3.3) tem-se que
Zi=a+bz;+e€, 1=1,...,n, ‘ (3.16)

onde Z; = (Yi, X))7, & = (e1,u:)", a= (,0)" e b =(8,1)7 sio vetores bidimensionais
de modo que em (3.4) estamos supondo que a seqiiéncia de vetores de erros ¢y, ..., €, sao
independentes e tém uma distribuigao bivariada comum Ef,(0,Iy; f).

No que segue a secao serd dividida em trés subsegoes. Na Secao 3.3.1, estudaremos
a consisténcia e a normalidade assintética do EMV do parametro estrutural do modelo
funcional. Na Secao 3.3.2, estudaremos a eficiéncia relativa assintética do EMV, com
respeito ao estimador de minimos quadrados generalizados. Finalmente, na Segao 3.3.3,
estudaremos com maiores detalhes o caso particular do modelo funcional ¢-Student, isto
é, quando os erros do modelo considerado tém distribuicao comum ¢-Student.

De (3.6) segue que para uma amostra de tamanho n, a fungéao de log-verossimilhanga
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é dada por

(0, %) = 3" log f(1|Z: — a — bai|[2), (3.17)
i=1
onde x = (z1,...,2,) e 0= (a, B)7.

Para efeito de inferéncia, vamos supor que f satisfaz as seguintes condigoes de regula-

ridade:
Al. f e C® e ¢é decrescente em (0, +00);

A2. P f(r?) é integravel sobre [0,+00), isto é, a distribuicdo de €; admite quartos mo-

mentos finitos.

A seguinte notacido sera usada nesta secao. Para qualquer fungio ® = ®(0) (que
eventualmente pode ser uma matriz), denotaremos por ®, = ®(6,), isto é, a fungao @

avaliada no ponto 8p. Sejam também
1 /0 1 1 1 1 —p
by &= e ,b:—( >, A:—< ) 3.18
Ty <1> > bl \— EACEE! (3.18)
e as variaveis aleatodrias .
si=b| (Zi—a—bzy) e t;=Db,(Z;—a—bazy), (3.19)

i =1,...,n. As varidveis aleatdrias t; e s; (que dependem do parametro @) tem distri-

buicio conjunta eliptica (nao singular), como veremos a seguir.

Lema 3.1 Para cada 1, temos que

i) (i) ~ Ely(Al(ap — a) + (bo — b)zio). AAT),

2 _
onde AAT = “bl”2 ( ljﬁﬂ lﬁ ); ag = (a0,0)7 e bo = (Bo,1)7.

i) Para tio = t;(00) € sio = si(0o), temos que

Si0

Lo i
( ") S E0,(0, AgAJ). (3.20)
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".30 1
i) (sioltio) ~ Bl | ——=
ii1) (Sioltio) 1 ( l+,‘35 1 1 82

densidade condicional no caso esférico.

)2’ D q(t xo)>! onde f{(tio) = t?o e f. representa a

Prova: A prova de ii) segue de i), fazendo § = 6, e a demonstragao de iii) é conseqiiéncia
imediata das propriedades da distribuicao eliptica condicional (Teorema A.4 do Apéndice
A).

Para provar i), observemos que

(t') (E:) (Zi — a — baw) = A(Zi — a — baa), (3.21)

Si

Z,’ —a — b:l},'g i~ Elfz((ao — a) + (bo = b)l‘,‘o,IP), (322)

entdo, a demonstragao segue das propriedades das distribuigoes elipticas (veja Apéndice

A).

O
De iii) do Lema 3.1 e do Teorema A.4 no Apéndice A, segue que
Var[siol|tio) = 0T ﬁz) a(t? (3.23)
Por exemplo, se (tio,si0)" ~ t2(0, AgAg ;v), v > 1, distribuigdo ¢-Student, entéo
o) = L0 (3.24)
vr—1

Note também que de iii) do Lema 3.1, segue que os vetores (i, si0)", ¢ = 1,...,n, sao

independentes e identicamente distribuidos, de modo que

C"f’) 4 (i) El,(0,AoAy ), (3.25)

1
t ~ E[g(o, l), S ~ EZI (0, |—> . (326)

[l

tio

[boll?
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3.3.1 Estimacao por maxima verossimilhanca

Nesta secao estudaremos as propriedades assintéticas dos estimadores de maxima ve-
rossimilhanca dos parametros estruturais do modelo funcional definido em (3.5), com
¢ = 1. Para este estudo serd utilizado o trabalho de Mak (1982), resumido na Segao 3.2.

Como o logaritmo da funcao de verossimilhanca de uma amostra de tamanho n, de-
finido em (3.17) depende dos parametros incidentais zi,...,2,, primeiramente vamos
estimar z;, 7 = 1,...,n, dado @ = (a,3)" para, posteriormente, substitui-lo em (3.17),
obtendo assim uma funcao que depende somente da amostra e do parametro de interesse,

como € mostrado a seguir.

Lema 3.2 Considere o modelo definido em (8.16) satisfazendo a condigio Al. Entdo, o

EMYV condicional de x; dado 0 ¢ dado por

LT
7= (%= a) (3.27)
’
hi(Z:;0) = log (1), (3.28)

onde t; € como em (3.19),1=1,...,n.

Prova: De Al e (3.17), segue que maximizar log f(||Z; —a—ba;||*) com respeito a z; dado
0 é equivalente a minimizar ||Z; —a—baz;||* com respeito a z; dado 8, de onde tem-se (3.27).
Para obter (3.28), é suficiente substituir (3.27) em (3.17), obtendo-se || Z; —a — bZ||* = ¢

e assim (3.28) é provado. O
Sejam as funcoes continuas

Wilu) = F)/f() e Ag(u) = Wplu)Ws(u) — W), (3.20)

onde f'(u)e f"(u), u > 0, sdo a primeira e segunda derivadas de f(u) e seja 8 = (61,0,)" =
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(a,3)T € O©. Logo, das relagoes em (3.9), (3.10), (3.11) e (3.28), segue que

ot? .
gio (Zi:0) = W (1) ot j=1,2, (3.30)
4 ab;
ot? ot? 5242
. - 0) = 2 J T 2 L g
qzﬁkﬁj(zta ) Af(tz) <89L> <ae}> + Wf(tz) (89L891> y 4] 1725 (331)
ot? ot?
. = — 72 2 1 7 v
Qz()k,(?](zzaa) I/‘f(tl) <80k> (a@]) ) Z)J 1?2’ (3'32)

onde, depois de algumas manipulagoes algébricas, temos que

g_tj = —2(e{ ba)ti,

O = —amalelbati = [yt — s

et = eTba)

aaigg = 2zio(e{ ba)” — %g(esz)t,- + 2(e] by)s;

56;2;; = 222 (] by)? + 4zio(e] by) <1 _Zfﬁz b )
+2 3 1 tf + 8 tis; + 282,

1+p2?2 "2+
Lema 3.3 Considere o modelo definido em (8.16) satisfazendo as condigcoes Al e A2.

Entio as matrizes Eo[An(00)] € Va(8o), definidas em (3.9) e (3.13), respectivamente, sdo

dadas por
Eo[An(8o)] = - ( 1 N )
l+ﬂ0 To Sp+ 1+ﬁZBf/Cf
€
4 1 To
ValBs) = g oW (1) ](_ o )
To 1,+WA,
onde
1o

n
— 0 2
= —E :110’ Sy = E :ziﬂv
niz

EU[W (t*)a(t*)t?)
Eo[W3(t2)t2]

Af=
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By = Eo[Wy(1*)(a(t?) — *)] + 2Eo[A(1*)a(t?)t?]

e Oy = BolWy)] + 2Bo[A(#)2),
com a(t?) e (t,s)" sendo como em (3.23) e (3.25). respectivamente.

Prova: De (3.31) e do fato que ¢ 1S t;0. temos que

2

EO[fIiaa(Zi;ao)] l+ﬂ0

5 { Bo[ W, (1)) + 202 (1))} = s

Agora, do fato que (veja Lema 3.1)

Bo

Eo[tio] =0 e Eglsioltio] = —m—ztio;
0

(3.33)

segue que
Eo[q.ia,ﬁ(Zi; 90)] = l'iOEO[({iozoz(Z‘i; 00)]

Similarmente, de (3.31), (3.23) e (3.33), e apds algumas manipulagoes algébricas, temos

que

Eolgips(Zi;60)] = x?OEO[qma(ZﬁoO)]

{E[W(12)(a(?) = 3)] + Eo A s (12)a(1?)1?]}
2
u+%wa

+(1+ﬁ‘

= iC,'OEO[q-iaa(Zi; 00)] +

Assim, somando as expressdes acima em ¢ = 1,...,n e dividindo por n, temos de (3.12)
a matriz Eo[A.(6o)].
Por outro lado, considerando (3.33) e a simetria da distribuicao de (o, si0) ", segue de

(3.30) que

Eolgia(Zi;00)] = Eolqip(Zi;00)] = 0. (3.34)

Assim, para determinar a matriz V;(6y) definida em (3.13) é suficiente calcular os termos

Eolgio,0,(Zi;00)], 7,k = 1,2, que sao obtidos de forma similar as entradas da matriz
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Eo[Ai(Z;; 60)]. Desta forma, temos que

4
Eolia.o(Zi;00)] = W%[W}(t?)ﬂ],
0

Eolgias(Zi;00)] = zioEolia.a(Zi; 00))

4
e Eolqis.5(Zi; 00)) = 2% EolGia,a(Zi; 00)] + 7253 Eo[W} (1%)a(t?)#?].
(L+65)
Somando agora as expressoes acima em %, ¢ = 1,2,...,n, e dividindo por n, temos a
matriz V,,(6o). O

Para provar os principais resultados desta secao, as seguintes condigoes de regularidade

sao requeridas:
A3. Existem constantes positivas ay e by tais que

Wi <a; e |[Wa(u)| <bs, u>0.
/ / f /

A4. Para cada 0 no interior de ©, existe § > 0 e funcoes d;(Z;) e dijr(Z;) tais que
hi(Zi;0)| < di(Z:) e |giono,(Zi; 0)| < diji(Zi),
para todo 0 € B(0,5) ={0: 0 —0)| <6} cO°e

limsupn™? Eo[d*(Z;)] < oo, lim supn™! Eold%,(Z;; 0)] < co.
i . 17k

=1 1=1

A5. Existe v > 0 tal que

Eo[|[W, () 2" < 0o e Eo[|[W,(t?*)ts|*™] < oo.

A6. A seqiiéncia zi, z,,. .. é limitada, isto é, existe M > 0 tal que sup;s, |z;| < M.

AT7. Dado € > 0, existe § > 0 tal que

n

1
lim sup — 3 Bo [sup {gio,e, (Z::0) : 10— boll < 8} = oy, (Zi; 60)]

" =l

<k,

k,7 =1,2. O mesmo é verdadeiro quando o supremo é substituido pelo infimo.
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Observacgoes:

1. Em certas situacoes. a condicao A6 pode ser substituida por uma condi¢ao mais

fraca, a saber

(a) 0 < liminf S, < limsup Sz < 0o, onde

(b) Para v satisfazendo a condicao A5, temos que

. 1 = 94+
lls‘n—lm; P+ = 0.
Tal fato ocorre, por exemplo, no modelo normal (veja Mak, 1982).

2. Se existe a terceira derivada de f(u), u > 0, entao a condi¢ao A7 pode ser substituida

pela seguinte condigao:

AT7’. Existe uma fungao positiva dim(Z;) tal que

0
\@qz‘eko,(zi; o)l < dikim(Zs),

para @ numa vizinhanga de 6 e
n
=

1
lim sup ; Z Eo[d,-k,m(Zi)] < o0, k,,l,m =1, 2.

1
Com a finalidade de provar que 6 é um ponto de maximo local da fungao (0), definida
em (3.14), precisamos de um resultado sobre pontos criticos de fungoes definida em IR",

que apresentamos a seguir.

Seja ¢ de classe C'?) (ou ¢ € C?)) sobre um conjunto aberto D C IR™ e consideremos

a fungao @, : D x R™ — IR definida por

Qo(x,h) = Z‘ij(x)hjhk = h'"Wh,

7k
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onde ¥ = (1) e 0s @j; sao as segundas derivadas parciais de ¢ e h € IR™. Assim,
para cada xo € D, a funcao @), : R™ —= IR definida por Q°(h) = Qy(%o,h) é a forma
quadrética correspondente a matriz (p;x(xo)) das segundas derivadas. Diremos que a
matriz (;r(%o)) é negativa definida se @, (xo,h) < 0, para todo h € IR™, h # 0, que
denotamos por Q,(xo, ) < 0. Se @,(xo,h) > 0, para todo h € IR™, h # 0, entao diremos
que a matriz (p;x(Xo)) é positiva definida.

Sejam A1(Xo),- - -, Am(Xo) os autovalores da matriz (@;r(X0)). Entao Q,(x0,-) < 0
(> 0) se e somente se A\i(Xo) < 0 (> 0), 7 =1,...,m. O resultado anterior e o lema

seguinte podem ser encontrados, por exemplo, em Fleming (1966).

Lema 3.4 Seja ¢ € C'?) sobre um conjunto aberto convezo D, e seja xo € D wm ponto

critico de . Se Q,(Xo0,+) < 0, entdo xo € um ponto de mdzimo local da fungao .

O primeiro resultado importante que daremos a seguir mostra que o ponto 8, (definido
na Segao 3.2) coincide com o verdadeiro valor 0, sob condicoes adicionais. Para provar
este resultado, o Lema 3.4 serd de grande utilidade. Este resultado requer condigoes sobre
os coeficientes B; e C; definidos no Lema 3.3. Sob normalidade By = 0 e C; < 0 (veja
Mak, 1982). Tais propriedades ainda valem no modelo ¢-Student como serd mostrado
na Secao 3.4. Conjecturamos que na familia das distribuicdes elipticas também valem
estes resultados, pois da condicio Al a fungdo de densidade f(x'x), x € IR?, tém um
comportamento simétrico similar a densidade do modelo normal (simetria com relagao ao

parametro de locacao).
Teorema 3.1 Suponhamos que By = 0, C; < 0 e que as condigoes Al - A3 estejam

satisfeitas. Entio, 0y € um ponto de mdzimo local da fungao ¥(0) = n=' 0, Eolhi(Zs;0)),

4 1=1

onde hi(Z;;0) =log f(t?),i=1,...,n.
Prova: Para cada 1 e 0 € O, segue de (3.30) que
Gia(Zi;0) = —2(e by )W, (t])t:
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2

8
W (e (_tmisi).
I[b]] (8

(]{g(z.{;e) = J:'i()q'ior(Zi:a) - 1 — [);2 1

Agora, para 0 € B(6y,0), d > 0, temos que
|Z; — a — bzil| < ||Zi — ag — boziol| + (1 + |zio|) = do(Zs).
Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que
|t:] < do(Z;) e |si| < do(Z)
e, conseqiientemente, da condigao A3, obt‘emos

|qia(Zi; 0)| < 2a;do(Z;)

lgis(Zi;0)| < ayp(2do(Z:)|ziol + 3d5(Z:)).

Definindo
'(p,(e) = Eo[hi(Zi; 0)], 1= 1, R

segue das desigualdades acima, da condi¢cao A2 e do Teorema da Convergéncia Dominada,

que
0i(0)
90;

= Eolqis;(Z:;0)], 5 =1,2.

Assim, de (3.34), temos que 8y é um ponto critico da fungao (@), z = 1,...,n, e con-
seqiientemente um ponto critico de 1¥(#). Por outro lado, da desigualdade de Cauchy-

Schwarz segue que, para 6 € B(f,,9),

|Giaa(Zi; 0)| < dcpdi(Zi) + 24
|Gias(Zi; 0)] < 2¢s(2d5(Zi)|wiol + 3d3(Zi)] + 2a;(|zio| + 2do(Z;)]

e |Gipp(Zi; 0)| < 2¢y(2do(Zs)|wio| + 3d5(Z:)]? + 2a(|zk| + 4|wio|do(Z:) + 6d5(Z;)]
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onde ¢; = ag(ay+bys). Assim. da condigao A2 e do Teorema da Convergéncia Dominada,

temos que

d*;(0) .
= FEolqio0.(Zi;0)]. k,7=1,2,
(r)gk(f)€7 O[q 9},91( )] .]
e; € C® ¢ =1,...,n, pois [ € C% Além disso. a matriz das segundas derivadas de

;(0) avaliada em 0 é dada pela matriz Eo[Ai(Z;; 0,)], definida por
1 Zi0
2C
EO[Az(ZZ)OO)]:l—j—Q ) Zzlaan
+ 65 Tio T+ ﬁg’Bf/Cf
Dai, segue que a matriz das segundas derivadas de ¥(0) = n~!' 0, ¥;(0) é dada pela

matriz Fo[A,(0o)] definida no Lema 3.3 com By = 0, isto é,

2C 1 7

cujos autovalores sao dados por

b= o [ S+ {014 52 — (52— 7)) ]
)\2 = 7 ff‘@g [(1 + Sxo) - {(1 + Sxo)Z _ 4(51-0 __fg)}l/z] .

Notemos que

(1 + Sﬁ?o)2 - 4(53-'0 - T?)) = (l - Sﬂ?o)2 + 41.?) >0

1+ Sﬂfo > [(1 + SI0)2 - 4(51‘0 _1—3)]1/21

o que implica que A\; < 0 e A, <0, pois C; < 0. Assim, do Lema 3.4, segue que a matriz

Eo[An(00)] é negativa definida e, portanto, 8 € um maximo local de (0). O

O resultado que apresentamos a seguir mostra a existéncia de um estimador consistente

e assintoticamente normal que maximiza a funcao de verossimilhanca em (3.7). Este
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estimador corresponde ao EMV 0, que € obtido resolvendo-se simultaneamente as equagoes
(veja Mak, 1982)
Y Gia(Zi;0)=0 e > qis(Zi:0)=0. (3.35)

i=1 1=1
Teorema 3.2 Considere o modelo definido em (3.16) satisfazendo as condigoes Al - A7,
com By = 0 e C; < 0. Entao, existe um estimador 0, = (8w, Bn)T de By que mazimiza
(8.7), o qual € obtido resolvendo-se a equagdo (3.35) tal que 0, 2 0,. Além disso, 0, ¢

assintoticamente normal com média 0y e matriz de covariancias dada por

_ E[WER)E] [ A(S9,)? + KT2 — Ko
T C¥SY)? — K7 K )

onde A=1+p%e K =AS), + As, com Ay e Cy sendo como no Lema 3.3.

(3.36)

Prova: Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos sob as condigoes Al — A7 que
o modelo funcional eliptico satisfaz as condigoes de regularidade definidas em Mak (1982)
(veja Segdo 2). Assim, segue dos resultados da Secao 3.2 (veja Mak, 1982) que existe um
estimador 8, = (an, 3,)" consistente para f, que maximiza (3.7) e que é assintoticamente

normal com média 0y e matriz de covariancia assintotica dada por

B, = (Eo[An(00)])™" Va(60)(Eo[An(80)) 7,

onde
Vi(Bo) = —— B2 [ 1 0%
SN Nt To SO+ A
e
1+63 (S0 —=
Eo[A.(00)])7" = ° : o P
(Blan(0) = 3 28 (5
Assim, apés algumas manipulagoes algébricas, temos (3.36). a
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3.3.2 Eficiéncia relativa assintotica

Para efeito de estudar a eficiéncia relativa assintética do EMV de [y, com respeito ao
estimador de minimos quadrados generalizados (Sprent, 1966, Gleser, 1985), que resulta

em minimizar a fungao

n

Qc(ao, Po, Xo) = Z(Zi — Qo — bol‘io)T(Zi —ag — bozi), (3.37)
=1
onde X¢ = (0, ..., Tn0) € que é dado por
- Syy — Sxx +1/(Syy — Sxx)? +45%y
Bars = , (3.38)
2Sxy

onde Syy, Sxx e Sxy sao as entradas da matriz de covariancias amostrais S,,, é necessario

supor condigoes adicionais sobre os parametros incidentais z1o, . . ., o, a saber:
A8. existem constantes u, e o7, > 0 tais que lim, Tp = yt,, € lim S, = o7,.

O resultado que segue sera de grande utilidade para o estudo desta eficiéncia assintética

relativa dos estimadores 3, e BgLs que denotamos por €ursii
wn

Teorema 3.3 Sob as condigoes do Teorema 3.2 e sendo a condi¢ao A8 satisfeita, tem-se
que 0 EMV 0, = (Gn,B,)T de 0, = (ao,B0)T € tal que 8, -2 8. Além disso, 8, ¢
assintoticamente normal com média 8y e matriz de covariancias dada por

_ E[WF()t?] < Aoz )+ Kp2 —Kp, )

¥ = , ; .
3o, “kp. K (3:39)

onde K e A sao como no Teorema 3.2.

Prova: Do Teorema 3.2, temos que existe um estimador 0, de 6, tal que 0, 250, e
(Vi (00))™/*(Bo[An(80))) /(B — B0) = N(0, I), (3.40)

onde V,(6o) e Eo[A,(0p)] sao como no Lema 3.3, com By = 0. Agora, pela condigao A8,
temos que

Vo(6) =5 V(8e) e Eo[An(6o)] == Eo[A(8o)), (3.41)
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onde

4 1 K
/(00) = —— E[W?(t2)¢? . ;
V (6y) e Wy () ]<;Ll. U,;.x+,u-1-+]+]—50i14f>
e
20/ 1 Ha:
E[A(0o)] = 1+ 32 ( Po O+ o ) '

Portanto, de (3.40), (3.41) e do Teorema de Slutsky, tem-se que

(V(00)™"/*(Eo[A(80)])v/n(B — 80) — Ny(0,1,), (3.42)

isto é, 0, é assintoticamente normal com média 0, e matriz de covariancias dada por
B = (Eo[A(60)])7"V (00)(Eo[A(6o)]) "
Apés algumas manipulagoes algébricas, tem-se que X, é como em (3.39). o

Note que a matriz X, depende dos parametros (i, 0}, € (o, isto é, X, = X, (pts, 0%, Bo)-

Logo, para estimar ¥, consistentemente é suficiente estimar consistentemente p,, o}, e

T

Bo. Seja S, a matriz de covariancias amostrais e sejam as variaveis aleatorias

1> = 1 b! S.bo
X=X, e S= (0" —1). 3.43
>3 * = Tboll? \ ol (3.43)

Entao, de i) do Teorema 2.2, temos que

~

liTrlny =p; e limSy=o0], (3.44)

n

pois do Teorema 2.2, lim$S, = I + ¢ bob]. Assim, temos que X e So sdo estimadores

*
T

consistentes de p, e o, respectivamente.

Corolario 3.1 Sob as condigoes do Teorema 3.3, tem-se que

 BWHO)) [ Aoy + A
€5 5 = c Aot 4+t D))’ (3.45)
onde
- ¢//(0) .
(¢'(0))?

ed = —2¢'(0), com ¢(u), u> 0, sendo a fungdo caracteristica de t ~ El;(0,1;¢).
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Prova: Do Teorema 2.3, segue que

Vn(Bors — Bo) 45 N(0,Ac1s),

onde

AGLS = (AO‘;l—l- 5(I~C+1)) (346)

(032)°

Agora, do Teorema 3.3, segue que

\/E(E‘n - :80) i) ]\,(0)012\4))

onde
Eo[W2(t?)t?]
2 _ f *
Assim, (3.45) segue de (3.46), (3.47) e do fato que e5 = = o /AcLs. O

Sob normalidade, Gleser (1981) prova que o EMV coincide com o estimador de Mini-

mos Quadrados Generalizados. Neste caso, e5 = =1
BcLs:Pn

3.3.3 O modelo funcional #-Student univariado

Nesta segao estudaremos o modelo funcional eliptico que resulta de considerar em

(3.16), ¢ = 1, e a funcao f, definida por

flu) = k2, )" (v + u)~ D2y > 0, (3.48)
(v +2)
,l{,‘ V) = 2
(2,v) WF(%I/)

Em tal caso, temos o modelo funcional ¢-Student, desde que em (3.4) tem-se que € ~
15(0,I3; v), a distribuicdo ¢-Student padrao, com v graus de liberdade.

Neste modelo, é facil ver que

v+2
2

Wi(u) = - vt

(v+u)™', Ap(u)= (v +u)™? (3.49)
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e a funcao h;(Z;;0) definida em (3.28) é dada por

P

N 2y —(v+2)/2 . v+2 t? &
hi(Z;;0) = log(k(v, 2)v""* (v + 17) = —log2m — log {14+ =], (3.50)
v

o que implica que
2

2 i
|hi(Z;;0)| = log 27 + U; log <1 + ;’) : (3.51)

Aqui, temos que a seqiiéncia (t10,510) s - - - (tn0y Sno) " € iid com distribuicio comum
t T
et tQ(O.A(]AO ;l/), (352)
s

sendo AgA, é como no Lema 3.1, de onde segue que

Ié] 1
(s]t) ~ 1 (*1 +52t’ 115

)2; v+ 1) , (3.53)

de modo que
1

Covyls|t] = T 5
0

a(t?), (3.54)

onde

Para este modelo funcional ¢-Student, as matrizes V,,(0o) e Eo[A.(0o)] definidas no Lema

3.3 dependem das seguintes esperancas, que foram calculadas usando o Lema A.1 do

Apéndice A:
B = 5y A = 5oy
B WH)a()) = 5 BalWi(E)0 = ~5 s
e Bl = %(u +V1)J2u2 +3)

Para a obtencao das esperangas acima, veja também o Lema 3.10, na Secao 3.4.2. Uma

demonstragao mais detalhada no caso multivariado sera dada na Secao 3.4. Assim, usando
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as expressoes dadas acima temos, apos alguma manipulacao algébrica, que as constantes

Ay, By e Cy, definidas no Lema 3.3, sao dadas por

3
—I/+ BfZO e Cf:—lu+2.
2v+3

Conseqilientemente, as matrizes V,,(6o) e Eo[A,(0o)] sao dadas por

1 (I/+ 2)2 1 Ty
/ =
Va(6o) 1+ 62 (v+1)(v+3) ( To SO+ ﬁH}ﬁo Ay ) (3.56)

1 v+2 (1 =7
Eo[An(()O)]:~l+ﬁgV+3<fo Sg). (3.57)

Teorema 3.4 Suponha que o modelo funcional definido em (8.16) com f dado em (3.48)
satisfaz a condigio AG. Entao, para v > 4, o estimador de mdzima verossimilhanga
0, = (Gn, Bn) T de By = (a0, Bo)T € tal que 0, 25 0y. Além disso, 0, ¢ assintoticamente
normal com média 0y e matriz de covariancias dada por

Cu43 1 ( A(S2)* + Kz —KT )

= T (3.58)

— Kz, K

onde A=1+ 8% K =AS° +As e A; definido em (3.55).
0 Tz I /

Prova: Primeiramente provaremos que as condigoes de “regularidade” Al — A5 e A7 sao

satisfeitas neste modelo funcional ¢-Student. Com efeito,
A3. De (3.49) segue que

3 , 5
|VVI(U)| < 5 € IW/(U)| < 7

onde Wi(u) = f"(u)/f'(u) = = (v +u)™", u > 0.

2

A4. Da relagao (3.51), temos que

v+ 2

|hl(Z1,0)| < log 2 +

log(1 + ¢2).
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Desta desigualdade e da demonstracao do Teorema 3.1 segue que, para 6 € B(fy,6),6 > 0,

2
hi(Z:;8)| < log 27 + % log(1 + d2(Z:)) = di(Zs),
onde do(Z;) = 8(1 + |ziol) + ||Zi — a0 — boziol|, com Z; — ag — bozio id t2(0, Ip;v), v > 4.

Além disso,

(v +2)°

(Z:) < 4{<1og om)” + [log(1 + d?)(z,-))]}

= 4(log2m)? + (v +2) [log(1 + d3(Z:)]”
e e* > 14 u, para todo u > 0, o que implica que
2 2 4 4 f ¢4 4 4
Eq [{log(l +d3(Z:)} ] < Eoldy(Z:)] < 2 {8*(1 + Jiol)* + Eo [||Z: — 20 — bowio|*] }

e, conseqlientemente, por A6 temos que

n

1
lim sup ~ > Eold?(Z:)] < oo.
i=1
Por outro lado, para 6 € B(6y,6), 6 > 0, tem-se que
|Giopo,(Zi;0)| < dij(Zi), 1=1,...,n, (3.59)

onde 0 = (0,,0;) = (o, )7 e
: 2(U+2)+3 ;Hk:Gj:a,
diri(Zi) = S 2(v + 2)(|lwiol + 1+ [si]) 5 0k =, 0; =,
4(v +2)(lziol + 1+ [sil)* 5 06 =0, = 5.
Para 6 € B(6y,9)
IS{| < do(Z,‘), (3.60)
onde
Eold}(Z:)] < 2{6*(1 + |zal)* + Eoll|Zi — a0 — boziol|'], (3.61)
com Z; — ag — bozio iig t5(0,1I3;v), v > 4. Assim, de (3.59), (3.60), (3.61) juntamente com

a condi¢ao A6, segue que

1 n
limsup — Y Eo[d;(Z:)] < oo,
n

i=1
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de onde segue que a condicao A4 é satisfeita.

A5. De (3.30) e (3.49), temos que

2
|gia(Zs; 00)| < 2y
2
(]
2
lgia(Zi:00)] < ZE2(1 + [l + |si0])

Logo, para v = 2, temos que
242 v+2
Eo[|gia(Z:; 00) ™) = ——
Eo[lgip(Zi; 00)**?) < (v + 2)"{(1 + |zio])* + Eo[s"]}
Portanto, da condicao A6, segue que a condigao A5 é satisfeita.
A7. Como a terceira derivada da fungio f(u), u > 0, existe, entao serd suficiente provar
a condicao A7’. Depois de algumas extensas manipulagées algébricas, tem-se que
|Giaa(Z:;0) < 5(v +2),
|Giaas(Zi; 0)] < 7(v + 2)(|lzio| + 1 + |si]) + 3,
|gissa(Zi; 0)] < 5(v + 2)(ziol + 1 + |si])* + 2(v + 2)(lwio + 1 + |si])
e |gisss(Zi; 0)] < 3(v + 2)(|ziol + 1+ [sil)” + 3(v + 2) (|0 + 1 + |sil).-
Logo, para @ € B(#y,6), 6 > 0, e a condicao A6 satisfeita, tem-se que

|si| < do(Z:) < ||Z: — a0 — boziol| + (1 + M),

com Ey[d3(Z;)] finito. Portanto, dos resultados acima temos que existe uma fungao positiva
dikji(Z;) tal que
IQioko,o,(Zi;o)l < dikjl(zi)v
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para 0 € B(6,6), 6 >0e

: 1 &
limsup =Y, Eoldirji(Zi)] < oo,
T 1=1
com 0 = (01,05)" = (a,B)" e k,j,l = 1,2, 0 que mostra que a condigao A7’ é satisfeita.
Portanto, temos que as condicoes Al — A7 sao satisfeitas para o modelo funcional -
Student.

A demonstracio do Teorema 4.1 segue entao do Teorema 3.2 juntamente com (3.56) e

(3.57) 0

Corolario 3.2 Sob as condi¢oes do Teorema 3.4 € a condigao A8, tem-se que

_ (I/ — 2)(1/ + 3) AU::T L ui4
6ﬁGL.s',ﬁn - I/(l/ + 1) AO’;z T Z_i.?' , V> 4, (362)

o que implica que B, ¢ mais eficiente que Bars.

Prova: A demonstragao de (3.62) segue do Coroldrio 3.1 juntamente com (3.55) e do fato

que no modelo t-Student £ + 1 = :3 e d = 4. Além disso, da desigualdade

1%
v

v—2"
-2 3 3
(v —2)(v+3) <1 e v+3 _ v
viv+1) ~ v—1"v—4
segue que e5 = < 1, v > 4, e, conseqlientemente, o estimador de maxima verossimi-

BcLsPn

lhanca f3,, é assintoticamente mais eficiente que o estimador fgrs para v > 4.

3.4 Inferéncia no modelo funcional eliptico multi-
univariado

Nesta secio, estudaremos as propriedades assintéticas dos EMV dos parametros es-
truturais do modelo funcional eliptico em (3.5) para ¢ > 1. Similaramente ao ocorrido no
modelo funcional univariado, denotaremos por 8y = (af , B8, )7 € 10, - - -, Zno 0s verdadei-
ros valores de @ = (a™,87)T e z1, ..., z,, respectivamente, e as esperancas serao tomadas

considerando estes valores.
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De (3.6) temos que, para uma amostra de tamanho n, a funcao de log-verossimilhanga

é dada por

ilog fi(Zs;8, 2:) = XT: log f(||Z; — a — bz;||?), (3.63)
=1

i=1

onde Z; = (Y], X)",a=(a",0)" e b = (B7,1)T sio vetores p = ¢ + 1-dimensionais
(veja a Secao 3.1) e f(t't), t € IR?, sendo uma densidade esférica p-dimensional que

satisfaz as seguintes condicoes:
Bl. [ € C® e é decrescente em (0, +0o0);

B2. rP+3f(r?) é integravel sobre [0, +c0), isto é, a distribuicdo de ¢; tem quartos mo-

mentos finitos.

Sejam
1
b] = mb. Bl = blb-]r € B2 = Ip == B1 (364)
e os vetores aleatorios
Rg = B](Z,i —a— b.’L‘io), T{ = BQ(Z,- —a — b.’Eio) e = bIR, (365)

Notemos que R; = R;(0) e T; = T;(0) sao ortogonais para cada § € ©, pois BB, =
B,B; = 0. Além disso, a distribuicao conjunta destes vetores é eliptica singular. Para

mostrar esta afirmacao, precisamos do seguinte resultado.

Lema 3.5 Seja X = (X[,X])" ~ E(,(0,1,), onde X; € pi-dimensional, 1 = 1,2 e
pr+pe =p SejaY = (Y],Y;)" um vetor aleatdrio 2p-dimensional, definido por
Y, = AX;, 1 = 1,2, onde Ay e Ay sdo matrizes simétricas, ortogonais idempotentes,

tais que Ay + Ay = I, e posto(A;) = pi, 1 = 1,2. Entdo,

i) Y ~ Ely(0,A), onde A = ( A[;1 £2 >;’
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ii) Eziste T' € O, tal que
Y\« (TTQ X,
Y,)  \I'Qix,)’
onde Q; = [L,,,0] ¢ Qs = [0,1,,] sdo matrizes de dimensao p; X p e py X p, respec-

tivamente.

Prova: i) Seja C a matriz de dimensdo 2p x 2p definida por

A,
C= .
(Az)
Assim, pelo Teorema A.3 do apéndice, temos que Y = CX ~ El,,(0,CCT), onde CCT =
A, pOiS A;Z = Ai, g = 1,2 e A1A2 = A2A1 = 0.

ii) Como A; e A, = I, — A; sdo matrizes idempotentes, existe I' € O, tal que TATT =
Q] Q;, ou seja, A; = I''QfQ.l,i=1,2,onde Q; =[I,, 0] e Q; =[0L,]. ComoT € O,

e X ~ El,(0,1,) satisfazendo a relagao acima, entao temos que X £ I'X, que implica que

(Yl B (AX (I‘TQZQQFX
Y2> B X) rQ’ Q,I‘X)

_ (FTQz Q?) ) d (PTQ2 Q2>X
- Ir'Qlfq r'Qlq
- (R
F Ql Ql
B Q; X,
= (trar)

O seguinte resultado é uma conseqiiéncia imediata do lema anterior.
Corolério 3.3 Para qualquer fun¢io continua g : R — IR, tem-se que
Y\« (TTQIX,
Ny,) ~Arraix, )
Corolario 3.4 Para cada 1,
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i) (TT,RT)T ~ El5,(Cl(a0 — a) + (bo — b)zio), CCT), onde C = (F?) e CCT =

B,
B, 0 )
0 By )

i) (T5,RH)T = (T (00), R (00))" ~ El4,(0,CoCq ) ¢ existe I' € O, tal que

TiO PT 1€1
(Ri()) 4 <FT§§ZI>’ (3.66)

onde Q; = [I, 0] tem dimensao q x p, Qa = [0 1] tem dimensdo 1 X p e (e] ,up)" ~

Efp(O, L,; f)-

Prova: A prova de i) é andloga a demonstracao do Lema 4.1 (i).
A primeira parte da demonstracao de ii) segue diretamente da parte i) fazendo 8 = .
Para a segunda parte, usamos o Lema 4.1 (ii), com A; = By, Ay =By e¢ = (ef,u;)’ 2

Z; — ag — bozio ~ EL,(0,1,), onde Q; = [1;,0] : ¢ x pe Q; =[0,1] : 1 x p. O

3.4.1 Estimacao por maxima verossimilhanca

Nesta secdo, como no modelo funcional eliptico univariado, estudaremos o compor-
tamento assintético do estimador de maxima verossimilhanca dos parametros estruturais
do modelo estatistico definido em (3.6), com ¢ > 1. Primeiramente, vamos determinar o

EMV condicional de z;,1 =1,...,n, dado 6.

Lema 3.6 Considere o modelo definido em (8.5) satisfazendo a condigio Bl. Entao, o

estimador de mdzima verossimilhanca condicional de z; dado 0,1 =1,...,n, € dado por
bT
z; = ——(Z; — a), (3.67)
|Ib]|?
e
hi(Zi;8) = log f(||T:|*), (3.68)

onde T; e hi(Z;;0) sdo como em (3.65) e (3.7), respectivamente.
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Prova: A demonstracao de (3.67) e (3.68) é analoga ao caso univariado (veja Lema 3.2).

a

Considerando 6 = (o:T,ﬂT)T = (a1, 00, B1,..,0,)7 € O, Wy(uw) = f'(u)/f(u) e
Ag(u) = Wp(u)Wy(u) — Wi(u), w > 0, de (3.9), (3.10), (3.11) e (3.68), segue que

0
qiﬁk(z'i; 0) = I/Vf(”Tillz) <50—k||Tt“2> ) k= Loese 72q7 (369)

d 0 0
i, ) = ST (T ) (2T ) + W) (5 ) 370

d 0
) P\ — T2 w2y [ LY o2 Y iz
din,(Z530) = WH(IT) ( I ) ( 57T ) , (3.71)

k,j=1,...,2¢q,onde 6 = oy, l =1,...,qe 014y = B, L =1,...,q. Além disso, apds

algumas manipulagoes algébricas, mostra-se que

|| T;|? T o[ ||2 T 2 7
0 = =9 dT1 s d T Z; d; T; Ty
Ba; (T g, = TAHGTIm T ()

O%|| T ||?

9% T2 9%||'T;]|1? 2 .1

gl _ 9 0 + —— (AT Byd)ri + ——(dT by )(d} T

9; 055 da;0ay ||b||( 2di)ri + ||b||( 1)(dx T,

9%||'T4||? o*||'Ti||* ||2 Azio 1 23%0 T

58,98, Dajday 0 T by (% Brdklri i Do
2 D L)TF (TTD LT)—}- 2 (dTBzdk)Tz
||b||2 . ||b||2 ! Ib]|?* v

com Dji = d;df, Dy = D + Dy ed; = (8;,0)T € R?, p = g+ 1, com §; =

(0,...,1,...,0)T € R?, 5 =1,...,q, com 1 na j-ésima posigao. m]
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O seguinte resultado serd de bastante utilidade para determinar a matriz de covari-
dncias assintéticas do EMV do parametro estrutural do modelo funcional que estamos

considerando.

Lema 3.7 Considere o modelo definido por (8.5) satisfazendo as condi¢oes Bl e B2.

Entio, as matrizes Eo[A,(00)] € V(o) definidas em (3.12) e (3.13), respectivamente, sao

dadas por
Eo[An(6,)] = 2C ( ! o )®B (3.72)
o|An\Vo)| = fl = 0 1 B 30, .
To 52+ P oy
Va(6o) = 2EW2(lelenl® | 2 oo, ™ ©B (3.73)
n\Vo) = . oV ¢ 1 1 To S°+ i 2”2141 30, ’
onde
A 1 - 0 1 = 2 ﬁoﬂg
Tn = — - = 2 Bay = —
To n;mm, S, n;mw, 30 = I, ||b0||2,
A= Eo[Wi(llesl*)a(|le]l*)lleill?]
Eos(Wi(lledll®)lledl?]
2 2 1 2 2 2 2 2
By = Eo[Wy(|leall*){a(lle:ll”) — gllelll HA+ EEO[AI(”el” Ja(|leq]|*)]lex]|”]
€

2
Cy = Eo[Wy(llea]|")] + aEO[Af(”eIHZ)HQIIP])
com a(|[e1||*) = Eo[ullei] e (e] ,u1)" ~ E£,(0, Ly; f).
Prova: De (3.70) e usando os fatos dados no Corolario 4.2, segue que
rio\ ¢ (blol'Qs
= 3.74
(Tfo> ( r'Qfe )’ (374
onde I', Q; e Q, sdo como em (3.66) e

EolGiager; (Zi; 00)] = 2{2Eo[A 1(]| Tiol|*) (T 5D, Ti0)] + (d; Badi) Eo[W, (|| Tiol*)]}. (3.75)
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Além disso, como as fungoes W, e Ay sao continuas, entao o Corolario 4.1 implica que

As(ITio)*)(THD;x Tio) L As(lles)®)(ef QiDL Ql er), e (3.76)
Wi(ITiol®) = We(llell?). (3.77)
Como ||e;|| é independente de u®) £ e;/|le;]|, entéo, usando os Teoremas A.1 e A.13 do
apéndice, temos que
Eo[W (| Tiol)(THD; Tio)] = EolAs(lle]”)(ef QiTDi T Q[ ] (3.78)
— <r(QIDLITQD) B (ler |

1
= a(d}rBzdk)Eo[Af(||ell|2)||e1l|2]~

Assim, de (3.75), (3.76), (3.77) e (3.78), temos que
2
Eo[Giaya,(Zi;00)] = 2(djTB20dk){Eo[Wf(||e1||2)]+gEo[Af(He1||2)||e1||2]}
2
= 20;e{ Eo[Wy(lles|I*) + EEO[A/(HelHZ)Hel||2]},

onde b?k = d]-TBzodk é o elemento (7, k) da matriz

BoBy

B = b= ]

pois d;»ngodk = JJTBgoé'k, com d; = (5}—,0)T ed; =(0,...,1,...,0)T € R? 1 na j-ésima
posigao. A

Similarmente, usando o fato que Ey[ri|Tio] = 0, j& que (rio, TH)T ~ id El,11(0,By),

comB0=<1 0

0 B ), mostramos que
20

EO[qiakﬂ] (Zi*, 00)] = xiOEO[qiakaJ(Zi; 00)]
Agora, de (3.70) e do fato que Eg[rio|Tio] = 0, segue que

Eo[fliﬁkﬁ,»(zi; 00)] = 23 Eo[giaya; (Z;; 00)]

T b ”2{2E0[AI(”T10“ )(T oD Tio)rio] + (d Baodi) Eo[ W (| Tioll*)rio]

— Eo[W, (|| Tio|*)(T D Ti0)] }-
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De (3.74) e considerando que Wy e A, sao fungoes continuas, segue do Corolario 4.1 que

As(I Tl )(TED#Tw0)S = As(lled]?)(e] QIIDH#IT QT er)u?

Wil Tl = Willlel )l

W (I Ti0l*)(THD;Tio) = Wy(Jler]|*)(ef QLD QT ey).
Considerando estes ultimos resultados, temos que
2
Eo[qlﬁkﬁg(zl)oo)] - $10E0[qua;(zh 00 ] ”b ”2 JLBI

Portanto, a matriz FEg[A,(00)] segue de (3.12).
Similarmente, de (3.71), (3.74) e da simetria da distribuigdo de (1,0, T})" em torno

da origem, segue que as entradas da matriz V,,(8y) sao dadas por

Eo[Giay,ar(Zi; 00)] = b?LEO[Wj(Ilelll )lle1]l?]

Eo[q‘ia;;ﬁk(zi; bo)] = wioEO[Qia,,ak(Zi; 6o)]

4
Eolgip, 6. (Zi; 00)] = 2o Eoldia; e (Zi;00)] + ool b3 Eo W7 (lles|*)a(|led]|*)lles||],

uma Vez que

Eo[gia;(Zi;00)] = Eolgip;(Zi;00)] = 0. (3.79)

e assim a demonstragao é completa usando a relacao (3.13). m]

Para provar os principais resultados desta secdo precisamos das seguintes condigoes:

B3. Existem constantes positivas a; e by tais que
Wi(w)| <a; e [Wplu)| <byy u20;
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B4.

B6.

B7.

Para cada 0 € O° (interior de ©) existem § > 0 e fungdes d;(Z;) e dix;(Z;) tais que
|hi(Zi;0)| < di(Zi) e |qioge,(Zi; 0)| < dijr(Zs),

para todo 0 € B(8,8) = {0;]|0 — 6|| <5} c ©° e

1 & 1 &
lim sup - > Eo[d}(Z;)) < oo, limsup - > Eoldi;(Z:)] < oo,

=1 " 1=1

. Existe v > 0 tal que

Eo|Wy(lled*)llexll Jua] [**7] < o0;
A seqliéncia zy, xs,. .. € tal que existe uma constante positiva M com

sup |z| < M;

Dado € > 0, existe § > 0 tal que
e '
lim sup - Z Eolsup{qig.o,(Zi;0); |0 — 0ol < 0} — Gio,0,(Zi;00)]| < €.
i=1

O mesmo é verdadeiro quando o sup € substituido pelo inf.

; " T .
Mostraremos a seguir que o parametro 8y = (ag,3, )" tem a mesma propriedade que

no modelo funcional univariado.

Teorema 3.5 Suponhamos que By =0 e Cy <0 € as condigées Bl - B3 sao satisfeitas.

Entio, 0y ¢ wm ponto de mdzimo local da fungdo ¥(0) = n~' " Eo[hi(Z:;0)], onde

hi(Zi; 0) = log f(||T:||?).

Prova: Para qualquer 0 € O, segue de (3.69) que

Gio,(Zi;0) = —2W(||T:|*)(d] T3)
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9
W (IT]1*)(d] Ti)rs.

4i5,(Zi;0) = Gia,;(Zi;0)zi0 — ”—{)“

Para @ € B(0o,9), 6 > 0, temos que
1Z; — a — bai|| < ||Zi — a0 — bozio|| + 6(1 + |2i0]) = do(Z:),
o que implica que
I'Till = IB2(Zi — a — baio)l| < 1/qdo(Zi) e |rif < do(Z:).
Assim, da condicio A3 juntamente com a desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

|Qza](z1.)0)| S 2\/(7afd0(Z,-), J = ]_, v n gl

|gi,(Zi;0)| < 2/qay(do(Zi)|ziol + d5(Z:)), 7=1,...,4.
Definindo
%i(6) = Eo[hi(Zi;0)]
e usando as desigualdade acima e o Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

Pi(0) = Folqio;(Z:;0)], j=1,...,2q.
00; ’

Assim, de (3.79), segue que 8y é um ponto critico da fungao ¥;(8), « = 1,...,n, e con-
seqiientemente um ponto critico de ¥ (8), pois ¥(8) = L%, 4i(8). Por outro lado, da
condicao B3 e da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

|Giara; (Zi;0)| < 4qepdg(Zi) + 2qay,

|Gicws, (Zi;0)| < Aqes(di(Zi)|iol + do(Z:)) + 2qa(|ziol + 2do(Z:))

|Gis, (Zi;0)| < dqes(do(Z:)|wiol + d3(Z:))? + 2qas(zly + 4do(Z:)|io| + 4d5(Z:)),

75



j.,k =1,...,q, onde ¢; = as(ay + by). Assim, da condigio B2 e do Teorema da Con-

vergéncia Dominada, segue que

82
90,00,

Yi(0) = Eolqio, (Zi;0)], 3,k=1,...,2¢,

e 1p; € @, Além disso, a matriz das segundas derivadas da funcao ;(0) em 6, é dada
pela matriz Eo[A;(Z;; 00)] definida por

1 ZT;
Eo[Ai(Zs; 00)) = 2C; ( T T+ ”11” %; ) ® Bag,
1 2 ¥

com C, B; e B3y como no Lema 4.3. Conseqiientemente, a matriz das segundas derivadas

de ¥(8) é dada pela matriz Eq[A.(6o)] definida no Lema 4.3, com By = 0, isto é,
1 =z
Eo[An(60)] = 2C ( %o SE) ) ® Bao.

A seguir, mostraremos que os autovalores da matriz Eo[An(6o)] sdo todos negativos
e, conseqilentemente, 8, serd um ponto de maximo local da funcao (). Com efeito, os
autovalores da matriz )
1 =
Po= :
0 ( To S° ) (3.80)

sao dados por A; = (1 + 52) £ \/(1 +59)2 — 459 1 =1,2, e sdo todos positivos (veja o

caso univariado). Por outro lado,

|Bao — 0L,| = |I, — lﬁgj%; — oI, = }(1 -0l — ifgoﬁl(li
(145
onde T
R S

Como By é uma matriz simétrica independente-com posto 1, entao os autovalores de Bg
IDEMPOTENTE

sa0 73 = 1, 72 = -++ = 7, = 0. Logo, de (3.81) segue que os autovalores de Bg, sao

positivos e dados por §; = ”b:)”g, §; = -+ = &4 = 1 e, conseqiientemente, os autovalores
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de Py @ Bsg sao dados por A\;d;,7=1,2,7=1,...,q, e com todos positivos (veja Fang e
Zhang, 1990). Assim, os autovalores de Eg[An(6o)] = 2C; (P ®@ Bayg), sao negativos, desde
que C; < 0. Portanto, 6y é um ponto de maximo local da funcao %(0).
O resultado que apresentamos a seguir mostra a existéncia de um estimador 0, que
maximiza a relacdo (3.7), o qual é obtido resolvendo-se a equacao
S Qu(Zi0) =0, (3.82)

=1

onde Q'L(Zua) = (qial(Zi; 0)* e g ([io(q(Z{; 0)’ qiﬁl(zi; 0)) R )Qiﬁq(zi; 0))T’ 1= L... y1, € é

consistente e assintoticamente normal.

Teorema 3.6 Considere o modelo definido em (3.5) satisfazendo as condigies Bl — B7
~ o =T

com By =0 e C; < 0. Enlao, o estimador de mdzima verossimilhanca 0, = (a,,B,)"

de Oy, obtido resolvendo-se a equacao (3.82), € tal que 0, 2 0,. Além disso, 0, ¢

assintoticamente normal com média 0y e matriz de covariancias dada por

EoWi(lled]))lledll®] ( A(SS,)? + K73 —KTo
En - qC?(ng)2 _[(EO K @ B40) (383)

onde A = ”bo”2, [\, =S AS(:Z:L‘ + Aj € B40 = ”bluz (Iq +ﬂ0ﬂg)

Prova: Sob o modelo funcional eliptico satisfazendo as condigoes Bl - B7, é facil mostrar
usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz que as condi¢oes de regularidade consideradas
em Mak (1982) sdo satisfeitas. Assim, pelos resultados na Secao 3.2, onde é apresen-
tado um breve resumo dos principais resultados de Mak (1982), segue que o estimador
de maxima verossimilhanca 5,1, obtido resolvendo-se a equagao (3.82), é consistente e as-

sintoticamente normal com média 6, e onde a matriz de covariancias segue de (3.15) e é

dada por
S = (Eo[A4(60)))"Va(00)(Eo[An(60)]) ",
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onde as matrizes Eg[A,(0o)] e Vi(00) sao como no Lema 4.1 com By = 0, ou seja,

i 1 SO -7, -1
(Eo[An(80)]))™" = 20,50 \ —70 1 ® B3, (3.84)
4 Sy oz
V. (00) = 2 Eo[W2(Iles]I?)le 2<_1‘ 0 >®B , 3.85
0= mwHle el (3 "y JeBa G
onde Ty, S, Af, C'; e Bag sao como no Lema 4.1. O

3.5 O modelo funcional t-Student multi-univariado

Nesta secao estudaremos as propriedades assintdticas do estimador de maxima veros-
similhanca do parametro estrutural do modelo estatistico definido em (3.5), quando a

seqiiéncia de vetores de erros €, . .., €, tem distribui¢do comum ¢-Student, isto ¢, quando
& ~ 1,(0, T v), (3.86)

cuja funcio de densidade é dada por f(x'x),x € R, comp=gq+1le

f(u) = k(p, )" (v + )™ w >0, (3.87)
onde
(i
k(p,v) = ?(V J:p)) (3.88)
Wfp[‘(il/)
De (3.87) é facil ver que
Wi(u) = —V;-p(u +u)™' e Ay(u)= V;p(l/—i- u)72 u>0. (3.89)

Seja. X ~ 1,(0,L,; \,v) a distribuigao ¢-Student generalizada (veja apéndice), com

densidade f,(x"x), x € IR?, onde
Fo(w) = kv, p)A2 (A +w) 42w >0, (3.90)

O indice p e f, é para indicar que xTx) é a densidade do vetor aleatério p-dimensional
pelp€P q P P

X ~1,(0,1,; A, v).
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Definimos as funcoes W, e A,(u) por

W, (u) = f:g; Ap(u) = W!(u), u >0, (3.91)
onde
, d , d
fp(u) = @fp(u) e VVP(U) = d—uIVj(u)

Seja X = (X],XJ3)" ~ t,(0,I,;\,v) com densidade como em (3.90) e X; o vetor
g-dimensional, 1 < ¢ < p com densidade marginal fo(y"y), y € IR. Para esta dltima

densidade, seja W, (u) = fi(w)/ fo(u), u > 0.

Lema 3.8 Considere a distribuicdo t-Student generalizada definida em (3.90). Entao,

i) Wy(u) = —V——;—R(x\ +u)™!, u>0;

y v+p

it) Wy(u) = T ql/Vq(u), u>0,1<qg<p;
/ v+p e
iii) Wo(u) = 2(1/ - q)ZI/Vq"‘(u).

Lema 3.9 Seja X = (X],XJ)" ~ ,(0,1,; A, v), com X, vetor g-dimensional. Entdo,

J

) BIXIP (112 = (
1) [“ “ P(“ “) ] 9 \(2m—2k)/2 B [%P, %V]

g+ 2k), L(v + 2m — 2K)]
Aem-2p [Lg, L)

. y m B |1
ii) E[||X1|l”‘(Wp(IIX1IIZ)'”]=( ;p) [ (

Prova: A demonstracio de i) segue facilmente do Lema A.1, dado no Apéndice A (veja
também Arellano-Valle e Bolfarine, 1995). A prova de ii) segue de (ii) do Lema 3.8 e da

parte i). )

O seguinte resultado sera de muita utilidade para determinar as matrizes V,(6o) e

Eo[An(00)] definidas em (3.12) e (3.13), respectivamente.

Lema 3.10 Seja X = (X[, X2)" ~ t,(0,I,;\,v), p = ¢+ 1, com densidade dada por
(3.90) e X, de dimensao q. Entdo,
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1) EW,(IX )] = —2Ar+P).

2Mr+q)
o o 9 9 ql/+p
2) BIW, (X 1] = ~527L
v(v + p)

3) EWIRKIDIK = {505 o0+ e 53

g
4
q v(v + p) '
2Mv+q)(v+q+2)

4) EIA(IX )X =

1 v+p
7 2 2y __ -~ " © .
5) BIWG(I%: ) X3) =~ s
+ p)?
6) BEIWA(IX. )X P X2)) = 3 @ ;
) EIW2(]1X4|1*) 11X 117 X3)) NOET T
2 2v2 g I/+p

onde Ap(w) = LW, (u).

Prova: Do Lema 3.9 segue que

2 2\ 2 4 2 2 2_q—____z/(u+q)
EWZ(IX M)XK = =5, WX DIX ] = ISYOETE)

e EW(IXI) = —5% | (3.92)

e de iii) da secao A.3 do Apéndice A, segue que

. A+ |1 X 1 v+gq
pixgp) = R S g (399)

A seguir provaremos as afirmagoes em 6) e 7). As demonstragdes de 1), 2), 3), 4) e 5) sao

andlogas. Com efeito, usando o Lema 3.8 juntamente com (3.92) e (3.93), temos que

W, (1% P)IXaPX3] = (ji’;) EW 171X 1 X3)

_ ( + P) BIW2(X )X 2 BIX2I X))

v+q
_[v+p » of 1 v+g -1 2
= (42 w[waamarix (- L )|

Ly X
= 2(V+q)(u+q_2)E[Wq(I|X1I| )X 1]

(v+p)°
v+q)(v+qg—2)

g
4
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A prova de 7) é similar. De fato, usando o Lema 3.8, (3.92) e (3.93), temos que

. V+p .
EIAAIXKP)IX P Xz] = 2”qE[I/Vf(HXl||2)||X1||2A§]

L v—+p 2 2
= T a0 g E P Il
v—+p

(v+q)(v+q-2)

g
2

Do Lema 3.10, com A = v e W, = Wy, onde f é como em (3.87), segue que

Ballslllesl)] = 5 Ls BalWs(lleilllen]) = ~5 L
Bl e P} = 4P
Bl (e’ = § ety
BalWi(lealPalles|) = 572t
BlWs(les Plallen P le) = S

e Bl lePalled®lel] = § e Ty

d 2y _ ponle,] = Yl T ¢ (0.1 l.p=qg+1
0nea(||e1||)— 0[u1|e1]— v +q—2 € (el,ul)"‘ p(,p)’/))’/> ,yp=9q+1le

e; sendo um vetor aleatério g-dimensional. Logo, apds algumas manipulagoes algébricas,

segue que os coeficientes Ay, By e Cy, definidos no Lema 3.7, sdo dados por

v+q+2 1 v+p
Aj=———, By=0 Cy=—g—————. 3.94
f V+q_2a f e f 2V +q+2 ( )

Conseqilentemente, as matrizes V,(0o) e Eo[An(0)] sdo dadas por

2 1 =
Vi, (8,) = (v+p) ( B A ) @ Bago (3.95)

YT vt g+2) \ To St e
___v+p 1 =
Eo[An(0o)] = PR ( 7o S0 ) ® Bao, (3.96)
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onde Ty, SY e Byp sdo como no Lema 3.7.

Dos Lemas 3.8, 3.9 e 3.10 é facil ver que By =0 e C; < 0, quando ¢; e (0,1, A, v),
isto é, quando os vetores de erros €;....,€, tém distribuicao comum ¢-Student generali-
zada. Portanto, também valem os teoremas desta segao, dados no contexto da distribuicao
t-Student.

De (3.82) temos, apés algumas manipulagoes algébricas, que o estimador de maxima
verossimilhanca de 8, = (ag,ﬂg)T é obtido resolvendo-se iterativamente a equacao em

(3.82), que no caso do modelo funcional ¢-Student podem ser escrita como

n 1 0
;H T (+m;,.> - (0) 1)

j:]‘?"‘)q,jé'que

Giai(Z:0) = (v + p)(v + IT:|*) 7" (d; T)
e
Gipi(Zi;0) = (v + p)(v + | Til|*) 7 d] Ti(zio — ||1l:||)’
i=1,...,n, donde T; e r; sio como em (3.65). Contudo, Kimura (1992) sugere usar um

algoritmo do tipo EM para obter o estimador de maxima verossimilhanga do parametro
estrutural do modelo funcional definido em (3.5). A distribuicao t-Student é estudada em

Arellano-Valle e Bolfarine (1995).

Teorema 3.7 Considere o modelo definido em (8.5) e (8.87) satisfazendo a condigao
B6. Entdo, para v > 4, o estimador de mdzima verossimilhanga 0, = (&I,ﬁI)T
0 = (ag,ﬂg)T, que € solugdo da equagdo (3.97), € tal que 0, 25 0,. Além disso, €

assintoticamente normal com média 8y e matriz de covariancias dada por

vtqt+2 1 A(S°,)? + K72 —KT,

0 )2
vtaq (52) _ K% K

En = by B40,

onde A = ||bo]?, K = AS®, + Ay, com Ay, S

Tr

e Byo definidos como em (8.94) e no

Teorema 3.6, respectivamente.
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Prova: De forma similar & do modelo fucional univariado, prova-se que as condicoes Bl

- B7 sao satisfeitas. Assim, o resultado segue do Teorema 4.2, juntamente com (3.95) e

(3.96).
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Capitulo 4

O teste de razao de verossimilhanca
e correcoes de Bartlett no modelo
estrutural com mais de uma
populacao

4.1 Introducgao

Neste capitulo o objetivo é fazer inferéncia sobre os coeficientes angulares no modelo
estatistico que consiste em k modelos estruturais com erros nas variaveis, isto €, no modelo

que € definido por

{ Yij = a; + Bzij + €

Xi: = 2+ ug i=Loon, g=1ok (4.1)

Com tal objetivo, vamos supor, em principio, que os erros aleatérios e;; e u;;, e a

variavel aleatéria z;; satisfazem as seguintes condigoes:
i) Eley) = 0, Varley] = o7, Covlewjr, ei] = 0, (¢',5') # (i,j);
ii) Eluy] = 0, Var[u;] = aﬁj, Cov([uirjr,uij] =0, (7/,7") # (4,7);
iii) Elzij] = pa,, Var[zy] = Uzj, Cov[zij,zi;] =0, (¢, 7") # (4,7);

iv) Covleyjr, uij] = Cov[ziy, eij] = Covziy, ui] =0, (7', 5') # (4,7).
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Com tais hipéteses o modelo definido em (4.1) representa uma extensao do modelo

estrutural definido na secao 2.5 do Capitulo 2 e pode ser escrito por
Z,‘j =a;+ B]'I‘,']', (42)

onde
&
Zi; = (Y’> b= | oy |, mg= (O‘J), B, =[b;,,] e bj= (ﬁj)

Xi; ey 0 1
i=1,...,n5,75=1,...,k Assim, de (4.2), segue que a distribuigao de Z;; ¢ determinada
pela distribuicao de r;;.

Para efeito de inferéncia, encontramos certos inconvenientes que deficultam a estimagao
consistente dos parametros de interesse do modelo. Neste caso, o modelo pode ser nao
identificével, no sentido de que valores diferentes do vetor de parametros podem dar origem
4 mesma distribuicao das observagoes. Isto acontece, por exemplo, com o modelo normal
(veja Wong, 1991, e Nascimento, 1994), a menos de uma suposi¢ao adicional (além das
dadas em i) a iv)) que permita reduzir o nimero de parametros 7envolvidos no modelo.
Sob normalidade, sio consideradas suposigdes sobre as variancias de z;;, e;; e u;; (Wong,
1991, e Nascimento, 1994).

O objetivo deste capitulo é estender alguns resultados obtidos no modelo normal para
modelos elipticos. Discutiremos a inferéncia dos parametros fi,..., 0k, sob o modelo
normal usando o método da razao de maxima verossimilhanca. Corregoes de Bartlett para
diferentes hipdteses sao obtidas, avaliando diretamente o valor esperado da estatistica da
raziao de maxima verossimilhanca sob a hipétese nula, que é um método alternativo a
metodologia de Lawley (1956). Extensdes sdo consideradas para a classe das distribuigoes

elipticas.
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4.2 Inferéncia no modelo estrutural normal su-
pondo razoes de variancias conhecidas

Nesta secao estudaremos o modelo estrutural normal, isto é, vamos supor que em (4.2),

ind

ri; ~ N3(17]'19j)5 1= l)' <oy g, (43)

/J'a:] 0'32;1 0 0
n=| 0 e Q= 0 o2 0 |.
0 0 0 o2

Logo, a partir de (4.2), é claro que

onde

Zij i’ll('j Ng(pj,Ej), 1= 1,...,n]~, (4.4)
onde p; = u(0;) = E[Z;] e B; = X(0;) = Var[Z;;] sao dados por

5 + By, Bt 4ol oot
#j:aj+Bj77j:<l7 ] ) ¢ zf:BijBiT:< "oz, ¥ ,

iz, Bioz, 0z, t 0,
(4.5)
com
0; = (a5, 1s,,02,, 05,00, 8) T (4.6)
Assim, para uma amostra de tamanho n;, da j-ésima populagao, j = 1,...,k, a fungao
de verossimilhanca é dada por
Li(Zsjy - - - Zny3105) = |Z5]7™ " exp (—% g(za — ;)55 (Zi; — l‘j)) :
com logaritmo dado por
B 1 Tg-1
L;i(6;) = =5 log 251 — 5 2 (Zis — ;) 277 (Zis — 1), (4.7)

=1

Portanto, para uma amostra de tamanho n = nj+- - -+nx, do modelo em (4.2), o logaritmo

da funcao de verossimilhanca é dado por

L(#) = L;(0;)

k N 1 k
= > (_7J> log || — 5 -3 (Zij — 1) 27 (Zij — b;), (4.8)

= j=1:1=1
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& T T
onde p; e ¥; sdo como em (4.5) e @ = (0, ,...,0,)". com 8; como em (4.6).
Similarmente ao caso de uma populacao. definimos
Z= =37y o S, =32, -T)Z T (4.9)
7 i n] - ij J ’ .
nji=1 n; i=1
como a média e a matriz de covariancias amostrais, respectivamente, da j-ésima populagao.

Neste caso, note que

sU) s4)

Sy, = ( S(\.}}_ a8 (4-10)

onde
. 1 X _ . _
SH = =S (v; -7, S = —Z i — X;)(Yi = Y;)
Ny i=1 N =1
e
Sxx Gl = —
n; ;

j=1,...,k. Assim, a média e a matriz de covariancias amostrais da amostra completa

(4.2) (modelo consistindo de k& modelos estruturais) sao dadas por

= U 1 & ’
Z==> njZ; e S==>) n;S,, (4.11)
L 7=1 L 7=1
respectivamente, onde n = ny + -+ 4+ n;. Assim, a expressao dada em (4.8) pode ser
escrita como
. ny 1 & -1 T
L(0)—_—zl<—7) log |1 — 5 3oms [i1(85S,) + (2 = ) B (B - )] (412)
J= 1=

Agora, na populagao j, 7 =1,...,k, 0 EMV de p; e ¥; podem ser obtidos como solugao
das equacgoes de momentos

(4.13)

ou, equivalentemente,

T = B;62 + 62 Sy

aj + Bifiz,\ _ (Y SV I e
~ —\x € ﬁ]%, =| Sxv |>

Mz, j 52 4 52 sl)

z, u, XX

|
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j=1,..., k. Darelagao acima, segue que nao € possivel obter o EMV de 8;, pois somente
/iz, esta identificado. Para maiores detalhes. veja por exemplo, Kendall e Stuart (1979).
Para tornar o modelo correspondente a j-ésima populagao identificavel, a maioria dos
autores concordam em colocar condigoes sobre as variancias dos erros (UEJ e 012‘]) e nao
sobre os parametros de maior interesse, que neste caso sao os parametros de regressao a;
€ ,8]'.

Neste trabalho, vamos considerar as seguintes restricoes:

A

_ 42 /52 -
e =0, [0, oAy =0, [0 (4.14)

Uy

conhecido (veja, por exemplo, Kendall e Stuart, 1979). Assim, para cada uma destas

suposicoes, o vetor 8; definido em (4.6) torna-se identificavel, ja que se reduz a

EJ’

(4.15)

0. — (o), pia;, 02 U_Z],ﬁj)-r , s€ Az, € conhecido
i= 2 2 T . :
(@, phajs Oz auj,ﬁj) , se A, € conhecido,

j=1,...,k. Como 8 = (0:,...,0;)1-, p; = p(0;) e X; =%(0;),5=1,...,k, entdo para
ambas as condicdes de identificabilidade A, ou A.,, j =1,...,k, conhecidos, temos que a
relagao

0=(0],...,00)7 = ((6:), 5(61),...,u(0r),5(0k))

é um a um, e desta maneira tornamos @ identificavel. A condigdo A.; conhecido, j =
1,...,k, é considerada por Wong (1991) para testar hipdteses sobre os coeficientes angu-
lares By, ..., Bk Um estudo similar, mas com a condicao de identificabilidade A,, conhe-
cido, foi considerada por Nascimento (1994). Esta dltima condicdo de identificabilidade é

equiva\xlente a estabelecer que

A,

hy, = —2—
P T T,

L i=1,...k,

sao conhecidos (veja Capitulo 2).
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Note que sob as condicoes de identificabilidade consideradas, segue que a matriz %; =

Cov[Z;;] pode ser escrita como

% 2 2 2
( AoyBios +o. AsBioy,

; . se \,. ¢ conhecido
)\l.jﬁjoﬁ] ()\l) + 1)0‘3] > 7

¥ = (4.16)
i ( 51?021ﬁ:2/\eg ol gfjig(j—z ) , s€ A, ¢ conhecido,
17z, T, Uy
cujo determinante é dado por
S [Ae,Bi0% + (As, + l) 2Jok ,se s, é conhecido, L1
%51 = (A, 02 + (B2 + A,)o3 ] ol se ), éconhecido. )

4.2.1 A matriz de informacgao e parametrizacoes ortogonais

Seja K =K(0) a matriz de informacéao do modelo definido em (4.4), onde 0= (01T,. .. ,ODT,
com 0;, 7 = 1,...,k, definido em (4.15). Entdao da suposicao de independéncia entre as

populagdes, segue que a matriz de informacao K é dada por
K = diag(K", ..., K®)), ' (4.18)

onde KU = K(0;), j = 1,...,k, é a matriz de informagao correspondente a j-ésima po-
pulagio. Arellano-Valle (1994) deriva uma expressao geral para a matriz de informagao
K(0;) e mostra que o fato desta matriz ser nao diagonal dificulta, por exemplo, a deter-
minagcio dos fatores de corregao dos testes assintéticos da razao de verossimilhanga e escore
para hipéteses sobre os coeficientes angulares By,. .., Bk Tais dificuldades podem ser re-
movidas aplicando o procedimento de Cox e Reid (1987) para obter uma re-parametrizagao
de modo que o parametro de interesse 3; seja ortogonal aos outros parametros na popu-
lagio correspondente. Consideremos entdo a transformagao de 6; (definido em (4.15))

por

0; = (01,05, 035,045, 8;)" = &; = (d15, 25, P35, $air Bi) "
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de modo que 0;; = 0;;(¢;), [ = 1,2, 3.4. sejam solucoes das equacoes diferenciais

.
[\'(m—— _K! L Lm=1,2,3,4, 4.19
Z l aﬁ, ﬁ ) ( )

onde

G) _ g | 9L 9L 6) oL; OL;
I\I,m - nJE [89(] 89771] e K ﬁ m =Ny B 8ﬂj aHmJ

Uma solucao de (4.19) é dada em Wong (1989) para o caso em que A.; é suposto conhecido,
em Bolfarine e Cordani (1993) para o caso em que A, (ou k,,) é assumido conhecido e
ambos os casos unificados em Arellano-Valle (1994). Assim, uma solucao de (4.19) segue
ao escolher ¢; = (¢1;, P2, b3;, Pajy )T como

¢1; = a; + ﬁjuz], ba2j = Moy, Paj = Oy

Ae;Bion + (As, + 1) , se ), é conhecido, (4.20)
¢3i (ﬁ2 —I— /\‘])cr + Ae;02  ,se A, é conhecido.

Como remover 3; de ¥; nao é simples, entao, escolhendo ¢;; = E[Y;;] e ¢2; = E[Xi;),
temos de (4.20) que f3; é removido de p;. Com relagdo aos parametros ¢s; e ¢, estes sao
escolhidos de modo que |Z;| = ¢3;¢4; (veja (4.17)) e que sejam ortogonais a f;. Assim,
temos que os parametros de locagdo ¢1; e ¢,; sao globalmente ortogonais aos parametros
de escala ¢s;, ¢4; e B;. Isto confirma o resultado de Mitchell (1989), que afirma que o
pardmetro de locagio p; = p(¢é1j, ¢2;) € a matriz de dispersao X; = X(¢aj, ¢aj, 8;) sao
globalmente ortogonais no modelo eliptico e, em particular, no modelo normal.

Seja ¢, = (¢1j,¢2;)" € ¢, = (¢35, baj, B;) 7. Entdo p; = E[Zij] e B; = Var[Z;;] sdo

agora dadas por

B = #(¢L,) = (¢1],¢2j)T e X;= Z(d’Ej)a (4.21)
com
o P35+ (X, B5)2 045 (Az, +1)As, Bi4; , :
 _ (s, +1)7 ( O, + e, Bide e, + Didas ) - 58, & chnheald,
;=

(82 + A;) ™" < Bidaj + Ac, ba5 - Bi($ai = Ae; ) )

Bi(paj — Ae,da;)  bsj + Bl

,8€ A, € conhecido.

(4.22)
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Para facilitar a obtencdo da matriz de informacao, no que segue daremos algumas

propriedades de X;, 7 = 1,...,k, e suas derivadas, para ambas as parametrizacoes.

Pl. |E;| = ¢3;4; ;

T o ol .
P2. 2] = a3ja3j¢3j -+ a4ja4j¢4]’

onde

{0, +075(0). O+ 1075 (0)} A, ¢ conhecido,

(4.23)
{B+2)0). @+2)(3)) e, ¢ conhecido

e

(s, @] =

— a0 a0y
P3. 12 = agjosj + a43a4]-,

_ -1 . ,
onde @;; = qb;]-Ej aj, [ = 3,4, isto é,

{()\x, + 1)_%(_'\;i+$]), (Ae, + 1)_;—((1))} , A, € conhecido,

{(ﬂ? + A, )_% (f:]), (ﬂ,z + )\e])"% (-1;3,)} , Ae, conhecido

[@s;, Q5] =

(4.24)
e
il _ _ . =T _ ] . .
al]a[] = l, l = 374, ak]alj - 0, l\,,l = 3,4, ]\, ?é l,
P4. £7' = g3 as;ay, + ¢y 0y
ox; L
P5. 8_ﬂ] = (Bajaj/0p,)7 (asjey; + csjas;),
i
onde ;
¢3J’/Ai] P4 , para A, conhecido,
2 _ ) 2 4.25
95, (qsﬁft’\—‘b ) ®3j¢a; , para A, conhecido. (4.25)
) Te,; P4y

Assim, sob a parametrizagao ortogonal e as propriedades dadas acima, segue de Arellano-

Valle (1994) que a matriz de informacao da j-ésima populagao é dada por

KW = K(¢,) = diag(Ky,,Kg,), (4.26)
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onde K, = n;27" e Kg, = diag{n;/263;,n;/2¢3;,n;/0f } sdo as submatrizes de in-
formagao do vetor de locagao ¢;, = (15, ¢9;)7 e escala ¢g; = (daj, daj, B;) ", respectiva-

mente, e 05 = 0 (¢5,) é como em (4.25).

4.2.2 Estimacao por maxima verossimilhanca usando a para-
metrizagao ortogonal

~T

~ T =

Seja ¢ = (¢y,..., ) o EMV de ¢ = (¢;,...,¢;)",onde ¢;, j =1,...,k, é 0o EMV
de @, correspondente a j-ésima populagao. Entao, usando a parametrizagao ortogonal
definida em (4.20) e de (4.8) com 0; substituido por ¢; segue queo EMV de ¢;,7 = 1,...,k,

¢ solucao das equagoes dadas por

[y d#] }
= 2 Z, — K = 0, [ = 1)27
dél_] |¢] L; d(blj ( J I‘]) =$
[ 0% 0%,
= E;" + = b= py) 85 — B
Tilons, = |3 (500 + 50 T G B bt
= 0, I=34,
&, 105 .
Da primeira equacdo, temos para cada j = 1,...,k, que fg; = ,u(¢L ) = Z; (definido em

(4.9)), para ambas as condigdes de identificabilidade. Assim, o EMV dos parametros de

locagdo ¢y e ¢,; sao dados por

b;=Y; e ¢yj=X;, (4.28)
onde
— — 1 &
- 1 Xj=— Xt
"J zz_:yj © ’ n; ; ’
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Agora, considerando as propriedades da matriz I; (veja as propriedades P1 — P5),

temos, de (4.28) e da segunda e terceira equagoes em (4.27), que

~

G = G (B;)Sn,a;(By), | =34, (4.29)

e ,éj é raiz da equagao
a3;(3;)Sn,@4;(B;) = 0, (4.30)
respectivamente, onde os vetores EITJ-([?J-), [ = 3,4, sao como em (4.24), avaliados em 37

Portanto, considerando (4.24), (4.29) e (4.30), segue que os EMV de ¢3;, ¢4; e B; sdo

dados a seguir

a) Para ), conhecido,

dsi = O, +1)S9 — 202, B;)SE% + (As,Bi)24j,

e = S5k

47 — )\xj +1a

,\. _ )‘:L‘J +1 S(])
IB] - AJ:J S(J) b)

j=1,...,k. Substituindo <$4j e Bj em $3j, obtemos
$aj = (As, + 1S x,
onde S( Y.X —S}/Y— 2(J /qu,] = ]_ l\,,

b) Para A, conhecido,

A2S9) + 2, B2SEk + Ao, S¥%

¢3j N 182 + Ae;; ,
G o Sy —2BSVk + BiSKx
47 132 + Aej )
_ SYL — xe, S + {(SY) — X, SEL ) +4X,, “)"2}1/2
Bi = ()
25y x
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j=1,....k

Notemos que em ambos os casos de identificabilidade
G3jPa; = l2(¢E = SYY qgj‘\, (4.31)

j=1,....k

4.2.3 Propriedades do EMV

~ AT AT
Para estudar as propriedades de ¢; = (d)LJ,QSEJ)T temos, de (4.13) e da suposicao de
normalidade, que
. 1 a 1
/,lj P ]Vz K, —Ej e 2]‘ ~ I/Vg n; — l, ——Sj 3 (432)
n; n;
sao independentes, onde y; e &; sdao como em (4.5) e Wi(m, A) denota a distribuigao de
Wishart k-variada com matriz de dispersao A e m graus de liberdade. Sob a parametri-

zagao ortogonal temos que

</£LJ = ¢L('ﬂj) = ($1j7$21)T € &E‘J == ¢ (2 ) (¢3]7¢4],ﬂ])

com f]j = S,,, de onde segue que

i) J’L, =7Z; ~ Nz(qSLJ,:—]Ej) e ii) qASLJ e ‘?’EJ sao independentes.

Seja ¢ = (¢1,¢5)", onde ¢ = (¢7,,...,1,)" e ¢z = (#E,,---,¥5,)"- Entdo
(?)L = (a)zl,...,$zk)1— e aSE = ((};,...,&;k)T sao independentes e JJL ~ N2k(¢b,2(*)),
onde B = Dlag( 21,...,711—“2;:). Agora, para cada j = 1,...,k, a distribuigao de
;}\SEJ depende da distribuicao de S, e, conseqiientemente, as distribuicoes de qAS;;]-, $4j e
E]' dependem da distribui¢ao S,, para ambos os casos de identificabilidade. Como, sob

normalidade do modelo S, ~ W(n; — 1, nl—JEj), tem-se que (veja Muirhead, 1982)

) SYY/\ = SYY = 2(J /S é 1ndependente de (S ’)&) ('ZEY)T,
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H (7) (4) 2
ii) n;Syyx/oyyx ~ Xn;—2>

G) L) 2(3) 1 .2
onde oyy y = oyy — oxy /9xx

() /ald) ok i) WX o)

7 7 X J Y. X J

i) (Syx/Sxx)~ N |—G Skx—5%x |
Oxx L

']
g) gl
: YY 2 XX 2
iv) n; Gy "~ Xny—1 € TG Y Xyt
Oyy Ixx

Note que sob a condigao de identificabilidade A,,, conhecido, temos que

(9) A (9)
: Tx'y = +1\ oyvy
¢3; = (A, +1 J(J)I.,, $g; = —2X e B;= ( : )—X.’

’ ( ’ ) A ! /\IJ 1 ’ Az] O'Sg?x

com EMV dados por

$si = (Ao, +1)SEx,

B = S¥x

47 /\1;] 4+ 15

5 o= (Pl 5%
7 ij S&,?}()

j =1,...,k, respectivamente. Assim, usando as propriedades i) —iv), temos que (veja

Arellano-Valle, 1994)

1) ¢s; € ¢4; sdo independentes;

¢3; 5 G4j 2

2) TL]'—' ~ Xn,—2 € TL]—‘ ~ Xn,—1>
¢3J ! ¢4J ’

o’ ¢4j

J

2 _ %3 .
), onde op, = _J—/\x]- o
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4.3 O modelo estrutural eliptico com mais de uma
populacao

4.3.1 Introdugao

Os modelo elipticos, dos quais o modelo normal é um membro particular, tém sido
motivo de numerosas pesquisas nestes ultimos anos. Por exemplo, no contexto dos mo-
delos lineares, varios autores tém usado estes modelos para explorar as consequéncias
de se considerar os erros do modelo tendo distribui¢ao com caudas mais pesadas que a
distribuicao normal, como por exemplo, a distribuicao t-Student. Contudo, como visto
no capitulo 2, aparecem duas formas de especificar o modelo estrutural eliptico quando se

tem uma populacao:

i) Modelo eliptico dependente: assume que os erros tém distribuicao conjunta elipti-
ca, de modo que eles podem ter covariancias nulas sem serem independentes. Para
este modelo, veja por exemplo, Zellner (1976), Ghosh e Sinha (1980), Anderson et
al. (1986);

ii) Modelo eliptico independente: supde que os erros (ou as observagoes) sao inde-
pendentes e tém distribui¢do marginal eliptica. Para este modelo veja, por exem-
plo, Lang, Little e Taylor (1984), Taylor (1992), Kano, Berkane e Bentler (1993) e
Arellano-Valle (1994).

Com o intuito de estender o modelo definido em (4.5) a uma versao eliptica, vamos
considerar para tais extensoes as especificagdes para o modelo eliptico quando se tem uma
populagio, isto é, as extensoes vao depender da distribui¢do conjunta dos z;;, e;; e u;j,

como veremos na segao seguinte.
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4.3.2 Especificagao do modelo estrutural eliptico para mais
de uma populacgao

Note que o modelo em (4.1) pode ser escrito como
Z,‘j = q; + Bjr.,-]-, (433)

j=1,...,k, 1 = 1,...,n;, entdo, similarmente ao modelo normal, a especificagao da

distribuicao de Z;; depende da especificacao da distribuicao de r;;. Neste trabalho vamos
1% J ¢ J

supor que para cada j = 1,...,k, 0s ryj,...,Ty,; sao nao correlacionados e que r; ~

El3(n;,84;4),1=1,...,n;, onde

iz, az; 0
m=| 0| e Q=] 0 o2 0 |. (4.34)
0 0 0 o

J

Além disso, os r;; correspondentes as observagoes de populagoes distintas sao nao corre-

lacionados, isto é, Cov[r;;,tim] =0, j,m=1,...,k, 7# m,i=1,...,n;, [ =1,...,np.
Seja
1j r(1).
rg) = r?j , J=1,...,k, e r= r(:z) : (4.35)
Ty L (k)

Entdo, vamos considerar trés possiveis extensoes do modelo sob normalidade para modelos

elipticos, a saber,
(A) © ~ Elan(n, ; 4);
(B) r ~ E6D(n,Q;¢) & r) = Elsn, (0(): Q)i 8), 5 = 1,1 ks

(C) v~ BED (0,90) & vy ~ B (), Qi 0), 5 = 1, K,

onde
Z(;) Qg - 0
) 0 .o 0
(k) (%)
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nG) =1n, @0 e QG =L, @k, (4.37)
com 1; e {; como em (4.34).
Em qualquer das trés especificacoes temos que, desde que existam,
ElrJ=n e Var[r] = aufl, (4.38)
isto é,
Elr(y) =ng), Varlrg)] = el e Covlry),ryn] =0,
4,5'=1,...,kej#j, onde ay = —2¢/(0).
Em (A) os vetores r(y), . ..,I(x) nao sao independentes. Esta mesma propriedade tem
a seqiiéncia Iyj,...,Ip,j, para cada j = 1,...,k, a menos que se tenha normalidade.
Na especificagao (B), r(y), ..., r() sdo independentes, mas a seqiiencia ryj, ..., In;; Nao é
independente. Finalmente, na especificagao (C), a seqliéncia ryj,...,Is,; ¢ independente
para cada j = 1,...,k, e tem distribui¢do comum r;; ~ Ef3(n;,{;; ¢), de modo que a
distribuicdo de r(;) nao é eliptica. -
Sob normalidade as trés especificagoes coincidem. Por outro lado, se £ = 1 (caso
de uma populagio), entdo a primeira e segunda especificagdes coincidem com o modelo

eliptico dependente e a terceira especificagao coincide com o modelo eliptico independente

definido em Arellano-Valle (1994). Note que a amostra de tamanho n; da j-ésima po-

pulagdo pode ser colocada na forma Z;) = (ZITJ-, . .,ZTTLJ,J-)T. Assim, de (4.33) temos
que
Z(]‘) = an ®a]'—|-(1n] @B]‘)I‘(j),j = l,...,k, (439)

onde r(;) é como em (4.35). Além disso, as observagoes de tamanho n =mn; + -+ ny do
modelo em (4.33) pode ser colocado no vetor Z = (Za), - ,Z&))T, que por (4.39) pode

Ser exXpresso como

Z = a+ Br, (4.40)
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onde
1n1 @ ag Im ® B, 0

2= .|, B= . I,9B, (4.41)
]-nk@ak 0 e Ink ®Bk

e r é como em (4.35).
Assim, aplicando o Teorema A.3 do Apéndice A, em (4.40), (4.39) e (4.33) temos, sob

as especificacoes dos modelos elipticos, que
ind
(B) Z ~ Eﬂ(zi)(#(*),z(*);@ < Z(J’) ~ E€2n1 (#(j)az(j)3¢) )

11 | I
(C) Z ~ B (1ey, By 8) & Ziy ~ B () B0 8)

onde
L
#23 ) ’
B = : € 2(,) - 2(2) : (442)
H(k) Q
com
By = ln]' ®l‘j7 E(J) = In, ®2ja H; = 3a; + Bjnj € Ej = BjQJ'B;rv
j=1,...,k (n; e Q; sdo como em (4.34) e p; e &; como em (4.5)).
Note que as inversas das matrizes X(;) e & sao dadas por
55 =1,0%" ¢ ¥ = Diag(E(), - - » Z))» (4.43)

respectivamente. Assim, os vetores aleatorios

T =2 - p), T =25 (26 —k6) e Ti= 572 — ) (444)

tém uma distribuicao esférica, isto é, sob as especificagdes dos modelos definidos em (A),

(B) e (C), temos que
(A) T ~ Ely(0,155;0), n=n;1+ - +ny,
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(B) T ~ EL(0,150;6) & T(j) % Elyn,(0,15n,:0), j = 1,...,k,

(C) T ~ ELD(0,150;6) & Ty ~ B (0,100,38), 5 = 1,...,k,

respectivamente.

Note também que, desde que existam,

ElZ] = ppy e Var[Z] = aykiy), (4.45)
isto é,
E[Z3) = pg), VarZg)] = asZ) e Cov[Z),Z(n] =0, (4.46)
5,99=1,...,k, §# 71"
Similarmente ao modelo normal, temos que para cada j = 1,...,k,
pi=p(0;) e XE; =X(0;), (4.47)

T .
com 0, = (aj,,uxj,af,]_, azj, aﬁj,ﬁj)T. Sendo § = (8, ,...,0,)7 o vetor de pardmetros e sob
a hipétese adicional de existéncia de densidade do vetor Z = (Z(l), . Z(k)) , temos, sob

as especificagoes (A), (B) e (C), as seguintes densidades conjuntas:

(A): pz(Z10) = |2( T2 FU(Z = i) "B (Z — b))
k 71y
= H|E |2 f (Z; i — (Zz‘j—#j)> ,(4.48)

onde f(-) é uma densidade esférica em R*™, com n = ny + ng + - - + ng;

(B): rz(Z|0) = HPz()(Z(])/")

]— ]

- Hl2 /2 (2( —u,->2;‘(z,-j—m)),<4.49)

1=1

onde g(+) é uma densidade esférica em IR2"’.

kE ny
(C): po(2l0) = LTI 2h(Zs = )55 (B = )
k k ny
- (I:IEI‘"J“)HHh — )77 (245 — 17)),(4.50)
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onde h(-) é uma densidade esférica em IR®>. Em qualquer das especificagdes acima, as

funcdes f, g e h nao dependem do parametro 6.

4.3.3 Identificabilidade no modelo estrutural eliptico

Sob normalidade, Wong (1991) e Nascimento (1994) provaram que o modelo (4.33) é
identificavel sob as condigdes A; ou Az, conhecido, j =1,... ,k. Como no caso eliptico,
a funcdo de verossimilhangao para uma amostra de tamanhon =nq+---+n é dada por
(4.48), (4.49) ou (4.50), dependendo do modelo que serd objeto de estudo. Assim, a dis-

tribuigao de Z depende de @ = (67 , . .. ,0.)T através de p(01),. .., p(0k), B(61),. .., 2(0r),

2 2
g;j? eJ7

com 0; = (o, fiz;, 0 031_, B;)T. Como as observagdes sao nio correlacionadas atraves
das populacdes, entéo a identificabilidade do modelo eliptico sob qualquer das trés especi-
ficacbes depende da identificabilidade em cada uma das k populagdes, que corresponde a
cada um dos k modelos estruturais elipticos serem nao identificaveis (veja Arellano-Valle,
1994, p.190). Assim, segue que qualquer dos modelos estruturais elipticos sob as especi-
ficacoes (A), (B) ou (C) é nao identificével, pois, por exemplo, se-oj =(1,1,1,1,1,)T e

0’; = (3/2, 1,2,3/2,0,1)7, 7 =1,...,k, entao temos que

p)(0) = py(07) e T((8) = By(6°),

x * 2 1 .
dado que p(0;) = pu(07) = (f) e 5(0;) = X(67) = ( 01 ), para todo y=1,...,k.
Contudo, sob as condigdes A.; ou A, conhecidos, j =1,... ,k, temos que os mode-

los sob as especificacdes (A), (B) ou (C) sdo identificaveis pois sob estas condiges de
identificabilidade 0; fica com um total de cinco parametros (como em (4.15)) e, logo, sob
qualquer das trés especificagées o modelo em estudo contém 5k parametros. Por outro

lado, como

(4) (9) (5)
,LLY v o
B = ( (j)) e X;=1%(0;) = ( o b > ) (4.51)
Kx Oxy OxXx

101



7=1,...,k, temos que
(07,..,00)" = (1(6:).2(81), ..., p(6r), 2(6%))

é um a um, e esta afirmagao garante a identificabilidade do modelo estrutural eliptico sob
qualquer das trés especificagoes.
Sob qualquer das duas condigdes de identificabilidade temos sob o modelo eliptico com

a especificagio (A), com f decrescente em (0, +o0), temos que os EMV de p,) e X.) séo

dados por
By =HBun € B = ;E(W, n=ng 4+, (4.52)
respectivamente, onde ﬁ(*)N e 2(*)1\7 sao os respectivos EMV sob normalidade, p = 2

(dimensdo de Z;; e p < n;) e uy é o maximo da fungao u™/? f(u). Por exemplo, se f(u) =
k(p,v){v + u}~#7/2 que corresponde ao modelo t-Student com v graus de liberdade, ¢
facil ver que u; = np, para todo v > 0. O resultado acima ¢ conseqiiéncia do Teorema 1
dado em Anderson, Fang e Hsu (1986) (veja também o capitulo 2, secao 2.6). Assim, de

(4.52) temos para j = 1,...,k, que

~ = & np
K Zj, Ej = —Sn,.. (453)

Uy
Similarmente, sob o modelo eliptico com a especificagao (B), com g decrescente em

(0, 4c0), temos que os EMVs de p; e I, sdo obtidos a partir das equagdes

~ . & n;p&
By =Bng e Bg) = —ENG), (4.54)

Ug
j=1,...,k. Assim,o0 EMV de u; e ¥; sao dados por

i;j=Z; e £="Lg, | (4.55)

Ug
j =1,...,k. No modelo eliptico segundo a especificagao (C), os EMV dos parametros

nao tém uma forma fechada. Neste caso, sugere-se usar algum método de aproximagao.
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4.3.4 Matriz de informagao e parametrizacao ortogonal

Seja L = L(0), 6 = 0, ...,01)7 ologaritmo da funcio de verossimilhanga do modelo
1 n

estrutural eliptico definido nas especifica¢des da secao anterior. Entao,

Sy (= %) log 2] + log £(IIT|1?), no caso (A),
L=1{ 5k, (-%)log|Zi| + TiZy log g(IThl[?),  no caso (B),

E (=5 log [Z5] + £k, 2, log A(| Ty ]1?),  mo caso (C),

onde T, T(;) e Ti; sao como em (4.44). Note que

IT|? = ZIITJ)II = ST (4.56)

7j=11=1
Assim, se 0; = (01}, 045, 03,045, 0;)", 7 = .,k (como em 4.15), temos que
5
gy (2]. ‘g—ol> + W (ITI) 52 TP, no easo [A),
6-[/ n 82
S = { —r (5750 + TRl Tl o caso (B),
n oM nJ
e (5719 ) + T WalI T l?) 5 I Tl no caso (C),

l=1,2,3,4,5, onde

d E'(u)
= _— 1 = > 0 =
Wi(u) Iu log k(u) ) u>0, k=fg,h,
9| T||? (9;4 1/2 Ty—1/2 ox -1/2
—— . T - —X T
90, 2505 R ETS ’
NTHI® _ W1 1 51-1/20%() 172
86,; 06y 25 26) T = TnZ) 80, Xu) Ty
€
INTill* _ 3#; tap _ pre-1/208ig1/2
80y aohz Tij = Ty 90,; 90,

De (4.56) segue que

OITI® _ ATull® _ <~ alTil®

691]' - aezj 801j (4.57)

i=1
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Também, de (4.42), temos que

NG dX; 0% 0%;
aglj —In}@)ale, 891] Dlag : ,In1®591—j,...,0 y

Op(j) opi e _ . (o7 )
T gy, @22, 2 =D 0o',...,1 N L
00, T %0g, 90; 8 n® g,

e, conseqiientemente, de (4.42) e (4.43), segue que

62 . _182() . _182
1) 2() 30, = Diag (0,...,20) 801]- ,...,0) = Diag (0,...,In]®21 3911 ,0

. 8#) 13#(* 5!‘(]) 3# al‘g - al‘J
) B, 2 6,, ~ o0, ZG ) 9, Jao,JEJ 00,m;

i) tr (2( )50, ) tr (E(j) 20,5 2] 8011

) (2(_*1)662;( =) | 0% *)> o (2(_.182(1 E(J)am)) — st (E_IaEJy] az:j>

) 96 )96, a0 700,77 00,
Para 0 = (0, ,...,0;)7, seja
oL oL
K@) = |E|===|], sl=1,...,k, 4.58
@ ( [39]'507}) ’ , s

a matriz de informacao do modelo estrutural eliptico definido segundo as especificageos
(A), (B) ou (C). Entdo, usando a simetria das distribui¢des de T, T(;) e Ti; juntamente

com (A.13) e (A.14), do Apéndice A, segue apds algumas manipulagoes algébricas que

K(#) = Diag[K", ... , KW, (4.59)
onde para cada j = 1,...,k,
: - JdL OL
0) = K(8;) = (K= | E =1,... :
com
~ 4dn; 5[1 , 0
Gy _ 4 iy- I‘J
n;p 1 1 - 62 -1 823
— 2,2) = = »! tr [ X
2 {p<p+1>‘”‘" -3 (55 o (57

+

2n; 1055 1 0%;
o+ 2) B2 ( j ao,JEJ aomj)
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E[(W(IIT)I*)" IT]2], no caso (A),
ar(r,s) = $ E[(We(IITI1?) I'T;11*], no caso (B), (4.61)
E[(Wa(II'T;51*)"IT4]1>],  no caso (C),

2n;, mno caso (B), (4.62)
2,  mo caso (C).

Para facilitar a inferéncia nos modelos elipticos, vamos considerar a parametrizacao

2n, mno caso (A),
p =

ortogonal que foi derivada para o modelo normal (segao 2), isto é, para cada j = 1,...,k,

é; = ¢(0;) = (b1, b2, bajy bais Bi) T,

onde ¢y;, L =1,...,5, é como em (4.20). Dai, segue que

p; = p(or;) e X;=X(¢g,), (4.63)

o que implica que

¢L, = (¢1,;¢2j)T e ¢Ej = (¢3j,¢4j;ﬂj)T :
sdao ortogonais, isto é, a ortogonalidade de ¢z, sob o modelo normal é preservada nos
modelos elipticos sob qualquer uma das trés especificagoes. Agora, desde que |¥;| =

¢3;¢4j, temos que

a%; 0%, 0%;
tr (8= ) =tr |57 =287 =) =0, [ =3,4 4.64
r(16ﬁ3> 1<]aﬂ]_ JaqSIj ) »H (6)
o que implica que, para f3; é ortogonal a (¢sj, #4;)", J = 1,...,k. Contudo, nos modelos

elipticos a ortogonalidade entre ¢3; e ¢4; nao é necessariamente valida (veja capitulo 2,
segao 2.5).
Seja K = K(¢), ¢ = (¢, ... ,#:)T a matriz de informagdo sob a parametrizagio

ortogonal, de modo que de (4.60), (4.63) e (4.64), temos que

K = Diag(K®", ..., K®), (4.65)
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onde agora KU) = K(¢,) = Diag(Ky,,Kg,) é a matriz de informagdo correspondente
a j-ésima populacao, com Ky e Kpg, sendo as submatrizes de informacao relativas aos

parametros ¢y, e ¢, respectivamente. Estas matrizes sdao dadas por

-1
Kp, = %ak(.?,l) (nijz]) L i=1,...,k, (4.66)
e
Kpg, = (K), l,m=34,5, (4.67)
onde
(2 [Bt0m 0y (2,2) - 1] (fubm)™, 1ym=3,4,
Kl = stz (2) Lm =5 (g5, = ),
L 0, l=3,4, m=50ul=5m=3,4,

com o3 como em (4.25), dim € o delta de Kronecker, a(2,2) e p sao como em (4.61) e

(4.62), respectivamente.

4.4 Testes assintéticos modificados por corregoes ti-
po Bartlett

4.4.1 Introducao

A utilidade dos testes assintéticos, como por exemplo as estatisticas da razao de ve-
rossimilhanga (&), escore (S) e de Wald (W), podem ser limitadas em algumas situagoes
praticas, uma vez que elas requerem amostras suficientemente grandes para que a dis-
tribuicdo da estatistica do teste seja mais préxima da distribuigao da estatistica de re-
feréncia. Contudo, em problemas que envolvem uma fungéo de verossimilhanca regular,
isto é, quando é permitida a troca de derivadas da fungao de verossimilhanga com respeito
aos parametros com integrais sobre o espago amostral, a aproximagao das distribuigoes das

estatisticas G' e S com a distribuicao de referéncia qui-quadrado pode ser melhorada em
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modelos com distribuicio amostral continua, multiplicando-se estas estatisticas por fatores
de correcdo do tipo Bartlett. Este procedimento foi originalmente proposto por Bartlett
(1937) para o teste de homogeneidade de varidncias em populagoes normais. Posterior-
mente, Lawley (1956) desenvolve o fator de Bartlett da estatistica G' num contexto bem
geral. Outras referéncias neste contexto séo, por exemplo, Hayakawa (1977), Barndorff,
Nielsen e Cox (1984), Cordeiro (1987) e McCullagh e Cox (1986). Recentemente, Cordeiro
e Ferrari (1991) mostram que o procedimento também pode ser aplicado a estatistica .5,
mas neste caso o fator de correcao obtido é uma fungao polinomial de segundo grau na
prépria estatistica. A conclusdo comum destes autores é que para amostras finitas, em
particular em amostras de tamanho moderado, as estatisticas corrigidas deverao ter um
melhor desempenho que as respectivas estatisticas originais, uma vez que as estatisticas
modificadas tém distribuicoes mais préximas da distribui¢do qui-quadrado de referéncia
que a nao corrigida.

Para as estatisticas corrigidas, tal aproximacao é garantida pelo menos até ordem
n~! (n tamanho da amostra), no sentido de que sob a hipétese nula Hy as fungoes de
distribuicdo acumulada (FDA) destas estatisticas coincidem com FDA qui-quadrado de
referéncia, até ordem n~! (ignorando os termos de ordem inferior a n™").

Os fatores de correcio destas estatisticas sao funcdes de cumulantes conjuntos de de-
rivadas (com respeito aos parametros) até quarta ordem do logaritmo da fungao de veros-
similhanca, de modo que suas derivagoes podem envolver manipulagoes algébricas muito
trabalhosas em alguns problemas particulares. Este fato tem motivado diferentes traba-
lhos com o propésito de obter férmulas para estes fatores de corregao que sejam de facil
implementagdo computacional e que englobe um niimero amplo de modelos probabilisticos.

A aproximagio da distribuicio da estatistica da razdo de maxima verossimilhanga
G sob a hipStese nula Hy para a distribuigdo qui-quadrado pode ser melhorada utili-

zando o fator de Bartlett via o procedimento de Lawley (1956), que muitas vezes € um
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procedimento que requer um processo extenso de manipulagoes algébricas. A principal
contribuicio desta segio é mostrar que este fator sob o modelo normal pode ser obtido
para algumas hipdteses avaliando-se diretamente o valor esperado de G sob a hipdtese
nula Hp, onde a esperanga de G sob a hipétese nula serd denotado por Eo[G]. Extensoes
sio consideradas para os modelos elipticos segundo os enfoques (A) e (B). Apesar deste
método nem sempre ser aplicavel, pois depende de uma variavel aleatéria 7', que nem sem-
pre tem uma distribuicao fechada que permita a determinagao de Ey[logT]. Contudo, o
fator de Bartlett, usando esta nova metodologia considerada em Arellano-Valle e Bolfarine
(1995), nao depende dos parametros do modelo em situagoes onde pode ser aplicado.

A seguir apresentamos, de forma resumida, o procedimento de Lawley (1956) para a
obtencio do fator de correcao de Bartlett. Seja Y um vetor aleatorio de dimensao n, com
logaritmo da fungdo de verossimilhanca L(0) = log Py(Y|0), 6 = (01, .. ,0,)7 e seja 0
o EMV de 0. Entao, Lawley (1956) expande a funcao 2{L(5) — L(6)} em torno de 8 e
mostra que

E[2{L(0) — L(8)}] = p+ e, + O(n™"), (4.68)

onde e, é de ordem n~! e depende de cumulantes de derivadas do logaritmo da funcgao de
verossimilhanga referentes ao vetor 6.

Considerando a partigao 8 como 6 = (OI,BI)T, onde 0, é um vetor de dimensao g, o
interesse é em desenvolver a correcio da razio de verossimilhanca para testar a hipotese
composta Hy : 0; = 0y contra H, : 0, # 0y. Seja 6 o EMV sob Hy. Entéo, procedendo

similarmente para 2{L(#) — L(8)}, temos que
E[2{L(®) — L(O)}) = p — g+ epq + O(n7?), (4.69)

onde €,_, é de ordem n~! e depende dos cumulantes referentes ao vetor f; de dimensao

p—q. Se G é a estatistica da razdao de verossimilhanga para o teste de Ho : 0, = 0, contra
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Hy : 0y # 6, entdo, notando que
G = 2{L(0) — L(0)} — 2{L(8) — L(6)} (4.70)

e tomando a esperanca sob a hipétese nula Ho, segue de (4.68), (4.69) e (4.70) que

Eo[G] = q(1 + d) + O(n™?), (4.71)
onde
d—l(e—e ) (4.72)
=g T e .

é um termo de ordem n~' (d = O(n™!)). Assim, segue que a estatistica G vezes o fator

de Bartlett (1 +d)~" ou (1 — d), isto é,
G=(1+d)7'G ou G =(1-dG (4.73)

é tal que sob a hipétese nula, Eo[G*] = ¢+ O(n~?). Note que sob Ho, Eo[G] = ¢+ O(n71)
e G* tem distribuigio assintética XZ’ uma vez que G tem distribuicao assintdtica Xg-
Lawley (1956) também mostra que sob Ho, Eo[G™™] = pim + O(n~%), m = 1,2,... onde
pim = q(q+2)---(¢+ 2(m — 1)) é o momento de ordem m da distribuigao X2, enquanto
que E[G™] = pim + O(n™'), m = 1,2,... Isto prova que sob Hp a estatistica G* tem seus
momentos mais préximos dos respectivos momentos da estatistica de referéncia X2 que a
estatistica nao corrigida G.

A obtencio do valor esperado de G sob a hipdtese nula Hy é baseada na fungao
digama, que é definida a seguir: Seja V uma variavel aleatéria com V' ~ Ga(a,b), onde
Ga(a,b) é fungio gama com parametros a e b, tal que E[V] = a/be Var[V] = a/b?. Entao
E[log(V)] = %(a)—logb, com 1 sendo a funcio digama (veja Abramowitz e Stegun, 1965).

Algumas de suas propriedades sao:

B(m) = Plm—1)+ ——, (4.74)
P(2m) = %@b(m) + %1/) <m 4= %) + log 2, (4.75)
P(m) = logm — EIE - 12;2 + 0(m™). (4.76)
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Lema 4.1 Seja v a funcdo digama € n = ny + --- + ng. Entdo

n,—l) n; 1 5 9 . .

l)’(/)( log2 _nj[ 2 6n7+o( s F=1sas 58,

" n—k—1 n—k n 1 ) 6(k+1)(k+2)+1

zz)z/)< 5 >-|—1/)< 5 ) 210&2—n[—2k-3— on
+O(n"2)}.

Prova: i) De (4.74) e (4.76), temos que

nj—1>_l o n;+1y 1L 2 1 O(n=1
4 ( 2 65 T\ Th, ol m—1 3m+1E (n5")

1 1 1\7! 1\7! 1 1\
1 1— — - - 1
=% (1 i na) By [( ! n,) +2( nj) ] 3n; <1+ nj) + 07

Agora, das relagdes (veja Arellano-Valle, 1994),

1 1 1 _
log (1 + E) = ™ 2 (m 3)a

2m
1 S
(1+—> = 1_I—+O(m_2)’ T:172,
m m
-1 -
e Q—3> = 14— +0(m™),
m m
temos que
i 1) Clog i — i L oy _ 2 £
p(B=)—log 2 = -+ gy +O05) - ]3+ +0(n;

—%ﬁb—u—+0(4}

J

= Llee- 2 vou).

n; 6n;

i) De (4.74), (4.75) e (4.76), segue, ap6s algumas manipulagdes algébricas, que

—k-1 —k
o) e () ol -

n—=~k 1 n—=k 2 n
"’( 5)”’( 2 )_n.—k—1_210g§
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Notemos que se n = n; + - -~

= 2 w(n)—lz ! 2 — 2logn
B oin-—7 n—k—1 &
k+1 1
= 2¢(n) — 2 — 2logn
j:ln—]
1 o
:210g7’1—7——6—n2-— ]Z]—]-—ﬂogn—l—O( )
]. i 1 k+1 ] -1
= |-1—-—=2 —Z =8
n ! 6n JX::I(I n) + Ot )]
k+1 :
N R (1+l+0(n_2)>+0(n'3)}
n| 6n ram n
1 k+1)(k+2) 1
== —1—2(k+1)—(—+)(_+)__+0(n—2)]
n n 6n
[ k k 1
_ L] g g SEHD(EF2) Y +O(n'2)].
n | n
+ ny, entao
k
>-0(nj?) + 0(n™?) = O(n?),

i=1

onde n, = minj¢j<k{n;}. Com efeito,

k

EO(n;2)+O(n_2) = [

i=1
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4.4.2 O teste da razao de verossimilhanga para a hipétese Hj :
Bi=PBj,i=1...,k
Consideremos primeiramente o modelo definido em (4.1) sob normalidade e sob a
parametrizacao ortogonal definida em (4.20). Suponha que deseja-se testar a hipotese
nula Hy : B; = Bjo, onde Bjo conhecido, j = 1,...,k, usando a estatistica da razao de

verossimilhancga

~ ~

G = 2(L(3) — L(®)), (4.78)
onde & e ¢ sio 0os EMV sob o modelo no restrito e restrito (sob Ho) de ¢, respectivamente,
onde ¢ = (¢1,...,8;)7, com @; = (&1}, ¢s;, b3j, baj, B;)" como em (4.20) que pode ser
escrito por ¢; = (qSZJ.,ngJ)T, onde ¢, e ¢p, sao como em (4.21). Entao, sob o modelo

normal segue que no modelo néao restrito, os EMV qASlj de ¢y;, L =1,...,5, sao dados por

(4.28), (4.29) e (4.30). Por outro lado, os EMV sob Ho de ¢y, [ =1,...,4, sao dados por

&L' = %L- = zj € (;51.7' = a?;‘(ﬂOj)Snjalj(ﬁOj), [ =3,4, (479)

J 2

Agora, de (4.32), temos que sob Hy, S, ~W» (nj -1, ;‘;2((#%1.)), com ¢[I)E, = (P35, Paj> Boj) "5
entdo, das propriedades da matriz Wishart(Muirhead, 1982) segue que

Pi;

nj=" ~ Xn,-1, =34 (4.80)
b1 ?

Por outro lado, temos que sob a hipétese nula Hy a estatistica da razao de verossimi-

lhanca G (definida em (4.78)) tem distribuicao assintética x3.

Teorema 4.1 Sob o modelo normal ¢ a condigio de identificabilidade Ae; ou Ag;, J =
1,...,k, conhecidos, a estatistica da razdo de verossimilhanga G e sua estatistica corrigida

G* para testar Hy sdo dadas por

k ~ ~ ~ —~
G = 3 n; (log(Faids;) — log(Bsidsi)) e G =(1+d)7'G, (4.81)

i=1
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respectivamente, onde

A.

5

d= . .
; o (4.82)

Prova: Substituindo os estimadores aj e <7>j dados em (4.78) e ap6s algumas manipulagoes
algébricas, temos
k

G = . n; [10g|2(3’E1~)| - log|2(<;53j)|]

=1
k
= Gj,

j=1
onde
G = n; [log($ai04;) — log(ba;s;)]
é a estatistica da razao de verossimilhanca correspondente & j-ésima populagio. Arellano-

Valle e Bolfarine (1996) mostram que sob Hg

EolGi) = s [ (M 1) —o (5 2)] =142 4 O(n?) (4.83)

cuja demonstragdo é similar a prova do Lema 4.1. Assim, temos que

k k
9
Eo[G] = 3 BolGy) =k + 3 5+ O(n2?),
j=1 i=1 J

onde n, = min;¢;<;{n;}. Entdo, de (4.73) a estatistica corrigida de G ¢ dada por G* = (1+
d)~'G, com d como em (4.82). Assim, G* tem distribuigao mais préxima da distribuigao

qui-quadrado com k graus de liberdade que a distribuicao de G. m]

Note que o resultado anterior coincide com o resultado de Wong (1991), obtido usando
um método diferente de aproximacao sob a condigdo de identificabilidade A;, j = 1,...,k,
conhecidos (A, = 1) e por Bolfarine e Nascimento (1992) sob a condicdo de identificabi-
lidade A;;, s =1,...,k, conhecidos. Em ambos os resultados o fator de correcdo é obtido

utilizando o procedimento de Lawley (1956) descrito na segao anterior.
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Seja G a estatistica da razao de verossimilhanca correspondente ao modelo estrutural
eliptico seguindo o enfoque (A), (B) ou (C). Por exemplo, sob o enfoque (A) o logaritmo

da funcdo de verossimilhanca pode ser escrita como (veja (4.12) para o caso normal)

. k
L) = Y- (-2 10g 15,1 + los (_Z i {tr (27'80,) + (@ — 1) 55" (% — )} | -
= . (4.84)
Agora, supondo que f é uma fungdo continua e decrescente sobre (0,4+00) temos que
os EMV de p; e X; sob o modelo nio restrito sao dados por (4.53). Substituindo estes

estimadores em (4.84), segue que

—EN + log f(uy). (4.85)

L($) = i ( 2]) Jog

i=1

Por outro lado, sob a hipétese nula Ho, os EMV de p; e X; sao dados por

U np s
Bj=p;=12; e %= us — Xy, (4.86)

e substituindo-os em (4.84) obtemos
k

0@ =3 (—2) 1o

3=1

+ 10g f(Uf). (487)

5,
uf

Assim, de (4.85) e (4.87) temos que, sob Ho,

Gp = 2{L($) — L($)} = an (z¢) : (4.88)

37P4;
onde $3_,-, $4j, $3j e gAiuj sao os EMV sob o modelo normal. O
Corolério 4.1 Sob o modelo eliptico correspondente a especificagio (A) e a condigio de
identificabilidade A, ou Xy, j =1,...,k, conhecidos, a estatistica corrigida de Gg € dada

por

GZ? = (1 + d)-lGE)
onde d € como no Teorema j.1.
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Prova: A demonstracao segue de (4.88) e do Teorema 4.1. O

Agora, sob o modelo eliptico segundo o enfoque (B), o logaritmo da funcao de veros-
similhanca é dada por
k
L@ =3 (-5 ) el + Elo g (3 {6r(25"50,) + (B = ) 55 (B — )} -
Assim, supondo que g é continua e decrescente sobre (0, +c0) (lembremos que g(-) depende
de 7, pois é a fungdo densidade esférica em IR?™), temos que os EMV de p; e X; sob a

hipétese nao restrita sio dados em (4.55). Substituindo estes estimadores em (4.89),

obtemos que

L(‘?’):Zk:< 2>1g JPEN

=1

+ Zlogg Ug). (4.90)

71=1

Similarmente, sob Hy, temos que os EMV de p; e 3; sao dados por

. ~ ;P&
Bi=0; e 5 =28, (4.91)

Ug

respectivamente. Substituindo-os em (4.89), segue que

L(#) = i( %) log

NiD ~
JPENJ
Ug

+ z_: log g(uy). (4.92)

Portanto,

Gg = inj log <¢3J¢4]> i (4.93)

1=1 3]¢4]

a prova segue de (2.62).

Corolario 4.2 Sob o modelo eliptico correspondente a especificagio (B) e a condigdo de
identificabilidade \e, ou Ay, j = 1,...,k, conhecidos, a estatistica corrigida Gg € dada
por

Gy = (14 d)_lGE,

onde d € como no Teorema 4.1.
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Prova: A demonstracao é analoga a do Corolario 4.1. 0

2
A seguir, sob a condicao de identificabilidade A;, = Z—;‘L, j = 1,...,k, conhecidos e
J

Ou, = 00jp J = ., k, conhecidos, vamos considerar a hipétese nula Hy : B8; = Poj,

j=1,...,k, com fy; conhecido sob o modelo normal. Com efeito, sob a parametrizacao

ortogonal

G1; = a; + Bliz,, $25 = fia;
= A0 00; + (Agy; + l)az]

Gaj = B;

temos que o logaritmo da funcao de verossimilhanga pode ser expressa por

E o k _ _
L(¢) =3 (== |log|%;| - lzn«j {t0(27"Sn,) + (Z; — ;)" 571(Z; - pi)h,  (4.94)
2 2 &

=1

onde |X;| = ¢3;05;, de modo que os EMV sob Hj sao dados por

~ L ) N )‘zj +1 S(J)
BT = On S e A= () 3R 6)

Por outro lado, os EMV sob a hipétese nula Hy sao dados por

(7)
Bi=Rs  Bai= (hn, + 1)SE) — 200, B)SYk + (o 25 (4.96)

Logo, substituindo estes estimadores em (4.12), temos que
1d = X [<— —) log(Bsj%;) — “tr (25 (¢Ej)snj)]

1

k (9)
_ Ty g 1 Sxx
= Z[( >1og(¢3jaoj) - ( +03]A$J_+1)]

J=1
(4)
n; 1 Sxx
L s
( > d)BJUOJ) 9 ( + 0'(2)]' N+ 1)] )

J

<.

H=3

=1

1

116



onde

qAS 37 2 @37 2
n,i— ~ X, _, € 1N ~ X1 4.97
J¢3] ny—2 .’I¢3] ;=1 ( )

Assim, de (4.78) e das igualdades acima, segue que

= Jz::nj log (23") : (4.98)

33

Portanto, sob a hipétese nula Hy, temos de (4.97) e da demonstracao do Teorema 4.1 que

FolC) = EnJ{Eo [“)g @:)]“E" [l"g (%‘)]}

- pule () - ()

b 5

Assim, a estatistica corrigida G* de G é dada como no Teorema 4.1.
O teste acima foi estudado por Wong (1994) sob a condigao de identificabilidade A; =

%5 j=1,...,k, conhecidos (\.. = 1) e 02,, 7 = 1,...,k, conhecidos, usando um método
qu b) .7 ) ) 7 07

diferente de aproximacao.
Nas secdes seguintes, examinaremos os testes da razdo de verossimilhanca para as

hipoteses

Hy : ¥;=%, j=1,...,k, (4.99)

Hy : pj=p e E;=%, j=1,...,k (4.100)
onde ; e B; sdo como em (4.21) e (4.22), respectivamente. O estudo sera baseado sob as
condicdes de identificabilidade A, ou Az, 7 =1,...,k, conhecidos e sob a parametrizagao
ortogonal definida em (4.20). Note que as hipdteses nulas definidas em (4.99) e (4.100)
sao equivalentes a

HO:BJ /8 (}53] ¢31¢41_¢4) .7—1 l“
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HO : @!1_7': ¢1,¢2j :¢2>¢3j :¢37¢4j :¢4aﬂj:ﬁ> j‘__l)"')k)

respectivamente.

4.4.3 O teste da razao de verossimilhanga para a hipétese Hj :

T =5,j=1,...,k

Sob normalidade, o logaritmo da funcdo de verossimilhanga L(¢) pode ser expressa
como em (4.94). Assim, sob o modelo nao restrito, temos que os EMV de p; e ¥; sao

dados como em (4.13) e substituindo em L(¢), temos que

L($)

Xk: (‘nz_J) log(s;da;) — 1. (4.101)

i=1

Por outro lado, os EMV de ¢; sob a hipdtese nula Hy sdao dados por

B; =p; = #(¢L1—)> ¢ = EIT(E)SEI(B)» l=3,4,

com f sendo a raiz da equagao

a; (B)sas(f) =

onde S é como em (4.11) e S ~ Wy(n — k, %), n = ny + -+ + ng, com & = X(¢g),

é5 = (¢3,¢4,0) 7. Notemos que S pode ser expressa como

Syy Sxy
S = , 4.102
( Syx Sxx ) ( )

onde

x B |k
SYY——ZZ 5 j2, SXY—_ZZ ;)Y — Y) e

]11-' " j=11=1

SXX _— _ZZ(X‘J _j )

] 11i=1
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o que implica que, sob H,

$204 = |B(dg)| = Syv.xSxx, (4.103)
onde Syy.x = Syy — S%y/Sxx. Assim, de (4.100), e das propriedades da matriz Wishart
(veja Muirhead, 1982), temos que

nSyy.x 3 Sxx 5
— =~ Xr_p_; € n ~ Xo—k (4.104)
oYyY.X OXXx

sio independentes, onde oyy x = oyy — oky/oxx. Além disso, sob Ho, temos de (4.103)

e (4.104) que
B, [log (¢3¢4)] — o g (M)}
D34 OYY.XOXX
= o Jlog (Z22] + 1 [ (2]
oYY.X oXX

¥ (SL) ) (n;k> —2log%, (4.105)

onde na tltima igualdade usamos o fato de que se V ~ G(a,b), entao E(log V) = (a) —

log b, com 1 sendo a fungdo digama definida na secao 4. E facil ver que neste caso a

estatistica da razdo de verossimilhanca G tem distribuicdo assintotica X%(k—l)'

Teorema 4.2 Sob o modelo normal ¢ a condi¢io de identificabilidade Ae, ou Agj, 7 =
1,...,k, conhecidos, a estatistica da razio de verossimilhanga G e sua estatistica corrigida

G* para testar Hy sao dadas por

k T
G =) njlog (?3?4 ) e G*=(14+4d)7'G, (4.106)
=1 @3 P4;

respectivamente, onde

, n=ny+ -+ np. (4.107)

=11 n
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Prova: De (4.103) temos que sob a hipdtese nula Hy

L(g) = (——) log(Jaha) — 4r(Z7(35)8) (4.108)

3
k
> (%) tog(s) -

Assim, de (4.101) e (4.108), temos a primeira parte da demonstragao.

Por outro lado, de (4.105) e (4.83), temos sob a hipdtese nula Hy que
_ k ¢3¢4 ¢37¢4]
il = 3o {1 o (23)] - o (G202
) et
"y —
S fr (U +e (B -2 ]

Usando o Lema 4.1, obtemos que

b (252 40 (250) -2
=ni{[o (25) o (B -2 [ () s )

8 -2 9 -2
<1+2n1+0( )—|—4+3nj+0(n~ ))
25

‘5+6‘n_+0( 2. (4.109)

Assim, de (4.77) e (4.109) juntamente com ii) do Lema 4.1, temos que

Bac] = _Zk_g_ﬁ(k-l—l)(Gl;+2)+1 + O _2)+5k+2%+0( 2y
J=1 """
ko= . 2
= 3(k—1)+-61;(E?—G(HI)(QH)H)+O(n:2)-
j=1 "1

Portanto, a estatistica G* = (1 + d)™!G tem distribuicao mais préxima da distribuigao

Xizi(k—l) que a distribuicao de G. a

Seja G a estatistica da razao de verossimilhanca sob o modelo eliptico (como na Segao

4.4.2), os resultados seguintes sao enunciados para o modelo eliptico.

120



Coroldrio 4.3 Sob o modelo eliptico correspondente a especificagio (A) e supondo que

Ae; 0u XAg,, 7 =1,...,k, conhecidos, a estatistica corrigida de Gg € dada por
Gy =(1+d) " 'GE, (4.110)
onde d € como no Teorema 4.2.

Prova: Sob a hipodtese nao restrita, temos que L(c?)) é dado por (4.85). Além disso, sob a
hipétese nula, temos que

pi=B;=17; e E=%(¢p)= u—jEN,

onde £y = S (definido em (4.11)); logo, substituindo em (4.84) segue que

=3 (=) og |"P5(3
L(¢)_j§< 2>log L 5(38)| +log S (uy) (4.111)
Assim,
. .
Gg = Zn]-log <A¢32 ) 5
=1 3;%4;

onde ¢s, ¢a, $3j e $4j, j =1,...,k, sao os EMV sob o modelo normal. Assim, pelo

Teorema 4.2, temos que G = (1 4+ d)~'GE, onde d é como em (4.107). O

4.4.4 O teste da razao de verossimilhancga para a hipotese Hj :
pi=p, Ei=%j5=1,...,k

Como na segao anterior, trabalharemos sob a parametrizacao ortogonal definida em
(4.20) e com as condi¢bes de idetificabilidade definidas em (4.14). Nesta segao estamos
interessados em testar a hipdtese nula Ho : p; = p, ¥; = X, 7 = 1,...,k, usando
a estatistica da razdo de verossimilhanca G que neste caso tem distribuicao assintética
Xg(k-—l)' Com efeito, de (4.27), os EMV sob H; de ¢;, j =1,...,k, sdo dados por (4.28),
(4.29) e (4.30), e os EMV sob Hy sao dados por

. = 1%

E=7==) n;Z;, n=n+--+n, (4.112)
n 4

& =a (B)Sma(B), | =34, (4.113)



onde

1 ko ny — =y S e v q *%
Sy = — Zii — T\ Zi; —Z) = | WYY “@xY 4.114
(n) n;i:]( J )( J ) ( S(n % S(n)XX ( )
com
1 k 7y o 1 k- my _ i —
Smyy = — Y3 Y =Y)?, Swmxy = - DD (X = X)(Y - Y)
e

'n.)z\X = ZE(X'LJ —_, )

j 1i=1

e o EMV de [ é raiz da equagao oy (ﬁ)S(n)a4(ﬂ) = 0. Note que de (4.113), (4.114),
juntamente com o fato que |E(@g)| = ¢3¢, temos que b3ty = IE(aE)! = Sm)yvy.xSm)xx,
onde Spyyy = Sm)yyy — an)Xy/S(n)X,\'. Conseqlientemente,
L(¢) = Y njlog(dsds) —n . (4.115)
i=1
Além disso, sob Hy, Z ~ Na(p,Z) € Sy ~ Wa(n —1, %2), de onde, pela propriedade da

matriz Wishart, segue que

nS(ny)yy.x 2 nS(n) X X 2
PEWEX 0d o DMNEX 3 4.116
oYyy.X Xn-2 OXX K=t ( )

Teorema 4.3 Sob o modelo normal e a condigdo de identificabilidade ., ou A;;, j =
1,...,k, conhecidos, a estatistica da razdo de verossimilhanga G e sua estatistica modifi-

cada G* do teste Hy sio dadas por

G = zn]l g( Pas ) e G,.=(1+d)7'G, (4.117)
7=1 ¢3]¢43

respectivamente, onde
1 FB A
d= ——— ———. .
T [z ] (@.118)

Prova: De (4.101) e (4.115) temos a expressao da estatistica da razao de verossimilhanga

G. Agora, considerando (4.116) a definicao da funcdo digama ), a esperanca de G sob
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Hy é dada por

i s (2511 - [ (5252) )
= [ (252) o (L) 2]

Enlo (552 o (55 -ove3].

7=1

Eo[G]

I
M»
2

——

Das propriedades da funcao digama em (4.74), (4.75) e (4.76) (ou do Lema 4.1, com

k = 1), temos que

B o () ] 5T

Assim, da igualdade acima e de (4.109), temos que

37 k25
= LB -2 = -2
Eo[G] = -5 = +O0(n™?) + 5d + ; 6n; +O0(n;?)
1|25 37
= 5(k—1)+ = — — —| +0(n7?).
( )+6]_§nj n}+ (ni?)
Assim, G* = (1 4+ d)™! tem distribui¢do mais préxima da distribuicao Xg(k—l) que a
estatistica G. 0

Corolério 4.4 Sob o modelo eliptico correspondente a especificagio (A) e A, ou Ay,

j=1,...,k, conhecidos, a estatistica corrigida Gg € dada por
Gy =(1+d)"'GE,
com d como no Teorema 4.3.

Prova: Os EMV [ e ij, j=1,...,k, sdo como em (4.53). Assim, L(a) ¢ dado como
(4.85). Por outro lado, os EMV sob Hg sdo dados por

- i & np & n
B = 7 e Ej = —pENJ = —pS(n).
ug Uy
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Assim,
k

b3 (3w

1=1

Assim, de (4.85) e (4.114), segue que

¢3¢4)
Gg = 1
- mmve(55

—S(n) + log f(Uf) (4.119)

e pelo Teorema 4.3 temos que G3; = (1 + d)"'GE. O

Note que para o modelo eliptico sob a especificagao (C) nao é possivel aplicar a me-
todologia usada sob o modelo normal ou sob o modelo eliptico seguindo a especificagao
(A), para obter o fator de correcao de Bartlett. Neste caso, sugerimos usar o método de
Lawley (1976), para obter o fator de Bartlett. Note também que no modelo eliptico sob
a especificagao (B) nem sempre é possivel obter diretamente a Eo[G], como por exemplo,
quando testamos a hipétese nula Hy : £; = B, j = 1,...,k. Um método alternativo é

usar o método de Lawley (1976).
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Capitulo 5

Conclusoes

No capitulo 2 desta tese, estudamos a consisténcia e a distribuicao assintética da
matriz de covariancias amostrais S, de n vetores aleatérios Zy,...,Z,, independentes
e de dimensdo p, com vetores de média p,,. .., fi,, respectivamente, e com matrizes de
covariancias iguais a X; com distribuicdo nao especificada tendo quartos momentos fi-
nitos. Estes resultados sao aplicados ao modelo ultraestrutural eliptico para estudar a
consisténcia e distribuicao assintética do estimador obtido pelo método dos momentos e
do estimador obtido através do método de Minimos Quadrados Generalizados (GLS). As
condigoes consideradas por Gleser (1985) para os parametros incidentais pig,, .. ., fiz, sOb

o modelo ultraestrutural normal sao a existéncia de p, e o}, > 0 tais que

Vi, —pe) =0 e V(S5 —oz,) =0,

onde i, e S¥ sao como na condicdo S2. No entanto, acreditamos que é necessario
condigoes adicionais para garantir a convergéncia em distribui¢ao do vetor Vec(S,), pois
a prova do coroléario 4.1 em Gleser (1981) utilizado na prova da convergéncia em distri-

buigao de S, nao é valida. Para garantir a convergéncia em distribuicao, consideramos

que os parametros fig, ,. . ., [z, satisfazem a condicdo adicional (veja secao 2.3 do capitulo
2)
2
1<k<n n
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Em particular, nos modelos estrutural e funcional eliptico, estudamos a eficiéncia rela-
tiva assintdtica do estimador de maxima verossimilhanga com respeito aos estimadores
estudados usando a distribuicdo assintética da matriz de covariancias amostrais S,,.

No capitulo 3, baseado no trabalho de Mak (1982), estudamos a consisténcia e a dis-
tribuicao assintética do estimador de maxima verossimilhanga no modelo funcional multi-
univariado, quando o vetor de erros tem uma distribuicdo eliptica com vetor de locagoes
zero e matriz de dispersdo identidade. Para o caso univariado, estudamos a eficiéncia re-
lativa assintética do estimador de maxima verossimilhanga com respeito ao estimador de
Minimos Quadrados Generalizados. Um trabalho para futura pesquisa é fazer inferéncia
no modelo funcional quando o vetor de erros tem uma distribuicao eliptica com vetor de
locagao zero e matriz de dispersao oI,, com 0% desconhecido. Sob normalidade, este caso
¢ estudado em Mak (1982). Outro trabalho de pesquisa a ser desenvolvido é o estudo de
testes de hipodteses para testar hipéteses do tipo Hy : 8 = 6y, com 0y especificado. Tal
estudo pode ser baseado na estatistica do tipo Wald dada por

~ ~_1 ~

W =n(8, —0,)"E, (6, —0),

onde X, é a matriz de covariancias assintética do estimador de maxima verossimilhanca @,,.
Do teorema 3.6 pode-se mostrar que W tem distribuigio assintética ng. Outra estatistica

que pode ser usada para testar Hy é a estatistica dada por
S =nU, (80)V;* (60)Un(B0),

onde

1.2 0 0
I = — — 2 2
Un(0) - E (601 log(t,),...,aazq logf(t,)>

=1

pois, usando a demonstragao do Teorema 2.3 em Mak (1982), pode ser mostrado que
VRV (0)U,(0) —55 Nyy(0,1,,),
o que implica que S tem distribuicao assintética ng.
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No capitulo 4, discutimos a inferéncia sobre os coeficientes angulares £, ..., do
modelo consistindo de duas ou mais populacoes estruturais, usando a estatistica da razao
de verossimilhanca. Obtemos o fator de Bartlett sob o modelo normal, através da ava-
liacao direta do valor esperado da estatistica da razao de verossimilhanca sob a hipdtese
nula, que representa um método diferente daquele introduzido por Lawley (1956). Neste
enfoque o fator de correcao depende de funcoes de cumulantes conjuntos de derivadas até
quarta ordem do logaritmo da funcao de verossimilhanga que em situagoes particulares
envolvemn manipulacoes algébricas muito trabalhosas. Uma contribui¢do importante que
apresentamos € a extensao de alguns resultados obtidos sob normalidade para a classe das
distribuicoes elipticas sob trés especificacoes diferentes que denotamos por (A), (B) e (C).
Notamos que em situagoes em que nao é possivel obter-se diretamente o valor esperado
Eo|G], como acontece, por exemplo, no modelo eliptico sob a especificacao (C), sugerimos
usar o procedimento de Lawley (1956) como foi desenvolvido por Arellano-Valle (1994)

sob o modelo estrutural eliptico univariado.
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Apéndice A

Distribuicoes esféricas e elipticas

Neste apéndice apresentamos algumas propriedades das distribuicoes elipticas multiva-
riadas, que serdo de utilidade na demonstragao dos resultados apresentados nos capitulos
anteriores.

As distribuigoes esféricas sao caracterizadas por sua invariancia com respeito a trans-
formagoes ortogonais e formam uma classe geral de distribui¢ées com a mesma simetria
esférica que a distribuicao normal padrao. As distribuigoes elipticas, entretanto, po-
dem ser geradas mediante transformacoes (lineares) de locacio e escala das distribuicdes
esféricas. Conseqlientemente, as distribuigoes elipticas constituem uma classe bem ge-
ral de familias paramétricas de distribuicoes probabilisticas que preservam a estrutura
simétrica da familia de distribui¢oes normais. De fato, a familia das distribui¢oes nor-
mais é um elemento particular desta classe. Além da familia de distribui¢ées normais,
outros elementos tipicos sao as familias normal “contaminada”, ¢-Student e outras que
veremos na proxima sec¢ao. Contudo, existe um grande numero de modelos paramétricos
alternativos ao modelo normal, que podem ser obtidos a partir da classe das distribuigoes
elipticas.

Embora o interesse por estas distribuicoes seja relativamente recente, muitas de suas
propriedades tém sido motivo de estudo por diferentes autores; o primeiro desenvolvimento

tedrico bem organizado é devido a Kelker (1970). Desde entao, estas distribuigdes tém sido
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o objetivo de estudo em termos de pesquisa tedrica e em aplicagoes em diferentes areas da
estatistica. Resultados recentes sobre as propriedades das distribuigoes elipticas, podem
ser encontrados, entre outros, em Mitchell e Kazano (1985), Berkane e Bentler (1986,
1987), Muirhead (1980, 1982), Mitchel (1988, 1989) e Fang, Kotz e Ng (1990). Destaca-se
ainda o excelente trabalho de Cambanis, Huang e Simons (1981), pelo tratamento rigoroso

e sistematico das distribuicoes elipticas.

A.1 Definicoes e exemplos

No que segue desta secao, X e Y sao vetores aleatérios n-dimensionais e o conjunto
O,={T:nxn; I'T=TT" =1,} (A.1)
denotard o grupo ortogonal das matrizes n x n.

Definigao A.1 Um vetor aleatorio X : n x 1 € dito ter uma distribui¢ao esférica se para
todo ' € O,, tem-se que
X 4 I'X. (A.2)

Equivalentemente, esta distribui¢ao pode ser definida em termos da fungdo caracteristica,

isto ¢, se ¢x(t) = Ee*' X, t € R", entdo
¢x(t) = S(t7t), (A.3)

para alguma fungio ¢(u), u > 0. A distribui¢do esférica também pode ser definida em
termos da fung¢do densidade (se X tiver densidade), ou seja, X tem distribuicao esférica

se a fungdo densidade € da forma
Px(x) = f(x"x), x € R", (A.4)

para alguma fungdo ndo negativa f tal que ™' f(r?) € integrdvel sobre [0,00), que garante

que Px(x) seja uma fungdo densidade.
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A seguir apresentamos alguns exemplos de distribuigdes esféricas tomadas em Fang
et al. (1990), onde f(x"x), x € IR", representa a funcao densidade e ¢(t't), t € IR", a

funcao caracteristica de um vetor X que tem distribuigao esférica.

Tabela A.1: Subclasse de distribuigdes esféricas n-variadas

Tipo

Kotz
Normal
Pearson VII

flu); u=x"x,x € R" ou d(u); u=1t"t, t € R"
f(u)=c
flu)=c
flu)=c
t generalizada flu)=c
flu)=c
f(u)=c
f(u) =c

uN~Lexp(—ru®); r,s > 0, 2N +n > 2

14+ u/S)~(+1/2, 5 >0

Pearson II l—u)™;m>0,0<u<]1

Logistica exp(—u)/(1 + exp(—u))?

Bessel fu) = e(Vu/B)* Ka(\/u/B); a > —n/2, B > 0, onde Kaf(-)
denota a funcao de Bessel modificada de terceira ordem

Normal composta  f(u) = ¢ [5° v™™/? exp(—u/2v)dF(u); F é uma F.D.

(

(14 u/S)~(+m)/2. S m > 0 (m inteiro)
Cauchy (
(

Lei estavel d(u) = exp(ru*/?); 0 < a <2, r <2
Uniforme d(u) = oF1(n/2,—u?/4); onde o Fy(+) é a fungdo hipergeométrica
generalizada

Definicao A.2 Um vetor aleatorio X : n x 1 € dito ter distribuicdo eliptica (n-variada)
com vetor de locagdo p : n x 1 e matriz de dispersdo ¥ : n X n ndo negativa se a fungdo

caracteristica de X € da forma
dx(t) = VHH(ETSE), t € R, (A.5)

para alguma fungdo ¢. Em tal caso dizemos que X tem distribuicdo eliptica n-variada (ou

simplesmente eliptica) com parametros p, ¥ e ¢, e escrevemos
X~ FEl,(p,2) ou X~ El,(p,%;¢), (A.6)
quando € necessdrio indicar a dependéncia de ¢ na representag¢do paramétirica.
Outra definicao equivalente de distribuicao eliptica é X ~ El(u,%; ¢), se
X4pu+AzZ, (A.7)
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onde A é uma matriz n x k, com posto(A) = k. AAT = ¥ e o vetor aleatério Z tem
distribuicao esférica k-dimensional com funcao caracteristica ¢(t"t), t € IR" (veja Fang
et al., 1990).

Se a distribuicao de X tiver densidade (com respeito a medida de Lebesgue em IR™),

entao ¥ > 0 (Arnold, 1981) e sua densidade é dada por
Px (X[, E) = [B7/2((x — ) T8 (x — ), x € R, (A8)

para alguma funcdo nao negativa f(u), u > 0. Neste caso, costuma-se substituir ¢ por f
na notagao dada em (A.6). Observemos que se X ~ E(,(0,L,; ¢), entdo, de (A.5) e (A.7),
temos que a distribuicao de X é esférica. Assim, a classe das distribui¢oes esféricas é uma
subclasse da classe das distribuicoes elipticas.

Seja U™ : n x 1 um vetor aleatério com distribuicio uniforme sobre o conjunto
Sn={x € R™ ||x|| = 1|}, (A.9)
a superficie da esfera unitaria de IR", isto é,
U™ ~ U(S,),

Kariya e Eaton (1977) e Muirhead (1982) mostram que a distribui¢ao uniforme é a tnica
distribuicio sobre S, que é invariante por transformagdes ortogonais (U™ 4 U™, para
todo I' € O,) e uma das propriedades importantes é que ela permite caracterizar as

distribuicoes esféricas, como veremos nos resultados seguintes.

A.2 Propriedades

Teorema A.1 Seja X um vetor aleatorio n-dimensional. Entio X 2 X se, e somente
se, X 4 RU™ | para alguma varidvel aleatéria R > 0 independente de U™, Além disso,
se X ~ E0,(0,1,;¢), P(X=0)=0, entdo

X 4 ym
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e ¢ independente de || X]| 4 R.

A demonstragao do teorema acima pode ser encontrada em Kariya e Eaton (1977) e
Fang et al. (1990).

Para X ~ E(,(0,1,; f), isto é, X tem densidade como em (A.4), e A e B matrizes
simétricas de dimensao p x p. Seja também U = U™, Entiao, Mitchell (1989) mostrou
que

E[UTAU] = %tr(A) (A.11)

E[(UTAU)(U'BU)] = {2tr(AB) + tr(A)tr(B)}. (A.12)

1
p(p +2)
Além disso, se W;(u) = f'(u)/f(u), entdo desde que os momentos envolvidos existam,

tem-se que

E[(XTAX) (W, (IX]1")™] = ijtr(A)E[IIXII"”(WJ(IIXIIZ))’"] (A.13)

E[(XTAX)(XTBX)(W,(|IX]|*))™]

= g (2(AB) + u(A) @D EIXI W (XL (A14)
Teorema A.2 Seja X ~ El(p,%;¢). Entdo, desde que existam
EX]=p e Cov[X]=4%, (A.15)
onde § = —2¢/(0) e ¢'(0) = (= (1)) luo-

Por exemplo, se X ~ N,(p,2), entdo § =1 ese X ~ t(p,8;v), v > 2, entdo § =

v—2"

Kelker (1970) nota que se X ~ El,(p,%; f), entdo as componentes de X tém k& momentos
finitos se, e somente se, r**"~1 f(r?) ¢é integravel sobre [0,00). Os resultados seguintes
estabelecem que a distribuicao de qualquer transformagao linear de um vetor aleatério com

distribuicao eliptica é também eliptica e algumas propriedades da distribuigao condicional
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Teorema A.3 Seja X ~ El,(p,X;9), n € R" e A wma matriz n X n. Entao,
n+AX ~ El,(n+ Ap,AZAT; ¢). (A.16)

Se partirmos X, g e & como

X, Hq Y By
<Xz>’ : (uz) © <221 Lo )’ (A-17)

onde X; e p,; sao vetores m-dimensionais e ¥y; é uma matriz m X m, com 1 < m < n,

entao do teorema acima temos que
Xi~Eln(py,51150) e Xo~ Eln_m(pa; Xaa; @). (A.18)

Para o teorema seguinte, vamos supor que X tem densidade f(x"x), x € IR", e esta

partido como em (A.17).
Teorema A.4 Seja X ~ El,(p,%; f). Entdo,
i) (X1]|Xy =x2) ~ Eln(p(x2), Bi1.2; fo(x2)), onde

P (x2) = py + 21222_21(X2 — M), Yio =Xy — 22121_11212,

q(x2) = (%2 — p2) " 055 (x2 — ) €

fa(u) = f(u——l-a) (/Ooo fla? + a)rm_ld:z:>—1 , u > 0;

Sm

ii) assumindo que eristem

E[X1|X2 = Xz] = [J,2(X2), COV[X]|X2 = X2] = O'q(x2)211_2

€ QSXI (t1|X2) = eit;rp’l(xz)qu(xz)(t;rzll.Zt])-

A prova de i) e ii) pode ser encontrada em Arellano-Valle (1994) e Kelker (1970),

1

respectivamente. Observe que ag(x,) = —2¢' 0) e no caso normal ¢g(x,)(u) = e~z
P q(x2) q(X2) q(x2) )

u > 0, e conseqiientemente ay(x,) = 1 para todo X,.
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A.3 Distribuicao t-Student

Nesta secao apresentamos um resumo das principais propriedades da distribuigao t-
Student utilizadas na demonstracao dos teoremas que envolvem essa distribuicao. Os

resultados que apresentamos a seguir podem ser encontrados em Arellano-Valle e Bolfarine

(1995).

Definicao A.3 Um vetor aleatorio X :n x 1 € dito ter distribui¢do t-Student n-variada
com vetor de locagao p : n x 1, matriz de dispersdo ¥ : n X n ndo negativa e v graus de

liberdade, se

X4 p+Viz, (A.19)
onde Z ~ N,(0,X), posto(X) =k e V ~ v/x% sdo independentes e escrevemos por
X ~ta(p, B5v) (A.20)
Se posto(X) = k = n, isto é, £ > 0, entdao X tem densidade dada por
Px (x|, B, v) = k(n, v)v"? |27 v + (x — p) T2 (x — u)]~#+m)/2 (A.21)

onde
I'(3(v +n))

"I(3v)

Wi [0 =

k(n,v) =

m

Em particular, se ¥ = I,,, temos que X tem densidade dada por f(x"x), x € IR™, onde
fu) = k(n, )" (v + u)~ ()12 (A.22)

com k(n,v) como em (A.21).

Se posto(¥) = k < n, entdo a distribuicao de (X|V = v) é N,(0,vE) singular.
Conseqiienfemente, a distribui¢ao condicional de X é também singular. Este caso pode
ser interpretado como uma versao singular da distribuigao ¢-Student e em tal caso é tratado

similarmente a distribuigao eliptica no caso singular (veja Cambanis et al., 1981).
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Uma extensao da distribuicao ¢,(pg. X;v). com ¥ > 0, pode ser obtida assumindo que
em (A.19) a varidvel aleatéria V' tem distribuicao A/ x, = GI(\/2,v/2). Neste caso, X

tem densidade dada por
P (xa, B, A, ) = k(s AT+ (x — ) TE7 (3 — )} 04/, (A.23)

x € IR", onde k(n,v) é como em (A.21). Nesta situacdo, escrevemos X ~ t,(g,X; \,v) e
diremos que X tem distribui¢ao ¢-Student generalizada n-variada. Em particular, quando
A = v, temos a distribuicao ¢-Student usual. Claramente, se X tem densidade dada
por (A.23), entao X ~ El,(p,X). Assim, podemos pensar também em uma versao
singular da distribuigao t-Student generalizada, definida similarmente como em (A.19),
com V ~ Xx, =GI(\2,v]2) e Z ~ N,(0,%), posto(X) = k < n, independentes.

Seja X 4 p+ VY22 ~ 4 (p, B\, v), com V ~ M x, e Z ~ N,(0,%) independentes.

Entao valem as seguintes propriedades:
i) EX]=p,v>1, Cov[X]= 22, v > 2;
ii) sen € IR™ e A é uma matriz m x n (nao estocdstica), entao
n+AX ~t,(n+ Ap, ATAT; )\ v).
Em particular, se posto(¥) = k = n,
STVHX — p) ~ 1,(0,1,; 0, v).
iii) Partindo X, g € ¥ como
x=o) e= () < == (308

onde X, e py sdo vetores n X 1 e ¥q; € uma matriz n x n, entao

(X1|X2 = Xz) ~ tn(#l(xz)-zu.z; /\q(XQ))Vm),
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onde f;(X2), X112 € ¢(X2) sao como no Teorema A.4 e os pardmetros \, € vy, S0

dados por

Ae=A+u, u>0,

Un=v+n—m, 1 <m<n.
Além disso,

E[X1|X2] = w(Xy), vm>1,

A
Cov[Xy[Xs] = “TC2%,,
m—2
A+ (X - ﬂz)T22_21(X2 ) (211 - 2122—1221) Vm > 2
_ 22 y m )

v+n—m-—2

A afirmagdo seguinte sera de grande utilidade na demonstragao dos principais resulta-
dos no modelo funcional, quando os erros tém distribui¢ao ¢-Student. Para sua demons-

tracao, veja Arellano-Valle (1994).

Lema A.1 Seja X ~ 1,(0,L,; A\, v). Entdo

B [%(p + 2k), 2(v +2m — k)]
A(2m=2k)/2 B (%p, %V) )

E[IX|* A+ I1X)%) ™) =

v+2m —2k >0, onde B(a,f) ='(a)'(8)/T(a + B) € a fungdo beta.
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