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Abstract
The infiuence of information not previously supposed to become available in the plocess

of construction of posterior distributions is discussed. Firstly, we will consider how should

probabilities be updated when unexpected information becomes available immediately be-

fore elicitation of posterior opinions. Some updating procedures will be introduced and their

fragility exposed. Jearey's Bule will be seen in detail, with its predictivistic character, and

the concept of conjugation relative to this rule will be introduced. Bayesian Conditioning

will algo be presented and its failure in incorporating unexpected infolmation will be dis-

cussed. A predictivistic chalacterization of the Z-linear model crises from judgments about

observables only. This procedure tive us a completely operacional way of modeling and yield

more examples of Jeffrey-conjugation. We will finally present a procedure for inference about

changepoints, which sometimes crises because unpredictables ocurr, using the Partition Pro-

duct Modem. This piocedure will be specified for inferences about changepoints of means

and variances when data are supposed to be conditionally normally distributed. Procedures

obtained heie will be applied to financial data.
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Introdução

Como Você (pessoa subjetivista) deve atualizar suas opiniões iniciais após receber al

gume informação relevante mas cuja ocorrência não havia sido previamente antecipada?

Este é um problema ainda não satisfatoriamente resolvido por Bayesianos. Segundo

Goldstein(1985), não existe um procedimento cujo uso sda imperativo neste caso, por que não

existe uma definição de coerência que justifique a existências de qualquer relação matemática

entre suas opiniões a priori e a poslerÍor{. De fato, a inexistência desta definição de coerência

também impede a construção de um mecanismo normativo para atualizar probabilidades

mesmo naquelas situações onde tudo o que é possível ocorrer já havia sido previamente

antecipado. Por este motivo, Você pode atualizar suas probabilidades usando qualquer
procedimento que julgar razoável.

Um mecanismo de atualização de probabilidades cujo uso é bastante difundido é o Con-

dicionamento Bayesiano. Quando seu uso é possível, o Condicionamento Bayesiano permite

a construção de sua opinião a posteriori, partindo de sua distribuição a priori, utilizando a

fórmula de Bayes. Uma característica importante deste procedimento é que a distribuição a

poslerior{ gerada por este mecanismo também é uma distribuição de probabilidade desde que

sua opinião inicial seja coerente - no sentido estático proposto por de Finetti(1931). Apesar

desta qualidade, o Condicionamento Bayesiano só responde a questão primeira em situações
muito particulares.

Por essa razão, iniciamos este trabalho apresentando formalmente o Condicionamento

Bayesiano, discutindo a diferença essencial entre este mecanismo de atualização de probabi-
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lidades e a fórmula de Bayes e explorando algumas de suas limitações enquanto mecanismo

de atualização de probabilidades. A sua pouca flexibilidade para incorporar informações

imprevistas na construção da distribuição a poslerior{ será vista em detalhes. Também no

capítulo l apresentaremos duas outras formas de condicionamento as quais permitem atuali-

zai probabilidades em situações um pouco mais gerais do que o Condicionamento Bayesiano:

o Supercondicionamento e o Condicionamento Abstrato. Tanto o Supercondicionamento,

definido por Diaconis e Zabel1(1982), quanto o Clondicionamento Abstrato, não encontrado

por nós na literatura, permitem uma real:filiação arbitrária da função responsável pela incor-

poração das informações na atualização da distribuição a priori e por isto podem ser úteis

na incorporação de notícias imprevistas. Apresentaremos também resultados particulares

para a validade destas formas de atualização de probabilidades. Para finalizar este capítulo,

apresentaremos uma nova explicação pala o Paradoxo dos Três Prisioneiros dentro do con-

texto estudado em parte deste trabalho - a saber, como atualizai probabilidades diante do

conhecimento de algo completamente novo ou não previamente antecipado.

Informações imprevista podem também agir sobre seu estado de conhecimento modi-

âcando arbitrariamente sua opinião inicial sobre alguns eventos definidos sobre o espaço

amostrar de interesse. Quando isto ocorre, o Condicionamento Bayesiano não permite atu-

alizar a distribuição a priori, salvo nas situações muito particulares em que a informação
recebida o conduza à certeza a posferÍor'; sobre o evento condicionante. Para muitas destas

situações, ainda não foi dada uma resposta. Quando a informação recebida mantém inalte-

rado o espaço amostral inicial e faz com que Você modifique arbitrariamente suas opiniões

iniciais sobre todos os eventos de uma partição do espaço amostrar, sem necessariamente

conduzi-lo à certeza da ocorrência de qualquer deles, Je#rey(1965) propõe um mecanismo

para construir sua probabilidade a poster;07'i para qualquer outro evento deste espaço amos-

tral a qual é conhecida como Regra de JefTrey. Esta regra, além do mais, requer que todas as

probabilidades condicionais nos eventos desta partição se mantenham inalteradas a posZerã-

orí. No capítulo 2, apresentaremos a Regra de Jeffrey detalhadamente, discutindo algumas

de suas limitações e suas conexões com o Condicionamento Bayesiano. Alguns aspectos fun-

damentais, como a comutatividade e as conseqüências da violação da Lei de Cromwell à luz
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de tal regra, serão discutidos. Neste capítulo também poderá ser encontrada uma versão

preditivista para a Regra de Jeffrey e estabeleceremos as definições de Conjugação e Con-

jugação Natural segundo a Regra de Jearey - a Jeffrey-conjugação e a JefTiey-conjugação

natural. Resultados particulares para a JeHrey-conjugação natural para membros da família

exponencial serão exibidos. Tanto a Regra Preditivista de JefTrey quanto os resultados sobre

conjugação segundo a Regra de JefTrey não foram encontrados na literatura.

No capítulo 3, forneceremos mais alguns resultados sobre Je#rey- Conjugação natural,

só que agora dentro de um contexto completamente preditivista. Nesta parte do trabalho

mostramos a inevitabilidade da adoção de um particular modelo Z - e, consequentemente, de

uma particular distribuição a priori Normal-Gama-Inversa - se uma certa condição de in-

variância e particulares condições de linearidade sobre a esperança condicional de observáveis

forem percebidas na seqüência de variáveis aleatórias. Neste caso, a JefTiey-conjugação ocor-

rerá se a informação recebida mantiver a condição de invariância inicialmente considerada e

modificar apenas os coeficientes que indexam as condições de linearidade para a esperança

condicional. À'leis que simples exemplos de famílias JefTrey-conjugadas naturais, os resultados

obtidos neste capítulo destinam-se a exibir uma caracterização completamente preditivista

para modelos lineares Z (particularmente, pala modelos de regressão, modelos de análise de

variância, etc) partindo apenas de suposições sobre objetos observa.veia. Ao fazer isto, forne-

cemos um procedimento completamente operacional para modelagem que permite evitar a

adição conveniente e arbitrária de particulares distribuições a prior para descrever sua in-

certeza sobre parâmetros de caráter não operacional eventualmente envolvidos no problema.

Também será fornecido neste capítulo uma prova alternativa (e mais simples do que a encon-

t.roda na literatura) para o teorema tipo de Finetti que representa seqüências de observações

O(.A''{)-invariantes. Os principais resultados deste capítulo parece-nos inéditos.

i\luitas vezes os dados já foram observados e Você percebe que ocorrem mudanças em seu

comportamento ao longo do tempo (por exemplo). Estas mudanças muitas vezes foram pro-

vocadas pelo recebimento de algumas informações não previamente consideradas e conhecer

os instantes precisos destas mudanças podem ser esclarecedores sobre o fenómeno que está

sendo estudado. O capítulo 4 deste trabalho visa apresentar um procedimento para fazer
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inferências sobre estes pontos de mudança utilizando o Modelo Partição Produto definido

por Hartigan(1990). Nossa maior contribuição aqui está em fornecer resultados particulares

pala inferências sobre pontos de mudança na média e na variância de dados julgados con-

dicionalmente distribuídos segundo uma Normal, estendendo os resultados de Correm(1998)

e Crowley(1997). O procedimento para inferir sobre o número de pontos de mudança ocor-

ridos também é discutido. Devido a complexidade dos cálculos que envolvem a construção

desta distribuição a posferÍor{, a determinação excita de sua forma é praticamente inviável,

exigindo o uso de procedimentos computacionais para gerar uma aproximação desta distri-

buição. Este procedimento computacional é desenvolvido detalhadamente neste capítulo e

embora tenha sido sugerido na literatura, não encontramos sua implementação em qualquer
referência.

Finalmente, no capítulo 5, apresentaremos uma aplicação da Regra Preditivista de Jeffrey

e dos resultados apresentados no capítulo 4 a dados do mercado acionário chileno. A Regra

Preditivista de JefTrey é o núcleo do algoritmo que sugerimos para fazer previsões de letornos

futuros incorporando imprevistos. Confrontaremos as previsões feitas utiliza.ndo este proce-

dimento com aquelas obtidas utilizando apenas o Condicionamento Bayesiano. O algoritmo

proposto, que foi implementado eni FORTRAN, pode ser encontrado no apêndice dois no

final do trabalho. O procedimento computacional apresentado no capítulo 4 é implementado

em PERL (ver apêndice três), permitindo concluir sobre a existência de pontos de mudança

tanto no retorno esperado quanto na volatilidade na série de dados analisada . Justificaremos

o modelo e as distribuições a priori adoradas aqui baseando-nos enl fundamentos da teoria

económica de mercados eficientes.

Esperamos também que este trabalho contribua de alguma forma pala o enriquecimento

do H de cada leitor. A seguir apresentamos algumas notações que serão utilizadas ao longo
deste trabalho.



Algumas Notações

e v.a. - variável aleatória

e q.a. - quantidade aleatória

e ciid condicionalmente independentes e identicamente distribuídas

e .C(U) - lei da q.a. U

8 l{.4} função indicadora do evento.4

8 laxb matriz de I's formada poi a linhas e b colunas

e /. matriz identidade de ordem n

B P - distribuição ou probabilidade a pr ori

e P' - distribuição ou probabilidade a poslerÍor{ gerada por algum mecanismo de atua-

lização de probabilidades.

8 /} - distribuição ou probabilidade a posferíor{ gerada por algum mecanismo de atua-

lização de probabilidades após o conhecimento da informação que gerou uma partição
€ do espaço amostral.

e Prr - distribuição ou probabilidade a posteriori gerada por algum mecanismo de atua-

lização de probabilidades após o conhecimento sucessivo das informações que geraram

as partições f e / do espaço amostral (nesta ordem).

lei do vetor aleatório com distribuição .V(XkP, a2/i;)
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l ' r rujeçao score o espaço /ç4

Qn,P,., - lei do vetar aleatório com distribuição Pearson tipo ll com vetar de locação

XA;#, matriz de dispersão o2Uk e parâmetro de forma !!=zlft=Z

8 0(.4) sigma-álgebra gerada pelo objeto a.leatório ,4

8 25' - sigma-álgebra de Borel definida sobre 7:1'

e X(«) - vetor aleatório(Xi,. .. ,X«)*

e X(«) - vedor aleatório(X(f-i)k+i, - -. ,XÍky

e .X'ij bloco de observações IXí+i, . . . , Xjl.

8 XI - matriz de constantes conhecidas de ordem n x p, com posto completo p.

e 1 11 norma euclidiana.

8 l y - distância de variação total.

. suPP(P) = {to C Q : /:'(w) # 0} - suP

8 =d - igual em distribuição

e

orte da distribuição P.]



Capítulo l

Imprevistos e o Condicionamento

Bayesiano

1.1 Introdução

Este capítulo apresenta o Princípio de Condicionalização Bayesiana e suas limitações

como mecanismo de atualização de probabilidades em situações onde "imprevistos" ocorrem.

Na seção 1.2, apresentaremos um problema a ser abordado em grande parte deste tra-

balho - a saber, a incorporação de informações imprevistas no processo de atualização de

probabilidades - ressaltando a importância deste estudo abra'\,és de alguns exemplos que ilus-

tram, entre outras, situações onde o uso do Condicionamento Bayesiano é impossível para
tal fim

Atualizar probabilidades significa obter através de algum procedimento (fórmulas ma-

temáticas, retaxações arbitrárias, etc) a distribuição de probabilidade procedente do co-.

nhecimento de novas informações - cuja disponibilidade ou existência tenham sido ou não

previamente antecipadas - partindo-se da distribuição de probabilidade inicial- isto é, da

distribuição de probabilidade que descrevia sua incerteza antes da aquisição de novas in-
form a rÃp.
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Usualmente, a distribuição de probabilidade inicial é chamada de distribuição a priori e a

distribuição de probabilidade determinada após novas informações é denominada distribuição

a posZeráor{, sendo esta última obtida cla primeira através de um Condicionamento Bayesiano

(menos rigorosamente falando, via Fórmula de Bayes - ver seção 1.3), sempre que este seja

possível, ou através de qualquer outro mecanismo de atualização de probabilidades que Você

julgar adequado.

Salientamos que a distribuição a posZerfor{, mesmo que obtida da distribuição a pr or

via Clondicionamento Bayesiano, é declarada en] um instante de tempo e geralmente em um

estado de informação distintos daqueles em que foi declarada a distribuição a priori, como

seus próprios nomes insinuam. (Ver mais sobre isto na seção 1.3).

Perseguir uma fórmula matemática que atualize probabilidades é buscar uma economia

nas tarefas mentais que constróem sua distribuição a posferáor{ - pois evitaremos retaxações

sobre todos os eventos de interesse - e além disto, é procurar uma maneira de verificar que suas

novas atribuições de probabilidade são em algum sentido coerentes. Segundo Goldstein(1985)

a relação entre sua antiga opinião e sua nova opinião ocorre apenas no "reino das crenças" e

por isto não se pode obter uma fórmula matemática cujo uso seja inevitável na atualização

das antigas para novas opiniões. Isto é, para Goldstein(1985), não há qualquer definição

de coerência que garanta a. existência de uma única fórmula matemática a qual Você está

obrigado a usar, se não quiser perder certamente, pala determinar suas probabilidades a

posferÍor{, partindo-se de suas probabilidades a priori. Sendo assim, Você está livre para

escolher qualquer mecanismo de atualização de probabilidades que julgar conveniente pois a

inexistência de tal definição de coerência não permite a construção de uma teoria normativa

para atualização de probabilidades.

Um mecanismo de atualização de probabilidades bastante utilizado é o Condiciona-

mento Bayesiano que será visto em detalhes na seção 1.3. Nesta seção também discuti-

remos a quase impossibilidade de se incorporar de informações imprevistas na obtenção da

distribuição a posferi07'{ quando o mecanismo de atualização adotado é o Condicionamento

Bayesiano e também abordaremos a diferença essencial deste para a fórmula de Bayes que

geralmente o titula. Na seção 1.4, apresentaremos versões mais gerais de condicionamento
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explorando o conceito de Supercondicionamento apresentado por Diaconis e Zabel1(1982)

e definindo a Regra Geral de Condicionamento a qual não encontramos na literatura.

Forneceremos resultados para a possibilidade de uso destas versões de condicionamento.

Finalmente, na seção 1.5 forneceremos uma nova explicação para o Paradoxos dos Três Pri-

sioneiros dentro do contexto de atualização de probabilidades diante de imprevistos.

1.2 O Problema

Nos últimos anos, o uso da fórmula de Bayes - ou, mais corretamente, do Condiciona-

mento Bayesiano - como mecanismo de atualização de probabilidades tem sido amplamente

difundido graças à crescente adoção de uma postura mais subjetivista em Estatística.i

O Condicionamento Bayesiano mostra-se razoável como mecanismo de incorporação de

informações em sua opinião inicial sempre que Você está em situações muito bem comporta-

das, onde todo recebimento de informação é previamente considerado e nenhum fato distinto

daqueles anteriormente supostos Ihe é revelado antes de Você tornar pública sua distribuição

de probabilidade atualizada - isto é, antes da declaração de suas probabilidades a posteriori.

(Ver detalhes na seção 1.3).

Por exemplo, suponha que Você queira realizar dois lançamentos de uma moeda, seqüencial.

mente e utilizar o resultado obtido no primeiro lançamento para atualizar sua opinião cz priori

para o evento .4 = ocorre cara no segundo lançamento da moeda. Represente por Xi o evento

"ocorre cara no i-ésimo lançamento da moeda" e suponha que Xí assume o valor um ou zero

se ocorre ou não uma cara no i-ésimo lançamento da moeda, respectivamente.

:Pouco se sabe sobre os primórdios da adoção de tal postura en] Estatística mas é bem aceito dentre os

estatísticos que um de seus precursores foi o Rv. Thomas Bayes, a quem também se atribui o estabelecimento

do teorema de Bayes que é uma ferramenta para a Estatística Subjetivista ou Bayesiana. h'tais que emprestar

seu nome à Escola Subjetivista de Estatística, Bayes parece ter sido de fato um Bayesiano (um Subjetivista)

como pode ser percebido em sua obra .An .Essas Towa7ds So/tilng a Proa/em fn lbe Doclrfne o/ Chances

publicado postumamente em 1763 e 1958. Argumentos defendendo o subjetivismo de Bayes, bem con)o a

sua postura preditivista e operacionalista, são apresentados detalhadamente em Stigler(1982).
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Usando esta notação o espaço aniostral adequado para representar este experimento é

Q 1} x {0, 1}

Inicialmente Você julga que a moeda é honesta e portanto cada ponto do espaço amostral

descrito anteriormente tem chance 1/4 de ocorrer. Sendo assim, a priori a probabilidade de
A ocorrer é

P(.4) = P(X2 = 1) = 1/2.

Se de fato ocorre uma cara no primeiro lançamento e esta é toda a informação da qual

Você toma conhecimento antes de declarar sua opinião a posferÍor{, Você pode atualizar
sua opinião sobre a ocorrência de cara no segundo lançamento usando o Condicionamento

Bayesiano e com isto obtém-se

P*(.A) = P(X2 = ll.Xi = 1) = 1/2

onde P" denota a sua opinião a posferÍorí.

Note que neste exemplo toda a informação aprendida pol Você havia sido previamente

considerada no espaço amostrar inicialmente determinado e, portanto, o uso do Condiciona-

mento Bayesiano para atualizal as probabilidades iniciais é - em princípio - perfeitamente
justificado (ver seção 1.3).

Em muitas situações, a consideração antecipada de toda informação relevante para o

problema não é possível, ou por desconhecimento completo do fato, ou simplesmente por

que Você esqueceu-se de considera-lo em sua análise prévia. O conhecimento deste novo

fato ou a mera recordação de sua existência pode provocar a modificação do espaço amostral

inicialmente considerado ou pode, apenas, levar Você a uma alteração de sua opinião a priori

sobre os eventos do espaço amostral inicial sem modifica-lo, no entanto. Esta modificação na

opinião inicial (ou no próprio espaço anlostral) pode muitas vezes ser feita sem que Você saiba

descrever precisamente o que provocou tal mudança, como exemplificaremos mais adiante.

Um exemplo fictício mas interessante para ilustrar situações onde uma modificação no

espaço amostrar ocone ao se tomar conhecimento de novas informações é o problema de
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estimação do número de espécies animais Ar em uma determinada região do planeta - por

exemplo, no deserto do Safira. Suponha que o número de espécies animais distintas que

habitam a terra é um número conhecido t e que, por simplicidade, faremos apenas uma

observação X que revela a espécie observada na realização do experimento.

Ao descrever o conjunto de todas as possibilidades para Ar, Você pode considera-lo o mais

amplo possível, incluindo na sua determinação todas as espécies que habitam atualmente a

terra, inclusive aquelas espécies que Você julga não terem chance de viver em regiões de
clima desértico - um urso polar, por exemplo. Ou seja, para Você

Ç2w = {0, 1, . . . , t}

Se, ao realizar o experimento, Você observa um camelo - espécie que reconhecidamente

habita regiões desérticas e para a qual Você atribuiu probabilidade inicial P(X = camelo) >

0 - Você poderá atualizar sua opinião sobre A' utilizando o Condicionamento Bayesiano
obtendo a seguinte opinião a poslerÍori para 7V

P(.N

:ecl&«P:Íd'p'-«), "«'-«.,
n) e P(.N = n) são, respectivamente, suas opiniões a posferiorí e a pr;orá para

: n} e :« = camelo

P*(.v

(1.1 )

onde P"(]V :

o e«nto {N

Por outro lado, se a espécie observada X é um urso polar - para o qual Você atribuiu

probabilidade inicial zero, isto é, P(X = urso polar) = 0 - embora Você fique surpreso, esta

informação não altera o espaço amostral inicial ç2/v nem leva Você a questionar a opinião

a pr orí atribuída à quantidade aleatória número de espécies animais no deserto do Safira

- P(JV = n), n = 1, . . . ,t - pois, embora por \;ocê julgada impossível, a ocorrência de um

urso polar já havia sido admitida ao sc tomar Q/v o mais amp]o possível. Esta informação,

mesmo que intuitivamente impossível, já havia sido considerada tanto na declaração de sua

opinião a priori sobre o número de espécies da região quanto na determinação de QX e por

tanto não provoca mudanças exógenas em nenhuma destas atribuições. Nesta situação, como
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r\.A :: urso poiarJ - u o condicionamento Bayesiano não pode ser utilizado para atualizar

sua opinião sobre Ar, pois neste caso a razão

P(X = urso polarjN = n)
P(X = u:se poial)

a qual é necessária na obtenção de P' através do Condicionamento Bayesiano (ver expressão

(1.1)) não pode ser determinada. Ou seja, o Condicionanaento Bayesiano é fundamentalmente

impossível

A ocorrência de informações julgada improváveis neste caso, provoca apenas um questi-

onamento sobre o modelo assumido e não uma modificação em sua opinião original sobre o

número de espécies animais no deserto do Safira.

Suponha que ao invés de um urso polar, na observação feita surge uma espécie completa-

mente nova, sobre a qual nada se sabia e que não constava nos registros de espécies observadas

na terra em qualquer época, nem em qualquer outro planetajá visitado pelo Homem - o Baye-

sáanus Genzz nus. Ao tomar conhecimento da ocorrência desta espécie completamente rara,

Você amplia o espaço amostral original QW para um novo espaço OL - {0, 1, . . . , 1, f + 1} e

além disto, esta informação - que se revela surpreendente pois já se julgava conhecer todas

as espécies sobre a terra - provoca um questionamento sobre a distribuição a priori atribuída
a,N

Remetendo-nos novamente à expressão (1.1) verificamos aqui também a impossibilidade

do uso do Condicionamento Bayesiano para a obtenção da distribuição a posferÍor; para N.

Primeiramente, notamos que a razão

P(X ye.á««« Ge««{««IN = n)
P(X = Bayesáanus Genwã?zKS)

não está bem determinada pois não foram atribuídas probabilidades a priori para eventos

que envolviam a ocorrência da espécie Bag/esianus GenuÍnzts. Isto impede a determinação

das probabilidades a posZeriorá para eventos {N = n} mesmo quando estes estavam previa-

mente definidos no espaço amostral. Além deste fato, percebemos que a impossibilidade de

atualizar-se as probabilidades iniciais através do Condicionamento Bayesiano surge também

por desconhecermos a distribuição a pr orí para o evento .[JV = f + ]}, o que sugere uma
reavaliação completa das distribuições de probabilidades inicialmente declai idas
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Uma sugestão usualmente dada para solucionar o problema de atualização de proba-

bilidades no último caso abordado acima é considerar desde o início um espaço amostral

suficientemente grande de tal forma que a ocorrência de imprevistos (do tipo ocorrências

de espécies desconhecidas) fosse evitada. Com este tratamento, as atualizações de proba-

bilidades poderiam ser feitas através do Condicionamento Bayesiano, pois não haveriam

modificações em Q e nem um questionamento sobre a distribuição a priori adotada para

P.[N = n}. Esta proposta de so]ução é apresentada por Zabel1(1992).

rara o caso do urso polar, como o Condicionamento Bayesiano não é fundamentalmente

possível, poderíamos pensar, por exemplo, en] uma retaxação completa de probabilidades

para solucionar o problema ou em alguma maneira alternativa para atualizai probabilidades

(ver seção 1.4). Note que esta situação reforça a sugestão geralmente feita a um subjetivista

de não violar a Lei de Cromwell (ver seção 2.2.2-cap.2 e O'Hagan(1994)).

Uma outra situação em que o uso do Condicionamento Bal'esiano é desprovido de sentido

foi descrita por Je#rey(1965) através do seguinte exemplo.

Exemplo 1.1: r'oóseruação na penumóraJ

Você esqueceu a cor de seu pijama, mas lembra-se que pode ser apenas Verde, Azul ou

Lilás com as seguintes probabilidades:

P(Verde)

P(Az«l)

P(Lilás )

0,3

0,4

0,3

Um carro passa com o farol ligado iluminando parcialmente o quarto onde Você está.

Depois de observar seu pijama na penumbra gerada pela luz do carro, Você continua incerto

sobre a cor real do pijama, mas tem sua opinião modificada para a seguinte distribuição de
probabilidade

P*(Verde) = 7/35

P*(Azul) = 16/35

P*(Lil&) - 12/35
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Ao observar o pijama na penumbra algo acontece en) sua retina levando Você a acreditar

um pouco mais na cor Azul do que nas demais. Este "algo" que provoca sua mudança de

opinião sobre os eventos é uma experiência que Você muito dificilmente conseguirá explicar

ou exprimir linguisticamente de maneira precisa ( como num evento) de tal forma que seja

possível justificar o Condicionamerlto Bayesiano como o mecanismo que gerou a distribuição
a posteriori P*

Contrariamente ao que ocorria no problema de estimação do número de espécies, no

exemplo anterior o espaço amostrar permanece inalterado após a observação ser feita e não

existem eventos inicialmentejulgados improváveis. Apesar disto, sua opinião inicial é com-
pletamente modificada.

Geralmente, quando a informação é recebida através de alguma experiência sensorial -

paladar, visão, audição, etc - dificilmente Você conseguirá definir o que exatamente deve ser

observado para que Você passe a acreditar mais em uma das possibilidades que em outras.

A grosso modo, nestas situações Você não consegue deixar pronta uma receita de atualização

de probabilidades para que uma outra pessoa possa escrever posteriormente em uni papel o

que seria a sua distribuição a poslerÍor{, como permite o Condicionamento Bayesiano

Um dos aspectos que abordaremos neste trabalho é o como incorporar em sua distribuição

de probabilidade a pr or aquelas informações (obtidas sensoiialmente ou não) que modificam

o sua opinião inicial, mantendo inalterado o espaço amostrar previamente determinado, como

íoi ilustrado no exemplo anterior

Na próxima seção apresentaremos o Condicionamento Bayesiano discutindo suas limitações

como mecanismo de atualização de probabilidades em situações similares à descrita acima.

1.3 O Condicionamento Bayesiano

Bruno de Finetti(1931,1937) partindo da definição de coerência(por ele introduzida com

o intuito de traduzir matematicamente a noção de Racionalidade) estabelece um teorema
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garantindo que opiniões sobre quantidades aleatórias, declaradas à luz de coerência, são

probabilidades. Isto é, admitindo que Você expressa sua opinião sobre uma coleção de objetos

desconhecidos numericamente, esta coleção de números - se coerente - satisfaz os Axiomas de

Probabilidades e a definição de probabilidade condicional estabelecidos por l<olmogorov (ver

também Loschi e Wechsler(1997)). Pol esta razão, a fórmula de Bayes, que é consequência

direta destas propriedades, também é uma conseqüência de coerência.

Também pode ser visto que, ao longo de sua vasta obra (por exemplo, de Finetti(1974,
1975, 1989)), de Finetti defendia que toda probabilidade é condicional. E condicional em

todo o conhecimento acumulado por Você até o momento em que se torna inevitável Você

declarar suas probabilidades. Vista assim, a definição de coerência que sustenta todo o

cálculo de probabilidades possui apenas valor instantâneo, levando-nos a pensar que suas

declarações de probabilidades - inclusive aquelas fornecidas pela fórmula de Bayes - são

válidas naquele instante de tempo em que foram declaradas. Dc fato, da construção de

probabilidades apresentada em de Finetti(1931) podemos concluir apenas que a fórmula de

Bayes traduz sua incerteza sobre eventos condicionais da forma ÁIZ revelando simplesmente

a sua opinião (coerente) para a ocorrência de .A supondo conhecida a verdade sobre o evento

E, levada em conta a totalidade de informação conhecida por Você até aquele instante de

declarar suas opiniões. Citando de Finetti(1972- pg.193):

' if ue sl)eak of a conditionüt probability PÇA\E) ... the e:cpression has meüning iJ and

only ifA and E are euents. Algo E musa eTpress the üssumed injormation in its totalit'.

'assumem" is suggestiue ofPtA\E) as the l)robabilitU that ue uou,td regata as jüir for a bet
on A to be immeãi.ateou, but to become operatiue onl'y ifE occurs ..."

Por outro lado, ao falarmos de distribuição a posteriori referimo-nos àquelas declarações

de probabilidades feitas após serem conhecidas as informações que influenciaram em seu

estado de conhecimento - ou sqa, as declarações a priori e a poslerior{ são feitas em estágios

diferentes de conhecimento. Parece clamo então que a fórmula de Bayes per se NAO é un]

mecanismo de atualização de probabilidades, apesar de seu nome ser utilizado indevidamente

como sinónimo de atualização de probabilidades feitas através do Princípio de Condiciona-

lização Bayesiana ( brevemente, Condicionamento Bayesiano) definido em JefTrey(1965), por
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exemplo, e que será apresentado a seguir no teorema 1.3.1. Hacking(1967) também dis-

cute esta questão, alegando haver diferenças entre probabilidade dado fatos e probabilidade

condicional. Em outras palavras, entre supor e saber.

Sejam P e P' medidas de probabilidade definidas sobre um espaço mensurável(ç2,,4)

onde Q é um conjunto enumerável e .4 é a a-álgebra de interesse. Suponha que P' e P

representam suas opiniões a posferáorá e a priori sobre eventos de Q em .4, respectivamente.

Definição 1.3.1 raorzdÍcáonamenío Bares a zoJ

Dizemos que umü atuulização de probabilidades é feita através de Condicionamento

BüUesiano sempre que ü distribuição de probabilidades Q posteriori P* jor obtida partindo-se

tlu distribuição de probabilidade Q priori P da seguinte forma

p*(.) p(.IE) (1.2)

onde E é algum evento .A-mensurável tat que P(E) > Q

Esta definição, que pode ser encontrada em Jearey(1965 - pg 80) entre outros, diz o que é

a atualização de uma medida de probabilidade pol Clondicionamento Bayesiano mas não es-

tabelece as condições sob as quais o uso deste procedimento de atualização de probabilidades

faz sentido. Estas condições poderão ser vistas mais adiante no teorema 1.3.1.

Algumas pessoas advogam para o Condicionamento Bayesiano o adjetivo de único pro-

cedimento coerente para atualizar probabilidades. Argumentos favoráveis a isto podem ser

encontrados em Skyrms(1987), Lewis(1975) e em Teller(1973). No entanto, percebemos da

definição acima que uma das exigências feitas para que o Condicionamento Bayesiano seja

julgado como um procedimento possível para atualizar-se probabilidades é a existência, no

espaço amostral, de um evento condicionante, bem definido e cuja ocorrência é inicialmente

julgada possível (Howson (1996) e Howson e Urbach(1993)). Além disto, via de regra, a

este evento condicionante deve ser atribuída uma probabilidade inicial menor que 1. Como

ilustra o exemplo da observação na penumbra visto na seção anterior, nem sempre existe

tal evento condicionante. Muitas vezes recebemos informações que provocam mudanças em
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nossas opiniões sem que com isto saibamos definir exatamente o evento que provocou ta] mu-

dança. Ou sqa, Você pode atualizar suas probabilidades por procedimentos outros distintos
de condicionamento.

JefTrey(1992), por exemplo, estabelece o seguinte resultado fornecendo condições sob as

quais o Condicionamento Bayesiano pode ser aceitável como mecanismo de obtenção da
distribuição a posíeráori.

Considere P e P* como anteriormente definidas. Aqui e ao longo de todo este trabalho,

denote por E o evento complementar de E com respeito a Q e por (.A, E) o evento intelseção

Teorema 1.3.1 Sda .E C .4 um eoenZo la/ que P(E) > 0. Então, para lodo ,4 C .4

(i) P'(E)
(ü) p*(.4lz) p(,4lz)

(1.3)

(1.4)

se, e somente se,

p*(.4) p(.AI.E) (1.5)

Prova :Suponha válidas as condições (i) e (ii) e seja .Á um evento qualquer de Q

usando propriedades de cálculo de probabilidades, obtemos:

p*(a) z)p*(.r)+ p*(.AI.a)p'(.F)

p(.'llz)p*(z) + p(,41.É)(i - p'(z))
p(.41.E)

Então,

Por outro lado, se P*(.4) = P(.41.E), V .4 C .4 e se P(.E) > 0, em particular, temos que
para.A :: l$ )

P*(.E) (1.6)

e além disso, para todo .,4 C .4

p*( .Á lz) p'*(.Á,.E)
P*(E)
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p(.4 , .elE)
p(zlz)

p(.'llE),

Concluindo a prova do teorema

D

Perceba que o Condicionamento Bayesiano é um mecanismo que autoriza Você a atualizar

suas opiniões iniciais usando a fórmula de Bayes, desde que agregados a sua vontade de

utiliza-lo como mecanismo de atualização de probabilidades estejam as condições (i) e (ii)
do teorema anterior.

O resultado apresentado no teorema 1.3.1 é chamado por Howson e Urbach(1993) de

Princípio de Condicionalização Bayesiana e as condições (i) e (ii) são também conhe-

cidas por certeza e suficiência, respectivamente. Usando esta terminologia podemos dizer

que o Condicionamento 13ayesiano é um procedimento aceitável pala atualizar probabilida-
des se a informação recebida levar Você a mover-se de um estado inicial de dúvida sobre E

para a certeza a poster ori de sua ocorrência e se além disso a partição {E, E} contiver toda

a informação relevante para a construção de sua distribuição a posleríor{ - isto é, {.E, .É} é

uma partição suficiente para a família de distribuições de probabilidade {P, p'}

Em uma linguagem mais corrente, podemos dizer que uma das exigências feitas para que

sqa possível obter distribuições a posferÍorá via Condicionamento Bayesiano é que toda a

informação relevante aprendida por Você antes da declaração de sua opinião a posferiorá é a

verdade de E (além da manutenção das probabilidades condicionais). Isto sugere que o uso

do Condicionamento Bayesiano como mecanismo de atualização de probabilidades é razoável

nas situações em que toda a informação a ser recebida é desde o início considerada no espaço

amostral, como algumas vezes temos em experimentos planejados onde toda a informação a

ser utilizada em suas inferências vem do experimento realizado e nenhuma surpresa ocorre.

Sendo assim, o uso do Condicionamento Bayesiano é inadequado para. incorporar in

formações imprevistas, e mesmo aquelas informações não traduzíveis como eventos, a menos

que estas conduzam à certeza sobre o evento condicionante.
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Particularmente, denotando por supp(.) o suporte da da distribuição desejada e convide
rondo Q é enumerável temos os seguintes resultados.

Proposição 1.3.1 Se supp(P') = supp(P), enlâo P* é oóf da de P por Cona cÍonamelzío
BaUesiano se, e somente se, P* = P.

Prova: Suponha que P' é obtida de P por Condicionamento Bayesiano. Então, existe

um evento E C .4 tal que P(.E) > 0, e P'(Á) = P(Ál-E) para todo ,4 C .4.

Como supp(P*) = supp(P), o evento E é da forma supp(P) U B, onde B é um evento .4

mensurável com P(B) = 0. Então, para todo m C ç2 temos

p*({"}) - p({'"ll,e)' - 1ll:i? p({'"})

Por out.ro lado, suponha que P* = P. Considere E = supp(P'). Neste caso, temos que

P'(E) - l e para todo Á C .4, P*(ÁI.E) = P(.4lZ). Sendo assim, como Q é en««.rá«.l,

pelo teorema 1.3.1, concluímos que P* é obtida de P por Condicionamento Bayesiano.

D

Outro resultado interessante que obtivemos é o seguinte

Proposição 1.3.2 Se supp(P) C supp(P*) e Q á enumerát,c/. erzlão P' zzão á oóZáda de P
pot CondicionaTnento BaUesiüno.

Prova: Como, por hipótese, supp(P) C supp(P*) existe w. C ç2 tal que P({to.}) = 0

e P'({to.}) = p # 0. Suponha, por absurdo, que P* é obtida de P por Condicionamento
Bayesiano. Neste caso, para todo w C Q teimamos

p*({-«}) {«,}l-E)

para algum .E C .4 tal que P*(.E) = 1 e P(E) > 0
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ao,

p {'".}) - p({'«.}l.E) $ 1l:i13? - o,

o que uma contradição, pois p # 0. Logo, P' não é obtida de P por Condicionamento
Bayesiano.

Considere w Ent

D

Conjectura-se que a estensão dos resultados anteriores para Q não enunaerável não seja
muito difícil.

Perceba, das proposições anteriores, que no exemplo 1.1 o Condicionamento Bayesiano

somente poderia té} sido o mecanismo utilizado para a construção da distribuição a posteriori

se, ao observar a peça de roupa na penumbra, Você mantivesse sua opinião inicial, ou se
ficasse convencido de que uma das cores era impossível. (No último caso, é necessário ainda

impor a condição de suficiência sobre a partição gerada pelo evento condicionante.)

A seguir apresentaremos algumas definições mais gerais de condicionamento, discutindo

o Supercondicionamento ou Condicionamento Bayesiano Generalizado definido por Diaconis

e Zabel1(1982) e sugerimos uma outra maneira de atualizar probabilidades - a Regra Geral

de Condicionamento. Também apresentaremos alguns resultados aparentemente ainda não

examinados na literatura para a validade de cada uma destas formas de condicionamento.

1.4 Supercondicionamento e Regra Geral de Conde.
cionamento

Considerando, como no contexto Bayesiano paramétrico, ç2 = .a' x O onde ,t' é o espaço

amostral e O é o espaço paramétrico, ambos supostamente enumeráveis, percebemos que o

Condicionamento Bayesiano nos fornece a seguinte relação entre a distribuição a posferÍorí
P' e a distribuição a priori P

P'(0) a P(al0)P(0) /(,, 0)F'(0)
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nuc ü c usuauiienue ciiainaaa cie Junção üe verossimilhança gerada por z para a0

Ou seja, ao considerarmos o Condicionamento Bayesiano usual visto na seção anterior

estamos supondo que as atualizações de probabilidade são feitas pelo produto entre a distri-

buição a pr orá e uma função de 0 e # ambas definidas em um mesmo espaço de probabilidade

(Q, .4) onde .4 representa uma o-álgebra de eventos de Q

Estendendo esta idéia para situações mais gerais, Diaconis e Zabel1(1982) definem o

Condicionamento Bayesiano Generalizado ou Supercondicionamento (nome dado em Jef-

frey(1992)) estabelecendo que a distribuição a posfe7'ior{ é obtida através do produto da

distribuição a priori (definida sobre (Q, .4)) por uma função de verossimilhança definida

sobre um espaço diferente do original.

Formalmente, considerando Q inumerável, .4 a a-álgebra de interesse e P e P* duas

medidas de probabilidades definidas sobre (n, .4) representando suas opiniões a priori e a

posíerÍori, respectivamente, Diaconis e Zabel1(1982) definem:

efinição 1.4.1 r'Condicáonamenlo /3a#esiano venera/{~-ado ou SupercondicionamentoJ

Dizemos qu,e P* é obtida de P por Szpercondicionamento OI Condici,amamenta Blue

signo Generalizado se existem um espaço de probabilidades (Q,Ã,Q) e uma classe 'D
{E..4, zo C n}, saZ s/azez?do;

D

rO .E« = 1 se, e se«zenfe se {to} = 1,

riÍJ Q(.E«) {.«}), v«, c Q .

r 0 P*({'«}) = Q(.e«IZ) P«« todo '« C Q ' p«« «. e««l« E C .Ã 1«/ g«. C?(.E) > 0

Apesar de n ser um espaço diferente de Q, Õ não está completamente desvinculado de

Q uma vez que a ocorrência de um evento .E. de Õ é deteinlinada pela ocorrência de um

átomo {w} C n. Além disto, considerando (ii) e (iii) da definição acima e denotando poi tu

o evento atómico {to} temos que para qualquer to C Q

p'(w) - QW.la
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Q(zlr. )p( .« )

iãii'Í'--' a Q(ZIZ«)P('«),

onde Q(.DIEw) faz o papel de uma função de verossimilhança para to gerada pelo conheci-

mento cle .E, definida em (õ, i, Q) (pois é uma função de w e é a probabilidade condicional

em E« de -E).

(1.7)

Da expressão (1.7) podemos observar que esse procedimento permite atualizar a distri-

buição a pr ori nas situações onde o evento observado tem probabilidade inicial zero, como

é o caso da ocorrência de um urso polar no exemplo da estimação do número de espécies

visto na seção 2. Isto é possível pois neste tipo de condicionamento é permitido utilizam uma

nova função de verossimiihança definida sobre um novo espaço de probabilidade onde ao

evento condicionante tenha sido atribuída uma probabilidade inicialmente não..nula, ou seja,

por permitir uma reavaliação arbitrária da função de velossimilhança inicialmente eleita por

Você para descrever o comportamento dos dados.

Considerando a definição 1.4.1 Diaconis e Zabel1(1982) apresentam o seguinte resultado

estabelecendo quando é matematicamente possível atualizar probabilidades via Supercondi-
cionamento.

Teorema 1.4.1 Soam /' e P* medidas de p«óaó{/idades de#nádas sopre (ç),.4) .nde Q

! um conjunto enumeráuet. P* é obtida de P através de \Lm SKpercondicionamento se, e
somente se, existe uma cor\stünte B Z L tat que

P*(.«) 5; BP(.«), V .« C Q. (1.8)

Prova : Inicialmente, suponha que P' é obtida de P através de um Supercondiciona-

mento. Considere to C Q qualquer. Então pela definição anterior

ÕlbjpOd,

para alguma medida C? definida em (Õ, .4) satisfazendo as condições da definição 1.4.1

P"(.«)

(1.9)
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Tome Z? ©h. Como Q(E) € (0, 1], B ? l

Por outro lado, considere primeiramente Z? = 1 e suponha que exista um único to. tal
que

P*(to.) < P(t«.). (l.lO)

Então, como P*(t«) = P(w) para todo «, # w. temos

>l: p*(«,) < >1: p(.«) + 1 < i,

chegando a uma contradição. Neste caso, temos P* = P.

(1.1 1 )

Considere agora .B > 1 e defina a medida de probabilidade

P"(w) - (ãlDp«0 - ÜÍ!-Dp*04, V .« ' Q. (1.12)

Denote por (#,g/) o produto cartesiano dos eventos atómicos {z} e {g/}. Então, conside-

rando Q = Q x {a,b}, E« = (u', a) U (w, Z)), E = U«(zo, a) e uma medida de probabilidade Q

definida sobre a o - álgebra de eventos de Õ tal que

Q(«,.)

Q(««, ó)

IBp'('-)

1, - i) ':''.«),

temos que

Q(-E.) Q((«,,«) u(«,,z,)) «) + Q(.«,b)

Êp*('4 + iã-!-Õp"0«) - p(«0
e, para todo w. c Q

Q(.C«.lz) Q(E«., E) c2(w.,«)
Q(E) E..n Q(«,,«)

z';::;l4© - p'(«.).

Portanto, P' é obtida de P por Supercondicionamento
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D

No teorema anterior são estabelecidas apenas condições matemáticas para sugerir que
uma atualização seja feita via Supercondicionamento.

Diaconis e Zabel1(1982) comentam que se Q é um conjunto não - enumerável, a condição

para que P* seja obtida. de P por Supercondicionamento é que P* seja dominada por P -

isto é, P* deve ser nula para todo valor to tal que P(w) = 0 - e 1l#: C L-.

Corolário 1.4.1 Se P* á oól da de P por C'orzdÍcÍoname12ío Bayesíalzo, então P* á oóZida
de P através de SlpercondicioTtamento.

Prova : Basta considerar B = Plln + l onde .E é o evento condicionante

0

Perceba do teorema 1.4.1 que se Q é um conjunto finito cona supp(P*) Ç suPP(P), P'

sempre será obtida de P por Supercondicionamento, pois neste caso sempre existirá uma

cota finita .B > 1 pala a razão P*(.)/P(.). Este fato permite-nos afirmei que a recíproca do

corolário anterior não é verdadeira, como pode ser visto no seguinte exempl0

Exemplo 1.2: Considere novamente o exemplo da penumbra, visto na seção 1.2.

(.;omo S2 é finito, o teorema 1.4.1 garante que a distribuição a poster ori fornecida no

exemplo 1.1 é sempre obtida da distribuição inicial por Supercondicionamento.

Agora, pela proposição 1.3.1 verificamos que a distribuição P' fornecida no exemplo l.l

não poderia ter sido obtida de P por Condicionamento Bayesiano pois neste caso, Q é o

único evento tal que a probabilidade a poster or{ de ocorrência é um, o que conduz a

P*(-'"lln) = #0.4- P(az«llQ).
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Particularmente, obtemos condições para a validade do Supercondicionamento quando

P e P' são ambas medidas discretas e membros da família exponencial uni-paramétrica, as

quais serão exibidas na proposição 1.4.1 a seguir.

Dizemos que uma medida de probabilidade P é membro da família exponencial uni-

paramétrica se sua função de probabilidade ( ou densidade) p assume a seguinte forma:

p(.«)(.«)b(0) exp{./(.«).(0)}

para todo to C Q e para escolhas convenientes das funç

nã(»negativas(Casella e Berger(1990)).

ondeões leais a, b) )

(1.13)

. . h .=.

Sejam P e P' medidas de probabilidades definidas sobre Q = {0, 1, 2, . . .} pertencentes

à família exponencial uni-paiamétrica e sejam

p('«) = «(«')Z'(0) exp{.f(«,)'(0)} e p'(.«) b*(0') exp{/(«,).'(a')}

suas respectivas funções de probabilidadeS

(1.14)

Proposição 1.4.1 Sejam Q :: {0, 1, . . .}, .4 = 2n, P eP* /medidas de proóab / dados de#rzÍ-

das sobre tn,A], com junção de probabilidade p e 'p'' , respect.iuümente, dadas na expressão

(i.l4). Isto é, P e P' pertencem à fün\alia e:cponencial tmi-paramétrica com mesma. es-

tatística j. P* é obtida ãe P por Supercondicionamento qxaudo

(Í) s«PP(P*) Ç; s«PP(P);

({Í) /(«,) ? 0, V «, C Q;

(ii{) c*(0*) $ c(0) +infc {7iblogSÇB}, .«d' C = {«, C s«PP(P*) : .f(.«) > 0l;

(j") 0 < !iil# 5; 1, P.« t.'Í" w C s«pp(P*) f«/ q«e ./'(:.) = 0.

Prova Suponha válidas as condições sobre p* e p. Sob a suposição (i) temos que

P*( qP::l# exp{/('«)lc*(0*) - '(0)l} :. .« C ;«PP(P')
U caso contrário.
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Faça /'('", 0, 0') - :ll# exp{/(«')lc*(0') -- c(0)l}.

Considere inicialmente w € ./'-'({o}) n suPP(P*). Da hipótese (iv) temos que,

o < ;1=? $ 1 'i->' o < /'(",o,o') 5; i. (i.is)

Então, 1li-(Ü < !;lg? para quaisquer valores c*(0*) e c(0).

Por outro lado, para todo m C supp(P*) tal que ./(zo) > 0 temos pela hipótese (iii) que

-w < .'(o*) 5; .(o) +itiÍI.Flui.g:Çgl

-m « .'@*) - '::m 7lhi.g ;lB, vw 'c

-m < log {exp{.f(:")1''(0*) - '(0)lJ} 5; I'g :i#g, yw C C

<-:> ' < 11=; -p{/('")I'*(o') - c(o)l} $ i, v.« cc
o < /*(«,, o, o*) $ 1

::# .:::: :g?, v.« c c.

Portanto, sob as hipóteses, existe -B = b'(0')/ó(0) + 1 tal que

P*(«,) $ BP(.«).

::+

(1.16)

Logo, pelo teorema 1.4.1, P* é obtida de P por Supercondicionamento

D

Um resultado análogo pode ser obtido quando .f(to) $ 0 para todo to C Q. Neste caso,

basta substituir a condição (iii) da proposição acima pela seguinte:

*«*) $ .m + ;TP lista i'g iRaI ,
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onde C {:« € s«PPP' : ./'(.«) < 0}

Exemplo 1.3: Seja Q = {0, 1,2,. . .}. Suponha que sua opinião a priori sobre eventos

de Q seja Geométrica com parâmetro À > 0 e que sua opinião a poster ori seja Geométrica

com parâmetro a > 0. Neste caso, verificamos que !tlil=a - l para todo zo C Q. Então uma
vez que ./(zo) = w ? 0, para todo to ? 0, P* é obtida de P por Supercondicionamento se

[og([ - a) $ ]'g(] - À) + . .inn!{.} {=}

Isto é, se a > À vale o Supercondicionamento

Observe que o Supercondicionamento não poderá ser justificado como mecanismo de atu-

alização de probabilidades em várias situações. Por exemplo, jamais conseguiremos justificar

a passagem de uma Binomial para uma Poisson por Supercondicionamento. Neste caso, a o-

álgebra sobre a qual está definida a distribuição a posferáor{ não está contida na a- álgebra

sobre a qual está definida a distribuição a priori. Também não é possível justificar nlatema-

ticanaente a passagem de uma Geométrica com parâmetro 1/2 para uma Geométrica com

parâmetro 1/3 por Supercondicionamento, apesar de ambas possuírem o mesmo suporte.

Problemas como o da geométrica apontado acima poderão ser solucionados se permitir-

mos uma definição um pouco mais ampla de condicionamento que chamaremos de Regra.
Geral de Condicionamento.

Definição 1.4.2 ÍRegra Gera/ de Condicionamento)

Sejam P e P* medidas de probabilidade de.Fn{.das sobre l.ç},.A) e ç} é um conjtlnto enu

meráuet. Diz-se que P* é obtida da P através da Regra Geral de Condicionclmento se edis.
lerem

(í) ««. esp«ço m.«á«/ (Õ,.Ã) .

(ü) «m ««j-f.P= {.e.Cj: «,CQ}, ««..E. .s««.«l.s.{««}=l
ct7r

30



tiii) uma função real e não-negativa g comi domínio 'D satisfazerLdo Q condição

}l: g(E«)P(«,) < m,

de tal jorTna qlte

P'('«) a g(E«)P(.«), V«, C Q

A seguir, fornecemos a condição para que a Regra Geral de Condicionamento possa ser
utilizado como procedimento de atualização de probabilidade.

Proposição 1.4.2 C'onsídere P e P' medidas de proóaó{/idade de#nÍdas sopre (Q, .4), onde

n é üm conjunto enttmeráuel. P' será obtida de P através da Regra Gera,t de Condiciona-

"'''"'', '' «PP(P') Ç s«PP(P).

Prova: Suponha Õ = n e considere Z) = {lto} : zo C Q}. Tome

g@.)-! Ç8 ""';«ppP')
1 0 caso contrário.

Como P e p'' são medidas de probabilidade, g é uma função real e não-negativa e pode-se

facilmente verificar que

P'(«,) a g(E.)P(-«), V«, C Q.

Além disso, observa-se que

E g(.e.)p(.«) E p*(-«)
:"e-PP(P' )

1 < oo,

concluindo a prova
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Exemplo 1.4: Suponha que sua opinião a p7'íori P e a poster or{ P' sobre eventos de

Q = {0,1,2,...} soam respectivamente Geométrica com parâmetros À e a, onde Q < À.

Então, pelo resultado anterior, P' é obtida de P pela Regra Geral de Condicionamento.

Na situação abordada no exemplo anterior o Supercondicionamento não permitia a atu-

alização de probabilidades (ver exemplo 1.3). De fato, a Regra Geral de Condicionamento é

mais abrangente que o Supercondicionamento, como pode ser visto no seguinte resultado.

Proposição 1.4.3 Se P* é oóf da de P por Sapercorzd cioizamerzfo, então P* é sempre oófjda

de P pela Regra Geral de Clondicionamento.

Prova: Tome g(E.) = Q(.EI.Ew), pai'a todo to C Q. Lembrando que r'(to) = Q(-E.)
temos que

il: g(,E.)p(«,) >ll: Q(-E, -E«)

c2(u«(z, z«)) < .«

É imediato verificar que

P*(«,) a g(.E«)P(.«), V.« C Q

D

Apesar de mais flexível que o Supercondicionamento, a Regra Geral de Condicionamento

não permite atualizar probabilidades quando supp(P) C supp(P*). Para estes casos, ainda

não temos uma solução. Nunca haverá uma solução geral (Dawid(1985)).

Na próxima seção veremos uma nova explicação para o Paradoxo dos Três Prisioneiros

dentro do contexto explorado neste trabalho, fazendo o uso do Condicionamento Bayesiano.

Este problema, da coima que será considerada aqui, também servirá como ilustração da

diferença entre os usos da fórmula de Bayes e do Condicionamento Bayesiano.
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1.5 Imprevistos e o Paradoxo dos l:rês Prisioneiros

Nesta seção apresentaremos uma explicação alternativa às usualmente dadas ao Para-

doxo dos Três Prisioneiros supondo, como ocorre na literatura, que o prisioneiro A opta por

atualizar sua opinião inicial utilizando o Condicionamento Bayesiano.

A idéia é mostrar que não é paradoxal o problema resolvido pelo prisioneiro .4 se este for

considerado dentro do contexto de recebimento de informações imprevistas.

Paradoxo dos 'lFês Prisioneiros: Três prisioneiros .4, B e C' estão no cárcere â espera

rto anúncio de sucos sentenças, que será feito amanhã. É rabi(lo por todos, inclusive pelos

prisioneiros, que dois deles morrerão e apenas lm será libertado mas não se sabe qual deles.

) prisioneiro A pede ao carcereiro que Ihe diga o nome de tLm dos outros dois l)risioneiros qKe

seta condenado, e=pltcando que, com.o pelo menos urra. dos o\tt.ros dois ,morrera,, o carcereiro

não fornecerá quatqzer informa,ção relevante sobre sua condição. O carcereiro concorda e

diz a ele que B morrerá. A $ca feliz por qKe após esta informação, A ueri$ca que suü

probaó{/idade de ser e/e o soóreuÍt;CRIE aumenta de 1/3 para 1/2. (Jearey(1992)-pg.122).

Como A argumenta, a informação dada pelo carcereiro nada revela a A sobre sua própria

condição que não houvesse sido previamente considerado por A no processo de construção

de suas probabilidades iniciais. Por este motivo, e supondo que a informação fornecida

pelo carcereiro é toda a informação relevante aprendida poi A antes de tornar pública sua

opinião a posferáori, espera-se que a opinião inicial de A sobre o evento " A viverá" não sofra

alterações. Suponhamos que esta sqa a situação e que A não tenha qualquer evidência que

permita atribuir probabilidades distintas de sobrevivência a qualquer um dos prisioneiros

Qual é o equívoco cometido por A? A explicação usualmente dada a este problema é que

.4 comete um erro na determinação do espaço amostrar que considera para suas inferências e

por isto, ao atualizar suas probabilidades usando o Condicionamento Bayesiano, condiciona

em um evento que não refiete a informação verdadeiramente recebida por A. Isto é, A parte

do espaço amostral Q = .(,4, .B, C'} e considerando este espaço, atualiza sua opinião inicial

condicionando no evento E = .(.4, C'} que traduz que "B morrerá" e não o que é de fato
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uuõci vaus pur A que e o carcereiro informa que B morrerá". ( Ver JeHrey(1992))

Como desde o início A planta perguntar ao carcereiro sobre a situação dos outros dois

prisioneiros, ele deve considerei para sua análise o espaço amostrar

: {.,46, ,'ic, .Bc, C'b} (1.17)

onde Xy denota que o prisioneiro X viverá e a informação a sei dada pelo carcereiro é que
o prisioneiro y morrerá.

Se parte deste espaço amostrar, A pode obter sua opinião a posferíor{ condicionando na

informação realmente recebida pol ele lembrando, "o carcereiro informa que B morrerá"

que se traduz no evento Ei = {.4b, C'b} 2 do espaço QI.

Considerando o espaço amostral descrito em (1.17) e supondo que o carcereiro informa

que B morrerá, A calcula a. sua chance de ser o sobrevivente condicional no evento .E: da
seguinte forma:

P(Áb)
P(.4Z, U C'Ó)

L I'Z tl'S

1/2 1/3 + 1 1/3

Se após consultar o carcereiro, A toma conhecimento de que efetivamente B será corJ-

denado (e esta é toda a informação releva.nte aprendida por A desde a declaração de sua

distribuição a priori até a eliciação de sua distribuição a poslerior{ ) e se A julga que as

probabilidades condicionais em Z?i inicialmente declaradas se mantêm a posferÍor{, o Condi-

cionamento Bayesiano visto anteriormente na seção 1.3 autoriza A a explicitar sua opinião a

poslerjori para o evento "A viverá" como sendo a probabilidade obtida na expressão (1.18)

concordando com nossa expectativa inicial sobre o que deveria ter sido a distribuição a
posfez'iorí declarada pelo prisioneiro A.

9

P(Áb U .4cl.4b U C'b)

(1.18)

Note que aqui o evento condicionante "o carcereiro informa que B morrerá" é um evento

ao qual inicialmente atribuiu-se probabilidade a pr or positiva e que após a informação dada

pelo carcereiro tornou-se um evento certo, permitindo o uso do Condicionamento Bayesiano.

Perceba que neste novo espaço, o evento E considerado por A torna-se {,4ó, ,4c, (.;b}.
q
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Suponha que, contrário ao que descrevemos anteriormente, A não tenha planejado per-

guntar ao carcereiro sobre a condição de seus companheiros de infortúnio. Neste caso, o

espaço amostrar adequado para descrever o experimento realizado por A é

Q B,C'}

onde X representa o prisioneiro X viverá.

(1.19)

Como antes, consideremos que não existem evidências que favoreçam a qualquer dos

prisioneiros de tal forma que para A, inicialmente, cada prisioneiro tem chance 1/3 de ser o

prisioneiro que viverá. Neste mesmo instante, A pode também declarar a probabilidade de

ser ele o sobrevivente supondo que B morrerá, por exemplo, a qual é dada da seguinte fol ma

p'(.4) = p(ÁI.4 u c')

P(Á)
P(.4 U C')

1/2 (1.20)

Após declarar sua chance de ser o sobrevivente, A fica desolado e começa a pensar no seu

último desejo antes de morrer quando ouve o juiz responsável pelo caso dizer ao carcereiro

que B morrerá. Ao ouvir isto, A resolve reavaliar suas probabilidades iniciais utiliza.ndo a

informação recebida que é traduzida no evento E = {.,4 U C'}. ,4 poster ori, A julga. que E

é um evento certo e que para ele todas as probabilidades condicionais neste evento não se

alteiam. Sendo assim, pelo teorema 1.3.1 a probabilidade a posleráorí pala o evento " A

sobreviverá" é dada pela expressão 1.20, confirmando as afirmações iniciais do prisioneiro.

Nas duas situações a informação recebida é a mesma, no entanto as probabilidades a

posferÍor{ se modificam por que no segundo caso a informação foi recebida inesperadamente,

justificando a mudança de expectativa de A com respeito a sua chance de sobreviver.

Observe que a maneira como a informação é recebida influencia no cálculo da distribuição

a posferiorá do evento " A viverá". No caso em que a informação recebida por A não

é previamente programada fica perfeitamente justificável, pelos argumentos anteriormente

dados neste capítulo, uma mudança no valor da probabilidade a poster or declarada por A
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sobre o evento " A viverá", não sendo contraditório o julgament.o feito pelo prisioneiro A

(Ver também Pereira(1995) ).

No próximo capítulo apresentaremos outro procedimento de atualização de probabilidade,

o qual é conhecido na literatura por Regra de JefTrey. Além de aspectos fundamentais que

envolvem esta regra, também apresentaremos alguns de seus aspectos matemáticos.

36



Capítulo 2

A Regra de JeHrey

2.1 Introdução

Como vimos no capítulo anterior, o Clondicionamento Bayesiano usual permite mudanças

exógenas de probabilidades apenas em casos extremos (como visto, por exemplo, na seção 1 .5)

e por isto muitas vezes não responde a questão de atualização de probabilidades em situações

como a considerada no exemplo 1.1 e geralmente nem em situações onde informações não
previamente consideradas ocorrem.

Por mudanças exógenas de probabilidades entenderemos as mudanças feitas sem uso

de fórmulas matemáticas adequadas para este fim, como são pot exemplo as retaxações ou
reavaliações arbitrárias de probabilidade.

Informações obtidas através de alguma percepção sensorial, em geral, não podem ser

incorporadas pela fórmula de Bayes no cálculo da distribuição a. posferáor{ por serem difi-

cilmente traduzíveis como eventos e por conduzirem à certeza sobre o evento condicionante

apenas em situações muito particulares. Richard JeH'iey (1965) em seu livro Tàe Z,ogic o/ Z)e-

cisáon lança uma proposta para atualizar probabilidades que permite incorporar este tipo de

informações em situações mais gerais do que faz o Condicionamento Bayesiano, mas também

exigindo que tais informações não modifiquem o espaço amostral inicialmente considerado. A
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õ'" .r'-'-'.r''"''- I'vi ucíiiç.y .l.Jçtiiii c iiiuu raças cxugeiias ae prooaoiilciactes para alguns even-

tos do espaço amostral de interesse, sem exigir certeza a posleráor{ sobre qualquer deles e a

partir destas novas probabilidades estende as modificações para os demais elementos deste

espaço amostral. Esta proposta de atualização de probabilidades é conhecida na literatura

filosófica como Probabilidade Cinética ou Regra de Condicionamento de JeH'rey.

re

Por permitir mudança exógenas, para valores menores que um, nas probabilidade atribuídas

a alguns eventos do espaço amostral, a Regra de JefTrey também poderá ser útil em incorpo-

rar informações cujo recebimento não havia sido previamente antecipado em um leque mais

amplo de problemas do que aquele permitido pelo Condicionamento Bayesiano (onde isto só

é permitido em situações muito particulares, como vimos). Para que isso seja possível esta

regra exige que a informação recebida atue sobre seu estado de conhecimento modificando

apenas sua opinião sobre alguns eventos de í2 mas não a estrutura inicialmente concebida

poi Você para n.

Não nos preocupaiemos em estudar definições de coerência que justifiquem o uso da Re-

gra de Jearey como mecanismo de atualização de probabilidades. Discussões sobre definições

de coerência justificando o uso de procedimentos de atualização de probabilidades podem ser

encontrados em Goldstein(1985, 1983), Teller(1973), Lewis(1975) e Arment(1980). Alguns

outros autores tambén] destinam seus estudos à justificativas filosóficas para o uso de pro-

babilidades Cinéticas (muitas vezes chamadas Dinâmicas) como representantes das opiniões

modificadas de uma pessoa. Estas questões também não serão consideradas neste traba-

lho e além dos autores citados acima podemos sugerir Van Frassen(1980), Hacking(1967),
Domotor(1980), dentre outros.

A seguir apresentaremos a definição da Regra de Jefrrey pala espaços enumeráveis, explo-

raremos algumas de suas propriedades matemáticas e algumas de suas limitações enquanto

mecanismo de atualização de probabilidades. Sua ligação com o Condicionamento Bayesiano

também será considerada. Os resultados apresentados na seção 2.2 foram em sua maioria

estabelecidos por Diaconis e Zabel1(1982), Jeffrey(1992) e Howson e Urback(1993). Na seção

2.3 apresentaremos uma versão Preditivista para a Regra de Jeffrey e as seções 2.4 e 2.5

visam o estudo da relação de conjugação definida pela Regra de Jeffre},. Alguns resultados
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particulares de conjugação para a família de distribuições exponencial serão fornecidos na

seção 2.5. Os resultados sobre a Regra de Jefrrey exibidos nas três últimas seções deste
capítulo não foram encontrados na literatura.

2.2 Apresentando a Regra de Jenrey

Ao longo desta seção faremos basicamente uma revisão dos trabalhos encontrados sobre a

Regra de Jeffrey, apresentando a sua formulação para espaços enumeráveis. Algumas de suas

limitações e algumas justificativas para o seu uso serão exibidas considerando principalmente

os trabalhos de Je#rey(1992), Howson e Urback(1993) e Diaconis e Zabeli(1982). Esta última

referência preocupa-se basicamente com aspectos matemáticos da Regra de Je#rey dando
pouca importância ao seu aspecto fundamental.

Nossas contribuições nesta seção consistem em explicitar provas de alguns teoremas es-

tabelecidos pelos autores anteriormente citados e em explorar as consequências da Violação

da Lei de Cromwell (O'Hagan(1994)) à luz da Regra de Jeffrey.

rara uma apresentação formal da Regra de Jeffrey e para os resultados que serão apre-

sentados ao longo desta seção vamos considerar um conjunto enumerável Q, uma a-álgebra

,4, duas medidas P e /:b defirlidas sobre (Q, -4) e uma partição enumerável € = {.Ef,ic /}

de Q, a qual poderá ser finita ou infinita, onde / é um conjunto apropriado de índices

A seguir apresentaremos a Regra de JefTrey e suas conexões com o Condicionamento

Bayesiano usual e com o conceito de Suficiência

2.2.1 Definição e Conexões com Bayes e com Suficiência

Percebendo as limitações do Condicionamento Bayesiano usual Jeffrey(1965), ao abor-

dar a questão sobre atualização de probabilidades, apresenta a seguinte proposta pala este

fim, a qual ao longo deste trabalho será denominada simplesmente por Regia de Jeffrey.
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Definição 2.2.1 rRegza de Je,8beyJ

Sejam P e Pe medidas de probabilidade de$nidas sobre (.ç\, Al\. Dizemos que uma atuatização

ie probabilidades é feita através da Regra de Je$relJ sempre que a distribuição a poster-iori

Pe for obtida pürtil-tdo-se da distribui.ção Q priori P, utilizando a seguint.e Jórm-uta:

Pf(.) IZ.)&'(.E.), .E. € € (2.1)

.«de f - {E.,í C /} é «m« p«,liça« d. Q P«" « q«./ Pr(E;) ? 0 P«« lodo { C /,

E.iel PELE.] -- \ e l é um conjunto de índices qualquer.

Interpretando P como sua opinião a priori e Pr como sua opinião após o recebimento

imprevisto de alguma informação (ambas definidas sobre (Q, .4)) percebemos da expressão

(2.1) que a Regra de Jearey permite incorporar estas informações na atualização de opiniões

iniciais por permitir mudanças exógenas sobre todos os elementos da partição de Q gelada

por tal informação. A atualização de opiniões feita pela Regra de Jearey nem sempre é,

a posZerÍor{, esteticamente coerente no sentido definido por de Finetti(1931), isto é, o uso

da Regra de Je#rey só nos fornece uma medida de probabilidade a poslerÍor{ sob certas
condições (ver teorema 2.2.1, a seguir).

Nos casos em que o uso da Regra de Je#rey é julgado adequado, a informação imprevista

pode sei incorporada em sua opinião com uma economia de retaxações de probabilidades

basta declararmos novas probabilidades para os elementos da partição. De fato, a Regra

de Je#rey sob certas condições é um mecanismo de extensão de Pr - antes definida apenas
sobre elementos da partição - pala todos os demais eventos de .4.

Voltemos ao exemplo 1.1. da observação na penumbra para ilustrar a Regra de Jeffrey.

Exemplo 2.1: Suponha como antes que sua opinião inicial sobre as cores da roupa a ser

posteriormente observada sej a

P{Verde}

P{Azul}

P{ Lilás}

0,3

0,4

0,3
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Ao observar a peça de roupa em pouca luz, Você passa a acham que existe maior chance

de tal roupa ser nã(»Verde, mas ainda não consegue descartar completamente a hipótese de

que a roupa possa também ser Verde. Se Você atribui probabilidade a poslerior{ igual a 0.8

para o evento " a roupa é não-Verde", a Regra de Jearey nos fornece a seguinte opinião a
posícrí07'í para os eventos atómicos inicialmente considerados:

PrIAzul} = PrlVerdelP{AzuljVerde} + Prlnão-VerdelP{Azuljnão-Verdes = 16/35

PrlVerde} = 7/35

Pe{ Lilás} = 12/35

Como antes Você não sabe descrever em palavras o acontecimento que provocou a mu

dança de sua opinião sobre os elementos da partição formada pelos conjuntos E = {Verde}

e E = { não-Verdej}. Apesar disto, a Regra de Jefrrey permite a atualização de suas proba-

bilidades iniciais para uma nova medida Pr exigindo apenas que Você declare sua opinião a

posZerior{ sobre os eventos E e E, poupando o esforço mental que Você teria pala eliciar sua
opinião sobre todo evento de interesse.

Um dos inconvenientes da Regra de Jeffrey é que ela não fornece mecanismos para a

obtenção da opinião a posferáorá para os elementos da partição. A tarefa de eliciar novas

opiniões sobre estes elementos pode ser tão psicologicamente complexa quanto a de declarar

a distribuição de probabilidade a p7'porá - o que depõe contra o uso da Regra de JefTrey em
algumas situações.

Outro inconveniente da Regra de Jefírey é que, como está definida, esta não nos for-

nece uma opinião a posferiorá esteticamente coerente isto é, não fornece uma medida de

probabilidade a posíeráorí. Perceba que particularmente no exemplo acima Você é coerente

a posferÍor{ e nesse exemplo íoi considerado que todas as probabilidades condicionais nos

eventos E e E permanecem inalteradas a posteriori. Desta forma JefTrey(1992) fornece o

seguinte resultado estipulando condições para a coerência (estática) das atualizações feitas

através da Regra de Jearey.
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Teorema 2.2.1 Sda (Q, Á) u«z espaço de proóaóí/idade qua/quer com ç2 renu7nerát;e/9. Con-

;i'í'" "m« e««f. .4-m'««,á«/ .4 e s«p.«À' q«. p«« Í.do Ef € f, &(Ei) > 0 são co«À.-
lidos. Então,

Pr(.A) P(.4lE.)Pr(.E:) (2.2)

se, e somente se, para iodo Á C .4 e pata lodo E C segzze gue

P(.4lEi) = Pr(.4lEi).: (2.3)

Prova: Para suficiência basta notar que para cada ,4 C .4 e para qualquer medida Pr
definida sobre (Q, .4)

>l: p(Álz;)pr (z;) >l: Pr (.A l-E;)Pe (E.)

}: &(.A, .E.)

Pc(.4, Uic/Eí) = Pr(.'i)

Para mostrar a condição necessária basta provar que a expressão (2.3) vale para os átomos

Se u € Ef então usando a hipótese obtém-se:

&({«,}, E{) Pr({«,})
Pr(.Eí) Pe(.Eí)

p({«,}l .E. )&( -E. )
Pr ( .Ei )

p({«,}lz: ) ,

iSe, ao invés de eventos condicionais em Q, tivéssemos considerado eventos condicionais da forma .4lB,
cona .A e B pertencentes a .4, a Regra de JefTrey tornar-se-ia

Pr ({«,}l-E; )

Pr ('llB) = >ll: P('llB, E.)Pc (.E.l.n)

e a J-condição a ser verificada assumiria a seguinte forma:

P(.4lB, Eí) = Pr (.AI.a, Ei)
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caso contrário, temos Pr({wllEi) - 0 = P({wll.E{). Ou seja, se vale a hipótese, temos que

para todo u € Q e para todo Ei C f tal que Pr(.Ef) > 0,

Pr({«,}lEi) = P({«,}lZf)

Considerando .4 como a união de alguns átomos de Q, os Axiomas de l<olmogorov con.
cluem a prova do teorema.

0

Este teorema nos fornece uma condição para a. validade da Regra de Jefrrey. Se a in-

formação recebida de maneira imprevista aduar sobre seu conhecimento de tal forma que a

condição (2.3) possa ser julgada válida (pol Você) e se provocar mudanças exógenas para

valores estritamente positivos apenas nas probabilidades de eventos pertencentes a uma

partição do espaço amostrar, a Regra de JefTrey diz como Você pode estender a medida Pr

para os outros eventos de .4, coeientemente.

A condição (2.3) é chamada de J- Condição e é consequência dos julgamentos que Você

faz a priori e a posteriori sobre os eventos condicionais de interesse - isto é, a J-condição

não pode ser matematicamente verificada. Em muitas situações, julgar válida a J-condição

pode não ser razoável como ilustra o seguinte exemplo.

Exemplo 2.2: Suponha que num hospital serão realizadas três transplantes de fígado
utilizando um novo procedimento cirúrgico. Considere a variável aleatória

1 1 se a z- esima cirul'gia é sucesso

1 0 caso contrário

para { ' 1, 2, 3. Considere os eventos E = {Xi = 1]. denotando a primeira cirurgia é sucesso

e a variável aleatória Ar = }i:2;;. X{ que conta o número de sucessos nas três cirurgias

Inicialmente, Você julga que

X Z

P(.N

P( ]v 1/4
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p(]v = 2lz) = 2/4

p(x = 3lz) = i/4

Suponha que Você receba a. informação de que este mesmo procedimento cirúrgico foi

realizado no Hospital das Clínicas e dentre os 100 pacientes submetidos à cirurgia, 94 foram

bem sucedidos. Neste caso, não parece muito razoável continuar considerando PE(.N =

3lZ) - 1/4. Intuitivamente, esta informação nos leva a pensam que Pr(/V = 3 E) é muito
maior que 1/4.

Julgar válida a J-condição aqui não nos parece razoável e, por conseqüência, a atualização

de probabilidades através da Regra de Jeffrey não é viável.

O exemplo anterior também ilustra que não é possível fazermos uma verificação algébrica

da J-condição. A avaliação da J-condição é completamente subjetiva e pessoal como são

os julgamentos de independência e permutabilidade e a avaliação de probabilidades - todos

frutos de sua percepção sobre o objeto desconhecido.

No entanto, é possível estudam características da partição de Q, gerada pelo recebimento

imprevisto de informação, que permitam garantir a atualização de probabilidades via Regra

de JefTrey. Diaconis e Zabel1(1982) notam que se a informação recebida faz com que Você

particione o espaço amostral de tal forma que esta partição seja suficiente para a família

{P, Pr} temos como conseqüência da definição de partição suficiente f = {.Ei,{ C /} que

para todo u C Q e pala todo Q C {P, Pr} existe uma função real g definida em Q tal que
para todo .Ef C .f

Q({',}lz{) = g(«,). (2.4)

(Ver Peneira el a/H (1993 - cap 6) para resultados de suficiência.) Então sob suficiência temos

que P({wllEi) = Pr({wllEi) para todo Ei € f e para todo u C Q. Conseqüentenlente, se f é

uma partição suficiente para P ' (P, Pr} a J-condição é verificada viabilizando a atualização

de P através da Regra de Je#rey.

Encontrar uma partição suficiente para P é sempre possível uma vez que a partição trivial

f = {u : w C Q} é sempre uma partição suficiente para P'. Nestes casos, o uso da Regra
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cle Jeffrey para atualizar probabilidades é viável pois a J-condição é verificada mas para
qualquer evento ,4 C .,4 temos

&(Hl{«,}
se w C Á
caso contrário

e por conseguinte temos

E P(.41{«,})Pr ({«,} )

:: &({',})

ou sela, o uso da Regra de Jeffrey equivale a uma relaxação completa de probabilidades

Pr (.4)

Interessa-nos termos situações onde seja exigido um núnieio pequeno de declarações de

novas probabilidades. Poi este motivo, a. partição gerada pela nova informação deveria con-

ter o menor número de elementos possível. Diaconis e Zabel1(1982) estabelecem o seguinte

resultado o qual fornece uma versão alternativa para a Regra de JefTrey e que garante a

existência de uma partição suficiente mínima para a qual a Regra de Jeffrey pode ser consi-

derada válida. Esta partição é a mais grossa pois cada um de seus elementos pode ser escrito

como uma união disjunta de elementos de alguma outra partição suficiente para P' e por isto

em muitos casos pode diminuir o número de ietaxações arbitrárias de probabilidades a serem

feitas ao usarmos a Regra de JefTrey, salvo naquelas situações em que a partição suficiente

mínima coincida com a partição trivial, como vimos

Teorema 2.2.2 Sejam P e -f)r medidas de pr'oóaóí/idades com suporte com m sopre Tlm

c.«/-*. "««..,á«/ Q. Se f = {E;,i € .r} é «m« P«liça. d. Q f«/ g«e P(E.) > 0 .

P(ÁI.Ef) - &(.AI.Ei) P«« íod. .'{ Ç Q e p«« lodo .E{ C e, .«fã. P«« «d« o C Q,

pc({"}) - 'gil;lÇp({"}), ;' '.' c .e.. (2.õ)

,4/ám d'"., ''R {« : ;gílH -,«, C Q} . E,
f" = {E,,z C R} é tina pa7'lição sugcienZe múfma para P' = {P, Pr}

z,co C Q}, então
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Prova : Primeiramente considere co C Ei . Como por hipótese P(.4lZ{) = Pr(.4lEí)

para todo Ei € € e para todo .4, podemos usar a Regra de JefTrey para o evento .4 = {w} e
obtemos

!: P({u114)&(4) {«,}1Z;)B(Z:)

ukEP''.'"o
$égl?p««n,

verificando a primeira parte do teorema

J
&({«})

Para a segunda parte, note da definição de E, que e* é uma partição de Q. Para verificar

que E'' é suficiente considere um elemento qualquer .E, C e'

Para todo o C E, temos, também pela definição de E,, que

&({«, } ) (2.6)

sd;«,c Q Então u C .E, para algum #. Para este z a expressão (2.6) fornece

&({«})
B(a)

«P({«., } )

E,.z, &({y})
P({«, } )

E,.., p({y})

Ç49? - p({"lla)-

rr ( ] w }l .Éb )

Concluindo que f* é uma partição suficient.e para P'

Considere uma partição qualquer .F = {Fj, .j C J} suficiente para P' onde J é um conjunto

qualquer de índices. Vamos mostrar que para cada =, E= é uma união disjunta de elementos
de.F
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Considere u C E,. Confio u € Q e como / é uma partição suficiente pata P' existe um

único .l$ tal que w C FJ. Daí, pela parte um do teorema e considerando que Çiil# = #, temos
que para cada w' C .l$

.B(!e:D {',})
}qGb ' }qU ' )?Ím - '

Portanto, Fj Ç E,. Desta forma,

- [Fj : H - ,] ' ,,.
Suponha, por absurdo, que exista w C E, tal que co « U IFJ : :Bilet = zl. Então existe

um FJ. € .F com FJ. gl U l.Z$ : $1l?? = al tal que co C FJ.. Como .F é suficiente para P'

lg- IH* « * « * -,.
Portanto, para todo w C E,, temos que

e corl] isto, verificamos que e* = {E, : a C R} é uma partição suficiente mínima

a prova.

«,cU a : :8 -«

Concluindo

D

Unia prova alternativa para este teorema pode sel obtida utilizando-se o teorema da

Fatoração de Fisher-Neyman e resultados de Blackwell e Girshick (1954 - pg. 221).

O seguinte exemplo ilustra o uso da Regra de Jeffrey na versão dada no teorema anterior.

Perceba, da parte um do teorema 2.2.2, que dentro de um mesmo elemento Eí da partição as

probabilidades de cada átomo são atualizadas multiplicando-se a probabilidade a priori por

um fator constante próprio daquele elemento da partição - ou seja, a informação recebida de

forma imprevista não discrimina átomos de um mesmo conjunto da partição.

Exemplo 2.3: Sejam ,4, B e C' corredores que disputam a prova dos cem metros livres.

.4 tem tido mal desempenho nas últimas corridas em que participou e por isso Você acredita
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que a chance dele vencer esta prova é pequena. Inicialmente Você atribui as seguintes chances
para a vitória de cada atleta:

P(H)

P(B)

P(c')

Chega inesperadamente aos seus ouvidos a informação de que os atletas B e C' tiveram

alguns problemas de saúde na última semana antes da prova e por isso o treinamento deles

não pode ser realizado de maneira satisfatória. Esta informação (que favorece .4) não era

previamente suspeitada por Você e faz com que Você passe (arbitrariamente) a acreditar que

a chance de .A vencer aumenta para 1/2.

Considerando a seguinte partição

E: e E, {B,C'}

verificamos que, com a nova informação, sua opinião atualizada sobre E2 é .f}(.E2) = 1/2 e
com isto,

Pr(E2) 1/2 11
P(E,)

Agora a nova informação não permite distinguir entre B e C'. Então usando o teorema

2.2.2, verificamos que a influência na nova informação sobre sua opinião faz com que as
chances de vitória de B e a passem para

Pr(.B) - -!.# - .!11 18 18

pr©) - :;!.!! . .411 18 18

O teorema 2.2.2 constrói uma partição suficiente mínima para P' a partir das probabili-

dades retaxadas, mas não garante que a partição construída seja não - trivial. Se no exemplo

anterior a informação recebida permitisse tambén] uma distinção entre B e C', a partição
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suficiente mínima seria a trivial e portanto a atualização de probabilidades consistiria em

uma reavaliação (arbitrária) completa das probabilidades iniciais.

Perceba também que o uso do Condicionamento Bayesiano visto no capítulo anterior

seria aqui inapropriado, pois a. informação recebida inesperadamente não o leva à certeza
sobre vitória de .4.

Partindo da definição 2.2.1, percebemos que ao atualizar sua opinião sobre um evento

qualquer .4 pela Regra de Jeffrey, quando P(E{) # 0,Vi C /, esta atualização é feita através

do produto de uma função influenciada pela informação não - programada pela distribuição

a priori atribuída a ,4, como pode ser visto na seguinte relação

&'(Á) = }: P(.41.E:)Pr(.E{)

E1 8PprWDPG©.

Fora casos particulares como este, atualizações de probabilidades feitas usando a Regra

de Jeffrey nem sempre são alguma forma de condicionamento no sentido de existir alguma

função que propicie a atualização da distribuição de probabilidades a p7'ãor{.

Quando P(E'i) = 0, para algum { C /, a escolha a ser feita para o valor de P(ÁI.EÍ) é

arbitrária. Sendo assim, supondo P(Ef.) = 0 e considerando Pr(.Ei.) > 0, uma atualização
de probabilidades através da Regra de Je#rey torna-se

p* - E !(gli!;l-CBp(.'D + p(.'llz;.)p'w;.),

o que não necessariamente é da forma /( )P(Á), onde / é uma função real não.-negativa
qualquer.

(2.7)

Apesar disso, observamos que o Condicionamento Bayesiano usual é un] caso particular

da Regra de JefTrey. Este fato pode ser apreciado no seguinte resultado encontrado em
Je#rey(1992).

Teorema 2.2.3 Soam P e Pe medidas de proóaó{/idades de$nidas sopre (ç2,.4), com Pr

obtida de P attaués da Regra de Je$rey. Considere 8 = \E,Ê) umcl partição de ç\ com
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0 < P(E) < 1. Se Pr(E) = 1, p.zra qua/quer eoenío ,4 de Q, lemos

Pr(Á) (2.8)

Prova: É conseqiiência imediata das hipóteses e da definição 2.2.1

Este teorema ressalta mais uma vez que o Condicionamento Bayesiano usual também

permite mudanças exógenas de probabilidades sobre elementos de uma partição de Q. Para

que o uso do Condicionamento Bayesiano seja justificado a informação não-programada ou

obtida através de alguma percepção sensorial deve conduzir Você à certeza sobre algum dos
eventos da partição.

Na próxima seção discutiremos mais algumas questões fundamentais sobre a Regra de

JefTrey, apresentando resultados estabelecidos por Diaconis e Zabel1(1982) sobre comutativi-

dade desta regra de atualização de probabilidades. Também abordaremos as implicações da

violação da Lei de Cromwell à luz da Regra de Jeffrey, o que não encontramos na literatura.

2.2.2 Comutatividade e um Pouco Mais de Fundamentos

Um aspecto importante das atualizações de probabilidade feitas através do Condicio-

namento Bayesiano é que este procedimento não permite atualizar probabilidades que eram

inicialmente zero quer dizer, o Condicionamento Bayesiano usual não fornece probabili-

dades a posferÍor{ nã(»nulas partindo-se de probabilidades iniciais nulas. Por este motivo

costuma-se dizer que um Bayesiano não deve violar a Lei de Cromwell (O'Hagan(1994))

- isto é, não deve atribuir probabilidades zero a eventos que julga seieni pouco prováveis de
ocorrer.

Com a Regra de Jearey a situação é'um pouco diferente. Por permitir retaxações ar-

bitrárias de probabilidades sobre eventos de uma partição de ç2, nada impede que Você

atribua posteriormente probabilidade não-.nula para algum evento desta partição que Você
a pr or{ considerava improvável.
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O mesmo não ocorre, no entanto, se o evento .4 não for um evento da partição. Neste

caso, a probabilidade a poster or para Á dada pela Regra de Jefrrey é também nula, pois

&('1) !:ç1l:b;!;(:ua(z;)

Ou seja, desde que a todos os elementos da partição sejam atribuídas probabilidades a

priori não-nulas, a Regra de JefTrey não permite atualizar probabilida.des de eventos jul-

gados inicialmente improváveis. Desta forma, a Lei de Cromwell poderá ser violada sem

conseqüências indesejáveis em atualizações feitas pela Regia de JefTrey apenas quando Você

estiver certo que todo evento para o qual Você atribuiu probabilidade inicial igual a zero per-

tencerá à partição gerada pela informação que Você receberá - o que, se puder ser antecipado,

depõe contra o caráter imprevist.o do recebimento desta informação.

Outro aspecto importante a ser explorado é a comutatividade de atualizações feitas

usando a Regra de Jeffrey quando mais de uma informação não previamente antecipada

é recebida. Quando o Condicionamento Bayesiano é utilizado para atualizar probabilidades,

a ordem em que as informações são incorporadas em sua opinião não afeta a distribuição

a poslerior{, ou seja, o Condicionamento Bayesiano é comutativo como pode ser visto no

teorema que segue.

Clonsidere € = {.E, -/?} a partição de Q gerada pelo conhecimento de uma dada informação

e / = {/', /'} uma outra partição de Q gerada ao tomar-se ciência de uma outra informação.

Defina Pr (e, analogamente,Pr) como sendo a nova medida de probabilidade atualizada

partindo-se da distribuição inicial P após o conhecimento da informação que gerou f (/) e

considere Pr/ (PFC) como sendo a medida de probabilidade obtida partindo da distribuição

a priori Pr (P/) após o conhecimento da informação que gerou .f (e).

Teorema 2.2.4 Se as alma/ cações são /ellas através de CorzdÍcáozzamenío BayesÍano e se

PÇE. F) + q então PCr = Pre

Prova: Sda 4 um evento qualquer de ç2. Como P(E, /') # 0, verificamos que

Pr,'(.4) &(.AI/')
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p(.'l, r'lz)
p(r'l.B)

p(.a, zl/')
p(zlr')

Pr(,4,E)
Pr(E)

P/f(Á).

Portanto, o Condicionamento Bayesiano é comutativo

D

Ao fazermos usos sucessivos da Regra de JefTrey para atualizarmos probabilidades, além

de realizei testes subjetivos para a J-condição en] cada estágio, nos deparamos com a não -

comutatividade da Regra de JefTrey como é ilustrado no exemplo que segue.

Exemplo 2.4 : Um crime é cometido e existem quatro suspeitos sob a mira da polícia

identificados por Á, B, C' e -Z). Inicialmente, não existem provas concretas que permitem

incrimina.i qualquer destes suspeitos o que leva o detetive X a pensar que todos eles têm a

mesma chance de ser o culpado, isto é, para X

P(.4) = P(B) = P(0) = P(0) = 1/4,

onde o evento &/ representa que o suspeito .A/ é culpado

Após algumas investigações o detetive X encontra evidências de que o criminoso é canhoto

e na opinião dele a chance do criminoso ser canhoto é 0, 8. Esta informação gera a seguinte
partição:

E- } : {C',D},

com rr(Z'i) = 0, 8

Para X as probabilidades condicionais em .Ei e eni E2 a poslerÍor{ são iguais às proba-

bilidades a priori condicionais nestes mesmos eventos e com isso utilizando o teorema 2.2.2,
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obtém-se

Pr(.4) = Pe(B) = 0, 4

Pr(C) D) = 0, 1.

Novas investigações são feitas e X descobre que o criminoso poderia ter sido uma mulher

com probabilidade (a seu ver) 0, 7. Esta informação induz a seguinte partição:

& {.A, B} e F2 - {C', O},

com P.-/(F]) = 0, 7

Para À' as novas probabilidades condicionais em elementos desta partição são idênticas

às probabilidades condicionais nestes mesmos eventos determinadas apenas com base na

primeira informação. Sendo assim que ele usa a Regra de JefTrey para atualizar suas proba-
bilidades obtendo

Pr,'(Á)

Pe,' (c' )
Pc/'(Z?) = 0, 35

&,'(D)
(2.10)

(2.11)

Suponha agora que as informações tenham aparecido em ordem inversa, isto é, a primeira

evidência da qual X tomou conhecimento foi a de que o criminoso poderia ter sido uma

mulher com probabilidade 0,7 e depois X tomou ciência que o criminoso poderia ter sido

um canhoto com probabilidade 0, 8. Supondo válida a J-condição em cada passo e fazendo

cálculos análogos determinamos que

P/e(Á) = Prf(B) = 0,40

Pr.(a) = Prc(-0) = 0, 10.

(2.12)

(2.13)

Comparando os resultados obtidos em (2.10) e (2.12) poi exemplo, verificamos que

(2.14)

e, portanto, o cálculo de distribuições a poster or{ através da Regra de Jeffrey é alterado

pela ordem de chegada das informações

PEF + PFe
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Perceba que para obter-se .l)'a/ ( segue analogamente para Prf) foi necessário verificar a

J-condição em cada passo, isto é Você teve que julgar válidas as seguintes igualdades

&(.IE, p( .1-8: )

&,(.l&) - 4(.1a:

j c /

.j c J.

Sob que condições a comutatividade também é uma propriedade da Regra de JefTrey?

Diaconis e Zabel1(1982) estabelecem que se há comutatividade nas avaliações de probabi-

lidades feitas para os elementos de ambas partições, então esta propriedade estende-se ao

espaço todo, permitindo a comutatividade das atualizações realiza.das pela- Regra de Je#rey.

Formalmente, se é razoável considerar que

Pr(E{) = Prf(.Ei) = Pí j C /

PTÇFj) = PerÇFj) = qi :l c J,

Diaconis e Zabel1(1982) estabelecem o seguinte resultado

(2.15)

(2.16)

Teorema 2.2.5 Suponha válidas as condições (2.15) e (2.16). Se Pre(Fj) = qj e Pfrl.Ei) =

pi para todo iC l e para todo j € J, etttão

PeF= PFE (2.17)

Prova: Segue do teorema 3.2 de Csiszár(1975) que garante que Prf e Pr.r sào as l-

projeções de P sobre o conjunto de medidas C = {A/ : Q --} lO, ll : .A/(Ef) = p{ e .'l/(Fj) =

qÍ, { C /, .j € J}. Como C é um conjunto convexo, a unicidade da l-projeção é garantida

(teorema 2.1, Csiszár(1975)) e portanto,

Pera Pre

D

OBS: Csiszár(1975) define l-projeção de uma medida P sobre um conjunto de medidas
C como a medida Q C C tal que

.r(c?, p)
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onde

/(Q, p) JÇ"'gça/'
l too

e q é a densidade de Q com respeito a P

Para ilustrar a importância da hipótese do teorema. anterior na constatação da comu-

tatividade das atualizações feitas através da Regra de Je#rey vamos considerei o seguinte
exemplo:

V

se Q << P

se P <.< Q

Exemplo 2.5: No exemplo 2.4, verificamos que as condições (2.15) e (2.16) são aceitas
por constatar que

&(.E- )

Pr ( .E: )

/)Fc(EI) = 0, 8

f(E2) = 0, 2,

e

&(&)

&(&)

Pr/'(FI ) = 0, 7

Pr/'(F2) = 0, 3

Apesar disso, determinamos que não existe comutatividade dentro das partições pois

&,'(E:) = 0, 7 # 0, 8 = Prf(E:),

seguindo, pelo teorema anterior, a não comutatividade das atualizações feitas pela Regra de
JefTrey.

Perceba que para a verificação de comutatividade da Regra de JefTrey é inicialmente su

posto que as probabilidades atribuídas a elementos das partições, modificadas de maneira

exógena, são mantidas fixas (isto é, consideram-se as condições (2.15) e (2.16)). Por exemplo,

não importa se sua opinião a pr or seja P ou ajá atualizada pelo recebimento da informação

que gera f, Pe, ao tomar conhecimento da informação que gera /' suas atribuições de pro-.

babilidades sobre elementos de / é tal que Pr(FJ) = Pr/(Fí),V.j. Esta suposição insinua

um certo tipo de independência entre as informações para que a comutatividade possa ser
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constatada. De fato, o conceito de Jefrrey conlutatividade esta. vinculado a um conceito de

independência mais fraco que o habitual - a JefTrey independência. Este conceito de Jefrrey

independência foi estabelecido por Diaconis e Zabel1(1982) e revela as características que

sua opinião deve ter para que duas partições soam independentes de acordo com a Regra de
Jearey.

Considere P como sua distribuição a priori e {pi, ie /} e .[çj,.j C J]} como definidos nas

expressões (2.15) e (2.16).

Definição 2.2.2 rle#tey /ndependérzc aJ

4s parlfções C = {.Ei,iC /} e /' = {.rU,.j C J} de ç) são Je#rey-ÍndependenZes com respeÍío

« p, {p.,{ c .r} . {çj,.j c J} ..

PÇFi) 3 ç: J

P(Ei) i ç: l.

(2.18)

(2.19)P,(E;

Clonsidere Prr e Prf como as probabilidades obtidas através de mudanças sucessivas pela

Regra de Jearey. O conceito de JefTrey independência é conectado à conlutatividade pelo

seguinte teorema.

Teorema 2.2.6 (.;olzs acre P, {pi, C /} e {çj,.j C J} dadas. Então, Per = Prf se, e

somerzle se, € e /' são Je#rey ándependenfes com respeÍlo a P, {p{,{ € /} e {ai,.i c J}.

Prova: Seja ,4 um evento qualquer de ç2 e suponha válidas as J-condições referentes às

mudanças sucessivas via Regra de Je#rey que seguem. Neste caso, obtemos:

&,'(.'!) - E &(z')&','(pj);fÊlj2lÊ-Í
P(.4, &, .E{)

;';«'HãÜM, (2.20)

e. também)

Prf(.4) E p;(&)B'.(.E.) P(.4, F, , .E;)
P(F,)Pr(.E.)
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;«.,.#89g.
Como por hipótese, Pr/ = .fbf temos que

; '',' ' '; ":..;%2#, p.")
para todo ,4. Em particular, vale pala Á - {.Ei., .l$.}. Substituindo este valor na expressão

(2.22) acima obtemos

l2.2i)

P(Ef.)Pr(P«) )Pr(.E{.), V Ío, .j.. l2.23)

Então somando-se os dois lados da igualdade em (2.23) em .jo obtemos

P(Ei.) ), Vio. (2.24)

Analogamente, somando (2.23) em {o obtemos

P(F,.) Pr(C.), V.jo. (2.25)

Portanto, é' e .F são Jeffrey independentes

Por outro lado, se P(.Ei) = Pr(E{) para todo { C / e P(8)
temos que

PÇEi)PeÇFj) = P(Fi)PTÇE.) Wi,j.

Pe(Fj) para todo .j C J

(2.26)

Então voltando a (2.20) concluímos que

Pcr= Prc

D

Pala verificar a comutatividade, além da suposição de Jeffrey independência é necessário

manter as considerações iniciais sobre as probabilidades para os elementos das partições

atualizadas pelas informações que as geraram. A saber, são consideradas fixas

Pr(.E{) (Ei) = Pi Vi

PFÇFj) = PEFtFI) = qI ''J:I.
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O próximo passo é verihcar que a JefTrey independência é mesmo um julgamento mais

fraco que independência. No sentido usual, duas partições € = {.Ef, iC /} e / = {/S,.j € J}
de Q são independentes com despeito a P se

p(z.lr,)
p(p,lz;)

(2.27)

(2.28)

para todo i e para todo .j. Perceba que as condições (2.27) e (2.28) são equivalentes se
P(.E:) # 0 e P(F.) # 0.

Teorema 2.2.7 1)uas parííções f e .F são ándependenfes com respeito a P se, e somente

se, EI e F são Je$tey independentes com. respeito Q P e a todas as possíveis escolhas de
{pi,á C /} . {ÇI,.j C J}.

Prova: Suponha € e / sejam independentes com respeito a P. Para todo j C J e pela
condição anterior temos:

&(8) )l: Pr (.E;)P(F, IZ.)

>ll: p.p(8 )
Í€/

Analogamente, temos para todo iC / que

PF(-E{) = P(Eí)

Portanto, € e / são Jearey independentes

Por outro lado, suponha por absurdo que f e .F' não são independentes. Então existem
ío e .jo tais que

p(8. 1z..) # p(8.),

isto é, sem perda de generalidade, para ío considere

p(8. 1zf.) ) + á,
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onde (í é um valor não - nulo apropriado e suponha que pala todo i # í.

p( a. lz; )

Considere que p.-. = l

Pc/(Ef.) . Oeste forma,

c para c > 0 suficientemente pequeno onde pi. B(Eí. )

&(a.) >l: e(z; )p( 8. 1-E{)

Pr(E;.)P(ã.IE..) + >1: Pr(E.)P(8. 1Z:)

(p(r«) + á)(1 - ') + p(8.) >1: p:
z #: zo

ó(i - ') + (i - ')p(8.) + .p(&.)

á(l - c) + P(8.) # P(8.),

Z

contradizendo a hipótese

Portanto, € e .F são independentes

D

Este teorema mostra que se Você verifica a JefTrey independência de € e .F com respeito as

suas particulares declarações de probabilidades P, {pf,iC /} e {çj,.j C J} esta constatação

não garantirá independência de € e .F, no sentido usual.

Antes de exibirmos um exemplo que ilustre esse fato vamos considerar o seguinte al-

goritmo que permite verificar mais rapidamente a JefTrey independência. Este algoritmo

bem como os resultados apresentados nos teoremas 2.2.6 e 2.2.7 podem ser encontrados em

Diaconis e Zabel1(1982).

Considerando o Coeficiente de Dependência de Johnson, a saber

PtEi,Fi)
P( .E. )P{ }Ü ' (2.29)

Diaconis e Zabel1(1982) constatam que

H ' ;":.«: - ;g. (2.30)
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Então para que f e .F sejam Jeffrey independentes com respeito a P, {pi,í C /} e
{qJ,.j € J} basta verificarmos que

>ll: ';jp. (2.31)

Usando o resultado acima facilmente verifica-se no seguinte exemplo que Je#rey inde

pendência para particulares pi's e qj's não implicam em independência.

Exemplo 2.6: Considere a seguinte tabela

Perceba que f e .F não são independentes pois

P(E;,F3) Ü &)P(Fa)

mas, considerando Pr(Ei) = pí e Pr(FJ) = qj constatamos que pala .j 1,2,3

(2.32)

implicando que

P3 = (1 - P)/2,

para algum p C lO, ll

Similarmente, para i 1, 2, 3, obtemos
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E ';jq, - l
para algum q c lO, ll.

J
qi = q e q2 = q3 = (1 -- q)/2. (2.33)

Então tomando por exemplar = 1/2 e q = 1/3 temos que é' e /'são JefTrey independentes.

Em particular, se pelo menos uma das partições possuem apenas dois elementos, Jefrrey

independência para particulares pi's e qj's é sinónimo de independência, como pode ser visto

no teorema a seguir.

Teorema 2.2.8 Se pe/o menos uma das parZÍções € e / posstzem apenas do s e/emenlos,

JejjreU independência para P, \.pi.i C ll e \qi.j C J\ dadas é equiuatente a index)Cadência

com respeito Q P

Prova: A condição suficiente é conseqÍiência imediata do teorema 2.2.7

Para a condição necessária, considere f = {E, .É} com Pr(E) = p # P(.E) e uma partição
qualquer .F

Suponha, por absurdo, que € e .F não são independent
.jo tal que

p(.El&.) # p(z).

Considere A :: PlllÍBiiiiEb, X; # 1. Consequentemente, temos que

p( .E le. )

Como € e / são J-independentes, usando (2.31) obtemos para todo .j

"pÍlg:i%-í -- o - d p( .ê 18 ) l

Em particular, temos pala .j = .jo

pk 't ('l - p)!:il:l:!'lllÊl- = ~
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:+ P(k - l) = (É - l)P(E)

::> P

:+ Pr(E) P(E) 9

o que contradiz a hipótese

Logo, € e .F são independentes

D

Esses últimos resultados nos permitem verificar a possibilidade de comutatividade cona

base na distribuição a priori P - se as partições € e / são independentes, no sentido usual,

com respeito a P, a.tualizações sucessivas feitas via Regra de JefTrey são comutativas.

Um outro aspecto interessante de atualizações sucessivas via Regra. de JeRiey é (lue,
sobre certas hipóteses, atualizar sucessivamente considerando € e depois .F fornece o mesmo

resultado que uma atualização direta considerando uma pa.Feição Ç = é' x .F = {lEi, FJ}
E. € e, & C /'}.

Considere P como sendo uma medida de probabilidade definida sobre (Q, .4). Sejam Pr/-

a medida de probabilidade obtida atualizando P após receber € e sucessivamente .F e Pç

a medida de probabilidade obtida de P após o conhecimento de Ç, ambas definidas sobre

(ç2,.4). Considere P(-Ei, Fj) # 0 pala todo {E{, FJ} C g.

Teo«ma2.2.9 S«p.«A.&(.l.E.) IE;),Pr,(.IF,) IG)ePç(.IE;,F,) IZ;,8)
para todo Ei C E e para todo Fj ç: F. Se PçÇEi,Fi) = PerÇEi.Fj) pata todo \Ei,Fi\ ç: Ç
então tem.os que Pç = PCr.

Prova: Seja ,4 um evento qualquer, .4- mensurável. Cromo a J-condiçã.o é suposta válida,

sabemos que Pç é obtida de P via Regra de JefTrey. Desta forma e usando as outras hipóteses
obtemos:

Pç ( .'1 ) >: P(ÁI.E., FJ )Pç (.E; , F, )
z.7
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E 'eÉ%!ÊPpe,'w., rD

E PG'l, z;, rn!;l;l;lZ71:P - a','G'u .

Logo, Pç = Prr

D

Fazendo a conexão com suficiência e supondo que Prr Pç, JefTiey(1992) propõe

Teorema 2.2.10 Se é rn.a paríáçào slz#cáenle para {P, Pr} e se .F (í uma parZÍção su#.

cÍenle para {Pç, Pr}, então Ç é ?zma parZiçâo su#cienle para {Pç, P}.

Prova: Seja .A um evento qualquer pertencente a .4 e seja {E{, FJl} C Ç
hipóteses verificamos que

Usando as

Pa (.4 IZ., a ) pç (Á, z: la)
pç (z. la )

Pc (.A, E{ la )
pe (z. lã )

!:l#i:/Id:1la E.,8).p(r,l.E:)

Portanto, Ç é suficiente pala {Pç, P}

Perceba que sob as hipóteses acima ,

Pç(Ef,P.) Pr(Efl&)Pç(FJ) Pç(&)Pr(Ef)
P(E;,F,) &(r,IZ{)P(.e{) ' PC(81PIÉJ

Ou sqa, se para Você f é suficiente para {P, Pr} e / é suficiente pala {Pç, Pe}, atua-

lizações sucessivas utilizando a Regra de JefTrey primeiro em f e depois em .F, fornecem o
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mesmo resultado que uma única atualização com base na partição Ç = f x .F. Note ainda

que o julgamento de suficiência é tào subjetivo quanto a verificação da J-condição. Rlais

alguns outros comentários e discussões fundamentais sobre a Regra de Jefrrey podem ser

encontrados em JefTrey(1992) e Howson e Urback(1993).

Diaconis e Zabel1(1982) exploram algumas outras propriedades matemáticas da Regra de

Jeffrey. Uma proposta para atualização mecânica de probabilidade via Regra de Je#rey

isto é, sem a necessidade de um teste subjetivo para a J-condição - suite ao estabelecerem

que a medida de probabilidade Pr obtida de P através da Regra de JefTiey é a medida mais

próxima de P (em algum sentido), dentre todas as medidas Q que atribuem mesmo valor

aos elementos da partição, isto é, dentre todas as medidas Q tais que C?(-Eí) = Pr(Ei) = p{

para todo E{ C e. Diaconis e Zabel1(1982) provam que esta medida .rt (dada pela Regra de

Jearey) é a única medida satisfazendo a condição acima que minimiza a distância de Hellinger

e o número de l<ullback-Leibler, quando estes são calculados com relação a P. Além disto,

Pr é uma das medidas minimizadoras da distância de Va.nação Total com respeito a P,

quando consideramos todas as medidas (2 tais que C2(-Ei) = /}(E{) para todo Ei € e.

Baseado em resultados sobre l-projeção apresentados por Csiszár(1975), Diaconis e Za-

bel1 (1982) também apresentam um procedimento mecânico para atualizações sucessivas via

Regra de JefTrey com base no IPFP (lterated Proporcional Fitting Procedure). Esta técnica

é muito usada para ajustar tabelas de contingência cujas marginais são fixas, partindo-

se de uma tabela inicial conhecida. Csiszár(1975) prova que este procedimento de ajuste

converge para a l-projeçào da tabela inicial sobre o conjunto de todas as tabelas cujas
marginais coincidem com as marginais consideradas. Desta coima, imaginando que as co-

lunas formam a partição f e as linhas a partição / cujos elementos terão suas probabi-

lidades retaxadas, obteremos mecanicamente as probabilidades obtidas via Regra de JeF-

írey a qual, como vimos antes, é a l-projeção da distribuição a prior sobre o conjunto

{Q : Q(Ei) Q(4) = ai,vj,.i}.

Leitores interessados em maiores detalhes sobre atualizações mecânicas de probabilidades

podem consultar a seção 5 de Diaconis e Zabel1(1982) e também poden) encontrar explicações

sobre o IPFP em Fienberg(1970) e Csiszár(1975).
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Nas próximas seções apresentaremos alguns resultados inéditos sobre a Regra de JefTrey,

explorando sua versão preditivista e uma definição para conjugação segundo a operação

definida pela Regra de JefTrey. O leitor também poderá encontrar uma aplicação prática da
Regra de Jefrrey no capítulo 5 deste trabalho.

2.3 A Regra Preditivista de JeHrey

Em muitas situações, nosso interesse está em fazer inferências sobre objetos observáveis

porém desconhecidos considerando os resultados já observados de objetos julgados (de al-

guma forma) similares ao nosso objeto de interesse. Por exemplo, um médico ao fazer

comparações da eficiência de dois tratamentos levando em conta a informação obtida da

reação de seus pacientes a cada tratamento esta de fato interessado em saber qual trata-

mento aplicar ao próximo paciente que chegar no seu consultório pala que este sqa curado
mais rapidamente.

Em situações como esta (que essencialmente é a mesmas vista nas seções anteriores salvo

pela particular estrutura do espaço anlostra] envolvido - a saber, aqui Q = Qi x Q2 x

onde Q{ pode ou não ser um conjunto enumerável) também é possível ocorrerem informações

não previamente consideradas, embora relevantes para a inferência, as quais deverão ser

incorporadas na opinião do médico para que tome suas decisões utilizando toda a informação

disponível (ver exemplo 2.2 na seção 2.2). Como antes, o uso da fórmula de Bayes para a

obtenção da distribuição a posferÍor{ neste caso nem sempre é viável o que, juntamente com

esta a particular estrutura de Q, nos motiva a explorar uma. versão para a Regra de JefTrey

quando alguma condição de invariância é percebida na seqüência de quantidades aleatórias

cujos valores serão usados para inferências. Ou sela, buscamos uma versão preditivista pala

a Regra de JeRrey que nos permita obter a distribuição a posleríor{ diante de imprevistos em

situações como a descrita acima. A esta regra chamaremos de Regra Preditivista de JefTrey.

Por Preditivismo entende-se a atitude de subordinar a existência de parâmetros a algum

julgamento de invariância sobre observáveis (\vechsler(1993)). Esta visão, sugerida por
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de Finetti(1937,1972), reforça a idéia de que tanto a função de verossimilhança quanto a

distribuição a pr or{ têna o mesmo caráter subjetivo - ambas fazem parte de sua opinião

preditiva sobre o processo. Considerando que o objetivo primordial de um pesquisador é

fazer afirmações sobre objetos desconhecidos (por isso, aleatórios) porém observáveis, paiece-

nos razoável sugerir a postura. pleditivista como a mais adequada para fazer-se inferências.

Uma discussão sobre estas idéias no contexto de populações finitas pode ser encontrado

em lglesias(1993) e para uma visão mais geral sobre preditivismo, sugerimos Bernardo e

Smith(1994) e Wechsler(1993). (Ver também a seção 3.1).

Para tornar mais clara a associação da Regia de Jearey apresentada na seção anterior

- onde ç2 é simplesmente um conjunto enumerável sem assumir qualquer estrutura parti-

cular com a Regra Preditivista de JeFrey que exibiremos posteriormente na proposição

2.3.1 consideraremos a. versão generalizada da Regra de Jearey, apresentada em Diaconis e

Zabel1(1982) e o Teorema de Representação de de Finetti(1937) para variáveis aleatórias
permutáveis.

Ao longo desta e das próximas seções deste capítulo denotaremos poi P* à distribuição de

probabilidade a posZerior{ obtida de P pela Regra de Jearey com respeito à a - álgebra .,4o,

onde P e P* são medidas de probabilidade definidas sobre (Q, .4) as quais interpretaremos,

respectivamente, como a sua opinião a priori e a posZeráor{ sobre eventos .4-mensuráveis.

Diremos que P é dominada por P* - abrevidamente, P << P* - se para todo .4 C .4 tal

q«e P*(..'!) = 0, temos P(.'1) = 0.

Definição 2.3.1 ÍRegra de Je#rey Gene7a/{zadaJ

Seja tn,A,P) lm espaço de probabilidade. Considere lma Roda medida de probat)itidade

P* degnida sopre .4 e tina su6-a á/geóra .4o de .4, .4o Ç .4. Sda C' um conlunfo .4o-

mensuráuel, tal que P(C) = 0 e suponha que P << F'* para subconjuntos .Ao menstiráueis

de ç\ -- C. onde P e P* são restrições de P e P' Q Aa, respectivamente. Se

.Ao é sz$ciente para l.P, P* }, (J-condição)
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Q Regra de Je$reU torna se

P*(Á) = Zz.o P(HI.4o)('o)dP'(a') + P*(Á,C'), VÁ c .4 (2.34)

072de P(.41.4o) é a proóaó{/idade colzdicÍana/ de Á dada ,4o. Se P' << P, pode-se Zor7zar C'

co«.o sendo o conjt.nto vazio.

Essa versão dada para a Regra de JefTrey surge naturalmente da definição geral de pro-

babilidade condicional, do julgamento de suficiência feito sobre .4o e por lembrei que C' é um

conjunto .4o mensurável. A existência deste conjunto C' na estrutura em que foi definido vem

ressaltam que a Regra de JefTrey permite partir de probabilidades inicialmente considei idas

nulas e obter, através de uma retaxação arbitrária, probabilidades a poster orí diferentes de

zero por incluir em sua expressão o termo P*(Á, C') - isto também ocorria quando Q era
apenas um conjunto enumeráve].

Note ainda que considerar a dominação de .P por P* em subconjuntos de Q -- C' , .4.-

mensuráveis e exigir que uma vez que a pziorí Você considerou um evento como provável
mesmo que com proba.bilidade baixa de ocorrência, a poslerior{ Você também deve atribuir

uma probabilidade não nula a este evento.

Como vimos na seção allterior, a definição 2.3.1 estabelece que quando a informação

recebida faz com que Você mude sua opinião inicial P sobre alguns elementos de .4 através de

uma relaxação arbitrária (por exemplo) sem alterar a opinião condicional nestes elementos,

a Regra de Jeffrey diz como você deve atualizar sua opinião sobre os demais eventos de .4.

Para atingir o objetivo proposto, além da definição 2.3.1, considere a seguinte versão do

Teorema de Representação de de Finetti(1937) para variáveis aleatórias permutáveis.

Teorema 2.3.1 r'Teorema (?era/ de EepresenlaçãoJ Sela Xi, X2, . . . zzma seqdéncja nán la

àe variáveis aleatórias permütáuei,s e com tei P. Então, existe uma TTtedida de probabitidcLde

Q de$nida sobre F - o espaço de todas ns funções de distribuições em R - tal que para todo

p(x- 5; ,-,. ..,x« $ .«) = .Â nZ:.r'(":)aQ(/')(2.3õ)
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.«d' Q é a P-/ei d« q«««/ád.de '/«íó,á« r' = ,Jh, Fn Fn = {Fn(3); --«, < * < m} o«d'
para cada. =

(2.36)
nla(,) - E: llx, $ ,}n

A prova desse teorema será omitida e pode ser encontrada, por exemplo, em Chow e

Teicher(1988) e lglesias(1993). Da representação (2.35) podemos interpretar llL;:f'(a;i) como

a P-lei de n variáveis aleatórias Xi,...,X. as quais são independentes e identicamente

distribuídas dado o objeto aleatório f' e r' pode ser vista como um parâmetro infinito-

dimensional cona P-lei Q.

Denote por o(.A) a o--álgebia gerada pelo objeto aleatório .4 e poi 6' a o-álgebra de
Borel definida sobre 7?.-

Proposição 2.3.1 Seja'P uma .família de medidas de probabilidades reli?tidas sobre l.R' , B' ),

petmütáueis. Sejam P e P' eleger\tos de'P. Então, P' é obtida através da Regra de Je$rey

de P, c'm «.p.ü. « a-á/geó« .% = a(/'), o«de r' = Jin. Fn ' Fn é ««.. . de#«{d. ««
"pressão (2.36).

Prova: O Teorema da Representação de de Finetti(1937), visto no teorema 2.3.1 es-

tabelece que para cada medida de probabilidade P' C P' que faz da sequência infinita de

q.a. Xi , À'2, . - - permutável, existe uma medida de probabilidade Q' no espaço de funções de

distribuições /' definidas sobre 7? tal que para qualquer n ? l,

p'(x: s; «:, . . . ,x« $ *«) - Á. n=-r'(";)UQ'(r')

onde Q' é a p'-lei do objeto aleatório F' anteriormente deânido.

Sendo assim, para cada função de F C .F

n=: :F(,.) p'(..v: $ #:, . . . , x« $ ««1r')

P'(X: $«:,...,.X«$"«1.4)(x), VP'C7' e VxCR". (2.37)

Note da expressão (2.37) que F é uma estatística suficiente para a família de medidas

de probabilidades que faz da sequência Xi, .X2, . . . permutável. Então, r' é uma estatística
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suficiente para {P, p'} e, conseqücntemente, temos que .4o é uma a-álgebia suficiente para
J l) l)+'l

Portanto, sob permutabilidade a J-condição para {P, p'} é verificada e fica garantida a

existência de uma medida de probabilidade Q' definida sobre /' tal (late,

P'(x: $ - l 9 ,x« $ =«) = 1.pi.x- $ ,, , .V« $ '«1.4o)(x) dC?*(x), (2.38)

para todo n ? 1, onde Q* é uma distribuição marginal de P'. Além disto, de (2.38) vê-se
que P' << P, concluindo a prova da proposição.

D

E possível mostrar que .4o é essencialmente a a-álgebra de eventos permutáveis (ver
lglesias(1993)).

Note que quando Xi, X2, . . . é permutável, tanto sob sua opinião a priori P quanto sob

sua opinião a poster or P* a sua opinião atualizada através da Regra de Je#rey é dada por

P*(x: $ «-, ,x« $ "«) - /,nl.r'(«.)aQ'(r'), v« 2 1 (2.39)

onde .F, F' e (2' são definidas na prova da proposição anterior e Q* pode ser interpretada como

a sua opinião sobre F reavaliada após o recebimento de alguma informação não previamente

considerada. A expressão (2.39) chamaremos de Regra Preditivista de Jeffrey para

medidas de probabilidade permutáveis.

O teorema anterior nos faz perceber que quando o julgamento de permutabilidade feito

a pr orí é mantido a posferiorí, após o recebimento de alguma informação não previamente

antecipada, a Regra de Jefrrey é sempre possível uma vez que a existência de uma a álgebra

suficiente é sempre garantida. Esta possibilidade estende-se para qualquer condição de in-

variância que gere um teorema de representação do tipo de Finetti como por exemplo os te-

oremas estabelecidos por lÇingman(1972), Smith(1981) e lglesias(1993). (Uma revisão sobre
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modelagem sob condições de invariância pode ser encontrada em Bernardo e Smith(1993)).

Nota-se também que quando algum julgamento de invariância é feito sobre a seqüência de

quantidades aleatórias, a Regra de JefTrey nada mais é que uma mistura da lei de quantida-

des a.leatórias independentes e identicamente distribuídas pela medida misturadora obtida

da medida misturadora inicialmente considerada através de uma mudança exógena. Por

exemplo, quando uma sequência infinita de variáveis aleatórias assumindo valores em {0, 1}

é considerada e definindo P' como a família de medidas de probabilidade P que fazem da

seqüência Xi , X2, . . . permutáveis, o Teorema de Representação de de Finetti estabelece que a

função de probabilidade de qualquer sub-seqüência XI , . . . , -V«, n ? 1, pode ser representada
como

P(.x 1 = #l, ,x« - /anL:o''(l o):'':aQ(o) (2.40)

onde Q é a P-lei da variável aleatória 0 = ,!!!U,>1:Xi/n. Neste caso, .4o = o(0); P(Xi
z-, . . . ,X« = z«l.4o)(x) = llE:i0''(1 -- 0)'''' é um produto de distribuições Beinoulli com

parâmetro 0 e a Regra de Jeffrey dada pela expressão (2.39) poderá ser obtida da expressão

(2.40) quando C? for substituída pela probabilidade atualizada arbitrariamente Q*

Exemplo 2.7: Um dos procedimentos cirúrgicos que vens sendo realizado comumente no

Hospital das Clínicas é o transplante de fígado. Para evitar a rejeição do órgão transplantado

os médicos têm usado a Droga A e desde o início observa-se uma variável aleatória Xi a

qual recebe respectivamente os valores um ou zero se ocone ou não uma rqeição do órgão

transplantado no paciente í tendo ele recebido a droga A, onde á ? 1. Com base en] toda a

sua experiência, Você (o médico responsável pela realização dos transplantes desta semana)

acha que a chance de haver uma rejeição tendo tomado a droga A é um certo valor 0 que

Você não sabe precisar, mas sabe que é um valor pequeno que se comporta segundo uma

distribuição C2. Além disto, Você acha que as Xi's são permutáveis.

lZ

Amanhã, serão realizados três transplantes e sob as considerações feitas sua opinião para
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que ocorra rejeição nas duas primeiras cirurgias é representada da seguinte forma

p(-x- - i,x, - o)o'a(2(0),
l

Amanhece o dia e antes que Você entre no centro cirúrgico a enfermeira chefe comenta

que chegou um comunicado oficial do laboral(brio produtor da droga A informando que o

último lote da droga A enviado ao HC está fora dos padrões exigidos pela ON'lS. Houve uma

falha na produção deste lote, só agora detectado, o que compromete a eficiência da droga A.

Ouvindo este comentário, Você passa a achar que uma vez que a eficiência da droga A está

diminuída a chance atribuída inicialmente à rqeição aumenta e, port.anta, o comportamento

de 0 passa a ser descrito por uma nova medida de probabilidades Q*. Tambéna nota-se

que o recebimento desta informação não altera o julgamento inicial de pernautabiiidade que

Você fazia sobre a sequência Xi,X2, . . .. Desta forma, a probabilidade a posíeriorá para

a ocorrência de duas rejeições nos transplantes que Você realizará daqui a pouco pode ser

reavaliada através da Regra Preditivista de JefTrey da seguinte forma

P*(x: 1, x; 0) (i - a)o'aQ'(o)

Perceba que graças a simplicidade das variáveis aleatórias envolvidas no exemplo anterior

a função de verossimilhança fica completamente determinada e além disso aplicar a Regra

de JefTrey consiste apenas em reavaliar a medida. de probabilidade atribuída inicialmente a

0, o qual neste particular exemplo é um objeto aleatório unidinlensional.

Vimos no teorema 2.3.1 que, sob peimutabilidade apenas. o parâmetro F envolvido na

representação pode ser um objeto infinito dimensionar e portanto a a.plicação da Regra de

Jearey exigiria a reavaliação da probabilidade atribuída inicialmente a este objeto, o que pode

ser uma tarefa mental bastante complexa e algumas vezes humanamente impossível de ser

realizada satisfatoriamente. Uma das maneiras de contornar este problema é impor condições

adicionais à permutabilidade de tal folha que a medida misturadora do teorema 2.3.1 possa

ser definida em um suporte mais simples, facilitando com isso as possíveis reavaliações das

probabilidades iniciais. Para englobar estas situações bem conho aquelas en] que o manuseio
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com funções de densidade é mais conveniente, apresentaremos uma reformulação do teorema

2.3.1 em termos de densidades e consideraremos um espaço paramétrico com dimensão finita.

Sejam O um espaço paramétrico finito-dimensional e / = {r'(.lO) : 0 € O} a família

de funções de distribuição definidas sobre O Ç 7?. Sob estas considerações o teorema de

Representação de de Finetti para. variáveis aleatórias permutáveis estabelece que existe uma

medida de probabilidade Q definida sobre O tal que

p(x- $ ',-,. . .,x« 5; ««) nL-r'(";lo)aQ(o).

para qualquer sub-seqüência finita Xt, . . . , À'«, n > 0, de uma sequência infinita XI, X2, .

de variáveis aleatórias permutáveis

(2.41)

Defina uma função V' de /' em O de tal forma que d,(r'(.lO)) = 0 e seja Q.P a lei de @

Considere -f)p a medida de probabilidade induzida por r' C /.

Corolário 2.3.1 Suporz/za uá/idas as condições do feorem.a e.3..7. Se .f)r á dominada por

ümü medida a-finita X e se Q+ tem suporte em F tal qu,e Q.bÇJ:) = \, tritão

p(árl , /a n:;../("flo)dQv,(o), (2.42)

.«a. p . /(.lo) dPP ( .lO

Prova: Por hipótese, PP(.lO) << À pala cada 0 C O. Então pelo teorema 2.3.1 temos

que P << À e pelo teorema de Radon-Nikodin existem funções /(.lO) e p tais que

g:g0. P.4q

e (2.43)

/(.lo)

(:queremos mostrei que

:««lo)aQü(o )

é uma versão da derivada de Radon-Nikodin de P com respeito a À

(2.45)

72



Para isso considere .4 C 23'", onde 23' é a c,-álgebra de Borel de 7il". Usando o teorema

de Fubini e a expressão (2.44) temos:

. .L ./'(xl0)dQú(0)dÀ(x) 1. 1. J(x\o)dX(x )ÚQ+(o)

(:, Pr('110)dQú(0)

P(.4) (2.46)

(Esta última igualdade segue pelo teorema 2.3.1, uma vez que Q,P(/') = 1.)

Novamente, o teorema de Radon-Nikodin fornece que

C, .f(xl0)dQú(0) (2.47)

Segue daí e de (2.43) a conclusão do resultado

n

Exemplo 2.8: Seja .F = {r'(.la2) : a' C 7Z+} onde F é a função de distribuição acumulada

de uma Normal com média zero e variância o2. Sqa Q.p é a lei de d,, onde V, é definida como
segue

ü : F ---+ 'R'-}

f'(.la')

e suponha que Q.P(/') = 1. Ou seja, a priori Você está certo que a função de verossimilhança

é alguma distribuição normal com média zero e variância descorlhecida.

'sgue e .f)p a medida induzida poi r' dominada poi À. Então

np.,, -à .*- {-á}
Por fim, usando o corolário anterior concluímos que pala todo n ? l a função de densidade

conjunta de Xi, . . . , X, é

P(zl, C' «L: á: -, l-#,l ''?«,ü'n. (2.48)
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l<ingman(1972) estabelece a representação exibida na expressão (2.48) do exemplo ante-

rior partindo de uma definição de invariância mais forte que permutabilidade - a invariância

sob transformações ortogonais (ver cap.3). Neste caso, para obter a representação fornecida

em (2.48) não foi necessário qualquer suposição adicional sobre a lei de V,, Q@, como a im-

posta aqui - a saber, QÚ(.F) = 1 - a qual depõe contra o caráter preditivista e operacional da

representação. Outras representações de caráter preditivista como a estabelecida por l<ing-

nlan(1972) podem sei encontradas em Smith(1981), Diaconis ef a/H(1992), lglesias(1993) e
Silvo(1996), dentre outros.

Considerando o caso onde as quantidades aleatórias de interesse são contínuas, Diaconis

e Freedman (1990) demonstram um teorema de representação geral que permite identificar

as funções de verossimilhança envolvidas na representação quando estas são provenientes

da família exponencial paramétrica. Este resultado fornece uma Regra Pieditivista de Jef-

frey particular para as situações em que as quantidades aleatórias em estudo puderem ser

representadas como misturas de elementos da família exponencial.

Considere À uma função de Bore], ]oca]mente integráve], não-negativa e finita definida

em 7Za, onde 'R = (--oo, oo) e d é um inteiro positivo fixo. Seja

0(0) a} /z(z)d:« para 0 € 7Z' (2.49)

onde # - 0 denota o produto interno de # por 0 e considere o seguinte conjunto

0 {0 c R' : 0(0) < m}. (2.50)

Suponha que O seja un] conjunto não.-.vazio e convexo

Consideremos como membro da família exponencial, qualquer medida de probabilidade

P definida em 7Za, cuja função de densidade é da forma

úpó(,) - en3-ll:@}..--a., vo c o Ç n'.

Sejan] Xi,X2, . . . uma sequência de quantidades aleatórias assumindo valores em 7ZÚ e

S. = X. + . . . + X.. Denote por /'om a medida de probabilidade definida sobre (7?a)"

(2.51)
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sob a qual as variáveis aleatórias Xf's são independentes e identicamente distribuídas com

distribuição Po.

Considere O« = {s C 7?Ú : 0 < /z(")(s) < oo} onde A(j) é a .j-ésima convolução de /z com

si mesmo. Tome Z = #] + . . . + aÁ;, É < n e escolha s C O.. Então, a distribuição condicional

de Xi, . . . , XklS« = s - denotado por Q.sk - é absolutamente contínua em 7?.a com densidade

b(31) . . . A(at)/z("'H(s -- f)
b(d(.)

e se A = n, Q..k é singular

Assim definida, Q.,i; é a distribuição condicional regular de Xi, . . . , XklS« = s relativa a

/)0m, para todo a C O, estabelecendo blue S. é uma estatística suficiente para 0.

Defina ./Uç como a família de todas as medidas de probabilidade P definidas em ('Ra)'",

absolutamente contínuas, tal que para todo n ? l,

( i) p(S« c 0.) = 1

(ii) Q«.« é a P-lei condicional de Xi, ,x«is.

Informalmente, .A,4ç é a família de medidas de probabilidade definidas em (7?a)' tais

que para cada lz 2 1 as distribuições n-dimensionais P(À'i 5; zi, . . . , X. $ a«) têm S. como

estatística suficiente e Q.,. como a lei de Xi, . . . , X.IS. = s.

Teorema 2.3.2 (Diaconis e Freedman(1990))

Sup'nh« "ácidas «s convide«ções jeit«s sob« h e «ssum« « co-«lições (2.49) . (2.50)
Então, P C .A4ç se, e somerzle se,

' - l.'p-QW. (2.52)

Além disto, Q medida de l)robabilidade Q é de$nida unicamente sobre szbcon:juntos de

BoTeI do COnjUTttO conue=o ç) Ç RÚ
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Esse teorema garante que se uma seqüência infinita de quantidades aleatórias Xi, À'2,

tem a mesma distribuição condicional que uma quantidade aleatória com distribuição Po na

família exponencial indexada por 0 então, toda sub-sequência X(«) = (XI, . . . , -V.) tem sua

distribuição representada pela mistura de n variáveis aleatórias independentes e identica-

mente distribuídas com distribuição Po. Ou seja, para todo n 2 1 a distribuição de qualquer

subseqüência X(«) de tamanho n é representada por

P(X- $#-,...,X« 5;z«) .F$'(X: $'-,...,X« 5;,«)aQ(0),(2.S3)

onde .f%' é a lei que faz de Xi, . . . ,X. variáveis aleatórias independentes e identicamente

distribuídas com distribuição Po.

Perceba que, como para o teorema 2.3.1, o teorema 2.3.2 visto acima pode ser traduzido
em termos de densidades.

Corolário 2.3.2 Soó as condições do teorema e.3.2 e supondo que para cada 0 C O, Po e'

dominada por \lma Tnedidü X, a-Frita e positiva, telhas que para todo n Z \,

P(zl, , ««)aQ(o) , (2.54)

.«a. p - $ . p. - '9

Prova: Será omitida por ser similar à prova do corolário 2.3.1

Pata tornar mais claras estas considerações vqa o seguinte exemplo

Exemplo 2.9: Seja A'i, X2, . . . uma seqüência infinita de variáveis aleatórias positivas
tais aue para todo A > l

P(XW C .A) XW € Á + x), (2.55)

onde .4 é um boreliano qualquer de 7Zi. e x C 7?1k é tal que l:k l f = 0 e .4 + x c 7Z5.

Considere S« = Xi + . . . + À'.. Então

, x*ls« , -*) c n5. s > 0 (2.56)



"dn'k '""'-'ç'-'c a -çl uç 11,. . -, ikl-rt "F -.- -t" Jn :: s quando as ri's sao val'iavels aleatórias

independentes e identicamente distribuídas com distribuição exponencial f(0), a > 0, cuja
densidade

/

dPo(") = exp {-a" + /og (0)} 1{,;..old'': (2.57)

pertencente à família exponencial, com Z)(0) = 1/0 e O = (0, oo).

Note que /z(=i) = lÍr.>O} para todo { e, conseqüentemente, a densidade induzida pela
medida de probabilidade Q.,k é

.ü... - li-=:lg..:.0 . :.et:...!)Lk:z tm"'f l'

A densidade /Q.,. não depende de 0 e por isso S« é uma estatística suficiente para 0.

Além disto, C« = (0, oo) fazendo com que P(S« C C'«) = 1. Então, o corolário 2.3.2 galante

a existência de uma medida de probabilidade Q construída sobre os borelianos de 7?1.F, tal
que para todo n ? l

\. {=1 J

nL::0 exp { -0"'} dQ(0) ,

ou seja, qualquer seqüência de variáveis aleatórias satisfazerldo (2.55) é representada como

uma mistura de distribuições exponencias cona parâmetro finito dimensional pela distribuição
a przorz procedente

/o 0""P -0>1:zi dQ(0)

0

P(#: , . . . , ;"« )

(2.58)

O teorema de Diaconis e Freedman(1990) visto no teorema 2.3.2, embora. permita reco-

nhecer a função de veiossimilhança em várias situações interessantes, é ineficiente pala este

fim quando a estatística suficiente S. tem distribuição singular. Pala esta situação Diaconis

e Freedman(1990) exibem outro teorema utilizando-se da estrutura de espaços poloneses. Ao

longo deste capítulo consideraremos apenas a versão mais simples do teorema de Diaconis e

Freedman(1990) dado no teorema 2.3.2.

Prados\ção 2.3.2 Szponlta válidas as hipóteses do teorema 2.3.2. Sejam P e P* duas

77



medidas de probabilidade pertencentes à iM.Q. Então P' é obt.ida de P através da Regra de

le$rey, com respeito Q SKb- a-álgebra Ao gerada por )l11ga.S.In

Prova: Para qualquer P' C .A4ç o teorema 2.3.2 diz que existe uma única medida de

probabilidade O' definida sobre os borelianos de O Ç Ra, tal que para todo n. 2 1

P'(X: $ ,:,...,X« $ #«) $ a-,...,X« $ "«)aQ'(0). (2.59)

onde pOn é a P-lei definida enl (7Za)" que faz das quantidades aleatórias Xf's independentes

e com distribuição comum Po. Considerando este fato e a expressão (2.59) obtemos

P'(X: $ «-,...,X« $ ,.) = .Á nL:Po(X; $ ".)aQ'(0)- (2.60)

onde, para c'da 0 C O, ll::::Po(X{ $ z{) = p'(Xi 5; ;«i,. . .,,V« $ #«l.4o)(z:,z2,. . .) para

todo P' C .Me e .4o = a(0) = o'( ]!=m S«/n). De fato, .4o é a c,-álgebra gerada pela interseção

das a-álgebras geradas por {S«, X«+l, X.+2) . . .}, n ? l.

Dessa. forma, .4o é uma sub- a-álgebra suficiente para .A4e e, particularmente, é suficiente
para [P, p"}. Com isto,

P'(X: $ zi, , -.v« $ ««)
I'nd- P' (XI $ =1 ,. , X« $ ,'«1.4o)(«-,*,, .)dP*(-- , *, ,

.)

L n::::po(x; $ «;)aQ'(o). (2.61)

Notando da expressão (2.61) que P* é dominada P, concluímos a prova do teorema

D

Assim como na proposição 2.3.1, a expressão(2.61) fornece uma versão preditivista pala a

Regra de JefTrey, agora permitindo identificar a forma funcional da função de verossimilhança.
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eiiipio ';.iu: uonsiaere 'll, À2, . . . uma sequencla constituída pelos tempos de vida

das lâmpadas produzidas por uma indústria. De acordo com sua experiência passada, o dono

desta indústria afirma em uma entrevista para a imprensa que para cada { 2 0

X;j0 «. exp(0)

onde é? é a taxa de falha associada ao processo de produção de lâmpadas imp]anta(]os na
Indústria

Ex

O dono da indústria nã.o conhece 0, mas afirma que em condições normais a é muito

pequeno e se comporta de acordo com uma distribuição de probabilidade C?

Além disso, se uma amostra de rz lâmpadas é escolhida e tempo de vida total desta

amostra é um valor í conhecido, o dono da indústria confessa desconhecer qual amostra de
tamanho n foi selecionada, ou seja, para ele

Xi, . . . , X«jrn = Z , z«) C 'R+ (2.62)

Desta forma, temos por (2.58) que

P(«:,...,,«)-./n nL-o"'Í-o :} Q(o), «?l

Antes do fim da entrevista, chega o secretário informando que foi descoberta uma falha

na linha de produção e que as lâmpadas produzidas nos últimos quinze dias estão com sua

qualidade comprometida. Esta informação (surpreendente para o dono da empresa pois ele

havia feito recentemente um alto investimento na troca das máquinas de sua indústria por

máquinas mais modernas) faz com que reavalie sua opinião inicial para a taxa de falha 0 e

ele se vê obrigado a declaram na entrevista que a taxa de falha das lâmpadas produzidas nos

últimos quinze dias é maior do que o previamente declarado. Segundo ele a taxa de falha

agora comporta-se segundo uma nova distribuição de probabilidade C?* a qual favorece a

valores maiores de 0. Sendo assim, sua nova opinião sobre o comportamento dos tempos de

vida das n lâmpadas selecionadas pode ser obtida pela Regra Preditivista de Jearey como
segue:

P'(":,...,««) - ./n nL:o"'l-o«:JaQ'(o), « ? l.
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O exemplo acima e o exemplo 2.7 ilustram situações onde informações recebidas de ma-

neira imprevista modificam sua opinião a priori de forma arbitrária apenas parcialmente.

Enl ambos exemplos a condição de invariância percebida inicialmente foi mantida e por isso o

uso da Regra Preditivista de Jearey para estender as modificações ocorridas em sua opinião

inicial para todos os eventos de interesse pode ser usada.

Os resultados apresentados nesta seção serão posteriormente utilizados no capítulo 5 na

formação de um algoritmo que permite incorporar informações não previamente consideradas

para fazer previsões. A Regra Preditivista de Je#rey também será conectada ao conceito de

JefTrey Conjugação que apresentaremos na próxima seção.

2.4 A JeHrey Conjugação

Um conceito bastante explorado e também de utilidade prática estabelecido em in-

ferência Bayesiana é o conceito de conjugação. Ao estabelecer-se o conceito de família

de distribuições a priori conjugadas, pretendia-se determinar condições sobre a família de

distribuições de probabilidade 7', definidas sobre um espaço paramétrico finitc-dimensional

O, de tal forma que a distribuição a poster or{ fosse obtida de alguma distribuição a pr or

pertencente a 'P através do Condicionamento Bayesiano sem grandes esforços computacio-
nais

Inicialmente, definiu-se como uma família conjugada para un] certo parâmetro 0, com

respeito à função de verossimilhança /(zl0), aquela família de distribuições de probabilidade

P' que continha tanto a distribuição a priori P para 0, quanto a distribuição a posteriori

P* obtida atualizando-.se P através do Condicionamento Bayesiano. Essa definição, como
se sabe, é muito abrangente e não responde à questão inicial de tornar mais imediato o

cálculo da distribuição a posteriori. Poi exemplo, considerando 7' como a fanaília de todas

as distribuições possíveis sobre 0, qualquer que seja a distribuição a posferJoz'í obtida, esta
pertencerá a P'

Pala atingir o objetivo proposto, mais restrições foram impostas sobre a família P', esta-
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belecendo o conceito de Conjugação Natural. Este conceito é apresentado formalmente

na seguinte definição.

Definição 2.4.1 r/h7iz#áa C'orÜtigízda /VaZz17'a/9

Sejcl 'P \lma farnítia de disttibKições de probtibilidüde de$nidas sobre nm espaço pa-

ramétrico O. Dizemos que 'P é uma. família conjugada natural com respeito Q lma junção

de uerossim /dança /(=, 0) pois?lindo eslaíúlfca su#cÍenle t(r), com dÍmensõo ./iza e irzdepen-

dente de :c, se:

w) a jurLção de densidade OIL função de probabilidade p associada Q algltm P C 'P é

proporciona! a l(v,0), onde r tem a mesma dimensão que t, e é tal que jo ll.r,0)p1.0)dO < oo;

Ó\)'P é fechada poT amostragem, isto é, Q distribuição Q priori P ç:'P e Q distribuição u

posters.ori obtida de P através do Coi-Ldicionamento BaUesiano pertencem a 'P

Esta deânição de conjugação provoca unia redução no número de elementos de 'P sem

no entanto diminuir demasiadamente o número de escolhas possíveis para a distribuição a

prior . Além disso, a distribuição a posíeríor'i obtida difere da distribuição a priori apenas
através dos parâmetros e, portanto, é facilmente determinável.

Ressaltamos que o uso de distribuições a priori conjugadas naturais não é obrigatório.

Distribuições a priori devem refletir o seu conhecimento sobre 0 e, por isso, podem ser

quaisquer distribuições de probabilidade que descrevam adequadamente este conhecimento

Se pot ventura a opinião declarada por Você for um membro da família conjugada natural,

Você é premiado com uma distribuição a posferÍor{ determinada sem muitos cálculos.

N'leis detalhes sobre Conjugação e Conjugação Natural podem sei encontrados em De-

Groot (1970), Bernardo e Smith(1994) e Gamerman e Migon(1993).

Como traduzir estes conceitos para aquelas situações onde o mecanismo escolhido para

fazer as atualizações de probabilidade é a Regra de JefTrey? Como retaxações são possíveis,

não existe uma função de verossimilhança que atualize completamente sua opinião a prior;
4í,.I'a.n. ..l... T\ l r l . . . .

PO eiiios pensar em uma conjugação e acordocom
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Regra de JefTrey - Jeffrey Conjugação ou simplesmente J-Conjugação - sempre que a

informação recebida inesperadamente permitir uma atualização da distribuição a prior P

para a distribuição a posteriori P' através da. Regra de Jeffrey de tal forma qite P e P'

pertençam à mesma família de distribuições de probabilidade. Formalmente, definimos uma

família de distribuições J-Conjugadas da seguinte maneira:

Definição 2.4.2 r' /hm{7ãa /e,#beg Co?Ü gania ou J-Cona gadaJ

Sejam 'P umu família de distribuições de probabilidade de$nidas sobre um espaço men-

sur(íz;e/ (Q,.4) e .4o uma sub - o - (í/geó7a de .4. Sda P C P' e cozzsádere P' um.a zrzed da de

probabilidade qualquer de$rtida em \çl,A] dominada por P. SKI)onça que P' seja obtida de

P uia Regra de Je$rey com relação a Ao. Dizemos que 'P é uma JaTníliü Je$rey Conjugada
o'u J-Co'n,'iu,arda, com, regue'ito à .A. sp. P* ç. 'P

Especialmente no contexto preditivista o seguinte resultado pode ser estabelecido

Proposição 2.4.1 Seja 'P tina família de medidas de probabilidade definidas em ('R" ,B'),
permütáueis. Então, P é J-Conjugada com respeito à su.b-a-álgebra de euelltos pertltutáueis
,4o Ç Zg'

Prova: Seja P C P. Então pelo Teorema de de Finetti(1937), para todo n ? l

p(x- -$ *:,. .. ,x« $ -«) n=:-r'(";)aQ(/'),(2.63)

onde (2 é a P-lei da quantidade aleatória F = ,]iU. Pn, Fn é como na expressão (2.36) e /' é72--}00 '' ' '' 'L

o conjunto de todas as distribuições de probabilidade definidas sobre 7Z

Dessa forma,

P(X: 5; #:, . . . , .X« $ z«l/')

P(.X- 5;,-,...,X«$Z«l.4o)(x), VPC/ e VxCR-, (2.64)

onde .,4o é a o álgebra de eventos permutáveis gerada F Note que .4o é suficiente parapor

nL: : /' (,i)
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Seja P' uma medida de probabilidade definida em (7Z',B') obtida de P via Regra de

JeRrey com respeito a .4o e tal que P' << P. Então, pela definição 2.3.1, para todo n ? l

P'(Xt $ :«i, . . . ,X« $ ;««) IR" x- $: *-, , X« $ -.1.4o)(x)dP'(x) (2.65)

Como P C P', pela expressão (2.64) temos que

P'(..Y: $ «-, ,X« $ =«) = 1.H'l:,F(:«i)dQ' (F). (2.66)

onde Q'(r') é uma distribuição marginal obtida de P*(x)

Aplicando novamente o teorema de de Finetti(1937), temos que P* é permutável e, por

tanto, pertence a P'. Logo, 7' é J-conjugada com respeito a .4o.

n

De fato, P' é J-conjugada com respeito a .4o Ç .4 sempre que P' é a maior família que faz

de .,4o suficiente. Sqa .4o uma sub-o-álgebra suficiente para P', P' dominada, e denote por

Ee a esperança calculada com respeito à medida de probabilidade Q. Então pela definição

3.1 de Peneira al a/H para toda função .f limitada e .4 mensurável existe uma função limitada

/i. .4o- mensurável, tal que

/-(.«) = EQ(./'l.4o)(««), VQ c P'

Dessa forma, para .f :: l.4, .4 c .4

/- («) Eç(i«1.%)(«,)

Q(ÁI.4o)(««), VQ C P'. (2.67)

Seja P* uma medida de probabilidade definida em (Q, .4) a qual é dominada por P € P'

e é obtida de P através da Regra de JefTrey com respeito a .4o. Então para todo .4 C ,4

P*( .A l.4o)(w ) P( .4 l.4o)( «, ) . (2.68)
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Decorre desse fato e da expressão (2.67) que

Ep.(1.,- l.4o)( .« ) p*( .A l.4. )( :« )

P(ÁI.4o)( .« )

(2.69)

Similarmente pode-se provar o resultado anterior para qualquer função limitada /, .4

mensurável, levando-nos a concluir que P' C P'

Se ,4o, na proposição 2.4.1 , é a a-álgebra das partes de n a família de medidas permutáveis

não é necessariamente J-conjugada. Neste caso, teremos uma reavaliação completa das

probabilidades inicialmente atribuídas a qual pode ser feita através de qualquer critério que

\bcê julgar adequado.

A proposição 2.4.1 estabelece que qualquer medida de probabilidade obtida de uma me-

dida permutável através da Regra de JefTrey com respeito à a-álgebla de eventos permutáveis

é também permutável, sem imposição de restrições adicionais à medida naisturadora Q. Ou

sqa, para termos J-conjugação basta que a informação imprevista atue sobre sua opinião

mantendo a condição de permutabilidade inicialmente considerada.

Note ainda que, na proposição anterior, além da exigência de retaxações sobre um espaço

infinito dimensional, a função de verossinlilhança envolvida na mistura nem sempre é conhe-

cida. Com isto a determinação da distribuição a posteriori é árdua pois, além de exigir a

declaração de Q, requer dados com estrutura suficientemente simples para permitir a iden-

tificação da função de verossimilhança o que ocorre em condições muito particulares.

No exemplo a seguir, apresentaremos uma situação onde a J-conjugação é verificada

utilizando-nos de variáveis aleatórias permutáveis cuja estrutura - muito simples - permite

identificar a função de verossimilhança da mistura. Além disso será considerado um espaço

paramétrico finito-dimensional o que pode tornar mais simples a declaração de Q.

Exemplo 2.11: Seja 'P a família de distribuições de probabilidades permutáveis definidas

sobre ({0,1J',Zi"). Então, para toda P C 'P e para n ? l temos, pelo teorema de de
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Finetti(1937), que

p(.x- . . .,x. nL:.o''(l - o)''''aQ(o)
0

l

(2.70)

o«de llZ;:0''(1 -- 0)'''' = P(X: = «:,..., X« = #«lO) = P(X- = -:,...,X« = -«1.4o)(x) e

.4o e x são como o deânido para a situação descrita na expressão (2.40).

Seja P' uma medida de probabilidade definida sobre ({0, 11',B') obtida de P através

da Regra de JefTrey com respeito a .4o e tal que P* << P. Então para todo n 2 1

P*(-.Y: . , X« /, P(X: .,X« l.4.)(x)dP'(x)

nL:o''( i- é?)'''' ac?'(o),(2.7i)
l

0

implicando, novamente pelo teorema de de Finetti(1937), que P* é permutável e, portanto,

que 7' é J-Conjugada com respeito à ,4o. Ou seja, mantida a. condição de permutabilidade a

distribuição a poslerior{ obtida via Regra de JefTrey é dada pela expressão (2.71).

Perceba que no exemplo anterior, a distribuição a posteriori ficará completamente espe-

cificada quando a medida Q', definida sobre os elementos de O e atualizada arbitrariamente,

for declarada.

Considerada como o apresentado na definição 2.4.2 a J-conjugação não se revela muito

interessante pois permite famílias muito amplas de distribuições de probabilidades. Assim

como na conjugação Bayesiana, a família P de todas as possíveis distribuições de proba-

bilidades definidas sobre (Q, .4), onde À é formada pelas partes de Q, é J-conjugada com

respeito a própria a álgebra .4, que é suficiente para 'P. Considere P' como sendo uma

distribuição de probabilidade qualquer definida em (Q, .4), dominada por P C P' e obtida de

P através da Regra de JefTrey com respeito a .4. Então, para todo Á C .4 temos

P *( .,4 ) /n P('llÀ)(«')'ÍP'(-")

/n .E(l.., IJ)('")'ÍP*('")

I',., ap'("") - p'('1),
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o que consiste em uma reavaliação arbitrária completa da distribuição de probabilidade

inicialmente atribuída a elementos de .4, revelando que P' é um elemento de P'. Este fato

depõe contra o valor prático da definição de J-conjugação estabelecida, uma vez que a tarefa

de encontrar P* poderá ser tão psicologicamente complexa quanto a tarefa de construir a

distribuição a priori.

Outra situação pouco interessante é aquela que requer retaxações sobre um espaço infinita.

dimensionar. Por exemplo, quando a família 'P formada pelas medidas de probabilidades pel-

mutáveis é representada como a mistura dada na expressão (2.35), a J-conjugação é obtida

após serem feitas retaxações sobre um espaço infinito-dimensionar e demasiadamente com-

plexo que é o espaço de todas as funções de distribuição definidas em 7:1- o que a princípio

não aparenta sei uma tarefa muito simples.

Buscamos uma definição de conjugação segundo a Regra de JefTrey que nos leve a uma

identificação rápida da distribuição a posleráor nos obrigando o mínimo possível de re-

taxações arbitrárias de probabilidades. Consegue-se uma diminuição no número destas re-

taxações, sempre que o problema considerado puder ser representado como uma mistura

regida por uma distribuição a priori definida sobre um espaço paramétrico de dimensão fi-

nita. Esta situação pode ser apreciada no exemplo 2.11 anteriormente visto, onde o espaço

paramétrico era uni-dimensional e 0 era interpretado como .ljn. >1: Xi/n (para muitos a

probabilidade de sucesso num experimento binomial).
lZ

Com o intuito descrito no parágrafo anterior, apresentamos o seguinte conceito

Definição 2.4.3 rFam#áa J-CorÜugada Natura/)

Sejam 'P ama família de distribuições de probabilidade de$nidas sobre vm esl)aço men-

s-á«/ (Q, À) . Ho «m« .«ó-a-á/geb« d. .4 g.,'.d. p., «m ob.fo «/«ló«io 0

q\te assuxne valores em ürl\ espaço patantetrtco ç), $ntto dtn\ensior\at. Dtzen\os qze 'P e I'ma

família J-Conjugada Natztal cotim respeito a Ao se
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(i) « /amada P' é J-c.«J«g«d« com «sp.ãío « .4o, {.fo é,

P'(') /. P(.IJo)(:«)dQ'(0) C 7'', (2.72)

onde Q' C Q é a restrição de P' aos borelianos de O e Q é a .família de medidas de

probabilidade de$nidas sobre O; e se

l.ii) a família de medidas de l)robabilãdades Q é conjugada natural no sentido Bayesiano

usua/ com respeito a P(.l.4o).

Como no caso Bayesiano usual, esta definição restringe o número de elementos de P' sem,

no entanto, tornar imperativa a escolha da distribuição a priori. Ao limitarmos a possi-

bilidade de J-conjugação natural à existência de uma sub-o-álgebra gerada por um objeto

aleatório finito dimensional, provocámos uma "simpliâcação" na determinação das proba-

bilidades retaxadas arbitrariamente e a exigência de proporcionalidade (condição (ii)) entre

estas novas medidas e a função de verossimilhança induzida pela sub-o-álgebra suficiente nos

leva a uma rápida identificação da distribuição a posferíori.

Lembramos, mais uma vez, que apesar das facilidades trazidas por escolhas de distri-

buições a pr ori J-conjugadas, seu uso é justificável somente quando estas de fato refiitam

sua opinião (coerente no instante em que é eliciada) sobre o objeto desconhecido.

Considere .F como o considerado no corolário 2.3.1 e denote por Q a família das medidas

de probabilidade Q@ consideradas neste corolário.

PI'oposição 2.4.2 Seja 'P a .família de medidas de probabilidades de$nidas sobre Ç7Z' , B" ),

permutáoeis e admita a representação dada na expressão (2.42). 'P é J-conjugada natural

com respeito a sub-a-álgebra de eventos permztáueis .Ao = aÇO) se, e somente se, a jam?aia

de medidas de l)robabilidüde Q é conjugada natural com respeito Q F

Prova: Suponha que P' é J-conjugada natural. Então, a definição 2.4.3 garante a con-

jugação natural de Ç2 com respeito a .F. Para a volta basta usar a proposição 2.4.1 e a

hip(5tese.
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Exemplo 2.12: Do exemplo 2.11 temos que a família de medidas de probabilidade P'

definidas sobre ({0, 11', 6') é J-conjugada com despeito a o-álgebra .4o = a l .lin. >1: Xi/n l
\ n-+oo' ' /

P nlll3

n

lt

p*(x- .,x« / oE:Z ''(i-o)"'EL-''aQ*(o).
0

(2.73)

Considere Q como a família de distribuições Beta a qual é conjugada natural no sentido

usual da família de função de verossimilhança P(Xi = zi, . . . ,X. = z«l.4.) = 0EL- ''(l --

a)"'EL- 'i. Tomando Q* C Q, temos que P' é J-conjugada natural com i'esperto a .4o e além

disto para todo P' € P' e para todo n 2 1 vale a seguinte representação

. Beta(a' + EL:. zi, n + /3' -- EL:: :i)
Beta(a',P')

7 x.P'(x: :Z'n) 9 ) (2.74)

onde Beta(a, b) é a função Beta com parâmetros a e b

Observe dos resultados acima, que se ao receber uma informação inesperada Você mantém

inalterada a condição de invariância inicialmente percebida na seqüência e altera sua opinião

inicial sobre elementos de O apenas reavaliando os índices da distribuição Q (sem alterar a

forma funcional) sua distribuição a posferÍor{ será obtida via Regra Preditivista de JefTrey

com respeito a a-álgebra suficiente adequada e além disto terá sua forma funcional facilmente

identificável.

Na próxima seção apresentaremos insultados referentes à J-Conjugação Natural para

famílias de distribuições que podem ser representadas como misturas de distribuições per-

tencentes à família exponencial. Devido à estrutura especial dos elementos desta família,

alguns resultados interessantes podem ser estabelecidos, como veremos a seguir.

2.5 J-Conjugação ]Natura] para a ]!'amília Exponencial

Como vimos na seção 2.3, Diaconis e Freedman(1990) estabelecem um teorema de

representação caracterizando sequências de variáveis aleatórias contínuas como uma mistura
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de elementos cuja distribuição (comum) pertence à família exponencial uni-paramétrica

Esse tipo de representação adequa-se a várias situações de interesse - como por exemplo

à situação abordada no capítulo 5 - e por isto pretendemos estabelecer condições para a

J-conjugação natural pala a família de medidas provenientes dessa mistura.

Nesta seção, seguindo as considerações de Bernarda e Smith(1994), consideraremos como

membro da família exponencial d-paramétrica denotado por é:/a, d ? 1, qualquer função

densidade que satisfaça a seguinte definição.

Definição 2.5.1 rFamá7ia E=ponencÍa/ )

Uma Junção de àensida.de ou Junção de probabilidade pÇ=\0), = ç: X Ç 'R,,

0 ç: Q Ç Ra , pertence à Família E=ponenciat d-parümétrica, EÍ. se é da jormn

p(«lo) z(o)«p 4 }:';'#:(o).Â(-) }
d

lt

rotulada por

(2.73)

o«-d. « funçõe: t. (positi-), f = Çf-,....ia] e Ó ... .+.Ü ' " co«st-t« ci's s'o

da,da.s e

[z,M]': - .Â A(,) -p l:i '''É:m.A(,)l d(«) «:: w.
(2.76)

Neste caso, ./' - (/l, . . . , /d) é uma estatística suficiente para a família e.f, e tem dimensão

hxa.

Considerando essa definição, Bernardo e Smith(1994) estabelecem o seguinte resultado o

qual fornece a família de distribuições conjugada natural para C/ó.

Teorema 2.5.1 rFami7áa C'ozÜugada Aratura/ para e/.)

Se X\,. . . .X. são uariáueis aleatórias condicionalmente independentes e identicamente

disttibvÍdas dado 0 ç: Q Ç Ra , com distribuição pertencente à EÍ., então Q famtÜia conliu,gadcl

nat\trai para, 0 assume Q seguinte forma:

p(01.'-) 1h(,)1''11(0)I" expl>j: ':@:(a)n},
d

lZ

(2.77)
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.«d. k(.'-) (0)j"expÍEÉ::.'f@i(0)r} a < m . ,' ,:,...,rd) .ào .b.fo. q«.

tornam pÇ0\T''l uma junção de densidade ou junção de probabilidade.

Prova : Como Xi, . . . ,.X. são variáveis aleatórias condicionalmente independentes e

identicamente distribuídas dado 0, com distribuição dada na expressão (2.75) e conside-

rando a estatística suficiente/(x) =(./i(x),..., /d(x)), onde x =(ai,...,a«), a função de

verossimilhança adequada ao problema é

/(/(x), 0) a IZ.(0)I" exp 1 >: ':@.(0) >1: ./}(,j) l-
l;-l ;-l l

a qual é proporcional a distribuição a priori p(Olr) dada na expressão (2.77), quando vista
em função cle a

(2.78)

Além disso, a distribuição a posíeráor{ para 0 é

P(Olx, .'-) Q /(./'(x), 0)P(01,')

que pertence a mesma família de distribuições de probabilidade a que pertence a distri-

buição a priori. Portanto, a família de probabilidade constituída por elementos da forma

apresentada em (2.77) é conjugada natura] para a famí]ia exponencial e/..

cr IZ,(0)l"+" exp
d

}: c:@.(0)
i:l

a + }l: /.(«j) (2.79)

D

Perceba que para esta situação, realizar a operação Bayesiana usual consiste em re-rotular

os índices (palânietros, se desejar) da distribuição a priori incorporando neles a informação

trazida pela amostra. Se o índice da distribuição a pr ori é r = (zo,ri, . . . , rd), o índice da

distribuição a posferÍor{ é facilmente obtido e assume a forma
/ n n \

,+/(X) n,,-+>1:/-(,j),...,rd+>1:/a(«j) l

Também nos é possível identificar com certa facilidade a distribuição preditiva a posteriori

para observações futuras }/l, . . . , }'h, como pode ser visto no seguinte teorema estabelecido

por Bernardo e Smith(1994).

l lJ J
(2.80)
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Teorema 2.5.2 (Bernarda e Sritith(1994))

Se Xt, . . . ,X. sã.o uariáueis aleat.órias coTtdi.clonatmente independentes e ãdenticamerite

distribuídas (ciid) dado 0 C O Ç Ra, covil distribuição pertencente a ÉIÍ. e p(O\T) é a distri-

buição a priori para 0 conjugada ílatural com respeito a função de uerossimilhança ll.jl.x'li 0),

erzfão a dÍstribu ção predÍlãt;a a poster ori para as oZ)seriações /ulwras yl, . . . , }'m, que são

cita dado 0 com distribuição pertencente CL Ej., é

,h:,..., «.l":,.. . , ,«,,) - nE:.Aho *(' À;J"(x)JU;U), (2.81)

.«d. Z«(y) EE;:/:(3/1),...,EE;:/a(g/.)), !«(x) E;-:.f-(«j),...,E;;./a(«j)) '

k(.) é como o de$nido para o teorema 2.5.1.

Prova: Considerando as independências condicionais em 0 e usando cálculo de plobabi

lidades, obtemos

p(yjx, .'-) l p(y,O\x,',)dO

L p(yjo , ,)p(olx, ')'ía

Sob a hipótese de conjugação natural, determina-se:

nE:. i;lqih .Álzml"'"'"" «p 1: '''#'M{«+ E .A(*J+ E .Êb0} l ao

nE;.À(y.)k(' + t« + t«)
' k(,+z«) '

p(yjx, ,-)

concluindo a prova do teorema

D

A preditiva a posleráor{ também é obtida de uma re-rotulação dos valores que indexam

a preditiva a priori, uma vez que esta é dada pela seguinte expressão:
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p(xl,) ) 4i(;l:!:fd . (2.s2)
nl / l

Como na seção 2.3, considere a família .A'ÍQ de medidas de probabilidades contínuas

definidas sobre (7Za)' tal que, pala todo rz 2 1, P(S« C C'«) = 1 e C?-« representa a P - lei

de XI, . . . , X.IS. = s, onde C. e C?... são como definidas para o teorema 2.3.2.

Proposição 2.5.1 SKponAa uá/idas as Àípófeses do teorema 2.3.e. .4 /am{7áa ./\4e é J-

conjugada natural com respeito à sub-a-álgebra .Ao gerada pela quantidade aleatória \!111 S./n

se, e somente se, Q faíníli,a Q das medidas misturadores do teorema 2.3.2 é conjugada natural

com respeito à função de uerossimithaTtÇÜ induzida por Ao, P8'

Prova: Omitida por ser similar a prova da proposição 2.4.1

Suponha que sua opinião inicial sobre uma sequência infinita de variáveis aleatórias

Xi,X2,. . . sqa P € .A4e, a qual pode ser obtida através da mistura realizada por uma

medida de probabilidade Q pertencente à família de distribuições indexadas por r, conju

gado natural com despeito a .r;ã" onde a C O Ç 'R. Então, como consequência do teorema

2.5.2 temos que pala qualquer sub-seqüência X(«), n ? l,

p(«-, . . . , *«) à(*:)lo(o)I'" -p < E ";." } dQ(o)

nz:::A(.JIÇl;P,

lZ

o«de k(.") = .blZ)(0)I'" expl'''-.0ld < '«, , =(zo,,-) e t. =(n,EL:: #f)

Admita que Você tenha recebido uma informação cuja possibilidade de ocorrência não

havia sido previamente considerada por Você e que o levou a modifica.r sua opinião sobre

Xi,X2, . . . alterando apenas sua opinião sobre os elementos de O. Esta nova informação

provoca a reavaliação de sua opinião a pMor{ C? dando origem a sua nova opinião C?''' que

indexada por r' e também pertencente a Ç2. Então, pela proposição anterior sua distribuição

a posferjor{ sobre X(«) é dada pela Regra de JeHrey, através da seguinte expressão:

p'(":, - - . , *«) - nL-A(,.)8(;l::!d. (2.83)
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Ou seja, se suas opiniões a priori e a posleríor são J-conjugadas naturais com respeito a

sub-cr-á]gebra gerada por ]!n. S«/n ( S« é a estatística suficiente para a família exponencial

envolvida na mistura), a distribuição a posferior{ P" é obtida imediatamente da distribuição

Q priori substituindo os índices iniciais pelos índices retaxados r', o que simplifica bastante

o problema de determinação da distribuição a poster orá e diminui sensivelmente o número

de retaxações feitas arbitrariamente - basta Você declarar os parâmetros da distribuição a

posíerÍor{ Q*, pois sua forma funcional já será conhecida.

Perceba ainda das expressões (2.81) e (2.83) que neste caso a distribuição obtida através

de uma atualização feita. via Regra de Jeffrey por mera substituição de r pelo valor reavaliado

r* é igual àquela obtida utilizando-se o Condicionamento Bayesiano após observar-se os

valores de n variáveis aleatórias Xi, . . . ,X. cuja função de distribuição condicional em 0

tem função densidade na família exponencial e/. e estatística suficiente / = (/i, . . .,/d),

desde que

Ou seja, se r* -- 1- = t.(x) a seguinte igualdade pode ser verificada

P'b-, . . . , v«l,-*) - nE-à(P.)!k\i-;lg:Q»

p(v:, . . . , v«l«-, . . . , ««, ',),(2.84)

onde y = (gl, . . . g/.) são m observações futuras, identicamente distribuídas às variáveis Xi's,

isto é, têm distribuição na família exponencial C/.

Voltemos ao exemplo 2.9 da seção 2.3 para ilustrar a J-conjugação natural para a família

exponencial.

Exemplo 2.13: Da seção 2.3 temos que toda medida de probabilidade P definida em

(7?:', B') que satisfaz a condição

P(X(«) C .4) P(X(«) C .4 + x), V7?.> l (2.85)

onde ,4 é um boreliano qualquer de 7?;. e x C 7Z" é tal que El:L;l zf = 0 e .4 + x C 'ZI., pode
ser representada como a seguinte mistura de distribuições exponenciais:
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,''-,..., ,«) - .Z' o" -. l-ox ,:l a'2w, p.")

onde p é a função densidade associada a P. Diremos, neste caso, que P C ./Ue, onde

D(0) = } e A{ = 1 para todo i ? l.

Se inicialmente sua opinião Q pertence à família de distribuições Gama com parâmetros

a > 0 e P > 0 - Ç(a,/i) - a qual é conjugada natural da família de distribuições exponenciais

então para todo n 2 1, a distribuição preditiva torna-se

É((a - i,P) + (n, EZ::. «f))
Ê(a - i,P)

)

P(31, r2.87)

onde

#( TO , ,: ) 0" explri.0} =
I'(To + l)

(2.88)

Ou seja, teremos

P(31, P' F(n + a)
(P + E:::. «Í)"+' I'(a) (2.89)

Sendo assim, se Você recebe uma informação que faz com que Você mude arbitrariamente

de sua opinião inicial C2 para unia nova opinião C?* que é a distribuiçã.o Ç(a*, P'), com a* > 0

e /3* > 0 onde pelo menos um destes novos parâmetros é diferente dos respectivos parâmetros

iniciais, e tal que Você mantenha a posferáori a condição (2.85) para P", a proposição 2.5.1

garante que suas opiniões a priori P e a posferior{ P* são J-conjugadas naturais com respeito

a .4o = a(>11:2;;i Xf/n) e sua opinião a posleráor{ é dada pela seguinte expressão

,*(,-,...,'«) - w*+gU,0"-''' r(a') ' (2.90)

onde p* é a densidade induzida por P*

Note que a distribuição obtida utilizando a Regra de Jeírrey dada na expressão (2.90) do

exemplo acima é a mesma distribuição fornecida pelo Clondicionamento Bayesiano para X(n)
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condicional em a' -- a observações X's satisfazendo a condição (2.85), desde que a' -- a seja

um inteiro positivo m e #' -- /3 = >.Z:i yí

Num contexto um pouco mais preditivista e quando as quantidades aleatórias de interesse

são contínuas, a JefTrey conjugação natural para misturas de elementos da família exponen-

cial poderá ser conseguida através de suposições sobre objetos observáveis apenas. (Como

veremos mais adiante na proposição 2.5.2.)

Para demonstrar este fato, além do teorema de Diaconis e Freedman(1990) visto na seção

2.3.1, vamos fazer uso do seguinte teorema estabelecido poi Diaconis e Ylvisaker(1979), o

qual fornece condições para a caracterização de distribuições a priori conjugadas naturais

para a família exponencial paramétrica que descreve o comportamento de dados contínuos.

Seja { uma medida a finita sobre os borelianos de 7Za, fixa e seja Â' é o interior da casca

convexa do conjunto suporte de e. Suponha que ,T é um conjunto aberto e não-vazio de 7?a

Defina Z(0) = 1og/x explz 0} d{(#) onde z y denota o produto interno usual em7Za

de z por y e seja O = {é) C 7Za : L(0) < oo} um conjunto convexo, aberto e não-vazio (lue

representa o espaço paramétrico natural da família de densidades com respeito a (l, dadas

por:

dPo(*) {«'0-L(0)}d((a), 0COÇR'. (2.91)

Neste caso, diferenciando Z(0) com respeito a 0 verificamos que

E(xlo) z,'(o) (2.92)

Sob essas considerações, Diaconis e Ylvisaker (1979) estabelecem o seguinte teorema

Teorema 2.5.3 r'Z){acorzis e y7uÍsaÊer rJ97g,))

Suponha, qKe Q é TTn aberto de RÚ. Selva X lma amostra de tamaítho um de PO. Supottha

que o suporte de €1 contém um internato aberto em Ra. Se 0 tem um distribTtição a priori

pr(iptia v, a qual não está concentrada em um lírico ponto, e se

zlz'(o)lx} (2.93)
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para alguma constante a # Q e algum uetor constante b então T é absolutantente contínua

com respeito Q medida de Lebesgue e tem densidade

a 'l aon l
b

dn(0) = cexp a (2.94)

Perceba que Diaconis e Ylvisaker(1979) determina a distribuição a priori conjugada na-

tural para 0 partindo basicamente de uma condição de linearidade sobre Z(L'(0)IX). Nosso

primeiro passo, então, é encontrar condições sobre objetos observáveis que sejam equivalentes

à co«lição (2.93).

Suponhamos que /z seja uma função de Borel, integrável, não-negativa e finita. definida

R'.Sda

0(0) - ./z. À(") "P {- ' 0} d(') (2.95)

onde 0 C C) = {0 C 7?' : Z;(0) < oo} e O é um conjunto não-vazio, aberto e convexo ( note

que este conjunto também faz de .D(0) finito uma vez que Z;(0) = 1og Z)(0)). Considere ./I'ÍQ

como a família de medidas de probabilidades definidas em (7?a)' satisfazendo as exigências

do teorema de Diaconis e Freedman (1990).

Proposição 2.5.2 Sqa Xi,X2, . . . ?lma seqdêncáa {rz$rz fa de guaizt dados a/estórias de$ni-

d« .«. 'R' «m /e{ P C .Ue. E«fão, s. -E(X,IX-) = a.X'- + b, .«d. a á «m« co«sZ-*'

não-nata e b é um uetor de coT-estantes d-dimertsional {lualquer, temos qze para todo n 2. \

«'':,.. ., ,«, - "::.".,:,* (" -'' =111*: ,j ,a a

(2.96)

-d' Ê(n,.'':) = ./.a Z)(0)'" expl0 ' 'lIdO p é « d «{d«de «cÍad« «P

Prova: Como por hipótese P C Me, pelo teorema de Diaconis e Freedman(1990), temos

que para todo n ? l

P(x: ,x« $ ««) (x- $ «-,0 , x« $ ,«)aQ(o), (2.97)
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onde /%' é a P-lei(lue faz de Xi, . . . ,X. condicionalmente independentes e identicamente

distribuídas dado 0 com distribuição

dPo(z) = A(') 'xP {" ' 0ld«.0(0) (2.98)

Então, considerando p como a densidade induzida por P, o corolário 2.3.2 nos permite a

seguinte representação:

,(«-,...,,«) - .Ánn:.A(«0[oml'"-plàl*; 'laoW, v« ? i. (2.99)

Seja Xi uma amostra de tamanho um da distribuição dada em (2.91). Considerando

d{(«) Ã(z)d« e Z (0) , temos:

z(x- lo) z,(o) (2.100)

pois Xi 10 tem distribuição na família exponencial. Usando propriedades de esperança condi-

cional, a hipótese e o fato que condicional em 0, Xi e X2 são independentes e identicamente

distribuídas,

E{Z'(0) X:} z{ .rlx: lollx: }
zlzlx: lollx: }

{rix, lo, x: }lx: }

zlx:lx.}

Então se a distribuição a pr ori pala 0 é própria e não concentra em um único ponto, pelo

teorema de Diaconis e Ylvisakei(1979), Q é absolutamente contínua com respeito a medida

de Lebesgue, é conjugada natural com respeito a .r)8m e tem densidade dada por

d m-.-pli'"' lao, p."'u

onde ' c-sta«te c = i(!à;D ' k(To, r:) - b D(0)'" expl0 ':Jd0.



Substituindo(2.101) em(2.99) obtemos

concluindo a prova do teorema

P(#-,. . . ,#«) A(z{)É
« *v;; *$ ,;

) (2.102)

D

Este resultado fornece uma maneira para caracterizar algumas distribuições de probabi-

lidade para variáveis aleatórias contínuas cuja estatística suficiente é S. - X. + . . . + .X'. e

sempre que a dimensão das observações X sqa igual à dimensão do espaço paramétrico O

Se para Você a sequência de variáveis aleatórias pode ser representada como uma mistura

de elementos da família exponencial (en] muitos casos isto é traduzido pela percepção de

alguma condição de invariância sobre esta sequência de objetos observáveis) e se Você acha

que E(X2jXi) é linear em Xi, então Você determina facilmente a distribuição a pr;ori conju

gado natural com respeito à função de verossimilhança da mistura e também a distribuição
Preditiva.

Vejamos o seguinte exemplo para ilustrar essas idéias

Exemplo z.14 : Como no exemplo 2.9, considere Xi, X2, . . . uma sequência infinita de

ariáveis aleatórias tal que para Você ,

P(X(«) C .A) X(.) C .A + x), Vn ? l (2.103)

onde Á é um boreliano qualquer de 7?1]. e x € 7Z" é tal que :'i::i #f = 0 e .,4 + x C 7?1;.

Suponha que sob P, E(X2jXi) = aXi + b, onde a e b são números reais. A proposição 2.5.2

fornece-nos que a distribuição a pr ori conjugada natural para o parâmetro 0 da distribuição

exponencial envolvida na mistura explicitada na expressão (1.58) é

m - ÍPl-5ou' ", 1; . ol l2.i04)

onde k (lfSPI :,l = iiJ:ÍfÊ e, como conseqüência, obtem-se

P(3-,.. .,,.) = ,. ,.
'

k (e'; })
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F(l/« + n) (b/«):/'
F(l/a) (6/« + E:::: z{):/'+" (2.105)

Para o caso particular de quantidades aleatórias contínuas, a proposição anterior e os

resultados sobre família exponencial anteriormente vistos dizem blue as distribuições preditiva

e a posíeráor para 0 ficam completamente determinados quando Você declara sua percepção

sobre os objetos observáveis. h4ais alguns exemplos e comentários a este respeito podem ser

encontrados no capítulo 3.

A proposição 2.5.3 também nos permite concluir sobre a J-conjugação natural com base

apenas em sua opinião sobre objetos observáveis, pois nela fica. definida a forma funcional

dos elementos pertencentes a família de distribuições que amuam como medidas misturadores

no teorema 2.3.2 estabelecido por Diaconis e Freedman(1990) a partir de uma condição

de linearidade sobre a esperança condicional de X. dado X.-i, n > 1. Sempre que a

informação recebida inesperadamente agir sobre seu estado de conhecimento modificando os

valores atribuídos por Você aos coeficientes a e ó da condição especificada na proposição 2.5.2

para E(X2jXi) e mantendo sua percepção sobre a lei de Xi,... ,X.IXi + .. . + X. teremos

J-conjugação natural - isto é garantido pelas proposições 2.5.1 e 2.5.2.

Outros exemplos de J-Conjugação natural podem ser obtidos dos resultados apresentados

no capítulo 3, onde apresentamos caracterizações para o modelo linear f partindo apenas de

julgamentos de invariância sobre objetos observáveis, além de condições linearidade sobre

esperanças condicionais.
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Capítulo 3

Caracterização Preditivista de
Modelos Lineares f

3.1 Introdução

Bruno de Finetti(1937) ao estabelecer o teorema de representação para quantidades

aleatórias reais permutáveis, consegue eliminar do problema de inferência objetos de caráter

completamente metafísico os quais, na literatura estatística corrente, são usualmente chama-

dos de parâmetros. De fato, uma característica importante de Teoremas de Representação

Tipo de Finetti é que descrevem como subjetivistas podem incorporar "parâmetros" em seu

modelo (Wechsler(1993)). Parâmetros, dentro desta visão, são conseqüências de algum jul-

gamento de invariância feito sobre a seqüência de observáveis e por isto são algumas vezes

chamados de parâmetros inter-subjetivos (Dawid(1982)) . A esta linha subjetivista de

pensamento denomina-se preditivismo - termo que parece ter sido utilizado primeiramente

por Cifarelli e Regazzini(1982). Ver também seção 2.3.

Outra grande importância de Teoremas Tipo de Finetti é que eles l eforçam o caráter sub-

jetivista da função de verossimilhança, deixando claro que tanto a distribuição a priori quanto

a função de verossimilhança são componentes da representação gerados unicamente por sua

100



opinião preditiva sobre a sequência de observáveis e, portanto, são igualmente subjetivas.

Apesar dessas qualidades, teoremas de representação são basicamente teoremas de existência

e, sendo assim, nem sempre fornecem explicitamente a forma funcional da função de velossi-

milhança. Sob permutabilidade e considerando uma sequência de variáveis aleatórias 0 -- 1,

de Finetti(1937) estabelece que a função de verossimilhança proveniente deste julgamento de

invariância é um produto de distribuições Bernoulli. Isto só foi possível neste caso por causa

da simplicidade que envolvia as variáveis aleatórias. Geralmente, necessitamos de julgamen-

tos de invariância mais fortes que permutabilidade para este fim. l<ingman(1972), partindo

do julgamento de invariância ortogonal sobre a seqüência de quantidades aleatórias (que

denotaremos por q.a.) observáveis, obtém um teorema de representação onde a função de

verossimilhança é um produto de distribuições .Ar(0, y). h'las tarde, Smith(1981) determina

que sob julgamento de O(1)-invariância, a distribuição preditiva para qualquer sub-sequência.

finita de quantidades aleatórias observáveis é representada pela mistura de distribuições

JV(JW, V) independentes deixando, com isso, explicita a forma da função de verossimilhança.

Diaconis el a/a(1992), usando teoria de grupos de invariância, representam uma sequência

de q.a. O(.M)-invariantes, caracterizando o modelo linear usual. Neste caso, a função de

verossimilhança também torna-se explicita como veremos mais adiante na seção 3.2. Além

destes, vários outros trabalhos nesta linha têm sido desenvolvidos (ver, por exemplo, lglesias

et a/a(1996),1glesias(1993) e Silvo(1997)). Os resultados supra citados e as definições e das

condições de invariância utilizados em cada um deles serão apresentados detalhadamente na.

proxima seçao.

Neste trabalho, trataremos de caracterizar preditivisticamente alguns modelos estatísticos

jentenda-se função de verossimilhança e distribuição a priori) partindo dos resultados cita-

dos anteriormente. Por caracterização preditivista de modelos estamos entendendo a

inevitabilidade da adoção de particulares modelos ( e, consequentemente, de particulares dis-

tribuições a priori), quando certas características são percebidas na seqüência de observáveis,

além do apropriado julgamento de invariância. Neste tipo de caracterizações, o modelo es-

tatístico fica completamente determinado a partir de julgamentos sobre observáveis apenas.

Uma vez que Você declara sua opinião sobre a sequência de observáveis, Você está dispen-
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fado de declarar opiniões sobre objetos metafísicos eventualmente envolvidos no problema,

isto é, sobre aqueles objetos que são comumente chamado de parâmetros.

Resultados nesse sentido podem ser encontrados em Diaconis e Ylvisaker(1979,1985) e

Arellano eZ a/H(1994). Diaconis e Ylvisaker(1979) obtêm uma cara.cterização preditivista

para algumas distribuições a pr 07'i Beta, partindo de suposições de permutabilidade e de

linearidade da média a posteriori. Também acrescentando a condição de linearidade da

média a posleráor{ à condição de invariância adequada, estes mesmos autores caracterizam

em (1985) algumas distribuições a priori Gania. Em Arellano-Valle e! a/H(1994) pode-se

encontrar caracterizações de algumas distribuições a priori Gama-inversa e Wrishart-inversa.

Embora as caracterizações que obteremos aqui não sejam preditivistas no seu sentido mais

puro - para obtê-las consideramos versões infinitas de Teoremas Tipo de Finetti, o que depõe

contra o caráter operacional dos parâmetros enter-subjetivos - elas apresentam resultados im-

portantes para a inferência (subjetivista). Através de julgamentos apropriados de invariância

e de condições adicionais sobre a esperança e a variância a pof/Criará, obtivemos uma carac-

terização para algumas distribuições a pr or Normal-gama-inversa e, conseqüentemente, de

alguns modelos lineares {. Seguiremos a linha aditada em Arellano-Valle et a/H(1994).

Na próxima seção, apresentaremos as definições e interpretações das condições de in

variância que utilizaremos neste capítulo, apresentando uma demonstração alternativa para

o Teorema de Representação para seqüências O(.A'{)-invariantes estabelecido por Diaconis

el a/H (1992). Usando ferramentas matemáticas mais simples que as utilizadas por tais

autores, obtivemos uma outra prova para a versão finita. deste teorema - a qual é compõe

Lamente preditivista - que usaremos posteriormente para obtenção da forma infinita. Na

seção 3.3, apresentaremos uma caracterização preditivista de alguns modelos lineares { - e,

consequentemente, de algumas distribuições a priori Normal Gama-inversa partindo dos

teoremas de representação apropriados apresentados na seção 3.2.
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3.2 Simetrias Esféricas: Definições e Interpretações

Apesar de sua importância para a Inferência Estatística, sabemos que julgamentos de

permutabilidade são insuficientes para descrever todas as situações de interesse na prática

estatística. Informalmente, permutabilidade traduz bem sua opinião sobre observáveis se-.

mente quando o que Você não consegue distingüir na seqüência de q.a. é a ordem em que elas

ocorreram. Por exemplo, em uma seqüência de variáveis aleatórias 0 -- 1, uma vez conhecida

a soma das n primeiras, Você não distingue a ordem em que os zeros e os uns ocorreram

- ou sqa, para Você, qualquer permutação deles é igualmente possível de ocorrer. Para os

casos que caracterizaremos na seção 3.3, necessitaremos de alguns julgamentos mais fortes

de invariância.

Wechsler(1993) descreve a seguinte situação. Suponha que sua opinião sobre as variáveis

aleatórias X e y é traduzida por uma densidade conjunta sobre um plano a qual é considerada

por Você como invariante sob rotações ao redor da origem, isto é, Você não tem qualquer

preferência sobre pontos em um mesmo círculo centrado na origem. Ao julgar que X e y

se comportam como o descrito acima, Você de fato declara que X e y são ortogonalmente

invariantes. Neste caso, sua opinião sobre X e y pode ser revelada por sua opinião sobre a

distância de (X, y) à origem.

Pala generalizar este conceito, considere o vetar n-dimensional X(«) = (XI, . . . ,X.y e
denote por O = {1', n x n : I''l' = /.} o grupo das matrizes ortogonais de ordem n.

Definição 3.2.1 r /nt;ar anciã Ortogorza/9

Uma seqiiência $nita de quantidades aleatórias regas, XI,X2, . . . ,X., é invariante sob trans-

formações ortogonais - isto é, é Ortogonatmente Inuatiante - se para cada r a distribu,ição

condicional de X\«\ da(Lo 'E=.\ X? - rl é uniformemente distribuída na superfície da esfera

ít-dimensionar de raio r, r > 0,e centrada na origem. Ou seja, se para cada r C 'R,

x(«) >ll:xF-,'-ü4(':,...,«.)cn":E-? ,' > o (3.1)
i;: l t { :: l .J

Em ostras paíauras, a distribuição de X{«) é Ortogonalmente Invariante se X{.) =d FXt«),
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para foda I' € O

Definição 3.2.2 Uma sequência {7zánãta Xi,X2, . . . de quantidades a/ealór as é orfogona/-

m.nfe ín",{-fe '' p«« «d« n 2 1 . p«« cad« , C 7Z «/e (3.1) .H, .m o"f«. p«/""",

se para cada n ? 1, X(«) =ú I'X(«), V I' c O.

OBS: O símbolo :a significa igual em distribuição

l<ingman(1972) oferece uma maneira alternativa de apresentar o conceito de invariância

ortogonal para sequências infinitas de q.a. reais estabelecendo o seguinte teorema de repre-
QDn+n''n'"-'"y'Dv-

Teorem.a 3.2.1 r/t'ángman r.ZPVPJJ

Seja Xt,XZ,. . . uma seqÍiência in$nita de q«entidades aleatórias reais {nuariantes sob i,rans-

JorTnações ortogonais. Então existe lmü quantidade aleatória não-negativa V tal que, con-

dicional em V, XI,Xa, . . . , são independentes e identicamente distribuídas com distribuição

.V(0, }'). Á «cO« Zamóé«. é «á/ída.

Uma conseqüência imediata do teorema de Kingman é que sob a hipótese de invariância

sob transformações ortogonais, X(«) tem sua distribuição representada como unia mistura

de distribuições Normais .V(0, V) pela distribuição a priori atribuída à variável aleatória y,

a qual pode ser interpretada como lim.-.}. }l:::;: zi2/n (q.c).

Usando a mesma linguagem de Wechsler(1993), considere um ponto .4 qualquer (não

necessariamente a origem) sobre a Teta X = y e denote por R a reta passando por ,4

e perpendicular à rega X = y. Suponha, como antes, que sua opinião sobre (X,y) é

a densidade conjunta deânida sobre o plano de tal forma que Você seja indiferente com

respeito a pontos em R equidistantes de .4. Então dizemos que X e y são invariantes sob

transformações ortogonais que preservam o vetor de uns. Note que neste caso, sua opinião

sobre (X, y) é a sua opinião sobre .4 e sobre a distância de (X, y) a ,4. Além disto, Á é o

ponto médio entre tais pontos equidistantes (X, y).
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N'leis geralmente, considere O(1) = {1' C O : I''l = 1} o grupo das matrizes ortogonais

de ordem n que preservam vetores de uns.

DeHniçao 3.2.3 rO(1)-/Doar ánc a2

Urna seqÍiência $nita de q.a. reais X\,Xa. . . . ,X. é inuatiante sob transformações ortogonais

gz e preservam uelores de uns - é O(1)-Ímpar aRIe - se para cada m C R e para cada I' rea/, a

i f, «{çã. d' X(«) d«d. (.i,EL::(X{ -.Xy) ,') é ««i$o,me «« «pe,yüáe d« «-.s/e«
de centro m e raio r, ou, seja

x(«) IÃ' -.Xy -a<(«:,...,««)cx":i E:(«;-«-):
(3.2)

n n

l ll l

para cada m,r C 'R,. Olt ainda, podemos dizer que para cada n > istribuiçâo de X{«} é

0(1)-{««,{-!' « X(«) =' 1'X(«), V F C 0(1).

DeÊnição 3.2.4 t/ma seqz;ência án#n fa Xi,X2, . . . á O(1)-int;aráanfe se para todo n ? l,

o actor X(n) é distribuído como cm (3.2), para cada m e r reais, ou em DElTas pa/auras, se

P«« cad«n ? 1, X(«) ' I'X(«), V I'e 0(1).

Assim como no teorema de l<ingman(1972), Smith(1981) estabelece que, sob o julgamento

de O(1)-invariância sobre a seqüência Xi,X2, . . ., o vedor X(«) tem distribuição represen-

tada como uma mistura de distribuições ./V'(JV, y), independentes, pela distribuição a priori

atribuída à (]l/, y), fornecendo uma definição alternativa para o conceito de O(1)-invariância

para sequências infinitas de quantidades aleatórias reais. Neste caso, .A/ e y são variáveis

aleatórias e podem ser interpretadas como nl:jlnm }l: Xi/n (q-c ) e l!!nm },(X{ -- -X):/n (q.c.),
respectivamente.

n

lt t

Teorema 3.2.2 ÍSmif/z -r0871)

Sda Xi,X2,. . . uma seqãéncÍa nPn la de q.a. reais, O(1)-ínuaríarzle. Então, eaÍstem g.a.

reais M e V, y não-negativa, tais qtze cona ciDRa/ em À/ e y, XI, X2, . . . são ándependenfes

e identicamentes distribuídas com distribuição N'(M,V). A volta também se ueri$ca.
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Bernardo e Smith (1994), fornecem mais alguns detalhes sobre a interpretação geométrica

desses conceitos, os quais são referenciados por "simetrias esféricas" . Ver também Gasco(1997)

Sejam Pm a projeção ortogonal de um vedor n-dimensional em um sub-espaço .A4 de 7Z',

a norma euclidiana definida em 7?," e n um inteiro qualquer. Por exemplo, considere 7z = 2,

./U como uma reta qualquer passando pela origem e seja Á uni ponto qualquer nesta reta.

Suponha que a sua opinião sobre o vetor bi-dimensional (X, y) seja a densidade conjunta

definida sob o plano e que pala Você pontos equidistantes de .4, localizados sobre a mesma

Teta que passa por Á e é perpendicular à .A4 são indistingíveis. Neste caso, dizemos que

para Você X e y são invariantes sob transformações ortogonais que preservam elementos

de .M, ou seja, são O(./\,'{)-invariantes. Note que aqui, sua opinião sobre (X, y) é obtida

de sua opinião sobre .4 que é Pm(X,y) - e sobre a distância de (X,y) à .4 - isto é,

(X, y) -- Pm(X, r)ll. Formalmente, considere O(M) = {1' C O : I''z = #, 3 € .M} o grupo

das matrizes ortogonais de ordem n que preservam elementos de .A4.

Definição 3.2.5 ÍO(.A,'{)-/noarááncíaJ

Uma seqiiência $nita de q.a. reais X\ ,Xa, . . . ,X. é inuariartte sob transjo'reações ortogonais

gue presert;am e/emenfos de .A4 - isto é, é O(.A,4)-inz;aríanfe - onde .A4 é um saó-espaço de

7Z" com dimensão d 5; n, se a dástrióuÍção de X(«) dado (P'mz(«), llz(n) ll2) = (m,r') é

uniforme sobre Q superfície dü n-esfera de centro nx C R" e Trio Ta > Q, oü seja,

X(«) l P"(X(«)) ) - mjl ,(«) c R': P"«(«) ,(«) - mjl')

para todo nl C R" e r C'R, e para pm representa,ndo Q projeção odogonat em .M . Atternati-

«m'«te, « disf,íb«irão d. «t« X(«) é O(M)-Í-«{-t', 'e X(«) =' 1'.X(«), V I' C O(M).

(3.3)

Definição 3.2.6 Uma seqãéncáa án#náfa de q.a. reais Xt, X2, . . . é O(.A'{)-ínoaráante se para

cada n ? l oa/e a condição (3.3), ou a/ter,zaf lamente, se X(«) =' 1'X(«), V F € O(M).

Em linguagem de planeamento de experimentas, dada uma matriz de delineamento X,

o vetar de resposta y é O(./ç'{)-invariante se para Você todas as possíveis realizações y de
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}' que produzem a mesma estimativa pÀ'ty e o mesmo erro de estimação lly -- pmyll2 são

igualmente prováveis.

Diaconis eZ a/H(1992) apresentam este conceito através de um teorema de representação

tipo de Finetti, o qual demonstraremos mais simplesmente aqui utilizando-nos basicamente

de cálculo de probabilidades e de alguns resultados conhecidos da teoria de modelos lineares.

Nlostralemos inicialmente que a distribuição das h, k < 1? -- p, primeiras coordenadas de um

vetar X(«) com distribuição satisfazendo (3.3) tem distribuição Pearson tipo // e a seguir

daremos as versões finita e infinita dos teoremas tipo de Finetti para variáveis aleatórias
O(..'\'t)- invariantes.

Para simplifícai a notação, chamaremos 7'.r/(a, -B,A) a lei de um vedor aleatório T, k-

dimensional, cuja distribuição é uma Pearson tipo // com vetar de locação a, &-dimensionall

matriz de dispersão B de ordem h x A e positiva definida; /z é um parâmetro de forma e cuja

função de densidade é

/r (t) !-(1lÍli;\?i'f i) (det .B)':/' {i -- (t -- "y-a':({ -- a)}" , (3.4)
l
T

onde /z > --1 e 0 $ (t «yp':(t - «) $ 1

Além disso, ao longo deste capítulo consideraremos .A4 como sendo o espaço gerado

pelas colunas de uma matriz de constantes conhecidas X de ordem n x p cujo posto é p e

denotaremos por /q a identidade de ordem 77.

Considere H«) - (yl , . . . , yny e defina as funções

B« = B(y(«)) = (X'X)':X'H«) e

z« H«)) h«) - XB«y(H.) - x.a«).

(3.5)

(3.6)

Proposição 3.2.1 Sda h, . . . , yn uma segdéncãa ./frita de g.a. reais, O(./U)--ínt;ar arie

para cada k <. n -- p, considere a partição

:::.,l . *;l::.l
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onde X..K é umü matriz formada por linhas de X e tem posto completo p. Então, para

gua/quer pelar b, de dámerzsão p x l e qua/quer lztímero rea/ posifãuo c lemos que

Hu l B« - b, -e« - ' - p'« l x*b; 'l.r* - x*(x'x)':xl;l;

Prova: Para provar o que desejamos basta verificar que a densidade condicional de hÀ;)

dados B« = b e E« = c assume a forma dada pela expressão (3.4) com parâmetros de locação

Xx;b , matriz de dispersão cl/k -- Xk(X'X)':Xj;l e parâmetro de forma/z =(n --p-- A -- 2)/2.

Usando propriedades de cálculo de probabilidades, sabemos que

í.,. . - . rt., .~ IB«;b,vK):"K,(c)/B.ll'lu:,..,(b)/}'ln(y(t))
J r (t)IHn=b.Zn :c\y(k) ,r (3.7)

Como por hipótese yl, . . . ,yn é uma seqüêrlcia O(.M)-invariante, pela definição 3.2.5

temos que

H«)IZ?n ' b,-E. = C «' Z/{y(«) € 'R" : B(y(«)) = b,E(y(«)) = c, b C 'R", C > 0}, (3.8)

qualquer que seja a P-lei de }'i, . . . , yn. Consequentemente, para todo k < n -- p, a distri-

buição de Hk) in« = b, E« = c será a mesma para qualquer lei O(.M)-invariante. Desta

forma, sem perda de generalidade, podemos supor que H.) tem distribuição ./V'(0, /«), ou
sqa,

'':.,'«.«,, - (à); -- l Ê,?l . .;.,,
Sob condição de normalidade, B« e .E« são independentes com distribuição ./V'(0, (X'X)':)

e X2-P, respectivamente. Sendo assim,

!! .. . 2 B

".,..'',., - (;); (;); ia''.'''*'*,-:.,-; .*-{ ;..* '''*'*,»,} .;.«.,

Além disso, lembrando que X..A; tem posto completo, defina H/ = (X'X.)'iX' .À;H«-k),

O2 = /..x; -- X..k(X' -kX...k)'iX' -k e considei'e R = HI..k)O2Hn-t)'
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(.;omo y(«-k) " .'V(0, /..k) e como Q2 é uma matriz idempotente com posto n -- p -- k,

Searle(1982) determina que

W -« ./V'(0, (X'X)''(XI..J;X«-k)(X'X)':) e (3.11)

R ' X:-,.A. (3.12)

Usando cálculo de probabilidades e equivalência de eventos, derivamos da expressão (3. 1 1)

que a densidade condicional de Z?« dado Hk) é

/B«IVeu-,.u(b) = ./'w(b --(X*X)''Xjyw)
p/' det(X'X)

{det(XÍ..x;X«-k)}'/' exp
-! lb:(X'X)(XI,-kX«-k)''(X'X)b

l
27r

2b'(X'X)(X' -kX«-A)':Xk w + ÍHXk(X: -kX«.t)':Xk wl}
(3.13)

Defina .4 = XI..k)H"-t) X«-k(X'X)':X'-kH«-k) X«-k(X*X)':X'}(t)

e seja g(.) = /Z.la«=b,vK)=pw(.). Lembrando que sob normalidade R é independente de

S = (X' .tX...k)'iX* .kH«-k) e usando o Princípio da Substituição verificamos que

«W - /d : *:..*.-.,--]'':''':»-'':],.*,];n-,:,.*, (. «Í*,".*, + «l*,X*(X'X)':XI«.*,)

./v(t-n}("-u]s=(X]...X-.k)-']X'Xb-Xj;vw)](c -- y(k)y(t) + y(k)Xk(X.tX)'i Xlty(k)+

+: IX'X'XI«..,I' (X'X)':X!«.*, IX'X' «.*,I' (X'X)-' IX'Xb - Xj".*,l)

.h (c - vlnym + 3/ÍuX*(X'X)':Xlz/m + 2b'Xjg/w + jb'X'X - yluX*l(X'X)':

IX'Xb -- XÍ;y(k)l X'X -- ylk)Xkl(X* -kX«.k)': IX'Xb -- XÍ;y(k)l

x*(x'x)':xl«.*,)

/n (c -- y(k)y(k) + b'X'Xb -- b'(X'X)(X' -tX«.t)''(X:X)b+

+2b'(X'N(X:.*X«-d':XI«.*, *,X*(XÍ..*X«-d''XI«.*,)
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De acordo com (3.12) verifica-se então que

g(c) ii {'-(yw-xkby(rk+xk(xl.-kx«.k)':xk)(yw-x*b)} ' ':

p {'ã I' ' bw - x*U:t.r* + x*(x:.*x..0''x*lbwex (3.14)

Portanto, substituindo (3.9) com n = k, (3.10),(3.13) e (3.14) em (3.7), obtem-se

(;) ; ã94 {=i:sLl; .;.,',
{l - (3/w - X*byj'(.r' - X*(X'X)':Xt)I':(vm X*b)}'í'':

/}tUIB« :.(yK))

Finalmente, notando que

y cl.r* - X*(X'X)''X*l

(1; ['* -- '':*','.'':'-' *.*]) ': , (3.16)

conclui-se que Hk)l-B« = b, E« = c tem distribuição Pearson tipo // com os parâmetros
anteriormente mencionados.

D

Os dois próximos resultados são fundamentais na prova da versão finita do teorema tipo

de Finetti para sequências O(.M)-invariantes. O primeiro deles é um caso particular da

proposição 2.3 fornecida por Diaconis ef a/ã(1992). Optamos por apresenta-la apenas para

o caso que nos é de interesse imediato, com o intuito de tornar mais clara a prova da forma
hnita.

Ao longo deste capítulo, Z:(U) denotará a lei de uma quantidade aleatória U e ll llv
denotará a distância de Variação Total.
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Lema 3.2.1 Soam t/ e H/ uetores a/eafóráos k-dimensianafs com distráó Cães ./V'(0, sVk)

. N'(0,'.rk), «spect{«me«fe, .«de . é «m« c.-t""fe p«ilí« . Vk - Xk(X'X)':Xj;
Então .

IZ(U) -- C(U/)lly $ 2{(det(UA))'+ 1}.(3.17)

Prova: Sejam /u e /}t, as funções de densidade de U e TT', respectivamente. Usando

propriedades da distância de Variação total, sabemos que

' (H - :) ..«.*,'*.
,c(u) - ,c(u')ll«

Agora,

.É:l:l = (det(UA))'{ -p {--ã''-=--x'(\''F' -- .rk)x}

e como Xk(X'X)':Xj; é uma matriz definida não - negativa, \r": -- /l; também o é. Portanto,

:l:l $ (a't(n))'{,

seguindo daí o resultado

D

Para percebermos melhor este resultado consideremos un] exemplo simples. Suponha que

U .., .N(0, y) e H/ -' JV'(0, 1), onde y é um número real posit.ivo menor ou igual que l. (Note

que esta exigência é feita para que V'l -- l seja não-negativo). Neste caso,

n

l,c(t/) - ,c(w)ll,' $ :iiÍ - 2

Se }' é muito próximo de zero ll,C(U) -- ,C(W)llV é muito grande, ou seja, a aproximação

entre as distribuições de U e W não parece muito adequada. Quando y é muito próxima de

zero, a variável aleatória U é praticamente degenerada no ponto zero, o que nos leva a pensar

que uma aproximação por uma distribuição ./V'(0, 1) não é intuitivamente muito razoável.
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Poi outro lado, se y é muito próximo de 1, a distância de Variação Total entre as leis de

t/ e W' é muito próxima de zero, isto é, não erraremos muito ao fazermos uma aproximação
entre elas.

Sendo assim, podemos pensar que a Distância de Variação Total fornece uma medida do

quão bem sobrepostas estão duas distribuições de probabilidade.

O seguinte resultado estabelece que a lei das k primeiras coordenadas de um ponto

uniformemente distribuído na superfície da n - esfera S« = {(ai, . . . ,z.) C 7Z" : Pmz(«) =

m, llz(«) -- mjl2) = r2}, r C 7Z e m C 7?1" é próxima (segundo a Distância de Variação

Total) à lei de k v.a. independentes, distribuídas segundo uma .W'(Xkb; ;;:i/i;). Ou seja,

usando os resultados da proposição 3.2.1, o teorema que segue estabelece a proximidade, no

sentido da métrica assumida aqui, entre a distribuição p'n(Xkb; cMk;(n --p-- A -- 2)/2), onde

\4 é definida como pata o lema anterior, e uma distribuição ./V'(Xkbl =:i/t).

Seja Qkbc a lei de }'tX;) dados .B. = b e .E. = c e considere /l,.2 a lei de um vedor

aleatório com distribuição ./V'(XkP, a2/x;), /3 C '7?1' e a2 > 0. Para simplificar a apresentação

dos resultados, denote a distribuição 7'n(Xkb; cVk; (n -- p -- k -- 2)/2) por p'n(Xkb; cUk).

Teorema 3.2.3 Sda yl, . . . , yn Hma seqãêncja ./tRaIa de qzlanfádades a/eaZórías O(.A'{)- {n-

uaráantes. Enfio, se k + 3 < n -- p,

le:b.-- rb,;;bll\,s21 Ã 'P3 +(det(uk))'#--ll' } (3.18)

Prova : Usando propriedades da Distância de Variação Total, a proposição 3.2.1 e o
lema anterior obtemos:

"« - '':*';.«,-«l**';ü'.l««
' '..'';.«,-«(.;á«) «* «(.;ü«)-«(.;ü,.) «

$ 117:'//(o; rk) - .v lo; ;;-i.rkl 11« + 2{(d't(vA))'{ - i}. (3.i9)

Considere /x e /p as funções densidades associadas às distribuições Normais e Pearson

tipo //, respectivamente. Usando propriedades da distância de Variação Total temos:
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"'«''; '*, - « 1.; Ú'*l «« - , / l€1H - :l «.«,,'"",, (3.20)

onde

iU - Úq4 ('r) '; ': - «:*,«.*,,---: «- {-;.« - «'«'*,«.*,}
(3.21)

Seguindo Eaton(1989) e considerando A par, temos que quando # + 3 < 7?. -- p a função

(l -- u):!:f:t': expl'1/2(n -- p)u} é maximizada ao tomarmos u = Íi5 e, além disso,

.:l# rn';l :fs ..: 1: - ál
' - I':Í:'-:l-.; l:-=1 -'r--.; l: k+2

-:P«.:(:-=) v. (3.22)

Da1.

-.; iU . - :.. '=F,
e, portanto,

/p(gw) . , k+2
l \

/w(y(k)) ' ' n -- P -- A -- 2

Se k é ímpar, por argumentos algébricos similares, temos que

&@aD.
/w(g/(t)) ' ' n -- p -- k -- 3

E como ;;::ligo:} > =::ÍiliÍ:ã, temos que para todo k + 3 < n -- p, llQkb.

limitada pela expressão à direita em (3.18).

11« é

D
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Diaconis eí a/H(1992) em seu teorema 3.1 demonstra que

".:». - ",:«« ' : l l: - :l* :{.'.''"»-; - :* (3.23)

Fazendo a diferença entre a cota exibida no teorema 3.2.3 e aquela fornecida por Diaconis

el a/&(1992) na expressão acima verifica-se que, uma vez que É + 3 < n -- p,

significando que a cota obtida por Diaconis ef a/ã(1992) é mais refinada que a obtida no
teorema anterior.

k+3 >
n -- p -- k -- 3 '

:.].]]
n--P ' 1,

l

(3.24)

Considerando k e p fixos, notamos que as duas cotas anteriormente vistas convergem

uniformemente para zero quando n cresce. Portanto, essa diferença entre elas não tem

qualquer efeito para a obtenção da versão infinita de um teorema tipo de Finetti pala uma

sequência O(.A,'f)-invariante. Aqui, daremos preferência à limitante obtida no teorema 3.2.3.

Para formalizarmos a forma finita para uma sequência O(.M)-invariante, denotemos por

Pk a P-lei do vedor O(.M)-invariante hk), l $ h 5; n, e consideremos , como antes, PPk..,
denotando a lei de um vetor aleatório k-dimensional com distribuição .Ar(X.k/3, a2/b), /3 C 7?.P

e a2 > 0. Note, ainda que a forma finita é uma consequência direta do teorema anterior.

Corolário 3.2.1 rForma f'ánÍfaJ Sela y; , . . . , }; uma seqdéncia ./írzÍía de guanZidades a/eafóráas

reais OÇ.M )-invariantes. Então, existe lema m.Caída de probabilidade F de$Ttida sobre RP x

(0, oo) la/ que para cada A com A + 3 < n -- p,

lIrA-/z,xo,-)/'É,.'dp(p,a')llv' $ 21 / +3 +(det(vA))'{ -- il

Prova: Soam p« a P-lei de (.B«, .E«) e p« a P-lei de (B«, .E«/(n -- p)). Como h, . . . , yn

é uma seqüência finita de quantidades aleatórias reais O(.M)-invariantes, pela proposição
3.2.1 temos que

(3.25)

Á *0,-, 0:b'd""(b,')
Q:b.' 'íp«(b, c) ,

7?px(0,oo)
(3.26)
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o«de c' = c(n -- p)

Escolhendo p = p.,

'RP x (o,m} Pã,.a dp (Í3 , aZ ) 'n- x çü.w\plà.., dF« Çli , a' )

'Rp " {o,m} Pli.dp« (b , c). (3.27)

Usando (3.26), (3.27) e a propriedade de convexidade da distância de Variação Total,
obtemos

Á *n,., (QEb.. - -«') dp(b, ') l«
IC?:b.. - /b.llvdp(b, c)

Rpx(0,m)

onde a última desigualdade segue pelo teorema anterior

< 9 ;-:';;-i:-ã + (a't(u#))'{ - l

PÊ -- a,,, dp(P, a')ll«
''Rp x (0,m )

<

D

O próximo passo será exibir a versão infinita do teorema tipo de Finetti para uma

seqüência O(JU)-invariante e um esboço de sua prova. As idéias da prova são fornecidas

por Diaconis ef a/ã(1992), que não explicitam a demonstração para o caso particular que

está sendo considerado aqui. Ressaltamos que a forma infinita será muito útil pala a obtenção

da particular caracterização (completamente) preditivista para modelos O(.M)-invariantes

como aquelas que veremos na próxima seção. Como definimos anteriormente, soam X. uma

matriz de constantes conhecidas, de dimensão n x p, com posto p, Xx; uma matriz de di-

mensão k x p formada a partir de linhas da matriz X e % = /k -- Xk(X'X)':XÍ;. Considere

o seguinte lema:

Lema 3.2.2 Sejam k e p ./idos. Se todos os awfoua/ares de UA são merzores ozz {gwais a um,

então lim«-.,~ldet(MA)}'{ = 1 se, e somente se lim.-.»-(X*X)': = 0.

Prova : Denote por Àj(Á) o .j-ésimo autovalor da matriz não nula Á e seja B uma matriz

com p colunas.
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Suponha que lim«-.,-(X'X)'' = 0. Então, para todo j, temos que lim.-« Àj(X'X)':

0 se, e somente se, lim.-- À«-(X'X)'' = 0. Mais ainda,

Jin: (x'x) ' :n--loo' '
0

:>

:+

.lim B(X:X)':.B' = 0n-+oo ' '

,IU,À. (p(x'x)-'B') - o, w

,JÜ,nj:. I" (x'x)-:B*)l -:
JU, d.t l.r- -- (B(x'x)':B')l - i,

e, consequentemente, lim«-.,m det l/k -- (Xk(X'X)':Xj;)'{ l = 1.

Por outro lado, suponha (lue lim«-.,- {det l/k -- (Xk(X:X)''Xj;)lJ'{
hipótese, 0 5; À.j(Vk) $ 1, para todo .j, temos que

Como, por

0 $ Àj(Xk(X'X)''XÍ;) $ 1 v.j

Sendo assim, temos

,lin, det l.r. -- (x.(x'x)':xl) ' + Jh, l« (x*(x'x)-'x!)l - :, "J
+ Ja À. (x.(x:x)-'xt) - o, W

': JÜ,.x«- (x*(x'x)-:xl) - o.

Agora, À«- (Xk(X*X)':Xj;) = maxllatl:l d' (Xt(X'X)''XÍ;) d (ver Rao(1973)-pg 591)

Então, como desejávamos

JiRiMHa' (x.(x'x)''xt) a- o :' Jh,a' (x*(x'x)-:xl) a-o

:> li«: (x'x)''n--loo ' '

D

(A prova deste lema nos foi fornecida por del Pino(1996))
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Teorema 3.2.4 r.lbrma /22ázzÍfaJ Sela yi, y2, . . uma seg#êncÍa {ízánáZa de quantidades a/eafó

rias reais O(.A4)-int;arianíes, onde ./U é o espaço gerado pe/as co/wnas da mafríz X com posto

co«.p/efo p. Se lim«--(X'X)'' = 0, enZã. erisZe uma m.dada de proa«óã/idade p de#nida

sob RP x l.ç),oo) tat que, para cada k > p, a P-lei de YIK) tem a seguinte representação

L'*p.., V(X*b, "-r*)ap(b, ")- (3.28)

Prova: (Aqui faremos apenas um esboço da prova deste teorema. Leitores interessados

em seus detalhes podem consultar Gasco(1997)).

Sda p« a P-lei da qu-cidade aleatória(B«, n'P) . Considei'e o conjunto compacto

c'x' = -1 11a« 1 > Ã' o«
7Z

'> K, 1< ç: R't
P

(3.29)

Para todo c > 0 é possível encontrei C'x-. tal que se verifica a condição

P«(CÃ-.) < c,

onde OÃ-. é o complementar de C'X.. Isto é, temos que a sequência {p.} é tight. Então existe

uma sub sequência {p«,] e uma medida de probabilidade p tal que limo-~lp«, } ' p'

Como a expressão à direita em (3.25) converge uniformemente para zero, sempre que

lim.-«(X:X)': = 0, tomando o limite através da sub-sequência conclui-se a prova do
teorema.

D

Observações

1. Considere B« e E« como definidos nas equações (3.5) e (3.6), respectivamente. Defina

E; = -ê'.-. Então, o vetar aleatório (Z?«, Zl;) converge (quase certamente, pois ao conside-

rarmos P como a P-lei de uma seqüência. de quantidades aleatórias reais cujas marginais

k-dimensionais POk,,, denotam a P-lei da distribuição .V(XkP, a2/k) e ao definirmos o evento

H {y : (B«(y), .El:(y)) co-erge}
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temos que

P(H) = j,n. ,m Pgb,(H)dp(Í3,aa). (3.30)

Sob a P-lei da distribuição Normal dada acima, temos que os X's são independentes

e normalmente distribuídos e como, por hipótese, lim«-~(X'X)': = 0 Anderson e Taylor

(1976) provam que B. é um estimador fortemente consistente, isto é, converge quase certa-

mente quando n --} oo. Sob suposição de normalidade e considerando que lim... XIX- - ,4

onde .4 é uma matriz finita e positiva definida, Zl; também converge quase certamente (Ver

Singer e Sen(1995)-pag 323).

Então,

.PD=a, (# )

e, portanto, P(H) = l

(Perceba que ao supor que lim.-.»- 2;;a:l = .,4, garantimos a validade da condição lim«-.»- (X'X)':
0.)

Além disso, como (Z?«, E=) converge quase certamente, existe um único vedor aleatório

(B, L') tal que

,JÜ,(B«, .E=) - (B, v). (3.3i)

Sda O um boreliano qualquer de 7?' x (0, oo). Clamo para Y -' .A/'(X/3, a'/), lim«-- (-B«, Zl;)

IP,a'),

P{(B, }'') C C'} .PD8a:(J:iR.(B«, .E;) c a)ap(P, a')
'7ZpX(0,oo) '' '' '"-+'o '

"lW,.D . a} p(#, a')R' X (0,m)

P(o)

onde l{.cc} é a função indicadora e assume o valor l se c C a e assume o valor zero, caso
contrário.

Portanto, a P-lei de (.B, y) é p e, pela unicidade do limite na expressão (3.31), p é única
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2. A volta do teorema também é válida. Considere I' uma matriz ortogonal que preserva

elementos de .A4. Para todo Á C .A4 e para todo k

P*(FÁ) L *\o,-)Pã,..laTA)dp(í3,a' ). (3.32)

Como a distribuição Normal é O(.A'{)-invariante,

«,.,(r.'{) - PoA,,,(.4). (3.33)

E, portanto, de (3.32) e (3.33) conclui-se que

P*(FÁ) P*(.A). (3.34)

Como a suposição lim.-.»- 2El;X- = .A implica que lim.-.,«(X'X)': = 0, a observação l

permite-nos formular o teorema anterior da seguinte maneira:

Corolário 3.2.2 Sda h , y2, ' - - uma seqãêncáa án$náta de gua zt dados a/eatóráas reais O(.M)

inuctriüntes, onde .M é o espaço gera.do pe\as colunas da Tnatriz X, n x p com posto completo

p. Se lim«-.}- --i-- = Á, então ezÍsZe tzm z;etor a/eafóráo B, p x 1, e Hma uariáue/ a/eatóráa

V, não negütiuü, tat qüe para cada k > p

H© IB, }'' }''.r*). (3.35)

A polia também é verdadeira

Esse resultado exibe uma nova maneira de apresentar o conceito de O(./\'{)-invariância,

conforme mencionado anteriormente. Além disso, como X é uma matriz qualquer de cons-

tantes conhecidas, vários modelos lineares comuns na prática estatística ficam preditivisti-

camente caracterizados. Por exemplo, podemos citar os modelos de Análise de Variância,

Modelos de Regressão e Modelos de Análise de Covariância.

Exemplo 3.1: Uma pesquisa é realizada com o objetivo de estudar o efeito de alguns

fertilizantes na produtividade do Pimentão Magala. Neste estudo estão sendo considerados

p fertilizantes diferentes e supõe-se que cada pé-de-pimentão receberá apenas um destes
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fertilizantes. Chanlemos de X a quantidade de pimentões pi'oduzidas pelo i-ésimo pé-de-

pimentão, após o recebimento de algum fertilizante de interesse e por Hn) uma amostra de

tamanho n constituída sucessivamente pela quantidade de pimentões produzida cada um dos

n{ pés que receberam o fertilizante { = 1,.. .,p, de tal forma que n = ni+ . .. + np.

O pesquisador não tem qualquer preferência por amostras y(«) que forneçam a mesma

inferência sobre o efeito dos tratamentos e o mesmo erro experimental.

Chame de n o número máximo de pés plantados e considere nj o número destes pés quc

receberam o fertilizante .j, tal que n = ni + . . . + np'

Denota por Xij uma quantidade que assume o valor l se o {-ésimo pé-de pimentão recebeu

o tratamento .j e assume zero, caso contrário. Desta forma a matriz de delineamento XI é

uma matriz n x p formada por ni linhas com um l na primeira coluna e zero nas demais, n2

linhas com um l na segunda coluna e zero nas demais, e assim sucessivamente.

Com essa estrutura, verifica-se que

(x:x)': dias :}
1«:h , . . . , «,'%y

(3.36)

(3.37)x'y(«)

onde }l; é a produtividade média dos pés que receberam o tratamento .j. Temos, portanto,

que as expressões (3.5) e (3.6) assumem a seguinte forma:

B.

E.

h,
n P

E x: - E «,8',

(3.38)

(3.39)
{=i .j=i

ou seja, B. é o vedor com as produtividades médias para cada fertilizante

Suponha que pala cada .j = 1, . . . , p apenas #j < nj pés estejam disponíveis para análise,

de forma que a matriz X.-k tenha posto completo (k = ki + . . .+A,). Então pode:se escrever

Xk = diag {lk.*i,..., lk.*i}, onde l.xb denota uma matriz de uns de ordem a x b.
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Com isso, a distribuição condicional em B. = b e E. = c, do vedor Hx;) composto pelas #

variáveis respostas observáveis }q , . . . , }'l é a Person do tipo ll fornecida na proposição 3.2.1

com parâmetro de locação

btlk:xt

b,lk,xi

e matriz de dispersão

z) = dias l/t. -- ;lij;. xk. ,

Qual seria o erro se utilizássemos para inferências não a distribuição exala encontrada

acima mas uma aproximação pela ./V'(Xlkb, ;;:i;/i;)? O teorema 3.2.3 fornece que a proximi-

dade(no sentido da Distância de Variação Total) entre estas duas distribuições se k+3 < ?? --p
e

« ' ,l;-:n:: *l.i:sl; - - l

Q:.. - «..-n p (3.40)

Perceba que se para cada fertilizante .j a população de pés-de-pimentão (que recebeu este

fertilizante) pudesse ser ampliada de tal forma que V.j, nj --> oo, teríamos

.u,:. «;;: l: - :l - «
e, conseqüentemente,

,lin, llQ:b. - -«,ã ll«

ou seja, a aproximação pela distribuição Normal seria, neste caso, muito boa

Note ainda que quando nj -+ oo, Vj p, os X's são quase independentes (com
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distribuição .N'(Xtb, ;;:;.rt) ) e com isto,

lini.B.n-+oo Vj,n,-+oo \ ' ' ' './ljU.(E,. . . , E,y - B -(B:, . . ., .a.y (q.c)

(q.c.),

(3.41)

(3.42)1;.. P+
n'=& '" .,,..:--Ú{É *: -É «.*'} - «

onde l?j pode ser interpretado como a produtividade média da população de pimentões que

receberam o fertilizante .j e V é a variância da distribuição do efeito aleatório envolvido no

problema.

Nlais ainda, lim«-.,«,(X'X)'i = limvj,«,-.». dias {;t,
rolário 3.2.2), que pala qualquer k < p,

0, fornecendo (pelo co-

Yw IB, }' -- .v(xkB, }'.r*),

onde

\ a-l*.*: .l

Observe que a distribuição de yn, dados B« e E«, para qualquer .j :L l, . . . ,p, não é dada

pela proposição 3.2.1. Nestes casos, a matriz X..., não terá posto completo, obrigando-nos

a usar outros métodos para determina-la

XlkB =

Bili;.xi

Leitores interessados em mais alguns exemplos podem encontra-los em Diaconis et a/H

(1992). Na próxima seção, usaremos os resultados e definições apresentados aqui para for-

necer caracterizações completamente preditivistas de alguns modelos estatísticos(isto é, dis-

tribuição a priori e função de verossimilhança).
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3.3 Preditivismo e o Modelo Linear t

Em Arellano-Valle ef a/H(1994) são apresentadas caracterizações preditivistas para al-

guns modelos probabilísticos. Particularmente, caracterizam uma distribuição preditiva í

central - e, conseqüentemente, uma distribuição a priori Gama-Inversa para o parâmetro

enter-subjetivo envolvido no teorema 3.2.1 (teorema de lÇingman(1972)) - adicionando à

condição de invariância ortogonal percebida na seqüência infinita de variáveis aleatórias

uma condição de linearidade sobre a variância a poslerior{. Ou seja, asssumindo que um

vetor aleatório n-dimensional X(«) é distribuído segundo uma distribuição f n-variada, com

parâmetros m, c, .D e d - abreviadamente, X(«) -, Z«(m; (;l Z); d) - quando sua densidade é

dada por

onde m é o parâmetro de locação cuja ordem é n x 1; C' é a matriz de dispersão com lidem

n x nl D e d são reais positivos - com d igual ao número de graus de liberdade e Z) sendo

o parâmetro de escala (note que quando Z) = d, temos a distribuição t de Student usual) ,

Arellano-Valle ef a/H(1994) estabelecem o seguinte teorema:

./\..,(x) =
r( #' )o$1c' I' { ..dlZ

O + (x - "'yC'':(x - m)}''f (3.43)

Teorema 3.3.1 (Are1lano- Valle; Botfarine, lglesias (í094))

Seja X\,X.z.. . . uma sequência in$nãta de quantida,des aleatórias reais Ottogonatmente in

variantes sob P. Então,

V.r(X,IX-) +b, « C (0,1) e 6 > 0

'', ' «m."f' «, X(«) - t.(0; .r«; {; t:lD).

(3.44)

Para a prova desse teorema, além do teorema 3.2.1 estabelecido por de l<ingman(1972), os

autores utilizaram-se do teorema 2.5.3 estabelecido por Diaconis e Ylvisaker(1979) visto no

capítulo 2, o que permitiu concluir que a distribuição misturadora pala o teorema de l<ing-

man(1972), sob a condição (3.44) para a variância a posteriori, é a distribuição ÇZ ( b ; a+l )
cuja densidade é

/v(") '''(")'l'#''":} expl'Z"':}. (3.45)
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Note que esse resultado retira do problema de inferência a arbitrariedade da adição de

particulares distribuições a priori conjugadas para o parâmetro y do teorema 3.2.1 esta-

belecido por Kingman(1972), as quais são escolhidas meramente com o intuito de facilitar

cálculos. A distribuição a priori Gama-Inversa, conjugada natural com respeito a distri-

buição .V(0, y), dada na expressão (3.45) surge como consequência de julgamentos que Você

faz a priori sobre a sequência de observáveis refletindo, portanto, sua opinião sobre y. Essa

distribuição a priori certamente não será adequada para o problema se a condição (3.44) não

for uma avaliação razoável para a sequência de variáveis aleatórias considerada.

Os resultados que seguem serão utilizados para provar o resultado que veremos mais

adiante, na proposição 3.3.1.

Considere lixa uma matriz de un's de ordem { x J, í, .j inteiros positivos quaisquer

Teorema 3.3.2 Sega X(«) = (Xi,...,X.)t. Se X(«) dado p e a2, p C 7Z e a2 > 0, fem

distribuição NÇF'L.,.\.aa In] e se a distribu,ição Q priori de tF,aa ) é a Normal-Gama-Inversa

t«/ q«e pla' «' JV'(m,a'r), m C 'R e .'- > 0, ' a' «' gZ({, {), « > 0 ' d > 0, '«fã.

X(«) «' t«(ml«*-; V; a; d) (3.46)

o«d. y (.r. + ,-l.*«)

Uma prova deste resultado pode ser encontrada em O'Hagan(1994)

Para o próximo resultado consideraremos a notação previamente estabelecida nesta seção

para a distribuição t n-variada.

Lema 3.3.1 Sda X(«) ' {«(m; C'; Z); d). Então,

i. .E(X(«))=m seda le y(X(«))= agia' sed>2;

ii. Soam .4 wma matriz m x n e b um odor m x l.j Se ,4 e b são rzão-esfocásZicos

ÁX(«) + b -' Z«(.4m + b; ..'lC'..4'; O; d);
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iii. Consíde7'ando a partição;

) ;
012de X(i) e ml são t;Czares m x l e Oii á Ilha mafri.

x(«) ' m==
m2

mi
e ' - l :::

m x in temos,

X( 1)IX( 2 ) zH -- t«(ml.2; Cii.2; l)i; dl),

onde

mi.2

C':i.2

di

mi + C'i2(;22 (z(2) -- m2);

Cii -- C':,Cã' 02i;

1) + (a(2) -- n12yC'ãi(z(2) -- m2)

d+n -- m, l 5; m $ n.

Este lema pode sei encontrado em Arellano e Bolfarine(1994) que o estendem para dis

tribuições Elípticas das quais a distribuição í é um caso particular.

A seguinte proposição estabelece uma caracterização completamente preditivista para

uma distribuição t não-central. Não encontramos um resultado similar na literatura, o que

sugere que o próximo resultado seja uma das principais contribuições neste capítulo.

Proposição 3.3.1 Seja Xi,X2, uma segdénc a de q.a reais, O(1)-ÍnuarÍanfe, fa/ que

z(xllx:, x,) (xf + x{) + ó,

E(X3jX-,X,) (X- + X,) + b:

e (3.47)

(3.48)

onde a C (0, 1/2), bl C 'R e b2 C 'R+ Za/ que b2 > Í;b;. .Então, para cada n 2 3

.*.«, - *« IJt:-« ,« -- :h:-«; : 1« - PÇI ; u'i
A EDIta também é verdadeira.

(3.49)
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Prova: Como pol hipótese, Xi,X2, . . . é uma sequência O(1)-invariante, pelo teorema

3.2.2 de Smith(1981), existem quantidade aleatórias reais # e a2, a2 não-negativa tais que

X(«)ip, a' .- .V(pl«*:, a'.r«),

onde X(«) = (XI, . . . , X.y

S.gam .X = (X2 + Xi)/2 e S = Xi:::(X{ -- .Xy. Dados p e a', .X e S são q.a. leais

independentes com

-xl«,«'-x' («, ';) .

sl«,.: - g ({, Ü)

Desta forma, a distribuição condicional do vetar aleatório (.i, S) dado (p, a') é

ü,'-.,., @, 4 - ;:L3.-; -p {'n']:p - d' - .]}

Definindo .A/ = }i:ã:;: Xf
expressão anterior que

>ii:Z;;: Xjz e usando o método do Jacobiano, temos da

/m,QI,,.,('n,q) = 7k(q+ #-)'ê' exp{ É 2a:lexp{($,--5b) '(m,q)}

Denote poi 0 ' (01, 02) = ($-, --ãb-) o parâmetro natural da distribuição de (Jt/, Q) dado

(p, a') e considere Po a distribuição condicional de (M, Q) dado 0.

Sendo assim,

dPo(m,q) ,0,) .(m,q) - D(0)}d{(m,q),

onde d((m, q) = ;;:75(q -- m'/2)'ldÀ; À é a medida de Lebesgue definida sobre 7Z' e Z)(0) =

ã- -- log(--02). (Note que ( é uma medida a-finita dominada por À).

Agora, é fácil verificar que o vedor de derivadas parciais da função Z)(0) com respeito aos

parâmetros naturais 0i e 02 é:

"''«,-( :; ;-i) -,'.«,.,"'.
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Usando propriedades de esperança condicional e as condições (3.47) e (3.48), temos que

E{O'(O)I(M, Q)} .E{(M,Q)IO-,O,}I(M,Q)}

{E{(M, Q)ip, a'll(M, Q)}

(A/, Q)ip, a'llX, , X: }

2E{E{(.X;, X{)l(p, a:)} IX,, X-}

2 { {(X,,X3)1P,a',X,,X:llX,,X:}

2E{(X3, Xã)IXi, X2} =(por hipótese)

2«(X, + X-; X? + X?) + 2(Ó-,Z,,)

Pelo teorema 2.5.3 de Diaconis e Ylvisaker(1975) visto no capítulo 2 temos que a distri-

buição a priori para o parâmetro natural a é

e, aplicando o método do Jacobiano a esta expressão, encontramos a seguinte distribuição a

p,{.,' p':' (p, a'):

a«((p,':)) -k13'1ü-''}

da(0) = A exp 2Z,-0- + 2b,0, . (1 - 2«)
2a ' 2a dOid02

«p {'$à(': - ah)} {';3'1{ -- {-q#(« - õ-%y} '«'«'
(3.50)

Note que função densidade fornecida na expressão (3.50) caracteriza a seguinte distri

buição Normal Gama--Inversa como distribuição a priori para (p, a2):

«t.': - .v' (Ü; dlh)
.' - ç: (à (':

Com isso e usando o teorema 3.2.3 segue que

.*.«, - '« IJt:-« '« * :\:-«; ; I',
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Por outro lado, como toda sub-sequência finita é distribuída segundo uma distribuição t,

sua distribuição pode ser representada como uma mistura de normais independentes. Sendo

assim, o teorema 3.2.2 de Snlith(1981) garante que a seqüência infinita Xi, X2, . . . é O(1)-
invariante.

Além disso, pelo lema 3.3.1, segue que para n ? 3

",lx: - .-,''': - «, - *(«(,: --,J --':; : -'-«; *,.,-,,,,; 0+;d/:)
onde Àq(.:.,,,) '(l -- a)(z?+ z:) -- 2bi(ai + a2) -- 2aziz2+ b

Daí, temos que

E(x;lx-,x,) «(x- + x,) + b-,

Var(X3jXi,X2) =(a -- a2)(X2 +Xj) -- 2abi(Xi+ X2) -- 2a2XiX2+ b2 -- bi2

e, conseqüentemente,

J-)I..''L3 I'"LI 9 ''L21 == ÜL''LI 't' -'''\2 J ''t U2)

concluindo assim, a prova do teorema

2 2 ..r2

D

Perceba que, nesse caso, os julgamentos feitos sobre a sequência de observáveis determina

que a função misturadora para o parâmetro enter-subjetivo envolvido no teorema. 3.2.2 de

Smith(1981) é a Normal-Gama-Inversa fornecida na expressão (3.50) e, como foi comentado

para o teorema 3.3.1, sem qualquer tipo de arbitrariedade.

O próximo resultado é a maior contribuição deste capítulo por fornecer uma caracte-

rização completamente preditivista para o Modelo Linear usual, o que significa banir de um

amplo leque de problemas estatísticos objetos sem sentido operacional. Além disso, note que

este resultado oferece uma extensão da proposição 3.3.1, por perceber que O(1)-invariância

é um caso particular de O(.M)-invariância.

Fazendo uso apenas do julgamento de O(.A4)-invariância sobre a seqiiência infinita de

quantidades aleatórias de interesse e de condições de linearidade para a esperança a posZerÍori
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das estatísticas suficientes, foi possível caracterizar uma distribuição Normal-Gama-Inversa

específica como sendo a distribuição a pr ori para os parâmetros B e V envolvidos no corolário

3.2.2. Neste caso, a distribuição a priori que obtivemos é a distribuição a priori conjugada

natural - no sentido definido em Bernarda e Smith(1994) e no cap 2 - para tais parâmetros.

Considere ./U o espaço linear gerado pelas colunas da seguinte matriz X.. de ordem m xpl

x. . l ll"/kjxl ®xt l
\ (]'««(m,H O)X* /

onde X.i;, p $ É 5; m, é uma matriz k x p e pode ser interpretada como a matriz do

delineamento de fato realizado; jm/hJ é o menor inteiro menor ou igual que m/É; Res(m, k)

é o resto da divisão inteira de m por k e (/. O) é uma matriz de ordem a x k constituída

pela matriz identidade de ordem a e pela matriz de zeros O, cuja dimensão é a x (É -- a).

Defina hl) = (HÍ-i)k+l,''.,Xky, { = 1,2,..., e considere as respectivas estatísticas

suficientes para os parâmetros B e y do corolário 3.2.2,

n

b

xiHI) (3.51)

(3.52)(HL)yhl) .

Considerando a matriz Y(«k) =(h,..., ynk) =(h'),..'' hi)) de dimensão n x k, esta-

belecemos o seguinte resultado:

Proposição 3.3.2 Sda }'l,y2,.. . uma seqliênc a n#nÍta de quanfídades a/eatórãas reais

O(.M)-int;ar antes. Sejam a e b2 ntímeros rea s posiZitios e bi um pelar de consoantes

g««/q«e« co«. di«.«ã. p x l c.«. p $ m. Se lim«--(XI,:X«)': = 0, .«fã.

z(xí hÍ) IRIA ) aTi+ bl e (3.53)

(3.54)z(( hÍ)): hÍ) IXla ) aT2 + Z'2,

se, e somente se, para cada par de inteiros positivos n e k, com k > p tais qze x.-K tenha

posto completo, obtiver-se
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b, bl(Xj;X*)':b. k(l-a)+(p+2)«\
« «(i-«)' ' 7

Prova : Uma vez que por hipótese lim«-.}-(XÍ,.X.«)'i = 0, pelo corolário 3.2.2 existem

um vetar aleatório B e uma variável aleatória positiva y tal que

Y(.H IB, }' '- .V (l«*- ® xt.B; }''.r. ® /k) .

Y(«t) «' z 1.,.: .8 l?g«l??:!!Elb; /n ® .r. + (l«*- e' X*)Í':i(XIX*)':(i«*- ® X.y;

(3.55)

(3.56)

Sendo assim, fixando Xt e dados B e y, a distribuição conjunta das estatísticas TI e Tu

anteriormente definidas é caracterizada pela seguinte função de densidade:

(3.57)

onde 'H é uma função qualquer dos X's e t/.W representa o produto interno entre os vetores
UeW

D'"'t' p'' 0 - (0Í,0:)= (g, --#) o p«âm.t" -t«,l d. di;t-ib"içã. ««di.i--l
de (h,T2) dados (B, y) e Xk e chame de Po,x* a distribuição condicional de (TI,T2) dado

a e Xlt.

Dados (Zi, y) e Xk, (7'l, T2) é uma amostra de tamanho um da família

dPo,X.(T,T2) = exp{(TI,T2).(0Í,0,) - 0(0)}'í{(TI,T2), (3.58)

/T-,T2lB,y,X.(TI,T2) = 7{ exp (n,b). .B' l
'Ü';

b b i B'X[X*B
2y

onde d((7'l, T2) = 'HdÀ; À é a medida de Lebesgue definida sobre 7ZP+: e

OW - -; l.g(-oD -
(Xk0:y(Xk0:)

(Note que { é uma medida o--Ênita dominada por À).

Com isso, verificamos que

"'.«, - (-$F; á * aqBW) - ,'.«, "' ',**,.
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Usando as hipóteses (3.53) e (3.54) e propriedades de esperança condicional, temos que

ZÍn'(0)l(rl , T2 ) } E{ {(7'-,T2)lO,X*ll(T-,T2)}

E{E{(T , T2)l.B, y. Xkll(T , T2)}

E{E{(T- , 72 )IP, V. XkljXI) }

L

(xlzÍhí)lqlol; z{(HÍ)yhí) lhla})

(zlxÊh )Ihlol; z{(hí)yhí)IXlo})

Ta) + (b: , b,)

Dessa forma, pelo teorema 2.5.3 estabelecido por Diaconis e Ylvisaker(1979) as hipóteses

estão verificadas e, portanto, a distribuição a priori para o parâmetro natural 0 é absoluta-

mente contínua com relação à medida de Lebesgue e tem a seguinte densidade

onde / é uma constante

/exp ; (':': -- ':',) - (1 - «)
-;i.g(-oa

(XkOiy(XkOi )
d0\dOa,

apropriadaT

dn'(a)

Considerando esse resultado e aplicando o método do Jacobiano, a seguinte distribuição

a priori para (B, V) é obtida

d«((B, y))
] + /xp-+ xz- \ \ \ . . . 2.

,{;} .*.{-4(? E:gP)}(;);
.*-l-{(« 'PP)'sqP(«- aPP)}'«'«

(3.59)

Logo, o vedor (B, y) tem como distribuição a priori uma distribuição Normal-Gama-
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Inversa de tal forma que

':(:-wl?P; "':-.';''*''')
«(aP9; á.*:**,-:).

e (3.60)

(3.61)

Com isso, pelo teorema 3.3.2 verificamos que pala todo inteiro k > p, Y(«t) tem a
distribuição f nk-variada desejada.

Por outro lado, como toda sub-sequência Y(«x;) é distribuída segundo uma distribuição

t, usando o lema 3.3.1, determinamos que;

hÍ)lhl0-í(m,.-; a,.:; O,; d,),
onde

m2.i

d2

X*(XIX*)''(«r- + b.) IRIA),

/. + «x*(xl;x*)''xi;,
É + ap + 2a

b, + «T2 - '"qX*(Xj;X*)':b. - a'q(Xj;X*)':TI - 11-(3

Com isso obtém-se (lue

v,-( hÍ) l hlo )

.r* + «x*(xlx*)''xÍ;)
e, consequentemente,

z(xl;hÍ) IhÍ) )

z((hZ)y qÍ) lv(lo )

xt .E( hÍ) lx(L) )

tr(V(HÍ)Ihl))) + (.E(HÍ)IHl0)):.e(hii)lY'il0) = aT2 + b2

e

Agora, lembrando que toda sub-seqüência distribuída segundo uma distribuição { pode

ser representada como uma mistura de Normais, o corolário 3.2.2 galante que yi, y2, . . . é

uma sequência O(.M)-invariante, concluindo a prova.
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Exemplo 3.2: Voltando ao exemplo 3.1 da seção anterior, vamos identificar aqui, as

distribuições a priori para o vetar aleatório (B, y) do corolário 3.2.2 e o modelo adequado

quando as hipóteses da proposição 3.3.2 estiverem satisfeitas.

Assuma que o vedor constante dessa proposição é bi = (b:, . . . ,bly e considere como

antes que A = ki + . . .+É.. Para cada n inteiro positivo e para cada É > p tal que X.-x; tenha

posto completo temos que o modelo adequado para quantidades aleatórias O(./\,'{)-invariantes

satisfazendo as condições (3.53) e (3.54) é:

z,, x;.: 1lF
« «(1 - «) '

l.®
g' :*- * .

t )Y(nk)
a.

S1. ® lk -}
a

''- ''*''* '''), (3.62)

onde

dias {tix;. xj;. , , à:*,*., } dias {tlk. * A;. , ,à:*,**. }

dias { á- li;. *i;. , , à:*.**, } dias {tlk. *i;. , ,ã:*,**, }

Neste caso, a distribuição a pr or{ para (B, }'') é a distribuição Normal-Gama-Inversa

dada por

«l: -üq; k(1 «) + (P + 2)« e
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«l: l l:;::; ':,{i. ,ill
Alguns dos resultados apresentados aqui serão utilizados posteriormente para fazermos

previsões de retornos de preços de ações dentro do contexto de mercados eficientes. Junto

com a Regra de JeRrey Preditiva vista no capítulo 2, estes resultados propiciarão a criação

de um algoritmo para previsão incorporando imprevistos(ver capítulo 5).

Devemos notar ainda que os resultados apresentados na seção 3.3 deste capítulo - espe-

cificamente, o teorema 3.3.1 e as proposições 3.3.1 e 3.3.2 - fornecem mais alguns exemplos

de J-conjugação, anteriormente visto no capítulo 2.
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Capítulo 4

Imprevistos e Pontos de Mudança

4.1 Introdução

Como vimos no capítulo 2, a Regra de Jefrrey é um mecanismo de atualização de pro-

babilidades que permite incorporar acontecimentos imprevistos em sua opinião no momento

em que Você toma conhecimento de sua ocorrência . Isto só é possível por que a Regra

de Jenrey permite a relaxação arbitrária das probabilidades inicialmente atribuídas a todos

os eventos de uma partição. Como consequência a Regra Preditivista de Jeffrey fornece

um procedimento para se fazer previsões sobre observações futuras, envolvendo neste pro-

cesso a ocorrência de imprevistos ou informações não previamente consideradas que ocorrem

instantes antes de Você declarar suas opiniões.

Neste capítulo voltaremos nossos estudos para uma outra situação de interesse que é o

problema de inferência sobre pontos de mudanças. Muitas vezes a ocorrência destes pontos de

mudança está relacionada com o acontecimento de eventos imprevistos e a detecção destes

pode ser esclarecedora e muitas vezes informativa a respeito do fenómeno que está sendo

estudado. Um problema famoso que ilustra a importância da detecção de pontos de mudança

é o caso W'aferyate cuja ocorrência provocou uma alteração importante no comportamento

do mercado financeiro norte americano e ainda hoje é estudado pelos economistas com o
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intuito de descobrir quais fatos realmente levaram o mercado a instabilizar-se. Um outro

exemplo que reforça a importância de detecção de pontos de mudança é quando estudamos

a evolução de pacientes que sofreram transplantes e tentamos explicar as possíveis causas

de rejeição do órgão transplantado. Saber o momento exato em que a. rejeição ocorre pode

auxiliar na determinação das possíveis causas da rejeição e, conseqüentemente, ajudar na

adequação do tratamento de pacientes futuros. Perceba que esta rejeição pode ter ocorrido

antes que se manifestasse aparentemente.

Um ponto de mudança é um ponto onde se observa uma modificação na. estrutura
da distribuição de probabilidade que descreve sua incerteza sobre objetos observáveis. Esta

mudança pode ser marcada por uma alteração na forma funcional da distribuição ou simples-

mente por uma modificação nos parâmetros que indexam tal distribuição sem, no entanto,
modificar a sua forma funcional.

Do ponto de vista Bayesiano, o problema de como fazer inferências sobre pontos de

mudanças tem sido considerado por vários autores. Por exemplo, Smith(1975) aborda o prc-

blema de inferir sobre um único ponto de mudança fornecendo resultados particulares para

mudanças na média considerando tanto dados normais como binomiais. Em ambas situações

Smith(1975) considera apenas mudanças na média e não na forma funcional da distribuição.

Posteriormente, Menzefricke(1981) usa procedimentos similares para fazer inferências sobre

um ponto de mudança na precisão usando dados normais com médias e variâncias desconhe-

cidas. Nesta mesma linha Hsu(1982) faz inferências sobre um ponto de mudança permitindo

localizar também modificações na forma funcional da distribuição dentro da particular classe

das distribuições poder exponencial definida por Box e Tiao(1973). Hartigan(1990) define o

Nlodelo Partição Produto cuja estrutura permite inferir sobre vários pontos de mudança não

só nos parâmetros como também na forma funcional da distribuição. Este modelo generaliza

todos os casos vistos anteriormente e é utilizado por Barry e Hartigan(1993) pala concluir

sobre vários pontos de mudança na média de dados normais com variância comum (conhe-

cida). Este problema também foi abordado recentemente por Clrowley(1997). Correm(1998)

utiliza o N'modelo Partição Produto pala detectar vários pontos de mudança na variância de

dados normais com média conhecida e aplica os resultados obtidos pala concluir sobre o

136



comportamento estocástico da volatilidade do mercado financeiro chileno. Stephens(1994)

fornece uma metodologia para inferir sobre vários pontos de mudança quando os pontos de

mudança podem ocorrer em tempo contínuo e Green(1995) discute o problema para processos

de Poisson.

O Modelo Partição Produto ( neste trabalho denotado por MPP) definido por Harti-

gan(1990) tem-se mostrado bastante eficiente nos estudos de identificação de pontos de mu-

dança e por esta razão dedicaremos a próxima seção deste capítulo ao estudo detalhado deste

modelo, destacando algumas de suas propriedades - como a conjugação - e apresentando a sua

versão paramétrica de forma menos prolixa do que a exibida em Barry e Hartigan(1992,1993).

Na seção 4.3 apresentaremos o procedimento computacional proposto por Yao(1984) para

o cálculo das relevâncias, o qual é vital para tornar computacionalmente viável o uso do
N.IPP. Na seção 4.4 estudaremos o MPP para dados condicionalmente normais com média e

variância desconhecida e os resultados obtidos nesta seção serão posteriormente utilizados no

capítulo 5 para inferir sobre várias mudanças na volatilidade e retornos diários esperados para

dados do mercado chileno, estendendo assim os resultados desenvolvidos por Correm(1998)

e Crowley(1997). Finalmente, na seção 4.5 apresentaremos o procedimento computacio-

nal para o cálculo da distribuição a poster orá para vários pontos de mudanças, utilizando

técnicas de simulação via cadeia de Markov como foi sugerido em Barry e Hartigan(1993).

4.2 Modelo Partição Produto MPP

Nesta seção apresentaremos o modelo partição produto (MPP) para o caso particular

em que o conjunto de observações de interesse são obtidas seqüencialmente e exploraremos

algumas de suas propriedades.

Os componentes básicos dos MPP, no caso que será discutido aqui, são um conjunto de

observações Xi, . . . , X., n ? 1, feitas seqüencialmente e uma partição aleatória do conjunto

de índices / = {1, . . . , n} que será denotado por p.

O propósito desse modelo é descrever sua incerteza sobre o objeto aleatório (XI , ,x.,P)
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dentro de uma estrutura bem particular que deve traduzir tanto a percepção que Você tem da

similaridade (em algum sentido) existente entre elementos de subconjuntos diguntos destas

observações, como a independência que Você julga existir entre estes subconjuntos ou blocos

de observações. Uma apresentação formal do N'lPP poderá ser vista nas defirlições 4.2.1 e
4.2.2 fornecidas mais adiante nesta seção.

Por simplicidade não diferiremos a notação usada para valores observados daquela usada

para valores a observar todos serão grafados com a letra xis maiúscula, em itálico.

Considere .B como sendo a variável aleatória que conta o número de blocos existentes na

partição p. Então B assume valores no conjunto /

Como estamos assumindo uma estrutura sequencial para as observações, o valor {á.,ii,.. - ,

íó} de p satisfazendo a condição 0 = i. < il < . . . < iÓ = n, onde b é um valor assumido por

Z?, dividirá o conjunto de observações Xi, . . . , X. em b blocos contígüos da seguinte forma

Xi,...,Xi.llXí.+i, ,xí,l Xf...+] , . . . , Xi.l

e dentro desta estrutura não será permitido a existência de blocos formados por observações

não sucessivas como por exemplo

IX:,X.,X6jjX,,X;,X;jjX,, ,x.l

(Ver Hartigan(1990) para uma definição mais geral.)

O que faz de duas observações quaisquer Xi e -Xi, { # .j, elementos de um mesmo

bloco é a percepção que Você tem sobre a semelhança ou associação existente entre elas.

Hartigan(1990) define como coesão o valor numérico e não-negativo que traduz este grau

de associação ou semelhança que Você julga existir entre as observações pertencentes a um

mesmo bloco. No caso que estamos considerando, as coesões podem ser interpretadas como

as probabilidades de transição da cadeia de Markov {Zt,k C .V}, onde Zk representa o

instante em que ocorre a k-ésima mudança na estrutura da distribuição de Xi, . . . , X., isto

é, para & ' 0, Zx; assume o valor io = 0 e para A > 0, ZX; assume valores no conjunto de

inteiros {ZA-i + l, . . . ,n}, se Zx;.i # n e Zk = n se Zx;.i = n. Perceba que {Zx;,A C ./V'} é
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a cadeia {i.,{i, . . . ,iÓ} formada pelos pontos finais dos blocos e quc ao eliciar suas coesões

Você expressa indiretamente sua opinião sobre os pontos {jl + 1, . . . , iÓ.i + 1} onde ocorrem

mudanças no comportamento da sequência observada, isto é, sobre os pontos de mudança

da série.

Vendo dessa forma é intuitivo pensar que sua opinião a priori sobre a partição aleatória p

é uma função das coesões previamente determinadas. De fato, assumindo que as observações

são seqüencialmente feitas e considerando a estrutura maikoviana descrita acima com P(Z. =

i.) = 1 obtemos

P(P . . . ,{ó}) P(z. , Zb = ib)

P(Z. Zó-- -) . . . P(Z:

nZ:.p;*. . :. , (4 .i)

onde pi*..f* denota a probabilidade de transição do estado ii;-i pala o estado {k na. cadeia

de Markov apresentada anteriormente, A = 1, . . . , b.

Denote por Xfj o bloco formado pelas observações XÍ+i, . . . , Xi e por ci.f a coesão asso-

ciada ao bloco Xij onde i,.j € /

Definição 4.2.1 rll/ode/o Partição Proa?&to)

Considera-se como Modelo Partição Produto (MPP) q\Lalqüer distrib\tição conjunta sobre as

observações XI.,. . . ,X« e a partição aleatória p satisfazendo cls seguintes coTtdições:

(l,l a dzsírzóuzçao a przorz para /) é uma distribuição produto, zsZo é

p(p ...,i.}) n3;-';,..;,(4.2)
onde .l\' :: {Ecllj:ic{,-.{Jll'i e C é o cona?zelo de todas as posszoeÍs paríições do cona nto

de índices l em b blocos contígiios com pontos anais X.i.,.. . ,ib} satisfazendo a condição

0 :: {o < ài < . . . < {b = n/ Vb c /,'

l.ii) Condicional em p, as observações em d{.fererttes blocos são independentes, isto é,

/(x:,...,x«ip ..,j.}) /.,..;,(x;,...,)(4.3)
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onde JütXij) é cha'nado de fatos dado e b ç: l

Perceba que um modelo partição produto é adequado para descrever sua opinião sempre

que a semelhança existente entre os elementos de um mesmo bloco puder ser traduzida, por

exemplo, através de algum julgamento de invariância (ver cap 3 para alguns exemplos), além

de ser considerado razoável o julgamento de independência feito ao descrever o comporta-
mento entre os blocos.

Assumida a estrutura do modelo partição produto, a distribuição a priori para a variável

aleatória número de blocos B pertencentes à partição pode ser obtida por notar a equivalência

entre os eventos {B = b} e Uclp =Íio,ii,...,{óll para cada b C /. Deste modo

p(B-z,) - plUlpÍÍ.,j:,...,i.}ll
-\ {'' l l

E p(p í.,i-,. . .,{.})

Ã'E n$-: c:,.: :, , (4 .4)

onde C' é o conjunto de todas as partições do conjunto de índices / em ó(fixo) blocos contíguos

com pontos finais {io,ii, . . . , {b} satisfazendo a condição 0 = io < ii < . . . <

Uma característica importante dos modelos partição produto é que a distribuição a posfe-

rÍorípara p tem a mesma forma que a distribuição a pr or{, como pode ser visto no seguinte
resultado.

Proposição 4.2.1 ÍBarry e #arliganr/992yJ

Se o MPP é assumido como distribu,ição conjunta das observações X\.

a dist.ribuição Q posteriori para p é uma distribuição produto com coesões

': ./:.Í(Xij).

X. e p, então

(4.5)

Prova: Supondo válidas as condições (i) e (ii) da definição 4.2.1, temos que para cada

p(p . .. ,i.}lx:,. . . ,x«) .f(P . . . ,Íó},.,V-,. . .,X«)
/(x- , . . . , x«)

140



/(Xi,.. . -V.IP = {á.,..., Íó})P(P = {i.. . . ,ió})
/(x: , . . . , x. )

7i)i;:f--:=-Í n3. : /,, . . ., (x:, - - ;, )'',-- ',
Ã'n3-: ':. - :, ,

como se pretendia demonstrar

D

Uma vez que a distribuição a posteriori para p é um produto de coesões a poszeráor{ cl,

por argumentos análogos aos usados para obter a distribuição a prior para Z? derivamos a

sua distribuição a posteriori, a qual é dada por

p(B ,...,x«) - Ã'En3:-':..:,, vóc .r,

onde C' é o conjunto definido na expressão (4.4).

(4.6)

Em muitas situações práticas, como a que abordaremos no capítulo 5, os pontos de

mudança são definidos por modificações nos parâmetros que indexam a distribuição dos Xi's

e não por alterações em sua forma funcional. Por exemplo, não é pouco razoável supor que

em algumas situações ocorra um aumento na volatilidade do mercado mas que permaneçam

inalterados o retorno diário esperado e a forma funcional da distribuição que descreve a sua

percepção sobre o comportamento dos retornou diários. Por esta razão, torna-se interessante

incluir no MPP os parâmetros que indexam as distribuições das observações.

Considerando Xi como a variável aleatória cuja distribuição é indexada pelo parâmetro

0í, i C /, podemos definir um modelo partição produto envolvendo os parâmetros ai's e a

partição aleatória p da seguinte forma:

Definição 4.2.2 rÀ/ode/o ParfÍção Proa?lfo Paramcítrico)

Dãz-se que a distribuição conjunta dos objetos aleatórios (Xt,Ot), . . . , (X.,0.) e da partição

ctleatória p é lm Nlodelo Partição Produto Paramétrico se
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& para p e ama aistnbuiçao produto, zsÍo é

p(P ...,i.}) n3:.c;,...,,(4.7)
ozzde /\' :: {EcllÓ:ici,-.i,}-i e C é o conlzénfo de fadas as possíueás parZÍções do conyunfo

de índices l eln. b blocos contíguos coTlt pontos finais \i.,. . . ,ibÀ satisfazendo a coítdição

0 = i. < ii < . . . < {ó = n, b(l/

(i ) a distribuição a priorS Z

(ii) C-dÍci-«/ 'm p, o. .h.f« «/e«ló,{os (X: , 0-), . . . , (.X«, 0«) /«./á«d« .m d@««*"

blocos são independentes e dentro de um mesmo bloco Xij os parâmetros são todos iguais a

um parâmetro comum Oii , isto é

./'((x-,o:),...,(x«,o«)ip ...,{.}) :/.,..:,(x.,...,,o:'--;'),(4.8)
onde Oij . . . .fij(.Xij,Oij) -- .fij(.Xij\0ij).fij(Oij) e jii(.Oij) é a distribuição a

priori l)nra o parâmetro com'um 0'3 q'üe indela a disttibu,ição düs observações dentro do bloco

Xij para lodo { = 1, . . . , n e .j > i.

Note que se conhecéssemos os parâmetros ai's, a partição p seria conhecida e con

seqüentemente seriam conhecidos os pontos de mudança.

Como supostamente as quantidades aleatórias (Xi, Oiys em blocos distintos são condicio-

nalmente independentes dado p, as quantidades aleatórias Xi's em diferentes blocos também

serão condicionalmente independentes dado p, por que estas são funções disjuntas das quan-

tidades aleatórias (Xi, Oiys no bloco correspondente. Desta forma, se a priori assumirmos

o R'lPP definido acima a distribuição a poslerior{ para p é a distribuição produto dada no

teorema 4.2.1, isto é,

P(P...,{.}) n;::':..:,,(4.9)
onde c: = cij.Aj(Xij) , ./;.j(Xij) = Jo., /(Xfj, 0)dO e Oij é o espaço paramétrico do parâmetro

comum 0'j que indexa a distribuição do bloco de observações Xij.

Também verificamos que a distribuição condicional de 0i, . . . , 0« dado p = {{., ii, . . . , ,ó}

e Xi,...,X.é

/(0-,...,0«IP ..,jb},X-,...,.X«) ./'((X.,0-),. ..,(..V«,0«)IP...,jÓ})
.f(X:, . . . ,X«IP . ,{ó})

142



n$:. .Ê,.. i,(x{,.. i, lo:,-- :')/.,.. i,(o;'-' '' )
n$: . ./},. . {, ( xi, . . i, )

n3:. /.,.. .,(o:'-' ;' lx:,.. :,) , (4.10)

onde /,j(0ijjXÍj) é a distribuição para o parâmetro comum que indexa as distribuições das

observações pertencentes ao bloco de observações Xíj, após estas serem observadas - isto é,

é a distribuição a posleráor{ dentro do bloco XÍj.

Esse fato, junto com o resultado obtido no teorema 4.2.1, nos permite concluir que a

distribuição conjunta a posZeráor{ para os parâmetros 0i, . . . , On e para a partição aleatória p

é também um MPP. Ou seja, o MPP paramétrico também preserva a posteriori sua estrutura

inicial, conduzindo-nos à conjugação. Desta forma, quando é razoável a adoção de um modelo

partição produto para a descrição inicial de sua incerteza, inferências pós-observações sobre

pontos de mudança são feitas através do produto das coesões a posferÍorí cl anteriormente

definidas na expressão (4.9).

Uma vez encontrados os pontos de mudança torna-se importante estimar os parâmetros

dentro de cada bloco para se ter uma idéia da dimensão da mudança ocorrida. Para isso

é necessário encontrar o comportamento a posteriori para cada parâmetro 0k, k = 1, . . . , n.

Obviamente, o comportamento de Ot depende do bloco a que ele pertence. Consideremos

um exemplo simples para entender como derivar a distribuição a posteriori de Ox;.

Denote por lí.jl o bloco formado pelos índices {i + l, ,j}

Exemplo 4.1: Considere uma seqüência Xi,X2,X3 onde Xi é uma variável aleatória

cuja distribuição está indexada por 0i, { = 1, 2, 3.

Primeiramente, tome { = 1. Todas as partições possíveis do conjunto {0i,02,03] que

possuem 01 como o possível parâmetro do bloco ao qual pertence são

lo:l lo,l lo31

lo:l lo:,o;l

lo:, o,l lo;l
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lo:,o,,o:l

Nas duas primeiras partições 01 pertence a blocos idênticos. Portanto, seu comporta-

mento deve ser descrito em ambas partições por uma mesma distribuição de probabilidade,

independentemente de como é particionado o restante do conjunto. Em cada uma das demais

partições, 0i pertence a blocos distintos dos anteriores e também diferentes em cada uma

destas partições. Por esta razão, seu comportamento deverá ser descrito diferentemente em

cada uma delas e também distintamente da descrição feita nas duas primeiras. Desta forma,

a distribuição a posferÍor{ para 01 sela

.f(o- lx: , x: , x,) /o:(0- IX.:)P(l0il C PjX-, X,, X;) + ./b:(0- IXo,)P(1021 C Pj-X:, X,, X3)

+/o;(0-l.Xm)P(1031 C PJX:, X,,X;)
E?:. ./bi(0- IXoi)P(lO.il C PJX: , X,, Xa)

onde P(l{.jl C plXi,X2,X3) denota a probabilidade a posZerior{ do bloco {i + l,...,.j}
pertencer a partição p.

Para { = 2 obtemos as mesmas partições do conjunto {0i, 02, 03} que as obtidas no caso

anterior,isto é

lo:l lo,l lo;l

lo:l lo,,o,l

lo:,o:l lo,l

lo:,o,,o,l.

Diferente do que ocorria com 0i, 02 sempre pertence a blocos distintos e por isso seu

comportamento deve ser descrito diferentemente em cada partição. Fazendo isto obtemos

/(0, IX- , X, , X3) /-:(0,IX::)P(lt21 C PIX:,X:, X;)+ /02(0,IXo,)P(1021 € PIX:,X:,X;)

+./b.(o2lx03)p(1031 c Plx-, x:, x;) + /:.(o,lx:;)p(leal c Plx:, ,Y:, x3)

EJ:.Ej:,/,j(02 IXíj)P(l{.jl C PIXi , X2, X3).
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Analogamente, derivamos que

/(0;lX-, X,, X;) /:;(0;lX.3)P(l 31 C PJX-, .X,,X.)

O resultado mostrado no exemplo acima foi generalizado por Barry e Hartigan(1992) os

quais, usando argumentos análogos aos usados no exemplo, estabelecem que

/(o*lx: , . . . , x« ) Ec./'(Ot, PJX: , . . . , X«)

s../'(o*lp, x-, . . . , .x«)p(plx: ,. . . , x.)

Sl= E;;:*/.j(OkjXij),( l{.fIlA, , . . . , X.), (4.11)

onde r(l{.jllXi, . . . ,X.) é definida como a relevância a posferáori para o bloco li.jl = {i +

1. . . . , .j} e representa a probabilidade a posferãor{ do evento "o bloco l{.JI pertence a partição

aleatória p"

Se a regra de penalização adorada é a função de perda quadrático, a estimativa a poster or

para cada parâmetro Ox;, Â = 1, . . . , n, é a média da distribuição a posleráor{ para Ot, a qual

pode ser determinada através da seguinte expressão

E(o*lx: , . . . , x«) ,lx ,-..x. (Z(0*lP, X:, , x« ))

x.z(o*lp, x:, . . . , x«)p(plx-, . . . , .x.)

El= E;::x; .E(0k IXij),(li.jl IX- ,.. . , X«). (4.12)

A expressão (4.12) é obtida utilizando-se de argumentos semelhantes aos usados para

derivar a distribuição a posferÍor{ de 0k, A = 1,. . . ,n, dada em(4.11).(Ver Correm(1998)).

Como calcular a relevância a posferÍoz'{ do bloco Xij? Devido à complexidade dos cálculos

devemos recorrer a procedimentos computacionais para o cálculo desta distribuição a pos-

feriorí. Estes procedimentos, que foram desenvolvidos por Yao(1984) e também divulgados

em Barry e Hartigan(1992,1993), serão apresentados na próxima seção.
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4.3 O Clálculo da Relevância

Nesta seção, descreveremos o algoritmo recursivo proposto por Yao( 1984) para o cálculo

da relevância quando consideramos paltições em blocos contíguos que é o caso que nos

interessa neste trabalho. Para isto, considere como antes que cij é a. coesão atribuída ao

bloco Xíj e denote poi r(lá.jl) a relevância a pr ori para o bloco Xij, i,.j C / = {1, . . . , nl}.

Seja Àf.Í = EllZ::ci*..i., onde a soma é feita sobre todo conjunto de inteiros satisfazendo

i = i. < ii < . . . < iÓ = J que particiona o conjunto {{ + l, . . . ,.j]. em b blocos com pontos

finais i.,{i, . . . ,{b, b C /, e denote por B o evento " o bloco l{.jl pertence à partição p.

Proposição 4.3.1 Sejam {,.j € /. Balão a re/euáncáa a pr or para o b/oco Xij é dada por

,(lj.jl) - 3eqi3ü. (4.i3)
on

Prova: Sejam Ci o conjunto de todas as partições possíveis do conjunto de índices

/ = {1,...,n} satisfazendo 0 = {. < {i < .. . < ik:: { < .j:: {k+i < ik+2 <... < áó = n, C2 o

conjunto de todas as partições possíveis do conjunto de índices {l, . . . ,{x; = i} satisfazendo

0 = i. < íi < . . . < k = e C3 o conjunto de todas as partições possíveis do conjunto de

índices {.j, . . - , n} satisfazendo .j = ik+l < ik+2 < . . . < iÕ = n.

Desta forma.

,( l{.jl) Ec.P(P {Í.,...,jk=i,.j ..,Íb})

K'Ec. 1111:. ci,.:i,

Ã'( Ec, n f: . ci,.. i,) cij( Ec, n::j;.t:cf,. . i, )

l\ xOikCijxiiib I'L XOiCijXjn }

onde /\' é uma constante obtida da seguinte forma

{E.P(P
l

Ào.

e C é o conjunto apresentado na definição 4.2.1

K ,i.})}':

(4.14)
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A proposta feita por Yao(1984) consiste em fazer cálculos recursivos das quantidades À.,

e À,. executando-se o seguinte algoritmo

À01 = ci.i. = col

ÀO,+l - C.,+l + E;:lÀ.fCfr+l

Àn--ln = Cn.In

À,. = c,« + E;:=L.Àf.c,..

Note que usarldo este algoritmo podemos determinar as estimativas a posteriori para os

parâmetros Ox;'s sem conhecer explicitamente a distribuição a posferiorá para p. Isto significa

um grande ganho em tempo computacional por requerer neste processo menos passos do que

os exigidos na derivação da distribuição a posferáori para p.

Se desejamos as ielevâncias a posteriori para o bloco l{.jl, basta considerarmos as coesões

a posteriori

'; = cij/(Xfj)

e procedermos slmllarmente.

4.4 Aplicações a Modelos t

Nesta seção aplicaremos os MPP apresentados anteriormente na seção 4.2 a dados jul-

gados condicionalmente normais com média e variância desconhecidas isto é, partiremos

supondo que cada observação X{, dado 0i = (p{, o?), tem distribuição normal com média

pi e variância a? ambas desconhecidas. Trataremos este problema aqui pois nos interessa

aplica-lo a dados do mercado bnanceiro chileno para inferir sobre pontos de mudanças tanto

no retorno diário esperado como na volatilidade para alguma ação particular deste mercado.

Por isso adotaremos algumas distribuições a práor{ particulares as quais serão posteriormente

justificadas no capítulo 5.
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Seja Oij = (p'j,(a;jy) o parâmetro comum que indexa a distribuição conjunta das

varia'ç'eis aleatórias pertencentes ao bloco XÍj, isto é Ofj = Of+i = . . . = 0.Í, .j = 1,... ,zl

e .j > í. Denote por ÇZ(a/2; d/2), a > 0 e d > 0, a distribuição Gama Inversa cuja função
cle densidade é

/«(") - Vé:jãT"-'yexpl'5}, " > o
e com valor esperado e variância dados, respectivamente, por

ZH'') - ã';-ã

2a2

(d - 2)'(d - 4)

(4.15)

(4.16)

Var(y) (4.17)

Suponha que sua incerteza a priori sobre é?'J seja descrita através da seguinte distribuição
Normal-Gama-Inversa

H;jl(a:j)' «' .V(m'j, ,'(a:jy)

'«:',: - ''(Ç,Ç).
onde m'J C 7Z, 7 é um número real positivo, a:J > 0 e d'J > 0

(4.18)

(4.19)

Com estas suposições e utilizando o teorema 3.3.2 obtemos que o modelo que traduz sua

percepção sobre o comportamento das observações pertencentes ao bloco Xij é o seguinte

modelo t, (.j -- {)-variado

Xíj -, t0-0(m:'l0-0*:; uij; a:'; d') (4.20)

onde uij = /(j {) + TI(j-Í)x(j-i)

Neste caso, se d'J > 2 obtém-se que

E(Xij ) m.'j l (.Í -i) x l

dij -- 2 ' 'J

(4.21)

(4.22)}'' (Xij )

e a densidade associada ao bloco Xij é dada pela seguinte expressão

.'(...:J - '' ('::g:' ' )" o . o )':'' («'' -'' «',)'*4' (4.23)
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o«d' Mij = EÍ:i+: (Xk -- m'j)' -- Íl:;Ü:D(Ei:i+: (Xk -- «';j)y

Usando resultados de O'Hagan(1994) - pg. 244 e seguintes - obtemos que para cada

parâmetro a'J, a distribuição condicional nas observações feitas dentro do bloco Xíj é a

distribuição Normal-Gama-Inversa

p'j,(.:j):lXij -- .VÇZ('L; aL; mL; «:) (4.24)

onde

";
7

(.j - {)r + l

r <L ., . m'j

Ü:iF= ,â. "' * Ú:ã;=
z' + .j -- í

«'' ... o ' ''("w ... ::::*..*: - ü-j:;n':::.*:", - ü-:--ã'=
o que nos permite determinar após alguns cálculos que, dentro de cada bloco

"&

'& (EÍ {+.x, ) '

p'' lxfj t .(mL; «; ; 'L; d;j )

': (}; #) ,
(4.25)

(4.26)(a'j yjXíj

.p ..*. -,. n
'' wtJ ' '

Assumindo como regra de penalidade a função de perda quadrático e considerando d;j > 2

temos, respectivamente, como estimativas para p'j e (aij)2 após observarmos o bloco Xij,

z(p'' lx;j )

E((a'j yjX;j )

(4.27)

(4.28)

para as quais estão associadas, respectivamente, os seguintes erros de estimação

Var(p''jX:j) IT . . --$
(.j -- {)a'- + l d& - 2

2(«L)'
(a: - 2)'(dl - 4) '

(4.29)

(4.30)Va-((a:j ylXij )
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desde que al > 4

Consequentemente, usando os resultados apresentados na expressão (4.12), obtemos como

estimativas a posfe7;0ri para cada px; e para cada aZ, A = 1, . . . , n, respectivamente

k--l n .+

EE ã;-Ts'(lj.fIlA- , . . . , x,),
i=0 .j=A 'tJ '

as quais estarão completamente determinadas após calcularmos as relevâncias a posteriori

,(lj.jllx:, . . . , x«).

k--l n

i=o .j=k

Ü
«(lí.fIlA:, . . . , x«) (4.3i)E(PklXi , . . . , X. )

E(ai IX- , x«) (4.32)

Para que nossas análises se completem devemos inferir sobre os instantes em que ocor-

reram mudanças - isto é, necessitamos fornecer a distribuição a poster or para a partição

P

Considere p como sendo a probabilidade que ocorra uma mudança em um instante qual-

quer, 0 $ p $ 1. Então, a coesão a pr orá para o bloco Xíj corresponderá à probabilidade de

ocorrer uma nova mudança após (.j -- {) instantes, dado que houve uma mudança no instante

z - ou sqa

P(l P)j''':
(l - P)J''''

se J < n

se J = n.
(4.33)

Essas coesões a pr orí foram sugeridas por Yao(1984) e também serão adotadas neste

trabalho por descreverem razoavelmente bem a situação que apresentaremos no capítulo 5.

Perceba que essa escolha de coesões faz com que a sequência dos pontos de mudança seja

um processo de renovação discreto com tempos entre ocorrências identica e geometricamente

distribuídos. Assumir que as coesões a priori são distribuições geométricas truncadas é

considerar que o conhecimento de pontos de mudanças já ocorridos antes de um instante /

não é relevante para inferências sobre pontos de mudanças futuros dado que ocorreu uma

mudança neste instante Z. Além disto é considerar que sonaente a mudança ocorrida no

tempo í infuencia no comportamento das observações Xt+i, Xl+2, . . . a serem feitas a partir

deste instante e não importa o que foi observado antes de t.
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Perceba que esta escolha de coesões favorece a formação de grandes blocos de observações

se a probabilidade de ocorrência de uma mudança p for pequena e teremos pequenos blocos

se esta probabilidade for grande.

Feitas essas considerações, temos que a distribuição a prior para p é dada por

;--(i - p):'';'-- ni::!p(i - p);'':'--
''\0n

-L-p'':(l -- p)"'',
nOn

b = 1, . . . ,n e n > 0, a qual depende apenas do número de observações n e do número de

blocos existentes na partição b e não das posições onde ocorreram os pontos de mudança

P(P í:,. . . ,{.})

(4.34)

Com estas particulares escolhas de coesões qualquer partição do conjunto de índices

/ = {1, . . . , n} em b blocos contíguos tem igual chance de ocorrer. Sendo assim, a distribuição

a priori para a variável aleatória B que representa o número de blocos pertencentes à partição

é dada por

''':',-l::il'K:":::. ,'' ', (4.35)

/ n-- l \
onde p C (0, 1) e 1 . 1 fornece o número de partições distintas em b blocos contíguos

\ z,- l /
de /

Também sob estas suposições e usando os resultados apresentados na proposição 4.2.1 e

na expressão (4.6) pode-se determinam as distribuições a posteriori de p e de B. Para este

fim serão necessárias as coesões a posleriorí, as quais no caso normal assumem a seguinte
forma

se .7 < n

se .7 = n.

(4.36)
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Perceba que o cálculo das distribuições a posZeráor{ para p e B demanda um grande

esforço computacional. Na próxima seção desenvolveremos o procedimento computacional

sugerido por Barry e Hartigan(1993) para calcular as distribuições a poster or para a partição

aleatória p e para B o qual esta baseado na geração de amostras através do método de Gibbs.

4.5 Gibbs e MPP: A Distribuição a Posterzorz para p

Determinar a distribuição a posteriori pala p consiste em estabelecer a probabilidade de

ocorrência de cada uma das possíveis partições em b blocos contígüos do conjunto de índices

/, para todo b = 1, . . . ,n, o que envolve o cálculo das 2"'i probabilidades fornecidas pela

seguinte expressão

p(p - {i.,{-,...,{.}) - IX;n3:..;1...,, z' - :,...,«.(4.37)''on

onde cii é a coesão a poster orí do bloco lÍJI, i,.j C / e .j > i, a qual, no caso normal estudado

na seção anterior, é dada pela expressão (4.36)

Devido a sua complexidade, essa tarefa pode ser humanamente impossível de ser satis

fatoriamente realizada em situações onde o número n de observações é grande. Portanto

faz-se necessário o uso de algum procedimento computacional para realizar tais cálculos. A

proposta sugerida por Barry e Hartigan(1993) é derivar a distribuição a posteriori pala p

usando o amostrador de Gibbs (ver, por exemplo, Gamerman(1997) para descrição geral do

método). Para isso estes autores consideram uma quantidade aleatória auxiliar [4 que ref]ete

se ocorreu ou não um ponto de mudança no instante {, ou seja,

1 1 se 0:
1 0 se 0{ # Oi+:.

Desta forma, o elemento aleatório p é perfeitamente identificável por uma sequência destas

quantidades aleatória (UI, . . . , Un-l), n > 0.

Ü- (4.38)

Por exemplo, considerando n = 3 percebemos que os seguintes eventos são equivalentes

{P = {0, 1,2, 3l} {Ut 0,U2 = 0}
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{0, 2,3J} + {Ui = 1,Uz 0}

Então, genericamente, temos que a probabilidade a poslerãor{ para uma particular partição

com b blocos contíguos {í., {i, . . . , {ó} do conjunto de índices / é dada por

P(P , í.}lx(«) ) 0, t/í.+i = 1, . . . , Ui,-l = 1,

u:, ..,u.... u;...+: ,u;.-- llx(«))(4.39)
onde X(«) é o vetor constituído pelas observações XI, . . . ,X..

Uma vez definido este instrumento, a distribuição a posleríor para p é obtida da seguinte

forma. Clonsidere uma amostra inicial (UI),. . . , t/nO..) do objeto aleatório (UI, . . .,Un-l),

convenientemente escolhida. Partindo desta amostra inicial, para cada h > 0, gere ak
ésima amostra deste objeto aleatório procedendo recursivamente de acordo cona o se-

guinte procedimento. O primeiro elemento da A-ésima amostra Ut é un] valor gerado

da distribuição P(UilUk'',. ' ',{lC:{,X(n)); o segundo t/2k é um valor gerado da distri-

buição P(U2lt/k,[4' '' ' ', [/nA:i,X(«))l o terceiro [4 é um va]or gerado da distribuição

P(U3lUf, [4 t4-: . . . , C/nÀ:i,X(«)); proceda assim sucessivamente até gerar o (n -- l)-ésimo

elemento da amostra (a.. partindo da distribuição P(Un-l IUk, t/2k' ' ' ' ' tC.2, X(«)).

Após gerar um número suficientemente grande de amostras do objeto aleatório (UI, . . . , C/«-: )

estimamos a probabilidade P(p = {ío,i], . . . ,{ÓljX(«)) para cada possível partição em b

blocos contígüos de / pela proporção de sequências (UI,. . . ,Un 1) da forma especificada

na expressão (4.39) que aparecem na amostra utilizada, a qual é formada por sequências

IUi, . . . , Un.l ) escolhidas convenientemente da amostra inicialmente gerada.

Também por esse processo podemos determinar a distribuição a poster ori para 1? por

notar que B relaciona-se com as variáveis aleatórias [4's da seguinte forma

B >1:(i - m). (4.40)
l

lt

Para cada vetor gerado (t/f, . . . , Z.C..) obtém-se um valor Bt = 1 + E=.' (1 -- (C), o (lue

permite concluir que a probabilidade a posferáor{ para B poderia ser estimada pela seguinte
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expressão

p(B - z'lx(«)) v z, c .r, (4.4i)

onde 7' é o tamanho da amostra de vetores (C/i , . . . , U..: ) utilizada e l,4 representa a função

indicador para o evento Á.

Com isso, nos falta apenas descrever o procedimento para gerar as seqüências (UIA , . . . , t/,,-:)

A idéia é gerar estes vetores via amostrador de Gibbs o qual exige o conhecimento prévio de

todas as distribuições condicionais P(ZI/r = UrjUt = UI, . . . , t/r-t ' U,-l, t/r+l ' U,+l, . . . , Un-"

U«-l,X(n)), onde uj CÍO,l} para todo .j = 1,...,n -- l.

Como cada uma dessas distribuições é uma Bernoulli, é suficiente para o processo de

simulação determinar-se as razões dadas na seguinte expressão, para cada r = 1, . . . , n -- l

«,- :l::izl::::::::Ê:::::::EI :::=::::::H:i ::::::=, ''",

as quais, pode-se verificar, são dadas por

(4.43)

onde c: é a coesão a poster or{ para o bloco Xij,

l Máxil0<i<r,C/f=0} set/i =0paiaalgunl iC {l,...,r--l}
1 0 caso contrário

(4.44)

e o índice y é dado por

l Mini]r<í<n,t/f-l -0]. seus-i =0paraalgumÍClr+l,
y- s

l n caso contrário.

, n -- l}

(4.45)

Sendo assim, o critério para escolha dos vetores (Ulk, . . . , Z.C..) torna-se

Í l :. .:&. > b
uf - .l ' '' ';,';, ' '

1 0 caso contrário,

onde s é um número escolhido aleatoriamente no intervalo (0. 1)

(4.46)
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Para escolhem' a amostra de vetores (UI, . . . , ü'n-l ) a ser utilizada, podemos utilizei' algum

dos seguintes procedimentos sugeridos na literatura. Podemos gerar várias amostras de

vetores e utilizar o último vetor que aparece em cada uma delas para fazer parte da amostra

final, ou podemos gerar uma única amostra de vetores e selecionar alguns dos vetores gerados

de tal forma que a possível correlação existente entre eles seja eliminada ou ainda, se a

correlação existente entre os vetores é pequena, podemos considerar como amostra final a

parte da amostra original a partir do ponto em que se verifica a estacionaridade da cadeia

gerada.

Com isso fica completamente determinado o procedimento para determinar as distri-

buições a poster orá para a partição aleatória p e para o número de blocos pertencentes à

partição B.

Na seção 5.5 o leitor encontrará uma aplicação dos resultados que apresentamos neste

capítulo a dados do mercado acionário chileno para verificar a ocorrência de pontos de

mudanças tanto no retomo diário esperado quanto na volatilidade e também encontrará, no

capítulo 5, justificativas para as distribuições a prior aqui adoradas dentro da perspectiva
da teoria de económica de Mercados Eficientes.
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Capítulo 5

Ilustrando com Dados Reais

5.1 Introdução

Ao longo de todo este trabalho ilustramos através de exemplos simples - e às vezes pouco

reais - situações onde o uso do Condicionamento Bayesiano é desprovido de sentido, como o

é, às vezes, na incorporação de informações imprevistas para a obtenção da distribuição a

posteriori. Apresentamos nos capítulos l e 2 algumas maneiras alternativas para obter-se a

distribuição a posteriori em algumas destas situações, destacando dentre estas a Regra de

Je#rey para a qual apresentamos uma versão preditivista (seção 2.3).

Também discutimos no capítulo 4 um procedimento que permite inferir sobre pontos

de mudança já ocorridos (em sequências de quantidades aleatórias), os quais muitas vezes

tiveram a sua oconência determinada pelo acontecimento ou observação de alguma coisa

não considerada previamente. A localização destes pontos de mudança são muitas vezes

esclarecedoras e informativas tanto sobre o fenómeno em si como sobre as possíveis causas

de sua ocorrência, o que torna relevante a busca de procedimentos eficientes para inferir

sobre tais pontos.

Devemos ao leitor uma situação real que ilustre melhor a importância dos procedimentos

estudados neste trabalho. Este capítulo vem cumprir, pelo menos parcialmente, esta tarefa,
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aplicando os procedimentos sugeridos neste trabalho a dados do mercado acionário chileno

Na seção 5.3 faremos uma breve descrição dos dados que usaremos para análises, os

quais correspondem à série formada por preços de negociação das ações da empresa chilena

ENDESA (Empresa Nacional de Electricidacl S.A.) atingidos no fechamento do mercado em

cada dia, no período compreendido entre 1987 e 1994. Apresentaremos alguns gráficos e

algumas medidas que permitem compreender o comportamento de tais dados ao longo do

tempo bem como uma suscinta descrição dos fatos políticos e económicos que antecederam

às mudanças ocorridas no comportamento destes dados.

Na seção 5.4 apresentamos um algoritmo para fazer previsões de retornos futuros utili-

zando a Regra de Jefrrey para incorporar informações imprevistas e utilizando-nos de distri-

buições a priori J-conjugadas naturais as quais terão seu uso justificado na próxima seção

com argumentos da teoria económica de mercado eficiente. Compararemos os resultados

obtidos poi este procedimento com as previsões feitas utilizando apenas o Condicionamento

Bayesiano, sem usar qualquer método para incorporar imprevistos. Aplicaremos o algoritmo

obtido a. dados ENDESA.

Na seção 5.5 aplicaremos os resultados obtidos no capítulo 4 à série ENDESA, fazendo

inferências sobre pontos de mudanças tanto no retorno esperado como na volatilidade do

mercado. Uma das importâncias deste estudo está em verificar que a volatilidade (medida

como variância) no mercado chileno é estocástica como comprovado pielinlinarmente por

Nlaeda(1996) e Correm(1998)- que aplica a estrutura do h'lPP supondo que os retornos da série

ENDESA são distribuídos segundo uma distribuição t centralizada. Também forneceremos

uma estimativa pala a distribuição a posferjorá do número de blocos e para a probabilidade

da partição cuja ocorrência é a mais provável.

O modelo Z adorado também terá seu uso justificado na próxima seção juntamente com

o não uso do Condicionamento Bayesiano, em certas circunstâncias, partindo de argumen-

tos da teoria. económica de mercados eficientes (Ver Fama(1970), Mandelbrot(1963) e Ma

eda(1996)).
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5.2 Mercado Eficiente e o Modelo Adotado

Segundo Fama(1970) o papel primário do mercado de capitais é a alocação ótima dos

recursos das reservas de capital e idealmente os preços deveriam assinalar precisamente as

melhores fontes para a alocução destes recursos. Um mercado que considera como hipótese

que os preços sempre refletem completamente a informação relevante para as decisões sobre

tais alocuções e que se baseia no fato de que as informações são escassas e caras é dito
eficiente.

Basicamente, a teoria de mercados eficientes supõe que uma série de retornou não tem

memória, isto é, retornos passados não podem ser usados para prever retornou futuros. Fama

(1965) traduz esta hipótese estatisticamente através da seguinte frase:

/n slatÍstica/ leres fÀe fAeory sag/s f/zaí szlccessÍoe prece cÂanges a7'e ándepende?zt, íder2

ticaly distributed random uariables."

Segundo ele um dos motivos que provoca esta percepção de " independência" é o grau de

conhecimento do investidor e a sua perspicácia em avaliar os efeitos das novas informações

sobre o comportamento do mercado.

" ...one ojthe foices luhich helps to produce independence ofsuccessiue ptice chances mag

óe Z/ze ezãstence o/ sopÂásZácated Zraders... ZAaí has a specia/ la/enZ in deZectár7g dependerzcÍes

in series oj prime chances Jor irai idu,ül segurities, or that the trüdet has special talent jor

predicting the appearence alHeIo informütion nnd eualuating its e$ects on intrinsic ualues."

(Fama (1965)).

Essas afirmações nos levam a pensa-r que a teoria de mercado eficiente parte, não com uma

suposição de independência entre os retornou, mas sim por considerar que os investidores per-

cebem alguma semelhança entre estes retornou. Esta semelhança pode ser matematicamente

traduzida através de alguma condição de invariância, refletindo apenas que a existência de

qualquer relação de dependência entre os retornou é meramente fruto do desconhecimento do

investidor sobre a série. Por exemplo, o investidor pode achar que a sequência de retornou é
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independente e identicamente distribuída, condicional a alguma característica intríseca que

resume efeitos da informação (como são , por exemplo, a volatilidade e o retorno esperado)

- o que reflete apenas que, para o investidor, a sequência de letornos segue alguma rota que

ele (investidor) não colasegue identificar precisamente. Ou seja, uma vez que o retorno total

é conhecido, qualquer caminho seguido pelos retornos que tenham este mesmo total tem, aos

olhos do investidor, igual chance ocorrência. Como vimos no capítulo 3, o que ocorre aqui é

que o investidor julga que a sequência de retornos é invariante sob transformações ortogonais

que preservam vetores de uns e, uma vez que este julgamento é feito, o teorema 3.2.2 diz que

P(X: 5; «l 9 x. $ "«) nL: ]v(p , a:)dQ (p, a: ) (5.1)

para qualquer n ? 1, onde p e o2 podem ser interpretados como o retorno médio esperado

e a volatilidade do mercado, respectivamente.

Uma segunda consideração importante da teoria de mercado eficiente foi estabelecida por

Mandelbrot(1963) o qual, além de encontrar evidências de não-normalidade dos retornos,

obtém a seguinte relação entre estes, fornecendo indicativos de modificações na volatilidade

no decurso do tempo.

Latge dailU prece chances tema to be Jottoloed bU tange daily chances and small daitU

ptice chances tema to be foltowed b smatl daily chances."

Essa suposição sugere uma relação de linearidade entre o retorno a ser obtido futura-

mente e o retorno obtido no instante anual, o que justifica as condições de linearidade nas

esperanças condicionais feitas na proposição 3.3.1 - expressões (3.47) e (3.48). R'leis ainda,

seguidores desta teoria económica acreditam que toda mudança intrínseca nos valores de

uma certa ação são provocadas por alguma informação não programada ou pela ocorrência

de eventos imprevistos - ou seja, pela ocorrência de algo não previamente considerado pelo

investidor. A "informação pública" (por exemplo, taxa de inflação, índices industriais, etc)

incorpora-se imediatamente aos preços, enquanto que as mudanças que ocorrem na volatili-

dade são provocadas por "informações privadas" (informações não antecipadas) de eventos

significativos. Uma boa explicação sobre este assunto pode ser encontrada em Moeda(1996)

o qual afirma

159



" Z,a z;aríacÍón de /a uo/afí/ dad [ransada para am activo estará exp]icada so]amente

por lo desconocido o lo no antecipados y por /o larzfo /a uo/aíí/ádad estará asocÍada

ü tü alegada, de nueuas notícias (notícias no antecipadas)."

Desta forma, sob as suposições da teoria de mercado eficiente fica justificado o uso de um

modelo Z para descrever o comportamento dos retornos diários em situações onde as únicas

informações recebidas são aquelas já previamente consideradas (ver proposição 3.3.1 para os

detalhes matemáticos) e além disto justifica-se o uso da priori conjugada natural dada na

expressão (3.50) para a volatilidade do mercado a2 e para o retorno médio diário p.

Uma vez que as mudanças intrísecas no comportamento dos preços são provocadas pela

ocorrência de informações não previamente consideradas, o uso do Condicionamento Baye-

siano para fazer previsões pode ser inapropriado (ver cap.l) sugerindo-nos o uso de algum

procedimento alternativo para este fim. Como as hipóteses da. teoria de mercados eficientes

descritas acima tendem a se manterem válidas mesmo depois do recebimento de alguma

notícia inesperada - o que é exigido pela Regra Preditivista de Jearey (ver proposição 2.3.1,

por exemplo) - e como segundo Fama(1965) a ocorrência de eventos imprevistos provocam

mudanças na opinião do investidor apenas sobre alguns indicadores do mercado (como vo-

latilidade, p.ex.), justifica-se usarmos a Regra de Jearey para fazer previsões de retornos

futuros quando imprevistos ocorrem . Este fato também justifica o uso de distribuições a

priori J-conjugadas naturais (seções 2.4 e 2.5) no algoritmo de previsão que apresentaremos

na seção 5.4.

5.3 0s Dados

Para nossas considerações ao longo deste capítulo, as quantidades aleatórias Xi e ZI)f

denotatão, respectivamente, o retorno (ou rentabilidade) e o preço diferenciado alcançado

por uma certa ação no dia í, para i 2 1, os quais são deÊnidos da seguinte forma

Di = Pi-- Pi.\ (5.2)

lgrifo do autor
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Xi = (5.3)

onde P.. é o preço atingido pela ação de interesse no fechamento do mercado no dia i

Nosso principal objetivo nesta seção é apresentar uma breve descrição dos dados da série

ENDESA, explorando o comportamento das séries ENDESA diferenciada e Rentabilidade

ENDESA que são derivadas da série original usando as expressões (5.2) e (5.3), respecti-

vamente. As séries Rentabilidade ENDESA mensal e ENDESA Diferenciada mensal, que

também serão consideradas, são originadas da série de preços ENDES.A da mesma forma

tomand(»se o preço atingido pela ação no fechamento do mercado no último dia de cada
mes

O gráfico apresentado na figura 5.1 apresenta os dados da série "ENDESA" formada pelos

preços diários atingido pela venda da ação da empresa chilena ENDESA no fechamento do

mercado, desde janeiro de 1987 até dezembro de 1994.

Figura 5.1 Preços Diários no Fechamento do Mercado ENTESA(1987/1994)

1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995

Perceba que série ENDESA apresenta um comportamento bastante estável entre 1987
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e o final de 1990, com pequenas oscilações em torno de um valor médio próximo de zero e
mudanças bastante acentuadas tanto no preço médio quando na, variabilidade no final de 1990

e no final de 1993. Nota-se também que a mudança ocorrida no final de 1993 parece mais

acentuada do que aquela ocorrida no final de 1990 e também observa-se que entre estas duas

mudanças acentuadas ocorre un] período de estabilização dos preços, entre aproximadamente

a metade de 1992 e o final do terceiro trimestre de 1993, havendo pouca variabilidade em

torno de um valor médio próximo de 150 pesos.

Nos dois próximos gráficos pode-se observar, respectivamente, o comportamento da média

e variância mensais calculadas utilizando-se os dados da série ENDESA. Pode-se perceber

que há um crescimento quase exponencial da média ao longo do período observado.

Figura 5.2: Preços h'médios Mensais ENTESA(1987/1994)

1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995

Para a variância nota-se um comportamento bem estável até o final de 1990 e entre o
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final de 1992 e o final de 1993. Em ambos períodos a variância mensal oscila em torno de

valores pequenos. Nos outros dois períodos ocorre uma oscilação maior no valor mensal da

variância, sendo esta mais intensa a partir do fim de 1993.

Figura 5.3: Variância Mensal ENTESA(1987/1994)

1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995
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O gráfico na figura 5.4 mostra a série contendo os Preços Diferenciados Mensais

Figura 5.4: ENDESA Diferenciada Mensal(1987/1994)

1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995

Como antes, o comportamento dos preços diferenciados é bem estável entre 1987 e 1990,

apresentando pouca variabilidade em torno de uma média próxima de zero. Também é

possível notar que ocorre maior oscilação dos preços diferenciados a partir do final de 1990

e esta oscilação é ainda mais acentuada a partir do último trimestre de 1993. O preço

diferenciado médio também têm seu comportamento alterado a partir do final de 1991,

ocorrendo maior oscilação em seus valores a partir deste período e novas mudanças na metade

de 1992 e no final de 1993. Estes períodos também marcam mudanças na variabilidade,
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ocorrendo um nítido aumento na variância depois do final de 1991

O comportamento descrito acima pode ser melhor percebido quando observamos os se-

guintes gráficos que mostram o comportamento mensal do preço diferenciado médio e de sua

variabilidade.

Figura l\média R4ensal ENDESA Diferenciada(1987/1994)

1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995
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Figura 5.6: Variância Mensal ENDESA Diferenciada(1987/1994)

1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995

Perceba que a tendência de crescimento exponencial antes observada para o comporta-

mento das médias mensais não é mais observada aqui e que o comportamento para a variância

e muito similar àquele apresentado pela variância mensal dos preços diários.

Observe também os seguintes histogramas exibindo o comportamento da série diferenci

ada nos períodos mencionados acima e também o seu comportamento an(Pa--ano.
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Figura 5.7: Histogramas para os Períodos em que Parecem Haver Mudanças - ENDESA
Diferenciada Diária

lO -5 0 5 10
ENDESA Diferenciada- Out90/Ju192ENDESA Diferenciada- Jan87/Set90

-15 -10 -5 0 5 10
ENDESA Diferenciada- Ago92/Set93

lO -5 0 5 10
ENDESA Diferenciada- Out93/Dez94
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Figura 5.8: Histogramas ano-a-ano - ENDESA Diferenciada Diária

ENDESA Difeíendada 87 ENDESA Diferenciada 88

.2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 23
ENDESA Diferenciada 89 ENDESA Diferenciada 90

.lO -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
ENDESA Diferenciada 91 ENDESA Diferenciada 92

,15 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
ENDESA Diferenciada 93 ENDESA Diferenciada 94
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As tabelas 5.1 e 5.2 apresentam preços diferenciados médios e a variabilidade calculadas

a partir dos preços diferenciados diários nos períodos que pareciam haver mudanças no

comportamento da série e dentro de cada ano, respectivamente. Pode-se notar que tanto os

histogramas apresentados anteriormente quanto os dados apresentados abaixo confirmam a

análise anteriormente feita.

Tabela 5.1: h'média e Variância nos Períodos em que Parecem Haver À/mudanças - ENDESA

Diferenciada Diária

Tabela Média e Variância ano-a-ano ENDESA Diferenciada Diária
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PERÍODO MEDIA VARIÂNCIA
Jan 87 - Set 90

Out 90 - Jul 92

Ago 92 - Set 93
Out 93 - Dez 94

0.0033 0.4959

0.3194 5.1983

0.0307 5.2712

0.5913 12.0945

ANO MEDIA VARIÂNCIA

 

0,0158 1.5114

0.0060 0.0650

0.0273 0.1917

0.0468 0.1878

0.3453 5.8827

0.0884 6.7612

0.2460 4.4481

0.5635 13.6851



Comparando estes resultados com aqueles apresentados nas tabelas 5.3 e 5.4 abaixo as

quais exibem os preços diferenciados médios e a variabilidade partindo de dados da série

ENDESA diferenciada h'lensal, percebemos que há um comportamento similar destas duas
\rãr] avels .

Tabela 5.3: À'média e Variância nos Períodos em que Parecem Haver N'mudanças - ENDESA
Diferenciada Mensal

Tabela 5.4 Nlédia e Variância ana.-a-ano ENDESA Diferenciada Nlensal
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PERÍODO MEDIA VARIÂNCIA
Jan 87 - Set 90

Out 90 - Jul 92

Ago 92 - Set 93

Out 93 Dez 94

-0.1 153 3.8169

6.2359 96.7396

0.1429 125.4123

12.7143 343.9698

ANO MEDIA VARIÂNCIA

 

-1.0542 8.2374

0.0417 1.2187

0.5333 3.684]

1.4792 7.9920

6.4583 107.8499

3.1667 172.2588

6.1250 164.1939

l0.0909 406.7034



Para a série Rentabilidade mensal, exibida na figura 5.9, também não se observa mais a

tendência de crescimento exponencial, assim como tínhamos para os preços diferenciados.

Figura 5.9: Rentabilidade À/lensal -ENDESA(1987/1994)

1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995

Aqui também parece razoável considerar mudanças nos períodos anteriormente citados,

só que neste caso percebe-se uma tendência de decrescimento da variância, se considerados

estes períodos. O retorno esperado parece ter sua maior alta entre final de 90 e metade de

92, onde parece também haver volatilidade alta. Se o interesse maior está na detecção de

pontos de mudanças mais do que em fazer previsões, o final de 87 também parece marcar

uma mudança tanto na variância quanto no retorno médio.
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O comportamento do retorno médio mensal pode ser observado no gráfico que segue

Figura 5.10: Rentabilidade b4édia N'mensal -ENDESA(1987/1994)

B

1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995

v l/J. v.rbAJULlv e51 c&llvv lllvD UI

ntabilidade ENDESA.

Figura 5.11: Varia:

a o comportamento ao longo do tempo da variabilidade da série
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O comportamento anteriormente descrito pode ser melhor percebido na próxima figura,

onde consideramos as médias e variâncias móveis de ordem dez.

Figura 5.12: Médias e Variâncias Móveis de ordem lO -Rentabilidade ENDESA(1987/1994)

tO

0
'ã5 o
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-0 0
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t.00
l

1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994

.g n
c o
g

0
0

1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994

Perceba que, do ponto-de-vista descritivo, é evidente um pequeno número de mudanças

ao longo do tempo, tanto no retorno esperado quanto na volatilidade.
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Analogamente ao estudo feito para os preços diferenciados exibiremos a seguir tabelas

e histogramas mostrando o comportamento dos Retornos mensais e diários nos períodos de
interesse e ano a ano.

Tabela 5.5: N'lédia e Variância nos Períodos en] que Parecem Haver Nludanças - Rentabilidade
ENDESA Diária

Tabela 5.6: Média e Variância ano a-ano Rentabilidade ENDESA Diária
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PERÍODO MEDIA VARIÂNCIA
Jan 87 Set 90

Out 90 Jul 92

Ago 92 - Set 93

Out 93 - Dez 94

0.0007 0.00098

0.0047 0.00056

6.34x10's 0.00025

0.0025 0.00016

ANO MEDIA VARIÂNCIA

 

0.0004 0.0027

-0.0002 0.0003

0.0019 0.0005

0.0020 0.0003

0.0056 0.0008

0.0009 0.0003

0.0016 0.0002

0.0022 0.0002



Tabela 5.7: R'média e Variância nos Períodos em que Parecem Haver Nludanças - Rentabilidade
ENDESA Mensal

Tabela Média e Variância ano-a-ano Rentabilidade Mensal- ENDESA
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PERÍODO N4EDIA VARIÂNCIA
Jan 87 - Set 90

Out 90 - Jul 92

Ago 92 Set 93
Out 93 - Dez 94

0.0013 0.0120

0.0986 0.0142

0.0036 0.0058

0.0565 0.0048

ANO MEDIA VARIÂNCIA

 

0.0363 0.028]

0.0054 0.0061

0.0332 0.0099

0.0544 0.0105

0.1011 0.0179

0.0273 0.0082

0.0355 0.0059

0.0386 0.0045



Figura 5.13: Histogramas nos períodos em que parecem haver mudanças - Rentabilidade
ENDESA Diária
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Figura 5.14: Histogramas anu =a-ano Rentabilidade ENDESA Diária
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Moeda(1996) fornece o seguinte panorama vivido pelo Chile no período estudado, apon-

tando alguns eventos possíveis causadores da instabilidade observada a partir de 1991 no

mercado chileno. Para h'laeda(1996) a instabilidade observada a partir de 1991 pelo mer-

cado chileno deve-se não só às mudanças ocorridas na política interna chilena como também

a alguns acontecimentos internacionais importantes. O ano de 1988 foi um marco impor-

tante na História do Chile, pois realizou-se em 5 de outubro o plebiscito para saber sobre

a continuidade ou não do governo militar. Neste dia, registrou-se uma queda de 13 por

cento na rentabilidade da bolsa. Também em junho deste ano é implementado o sistema de
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telepregão na bolsa de valores e ocorre uma queda nos impostos sobre combustíveis devido

a baixa mundial sofrida pelo preço do petróleo. Em 1989, ocorre a proibição da entrada

de algumas espécies de frutas chilenas no mercado norte-americano, provocando um ajuste

monetário pelas autoridades da área económica. Em dezembro deste mesmo ano, realiza-se

a eleição para presidente. A guerra no Golfo Pérsico, iniciada en] 1990, provoca neste ano

uma alta no preço do petróleo e também é responsável pela baixa generalizada deste preço a

partir de 1991. Internamente, o Chile passou por um período de ajuste em 90, quando foram

aprovadas as reformas tributária e trabalhista e amplia-se, nesta época, na Bolsa Acionária,

o sistema de telepregão permitindo negociações também no período da tarde. Neste ano

começa a gestão do primeiro presidente efeito (Patrício A]wyn) após um longo período de

ditadura militar. Em 91, ocorre o aumento do volume negociado na Bolsa Acionária e a

Bolsa Eletrõnica de Santiago começa a operar provocando uma competição entre as duas

Bolsas. O governo de Alwyn estrutura-se. Em 92, há uma baixa nas taxas de interesse do

Banco Central provocada pela baixa mundial do dólar e a bolsa amplia suas possibilidades

de negócios com o ingresso de 26 novas ações. Em 93 a recessão nos países desenvolvidos

provoca uma baixa nas exportações chilenas causando desequilíbrio na balança comercial.

Os efeitos deste desequilíbrio são pelo menos parcialmente compensados pelo aumento do

dinamismo do mercado acionário. Finalmente em 94, destaca-se a queda da inflação e o

início das negociações com o NAFTA e com o MERCOSUL.

Na próxima seção apresentamos um algoritmo para fazer previsões de retornos futuros

utilizando a Regra Preditivista de Je#rey para incorporar eventos imprevistos e partindo

do pressuposto que o mercado acionário chileno satisfaz as exigências da Teoria de Mercado

E6ciente. O algoritmo obtido será aplicado à série Rentabilidade R'mensal - ENDESA.

5.4 A Regra de JeHrey e o Mercado Chileno

Sustentados pelos argumentos fornecidos nas seções 5.2 e 5.3 desenvolveremos um algo-

ritmo para previsões de retornou futuros com base em toda a informação disponível (mesmo

aquelas não previamente antecipadas) adorando o Condicionamento Bayesiano usual para
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incorporar informações previamente consideradas e usando a Regra Preditivista de Jeffrey

para incorporar aquelas informações que modificam em algum sentido a sua opinião sobre

o comportamento dos dados. Estes argumentos também justificam o uso do modelo f dado

na expressão (3.49) para descrever o comportamento dos retornou nos períodos em que o

mercado recebe apenas as informações previamente antecipadas.

Para derivar a distribuição preditiva para esse processo de previsão considere o resultado

apresentado no lema 3.3.1 estabelecido por Arellanc-Valle e Bolfarine (1994). Usando este

resultado facilmente derivamos a prova da seguinte proposição a qual fornece o mecanismo

de previsões de retornou futuros quando estamos em situações em que o mercado financeiro

está estável.

Proposição 5.4.1 Sda Xi,X2, . . . uma sequénc a de q.a reais, O(1)-muar antes. Se

Z(-.V;lX-,X,) (X: + X,) + Z,: e

(5.4)

z(x:lx: , x:) (x? + xj) + z,,

.«d. « C (0,1/2), b- € R ' b, € R+ de la/ ./b,m« g«e Z,, > i:lh, .«Zã. «nsÍd«««'ío
XW =(X-,...,Xky 'X(,-H,...,X«), Â? 1, temo.;

X(«-Q IXW - t«-*(P«-*(xt); E«-*..; À,(*0, ««-k)

onde,

P«-*(x*) «; + b:)/(l + «(k 2))}1«-**:;

E«.j;.i; = /..k + i:;:ãõ;:gl..x:x..*;

q(«*) XL- '? + o-,do--.ü-w - i:ÍiÕ=!J(EE:: *:y - njliE» EL:- ,.;

*.(«) E:::- '? - i:iiliH(EL:: '.)' - i:;j8En E:L:- '.; .

««-* - it'güu
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Prova: Se consideramos a seguinte partição

*.., -l ;=.1,
lj;xi

1..kxi ) .
x- - /« + i:-5ãi«*. :=:::.., lE(n-k)k

onde

Ejj = /1 + i:hij*j

Ej{ = i:?ml.Í*f; .j # Í; .j,{ C {k, n - A}

e o resultado apresentado em Searle (1982, pp 132), o qual fornece que

:;-'. í:íai':$:***
a prova do resultado proposto segue imediatamente do lema 3.3.1.

)

D

Do resultado acima, obtém-se

E(x*--:lxm) -!;;b:D-- e

v--(x*.-: lxw) - :n#E:g {e' - mi:nlâ;m + E:L: x? E;;. xo' - ?àêlé?4.},
(5.6)

o que nos fornece o retorno esperado a poster or{ para o dia k + l e o erro associado à

estimativa feita, respectivamente. Note que como 0 < a < 1/2 e como k 2 1,

z,'k+i 2 1/a + 2 ? 4

o que garante a existência das estimativas acima para todo k

Um outro resultado que nos interessa é a determinação da distribuição a posteriori

para o retorno esperado (medido através da média) e para a volatilidade (medida através
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da variância) do mercado isto é, interessa-nos fazer inferências sobre (p,a') - quando as

hipóteses da proposição 3.3.1 são válidas. Usando o teorema de Smith(1981) (teorema 3.2.2)

e a proposição 3.3.1, 'ç'erificamos que a quantidade aleatória ip, a2) tem como distribuição a

poslerior{ a distribuição Normal-Gama-Inversa especificada abaixo

«l"',«.*, - .«,(4hy';-hl e

(5.7)

a l:(t) g' ({; «y;n) ,
onde

« -? .â,; -(a ZE::: «; + 6-)'

Se adotamos como penalidade a função de perda quadrático obtemos como estimativas

a posleriorá para o retorno esperado e para a volatilidade do mercado os seguintes valores,

respectivamente,

z(pl«w) E{.E(pla', «W)} =
a E:::: zi + 6i

ah 1 -- 2a b.

l + «(k - 2)"' + 1 + «(k - 2) 1 - %

ag

«(k - l) + l

P (5.8)

E(a'lzW ) (5.9)

Ocorrendo algum imprevisto no tempo A de ta] forma que ojulgamento de O(1)-invariância

seja mantido, mas as condições apontadas na expressão (5.4) sejam modificadas pala

E*(X.+;jXk--:,X*+,) = «*(Xk--- + X.+,) +b;

(5.10)

z* (XZ.... lx*--: , x*--, ) «'''(xí.... + xí...,) +z,;,

onde a* C (0,1/2), b; € 7? , b; > riba, a' # a, Z,; # Z)i, b; # b2 e .E* denota o valor

esperado obtido após o recebimento da informação imprevista, a distribuição a poster or

fornecida pela Regra Preditivista de Jefrrey é a seguinte distribuição f:

***: -*(:L; E:; &(';-JL);V) .'.::,
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e a distribuição a a posfe7'áor{ para (p, a2) é a seguinte distribuição Normal-Gama-Inversa

«l.'' - v'' (::!:p ; Ki'â)
(5.12)

«' - çr (Ú- (ó; - #É) ; y3:)

Com isso podemos agora fazer previsões para retornos futuros após o recebimento da

informação não previamente antecipada através do retorno esperado e determinamos o erro

associado a tal estimativa, respectivamente, da seguinte forma

1 -- 2a*

ó;(i - 2«*) - ói'

(1 - 2«')'

onde var denota a, variância ontlaa apos a mcorporaçao da nova lnlormaçao

E*(X*+: )

Var'(X.-- : ) (5.13)

Uma estimativa para o retorno esperado e para a volatilidade após o conhecimento de

algum evento não previamente considerado é dada por

1 -- 2a*

z,;(i - 2«') - ÓT:

(1 -- «*)(1 -- 2a-)

E*(P) (5.14)

E*(a') (5.15)

No apêndice Um apresentamos algumas tabelas ilustrando a influência dos valores de a,

bi e b2 no comportamento das variáveis aleatórias Xi's.

A seguir exibiremos um exemplo ilustrando o uso do algoritmo proposto, o qual foi

implementado em FOR:l'RAN e que é apresentado no Apêndice Dois, ao final deste trabalho.

Exemplo 5.1: A seguinte tabela mostra um exemplo de aplicação do algoritmo de

previsão desenvolvido nesta seção, onde consideramos como Valor Real como sendo o valor

da variável sobre a qual nos interessa fazer previsões e que será lida passo-a--passo pelo

algoritmo. Na apresentação da tabela assumimos como zero valores previstos e esperados de
ordem inferior a 10-4
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Tabela 5.9: Previsões e Erros obtidos utilizando apenas o Condicionamento Bayesiano e

utilizando a Regra Preditivista de JefTrey

183

Valor Real
Ua/or Preta slo Uariâncáa a poster orí

Bayes JefTrey Bayes Je#rey
0.0937532

0.2348605

0.5086271

0.4470131

0.2110936

14.0922356

13.4479058

0.2593757

24.4903995

18.1194724

144.0349004

0.1140547

23.0120705

30.5514515

73.409428]

-0.1692146

19.4263359

54.6328834

62.3209464

26.7705502

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 16.666

1.456 x 10'3 7.121

2.800 x 10'3 7.754

2.774 x 10'3 7.026

5.221 x 10'3 8.48]

7.03 x 10'3 50.000

2.142 x 10 2 14.6987

2.143 x 10': 13.532

2.373 x 10'' 14.234

2.678 x 10'2 15.360

3.411 x 10'2 l0.204

3.408 x 10'2 8.770

3.602 x 10'2 8.863

4.147 x 10': 9.258

4.769 x 10'2 9.711

o.1000 0.1000

o.1000 0.1000

o.1000 0.1000

o.1000 0.1000

o.1000 0.1000

0.1000 0.555

0.1198 64.1297

0.1379 61.3189

0.1379 61.0515

0.1978 79.2642

0.2306 4.9999

2.3029 1696.8662

2.3027 1576.7725

2.3552 1466.1387

2.4481 1382.1216

2.9856 919.346]

2.9853 802.9041

3.0225 796.901]

3.3198 807.935

3.7066 824.8896



A amostra apresentada na primeira coluna da tabela anterior foi obtida encadeando-

se sucessivamente quatro amostras de tamanho cinco geradas respectivamente das seguintes

distribuições í(0.0001, 0,0.1), Z(0.2, 10, 167), f(0.4, 10, 501) e t(0.01, 10, 1003), onde l(a, bi, b2)

e a distribuição fornecida na expressão (5.5).

Perceba que as previsões feitas usando a Regra Preditivista de Je#rey são mais próximas

do valor real do que aquelas fornecidas usando o Condicionamento Bayesiano apenas, ou seja,

sem considerar qualquer método alternativo para incorporar mudanças não previamente con

sideradas. O Condicionamento Bayesiano além de fornecer previsões em geral ruins, também

fornece variância a posferáorá muito pequenas (ver tabela 5.9) indicando que as previsões fei-

tas utilizando este procedimento são muito precisas. Note também que o Condicionamento

Bayesiano não incorpora as mudanças bruscas ocorridas nos parâmetros (tabela 5.10), o que

também pode ser observados no seguinte gráfico:

Figura 5.15: Estudo Comparativo entre as Previsões feitas pela Regra de Jeffrey e Condici
onamento Bayesiano
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Note na próxima tabela que o Condicionamento Bayesiano não capta as modificações

sofridas pot p e o2
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Tabela 5.10: Comportamento a .f)obter;or{ de /z e o2

galar Esperado l)CLTQ p Valor Esperado para a'z

Bayes JefTrcy Bayes JeRiey
o o l o.looo o.looo

o o l o.looo o.looo

o o l o.looo o.looo

o o l o.looo o.looo

o o l o.looo o.looo

o 16.666 l o.looo 0.555

1.456 x 10'3 7.121 l 0.1198 64.1297

2.800 x 10'3 7.754 l 0.1379 61.3189

2.774 x 10'3 7.026 l 0.1379 61.0515

5.221 x 10'3 8.481 l 0.1978 79.2642

7.03 x 10'3 50.000 l 0.2306 4.9999

2.142 x 10'2 14.6987 l 2.3029 1696.8662

2.143x10'2 13.532 l2.3027 1576.7725

2.373 x10'2 14.234 l2.35Õ2 1466.1387

2.678x10'2 15.360 l2.4481 1382.1216

3.411 x10'2 l0.204 l2.98S6 919.3461

3.408x10'2 8.770 l2.9853 802.9041

3.602x10'2 8.863 l3.022S 796.9011

4.147 x 10'2 9.258 l 3.3198 807.935

4.769x10'2 9.711 l3.7066 824.8896
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Nosso próximo passo consiste en] aplicar esse algoritmo de previsão a dados reais. Esco-

lhemos para isso a série Rentabilidade ENDESA Mensal para a qual a modelagem sugerida

anteriormente fica justificada pelas suposições da teoria sobre h,lercados Eficientes. Apresen-

tamos a seguir os resultados obtidos utilizando várias distribuições a priori e supondo haver

mudanças em outubro de 1990, agosto de 1992 e setembro de 1993.

Figura 5.16: Previões Rentabilidade ENDESA
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Figura 5.17: Previões - Rentabilidade ENDESA
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OBS: a linha cheia representa os dados reais, a tracejada representa as previsões com a

Regra de JefTrey e a pontilhada as previsões com o Condicionamento Bayesiano. No que

segue a linha cheia representa o resultado obtido quando o Condicionamento Bayesiano é

utilizado e a linha tracejada simboliza os resultados obtidos quando a Regra de JefTrey é
considerada.
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A seguir apresentamos o comportamento dos erros, do retorno esperado e volatilidade a

posteriori para cada procedimento de previsão sugerido. As distribuições a priori utilizadas

são respectivamente as mesmas adotadas para as previsões, exibidas nas figuras 5.16 e 5.17.

Figura 5.18: Erro a posterior; Rentabilidade ENDESA
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Figura 5.19: Erro a posíeráorí Rentabilidade ENDESA
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Os próximos gráficos mostram o comportamento do retorno esperado e da volatilidade

a posteriori. Perceba a eficiência da Regra de Jeffrey na incorporação de mudanças no
comportamento destes dois objetos.
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Figura 5.20: Retorno Médio a poster orí Rentabilidade ENDESA
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Figura 5.21: Retorno IVlédio a posteriori Rentabilidade ENDESA
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Figura 5.22: Volatilidade a posterior Rentabilidade ENDESA
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Figura 5.23: Volatilidade a poslerÍor{ Rentabilidade ENDESA
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Pode-se perceber que o mecanismo de previsões que envolve a Regra de Jearey é mais

eficiente em incorporar modificações bruscas na série do que demonstra ser o procedimento

que só utiliza o Condicionamento Bayesiano. Ver figuras 5.20, 5.21, 5.22 e 5.23, as quais

fornecem as estimativas a posteriori para os parâmetros intrínsecos envolvidos no teorema de

Smith(1981) - ou seja, no contexto visto aqui, para a volatilidade e para o retorno esperado.

As previsões feitas utilizando a Regra de Je#rey em geral são melhores do que aquelas

feitas com o Condicionamento Bayesiano (ver figura 5.17) - apesar de ambos apresentarem
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precisão geralmente baixa - mas como estas previsões dependem fortemente da sua opinião

sobre a série, elas podem ser piores do que as previsões feitas com o Condicionamento

Bayesiano se a sua opinião não refietir de maneira suficientemente boa as consequências da

nova informação sobre o mercado (ver terceiro gráfico, figura 5.16).

Na próxima seção veremos uma aplicação dos procedimentos desenvolvidos no capítulo
4 a esta mesma série de dados.

5.5 O MPP e o Mercado Chileno

Nesta seção aplicaremos os procedimentos desenvolvidos no capítulo 4 à série Renta-

bilidade N'mensal ENDESA. Nosso objetivo aqui é apresentar o comportamento a posteriori

para o retorno esperado (p) e para a volatilidade (o2) e fazer inferências sobre o número de

pontos de mudança que ocorrem nesta série. A partição mais provável será apresentada com

sua respectiva probabilidade.

De acordo como as justificativas dadas na seção 5.2, dentro de cada bloco li.jl as ob-

servações são julgadas condicionalmente iid's com distribuição .A/'(p'j, (aÍjy) e também pelos

argumentos dados na seção 5.2, adotaremos uma distribuição a priori Normal-Gama-Inversa

pala descrever a incerteza sobre o parâmetro (pfj, (aij)') do bloco lí.jl. Isto é vamos consi-

derar que a priori

p:j -- .V(m, .'-(a;Íy), (5.16)

onde m é um número real qualquer e r é um número real positivo, e por esperar-se que, quanto

maior a volatilidade, menor o bloco de observações formados, assumiremos inicialmente que

onde a e b são números reais positivos. Perceba que com esta escolha e considerando a. = Z)

a expectativa inicial sobre a relação entre a volatilidade e o tamanho do bloco é satisfeita

pois, neste caso,

](a'jy (5.17)

.E ((a :j )' )
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Como coesões a pr or{ assumiremos aquelas fornecidas na expressão (4.33), pois segundo

a teoria de mercados eficientes pontos de mudanças ocorrem devido ao conhecimento de

informações não previamente consideradas e, portanto, pontos de mudanças já ocorridos não

são informativos sobre pontos de mudanças futuros(Ver seção 4.4). Como antes mencionado,

valores pequenos de p favorecem a formação de poucos blocos, o que parece ser razoável para o

mercado chileno. Apesar disto, a análise feita aqui contemplará vários valores de p. Também

assumiremos que l- = 1.

Nas figuras 5.24 a 5.29 apresentamos as estimativas a posferáorá pala p (primeira coluna)

e a2 (segunda coluna), assumindo como regra de penalidade a função de perda quadiática.

Para termos uma idéias sobre a sensibilidade do modelo, apresentamos estes e os demais

resultados a ser visto nesta seção considerando distintos parâmetros para a distribuição a

p,áo,{ de (p'j, (a'jy).

As médias a poslerior{ para p'j e (aij)' serão contrastados, respectivamente, com as

médias e variâncias móveis de ordem 10, para termos uma idéia se o comportamento das

estimativas é similar àquele observado na análise descritiva.

A seguir, apresentamos as médias a posferÍor{ pala /z e cr2 considerando a = b = 0.5 e

diferentes valores para m. As médias a poster ori são apresentada.s em linhas cheias e as

médias e variâncias móveis são apresentadas em linhas pontilhadas.
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Figura 5.24: À'lédias a poslerÍor{ para p e o2 n?. 0.5 e b = 0.5
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Figura 5.25: 1i'médias a posteriori para p e a2 m = 0.05, a = 0.5 e b 0.5
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Perceba que as estimativas tanto para p quanto para a2 dependem do valor adotado para

p. Nos casos vistos nas figuras 5.24 e 5.25, as estimativas para p estão próximas dos valores

atingidos pelas médias móveis quando p = 0.9, onde pode-se perceber um grande número de

pontos de mudanças. Para p = 0.1 e p = 0.5 o número de pontos de mudanças detectados é

pequeno, o que vem de encontro com o que se esperava para a série analisada. Qualquer que

seja o valor de m, as estimativas para a2 estão em geral afastadas dos valores observados

para as variâncias móveis quando p = 0.9 e para o ano de 1987, quando p = 0.1 e p = 0.5.

Também observa-se que com valores pequenos de p o número de pontos de mudanças na

variância é pequeno, os quais ocorrem durante o ano de 1987 e no final de 1994 e além

disto, as médias a posferíor{ obtidas são mais suaves, tanto para p quanto para o2, quando

197



comparadas com as médias e variâncias móveis

Considerando que o comportamento de (aij)2 é descrit.o pela distribuição dada na ex.

pressão (5.17) com a = 0.01 e b = 3 e considerando m = 0, obtém-se

Figura 5.26: h'médias a posteriori para p e o2 nl = 0, a = 0.01 e ó = 3
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Perceba que, na figura 5.26, as médias a posferÍor{ para a2 têm comportamento mais

próximo do comportamento das variâncias móveis que o observado anteriormente nas figuras

5.24 e 5.25, independentemente do valor escolhido para p- Também, independentemente do

valor de p o número de pontos de mudança tanto no retorno médio quanto na volatilidade
são muito altos.

Considerando, novamente, m 0 e admitindo agora que a l e b as seguintes
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estimativas a posZeráor{ foram observadas

Figura 5.27: N'lédias a posZeríor{ para p e o2 nz = 0, a = 1 e b = 3
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Neste caso, a escolha de a = 1 e Z) = 3 parece não ser uma boa escolha para descrever a in-

certeza sobre a volatilidade, fornecendo novamente estimativas para a2 cujo comportamento

destoa do comportamento das variâncias móveis. Por outro lado, para valores pequenos de
p, percebe-se que as mudanças no retorno médio e volatilidade ocorrem basicamente nos

períodos previamente mencionados na análise descritiva.
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Assumindo que volatilidade e tamanho dos blocos não se relacionam diretamente, con-

sideraremos uma nova distribuição a priori para (cria)2 a qual não depende do tanaanho do

bloco. Nos dois gráficos que seguem, assumimos que (afj)2 tem seu comportamento descrito

pela distribuição ÇZ(a/2, d/2) para todo í e .j, onde a > 0 e d > 0.

Figura 5.28: h/lédias a posterior para /z e a2 m. = 0, a = 0.01 e d = 3
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Figura 5.29: R/médias a posferáor{ pala p e o2 0.01 e

m:0 e p:0.1 m:0 e p:0.1
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Nos dois casos, as estimativas para o retorno médio são muito parecidas quando as

comparamos para o mesmo valor de p e também apresentam comportamento dentro do

esperado. Já para a volatilidade, obti'\'emos valores mais próximos do esperado quando

d = 4. Perceba que ao assumirmos uma distribuição a priori para (afj)2 que não depende

do tamanho do bloco, obtivemos estimativas para a volatilidade com comportamento muito

similar ao observado pala as variâncias móveis. Isto pode ter ocorrido por não termos feito

escolhas adequadas para os valores de a e b, nos casos anteriores. Como antes, observamos

que, também para estas distribuições a priori, o número de pontos de mudanças detectados

aumenta com o valor de p.

A seguir apresentaremos a estimativa para o número de blocos referentes a cada uma

das distribuições a pr orí consideradas nas figuras 5.24 a 5.29 e gráficos mostrando a relação

entre p e o'

De acordo com a metodologia apresentada na seção 4.5, para. obtermos a estimativa a

posteriori para o número de blocos .B e para a partição p gerimos uma amostra de 10 mil

sequências ou vetores de zeros e uns, com tamanho 95, partindo de uma sequência inicial

de zeros. (Sementes diferentes foram consideradas, as quais geraram amostras com compor-

tamentos similares aos obtidos partindo da semente nula, por isso optamos por apresentar

os resultados obtidos partindo da semente nula). Observando o comportamento das médias

ergódicas, percebemos que a amostra gerada atinge estabilidade após três mil itetações. Des-

prezamos, então, as primeiras sequências geradas e consideramos como amostra final todas

as seqüências a partir deste ponto de estabilização. Apesar de encontrarmos aut(»correlação

não muito próxima de zero para alguns valores de p, ainda assim a amostra considerada

é adequada pois estamos interessados apenas nas estimativas de B e p e não na variância

destes estimadoies (ver Gamerman(1997) para detalhes). Estudos sobre a auto-correlação

da amostra e sobre a convergência pala a distribuição a posZeriorá para .B são apresentados

no Apêndice Quatro.
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Figura 5.30: Distribuição a posíeríorí estimada para o número de blocos B e diagrama de

dispersão para p 0.5 e b = 0.5
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Figura 5.31: Distribuição a posteriori estimada para o número de blocos B e diagrama de

dispersão para p e o2- m. :: 0.05, 0.5 e b = 0.5
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Figura 5.32: Distribuição a posíerior{ estimada para o número de blocos B e diagrama de

dispersão para p e o2- m = 0, 0.01 e 6 = 3
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Figura 5.33: Distribuição a posZeráori estimada para o número de blocos B e diagrama de
dispersão para p b-3
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Assumindo que (afj)2 tem seu comportamento descrito pela distribuição gZ(a/2, d/2)

para todo ie .j obtemos os seguintes resultados.

Figura 5.34: Distribuição a posle7'Íori estimada para o número de blocos B e diagrama de

dispersão p e a2. m :: 0, a = 0.01 e d
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Figura 5.35: Distribuição a poster ori estimada para o número de blocos B e diagrama de

dispersão p e o2- m. = 0, a = 0.01 e d :: 4
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Percebe-se, dos gráficos anteriores, que independentemente das distribuições a priori

adoradas pala desciescrever o comportamento de p e a2, o número de blocos presentes na

partição do conjunto de dados cresce a medida que o valor de p desce. Também padece

ser comum ocorrerem mudanças simultâneas no retorno esperado e na volatilidade. Isto

pode ser percebido, por exemplo, no diagrama de dispersão da figura 5.30, quando p = 0.1

e m = 0. Neste exemplo, ocorrem poucas mudanças tanto no retorno médio quanto na

volatilidade mas estas, em sua maioria, ocorrem simultaneamente, concordando com o que

foi observado no respectivo gráfico das estimativas vistos na figura 5.24. Se consideramos o

diagrama de dispersão da figura 5.32, referente a p = 0.9, notamos que, em geral, quando

ocorrem mudanças na volatilidade também ocorrem mudanças no retorno esperado. Apesar
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disto, existe um grande número de mudanças no retorno esperado que não é acompanhada

por mudanças na volatilidade.

A seguir, apresentaremos a partição cuja ocorrência a posferãor{ é de maior probabilidade

para cada um dos casos estudados aqui. Os gráficos a seguir contrastam a série de retornou

com a seqüência de zeros e uns correspondente à partição gerada (ver expressão (4.38)). Um

ponto de mudança ocorre quando um zero ocorre. Desta forma, o primeiro gráfico da figura

abaixo corresponde à ocorrência da partição p = {0, 8, 95}.

Figura 5.36: Partição cuja ocorrência é a mais provável- m 0.5 e b = 0.5
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Figura 5.37: Partição cuja ocorrência é a mais provável- m.
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Figura 5.38: Partição cuja ocorrência é a mais provável- m 0.01 e b = 3
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Figura 5.39: Partição cuja ocorrência é a mais provável.
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Assumindo que (ofjy tem seu comportamento descrito pela distribuição gZ(a/2, d/2)

para todo i e .j as seguintes partições são obtidas.

Figura 5.40: Partição cuja ocorrência é a mais provável- m 0, a = 0.01 e

p=0.1, m=0, a=0.01 e d=3
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Figura 5.41: Partição cuja ocorrência é a mais provável- m. = 0, a = 0.01 e d = 4

p=0.1, m=0, a=0.01 e d=4
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Diante das informações e fatos históricos relatados por Moeda(1996), e que brevemente

apresentamos no final da seção 5.3, achamos que o melhor julgamento (dentre os poucos

apresentados neste trabalho), que poderia ter sido feito por uma pessoa, sobre o comporta-

mento da série Rentabilidade - ENDESA é aquele que traduz a opinião a priori da pessoa

sobre p'J como sendo a distribuição .A/'(0; (aij):), sobre (aíj)' como sendo a distribuição

gZ(0.01/2; 3/2) e que aponta o valor de p como sendo 0.1.

Ao descrever sua opinião a priori sobre o comportamento da série ENDESA dessa forma,
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a seguinte partição ocorrerá a poster or{ com maior probabilidade

Figura 5.42: Pontos de Mudança e Fatos Históricos (Rentabilidade ENDESA

a = 0.01, d = 3 e p = 0.1
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Perceba que a partição obtida revela mudanças em pontos bastante estratégicos. Em

1987, a bolsa de Nova York vive uma de suas maiores crises, comparada, inclusive, à grande

quebra de 1929. Esta crise refletiu mundialmente, provocando quedas nas bolsas de valores

de todo mundo, inclusive na bolsa chilena. O ponto ocorrido em 1988 pode ser justificado

pelo plebiscito realizado em outubro para descobrir sobre a conformidade ou não do povo
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chileno com respeito a continuidade do governo do então presidente da república - General

Augusto Pinochet.

A vitória do NAO parecer ser um dos favores provocadores dos pontos de mudança ocor-

ridos no início do ano seguinte, ainda mais, se aliado a este fator considerarmos o fechamento

da ecomonia norte-americana à importações de alguns produtos chilenos. A partir do plebis-

cito, o mercado financeiro experimenta uma alta na volatilidade a qual perdura até meados

de 1989 (ver figura 5.28). No final de 1989, ocorre o primeiro processo eleitoral depois de

anos de ditadura militar. Este marco de grande importância para a história Clhilena, pa-

rece provocar um esfriamento do mercado (observa-se volatilidade baixa a partir do último

trimestre de 1989 até final de 1990) gerando possivelmente o ponto de mudança percebido

nesta época.

O período de ajuste do governo do presidente eleito Patrício Alwyn, a Guerra do Golfo,

precedida pela invasão do l<uwait, e a pressão exercida pelo exército contra Alwyn por causa

das ventilações sobre a publicação do Informe Rettig são os mais prováveis responsáveis

pelo aquecimento do mercado observado entre o final de 1990 e meados de 1991 e pelos dois

pontos de mudanças obsevados em 1990. Neste período, observa-se a maior rentabilidade da

série ENDESA entre janeiro de 1987 e dezembro de 1994.

No início de 1991, é divulgado o Informe Rettig o qual divulga o número de mortos e

desaparecidos durante o período militar. Este informe provocou bastante insegurança sobre

o futuro da democracia chilena. Também neste ano, ocorre uma queda mundial no preço

do petróleo. Os dois pontos de mudanças ocorridos neste ano podem ter sido consequência

destes favores. A partir do final de 1991, a volatilidade no mercado começa a apresentar

uma tendência ao decaimento. Os retornos também são mais baixos que os alcançados no

período anterior e permanecem assim até o início de 1993.

O ano de 1992 foi marcado poi uma política monetária expansiva e pela queda do dólar

nos mercados internacionais e 1993 foi marcado pela dininuição no volume das exportações

chilenas devido ao processo recessivo encarado pelos países desenvolvidos. Estes fatos podem

ter sido os causadores dos pontos de mudanças ocorridos en] 1992 e 1993, os quais parecem
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mais (óbvios nos retornos esperados que na volatilidade do mercado
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Considerações Finais

Atualizar probabilidades quando imprevistos ocorrem é um tema cujo estudo ainda não

foi concluído. Apesar dos vários mecanismos de atualização de probabilidades existentes,

nenhum deles responde completamente a questão de como atualizar probabilidades em todas

as situações que podemos confrontar. A Regra de Jeffrey, por exemplo, apesar de responder

a esta questão em situações mais gerais que o Condicionamento Bayesiano, é completamente

inerte quando a informação recebida modifica o espaço amostrar, ou quando leva Você a

modificar suas opiniões sobre eventos do espaço amostrar que não pertencem a uma partição

deste e mesmo quando, sob esta informação, a J-condição não puder ser julgada válida.

Vimos nos capítulos l e 2 exemplos que ilustram algumas destas situações.

Por exemplo, a ocorrência de um Bayesáanus Gen?limas no exemplo de estimação do
número de espécies no deserto do Safira, visto no capítulo 1, não é respondido por qualquer

proposta apresentada aqui. Também nã.o consideramos razoável a proposta feita por Za-

bel1(1992) a qual inicia com um espaço amostral grande o suficente para incluir tudo o que

é possível ocorrer. O que é tudo quando levamos em conta a possibilidade de ocorrer algo

completamente novo? Este é um problema ainda em aberto.

Também é digno de mais pesquisas a procura de alguma definição de coerência que

norteie a escolha de procedimentos para atualizar-se probabilidades. Ou, quem sabe, provar

a inexistência de qualquer definição de coerência temporal que torne normativo este processo

de atualização.

Pode-se pensar também, dentro da linha mais fundamental, em um procedimento para
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tomada de decisões diante do recebimento de informações imprevistas. Como se comporta a

função de utilidade nestes casos? Qual é o similar do Princípio da Nlaximização da Utilidade

Esperada se suas probabilidades são atualizadas via Regra de Jeffrey?

A caracterização preditivista de modelos O(.A'f)-invariantes também não foi completa-

mente explorada. Se condições sobre as esperanças condicionais, distintas das consideradas

no capítulo 3, fogem feitas certamente caracterizaremos modelos outros que não o modelo l.

E ainda de nosso interesse investigar as condições necessárias pala caracterizar outros ma.-.

delos O(.A'o-invariantes como, por exemplo, para o modelo exponencial duplo multivaiiado.

Ainda nesta linha de modelagem buscamos uma generalização do resultado apresentado na

proposição 2.5.2. Como está apresentado, este resultado não permite, por exemplo, iden-

tificar o modelo quando a representação é uma mistura de normais com média e variância

desconhecidas.

Devido à complexidade dos aspectos computacionais envolvidos no capítulo 4, poucas

contribuições foram feitas nesta parte do trabalho e ainda temos muito o que fazer. Acredi-

tamos que o parâmetro p envolvidos nas coesões usadas na aplicação do capítulo 5 não são

fixos e devem ter seu comportamento descrito por uma distribuição de probabilidade. Ao

fazer isso a estrutura do Modelo Partição Produto é perdida dificultando um pouco mais as

inferências. Também é interessante inferir sobre possíveis mudanças na forma funcional do

modelo e não somente nos parâmetros que o indexa, como fizemos aqui. E possível que o

comportamento nos diferentes blocos possam ser descritos por modelos distintos e detectar

esta mudança pode ser bastante importante. Será que no mercado chileno, as hipóteses da

teoria de mercados eficientes são de fato razoáveis a partir do final de 90?

Outro aspecto também de interesse é desenvolver um procedimento para fazer previsões

sobre valores futuros de observáveis levando em conta a ocorrência de pontos de mudança

na seqüência de observações já .feitas e, se possível, respeitando a estrutura do MPP.
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Apêndice Um

Neste apêndice mostramos algumas tabelas contendo valores gerados da distribuição f dada na

expressão (5.5) para diversos valores de a, bi e Z)2. Lembramos que a deve pertencer ao intervalo

(0; 0, 5), bi pode ser qualquer real e b2 é qualquer real positivo que satisfaça a relação ó2 > Í-2a

a = 0.0001 e

a = 0.49 e bt

0.8095

1.77525

18.4738

0.6362

179.1990

.270.4653

-91.8287

157.1550

.395.0072

70.6545

0.0743

253.1096

0.2 e bl
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il = U        
b2 - o.l b2 - 10 b. - ]oo

  0.094   2.628 0.0861

  0.238   1.226 0.3817

  -0.509   0.330 lO.1501

  0.447   2.658 -1 .3221

  0.211   0.958 3.5971

: 0        
b, - o.l b2 - 10 b. - ]oo

  0.1919 176.5262 4.2801

0      
  b- = n ] b,. = ]n b. - ]oo

  0.4397 1.1168 14.9614

  0.8842 2.0312 2.5795

  0.4866 9.7834 4.4579

  0.6193 3.9720 12.4637

  0.2081 0.3587 3.8529



0.01 e bi

a. 0.01 e

0.01
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- 1        
  b. - 2 b, = 103   - 10205

  1.5872 25.7604   56.2798

  1.1007 31.0410   87.8369

  1.3628 - 14.6032   229.5013

  0.4099 13.7864   125.2311

  1.5404 16.5268   107.3629

h = lu          
b2 - 103 b2 - 1003 b, - 10205

  4.8337   0.1690   41.0003

  12.1857   19.4260   114.3184

  11.3153   54.6330   20.8881

  7.7617   62.3210   42.2284

  11.3259   27.771   14.9318

e ói = IUU        
b,, = ] 020.s b2 - 50000 b2 - 1000000

97.8070   547.1301   1511.6486

85.5320   83.3719   1521.9954

-111 .2690   72.8365   2450.7761

97.6280   235.9428   1225.3603

130.2690   46.2784   309.2387



0.2 e bi

a = 0.2 e b:

13.44878

-0.2590

24.4900

18.1190

9.2160

22.2276

6.5720

7.2160

19.5378

165.4655

85.6929

.540.6685

0.2 e

999

;: .L    
b2 = 1.7 ó2 = 167 b2 = 16667

.' --0.7720 3.6080 -116.7338

6.0390 4.4869 48.3030

3.0560 -31 .6403 330.3909

4.8140 -1 1 .1442 59.3423

2.9330 12.4663 215.1994

: 10    
b2 = 167 b. - 200 b2 = 16667

14.0920 15.9000 348.32288

Di = .LUU          
b2 - 16667 b2 - 50000 b2 - 100000

  24.5016   146.0665   732.5344

  144.8118   166.8789   77.3363

  45.9510   449.6085   36.7773

  519.7184   770.8943   570.0135

  41.6798   6.1307   69.1908



a = 0.49 e

a = 0.49

a = 0.4

OBS: Os valores de b2 encontrados na primeira coluna de cada tabela são valores muito próximos

no menor valor possível para b2 com as particulares escolhas de a e bi feitas.
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b. - 5] b. - 500] b2 - 500001

138.0143 1947.088   18364.996

216.7260 283.9620   10282.691
\      

121.04245 1089.1130   10630.9360

67.30051 24.483   9917.9670

41.8420 277.9740   16720.8110

: Di = .IU      
b- - 500] b. - ]ooo]   - 500001

6831.66 385.2320   18256.2320

3618.3200 4471.0380   65095.1460

410.4710 946.4880   27376.7580

3699.1020 2111.2560   5592.379

1724.9930 1203.316   24359.7435

9 e t)i :: luu        
b2 = 500001 b, - 600000 b2 - 1000000

6961.2000   23475.7420   29764.5040

4755.8730   42665.7500   8330.9040

23158.795   42959.4000   25284.6380

5165.479   2192.0750   9371.1410

23000.0530   11135.4090   22317.7260



Apêndice Dois

A seguir apresentamos o algoritmo utilizado para fazer as previsões exibidas na seção

5.4 do capítulo 5. Este algoritmo foi implementado em FORTRAN e pode ser compilado

utilizando os compiladores Fortran 77 e subsequentes.

Pala executei o programa é necessário fornecer os arquivos de dados com nome X.dat e

os arquivos contendo os parâmetros a, bi e b2 em cada instante de tempo(mesmo que não

haja mudanças nestes). Estes arquivos devem ser nomeados, respectivamente, por A.dat,
BI.dat e B2.dat.

Program nuevol

impli.ci.t none

integer i., max,k,m
parameter (max=2000)

double prece.si.on X(max) ,a(max) , bl(max) , b2(nax)

double precisa.on ecj(max) ,ecb(nax) ,sj(max) ,sqj(max) ,qsj(max)
double precision sb(nax) , sqb(max) ,qsb(nax)

double precision dbl,rbl

double precisa.on vcb(nax)

double precision EMiB(nax) , Esi.gmaB(nax)

double premi.si.on EMI.j (inox) ,Esi.gmaj(max)

double precisa.on d,r,vcj(nax)
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].ogival auxl,aux2,aux3

Lei.tuta dos arquivos de dados

frite(+,+)

frite(+,+) 'Lembre-se que os dados do arqui.vo

frite(+,'K) 'pertencer ao interva].o (0;0.5) '

wri.te(+,+) ' '

wri.te(+,'P) '0s dados do Arquivo BI.dat podem ser qual.squer real.s
frite(#,+) ' '

frite('P,'P) 'E os dados do arquivo B2.dat devem satisfazer a relacao
frite(#,+) ' b2>bl+bl/(1-2+a)'

frite(+,+)

frite(+,+)

frite('P,+) '0 máximo permiti.do para o vector e max

wri.te(+,'P) 'se o arquivo e mai.or que max modifique a

frite(+,+) ' ''max'' do programa

frite(+,+) ' '

write(#,+)

frite(+,+) 'Tamanho dos arquivos ou numero de aJnostras:

read(+,+) n

open(uni.t= 1,fi.le= 'X . dat ' , status=
read(l,+,Erra 1100)(X(i),i=1,m)
dose(1)

evem

constante

1000)old ,eTI'

A.dat d

open(unit=1,files 'A. dat ' , status= 'old ' , err=1000)

read(1 ,+) (a(i) , i=1 ,m)

dose(1)
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open(uni.t=1,files'BI. dat ' , status:
read(1,+) (bl(i), i=1,m)

dose(1)

open(uni.t=1,files 'B2. dat ' , status:

read(1,+) (b2(i), i=1,m)

dose(1)

old',err=1000)

old',err=1000)

Inicio do programa

a(0):0.0
bl(O)=o.o
b2(0)=0.0

sb(0)=0.0

qsb(0)=0.0
sqb(0)

do ll i.=1,m

ecj(i)=0.0
ecb(í)=0.0

sqb(j.)=0.0

sqj(i)=0.0

sj(i)=0.0

qsj (j. ) =0 . 0

sb(i)=0.0
qsb(j.)=0.0
EMiB(i)=0.0

Kmij (1.)=o.o

EsigmaB(i)=0

Esigmaj(i)=0

0

0
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vcj (j.):0.0
vcb(i)=0.0
conta.nue

open(uni.t=1,fi.le:

do 15 k=1,m
dbl:O.O

rbl=0.0

Pcambio . dt ' , st atus= 'new' , err=1001)

Previsoes uti.l i.zando apenas o Condicionamento Bayesiano

dbl=1+a(1)+(k-3)
rbl=a(1)/dbl

ecb(k)=rbl+sb(k-l)+bl(1)/dbl

vcb(k) =b2(1)/a(1) -(bl( 1) ++2/(a(1) +dbl))+sqb(k-l)
vcb(k)=rbl 'p(vcb(k) -rbl+qsb(k- 1) -2'kbl(1)+sb(k-l)/dbl)
sb(k)=sb(k-l)+X(k)

sqb (k) = sqb (k- l) +X (k) + + 2

qsb(k)=sb(k)++2
EMI.B(k) =(a(1) +sb(k-l) +bl( 1))/dbl

Es i.gmaB(k)=b2( 1)/a(1) +sqb(k- l )

EsigmaB(k)=EsigmaB(k) -((a(1) +sb(k-l)+bl(1)) ++2)/(a(1) +dbl)

EsigmaB(k)=(EsignaB(k) +a(1))/(a(1) +(k-3)+1)

Previ.soes util i.zando a Regra Preditivi.sta de Jeffrey
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auxl=a(k).eq.a(k-l)
aux2=bl(k).eq.bl(k-l)

aux3=b2(k).eq.b2(k-l)
if((auxl.and.aux2) .and.aux3) then

d:O.O

r=0.0

d=1+a(k)+(k-3)
r=a(k)/d

ecj (k) =r+sj (k-l) +bl (k)/d

vcj(k)=b2(k)/a(k)-bl(k)++2/(a(k) 'pd)+sqj(k-l)-r+qsj(k-l)
vcj(k) =r+(vcj(k) -2+bl(k) 'psj(k-l)/(i)

EMij(k)=(a(k)+sj(k-l) +bl(k))/d

Esigmaj(k)=b2(k)/a(k)+sqj(k-l)
Esigmaj(k)=Esi.gmaj(k)-(a(k) 'ksj(k-l) +bl(k))++2/(a(k)+d)

Esi.gmaj(k) =a(k) #Esignaj(k)/(a(k) +(k-3) +1)

sj (k) =sj (k-l)+X(k)

sqj (k) =sqj (k-l) +X (k) +#2

qsj (k)=sj (k) ++2

e].se

frite(1,+) k

ecj (k) =bl (k) /( 1-2+a(k) )

vcj(k)=(b2(k)+(1-2+a(k))-bl(k)++2)/(1-2+a(k))++2

EMij (k) =bl (k)/(1-2+a(k) )

Esigmaj(k)=(b2(k) 'P(1-2+a(k))-bl(k)++2)/((1-a(k))+(1-2+a(k)) )

sj (k) =X(k)

sqj(k)=X(k)++2

qsj (k)=sj (k) ++2

end if
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Arquivo contendo as previ.soes vi.a Conde.ci.onamento Bayesiano

15 continue

dose(1)

open(unit=2 ,files 'Pbayes . dt ' , status:
do 20 i=1,m

frite(2,+) ecb(i)

new',err=1001)

Arquivo contendo as previ.soem vi.a Regra Predi.vivi.sta de Jeffrey

20 conta.nue

dose(2)

open(uni.t=3,fi.le='Pjeffrey. dt ', status:
do 25 i.=].,m

wri.te(3,+) ecj (i)

new',err=1001)

Arqui.vo contendo as varianci.as a posters.ori para a proxi.ma

observacao - Conde.cionamento Bayesi.ano

25 continue

dose(3)

open(uni.t=4 ,files 'Ebayes. dt ' , status='new ' , err=1001)

do 30 i.=1,m
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frite(4,+) vcb(i.)

Arquivo contendo as vara.anciãs a posters.ori para a proxima

observacao - Regra Predi.vivi.sta de Jeffrey

30 conta.nue

dose(4)

open(unit=5 ,fi.le= 'Ej effrey. dt ', status:
do 35 i=1,m

wri.te(5,'k) vcj (i)

new',err=1001)

Arquivo contendo as estimati.vas a posteriori para ni.
Conde.cionamento bayesiano

35 continue

dose(5)

open(uni.t=1,fi.le= 'MI.bayes . dt ' , st atus:
do 40 i=1,n

wri.te(1 ,+) EMI.B(i.)

new',err=1001)

Arquivo contendo as estimativas a posteriori para si.gma

Conde.ci.onamento Bayesi.ano
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40 conta.nue

dose(1)

open(unit= 1, files'Sigbayes. dt ' , st atus:

do 45 i.=1,m

frite(1,+) EsigmaB(i)

new',err=1001)

Arquivo contendo as estimativas a posteriori para mi
Regra predito.vista de Jeffrey

45 continue

dose(1)

open(uni.t=1,file='Mij ef. dt ', status:
do 50 i=1,m

wri.te(1,+) EMI.j (i)

new',err=1001)

Arquivo contendo as estimativas a posters.ori. para sigma
Regra Preditivi.sta de Jeffrey

50 continue

dose(1)

open(uni.t=1,file='Sigj ef . dt ', status:
do 55 i=1,m

wri.te(1,+) Esigmaj(i)

new',err=1001)
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55 continue

dose(1)

wri.te(+,+)

wri.te(+,+)
frite(+,+)

frite(#,+)

frite(+,+)

frite(+,+)

frite(+,+)

wri.te(+,+)

wri.te(+,+)
frite(+,+)
end

os resuitaaos podem ser encontrados nos arquivos

Pbayes . dt , Pj effrey. dt , Ebayes. dt , Ej effrey. dt '

Si.gbayes. dt ,Si.gj ef . dt ,Mi.j ef . dt ,Mibayes. dt '

os pontos onde ocorrem mudancas nos paralnetros
estão no arquivo ''Pcambio.dt'''

1000

1001

1100
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Apêndice Três

O algoritmo que segue foi implementado em PERL e fornece as estimativas a posteriori

pala os parâmetros p e a2 de uma distribuição normal, a. estimativa a posferáorí para o
número de blocos .B e as dez partições mais prováveis de tecem ocorrido. A técnica usada

para estimar as distribuições a posíeráori para B e p foi Gióós vamp/er.

Para executar o programa é necessário fornecer o conjuto de dados, os valores de p e r e

o número de seqüências (UI, . . . , t/.) a serem geradas, LIM. Além do conjunto com n dados,

deve estar disponível para leitura o arquivo "cadena0" contendo a sequência de C/i's inicial.

O programa gera os arquivos COHES, contendo a matriz de coesões a posleráori, RELEV,
onde pode-se encontrar a matriz de relevância a posíerjor{, CADENAS, formado pelas médias

das seqüências geradas, MEDIAS, constituído pelas estimativas a posZerÍori para p e o2 e

PEB, o qual armazena a distribuição a poster orí para B e as dez cadeias mais frequentes

com suas respectivas freqiiências relativas.

#l/usr/bi.n/perl

#prograna em perl

chora = localti.me(time);

pri.nt ''$hora]2] :$hora]]] :$horal0J\n-';

# abrir o arquivo de dados

open DATA,$ARGV]0] or di.e -'Nao se pode abrir o arqui.vo de dados'';

# leia os dados
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while (<DATA>) {

$aux = substr($. , 0 , -1) ;

if(ord($aux)1=0){ $xkE$i++]

$P = $ARGVEll;

$t = $ARGVl21;

$lim = $ARGVl3J;

$n = $i-l;

print ''].eia $n numeros... burpl
dose DATA;

$Pi : 3.141592653589793;

} )

$aux;J;

com p $P t: $t e ]i.m: $].im\n l l .
)

#comeco dos cálculos

# calculo dos m.ij'+
©mPost = &calculaM(\©xk,$t);

# calculo do factor que inclue as gamas

©gamas = &calculaG($t) ;

# calculo das coesoes c.ij'#

0c = &calculaC(\©xk,\©gamas,$t,$p) ;

# calculo de lambda0

©lambda0 = &calculaLO(\©c) ;

# calculo de LambdaN

©lambdaN = &calculaLN(\©c) ;
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# calculo das relevancias r.ij'#'

©re[ev= &ca]cu]aR(\©c,\©].ambda0,\Q]ambdaN) ;

# calculo dos a.ij''p
©aPost = &calculaA(\©xk,$t)

#calculo dos d.ij'4'
©dPost = &calculaD;

# calculo das medi.as a posters.ori

©medi.as= &calculaMedi.as(\©mPost ,\©relev,\©aPost ,\©dPost);

# calculo das cadeias

©cadenas= &calculaCadenas(\©c,$1im)

open fMedias,''>cadenas'';
select fMedias;

print ''Medi.as de las cadenas\n'';
for($i = 1;$i <= $1im;$i++) {

print $cadenas[$iJ12]/$n,''\n-- ;

dose fMedzas;

} )

select STDOUT;

# cálculos com as cadeias

print ''Valor de Estabi.li.zacao = '';

read(STDIN,$est ,length($1im)) ;

©cuantas = cuentaCuantas(\©cadenas)
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open ç,''>cohes'';

select C;

pri.nt ''Matriz de cohesi.ones\n'' ;

for($i = 0;$i < $n;$i++) {

for($j = $i+í;$j <= $n;$j++)

print $c [$i] [$j] ,''\t'';
{

};
print ''\n'';

};

dose C;

open C,">relev'';

select C;

print ''Matriz de relevanci.as\n-' ;

for($i = 0;$i < $n;$i++) {

for($j = $i.+í;$j <= $n;$j++) {

print $relevl$i] [$j],"\t'';

print ''\n'';

J )

dose C

open C,''>nedias'';
select C;

print ''Medias a Posteriori.\n-';

for($i. = 0;$i <= $n;$i++) {

print $medi.as]$iJ]]], ''\t'' ,$medias]$i.]12] , ''\n'-;

dose C:

} J
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select STDOUT;

chora = ].oca].time(time);

print ''$hora]2] :$horaE]] :$horaE01\n

#################################################################

# Esta e a secao das funcoes utilizadas pelo programa #

#################################################################

# #

# #

# calculam devolve o valor dos m.i.j'+

sub calculam {

ny ($pv,$t)

local Ovv = ©$p

for($i. = 0;$i < $n;$i++) {

for($j = $i+l;$j <= $n;$j++) {

$aux = (1 + ($j-$i)'k$t);

$mpl$ilE$jl= $t+suma(\©vv,$i+l,$j)/$aux;

$mpl$ilE$jl=$mpl$iJl$jJ+funcion($i,$j,l)/$
sprint ''m$i$j :'',$mp]$i]]$j] ,''\n'';

return(©mp)

V

}

}

}



# calcula a soma dos dados (pvv) entre os valores ie j
sub suma {

my ($pv,$i,$j)
my $suma = 0;

local Ovv = ©$pv;

for($x = $i;$x <= $j;$x++) {

$suma += $vvl$xl;
};

return($suma);

#calcula varias parâmetros a priori

sub funciona

my ($i,$j,$tipo) = ©.;

my $aux

SWITCH

/1/
:for($tipo) {

&& do

{ # funcion m'ij
$aux = 0;

last;
}

)

/2/ 2r& ''l ''-

{ # funci.on a'ij
$aux = ($j-$i.)/2;
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#$aux o.Ol;

last;
}

/3/

#$aux

&& do

{ #funci.on d'ij
4;

Saux = (($j-$i)'p+2)/2 +2;

last;

die ''funcho desconhecida'';
}

return($aux);
};

# calcula o fatos que acompanha as coesoes

sub ca].culaG{

my ($t) = ©$.;

for($d = 1;$d <= $n;$d++) {

$di.j = funcion(0,$d,3);

$x = ($dij+$d)/2 -1;

$y = ($aij)/2 -í;

$gamas [$d] = -$x + $y;

$gamasl$d] +=($x+0.5)+1og($x)-($y+0.5)+1og($y) ;

$gamasl$d] +=

1/(12+($x)) - 1/(360+($x++3))+1/(1260+($x#+5))-1/(1680+($x++7));
$gamasE$d]

239



1/(12+($y)) + 1/(360'p($y'p+3))-1/(1260+($y++5))+1/(1680+($y++7));

$gamasE$d] -= $d/2+1og($pi.) ;

$gamasE$d] += $dij'P0.5+1og(&funcion(0,$d,2));
$gamasE$d] -= 0.5+1og(l+$t+$d) ;

# print ''gamas$d :'', $gamas]$d] ,''\n'';
};
return (©gamas) ;

}

# calcula a matei.z de coesoes c.ij'+

sub calculaC {

my ($pv,$pg,$t,$p)
my $aux = 0;

local Ovv = ©$pv;

loca]. ©gamas = ©$pg;

© ;

for($i = 0;$i < $n;$i++) {

for($j = $i+í;$j < $n;$j++) {

# print ''gamas$i $j :'' , $gamas]$j-$i.] ,"\n''
$cPl$iJl$jl=($j-$i-l)'plog(l-$p)

$cPE$i] [$j] += ]og($p);

$cP [$i] [$j] += $gamas [$j-$i]

$cPE$j.] [$j] +=

(funcion($i,$j , 3)+$j-$i)/2)+].og(funci.on($i,$j ,2)+M(\©vv , $t ,$i,$j)) ;

$cpl$ill$j] = exp($cp]$iJ]$j]);

)
)

)

(

$j = $n;

#print ''gamas$i $j :'', $gamas]$j-$i] ,''\n-';

}
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$cP [$j.] [$j]
$cPl$i] [$j]

$cP [$j.] [$j]

(-(funcion($i,$j ,3)+$j-$i)/2)+1og(funcion($i. ,$j , 2)+M(\©vv ,$t ,$i ,$j) )

$cpl$ilE$j] = exp($cpE$i.]]$j]);

($j -$:i-l) 'plog ( l-$P) ;

$gainas[$j-$i] ;

};
return (©cp) l

}

# calcula o valor de M.íj

sub M 'C

my ($pv,$t,$i,$j)

my $di.f = 0;

my $suma = 0;

my $sunaC

my $Mij = 0;

local Ovv = ©$pv;

© ;

for($r = $i+l;$r <= $j;$r++) {

$dif=$vvE$rl-funcion($i,$j ,l);
$suma += $dif;

$sumaC += ($di.f)++2;
} ;

$Mij = $sumaC

return($Mij) )

$t/( t+$t+($j -$i)) 'P($suma) 'p+2 ;

}
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# calcula o vetar lambda 0

sub calculaL0{

my ($pc) = ©.;

local ©cP = ©$Pc;

my $suma;

$10 [1] = $cP [0] [1] ;

for($j = 1;$j < $n;$j++) {

$suma

for($s = 1;$s <= $j;$s++) {

$suma += $101$sJ#$cp]$s] [$j+Í] ;

$101$j+Í] = $cp]0] [$j+]] + $suma

} J

l

};
return(©10);

};

# calcula o vetou lambda N

sub calculaLN{

my ($pc) = ©.;

local ©cp = ©$pc;

my $suna = 0;

$[NE$n-]] = $cp]$n-]] [$nl;
for($r = $n-2; $r >= 1;$r--) {

$suma

for($s = $r+l;$s <= $n-l;$s++) {
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$suma += $1N]$s]+$cpE$r] [$s] ;

$INl$r] = $cpE$r] [$n] + $suma;

}

}

return(©lN);
}

# calcula as relevancias r.ij'+

sub calcular (

my ($pc,$p10,$pIN)

local ©cp = ©$pc;

local ©10 = ©$plO;

local ©IN = ©$pIN;

©.;

for($j = í;$j < $n; $j++) {

$rp[0JE$j] =$cp]O]]$j]+$1NE$j]/$].O]$n]

sprint ''r0 $j :'',$rp]011$j] ,''\n'';

$rpEOJ[$n[=$cp]0J]$n]/$101$n] ;

sprint ''r0$n:'',$rp]01E$n] ,''\n'';

for($i = 1;$i < $n;$i.++) {

for($j = $i+í;$j < $n;$j++) {

$rp[$i[[$jJ=$].01$i]+$cp]$i.]]$j] +$].N]$j]/$10E$n]

# print ''r$i$j:'',$rpE$iJE$j] ,''\n'';

}

};

$rpl$ill$n] =$10E$iJ'P$cp]$i.]E$n]/$101$n] ;
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#pri.nt ''r$i $n:'', $rp]$i] [$n] ,''\n";

return(©rp);
}

# calcula os a.i.j'*

sub calculaA{

my ($px,$t) = ©.;

].oral Ox = ©$px;

for($i. = 0;$i < $n;$i++) {

:for($j = $i+í;$j <= $n;$j++) {

$(ienom : (l+$t'p($j-$i)) ;

$apE$i] [$j] = funcion($i,$j,2);

$apl$iJl$j] +=(($j-$i.)+(funcion($i,$j ,1))++2)/$denon;
$ss = suma(\©x,$i+l,$j);

$apl$i] [$j] += sumaC(\©x,$i+l,$j)-(2+funcion($i,$j ,l)/$denon)+$ss;
$ap[$i.]]$j] -=($t/$denom)+($ss++2) ;

# print ''a$i$j:'', $ap]$i]]$j],''\n'-;

return(©ap);

# calcula a soma do quadrado dos dadosentre i. e j

sub sumaC{

my ($px,$i,$j) = ©.;
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loca]. Ox = ©$px;

$suma

for($r = $i;$r <= $j;$r++)
{

$suma += $x [$r] ++2;

};

return ($suma) ;

}

# calcula os valores de d.ij'4'

sub calculada

for($i = 0;$i < $n;$i++)
{

for($j = $i+l;$j <= $n;$j++)
{

$dpl$ilE$jl= funcion($i,$j ,3)+$j-$i;
#pri.nt ''d$i. $j $dpl$i] [$j] ,''\n l l .

)

return(©dp);
}

# calcula as medi.as a posters.ori.

sub calculaMedias{
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my ($pm,$pr,$pa,$pd)

local QmP = ©$pm;

local ©rP = ©$pr;

local ©aP = ©$pa;

loca]. ©dP = ©$pd;

© ;

for($k = 1;$k <= $n;$k++)
{

$sumaM = 0;

$sumaS = 0;

for($i = 0; $i < $k;$i++)
{

for($j = $k;$j <= $n;$j++)
{

$sumaM +=$mP]$i.]]$jJ+$rP]$iJ]$j] ;

$sumaS +=($aPE$i]]$j]/($dP]$iJ]$j]-2))+$rPE$i.]]$j] ;

J )

$medl$k] [1] = $sumaM;

$med[$k[12] = $sumaS

# print '' calculaMedias : '' , $medE$k] [1]

return(©med)

} l

)

)

}

}

$med[$k[E2] }

1 1 \n 1 1
)

# calcula as cadei.as

sub calculaCadenas{

my ($pc,$1in) = ©.;
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local ©cp = ©$pc;

open DATA,''cadena0'' or di.e ''No se pode abrir o arquivo de dados'';

# le a semente

$j. = o;

$cAux [$j.++]=-' -' ;

$suma0 = 0;

while (<DATA>) {

$aux = substr($. , 0, -1);

if(ord($aux)1=0){ $cAux]$i++]

J J

dose DATA ;

$cad10] [1] = join('''',QcAux)

$cad [0] [2] = $suma0;

J

$aux; $suma0 += $aux;l;

# ca]cu].a o resto das cadei.as

for($k = 1;$k <= $1i.m;$k++)

$cad [$k] [1] = '' -- ;

$cad [$k] [2] = 0;

:for($r = 1;$r < $n;$r++)

$y = index($cad]$k-1] [1] , '0

if($y == -1) { $y = $n;J;

{

{

,$r+l)

$x= rindex($cad]$kJ11] , '0',$r-l) ;

if($x == -1) { $x = 0;1;
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praz =$cpE$x] [$y]/($cpE$x[E$rJ+$cp]$rJE$y])
stand;

$u = band;

)

whi.le ( $u o.o ) {
$u = band;

}

if( praz >= (1-$u)/$u) {

$uk = 1;

$cadl$k] [21++

}

else

$uk

};

$cadE$k] [1] = join("'',$cad]$k] [1] ,$uk)

J

};
};
return(©cad);
}

# calcula o numero de cadei.as iguais

sub cuentaCuantas{

my ($pcad) = ©.;

local ©cad = Q$pcad;

$listaCadll] [1] = $cadE$est] [1] ;

$[ i.staCad]1] [2] = $cad]$est] [2] ;
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$[i.staCad [1] [3] = 1 ;

$indLI.sta = 1;

$bkl$est] = $n-$cad]$est] [2j;

:for($i = $est+]; $i <= $].im;$i++)
{

gesta

for($j = 1;$j <= Sinal.esta;$j++)
{

if($cadl$i] [1]

{

# si la cadena ya esta registrada
$listaCadE$j] [31++

Sesta = l

};

};

j

)

$].i.staCad [$j] [1] )

# se a cadei.a nao estava registrada

i:f(!$esta)

$i.ndLI.sta++;

$[i.staCad]$i.ndL].sta] [1]

$listaCadl$indLista] [2]

$[istaCad[$i.ndLista] [3]

gesta = 0;

J }

$bk[$i.] = $n-$cad]$i.] [2] ;

J J

{

$cad [$i.] [1] ;

$ca(i [$i] [2] ;

1 ;
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open fpeb,''>peb'';

select fpeb;

# for($i = 1;$i <= $indLista;$i++)
# {

# pri.nt

$].i.staCad]$i]E]] , ''\t'',$1i.staCad]$i]12] ,"\t'',$1istaCad]$i.]13] , ''\n« ;

# } )

print ''b\tnb\tpeb\tvab\n'';

for($i = 1;$i <= $n;$i++)

$nbl$i] = 0;

for($j = í;$j <= $indLista;$j++)
{

if($].istaCadE$j] [2] == $n-$i)

$nbE$i] +=$1i.staCad]$j] [31;

{

{

} )

}

$peb[$iJ=$nb]$i]/($1im-$est+l);

$ sqb [$ j.]

$nbl$i] +((]-$peb]$i]) 'k+2)+($1im-$est+]-$nb]$i.])+(($peb]$i])++2) ;

$vab[$iJ=$sqb]$i]/($].im-$est+l) ;

print $i.,--\t'',$nb]$i.] , -'\t'',$peb]$i] ,"\t'',$vab]$i.] , -'\n'-;

} )
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#ordenar as configuracoes

for($i = 1;$i <= $indLista;$i.++)
{

for($j =$i+í;$j <=$i.ndLista;$j++)
{

i:f($1istaCadE$i.] [3] < $].istaCad]$j]E3] )

{

# es menor

©[istaAux = ©]i.ataca(i]$i] ;

©[istaCad[$i.] = ©] i.staCad]$j] ;

©listaCadl$j] = ©listaAux;

};

};

}

if($indLista > 10){ $indLista = IO;J;
pri.ntf ''\n\nCadeias mais frequentes\n'' ;

print ''cadena\tPEUl\n'';

for($i = 1; $i <= $indLista;$i++)

pri.nt $].i.staCad]$i]]]] , ''\t'' ,$].istaCad]$i113]/($1im-$est+l) , ''\n'- ;

dose fpeb

{

}

}
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Apêndice Quatro

Os gráficos a seguir mostram a convergência e auto-correlação na amostra gerada para

estimar as distribuições a posferáor{ para a partição p e para o número de blocos B. Perceba

que em alguns casos, a correlaçã.o de ordem l ultrapassa os limites do intervalo a 95% de

confiança, indicando correlação serial de ordem 1. Apesar disto, as inferências exibidas no

capítulo 5 não estão comprometidas.

Figura 5.43: Convergência e Correlação para a amostra gerada- m = 0, a = 0.5 e b = 0.5
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Figura 5.44: Convergência e Correlação para a amostra gerada- m. 0.05, a 0.5 e b 0.5
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Figura 5.45: Convergência e Clorrelação para a amostra gerada- m. 0.01 e b = 3
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Figura 5.46: Convergência e Correlação para a amostra gerada- eb=3
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Assumimos que (afj)' tem seu comportamento descrito pela distribuição ÇZ(a/2, d/2)
para todo á e .j obtemos

Figura 5.47: Convergência e Correlação para a amostra gerada- m. = 0, a = 0.01 e d = 3
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Figura 5.48: Convergência e Correlação para a amostra gerada- m = 0, a. = 0.01 e b = 4
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