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Resumo

Uma etapa importante após a formulação e ajuste de um modelo de regressão é a análise

de diagnóstico. Neste trabalho são tratados alguns aspectos de diagnóstico em modelos

de regressão von À'pises. E empregada a abordagem de influência local sobre a /áke/á/zoom

dásp/acement para o modelo misto, onde os dois parâmetros da distribuição von N/li-

des são modelados através de funções de ligação apropriadas. Considerando o modelo

de médias von N/pises, são propostos dois .resíduos padronizados obtidos a partir dos

componentes da função (desvio. Nós mostramos que as distribuições de probabilidade

desses resíduos podem ser aproximadas pela distribuição normal padrão e apresentamos

o resultado de um estudo de simulação desenvolvido com o objetivo de avaliar o com-

portamento de algumas características dessas distribuições. Os resultados são aplicados

a dois conjuntos de dados reais.

Abstract

In this work we consider some diagiiostic aspects in von Nlises regression modela. B},

using the likelihood clisplacement we employ the local infiuence approach in the case

where both of the von IK.lises distribution parameters are modeled by suitable link func-

tions. On considering the von N'pises mean rnodel, we propose two standardised residuais

which fere obtainecl from the residual deviaiice. \X/e provecl that the probability clis-

tributions of these residuais are dose to the standard normal distiibution. We present

a simulation study made to compare some distributional nieasiires of these residttals.

The resulta fere applied to two real data sets.

Resumo 

Uma etapa importante após a formulação e ajuste de um modelo ele regressão é a análise 

de diagnóstico. :'-Jeste trabalho são tratados alguns aspectos de diagnóstico em modelos 

de regressão von Mises. É empregada a abordagem de influência local sobre a likelihood 

displacement para o modelo misto , onde os dois parâmetros da distribuição von Mi

ses são modelados através ele funções de ligação apropriadas. Considerando o modelo 

de médias von iVIises, são propostos dois .resíduos padronizados obtidos a partir dos 

componentes da função desvio. ós mostramos que as distribuições de probabilidade 

desses resíduos podem ser aproximadas pela distribuição normal padrão e apresentamos 

o resultado de um estudo de simulação desenvolvido com o objetivo de avaliar o com

portamento de algumas características dessas distribuições. Os resultados são aplicados 

a dois conjuntos de dados reais . 

Abstract 

ln this work we consicler some diagnostic aspects in von .\Iises regression models. By 

using the likelihood displacement we employ the local influence approach in the case 

where both of the rnn rdises distribution parameters are modeled by suitable link func

tions. On considering the YOn Mises mean model, we propose two standardised residuais 

which were obtainecl from the residual deviance. We proYed that the probability clis

tributions of these residuais are dose to the standard normal distribution. \Ve present 

a simulation study made to compare some clistributional measures of these residuais . 

The results were appliecl to two real data sets. 
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Capítulo l

Introdução

1.1 Influência local

Quando se está ajustando um modelo a um conjunto cle dados, é imprescindível que as

estimativas obtidas t\ partir do modelo proposto sejam resistentes a "pequenas" pertur-

bações nas observações. Se o modelo ajlistado não t\presentar uma boa descrição dos

dados que foram observados, o mesmo pode conduzir a inferências erróneas

Assim sendo, é importante que se faça um estudo sobre a robustez dos resulta(los

obtidos, em termos dos \brios aspectos que envolvem a formulação do modelo, e as

estimativas dos seus parâmetros, ou seja. fazer uma aria/áse de dáagnóstÍco, que consiste

de métodos para avaliar o grau de sensibilidade clãs inferências a pequenas perturbações

nos dados ou mesmo no modelo proposto.

Dentre as medidas geraliileiite lltilizadas pala detectam inflttêucia (le observações sobre

l

Capítulo 1 

Introdução 

1.1 Influência local 

Quando se está ajustando um modelo a um conjunto de dados , é imprescindível que as 

estimativas obtidas a partir do modelo proposto sejam resistentes a "pequenas 11 pertur

bações nas observações. Se o modelo ajustado não apresentar uma boa descrição cios 

dados que foram observados, o mesmo pode conduzir a inferências errôneas . 

Assim sendo, é importante que se faça um estudo sobre a robustez dos resultados 

obtidos, em termos dos vários aspectos que envolvem a formulação do modelo e as 

estimativas dos seus parâmetros, ou seja, fazer uma análise de diagnóstico, que consiste 

de métodos para avaliar o grau de sensibilidade das inferências a pequenas perturbações 

nos dados ou mesmo no modelo proposto. 

Dentre as medidas geralmente utilizadas para detectar influência de observações sobre 

1 



C.XPÍTULO I: IN'rRODUÇ.S.O 2

o modelo ajustado, duas se destacam. Uma delas é a distância Z)í, sugerida por book

(1977) - um dos precursores do estudo de influência em modelos de regressão. .\ distân-

cia de book consiste em comparar o valor ajustado para a variável resposta. quando

a á-ésima observação é excluída da análise. com o valor ajustado que se obtém, consi-

derando o ajuste cota todas as observações. Outra medida de influência, que também

litiliza a estratégia da exclusão (te casos, é conhecida por -DFF/7'Si, e foi proposta

por Belsley, I':uh e Welsch (1980). book, Peíía e Weisberg (1988) comparam as duas

medidas e mostram que as mesmas não medem as mesmas coisas e portanto podem ser

usadas conjuntamente.

Uma abordagem mais moderna é o estudo cle influência local, um conceito introduzido

por Clook (1986), que se baseia na análise das curvaturas das seções normais de uma

determinada superfície, denominada gr(i/ico de ánduêncÍa, numa vizinhança de um ponto

especial.

Thomas e book (1990) aplicam o método de influência local para as predições nos

modelos lineares generalizados e, posteiioimente, Paula (1996) faz uma extensão desse

estudo para os modelos próprios de dispersão, propostos por .Jargensen (1997).

1.2 Dados direcionais

.Xs distribuições de probabilidade que são encontradas com maior frequência são distri-

buições geralmente apropriadas para descrever variáveis aleatórias (lue possuem como

suporte um intervalo na rega. Entretanto, existem situações em que essa represen-

tação não ocorre de forma natural, por el:amplo as datações medidas a partir de um

determinado ponto cle origem.
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utiliza a estratégia da exclusão de casos, é conhecida por DFFITSi, e foi proposta 

por Belsley, Kuh e vVelsch (1980). Cook, Pena e Weisberg (1988) comparam as duas 

medidas e mostram que as mesmas não medem as mesmas coisas e portanto podem ser 

usadas conjuntamente. 
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Thomas e Cook (1990) aplicam o método de influência local para as predições nos 

modelos lineares generalizados e, posteriotmente, Paula (1996) faz uma extensão desse 

estudo para os modelos próprios ele dispersão , propostos por .l0rgensen (1997). 

1.2 Dados direcionais 
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buições geralmente apropriadas para descrever variá\ eis aleatórias que possuem como 

suporte um intervalo na reta. Entretanto , existem situações em que essa represen

tação não ocorre de forma natural por exP.mplo as direções medidas a partir ele um 

determinado ponto ele origem. 
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Em particular, a direção de deslocamento cle um animal, ou a direção da rachadura de

uma rocha, comuns em pesquisas nos campos da Zoologia e da Geologia, são situações

em que não é apropriado considerar um intervalo da rega como suporte para a distri-

buição de probabilidade correspondente. Observações como essas, são naturalmente

reportadas como ângtz/os, podendo variar entre 0 e 2n radianos, ou entre 0' e 360', de

forma que elas podem ser consideradas como pontos sobre a circunferência do círculo

unitário. Em alguns casos podem ser consideradas sobre a superfície de uma esfera.

As distribuições de probabilidade univariadas que se aplicam a dados não direcionais

são comumente chamadas de /áneares pelo fato de seus gráficos serem plotados sobre

a linha rega. como por exemplo a distribuição binomial, a gama, a normal: etc. Da

mesma forma, as observações são também denominadas de /{rzeares.

O interesse no desenvolvimento de técnicas para o tratamento de dados direcionais é

bastante antigo. A teoria dos erros foi desenvolvida por Gauss (1823) com o objetivo

inicial de analisar determinadas medidas direcionais em .Astronomia. Tendo ern vista

que os erros envolvidos eram suficientemente pequenos, pode-se dizer que um acãdenÉe

hástóhco o permitiu fazer uma aproximação linear. Com isto, Gauss desenvol\.eu toda

uma teoria Jánear em vez de uma teoria dârecãorza/.

Uma questão que surge naturalmente está relacionada com a necessidade de se buscar

técnicas especiais para analisarmos as observações direcionais. Em inúmeras situações

nós nos deparamos com observações direcionais que não podem ser analisadas através

de alma aproximação linear, pois poderemos obter conclusões contraditórias. Por (lue

não analisarmos uma amostra de observações direcionais pelos métodos usuais utilizados

para dados /irzeares? Afinal, podemos fazer um "corte" no círculo e considerar o intt'tvalo

10, 2a) como um intervalo na neta. .À.coittece que esse artifício pode causar problemas,

principalmente se os valores obter\idos estiverem dispersos em toda a circunferência. e
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não simplesmente concentrados sobre um determinado arco do círculo

Além disso, surge a questão de saber onde podemos "cortar" o círculo. Por exemplo, se

o ''corte'' for feito no ponto correspondente a 0' e em seguida analisarmos os resultados

como se fosse uma amostra de observações lineares, então quaisquer dois ângulos 0' e

360' 0' teriam uma média aritmética igual a 180', mesmo que esses ângulos estejam

mais próximos de 0' do que de 180'. Com isto, já podemos perceber que os métodos

utilizados para 't'ariáveis lineares não podem ser entendidos para variáveis direcionais

de forma imediata.

A álgebra de ângulos é de certa forma diferente da álgebra que bege os números reais.

Como também, a escolhi\ da direção zero (como o eixo .V ou a direção norte) é feita

arbitrariamente. .Além disso, não devemos esquecer do fato de existir uma invariância

modulo (2n) nas operações envolvendo ângulos.

1.3 Apresentação dos capítulos

No Capítulo 2 tratamos do problema de diagnóstico em modelos de regressão, com ênfa-

se no método de influência local, através do afastamento pela verossimilhança (tradução

livre de /{ke/{/zoom dáspZacement, Cook e Weisberg (1982). No Capítulo 3 apresentamos

alguns conceitos básicos ielacioiiados com variáveis aleatórias (lue representam direções

e atenção especial é dada à distribuição von pises. Essa distribuição é apropriada para

variáveis aleatórias que }\ssumem valores no círculo unitário, ou seja, representam di-

reções em um espaço de dimensão dois. No Capítulo 4 discutimos modelos de regressão

von N'lises, propostos por Fisher e Lee (1992) e fazemos lim estudo de influência local

nesses modelos. O Capítulo 5 trata de análise cle resíduos para dados circulares. São
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propostos dois resíduos padronizados, obtidos a partir dos componentes da função des-

vio. Apresentamos o resultado de um estudo de simulação desenvolvido com o objetivo

de investigar o comportamento de algumas características distribucionais desses dois

resíduos. No Capítulo 6 fazemos aplicações dos resultados obtidos a dois conjuntos de

dados reais. O Capítulo 7 finaliza esta tese com nossas conclusões e alguns direciona-

mentos para estudos subsequentes.
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Capítulo 2

Análise de Influência

2.1 lvIntixrn pã n
v '''yb q.» -./

Numa análise estatística é importante levar em consideração a estabilidade dos resul-

tados obtidos e das inferências de ilm Díodo geral, com relação a possíveis perturbações

nos dados ou no modelo estatístico.

Enquanto as análises de resíduos são feitas para investigar problemas com o mode-

lo ajustado, uma análise de diagnóstico é feita assumindo o modelo como corneto, e

investiga-se a robustez das conclusões a pecluenas perturbações nos dados.

Os elementos do conjunto de dados que efetivamente controlam aspectos da análise são

ditos í7zHuentes. Em particillar, uma observação é dita influente se ela produzir alte-

rações relevantes no resultado cla análise. (quando a mesma for excluída, ou subnieticla

a uma pequena perturbação. E importa\nte salientar o fato de (ltie os modelos teóricos
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2.1 Motivação 

:\!uma análise estatística é importante lenu- em consideração a estabilidade dos resul

tados obtidos e das inferências de um modo geral, com relação a possíveis perturbações 

nos dados ou no modelo estatístico . 

Enquanto as anál ises de resíduos são feitas para investigar problemas com o mode

lo ajustado, uma análise de diagnóstico é feita assumindo o modelo como correto, e 

investiga-se a robustez das conclusões a pequenas perturbações nos dados. 

Os elementos cio conjunto de dados que efetivamente controlam aspectos da aná lise são 

ditos influentes. Em particular, uma observação é elita influente se ela produzir alte

rações relevantes no resultado ela aná lise. quando a mesma for excluída, ou submet ida 

a uma pequena perturbação. É importante salientar o fato ele que os modelos teóricos 

G 
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são descrições aproximadas de processos reais bem mais complexos

Um dos métodos de diagnóstico empregados em modelos de regressão utiliza a estratégia

da exclusão de casos, e consiste em identificar observações que influenciam, de maneira

desproporcional, um particular aspecto da análise.

As medidas Z)-book e Z)FF'/TS são utilizadas para diagnosticar globalmente possíveis

influências e, em geral, podem ser calculadas com as informações usualmente forneci-

das pelos programas computacionais desenvolvidos para análises estatísticas, tais como

S.,4S, SPSS, S-Plus, N'linitab, BNIDP, etc. .Alguns desses aplicativos já fornecem auto-

maticamente essas medidas.

Diagnóstico em modelos de regressão

Apresentaremos a seguir as duas medidas de diagnóstico mais usuais, considerando o

modelo normal linear. Pala tanto vamos admitir que dispomos de uma amostra aleatória

(aci, pl), . . . , (z«,p«), com a suposição de (lue a variável resposta yi tem distribuição

normal ]V(pi,o2) e que sua média pí segue uma estrutura linear do tipo p{. = z7'0

onde zi =(zii,. .., z:,)r é um vetou de covariáveis e O =(/7t, . . . ,/3.)I'' é um vetor de p

parâmetros desconhecidos, a serem estimados, onde p $ n.

Esse modelo pode ser escrito numa forma matricial como y = X/3 + c, onde y

(yi,...,y.)7', X = (zl,...,a.)I', também conhecida como matriz de especificação

do modelo, e c = (ci, . . . ,c.)I'' é um vetor de erros não observáveis com distribuição

conjunta normal n-variada i\C:(O, a' -r).

O estimador de mínimos quadra.dos do l«etor de parâmetros /3 é dado pela solução do
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sistema de equações normais

X'(3/ XÕ) (2.1)

Quando a matriz X for de posto completo, então o estimador de mínimos quadrados

do vedor/3 fica dado por

Õ )''x'z/. (2.2)

Caso contrário, quando posto(X) < p, a solução do sistema de equações normais (2.1)

não é única, e nesse caso, substituímos (Xa"X)'' em (2.2) por uma inversa generali-

zada (g-inversa), com a qual são obtidos resultados análogos ao caso em que se tem

o posto completo, ou seja, posto(X) = /]. N'laiores detalhes podem ser encontrados,

por exemplo, em Rao (1973). Assumiremos aqui que a matriz X é de posto completo,

posto(X) = P.

O estimador de mínimos (quadrados do vedor de médias p = (pl, ,/z.)I" é dado por

-:> Ê x'x)''x'y .Hy, (2.3)

onde -17 = X(Xl"X)''Xr é a matriz cle projeção ortogonal sobre o espaço vetorial

gerado pelas colunas da matriz X. Na literatura, .H é conhecida como matriz "Aa#', uma

vez que ela transforma o vedor de valores observados 3/ no \etor de valores ajustados,

Weisberg (1985).

O vetou de resíduos ordinários é dado por

r= b=çl n) (2.4)

e satisfaz E(r) = O, Var(r) = o'(.r :r). Uma estiniativê\ não viesada para a va-

riância o-2 é dada poi s2 - rrr/(n -- p), e resíduos "$1?/dentàzados" são obtidos poi
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r:/{s2(l -- Ãü)}'/', onde/zli,

"halit
h.,: são os elementos da diagonal principal da matriz

A título de ilustração, mostraremos um exemplo fictício, apresentado por Anscombe

(1973) e Weisberg (1985), onde 4 conjuntos de dados (a, b, c e d) fornecem as mesmas

estimativas de mínimos quadrados para os parâmetros da neta ajustada.

Tabela 2.1: Dados hipotéticos

Apesar de uma análise visual desses conjuntos de dados sugerir comportamentos di-

ferentes, se fizermos a suposição de ilm relacionamento linear y = Po + Õiz entre }is

variáveis / e Z/, um ajuste por iiiínimos quadrados fornece as mesmas estimati'L'as para

os para'netros Po e ai nos -l casos, ou seja, # = 3 + 0, 5 z, com limo estimativa do desvio

= Con.junto de Dados
a b C d

x v x y x y x v
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rd{s 2 (1 - hii)} 1
/

2
, onde h 11 , . .. , hnn são os elementos da diagonal principal da matriz 

" hat 11
• 

A título de ilustração, mostraremos um exemplo fictício , apresentado por Anscombe 

(1973) e \Veisberg (1985) , onde 4 conjuntos de dados (a, b, e e d) fornecem as mesmas 

estimativas de mínimos quadrados para os parâmetros da reta ajustada. 

Tabela 2.1: Dados hipotéticos. 

Conjunto de Dados 

Obs. a b c d 

X V X y X y X y 

1 10 8 04 10 9,14 10 7,46 8 6,58 

2 8 6,95 8 8,14 8 6,77 8 5,76 

3 13 7,58 13 8,74 13 12,74 8 7,71 

4 9 8,81 9 8,77 9 7,11 8 8,84 

5 11 8.33 11 9,26 11 7,81 8 8,47 

6 14 9,96 14 8,10 14 8,84 8 7,04 

7 6 7,24 6 6,13 6 6,08 8 5,25 

8 4 4.26 4 3,10 4 5,39 19 12,50 

9 12 10,84 12 9,13 12 8,15 8 5,56 

10 
-, 

4.82 7 7,26 7 6,42 8 7,91 I 

11 5,68 r- 4,74 5 5,73 8 6,89 o o 

Apesar de uma análise visual desses conjuntos de dados sugerir comportamentos di

ferentes , se fizermos a suposição de um relacionamento linear y = /30 + {3 1x entre as 

variáveis x e y, um ajuste por mínimos quadrados fornece as mesmas estimativas para 

os partl'Tletros /30 e /31 nos --1 casos, ou seja , fj = 3 + O, 5 x, com uma estimativa do desvio 
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padão s = v1 53 e .R2 = 67%. Basear(lo-se apenas nesses insultados, tudo leva a crer

que esse modelo de regressão linear é apropriado para todas as 4 situações. Entretanto,

com um diagrama de dispersão percebe-se que o ajuste de um modelo de regressão

linear simples não é adequado em todos os casos apresentados, como pode ser x:isto nos

gráficos da Figura 2.1. Essa figura mostra o diagrama de dispersão, para cada um dos

(a)(b)
=

0

>. >

00 5 0 5 20 0 5 205

XX

(c) (d)

0 5 lO 15 20
X

Figura 2.1: Gráficos de dispersão e netas ajlistadas

conjuntos de dados, como também a correspondente neta ajustada. Analisando esses

gráficos podemos concluir o seguinte:

1. Para o conjunto de dados (a) não há indícios de problemas com o ajuste

2. Para o conjunto (b), falta uma componente cluadrática em x, ou seja, o modelo

linear simples não é adequado;

CAPÍTCLO 2: ANALISE DE l :'-iFLCE\T I.-\ 10 

padão s = v11,53 e R2 = 67 %. Baseando-se apenas nesses resultados , tudo leva a crer 

que esse modelo de regressão linear é apropriado para todas as 4 situações. Entretanto, 

com um diagrama de dispersão percebe-se que o ajuste de um modelo de regressão 

linear simples não é adequado em todos os casos apresent ados, como pode ser visto nos 

gráficos da Figura 2.1. Essa figura mostra o diagrama de dispersão, para cada um dos 

>-

o 

>-

U) 

o 

o 5 

(a) 

10 

X 

(e) 

10 

X 

15 20 

·3 

15 20 

>-

o 

>-

o 

o 5 

(b) 

10 

X 

(d} 

10 

X 

Figura 2. 1: Gráficos de dispersão e retas ajustadas. 

15 20 

8 

15 20 

conjuntos de dados, como também a correspondente reta ajustada. Analisando esses 

gráficos podemos concluir o seguinte: 

1. Para o conjunto ele dados (a) não há indícios de problemas com o ajuste; 

2. Para o conjunto (b ), falta uma componente quadrática em x, ou seja, o modelo 

linear simples não é adequado; 
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3. A 3a observação do conjunto (c) não está bem ajustada, havendo indícios de ser

uma observação aberrantes

4. Por fim, as estimativas dos paiãmetros para o conjunto (d) foram altamente

influenciadas pela 8a observação.

Situações; como estas mostram a necessidade cle se fazer uma análise mais minuciosa

sobre os \ários aspectos do ajuste de um modelo de regressão.

Sabemos que o estimador de mínimos qttadraclos é bastante sensível a observações cujos

resíduos oidináriõs são elevados as quais são ditas pobremente ajustadas. Da mesma

forma, o estimador de mínimos quadrados é também sensível a pontos extremos no

espaço gerado pela matriz de especificação do modelo, Pregibon (1981). Para o i-ésimo

resíduo ordinário definido na equação (2.4), tem-se que Var(ri) = a:(l -- hü), e é possí'tel

mostrar que 11 5; /}Ü 5; !, ver Clook e Weisberg (1982, p. 12), onde c representa o número

de linhas da matriz X (lue são iguais a zr. Assim, quando #i{ se aproxima de seu limite

superior, tem-se que X/ar(r{) torijÍa-se pequena, e portanto o resíduo ri fica próximo de

seu valor esperado, que é zero, com isto, segue-se que Pí = Wi. Nesse caso, já se sabe cle

antemão blue a í-ésima observação deverá ter uin resíduo pequeno, independentemente

do valor observado para a variável resposta.

Essa exposição acima pode também ser feita algebricamente, usando as propriedades da

matriz "AaÉ''. Basta lembrar que .H só depende de X e que é uma matriz de projeção,

sendo portanto, simétrica e idempotente. .Assim,

h« l-:jl'j:

t'- z.2
''> ' }. :
' ' { J

n

lJ

lJ
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ü?l +E õÍ,

E segue-se daí que /zÜ(l -- /zü) = >1,/z' ? 0. Por conseguinte, se o elemento hü for

próximo de 1, os demais elementos de sua linha serão próximos de zero. Fazendo uma

decomposição na expressão do valor ajustado, equação (2.3) Pi = /züyi + 1: Ãijyj, vê-se

que, se hü próximo de 1, o valor observado y{ irá influenciar fortemente a estimativa do

próprio valor ajustado /ii.

Poi representar o poder de impacto que uma observação exerce sobre o próprio valor

ajustado, o elemento /IÜ é conhecido na literatura como "/euerage" do {-ésimo caso.

Para uma matriz X de posto completo tem-se que Ell;;t hii = p. Baseado nisso, Hoaglin

e Welsch (1978) sugerem que sejam considerados pontos com alto ''/euerage" aquelas

observações cujos /zfl excedam o valor 2p/n.

Com relação aos elementos blue estão fora da diagonal principal da matriz n, eles

trazem informação sobre a influência qite dois casos exercem conjuntamente sobre o

ajuste do modelo. Ein particular, A{.Í pode ser interpretado como a influência que yi

exerce sobre /ij, e tanlbénl a influência que yj exerce sobre /ii.

Pelo que vimos, os elementos hil, . . . , /},.,. são úteis para detectar os pontos extremos

e a influência exercida por cada observação sobre a respectiva predição. Dispõe-se

atualmente de várias medidas de diagnóstico para detectar observações que exercem

influência sobre outros t\spectos do ajuste, tais como estimativas dos parâmetros, e, em

geral, essas medidas combinam informações contidas tanto em /}ü quanto no resíduo

ordinário ri. .àpresentt\reinos aqui apenas duas dessas medidas, que são conhecidas

como Z.)í, sugerida por Cook (1977), " DFT'/7'Si, (l\te foi proposta por Belsley, l<uh

e \Velsch (1980). Essas medidas se destinam a avaliar a influência individual de cada
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observação sobre a estimativa do vedor de coeficientes /3. .X medida Z)r'F/TSi também

avalia a influência sobre a estimativa da variância o-2

iNa analise de um modelo normal linear, quando a {-ésima observação é excluída do

ajuste, a distância de book é definida como

(õ-A ) lx'x)(õ-õ(-o)
ps'

onde o índice (--{) significa que a estimativa do vetor O está sendo feita sem a í-ésima

observação. Essa medida está baseada em elipsóides de confiança, e sua análise é feita

geralmente através de um "ández pZoÉ'í. Os valores de /)i são comparados com o qllantil

da distribuição FP,(« p), numa analogia com regiões de confiança

) (2.5)

Usando álgebra matricial, podemos expressar a no'ç-a estimativa de O como

©(-Í) ' © XTX)''zÍ, e com esta relação a distância de book pode ainda
ser escrita na forma

"; - {aVhl' (Jt) i. (2.6)

Da equação (2.6), podemos observar que -Di será grande (quando o resíduo "Sfudenfiza-

do" fi = ;jÍ::l1l;j:5--íZÍ for grande e/ou /zi{ for próximo de uin. Nesse caso, dizemos que
o ponto é ao mesmo tempo aberrante e influente. Pala unia observação com rí grande

e /hi pequeno (próximo de l/n), pode acontecer que Dí não detecte esse ponto. Por

essa razão, a distância de Cook pode não ser adequada em situações como essa. Esse

problema não existe com a medida /)FF/TSí, que tambéiii é dada por uma distância

entre as estimativas # e P(-i), na métrica de (Xl"X), da mesma coima que Z){, mas lisa

uma estimativa para a variância o2 calculada com os dados incompletos, ou seja: ex-

cluindo a á-ésima observação. Denotando essa estimativa por si'-n, a medida é definida
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como

DFFITSi

Em geral, essa medida também é analisada graficamente, e atenção especial deve ser

dada para as observações com Z,)FF'/.rSi 2 2vp/(n -- p).

Diversos autores, dentre os quais Atkinson (1981), Belsley, l<uh, e Welsch (1980), Cook

e Weisberg (1982), Hoaglin e Welsch (1978), defendem o uso de uma ou outra medida.

Cook, Pedia e \Veisberg (1988) mostram que é possível expressar Z)i e Z)FF/TS{ através

de uma medida tmificada, o afastamento pela verossimilhança (ou /{X;e/ÍAood dásp/ace-

ment), que veremos na próxima secção. book, Peíía e Weisberg concluem (lue podemos

empregar simultaneamente l)i e Z)FF/TSi, pois elas não medem necessariamente as

mesmas coisas.

2.3 Afastamento pela verossimilhança

Uma outra maneira de avaliar a inHuência que cima observação exerce sobre as esti-

mativas do modelo é através de uma medida construída a partir da função de log-

verossimilhança. Para motivar, vamos admitir, por enquanto, que o parâmetro a2 se.ja

conhecido. Se escreveiinos Ê = XO e Ê(-í) ' X/3(-í), então a distancia de Cook,
equação (2.5),fica dada por

o: .(D'-P(-o)'(P-P(-a).(2.7)
Ou seja, podemos interpretar Z)i como unia (listància entre as estimativas do vetou (le

médias, quando o ajuste é feito sem &\ i-ésiina ot)seivação, com relação ao ajuste fe to
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112 

1/2 / S(-z)(l - hii) 1 - !1i 
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de uma medida unificada, o afastamento pela Yerossimilhança ( ou likelihood displace

ment), que veremos na próxima secção . Cook, Pena e \,Veisberg concluem que podemos 

empregar simultaneamente Di e D F F IT Si, pois elas não medem necessariamente as 

mesmas coisas. 

2.3 Afastamento pela verossimilhança 

Uma outra maneira de avaliar a influência que uma observação exerce sobre as esti

mativas do modelo é através de uma medida construída a partir ela função de log

verossimilhança. Para motivar , vamos admitir , por enquanto , que o parâmetro a2 seja 

conhecido. Se escrevermos µ = X '[3 e µ( - i) = X fl(-i), então a distância de Cook, 

equação (2.5) , fica dada por 

(µ - µ( - i))T(µ - µ( - ii) 
pa2 

(2. 7) 

Ou seja, podemos interpretar Di como uma clistància entre as estimativas do vetor de 

mécli,1c; , quando o ajuste é feito sem a i-ésima obserrnção, com relação ao ajuste fe : to 
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com todo o conjunto de dados. Numa análise de diagnóstico, assumimos que o modelo

postulado é correto, e desejamos comparar as estimativas obtidas através desse modelo

com as respectivas estimativas decorrentes de uma pequena perturbação no mesmo.

Em outras palavras, a análise é feita comparando-se as estimativas calculadas com um

modelo perturbado em relação a um modelo sem perturbação.

Vamos agora pensar em perturbar o modelo normal linear 3/ = X/3 + c, de uma coima

infinitesimal. Podemos propor outros tipos de perturbação, em vez de considerar o

esquema que consiste na exclusão de casos, como por exemplo:

1. Em vez de supormos que as respostas possuem a lllesma variância

podemos admitir a possibilidade de se ter um modelo heterocedástico

isto é, supor Var(g/i) = a:/wí;

2. Podemos ainda introduzir pequenas perturbações aditivos nas respos

tas, substituindo yi por yi + awi, onde a é o desato padrão de yi;

3. Uma generalização do item anterior, seria perturbar simultaneamente

todas as componentes do ã-ésimo caso, substituindo o vedor (ai, yí) por

(zil + siui , . . .).zip +spwp, yi+ow,+t), onde sj é um fatos cle escala, que

pode ser a norma da .j-ésima coluna da matriz X, para J - l, . . . ,p.

Existem inúmeras formas alternativas de se perturl)ar o modelo proposto, cuja asco.

Iha deve levar em consideração quais os aspectos da análise que se deseja monitorar

Obviamente, deve-se pensar em esquemas de perturbação que sejam interpretáveis.

De uma maneira mais formal, seja /(/3) a função de log-verossimilhança no nioclelo

postulado. vamos considerar um vetor de perturbação w C ç2 Ç .#Z'r, (2 uin t\l)farto,

e seja /(D,w) a função de log-verossimilliaiiça ilo modelo peiturb&:do. .X.ssttmiremos
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que Z(/3.w) é duas vezes continuamente diferenciável em (al'', cor)I", e que o modelo

postulado está encaixado no modelo perturbado. Isto é, estaremos supondo que existe

«,. c ç2 tal que /(O, «.,o) = /(#), V/3 € m'

Em geral. a dimensão q (do vetor de perturbação) está relacionada com a dimensão

do vetor /3 ou com o tamanho da amostra. Para os exemplos citados anterioiinente

tem-se q = lz nas duas primeiras situações. No primeiro caso, coo = (1,. .., 1)r e

wo = (0,...,0)I'', no segundo caso. Para o terceiro exemplo, tem-se q = p + l e

«.,o = (0, . . . , 0)' C m'+'

Ainda com relação ao primeiro esquema de perturbação anterior, se considerarmos o

vetor (o = (1, . . . , 1, wl, l, . . . , l)I'' e fizermos o limite oi --> 0, segue-se que Var(yi) --> oo

e este esquema de perturbação corresponde à exclusão da í-ésima observação. Isto sig-

nifica que a estratégia da exclusão de casos pode ser vista como um tipo de perturbação

que é um caso particular do que estamos tratando agora.

No esquema de exclusão de casos, uma medida bastante geral é motivada pela estatística

do teste da razão de máxima verossimilhança e definida como LZ)i = 2 {Z(P) --/(/3(-i))},

que denominaremos afastamento pela \erossimilhança. Essa medida foi apresentada por

book e Weisberg (1982) como /àX;e/à/zoom dãsp/acernent e pode também ser interpretada

em termos da região cle confiança assintótica {P C #?" : 2 {Z(D) -- /(O)} $ y2 ,d}

onde Xf...P) é o percentil superior de tamanho a da distribuição (lui-quadrado com p

graus de liberdade, e /) é a dimensão do vetou O, ver Cox e Hinkley (1974, Cap. 9).

No modelo perturbado, vamos denotar o estimador de máxima 't'erossimilhança de O

por Ow, e o nosso objetivo agora é con]parar /3 cona /3u quando w varia en] ç). Se a

clistància entre eles permanecer "pequena" qua.nd'- t.; x.aria em ç2, isto é uma indicação

de que existe alma estabilidade do iiiodelo ajustado no (lue diz despeito ao particular
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esquema de perturbação que foi utilizado, e portanto ao correspondente aspecto da

análise que está sendo illonitorado.

Uma comparação direta entre O e Ow pode não ser simples, devido a diversos fatores

tais como diferença de escala, unidade de medida, erro de estimativa, etc. Cook (1986)

sugere que a comparação entre # e /3w seja feita através da função

Z,-0(«,) {/(©) Z(/3«.,)}, «., C ç2, (2.8)

que é uma generalização do afastamento pela verossimilhança Z,Di. Desta forma, o

sentido de distância entre O e O(o passa a depender da concavidade da função de log-

verossimilhança, Cook (1987). Se a função /(O) tiver um grande achatamento, então

podeieinos julgar que /3 e /3w estão próximos entre si. Por outro lado, se J(/3) fol sufi-

cientemente concentrada eiii torno de /3, então a estimativa de máxima verossimilhança

no modelo perturl)ado Ow deverá ficar distante de O

Como /3 é o estimador de iiiáxima verossirnilhança para © no modelo sem perturbação,

segue-se que Z,Z)((o) ? 0, Vw C (2. Além disso, como Z,D(oo) = 0, podemos concluir

que wo é um ponto de mínimo local da função afastamento pela verossimilhança. Uma

análise sobre o comportailteiito geométrico da função Z;D(w), quando w varia em ç2,

pode fornecer informações bastante releva\ntes a respeito de características importantes

do modelo sob investigação. Isto será tratado iia Secção 2.4.

Quando o parâiitetro a2 foi desconhecido, então o vetar paiamétrico no modelo normal

linear será dado por 0 = (/3r, o2)a", que tem p+ l coordenadas. Nesse caso, se estivermos

interessados apenas iia parte correspondente ao O, Cook (1986 e 1987) mostra (iue o

afastamento pela verossimilhanç:gpode ser expresso iia forma

LD0(") - 2: Í;(Õ, õ') llÕ«.,,g(Õ«.,)}l,

onde g : -m" --> .m é imla função (luf' niaxin izt\ /(O, o-2), pala cada /3 fixo
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esquema ele perturbação que foi utilizado , e portanto ao correspondente aspecto da 

análise que está sendo monitorado. 

Uma comparação direta entre /3 e f3w pode não ser simples, devido a diversos fatores 

tais como diferença ele escala, unidade de medida, erro ele estimativa, etc. Cook ( 1986) 

sugere que a comparação entre "[3 e "f3w seja feita através ela função 

LD(w) = 2{l("f3) - l("f3w)} , w E n, (2.8) 

que é uma generalização cio afastamento pela verossimilhança LDi. Desta forma, o 

sentido ele distância entre "[3 e "f3w passa a depender da concavidade da função de log

verossimilhança, Cook (1987). Se a função l(/3) tiver um grande achatamento , então 

poderemos julgar que /3 e f3w estão próximos entre si. Por outro lado, se l(/3) for sufi

cientemente concentrada em torno de /3, então a estimativa de máxima verossimilhança 
- -no modelo perturbado f3w deverá ficar distante de /3. 

Como /3 é o estima.dor de máxima verossimilhança para /3 no modelo sem perturbação , 

segue-se que LD(w) 2: O, 'iw E n. Além disso, como LD(w0 ) = O, podemos concluir 

que w0 é um ponto ele mínimo local ela função afastamento pela verossimilhança. Uma 

análise sobre o comportamento geométrico ela função LD(w) , quando w varia em n, 

pode fornecer informações bastante relevantes a respeito ele características importantes 

do modelo sob investigação. Isto será tratado na Secção 2.4. 

Quando o parâmetro a 2 for desconhecido, então o vetor paramétrico no modelo normal 

linear será dado por 0 = (/3r , a 2f , que tem p+ 1 coordenadas. Nesse caso, se estivermos 

interessados apenas na parte correspondente ao /3, Cook (1986 e 1987) mostra que o 

afastamento pela verossimilhançefpocle ser expresso na forma 

(2.9) 

onde g: IRP --t IR é uma função que maxillli~a l(/3 , a 2
) , para cada /3 fixo. 
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2.4 Influência local

.A. idéia do estudo da influência local foi introduzida por book (1986) e consiste em

investigar o comportamento da função LZ)(w) numa vizinháça de wo, que é o ponto

onde as duas log-verossimilhanças são iguais. Para tanto, considera-se a superfície

geométrica (q + l)-dimensional formada pelos valores do vetor

ol

z., .o ( «, )

l,Z) (u )

quando co varia em ç2. Essa superfície é denominada de gráBco de {7zPzzêrzcáa: Cook e

Weisberg (1982), e o estudo de influência local consiste em analisar como a superfície

cl(u) desvia-se de seu plano tangente em coo. Essa análise pode ser feita estitclando-se

as curvaturas das secções normais da superfície a(u) em wo que são as intersecções

de a(o) com planos contendo o vetou normal ao seu plano tangente, em coo. Na

literatiira especializada em Geometria Diferencial, as curvaturas dessas secções llormais

são denominadas cllrliaíuras normais.

Consideremos limo direção arbitrária em Z?ç, ieplesentada por um vedor unitário d, c

uma linha reta em (2, passando por wo, na mesma dircção de d. Essa reta é dada por

«,(a) = «.,o + a d, com « C -m.

Computando-se Z,Z){co(a)} com rz C -m, podemos optei uma linha projetada (tradução

livre de /l ed / rze), sobre a superfície cl(w). Essa linha piojetada consiste da culta

plana dada por p(a) - (pi,p2)I'' - la, tz){w(a)}l' e pode ser vista como o conjunto

dos pontos de cl(co) (lue são comuns ao plano gerado pelos vetores bç+t e (dT, 0)' : onde

b./+t é unl vetor (ltie ;eiii o v?lor l iia cooidenacla q + l e zero lias dertiais cooideiit\(Itls.

\
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2.4 Influência local 

A idéia do estudo da influência local foi introduzida por Cook (1986) e consiste em 

investigar o comportamento da função LD(w) numa vizinhÍ ça de w 0 , que é o ponto 

onde as duas log-verossimilhanças são iguais . Para tanto , considera-se a superfície 

geométrica ( q + 1 )-dimensional formada pelos valores do vetor 

LD(w) 

quando w varia em n. Essa superfície é denominada de grá,fi,co de influência, Cook e 

Weisberg (1982) , e o estudo de influência local consiste em analisar como a superfície 

a(w) desvia-se de seu plano tangente em w0 . Essa análise pode ser feita estudando-se 

as curvaturas das secções normais da superfície a ( w) em w0 - que são as intersecções 

de a(w) com planos contendo o vetor normal ao seu plano tangente , em w0 . Na 

literatura especializada em Geometria Diferencial , as curvaturas dessas secções normais 

são denominadas curvaturas normais. 

Consideremos uma direção arbitrária em JElíf. representada por um \ etor unitário d, e 

uma linha reta em n, passando por w0 , na mesma direção ele d . Essa reta é dada por 

w(a) = w 0 + ad, com a E JEl. 

Computando-se LD{w(a)} com a E IR, podemos obter uma linha projetada (tradução 

livre de lifted line) , sobre a superfície a(w). Essa linha projeta.da consiste da currn 

plana dada por p(a) = (p 1, p2 f = [a , LD{ w(a)} r e pode ser vista como o conjunto 

dos pontos de a(w) que são comuns ao plano gerado pelos vetores bq+ t e (dr , o{, onde 

bq+ 1 é um vetor que ~cm o ,·;:, lor 1 na coordenada q + l e zero nas demais coordenadas. 
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Na Figura 2.2 apresentamos um exemplo de um gráfico cle influência onde o espaço de

gd
's o
.= N
C
>,. r'
d

C

C

N

a o

'o.op
.0.02

0.02 0.02
0

Figura 2.2: Gráfico de influência tridimensional

perturbações é Q = (--0, 04, 0, 04) x (--0, 04, 0, 04) Ç -R2. Nessa figura podemos ver uni

plano gelado pela direção d = (--0, 44, 0, 90)r, cuja intersecção com a superfície foinecc

a curva plana em destaque, blue é a linha projetada. Nesse exemplo a variável resposta é

a percentagem de uma droga retida no fígado de ratos, ui e b'2 representam perturbações

aditivas na dose administrada da droga, em dois ratos t\penas. Esse exemplo está

discutido em Cook (1987).

A curvatura normal da curva plana p(a) = (pl , p2)I", na direção d, é dada poi

ÓtP2

(»? + »:);/' '
(2.10)

avaliada em On. Stoker (1969. D. 26)
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.0 .02. 

perturbações é S1 = (-0, 04, O, 04) x (-0, 04 , O, 04) Ç JR-2. \"essa figura podemos ,·er um 

plano gerado pela direção d= (-0 , 44, O, 90f, cuja intersecção com a superfície fornece 

a curva plana em destaque , que é a linha projetada. Nesse exemplo a variável resposta é 

a percentagem de uma droga retida no fígado de ratos, w 1 e ú.J '2 representam perturbações 

aditivas na dose administrada da droga , em dois ratos apenas. Esse exemplo está 

discutido em Cook (198T). 

A curvatura normal da curva plana p(a) = (p 1, p2f, na direção d, é dada por 

(2.10) 

avaliada em w 0 , Stoker (1969, p. 26). 
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Para a't'aliarmos essa expressão vamos lembrei cla suposição de que a função cle log-

verossimilhança perturbada /(/3,w) é duas vezes continuamente diferenciável em

(/3l'',(ol'')r. e que, pa:a p(a) - la, Z'Z){w(a)}l ' , temos o seguinte:

p. - n - :, -.g. »'. - 9 - o;

:i«,(") - ;i("o + a 'z) - d e porta"to ;l;«,(a) - o;

Pela regra da cadeia,

Ztn{«, («) }

l

11

111

Igradiente(z'z.))lr la (o(a)j

[i««'«,]' ';

ó,m - á'"{«(«)} ... - (iâ'"(«)i'') .;.. - ',
que wo é ponto de mínimo local da função LI).

l\' uma vez

Substituindo essas derix'idas na equação (2.10) tem-se (iate

.LD{«.,(a)} 1 , avaliada e:n a = 0

Usando novamente a regra da cadeia, segue-se que

;l;z,o{«.,(«) }

álá'"{«@ll '
á ãSzo{«,(«) } d
i (i'«'«'«,',...,â'"'«' ,,) '

.L.Z) .l co ( a l l.
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Para avaliarmos essa expressão vamos lembrar da suposição de que a função ele log

verossimilhança perturbada l(/3, w) é duas vezes continuamente diferenciáwl em 

(/3T,wTf_ e que, para p(a) = [a, LD{w(a)}( , temos o seguinte: 

da d2a 
1. p1 = da = I , logo //1 = da2 = O; 

d d d2 

11. da w(a) = da (wo + a d) =de portanto da2 w(a) = O; 

111. Pela regra ela cadeia, 

d { } da LD w(a) [gradiente(LD) ]T [e~~ w(a)] 

[&~LD(wf d; 

d 1 8 T 1 
l\". P2(0) = daLD{w(a)} a=O = ([awLD(w)] d) W=Wo = o, 

que w0 é ponto de mínimo local da função LD. 

Substituindo essas derivadas na equação (2.10) tem-se que 

cd IP2I 
1 LD{ w(a)} 1 , avaliada em a= O. 

Usando novamente a regra da cadeia, segue-se que 

ÍD{w(a)} = 
d2 
-l 2 LD{ w(a)} 
ca 

d[fJ ]T da éJw LD{ w(a)} d 

d é) 
- ~ TLD{w(a)} d 
dauw 

d ( a a ) - ~LD{w(a)} , ... , -D LD{w(a)} d 
~ uW1 ~ 

uma Yez 
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llzl«.«.«»I' i«'«,,, l:;«.«.«»I'í«'«,l '

[(J;««.«'.,,) ']' '
'' lã:l;,'"{«(«)}l '
dl'' ã:::;7Z,Bico(a) } d , pois a matriz Hessiana é simétrica.

Quando essa derivada de segunda ordem é avaliada em rt = 0, obtém-se a curvatura
la r) i' rva n l

la#Lzo{«, («)}l '

lõ;#Lzt' {«, («)}l '

õ;3;rto{«, («) }

a=31:pto{«, (") }

C'.Z - ld'j,Ó("o) d

Alas, pela definição do afastamento pela verossimilhatiça,

E.ÓG'd -Õ;iml2{/(Õ) - /(Õ«)}l . .o o2 /(Õ )

rtanto, a curvatura normal fica dada por

C'd = 2ld'r-Êdl, (2.12)

onde F é uma matriz quadrada de dimensão q x q, cujos elementos são dados pelas

derivadas glill!:lz} , avaliadas em o=wo

e po

(2.11)

co-coo
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( [ 
[}2 l T ci [ 82 l T d ) 8w18wLD{w(a)} claw(a) , . . . , 8wqÜwLD{w(a)} claw(a) d 

[ a2 ]T 
8w18W LD{ w(a)} 

T 

d d 

[ a2 ]T 
8wqâW LD{ w(a)} 

T 

d d 

a·' BwqB-w r LD{ w(a)} 

[ (àw~wTLD{w(a))) { d 

[ 
82 ]T 

dr 8w8wTLD{w(a)} d 

82 
dr 

8
w

8
wTLD{w(a)} d , pois a matriz Hessiana é simétrica. 

Quando essa derivada de segunda ordem é avaliada em a = O, obtém-se a curvatura 

normal 

(2.11) 

i\.Ias , pela definição cio afastamento pela verossimilhança, 

e portanto, a curvatura normal fica dada por 

(2.12) 

onde F é uma matriz quadrada ele climensào q x q, cujos elementos são dados pelas 
. 82l(f3w) . 

clenvaclas 
8 8 

, avaliadas em w = w0 . 
Wr Ws 
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O elemento (r, s) da matriz -F pode ser obtido através da regia da cadeia,

. '. /(o.)
aw, a"' '"'wl«-«.

:lâ'ü«)l ....
;leal,a«)}'g:-l .:..
IÉ{Ú''õ.,}91 .... -- 11ãh'.õ«,lâlB)l ....
[ [[a:a''.«, }'9]'e] .... * {Ü .'«, gk} ..,.
l(P)'lã3c'.õ«,121 .... -- {Ú..õ«, gk} ..s.«,

Como, por hipótese, 1(0, wo) = /(/3), V© C -m', temi-se Ou. = /3, e portanto

ljã-/(Õ.)...o ã© P,"d 0.Õ -o,

já que 0 é o ponto de iiiáximo cla função de log-xerossimilhança, tanto no modelo

postulado Z(/3), qual)to no modelo pertiirbado /(/3, wo). Com isso, a segunda parcela da

d«i«d- Ê-., .q-Çã. (' :;), ' -'' '"t«t. Â, - (Çü:y( a z(õ") ) (<lü:l,
avaliada em u :: coo

2

n.

Ein nota\ção matricial, podemos escrevem

Ê - JvLJ, (2.14)

onde J é uma matriz p x q cujos elementos são dados por .Às - --l , sendo
(17COs IC0=C00

Nego a k-ésima componente do vetor /3w, enquanto (lue (---b) é a matriz de informação

obserx,acta de Fisher.

/
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O elemento (r , s) ela matriz F pode ser obtido a.través ela regra ela cadeia, 

F,.s = 

a - · a 
- --l(f3w)/ = a{3l(f3,wo)/ - = O, 
0/3w W=Wo J3 =J3 

já que J3 é o ponto de máximo ela função ele log-Yerossimilhança., tanto no modelo 

postulado l (/3) , quanto no modelo perturbado l (/3 , w 0 ) . Com isso, a segunda parcela da 

derivada F,. 5 , equação (2.13) , é nula. Portanto Frs = (~fw)T( a~l(Í3'::;) (~fw) , 
u;.,J ,. Ü/3w8f3w uWs 

avaliada em w = w 0 . 

Em notação matricial , podemos escrever 

.. T .. 
F = J LJ , (2.14) 

[) (3 1 onde J é uma matriz p x q cujos elementos são dados por -hs = ~ kW 
UWs W=Wo 

, sendo 

#kw a k-ésima componente do vetor Í3w , enquanto que ( -1,) é a matriz de informação 

observada de Fisher. 
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.\ fim de obtermos uma expressão para a matriz J, vamos usar o fato de (lue Ow é um

ponto de máximo local da log-verossimilhança perturbada /(O,o). .Assim. para cada

az(0, «,)

aP. 0-0 -o, í i,...,p. (2.1S)

O primeiro membro dessa expressão é uma função das p+q variáveis Ptw, . . . . 3Pw e

b'i, . - . , wq Já o segtmdo membro é uma função constante, a função identicamente nula

Vamos agora derivar os dois membros da equação (2.15), com relação a w, e em seguida

avaliar a derivada no ponto wo. A derivada do primeiro membro é dada por

Ê (q!#b) .:.. * (qeP) .:..
€ rZ«ê«#?@ll *e?@v-@á \ aõ..aõ: a«,, 71.:.. ' a«,,ao:á \ aõ..aõ: a«,. 71«.«. ' a«,,oõ:

Qlianto ao segundo membro, sua deri\ada é nula, por se tratar de uma função constante

.\ssim, para ã - l, . . . ,p, temos a seguinte relação

Ê l$9##l .... * 'lhr' - ' '' ",
Como as duas funções de log-verossiniilhança são iguais em wo, para todo O,

a'/(Õ«,,',)l a'Z(Õ«.,.,«.,o) a:l(Õ) a'J(©)
E)Í3kWi)Í3i \W-.O. aBKW.E)l3: a13kt)l3i aÍ3Kt)Í3i\13.'B

Com isto, da equação(2.16) segue-se que, para á - l,. . .,p, e s = 1,. . .,q

Ê{(n) ,:.(9) ....} *?ÊP -.. ':.:',
Por fim. Talhos definir uma matriz a., cle dimensão /) x q, dada pela derivada

a. = <llllei:l;}, avaliada em O = P e w = wo.

i a1(0«,. , ',o) Ê 3a l ®. . .« ) aBkW
E)l3küOõ$i au;

q

C0=C00 r=l

a:Z (Õ. , «.,) au,
E)w. i)l3i i)w; co-coo
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A fim de obtermos uma expressão para a matriz J , vamos usar o fato de que "f3w é um 

ponto ele máximo local da log-verossimilhança perturbada l(/3 , w). Assim. para cada 

w E O. 

éJl(/3 ,w)I =0, i= l, . .. , p. 
â{Ji f3="f3w 

(2.15) 

~ ~ 

O primeiro membro dessa expressão é uma função das p + q variáveis /31w, . . .. 3pw e 

c.,,• 1 , ... , wq. Já o segundo membro é uma função constante, a função identicamente nula. 

\ ·amos agora derivar os dois membros ela equação (2.15), com relação a w, e em seguida 

aYaliar a derivada no ponto w 0 . A cleriYada elo primeiro membro é dada por 

Quanto ao segundo membro, sua derivada é nula, por se tratar ele uma função constante . 

Assim , para i = 1, ... , p, temos a seguinte relação 

t (éJ
2
li"f3w ,w) éJÍ31,;w) 1 + éJ

2
l("f3w0 ,wo) = O. 

k=l éJ/31,;w â{Ji OW5 W=Wo OWs éJ/3i 
(2.16) 

Como as duas funções ele log-verossimilhança são iguais em w0 , para todo {3 , 

é)2 l ("f3w' w) 1 []2 l ("f3wo, wo) a2 l ("13) é)2 l ({3) 1 

âÍ31,;w éJ{Ji W=Wo - âÍ31,;w
0 

â{Ji - â/31,; éJ{Ji - â/31,; éJ{Ji f3 ="f3 · 

Com isto , da equação (2.16) segue-se que parai= 1, ... , p, e s = 1, ... , q, 

(2.17) 

Por fim. \ amos definir uma matriz .ó. , ele dimensão p x q, dada pela derivada 
é)2/ ({3, w) . ~ 

.ó. = éJ{3 DwT , avaliada em {3 = {3 e w = w 0 . 
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Assim, a equação (2.17) pode ser escrita na forma >1: .[tilt. + Aí. = 0, ou ainda

. + Z\i. = 0, usando a simetria da matriz -L. Portanto, (Z,J)i. = --.Ais, pa-

,p e s = 1,...,q. Com isto segue-se que

P

k l

..-]
J- Z 'A. (2.18)

Substituindo J na equação (2.14) obtém-se

.É - ''-E' - ( - ''-'.E':) -E ( E'''-) -:»

.p . 6.r.E 'a.

Com isto, a curvatura normal da superfície a(w), na direção de um vetor unitário d

fica dada por

Cd ' 2 du''.Ar.L't.Ad (2.19)

Com a equação (2.19) podemos avaliar a influência (lue pe(luenas perturbações podem

exercem sobre os componentes do modelo tais colho estimativas dos parâmetros, e

outros insultados cla análise. Interesse particular está na direção (lue produz a mt\ior

influência local. Essa direção d.,..x é o autovetor normalizado correspondente ao maior

autovalor C'..x da matriz .F = A.a".L 'a.. Com o vetor d..,x identificamos os fatores

mais influentes para o esquema de perturbação em análise.

2.4.1 Outras expressões para C'(Z

Vamos supor agora uma partição Or = (Or, Pr)7', on(le /3. é de dimensão /)i x l e /3,

é de dimensão /)2 x 1, coiii pi + p2 :: p, e vamos i\dn:itir (late o nosso interesse reside
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p 

Assim , a equação (2.17) pode ser escrita na forma L Lki lks +!::.is= O, ou ainda. 
k=l 

p 

L Lík lks + D.is = O, usando a simetria da matriz L. Portanto, (LJ)i s 
k=l 
ra i = 1, .. . ,P e s = 1, ... , q. Com isto segue-se que 

.. -1 
J = -L Ã. 

Substituindo J na equaçã.o (2 .14) obtém-se 

.. T •• -l 
F = t::,. L Ã. 

(2.18) 

Com isto, a curvatura normal da superfície a(w) , na direção de um vetor unitário d, 

fica dada por 

(2.19) 

Com a equação (2.19) podemos avaliar a influência que pequenas perturbações podem 

exercer sobre os componentes do modelo - tais como estimativas dos parâmetros , e 

outros resu ltados da análise. Interesse particular está na direção que produz a maior 

influência local. Essa direção dmax é o autovetor normalizado correspondente ao maior 

autovalor Cmax da matriz F = t::,. T L - 1 
Â. Com o vetor dmax identificamos os fatores 

mais influentes para o esquema de perturbaçã.o em análise. 

2.4.1 Outras expressões para C d 

Vamos supor agora uma partição {3T = ({3;, {3f)1' , onde /3 1 é de dimensão Pi x 1 e {32 

é ele dimensão p2 x 1, com p 1 + p2 = p, e vamos adffitir qu e o nosso interesse reside 
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particularmente em O. . Nesse caso, o gráâco cle influência fica dado por

onde

z,o,(«,) 2 1/(0.,©,) /{© . , , g(0.«)}1 (2.20)

.Aqui, g : -WP' --} .#?p' é uma função que maximiza /(/3.,/32), para cada O. hxo, e

Z{OI,g(#i)} representa a log-verossimilhança perfilado para /3t O estimador Ot(o é

determinado a partir de /3; = (/3Íu,/3:l )r

Vamos considerar agora a partição

.[« /

onde (--Z) é a matriz de informação ol)servida de Fisher, no modelo modelo postulado

Com isso, a curvatura normal cla superfície a.(w) ila clireção de um vetor unitário d

fica dada pela expressão

C.Z(P-) d'A"(-E'' B«)a.d , (2.21)

onde

r o o \

.Atenção especial deve ser dada à direção d...,., qttc produz a maior influência local,

a qual po(ip ser calculada a pai'tir da equação (2.21), e cine é dada pelo auto\.'etor

normalizado corresp.)ndente ao maior ailtovalor da matriz A.r(.L'' -- .B22).A

B22' -. -l
0 .L,,'
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particularmente em {3'[, ~fosse caso, o gráfico ele influência fica dado por 

onde 

(2.20) 

Aqui, g : JR,P 1 ➔ IRP2 é uma função que maximiza l(/3 1 , /32 ), para cada {3 1 fixo , e 

l{/3 1,g(/3 1)} representa a log-verossimilhança perfilada para /3 1. O estimador 'f3 1w é 
. . ~T ~T ~T T 

determmado a partir de f3w = (f3 1w , f3 2w) • 

Vamos considerar agora a partição 

onde ( -L) é a matriz de informação obse1Tada ele Fisher, no modelo modelo postulado. 

Com isso , a curvatura normal da superfície a 5 ( w) na direção de um vetor unitário d 

fica dada pela expressão 

(2.21) 

onde 

Atenção especia l deve ser dada à direção dmax, que produz a maior influência local , 

a qual poclP ser calculada a partir da equação (2 .21) , e que é dada pelo autovetor 
T ·· - 1 

normalizado corresp,mdente ao maior autonllor da matriz À (L - B 22 )Ã. 
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Diversas aplicações e restlltados adicionais sobre o método de influência local podem

ser encontrados em Lawrence (1988), Thomas e Cook (1989. 1990), Paula (1993, 1995,

1996), Galea, Paula e Bolfaiine (1997), entre outros.

Thomas e Cook (1990) empregam esse método para fazer diagnóstico de influência sobre

predições nos modelos lineares generalizados, utilizando uma função objetivo baseada

em diferença de predições. Pauta (1996) faz uma extensão desse estudo para os modelos

próprios de dispersão, propostos por Jorgensen (1997).

Fung e Kwan (1997) apresentam uma discussão interessante sobre a aplicação de in-

fluência local para outras tnedidas de influência diferentes do afastamento pela veros-

similhança. Fung e Kwa.n mostram que uma medida de influência, digamos 172o, é

invariante de escala se I' = !:!V-l - O. Quando esta derivada é diferente de
aco lco-wo

zero a ordem entre os componentes de d..x não é necessariamente preservada sob mu-

danças cle escala. Em particlllar, parti o z\faseamento pela vetossimilhança, tem-se que

I' = ?+:É?(e} = O. Esta proprie(lado segue também, por exemplo, para as medi-ai lw=wo
das de influência propostas por Thomas e Cook (1990) e Paula (1993). Porém ela não

vale para outras medidas de influência discutidas por Fung e l<wan (1997).

Cadigan e Fairel (1999) sugerem o uso clo valor esperado da influência local como uma

ferramenta útil na interpretação da análise de diagnóstico.
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fluência local para outras medidas de influência diferentes do afastamento pela veros
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invariante de escala se t = fJT w 1 = O. Quando esta derivada é diferente ele 
fJw W=Wo 

zero a ordem entre os componentes de dmax não é necessariamente preservada sob mu-

danças ele escala. Em particular , para o afastamento pela Yerossimilhança, tem-se que 
• oLD(w)I r = 

0 
= O. Esta propriedade segue também , por exemplo, para as medi-

w W=Wo 

das ele influência propostas por Thomas e Cook (1990) e Paula (1993). Porém ela não 

vale para outras medidas ele influência discutidas por Fung e Kwan (1997). 

Cadigan e Farrel (1999) sugerem o uso cio valor esperado da influência local como uma 

ferramenta útil na interpretação da análise de diagnóstico. 



Capítulo 3

Introdução a Dados Circulares

3.1 Preliminares

De unia forma geral, qut\ndo se deseja\ estudar dados que iepiesentam dáreções, eles po-

dem ser tratados em um espaço de qualquer dimensão, entretanto nas situações práticas

geralmente o interesse está nos espaços de dimensão 2 ou 3(bi- ou tri-dimensional), onde

as direções podem ser representadas geometricamente por pontos sobre a circunferência

de um círculo, ou sobre a superfície de uma esfera, lespectivameiite. Num espaço de

dimensão maior, as direções são representadas por pontos sobre a superfície de uma

hiperesfera.

Existe interesse por medidas na forma cle ângulos em diversas áreas do conhecimento.

De modo particular, encontramos exemplos de dados clirecionais em Geologia, Biologia,

bleteorologia, Oceailografia, X'lprlicina e em Engenhttria. .\lguns exemplos típicos de

dados direcionais nessas áreas são:
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l Direção do vento e de correntes marinhas

2. Horário de internação na UTI de um determinado hospitall

3. Orientação da futura em alma rocha, quando da sua formação geoló

gica;

4. O vectorcardiograma (um exame cujo resultado consiste de um re

gistro grá.fico tri-dimensional) análogo ao eletrocardiograma (unidi

mensional);

5. Direção escolhida por um pássaro, após o mesmo ter sido submetido

a um determinado tratamento.

Dados como esses devem ser tratados com t.étnicas diferentes daquelas utilizadas para

variáveis dehnidas em um espaço euclidiano usual, isto é, dados que assumem valores

ern -#?". Isto porque as superfícies esféricas de iim modo geral, e as circunferências

em particular, são espaços limitados e fechados, e além clo mais, o conceito de uma

origem não é bem definido, Gould (1969). As medidas resumo que são usadas para va-

riáveis lineares, não fazem sentido cluando se trata de uma variável clirecional, conforme

mostraremos mais adiante.

3.2 Dados circulares

No caso bi-dimensional, uma observação de uma variável direcioilal pode ser vista como

um ponto P sobre a circunferência do círculo unitário, centrado na origem O do sistema

de coordenadas cartesianos e, portanto, tem-se blue Õ? é uni \.etor unitário em .a?2

Essa observação direcioiial pode ainda ser vista como lim ãngttlo y, formado pelo vetou
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1. Direção do vento e de correntes marinhas; 

2. Horário de internação na UTI de um determinado hospital ; 

3. Orientação da fratura em uma rocha, quando da sua formação geoló

gica; 

4. O vectorcardiograma ( um exame cujo resultado consiste de um re

gistro gráfico tri-dimensional) análogo ao eletrocardiograma ( unidi

mensional); 

o. Direção escolhida por um pássaro, após o mesmo ter sido submetido 

a um determinado tratamento. 
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Dados como esses devem ser tratados com técnicas diferentes daquelas utilizadas para 

variáveis definidas em um espaço euclidiano usual, isto é, dados que assumem rnlores 

em JRn . Isto porque as superfícies esféricas ele um modo geral, e as circunferências 

em particular, são espaços limitados e fechados , e além do mais, o conceito de uma 

origem não é bem definido , Goulel (1969). As medidas resumo que são usadas parava

riáveis lineares, não fazem sentido quando se trata ele uma variável direcional , conforme 

mostraremos mais adiante. 

3.2 Dados circulares 

No caso bi-dimensional , uma observação ele uma variáYel direcional pode ser vista como 

um ponto P sobre a circunferência do círculo unitário , centrado na origem O do sistema 

de coordenadas cartesianas e, portanto , tem-se que 0P é um vetor unitário em JR-2. 
EE·.sa obs0.rvação direcional pode ainda ser vista como um ângulo y , formado pelo vetor 
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Õ? e o semi-eixo positivo Oz, medido no sentido anta-horário. .Assim, uma observação

de uma variável circular pode sei representada pelo par ordenado (cosa/,seno), em

coordenadas caitesianas, ou pelo par (l, y), em coordenadas polares.

Embora os dados circulares possam ser coletados em diferentes tipos de unidade, corno

por exemplo hora do dia em que houve a ocorrência do evento de interesse, a conversão

desses dados pala graus é feita por uma simples transformação linear, obtendo-se va-

lores no intervalo l0', 360') ou j--180', 180'), dependendo do interesse na análise. Em

princípio, podemos trabalhar com dados circulares expressos em qualquer medida de

ângulo tais como graus, grado, radiano, etc. À'las, por razões teóricas, adora-se traba-

lhar em radianos, com intervalo de variação 10, 2n-) ou l--n, a), dependendo do interesse

nã análise.

Em alguns casos, como por exemplo no estudo cle futura em tochas, não há razão para

distinguir qual é o início e qual é o fim dessa futura. Um dado desse tipo é denominado

de azia/, diferente do anterior, denominado de uelorja/ (Fisher, 1993).

Para trabalharmos com distribuições de probabilidade referentes a variáveis aleatórias

circulares precisaremos estabelecer algumas medidas descritivas relacionadas com os

conceitos de posição, dispersão, etc. Eni princípio, é bastante tentador considerar

as mesmas medidas usualmente empregadas para dados lineares, tais como média e

variância, e estendê-las também para dados circulares. Entretanto, um simples exemplo

fictício mostra a inadequação dessas medidas quando se trabalha no círculo.

Exemplo 3.1 Manos àmag nar uma armo.sITa de fumam/zo 2 em que os (íngu/os obser-

vados tevtham sido IJI = 1.' e 'yz :: 359' , que são "próximos entre si" e equidistantes da

direção 0'. ]Vesse ezemp/o, a média aráÉméZãca amostra/ Tesa/ta em g = (1' + 359')/2 =

1.80' que cc rrespoit.d.e ao palito vlo círculo diametratTTLente oposto ao que sugere a nossa
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0P e o semi-eixo positivo Ox , medido no sentido anti-horário. Assim , uma obserYação 

de uma variável circular pode ser representada pelo par ordenado ( cos y, seny) , em 

coordenadas cartesianas, ou pelo par ( 1, y), em coordenadas polares. 

Embora os dados circulares possam ser coletados em diferentes tipos ele unidade , como 

por exemplo hora cio dia em que houve a ocorrência cio evento ele interesse, a conversão 

desses dados para graus é feita por uma simples transformação linear, obtendo-se va

lores no intervalo [Oº, 360º) ou [-180º, 180º), clepenclenclo cio interesse na análise . Em 

princípio, podemos trabalhar com dados circulares expressos em qualquer medida de 

ângulo - tais como graus , grado, radiano, etc. i\!Ias, por razões teóricas , adota-se traba

lha,r em radianos , com intervalo ele variação [O , 2-rr) ou [--rr , -rr) , clepenclenclo cio interesse 

na análise. 

Em alguns casos, como por exemplo no estudo ele fratura em rochas, não há razão para 

distinguir qual é o início e qual é o fim dessa fratura. Um dado desse tipo é denominado 

de axial, diferente do anterior, denominado de vetorial (Fisher, 1993) . 

Para trabalharmos com distribuições de probabilidade referentes a variáveis aleatórias 

circulares precisaremos estabelecer algumas medidas descritivas relacionadas com os 

conceitos ele posição, dispersão, etc. Em princípio, é bastante tentador considerar 

as mesmas medidas usualmente empregadas para dados lineares , tais como média e 

variância, e estendê-las também para dados circulares. Entretanto, um simples exemplo 

fictício mostra a inadequação dessas medidas quando se trabalha no círculo. 

Exemplo 3.1 Vamos imaginar uma amostra de tamanho 2 em que os ângulos obser

vados tenham sido y 1 = 1 º e y2 = 359º , que são "próximos entre si" e equidistantes da 

direção Oº. Nesse exemplo , a média aritmética amostral resulta em fj = (1º +359º )/2 = 

180º que cc rresponrl,e ao ponto no círculo diametralmente oposto ao que sugere a nossa 
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intuição. Por outro lado. o desvio padrão amostrar $ca dado por s.-l = 253', ou seja,

um valor que não descreve o fato de U\ e Uz estarerí\ "pró=ivnos entre si".

Uma outra particularidade de dados circulares diz respeito à escolha da orientação do

sistema de eixos ortogonais, e pode ser exemplificada da seguinte forma. Nesse exemplo

que acabamos de ver, se escolhermos a direção zero como o eixo das ordenadas, em vez

do eixo das abcissas, então as observações yl e Z/2 passarão a ter os valores g{ = 271'

e Z/; = 269', respectivamente. Neste caso, a média amostral seria igual a 270', que é

um valor compatível com a nossa intuição, nesse novo sistema de coordenadas. Isso

mostra que uma análise descritiva de dados circulares, através das medidas utilizadas

para variáveis definidas na neta, é bastante sensível à escolha da origem no sistema de

eixos ortogonais. Isso é decorrente do fato do círculo possuir uma métrica bastante

peculiar. Por exemplo, a diferença entre dois arcos y e y* no círculo unitário é dada por

minl0t,02}, onde 01 = IW y*l mod(2n-) e 02 = IZ/ + 2n y*l mod(2a), para g/ < y*

3.3 Medidas descritivas no círculo

Consideremos uma amostra aleatória de n observações circulares yt, . . . ,y«, às quais

podemos associei n vetores unitários OFÍ, . . . , Õ.il, conforme foi mencionado anterior-

mente. Uma maneira natural e intuitiva de resumir esses vetores unitários é através da

sua soma, conforme ilustra a Figura 3.1. Do ponto de vista algébrico, calculemos as

auanticlacles

n

E
1=1

s- se::( y: ) , R2- C'2 + S2
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um valor que não descreve o fato de y1 e y2 estarem "próximos entre si". 

Uma outra particularidade ele dados circulares diz respeito à escolha ela orientação elo 

sistema de eixos ortogonais , e pode ser exemplificada da seguinte forma. Nesse exemplo 

que acabamos de ver, se escolhermos a direção zero como o eixo das ordenadas, em vez 

do eixo das abcissas , então as observações y 1 e y2 passarão a ter os valores y~ = 271 º 

e y; = 269º, respectivamente. Neste caso, a média amostral seria igual a 270º, que é 

um valor compatível com a nossa intuição, nesse novo sistema de coordenadas. Isso 

mostra que uma análise descritiva de dados circulares, através das medidas utilizadas 

para variáveis definidas na reta, é bastante sensível à escolha da origem no sistema de 

eixos ortogonais. Isso é decorrente do fato do círculo possuir uma métrica bastante 

peculiar. Por exemplo, a diferença entre dois arcos y e y* no círculo unitário é dada por 

3.3 Medidas descritivas no círculo 

Consideremos uma amostra aleatória de n observações circulares y1 , ... , Yn, às quais 

podemos associar n vetores unitários M, ... , 0P~, conforme foi mencionado anterior

mente. Uma maneira natural e intuitiva ele resumir esses vetores unitários é através da 

sua soma, conforme ilustra a Figura 3.1. Do ponto de vista algébrico, calculemos as 

quantidades 

n n 

S = L sen(yi), e= L cos(yi), R2 = c2 + 52_ 
i=l i=l 



CAPITEL.0 3 INTRODUÇÃO .\ DADOS CIRCULARES 31

Pt+ Pa+/3

\

\

\

Figura 3.1: Representação gráfica de uma amostra de 3 observações circulares

A média carga/aN de yi, . . . , g/,, é definida como sendo o ângulo P correspondente ao

vedor resultante da soma Oi 1 + . . . + Õ.iX. Esse ângulo ;z deve satisfazer as condições

cos(;Z) = C'/R e se«(@) = S/R, o-- seja, P = -rcta«(S/C'). .assim,

arcta«(S/C), se S ? 0 e C' > 0

P = < arcta«(S/C') + «, s' C' < 0

l arctan(S/C') + 2n, se S < 0 e C' > 0.

tTanlbém denominada 7ílédia direcional, direçà0 7rzédia ou dáreção de 7-e/eréncia de yi , . . . , #"

(3.1)
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Figura 3.1: Representação gráfica de uma amostra de 3 observações circulares . 

31 

A média circular1 de y1 , . .. , Yn é definida como sendo o ângulo P, correspondente ao 

vetor resu ltante ela soma c5'Fi + · · · + O P!i. Esse ângu lo p, deve satisfazer as condições 

cos(P,) = C / R e sen(µ) = S/ R, ou seja, p, = arctan(S/C) . .--\ssim, 

arctan(S/C) , ses~ o e e> o 

P, = arctan(S/C) + rr, se C < O (3 .1) 

arctan(S/ C) + 2n, se S < O e C > O. 

'Também denominada média direcional, direção média ou direção ele referência de y 1 , ••• Yn· 
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Alguns casos excepcionais são

No exemplo fictício da página 29, tem-se n = 2 e

S =se«(y:) +se«(y,) =0 l
> :::> P = arcta«(0) -:> P = 0

C (y:) +"s(Z/:)
Por outro lado

H-
90', se S > 0 e C' = 0

270', se S < 0 e C = 0

indeterminado, se S = 0 e C' = 0

0

0,

S' = sen(yÍ) + sen(y;) = -- 1, 996

C'' (y{) + cos(y;)
270'

A quantidade R = y/C'2 -F S2 representa o comprimento do vedor resultante e fornece

informação sobre o grau de concentração dos ângulos observados. Isto porque, se todas

as n observações circulares forem iguais a um mesmo ângulo, então R = rz. Esse

caso representa uma concentração máxima possível, e corresponde a uma variabilidade

mínima. A outra situação extrema é quando os dados encoiitiam-se unifoinlemente

distribuídos sobre o círculo. Nesse caso tem-se uma concentração mínima e variabilidade

máxima. Vale salientar que o conceito cle variabilidade máxima não existe para dados

lineares em geral. No caso de concentração mínima, cltte significa R = 0, a média

circular não está definida. E importante salientar também que R = 0 não significa

necessariamente uma distribuição unifotmc em torno do círculo, pois pode acontecer

algum tipo de estrutura de agrupamentos, fornecendo R = 0. Um exemplo é dado em

Fisher (1993, p. 32).

Em vez de R, é mais comlim usam o conlpiimeiito médio clo vedor resliltante, definido

por R = R/n, o (IRAI tem }\ vantagem (le variar HÍ) inter\;alo lO, ll. .\ vai'iância circular
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90º , ses> o e e= o 
P, = 270º , se S < O e C = O 

indeterminado, se S = O e C = O. 

No exemplo fictício da página 29, tem-se n = 2 e 

S = sen(yi) + sen(y2) = O 

C = cos(yi) + cos(y2) = 1, 996 
} = P, = arctan(O) = p, = Oº . 

Por outro lado, 

S' = sen(y~) + sen(y;) = -1 , 996 

C' = cos(y~) + cos(y~) = O 
} = p,' = 270º 
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A quantidade R = JC2 + S 2 representa o comprimento do vetor resultante e fornece 

informação sobre o grau ele concentração dos ângulos obserrndos. Isto porque, se todas 

as n observações circulares forem iguais a um mesmo ângulo, então R = n. Esse 

caso representa uma concentração máxima possível , e corresponde a uma variabilidade 

mínima. A outra situação extrema é quando os dados encontram-se uniformemente 

distribuídos sobre o círculo. Nesse caso tem-se uma concentração mínima e variabilidade 

máxima. Vale salientar que o conceito de variabilidade máxima não existe para dados 

lineares em geral. No caso de concentração mínima, que significa R = O, a média 

circular não está definida. É importante salientar também que R = O não significa 

necessariamente uma distribuição uniforme em torno cio círculo, pois pode acontecer 

algum tipo ele estrutura de agrupamentos, fornecendo R = O. Um exemplo é dado em 

Fisher (1993 , p. 32) . 

Em vez ele R, é mais comum usar o comprimento médio do vetor resultante, definido 

por R = R/n, o qual tem a vantagem de variar no intervalo [O , 1]. A variância circular 
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amostral é definida por }'' = 1 -- R, enquanto que o desvio padrão circular amostral é

definido por õ = {--2 1og (l V)}{, diferentemente da definição usual para dados linea-

res, onde o desvio padrão corresponde à raiz quadrada da variância. Uma aproximação

que pode ser usada para o desvio padrão circular amostral é dada por â = {2(1 -- R)}{ ,

válida para R grande. h'maiores detalhes sobre medidas de concentração pala dados

circulares podem ser encontrados em N'lardia (1972, p. 74) e em Fisher (1993, p. 34)

3.4 Momentos trigonométricos

No que se segue, entenderemos por uma variável aleatória circular como sendo uma

variável aleatória já convertida em ângulos e assumindo valores no intervalo 10, 2a-).

Deânição 3.1 Z)e/izlámos a /uzzção de distribuição de uma uarãáue/ a/eafóràa circo/ar

r como sen,do uma junção F satisfazendo

(i) r'(g) P(0 < y 5; g/), vv c t0,2«');

(ii) F'(Z/ + 2«') - F'(y) 1, Vy c (-«,, .«)

Para --oo < yt < y2 < oo, com y2 -- gi. < 2n-, a probabilidade de }' pertencer ao arco

de círculo (yl, y2) é clacla por

PlY' C arc(3/- , y2)} F(Z/:) - F'(y-)

Vale salientar que, embora F(0) = 0 e F(2n-) = 1, a função de distribuição iio círculo

não satisfaz t\s condições ,li!?,.,F(y) = 0 e ..yl,r(y) - 1, que são satisfeitas por

funções de clistril)i.ição de x:aiiáveis aleatórias definidas iia neta.
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amostra l é definida por \ = 1 - R, enquanto que o desvio padrão circular amostral é 

definido por & = { -2 log (1 - V)}½, diferentemente da definição usual para dados linea

res, onde o desvio padrão corresponde à raiz quadrada da variância. Uma aproximação 

que pode ser usada para o desvio padrão circular amostral é dada por & '.:::'. { 2 ( 1 - R)} ½, 

válida para R grande. Maiores detalhes sobre medidas de concentração para dados 

circulares podem ser encontrados em Mardia (1972, p. 74) e em Fisher (1993 , p. 54). 

3.4 Momentos trigonométricos 

No que se segue, entenderemos por uma variável aleatória circular como sendo uma 

variá\·el aleatória já convertida em ângulos e assumindo valores no intervalo [O , 27í) . 

Definição 3.1 Definimos a função de distribuição de uma variável aleatória circular 

Y como sendo uma Junção F satisfazendo 

(i) F(y)=P(O<Y~y), VyE[0,21r); 

(ii) F(y+21r)-F(y) = 1, Vy E (-00,00) . 

Para -xi < y1 < Y2 < oo, com y2 - y 1 < 21r, a probabilidade de }"' pertencer ao arco 

de círculo (Y1, Y2) é dada por 

Vale salientar que, embora F(O) = O e F(21r) = 1, a função ele distribuição no círcu lo 

não satisfaz as condições lim F(y) = O e lim F(y) = 1, que são satisfeitas por 
y➔ -oo y➔oo 

funções de distrilwição de variáveis a leatórias definidas na reta. 
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Definição 3.2 Sega F a /unção de dásfràbuÍção de uma uarááue/ a/eatóráa circo/ar }'

Se F for absotutameTtte cone nuü, de$nimos Q funçã,o densidade de 'probabilidade de \

co'rno senda alllla função j tal que

/(#)dy -F(y:) - F'(3/:), -m < y- < #, < ':»

Definição 3.3 0 p-ésimo momento ír gonomélríco não cerztra/ de y é de$nído como

pP = .1?leípr} = a + zBP; p = 0, 1,2, . . ., orzde z := v dado zmagznárza. ap e

l3p são denomiTtados momevttos circulares de Y e são dados por

clp cos(plJ)dF(y) e

l3. 1. sen(py) dF(y).

2r

2n'

Definição 3.4 De$nàmos a /urzção caracterúflca de uma z;arááue/ a/eaíória circo/ar }

"m. .ando Ó* (p) cos(pY')} + i-8ts.«(py')}, p C -m.

Usando a teoria de séries de Fourier, mostra-se que é suficiente considerar a função

d'l'(p) apenas para valores inteiros de p. Como conde(ltiêiicia das propriedades das

funções trigonométricas tem-se

'--. = a., l3-. = 13.. a. 5; l e lg.l 5; l

Desta forma, os momentos trigonométricos não centrais de }' identificam a sua função

característica, e escrevemos simplesmente Ó}.-(p) = @, = a, + ÍPP Para p = 1, tem-se

pl - (p,ll), em coordenttdas polares, onde /z é a média circulam de }' e a distância

polar p corresponde ao comprimento do vetor médio, /9 = (a? + #f)i/2. Pode-se ver que

o primeiro momento trigonométrico (não central) pi contélti mais informação do (lue

o priii)eito momento ardina.rio de iiiiia variável aleatória linear. O /)-.ésimo momento

trigoiiométrico ceia,ral de 'r' é definido por pP - Ele'P(} -1')}, p . 0, 1, 2,
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Definição 3.2 Seja F a função de distribuição de uma variável aleatória circular }". 

Se F for absolutamente contínua, definimos a função densidade de probabilidade de Y 

como sendo uma função f tal que 

J,Y2 
J(y)dy = F(y2 ) - F(yi), 

Yl 
-oo < Yt < Y2 < oo. 

Definição 3.3 O p-ésimo momento trigonométrico não central de Y é definido como 

µ~ = E{eipY} = aP + i{Jp, p = O, 1, 2, . . . , onde i = ;=I é a unidade imaginária. aP e 

/Jp são denominados momentos circulares de Y e são dados por 

ap fo2

1r cos(py ) dF(y) e 

/Jp fo2

1r sen(py) dF(y). 

Definição 3.4 Definimos a fun ção característica de uma variável aleatória circular Y 

como sendo qJ\ ·(p) = E{cos(pY)} + iE{sen(pY)}, p E JR. 

Usando a teoria de séries de Fourier, mostra-se que é suficiente considerar a função 

c/J}, (p) apenas para valores inteiros ele p. Como consequência elas propriedades elas 

funçõ es trigonométricas tem-se 

Desta forma, os momentos trigonométricos não centrais ele } · identificam a sua função 

característica, e escrevemos simplesmente q;y(p) = </Jp = o.P + i(JP. Para p = l, tem-se 

µ'1 = (p, 1-l), em coordenadas polares, onde µ é a média ci rcular de Y e a distância 

polar p corresponde ao comprimento cio vetor médio , p = (ni + (Jn 1
/

2
. Pode-se ver que 

o primeiro momento t rigonométrico (não central) µ'1 contém mais informação cio que 

o primeiro momento ordinário de uma variável a leatória linear. O p-ésimo momento 

trigonométrico c:en ~ral ele V é definido por µP = E{eip(Y-i,)}, p = O, l , 2, . .. 
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Definimos ainda a variância circular de }' por l/o = 1 -- p = 1 -- Bicos(y /z)} eo

desvio padrão circular por a - {--2 1og(l -- \'l))}{. Tem-se que 0 $ Uo $ 1, enquanto

que a > 0. .A variância circular em torno de um ângulo qualquer u é definida como

UIÍ = 1 Bicos(y -- u)}, e é possível provar que UIÍ = Wo + 2 psen2l{(/z -- p)}, de onde

se tem que t'g assume um mínimo em p = p.

Uma outra medida de dispersão para varia'fieis circulares também utilizada é a dispersão

circular, Fisher (1993, p 42), que é definida por (5 - ''ã;Í, onde p2 = (c12 + Pj)i/2

3.5 Modelos probabilísticos para dados circulares

À/luitos modelos probabilísticos para dados circulares têm sido derivados a partir de

transformações de modelos piobabilísticos lineares usuais, ou mesmo de vetores aleató-

rios bi-dimensionais, dando origem às distribuições arqueadas do inglês mrapped dàs-
fráóutãons.

l)e uma maneira geral, dada uma variável aleatória linear Z, podemos ''construir'' uma

variável aleatória circulam }', assumindo valores no enter\alo 10, 2n) através da trans-

formação }' = Z {mod (2a)}, ou seja, tomando o resto da divisão da variável aleatória

Z por 2n. Essas são as chamadas distribuições arqueadas. Se Z for absolutamente

contínua, com função densidade de probabilidade /z(z), então a correspondente função

densidade de probabilcliacle de y será dada por

/},(y) = >1: /z(y+2kn-), para y € 10,2n)
k
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Definimos ainda a variância circular de 1 · por \/0 = 1 - p = 1 - E { cos(Y - µ)} e o 

desvio padrão circular por a = { -2 log( 1 - Vii)}½. Tem-se que O :S V0 :S 1, enquanto 

que a > O. A variância circular em torno ele um ângulo qualquer v é definida como 

V~= 1- E{cos(Y - v)} , e é possível proYar que V~= V0 + 2psen2{½(µ- v)}, de onde 

se tem que \/~ assume um mínimo em v = µ. 

Uma outra medida. de dispersão para variáveis circulares também utilizada é a dispersão 
1 - P2 

circular, Fisher (1993, p. 42), que é definida por o= 
2

p2 , onde p2 =(a~+ /Ji)L/2. 

3.5 Modelos probabilísticos para dados circulares 

Muitos modelos probabilísticos para dados circulares têm sido derivados a partir de 

transformações ele modelos probabilísticos lineares usuais, ou mesmo ele vetores aleató

rios bi-dimensionais, dando origem às distribuições arqueadas - cio inglês wrapped dis

tributions. 

De uma maneira geral, dada uma variável aleatória linear Z , podemos "construir 11 uma 

variável aleatória. circular Y, assumindo Yalores no intervalo [O, 271') através da trans

formação Y = Z {mod (27r)}, ou seja, tomando o resto da divisão da variável aleatória 

Z por 271'. Essas são as chamadas distribuições arqueadas. Se Z for absoluta.mente 

contínua, com função clensida.cle de probabilidade fz( z ), então a correspondente função 

densidade de probabilcliacle ele Y será dada por 

00 

h-·(y) = L fz(Y + 2hr) , para y E [O, 271'). 
k=-oo 
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3.5.1 A Distribuição uniforme circular

V

a

Dizemos que uma variável aleatória }' tem distribuição uniforme sobre círculo unitário

se sua função densidade de probabilidade for dada por

/r(y) = :à, 0 $ y < 2'r.

A função característica da distribuição uniforme é dada por

(e':'" - l)
2ãpn'

cos(2pr) + àsen(2pT) 1 , P . :LI, J:2:
2ãpn-

0, se p#0
1, se p::0

Ó,

:::+ Ó..

Vale salientar que a média angular não está definida para este modelo e que

Isto significa que a conceiitiação é nula, em torno de (lualcluer direção.

3.5.2 A Distribuição normal arqueada WJV'(P, .':)

Uin caso especial entre as distribuições arqueadas é a(ruela que se obtém a partir de uma

distribuição Gaussiana. Se uma variável aleatória Z tem distribuição normal JV(pz, a}),

então a variável aleatória }' = Z {mod (2a)} tem distril)itição normal arqueada com

parâmetros pz e aã. Sua função densidade de probabildiade é dada por

*àà.*-.-"4#a,
{1+2E#''"s(/,y)}/(2«), y C l0,2«)

P

/r (y: pz , a} )

CAPÍTULO 3: INTRODCÇ.~O A DADOS CIRClJLARES 36 

3.5.1 A Distribuição uniforme circular - Uc 

Dizemos que uma rnriáYel aleatória Y tem distribuição uniforme sobre círculo unitário 

se sua função densidade de probabilidade for dada por 

A função característica da distribuição uniforme é dada por 

( e2ip1r - 1) 

2ip7r 
cos(2p1r) +-isen(2p1r) -1 

. , p=±l , ±2, . .. 
2ip7r 

{ 

O, se pi=- O 

1, se p = O. 

Vale salientar que a média angular não está definida para este modelo e que V = 1. 

Isto significa que a concentração é nula, em torno ele qualquer direção. 

3.5.2 A Distribuição normal arqueada - WN(µ, o-2) 

Um caso especial entre as distribuições arqueadas é aquela que se obtém a partir de uma 

distribuição Gaussiana. Se uma variável aleatória Z tem distribuição normal N(ttz, u1), 

então a variável aleatória Y = Z { moei (21r)} tem distribuição normal arqueada com 

parâmetros µz e ur Sua função densidade de probabildiade é dada por 

~ 1 , { (y + 2k1r - µz )
2

} 
L ~ exp - 2 

k=-oo V .. 11 u z 2u Z 

00 

{ 1 + 2 L p'1
2 

cos (py)} / ( 21r) ' y E [o ' L li ) ' 

p=l 
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onde p = e'#'ã é o comprimento médio resultante. .X média circular de }' fica dada por

p - pz {mod (2n)}, e o desvio padrão circular é a = {--2 1og(l -- l/o)} {, onde l l) = 1 --p

é a variância circular de }'', Nlardia (1972, p. 55) e Fisher (1993, p. 47).

3.5.3 A Distribuição von Mêses 'PM (P, ,x)

Outros modelos probabilísticos são obtidos através de analogias no círculo de importan-

tes caracterizações univariadas, dando origem a igualmente importantes distribuições

de probabilidade para \'ariáveis aleatórias direcionais. A distribuição von Nlises é tão

importante pala dados circulares, quanto o modelo Gaussiano é para dados lineares em

geral. Esse modelo foi proposto pelo físico alemão R. von À'lisos, em 1918, ao inx-estigar

o desvio de pesos atómicos cle valores inteiros. Seu propósito eia mostrar que os pesos

atómicos são números inteiros sujeitos a erros. Transformando a parte fracionária dos

pesos atómicos em desvios angulares, de forma cltte

8, 25 -> 90o, 8, 75 --+ 270o, 9, 00 F-> 0o, 9, 25 F--> 900, etc

ele passou clo problema físico original para um problema estatístico, a partir do (dual

originou essa distribuição.

Dizemos que uma variável aleatória circular }' tem distribuição von Xlises com parâ-

metros p e À, se sua função densidade de probabilidade for dada por

/},(y;p,À)= ' ex":(v-/'), O$Z/<2n, 0$p<2n e À>0,

onde /o(À) é a função de Bessel modificada do l9 tipo e ordem zero, (lue é dada pela
serie

'.w - xJ,(;N '.
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onde p = e-½a~ é o comprimento médio resultante. A média circular ele 1 · fica dada por 
1 

µ = µz { moei (271)} e o desvio padrão circular é CJ = { -2 log(l - V0 ) p , onde 1 õ = 1-p 

é a variância circular ele Y , i\1Iardia (1972 , p. 55) e Fisher (1993, p. '"17) . 

3.5.3 A Distribuição von Mises - V M (µ, À) 

Outros modelos probabilísticos são obtidos através de analogias no círculo ele importan

tes caracterizações univariaclas, dando origem a igualmente importantes distribuições 

de probabiliclacle para variáveis aleatórias direcionais . A distribuição rnn ?dises é tão 

importante para dados circulares, quanto o modelo Gaussiano é para dados lineares em 

geral. Esse modelo foi proposto pelo físico alemão R. rnn i'vlises, em 1918, ao inYestigar 

o desvio ele pesos atômicos ele valores inteiros. Seu propósito era mostrar que os pesos 

atômicos são números inteiros sujeitos a erros. Transformando a parte fracionária dos 

pesos atómicos em desvios angulares , de forma que 

8, 25 l---7 90° l 8, 75 l---7 270° l 9, oo i---+ oº , 9 l 25 l---7 90° l etc, 

ele passou cio problema físico original para um problema estatístico , a partir cio qual 

originou essa distribuição. 

Dizemos que uma variável aleatória circular Y tem distribuição von :\Iises com parâ

metros /l e /\, se sua função clensiclade de probabilidade for dada por 

1 
J ,•(y· , l ,\) = ---e>.cos(y-Jt) O <_ y < 271 O<_ ll < 271 e ,\ > O., 

} l ,. l 271 I o ( ,\) l ,. 

onde 10 (>.) é a função de Bessel modificada cio 1~ tipo e ordem zero , que é dada pela 

série 
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.Xs Figuras 3

dos parànieti

©
0

d

.í) <o

.g d0
Q.

'a .+
.8 's
d

''u
co

o o

=
0
0

2 e 3.3 apresentam gráhcos dessa função densidade

os p e À. .A função de distribuição de }' é dada por

para diversos valores

4
2
l

1/2

.,;''' l \''"'--~ .
....-'" ./ ,' / \ '. '\

. .-.,- .,'' / \ ''...' -hh.-...n.q. ''n

180 -120 .60 0 60

Variável angular

120 180

Figura 3.2: Densidade da distribuição voei i\,pises para p 0' e À 1/2,1,2 e 4

F}..(y) = {2a-/o(À)}''/' eÀ«;('-d dt

para a qual não existe uma forma fechada.

.\lgumas características da distribuição von À.lisos envolvem a função Á,(À) = =111l-=,
.z 0 \ A J

onde /p(À) é a função de Bessel modificada do 11 tipo e ordem p, (lue é clefini(la pela
sei'ie

podem ser)ulações

.=. 1 .1 .2'+p

/.(À) - ?ll(i;::jí-a(;À), p - o,i,2
Essas funções e suas propriedades, como também tat

ein .Abramowitz e Stegun (1970)
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.--\s Figuras 3.2 e 3.3 apresentam gráficos dessa função densidade para diversos valores 

dos parâmetros µ e À . .--\ função de distribuição de Y é dada por 
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ci 

o 
ci 
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Parúm . de Conccnl nu;iio 
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2 

1/2 

---
- - - -

-180 -120 -60 o 

Variável angu lar 

60 120 180 

Figura 3.2: Densidade ela distribuição von Mises paraµ= Oº e >. = 1/2, 1, 2 e 4. 

para a qual não exis te uma forma fechada. 

Algumas características da distribuição von i\tiises envoh·em a função Ap(À) 
Ip(À) 
Ia( ✓\) ' 

t ipo e ordem JJ, que é definida pela onde IP ( /\) é a função de Bessel modificada do 1 ~ 

série 
oo 1 1 2r+p 

Ip( ✓\) = L (' + ·)' ,(-2À) , p=0, 1,2 , .. . 
r=O p 1 . r. 

Essas funções e suas propriedades , corno também tabulações, podem ser encontradas 

em Abramowitz e Stegun (1970). 
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O parâmetro /z representa a média circular de }' enquanto que À é denominado parâ-

metro de concentração, e é tal que o comprimento resultante médio p = .Ái(À). .\

dispersão circular de }' é dada por (5 = IÀ.4i(À)I'i e as componentes dos seus momen-

tos trigonométricos são ce. = .4.(À) e JP = 0 para p ? 1. Essa distribuição goza de

:
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Figura 3.3: Densidade da distribuição von Xlises para À l e p = 0', 90' e 180'

propriedades bastante interessantes, algumas das quais são

1. Ela é unimodal e simétrica em torno da média direcional A&

2. Quando À -+ 0, a distribuição de von À'pises converge para a uniforme

circular;

3. Quando À --> oo, a distribuição converge para a distribuição elege.

neracla no ponto y = /z;
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O parâmetro µ representa a média circular ele Y enquanto que À é denominado parâ

metro de concentração , e é tal que o comprimento resultante médio p = A 1 ( ✓\) • • -\ 

dispersão circular de Y é dada por o= [ ✓\A1 ( ✓\)r 1 e as componentes dos seus momen

tos trigonométricos são cxp = Ap(À) e 3P = O para p 2: 1. Essa distribuição goza de 
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Figura 3.3: Densidade da distribuição von :'.Jises para À = l e µ = Oº, 90° e 180º . 

propriedades bastante interessantes, algumas das quais são: 

1. Ela é unimodal e simétrica em torno ela média direcional µ ; 

2. Quando/\ ➔ O, a distribuição de von 1Vlises converge para a uniforme 

circular; 

3. Quando À ➔ oo, a distribuição converge para a distribuição dege

nerada no ponto y = µ; 
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4. Para valores não muito pequenos de À, a distribuição von N'pises

y.M(p,À) é próxima de uma distribuição normal arqueada

)'\;A/(p, l/À), no sentido de que

s"P.:lo,,«) IFV,u (#) Fh.A,-(3/) $ 0, 0123

onde Fv,u(y) e /ih.y(Z/) representam as funções de distribuição acu

muladas da distribuição von N'lisos e da distribuição normal arquea

da, respectivamente. A distância máxima de 0,0125 é atingida quan

clo À = 1, 4, Stephens (1963).

Simulação da Distribuição von Mises

Best e Fisher (1979) apresentam um algoritmo bastante eficiente pala a simulação da

distribuição von N'pises, o qual está disponível na biblioteca de subrotinas do INISL

(1991). Esse algoritmo sela tratado no Capítulo 5.

Dispõe-se também de um outro algoritmo, sugerido por Dagpttnar (1990), que pode ser

mais rápido do (lue esse, quando o parâmetro À não for constante, isto é, varia a cada

entrada iio processo iterativo, vice Fisher (1993, p. 49).

3.5.4 Estimação dos parâmetros da distribuição von Mises

Consideremos uma amostra aleatória }''; , . . . , yn cla distribuibuição von Nlises 'P.A4(p, À),

com valores observados yi, . . . , #.. .A função de log-verossimilhança fica dada por

Z(P,À; ,...,Z/.) -«log.ro(À)+ÀEcos(#. -/').
lZ

CAPÍTüLO 3: lNTRODüÇ.:i.O A DADOS CIRCüLARES 

4. Para valores nao muito pequenos de À, a distribuição von 1vlises 

V M (µ , ✓\) é próxima de uma distribuição normal arqueada 

WN(µ, 1/ ✓\) , no sentido de que 

onde Fv1<v1(Y) e FwN(Y) representam as funções de distribuição acu

muladas da distribuição von Mises e ela distribuição normal arquea

da, respectivamente. A distância máxima de 0,0125 é atingida quan

do ✓\= 1, 4, Stephens (1963). 

Simulação da Distribuição von Mises 

40 

Best e Fisher (1979) apresentam um algoritmo bastante eficiente para a simulação ela 

distribuiçã.o von i\ilises , o qual está disponível na biblioteca ele subrotinas do IMSL 

(1991). Esse algoritmo será tratado no Capítulo 5. 

Dispõe-se também ele um outro algoritmo , sugerido por Dagpunar (1990), que pode ser 

mais rápido do que esse, quando o parâmetro ,,\ não for constante, isto é, varia a cada 

entrada no processo iterativo, vide Fisher (1993 , p. 49). 

3.5.4 Estimação dos parâmetros da distribuição von Mises 

Consideremos uma amostra aleatória Y1 , ... , }~ 1 da distribui buiçã.o von Mises V M (J.l, À), 

com valores observados y 1, ... , Yn · A função de log-verossimilhança fica dada por 

n 

l(µ , ,,\ ; Yi , . . . , Yn) = -n log lo(>-)+ À L cos(yi - 11). 
i=l 
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Uma \ez calculada a derivada parcial de /(., .1 .) com relação a p e efetuadas algumas

operações algébricas, vamos concluir que o estimador de máxima verossimilhança cle

p deve satisfazer as equações cos(ii) = C'/R e sen(;i) = S/R, onde C' = EZ;. cos(yi),

S = EL:. sen(yi) e R: = C' + S'. Portanto,

l arctan(S/C'), se S ? 0 e C' > 0
ii = < arcta«(S/C') +«, se C' < 0

l arctan(S/C')+2«, se S<0eC'>0,

ou seja, o estimador de máxima verossimilhaiiça da média direcional p é exataniente a

média circular amostral, definida pela equação (3.1). .A. propósito, Bingham e Xlardia

(1975) mostram que a distribuição von Xlises é a única distribuição circular onde a

direção média amostrar é o estimador de máxima verossimilhança para a direção média

populacional.

(3.2)

Algluns casos excepcionais T)ara esse estinladoi sao

l 90', se S > 0 e C' = 0
P= 1 270', se S < 0 e C'= 0

indeterminado, se S = 0 e C' = 0

Por sua vez, o estimados de máxima veiossimilhança de À deve satisfazer a equação

-,;llÇP + cos(Ê) c' + se«(») S = o,
.ro ( ,à)

. -. R . ,c.. /.(À)
cuja solução é .4t(À) = R, onde n = :-, e .4i(À) = ::te. Assim, o estiniador de

/o(À)
máxima verossimilhaiiça de À fica dado por À = .4i''(R)

Nlostra-se que o estirnadoi À é viciado e uma aproximação para o vício foi obti(la por

Bpst e Fisher (1981). Eles concluem que. para amostras pequenas e valores pequenos de
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cuja solução é A 1 ( /\) = R , onde R = -. e A 1 (À) = - --. Assim , o estimador de 

n , lo(/\) 

máxima verossimilhança de /\ fica dado por ~ = A 11 
( R). 

>.1Iostra-se que o estimador /\ é viciado e uma aproximação para o vício foi obtida por 

Brst e Fisher (1981). Eles concluem que. para amostras pequenas e valores pequenos de 
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À a distribuição de À tem cima grande assimetria, com uma longa cauda à direita. Con.

sequentemente, as inferências baseadas em valores pequenos de À podem ser suspeitas

a menos que n seja suficientemente grande.

Embora a função .4i esteja implementada de forma eficiente em rotinas do INISL (1991),

pode-se também calcular a sua inversa .4i'i, com uma razoável precisão, usando a

seguinte aproximação, sugerida por Best e Fisher (1981)

l 2r+ra+ (5rÕ)/6 , r < 0, 53

.4i-'(r)= '1 0..1+1,39r+0,43/(1--r) , 0.33$r$0,85
l (I': 4r:+3r)'' , r>0,85

Para pequenas amostras, il $ 15, Fisher (1993, p. 88) sugere o seguinte estirnador

. Í :nax{.i 2(nli)'',0}, se.i<2
\ + J .

*' l (e..:.1)3. ;. li>2.
L n3+n '

onde À é o estimador de máxima verossimilhança, À = .4Í'(R).

(3.3)

3.5.5 Outras distribuições circulares

N.lostramos aqui as distril)uições mais importantes para variáveis aleatórias que assu-

mem valores no círculo. ;\lém dessas, existem diversas outras distribuições, tais como

Cardióide, Poisson .À.rqueada, Cauchy Arqueada, Lattice, entre outras. Maiores cleta-

Ihes podem ser encontrados em Batschelet (1981), Fisher (1993) e N'laiclia (1972).

CAPÍTULO 3: l ~ TRODCç.:i.o A DADOS CIRCCLARES 42 
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r < O, 53 
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r > 0, 85. 

Para pequenas amostras , n. ~ 15, Fisher (1993 , p . 88) sugere o seguinte estimador 

~. { max{; -~ 2(n;)- 1
, O} , 

/\ = (n-l) 3 À 
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onde ; é o estimador ele máxima verossimilhança, j = A11 (R). 

3.5.5 Outras distribuições circulares 

Mostramos aqui as distribuições mais importantes para rnriáveis aleatórias que assu

mem valores no círculo. Além dessas, existem diversas outras distribuições, tais como 

Carclióide, Poisson Arqueada, Cauchy Arqueada, Lattice , entre outras. Maiores deta

lhes podem ser encontrados em Batschelet (1981), Fisher (1993) e Mardia (1972) . 



Capítulo 4

Influência Local em Dados Circulares

4.1 Modelos de regressão para dados circulares

Quando se investiga medidas de associação envolvendo variáveis direcionais e variáveis

lineares (isto é, que assumem valores num espaço euclidiano), é necessário levar em

consideração os seguintes tipos de associação:

circular-circular que mede o grau de associação entre duas variáveis direcioiiais

circular-linear que pode ser utilizada para predizer o valor esperado de \Ilha

variável diiecional dado o valor de uma variável linearl

linear-circular que po(te ser utilizada para predizer o valor esperado de lama

variável linear dado o valor de uma variável direcional.

Coiisidetando uma amostra aleatória(/1, } 1), . . . ,(z,., }:.), onde zl, . . . , z,: são ilúnieros

leais conhecidos e cada }; segue iirna distribuição voei \lisos PM(/li, À), Gould (1969)
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lineares (isto é, que assumem valores num espaço euclidiano), é necessário levar em 
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reais conhecidos e cada }i segue uma distribuição von .\Ii2es VM(JJ-i, ✓\) , Goulcl (19G9) 

--13 
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faz uma analogia à teoria de regressão normal linear e propõe um modelo admitindo

que as médias angulares seguem uma estrutura linear do tipo /zi = p+Pzf, á = 1, . . . , n,

onde p, # e À são parâmetros desconhecidos, a serem estimados. Gould obtém equações

de estimação referentes aos estimadores de máxima verossimilhança para os parâmetros

desse modelo, sendo que # é calculado através de um procedimento iterativo, o qual

é fortemente dependente do ponto de inicialização do processo. Não nos deteremos

aqui nesse modelo, mas o leitor interessado pode encontrei maiores detalhes em Gould

j10C9) e N'tardia (1972).

Fisher e Lee (1983) discutem um coeficiente de correlação pala medir associação en-

tre duas variáveis circulares, digamos }' e lt/, fazendo uma analogia ao coeficiente cle

correlação linear, ou seja, ao caso de associação entre variáç'eis lineares. O coeficiente

de correlação proposto é motivado pelo que se denomina de associação toroidal (ou

T-associação), que pode ser definida da seguinte maneira.

Dizemos que variáveis }' e I'r possuem uma .r-associação l)enfeita se

J I'p + po {mod (2a-)}, associação positiva,

1--tt'' + Ho {mod (2a-)}, associação negativa,

onde po é um ângulo constante

O conceito de associação toioiclal e a dehnição acima piopoicionaram a obtenção de

uma medida, o coe$cíeníe de corre/anão foroída/, (luc é definido como

.Bts.«(yi - b) s«(}T'- TTb)}

'' IElse«'(y y2)} Esse«'(}F''. ttb)}l'/:'

onde (}'l, }ri) e (}'2, }U2) são independentes corei }\ mesma distribuição de (X T}''). Essa

expressão é bastante semelhante à que define o coeficiente (le correlação linear usual

Podeino; destacar as seguintes propriedades do coehciente de correlação toroidal Pr
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faz uma analogia à teoria de regressão normal linear e propõe um modelo admitindo 
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desse modelo , sendo que /3 é calculado através ele um procedimento iterativo , o qual 

é fortemente dependente do ponto de inicialização do processo . Não nos deteremos 

aqui nesse modelo , mas o leitor interessado pode encontrar maiores detalhes em Gould 

(1969) e Mardia (1972). 

Fisher e Lee (1983) discutem um coeficiente de correlação para medir associação en

tre duas variáveis circulares, digamos 1' e TV, fazendo uma analogia ao coeficiente ele 

correlação linear, ou seja, ao caso de associação entre variáveis lineares. O coeficiente 

de correlação proposto é motivado pelo que se denomina de associação toroidal (ou 

T-associação), que pode ser definida da seguinte maneira. 
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TV+µ 0 {mod(21r)} , 

Y= -TV+µ 0 {mod(21r)} , 

onde µ0 é um ângulo constante. 

associação positiva, 

associação negativa, 

O conceito ele associação toroiclal e a definição acima proporcionaram a obtenção <le 

uma medida, o coeficiente de correlação toroidal, que é definido como 

onde (Y1, lVi) e (Vi , vV2 ) são independentes com a mesma distribuição de (Y, 1V) . Essa 

expressão é bastante semelhante à que define o coeficiente de correlação linear usual. 

Podemo, desta c::i.r as seguintes propriedades cio coeficiente de correlação toroiclal p-r: 
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i. l $/» $ 1;

ii.l» -l a T-associação entre }' e l,t' for peifeital

iii. se y e T'r forem independentes, então /a- 0

Um estimador para /»', baseado numa amostra aleatória (3/i,wi), . . . , (g/.,w.) tem a

seguinte expressão:

E se«(Z/Í -- yj) se«(..: - w.j). IÉÍ<.j$n

Não nos deteremos aqui em associação do tipo circular-circular. Para maiores detalhes,

e outras propriedades de Pr, como poi exemplo invariância sob transformação de rotação

e seu comportamento assintótico podem ser encontradas em Fisher e Lee (1983) e Fisher

(1993).

E se«:(Z/Í Z/j) E se«:(.«.--.«j)
l$i<j$n l$i<.f$n

'1'

4.2 Modelos von Mêses de regressão

Fisher e Lee (1992) apresentam uma classe de modelos para respostas direcionais cona

distribuição von Nlises, onde é possível modelar tanto a média direcional da distri-

buição, como o parâmetro de concentração. Consideremos n observações independen-

tes 3/t, . . . , yn, e vamos t\dmitir que elas estão relacionadas com zl, . . . , z., onde acf é

um vedor de /) variáveis explicativas, com p 5; n. Cada yi é o valor observado de uma

variável aleatória circular com distribuição \on Nlises y.M(pi, Ài) e a dependência dos

parâmetros pi e Ài sobre a{ é feita através de funções de ligação apropriadas. .A abor-

dagem que veremos a seguir guarda lama estreita analogia com a teoria dos HOciclos

lineares generalizados, vida Nelder e \Vedderbttrn (1972) e XlcCullagh e Neldei (1989).
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1. -l~py~l; 

11. Jpy J = 1 {=:} a T-associação entre Y e W for perfeita; 

111. se Y e vV forem independentes, então PT = O. 

Um estimador para PT, baseado numa amostra aleatória (y1, w 1), ... , (Yn, wn) tem a 

seguinte expressão : 

I: sen(yi - Yi) sen('u:i - wi) 
L:Si<j:Sn PT = -------------------1/.,----2 · 

{ I: sen2 (yi - Yi) I: sen2 (wi - wj)} 
l '.Si<j:Sn l:Si<j:Sn 

Não nos deteremos aqui em associação do tipo circular-circu lar. Para maiores detalhes, 

e outras propriedades de py, como por exemplo invariància sob transformação de rotação 

e seu comportamento assintótico podem ser encontradas em Fisher e Lee (1983) e Fisher 

(1993). 

4. 2 Modelos von Mises de regressão 

Fisher e Lee (1992) apresentam uma classe de modelos para respostas direcionais com 

distribuição von Mises, onde é possível modelar tanto a média direcional da distri

buição, como o parâmetro de concentração. Consideremos n observações independen

tes y I , ... , Yn, e vamos admitir que elas estão relacionadas com x 1, ... , Xn, onde Xi é 

um vetor de p variáveis explicativas, com p ~ n. Cada y; é o valor observado ele uma 

variável aleatória circular com distribuição von Mises V M (µi, /\) e a dependência cios 

parâmetros µi e /\ sobre x 1 é feita através ele funções ele ligação apropriadas .. ..\ abor

dagem que veremos a segui r guarda uma est reita analogia com a teoria dos modd0s 

lineares generalizados, vide \!elder e vVedderburn (1972) e :--.kCullagh e Nelder (1980). 
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4.2.1 O Modelo von Mises de médias

Nesse modelo, admite-se que os parâmetros de concentração ÀI, . . . , À. são todos iguais a

um valor À e que cada média direcional pi está relacionada com as p variáveis explicati't;as

por pi - p + g(,(3rzi), onde g : -m --> 1--a,n) é uma função de ligação, monótona,

duas vezes continllamente diferenciável e /3 = (/ii, . . . , Pp)r é um vetor de parâmetros

desconhecidos a serem estimados. A função de ligação g deve satisfazer ainda a condição

g(0) = 0, que tem a finalidade de dar uma interpretação para o parâmetro /l como

sendo uma "origem'', uma vez que a vaiiát-el resposta }\ssllme valores no círculo. onde o

conceito de origem não é l)em definido. Fisher e Lee (1992) discutem algumas possíveis

escolhas para a função g e uma função de ligação bastante usual é g(t) = 2 arctan(f).

Paula (1996) discute a aplicação de diagnóstico de influência local nos modelos pró-

prios de clispeisão, propostos por Jorgensen (1997). A classe dos modelos próprios de

dispersão inclui a distribiiição von \lises, quando a média direcional pi é modelada

por pí - g(Orai), ou seja, quando a "origem" /z está, por assim dizer, incorporada ao

preditor linear ?7 = O7z.

Estimação dos parâmetros no modelo von Mêses de médias

No modelo von N'lises de médias, o vetor paramétrico é da(lo por 0 = (p,Or, ,\)I" e a

função de log-verossimilhança fica expressa como

Z(P,P,.X;"-,...,y.) .ro(À) + ÀE:cosl#. - /. -g(#'z:)}.

Os estimadores de máxima verossimilhança de p, O e À são obtidos a partir da solução

do sistema (le equações

n

lt

Xré.. 0. (4.1)
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R sen»

R cos $

.4-(À)

s,

c,

R,

(4.2)

(4.3)

(4.4)

onde

diagjg'(Orz:), . . . , g'(/3l''z«)l,

(«-, . . . ,«.)'', ..«

se«{y; - p g(P'z:)},

;Ese«{y: g(O'z:)},
1 ?2

;Ecos {y: g(/3'z.)},

(S' + C'')'/' e
/: (,x)
.ro (À)

.\ equação (4.1) não tem uma solução explícita, e eleve ser resolvida utilizando-se algum

procedimento iterativo. Uma solução pode ser obtida através do algoritmo de mínimos

cluadrados ieponderados - áteratàue/y retueÍg/lied /easl squares (IRLS), Green (1984). A

equação de atualização para /3 é

n

lZ

l

.4 -( .X )

X I'' (;2X(/3 ("+ 1) Õ(")) x'é'3/ +

) (4.5)

o«de Z/* , y;)', co:n y; «:/{ .'t -(À)g'(0'z:) }
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Rsenj), S, (4.2) 

R cos j1, e, (4 .3) 

A,(;) R, (4.4) 

onde 

XT 
1 

X 

XT n 

G diag[g' (,BT Xi) , ... , g' (f3T Xn)], 

u (ui , .. . , tln)T , com 

'Ui sen{yi - µ - g(f3T xi)}, 
1 n 

s - I:sen{yi - g(,BT xi)}, 
n i =l 

1 n 
e - L cos {Yi - g(,BT xi)} , 

n i =l 

R (S2 + C2) 1;2 e 

Ai( /\) 
11 (>.) 
10 (>.) . 

A equação (4.1) não tem uma solução explícita, e deve ser resolvida utilizando-se algum 

procedimento iterativo. Uma solução pode ser obtida através cio algoritmo de mínimos 

quadrados reponderados ~ iteratively reweighted least squares (IRLS) , Green (1984) . A 

equação de atualização para /3 é 

(4.5) 
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Processo iterativo

A obtenção das estimati't'as de máxima verossimilahnça P, /3 e À, segue o seguinte

processo iterativo:

1. Obter uma estimativa inicial /3o;

2. Calcular S, C' e R, pelas expressões acimal

3. Calcular estimativas P e À, pelas equações (4.2) (4.4);

4. Obter uma estimativa atualizada /3, usando a equação (4.5);

5. Repetir as etapas 2 a 4 até obter a convergência

Os estimadores /i e /3 são assintoticamente não correlacionados com À e a variância

assintótica de /3 é dada poi

"«*@ - x:;'R{(x'é'x)-' ... (.*'é'x 'x'.:l::T;' -' }, H.Q

onde g é um vetou contendo os elementos da diagonal i)rincipal da matriz (;.

A variância assintótica de À é dada por l/'ara(À) = ' , enquanto que a variância

circular assintótica de /i é {2(n /))À.4t(À) }'i e uma estimativa para seu desvio padrão

circular é dado poi õa(õ) = {(n -- P),i.4i(,i)} '/'

4.2.2 O Modelo von Mêses de dispersão

Em algumas situações práticas podemos estar interessados eni modelar o parâmetro

de concentração À da distribuição volt iKlises, em vez da sita média direcioilal, copio
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Processo iterativo 

A obtenção das estimatiYas de máxima verossimilahnça µ, f3 e À, segue o seguinte 

processo iterativo: 

1. Obter uma estimativa inicial '{30 ; 

2. Calcular S , C e R, pelas expressões acima; 

3. Calcular estimativasµ e~' pelas equações (4.2) - (4.4); 

'-1:. Obter urna estimatirn atualizada '{3 , usando a equação (4.5); 

5. Repetir as etapas 2 a 4 até obter a convergência. 

~ ~ 

Os estimadores µ e f3 são assintoticamente não correlacionados com À e a variância 

assintótica de f3 é dada por 

onde g é um vetor contendo os elementos da diagonal principal da matriz G. 

~ ~ 1 
A variância assintótica ele /\ é dada por Vara(>.) = nA'i (/\) , enquanto que a variância 

circular assintótica de µ é {2(n - p )>.A 1 (>.) }- 1 e uma estimatiYa para seu desvio padrão 

circular é dado por &a(íi) = {(n - p)~A 1(j)}- 112
. 

4.2.2 O Modelo von Mises de dispersão 

Em algumas situações práticas podemos estar interessados em modelar o parâmetro 

ele concentração /\ da distribuição von ;\ {ises, em vez da sua média direcional , cor 10 
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por exemplo, nos experimentos de acompanhar a direção seguida por animais soltos

após um estímulo, ou após terem sido submetidos a um tratamento. Observa-se cine

nos primeiros momentos ocorre uma grande variabilidade, indicando uma espécie de

"indecisão inicial'' dos animais, entretanto com o passar do tempo a variabilidade tende

a diminuir. Ou seja, há indícios de que o parâmetro de concentração é função de uma

covariável, que pode ser, por exemplo, o tempo t decorrido após a soltura do animal.

No modelo de dispersão, consideram-se n vetores zi, . . . , z«, com z{ = (1, zil, . - . , zfq)a"

e admite-se que o parâmetro de concentração Ài pode ser modelado por À{ - /}(7rzl),

onde 'r = ('yo, 'yi , . . . , "rq)I'' é um vedor de paràinetros desco]ihecidos, a serena estimados,

e /z : -m -+ lO, +oo) é uma função conhecida. dut\s vezes continuamente difereiiciável,

que agua como uma função de ligação. Em geral, as covariá't'eis zil , . . - , zíq correspondem

a um subconjunto de rii, . .., z:,.

Estimação dos parâmetros no modelo von Mises de dispersão

Nesse modelo o valor paramétrico é dado por O = (/1, '1")r e a log-verossimilhailça fica

expressa como

r(P, 'r; y-, . . . , g/«) - - >1: log .ro{/.('y'':)} + >1: /,('r'':) cos (3/: P).
í-l i-l

Os estimadores de máxima verossimilhança (los parâmetros p, '7o, "h, . . . , 7q devem sa-

tisfazer o sistema de (q + 3) equações,

>l:ecos(y: Õ) .4-(li:)} /''('y'':)
í-l

Bicos(y: &) - .4-(.i:)} /''(7';:)':j
z=l

R seiiji

R cos ii

n

lra J , q,)

0, (4.7)

0. l)a (4.8)

l4.0)

(4.10)
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por exemplo, nos experimentos de acompanhar a direção seguida por animais soltos 

após um estímulo , ou após terem sido submetidos a um tratamento. Observa-se que 

nos primeiros momentos ocorre uma grande variabilidade, indicando uma espécie de 

"indecisão inicial II dos animais , entretanto com o passar do tempo a variabilidade tende 

a diminuir. Ou seja, há indícios de que o paràmetro de concentração é função de uma 

covariável, que pode ser, por exemplo, o tempo t decorrido após a soltura cio animal. 

No modelo de dispersão, consideram-se n vetores z 1, ... , Zn , com Z i = (1, Zit , . .. , Ziqf 

e admite-se que o parâmetro de concentração ✓\ pode ser modelado por Ài = h(,T zi) , 

onde , = ('y0 , , i , ... , "/q f é um vetor ele paràmetros desconhecidos, a serem estimados, 

e h : IR --t [O , +oo) é uma função conhecida. duas vezes continuamente cliferenciáYel, 

que atua como uma função ele ligação. Em geral, as covariáYeis z i 1, . •• , Ziq correspondem 

a um subconjunto de .'Eit, . .. , X i p· 

Estimação dos parâmetros no modelo von Mises de dispersão 

Nesse modelo o vetor paramétrico é dado por 0 = (tt, ,rf e a log-verossimilhança fica 

expressa como 

n n 

l(µ, ,; Yi, .. . , Yn) = - L log lo{ h(,T zi)} + L h( ,r zi) cos (Yi - µ). 
i= l i=l 

Os estimadores ele máxima verossimilhança dos parâmetros µ , 10 , , i , . . . , "/q elevem sa

tisfazer o sistema ele (q + 3) equações, 

n 

L { cos (yi - íJ,) - Ai(\)} h' ( ,r z i) 
i=l 

11 

L { cos (Yi - íJ,) - A1 (\)} h'(,r zi) zi1 
i = l 

Rsenµ 

R cosµ 

o, 

O, para j = l , ... , q, 

S, 

e, 

(4.7) 

( 4.8) 

(4 .9) 

( 4.10) 
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onde

E: À: se«(y:) ,
{-1

As equações (4.7) e (4.8) não admitem solução explícita e, assim como no modelo de

médias, elas elevem ser resolvidas utilizando-se algum procedimento iterativo. .\ solução

através do algoritmo de mínimos quadrados repondeiados IRLS, Green (1984), usa a

seguinte equação de atualização pala "r:

z"wz(+("'''o - q(")) (4.il)

onde g* = (z/;, . . . , yl;)I'', com y; = !ie:lSF;l;illl.jlitllal2, e W é uma matriz diagonal
com ele«-e«tos«:('y"':) }:HI(À:).

Processo iterativo

A obtenção das estimativas de máxima verossiniilhaiiça ã e 't, segue o seguinte processo

iterativo:

1. Obter limo estimativa inicial qoi

2. Calculam S e C' pelas expressões acima;

3. ('alculai uma estimativa Ê a partir das equações (4.9) e (4.10)
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onde 

ZT 
1 

z 
ZT 

n 

n 

s L .\ sen(yi), 
i=l 

n 

e z:= /\ cos (yd e 
i=l 

R (s2 + c2)i;2_ 

As equações (4.7) e (4.8) não admitem solução explícita e assim como no modelo de 

médias, elas devem ser resolvidas utilizando-se algum procedimento iterativo. A solução 

através do algoritmo de mínimos quadrados reponderados - IRLS, Green (1984), usa a 

seguinte equação de atualização para i: 

(4.11) 

Processo iterativo 

A obtenção das estimatin1s de máxima verossimilhançaµ, e i, segue o seguinte processo 

iterativo: 

1. Obter uma estimativa inicial i' 0 ; 

2. Calcular S e C pelas expressões acima; 

3. Calcular uma estimativaµ, a partir elas equações (4.9) e (4 .10) ; 
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4. Obter uma estimativa atualizada +, usando a equação (4.11)

Õ Repetir as etapas 2 a 4 até obter a convergência

.à variância assintótica de + é dada poi

}'' «a(Õ') (4.12)

enquanto que o comprimento médio resultante assintótico de » é

' 2 EL:. À:.A-(À:)
l

(4.13)

4.2.3 O Modelo von Mêses misto

Segundo Fishei (1993) alguinenta, não é incomum encontrar conjuntos cle dados en-

\.olvendo variáveis clirecioiiais onde tanto a média direcional quanto o parâmetro de

concentração dependem de covaiiáveis.

.\.o se combinar o modelo de médias com o modelo de dispersão, obtém-se uma classe de

modelos cle regressão (lue apresenta uma grande flexibilidade na modelagem envolveii(io

respostas angulares. Referimo-nos a essa classe simplesmente coilio morte/o u07z À/ases

magia. A função (le log-verossimilhaliça para O - (p, /3l'', ,yl'')I" é dada por

/(P,P,7;Z/) log/olA(7'z:)} + >1:/'('y'':)cos {y: - H - g(0':«:)}.(4.t4)

Essa função é maximizada através da utilização simultânea dos dois métodos citados

nas Secções 4.2.1 e 4.2.2. Entretanto, são necessárias as seguintes alterações:

n n

l lt Z

1. A matriz (;' da equação de í\tualização para /3, c(luação (4.3) deve ser sul)s-

tituída por G:\G, onde A é uma mt\triz diagonal com elementos Ài.4i (Àf)
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4. Obter uma. estima.tiva. atualizada i , usando a. equação ( 4.11); 

o. Repetir as etapas 2 a 4 até obter a convergência. 

_..\ variância assintótica de i é dada por 

(4.12) 

enquanto que o comprimento médio resultante assintótico de íl é 

( 4.13) 

4.2.3 O Modelo von Mises misto 

Segundo Fisher (1993) argumenta., não é incomum encontrar conjuntos ele dados en

rnlvendo variáveis direcionais onde tanto a média. direcional quanto o parâmetro ele 

concentração dependem ele covariáveis . 

. ..\o se combinar o modelo ele médias com o modelo de dispersão, obtém-se uma classe ele 

modelos de regressão que apresenta. uma grande flexibilidade na modelagem enrnlvenclo 

respostas angulares. Referimo-nos a essa classe simplesmente como modelo von A!fises 

misto. A função de log-verossimilhança para 0 = (µ, {3T, ,rf é dada por 

n n 

l(µ, (3 , 1 ; y) = - L log Io{h(,T zi)} + L h(,T zi) cos {Yi - µ - g({3T xi)} . (4.14) 
i= I i=l 

Essa função é maximizada através ela utilização simultânea. dos dois métodos citados 

nas Secções 4.2.1 e 4.2.2 . Entretanto, são necessárias as seguintes alterações: 

. ') 
1. A matriz G- da equação ele atualização para /3 equação (4.5) eleve ser subs-

tituída 0or GAG, onde A é uma matriz diagonal com elementos /\A, (/\i ); 
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2. Na definição do vetor 3/*, equação (4.5), substituir .4i(À) por di(À{);

3. Na equação de atualização pala "r, equação (4.11), a {-ésima coordenada do

vetor y* fica dada por

* cos {y: - P - g(#',í)} - Á-(,à:)
'' h' (7'z:) .41 (Ài)

Processo iterativo

.4 obtenção das estimativas de máxima verossimilahnça ji, /3 e +, segue o seguinte

processo iterativo:

1. Obter estimativas iniciais Oo e tot

2. Obter uma estimativa atualizada /3, usando a equação (4.5), levando-se

em consideração a alteração descrita acima;

3. Obter uma estimativa atualizada +, usando a equação (4.11), também

considerando a alteração correspondente acima;

4. Calcular a estimativa P pelas equações (4.9) e (4.10);

3. Repetir as etapas 2 a 4 até obter a convergência.

s assintóticas de O e de 't são dadas por

L'«.(Õ) x'é'.Aéx) '

}'«a(q)

ico da resultante média é

' 2El:. .x:-'l:(À:)
.além disso, » e O são assintoticaniente não correlaciona(los com t

As variância

O comprimento assintót
l

(4.13)

(4.16)

(4.17)

r'isher e Lee (1992)
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2. Na definição do vetor y * , equação (4.5) , substituir A 1 ( /\) por A 1( /\); 

3. Na equação de atualização para 1 , equação (4 .11), ai-ésima coordenada elo 

vetor y* fica dada por 

* cos {Yi - p - g({3T zi)} - A 1(,-\) 

Yi = h'(,Tzi)A'1 (\) . 

Processo iterativo 

52 

A obtenção elas estimativas ele máxima verossimilahnça µ, (3 e i , segue o seguinte 

processo iterativo: 

1. Obter estimativas iniciais (3 0 e i 0 ; 

2. Obter uma estimatiYa atualizada (J, usando a equação (4.5) , levando-se 

em consideração a alteração descrita acima; 

3. Obter uma estimatirn atualizada i, usando a equação (4.11) , também 

considerando a alteração correspondente acima ; 

4. Calcular a estimatirn µ pelas equações ( 4.9) e ( 4.10); 

5. Repetir as etapas 2 a 4 até obter a convergência. 

As variâncias assintóticas ele (J e de i são dadas por 

Vara(()) 

Vara(i) 

(XTGAGX)- 1, 

(zrwz)- 1• 

O comprimento assintótico ela resultante média é 

(4.15) 

(4.16) 

( 4.17) 

Além disso,µ e() são assintoticamente não correlacionados comi- Visher e Lee (1992). 
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4.3 Influência local no modelo von Mêses misto

No modelo von À.pises misto são modeladas simultaneamente a média direcional e o

parâmetro de concentração. Neste caso, assumimos que a função densidade de proba-

bilidade. para a observação yi, é dada poi

./:(yi: p{, Ài) = {2r/0(Ài)}'leÀ'"s(g- P'), 0 $ y < 2n, 0 $ p < 2n e À >0 (4.18)

onde /h p + g(©'.:) e À: (7'.:)

.Xs funções g : .a?l -+ l--n-, n) e A : -m --} lO, +oo), que atuam como funções de ligação

devem ser .duas vezes continuamente diferenciáveis e, além disso, g(0) = 0.

Nesse modelo, o vetor paramétiico fica dado por O = (p,©r,7l")I", onde /z é uma

média direcional de referência, O = (al, . . . , P.)T e "r = ('yo, 'h, . . . , 'q)I". A função de

log-verossimilhança para O tem a forma

/(0; 3/) - >1: log .rola(7'z:)} + >ll: h(''',:) cos {y: - P - g(0'z.)}

A fina de usarmos os resultados do Capítulo 2, que trata de influência local, precisaienaos

das derivadas parciais de primeira e segunda ordens da função /(.1 .), em relação aos

vários parâmetros. Vamos obter inicialmente as derivadas parciais de primeira Ordem

Assim.

n

l ll t

i?1l;!W - Eh('r';J««{p:
A(7'':)g'(/3'a:)se«{g: - p - g(D'a:)}aP, ü

para 1 < r 5; p. Com relação aos parârlletros referentes à dispersão tem-se (luc

i?1lgi@ - E 1 - J.{A(1';:)} + cos {w: - p - g(p'':)}l/''(7'z,);.,a,.y, '-''
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4.3 Influência local no modelo von Mises misto 

No modelo von Iviises misto são modeladas simultaneamente a. média. direcional e o 

parâmetro de concentração. Neste caso, assumimos que a função densidade de proba

bilidade. para a observação Yi, é dada por 

As funções g: IR--+ [-11 , 1r) eh: IR--+ [O , +oo) , que atuam como funções de ligação . 

elevem ser .duas vezes continuamente diferenciáveis e além disso , g(O) = O. 

Nesse modelo , o vetor paramétrico fica dado por 0 = (µ, /3T, ,rf, onde 11 é uma 

média direcional de referência, /3 = (,81, ... , (]Pf e,= (,0 , 1 1, ... , rqf- A função de 

log-verossimilhança para 0 tem a forma 

n n 

1(0 ; y) = - L 1oglo{h(,T zi)} + L h(,T Zi) cos {Yi - Jl - g(/3T xi)}. 
i=l i=l 

A fim de usarmos os resultados do Capítulo 2, que trata de influência local, precisaremos 

das cleri,·aclas parciais ele primeira e segunda ordens da função l(. ; .), em relação aos 

vários paràmetros . Vamos obter inicialmente as derivadas parciais de primeira ordem. 

Assim , 

ôl(0 ; y) 
oµ 

ôl(0 ; y) 

0/3r 

n 

L h(,r zi) sen{yi - µ - g(/3T xi)}, 
·i=l 

n 

L :cirh(,T zi)g' (/3T xi)sen {Yi - Jl - g(/3T xi)}, 
i=l 

para 1 S r S p. Com relação a.os parâmetros referentes à dispersão tem-se que 

81(0 ; y) 

Ors 

n 

L [ - A1 {h(,T zi)} + C:OS {yi - µ - g(/3T Xi)} ]h'(,T Z1) Zis· 

i=l 
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para 0 $ s $ q, com zio = l

Vamos agora às derivadas T)arciais de segunda ordem.

a (0 y) . .Ê/,('y';:)"sly:-P-g(0',:)},

'ãiãã' :l ":,p'U3'«Jlhh';J «; {y: -p

gi;g:} ('Y'':)s'"l3/: - p - g(p'z:) }''.,

-ãã-ãr - E«:,h('r';Jlg"03'«J«:,««{ : p gW".Jl+
g'(0'":) "s {W: - P - g(0'":)} {-g'(0':«:)}":.l

E: «.,h'('y';:),:.g'(O':«:)se«{y: p g(O'z:)},

E ;;, l- .4l{/.('r'':) } {h'('y'':) }';:.;:,
.4{/.('y'z:) }A"(7''.:) ;:,;:, } +

h"('yrz{) cos {Z/i -- P -- p(Orz:)l z

Com essas derivadas podemos então obter uma expressão para a matriz de informação

de Fisher observada E = --g??Z(O;!/i, 'Z/'J O.O' de dimensão l/)+q+2) x(p+q+2),
onde 0 = (/i,/3l",+r) é o estimador de iiiáxima verossimilhança de O. Considerando

de uma coima paiticionada, podemos escrever

Z

l!

l.s

a'z(o; g)
ao,a-f,
a'z(o; g)
al,al;

Z.'ii I'iu Z'i3
; a'z(o;l/) l , ,
"' IÕãf ' 1 ",, '';

.l./ :3 3

sendo que a parte triangular inferior é obtida por simetria

Vamos introdlizir unia nota\ção matricial, consideiaiido, pê\ra cada
elerllentos

1,. . ., rz, os
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para O s; s s; q, com zio = 1. 

Vamos agora às derivadas parciais de segunda ordem. 

EJ2l(0; y) 
8µ2 

7l 

- L h(-,? zi) cos {Yi - µ - g({3T xi)} , 
i=I 
n 

- LXisg'([3T Xi)}h(,T zi) COS {Yi - µ- g({3T Xi), 
i=l 

n 

L h'(-? zi)sen{yi - µ - g({3T Xi) }zis , 
i=l 

n 

5-1 

a2z(0 ; y) 
8µ 8/3s 

a2z(0; y) 
8µ8,s 

a2z(0; y) 

8(3,. 8/3s 
L Xirh(,T zi) [g''(f3T Xi) Xissen{yi - µ - g({3T xi)}+ 

a2z(0; y) 
8(3,. a,s 

a2z(0; y) 
a,,. a,s 

i=l 

li 

L Xirh' e-? zi) Zisg' ({3T Xi)sen {Yi - fl - g({3T xi)} , 
i=l 

TI 

L Zfr [ - A', {h(,T zi) }{h'(-·? zi) }2 ZisZir 
i=l 

-A{h(,T zi)}h"(,r zi) zisZir} + 

h"(,··?zi) cos {Yi - µ - g({3T Xi)] zis· 

Com essas derivadas podemos então obter uma expressão para a matriz de informação 

F. l b . . a2 
l ( 0; y 1 , . . . ' y TI) 1 . ) ( ) 

ele IS 1er o sen1acla L = - a0 aeT 0=0, de chmensào (p + q + 2 X p + q + 2 , 
~ ~ T T 

onde 0 = (µ, {3 , ir) é o estimador de máxima verossimilhança ele 0. Considerando 

ele uma forma particionada , podemos escrever 

.. a2z( 0; y) 
L = T Ln L23 

fJ0D0 

sendo que a parte triangular inferior é obtida por simetria. 

Vamos introduzir uma notação matricial, considerando, para cada i 

elementos 

1, .. . , n, os 
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1. t{ = coslyí P - g(0'zf) }

2. u{ = senty{ P - g(p'z:)},

e, a partir destes, vamos definir as matrizes

diaglA('ya"z{) cosly{ -- P -- g(/3rzi)}

diáRIA('''':) s"lZ/: p - g(p'":)}
diaglh'(''rl''zÍ)senl3/í -- P -- g(/3rz:) cosl3/i -- P g(/3'rz{)}

diaglh"('yrz{) coslyi -- P g(/3rz:)} -- -4i {h('yrz-)}h"('Yl"zi)

.41 {A('Y''-) } { /;'("y'':)}2 }

e com isto, a matriz de segundas derivadas cla função de log-verossimilhança, com

relação a O = (p, /3l", 7l'')I'', fica dada por

i'JW.i -i'''JU.éx
x'é'm.i x'À\,,t,lé' J,,t.é*lx
Z'rJW;l -ZI''.A't:X

ll".&,t;Z

.X I'' .A4 :Z

Z'r .A4 . Z

L

\'amos agora introduzir alguns tipos de perturbação no modelo von À'lises misto, a fim

de estudarmos a influência local. Consideiaiemos os seguintes tipos de perturbação:

1. Ponderação de Casos: 1(0;yi) n wiZ(0;yi);

2. Perturbando a resposta: yi F-> y{ +aiwi; , onde oí é um fatos de escalam

3. Perturbando uma variável explanatória individualmente
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e, a partir destes , vamos definir as matrizes 

M1 diag{h(·? zi) cos{yi - µ - g((3r xi)} 

M 2 diag{ h(,r zi) sen{yi - µ - g((3T xi)} 

M3 diag{ h'(,r zi)sen{yi - µ - g((3T xi) cos{yi - µ - g((3r xi)} 

M4 diag{ h" (,r zi) cos{yi - µ - g(,BT x-i)} - Ai{h(,T z 1) }h"(,r zi) -

A'1 {h(,T z1)}{h'(,T zi)} 2
} , 

e com isto, a matriz de segundas derivadas da função de log-verossimilhança, com 

relação a 0 = (µ , (3T, ,r) T, fica dada por 

-lT M1l 
T . 

-1 M 1GX -1TM3Z 

L= r· -X GM 11 
T .. . 2 

X M2[G - M1G ]X -XTM3Z 

_zrM3l _zrM3X zrM4Z 

Vamos agora introduzir alguns tipos de perturbação no modelo von Mises misto, a fim 

de estudarmos a influência local. Consideraremos os seguintes tipos de perturbação: 

1. Ponderação de Casos: l(0 ; yi) 1-----t wil(0; yi); 

2. Perturbando a resposta: Yi H Yi + O"iwi ; , onde O"i é um fator de escala; 

3. Perturbando uma variável explanatória individualmente. 
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4.3.1 Ponderação de casos

.A log-xerossimilhança perturbada tem a forma

z(o,',; 3/) log.r.{h('y';:)} + >1:«.,:A('y',:)cosa /: P g(©'«::)},
í=1 {=1

e para este esquema de perturbação, o vetor correspondente à não perturbação é o vetor

n-dimensional wo = (1, . . . , 1)r. Vamos calcular as derivadas necessárias a obtenção da

F, vide equação (2.19), a partir da qual poderemos optei a direção de maior influência

local.

n n

Inicialmente, temos a derivada

elÇ.ã., - - log .rola("y'',)} + h('Y'',) "s {y, - P - g(0'a,)}-
Agora,

a'Z(0, «,; 3/)
i)H i){.o,

a'l(o, «,; g)
a13. t)w,

a'Z(0, «, ; 3/)

l)''Y; i)w.

Definindo

/,('y'.,) se«{y, - p Í/(O'z,)},

/z(7l"z,) seno , p g(/3l''z,)}g'(/3l''z,lz,,,

1-.A.{b(7'z,)} + cos {y, P g(#'«,,)}lh'("r',,);,.

: = diáRIA'('yrzi)l--.4- {h('yl''zi)} + coslyi -- AZ -- P(O'"i)l}

e usando a matriz .A,'t2, tem-sé que

a'z(o,«,;y)
aH i)w''

a'J(0, «., ; g)
a13 i).T

a:Z(0, (o ; 3/)

E)-f i)wT

ll''.&,t2)

x'éÀ't: e

ZT'Dt
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4.3.1 Ponderação de casos 

A log-verossimilhança perturbada tem a forma 

n n 

l(0 , w; y) = - L wi log Io{h(,T zi)} + L wih(,T zi) cos {Yi - µ - g(/3T xi)} , 
i=l i=l 

e para este esquema de perturbação, o vetor correspondente à não perturbação é o vetor 

n-dimensional w 0 = (1, ... , lf. Vamos calcular as derivadas necessárias a obtenção da 

F, vicie equação (2.19), a partir da qual poderemos obter a direção de maior influência 

local. 

Inicialmente , temos a clerirncla 

Agora, 

82 l(0 , w ; y) 
8µDwr 

82 l(0, w ; y) 
8/3s Dwr 

82 l(0, w; y) 

a'Ys Dwr 

Definindo 

[-Ai {h(,T z,.)} + COS {y,. - µ - g(/3T x,.)}]h'(,T Zr) z.,.8 • 

e usando a matriz M 2 , tem-se que 

D2 l(0 , w ; y) 
oµfJwT 

82 l(0 , w ; y) 
0/3 éJwT 

D2 l(0 , w ; y) 
01 fJwT 
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Portanto. a matriz a. :: !?l:lgj=liyl}, fica dada por

ll".&4,

zX = Xré.A4,
Zl"'Z)t

(P+q+2)xn,

onde as derivadas são avaliadas em O = O e w = oo = (1,. .., 1)I". É importante

observar que, pala esse esquema de perturbação em particular, a matriz z\ não depende
do vetou w

O vetou' (/...x é então obtido, que é o autovetor noi'malizaclo correspondente ao maior

autovalor da matriz A.I".L 'A. Um gráfico de d..,xl versus a ordem das observações

pode revelar (leais são os casos que exercem mais influência sobre as estimativas elos

parâmetros.

4.3.2 Perturbando a variável resposta g/

No modelo misto, cine estamos considerando, é assumi(lo (lue cada }; tem uma concen-

tração Ài diferente (!as demais observações. Desta forma, é mais conveniente atribuir

um peso para o elemento da perturbação wi. Como peso, usarelllos uma estimativa do

desvio padrão circular para a distribuição von Nlises, dado por aí - { 2 1og,4t(Àí)}i/u

h/laidia (1972). Uma outra possibilidade seria poiiderai ui por uma estimativa da dis-

persão circulam blue, no caso da distribuição voil Xlises, tem a forma (5i = {Ài.4(Ài)}'t

Usando a ponderação com âí, a função de log-verossimilhtulça perturbada fica dada por

/(0, ',: 3/) /o{/.('y',:)} + E /'('y'z,) cos {#: + â:«,. - P - g(0":«:) },

n

l lZ l
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EJ2l(r;)· w· y) 
Portanto. a matriz .ó.. = afJ;Dw~ , fica dada por 

/ 

1TM2 

D.= XTGM2 

zTD1 
(p+q+2) x n, 

o, 

onde as deri\'adas são avaliadas em 0 = 0 e w = w 0 = (1 , . . . , lf. É importante 

observar que , para esse esquema de perturbação em particular , a matriz D. não depende 

do vetor w . 

O vetor dmax é então obtido, que é o autovetor normalizado correspondente ao maior 

autovalor ela matriz .ó.. T L - 1 
.ó... Um gráfico ele I dmax J versus a ordem das o bsen·ações 

pode reYelar quais são os casos que exercem mais influência sobre as estimati,·as cios 

parâmetros. 

4.3.2 Perturbando a variável resposta y 

No modelo misto, que estamos considerando , é assumido que cada Vi tem uma concen

tração À; diferente elas demais observações. Desta forma , é mais conveniente atribuir 

um peso para o elemento da perturbação wi . Como peso, usaremos uma estimatiYa cio 

desvio padrão circular para a distribuição von ~Iises, dado por D"i = { -2 log A 1 ( Ài)} 112 , 

Ma.relia (1972). Uma outra possibilidade seria ponderar wi por uma estimativa da dis

persão circular que, no caso da distribuição von 1'lises, tem a forma c5i = { ✓\A(,,\i) }- 1 . 

Usando a ponderação com âi, a função ele log-verossimilhança perturbada fica dada por 

n n 

l(O , w: y) = - L log Io{h('·? zi)} + L h( ,Tzd cos {Yi + âiwi - µ - g({fr xi)}, 
i=l i=I 
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sendo que o vetou correspondente à não perturbação é coo

Vamos obter inicialmente a derivada

a«o " ü . .;,.('*';J««{y, --â,«,

Com isso.

O, o vetou nulo rz-dimeiisional

p g(0':«,)}

;l:Z\l!!i.W A('r".,) cos {3/, + â,«,, P - g(0'z,)},

?l!;=1-@ - õ:,A("r';,) "s {y, + â,u, - p - g(#'z,)}g'(/3'a,)"«,

e:l$e:a..Ü - h'('y';,);«se«{y.+ â,«,, p - g(O'a,)}.

Vamos agora avaliar essas derivadas de segunda ordem em wo=O e O = O, o estimador

de máxima verossiinilhança. Definindo S = diaglõi, . . . , õ.} e usando as matrizes .A4t

e .A42 tem-se que

a'Z(0, «,; 3/)
aP,i)çoT

a:z(o, «.,; g)
alS t).T

a'z(o, «,; z/)
a-fi)wT

Portanto a matriz .a = {?:ágil:i=i;P}, fica dada por

ll".Anis,

x'éÀvt . .s

;6 ' ./Vlo .3

lr./W . S

x'é'm:s
Zr.A4:S

(p+q+2)xn

sendo que todas essas siibnlatrizes são coinputadas a partir da estimativa de máxima
trr't'nccim ill) n nr n a

.=1

O autovetor normaliza(lo correspondente ao maior ?\uto\.dor da matriz A.r.L l .A fornece

a direção de maior influêllcil\ local, (lide é o vetou' (/..:.x. Ef;s" vetou contéilt informação
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sendo que o vetor correspondente à não perturbação é w 0 = 0 , o vetor nulo n-dimensional. 

Vamos obter inicialmente a derivada 

Com isso , 

éJl(0 , w ; y) 
OWr 

( a2 l(0 , w; y) 
oµowr 

82 l(0, w; y) 
0/3s OWr 

82l(0 , w ; y) 
O'"'fs OWr 

Vamos agora avaliar essas derivadas de segunda ordem em w 0 =0 e 0 = Ô, o estimador 

de máxima verossimilhança . Definindo S = diag{ &1, . • • , &n} e usando as matrizes M 1 

e M 2 tem-se que 

82 l(0 ,w ; y) 
oµowT 

éJ2 l(0 , w ; y) 
0/3 OWT 

éJ2 l(0 , w ; y) 
a,awr 

. 82 l (/3. w ; y) 
Portanto a matnz ~ = o{3 fJw~ , fica dada por 

1TM1S 

~= XTGM1S 

zrM2S 
(p+q+2) x n , 

sendo que todas essas submatrizes são computadas a partir da estimativa ele máxima 

verossimilhança 0. 

O autovetor normalizado correspondente ao maior autovalor ela ma triz ~ T L - l ~ fornece 

a direção de maior inftur ncia local , que é o vetor cL, 1 ax · Ess0 ,·etor contém informação 
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sobre quais são as respostas (lue exercem maior influência sobre as estimativas dos

parâmetros.

4.3.3 Perturbando uma covariável individualmente

Seguindo Thomas e Cook (1990), vamos modificar a J-ésima coluna da matriz X

adicionando um vedor w de pequenas perturbações multiplicadas por um fator de escala

s, por exemplo, o inverso do desvio padrão amostral de zj. O vetou de não perturbação

é coo = O, o 'çetor 0 rz-dimensional.

Sem perda de generalidade podemos considerar J = 1 pois, caso contrário, basta permu-

tam as colunas de X e trabalhar com a coluna j como sendo a primeira coluna da nova

matriz de especificação do modelo. Da mesma forma, assumiremos que a covariável que

está sendo perturbada corresponde também à segunda coluna da matriz Z. Lembremos

que a primeira coluna de Z é uma coluna de uns.

As linhas da nova matriz X serão constituídas por a; ' (zii + sw{,zí2,. . . :lt,)r e

analogamente, as linhas da nova matriz Z saião z; = (1,z 1 + su , z{2, . - . , ziq)r: para

i = 1, . . . , rz. .X função de log-verossimilhança do modelo perturbado é

1(0, «,; 3/) .rola('y'z;)} + >1: b('y'z;) cos {yí - P - g(#'z;)}.
n

ll ZZ

Assim

a/(0, «,; 3/)
aco,

s7- .4.{h('y'z;)} /.' ('y'z; )

+s7.h'('y',;) cos {y, - 1. - g(0':«;)}

+s#.A(7'z;)se«{y, / g(/3:"a;)}g'(O'z;),
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sobre quais são as respostas que exercem maior influência sobre as estimati,·as cios 

parâmetros. 

4.3.3 Perturbando uma covariável individualmente 

Seguindo Thomas e Cook (1990) , vamos modificar a j-ésima coluna ela matriz X , 

adicionando um vetor w ele pequenas perturbações multiplicadas por um fator de escala 

s, por exemplo, o inverso do desvio padrão amostral de Xj. O vetor de não perturbação 

é w 0 = O, o \'etor O n-dimensiona.l. 

Sem perda de generalidade podemos considerar j = 1 pois, caso contrário, basta permu

tar as colunas de X e trabalhar com a coluna j como sendo a primeira coluna da nova 

matriz ele especificação do modelo. Da mesma forma, assumiremos que a covariáYel que 

está sendo perturbada corresponde também à segunda coluna da matriz Z. Lembremos 

que a primeira coluna de Z é uma coluna ele uns. 

As linhas da nova matriz X serão constituidas por x; = (xi, + swi, xi2, ... , Xipf e 

analogamente , as linhas da nova matriz Z serão z; = (1 , z -il + swi, z i2, ... , Ziqf. para 

i = 1, ... , n. A função de log-verossimilhança cio modelo perturbado é 

n n 

l(0 , w; y) = - L log Io{h(,r Z:)} + L h(,r z;) cos {Yi - µ - g(,BT x;)}. 

Assim, 

i=l 

Dl(0 , w ; y) 
ÔWr 

i=l 

-s,1A 1 {h(,T z;) }h'(,T z;) 

+s,1h'(,,? z;) cos {yr - ll - g(,BT x;)} 

+sf31h(-·./ z;)sen{yr - Jt - g(f:Fx;)}g'(,BT x;), 
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para r = 1, . . . , n

a'z(o,«.,;g)
E)Haur

Com isso

s7:À'(7';;)se«{y, - p g(O'z;)}

s#:A('y'z;) cos {y, - P - g(/3':«;)}g'(p':«;)

;'y.A'('y'';)se«{y. - p - g(O'«:;)}g'(/3':«;)(z,- + .«,,) +

sh("''';) ls"lP, - P - g(/3'z;)}g'(p':«l:)

P- cos {v, p - g(p'a;)}Íg'(0'z;)}:(:«,- + .w,) +

õ-se«{y, - p - g(©'";)}g"(/3'z;)(«,- + ;«',)l ,

;'y.A'('y'z;)se«{Z/, - p - g(O'a;) }g'(©':«;)«. +

sP.h('r'';)l- "s {v, /. g(/3'z;)}lg'(0':«;)}:«« +

senlg, -- P g(Orz;)}P"(/3rz;)z«l , pa:a s ' 2, . . . ,p,

..4 -lA('r''';)} h'(''y',; )

s'y-.4i {h(7'z;)} {h'(7'.:) }'(;,-+ s«,,)

-;'y-.4. {à(7'z;) }A"(7'z;)(;,- + sw,)

+.h'('r'';) cos {y, - P g(0'a;)}

+.'y-/."('y'z;)(;,- + ;«,,) cos {3/. P g(#'z;)}

+;P.A'("r'';)(;,- + .«,,)se«{y, p - g(O':«;)}g'(O':«;),

-;'v- AI {A(''r';:)} {A'(1'.;)}',«

- .'y- .'t: {h('y'z;) } b"(7';;) ;.
+.'y-A"('y';;)z. cos {g/, - P - g(p'z;)}

+s#.h'('y'z;);«se«{Z/, - p - g(O"z;)}g'(©'z;), para . # "

a'l(o,«,;yl
a13taw.

a:/(o,«,;yl
aÍ3; í)uo.

a:z(o, «,; y)
al.tt)u,

a:z(o, «.,; z/)

i)l; t)w,

Como antes, nessa última derivada tem-se z,o = 1, para l $ r 5; n
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parar= 1, .. . , n . Com isso, 

éJ2l(0, w ; y) = s,1h'(···? z;)sen{yr - µ - g({3T x ; )} -oµ 8wr 
s/Jih(,T z;) cos {yr - µ - g({3T x ; )}g'([3T x ; ), 

82 l(0 , w ; y) = s,1h'(,T z;)sen{yr - µ - g([3T x ; )}g'(,BT x ;)(xr 1 + swr) + 
8{31 8wr 

sh(,T z;) [sen{yr - µ - g(f3T x ; )}g'(f3T x ; ) -

/31 cos {yr - µ - g({3T x ; )}{g'([3T x;)} 2 (xr1 + swr ) + 

/J1sen{yr - µ - g([3T x;) }g"(f3T x ; )(xr i + swr )], 

82 l(0 , w ; y) 
s,1h'(,T z;)sén{yr - µ - g([3T x ; )}g'([3T x ; )xrs + 

sf31 h( ,r z;) [ - cos {Yr - fl - g([3T x ;) }{g' ([3T x ; )} 2x ,.5 + 

sen{yr - µ - g(f3T x ; )}g"(f3T x ; )xrs ], paras = 2, . . . ,P, 

82 l(0 , w ; y) 
- -sA1 {h(,T z;)}h'(,T z;) 

8,1 OWr 

82 l(0 w ; y) 
8,s 8wr 

- s,1A'1 {h(,T z;)}{h'(,T z;)} 2 (zr1 + sw,.) 

-s,1A1 {h(,T z;)}h"(,T z ; )(zr1 + swr) 

+sh'(,T z;) cos {yr - µ - g(f3T x ; )} 

+s,1h"(-·? z ;)( zrL + swr ) cos {y,. - J-l - g({3T x;)} 

+sf31h'(,T z;)( z,. 1 + swr )sen{y,. - µ - g(f3T x ; ) }g'(f3T x;), 

-s,1A'1 {h(,T z;)}{h'(,T z;)} 2 z,.5 

- s,1 A1 {h(,T z;) }h"(,T z;) zrs 

+s, 1h"(,T z;) zrs COS {yr - µ - g(,BT x; )} 

+s/Ji h'(-·? z;) zr5 Sen{y,. - µ - g(,BT x ; )}g'(f3T x ; ), para s f= 1. 

Como antes, nessa última derivada tem-se Z ro = 1, para 1 ~ r ~ n. 

60 



CAPÍTULO 4 INFLUÊNCIA LOCAL ENI DADOS CIRCULARES 61

.A matriz A. pode ser escrita iia forma de blocos como

(ZLP)

A -+(.aO):
(.A7)- + (a.7): (P+q+2)Xn

A linha correspondente ao parâmetro H é dada pelo vetou

(ap) - I''r:h'(''r'':)": - '#:A('y''-)t-g'(0'z:),
, .l-h'('Y''«)"« - ;p:h("y''«)f«g'(o'"«)j .

Para o bloco correspondente ao vetou O, tem-se (a.O)i = XTD2, onde

D2 = dias {s'ylA'('rrz,)u,g'(Orz,)
- ;P: h('y'z,)t . {g'(0"z,)} :

+.P- h('7'',)"-g"(#'z,)} ,

enquanto

.h(7'; -) « ,

()

.,Ã('y',.)«.
0

(a.P)2

pxn.

Para o bloco correspondente ao vedor 7, tem-se (A"r)t = ZT'Z)a, onde

D3 = diag { -- s7.,4i {h('yrz,)}{/}'('frz,)}:
- s7-Á -lh(7';,)} /,"('y'z, )

+.'Y- A"(7"z ,)t,

+sP- h' ('r"',) «, }

Por fim. a matriz (.A'r)2 é uma matriz nula de dimensão {(q + 1) x 11}, com exceção da

segunda linha. em (lue os "!eventos são dados poi

{sh'('yrz,)t, 5 4t {h('rrz,) }/}'('yl"z,), com '

()

«}.

CAPÍTCLO --1: I>iFLüÊNCIA LOCAL EM DADOS CIRCCLARES 

A matriz Â pode ser escrita na forma de blocos como 

(Ãµ) 

Â = (Ã/3)1 + (Ã/3)2 

(Ã,)1 + (Ã,}2 
(p+q+2)xn. 

A linha correspondente ao parâmetro µ é dada pelo vetor 

(Ãµ) = [s, 1h'(,T z1)u1 - sf31h(,T zi)t 1g'(,6T x 1), 

... , s,1h'(,T Zn)Un - sf31h(,T Zn)t 11 g'(/3T Xn)] . 

Para o bloco correspondente ao vetor /3 , tem-se ( Ã/3) 1 = XT 7J2 , onde 

'D2 = diag { s,1h'(,T Zr)ury'(,BT Xr) 

-s/J1h(,T Zr)t1 {y'(,BT Xr) }2 

+sf31h(,T z,.)urg"(,BT x,.) }, 

enquanto. 

o 

o o 
px n. 

Para o bloco correspondente ao vetor 1 , tem-se (Ã1 ) 1 = zr1J3 , onde 

7J3 = diag { - s1 1A'1 { h( ,r z,.) }{h'(,T z,.) }2 

- S')'1Â1 {h(,T Zr) }h"(,T Zr) 

+s')'1 h" (,T z,.) tr 

+sf31h'( ,r Zr )ur}. 

61 

Por fim. a matriz (Ã1 }2 é urna matriz nula de dimensão {(q + 1) x n}, com exceção da 

segunda linha, em que os "!clllentos são dados por 
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O autovetor normalizado d«- (que corresponde ao maior autovalor da matriz Ar.L ' A)

indica quais são os valores da covariável sob análise que exercem maior influência sobre

i\s estimativas dos parâmetros.

4.4 Inflluência local sobre predições

Com a finalidade de fazer diagnóstico cle influência sobre predições de modelos lineares

generalizados, empregando o método de influência local, Thomas e Cook (1990) discit-

tem o uso de outra função objetivo, diferente do afastamento pela verossimilhança.

X''amos considerar o modelo von Nlises misto,

P.M (P:, À.)

P + g(ar©),

h(;r'r) com .r (l, ar)

.A função de log-verossimilliança para O - (/z, /3l", 7l")I" fica expressa como

Z(0; Z/) >1: log/oÍÃ('y'z:)} + >1: /'('r"':) cos {y: P - g(0':«:)}.

Seja ã = (il, . . . ,i,)r un] vetor contendo valores (não necessariamente observados)

das covariáveis Xt, . . . , .X',. Com o modelo proposto, a predição no ponto ã, é dada

por #(ã) = iZ + g(ãrO). Para um vetor de perturbação co, a predição calculada corri o

modelo perturbado fica expressa como #(ã; o) = P« + g(ãl''/3.). Novamente estamos
,I'"'- '"-lla av;o n ,... /.. o +.l ,.... .;=/=\ ,'=/=. , . \ \#Z1) ,- 7Z)P+q+2

n

l lt Z

C )

.4 fim de avaliar influência sobre predições, x.amos usar a função

/(ã,«.,) {#(ã) - #(ã; «.,)}',
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O autovetor normalizado clmax ( que corresponde ao maior autovalor el a matriz .ó. T L- 1
.ó.) 

indica quais são os valores ela covariável sob análise que exercem maior influência sobre 

as estimat ivas dos parâmetros. 

4.4 Influência local sobre predições 

Com a finalidade ele fazer diagnóstico ele influência sobre predições de modelos lineares 

generalizados , empregando o método de influência local , Thomas e Cook (1990) discu

tem o uso de outra fun ção objetivo , diferente do afastamento pela verossimilhança. 

Vamos considerar o modelo von Mises misto , 

Yi ~ VM(µi , >-.i) 

µi fl + g(x; {3) , 

À · 1 

A função de log-verossimilhança para 0 = ({l , {3T , ,rrr fica expressa como 

n 11 

l(0 ; y) = - L log I0 {h(,T zi)} + L h(,T zi) cos {Yi - {l - g(f3T xi)}. 
i=l i=I 

Seja x = (i 1 , •• . , i pf um vetor contendo valores (não necessariamente observados) 

das covariáveis X 1, • • • , Xp . Com o modelo proposto, a predição no ponto x, é dada 

por fj(x) = µ + g(xTf)) . Para um vetor de perturbação w , a predição calculada com o 

modelo perturbado fica expressa como fj(x ; w) = 'flw + g(xTÍ3w). Novamente estamos 

supondo que existe w0 E íl tal que fj(x) = y(x;w0), 'í/0 E m_p+q+2. 

A fim de avaliar influência sobre predições, vamos usar a função 

f(x ,w) = {y(x) - íJ(x;w)} 2
, 
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como função objetivo, proposta por Thomas e Cook (1990). Novamente, o estudo

da infiuêlicia local consiste em investigar o comportamento da função /(ã,co) numa

vizinhaça de coo, que é o ponto onde as duas predições são idênticas.

.A.pós cálculos semelhantes aos da Secção 2.4, a curvatura normal da superfície(ua",/(ã, u))a",

na direção d, fica dada por

C'd(ã) = 2ld'r/d

onde .f = <:11:i:ii0-, avaliada em co = coo.

Nesse caso, a matriz .f pode ser decomposta na forma / = UU' , para U - Jp+ÓJ.jã

onde Ó = g'(Êl"O) e J é uma matriz em blocos dada por

ÕbwlÕ'«

õls.la'«
Õâ..IÕu

J

avaliada em w=wo. Definindo ei =(1,0,...,0)r e -Ef3

maior influência local pode ser expressa como

l 7'

OllplOI , a direção cle

a..* . .A'.E''(.: + à-n.ã) , (4.19)

onde (--.Z;) é a matriz de informação observada de Fisher e A

0= Oew = wo.
:liíg:l;}, avaliada em

.À idéia agora é fazer ã assumir os valores zi, . . . ,z. e avaliar a influência de cada

ponto sobre }\ própria predição. Essa análise pode ser feita através de um gráfico (le

d..;.: contra o índice das observações.
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como função objetivo, proposta por Thomas e Cook (1990). Novamente, o estudo 

da influência local consiste em investigar o comportamento da função J(x, w) numa 

vizinhaça de w0 , que é o ponto onde as duas predições são idênticas. 

Após cálculos semelhantes aos da Secção 2.4, a curvatura normal da superfície (wT , f (x , w) )T , 

na direção d, fica dada por 

.. 82 J(x w) 
onde f = awa~ T , avaliada em w = w0 . 

Nesse caso , a matriz / pode ser decomposta na forma/= UUT , para U = J µ + gJ 3 -x , 
onde g = g'(xT"/3) e J é uma matriz em blocos dada por 

JT 
µ } 1 

8P,w/8w 
J = aSw/aw JT 

(3 }p 

81,.,;/ow 
JT 

1 } q + l 

avaliada em w = w 0 . Definindo e 1 = (1, O, . . . , Of e E f3 

maior influência local pode ser expressa como 

(4.19) 

l ( L .. ) , · l · e - b d I F · h A 
82 l (O' W ) 1 · d onc e - e a matnz e e 1niormaçao o serva a e e 1s er e L.l. = 
80 

owT , ava 1a a em 

0 = 0 e w = w0 . 

. --\ idéia agora é fazer x assumir os valores x 1 , .. . , Xn e avaliar a influência ele cada 

ponto sobre a própria predição. Essa análise pode ser feita através ele um gráfic:u cle 

d max contra o índice das observações. 
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.4.ssim, uma vez definido o tipo de perturbação (ponderação de casos, perturbação

aditiva na resposta Z/, etc.), a direção d«« pode ser obtida através da expressão (4.19)

com o uso da correspondente matriz A e da matriz (---Z;) obtidas na Secção 4.3.

Outras medidas de influência têm sido propostas por alguns autores e, a propósito disso,

Fung e Kwan (1997) discutem a. aplicação de influência local para outras medidas de

influência diferentes do afastamento pela verossimilhança. Fung e Kwan. mostram que

uma medida de influência, digamos iZb, é invariante de escala se I' - SIV.l - O.
aco lco=coo

Quando esta derivada é diferente de zero a ordem entre os componentes de d.,x não é

necessariamente preservada sob mudanças de escala. No presente caso, esta propriedade

é satisfeita pela medida ./(ã,w) = {#(ã) -- #(ã;(o)}', proposta por Thomas e book

(1990), entretanto ela não vale para outras medidas de influência discutidas por Fung

e l<wan (1997).
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.-\ssim, uma vez definido o tipo ele perturbação (ponderação de casos. perturbação 

aditiva na resposta y, etc.) , a direção dmax pode ser obtida através ela expressão ( 4. 19) 

com o uso ela correspondente matriz .3. e ela matriz ( -.L) obtidas na Secção 4.3. 

Outras medidas de influência têm sido propostas por alguns autores e, a propósito disso , 

Fung e Kwan (1997) discutem a aplicação de influência local para outras medidas de 

influência diferentes elo afastamento pela verossimilhança. Fung e Kwan mostram que 

uma medida ele influência, digamos T w, é invariante ele escala se Í' = 
8
8
T w 1 = O. 
W W=Wo 

Quando esta derivada é diferente ele zero a ordem entre os componentes de dmax não é 

necessariamente preservada sob mudanças de escala. :'Jo presente caso, esta propriedade 

é satisfeita pela medida f ( x, w) = {y( x) - y( x; w) }2, proposta por Thomas e Cook 

(1990), entretanto ela não vale para outras medidas de influência discutidas por Fung 

e Kwan (1997). 



Capítulo 5

Estudo de Resíduos em Dados

Circulares

5.1 Introdução

Colho já clestacanlos anteriormente, observações (lue representam direções devem ser

analisadas por métodos estatísticos especiais. .A metodologia empregada para dados

lineares não fazem sentido para informações circulares.

Esta particularidade está presente também quando se analisa os resíduos referentes a

uma variável direcional. Para variáveis lineares, muitos resíduos são obtidos a partir

de uma padronização de y -- p, onde /l é a esperança matemática de y. Devido à

periodicidade existente para dados direcionais, um resíduo como este não é apropriado,

pois o ângulo correspondente à diferença (}' p) {nod(2n-)} cresce no intervalo 10, ;) e

é descrescente em 1}, 2n). Por conseguinte, o significado de resíduo "grande" ou resíduo
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Circulares 

5.1 Introdução 

Como já destacamos anteriormente , observações que representam direções elevem ser 

analisadas por métodos estatísticos especiais. A metodologia empregada para dados 

lineares não fazem sentido para informações circulares. 

Esta particularidade está presente também quando se analisa os resíduos referentes a 

uma variá,·el direcional. Para variáveis lineares, muitos resíduos são obtidos a partir 

de uma padronização ele Y - µ, onde ~l é a esperança matemática ele Y. Devido à 

periodicidade existente para dados direcionais, um resíduo como este não é apropriado, 

pois o ângulo correspondente à diferença (} ' - µ) ~ !:JOd (21r)} cresce no intervalo [O , ~) e 

é descrescente em li, 21r). Por conseguinte , o significado de resíduo "grande" ou resíduo 
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;pequeno'' não é tão claro para uma resposta circular, o quanto é para uma variável
linear.

\'ários resíduos são discutidos em Cox e Snel1 (1968), XlcCullagh e Neldei (1989), Jçir-

gensen (1997), entre outros. De uma maneira geral, podemos definir o resíduo referente

à {-ésima observação abra\és de uma função rí = r(X, Pi) que objetiva identificar dis-

crepâncias entre o modelo e os dados. Cox e Snel1 (1968) fornecem aproximações para

os dois primeiros momentos do resíduo ri, admitindo que }'l = y(Pi, ci), onde ci é uma

variável aleatória possuindo uma distribuição de probabilidade completamente especi-

ficada.

5.2 Componente da função desvio

Quando se procura ajustar um modelo a um conjunto de dados, a validação desse

ajuste passa pela análise de uma estatística especial, (lue tem a finalidade de "medir''

a qualidade do modelo ajustado. Uma vez que os resíduos são usados para identificar

discrepâncias entre um modelo ajustado e o conjunto de dados, é conveniente buscam

uma definição para resíduo que leve em consideração a contribuição de cada observação

sobre essa medida de qtialiclade de ajuste.

Uma medida de qualidade cle ajuste bastante utilizada nos modelos lineares generaliza-

dos é a função desvio (deuàance), definida por -D(yl ã) = E:::. d?, com

a: y,; I':) - :t~''ãlz:(y:; ;z:) - /:(y:; P.)}'/',

onde /i(3/{; .) é a contribuição dc yi para a log-verossimilhança total, jii é o estimador

de máxima verossiniilht\nça de /q baseado apertas ein yt, e ;ii é o estimados de máxima

verossimilha-iça cle //i baseado ern toda i\ amostra yt, . . . , y..
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"pequeno" não é tão claro para uma resposta circular, o quanto é para uma ,·ar·iável 

linear. 

Vários resíduos são discutidos em Cox e Snell (1968), :dcCullagh e Nelder (1989) , J0r

gensen (1997), entre outros. De uma maneira geral, podemos definir o resíduo referente 

à i-ésima observação através de uma função ri = r(Y;;, µi) que objetiva identificar dis

crepâncias entre o modelo e os dados. Cox e Snell (1968) fornecem aproximações para 

os dois primeiros momentos do resíduo ri, admitindo que }i = Y(µi, Ei) , onde Ei é uma 

variável aleatória possuindo uma distribuição ele probabilidade completamente especi

ficada. 

5.2 Componente da função desvio 

Quando se procura ajustar 11m modelo a um conjunto ele dados , a validação desse 

ajuste passa pela análise de urna estatística especial, que tem a finalidade de "medir" 

a qualidade cio modelo ajustado . Uma vez que os resíduos são usados para identificar 

discrepâncias entre um modelo ajustado e o conjunto de dados , é conveniente buscar 

uma definição para resíduo que leve em consideração a contribuição ele cada observação 

sobre essa medida ele qualidade de ajuste. 

Uma medida de qualidade ele ajuste bastante utilizada nos modelos lineares generaliza

dos é a função desvio ( deviance), definida por D ( y; µ,) = I:f= 1 df , com 
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Pala a distribuição \on X'lisos, yi «' P.&4(pí, À) o componente da função desvio é dado

por di - d(g/i;jií,.\) - üy/!.Xll cos(Z/Í »Í)}'/', onde o sinal de d{ é o mesmo

de Z/i -- Pi. Da relação trigonométrica cos(0) = cos'(0/2) -- sen:(0/2), segue-se que

sen(0/2) = { i/2, e portanto uma expressão mais apropriada para di é dada
por

a(z/:; P:, À) - 2«X;'"(

Nosso objetivo é estudar a distribuição de d(yi; Pi, À), quando a média direcional pi é

modelada por pi - p+g(/3rz{), ou seja, nas condições do modelo de médias von Xlises

apresentado na Secção 4.2.1

(5.1)

E importante notar que estamos tratando de um resíduo que está definido em .#?, e

não mais de uma variável angular. Considerando o grande uso do gráfico normal de

probabilidade, bem como das bandas cle confiança construídas a partir da geração de

envelopes, Atkinsoii (1985), concentramos nossa atenção na busca de uma transfor-

mação em d(3/il /ii, À) de forma a padronizá-lo e com isto obter um novo resíduo cuja

distribuição de probabilidade seja próxima da distribuição iioimal iV(0, 1).

5.2.1 Resíduo d;

&lcCullagh (1987, p. 214) demonstra que, para os modelos lineares generalizados, a

distribuição cle probabilidade de

d(}l; 77i) + p3i/6

1 + (14P!: -- 9P4í)/36

é aproximadamente tina normal padrão. Na expressão acima, v7i representa o preclitor

linear de }'l, /93i e p4i são os coeficientes de assimetria e de curtose de =3-, iespecti\a-

mentP, onde JI é a contribuição de y para a verossimilhança total. .assim, empregam do
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Para a distribuição von :viises, Yi ~ VM(µi , >.) o componente da função desvio é dado 

por di = d(yi; µi , ✓\) = ±/21 { 1 - cos(yi - µi)} 
112

, onde o sinal de di é o mesmo 

de Yi - µi. Da relação trigonométrica cos( 0) = cos2 
( 0 /2) - sen 2 

( 0 /2), segue-se que 

{ 
1 - cos(0)} 1/2 

sen(0/2) 
2 

, e portanto uma expressão mais apropriada para di é dada 

por 

(5.1) 

Nosso objetivo é estudar a distribuição de d(yi; µi, >.), quando a média direcional J-li é 

modelada por µi = µ + g(f3T xi), ou seja, nas condições cio modelo de médias von \!ises. 

apresentado na Secção 4.2.1. 

É importante notar que estamos tratando de um resíduo que está definido em IR, e 

não mais de uma variável angular. Considerando o grande uso cio gráfico normal de 

probabilidade, bem como elas bandas de confiança construídas a partir da geração de 

envelopes, Atkinson (1985), concentramos nossa atenção na busca de uma transfor

mação em d(yi ; µi, >.) de forma a padronizá-lo e com isto obter um novo resíduo cuja 

distribuição ele probabilidade seja próxima da distribuição normal N(O, l). 

5.2.1 Resíduo d7 

McCullagh (1987, p. 214) demonstra que , para os modelos lineares generalizados, a 

distribuição de probabilidade de 

é aproximadamente uma normal padrão. Na expressão acima, T/i representa o preclitor 

1. d ', - fi . 1 . . 1 1 oli . rnear e ti, p3i e P-li sao os coe cientes e e ass1metna e e e curtose e e ~ • respect1va-
UT/i 

mentP, onde li é a contribuição ele )'i para a verossimilhança total. Assim , emprega1,do 
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as equações (23), (26) e (27) de Cox e Snel1 (1968), segue-se que Eld(X;z?i)} = 0

e Varia(};lr71)} = 1 -- hü, onde os termos negligenciados são O(n i), Hinkley et al

(1991, p. 94). Nessa expressão da variância, hü representa o elemento da diagonal prin-

cipal da matriz -H = TVt/2X(Xl"WX)'tXI''W'i/2, onde W é uma matriz diagollal

com os pesos -8.7, calculados na estimativa de máxima \;erossimilhança dos parâmetros.

A matriz -H faz o papel da matriz "hat" nos modelos lineares generalizados.

2

Z

A partir dessa característica da matriz "haZ", consideramos uma correção para o com-

ponente da função desvio, equação (5.1), definindo o resíduo

d! = J:2v/.i sen.{(g/i -- /i:)/2}
(l h;)'/' '

onde hl; representa o elemento da diagonal principal cla matriz "hat" H* que, no caso

do modelo de médias von Nlises, fica dada por H* - (;X(XU''(;2X)'iXI''(; com

é = diaglg'(zrO)}, avaliada na estimativa de máxima verossimilhança (jZ, Ol", .iyr

(3.2)

A fim de investigarmos a distribuição de probal)ilidade do resíduo d;, equação (5.2),

foi feito um estudo de simulação, de coima semelhante aos procedimentos aplicados por

Williams (1984), para os modelos lineares generalizados, que pttssareinos a desciex:er e

discutir em seguida.

5.2.2 Resíduo ri

Uma outra transformação que fizemos, buscando unia padioiiização no componente

da função desvio, baseia-se na abordagem empregada por Davison e Gigli(1989), (lue

consiste fundamentalmente em expressar o componente do desvio como função de uma

variável aleatória com clistribiiição conhecida, como poi exemplo a normal padrão. e

em seguida fazer uma expansão em série de Taylor (lesse trt\nsformi\ção, até termos de
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CAPÍTULO 5: RESÍDUOS 69

segunda ordem

Lembremos inicialmente que a função densidade cle probabilidade de uma \.'ariável

aleatória }' com distribuição von N'pises PM(p, À) é dada por

/},(g; p, À) = 5n./o(À) explÀcos(g/ -- /z)}, 0 5; y < 2r, 0 5; p < 2a, À > 0.

Se fizermos a transformação y -- p - z/Ài/2 em (5.3) e usarmos o fato de que
cos(t) = 1 -- t:/2 + o(t:), quando t --} 0, então temos

(5.3)

exptÀ''s(y p)} explÀ "s(;/À'/') }

e*pjÀll ;:)}l
e(À z'/2)e'(;'), quando z --} 0.

2

(5.4)

Mas, por oittro lado,

e'('') 1 + o(.:) + .{o(z:)}

1 + o(;'). (5.5)

Substituindo (5.4) e (5.5) iia equação (3.3), segue-se que

ã;l:jiilXje't {l + o(z')}, quando z --> 0.

Desta forma, vemos que a função densidade de probabilidade da distribuição von N'pises

P.A4(p, À) é aproximadamente proporcional à função densidade de probabilidade da

distribuição normal .N(0, 1)

À

JYQU'. P,. » (5.6)

Essa relação entre a distribuição von Xlises e a distribliição normal pode ainda ser

vista através do resultado devido a Stephens (1963), apresentado na Secção 3.5.3. Pa-

ra valores não muito pequenos de À, supPcl0,2«) IFV,u(y) -- .l;ha./(y)l $ 0, 0123. .Àléni

disso, quando À -+ í) e quando À --> oo, isto é, para valores "exticmos'' de À, tem-se
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segunda ordem. 

Lembremos inicialmente que a função densidade de probabilidade de uma variável 

aleatória Y com distribuição von j\,fises V M (µ, À) é dada por 

1 
h-·(y; f-L, >.) = 

2
7f Io(À) exp{>. cos(y - µ)}, O::; y < 21r, O::;µ< 21r, À > O. (5 .3) 

Se fizermos a transformação y - µ = z/ À 1/
2 em (5.3) e usarmos o fato de que 

cos(t) = 1 - t2 /2 + o(t2
), quando t ➔ O, então temos 

exp{ À cos(y - µ)} 

Mas, por outro lado , 

e0 (z
2

) 1 + o(z2 ) + o{ o(z2 )} 

1 + o(z2
). 

Substituindo (5.4) e (5 .5) na equação (5.3), segue-se que 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

Desta forma, vemos que a função densidade de probabilidade da distribuição von Mises 

V M (µ, ✓\) é aproximadamente proporcional à função densidade de probabilidade ela 

distribuição normal N(O, 1). 

Essa relação entre a distribuição von .\!ises e a distribuição normal pode ainda ser 

vista através do resu ltado devido a Stephens (1963) , apresentado na Secção 3.5.3 . Pa

ra valores não muito pequenos de ✓\, supyE[0,21r) IFv;1.,i(y) - FwN(Y) I ::; O, 0125. Além 

disso , quando /\ ➔ O e qu1tPdo /\ ➔ oo, isto é, para valores "extremos" de À, tem-se 
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uma correspondência excita entre as distribuições lon Àlises e normal arqueada, Nlardia

(1972, p. 66). Como a distribuição normal arqueada é definida pela transformação

Z {mod (2n-)}, onde Z é uma variáve] a]eatória com distribuição norma] ]V(pz, aâ), te-

mos assim justificado um relacionamento entre a distribuição von À'líses e a distribuição

normal.

Pala usarmos a abordagem utilizada por Davison e Gigli(1989), precisaremos conhecer

a mediana da distribuição von Nlises P.A4(p, À). Nós sabemos que essa distribuição é

simétrica em torno da média direcional l&, quando o gráfico da sua função densidade

de probabilidade é considerado sobre o círculo unitário. Entretendo, se fizermos uma

"linearização" através de um "corte" iio círculo e passarmos a considerar esse gráfico na

rega, então a distribuição só poderá ser simétrica se seu suporte for (p ;, p + ;), ou

seja, um intervalo que depende do parâmetro p.

Esse problema pode ser contornado se fizeinios uma transformação da seguinte maneira.

Para y -., P.M(p,À), iio intervalo l--a,n-), consideremos inicialmente IUo = (}' --

p) modl2n}, e em seguida

l I'Ho+2a, se --2n-<T'Uo< --n-

}t' = -1 TUo, se n $ }Uo < a
l I'Ho 2n-, se n- $ 1'Uo < 2n.

Desta forma, segue-se que T'T' «' 'P.M(0, À), no intervalo l--n, n) e portanto a direção

mediana de Ty é m. = 0, ou seja, é igual à sua média direcional

(5.7)

Seguindo a abordagem de Davison e Gigli(1989), e baseando-se na relação existente en-

tre a distribuição von N'lisos e a distribuição normal, considerando Flr(ml z/, À) a função

dc (distribuição acumulada da variável aleatória IT', podemos escrever o componente dii

função def,vio d(T,}'; p, À) = al/Ç' {®(Z); p, Àl; u, ÀI = 7'(Z; p, À), o«de .Z «' iV(0, 1) e T
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uma correspondência exata entre as distribuições von Mises e normal arqueada, :\!ardia 

(1972 , p. 66). Como a distribuição normal arqueada é definida pela transformação 

Z {mod (21r) }, onde Zé uma variável aleatória com distribuição normal N(µz, CJi), te

mos assim justificado um relacionamento entre a distribuição von Mises e a distribuição 

normal. 

Para usarmos a abordagem utilizada por Davison e Gigli (1989), precisaremos conhecer 

a mediana da clistri buição von Mises V M (µ , À) . Nós sabemos que essa distribuição é 

simétrica em torno da média direcional J.l, quando o gráfico da sua função densidade 

de probabilidade é considerado sobre o círculo unitário. Entretando, se fizermos uma 

"linearização"' através de um "corte" no círculo e passarmos a considerar esse gráfico na 

reta, então a distribuição só poderá ser simétrica se seu suporte for (µ - ~, µ + ~) , ou 
2 2 

seja, um intervalo que depende do parâmetro µ . 

Esse problema pode ser contornado se fizermos uma transformação da seguinte maneira. 

Para Y ~ V M (µ , À), no intervalo [ -n , 1r), consideremos inicialmente W0 = (Y -

µ) moei { 21r} , e em seguida 

TV0 + 21r, se -21r < TV0 < -1r 

W= TVo, se -1r ::; l1Vo < 1r (5 .7) 

Wo - 21r, se 1r ::; Wo < 21r. 

Desta forma , segue-se que W ~ VM(O , À) , no intervalo [-1r, 1r) e portanto a direção 

mediana de TV é Wm = O, ou seja, é igual à sua média direcional. 

Seguindo a abordagem ele Davison e Gigli (1989) , e baseando-se na relação existente en

tre a distribuição von Mises e a distribuição normal , considerando Fw ( w; v, À) a função 

'-~~ distribuição acumulada ela variável aleatória H\ podemos escrever o componente <la 
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é uma função desconhecida, possivelmente não linear

Em particular, para I'V «., P.A4(z/, À), a função de distribuição acumulada de IT'' é dada
Dor

Fty(w; p, À) = {2n-/o(À)}'' / cÀ"s('-") dt

Como não temos uma forma fechada para Fbç'(wl p, À), não é possível obtermos uma

expressão analítica para a função T. Entretanto, podemos obter uma expansão em série

de Taylor para T(zl p, À), em torno de z = 0, a saber,

7'(z;",À) - r(o; ",À) +r'(o;",À); + T:Çli!:.D;' + R:(;,o). (s.8)

Considerando w« como sendo a mediana de Fçr(wl z/, À), Davison e Gigli(1989) mos-

tram que

0

d(.«,.;«,À),
d'(«. ; p, À)

il5;;liii;llíltÍ;tlS onde / é a função densidade de probabilidade de

e8'i'm {-"(««; ,, N ""l=S'''» l.
O componente da função desvio para a von N'lisos é,

d(:"; ", À) - 2~''Xs- (m - u).

T(0; z,, À

r'(o; «, .à)

7'"(0;«,À)

.Assim

d'(w; p, .à)

d"(.«;«,À)

M «; (e-r) .
#:'«(! r).

Por outro lado, de (5.3),

/(«) .---L-- cacos(w) e
2«.ro(À) ' '

cos(w)

2«'/o(.X) ' '
f' ( 'to )
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é uma função desconhecida, possivelmente não linear. 

Em particular, para HI ~ VM(v, À) , a função de distribuição acumulada de TY é dada 

por 

Fw(w ; v, À)= {21r lo( /\) }-1 fow e >-cos(t-11) dt. 

Como não temos uma forma fechada para F1,v(w; v, >-) , não é possível obtermos uma 

expressão analítica para a função T. Entretanto, podemos obter uma expansão em série 

de Taylor para T( z; v, /\) , em torno de z = O, a saber, 

( ) ( 1 ( T" ( Ü; V, /\) 2 ( T z; v, À = T O; v, >-) + T O; v , >.) z + 
2 

z + R2 z, O) . (5 .8) 

Considerando Wm como sendo a mediana ele Fw(w; v, /\), Davison e Gigli (1989) mos

tram que 

T(O; v, >.) 

T' (O; v, >.) 

T" (O; v, ,,\) 

d(wm; v, >.), 
d' ( Wm; /J, À) 
----- onde f é a função densidade ele probabilidade de TV, 
(21r) l/2 f ( Wm) 

1 {d"(· . \) _ J'(wm)d'(wm ; IJ, /\)} 

(21r)j2(wm) Wm, v, /\ f(wm) · 

O componente ela função desvio para a von i'viises é, 

Assim, 

Por outro lado , ele (5 .3), 

/\ (W-11) d(w; v, /\) = 2v Asen -
2
- . 

d"(w; v, >-) 

f(w) 

f'(w) 

(
w - v) v>, cos -

2
- e 

- J>,. sen ( w - v) . 
2 2 
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Substituindo essas expressões em (5.8), e baseando-se em (5.6), segue-se que

d(w; 0, À) = T(z:0, À) = (2Àn)'/'lo(À) e'*z + o(w'), quando .« --> 0. Assim, o compo-

nente da função desvio da distribuição von N'pises P.A,4(0, À) pode ser aproximado por
...... f,.,..;. 1;.... ,4. J;.+.;h.-,"',n n.,.,*..l l\ríÍ) l\
UlllCh IUll\tlV llllvaX \X(& \A10Ulll/Lll\rC J llvlllla,l Z \v) X/-

Agora, para o caso de uma distribuição von N-lises com média direcional /l # 0, segue-se

de (5.7) que

d(,«: ; «:, .x) 'nl: «; (ü: {«.'P«)})}:':

nli (y: .:)}'':
d(yi;Pi,À).

Ou seja, o componente da função desvio de uma von N,lides y.A'{(p, À), com /z # 0, segue

a mesma distribuição que o componente da função desvio de uma von N/lisos P.M(0, À).

Com isso, podemos definir um segundo resíduo padronizado que é dado por

,: - :tp/«y/: e119ÍIÚJ!?za, 6.q
cuja distribuição de probabilidade pretendemos comparar com a distribuição normal

padrão ]N(0, 1)

5.3 Simulação

Com o objeti'ço de investigar o comportamento cla (distribuição de probabilidade dos

resíduos d; e ri, definidos pelas equações (5.2) e (5.9), respectivamente, foi feito um

estudo de simulação, que passaremos a descrever e comentar os resultados obtidos.

Nesse estudo de simulação foram geradas amostras dc tamantios n 25, 30 e 100
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Substituindo essas expressões em (5.8), e baseando-se em (5.6), segue-se que 

d(w; O,,\) = T( z: O, ,\) = (2,\7r)11210 (,\) e- >. z + o(w2
), quando w -+ O. Assim, o compo

nente da função desvio ela distribuição von ?dises V M (O , ,\) pode ser aproximado por 

uma função linear ela distribuição normal N(0 , 1) . 

Agora, para o caso de uma distribuição von i\:Iises com média direcional f.-l =/:- O, segue-se 

ele (5.7) que 

Jv: { 1 - cos ((Yi - ,ui){mod(27í)})} 
112 

~{ }1/2 v 2,\ 1 - cos(yi - ,ui) 

d(yi; f.-li, ,\). 

Ou seja, o componente ela função desvio ele uma von ?vlises V M (µ , /\), comµ =/:- O, segue 

a mesma distribuição que o componente da função desvio de uma von Mises VM(O , /\). 

Com isso , podemos definir um segundo resíduo padronizado que é dado por 

( 5.9) 

cuja distribuição de probabilidade pretendemos comparar com a distribuição normal 

padrão N(O, 1). 

5.3 Simulação 

Com o objetivo de investigar o comportamento ela distribuição de probabilidade dos 

resíduos di e ri, definidos pelas equações (5 .2) e (5. 9) , respectivamente, foi feito um 

estudo de simulação , que passaremos a descrever e comentar os resultados obtidos. 

Nesse estudo ele simulação foram geradas amostras ele t amanh05 n = 25, 50 e 100 
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observações da distribuição von N'pises P.A4(/ti, À). O parâmetro pi foi considerado como

no modelo de médias von N-lisos, com apenas uma covariável z e assumindo-se a ligação

pi = /z + 2 arctan(z#). Para a covariável z foram gerados números pseudo-aleatórios no

intervalo (0, 6), sendo que, pala cada amostra gi, . . . , y. a ser simulada, eram gerados

novos valores de z e em seguida centralizados, a fim de acelerar a convergência do

algoritmo de estimação. Os valores considerados para o parâmetro de concentração À

foram 1, 2, 4 e 7.

Para gerar a amostra yi , . . . , g/. foi feito uin programa em S-Plus a fim de implementar

o algoritmo proposto por Best e Fisher (19T9). Esse algoritmo simula cada observação

von ivlises P.A,4(p, À) a partir de 3 uniformes no intervalo 10, 11 e consiste em:

Passo 1. Definia a 1 + v(1 + 4À'), Z' (« '%)/2À e , = (1 + b')/(2Z,);

Passo 2. Considerar Ut, U2 e Us números pseudo-aleatórios no intervalo lO, lli

Passo 3. Calculei cos(«'U-), ./' (1 + ,;)/(, + z) e c = .X(, /);

Passo 4. Se c(2 c) U2 > 0 ir para o Passo 6;

Passo 5. Se log(c/U2)+l c < 0 considerar novos números Ui, U2 e Us, pseudo

aleatórios no intervalo 10, 11, e voltei para o Passo 31

Passo 6. y sinal(U3 0, 5) «rccos(/) + pl-nod (2r)}

Pala ca(]a par (n, À), ou seja, pala cada combinação dos valores do tamanho da amostra

n e do parâmetro de concentração À, foram geladas 1000 amostras de tamanho rz da

distribuição von N'lisos P.M (p+2 arcta«(;«3), À) . En: cada amostra gerada, foi aplicado
o processo de estimação descrito pela equação (4.5) a fim de obter uma solução do

sistema de equações (4.1) - (4.4). Uma vez obtidas t\s estimativas dos parâmetros

(P, /3' , À)r, foram calculados os componentes da função desvio di, . . . , d., pela equação

CAPÍTULO 5: RESÍDUOS 73 

observações da distribuição von Mises VM(Pi , À). O parâmetro µi foi considerado como 

no modelo de médias von i\Iises , com apenas uma covariável x e assumindo-se a ligação 

µi = µ + 2 arctan(x,6). Para a covariável x foram gerados números pseudo-aleatórios no 

intervalo (O, 6), sendo que , para cada amostra Yt, . .. , Yn a ser simulada, eram gera.cios 

novos valores de x e em seguida centralizados, a fim de acelerar a convergência cio 

algoritmo de estimação. Os valores considerados para o parâmetro ele concentração /\ 

foram 1, 2, 4 e 7. 

Para gerar a amostra Yt, .. . , Yn foi feito um programa em S-Plus a fim de implementar 

o algoritmo proposto por Best e Fisher (19,9) . Esse algoritmo simula cada observação 

von Mises V M (~l, À) a partir ele 3 uniformes no intervalo [O , 1] e consiste em: 

Passo 1. Definir a= 1 + J(l + 4À2 ), b = (a - ffa)/2/\ e r = (1 + b2 )/(2b); 

Passo 2. Considerar U1, U2 e U3 números pseudo-aleatórios no intervalo [O, 1]; 

Passo 3. Calcular z = cos(7rUt), J = (1 + r z )/(r + z ) e e= /\(r - J); 

Passo 4. Se c(2 - e) - U2 > O ir para o Passo 6; 

Passo 5. Se log(c/U2 ) + 1-c < O considerar novos números U1, U2 e U3 , pseudo

aleatórios no intervalo [O , 1], e voltar para o Passo 3; 

Passo 6. y = sinal(U3 - O, 5) arccos(.f) + µ{moei (27r)} . 

Para cada par (n, /\) , ou seja, para cada combinação dos valores cio tamanho ela amostra 

n e elo parâmetro ele concentração À, foram geradas 1000 amostras ele tamanho n ela 

distribuição von Mises V M (µ + 2 arctan( x _.3 ), À). Em cada amostra gerada, foi aplicado 

o processo ele estimação descrito pela equação ( 4.5) a fim ele obter uma solução cio 

sistema ele equações (4.1) - (4.4). Uma ,·ez obtidas as estimativas dos parâmetros 

(µ , '[3T , ~f, foram calculados os componentes da fun çi'io desvio d1, ... , d11 , pela equação 



C.I.PÍTUL0 3: RESÍDUOS 74

(3.1), e em seguida esses resíduos falam padronizados de acordo com (5.2), obtendo-

se então aT, . . . ,d;. -â.nalogamente, obtivemos rl, . . . ,r., utilizando (5.9). De acordo

com o que mostramos, aT, . . . , d: e rl, . . . , r. devem ser vistas como duas amostras da

distribuição normal iV(0, 1).

Em seguida calculamos a média amostral, o desvio padrão amostral e os coeficientes de

assimetria e curtose de cada uma dessas amostras de n resíduos, tendo para d;, como

para ri. O passo seguinte foi calcular a média aritmética dessas 4 estatísticas, referen-

te a todas as 1000 amostras geradas, com o objetivo de compara-las com as medidas

correspondentes à distribuição normal padrão. Os resultados estão apresentados na Ta-

bela 5.1. Podemos ver que tanto a média quanto o coeficiente de assimetria não diferem

substancialmente do valor correspondente da distribuição normal padrão. Na maioria

dos casos o (desvio padrão apresenta-se ligeiramente inferior a um, sugerindo que as dis-

tribuições desses dois resíduos são mais concentradas em torno de suas médias do (lue

a distribuição normal ]N(0, 1). Por sua vez, o coeficiente cle curtose é sistematicamente

negativo, indicando que as distribuições dos resíduos ri e d; são mais achatadas do club a

distribuição normal. De unia forma geral, os dois resíduos mostraram comportamentos

bem similaics entre si, e a concordância de suas distribuições com a distribuição normal

padrão é dais acentuada para valores grandes do parâmetro de concentração À.
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(5.1), e em seguida esses resíduos foram padronizados de acordo com (5.2), obtendo

se então cl~ , ... , cl~ . Analogamente, obtivemos r 1 , ... , r n , utilizando (5.9) . De acordo 

com o que mostramos, d~ , ... , d~ e r 1, ... , r n devem ser vistas como duas amostras da 

distribuição normal i\T(O , 1) . 

Em seguida calculamos a média amostral, o desvio padrão amostral e os coeficientes de 

assimetria e curtose de cada uma dessas amostras de n resíduos, tando para cl'l, como 

para ri. O passo seguinte foi calcular a média aritmética dessas 4 estatísticas, referen

te a todas as 1000 amostras geradas, com o objetivo de compará-las com as medidas 

correspondentes à distribuição normal padrão. Os resultados estão apresentados na Ta

bela 5.1. Podemos \'er que tanto a média quanto o coeficiente ele assimetria não diferem 

substancialmente cio va lor correspondente da distribuição normal padrão. Na maioria 

dos casos o desvio padrão apresenta-se ligeiramente inferior a um, sugerindo que as dis

tribuições desses dois resíduos são mais concentradas em torno de suas médias cio que 

a distribuição normal i\7(0 , 1). Por sua vez, o coeficiente de curtose é sistematicamente 

negativo, indicando que as distribuições dos resíduos 7\ e ci; são mais achatadas cio que a 

distribuição normal. De uma forma geral, os dois resíduos mostraram comportamentos 

bem similares entre si , e a concordância de suas distribuições com a distribuição normal 

padrão é mais acentuada para valores grandes do parâmetro ele concentração À. 
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Tabela 3.1: Nledidas de locação e escala para os resíduos padronizados ri e d
Parâmetro de Nledida

rln n pon + r n pã a
\./ v A A v vAI ux Llly tAv

Resíduo dResíduo ri

n = 50 10025loo25 50n n nn

média

À -l
d.padrão

assimetria

curtose

0,0094 0,0052 0.0014

0,8796 0,8316 0,8020

-0.0009 0.0024 0.0010

-1,1783 -1,1904 -1,2049

0,0113 0,0063 0.0017

1,0285 0,9639 0.8213

-0,0006 0,0024 0,0010

-1,1828 -1,1931 -1.2065

média

À -2
d.padrão

assimetria

curtose

0,0152 -0,0080 0,0072

0,7445 0,6830 0,6480

0,0185 -0,0070 -0,0117

-1,1689 -1,1581 -1,1933

-0,0179 -0,0099 0.0069

0,8606 0,7524 0,6692

0,0191 0,0072 -0.0118

1,1620 -1,1546 -1,1908

média

d.padrão
À - 4 '

assimetria

curtose

0,0050 0,0008 -0,0047

0,9678 0,9121 0,8800

-0,0034 0,0060 0,0035

-1,2316 -1,2330 -1,2533

0,0062 0,0010 -0,0057

1,1087 1,0439 1:0064

-0,0034 0,0061 0,0036

1,2371 -1,2376 -1,2574

média

d.padrão
À - 7 '

assimetria

curtose

0.0006 0.0006 -0.0059

1,0335 0,9625 0,9084

0,0031 0,0056 0,0009

-1,1460 -1,1072 -1,0667

0,0012 0,0007 -0,0072

1,1670 1,0968 1,0479

-0,0032 0,0056 0,0010

-1.1602 -1.1173 -1.0729
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Tabela 5 .1: rdedidas de locação e escala para os resíduos padronizados ri e d7. 

Parâmetro de Medida Resíduo r i Resíduo d; 
Concentração n = 25 n = 50 n = 100 n = 25 n = 50 n = 100 

média 0,0094 0,0052 0,0014 0,0113 0,0063 0.0017 

À=l 
d.padrão 0,8796 0,8316 0,8020 1,0285 0,9639 0,8213 

assimetria -0,0009 0,0024 0,0010 -0 ,0006 0,0024 0,0010 

curtose -1,1783 -1 ,1904 -1 ,2049 -1 ,1828 -1,1931 -1.2065 

média -0,0152 -0 ,0080 0,0072 -0,0179 -0,0099 0.0069 

À=2 
d.padrão 0,7445 0,6830 0,6480 0,8606 0,7524 0,6692 

assimetria 0,0185 -0,0070 -0,0117 0,0191 0,0072 -0.0118 

curtose -1 ,1689 -1 ,1581 -1 ,1933 -1 ,1620 -1,1546 -1 ,1908 

média 0,0050 0,0008 -0,0047 0,0062 0,0010 -0 ,0057 

À = '± 
d.padrão 0,9678 0,9121 0,8800 1,1087 1,0439 1,0064 

assimetria -0,0034 0,0060 0,0035 -0 ,0034 0,0061 0.0036 

curtose -1,2316 -1,2330 -1 ,2553 -1,2371 -1,2376 -1,2574 

média 0,0006 0,0006 -0,0059 0,0012 0,0007 -0,0072 

À=7 
d .padrão 1,0335 0,9625 0,9084 1,1670 1,0968 1,0479 

assimetria -0,0031 0,0056 0,0009 -0,0032 0,0056 0,0010 

curtose -1,1460 -1,1072 -1,0667 -1,1602 -1,1173 -1.0729 



Clapítulo 6

Aplicações

6.1 Aplicação l

A primeira aplicação que faremos consiste de uma análise dos dados obtidos pelo Prof.

Dr. R. Ranvaud, do Instituto de Ciências Biológicas da USP, tendo sido analisado,

numa outra abordagem, em .Artes (1997) e em Artes, Pattla e Ranvaud (1998a, 1998b).

Descrição do conjunto de dados

O conjunto de dados corresponde à direção seguida por pombos-correio, medida após

30 segundos, 60 segundos e 90 segundos da soltura como também a direção do pombo

no momento do seio desaparecimento no horizonte. Outra informação coletada foi o

tempo decorrido até o desaparecimento de cada pombo.

Um dos objetivos do estiido era investigar o mecanismo de orientação dos pombo
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correio que, segundo uma teoria existente. é influenciada tanto pelo campo magnético

da Terra quanto pelo Sol. Os dados foram coletados na cidade de Camocim (CE):
localizada a cerca de 300 km da capital Fortaleza, e fica próxima à linha do equa-

dor geográfico. .As aves foram soltas em dois pontos distintos, (Ch'lC-l) e (CNIC-2),

que foram escolhidos em função de seus relevos, favorecendo a observação dos pom-

bos. Tendo em vista a influência da luz solar, a soltura foi feita em três períodos do

dia, caracterizados como h'IANHA, MEIO-DIA e TARDE. Essa escolha do local pos-

sibilitou um controle experimental com relação à posição do Sol (proximidade com o

equador geográfico), como também com relação ao campo magnético, unia vez (lue o

equador magnético da Terra estava próximo à cidade de Camocim na época em que o

experimento foi realizado.

Definindo Z/{jX;, como sendo a diferença entre a direção do pombo ã após .J segundos da

soltura e a direção de desaparecimento, na localidade r no período k do dia, Artes(1997)

adotou urn modelo, que o denominou made/o corrtp/eto, para as médias circulares /ziji:,

e parâmetros cle concentração ÀijX;,. Nesse modelo completo foi explorada a estrutura

longitudinal dos dados, e após o ajuste do mesmo, bem como ê\ realização de testes de

hipóteses, foi possível fazer o ajuste de um mo(leio mais reduzido.

No modelo induzido, a média. circular ficou constante e não foi detectada diferença entre

os parâmetros de concentração referentes ao pombos soltos ilo período da manhã e os

que foram soltos à tarde. .\ média circular referente a esses dois períodos foi estima(la

em 5, 07'

Nosso objetivo aqui é analisar a dependência entre a díreção de cada pombo no momen-

to do seu desaparecimento e o tempo decorrido desde a soltura do mesmo. A Figura 6.1

contém um gráfico de dispersão cle todos os pombos. Cada ponto nesse gráfico caracte-

riza a "direção escolhida" e o tempo decorrido até o (lesa\padecimento. Tendc em vista
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a disposição dos pontos nesse gráfico, aplicamos o teste de RaJ'leigh, ver N'lardia (1972,

p. 133), para testar a hipótese da distribuição dos dados ser uma uniforme circular, ou

seja, testar se a direção escolhida pelos pombos ocorria aleatoriamente no círculo. Com

os 176 pombos, observamos R = 0,3241, o que dá 2nR' = 36,9972, comparando-se

com a distribuição assintótica de referência, X!, a hipótese de uniformidade é rejeitada.

Nas Figuras 6.2 e 6.3 representamos essas mesmas direções, destacando o local (CNIC-l

176 poitibos

'. =..1',..''ç'/
. '
.s dl.

f.
+

k à lk)

Figura 6.1: Localização dos pombos no desaparecimento

e Cale-2) e o período de soltura (b/IANHA, À'LEIO-DIA e T.ARDE). Podemos obser\'ar

que a posição de ca(la pombo no momento do seu desaparecimento parece depender de

outros favores, além do tempo de võo até a ocortênci.. (:esse evento. Tendo em vista (lue

no momento o nosso objetivo não é explorar a estrutura longit.u(final desse conjtmto de

CAPÍTüLO G: APLICAÇÕES 78 
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Figura 6.1: Localização cios pombos no desapa recimento. 

e C:vIC-2) e o período de soltura (MANHÃ, iVIEIO-DIA e TARDE) . Podemos observar 

que a posição de cada pombo no momento do seu desaparecimento parece depender de 

outros fatores, a lém cio tempo de vôo até a ocorrêncic: • .::esse e\"ento. Tendo em vista que 

no momento o nosso objetivo não é explorar a estrutura longit.udinal desse conjunto ele 
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n = 176 pombos

1 = local l
2 =1oca12

0

2

'i :
Z

l

2

2

2

2 l
l

0.

b

Figura 6.2

Õ à I'o

Localização dos pombos: Local de soltura.

dados e considerando as conclusões obtidas por Artes (1997), de não ter sido detectada

diferença entre os parâmetros de concentração referentes aos pombos soltos no peiíoclo

da manhã e os (lue foram soltos à tarde, fizemos uma aplicação utilizando apenas o

subconjunto dos pombos colresponclentes a esses dois perío(!os de soltura, consistindo

de 112 pombos. Como variável resposta, consideramos yi como sendo a distancia an-

gular entre os valores observados aos 30 segundos, e no momento do desapaiecinleiito,

do {-ésimo pombo.

A Figura 6.4 apresenta um gráfico sugerido por Fisher (1993). Nesse gráfico, o eixo das

abscissas corresponde ao tempo de võo até o desaparecimento, e no eixo das ordenadas

estamos considerando yi e yi + 2n, qu: ajuda a visualizar comportamentos sistemáticos

em obserl,ações circulares. -4.nalisando esse gráfico, não se percebe nenhuma tendência
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dados e considerando as conclusões obtidas por Artes (1997), de não ter sido detectada 

diferença entre os parâmetros de concentração referentes aos pombos soltos no período 

da manhã e os que foram soltos à tarde, fizemos uma aplicação uti lizando apenas o 

subconjunto cios pombos correspondentes a esses dois períodos de soltura, consistindo 

de 112 pombos. Como variável resposta, consideramos Yi como sendo a distância an

gular entre os valores obserrndos aos 30 segundos, e no momento do desaparecimento , 

cio i-ésimo pombo. 

A Figura 6.--l apresenta um gráfico sugerido por Fisher (1993). Nesse gráfico, o eixo das 

abscissas corresponde ao tempo de vôo até o desaparecimento , e no eixo elas ordenadas 

estamos considerando Yi e y; + 21r, qli: J.juda a visualizar comportamentos sistemáticos 

em observações circulares . .-\nalísanclo esse gráfico , não se percebe nenhuma tendência 
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da direção média. Por outro lado, observa-se uma variabilidade maior para os pombos

que demoraram pouco tempo para o desaparecimento clo que para os pombos que de-

moraram mais tempo. Isto sugere um modelo de dispersão. Considerando yí c l--T' }),

foi assumido inicialmente que:

1. yí segue uma distribuição von h'lises P.M(pí, Ài), para i 1, , 112;

2. A direção de referência, ou média direcional, de yi foi inicialmente modela-

da por pí - /z + 2aictan(tiP), onde ti representa o tempo decorrido até o

desaparecimento do pombo ã l

3 O parâmetro de concentração foi modelado por ÀÍ expl'yo + fi'yt}

2
n = 176 pombos

1 = manha
2 = meio-dia

3 = tarde

2

2 2

3 l
2

3
l3

1 :
'à l

2
l

Figura 6.3: Localização dos pomo)os: Perío(lo da soltura
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Figura 6.4: Distância entre as direções dos pombos (X'MANHÃ e TARDE)

0

Isto significa que estamos partindo de um modelo von X'pises misto. Aplicando-se o

procedimento iterativo descrito na página 52, para estimar os parâmetros desse modelo,

o ajuste obtido apresentou um desvio cle Z) = 124,6 com 108 graus de liberdade,

indicando que o ajuste é aceitávell. As estimativas para os parâmetros com respectivos

erros padrão apresentados na Tabela 6.1. .Analisando os níveis descritivos, há indícios

cle que o modelo se ajusta bem aos dados. Em seguida fizemos uma análise gráfica

de resíduos. Na Figura 6.5 apresentamos os gráficos normal de prol)abilidade para os

resíduos padronizados r e d* , respectivamente. Eiit cada gráfico apresentamos bandas de

confiança contruídas através da técnica de envelop('s. Os limites de cada erlvelope foram

determinados a partir de 19 simulações, conforme sugere .Àtkinson (1985). Desta forma,

a probabilidade do resíduo observado r{ (ou d;) exceder o limite superior do envelope é

aproximadamente 1/20. Esses gráficos mostram que algumas pressuposições do modelo

foram violadas. Aléns de um possível problema cle superdispersão, t\ causa mais provável

IEstainos ttsaíido o resultado: D(#;ji) "''?!"/ X;-,, clliando À --} oo, J©rgenseti (1987).
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Isto significa que estamos partindo de um modelo von .'vlises misto. Aplicando-se o 

procedimento iterativo descrito na página 52 , para estimar os parâmetros desse modelo, 

o ajuste obtido apresentou um desvio de D = 124, 6 com 108 graus de liberdade, 

indicando que o ajuste é aceitável1. As estimativas para os parâmetros com respectivos 

erros padrão apresentados na Tabela 6.1. Analisando os níveis descritivos , há indícios 

ele que o modelo se ajusta bem aos dados. Em seguida fizemos uma análise gráfica 

de resíduos . Na Figura 6.5 apresentamos os gráficos normal de probabilidade para os 

resíduos padronizados r e cl*, respectivamente. Em cada gráfico apresentamos bandas ele 

confiança contruídas através da técnica de envelopes. Os limites ele cada envelope foram 

determinados a partir ele 19 simulações, conforme sugere Atkinson (1985) . Desta forma, 

a probabilidade do resíduo observado ri ( ou dr) exceder o limite superior do envelope é 

aproximadamente 1/ 20. Esses gráficos mostram que algumas pressuposições do modelo 

foram violadas. Além de um possível problema de superdispersão , a causa mais provável 

1 Estamos usando o resultado: D(y; µ) modelo x;,-p , quando À -+ oo , J0rgensen (1987) . 
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Tabela 6.1: Estimativas dos parâmetros do made

lo von ?t.lides misto.

.2 -1 0 1 2

Qualitis da Normal Quailtis da Normal

Figura 6.5: Gráfico dos envelopes par;\ os resíduos r e d'

dessa violação pode ter sido a distribuição assumida para a varia't'el resposta, uma

vez que já que estamos modelando o parãmetio de concentração. Ressaltamos (lue

a distância entre duas observações direcionais y e y*, é dada por minlé)t,Oa}, onde

Ot:: g/ p*l modl2a-} e 02 = ly+2a --Z/*l modl2n-}, param < #*

Redefinimos a variável resposta e passamos a considerar simplesmente a diferença cla

direção no momento do desaparecimento de cada pombo, em relação à sua posição aos

30 segundos de võo. O gráfico da Figura 6.6 mostra um diagrama de dispersão desses

dados, e na Figura 6.7 temos plotado simultaneamente os pontos y e y + 2z x.erstls

Para- Estima- D. padrão Estim/ Nível

metro uva (aprox.) D. padrão descritivo

P -1,9900 0,0548 -36,3240 < o,o001

P 1,3111 0,1261 l0,3955 < o,o001

'yo 3,0352 0,5954 5,0974 < o. o001

'yt 1,0123 0,3221 3,1423 < o, ooo]
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dessa violação pode ter sido a distribuição assumida para a variável resposta, uma 

vez que já que estamos modelando o parâmetro de concentração . Ressaltamos que 

a distância entre duas observações direcionais y e y*, é dada por min { 01, 02 } , onde 

01 = IY -y*I mod{21r} e 02 = IY + 21r - y*I mod{21r}, para y < y*. 

Redefinimos a variável resposta e passamos a considerar simplesmente a diferença da 

direção no momento cio desaparecimento de cada pombo, em relação à sua posição aos 

30 segundos de , ôo . O gráfico da Figura 6.6 mostra um diagrama de dispersão desses 

dados , e na Figura 6. 7 ternos plotado simultaneamente os pontos y e y + 2r versu s 
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a variável tempo. Nota-se uma grande variabilidade entre os pombos que derlloraram

pouco tempo para sumir no horizonte, em contrapartida aos pombos que focaram visíveis

por um período maior. Ajustamos inicialmente um modelo von N'lises de médias. O

©
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112 painhos

Figura 6.6: Gráfico (te dispersão da difeieiiça entre as direções dos pombos

ajuste forneceu uni desvio D = 135, 755 com 109 graus (te liberdade, e as estimatix-as

dos parâmetros estão iia Tabela 6.2. Os níveis descritivos sugerem que o parâmetro .3

pode ser excluído do modelo, corroboraiido assim a indicação da Figura 6.7, de que a

média direcional de yi não depende do tempo cle võo.

Análise dos Resíduos

Na Figura 6.8 apresentamos os gráficos normal de probabilidt\lc Faia os resíduos padro-

nizt\dos r e d*. Eiii cada gráfico apresentamos ban(las (le confiança coíttruídas através
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Figura 6.6: Gráfico de dispersão da diferença entre as direções dos pombos. 

ajuste forneceu um desvio D = 135 , 755 com 109 graus ele liberdade, e as estimati\·as 

dos parâmetros estão na Tabela 6.2. Os níveis descritivos sugerem que o parâmetro 3 

pode ser excluído do modelo, corroborando assim a indicação ela Figura 6. 7, ele que a 

média direcional ele Yi não depende do tempo ele vôo. 

Análise dos Resíduos 

Na Figura 6.8 apresentamos os gráficos normal ele probabilicla--! .:: para os resíduos padro

nizados r e d*. Em cada gráfico apresentamos bandas de confiança cmltruíclas atraYés 
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da técnica de envelopes, cujos limites foram obtidos a partir de 19 simulações, Atkinson

(1985). Os dois gráficos mostram indícios de superdispersão. Com isto, passamos a

Quaiitis da Normal Quantas da Normal

Figura 6.8: Gráfico dos envelopes para os resíduos r e d*

considerar um modelo de dispersão, em (lue todas as médias direcionais são igui\is entre

si, e os parâmetros de concentração são modelados por ÀÍ - expl'yo + ti'h}. O ajilste

desse modelo apreseiitott llin desvio Z) = 113, 1811, com 109 graus de liberdade. .As

estimativas para os parâmetros p, "ro e "yt, coar. respectivos erros pl\grão estão apre-
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d a técnica de envelopes, cujos limites foram obtidos a partir ele 19 simulações, Atkinson 

(1985). Os dois gráficos mostram indícios de superdispersão. Com isto, passamos a 

g 
..., 
:n o 
:u 

cc 

.. •: 

.,. 

;Z .. •···· ·· ··: . : 

__________ .- 1 

, 
~ ·: ... -" 

,_ -----, ------, ---- -, ------ ' ------ .----- ' 

·2 · 1 

Qua11tis da f\o rmal 

-2 -1 

Qua11tis da i\orrnal 

Figura 6.8: Gráfico dos envelopes para os resíduos r e d*. 
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considerar um modelo de dispersão, em que todas as médias direcionais são iguais entre 

si, e os parâmetros de concentração são modelados por ✓\= exp{10 + tni} . O aj uste 

desse modelo a presentou um desvio D = 113 , 1811 , com 109 graus de liberdade. As 

estimativas para os parâmetros µ , ,o e , 1, corr-. respect iyos erros padrão estão apre-
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Tabela 6.2: Estimativas dos parâmetros do modo

lo von N,lises de médias.

sentados na Tabela 6.3. Observando-se os níveis descritivos, optamos por assumir esse

modelo de dispersão.

A média circular estimada pelo modelo, corresponde tl uma diferença de aproxima-

damente --7' entre a direção inicial (aos 30 segundos) e a direção final (no desa-

parecimento). O parâmetro de concentração pi\ra o {-ésimo pombo foi estimado por

Ài = expÍ5, 38 2, 72ti}.

Tabela 6.3: Estimativas dos parâmetros do mocle

lo von hlises de dispersão.

       

Para- Estima- D. padrão Estim./ Nível

metro ti't'a (aprox.) D. padrão descritivo

P -0,1394 0,0882 -1,5811 0,1139

P 0,0038 0,0215 -0,1749 0,8612
À 1,7649 0,2130 8,2867 < 0,000]

Para- Estima- D. padrão Estim./ Nível

metro uva (aprox.) D. padrão descritivo

H -0,1149 0,0685 1,6770 0,0935

'yo 5,3761 0,9921 3,4190 ( o,o001

'yi 2,7195 0,5944 -4,5752 < o.ooo]
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sentados na Tabela 6.3 . Observando-se os níveis descritivos , optamos por assumir esse 

modelo ele dispersão. 

A média circular estimada pelo modelo, corresponde a uma diferença ele aproxima

damente - 7º entre a direção inicial ( aos 30 segundos) e a direção final ( no desa

parecimento) . O parâmetro ele concentração para o i-ésimo pombo foi estimado por 

Ài = exp{5, 38 - 2, 72ti}. 

Tabela 6.3: Estimativas cios parâmetros elo mocle-

lo von Mises ele dispersão. 

Parâ- Estima- D. padrão Estim. / Nível 

metro tiva (aprox.) D. padrão descritivo 

µ -0,1149 0,0685 -1,6770 0,0935 

,o 5,3761 0,9921 5,4190 < 0,0001 

11 -2 ,7195 0,5944 -4,5752 < 0,0001 
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Análise dos Resíduos

Nas Figuras 6.9 e 6.10 apresentamos os gráficos normal de probabilidade para os resí-

duos padronizados r e d*, respectivamente. Em cada gráfico apresentamos bandas de

confiança contruídas através da técnica de envelopes, cujos limites foram obtidos a par-

tir de 19 simulações, Atkinson (1985). Esses gráficos não indicam afastamentos das

suposições iniciais para o ajuste desse modelo de dispersão.

.2 .l o l

Noi mal P:\di ão

2

Figura Gráfico dos envelopes para o resíduo i
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Análise dos Resíduos 

Nas Figuras 6.9 e 6.10 apresentamos os gráficos normal de probabilidade para os resí

duos padronizados r e d*, respectivamente. Em cada gráfico apresentamos bandas ele 

confiança contruídas através da técnica de envelopes, cujos limites foram obtidos a par

tir de 19 simulações, Atkinson ( 1985). Esses gráficos não indicam afastamentos das 

suposições iniciais para o ajuste desse modelo ele dispersão. 
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Figura 6.9: Gráfico dos envelopes para o resíduo r. 



CAPÍTULO 6 X p r Tf- A r(3 E' c= 87

Nonnal Parti-ão

Figura 6.10: Gráfico dos envelopes para o resíduo d*
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InHuência Local

.4.ssumindo o modelo von À'lisos de dispersão, temos na Figura 6.11 um gráfico mostran-

do a influência das observações sobre as estimativas dos parâmetros e na Figura 6.12

temos esses mesmos pontos plotados contra a variável tempo de võo. Foi empregado

aqui o esquema de perturbação que consiste na ponderação dos casos e vemos que 2

pontos se destacam, que correspondem aos pombos 17 e 158, e outros 3 deles apresen-

tam influência moderada, que são os pombos 61, 113 e 170. Esses pombos estão entre os

que desapareceram mais rapidamente. Isso mostra que as estimativas dos parâmetros

de concentração foram influenciadas pelos pombos "mais decididos'', ou seja, os pombos

com os menores oa/ares rza cofiar áue/ tempo de uóo.
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S

20

Figura 6.11
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Influência Local 

Assumindo o modelo von :Mises de dispersão, temos na Figura 6.11 um gráfico mostran
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6.2 Aplicação 2

Uma segunda aplicação foi feita considerando o conjunto de dados descrito em Fisher

e Lee (1992, p. 136), representando a direção tomada e a distancia percorrida por 31

caramujos após os mesmos terem sido transportados do seu Aab Éat natural.

Tabela 6.4: À'cedidas de distância percorrida e direção escolhida por

31 caramujos (Roda/ilíor na uni/ascíafa) após o deslocamento do seu
habãtaí natural.

Z distância percorrida (em cm) e y direção escolhida (em graus)

Foi assumido que a direção escolhida por cada caramujo segue uma distribuição de

probabilidade voil N,pises y.A4(p{, Ài). A média direcional foi modelada por pí = p+

2 arctan(#zi), onde zl representa a distância (em cm) percorrida pelo respectivo cara-

mujo. Inicialnieiite considerou-se que os parâmetros de concentração são todos iguais

entre si, Ài -- . . = À31. Os ângulos originais falam convertidos em radiano e transfor-

mados para o intervalo l--n-, n), e as distancias /i, . . . , z:31 fora\m centralizadas.

Obs. T y Obs. T y Obs. r y Obs. Z y

l 1o7 67 9 12 171 17 21 163 25 38 83

2 46 66 10 25 166 18 l 133 26 70 71

3 33 74 11 37 98 19 71 101 27 7 74

4 67 61 12 69 60 20 60 105 28 48 91

5 122 58 13 3 197 21 71 71 29 7 38

6 69 6() 14 83 98 22 71 84 30 21 200

7 43 100 15 68 86 23 57 75 31 27 56

8 30 89 16 38 123 24 53 98      
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x = distância percorrida ( em cm) e y = direção escolhida ( em graus). 

Foi assumido que a direção escolhida por cada caramujo segue uma distribuição de 

probabilidade von iVIises VM(µi, ,,\) . A média direcional foi modelada por µi = µ + 
2 arctan(/3xi ), onde Xi representa a distância ( em cm) percorrida pelo respectivo cara

mujo. Inicialmente considerou-se que os parâmetros de concentração são todos iguais 

entre si, ,\ 1 - · · = ,,\31 . Os ângulos originais foram com·ertidos cm radiano e transfor

mados para o intervalo [-7í , 1r), e as distâncias x 1, ... , .z::31 foram centralizadas. 
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.À.pós aplicar o processo iterativo descrito pela equação (4.5) a fim de resolvem o sis-

tema de equações (4.1) - (4.4), obtivemos as seguintes estimativas de máxmia veros-

similhança, com respectivos desvios padrão assintóticos, P = 97' (õii = 0,853), J =

--0, 0065 (0,0004) e À = 3, 187 (0, 133). O desvio total obtido foi de D(Z/;ji) = 34, 796

com 29 graus de liberdade. Fazendo-se uma comparação com a distribuição de referência

X2.P, não há indícios de que o modelo ajustado seja inadequado 2

Foi feita em seguida uma análise de resíduos através do gráfico de envelopes, conside-

rando ambos os resíduos definidos em (5.2) e (5.9). Cada envelope foi obtido a partir

de 19 simulações, conforme sugere Atkinson (1985). Os gráficos estão nas Figura (5.13

e 6.14. .A disposição dos resíduos indica que o ajuste do modelo não está bom, sendo

que alguns resíduos apontam para pontos mal ajustados.
cu

Normal Parti-ão

Figura 6.13: Gráfico dos envelopes para o resíduo (/* (modelo de médias).

ZNós usamos a(lui o resultado de Jargensen (1987) (lue D(#;;i) "'':Ü'/ X;-P, (quando À --} oo
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Figura 6.13: Gráfico cios envelopes para o resíduo <f• (modelo ele médias). 

~Nós usamos aqui o resultado ele J0rgensen (1987) que D(y ; µ) modelo , x;,-µ, quando À ➔ oo. 
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Noi mal Ptttlrão

Figura 6.1+: Gráfico dos envelopes para o resíduo T' (modelo de médias)

Segundo Fisher (1993), não é incomum-n encontrarmos conjlintos cle dados onde tanto

a direção média quanto o parâmetro de concentração têm i\ influência de covariáveis.

Para esse conjunto de dados, uma exploração gráfica sugere que a variabilidade parece

ser maior para os animais (lue percorreram uma pecluena (distância, vede Fisher e Lee

(1992, Figura 2(b)). De t\corclo cona Pauta (1996), para esse conjlinto de dados, parece

ser mais apropriado procurar ajustar um modelo modelo misto P.A4(pi, À{) coi l p =

p + 2 arctan(/7:t{) e Ài = expl"yo + 'izi}.

Empregamos então o processo iterativo descrito pela equação (4.11) a fim de resolver

o sistema de e(luações (4.7) - (4.10) e obtivemos as seguintes estimativas de máxima

verossimilhança, com respectivos desvios padrão assintóticos, Ê = 117, 1'(âi; = 0, 0458),

# = --0, 009(0,0025). lo = 1. 78(0, 25) e ?i = 0,045(0,009). As Figuras(6.15) e(6.16)

apresentam gráficos dos envelopes para os resíduos (/* e 1, respectivamente. Os dois

gráficos indicam que o tnodelo misto foi ajustado de forma satisfatória
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Figura 6.1-l: Gráfico dos envelopes para o resíduo r (modelo de médias) . 
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Segundo Fisher (1993) , não é incomum encontrarmos conjuntos de dados onde tanto 

a direção média quanto o parâmetro de concentração têm a influência de covariáveis. 

Para esse conjunto ele dados , uma exploração gráfica sugere que a variabilidade parece 

ser maior para os animais que percorreram uma pequena distância, vicie Fisher e Lee 

(1992 , Figura 2(b)). De acordo com Paula (1996) , para esse conjunto de dados , parece 

ser mais apropriado procurar ajustar um modelo modelo misto V M (µi , ,\i) com µi = 
µ + 2 arctan(/hi) e À; = exp{ ,o + , 1xi} . 

Empregamos então o processo iterativo descrito pela equação ( 4. 11) a fim de resolver 

o sistema de equações (4.7) - (4 .10) e obtivemos as seguintes es timativas ele máxima 
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CIAPÍVUt.0 6 A pr ír- .\ r/X n'c 93

Nonnal Padrão

Figura 6.15: Gráfico dos envelopes para o resíduo d' (modelo misto)

Not-mal Padrão

Figura 6.16: Gráfico dos envelopes para o resíduo r (moda-lo misto)
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Figura 6.15: Gráfico dos envelopes para o resíduo d* (modelo misto). 
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Figura 6.16: Gráfico dos envelopes para o resíduo r (modelo misto). 
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Influência Local

Perturbando o modelo com o esquema de ponderação dos casos, apresentamos na Fi-

gura 6.17 um gráfico de ld..xl contra a covariável z, mostrando a influência local das

observações sobre as estimativas dos parâmetros P, /7 e q. .A Figura 6.18 mostra a

influência local das observações apenas sobre as estimativas de 'o e 't. Podemos ver

que as estimativas tiveram influência dos caramujos 14 e 19 e que os caramujos 1, 5 e

14 foram os que exerceram maior influência sobre as estimativas de 'o e 'l, que são os

parâmetros referentes à concentração (ou dispersão). Observando as distâncias percoi-

iidas pelos mesmos, vemos que as estimativas dos parâmetros foram influenciadas por

aqueles caramujos que se deslocaram mais do que os outros.

0 20 40 60 80 100 120

Distãiicia percoii-idi\(eiii ciii)

Figura 6.17: Influência dos casos sobre as estimativas dos parâmetros
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Influência Lo cal 
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Figura 6.17: Influência dos casos sobre as estimativas dos parâmetros . 
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0 20 40 60 80 100 120

Distância percorrida (em cm)

Figura 6. 18: Influência das observações sobre as estimativas (le '

Fazendo o diagnóstico de influência sol)re as predições do modelo, tratado na Secção

4.4 e que usa a função objetivo proposta por Thomas e Cook (1990), apresentamos

na Figura 6.19 o gráfico de influência das obserx'ações sobre as predições, onde foi

empregada a perturbação de ponderação dos casos. Fazendo uma perturbação aflitiva

na variável resposta y, temos na Figura 6.20 um gráfico mostrando a influência dos

valores observados para esta variável sobre as próprias predições. Nesses dois gráficos

podemos observar que a influência maior sobre as pieclições é exercida também pelos

caramujos 1, 5 e 14, ou seja, os caramujos com os rnaàores ?/a/ares rza couaríáue/ d s âncãa

percorrida.
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Fazendo o d iagnóstico de influência sobre as predições do modelo, tratado na Secção 

4.4 e que usa a função objetivo proposta por Thomas e Cook (1990), apresentamos 

na Figura 6.1 9 o gráfico <le influência elas observações sobre as predições, onde foi 

empregada a perturbação de ponderação elos casos. Fazendo uma perturbação aditiva 

na variável resposta y , temos na F igura 6.20 um gráfico mostrando a influência cios 

valores observados para esta variável sobre as próprias predições . '.\Tesses dois gráficos 

podemos observar que a influência maior sobre as predições é exercida também pelos 

caramujos 1, 5 e 14, ou seja, os caramujos com os maiores valores na covariável distância 

percorrida. 
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0 20 40 60 80 100 120

Distância peicoi-riria(ein cln)

Figura 6.19: Influência dos casos sobre as predições

0 20 40 60 80 100 120

Distàtlcia petcon-ida(eiii clip)

Figura 6.20: Infiuêiicia das respostas sobre as predições.
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Nessas duas aplicações, observamos uma inversão na influência exercida pelas obser-

vações, no que diz respeito aos valores para as respectivas covariáveis. Na Aplicação l

os pombos influentes foram aqueles mais negativamente afastados, no espaço da cova-

riável que representa o tempo de võo. Por outro lado, na Aplicação 2 os caramujos

influentes foram aqueles mais positivamente afastados no espaço da covariável que in-

dica a distância percorrida.
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.\Jessas duas aplicações, observamos urna inversão na influência exercida pelas obser

vações , no que diz respeito aos valores para as respectivas covariáveis. Na Aplicação 1 

os pombos influentes foram aqueles mais negativamente afastados , no espaço da cova

riável que representa o tempo de vôo. Por outro lado, na Aplicação 2 os caramujos 

influentes foram aqueles mais positivamente afastados no espaço da covariável que in

dica a distância percorrida. 



Capítulo 7

Considerações Finais

7.1 Conclusões

O objetivo inicial deste trabalho visava unia estudo de diagnóstico em modelos de re-

gressão onde a variável resposta representa uma dÍreção e está definida iia circunferência

do círculo unitário. Discutimos no Capítlilo 2 a }\bordagem proposta por Cook (1986)

para diagnóstico de influência local, que se apresenta como técnica moderna e que pode

ser empregada em diversas situações on(te se disponha cla verossimilhaiiça.

Alguns dos conceitos e resultados mais importantes sobre dados circulares foram apre-

sentados no Capítulo 3, e atenção especial foi dada à distribuição von Nlises. No

Capíttllo 4 apresentamos uma classe de modelos cle regressão para respostas circula-

res yt, . . . , y., a saber:

y-,...,y. são independentes
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7.1 Conclusões 

O objetivo inicial deste trabalho visava umá estudo ele diagnóstico em modelos ele re

gressão onde a variável resposta representa uma direção e está definida na circunferência 

do círculo unitário. Discutimos no Capítulo 2 a abordagem proposta por Cook (1986) 

para diagnóstico de influência local , que se apresenta como técnica moderna e que pode 

ser empregada em diversas situações onde se disponha da verossimilhança. 

Alguns dos conceitos e resultados mais importantes sobre dados circulares foram apre

sentados no Capítulo 3, e atenção especial foi dada à distribuição von i\Iises. No 

Capítulo 4 apresentamos uma classe de modelos ele regressão para respostas circula

res y 1 , ... , Yn, a saber: 

Yi, . . . , Yn são independentes; 
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y: «' 'PM(P:, À:);

p + g(zrP) e À: (zr'y)

Aplicamos a metodologia de influência local a esses modelos, estando os resultados

apresentados ainda no Capítulo 4.

Foi dada essa ênfase aos modelos de regressão von Nlises tendo em vista que

i. .X importância da distribuição von N'lises para dados circulares é comparável

à importância da distribuição normal para dados linearesl

11 Não se dispõe }\tualmente de uma família de locação/escala para dados circu-

lares que possibilite uma transformação com vistas a se obter uma dispersão

unitária. Entretanto o inverso do parâmetro de concentração da distribuição

voei N'lises P.M(/l, À) pode ser tratado, embora (lue de forma aproximada,

como alma variância;

iii. Os inoclelos cle regressão von N'lises propostos por Fisher e Lee (1992) apõe

sentam limo grande flexibilí(jade na análise de dados cliiecionais.

Outras contribuições estão no Capítulo 5. Tendo en) vista a periodicidade existente

no círculo, o entendimento do resíduo ordinário yi -- &{ assumir um valor "grande" ou

"pequeno'' não é imediato. Transformando os componentes da função desvio, propo-

mos dois resíduos cine podem assumir valores em toda a neta ,#?. N/lostramos que esses

resíduos possuem clistibuições de probabilidade aproximadamente normal padrão. Des-

ta forma, podemos empregar, por exemplo, as diversas técnicas gráficas para análise

de resíduos. Eni particular, podemos construir bandas de confiança através do liso (le

envelopes, .\tkinson (1981).
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Yi ~ VM(µ i, ,\i); 

µi = µ + g(x; /3) e Ài = h(zf ,) . 

Aplicamos a metodologia de influência local a esses modelos, estando os resultados 

apresentados ainda no Capítulo 4. 

Foi dada essa ênfase aos modelos de regressão von Mises tendo em vista que : 

1. A importância da distribuição von i\llises para dados circulares é comparável 

à importância da distribuição normal para dados lineares; 

11. :\f ão se dispõe atualmente de uma família de locação/ escala para dados circu

lares que possibilite uma transformação com vistas a se obter uma dispersão 

unitária. Entretanto o inverso do parâmetro de concentração da distribuição 

von Mises V M (µ , À) pode ser tratado, embora que de forma aproximada, 

como uma variància; 

111. Os modelos de regressão von i\ilises propostos por Fisher e Lee (1992) apre

sentam uma grande flexibilidade na análise de dados direcionais. 

Outras contribuições estão no Capítulo 5. Tendo em vista a periodicidade existente 

no círculo, o entendimento do resíduo ordinário Yi - µi assumir um valor "grande" ou 

"pequeno" não é imediato. Transformando os componentes da função desvio , propo

mos dois resíduos que podem assumir valores em toda a reta IR. Mostramos que esses 

resíduos possuem clistibuições ele probabilidade aproximadamente normal padrão. Des

ta forma , podemos empregar, por exemplo, as diversas técnicas gráficas para análise 

de resíduos. Em particular, podemos construir bandas de confiança através cio uso de 

envelopes, Atkinson (1981). 
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7.2 Futuros Estudos

Em artigo recente Cadigaii e Farnel (1999) empregam o valor esperado da curvatura

normal C'Ú, vida equação (2.19), e mostram como essa cuix'atura esperada pode au-

xiliam na interpretação do diagnóstico. Em particular, dos elementos influentes, eles

distinguem duais são devido à má especificação do modelo e quais se devem ao desenho

do experimento. Uma linha que desejamos prosseguir consiste em adotar a estratégia

de procttiar classificar os elementos influentes ao se fazer diagnóstico nos modelos de

regressão von Nlises.

Preissei e Qaqish (1996) utilizam diagnóstico em equações de estimação generalizadas,

através da estratégia de deleção de casos. Nessa linha, pretendemos avaiiçai nosso

estudo (le influência lo('al numa abordagem ligada à teoria de equações de estimação

generalizadas.

Outros t(épicos que preteildeilios também desenvolver são

1. Fazer outros estudos de simulação com os resíduos d* e r, cottsideiando

itiodelos de análise de vatiâiicial

2. Investigar a (listribiiição desses resíduos em outras situaçõesl

3. Fazer estudos adicionais sobre os resíduos propostos, coiisideiando modelos

com erros nas va i'haveis.
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7.2 Futuros Estudos 

Em art igo recente Cacligan e Farrel (1999) empregam o valor esperado da cun-atura 
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xiliar na interpretação do diagnóstico. Em particular , cios elementos influentes , eles 

distinguem quais são cle,·ido à má especificação do modelo e quais se devem ao desenho 

cio experimento. Uma linha que desejamos prosseguir consiste em adotar a estratégia 
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Preisser e Qaqish (1996) utilizam diagnóstico em equações de estimação generalizadas , 

através ela estratégia ele cleleção de casos. Nessa linha, pretendemos avançar nosso 

estudo ele influência local numa abordagem ligada à teoria de equações de estimação 

generalizadas . 

Outros tópicos que pretendemos também desenvolver são: 

1. Fazer outros estudos de simulação com os resíduos cl* e r, considerando 

moe.leios de análise ele variância ; 

2. Investigar a distribuição desses resíduos em outras situações; 
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com erros nas Yariáveis. 



Apêndice A

Intervalos de Confiança para os

parâmetros da distribuição von Mêses

A.l Intervalos de con.fiança para #

Consideremos Wi, . . . , g/,. lmia amostra aleatória da distribuição von N,lises P.M(/&, À) e

seja ji o estimador de máxima verossimilhança para p, que é dado por

arcta«(S/C'), se S 2 0 e C' > 0

arcta«(S/C') + «, se C' < 0

arctan(S/C')+2r, se S<0eC'>0,

onde C' = EL. cos(yi) e S = E::. sen(yi), conforme mostramos na página 41. O erro

T)cidrão circular de Ü é estimado T)or

l

' &õsP'
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Intervalos de Confiança para os 

parâmetros da distribuição von Mises 

A.1 Intervalos de confiança para µ 

Consideremos y1, ... , Yn uma amostra aleatória da dist ribuição von i\,Iises V M (1t , ,,\) e 

sejaµ o estimador de máxima verossimilha nça paraµ, que é dado por 

arctan(S/C'), se S 2: O e C' > O 

µ = arctan(S/C') + 1r, se C' < o 

arctan(S/C') + 21r, se S < O e C' > O, 

onde C' = I:;1;,, 1 cos (yi) e S = I:?=t sen(y.i), conforme most ramos na página 41. O erro 

padrão circular de P, é estimado por 

- 1 
avA1 = (nR~) t/2' 
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onde R = {Çl::E--i11:)-- e À = .4i't(R). Um intervalo de confiança aproximado para /z

com um nível de confiançade 100(1 -- cv)%, é dado por

P :E ar"'«(;? õ;«,u ),

onde z? corresponde ao percentil de ordem 100(1 -;) da distribuição normal padrão.

.q. função .4i'i , pode ser calculada com uma razoável precisão, usando a aproximação

(3.3) da página 42, sugerida por Best & Fisher (1981).

.A.lém dessa abordagem, também é possível obter intervalos cle confiança para At através

de bootstrap. Os detalhes podem ser obtidos em Fisher (1993, p.88)

A.2 Intervalos de con.dança para À

Quando }l estimativa À < 2 é aconselhável usar o método (le óoolslrap para se construir

intervalos de confiança para À. Por outro lado, quando À ? 2 é possível obter intervalos

de confiança para À, através de cálculos cloretos. Sejam

n -- R

x.l .(g) '

onde Xu .(p) conesponde ao percentil de ordem 100(1 p) da distribuição (lui-(lttadrado

com (n -- 1) graus cle liberdade

b

Um intervalo cle confia\nça aproximado para À, com uin nível de confiança de 100(1

a)%, é dado por

('\Fc;'\FW).
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_ ( 0 2 + 52) 112 _ _ 
onde R =-----e À= A11(R). Cm intervalo de confiança aproximado para fl. 

n 
com um nível de confiançade 100(1 - a)%, é dado por 

a 
onde z~ corresponde ao percentil de ordem 100(1 - 2) da distribuição normal padrão. 

A função A11
, pode ser calculada com uma razoável precisão , usando a aproximação 

(3 .3) da página 42, sugerida por Best & Fisher (1981). 

Além dessa abordagem, também é possível obter intervalos de confiança para fl através 

de bootstrap. Os detalhes podem ser obtidos em Fisher (1993, p.88) 

A.2 Intervalos de confiança para À 

Quando a estimativa À < 2 é aconselhável usar o método de bootstrap para se constru ir 

intervalos de confiança para /\. Por outro lado, ciuando /\ 2: 2 é possível obter intervalos 

de confiança para /\, através ele cálculos diretos . Sejam 

n - R 
a= 2 ( er) 

Xn -1 1 - 2 
e 

n - R 
b = , 2 ( ~) , 

Xn-t 2 

onde X~- t (p) corresponde ao percentil de ordem 100(1-p) ela distribuição qui-quadraclo 

com (n - 1) graus de liberdade . 

Um intervalo de confiança aproximado para À, com um nível ele confiança ele 100(1 -

a)%, é dado por 

(
1 + (1 + 3a) 1!2

; 1 + (1 + 3b) 112
) . 

4a 4b 



Apêndice B

Alguns resultados sobre as funções de

Bessel

Neste apêndice apresentamos alguns resultados relacionados com a função de Bessel

4,(t), e também com a função .4,(t) = ;!1l:g-. Essas funções sã.o (le extrema importância

para a distribuição von À'lises, e os resultados aqui apresenta(los foram compilados a

paitii de .Àbrat-nowits & Stegun (1970), Nlaidia (1972) e Fisher (1993).

0

B.l Derivadas

A função de Bessel modificada de l9 tipo e ordem p é definida como

oo l .l ,2r+p

.r,(t) - :llti;tji-R(át) , p- o,i,2,

.À seguir serão enumerac]as expr( ssões (llle correspondem às (deriva(las de maior interesse
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Algtins resultados sobre as f11nções de 

Bessel 

Neste apêndice apresentamos alguns resultados relacionados com a função de Bessel 

Ip(t), e também com a função Aµ(t) = Ip((t)). Essas funções são ele extrema importância 
lo t 

para a distribuição von 1VIises, e os resultados aqui apresentados foram compilados a 

partir de .-\bramowits & Stegun (1970), Mardia (1972) e Fisher (1993). 

B.1 Derivadas 

A função de Bessel modificada de P- tipo e ordem p é definida como 

A seguir serão enumeradas expn ssões q11e correspondem às deriYaclas de maior interesse 
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para nós. de funções envolvendo /o(t), /t(t)

l

2

3

4

D

Ê.r.W - .r-W

Z.r-m - .r.u - !!P - i{/.u + .r,M}

:lt/ (t)} - fr.(t)
Ê:.4-W - 1 - 4;© - ÁfM

$.A.U-:4l:P U+l-lÉ.4,U

B.2 Avaliação de /o e /i

As funções /o(.z:) e /i(z) podem ser calculadas a partir das seguintes aproximações

polinomiais, propostas por Abramowits & Stegun (1970, p. 378). Considerando t

, então temos o seguinte:
Z

3 75

i. Se 0 $ .z; $ 3. 75,

/o (z) 1+ 3, 5156229t2+ 3, 0899424t4+ 1, 2067492t6

0, 2659732t8 + 0, 03(507681t0 + 0, 0045813ti2 + c

cl < 1,6 x 10 7

0, 5 + 0, 87890594[2 + 0, 51498869t'i + 0, 15084934t6

0, 02658733t8 + 0, 00301532ti0 + 0, 00032411tt2+ (

c1 < 8,0 x 10 9

+

+

IB.l)

IB.2)

« ' ' .r- («)
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para nós. ele funções enYolvenclo 10 (t) , 11 (t). 

d 
1. dt l0 (t) = 11 (t) 

2. :/1(t) = Io(t) -
11?) = l{Io(t) + I2(t)} 

d 
3. dt { tl1 (t)} = tlo(t) 

4. ~~ A 1 ( t) = 1 - A 1?) -Ai ( t) 

o. d
2 

A 1 (t) = Ai (t) - {2A1 (t) + ~} iA1 (t) 
dt2 t 2 t dt 

B.2 Avaliação de Ia e 11 

As funçõ es 10 ( .i:) e I 1 ( :i;) podem ser calculadas a partir elas seguintes aproximações 

polinomiais , propostas por Abramowits & Stegun (1970 , p. 378). Considerando t = 
X - . 

- , entao temos o segumte: 
3, 75 

1. Se O ~ .i: ~ 3. 75 , 

10 (x) - 1 + 3, 5156229t2 + 3, 0899424t4 + 1, 2067492t6 

+ o, 2659732t8 + O, 0360768t 10 + o, 0045813t 12 + 1: (B.l) 

kl < 1, 6 X 10-7 

.i; -
111 (x) - O, 5 + O, 87890594t2 + O, 51498869{1 + O, 15084934t6 

+ O, 02658733t8 + O, 00301532t 10 + O, 00032411t 12 + 1: (B.2) 

!1:! < 8, Ü X 10- 9 
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11 Se z > 3, 75

l

; .ro (z ) 0, 39894228 + 0, 01328592/t + 0, 00223319/t2

0, 00157363/ta + 0, 00916281/t4 -- 0, 02057706/ts

0, 02635537/tõ -- 0, 01647633/t7 + 0, 00392377/É8+ c

cl < 1,9 x 10 7

0, 39894228 -- 0, 03988024/t -- 0, 00362018/t2

0, 00163801/t3 0, 01031555/t4 + 0, 02282967/ts

0, 02895312/t6+ 0, 01787654/tr 0, 00420059/t8+c

cl < 2,2 x 10 7

+

+

(B.3)

;/- (:« )

(B.4)

B.3 Fórmulas de recorrência

Para /) = 2, 3 e f > 0 dispomos das seguintes fórmulas de recorrência

i. /p(t) - J'p-2(t) - {Qli:-D/p--(t);

2. Á,(t) ,([) ?(e-F--D.'{.--(t)
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ii. Se x > 3, 75 , 

1 

:t 1 e-x I0 (x) = O, 39894228 + O, 01328592/t + O, 00225319/t2 

- O, 00157565/t3 + O, 00916281/t4 
- O, 02057706/t5 

+ o, 02635537 /t6 
- o, 01647633/t7 + o, 00392377 /t8 + E (B.3) 

!ti< 1, 9 X 10-7 

x½ e-x ! 1 (x) = O, 39894228 - O, 03988024/t - O, 00362018/t2 

+ o, 00163801/t3 
- o, 01031555/t4 + o, 02282967 /t5 

- O, 02895312/t6 + o, 01787654/t7 
- o, 00420059/t8 + E (B.4) 

kl < 2, 2 X 10-7 

B.3 Fórmulas de recorrência 

Para p = 2, 3, .. . e t > O dispomos elas seguintes fórmulas ele recorrência: 

2(p - 1) 
1. Iµ( t) = Iµ-2(t) - --Iµ-1 (t); 

t 

2(p - 1) 
2. Aµ(t) = Aµ - At) - ---Ap-1 (t). 

t 



Apêndice C

Geração de Envelopes

No modelo de regressão normal linear yi «-, iV(zr/3,a2), á = 1, . . . , n, independentes, o

vetor de resíduos ordinários é dado por r = y zr/3 = (.r -- -H)3/ e satisfaz E(r) = 0,

Var(r) = a'(-r -- -H), onde -H = X(X'X)''Xr é a matriz "A«#'

Em geral, a análise desses resíduos é feita através de técnicas gráficas. Uma dessas téc-

nicas é o gráfico normal de probabilidades, que é bastante informativo sobre existência

de pontos discrepantes, afastamento de normalidade ou i\inda falta de homogeneidade

das variâncias. Teilclo em vista a dificuldade de avaliam se o gráfico normal de proba-

bilidades se afasta efetivamente do comportamento esperado (uma reta com coeficiente

angular igual t\ l), .Atkinson (1981, 1985) sugere a constrllção de bandas de confiança

através de simulações, que (tenoiiiinott de ergue/ares. No caso clo modelo itormal li-

near, o procedimento consiste em gerar resíduos (lue tenha\m média zero e estrutttta de

covariâncias (l -- .H).
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No modelo de regressão normal linear Yi ~ N(xf {3,CJ 2
), i = l, ... ,n, independentes, o 

vetor de resíduos ordinários é dado por r = y - x;{3 = (I - H)y e satisfaz E(r) = O, 

Var(r) = CJ
2 (1 - H), onde H = X(XT Xf I xr é a matriz "haf'. 

Em geral, a análise desses resíduos é feita através de técnicas gráficas. Uma dessas téc

nicas é o gráfico normal ele probabilidades , que é bastante informativo sobre existência 

ele pontos discrepantes , afastamento de normalidade ou ainda falta ele homogeneidade 

das variâncias. Tendo em vista a dificuldade ele avaliar se o gráfico normal de proba

bilidades se afasta efetivamente cio comportamento esperado ( uma reta com coeficiente 

angular igual a 1), Atkinson (1981, 1985) sugere a construção de bandas ele confiança 

através ele simulações, que denominou ele envelopes. No caso cio modelo normal li

near, o procedimento consiste em gerar resíduos que tenham média zero e estrutura de 

covariâncias ( I - H) . 
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.A construção das bandas de confiança segue os seguintes passos

1. Gerar n observações .\r(0, 1) e armazena-las em 3/ (y-, ,y.)I"

2. Fazei o ajuste do modelo, obter r{

t; = r{/{l --/}i:li/2. á = 1,...,nl
zT/3, e em seguida calcular

3. Repetir o passo anterior m vezes, obtendo tl, í = 1,...,n e .j = 1,...,m;

4. Colocar cada grupo de n resíduos em ordem crescente, obtendo tÍi)j, z ' l, . . . ,n

e .j = 1, . . . , ml

5. Obter tl{)/ = mini ril)j e tÍi)s ' max.j tii)j' que fornecem os limites correspondentes
ao {-ésimo resíduo.

A sugestão de Atkinson (1985) é considerar m=19. Dessa forma, a probabilidade do

maior resí(tuo de um particular envelope excedem o limite superior é aproximaclaniente

igual a 1/20.
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A construção das bandas ele confiança segue os seguintes passos: 

1. Gerar n observações .V(O, 1) e armazená-las em y = (y 1, •.. ,Ynf; 

2. Fazer o ajuste cio modelo , obter ri = '!Ji - xf {:J , e em seguida calcular 

t* - r ·/{1 - /• ·· }112 • - 1 n· i - l "t? • t, - ) • • • l l 

3. Repetir o passo anterior m vezes, obtendo t'[j, i = 1, ... , n e j = 1, ... , m ; 

4. Colocar cada grupo ele n resíduos em ordem crescente, obtendo t(i)j• i = 1, .. . , n 

e j = l, ... , m; 

5. Obter tfo1 = minJ t (iJJ e tfo8 = maxj tfoj, que fornecem os limites correspondentes 

ao i-ésimo resíduo. 

A sugestão de Atkinson (1985) é considerar m= 19. Dessa forma, a probabilidade cio 

maior resíduo de um particular envelope exceder o limite superior é aproximadamente 

igual a 1/20. 
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