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Resumo

Uma etapa importante apos a formulagao e ajuste de um modelo de regressao é a analise
de diagnostico. Neste trabalho sao tratados alguns aspectos de diagnoéstico em modelos
de regressdo von Mises. E empregada a abordagem de influéncia local sobre a likelihood
displacement para o modelo misto, onde os dois parametros da distribuicao von Mi-
ses sao modelados através de fungoes de ligacdo apropriadas. Considerando o modelo
de médias von Mises, sao propostos dois residuos padronizados obtidos a partir dos
componentes da funcao desvio. No6s mostramos que as distribui¢oes de probabilidade
desses residuos podem ser aproximadas pela distribui¢cao normal padrdo e apresentamos
o resultado de um estudo de simulagao desenvolvido com o objetivo de avaliar o com-
portamento de algumas caracteristicas dessas distribuigoes. Os resultados sao aplicados

a dois conjuntos de dados reais.

Abstract

In this work we consider some diagnostic aspects in von \lises regression models. By
using the likelihood displacement we employ the local influence approach in the case
where both of the von Mises distribution parameters are modeled by suitable link func-
tions. On considering the von Mises mean model, we propose two standardised residuals
which were obtained from the residual deviance. We proved that the probability dis-
tributions of these residuals are close to the standard normal distribution. We present
a simulation study made to compare some distributional measures of these residuals.

The results were applied to two real data sets.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Influéncia local

Quando se esta ajustando um modelo a um conjunto de dados, ¢ imprescindivel que as
estimativas obtidas a partir do modelo proposto sejam resistentes a “pequenas" pertur-
bagées nas observagoes. Se o modelo ajustado nao apresentar uma boa descricao dos

dados que foram observados, o mesmo pode conduzir a inferéncias erréneas .

Assim sendo, é importante que se faga um estudo sobre a robustez dos resultados
obtidos, em termos dos varios aspectos que envolvem a formulacao do modelo, e as
estimativas dos seus parametros, ou seja, fazer uma andlise de diagndstico, que consiste
de métodos para avaliar o grau de sensibilidade das inferéncias a pequenas perturbacoes

nos dados ou mesmo no modelo proposto.

Dentre as medidas geralmente utilizadas para detectar influéucia de observacoes sobre
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o modelo ajustado, duas se destacam. Uma delas é a distancia D;, sugerida por Cook
(1977) - um dos precursores do estudo de influéncia em modelos de regressao. A distan-
cia de Cook consiste em comparar o valor ajustado para a variavel resposta. quando
a 1-ésima observacao é excluida da analise. com o valor ajustado que se obtém, consi-
derando o ajuste com todas as observagoes. Outra medida de influéncia, que também
utiliza a estratégia da exclusao de casos, é conhecida por DFFITS;, e foi proposta
por Belsley, Kuh e Welsch (1980). Cook, Pefia e Weisberg (1988) comparam as duas
medidas e mostram que as mesmas nao medem as mesmas coisas e portanto podem ser

usadas conjuntamente.

Uma abordagem mais moderna é o estudo de influéncia local, um conceito introduzido
por Cook (1986), que se baseia na analise das curvaturas das se¢oes normais de uma
determinada superficie, denominada grdfico de influéncia, numa vizinhanca de um ponto

especial.

Thomas e Cook (1990) aplicam o método de influéncia local para as predi¢oes nos
modelos lineares generalizados e, posteriormente, Paula (1996) faz uma extensao desse

estudo para os modelos proprios de dispersao, propostos por Jorgensen (1997).

1.2 Dados direcionais

As distribuigoes de probabilidade que sao encontradas com maior frequéncia sao distri-
buicoes geralmente apropriadas para descrever variaveis aleatorias que possuem como
suporte um intervalo na reta. Entretanto, existem situagoes em que essa represen-
tacao nao ocorre de forma natural, por exemplo as diregoes medidas a partir de um

determinado ponto de origem.
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Em particular, a diregao de deslocamento de um animal, ou a dire¢ao da rachadura de
uma rocha, comuns em pesquisas nos campos da Zoologia e da Geologia, sao situagoes
em que nao ¢ apropriado considerar um intervalo da reta como suporte para a distri-
bui¢ao de probabilidade correspondente. Observacoes como essas, sao naturalmente
reportadas como dngulos, podendo variar entre 0 e 27 radianos, ou entre 0° e 360°, de
forma que elas podem ser consideradas como pontos sobre a circunferéncia do circulo

unitario. Em alguns casos podem ser consideradas sobre a superficie de uma esfera.

As distribuigoes de probabilidade univariadas que se aplicam a dados nao direcionais
sao comumente chamadas de lineares pelo fato de seus gréficos serem plotados sobre
a linha reta. como por exemplo a distribuicao binomial, a gama, a normal, etc. Da

mesma forma, as observacoes sao também denominadas de lineares.

O interesse no desenvolvimento de técnicas para o tratamento de dados direcionais é
bastante antigo. A teoria dos erros foi desenvolvida por Gauss (1823) com o objetivo
inicial de analisar determinadas medidas direcionais em Astronomia. Tendo em vista
que os erros envolvidos eram suficientemente pequenos, pode-se dizer que um acidente
histérico o permitiu fazer uma aproximacao linear. Com isto, Gauss desenvolveu toda

uma teoria linear em vez de uma teoria direcional.

Uma questao que surge naturalmente esta relacionada com a necessidade de se buscar
técnicas especiais para analisarmos as observagoes direcionais. Em intimeras situacoes
noés nos deparamos com observagoes direcionais que nao podem ser analisadas através
de uma aproximagcao linear, pois poderemos obter conclusoes contraditorias. Por que
nao analisarmos uma amostra de observagées direcionais pelos métodos usuais utilizados
para dados lineares? Afinal, podemos fazer um “corte” no circulo e considerar o intervalo
[0,27) como um intervalo na reta. Acontece que esse artificio pode causar problemas,

principalmente se os valores obseriados estiverem dispersos em toda a circunferéncia. e
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nao simplesmente concentrados sobre um determinado arco do circulo.

Além disso, surge a questao de saber onde podemos “cortar” o circulo. Por exemplo, se
o “corte” for feito no ponto correspondente a 0° e em seguida analisarmos os resultados
como se fosse uma amostra de observagoes lineares, entdo quaisquer dois angulos 6° e
360° — 6° teriam uma média aritmética igual a 180°, mesmo que esses angulos estejam
mais proximos de 0° do que de 180°. Com isto, ja podemos perceber que os métodos
utilizados para variaveis lineares nao podem ser extendidos para varidveis direcionais

de forma imediata.

A algebra de angulos é de certa forma diferente da algebra que rege os nimeros reais.
Como também, a escolha da direcdo zero (como o eixo .X' ou a diregdo norte) é feita
arbitrariamente. Além disso, nao devemos esquecer do fato de existir uma invariancia

modulo (27) nas operacoes envolvendo angulos.

1.3 Apresentacao dos capitulos

No Capitulo 2 tratamos do problema de diagnostico em modelos de regressao, com énfa-
se no método de influéncia local, através do afastamento pela verossimilhanga (tradugao
livre de likelihood displacement, Cook e Weisberg (1982). No Capitulo 3 apresentamos
alguns conceitos basicos relacionados com varidaveis aleatorias que representam direcoes
e atencao especial é dada a distribuicao von Mises. Essa distribuigiao é apropriada para
variaveis aleatérias que assumem valores no circulo unitario, ou seja, representam di-
recoes em um espaco de dimensao dois. No Capitulo 4 discutimos modelos de regressao
von Mises, propostos por Fisher e Lee (1992) e fazemos um estudo de influéncia local

nesses modelos. O Capitulo 5 trata de analise de residuos para dados circulares. Sao
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propostos dois residuos padronizados, obtidos a partir dos componentes da funcio des-
vio. Apresentamos o resultado de um estudo de simulacao desenvolvido com o objetivo
de investigar o comportamento de algumas caracteristicas distribucionais desses dois
residuos. No Capitulo 6 fazemos aplicacoes dos resultados obtidos a dois conjuntos de
dados reais. O Capitulo 7 finaliza esta tese com nossas conclusoes e alguns direciona-

mentos para estudos subsequentes.



Capitulo 2

Analise de Influéncia

2.1 Motivacao

Numa analise estatistica é importante levar em consideracao a estabilidade dos resul-
tados obtidos e das inferéncias de um modo geral, com relacao a possiveis perturbacoes

nos dados ou no modelo estatistico.

Enquanto as anédlises de residuos sao feitas para investigar problemas com o mode-
lo ajustado, uma analise de diagnoéstico ¢ feita assumindo o modelo como correto, e

investiga-se a robustez das conclusoes a pequenas perturbacoes nos dados.

Os elementos do conjunto de dados que efetivamente controlam aspectos da analise sdo
ditos influentes. Em particular, uma observacao ¢ dita influente se ela produzir alte-
ragoes relevantes no resultado da anéalise. quando a mesma for excluida, ou submetida

a uma pequena perturbagao. E importante salientar o fato de que os modelos teodricos
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sao descri¢oes aproximadas de processos reais bem mais complexos.

Um dos métodos de diagnostico empregados em modelos de regressao utiliza a estratégia
da exclusao de casos, e consiste em identificar observagoes que influenciam, de maneira

desproporcional, um particular aspecto da anéalise.

As medidas D-Cook e DF FITS sao utilizadas para diagnosticar globalmente possiveis
influéncias e, em geral, podem ser calculadas com as informacoes usualmente forneci-
das pelos programas computacionais desenvolvidos para anélises estatisticas, tais como
SAS, SPSS, S-Plus, Minitab, BMDP, etc. Alguns desses aplicativos ja fornecem auto-

maticamente essas medidas.

2.2 Diagnoéstico em modelos de regressao

Apresentaremos a seguir as duas medidas de diagnostico mais usuais, considerando o
modelo normal linear. Para tanto vamos admitir que dispomos de uma amostra aleatoria
(1, 91), .-, (®n, Yn), com a suposicdo de que a variavel resposta y; tem distribuicao
normal N(p;,0%) e que sua média p; segue uma estrutura linear do tipo p; = z!’'g
onde z; = (z;1, .. ., a:ip)T é um vetor de covariaveis e 3 = (f1,...,3,)" é um vetor de p

parametros desconhecidos, a serem estimados, onde p < n.

Esse modelo pode ser escrito numa forma matricial como y = X3 + €, onde y =
T T , . . in -

Wi, --sYa), X = (x1,...,@,)", também conhecida como matriz de especificacio
T . - ;@ 3 ; .o~

do modelo, e € = (£1,...,6,)" € um vetor de erros nao observiveis com distribuicio

conjunta normal n-variada N,(0, 02 I).

O estimador de minimos quadrados do vetor de parametros 3 ¢ dado pela solucao do
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sistema de equacoes normais
XT(y-XpB)=0. (2.1)

Quando a matriz X for de posto completo, entdo o estimador de minimos quadrados

do vetor 3 fica dado por

-1

B=(X"X) XTy. (2.2)

Caso contrario, quando posto(X) < p, a solugao do sistema de equacoes normais (2.1)
nao é unica, e nesse caso, substituimos (XTX)—l em (2.2) por uma inversa generali-
zada (g-inversa), com a qual sdo obtidos resultados anédlogos ao caso em que se tem
o posto completo, ou seja, posto(X) = p. Maiores detalhes podem ser encontrados,
por exemplo, em Rao (1973). Assumiremos aqui que a matriz X é de posto completo,

posto(X) = p.

O estimador de minimos quadrados do vetor de médias g = (p1, - .., it,)T € dado por

=1

h=XB = p=X(XTX)'XTy=Hy, (2.3)

-1 , : - .
onde H = X(X7X) X7 ¢ a matriz de projecio ortogonal sobre o espaco vetorial
gerado pelas colunas da matriz X . Na literatura, H é conhecida como matriz “hat’, uma

vez que ela transforma o vetor de valores observados y no vetor de valores ajustados,

Weisberg (1985).
O vetor de residuos ordinarios ¢ dado por
r=y-p=(-Hy (2.4)

e satisfaz E(r) = 0, Var(r) = o?(I — II). Uma estimativa ndo viesada para a va-

riancia o2 ¢ dada por s> = rTr/(n — p), e residios “Studentizados" sao obtidos por
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ri/{s*(1 — hy)}"/%, onde hyy,....h,, sdo os elementos da diagonal principal da matriz

“hat".

A titulo de ilustragdo, mostraremos um exemplo ficticio, apresentado por Anscombe
(1973) e Weisberg (1985), onde 4 conjuntos de dados (a, b, c e d) fornecem as mesmas

estimativas de minimos quadrados para os parametros da reta ajustada.

Tabela 2.1: Dados hipotéticos.

Conjunto de Dados

Obs. a b € d
Xy X y X y X y

1 10 804|110 9,14 |10 746| 8 6,58
2 8 695| 8 8,14 | 8 6,77 8 5,76
3 13 758 |13 8,74 |13 12;714| 8 7,71
4 9 881 9 877 9 T711| 8 8,84
) 11 833 |11 9,26 |11 781| 8 847
6 14 996 |14 8,10|14 884 | 8 7,04
7 7241 6 6,13 6 6,08] 8 3,25
8

9

6

4 426 4 3,10 4 53919 12,50
2 1084 (12 9,13 |12 815 8

482 | 7 726 7 642 8 7091
0,68 4,74 5 573| 8 6,89

at
Ot
(@}

—
(a=)
|

—
p—
it
ot

Apesar de uma analise visual desses conjuntos de dados sugerir comportamentos di-
ferentes, se fizermos a suposi¢io de um relacionamento linear y = 3, + £,z entre as
varidveis x e y, um ajuste por minimos quadrados fornece as mesmas estimativas para

os parametros 3y e 3; nos 4 casos, ou seja, y = 3+0, 5z, com uma estimativa do desvio
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padao s = /1,53 e R? = 67 %. Baseando-se apenas nesses resultados, tudo leva a crer
que esse modelo de regressao linear é apropriado para todas as 4 situagoes. Entretanto,
com um diagrama de dispersao percebe-se que o ajuste de um modelo de regressao
linear simples nao é adequado em todos os casos apresentados, como pode ser visto nos

graficos da Figura 2.1. Essa figura mostra o diagrama de dispersio, para cada um dos

(a) (b)

15

10

o o -
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
X X
(© (d)

15
15

10
10

Figura 2.1: Graficos de dispersao e retas ajustadas.

conjuntos de dados, como também a correspondente reta ajustada. Analisando esses

graficos podemos concluir o seguinte:

1. Para o conjunto de dados (a) nao ha indicios de problemas com o ajuste;

2. Para o conjunto (b), falta uma componente quadrética em x, ou seja, o modelo

linear simples nao ¢ adequado:
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3. A 3% observagao do conjunto (c) nao esta bem ajustada, havendo indicios de ser

uma observagao aberrante;

4. Por fim, as estimativas dos parametros para o conjunto (d) foram altamente

influenciadas pela 82 observagao.

Situacoes como estas mostram a necessidade de se fazer uma analise mais minuciosa

sobre os varios aspectos do ajuste de um modelo de regressao.

Sabemos que o estimador de minimos quadrados é bastante sensivel a observacdes cujos
residuos ordindrios sao elevados - as quais sao ditas pobremente ajustadas. Da mesma
forma, o estimador de minimos quadrados ¢ também sensivel a pontos extremos no
espago gerado pela matriz de especificagao do modelo, Pregibon (1981). Para o i-ésimo
residuo ordindrio definido na equagéo (2.4), tem-se que Var(r;) = 02(1—hy;), e é possivel
mostrar que % < h; < %, ver Cook e Weisberg (1982, p. 12), onde ¢ representa o niimero
de linhas da matriz X que sdo iguais a mIT Assim, quando h;; se aproxima de seu limite
superior, tem-se que Var(r;) torvggfa.-se pequena, e portanto o residuo 7; fica proximo de
seu valor esperado, que é zero, com isto, segue-se que [i; =~ y;. Nesse caso, ja se sabe de
antemao que a i-ésima observagao devera ter um residuo pequeno, independentemente

do valor observado para a variavel resposta.

Essa exposigao acima pode também ser feita algebricamente, usando as propriedades da
matriz “hat". Basta lembrar que H so depende de X e que ¢ uma matriz de projecio,

sendo portanto, simétrica e idempotente. Assim,
n
hii = Z /l,‘j/lj,‘
3=l

n
_ 2
= E lz,-j
j=1
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_ 2 2
= hj;+ Zhij.
J#1
E segue-se dai que h;(1 — hy;) = thj > 0. Por conseguinte, se o elemento h; for
. . j¢i . -~ .
proximo de 1, os demais elementos de sua linha serao proximos de zero. Fazendo uma
decomposicao na expressao do valor ajustado, equacao (2.3) 1; = h;y; + Z hijy;, vé-se
- . . . ]¢i . .

que, se h;; proximo de 1, o valor observado y; ird influenciar fortemente a estimativa do

proprio valor ajustado [i;.

Por representar o poder de impacto que uma observagao exerce sobre o proprio valor

ajustado, o elemento h;; é conhecido na literatura como “leverage" do i-ésimo caso.

Para uma matriz X de posto completo tem-se que )_'", h;; = p. Baseado nisso, Hoaglin
e Welsch (1978) sugerem que sejam considerados pontos com alto “leverage" aquelas

observagoes cujos h;; excedam o valor 2p/n.

Com relagao aos elementos que estao fora da diagonal principal da matriz H, eles
trazem informacao sobre a influéncia que dois casos exercem conjuntamente sobre o
ajuste do modelo. Em particular, h;; pode ser interpretado como a influéncia que y;

exerce sobre ji;, e também a influéncia que y; exerce sobre fi;.

Pelo que vimos, os elementos Ay, ..., h,, sao tteis para detectar os pontos extremos
e a influéncia exercida por cada observagao sobre a respectiva predigao. Dispoe-se
atualmente de varias medidas de diagnodstico para detectar observagoes que exercem
influéncia sobre outros aspectos do ajuste, tais como estimativas dos parametros, e, em
geral, essas medidas combinam informacoes contidas tanto em h;; quanto no residuo
ordinario r;. Apresentaremos aqui apenas duas dessas medidas, que sao conhecidas
como D;, sugerida por Cook (1977), » DFFITS;, que foi proposta por Belsley, KKuh

e Welsch (1980). Essas medidas se destinam a avaliar a influéncia individual de cada
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observacao sobre a estimativa do vetor de coeficientes 3. A medida DFFITS; também

avalia a influéncia sobre a estimativa da variancia o2.

Na analise de um modelo normal linear, quando a i-ésima observaciao é excluida do

ajuste, a distancia de Cook é definida como

(B-Biy) (XTX)(B-BLy)
ps?

Di = y (25)

onde o indice (—1) significa que a estimativa do vetor 3 esta sendo feita sem a i-ésima
observacao. Essa medida esta baseada em elipsoides de confianca, e sua anéalise é feita
geralmente através de um “indez plot". Os valores de D; sao comparados com o quantil

da distribuigao F, (,—p), numa analogia com regides de confianca.

Usando algebra matricial, podemos expressar a nova estimativa de B como

B(_i) = ,B — #(XTX)_lmi, e com esta relagao a distancia de Cook pode ainda
— N

ser escrita na forma

7 2/ hy \1
Y R S o VIR Y »
s(1 — hy)'? L —hgtp (2:6)

Da equacao (2.6), podemos observar que D; sera grande quando o residuo “Studentiza-
do" &; = W for grande e/ou h;; for proximo de um. Nesse caso, dizemos que
s(1 — A
o ponto é ao mesmo tempo aberrante e influente. Para uma observacao com r; grande
e h;; pequeno (proximo de 1/n), pode acontecer que D; nao detecte esse ponto. Por
essa razao, a distancia de Cook pode nao ser adequada em situagoes como essa. Esse
problema nao existe com a medida DF FIT'S;, que também ¢é dada por uma distancia
entre as estimativas ,E] e B(_i), na métrica de (XTX), da mesma forma que D;, mas usa

2

uma estimativa para a variancia o calculada com os dados incompletos, ou seja, ex-

cluindo a i-ésima observacao. Denotando essa estimativa por s%_l-), a medida é definida
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como

"(XTX)(B - By)

2
S(-i)

DFFITS, = (B = Bi-y)

1/2

_ ITI'| ( h'i'i )
S(_,‘)(l = hii)I/Z L= hii
Em geral, essa medida também é analisada graficamente, e atengao especial deve ser

dada para as observagées com DFFITS; > 2\/p/(n— p).

Diversos autores, dentre os quais Atkinson (1981), Belsley, Kuh, e Welsch (1980), Cook
e Weisberg (1982), Hoaglin e Welsch (1978), defendem o uso de uma ou outra medida.
Cook, Pena e Weisberg (1988) mostram que é possivel expressar D; e DFFITS; através
de uma medida unificada, o afastamento pela verossimilhanga (ou likelihood displace-
ment), que veremos na proxima secgao. Cook, Penia e Weisberg concluem que podemos
empregar simultaneamente D; e DF FITS;, pois elas nao medem necessariamente as

mesmas coisas.

2.3 Afastamento pela verossimilhanca

Uma outra maneira de avaliar a influéncia que uma observacao exerce sobre as esti-
mativas do modelo é através de uma medida construida a partir da func¢ao de log-
verossimilhanga. Para motivar, vamos admitir, por enquanto, que o parametro o? seja
conhecido. Se escrevermos i = X3 ¢ By = X,B(_i), entao a distancia de Cook,
equagao (2.5), fica dada por

(B — By) (B — By)
D, = ( )P02 =iy (2.7)

Ou seja, podemos interpretar D; como uma distancia entre as estimativas do vetor de

médias, quando o ajuste é feito sem a i-ésima observac¢ao, com relagiao ao ajuste fe'to
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com todo o conjunto de dados. Numa analise de diagnostico, assumimos que o modelo
postulado é correto, e desejamos comparar as estimativas obtidas através desse modelo
com as respectivas estimativas decorrentes de uma pequena perturbacio no mesmo.
Em outras palavras, a analise é feita comparando-se as estimativas calculadas com um

modelo perturbado em rela¢io a um modelo sem perturbacao.

Vamos agora pensar em perturbar o modelo normal linear y = X3 + €, de uma forma
infinitesimal. Podemos propor outros tipos de perturbacao, em vez de considerar o

esquema que consiste na exclusao de casos, como por exemplo:

1. Em vez de supormos que as respostas possuem a mesma variancia,
podemos admitir a possibilidade de se ter um modelo heterocedastico,

isto &, supor Var(y;) = 0% /w;;

2. Podemos ainda introduzir pequenas perturbagoes aditivas nas respos-

tas, substituindo y; por y; + ow;, onde o é o desvio padrio de y;;

3. Uma generalizagao do item anterior, seria perturbar simultaneamente
todas as componentes do i-ésimo caso, substituindo o vetor (z;, y;) por
(Tir +51W1, - . Tip + Spwy, Yi + 0wy 1), onde s; & um fator de escala, que

pode ser a norma da j-ésima coluna da matriz X, para j =1,...,p.

Existem intimeras formas alternativas de se perturbar o modelo proposto, cuja esco-
lha deve levar em consideragao quais os aspectos da anéalise que se deseja monitorar.

Obviamente, deve-se pensar em esquemas de perturbacao que sejam interpretaveis.

De uma maneira mais formal, seja [ a funcao de log-verossimilhanca no modelo
, S€]
postulado. Vamos considerar um vetor de perturbagio w € Q C IR?, Q um aberto,

e seja [(B,w) a fun¢ao de log-verossimilhanca no modelo perturbi.do. Assumiremos
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que [(B.w) ¢ duas vezes continuamente diferenciavel em (87, w”)T, e que o modelo
postulado esta encaixado no modelo perturbado. Isto é, estaremos supondo que existe

wo € Q tal que ((B,wo) =1(B), VB € IR.

Em geral. a dimensao ¢ (do vetor de perturbaciao) esta relacionada com a dimensao
do vetor B ou com o tamanho da amostra. Para os exemplos citados anteriormente.
tem-se ¢ = n nas duas primeiras situagoes. No primeiro caso, wg = (1,....1)7 e

wo = (0....,0)7, no segundo caso. Para o terceiro exemplo, tem-se ¢ = p+ 1 e

Ainda com relacao ao primeiro esquema de perturbacao anterior, se considerarmos o
vetor w = (1,..., L w;,1,...,1)T e fizermos o limite w; — 0, segue-se que Var(y;) — oc
e este esquema de perturbagao corresponde a exclusao da i-ésima observagao. Isto sig-
nifica que a estratégia da exclusao de casos pode ser vista como um tipo de perturbacio

que é um caso particular do que estamos tratando agora.

No esquema de exclusao de casos, uma medida bastante geral é motivada pela estatistica

do teste da razdo de maxima verossimilhanca e definida como LD; = 2 {I(83) — l(,@(_i))},

que denominaremos afastamento pela verossimilhanca. Essa medida foi apresentada por

Cook e Weisberg (1982) como likelihood displacement e pode também ser interpretada

em termos da regiao de confianga assintotica {,3 € R : 2{l(B) - (B)} < \'fa!p)},
2

onde X(ap) € 0 percentil superior de tamanho « da distribui¢ao qui-quadrado com p

graus de liberdade, e p ¢ a dimensao do vetor 8, ver Cox e Hinkley (1974, Cap. 9).

No modelo perturbado, vamos denotar o estimador de méaxima verossimilhanca de 3
por B,. e 0 nosso objetivo agora é comparar 3 com (., quando w varia em . Se a
distancia entre eles permanecer “pequena" quandn «» varia em 2, isto é uma indicacao

de que existe uma estabilidade do modelo ajustado no que diz respeito ao particular
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esquema de perturbagao que foi utilizado, e portanto ao correspondente aspecto da

analise que estd sendo monitorado.

Uma comparagao direta entre 3 e B, pode nao ser simples, devido a diversos fatores
tais como diferenca de escala, unidade de medida, erro de estimativa, etc. Cook (1986)

sugere (ue a comparacgao entre @ e Bw seja feita através da funcao
LD(w) = 2{(B) — I(Bw)}, weQ, (2:8)

que é uma generalizacao do afastamento pela verossimilhanga LD;. Desta forma, o
sentido de distancia entre 3 e B, passa a depender da concavidade da fungao de log-
verossimilhanca, Cook (1987). Se a funcao ((3) tiver um grande achatamento, entdo
poderemos julgar que Be Bw estao proximos entre si. Por outro lado, se [(3) for sufi-
cientemente concentrada em torno de 3, entdo a estimativa de maxima verossimilhancga

no modelo perturbado Bw devera ficar distante de ,@

Como [3 ¢ o estimador de maxima verossimilhan¢a para 8 no modelo sem perturbacao,
segue-se que LD(w) > 0, Yw € Q. Além disso, como LD(wp) = 0, podemos concluir
que wo ¢ um ponto de minimo local da fungao afastamento pela verossimilhanca. Uma
analise sobre o comportamento geométrico da fun¢ao LD(w), quando w varia em ),
pode fornecer informacoes bastante relevantes a respeito de caracteristicas importantes

do modelo sob investigacao. Isto serd tratado na Secgao 2.4.

Quando o parametro o2 for desconhecido, entao o vetor paramétrico no modelo normal
linear sera dado por @ = (,BT, ?)T, que tem p+1 coordenadas. Nesse caso, se estivermos
interessados apenas na parte correspondente ao 3, Cook (1986 e 1987) mostra que o

afastamento pela verossimilhanqz"{pode ser expresso na forma
LDg(w) = 2{i{B,5%) = {Buw: 9(Bw)}); (2.9)

, - o s
onde ¢ : IR” — IR ¢ uma fung¢ao que maximiza [(3,0°), para cada 3 fixo.
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2.4 Influéncia local

A idéia do estudo da influéncia local foi introduzida por Cook (1986) e consiste em
. . ~ . e .L) .

investigar o comportamento da funcao LD(w) numa vizinhaga de wg, que é o ponto
onde as duas log-verossimilhangas sdo iguais. Para tanto, considera-se a superficie

geométrica (¢ + 1)-dimensional formada pelos valores do vetor

a(w) = v = ,
LD(w) Wy
LD(w)

quando w varia em (2. Essa superficie é denominada de grdfico de influéncia, Cook e
Weisberg (1982), e o estudo de influéncia local consiste em analisar como a superficie
a(w) desvia-se de seu plano tangente em wg. Essa andlise pode ser feita estudando-se
as curvaturas das secgoes normais da superficie a(w) em wp — que sao as intersec¢oes
de a(w) com planos contendo o vetor normal ao seu plano tangente, em wgy. Na
literatura especializada em Geometria Diferencial, as curvaturas dessas sec¢oes normais

sao denominadas curvaturas normasis.

Consideremos uma dire¢ao arbitraria em IR?. representada por um vetor unitario d, e

uma linha reta em €2, passando por wp, na mesma dire¢do de d. Essa reta é dada por
w(a) = wg+ ad, com a € IR.

Computando-se LD{w(a)} com a € IR, podemos obter uma linha projetada (traducio

livre de lifted line), sobre a superficie a(w). Essa linha projetada consiste da curva
T

plana dada por p(a) = (p1,p2)T = [(I,, LD{w(a)}] e pode ser vista como o conjunto

)T

. T
dos pontos de a(w) que sao comuns ao plano gerado pelos vetores b,y e (d°,0)" , onde

b é um vetor que cem o velor 1 na coordenada ¢ + 1 e zero nas demais coordenadas.
q+1 | Y
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Na Figura 2.2 apresentamos um exemplo de um gréafico de influéncia onde o espaco de

Afastamento pela verossimilhanga

Figura 2.2: Grafico de influéncia tridimensional.

perturbagoes é 2 = (—0,04,0,04) x (—0,04,0,04) C IR*. Nessa figura podemos ver um
plano gerado pela diregao d = (-0, 44, 0,90)7, cuja interseccio com a superficie fornece
a curva plana em destaque, que é a linha projetada. Nesse exemplo a variavel resposta é
a percentagem de uma droga retida no figado de ratos, w, e w, representam perturbacoes
aditivas na dose administrada da droga, em dois ratos apenas.

Esse exemplo esta
discutido em Cook (1987).

A curvatura normal da curva plana p(a) = (p, p2)7, na direcio d, ¢ dada por

|p1P2 — pap]
= Moora  Pel 2
(52 +3)" &

avaliada em wg, Stoker (1969, p. 26).
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Para avaliarmos essa expressao vamos lembrar da suposicao de que a funcao de log-

verossimilhanga perturbada [(8,w) ¢ duas vezes continuamente diferenciavel em

T
(BT, w)T. e que, para p(a) = [a, LD{w(a)}] , temos o seguinte:

) —da—l logo g —dza—O'
l.pl——da—-. gpl_daQ—v
. d d d?
ii. Ew(a) = %(wo +ad) =d e portanto — Pkt w(a) = 0;
iii. Pela regra da cadeia,
4 I Diw(a)} = [gradiente(LD)] " [(—l (
Ia = |gradiente Towla
P T
= |=—LD d;
o)

da

que wp é ponto de minimo local da funcao LD.

- (o] 4|, -

iv. pa(0) = (—ZLD{w(a )} .
a 0

Substituindo essas derivadas na equagao (2.10) tem-se que

Cq = lp2l

= |LD{w(a)}|, avaliada em a = 0.

Usando novamente a regra da cadeia, segue-se que

LDlw(@) = “LD{w(@)
d[o !
= [BwLD{w }J d
= c;iz&i LD{w(a)}d

= i( 0 LD{w(a)},. 9 ((L)}) d

da \ Ow, 7 Ow,

)

0, uma

vez
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82 T d 09 T J
N [awlawLD{“’(“)}} (law(a) [awqawLD{w( }} Ew(a)) d
) . .
[aw;()wLD{w )}]
= d| d

[aw ()wLD{w( )}]T

awlawT LD{“’ a)}

WLD{W( a)}

- :( & LD{w(a)}) drd

|\ OwdwT

- o[ o r
= d" |5 LD{w(a)}| d

a?

_ 4T
= d OwowT

————LD{w(a)} d, pois a matriz Hessiana é simétrica.

Quando essa derivada de segunda ordem é avaliada em a = 0, obtém-se a curvatura

normal
Cq = |d"LD(wo) d]. (2.11)

Mas, pela definicao do afastamento pela verossimilhanca,

& 02 . N 9?2
LD =—|2 - =-2 ——
(wo) = 55— [2{U(B) — UBw)]] ’w:wo T lBw) o
e portanto, a curvatura normal fica dada por
Cyq = 2|d"Fd|, (2.12)

onde F' ¢ uma matriz quadrada de dimensdo ¢ x ¢, cujos elementos sao dados pelas
s

l(Bw)

Ow, Ow,

derivadas , avaliadas em w=wy.
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O elemento (7, s) da matriz F' pode ser obtido através da regra da cadeia,

. 2 ~
Frs = 9 l(:Bw)|

Ow, Ow
air { ais e “’)}‘wng

= e e e
= [l B} 5

- ({550} %

w=Wwy

] |w:wO

L [} 2 ()]

T A1 - N 273
w=Wwy

w=Wwy

Ows 9B, 000wy S | y_ e
3 \T 2 ~ ~ - ) -~
[(%ﬁ“) {agjagz)l(ﬁ“’)}aaif] ‘w:wo + {agz,l(ﬁ“’) ai%‘:}} w:(ﬁ(;w)

Como, por hipotese, [(8,wq) = I(B), VB € IR?, tem-se ,@wo = 3, e portanto,

0 -

7]
anl(ﬁw)

=
lw:wo 8,3

(ﬂ: wO)

5 =0,
B=5

ja que B é o ponto de maximo da funcao de log-verossimilhanga, tanto no modelo

postulado I(3), quanto no modelo perturbado I(3, wg). Com isso, a segunda parcela da

an>T( 9*1(By) ><03w>’

derivada Fq, equacao (2.13), é nula. Portanto E., = (

o, = ST
| 0wy 0B, 0B, Ow,
avaliada em w = wy.
Em notagao matricial, podemos escrever
F=JTLJ, (2.14)
, . . ) 0Brw
onde J é uma matriz p X ¢ cujos elementos sao dados por .Ji; = , sendo
aWs w=Wwyq

Orw a k-ésima componente do vetor 8,, enquanto que (—L) ¢ a matriz de informagao

observada de Fisher.
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A fim de obtermos uma expressdao para a matriz J, vamos usar o fato de que 3, ¢ um

ponto de maximo local da log-verossimilhanga perturbada /(3,w). Assim. para cada

w € (.
(B, w .
‘(58—3) =0, i=1..4;p (2.15)
¢ 1B=By
O primeiro membro dessa expressao ¢ uma funcao das p+q variaveis Blw, sEams §pw e
Wy, . ... wq. J& osegundo membro é uma fungao constante, a fungao identicamente nula.

Vamos agora derivar os dois membros da equagao (2.15), com relagdo a w, e em seguida
avaliar a derivada no ponto wg. A derivada do primeiro membro é dada por
9 (az(Bwo, wo) ) _ 2": (821 Bu.w) aBACU) .S (a%(ffw,m au»)
a"‘)s aﬂz k=1 aﬁkw (98 aws w=wq r=1 awr aﬁz aws
_ 2 32 ﬂw, ) aﬁkw 021(3(‘,, w)
= Z 4 [ 2w )
=1 (9ﬁkw 006; Ows w=wpy Ows 0; w=wy
Xp: 621 ﬁw ) aﬁkw + 821(/30)01 wO) '
= Ow; O;

Ww=Wwq

OPrw 08;  Owy

w=Wwqo
Quanto ao segundo membro, sua derivada é nula, por se tratar de uma funcao constante.
Assim, para i = 1,...,p, temos a seguinte relacao

i’ (02 (Bw: w)aﬁkw)) . 0*1(Busg, wo)
Oﬂkw aﬁz aws w=w aws aﬂz

=0. (2.16)
k=1

Como as duas fungoes de log-verossimilhanga sao iguais em wy, para todo 3,

M’ _ PUBuy wo) _ FUB) _ le(ﬁ)~

0Biw Bi lw-wy  OBrwe I 0B: 00 90k 0B:i|g_j3

Com isto, da equacao (2.16) segue-se que, para i =1,...,p,es=1,...,q,
P 2 By ?U(Be, ,
Z {(3 [(B) )’ A <aﬁkw)‘ }+ (IBwp wo) —0 (2.17)
= L\ 9Bk 0B; 8= Ow, w=wp Ow, B;

Por fim. vamos definir uma matriz A, de dimensao p x ¢, dada pela derivada
A _ PlB.w)
0BT’

avaliada em 3 = B e w = wq.
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p ..

Assim, a equagao (2.17) pode ser escrita na forma ZLM Jrs + Ajs =0, ou ainda.
k=1

p e .. ..

Z Liy Jgs + Ajs = 0, usando a simetria da matriz L. Portanto, (LJ),, = —A;, pa-

k=1
rat=1,...,pes=1,...,¢q. Com isto segue-se que

J=-L A. (2.18)

Substituindo J na equagao (2.14) obtém-se

1

F:JTEJ:(—ATE‘I)E(—E" A) =

.. . _1
F=ATL A.
Com isto, a curvatura normal da superficie a(w), na direcdo de um vetor unitario d,

fica dada por
Cy=2|d"ATL ™ Ad|. (2.19)

Com a equagao (2.19) podemos avaliar a influéncia que pequenas perturbagoes podem
exercer sobre os componentes do modelo — tais como estimativas dos parametros, e
outros resultados da andlise. Interesse particular esta na dire¢ao que produz a maior
influéncia local. Essa direcao dax € 0 autovetor normalizado correspondente ao maior
autovalor Cpay da matriz F = ATET'A. Com o vetor d., identificamos os fatores

mais influentes para o esquema de perturbagao em analise.

2.4.1 Outras expressoes para Cyg

Vamos supor agora uma particao 87 = (87, 1), onde B, ¢ de dimensio p; x 1 e 3,

é de dimensao py x 1, com p; + po = p, e vamos admritir que o nosso interesse reside
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particularmente em ﬂIT. Nesse caso. o grafico de influéncia fica dado por
w
as(w) = )
LD;(w)
onde
LD,(w) = 2[1(,@1,,@2) - Z{Blw,g(ﬁtw)}]- (2.20)

Aqui, g : IR — IR”* é uma fun¢do que maximiza [(8,,3,), para cada 3, fixo, e
{B,,9(B,)} representa a log-verossimilhanga perfilada para 3,. O estimador Elw é

_ _ 5T o
determinado a partir de B, = (Bw, Bow)’-

Vamos considerar agora a particao

o Ell E12
i?l i?‘l

onde (—L) é a matriz de informagao observada de Fisher, no modelo modelo postulado.

Com isso, a curvatura normal da superficie ag(w) na dire¢cao de um vetor unitario d

fica dada pela expressao

Cq(B) =2 |dTAT(L™" ~ By)Ad], (2.21)
onde
0 O
B, = I
0 L

Atencao especial deve ser dada a dire¢do dpax, que produz a maior influéncia local,
a qual pode ser calculada a partir da equagao (2.21), e que é dada pelo autovetor

. . . Tre—1
normalizado correspondente ao maior autovalor da matriz A" (L  — Bayy)A.
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Diversas aplicacoes e resultados adicionais sobre o método de influéncia local podem
ser encontrados em Lawrence (1988), Thomas e Cook (1989. 1990), Paula (1993, 1995,
1996), Galea, Paula e Bolfarine (1997), entre outros.

Thomas e Cook (1990) empregam esse método para fazer diagnostico de influéncia sobre
predigoes nos modelos lineares generalizados, utilizando uma funcao objetivo baseada
em diferenca de predigoes. Paula (1996) faz uma extensao desse estudo para os modelos

proprios de dispersao, propostos por Jorgensen (1997).

Fung e Kwan (1997) apresentam uma discussao interessante sobre a aplicacao de in-
fluéncia local para outras medidas de influéncia diferentes do afastamento pela veros-
similhanga. Fung e Kwan mostram que uma medida de influéncia, digamos Ty,, ¢
0Tw

ow w=wo
zero a ordem entre os componentes de d;,ax nao é necessariamente preservada sob mu-

invariante de escala se I' = = 0. Quando esta derivada é diferente de

dangas de escala. Em particular, para o afastamento pela verossimilhanca, tem-se que

oLD
= & = 0. Esta propriedade segue também. por exemplo, para as medi-
Ow w=wq
das de influéncia propostas por Thomas e Cook (1990) e Paula (1993). Porém ela nao

vale para outras medidas de influéncia discutidas por Fung e Kwan (1997).

Cadigan e Farrel (1999) sugerem o uso do valor esperado da influéncia local como uma

ferramenta 1til na interpretacao da analise de diagnostico.



Capitulo 3

Introducao a Dados Circulares

3.1 Preliminares

De uma forma geral, quando se deseja estudar dados que representam diregdes, eles po-
dem ser tratados em um espaco de qualquer dimensao, entretanto nas situacoes préticas
geralmente o interesse esta nos espagos de dimensao 2 ou 3 (bi- ou tri-dimensional), onde
as diregoes podem ser representadas geometricamente por pontos sobre a circunferéncia
de um circulo, ou sobre a superficie de uma esfera, respectivamente. Num espaco de
dimensao maior, as diregoes sdo representadas por pontos sobre a superficie de uma

hiperesfera.

Existe interesse por medidas na forma de angulos em diversas areas do conhecimento.
De modo particular, encontramos exemplos de dados direcionais em Geologia, Biologia.
Meteorologia, Oceanografia, Medicina e em Engenharia. Alguns exemplos tipicos de

dados direcionais nessas areas sao:
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1. Direcao do vento e de correntes marinhas:
2. Horério de internacao na UTI de um determinado hospital;

3. Orientagao da fratura em uma rocha, quando da sua formacao geolo-

gica;

4. O vectorcardiograma (um exame cujo resultado consiste de um re-
gistro grafico tri-dimensional) anélogo ao eletrocardiograma (unidi-

mensional);

5. Direcao escolhida por um péssaro, apos o mesmo ter sido submetido

a um determinado tratamento.

Dados como esses devem ser tratados com técnicas diferentes daquelas utilizadas para
varidveis definidas em um espago euclidiano usual, isto ¢, dados que assumem valores
em IR". Isto porque as superficies esféricas de um modo geral, e as circunferéncias
em particular, sao espacgos limitados e fechados, e aléem do mais, o conceito de uma
origem nao ¢ bem definido, Gould (1969). As medidas resumo que sao usadas para va-
ridveis lineares, nao fazem sentido quando se trata de uma variavel direcional, conforme

mostraremos mais adiante.

3.2 Dados circulares

No caso bi-dimensional, uma observacao de uma variavel direcional pode ser vista como
um ponto P sobre a circunferéncia do circulo unitério, centrado na origem O do sistema
de coordenadas cartesianas e, portanto, tem-se que Oﬁ ¢ um vetor unitario em IR?.

Essa observacao direcional pode ainda ser vista como um angulo y, formado pelo vetor
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Oﬁ e o semi-eixo positivo Ox, medido no sentido anti-horario. Assim, uma observagao
de uma variavel circular pode ser representada pelo par ordenado (cosy,seny), em

coordenadas cartesianas, ou pelo par (1, y), em coordenadas polares.

Embora os dados circulares possam ser coletados em diferentes tipos de unidade, como
por exemplo hora do dia em que houve a ocorréncia do evento de interesse, a conversao
desses dados para graus é feita por uma simples transformagao linear, obtendo-se va-
lores no intervalo [0°,360°) ou [—180°,180°), dependendo do interesse na analise. Em
principio, podemos trabalhar com dados circulares expressos em qualquer medida de
angulo — tais como graus, grado, radiano, etc. Mas, por razoes teoricas, adota-se traba-
lhar em radianos, com intervalo de variagao [0, 27) ou [—m, 7), dependendo do interesse

na andalise.

Em alguns casos, como por exemplo no estudo de fratura em rochas, nao ha razao para
distinguir qual é o inicio e qual é o fim dessa fratura. Um dado desse tipo é denominado

de azial, diferente do anterior, denominado de vetorial (Fisher, 1993).

Para trabalharmos com distribui¢oes de probabilidade referentes a variaveis aleatoérias
circulares precisaremos estabelecer algumas medidas descritivas relacionadas com os
conceitos de posigao, dispersao, etc. Em principio, é bastante tentador considerar
as mesmas medidas usualmente empregadas para dados lineares, tais como média e
variancia, e estendé-las também para dados circulares. Entretanto, um simples exemplo

ficticio mostra a inadequacao dessas medidas quando se trabalha no circulo.

Exemplo 3.1 Vamos imaginar uma amostra de tamanho 2 em que os dngulos obser-
vados tenham sido y, = 1° e yy = 359°, que sao “prézimos entre si" e equidistantes da
diregao 0°. Nesse ezemplo, a média aritmética amostral resulta em § = (1°+359°)/2 =

180° que ccrresponde ao ponto no circulo diametralmente oposto ao que sugere a nossa
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intutgdo. Por outro lado. o desvio padrao amostral fica dado por s, = 253°, ou seja,

um valor que nao descreve o fato de y, e ys estarem “prézimos entre si”.

Uma outra particularidade de dados circulares diz respeito & escolha da orientacgao do
sistema de eixos ortogonais, e pode ser exemplificada da seguinte forma. Nesse exemplo
que acabamos de ver, se escolhermos a direcao zero como o eixo das ordenadas, em vez
do eixo das abcissas, entao as observacoes y; e y, passardo a ter os valores y; = 271°
e yy, = 269°, respectivamente. Neste caso, a média amostral seria igual a 270°, que é
um valor compativel com a nossa intuicao, nesse novo sistema de coordenadas. Isso
mostra que uma andlise descritiva de dados circulares, através das medidas utilizadas
para variaveis definidas na reta, é bastante sensivel a escolha da origem no sistema de
eixos ortogonais. Isso é decorrente do fato do circulo possuir uma métrica bastante
peculiar. Por exemplo, a diferenca entre dois arcos y e ¥* no circulo unitéario é dada por

min{6,,6,}, onde 0, = |y — y*| mod(27) e O3 = |y + 27 — y*| mod(27), para y < y*.

3.3 Medidas descritivas no circulo

Consideremos uma amostra aleatoria de n observagoes circulares yy, ..., y,, as quais
podemos associar n vetores unitarios OF,, ..., OP,, conforme foi mencionado anterior-

mente. Uma maneira natural e intuitiva de resumir esses vetores unitarios é através da
sua soma, conforme ilustra a Figura 3.1. Do ponto de vista algébrico, calculemos as
quantidades

S=> sen(y;), C=)> cos(y;), R*=C*+ S%
=1

i=1
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P+ P+ P

Figura 3.1: Representagao grafica de uma amostra de 3 observacées circulares.

A média circular' de y,...,y, é definida como sendo o angulo fi correspondente ao
— R _ . .
vetor resultante da soma OP; + - -- + OP,. Esse angulo i deve satisfazer as condigoes

cos(t) = C/R e sen(j1) = S/R, ou seja, i = arctan(S/C). Assim,

arctan(S/C), seS>0eC >0
g =4 arctan(S/C) + , se C' <0 (3.1)
arctan(S/C) + 2w, seS<0eC >0.

"Também denominada média direcional, diregao média ou diregio de referéncia de y, ..., y,.
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Alguns casos excepcionais sao

90°, seS>0eC =0
270°, seS<0eC=0

=
Il

indeterminado, se S=0e C =0.
No exemplo ficticio da pagina 29, tem-se n = 2 e

S =sen(y;) +sen(yz) =0
C = cos(y;) + cos(y2) = 1,996

= ji = arctan(0) = = 0°.

Por outro lado,

S" = sen(y)) + sen(yy) = —1,996 .,
= i =270°.
C" = cos(yy) +cos(yy) = O

A quantidade R = v/C? + 5? representa o comprimento do vetor resultante e fornece
informacao sobre o grau de concentragao dos angulos observados. Isto porque, se todas
as n observagoes circulares forem iguais a um mesmo angulo, entdo R = n. Esse
caso representa uma concentragao maxima possivel, e corresponde a uma variabilidade
minima. A outra situacao extrema ¢ quando os dados encontram-se uniformemente
distribuidos sobre o circulo. Nesse caso tem-se uma concentra¢ao minima e variabilidade
maxima. Vale salientar que o conceito de variabilidade méxima nao existe para dados
lineares em geral. No caso de concentracao minima, que significa R = 0, a média
circular ndo estd definida. E importante salientar também que R = 0 ndo significa
necessariamente uma distribuicao uniforme em torno do circulo, pois pode acontecer
algum tipo de estrutura de agrupamentos, fornecendo R = 0. Um exemplo ¢ dado em

Fisher (1993, p. 32).

Em vez de R, é mais comum usar o comprimento médio do vetor resultante, definido

por R = R/n, o qual tem a vantagem de variar no intervalo [0,1]. A variancia circular
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amostral é definida por V' = 1 — R, enquanto que o desvio padrao circular amostral é
definido por ¢ = {—2log (1 — V)}§, diferentemente da defini¢ao usual para dados linea-

res, onde o desvio padrédo corresponde a raiz quadrada da variancia. Uma aproximacao

1

que pode ser usada para o desvio padrao circular amostral é dada por ¢ ~ {2(1 - R)}?,
valida para R grande. Maiores detalhes sobre medidas de concentragao para dados

circulares podem ser encontrados em Mardia (1972, p. 74) e em Fisher (1993, p. 34).

3.4 Momentos trigonométricos

No que se segue, entenderemos por uma variavel aleatéria circular como sendo uma
?

varidvel aleatoria ja convertida em angulos e assumindo valores no intervalo [0, 27).

Definicao 3.1 Definimos a func¢ao de distribuicao de uma varidvel aleatéria circular

Y como sendo uma funcgao F satisfazendo

(i) Fly)=P(0<Y <y), Vyel0,2nr);

(ii) Fly+2n)—F(y)=1, Vy € (—o0,0).

Para —oo0 < y; < y» < 00, com ¥, — y, < 27, a probabilidade de Y pertencer ao arco
de circulo (y1,y2) é dada por
- y2
P{Y € axc(y, 1)} = Flva) — Flyn) = [ dF(y).
Y1
Vale salientar que, embora F'(0) = 0 e F(27) = 1, a fungao de distribuicio no circulo
nao satisfaz as condigoes lim F(y) = 0 e lim F(y) = 1, que sao satisfeitas por

fungoes de distribiigao de varidveis aleatorias definidas na reta.
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Definicao 3.2 Seja F' a fun¢ao de distribuicao de uma varidvel aleatoria circular Y .
Se F for absolutamente continua, definimos a fun¢ao densidade de probabilidade de Y

como sendo uma funcgao f tal que

Y2
/ fW)dy = F(y2) — F(y1), —00 <y <yp <oo.
31
Definicao 3.3 O p-ésimo momento trigonométrico nao central de Y € definido como
u;, = E{e'?Y} = ap +iB,, p=0,1,2,..., onde i = \/—1 € a unidade imagindria. o, e

B, sao denominados momentos circulares de Y e sao dados por
2m
a, = / cos(py) dF (y) e
0

27
By = | sen(py) dF(y).

Definicao 3.4 Definimos a fung¢ao caracteristica de uma varidvel aleatéria circular Y

como sendo ¢y (p) = E{cos(pY)} + iE{sen(pY)}, p € IR.

Usando a teoria de séries de Fourier, mostra-se que é suficiente considerar a funcao
by (p) apenas para valores inteiros de p. Como consequéncia das propriedades das

funcoes trigonométricas tem-se
ap,=0p Pp==0 |ap <1 e |5, <1

Desta forma, os momentos trigonométricos nao centrais de Y  identificam a sua funcao
caracteristica, e escrevemos simplesmente ¢y (p) = ¢, = a, + i3,. Para p = 1, tem-se
p) = (p, i), em coordenadas polares, onde p é a média circular de Y e a distancia
polar p corresponde ao comprimento do vetor médio, p = (a? + 3?)!/2. Pode-se ver que
0 primeiro momento trigonométrico (nao central) g} contém mais informagao do que
o primeiro momento ordinario de uma variavel aleatoria linear. O p-ésimo momento

trigonomeétrico cen:ral de 3" ¢ definido por p, = E{ePY Y 9 =0.1,2,...
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Definimos ainda a variancia circular de Y por Vg =1 —p =1 — E{cos(Y — u)} e o
desvio padrao circular por 0 = {—2log(l — H))}%. Tem-se que 0 < V4 < 1, enquanto
que ¢ > 0. A variancia circular em torno de um angulo qualquer v é definida como
Vo =1 — E{cos(Y —v)}, e é possivel provar que Vj = V5 + 2 psen®{3 (1 — v)}, de onde

se tem que VJ assume um minimo em v = L.
0

Uma outra medida de dispersao para variaveis circulares também utilizada ¢ a dispersao

1—p
circular, Fisher (1993, p. 42), que é definida por § = 2p2f)z’ onde p, = (a3 + 52)

1/2

3.5 Modelos probabilisticos para dados circulares

Muitos modelos probabilisticos para dados circulares tém sido derivados a partir de
transformagoes de modelos probabilisticos lineares usuais, ou mesmo de vetores aleaté-
rios bi-dimensionais, dando origem as distribuigoes arqueadas — do inglés wrapped dis-

tributions.

De uma maneira geral, dada uma variavel aleatéria linear Z, podemos “construir" uma
variavel aleatéria circular Y7, assumindo valores no intervalo [0, 27) através da trans-
formagao Y = Z {mod (27)}, ou seja, tomando o resto da divisao da variavel aleatéria
Z por 27. Essas sao as chamadas distribuigoes arqueadas. Se Z for absolutamente
continua, com fun¢ao densidade de probabilidade fz(z), entao a correspondente funcao
densidade de probabildiade de Y sera dada por

fr(y) = i fz(y + 2km),  paray € [0,2m).

k=—o0
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3.5.1 A Distribuicao uniforme circular - U.

Dizemos que uma variavel aleatéria Y tem distribuicao uniforme sobre circulo unitario

se sua funcao densidade de probabilidade for dada por
1
fr(y)=5-, O0<y<om
2m

A funcao caracteristica da distribuicao uniforme é dada por

(eZipﬂ' _ 1)
b = o
ipT
cos(2pm) + isen(2 -1
- ces(Zp] -+ tsen(Jpn) p=41,42, ...
2ipT
0, se p#0
— ¢P =
1, se p=0.
Vale salientar que a média angular nao esta definida para este modelo e que V' = 1.

[sto significa que a concentrag¢ao é nula, em torno de qualquer diregao.

3.5.2 A Distribui¢do normal arqueada - WN (u, 0?)

Um caso especial entre as distribui¢oes arqueadas ¢ aquela que se obtém a partir de uma
distribui¢do Gaussiana. Se uma variavel aleatoria Z tem distribui¢ao normal N(uz, 0%),
entdo a variavel aleatoria Y = Z {mod (27)} tem distribuigdo normal arqueada com
parametros juz e 0%. Sua fungao densidade de probabildiade é dada por

5 (y + 2km — piz)° |

k=—c0 \/ 2O z

f)"(y? Hz, UzZ)
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onde p = €% 6 0 comprimento médio resultante. A média circular de Y fica dada por
1
p = pz {mod (27)}, e o desvio padrao circular é o = {—2log(1 — V5)}?, onde 15 = 1—p

¢ a variancia circular de Y, Mardia (1972, p. 55) e Fisher (1993, p. 47).

3.5.3 A Distribuicao von Mises - VM (u, \)

Outros modelos probabilisticos sao obtidos através de analogias no circulo de importan-
tes caracterizagoes univariadas, dando origem a igualmente importantes distribuicoes
de probabilidade para variaveis aleatorias direcionais. A distribuicao von Mises é tdao
importante para dados circulares, quanto o modelo Gaussiano é para dados lineares em
geral. Esse modelo foi proposto pelo fisico alemao R. von Mises, em 1918, ao investigar
o desvio de pesos atomicos de valores inteiros. Seu propoésito era mostrar que os pesos
atomicos sao nimeros inteiros sujeitos a erros. Transformando a parte fracionaria dos

pesos atomicos em desvios angulares, de forma que
8,25 — 90°, 8,75 s 2700, 9,00 — 0°, 9,25 — 90°, etc,

ele passou do problema fisico original para um problema estatistico, a partir do qual

originou essa distribuicao.

Dizemos que uma varidvel aleatéria circular )" tem distribui¢ao von Mises com para-

metros st e A, se sua funcao densidade de probabilidade for dada por

1

Acos(y—pt) 0<y<2r. 0< < 2 A >0,
27r10(/\)e ’ =0 SheT e |

fy (s A) =

onde [p(A) € a fungao de Bessel modificada do 12 tipo e ordem zero, que é dada pela

série
[oe} 1 2r
=2 —al

=

l\.’)]»—l
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As Figuras 3.2 e 3.3 apresentam graficos dessa funcio densidade para diversos valores

dos parametros g e A. A funcao de distribuigao de Y é dada por

g . Param. de Concentracao
(%]
ge]
<3
<
2 o _
,.b o
2
(o}
[<5]
T s
= o
E
=
iz
,5
go) N
- o
)
=4
=
&

o

o

T T T T —T T
-180 -120 -60 0 60 120 180

Variavel angular

Figura 3.2: Densidade da distribui¢io von Mises para p=0°e A =1/2,1,2 e 4.

Fy(y) = {2nL6(\)} " / T Aeosti=m) gy
0

para a qual nao existe uma forma fechada.

Algumas caracteristicas da distribui¢do von Mises envolvem a funcao A,()\) = j’;g:\\;,
onde I,(A) é a funcao de Bessel modificada do 12 tipo e ordem p, que é definida pela
série N 1 -

I”(/\):,;)m(§A) , p=0.1,2,...

Essas fungoes e suas propriedades, como também tabulacoes, podem ser encontradas

em Abramowitz e Stegun (1970).
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O pardmetro . representa a média circular de Y enquanto que )\ é denominado para-
metro de concentragao, e é tal que o comprimento resultante médio p = A;(\). A
dispersao circular de Y é dada por § = [/\.Al(,\)]—l e as componentes dos seus momen-

tos trigonométricos sao a, = A,(A) e 3, = 0 para p > 1. Essa distribuicao goza de

; - Meédia Circular

0.1

Funcao densidade de probabilidade
0.2
!

-180 -120 -60 0 60 120 180

Variavel angular
Figura 3.3: Densidade da distribuicdo von Mises para A = 1 e = 0°,90° e 180°.

propriedades bastante interessantes, algumas das quais sao:

1. Ela é unimodal e simétrica em torno da média direcional y;

2. Quando A — 0, adistribui¢ao de von Mises converge para a uniforme

circular;

3. Quando A — oo, a distribuicao converge para a distribuicao dege-

nerada no ponto y = y;
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4. Para valores nao muito pequenos de A, a distribuicio von Mises
VYM(p,\) é proxima de uma distribuicio normal arqueada

WAN (u,1/)), no sentido de que

supyepo,2m) [Fvm(y) — Fwa(y)] < 0,0125,

onde Fy(y) e Fyyn (y) representam as fungoes de distribuigao acu-
muladas da distribui¢ao von Mises e da distribui¢ao normal arquea-
da, respectivamente. A distancia maxima de 0,0125 é atingida quan-

do A = 1,4, Stephens (1963).

Simulacao da Distribuigao von Mises

Best e Fisher (1979) apresentam um algoritmo bastante eficiente para a simulagao da
distribui¢ao von Mises, o qual esta disponivel na biblioteca de subrotinas do IMSL

(1991). Esse algoritmo sera tratado no Capitulo 5.

Dispoe-se também de um outro algoritmo, sugerido por Dagpunar (1990), que pode ser
mais rapido do que esse, quando o parametro A nao for constante, isto é, varia a cada

entrada no processo iterativo, vide Fisher (1993, p. 49).

3.5.4 Estimacao dos parametros da distribuicao von Mises

Consideremos uma amostra aleatoéria Y7, . .., Y, da distribuibui¢ao von Mises VM (pu, \),

com valores observados yi, ..., y,. A fungao de log-verossimilhanga fica dada por

W, Ny, yn) = —nlog I(A) + XD~ cos(y; — ).
=1
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Uma vez calculada a derivada parcial de [(...;.) com relagao a p e efetuadas algumas
operagoes algébricas, vamos concluir que o estimador de maxima verossimilhanca de
p deve satisfazer as equacoes cos(fi) = C'//R e sen(fi) = S/R, onde C = ¥, cos(y;),
S=y" sen(y;) e R* =C? + S% Portanto,

arctan(S/C), se S>0eC>0
=< arctan(S/C) +m, se C<0 (3.2)
arctan(S/C) + 2w, se S<0eC >0,

ou seja, o estimador de maxima verossimilhanca da média direcional i é exatamente a
média circular amostral, definida pela equagao (3.1). A propésito, Bingham e \ardia
(1975) mostram que a distribuicao von Mises é a tnica distribui¢ao circular onde a
dire¢ao média amostral é o estimador de maxima verossimilhanca para a direcao média

populacional.

Alguns casos excepcionais para esse estimador sao

90°, seS>0eC=0
270°, seS<0eC=0

=l
I

indeterminado, .se S=0e¢ C = 0.

Por sua vez, o estimador de maxima verossimilhanca de A deve satisfazer a equacao

LA
I(A

S~

+ cos(fr) C' +sen(t) S =0,

—n

~—
>-)

[1(

Io(
maxima verossimilhanca de \ fica dado por A= AT(R).

) .
)

~ _ _ R ~
cuja solugao ¢ A,(\) = R, onde R = — e Ai(\) = Assim, o estimador de

>)

Mostra-se que o estimador A é viciado e uma aproximagao para o vicio foi obtida por

Best e Fisher (1981). Eles concluem que. para amostras pequenas e valores pequenos de
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A a distribuicao de A tem uma grande assimetria, com uma longa cauda a direita. Con-
sequentemente, as inferéncias baseadas em valores pequenos de A podem ser suspeitas,

a menos que n seja suficientemente grande.

Embora a funcao A, esteja implementada de forma eficiente em rotinas do IMSL (1991),
pode-se também calcular a sua inversa A;', com uma razodvel precisio, usando a

seguinte aproximacao, sugerida por Best e Fisher (1981),

2r +r3 4+ (5r%9)/6 r<0,53
AT (r) =<{ —0.441,39r +0,43/(1 —7) , 0.533<r<0,85 (3.3)
(P —dr2 4+ 3r)"" r>0,85.

Para pequenas amostras, n < 15, Fisher (1993, p. 88) sugere o seguinte estimador

max{\ — 2(n\)~1, 0}, se X <2
AT = (n —1)3)
nd+n

%)
>)

v
B

€

bl

onde A é o estimador de maxima verossimilhanga, A = A;'(R).

3.5.5 Outras distribuigoes circulares

Mostramos aqui as distribui¢oes mais importantes para variaveis aleatorias que assu-
mem valores no circulo. Além dessas, existem diversas outras distribuigoes, tais como
Cardiodide, Poisson Arqueada, Cauchy Arqueada, Lattice, entre outras. Maiores deta-

lhes podem ser encontrados em Batschelet (1981), Fisher (1993) e Mardia (1972).



Capitulo 4

Influéncia Local em Dados Circulares

4.1 Modelos de regressao para dados circulares

Quando se investiga medidas de associagao envolvendo variaveis direcionais e variaveis
lineares (isto é, que assumem valores num espago euclidiano), é necessario levar em

consideragao os seguintes tipos de associacao:

circular-circular que mede o grau de associacao entre duas variaveis direcionais;

circular-linear que pode ser utilizada para predizer o valor esperado de uma

variavel direcional dado o valor de uma variavel linear;

linear-circular  que pode ser utilizada para predizer o valor esperado de uma

variavel linear dado o valor de uma variavel direcional.

Considerando uma amostra aleatoria (r1,17),..., (2., Yn), onde x4, ..., x, sao nimeros

reais conhecidos e cada }; segue uma distribuicao von Mizes VM (y1;, A), Gould (1969)

43
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faz uma analogia & teoria de regressao normal linear e propoe um modelo admitindo
que as médias angulares seguem uma estrutura linear do tipo yi; = p+08z;, i =1,...,n,
onde 1, # e A sao parametros desconhecidos, a serem estimados. Gould obtém equacdes
de estimacao referentes aos estimadores de maxima verossimilhanga para os parametros
desse modelo, sendo que 3 é calculado através de um procedimento iterativo, o qual
é fortemente dependente do ponto de inicializagdo do processo. Nao nos deteremos
aqui nesse modelo, mas o leitor interessado pode encontrar maiores detalhes em Gould

(1969) e Mardia (1972).

Fisher e Lee (1983) discutem um coeficiente de correlacio para medir associacio en-
tre duas varidveis circulares, digamos Y e 1V, fazendo uma analogia ao coeficiente de
correlacao linear, ou seja, ao caso de associacao entre variaveis lineares. O coeficiente
de correlagao proposto ¢ motivado pelo que se denomina de associagdo toroidal (ou

T-associacao), que pode ser definida da seguinte maneira.

Dizemos que variaveis Y e W possuem uma T-associacao perfeita se
W + po {mod (27)}, associacao positiva,
—1V 4+ po {mod (27)}, associagao negativa,

onde o é um angulo constante.

O conceito de associacao toroidal e a defini¢io acima proporcionaram a obtencio de
uma medida, o coeficiente de correlagao toroidal, que ¢ definido como

B E{sen(Y|, — Y3)sen(WW; — 115)}
[E{sen?(Y] — Y3)} E{sen2(W, — 11,)}]"/*’

onde (17, 1V}) e (Y3, W,) sdo independentes com a mesma distribui¢ao de (Y, 1V). Essa

expressao ¢ bastante semelhante a que define o coeficiente de correlacao linear usual.

Podemos destacar as seguintes propriedades do coeficiente de correlagao toroidal py:
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L =1<pr<1;
ii. |pr| =1 <= a T-associacao entre Y e II” for perfeita;

iii. se Y e IV forem independentes, entao pr = 0.

Um estimador para pr, baseado numa amostra aleatoria (yi, wy), ..., (Y., w,) tem a

seguinte expressao:

> sen(y; —y;)sen(w; — w;)
. 1<i<j<n

pr = ) /2
{ & sen2yi-y) 5 sen?(w;—uw;)}
1<i<j<n 1<i<j<n

Nao nos deteremos aqui em associagao do tipo circular-circular. Para maiores detalhes,
e outras propriedades de pr, como por exemplo invariancia sob transformacao de rotacao
e seu comportamento assintotico podem ser encontradas em Fisher e Lee (1983) e Fisher

(1993).

4.2 Modelos von Mises de regressao

Fisher e Lee (1992) apresentam uma classe de modelos para respostas direcionais com
distribuicao von Mises, onde é possivel modelar tanto a média direcional da distri-
buigao, como o parametro de concentragao. Consideremos n observacoes independen-
tes y1,...,Yn, € vamos admitir que elas estao relacionadas com x,,...,x,, onde x; é
um vetor de p varidveis explicativas, com p < n. Cada y; ¢ o valor observado de uma
variavel aleatoria circular com distribui¢ao von Mises VM (u;, \;) e a dependéncia dos
parametros j; e \; sobre x; é feita através de funqéeé de ligacao apropriadas. A abor-
dagem que veremos a seguir guarda uma estreita analogia com a teoria dos modelos

lineares generalizados, vide Nelder e Wedderburn (1972) e McCullagh e Nelder (1989).
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4.2.1 O Modelo von Mises de médias

Nesse modelo, admite-se que os parametros de concentragao Ay, ..., A, sdo todos iguais a
um valor A e que cada média direcional i; esta relacionada com as p varidveis explicativas
por u; = p+ g(B"z;), onde g : IR — [—7,7) é uma funcio de ligacio, monétona,
duas vezes continuamente diferenciavel e 3 = (fy, ... ,,Bp)T ¢ um vetor de parametros
desconhecidos a serem estimados. A funcao de ligacdo g deve satisfazer ainda a condicao
g(0) = 0, que tem a finalidade de dar uma interpreta¢io para o parametro ; como
sendo uma “origem", uma vez que a variavel resposta assume valores no circulo. onde o
conceito de origem nao é bem definido. Fisher e Lee (1992) discutem algumas possiveis

escolhas para a fungao g e uma funcao de ligagao bastante usual é g(t) = 2 arctan(t).

Paula (1996) discute a aplicagao de diagnostico de influéncia local nos modelos pro-
prios de dispersao, propostos por Jorgensen (1997). A classe dos modelos préoprios de
dispersao inclui a distribui¢ao von \lises, quando a média direcional p; ¢ modelada
por u1; = g(B"x;), ou seja, quando a “origem” p estd, por assim dizer, incorporada ao

preditor linear n = 87 x.

Estimagao dos parametros no modelo von Mises de médias

No modelo von Mises de médias, o vetor paramétrico é dado por 8 = (u, 87.\)T e a

funcao de log-verossimilhanca fica expressa como

W, By X591, yn) = —nlog Io(A) + A D cos {yi — pu— g(B" i)}

=1

Os estimadores de maxima verossimilhanca de y, 8 e A sao obtidos a partir da solucao

do sistema de equagoes

XT"Gu = o, (4.1)
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Rsenpi = S, (4.2)
Rcospip = C, (4.3)
A(N) = R, (4.4)
onde

z{

x = ||,
Ty

G = diaglg' (8" 1), ..., 9 (B  z,)),

u = (uy,...,u,)", com

u; = sen{y; — p— g(87z:)},
1 n
S = —Zsen{yi - g(B"z:)},

O = —ZCOS{JZ g(B z;)},

R = (52+02)‘/2e

A(N) = 28;

A equacao (4.1) nao tem uma solugao explicita, e deve ser resolvida utilizando-se algum
procedimento iterativo. Uma solucao pode ser obtida através do algoritmo de minimos
quadrados reponderados — iteratively reweighted least squares (IRLS), Green (1984). A

equacgao de atualizacao para (3 é

(m+1)

x7¢x ™" - 3™ = xT Gy, (4.5)

onde y* = (yi,...,y5)T, com y' = u;/{A (N g (B z;)}.
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Processo iterativo

~

A obtencao das estimativas de méaxima verossimilahnca 7 e ), segue o seguinte
s ) g

processo iterativo:

1. Obter uma estimativa inicial 3,;

[N}

. Calcular S, C' e R, pelas expressoes acima;
3. Calcular estimativas i e \, pelas equagdes (4.2) - (4.4);
4. Obter uma estimativa atualizada 3, usando a equacio (4.5);

. Repetir as etapas 2 a 4 até obter a convergéncia.

Ut

Os estimadores i e 3 sao assintoticamente ndo correlacionados com A e a variancia
assintotica de 3 é dada por

-1
VCI,T‘a(B) = f(/\){LXTG.Q)()—1 =+

% -1 .
(XTG'X) XTgg"X(XTG'X)

o . =1
n—-g"X(X"G'X) X'g

}, (4.6)

onde g é um vetor contendo os elementos da diagonal principal da matriz G.

S . : 2 . - 1 o
A variancia assintotica de A é dada por Vary()\) = —A'—(T)’ enquanto que a variancia
nAp\/

circular assintotica de fi é {2(n— p)AA;(A)}~! e uma estimativa para seu desvio padrao

circular é dado por Ga(f1) = {(n — p)S\AI(X)}—l/g

4.2.2 O Modelo von Mises de dispersao

Em algumas situagoes praticas podemos estar interessados em modelar o parametro

de concentracao A da distribuicao von Mises, em vez da sua média direcional, corio
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por exemplo, nos experimentos de acompanhar a dire¢ao seguida por animais soltos
apos um estimulo, ou apo6s terem sido submetidos a um tratamento. Observa-se que
nos primeiros momentos ocorre uma grande variabilidade. indicando uma espécie de
“indecisao inicial" dos animais, entretanto com o passar do tempo a variabilidade tende
a diminuir. Ou seja, ha indicios de que o parametro de concentracgao é funcao de uma
covariavel, que pode ser, por exemplo, o tempo t decorrido apos a soltura do animal.

No modelo de dispersao, consideram-se n vetores zi, ..., 2Z,, com z; = (1,z;,..., z,-q)T
e admite-se que o parametro de concentracdo \; pode ser modelado por \; = h(y'z,;),
onde v = (0,71, - - ,ﬂ/q)T ¢ um vetor de parametros desconhecidos, a serem estimados,
e h: IR — [0,+00) é uma fungao conhecida. duas vezes continuamente diferenciavel,

que atua como uma fungao de ligagao. Em geral, as covariaveis z;, . . ., 2, correspondem

a um subconjunto de z;y, . .., T;p.

Estimagao dos parametros no modelo von Mises de dispersao

Nesse modelo o vetor paramétrico é dado por 8 = (j1,7")” e a log-verossimilhanca fica

expressa como

Wi sy, yn) = — D log I{h(v" )} + > h(~" 2:) cos (yi — p).

i=] =1

Os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros p, vo, 1, - - ., 7, devem sa-

tisfazer o sistema de (¢ + 3) equagoes,

n

> feos (4 — ) — AR} H(y72) = 0, (4.7)
i=1
> {cos (y; — i) — Ai(A)} W(v"z)z; = 0, paraj=1,...,q, (4.8)
=1
Rsenji = S, (4.9)

Rcospp = C, (4.10)
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onde

5 = Z Ai sen(y;),
1=1

n
c = Z/\i cos (y;) e
i=1
1/2
R = (52+C)'~2
As equagoes (4.7) e (4.8) nao admitem solugao explicita e, assim como no modelo de
médias, elas devem ser resolvidas utilizando-se algum procedimento iterativo. A solucao
através do algoritmo de minimos quadrados reponderados — IRLS, Green (1984), usa a

seguinte equacgao de atualizagao para ~:

ZTWZ(;?(m-H) _ ;?(m)) — ZTWy*, (411)

cos (y; — p) — Ai(\i)

(" zi) AL (Xi)
com elementos w; = {h'(y7 z;) }2AL(\).

onde y* = (yi,...,y:)7, com y; = , ¢ W ¢ uma matriz diagonal

Processo iterativo

A obtengao das estimativas de maxima verossimilhanca ji e 7, segue o seguinte processo

iterativo:

1. Obter uma estimativa inicial 7;

o

Calcular S e C pelas expressoes acima;

3. Calcular uma estimativa ji a partir das equagoes (4.9) e (4.10);
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4. Obter uma estimativa atualizada 4, usando a equagao (4.11):

5. Repetir as etapas 2 a 4 até obter a convergéncia.

A variancia assintotica de 7 é dada por

1

Vara(¥) = (Z2TWz)™, (4.12)
enquanto que o comprimento médio resultante assintotico de fi é
1
1 (4.13)

2y AL (N

4.2.3 O Modelo von Mises misto

Segundo Fisher (1993) argumenta, nao ¢ incomum encontrar conjuntos de dados en-
volvendo variaveis direcionais onde tanto a média direcional quanto o parametro de

concentragao dependem de covariaveis.

Ao se combinar o modelo de médias com o modelo de dispersao, obtém-se uma classe de
modelos de regressao que apresenta uma grande flexibilidade na modelagem envolvendo
respostas angulares. Referimo-nos a essa classe simplesmente como modelo von Mises
misto. A funcio de log-verossimilhanca para 8 = (i, 37,~47)" é dada por
n n
U, B,v;y) = = Y log Io{h(y"2:)} + 3" h(y"zi) cos {yi — p = g(B i) }.  (4.14)
i=1 i=1
Essa funcao ¢ maximizada através da utilizacao simultanea dos dois métodos citados

nas Seccoes 4.2.1 e 4.2.2. Entretanto, sao necessarias as seguintes alteracgoes:

22 - . - - -
1. A matriz G da equagao de atualizacao para 3, equacao (4.5) deve ser subs-

tituida por GAG, onde A é uma matriz diagonal com elementos ;A (A;):
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2. Na definicao do vetor y*, equacao (4.5), substituir A;(\) por A;(\;);

3. Na equacao de atualizacao para -, equacao (4.11), a i-ésima coordenada do

vetor y* fica dada por

e s {yi—p—g(B z)} = Ai(\)
Vi = R (4T z:) AL () ‘

Processo iterativo

A obtencao das estimativas de maxima verossimilahnca fi, B e 4, segue o seguinte

processo iterativo:

1. Obter estimativas iniciais B, e v,;

2. Obter uma estimativa atualizada 3, usando a equacao (4.5), levando-se

em consideragao a alteragao descrita acima;

3. Obter uma estimativa atualizada 4, usando a equagao (4.11), também
considerando a alteracao correspondente acima;

4. Calcular a estimativa fi pelas equagoes (4.9) e (4.10);

5. Repetir as etapas 2 a 4 até obter a convergéncia.

As variancias assintoticas de B e de 4 sao dadas por
Vara(B) = (XTGAGX)™!, (4.15)
Vara(®) = (Z"™WZz)™". (4.16)

O comprimento assintotico da resultante média é

1
2y NAN)

Além disso, ji e @3 sao assintoticamente nao correlacionados com 7, Fisher e Lee (1992).

1
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4.3 Influéncia local no modelo von Mises misto

No modelo von Mises misto sao modeladas simultaneamente a média direcional e o
parametro de concentragao. Neste caso, assumimos que a funcao densidade de proba-

bilidade. para a observagao y;, é dada por
Fyi iy Ni) = {2 L(N)}tedicosizm) 0 <y <2, 0< p<2mre A >0, (4.18)
onde ji; = pn+ g(B7z:) e \i = h(7vTz;).

As fungoes g : IR — [—m,7) e h : IR = [0, +00), que atuam como fungoes de ligacao.

devem ser duas vezes continuamente diferenciaveis e, além disso, ¢(0) = 0.

Nesse modelo, o vetor paramétrico fica dado por 0 = (,u,,ﬁT,'yT)T, onde ;1 é uma
média direcional de referéncia, 8 = (81,...,8,)" e v = (70, 71,---, 7). A funcdo de
log-verossimilhanca para € tem a forma

n n T

(8;y) = — > log Lo{h(v"2:)} + 3 h(v"2i) cos {yi — n — g(B" =)}

1=1 i=1
A fim de usarmos os resultados do Capitulo 2, que trata de influéncia local, precisaremos
das derivadas parciais de primeira e segunda ordens da funcao [(.;.), em relacao aos

varios parametros. Vamos obter inicialmente as derivadas parciais de primeira ordem.

Assim,
al(;; y) _ 3y zs) sends — p— g(B7md,
o i=1
01570[3; L S wih(v"2:)g' (BT zi)sen{y; — 1 — 9(B"z:)},
r i=1

para 1 < r < p. Com relacao aos parametros referentes a dispersao tem-se que

ol(0:;y)
s

= Z [— A {h(y"2:)} + cos {yi — p — g(ﬂT:vi)}]h'('yTz,):,-s.
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para 0 < s < g, com z;5 = 1.

Vamos agora as derivadas parciais de segunda ordem.

ng(z_?y) - Z (v ) cos {yi — p — 9(B" =)},

% - givisg'(ﬁTmi)}h(’YTzi) cos {y; — p — g(B ),

TG~ STt = o6

aéjé(qag) - ;“’”h('YTzi) 9" (BT @:)issen{y; — p— g(B @)} +
¢/ (") cos {y: — 1 — 9(B i) g (B7:) )i,

832;&—6232) = g-L'irh'(’YTZi)Zz‘.sg'(ﬁTmi)Sen{?/i —pn—g(B"z;)},

T = > 2~ AT 2N KO 20

—A{h(’yTzi)}h”('yTzl-)ziszir} +
W'(v"z;) cos {y; — p — g(ﬁT:ci)]z,-s.

Com essas derivadas podemos entao obter uma expressao para a matriz de informacao

271(0. . '
d /(Bégla’é:]j , Yn) 0_6" de dimensao (p+q+2) x (p+q+2),

= ~ mT ; . ; s . ;
onde 8 = (1,8 ,4") ¢ o estimador de maxima verossimilhanca de 8. Considerando

de Fisher observada [ = —

de uma forma particionada, podemos escrever

021(9 ) Lll Ll2 L13

Y

= 9006" Lo Las
L3

sendo que a parte triangular inferior ¢ obtida por simetria.

Vamos introduzir uma notac¢ao matricial, considerando, para cada ¢ = 1,...,n, os

elementos
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[}
Ot

1. t; = cos{y; — pn— g(B z;)}

2. u; =sen{y; — p — !J(IBTfEi)},

e, a partir destes, vamos definir as matrizes

M, = diag{h(y"2z;) cos{y; — p — g(B"x:)}
M, = diag{h(v"z:)sen{y; — p— g(B"z:)}
Mz = dlag{/ v zi)sen{y; — pn — g(B"x;) cos{y: — u—g(ﬂTﬂci)}
{1 (" z:) cos{ys — p — 9(BT i)} — Ai{h(v"2) W (" z:) -
ARy z0) I (Y7 )},

e com isto, a matriz de segundas derivadas da fungao de log-verossimilhanca, com

relacdo a @ = (i, BT, ~+7)7T, fica dada por

-1"M 1 1M, GX -1"M;Z
L=| -XTGM1 XTM,[G - M,G|X —-X"M3Z
-ZTM;1 -ZTM;X Z" M, Z

Vamos agora introduzir alguns tipos de perturbacao no modelo von Mises misto, a fim

de estudarmos a influéncia local. Consideraremos os seguintes tipos de perturbacao:

1. Ponderagao de Casos: [(€;y;) — wil(0;v:);
2. Perturbando a resposta: y; — v; + o;w;; , onde g; é um fator de escala;

3. Perturbando uma variavel explanatoria individualmente.
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4.3.1 Ponderacao de casos

A log-verossimilhanga perturbada tem a forma
n n
(0, w;y) = — Zwi log [O{h(’yTzi)} + Zwih('yTz.,-) cos {y; — p — g(,BT:ci)},
i=1 i=1
e para este esquema de perturbacao, o vetor correspondente a nao perturbacao é o vetor
n-dimensional wg = (1,...,1)T. Vamos calcular as derivadas necessarias a obtencio da
F‘, vide equagao (2.19), a partir da qual poderemos obter a direcao de maior influéncia

local.

Inicialmente, temos a derivada

O Y) — —tog Io{h(r"20)} + (a7 2) c0s 4 — = 9(87 ).
Agora,

% = h(v"z)sen{y, — p - g(B"z,)},

% h(y"z) sen{y, — pn — g(B ;) }g' (B @)y,

% (A" 2)} + cos {yr — i — 9(B T ) NI (V" 20) 20s.
Definindo

D, = diag{/L'('yTzi)[—A[{h('yTzi)} + cos{y; — j — g(,BTm,-)]}

e usando a matriz M, tem-se que

9%1(0,w; y)

_ T .
opowT 1 Mo,
9%1(0,w; y) T
W X GMg e
2 .
821(0, w: y) 77D,

Oy OwT
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37
N\
0?1 ;
Portanto. a matriz A = —M, fica dada por
0B dwT
1" M,
A= XTGMQ
zZ™D,
' (p+q+2)xn,
onde as derivadas sio avaliadas em @ = 0 e w = wo = (1,...,1)T. E importante

observar que, para esse esquema de perturbacao em particular, a matriz A nao depende

do vetor w.

O vetor dpax € entao obtido, que é o autovetor normalizado correspondente ao maior
. . _1 , ~

autovalor da matriz ATL ™ A. Um grafico de |dmax| versus a ordem das observacoes

pode revelar quais sao os casos que exercem mais influéncia sobre as estimativas dos

parametros.

4.3.2 Perturbando a variavel resposta y

No modelo misto, que estamos considerando, é assumido que cada Y; tem uma concen-
tracao \; diferente das demais observacoes. Desta forma, ¢ mais conveniente atribuir
um peso para o elemento da perturbacao w;. Como peso, usaremos uma estimativa do
desvio padrao circular para a distribui¢ao von Mises, dado por o; = {—2log A, (\;)}'/2.
Mardia (1972). Uma outra possibilidade seria ponderar w; por uma estimativa da dis-

persao circular que, no caso da distribui¢ao von Mises, tem a forma §; = {\;A(\;)} "

Usando a ponderagao com 6;, a funcao de log-verossimilhanga perturbada fica dada por

(0, w:y) = — Z log Io{ll(’)’T21)} “+ Z h(~y" z;) cos {y; + Giw; — pu — g(ﬁT:I:i)},

=1 i=1
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sendo que o vetor correspondente a nao perturbacao é we=0, o vetor nulo n-dimensional.

Vamos obter inicialmente a derivada

w = —G:h(y"z)sen{y, +Grwr — i~ g(Bx,)}.
Com is§o,
% = G:h(v"2)cos {yr + Grwr — p— g(B",)},
az—rl?(/z’;u—;rw = G:h(v" =) cos {yr + Grwr — u — g(B"2:)}o' (B 2, )20,
% —6,.h' (v 2,) znssen{y, + G,w, — pu — g(B" )}

Vamos agora avaliar essas derivadas de segunda ordem em wg=0 e 8 = 8, o estimador
de maxima verossimilhanca. Definindo S = (liag{ﬁl, cee 6n} e usando as matrizes M,
e M, tem-se que

U6, w; y)

Op dwT
0*(0,w; y)

06 dwT
9%1(0,w; y)

07 OwT
*1(B.w: y)

B dwT

== lTMIS,
X"GM,S,
= Z"™M,S.

Portanto a matriz A = , fica dada por

1M, S
A=| xTGM,S
ZT"M,S

(p+q+2)xn,

sendo que todas essas submatrizes sao computadas a partir da estimativa de méaxima

verossimilhanca 6.

. . . o
O autovetor normalizado correspondente ao maior autovalor da matriz AL~ A fornece

a direcao de maior influéncia local, que é o vetor d,,.x. Esse vetor contém informacao
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sobre quais sao as respostas que exercem maior influéncia sobre as estimativas dos

parametros.

4.3.3 Perturbando uma covariavel individualmente

Seguindo Thomas e Cook (1990), vamos modificar a j-ésima coluna da matriz X,
adicionando um vetor w de pequenas perturbag¢ées multiplicadas por um fator de escala
s, por exemplo, o inverso do desvio padrao amostral de x;. O vetor de nao perturbacao

é wo = 0, o vetor 0 n-dimensional.

Sem perda de generalidade podemos considerar j = 1 pois, caso contrario, basta permu-
tar as colunas de X e trabalhar com a coluna j como sendo a primeira coluna da nova
matriz de especificacao do modelo. Da mesma forma, assumiremos que a covariavel que
esta sendo perturbada corresponde também a segunda coluna da matriz Z. Lembremos

que a primeira coluna de Z é uma coluna de uns.

As linhas da nova matriz X serdao constituidas por &} = (z; + sw;, Tjg, . ... tip)? e
analogamente. as linhas da nova matriz Z serdo z! = (1, z;1 + Swi, Zig, - - ., ziq)r. para
i=1,...,n. A funcao de log-verossimilhanga do modelo perturbado ¢

(0, w;y) = — Enj log Io{h(v"2])} + ‘i h(v"2}) cos {y; — p — (B x})}.

=1 1=1

Assim,

ol(0,w;y)

5 = —sn A {h(yTZ0) N (v 2))
Wr

+syik' (v 2%) cos {yr — pn — g(B x})}

+s81h(yTz0)sen{y, — ju — g(B z5) }g' (BT ),
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parar =1,...,n. Com isso,
21 .
% = sml/ (v z))sen{y, — p— g(BTx})} -
sBih(y ;) cos {y, — n— g(B" ;) }g' (B x}),
(0, w;y)

Bodw - snh' (v z0)sen{y, — p— g(B7x:)}g' (B x}) (21 + sw,) +
sh(y"z;) [sen{y, — n— g(8"z;)}g' (B x}) -
B cos {yr i g(ﬁTw:)}{g,(:BTm:)}Q(l‘rl + Swr) +

isen{y, — p—g(8"2;)}g"(B"2;) (wr1 + swy)),
9?10, w;y)

P80 = smh'(v"z])sen{y, — n— g(B z)}g' (8" )z, +
sBih(Y"2;)| = cos {yr — n— g(B ) Ho' (B x}) Yoars +
sen{y, — p— (87 a;)}o" (B @})zys), para s =2,....p,

FLLV — sa (=)

—sn A {h(Y 2 HI (v 27)}2 (201 + sw,)

—snAdh(Y 2 (v 2)) (21 + swr)

s (4722 cos {yr — 1 — g(BT )}

Fon B (vT 22 (21 + swr) cos {yy — i — g(B72)

+sBh' (v 27) (201 + swp)sen{y, — pu— g(B ;) }g' (BT z}),
918, w; y)

87 aw = _S’YI'AII{h(’yT’z:)}{h’I(’yT'Z:)}QZ"S
_371A1{h('YTZ:)}h”('YTZ:)zrs
+smh" (v 2;) 205 cos {y, — p— g(B7x})}

+3:81hl(7Tz:)ersen{yr —pn—g(B w;)}gl(ﬁTm:)a para s # 1.

Como antes, nessa tltima derivada tem-se z, = 1, para 1 < r < n.

60
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A matriz A pode ser escrita na forma de blocos como

(Ap)
A= (AB) +(AB),
(AY)1 + (A7)2

(p+g+2)xn.

A linha correspondente ao parametro p é dada pelo vetor
(Ap) = [smb (Y z1)u = sBih(v z1)tg' (BT 21),
s (Y zp)u, — sﬂlh(*yTzn)tng’(BT:vn)].
Para o bloco correspondente ao vetor 3, tem-se (AB), = XTD,, onde
D, = diag {snh' (Y2, )urg'(B" )

—sPh(v"z,)t:1{g' (B z,)}?
BT 2 )urg (71 ),

enquanto.
I sh(yTz )uy ... sh(yTz,)u, ]
0 - 0
(AB): =
0 e 0
L J pXxn.

Para o bloco correspondente ao vetor v, tem-se (A~), = Z Dy, onde

Dy = diag { — sy AL {h(v"2,) I (77 2,)}?
—s1iA{h(v"2) }0" (v =)
+syih"(vT z,)t,
+sﬂlh’(7Tzr)ur}.
Por fim. a matriz (A~y), ¢ uma matriz nula de dimensao {(¢+ 1) x n}, com excec¢ao da

segunda linha. em que os ~lementos sao dados por

{slz'('y'rzr)tr — AR 2) W (YT 2,),comr =1, .., n}.
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. . : = -1
O autovetor normalizado dy,a, (que corresponde ao maior autovalor da matriz AT L A)
indica quais sao os valores da covariavel sob analise que exercem maior influéncia sobre

as estimativas dos parametros.

4.4 Influéncia local sobre predicoes

Com a finalidade de fazer diagnoéstico de influéncia sobre predi¢oes de modelos lineares
generalizados, empregando o método de influéncia local, Thomas e Cook (1990) discu-

tem o uso de outra fungao objetivo, diferente do afastamento pela verossimilhanca.

Vamos considerar o modelo von Mises misto,

Yi ~ VM(pi, i)
i = p+g(z!B),

Ai = h(zl'v) com 2" = (1,27).

T fica expressa como

A fungao de log-verossimilhanca para 8 = (u, 37,7

(8 y) = = > log To{h(+v"2)} + > A" z:) cos {y: — 1 — 9(B7 ).

i=1 i=1
Seja & = (Z1,...,%,)" um vetor contendo valores (ndo necessariamente observados)
das covariaveis .Xj,...,.X,,. Com o modelo proposto, a predi¢do no ponto &, é dada
por (&) = fi + g(&7B). Para um vetor de perturbacio w, a predicao calculada com o
modelo perturbado fica expressa como §(&; w) = ji, + g(Z73,). Novamente estamos

supondo que existe wg € Q tal que (&) = §(&; wo), VO € IRPTT2,

A fim de avaliar influéncia sobre predicoes, vamos usar a funcao

f(@w) = {j(&) - §(&:w)},
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como funcao objetivo, proposta por Thomas e Cook (1990). Novamente, o estudo
da influéncia local consiste em investigar o comportamento da funcao f(&,w) numa

vizinhaga de wyp, que é o ponto onde as duas predic¢oes sao idénticas.

Apos calculos semelhantes aos da Secgao 2.4, a curvatura normal da superficie (w?, f(&, w))T,
na direcao d, fica dada por

Cq(&) = 2|d" fd,
0’ f(z,w)

onde f = PoduT

avaliada em w = wy.

Nesse caso. a matriz f pode ser decomposta na forma f =UUT, paraU = Ju+gd sz,

onde g = g’(fizTﬁ) e J ¢ uma matriz em blocos dada por

J. | )1
Ofiw/Bw | |
J=|08y/0w | = J}; tp ;
03, /0w | |
I Jf J }g+1
T
avaliada em w = wg. Definindo e; = (1,0,...,0)T e Es = [OEIPEO] , a direcao de

maior influéncia local pode ser expressa como

- -
dinax x ATL (61 + g'EJ:L‘), (4.19)
Zs : ' - ) 9?10, w) .
onde (—L) é a matriz de informacgao observada de Fisher e A = 20007 avaliada em
0=0ew= wo.
A idéia agora ¢é fazer & assumir os valores xq,...,z, e avaliar a influéncia de cada

ponto sobre a propria predicao. Essa andlise pode ser feita através de um gréfico de

dnax contra o indice das observacgoes.
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Assim, uma vez definido o tipo de perturbagao (ponderacdo de casos. perturbacio
aditiva na resposta y, etc.), a direcdo dmax pode ser obtida através da expressao (4.19)

com o uso da correspondente matriz A\ e da matriz (—L) obtidas na Seccao 4.3.

Outras medidas de influéncia tém sido propostas por alguns autores e, a propésito disso,
Fung e Kwan (1997) discutem a aplicagao de influéncia local para outras medidas de

influéncia diferentes do afastamento pela verossimilhanca. Fung e Kwan mostram que
0Tw

Ow w=wy
Quando esta derivada é diferente de zero a ordem entre os componentes de d,,, nao é

uma medida de influéncia, digamos T., ¢ invariante de escala se ' = =0.
necessariamente preservada sob mudancas de escala. No presente caso, esta propriedade
é satisfeita pela medida f(z,w) = {J(Z) — §(Z;w)}?, proposta por Thomas e Cook
(1990), entretanto ela nao vale para outras medidas de influéncia discutidas por Fung

e Kwan (1997).



Capitulo 5

Estudo de Residuos em Dados

Circulares

5.1 Introducao

Como ja destacamos anteriormente, observacoes que representam direcoes devem ser
analisadas por métodos estatisticos especiais. A metodologia empregada para dados

lineares nao fazem sentido para informacoes circulares.

Esta particularidade estd presente também quando se analisa os residuos referentes a
uma variavel direcional. Para varidveis lineares, muitos residuos sao obtidos a partir
de uma padronizacao de Y — pu, onde pt é a esperanca matemética de Y. Devido a
periodicidade existente para dados direcionais, um residuo como este nao é apropriado,
pois o angulo correspondente & diferenca (" — y) fmod(27)} cresce no intervalo [0, §) e

é descrescente em [, 27). Por conseguinte, o significado de residuo “grande” ou residuo

65
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“pequeno” nao é tao claro para uma resposta circular, o quanto é para uma variavel

linear.

Vérios residuos sao discutidos em Cox e Snell (1968), McCullagh e Nelder (1989), Jor-
gensen (1997), entre outros. De uma maneira geral, podemos definir o residuo referente
a i-ésima observagdo através de uma fungao r; = r(Y;, [i;) que objetiva identificar dis-
crepancias entre o modelo e os dados. Cox e Snell (1968) fornecem aproximagoes para
os dois primeiros momentos do residuo r;, admitindo que Y; = Y (/i;, ¢;), onde ¢; é uma
variavel aleatéria possuindo uma distribuigao de probabilidade completamente especi-

ficada.

5.2 Componente da funcao desvio

Quando se procura ajustar um modelo a um conjunto de dados, a validagao desse
ajuste passa pela andlise de uma estatistica especial, que tem a finalidade de “medir"
a qualidade do modelo ajustado. Uma vez que os residuos sao usados para identificar
discrepancias entre um modelo ajustado e o conjunto de dados, é conveniente buscar
uma definigao para residuo que leve em consideragao a contribuigao de cada observagao

sobre essa medida de qualidade de ajuste.

Uma medida de qualidade de ajuste bastante utilizada nos modelos lineares generaliza-

dos ¢ a funcdo desvio (deviance), definida por D(y; i) = Y1, d?, com

- ~ /2
di = d(ys; 1)) = £V2{Lilyss /1) — Ly )}
onde [;(y;;.) é a contribuicao de y; para a log-verossimilhanca total, fi; é o estimador

de maxima verossimilhanca de y; baseado apenas em y;, e i; é o estimador de maxima

verossimilhatica de yi; baseado em toda a amostra yy, ..., yn.
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Para a distribui¢ao von Mises, y; ~ VM (u;, A\) o componente da funcao desvio ¢ dado
por d; = d(y;; i, \) = :i:\/ﬁ{l — cos(y; — ﬁi)}lﬂ, onde o sinal de d; € o mesmo
de y; — fi;. Da relagao trigonométrica cos(6) = cos?(6/2) — sen?(0/2), segue-se que
sen(6/2) = {w}l/z, e portanto uma expressao mais apropriada para d; é dada

por
d(y;; fii, A) = ZJXsen(%). (5.1)

Nosso objetivo é estudar a distribui¢ao de d(y;; fi;, A), quando a média direcional f; é
modelada por p; = p+g(87x;), ou seja, nas condicoes do modelo de médias von Mises.

apresentado na Seccao 4.2.1.

E importante notar que estamos tratando de um residuo que esta definido em IR, e
nao mais de uma variavel angular. Considerando o grande uso do grafico normal de
probabilidade, bem como das bandas de confianga construidas a partir da geracao de
envelopes, Atkinson (1985), concentramos nossa atengao na busca de uma transfor-
macao em d(y;; fi;, ) de forma a padronizé-lo e com isto obter um novo residuo cuja

distribui¢ao de probabilidade seja proxima da distribuigao normal N (0, 1).

5.2.1 Residuo d;

McCullagh (1987, p. 214) demonstra que, para os modelos lineares generalizados, a
distribuicao de probabilidade de
d(Yi;mi) + psi/6
V1+ (1403 — 9p4:) /36

é aproximadamente uma normal padrao. Na expressao acima, 7; representa o preditor

L. respectiva-
i
mente, onde [; é a contribuicao de Y; para a verossimilhanca total. Assim, empregai.do

linear de Y7, p3; e py; sao os coeficientes de assimetria e de curtose de
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as equacoes (23), (26) e (27) de Cox e Snell (1968), segue-se que E{d(Y;;n;)} = 0
e Var{d(Y;;n;)} = 1 — hy, onde os termos negligenciados sao O(n~'), Hinkley et al.
(1991, p. 94). Nessa expressao da variancia, h;; representa o elemento da diagonal prin-

cipal da matriz H = W2 X(XTWX)"' X"W'? onde W é uma matriz diagonal
9%l o : .
com 0S pesos a—;, calculados na estimativa de maxima verossimilhanc¢a dos parametros.
U

A matriz H faz o papel da matriz “hat” nos modelos lineares generalizados.

A partir dessa caracteristica da matriz “hat”, consideramos uma corre¢ao para o com-

ponente da fungao desvio, equagao (5.1), definindo o residuo

ot
no
—

. sen{(y: — 11:)/2}
df = £2VA 0Ty (5.

onde h}; representa o elemento da diagonal principal da matriz “hat” H* que, no caso
. $ 9 .
do modelo de médias von Mises, fica dada por H* = GX(X'G X)'XTG com

2 : ; ; ; z & o PO
G = diag{g¢'(z¥B)}, avaliada na estimativa de maxima verossimilhanca (i, 3" , \)T.

A fim de investigarmos a distribuicao de probabilidade do residuo d}, equacao (5.2),
foi feito um estudo de simulagao, de forma semelhante aos procedimentos aplicados por
Williams (1984), para os modelos lineares generalizados, que passaremos a descrever e

discutir em seguida.

5.2.2 Residuo r;

Uma outra transformagao que fizemos, buscando uma padronizacao no componente
da funcao desvio, baseia-se na abordagem empregada por Davison e Gigli (1989), que
consiste fundamentalmente em expressar o componente do desvio como funcao de uma
variavel aleatéria com distribuicao conhecida, como por exemplo a normal padrao. e

em seguida fazer uma expansao em série de Taylor dessa traasformacao, até termos de
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segunda ordem.

Lembremos inicialmente que a funcao densidade de probabilidade de uma variavel

aleatoria Y com distribuicao von Mises VM (u, ) é dada por

fy(ysm A) =

ETARY exp{Acos(y —p)}, 0<y<2m, 0< pu < 2w, A > 0. (5.3)
Se fizermos a transformagdo y — pu = z/AY% em (5.3) e usarmos o fato de que
cos(t) = 1—1t%/2+ o(t?), quando t — 0, entdo temos
exp{Acos(y — u)} = exp{Acos(z/A\/?)}
L2
= exp[M1— ;—\ + 0(2*)}]
= =27/ gol") quando z — 0. (5.4)
Mas, por outro lado,
) = 14 o(2?) + ofo(z%)}
= 1+o0(z%). (5.5)
Substituindo (5.4) e (5.5) na equagao (5.3), segue-se que
e ;
vy mA) = 27r]0(,\)e—7{1 + 0(z%)}, quando z — 0. (5.6)

Desta forma, vemos que a func¢ao densidade de probabilidade da distribuicao von Mises
VM (i, A) é aproximadamente proporcional a fun¢iao densidade de probabilidade da

distribui¢ao normal N (0, 1).

Essa relacao entre a distribui¢ao von M\lises e a distribui¢io normal pode ainda ser
vista através do resultado devido a Stephens (1963), apresentado na Secgao 3.5.3. Pa-
ra valores nao muito pequenos de ), SUPye(0,2r) [Fym(y) — Fwar(y)] < 0,0125. Além

disso, quando A — ) e quardo A — oo, isto &, para valores “extremos” de ), tem-se



CAPITULO 5: RESIDUOS 70

uma correspondéncia exata entre as distribuicoes von Mises e normal arqueada, Mardia
(1972, p. 66). Como a distribuigao normal arqueada é definida pela transformacao
Z {mod (27)}, onde Z & uma variavel aleatoria com distribuicao normal N(puz,0%), te-
mos assim justificado um relacionamento entre a distribui¢ao von Mises e a distribuigao

normal.

Para usarmos a abordagem utilizada por Davison e Gigli (1989), precisaremos conhecer
a mediana da distribuigdo von Mises VM (u, A). Nos sabemos que essa distribuigao é
simétrica em torno da média direcional s, quando o grafico da sua funcao densidade
de probabilidade é considerado sobre o circulo unitario. Entretando, se fizermos uma

“linearizagao” através de um “corte” no circulo e passarmos a considerar esse gréafico na
T

reta, entdo a distribui¢ao s6 podera ser simétrica se seu suporte for (u — 5

+ I
, —), ou
A

seja, um intervalo que depende do parametro pu.

Esse problema pode ser contornado se fizermos uma transformacao da seguinte maneira.
Para Y ~ VM(u, \), no intervalo [—m,7), consideremos inicialmente Wy = (Y —

p) mod{27}, e em seguida

Wo+2m, se —2n<Wy<-—m
W =< W, se —r<Wy<n (5.7)

Wy — 27, se T < Wy < 27.

Desta forma, segue-se que W ~ VM(0,\), no intervalo [—m,7) e portanto a diregao

mediana de IV é w,, =0, ou seja, é igual a sua média direcional.

Seguindo a abordagem de Davison e Gigli (1989), e baseando-se na relagao existente en-
tre a distribui¢ao von Mises e a distribui¢ao normal, considerando Fyy (w; v, A) a funcao
ac distribuicao acumulada da variavel aleatoria 117, podemos escrever o componente da

funcao desvio d(W;v, \) = d[Fy;' {®(2);v, \};v. A\ = T(Z; v, \), onde Z ~ N(0,1) e T



CAPITULO 5: RESIDUOS 71

é uma fungao desconhecida, possivelmente nao linear.

Em particular, para W ~ VM (v, \), a fungao de distribuicao acumulada de 1V ¢ dada
por
w
Fyw(w;v, \) = {27r]0(/\)}_1/ ereostt=) gt
0
Como nao temos uma forma fechada para Fy(w;v, A), ndo é possivel obtermos uma
expressao analitica para a funcao 7. Entretanto, podemos obter uma expansao em série

de Taylor para T'(z; v, A), em torno de z = 0, a saber,

T"(0; v, \)

T(z;v,A) = TO;0, ) +T'(0;v,\)z+ 5

22 + Ry(z,0). (5.8)

Considerando w,, como sendo a mediana de Fyy(w;v, \), Davison e Gigli (1989) mos-

tram que

T0;v,A) = d(wny;v,A),

T'(0; v, A i A vs £ & o fimodo densidade de probabilidads de 1%
( VY, ) (27T)1/2f(‘u)m) onde f € a Iuncao densidade de probabilidade de 'V,
- B 1 " _ [ (wm)d (W v, /\)}

0 = G (wm){d (s 2, ) — s .

O componente da fungao desvio para a von Mises €,

d(w; v, \) = 2\/Xsen(w ; U).

Assim,

d'(w;v,\) = \/Xcos(

'lU—I/)

i VA w—v
d"(w;v,\) = —Tsen( 5 )
Por outro lado, de (5.3),
_ 1 A cos(w)
flw) = 2mIp(A) ‘ )
fl(w) _ ,\sen(w) A cos(w)

Corlp(N)
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Substituindo essas expressdes em (5.8), e baseando-se em (5.6), segue-se que
d(w;0,\) = T(2:0,\) = (2/\7r)1/210()\) e *z + o(w?), quando w — 0. Assim, o compo-
nente da funcao desvio da distribuigao von Mises VM(0, \) pode ser aproximado por

uma funcao linear da distribui¢cao normal N(0,1).

Agora, para o caso de uma distribuigao von Mises com média direcional p # 0, segue-se
de (5.7) que
1/2
d(wi; vi, A) = V2 {1 — cos ((y,- B ;Li){mod(Qﬂ)})} f
1/2
= V2A {1 — COS(yi — ,[Li)} ¢
= d(ys; i, A).

Ou seja, o componente da funcao desvio de uma von Mises VM (11, A), com p # 0, segue

a mesma distribuicao que o componente da funcao desvio de uma von Mises VM (0, \).

Com isso, podemos definir um segundo residuo padronizado que é dado por

1/2 sen{(y; — f;)/2}
10(/\) e

r = +(2/7) : (5.9)

cuja distribuicao de probabilidade pretendemos comparar com a distribuigdo normal

padrao N(0,1).

5.3 Simulacao

Com o objetivo de investigar o comportamento da distribuicao de probabilidade dos
residuos d; e r;, definidos pelas equagoes (5.2) e (5.9), respectivamente, foi feito um

estudo de simulagao, que passaremos a descrever e comentar os resultados obtidos.

Nesse estudo de simulagao foram geradas amostras de famanhos n = 25, 50 e 100
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observagoes da distribuicao von Mises VM (p;, A). O parametro p; foi considerado como
no modelo de médias von Mises, com apenas uma covariavel x e assumindo-se a ligacao
i = po+2arctan(zf3). Para a covariavel 2 foram gerados nimeros pseudo-aleatorios no
intervalo (0,6), sendo que, para cada amostra vy, ..., Y, a ser simulada, eram gerados
novos valores de z e em seguida centralizados, a fim de acelerar a convergéncia do
algoritmo de estimacao. Os valores considerados para o parametro de concentracido A

foram 1,2, 4 e 7.

Para gerar a amostra yi, ..., y, foi feito um programa em S-Plus a fim de implementar
o algoritmo proposto por Best e Fisher (1979). Esse algoritmo simula cada observacao

von Mises VM (1, \) a partir de 3 uniformes no intervalo [0, 1] e consiste em:

Passo 1. Definir a = 1+ /(1 +4)2), b = (a — v2a)/2)\ e r = (1 + b?)/(2b);
Passo 2. Considerar U, U, e U; nimeros pseudo-aleatoérios no intervalo [0, 1];
Passo 3. Calcular z = cos(wU,), f = (L +7rz)/(r+z) ec=\r — f);

Passo 4. Se ¢(2 — ¢) — Uy > 0 ir para o Passo 6;

Passo 5. Selog(c/Us)+1—c¢ < 0 considerar novos nimeros U, Uy e Us, pseudo-

aleatorios no intervalo [0, 1], e voltar para o Passo 3;

Passo 6. y = sinal(U; — 0, 5) arccos(f) + p{mod (27)}.

Para cada par (n, \), ou seja, para cada combinagao dos valores do tamanho da amostra
n e do parametro de concentragao A, foram geradas 1000 amostras de tamanho n da
distribuicao von Mises Y M (,u,+2 arctan(z3), /\). Em cada amostra gerada, foi aplicado
o processo de estimacao descrito pela equacao (4.5) a fim de obter uma solucao do
sistema de equagoes (4.1) - (4.4). Uma vez obtidas as estimativas dos parametros

L AT = _. : 4
(i, 3 , \)T, foram calculados os componentes da funcio desvio dy, ..., d,, pela equacio
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(5.1), e em seguida esses residuos foram padronizados de acordo com (5.2), obtendo-

se entao dj,...,d,. Analogamente, obtivemos ry,...,r,, utilizando (5.9). De acordo

-
com o que mostramos, di,...,d; e ry,...,r, devem ser vistas como duas amostras da

distribuicao normal N(0, 1).

Em seguida calculamos a média amostral, o desvio padrao amostral e os coeficientes de
assimetria e curtose de cada uma dessas amostras de n residuos, tando para df, como
para r;. O passo seguinte foi calcular a média aritmética dessas 4 estatisticas, referen-
te a todas as 1000 amostras geradas, com o objetivo de compara-las com as medidas
correspondentes a distribuicao normal padrao. Os resultados estao apresentados na Ta-
bela 5.1. Podemos ver que tanto a média quanto o coeficiente de assimetria nao diferem
substancialmente do valor correspondente da distribuicao normal padrao. Na maioria
dos casos o desvio padrao apresenta-se ligeiramente inferior a um, sugerindo que as dis-
tribuicoes desses dois residuos sao mais concentradas em torno de suas médias do que
a distribuicao normal N (0, 1). Por sua vez, o coeficiente de curtose ¢ sistematicamente
negativo, indicando que as distribui¢oes dos residuos r; e d} sao mais achatadas do que a
distribuigao normal. De uma forma geral, os dois residuos mostraram comportamentos
bem similares entre si, e a concordancia de suas distribui¢gdes com a distribui¢ao normal

padrao é mais acentuada para valores grandes do parametro de concentragao .
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Tabela 5.1: Medidas de locagao e escala para os residuos padronizados r; e d;.

Parametro de Medida Residuo 7; Residuo d;
Concentracao n=25 n=50 n=100|n=25 n=50 n=100
média 0,0094 0,0052  0,0014 | 0,0113 0,0063 0.0017
N1 d.padrao 0,8796 0,8316  0,8020 | 1,0285 0,9639  0.8213
assimetria || -0,0009  0,0024  0,0010 | -0,0006 0,0024  0,0010
curtose -1,1783 -1,1904  -1,2049 | -1,1828 -1,1931 -1.2065
média -0,0152 -0,0080  0,0072 | -0,0179 -0,0099  0.0069
b d.padrao 0,7445 0,6830  0,6480 | 0,8606 0,7524  0,6692
_ assimetria | 0,0185 -0,0070 -0,0117 | 0,0191 0,0072 -0.0118
curtose -1,1689 -1,1581 -1,1933 | -1,1620 -1,1546 -1,1908
média 0,0050 0,0008 -0,0047 | 0,0062 0,0010 -0,0057
B d.padrao 0,9678 09121  0,8800 | 1,1087 11,0439  1,0064
assimetria || -0,0034  0,0060  0,0035 | -0,0034  0,0061  0.0036
curtose -1,2316  -1,2330 -1,2533 | -1,2371 -1,2376 -1.2574
média 0,0006 0,0006 -0,0059 | 0,0012 0,0007 -0,0072
. d.padrao 1,0335 10,9625  0,9084 | 1,1670 1,0968  1,0479
| assimetria || -0,0031  0,0056  0,0009 | -0,0032 0,0056  0,0010
curtose -1,1460 -1,1072 -1,0667 | -1,1602 -1,1173 -1.0729




Capitulo 6

Aplicacoes

6.1 Aplicacao 1

A primeira aplicacao que faremos consiste de uma andlise dos dados obtidos pelo Prof.
Dr. R. Ranvaud, do Instituto de Ciéncias Biolégicas da USP, tendo sido analisado,

numa outra abordagem, em Artes (1997) e em Artes, Paula e Ranvaud (1998a, 1998b).

Descrigao do conjunto de dados

O conjunto de dados corresponde a direcao seguida por pombos-correio, medida apés
30 segundos, 60 segundos e 90 segundos da soltura como também a dire¢cao do pombo
no momento do seu desaparecimento no horizonte. Outra informacao coletada foi o

tempo decorrido até o desaparecimento de cada pombo.

Um dos objetivos do estudo era investigar o mecanismo de orientacao dos pombo:-

76
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correio que. segundo uma teoria existente. é influenciada tanto pelo campo magnético
da Terra quanto pelo Sol. Os dados foram coletados na cidade de Camocim (CE).
localizada a cerca de 300 km da capital Fortaleza, e fica proxima a linha do equa-
dor geografico. As aves foram soltas em dois pontos distintos, (CMC-1) e (CMC-2),
que foram escolhidos em funcao de seus relevos, favorecendo a observacao dos pom-
bos. Tendo em vista a influéncia da luz solar, a soltura foi feita em trés periodos do
dia, caracterizados como MANHA, MEIO-DIA e TARDE. Essa escolha do local pos-
sibilitou um controle experimental com relacao a posicao do Sol (proximidade com o
equador geografico), como também com relagdo ao campo magnético, uma vez que o
equador magnético da Terra estava proximo a cidade de Camocim na época em que o

experimento foi realizado.

Definindo y;jx, como sendo a diferenca entre a diregao do pombo 7 apés j segundos da
soltura e a direcao de desaparecimento, na localidade r no periodo k do dia, Artes (1997)
adotou um modelo, que o denominou modelo completo, para as médias circulares j¢;jy,
e parametros de concentracao A;j,. Nesse modelo completo foi explorada a estrutura
longitudinal dos dados, e ap6s o ajuste do mesmo, bem como a realizagao de testes de

hipoteses, foi possivel fazer o ajuste de um modelo mais reduzido.

No modelo reduzido, a média circular ficou constante e nao foi detectada diferenca entre
os parametros de concentracao referentes ao pombos soltos no periodo da manha e os
que foram soltos a tarde. A média circular referente a esses dois periodos foi estimada

em 5,07°.

Nosso objetivo aqui é analisar a dependéncia entre a direcao de cada pombo no momen-
to do seu desaparecimento e o tempo decorrido desde a soltura do mesmo. A Figura 6.1
contém um grafico de dispersao de todos os pombos. Cada ponto nesse grafico caracte-

riza a “diregao escolhida” e o tempo decorrido até o desaparecimento. Tendc em vista
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a disposicao dos pontos nesse grafico, aplicamos o teste de Ravleigh, ver Mardia (1972,
p. 133), para testar a hipotese da distribuicao dos dados ser uma uniforme circular, ou
seja, testar se a diregao escolhida pelos pombos ocorria aleatoriamente no circulo. Com
os 176 pombos, observamos R = 0,3241, o que da MR = 36,9972, comparando-se
com a distribuigao assintética de referéncia, x3, a hipétese de uniformidade é rejeitada.

Nas Figuras 6.2 e 6.3 representamos essas mesmas direcoes, destacando o local (CMC-1

: 176 pombos
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Figura 6.1: Localizagao dos pombos no desaparecimento.

e CMC-2) e o periodo de soltura (MANHA, MEIO-DIA e TARDE). Podemos observar
que a posicao de cada pombo no momento do seu desaparecimento parece depender de
outros fatores, além do tempo de voo até a ocorréncie aesse evento. Tendo em vista que

no momento o nosso objetivo nao é explorar a estrutura longitudinal desse conjunto de
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Figura 6.2: Localizagio dos pombos: Local de soltura.

dados e considerando as conclusoes obtidas por Artes (1997), de nao ter sido detectada
diferenca entre os parametros de concentragao referentes aos pombos soltos no periodo
da manha e os que foram soltos a tarde, fizemos uma aplicacao utilizando apenas o
subconjunto dos pombos correspondentes a esses dois periodos de soltura, consistindo
de 112 pombos. Como variavel resposta, consideramos y; como sendo a distancia an-
gular entre os valores observados aos 30 segundos, e no momento do desaparecimento,

do 2-ésimo pombo.

A Figura 6.4 apresenta um grafico sugerido por Fisher (1993). Nesse gréfico, o eixo das
abscissas corresponde ao tempo de voo até o desaparecimento, e no eixo das ordenadas
estamos considerando y; e y; + 2m, quc ajuda a visualizar comportamentos sistematicos

em observacoes circulares. Analisando esse gréfico, nao se percebe nenhuma tendéncia
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da direcao média. Por outro lado, observa-se uma variabilidade maior para os pombos
que demoraram pouco tempo para o desaparecimento do que para os pombos que de-

moraram mais tempo. Isto sugere um modelo de dispersao. Considerando y; € [, 5),

foi assumido inicialmente que:

1. y; segue uma distribuicao von Mises VM (u;, \;), parat=1,...,112;

2. A direcao de referéncia, ou média direcional, de y; foi inicialmente modela-
da por p; = p + 2arctan(¢;3), onde t; representa o tempo decorrido até o

desaparecimento do pombo 7 ;

3. O parametro de concentragao foi modelado por A\; = exp{~o + t;1 }.

2 n = 176 pombos
: 1 = manha
2 : 2 = meio-dia
) 3 = tarde
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Fioura 6.3: Localizagao dos pombos: Periodo da soltura.
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Figura 6.4: Distancia entre as direcées dos pombos (MANHA e TARDE).

Isto significa que estamos partindo de um modelo von Mises misto. Aplicando-se o
procedimento iterativo descrito na pagina 52, para estimar os parametros desse modelo,
o ajuste obtido apresentou um desvio de D = 124,6 com 108 graus de liberdade,
indicando que o ajuste é aceitavel!. As estimativas para os parametros com respectivos
erros padrao apresentados na Tabela 6.1. Analisando os niveis descritivos, ha indicios
de que o modelo se ajusta bem aos dados. Em seguida fizemos uma andlise grafica
de residuos. Na Figura 6.5 apresentamos os gréaficos normal de probabilidade para os
residuos padronizados r e d*, respectivamente. Em cada grafico apresentamos bandas de
confianga contruidas através da técnica de envelopes. Os limites de cada envelope foram
determinados a partir de 19 simulagées, conforme sugere Atkinson (1985). Desta forma,
a probabilidade do residuo observado r; (ou d}) exceder o limite superior do envelope é
aproximadamente 1/20. Esses graficos mostram que algumas pressuposi¢oes do modelo

foram violadas. Além de um possivel problema de superdispersao, a causa mais provavel

'Estamos usando o resultado: D(y; i) hagpe X3_p» quando A — oo, Jorgensen (1987).
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Tabela 6.1: Estimativas dos parametros do mode-

lo von Mises misto.

Para- Estima- D. padrio  Estim/ Nivel
metro  tiva (aprox.)  D. padrao descritivo
7 -1,9900  0,0548 -36,3240 < 0,0001
I¥) 1,3111 0,1261 10,3955 < 0,0001
Yo 3,0352  0,5954 5,0974 < 0,0001
M -1,0123  0,3221 -3,1423 < 0,0001
2 - 3 -
2 1 0 1 2 '2 1 0 1 2
Quantis da Normal Quantis da Normal

Figura 6.5: Grafico dos envelopes para os residuos r e d*.

dessa violagao pode ter sido a distribuigao assumida para a variavel resposta, uma
vez que ja que estamos modelando o parametro de concentracao. Ressaltamos que
a distancia entre duas observagoes direcionais y e y*, é dada por min{6,,6,}, onde

6, = |y — y*| mod{27} e O = |y + 27 — y*| mod{27}, para y < y*.

Redefinimos a variavel resposta e passamos a considerar simplesmente a diferenca da
direcao no momento do desaparecimento de cada pombo, em relagao a sua posi¢ao aos
30 segundos de voo. O grafico da Figura 6.6 mostra um diagrama de dispersao desses

dados, e na Figura 6.7 temos plotado simultaneamente os pontos y e y + 27° versus
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a variavel tempo. Nota-se uma grande variabilidade entre os pombos que demoraram
pouco tempo para sumir no horizonte, em contrapartida aos pombos que ficaram visiveis

por um periodo maior. Ajustamos inicialmente um modelo von Mises de médias. O

o :
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Figura 6.6: Grafico de dispersio da diferenca entre as dire¢ées dos pombos.

ajuste forneceu um desvio D = 135,755 com 109 graus de liberdade, e as estimativas
dos parametros estao na Tabela 6.2. Os niveis descritivos sugerem que o parametro .3
pode ser excluido do modelo, corroborando assim a indicagdo da Figura 6.7, de que a

meédia direcional de y; nao depende do tempo de voo.

Analise dos Residuos

Na Figura 6.8 apresentamos os graficos normal de probabilidade para os residuos padro-

nizados r e d*. Em cada grafico apresentamos bandas de confianga coatruidas atraves
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Figura 6.7: Diferenca entre as diregoes dos pombos.

da técnica de envelopes, cujos limites foram obtidos a partir de 19 simulacées, Atkinson

(1985). Os dois graficos mostram indicios de superdispersao. Com isto, passamos a

Residuo
Residuo

-2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2

Quantis da Normal Quantis da Normal

Figura 6.8: Grafico dos envelopes para os residuos r e d*.

considerar um modelo de dispersao, em que todas as médias direcionais sao iguais entre
si, e os parametros de concentra¢ao sao modelados por \; = exp{yo + t;71}. O ajuste
desse modelo apresentou um desvio D = 113, 1811, com 109 graus de liberdade. As

estimativas para os parametros ji, vy € <y, COI. respectivos erros padrao estao apre-
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Tabela 6.2: Estimativas dos parametros do mode-

lo von Mises de médias.

Para- Estima- D. padrao  Estim./ Nivel

metro tiva (aprox.)  D. padrdao descritivo
[ -0,1394  0,0882 -1,5811 0,1139
B -0,0038  0,0215 -0,1749 0,8612
A 1,7649  0,2130 8,2867 < 0,0001

sentados na Tabela 6.3. Observando-se os niveis descritivos, optamos por assumir esse

modelo de dispersao.

A média circular estimada pelo modelo, corresponde a uma diferenga de aproxima-
damente —7° entre a direcdo inicial (aos 30 segundos) e a direcdo final (no desa-
parecimento). O parametro de concentra¢do para o i-ésimo pombo foi estimado por

Ai = exp{5, 38 — 2,72t;}.

Tabela 6.3: Estimativas dos parametros do mode-

lo von Mises de dispersao.

Para- Estima- D. padrao Estim./ Nivel
metro tiva  (aprox.) D. padrdo descritivo
7 -0,1149  0,0685 -1,6770 0,0935
Yo 5,3761  0,9921 5,4190 < 0,0001

T -2,7195 0,5944 -4,5752 < 0,0001
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Analise dos Residuos

Nas Figuras 6.9 e 6.10 apresentamos os graficos normal de probabilidade para os resi-
duos padronizados 7 e d*, respectivamente. Em cada grafico apresentamos bandas de
confianca contruidas através da técnica de envelopes, cujos limites foram obtidos a par-
tir de 19 simulagoes, Atkinson (1985). Esses graficos ndo indicam afastamentos das

suposicoes iniciais para o ajuste desse modelo de dispersao.

Residuo

-2 -1 0 1 2
Normal Padrao

Figura 6.9: Grafico dos envelopes para o residuo r.
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Residuo

-2 -1 0 1 2
Normal Padrao

Figura 6.10: Gréfico dos envelopes para o residuo d*.

87
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Influéncia Local

Assumindo o modelo von Mises de dispersao, temos na Figura 6.11 um grafico mostran-
do a influéncia das observagoes sobre as estimativas dos parametros e na Figura 6.12
temos esses mesmos pontos plotados contra a variavel tempo de voo. Foi empregado
aqui o esquema de perturbacao que consiste na ponderacao dos casos e vemos que 2
pontos se destacam, que correspondem aos pombos 17 e 158, e outros 3 deles apresen-
tam influéncia moderada, que sao os pombos 61, 113 e 170. Esses pombos estao entre os
que desapareceram mais rapidamente. Isso mostra que as estimativas dos parametros
de concentracao foram influenciadas pelos pombos “mais decididos", ou seja, os pombos

com os menores valores na covaridvel tempo de védo.
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Figura 6.11: Influéncia das observacoes sobre as estimativas dos parametros.
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6.2 Aplicacao 2

90

Uma segunda aplicacao foi feita considerando o conjunto de dados descrito em Fisher

e Lee (1992, p. 136), representando a diregdo tomada e a distancia percorrida por 31

caramujos ap6s os mesmos terem sido transportados do seu habitat natural.

Tabela 6.4: Medidas de distancia percorrida e direcao escolhida por

31 caramujos (Nodilittorina unifasciata) apos o deslocamento do seu

habitat natural.

Obs. z y | Obs. = y | Obs. =z y | Obs. =z Y
1 107 67| 9 12 171 | 17 21 165| 25 38 83
2 46 66| 10 25 166 | 18 1 133 26 70 71
3 33 74| 11 37 98| 19 71 101 | 27 7 74
4 67 61 12 69 60| 20 60 105 | 28 48 91
5 122 38| 13 5 197 21 71 71| 29 7 38
6 69 60| 14 83 98| 22 71 84| 30 21 200
7 43 100 15 68 8| 23 57 75| 31 27 56
8 30 8| 16 38 123 | 24 53 98

r = distancia percorrida (em ¢m) e y = dire¢ao escolhida (em graus).

Foi assumido que a dire¢ao escolhida por cada caramujo segue uma distribuicao de

probabilidade von Mises VM (pu;, A;).

A média direcional foi modelada por u; = pu +

2 arctan(fz;), onde z; representa a distancia (em c¢m) percorrida pelo respectivo cara-

mujo. Inicialmente considerou-se que os parametros de concentracao sao todos iguais

entre si, A\| —

- = Ag;. Os angulos originais foram convertidos em radiano e transfor-

mados para o intervalo [—7,7), e as distancias z, ..

.,.r3 foram centralizadas.
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Apos aplicar o processo iterativo descrito pela equagao (4.5) a fim de resolver o sis-
tema de equagoes (4.1) - (4.4), obtivemos as seguintes estimativas de méaxima veros-
similhanca, com respectivos desvios padrao assintoticos, g = 97° (8,7 = 0,8533), 3 =
—0, 0065 (0,0004) e A = 3,187 (0,133). O desvio total obtido foi de D(y; ) = 34,796
com 29 graus de liberdade. Fazendo-se uma comparagao com a distribuigao de referéncia

X&_,, ndo ha indicios de que o modelo ajustado seja inadequado .

Foi feita em seguida uma anélise de residuos através do grafico de envelopes, conside-
rando ambos os residuos definidos em (5.2) e (5.9). Cada envelope foi obtido a partir
de 19 simulagoes, conforme sugere Atkinson (1985). Os graficos estao nas Figura 6.13
e 6.14. A disposicao dos residuos indica que o ajuste do modelo nao estd bom. sendo

que alguns residuos apontam para pontos mal ajustados.
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Figura 6.13: Grafico dos envelopes para o residuo d* (modelo de médias).

2No6s usamos aqui o resultado de Jorgensen (1987) que D(y; i) e x';’l_p, quando A — 0.
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Residuo

Normal Padrao

Figura 6.14: Grafico dos envelopes para o residuo r (modelo de médias).

Segundo Fisher (1993), nao é incomum encontrarmos conjuntos de dados onde tanto
a direcao média quanto o parametro de concentracao tém a influéncia de covariaveis.
Para esse conjunto de dados, uma exploragao grafica sugere que a variabilidade parece
ser maior para os animais que percorreram uma pequena distancia, vide Fisher e Lee
(1992, Figura 2(b)). De acordo com Paula (1996), para esse conjunto de dados, parece
ser mais apropriado procurar ajustar um modelo modelo misto VM (p;, \;) com p; =

p + 2arctan(fz;) e A; = exp{y0 + 11z;}.

Empregamos entao o processo iterativo descrito pela equagao (4.11) a fim de resolver
o sistema de equagoes (4.7) - (4.10) e obtivemos as seguintes estimativas de maxima
verossimilhanca, com respectivos desvios padrao assintoticos, i = 117, 1°(6,7 =0, 0458),
B = -0, 009(0, 0025), 5o = 1.78(0,25) e 4, = 0,045(0,009). As Figuras (6.15) e (6.16)
apresentam graficos dos envelopes para os residuos d* e r, respectivamente. Os dois

graficos indicam que o modelo misto foi ajustado de forma satisfatoria
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Figura 6.15: Grafico dos envelopes para o residuo d* (modelo misto).

Residuo
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Figura 6.16: Grafico dos envelopes para o residuo r (modelo misto).
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Influéncia Local

Perturbando o modelo com o esquema de ponderagao dos casos, apresentamos na Fi-
gura 6.17 um grafico de |dnax| contra a covariavel z, mostrando a influéncia local das
observagoes sobre as estimativas dos parametros [, B e 4. A Figura 6.18 mostra a
influéncia local das observacoes apenas sobre as estimativas de vy e ;. Podemos ver
que as estimativas tiveram influéncia dos caramujos 14 e 19 e que os caramujos 1, 5 e
14 foram os que exerceram maior influéncia sobre as estimativas de g e 7;, que sao os
parametros referentes a concentragao (ou dispersao). Observando as distancias percor-
ridas pelos mesmos, vemos que as estimativas dos parametros foram influenciadas por

aqueles caramujos que se deslocaram mais do que os outros.
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Figura 6.17: Influéncia dos casos sobre as estimativas dos parametros.
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Figura 6.18: Influencia das observacdes sobre as estimativas de .

Fazendo o diagnéstico de influéncia sobre as predi¢oes do modelo, tratado na Seccao

4.4 e que usa a fungao objetivo proposta por Thomas e Cook (1990), apresentamos

na Figura 6.19 o grafico de influéncia das observagoes sobre as predigoes, onde foi

empregada a perturbacao de ponderacao dos casos. Fazendo uma perturbacao aditiva

na variavel resposta y, temos na Figura 6.20 um grafico mostrando a influéncia dos

valores observados para esta variavel sobre as proprias predi¢oes. Nesses dois gréficos

podemos observar que a influéncia maior sobre as predi¢oes é exercida também pelos

caramujos 1, 5 e 14, ou seja, os caramujos com 0s matores valores na covaridavel distdncia

percorrida.
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Figura 6.19: Influéncia dos casos sobre as predigoes.
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Figura 6.20: Influéncia das respostas sobre as predigées.
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Nessas duas aplicacoes, observamos uma inversao na influéncia exercida pelas obser-
vagoes, no que diz respeito aos valores para as respectivas covariaveis. Na Aplicacao 1

os pombos influentes foram aqueles mais negativamente afastados, no espaco da cova-

ridvel que representa o tempo de voo. Por outro lado, na Aplicagdo 2 os caramujos

influentes foram aqueles mais positivamente afastados no espago da covariavel que in-

dica a distancia percorrida.



Capitulo 7

Consideracoes Finais

7.1 Conclusoes

O objetivo inicial deste trabalho visava uma estudo de diagnéstico em modelos de re-
gressao onde a variavel resposta representa uma diregao e estd definida na circunferéncia
do circulo unitario. Discutimos no Capitulo 2 a abordagem proposta por Cook (1986)
para diagnostico de influéncia local, que se apresenta como técnica moderna e que pode

ser empregada em diversas situacoes onde se disponha da verossimilhanca.

Alguns dos conceitos e resultados mais importantes sobre dados circulares foram apre-
sentados no Capitulo 3, e atencao especial foi dada a distribuicdo von MNises. No
Capitulo 4 apresentamos uma classe de modelos de regressao para respostas circula-

res Y, ..., Yn, a saber:

Y1, -, Yn Sa0 independentes;
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yi ~ VM (i, Mi);
pi = p+ gl B) e i = h(z]7).

Aplicamos a metodologia de influéncia local a esses modelos, estando os resultados

apresentados ainda no Capitulo 4.
Foi dada essa énfase aos modelos de regressao von Mises tendo em vista que:

i. A importancia da distribuicao von Mises para dados circulares é comparavel

a importancia da distribuicao normal para dados lineares;

ii. Nao se dispoe atualmente de uma familia de locacdo/escala para dados circu-
lares que possibilite uma transformacao com vistas a se obter uma dispersao
unitaria. Entretanto o inverso do parametro de concentracao da distribuicao
von Mises VM (p, A) pode ser tratado, embora que de forma aproximada,

como uma variancia;

iii. Os modelos de regressio von Mises propostos por Fisher e Lee (1992) apre-

sentam uma grande flexibilidade na anélise de dados direcionais.

Outras contribuigoes estao no Capitulo 5. Tendo em vista a periodicidade existente
no circulo, o entendimento do residuo ordinario y; — ji; assumir um valor “grande” ou
« N s . . . o~ . §

pequeno”’ nao ¢ imediato. Transformando os componentes da fungao desvio, propo-
mos dois residuos que podem assumir valores em toda a reta IR. Mostramos que esses
residuos possuem distibuigoes de probabilidade aproximadamente normal padrao. Des-
ta forma, podemos empregar, por exemplo, as diversas técnicas gréaficas para analise
de residuos. Em particular, podemos construir bandas de confianga através do uso de

envelopes. Atkinson (1981).
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7.2 Futuros Estudos

Em artigo recente Cadigan e Farrel (1999) empregam o valor esperado da curvatura
normal Cy, vide equagao (2.19), e mostram como essa curvatura esperada pode au-
xiliar na interpretacao do diagnoéstico. Em particular, dos elementos influentes, eles
distinguem quais sao devido a mé especificagao do modelo e quais se devem ao desenho
do experimento. Uma linha que desejamos prosseguir consiste em adotar a estratégia
de procurar classificar os elementos influentes ao se fazer diagnostico nos modelos de

regressao von Mlises.

Preisser e Qaqish (1996) utilizam diagnostico em equagoes de estimacao generalizadas,
através da estratégia de delecao de casos. Nessa linha, pretendemos avancar nosso
estudo de influéncia local numa abordagem ligada a teoria de equagoes de estimacao

generalizadas.
Outros topicos que pretendemos também desenvolver sao:

1. Fazer outros estudos de simulacao com os residuos d* e r, considerando

modelos de andlise de variancia;
2. Investigar a distribuicao desses residuos em outras situagoes;

3. Fazer estudos adicionais sobre os residuos propostos, considerando modelos

CcOoIm erros nas variaveis.



Apéndice A

Intervalos de Confianca para os

parametros da distribuicao von Mises

A.1 Intervalos de confianca para u

Consideremos yy, . .., y, uma amostra aleatoria da distribuicao von Mises VM (p, A) e

seja i o estimador de méaxima verossimilhanca para g, que ¢ dado por

arctan(S/C), se S>0eC>0
fi =< arctan(S/C)+m,  se C<0
arctan(S/C) + 27, se S<0eC >0,

onde C =3, cos(y;) e S = YIL, sen(y;), conforme mostramos na pagina 41. O erro
padrao circular de ji é estimado por

1

5’/ = =
YT (R
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(C-z ) 52)1/‘2 N

onde R = e A = A7'(R). Um intervalo de confianca aproximado para .

n
com um nivel de confiancade 100(1 — a)%. é dado por

fi £ arcsen(za Gyu),

; « . ~
onde za corresponde ao percentil de ordem 100(1 — E) da distribuicao normal padrao.
A funcao A7!, pode ser calculada com uma razoavel precisao, usando a aproximacio

(3.3) da pagina 42, sugerida por Best & Fisher (1981).

Além dessa abordagem, também é possivel obter intervalos de confianca para u atraveés

de bootstrap. Os detalhes podem ser obtidos em Fisher (1993, p.88)

A.2 Intervalos de confianca para A

Quando a estimativa A < 2 é aconselhdvel usar o método de bootstrap para se construir
intervalos de confianga para A. Por outro lado, quando A > 2 é possivel obter intervalos

de confianga para A\, através de calculos diretos. Sejam

n—R n— R

= e ————— e b= T IE
XTZL—I(I - %) szl—l(g)

onde x2_,(p) corresponde ao percentil de ordem 100(1—p) da distribui¢ao qui-quadrado

a

com (n — 1) graus de liberdade.

Um intervalo de confianca aproximado para A, com um nivel de confianga de 100(1 —

«)%, é dado por

1+ (143a)'/2 14 (1+3b)'/?
da ’ 4b '



Apéndice B

Alguns resultados sobre as funcoes de

Bessel

Neste apéndice apresentamos alguns resultados relacionados com a fungao de Bessel
I,(1)
Io(t)

para a distribuicao von Mises, e os resultados aqui apresentados foram compilados a

I,(t), e também com a funcao A,(t) = . Essas funcoes sao de extrema importancia

partir de Abramowits & Stegun (1970), Mardia (1972) e Fisher (1993).

B.1 Derivadas

A funcao de Bessel modificada de 12 tipo e ordem p é definida como

00 1 1 2r+p )
Ip(t):Zm(it) » p=0,1,2,....

A seguir serdo enumeradas expressoes (e correspondem as derivadas de maior interesse
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para nos. de fungoes envolvendo Iy(t), 1;(t).

d
1 &lo(t) = I,(t)
d I
2. S0(0) = () - ‘it) :%{Io(t)Jrlg(t)}

1 Ay
L Sam=1-2
o d? Ai(t) 1y d
5. TAll) = = — {240 + L} A

B.2 Avaliagao de [y e [

As funcoes [y(x) e I;(x) podem ser calculadas a partir das seguintes aproximagoes
polinomiais, propostas por Abramowits & Stegun (1970, p. 378). Considerando t =

T - :
——, entao temos o seguinte:

3,79

. Se0 <a <L3.75,

L(z) = 14 3,5156229¢> + 3,0899424t" + 1,2067492¢°
+ 0,2659732t% 4 0,0360768t'0 + 0,0045813t'2 + ¢ (B.1)
le] < 1,6 x 1077
e (z) = 0,5+ 0,87890594¢ + 0, 51498869t + 0, 15084934¢°
+ 0,026358733t% + 0,00301532t'0 4 0,00032411¢'2 + ¢ (B.2)

le| < 8,0 x 107°
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il. Se x> 3,75,

ze Io(x) = 0,39804228 + 0,01328592/t + 0, 00225319 /¢2
— 0,00157565/t* 4+ 0,00916281/t* — 0,02057706/t>
+ 0,02635537/t% — 0,01647633/t" + 0,00392377/t® + ¢
le] < 1,9 x 1077
zze "I (z) = 0,39894228 — 0,03988024/t — 0, 00362018 /#2
+ 0,00163801/t* — 0,01031555/t* + 0, 02282967/t
— 0,02895312/t% + 0,01787654/t" — 0,00420059/t® + €

le] <2,2 x 1077

B.3 Fo6rmulas de recorréncia

Parap = 2,3,... et > 0 dispomos das seguintes formulas de recorréncia:
2(p—1)
1 ]p(t) = 1:—2(t) - ¢ [p—l(t)a
2(p—1
2 A1) = Ayl - 22D o),
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Apéndice C

(Geracao de Envelopes

No modelo de regressio normal linear y; ~ N(zT3,02),i =1,...,n, independentes, o
vetor de residuos ordinarios é dado por r =y — :E;FB = (I — H)y e satisfaz E(r) = 0,

Var(r) = o*(I — H), onde H = X(XTX)—IXT é a matriz “hat’.

Em geral, a andlise desses residuos é feita através de técnicas graficas. Uma dessas téc-
nicas é o grafico normal de probabilidades, que é bastante informativo sobre existéncia
de pontos discrepantes, afastamento de normalidade ou ainda falta de homogeneidade
das variancias. Tendo em vista a dificuldade de avaliar se o grafico normal de proba-
bilidades se afasta efetivamente do comportamento esperado (uma reta com coeficiente
angular igual a 1), Atkinson (1981, 1985) sugere a construgao de bandas de confianca
através de simulagoes, que denominou de envelopes. No caso do modelo normal li-
near, o procedimento consiste em gerar residuos que tenham média zero e estrutura de

covariancias (I — H).
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A construgao das bandas de confianga segue os seguintes passos:

1. Gerar n observacdes V(0,1) e armazené-las em y = (yi,. . ., Y )L

2. Fazer o ajuste do modelo, obter r; = y; — :c;FB, e em seguida calcular

tr = r/{l-hi}Pi=1,...,m

*

3. Repetir o passo anterior m vezes, obtendo ¢;;, t=1,...,nej=1,...,m;

4. Colocar cada grupo de n residuos em ordem crescente, obtendo t;);, 1 =1,...,n

ej=1,...,m;

5. Obter t¥,, = min; t;.. e t5 . = max; t ., que fornecem os limites correspondentes
(@)1 J Y (i)S 7 Y0 p

1)j
a0 1-ésimo residuo.

A sugestdo de Atkinson (1985) é considerar m=19. Dessa forma, a probabilidade do
maior residuo de um particular envelope exceder o limite superior é aproximadamente

igual a 1/20.



Bibliografia

(1]

2]

3]

4]

5]

(6]

Abeyasekera, S. e Collet, D. (1982). On the estimation of the parameters of the

von Mises distribution. Communications in Statistics - Theory and Methods 11,

18, 2083-2090.

Abramowitz, M. e Stegun, I. A. (1970). Handbook of Mathematical Functions.
New York: Dover Pub.

Andrews D. F. e Pregibon D. (1978). Finding the outliers that matter. Journal
of the Royal Statistical Society B 40, 85-93.

Anscombe F. J. (1961). Examination of residuals. Proc. Fourth Berkeley Sympo-

stum. 1-36.

Anscombe F. J. (1973). Graphs in statistical analysis. The American Statistician

27, 17-21.

Artes, R. (1997). Extensoes da Teoria das Equagoes de Estimag¢ao Generalizadas
a Dados Circulares e Modelos de Dispersao. Tese de Doutorado. Instituto de

Matematica e Estatistica da Universidade de Sao Paulo.

108



BIBLIOGRAFIA 109

(7]

8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

Artes, R., Paula, G. A. e Ranvaud, R. (1998a). Estudo da dire¢ao tomada por
pombos através de equagoes de estimacao para dados circulares longitudinais. Re-

latorio Técnico. Sdo Paulo, IME-USP. (RT-MAE 9810).

Artes, R., Paula, G. A. e Ranvaud, R. (1998b). Strategy for the analysis of circular
longitudinal data based on generalized estimating equations. Relatorio Técnico.

Sdo Paulo, IME-USP. (RT-MAE 9816).

Atkinson, A. C. (1981). Two graphical displays for outlying and influential obser-

vations in regression. Biometrika 68, 13-20.

Atkinson, A. C. (1982). Regression diagnostics, transformations and constructed

variables. Journal of the Royal Statistical Society B 44, 1-36.

Atkinson, A. C. (1985). Plots, Transformations and Regressions. Oxford Statisti-

cal Science Series, Oxford: Clarendon Press.

Bagchi, P. e Guttman, [. (1990). Spuriosity and outliers in directional data. Jour-

nal of Applied Statistics 17, 3, 341-350.

Barret, Bruce E. e Ling, Robert F. (1992). General classes of influence measures
for multivariate regression. Journal of the American Statistical Association 87T |

184-191.
Batschelet, E. (1981). Circular Statistics in Biology. London: Academic Press.

Belsley, D. A., Kuh, E. e Welsch, R. E. (1980). Regression Diagnostics. New York:

John Wiley.

Best, D. J. e Fisher, N. 1. (1979). Efficient simulation of the von Mises distribution.

Applied Statistics 28, 152-157.



BIBLIOGRAFIA 110

[17] Best, D. J. e Fisher, N. I. (1981). The bias of the maximum likelihood estimators
of the von Mises-Fisher concentration parameters. Communications in Statistics

- Simulation and Computation 10, 493-502.

[18] Billor, N. e Loynes, R. M. (1993). Local influence: A new approach. Communi-
cations in Statistics - Theory and Methods 22, 1595-1611.

[19] Bingham, M. S. e Mardia, K. V. (1975). Maximum likelihood characterization of
the von Mises distribution. In: Statistical Distributions in Scientific Work (C. P.

Patil et al., eds), Vol. 3, pp. 387-398. Reidel, Dordrecht.

[20] Cadigan, N. G. e Farrell, P. J. (1999). Expected local influence in the normal

linear regression model. Statistics e Probability Letters 41. 25-30.
[21] Collet, D. (1980). Outliers in circular data. Applied Statistics 29. 50-57.

[22] Cook, R. D. (1977). Detection of influential observations in linear regression.

Technometrics 19, 15-18.

[23] Cook, R. D. (1979). Influential observations in linear regression. Journal of the

American Statistical Association T4,169-174.

[24] Cook, R. D. (1986). Assessment of local influence (with discussion). Journal of

the Royal Statistical Society B 48, 2, 133-169.

[25] Cook, R. D. (1987). Influence assessment. Journal of Applied Statistics 14, 2,
117-131.

[26] Cook, R. D. e Weisberg, S. (1982). Residuals and Influence in Regression. New
York: Chapman and Hall.

[27] Cook, R. D. e Tsai, C.-L. (1983). Residuals in nonlinear regression. Biometrika

72,1, 23-29.



BIBLIOGRAFIA 111

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

Cook, R. D., Pena. D. e Weisberg, S. (1988). The Likelihood displacement: A
unifying principle for influence measures. Communications in Statistics - Theory

and Methods 17, 3. 623-640.

Cordeiro, G. M. e Paula, G. A. (1989). Fitting non-exponential family nonlinear
models in GLIM by using the offset-facility. Lecture Notes in Statistics 57, 105-
114.

Cordeiro, G. M. e Paula, G. A. (1992). Estimation, large-sample parametric tests
and diagnostics for non exponential family nonlinear models. Communications in

Statistics - Stmulation and Computation 21, 149-172.

Cox, D. R. e Snell. E. J. (1968). A general definition of residuals (with discussion).
Journal of the Royal Statistical Society B 30, 248-275.

Cox, D. R. e Snell, E. J. (1971). On test statistics calculated from residuals.
Biometrika 58, 589-594.

Cox, D. R. e Hinkley, D. V. (1974). Theorical Statistics. London: Chapman and
Hall.

Dagpunar, J. S. (1990). Sampling from the von Mises distribution via a compari-

son of random numbers. Journal of Applied Statistics 17, 165-168.

Davison, A. C. e Gigli, A. (1989). Deviance residuals and normal scores plots.

Biometrika 76, 211-221.

Davison, A. C. e Tsai, C.-L. (1992). Regression model diagnostics. International

Satistical Review 60, 3, 337-353.

Fisher, N. I. (1993). Statistical Analysis of Circular Data. Cambridge: University

Press.



BIBLIOGRAFIA 112

[38] Fisher, N. I. e Lee, A. J. (1983). A correlation coefficient for circular data. Bio-

metrika 70, 327-332.

[39] Fisher, N. I. e Lewis, T. (1983). Estimating the commom mean directional of
several circular or spherical distributions with differing dispersions. Biometrika

70, 333-341.

[40] Fisher, N. I. e Lee, A. J. (1992). Regression models for an angular response.

Biometrics 48, 665-677.

[41] Fung, W. K. e Kwan, C. W. (1997). A Note on local influence based on normal
curvature. Journal of the Royal Statistical Society B 59, 839-843.

[42] Galea, M., Paula, G. A. e Bolfarine, H. (1997). Local influence in elliptical linear

regression models. The Statistician 46, 71-79.

[43] Gauss, C. F. (1823). Theoria Combinationis Observationum Erroribus Minimis

Obnoziae. Gottingen: Dieterich.

[44] Gould, A. L. (1969). A regression technique for angular variates. Biometrics 25,

683-700.

[45] Gray, J. B. (1989). On the use of regression diagnostics. The Statistician 38,
97-105.

[46] Green, P. J. (1984). Iteratively reweighted least squares for maximum likeliho-
od estimation, and some robust and resistant alternatives. Journal of the Royal

Statistical Society B 46, 2, 149-192.

[47] Hastie, T. (1987). A Closer look at the deviance. The American Statistician 41,
16-20.



BIBLIOGRAFIA 113

[48] Hinkley, D. V., Reid, N. e Snell, E. J. (1991). Statistical Theory and Modelling -
In honour of Sir David Coz, FRS. London: Chapman and Hall.

[49] Hoaglin, D. C. e Welsch, R. E. (1978). The hat matrix in regression and ANOVA.
The American Statistician 32, 17-22.

[50] Hossain, A. e Naik, D. N. (1989). Detection of influential observations in multi-

variate regression. Journal of Applied Statistics 16, 25-37.
[51] IMSL (1991). The IMSL Libraries. 2nd edition. Sugar Land. Texas: IMSL Inc.

[52] Jorgensen, B. (1983). Maximum likelihood estimation and large-sample inference

for generalized linear and nonlinear regression models. Biometrika 70, 19-28.

[53] Jorgensen, B. (1984). The Delta Algorithm and GLIM. International Statistical
Review 52, 3, 283-300.

[54] Jorgensen, B. (1987). Exponential dispersion models (with discussion). Journal

of the Royal Statistical Society B 49, 127-162.

[55] Jorgensen, B. (1997a). Proper dispersion models (with discussion). Brazilian Jour-

nal of Probability and Statistics 11, 2, 89-140.

[56] Jorgensen, B. (1997b). The Theory of Dispersion Models. London: Chapman and
Hall.

[57)] Kim, M. G. (1995). Local influence in multivariate regression. Communications

in Statistics - Theory and Methods 20, 1271-1278.

[58] Lawrance, A. J. (1988). Regression transformation diagnostic using local influen-

ce. Journal of the American Statistical Association 83. 1067-107?



BIBLIOGRAFIA 114

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

Lee. A. H. e Hui, Y. V. (1994). On influence assessment in generalized linear

models. Computational Statistics 9. 277-285.

Lee, A. H. e Zhao, Y. (1996). Sensitivity of Pearson’s goodness-of-fit statistic in
generalized linear models. Communications in Statistics - Theory and Methods

25, 143-157.
Mardia, K. V. (1972). Statistics of Directional Data. London: Academic Press.

Mardia, K. V. (1975). Statistics of directional data (with discussion). Journal of

the Royal Statistical Society B 37. 349-393.

Mardia, K. V. e El-Atoum, S. A. M. (1976). Bayesian inference for the von Mises-

Fisher distribution. Biometrika 63, 203-206.

McCullagh, P. (1987). Tensor Methods in Statistics. New York: Chapman and
Hall.

McCullagh, P. e Nelder, J. A. (1989). Generalized Linear Models. 2nd edition.

London: Chapman and Hall.

Pan. J.X., Fang, K.T. e von Rosen. D. (1997). Local influence assessment in the
growth curve model with unstructured covariance. Journal of Statistical Planning

and Inference 62, 263-278.

Paula, G. A. (1993). Assessing local influence in restricted regressions models.

Computational Statistics and Data Analysis 16, 63-79.

Paula, G. A. (1995). Influence and residuals in restricted generalized linear mo-

dels. Journal of Statistical Computation and Simulation 51, 315-331.

Paula, G. A. (1996). Influence diagnostics in proper dispersion models. Australian

Journal of Statistics 38, 307-316.



BIBLIOGRAFIA 115

[70] Pierce, D. A. e Schafer, D. W. (1982). Residuals in generalized linear models.

Journal of the American Statistical Association 81, 977-986.

[71] Pregibon, D. (1981). Logistic regression diagnostics. The Annals of Statistics 9,

[72] Preisser, J. S. e Qaqish, B. F. (1996). Deletion diagnostics for generalised estima-

ting equations. Biometrika 83, 551-562.

[73] Rao, C. R. (1973). Linear Statistical Inference and Its Applications. 2nd edition.

New York: John Wiley.

[74] Rivest, L.-P. (1982). Some statistical methods for bivariate circular data. Journal

of the Royal Statistical Society B 44, 81-90.

[75] Souza, F. A. M. e Paula, G. A. (1998). Deviance Residuals for an Angular Res-
ponse. Relatorio Técnico. Sao Paulo, IME-USP. (RT-MAE 9832).

[76] St. Laurent, R. T. e Cook, R. D. (1993). Leverage, local influence and curvature

in nonlinear regression. Biometrika 80, 99-106.
[77] Stephens, M. A. (1963). Random walk on a circle. Biometrika 50, 385-390.
[78] Stoker, J. J. (1969). Differential Geometry. New York: John Wiley.

[79] Thomas, W. (1990). Influence on confidence regions for regression coefficients in
generalized linear models. Journal of the American Statistical Association 85,

393-397.

[80] Thomas, W. (1991). Influence diagnostics for the cross-validated smoothing pa-
rameter in spline smoothing. Journal of the American Statistical Association 86,

693-698.



BIBLIOGRAFIA _ 116

[81] Thomas, W. e Cook, R. D. (1989). Assessing influence on regression coefficients

in generalized linear models. Biometrika 76, 741-749.

[82] Thomas, W. e Cook, R. D. (1990). Assessing influence on predictions from gene-

ralized linear models. Technometrics 32, 59-65.

[83] Tsai, C.-L. e Wu, X. (1992). Transformation-model diagnostics. Technometrics
34, 197-202.

[84] Upton, G. (1993). Testing for outliers in circular data. Journal of Applied Statistics
20, 2, 229-235.

[85] Wehrly, T. E. e Shine, E. P. (1981). Influence curves of estimators for directional
data. Biometrika 68, 334-335.

[86] Weisberg, S. (1985). Applied Linear Regression. 2nd edition. New York: John
Wiley.

[87] Williams, D. A. (1984). Residuals in generalized linear models. In: Proceedings
of the 12th. International Biometrics Conference, Tokyo, pp. 59-68.

[88] Williams, D. A. (1987). Generalized linear model diagnostics using the deviance

and single case deletions. Applied Statistics 36, 181-191.

[89] Wood, A. T. A. (1994). Simulation of the von Mises Fisher distribution. Commu-

nications in Statistics - Simulation 23, 157-164.

[90] Wood, F. S. (1973). The use of individual effects and residuals in fitting equations

to data. Technometrics 15, 4, 677-695.





