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Resumo

Neste trabalho, nos concentramos em encontrar fatores de corregao de Bartlett para a
estatistica da razao de verossimilhanca e tipo-Bartlett para a estatistica escore, na classe dos
modelos normais heterocedasticos com fungoes de ligagdo quaisquer para a média e para o
parametro de precisao. Apresentamos. também, resultados de simulagao e de uma aplicacio
a um conjunto de dados reais, ilustrando a utilidade dos fatores de correcio obtidos em

amostras finitas.

Abstract

In this work, we concentrate on finding Bartlett corrections for the likelihood ratio
statistic and Bartlett-type corrections for the score statistic in the class of heteroscedastic
normal models with any link functions for mean and precision parameters. We also present
simulation results and an application to a set of real data illustrating the finite sample

usefulness of the obtained corrections.



Capitulo 1

Introducao

Da teoria sobre testes de hipdteses (ver, por exemplo, Cox e Hinkley, 1974, Secao 9.3)
sabemos que, sob a hipdtese nula, as distribuicoes das estatisticas da razio de verossimi-
lhanga (LR) e escore (Sg) podem ser aproximadas, para problemas regulares e em grandes
amostras, pela distribuigdo qui-quadrado. Com relacido a estatistica da razio de verossimi-
lhanca. Bartlett (1937), Lawley (1956), Hayakawa (1977), Cordeiro (1987) e Chesher e Smith
(1995). mostraram que é possivel melhorar a qualidade da aproximacéao por qui-quadrado
multiplicando-se a estatistica LR por um fator de correcio, denominado fator de correc¢ao
de Bartlett. Cordeiro e Ferrari (1991) derivaram uma férmula geral para fatores de Correcao
tipo-Bartlett que aperfeigoam estatisticas cujas distribuicoes assintdticas sao qui-quadrado
centrais. O fator de corregdo de Bartlett que aperfeiga a estatistica LR e o tipo-Bartlett
que aperfeigoa a estatistica escore sdo casos particulares desta férmula. As estatisticas aper-
feicoadas por fatores de corregao de Bartlett ou tipo-Bartlett tém distribuicdes qui-quadrado
com um erro de ordem n~2, sob a hipdtese nula, onde n é o tamanho da amostra. Além
disto. resultados de estudos de simulagao como, por exemplo, os de Hollas (1991), Cordei-

ro (1993) e Cribari-Neto e Ferrari (1995a) mostraram que os testes de hipSteses baseados



nas estatisticas (LR) e (Sg) modificadas tém tamanhos empiricos mais préximos dos tama-
nhos nominais do que os testes baseados nas estatisticas originais (nio modificadas) quando

amostras de tamanhos pequenos e moderados sao consideradas.

Neste trabalho, apresentamos as estatisticas da razao de verossimilhanca e escore, assim
como suas versoes aperfeicoadas por fatores de correcao de Bartlett e tipo-Bartlett, respecti-
vamente, para varios testes de hipéteses em modelos normais heteroceddsticos, considerando
fungoes de ligagao quaisquer para a média e para a variancia. E bastante comum, na pratica,
que a média e a variancia sejam modelados por diferentes funcdes de regressio. Para exem-
plificar. em experimentos de controle de qualidade na drea industrial, é frequente procurar
minimizar a variancia enquanto se controla o valor da média do processo. Anélises de da-
dos provenientes de tais experimentos requerem, em geral, a modelagem conjunta da média
e da variancia. Para o modelo normal heterocedastico ha varios trabalhos que tratam da
obtencao de fatores de Bartlett e tipo-Bartlett para as estatisticas da razio de verossimi-
lhanga e escore, respectivamente. Dentre eles, destacamos os de Attfield (1991), Cordeiro
(1993). Cribari-Neto e Ferrari (1995a,b), Botter e Cordeiro (1997) e Aubin e Cordeiro (1998).
Cribari-Neto e Zarkos (1999) utilizaram métodos de simulagao de Monte Carlo para estu-
darem o comportamento em amostras finitas de estimadores e testes do tipo "bootstrap”no
modelo linear heteroceddstico. Resultados de similagao sao apresentados para comparar o
tamanho e o poder do teste escore de homocedasticidade de Breusch e Pagan (1979) com os

correspondentes tamanhos e poderes dos testes escore corrigidos de Cribari-Neto e Ferrari

(1995a) e Honda (1988).

No Capitulo 1, definimos o modelo normal heterocedastico, estabelecemos um método
de estimagao de parametros utilizando o processo iterativo escore de Fisher e definimos as
hipoteses de interesse. No Capitulo 2, apresentamos corre¢oes de Bartlett para a estatistica
LR e fazemos aplicagoes a casos especiais do modelo normal heteroceddstico. Expressoes

para corregoes tipo-Bartlett para a estatistica escore Si e aplicagoes a alguns casos especias,
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sao apresentadas no Capitulo 3. Finalmente. no Capitulo 4, apresentamos resultados de
simulagao comparando os desempenhos das estatisticas LR e Sg, em suas versoes originais e
aperfeigoadas, respectivamente, por corre¢ées de Bartlett e tipo-Bartlett, para varios testes

de hipdteses de interesse e fazemos uma aplicacao a um conjunto de dados reais.

1.1 O modelo normal heterocedastico

Sejam Yi,...,Y, um conjunto de n variaveis aleatérias independentes e normalmente

distribuidas. Denotemos por y; o valor observado de Y; e por y = (yi,... ,yn)T o vetor das

n observagoes. A funcao densidade de probabilidade para Y; é dada por,

1 1 )
[y s %) = exp{—.—(y:—uz) } 1.1
\/2mof 207 (1.1)

com E(Y)) = w e var(V]) = 0%, onde pu = (pl....,yn)T estd relacionado com o preditor

linear n = (nl,...,nn)T = X através da funcao d(p) = n, sendo X = (z,... ,xn)T uma
matriz conhecida de dimensao n x p e posto completo p (p < n), com z; = (zy4, ..., xlp)T,l =
l,...,n, e B um vetor de dimensao p X 1 de parametros de regressio desconhecidos. De-
finimos a componente sistematica para o parametro de precisio ¢ = (¢y,.. .,¢n)T, com
& = 1/ot,l =1,...,n, como g(¢) = 7 = Sv. sendo S = (31,...,sn)T uma matriz conhe-
cida de dimensdao n x ¢ e posto completo ¢ (g < n) sendo s; = (sy1, ...,slq)T, e v um vetor
de dimensdo ¢ x 1 de parametros de regressao desconhecidos. Para fins de estimacio e
testes de hipoteses, segue que Y = (yy,... ,yn)T tem distribuicao normal multivariada com
média 1 e matriz de variancia-covariancia ®~' = diag{¢;"',...,¢;'}. As fungdes d(.) e g(.),
assumidas biunivocas, sao denominadas fun¢oes de ligagao para a média e para o parametro

de precisao, respectivamente. Assumimos também que [ e v nao tém elementos comuns. O

modelo descrito acima é denominado modelo normal heterocedastico.

O logaritmo da funcao de verossimilhanga total, ¢(3,7), dado y, para a densidade em



(1.1), pode ser expresso na forma aproximada

(12

1 n
(B,7) —§Z{¢1(y1 —m)2+10g</51}- (1.2)
=1

A fungao escore total definida por

U V() - ( Us(B,) ) _ (Mﬁ,v)/aﬁ)

Uy(8,7) 9U(B,v)/0v

tem como componentes as primeiras derivadas da funcao ¢(3,~), em (1.2), em relacio aos

parametros 8 e y. Em notacao matricial essas derivadas tomam as seguintes formas

U,B(/Baﬁ)') = ‘\,T(I)Wlﬂ(y - /J)’ (13)

U’Y(ﬁa’)l): _STchﬁa (14)

onde W/2 = dia,g{w;/z,...,zv}l/""}, com w = (du/dp)?, ® = diag{¢1,...,¢dn}, ®; =
diag{i1,.... b1}, com ¢y = dy/dr e V= (9y....,7,), com V), = 1/2[(yi —)* =1/ i), L =

1,...,n.

A matriz de informagao total de Fisher X' = K(8,7) para (ﬁT,'yT)T ¢ bloco-diagonal

com submatrizes,

9?03, 7) T
sp=—-Kpp=FE |———"| = X"OWX :
[\ﬁ.ﬂ ]\ﬁg E [ 8ﬁ aBT X (1 5)
para ( e
. . PUB )] _ 1l arg-2g2c
[\7',7 = _[\"Y’Y = F [_W = 5& Tq.) 2@%5 (16)
para v, onde ®2 = diag{¢],,...,#%,} e d~2 = diag{#;*,..., 67}

Como A" é bloco-diagonal, os parametros [ e v sao globalmente ortogonais (ver, por
exemplo, Cox e Reid, 1987) e seus estimadores de maxima verossimilhanca ,@ e ¥, respecti-

vamente, sao assintoticamente independentes.
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1.2 Estimacao dos parametros

Sejam l\’gylﬁ e K7 as inversas das matrizes de informagao total de Fisher para 3 e v,
respectivamente. A inversa da matriz informagao total de Fisher para (37, 'yT)T é dada por

K=' = diag {K55, K71}

Os estimadores de maxima verossimilhanga 3 e 4 podem ser calculados através do pro-

cesso iterativo escore de Fisher

3(m+1) 3(m)
S P L e )
&(m+1) :y(m)

- -1 = -1 ~ . . . . ~ .
onde K™~ e U(™™ 530, respectivamente, a inversa da matriz de informacao total de Fisher
e a fungao escore avaliadas nas estimativas do passo m. Como K ! é bloco-diagonal, obtemos

no passo m,

A A 2-(m) ! N (m

Bom+1) = flm) 4 frtm) [(3 ) (1.7)
€

;%(m+l) _ ,Sl(m) + ];"(yTy)_an(,m) (18)

Multiplicando ambos os lados de (1.7) por [A\'g;,) temos

[{’é’l’;)ﬁ(m+l) — ]A\-'/(]T"E)'B(m) + é/ém).

De (1.3) e (1.5), obtemos
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XTIy m) x gm+1)  — T Hm)pjyim) y 30m) 4 XT(j)(m)],i/(m)‘”(y — )™

XTIy mI[x gtm) 4y (m™2 () _ gymy, (1.9)

Definindo ~ 2(m) = X 3(m) 4 Iﬁ/(m)_”z(y — )™ escrevemos (1.9) como

IB“(m+1) _ (XT(i)(m)I/i/(m)X)_l‘XT(i)(m)LV(m)é(m)‘ (110)

Através de um desenvolvimento analogo ao descrito acima para a obtencio de B(m+1),

encontramos a partir de (1.4), (1.6) e (1.8)

2 A -1 & 2
’?(m-i-l) = (ST(I)_Z(m)(D?(m)S) ST(D—Q(m)(I)?(m)f:(m), (].].].)

onde

Am) = §3(m) 4 9d2m) Tim)jim),

As expressoes (1.10) e (1.11) sdo simplesmente os vetores de coeficientes da regressao de
minimos quadrados ponderados de z sobre as colunas de X com ®W como matriz de peso

ara 3, e de r sobre as colunas de S com ®~?®? como matriz de peso para ~.
P ) 1

Inicializando o processo com estimativas 3 e 4(%) obtemos, através de (1.10) e (1.11),
os estimadores de maxima verossimilhanca para 3 e v no passo m = 1, que reiniciarao o
processo para a obtengao das estimativas do passo m = 2 e assim, sucessivamente, até que a
convergéncia seja obtida. Smyth (1989), de acordo com Nelder e Wedderburn (1972), sugere
que 300 seja obtido assumindo em (1.10) y; = y; e ¢ = 1, enquanto que %(® seja obtido

assumindo em (1.11) ¢ = (y — ju)>.



1.3 Hipodteses de interesse

Consideremos as particoes § = (ﬁlT,ﬁgT)T ey = (’le,'sz)T, onde f; = (ﬂl,...,ﬂpl)T,
B2 = (ﬁm+1a~-~5p)T, 7= (’Yla---»”/ql)T € Y2 = (’Yq1+1,---a’Yq)T com p;<p e ¢1<q. Para o
modelo em (1.1), estamos interessados no teste da hipdtese H, : 3; = ﬂl(o), 71 =71 contra
H : pelo menos uma das igualdades é violada. onde ﬁl(o) e ) 530 vetores especificados de
dimensoes p; e g, respectivamente. Considerando p; =p—1 e ¢; = ¢ — 1, queremos testar,
em particular, a hipétese H'; : 1 = 0,7, =0, com z;, = l e )y = 1, paral=1,...,n. O
caso p; = 0 torna possivel o teste de hipdtese Hy : v, = 7,(°). Supondo p; =0eq =q— 1,
um caso especial refere-se ao teste de H'y : y; = 0, com sy = 1, para [ = 1,...,n. Para
q1 = 0, temos interesse no teste de Hs : B = 3,1°. Supondo p; = p—1e q = 0, temos
como caso especial o teste de H'3 : f; = 0. com z;, = 1, para [ = 1,...,n. Observemos
que as hipoteses H,, Hz, H'\, H'y e H'; devem ser testadas contra a hipdtese alternativa H
definida anteriormente. O teste de H'; equivale a testar se as variaveis aleatérias Yi,...,Y,
sao identicamente distribuidas. Ja o teste de H'; se reduz ao teste de homocedasticidade,
ou seja, equivale a testar se Y7,...,Y, tém a mesma variancia. Este teste tem sido muito
explorado na literatura (ver, por exemplo, Godfrey, 1978; Breusch e Pagan, 1979; Cook
e Weisberg, 1983, Attfield, 1991 e Jeffrey e Chih-Ling 1994). Finalmente, o teste de H';

equivale a verificar se Y7, ..., Y, tém a mesma média, isto é, se yy = d~'(f3,), paral =1, ...,n.
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Capitulo 2

Correcao de Bartlett para a estatistica

da razao de verossimilhanca

2.1 Introducao

A estatistica da razao de verossimilhanga LR é freqlientemente utilizada em testes de
hipéteses. Sabemos, que sob a hipdtese nula, LR tem distribuigao aproximadamente y? com
3 graus de liberdade, onde 9 é a diferenca entre as dimensées dos espagos paramétricos as-
sociados as hipdteses testadas (ver, por exemplo, Cox e Hinkley, 1974, Secio 9.3). De acordo
com Bartlett (1937), essa aproximagdo para a distribuicio yv? pode ser melhorada substi-
tuindo LR pela estatistica LR* = ¢ 'LR, onde ¢ é uma constante, denominada correco
de Bartlett, determinada pela relagio ¢ = ™' E(LR), onde E(LR), o valor esperado da
estatistica LR, é calculado com um erro de ordem O(n~?), sendo n o tamanho da amostra.
[; importante salientar que, quando afirmamos que a distribuigdo de LR* é x?, até ordem

n~! (o erro da aproximagio é de ordem O(n~?)) , sob a hipétese nula, estamos supondo

14



que certas condigoes de regularidade estao satisfeitas. Uma discussio detalhada destas su-
posigoes pode ser encontrada em Chandra e Ghosh (1979), Chandra (1985) e Jensen (1993).
No caso da correcao ¢ depender de pardmetros desconhecidos, estes devem ser substituidos
por suas respectivas estimativas de maxima verossimilhanga sob a hipdtese nula. Neste caso,
a estatistica corrigida resultante ainda tem distribuicio x5 até ordem n~! sob a hipétese

nula (Lawley, 1956).

O objetivo deste capitulo é obter correcoes de Bartlett, em forma matricial, para as
estatisticas da razao de verossimilhanca associadas aos testes das hipéteses H,, H, e H,
descritas na Segao 1.2. Baseados no trabalho de Lawley (1956), dispomos de uma férmula
matricial para o valor esperado 2E{((3,%) — {(B,7)} até ordem O(n™"), onde £(8,7) é o
logaritmo da funcao de verossimilhanca dado em (1.2) e Be 4 sao os estimadores de maxima
verossimilhanca de 3 e v, respectivamente, sob o modelo irrestrito. Nas Secdes 2.2 a 2.4,
esta formula sera utilizada para discutir os testes da razdo de verossimilhanca das hipoteses

H,, H, e H3 aperfeicoados por correcoes de Bartlett.
De acordo com Lawley(1956), podemos escrever até ordem O(n~1!)

E{2(0(8,7) = 6B} = p+ a4+ €ptar (2.1)

onde o termo ¢, 4, é de ordem O(n™') e p e q sdao as dimensdes dos vetores 3 e v, respectiva-
mente. O termo ¢,4, ¢ obtido através de cumulantes conjuntos de derivadas de ¢(B,v) com

respeito a componentes de 3 e .

Botter e Cordeiro (1997) apresentam uma formula para o termo ¢, 4, em modelos lineares
generalizados com componente sistematica para o parametro de dispersio. De acordo com

esse resultado. a formula de ¢,1, para o modelo normal heterocedéstico em (1.1) é dada por

1
e = Eopt g+ 5 t(P2W ZgaZoy — BWZP O, W Z,)
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1
U OW 25420 ZpaW + Z0a(20°07 — 97,)} 0,1 (2.2)

com
€pp = it,r(CD”‘HZf,d)A—%1T<I>“F(—2Z[(,3)+ngZngd)FQ‘ll, (2.3)
€
€yg = %tr((I);;Zf,d)-l-lile@e’CD?(?Zf)+3Z7dZ,yZ,,d)<I>:f<I>31

1
+E1Tq>2q>lq>2(z~,dzqzwd —228)0,0,0%1

1
—Z1T¢3@?dezwzqd¢>1q>2¢21, (2.4)

onde ® = diag{¢y,..., o}, ®; = diag{di1,..., d1n}, P2 = diag{da1,...,Pa}, com ¢y =
dn/dm e ¢ = d*@i/d?, Zg = (zpm) = XKzpXT, para K definida no Capitulo 1,

Zpd = diag{zﬁnn <o :Bnn}’ leid = (1ia'g{2[23l|’ Tt 35,,"}? Zg = (zlzilm)a Zy = (Z'Ylm) = SK;.ST

Ty
para ! definida no Capitulo 1, Z,q = diag{zy,,,..., 2.}, Z% = diag{z2 ,..., 22 },
®? = diag{¢},,..., .}, Zés) = (23 )y 2 = (23,,,), 1 é um vetor n x 1 de valores iguais a

l e ®3, ' e H, sao matrizes diagonais n x n, dadas por ®3 = diag{¢a1,- -, P3n}, para ¢z =
(3/61)(den/dn)' =2(1/8})(den/dn)*(d*di/dri) —[L/(24]) (P i/ d7})?, F = diag{f1, -, fa},
com f = (dp/ dmy)(d*p/dnt), e H = diag {hy, -, h,}, para hy = (d*wi/dn?)?. As matrizes

Zp e Z, sao, respectivamente, as matrizes de covariancia assintoticas de 7 = X e 7 = S4.

Considerando um modelo com fungao de ligagao identidade para a média, u = n = Xp,
e fungao de ligacao logaritmica para o parametro de precisao, —log¢ = 7 = S7, temos
w =1, i =h =0, d¢n) = (=1/2)log 1, =y = o = ¢y e by = —1/2, para [,. .., n.
Neste caso a expressao (2.3) se anula e as expressoes (2.2) e (2.4) tém as seguintes formas,

respectivamente,

("

1
e = Evq+ 5 (O ZpuZu — o' ZPo1 7))
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1 1
+21T<1>-‘ngzwzgd¢-l1 . ZlTé‘lngZqudl (2.5)

1 1 1
Erg = —gtr(Z,fd)—l-QITZS‘)I—FEITZWZNZWL (2.6)

Notemos que a expressao eg,, em (2.3) depende das matrizes X e S e dos parametros 3 e
Y , enquanto que a expressao ¢,, em (2.4) nao envolve a matriz modelo X nem o vetor 3,
dependendo somente da matriz S, do parametro v e de derivadas do pardmetro ¢ em relacio

a funcao de ligagao .

Para os modelos normais heteroceddsticos que possuem matrizes de covariancia assintoti-
cas Zg e Z, em forma fechada, podemos obter expressoes de ¢,,, em forma fechada. Nestas
situagoes, os fatores de correcao de Barttlet associados as estatisticas da razao de verossimi-
lhanga de varios testes de hipéteses também tém forma fechada. Além disso, as quantidades
(2.2) - (2.4) podem ser facilmente obtidas através dos pacotes computacionais MATHEMA-
TICA (Wolfram, 1991) ou MAPLE (Char et al.,1988).

2.2  Testes simultaneos sobre a média e o parametro

de precisao

Nesta secao obtemos corregoes de Bartlett para estatisticas da razao de verossimilhanca
em testes de hipéteses simultaneos sobre a média e o parametro de precisao, ou seja, sobre

(BT,91)T, nos modelos normais heterocedésticos definidos em (1.1).

Consideremos as fungoes de ligacao d(u) e g(¢) definidas na Secao 1.2 e as particoes 4T =

(6,7, B,7) para o vetor 3 e T = (M7, 4.T) para o vetor 4, onde 3; = (fBi,... ,ﬁpl)T.ﬁz =

17



T T T
(Borgts > Bp) 1= (5 701)" €72 = (Yg1415---»7%) » com p1<p e ¢;<q. Essas decom-

posi¢oes induzem as correspondentes partigoes

X = (}\,1,X2), S = (SI)SZ)a

U:(Ug;(lglaﬂ%ﬁ/l”ﬁ)v ng(lglaﬁ2v71’72)’ U";’;(ﬁlaﬁ217l772)3 U'*Z(/BIMB%’YI)'YZ))Ta

Ko n — [\!ﬁn A’ﬁlz K. = [\!’711 1\’—”2

\g.8 = ) B e Ny = i )
[\021 Aﬁn [\’721 [\’Yz'z
onde Xy, Xy, 5) e 52 sdo matrizes conhecidas de posto completo e dimensdes n x p;, n x (p—
p1), nXq1, nX(q—q1), respectivamente, Kp,, = X[ W®X,, Kz, = [\'érn = XIweXx,, Ks, =
XIWeX,, K, =2718T,672025,, K, , = KT = 271572925, e IV, = 2715792923,

Y21

Estamos interessados em testar a hipdtese Hy : B = (3 (0), M = 71(0) contra H : pelo
menos uma das igualdades é violada, onde ,81(0) e "/1(0) sao vetores conhecidos de dimensdes p;
e qi, respectivamente. Denotamos os estimadores de mdxima verossimilhanca dos pardmetros
B2, Y2, sob Hy, com um acento ™. A estatistica da razao de verossimilhanca para o teste de

H, é dada por
LRl = 2{6(/@11321&13&2) - e( fO)aBZ,'YP)a;/Z)}’

que, sob H,, tem distribui¢ao assintotica Xr2)1+q1‘

Para obtermos a corre¢ao de Bartlett para L R;, escrevemos

LR, = 2[{3(31,52”71ﬁ2)_e(ﬁl,ﬁzﬁ'lﬁz)}

_{{‘7( fO), BQa 71(0)a :)'/2) - g(ﬁlsﬁZa’Yla’T?)}]’

onde €(B1, 32,71,72) ¢€ o logaritmo da funcao de verossimilhanca obtida nos parametros 3

e .
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A partir de (2.1) a (2.4) e de Botter e Cordeiro (1997) encontramos, até ordem O(n~1),

2E{€(,31,ﬂ2,’)1, /2) - 8(181 7ﬁ2’71 ’72 } _p+q+6p+q

€
2E{U(B, B\, 52) — L3, B, 1V 12)} = (0 = p1) + (4= @) + Epmpr)b(g-ar)»
ou seja,
E(LR:) = p1+ @1+ €ptq = Epta) (1 +01)5 (2.7)
onde
1
Eptq — E(pta)-(mta) = 3, ~ EB(p-m) T Evq T En(g-ar) T 5”{@21'1/(2&127:1
— Z3paZiana) — OAW (20, W Z., — Z3)®\ W Z3,)}
+1 Lz O\ W(ZpaZy Zpa — ZapaZiony Zapa) W11 + 41T<1> W
(Z84Zy Zoi — Zapa Zoamy Zoayd) (207302 — 0728,)®,1, (2.8)
com
1 _
EBp ~ EB(p-p1) = Etr{(b 1H(Zﬁd Zgﬁd)} + _IT(I) F{ —2(Z (3)
~Z3)) + (ZpaZpZpa — ZapaZopZapa) } FO 1, (2.9)
e
1
Sy~ Enta—m) = 7Ir{®a(Z% = Z3,)} + —1T<I> SOUA(ZD = Z2)) + 6(Z1aZy Zoa

1
~Z1r 2 Z2a)} O30+ 17O B0 {(Zai 2y Lt — Zia D Zina)
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—ZnaZay Zad) — 22 — Z)} 0,8, 6721

1
—ZlT(b—Scp?(quZqud — Zand Ziany Zand) B 1 P, @721, (2.10)

sendo Zyp = XoKp, X = Xg(Xqu)‘ng)_ng a matriz de covariancia assintotica de
~ t3 0 ) . .
n = )\I/Bg ) + )\2/8% Z?ﬁd = dla,g{Zgg”,. = azQﬁnn}a Z220d = dl&g{Z%B”, e 723[3,,"}) Zé?}) =
(235, )s Zég) = (23, )5 &2y = SaK 257 = 2715,(ST®-2®25,)"' ST a matriz de covaridncia
o . 0 | o=~ . 3 o
assintotica de 7 = S1v;p | + S2¥2, Zaya = diag{za,,,, -1 Z20mn )y Zaya = dlag{zgm, ot oy B |
e ng) = (23,,.)- Todas as matrizes diagonais W, F', H, ®, ®;, ®, e ®3 devem ser avaliadas

sob o modelo restrito especificado por H;.

A correcao de Barttlet ¢ associada a estatistica LR, é determinada pela equacao

E(LR,)

C= ———

S optal’

com E(LR;) dada por (2.7), ou seja,

Ep+q — E(p+a)—(p1+m1)
P+ q

c=1+4+

(2.11)

Assim a estatistica corrigida LR} = ¢"' LR, tem distribuigao 2 até ordem O(n™1)

Apr+q1
sob H;.

b

Como uma aplicacao do resultado (2.11), consideremos o teste da hipotese nula H’; : 8, =
0,mm=0,comp =p—1,qg=q—1,2,=1es, =1paral =1,...,n contra a hipitese
alternativa H, definida no inicio desta secao. A estatistica da razao de verossimilhanca

associada a este teste é dada por

LRy = 2{0(B1, B2, %1, 52) — €(0, 85, 0,%,)} (2.12)
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que, assintoticamente, tem distribuicao x3,,_, sob H';. Ainda, sob H';, temos que F = fI,

= hl, W = wl, ® = oI, &; = 61, Oy = &f, &3 = &3], X = § = 1, Zop =
(ngw) ™' 117, Zogg = (ngw) ™1, 2 = (ndw) 117, Z$) = ZysaZopZapa = (ndw) 117,
Zoy = 2¢*(n82) 11T, Zooy = 20 (n82) 1, 282 = Z3yaZon Zong = 865(n62) 117, onde I &
a matriz identidade de dimensdo nxn, §; = d¢/dT, § = 8%6/97?%, &5 = (2qz’>4)_1(—6(5‘11 +
46762 + ¢*63). Definimos as matrizes J = (jim) = X(XTX)'XT e N = (nym) =
S(STS)™ 8T, de forma que Z5 = (pw)™'J e Z, = (26°/862)N. Além disto, temos J; =
diag{ji1,...,Jnn} € Ng = diag{n;y,...,nnn}.

De (2.11) obtemos, entao,

=1+ ; 2.13
‘ p+q—2 (2.13)
onde
¢<S
Eptqg —€2 = Ep, —Ep + Eyp — €y + 52 (‘]de)
1 277 T T
— {2 te(J*N) = 1 JaN a1}
20t — $82 |7 3
NNyl — — 2.
T 7 JaNNgl = o (2.14)
com
he e f
€p, — Ep, = ywme tr(J7) — Sk 1731 4 o 1TJ4JJd1 +— Indwd (2.15)
e
1 )
Eqg — Eq1 = @{3(—66;‘ + 4¢8E8; + *62)tr(N2) + 2(467 — 3¢4%62)1T NG
1
1
+3(26% — $8,)2 1T NgN N1} — T (2.16)
n

Em alguns casos, dependendo das matrizes X e S, as equagoes (2.14)a(2.16) podem

ser bastante simplificadas. A equacao (2.15) se anula para o modelo normal com funcées de
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ligagao identidade para a média (w = 1,h = f = 0) e qualquer para o parametro de preciséo.

enquanto que as equacoes (2.14) e (2.16) nao se alteram.
q q

2.2.1 Modelo de regressao linear simples

Consideremos um modelo normal heteroceddstico com componentes sisteméticas d(p;) =
m = Pa+ Bz e g(d1) = 11 = v2 + 1181, onde 2; e s; denotam os valores das varidveis
explicativas z e s, para{ = 1,....n. Para o teste da hipdtese composta H'; : B; =0, v; = 0,
a estatistica da razao de verossimilhanga é dada pela expressao LR'| = Q{E(ﬁl,ﬁg,'}l,ﬁ/z) -
€(0,ﬁ~2,0,'?2)}. Neste caso, p = ¢ = 2 e a corregao de Bartlett tem a forma ¢ = 1 +
(€4 — €2)/2, onde a diferenca =y — €5 vem das expressées (2.14) a (2.16). Definimos as
notagoes v, = (T —T)'/n e vy = Y(s1—3)"/n com (a = 2,3,4) para o a-ésimo
momento central das covaridveis = e s, onde T = Y z;/n e 5 = Y.s;/n. Definimos também,
Vazps = 221 — T)*(s1 — 5)°/n com (a,b = 1,2). Sob o modelo irrestrito temos X = (1 z),

)T, S=(1l s),coms=(sg, - ,sn)T e os elementos (/,m) das matrizes

COM. & =21, rpdn
Zp e Z7, avaliados em 3, = v = 0, dados por zg,, = (nwvy,) ™ {ver + (21 — T)(Tm — T} €
= [2¢*/(né}vas){vas + (81— 5)(sm — 3) }, respectivamente. Utilizando a notacio definida

4
“Yim

acima em conjunto com as formulas (2.14)a(2.16) encontramos

1 {2(¢5202I‘2S - 2512?)3:‘,5)

€4 — € = &g, —Ep T Ey —Ey +

2”6? VozV2s
. U':Zqz: s V2z,sV3s <
— 87 P 4 2(26} — $dy) = 4 1307 — 248, (2.17)
: L‘%x’l)zs vQJJv%s !
com
€, — €8, = W{f&whw —3f%) + 3hwyy, — 322, (2.18)
(6]
—1 .
€y — £y = W[3{_10¢463 + 3p8y(pda + 462) — 2087}
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—60" 35725 + {36202 + 487) — 2081}47,] (2.19)

3/2 0 .~ : . . . .
onde vy, = v3$/v2£ € Yor = "41/"31 — 3 sao as medidas amostrais usuais de assimetria e
. 3/2 " . .
curtose padronizadas de x e y;5 = L’3s/'1)2£ € Y25 = Vy4s/v3, — 3 sdo as medidas amostrais de
assimetria e curtose padronizadas de s. Para X' = .S as férmulas (2.17) a (2.19) sao expressas

como

1
€4 —Ey =EQ, —€Qy + Eqy —Emqy T+ W{2¢6272J; + (367 — 2¢82)77, + 967 + 4¢d,},
2noj

com
o ; g2 2 qr2.2
€Bs €6 — 12n0w? {3(5/110 3f ) + 3hw oz — 3f Tz
e
-1
€y —Ey = W{3[_10¢453 + 3¢pba(pS, + 46,%) — 208,"]
1

—66"' 33722 + [3p2(dS + 46,%) — 20614]712:1:}'

: g % —— : Ep 2 . 2
Para este caso, a alteracao na expressao (2.19) consiste em substituir 25 € v, por 7y, e 72,

respectivamente.

E facil observar pelas equacoes (2.17)a(2.19) que a aproximagao da estatistica LR’ para
a distribuicao x?2 é sensivel a mudangas nas medidas amostrais de assimetria e curtose de 2
e s. Para certos valores de 47,, i, 72- € V25 a estatistica LR'; pode ter aproximacio de mé
qualidade para a distribuigao \j, o que sugere a necessidade da utilizacdo da correcio de
Bartlett para amostras de tamanhos pequenos e moderados. No Capitulo 4 apresentamos

alguns resultados de simulac¢oes onde analisamos a atuacgao dessa correcao.

Trabalhando as expressoes (2.17)a(2.19) para o modelo normal heterocedastico com

fungoes de ligagao identidade para p (x = 7 = Xf3) e logaritmica para ¢ (— log ¢ = 7 = Sv),
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a equagao (2.18) se anula, enquanto que as equagoes (2.17) e (2.19) resultam em

1
R P - 9,2 ), I 2 2
48T Ey —&y T o5 {2(021.% - zvr,s)UZJ:Uzs + (2v95v35 — V25V21,s ) V22,5 + llvhvzs}
2nvs, Vs,
e
1
- _ 2
vy =7 &y = n (571 — 372s)

respectivamente. Neste caso, para X = .S temos

1

5 (87f, +45)

€4 —E2 =

de modo que o fator de corregao de Bartlett ¢ s6 depende da medida amostral de assimetria

padronizada de z.

2.3 Testes sobre o parametro de precisao

Nesta Secao estamos interessados em testar hipdteses apenas sobre o pardmetro de pre-

cisao ¢, ou seja, sobre componentes do vetor . Consideremos, entao, a particio v =

(A,'f,’ﬁ)T para v, onde v; = (v,.. .7,“)T e Y2 = (Vg +1,-- .7q)T com ¢q; < q. Essa particao

induz as seguintes partigoes S = (5,5,), U = (Ug(ﬁ,y), [13:(,6,’)’1,‘)’2), U,;{;(,H,'Yl,’)’g))T

e

K. = I\’Yu A’Ym
gy = i i )
Ky Koy

onde as matrizes Sy, Sy e Ky, , para i,j = 1,2, estao definidas na Segao 2.2.

A estatistica da razao de verossimilhanca para testar H, : v; = A/go) contra H : vy, # 750),

0) - . 5 2 ~ ~
onde */f ) 6 um vetor especificado de dimensao ¢, e 3 e 7, sdo vetores de parametros de

perturbagao, é dada por

LRy = 2{C(B,31,32) — €(3,%*,%,)} .
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A distribuigao de LR, sob H; e para grandes amostras é Xgl. A corregdo de Bartlett para
LR; tem a forma ¢ = ¢; ' E(LR;), onde o termo E(LR,) é calculado até ordem O(n71), sob

H,. Reescrevendo LR, como

LRy = 2[{t(B,31,32) — €8, 7", 1)} — {€(B, 7, %2) — ¢(8,4?,)}] ,

onde l’(ﬁ,vl(o),'yg) € o logaritmo da fun¢do de verossimilhanca calculada nos pardmetros e

usando os resultados (2.1) a (2.4) em conjunto com os de Botter e Cordeiro (1997) obtemos
que, a'té ordem O(n—l)a E{Q[f(ﬁa ’713 :\;2) - e(ﬂ, 7%0)1 72)]} =P + q Ly 6P-H;{ € QE{K(Ba ’){O)a '72) -
(3, ’7£0),’)’2)} =p+(q9—q1) = €pt(g—q1)- Até ordem O(n™'), temos, entdo, que

E(LRQ) =q1+ €Eptq — Ept+(a—q1) >
onde

1
€pta ~ Eptla—n) = Evg T Eq(g-q) TSI {@2W Zpu( Zy4 — Z2ra)
_o,wz® _ Ly
@1” Zﬁ VV(I)](Z.Y Z‘z,y)} + 41 ®1I’VZﬁd
1
(Zy — Z3y) ZggW P11 + ZITQ)IWZW(ZA,ZW ~ ZayZigd)

(20°0% + ¢2P,) P, 1, (2.20)

COM €q — E4(q—q,) dado por (2.10) e as matrizes Z;, € Zz,4 assumindo as mesmas expressoes
daquelas definidas apds (2.10). Como na Secao 2.1, todas as matrizes diagonais W, ®, ®; e

®, devem ser calculadas sob Hj.

A correcao de Bartlett associada a LRy é dada por

14 Ep+q — Ep+(g—aq1)
q1

é=

; (2.21)
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onde €pqq — Epy(g-q,) € obtida de (2.20). A estatistica corrigida LR} = é"'LR, tem, sob H,

distribuigao x2 até O(n™").

Para o modelo normal introduzido na Segao 1.2, considerando funcio de ligacdo identi-
dade para a média (1 = = Xf) e logaritmica para o parametro de precisio (—log ¢ = 7 =

S7v), a correcao de Bartlett se reduz a

1 1 1 3 1
c = q—l[— gtr(szd - Zzz'yd) + ﬁlT(Zﬂ(ya) - Z2(7))1 + EIT(Z'de’yZWd)

1
(2344224 Z24a)1 + 5“'{‘1)_12&1(&(1 — Zaya) = 7' 207Y(Z, — 2,,)}

1 1
+4—1Tq>-*zﬁd(zn, — Z2y)Z5a® "1 + Z1T<b~lzgd(zqzvd — ZoyZava)1] .

A estatistica da razao de verossimilhanca para o teste H'; : 9 = 0 contra H : m # 0,
assumindo que s;, = 1, para [ = 1,...,n, onde 7, e B sdo parametros de perturbacao,
reduz-se a

LR’y = 2{(5.51,%,) — €(8,0,7,)} ,

com distribuicao assintdtica ,\fg_l, sob H'y. A correcao de Bartlett obtida de (2.21) é dada

por
— ] 4 Spte T Epti 99
c + g—1 (2.22)
com
= - — = (b:) . 7 2117 7(2)
Eptg —Eptl = Eyy —Ey T th(égﬂ Z3aNg — 51 W Zﬁ [/VN)
1
2
o 1T W Z3aN{ ZpaW + (467" — 2677 Na}1
p(p +2)
=i, (2.23)



onde ¢,, — €4, se reduz a expressao (2.16). A estatistica corrigida LR’, = é"'L R/, tem, sob

H'; e até ordem O(n™'), a distribuigao x2_,.

Como aplicagao para o teste H'y consideremos o modelo normal com fungdo de ligacéo
identidade para a média (1 = n = Xf3) e funcao de ligagdo qualquer para o parametro de

precisdo. Temos W = [. De (2.23) obtemos

1
—Eppl = Sy — Eyy g?tr(qﬁéngNd A

(@)

p+9

1
+2—521TJ¢N{6?J4 +2(267 — ¢d3) Ny}
1

_plp+2)
2n ’

onde ¢,, — €4, é dado por (2.16).

Ao considerar, no teste anterior, que a funcao de ligagdo para o parametro de precisao é

a logaritmica, isto é. (—log ¢ = 7 = S7), o termo €,4, — €,41 em (2.23) se reduz a

1 1
Epte —Epr1 = tr(JaNg = JON) + S1T TN (Jy + 2N)1 - Str (N7)
1 1 : 2 1
+§1TN(3)1 + 51TN — dN Nyl — % : (2.24)
. Z n

2.3.1 Modelo de regressao linear simples

Consideremos o modelo de regressao linear simples para g como d(u;) = m = By + Bz
e para ¢ como g(¢;) = 71 = 2 + 7151, onde 2y e s; sdo os valores das varidveis explicativas
associadas a y;, paral = 1,...,n. Para o teste de H'; : vy = 0 contra H : v; # 0 a estatistica
da razao de verossimilhanca tem a forma LR', = 2{[’(,@,%, M) — K(B, ¥2,0)} e a correcao de

Bartlett é dada por ¢ = 1+ ¢4 — €3, onde a expressao ¢4 — €3 é obtida de (2.23), com o termo
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€y, — €4, dado em (2.19), lembrando que sob a hipdtese nula o (I, m)-ésimo elemento de &y
2

éigual a z,, = 28%*(ndéfvy,) " {ves + (81 — 5)(sm — 3)}.

Como aplicagoes, consideremos os trés casos a seguir. Como primeiro caso, assumimos
i =n= Xp, ou seja, funcao de ligagao identidade para a média e qualquer para o parametro
de precisao. Temos, neste caso, /W = [ e sob a hipétese nula H,', o ({,m)-ésimo elemento
de Zg € igual a zp,, = (n¢ve:) " {vez + (21 — T)(2m — T)}. Logo, e4 — €3 é dado por

2 2
Voz,s + 41)1:.30217

2nv2, vy,

Evp T &y —

+¢62v2x,2.sv2s -+ (26? - ¢52)U2a:,s7-’35

2 212
TL(SI ngvzs

né? 2n

(86— 9d: _ plp+2)
com €., — &4, dado por (2.19).

Para um segundo caso, adotamos = 7 = X e -logp = 7 = Sy (funcio de ligacio
identidade para a média e logaritmica para o pardmetro de precisio). Logo, €4 — ¢3 é dado
por

2 2
Voz,s + 4vr,s U2r

= —_— = — —
£ 83 = &4, €y ; ;
2nv3 vy

V2z,25sV2s <+ Vz,sV3s

) 212
MU,V

14 — p(p + 2
n p(p+2)

2n ’

com &, — &4, dado por
1
2
e = e = (572, — 3p,)
Y2 Y1 6TL ls ’
com 72, e v, como definidos anteriormente.
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No terceiro caso, consideramos =7 = X e X = S (funcao de ligagdo identidade para

a média e qualquer para o parametro de precisao e as matrizes X e S idénticas). Logo, £4 —e3

é dado por
o Pd,
€ €3 = &y Eyy + né"iz Y2z
367 — 298295
+T’le
667 + 240,  p(p +2)
no? 2n
com |
€y — €y = s [3{—106"85 + 32 ($S, + 467) — 20587}

2.4 Testes sobre a média

Suponhamos agora, que nosso interesse seja testar hipoteses apenas sobre a média em
um modelo normal heteroceddstico dado por (1.1), isto é, sobre componentes do vetor §.
Consideremos entdo, a partigio 3 = (87,807, onde B, = By .. 3,)T e By = (Bpy+15

..y Bp)T com p; < p. Essa particio induz as correspondentes particoes X = (X1, Xy),

lfz(Ugl(ﬂl’lH2’7)’ Ui(ﬁl,ﬁ2a7)’ ('/';11(;81»182)7))T €

- ["Bn [\’ﬁm
[Xg'g = ; ; 5
]\ﬁzl Aﬁzz

onde X, Xy e Np,, para 2,5 = 1,2 foram definidos na Secao 2.2.

Estamos interessados em testar a hipotese Hs : 3, = EO) contra H : 3 # ﬁio), onde 6{0)

¢ um vetor especificado de dimensao p, e 3, e v sao vetores de parametros de perturbacao.
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A estatistica da razdo de verossimilhanc¢a para testar H3 é dada por
LRB = 2{/4}(/813[323 :)\/) - g( iO)»B%S’)} )
que sob Hj, tem distribuigdo assintotica Xf,l. Reescrevendo

LRy = 2[{(B1, B2,7) — (B, B2, 1)} — {(BY, B2 %) — (B, B2, 7)}] ,

onde é’(ﬂfo),ﬁg,'y) é o logaritmo da fungao de verossimilhanca calculada nos parametros e
usando os resultados (2.1) a (2.4) em conjunto com os de Cordeiro e Botter (1997) temos,
até ordem O(n™") que, 2E{((B1. 32.7) — £(BS", B2, 1)} = p + q + £prq € 2E{L(BY, B, 7) —
{ fo),ﬁz,fy)} = (p—p1) + 9 — €(p-py)+q- Até ordem O(n~'), temos, entdo, que

E(LR3) = p1 + €ptg = Epmp)ta » (2.34)

onde

1
Eptg — E(p-p1)+g = E€Bp — I3(p-p1) T gtr {92W(Zpg — Z2pd) Zya

. 1
—&, 11 (2P - ZP)ow Z,} + 7T OW (2542, Zg4
(2.35)
1
— 728472~ Z23a) WP 1 + Z1T<1>1w

(Zsd — Z3pa) Zoy 2 (207302 — ©~20,) P, 1,

com €g, — Eg(p—p,) dado por (2.9). Aqui, todas as matrizes diagonais W, F, G, H,®, ®, e ®,

devem ser avaliadas sob a hipétese nula Hj.

A corregao de Bartlett associada com LR3 é ¢ = p;' E(LR;3), onde E(LR3) vem de (2.34)
e assume a forma

se=14 Epte — E(p—p1)+q (2.36)
P




onde €p4q — E(p—p1)+q ¢ dado por (2.35). Sob Hs, a estatistica corrigida LR; = ¢ 'LR3 é

distribuida até ordem O(n™") como X2 .

Como aplicagao de (2.36), consideremos o modelo normal com fungao de ligagao identi-
dade, 4 = n = Xf, para a média e, logaritmica. —log¢ = 7 = S+, para o parametro de
precisio. O termo €p, — €g(p—p,) €M (2.35) se anula e a correcao de Bartlett c em (2.36) se

reduz a

11
c = 1+ p—[;tr{@(zﬁd — Znpa) Zna — B2 — 239)9 2.}
1 &
. (2.37)
1 1
+Z1T<I>(ngZngd = Z2u% Do) B1 + Z1T¢>(Zﬁd - Zmd)Zqudl]

que se iguala a correcao de Bartlett ¢z obtida por Cordeiro (1993, pagina 179).

Se g =1e S =1, as matrizes diagonais ®~', ®; e &3 em (2.35), sao as mesmas definidas
para testar a hipdtese nula H; na Secdo 2.2, Z, = 2¢*(nd})~'1 1T e Zyg = 2¢*(né?)~'1. A

correcao de Bartlett toma a forma

c=1+
D1
com
Ept1 — E(p=p1)+1 = EBp — EB(p—p1) T % (2.38)
€ 2
o= eapem) = D {H(ZE ~ 2}~ AR - 2G) P

2
+IITF(ngZngd — ZapaZiapZopd) F1 .

Considerando ainda g =1 e S = 1, a estatistica da razao de verossimilhanca para testar
a hipdtese H's : 31 = 0 contra H : 3 # 0, assumindo que p; = p—1 e x;, = 1, para

[=1,...,n, é dada por
LR/S — 2{8(511B23 :\;’) - 6(0, g?s :)")} 3
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que sob Hj' é assintdticamente distribuida como x?,_l. As matrizes W, I, H, ®, ®,. ®,, Z,5,

Z28ds Zé?. Zz(r?s) sao definidas como as do teste de H; na Secao 2.2. De (2.36) segue que

e—14 FpkL 52
p—1
com
o (p—1(p+3)
Ept1 —E2 =Epp —Ep om
) oh ok
Epp —EB1 = Ttr(ng) — TITZés)l

¢2f2 T f2 — hw
1" Z3aZ3Zgal + ———

Para o modelo de regressao introduzido na Se¢ao 2.2.1 com fungdes de ligacao identidade
para a média e logaritmica para o pardmetro de precisao, respectivamente, a correcao de

Bartlett ¢ para o teste de B; = 0 vem de (2.37) apresentando pouca simplificagdo.
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Capitulo 3

Correcao tipo-Bartlett para a

estatistica escore

3.1 Introducao

O teste escore, assintoticamente equivalente ao teste da razao de verossimilhanca (White,
1984), requer somente estimagdo sob a hipétese nula, o que o torna mais atraente quando a

estimacio sob a hipétese alternativa exige um extenso trabalho computacional.

Harris (1985) obteve uma expansao assintdtica para a distribuicao da estatistica escore
Sg, até ordem n~!. Em lugar de modificar a estatistica escore, Harris mostrou que até ordem
O(n™"), P(Sgr < z4) = P(\* < 24) = 1 — @, onde z, é o quantil modificado de Sg e z4 €
o quantil da distribuicio \? de referéncia associados a um nivel de significancia o. Honda
(1988) derivou a corregao do valor critico da estatistica Sk para o teste de homocedasticidade
no modelo definido em (1.1) considerando funcao de ligagao identidade para a média e

qualquer para o parametro de precisao.
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Baseados no trabalho de Harris (1985), Cordeiro e Ferrari (1991) obtiveram um fator de
correcao para Sg, denominado fator de correcao tipo-Bartlett, de forma que a estatistica es-

core aperfeicoada por esse fator de corregao tem distribuicio x? até ordem n=?

sob a hipotese
nula. Segundo eles, sob certas condig¢oes de regularidade, a estatistica escore modificada é
obtida através da multiplicagao da estatistica escore original por um polindmio de segundo

grau na propria estatistica.

A partir do trabalho de Cordeiro e Ferrari (1991), muitos resultados tém sido publicados
envolvendo estatisticas escore aperfeicoadas por fatores de correcao tipo-Bartlett em varias
classes de modelos de regressao. Cribari-Neto e Ferrari (1995a, b) apresentam correcoes tipo-
Bartlett para a estatistica escore em teste de hipoteses no modelo normal heterocedastico
definido em (1.1), considerando apenas a fungdo de ligacao identidade para a média. Neste
capitulo, encontramos corregoes do tipo-Bartlett para a estatistica escore associada a testes
de hipSteses sobre a média e/ou parametro de precisdo em modelos normais heterocedasticos

com fungoes de ligagdo quaisquer para a média e para o parametro de precisao.

Neste trabalho nao consideramos modificagées no valor critico da estatistica escore ou
qualquer estudo sobre a monotonicidade desta estatistica, como sugerido em Cordeiro, Ferrari
e Cysneiros(1998). Nos restringimos apenas a estudos de corre¢ées na propria estati stica

escore.

3.2 Testes simultaneos sobre a média e o parametro de

precisao

Nessa secdo, obtemos correcoes tipo-Bartlett para as estatisticas escore dos testes das

hipdteses sobre a média e o parametro de precisao simultaneamente. Consideremos o modelo
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normal definido em (1.1) e as partigées BT = (417, 32") para o vetor B e 4T = (17T, 7.7)

T T
para o vetor v, onde By = (Bi....,0p) B2 = Boy+1,--,0p) v 11 = (71,...,7q1)T e
Yo = (fyq]“,...,vq)T, com p;<p e ¢1<q. Essas decomposicoes induzem as corresponden-
tes particoes X = (X, X3) e S = (51,5;), onde X;, X5, S e S; sdo matrizes conhecidas de

posto completo e dimensdes n X p;. n X (p —p1), n X q1, n X (¢ — q1), respectivamente.

Estamos interessados em testar a hipotese H; : (3 = ﬁl(o), m = 71(0) contra H : pelo
menos uma das igualdades é violada, onde 51 e v sio vetores conhecidos de dimensdes

p1 € q1, respectivamente.

Seja 0, = (BF,7T)T o vetor de pardmetros de interesse e 0, = (BL,7F)T o vetor de

parametros de perturbagdo. A fungao escore correspondente é dada por
T
U= (UlT» UZT) )

onde

UT = 8¢(8,7)/80: = (UL (Br, Bas 11 72)s UZ (Br, Bay 11,72)) "

UT = 3@(,3,7)/892 = (Ug;(ﬁlalg%’)’la’h)a U"yI;(ﬁla:B2a7lv’Y‘2))T'

Além disto, a matriz de informacao total de Fisher correspondente é dada por

Kg,, 0 )[\"gm 0

K = I(ll [\'12 = “O- Iz’—’-y”—‘— (L —E’Yi. ’
1\'21 [\'22 I\’g21 0 i [\7322 0

0 I \,’72 1 [ 0 I\f‘vn

onde as matrizes Kp,,, Kg, = K} | Kp,,, Ko\, Koy = [\‘;1; . e I, estdo definidas na Segao

2.2. Definimos. também. as matrizes

0 0
0 K

A=
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e M =K '— A, onde
KU e

K 21 K 22

Kt =

De acordo com Rao (1948), a estatistica escore Sk para o teste de [, tem a forma
Sr = UTK", (3.1)

: 11 % : 2~y _ p@f a7 ©T -7 T 3 x :
ou seja, U; e K sdo avaliadas em (8,7) = (81,8, %2 ) , sendo (3, e ¥, os estima-

dores de maxima verossimilhanca de 3; e 72, respectivamente, sob a hipotese nula H.

A forma corrigida para a estatistica escore Sg, de acordo com Cordeiro e Ferrari (1991),
é dada por

As , Ay—24; ., A —Ay+Ag

Sp*=Sr|l - - ——Sp—
R R 12u(u + 2)(u + 4) B 1ou(u + 2) R 12u ’

(3.2)

e tem distribuicéo y? até ordem n~!, sob a hipdtese nula H,, onde u = p;+¢1. Os coeficientes
Ay, Ag e As, sio obtidos a partir das expressées (A.1) a (A.3) apresentadas no Apéndice,

podendo ser escritos como

Al = 31411 —6A12+6A13—6A14, (33)
Ag = —3A21 + 6/422 - 6A23 + 3.424 (34)
e
‘43 == 3A31 + 2A32. (35)
Para o modelo normal em (1.1), os elementos Ayi,..., A, Aa1,. .., A2, Az € Az foram

desenvolvidos substituindo os cumulantes apresentados no Apéndice nas expressoes (A.1) a
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(A.3). Esses elementos assumem as seguintes formas matriciais

All — 1, (I)F,Zggd(Zﬂ - Zgﬁ)ZgﬁdF‘I) l + 1, ®1LVZ2ﬁd(ZA’ - qu)Zgﬁdeqh 1

1
+].I (@—3@113 = §®_2¢1@2)Z27d(z.7 — Zz,y)Zgng’V(pl 1

1
+11 q)lI/VZ'ZBd(Z'Y — ngy)Zg,yd(q)_s(I)? - S(I)_2(b1(1)2) 1
1

(070 — S0 0102) Zsa( 2 — Za)
1
Znd(PT0T — 5‘13_2(1’1@2) I (3.6)

A12 = 1’ (I)l"VZQQngA,(ng — Zggd)I’V(DI 1
1 ®W ZagaZiay(Zya — Zava)® @7 1

1
—1" (@703 — §<1>~2q>1q>2)z2wdzh(zgd — Zapa) 21 W 1

1
—17 (0790% — SO0, 92) Zasa (Dot — Zna)@T0F 1 (3.7)

A3 = =V OF{Zyp®(Zp— Zap) © Zop} FP 1
+1' B W Zap O (Zy — Z2y) © Zopg®1 W 1
1
+1' (7307 + §¢>-2<I>1<1>2)Zh O (Zy — Za2v)

1
O Zay (@733 = SB77D,,) 1, (3.8)

A = tr{(3®7*®] - @f@g@*)Z«hd(Z}d — Zamd)
FROTWD? — O;W) Zoya( Zpa — Zapa)
+2(I)_1VV‘~I)fZdi(ZA,d — Zz»yd)}, (3.9)

.421 = 1’ (I’l‘-’V(ng - Z;;Bd)Zrh(ng — de)@lW 1
12 x ' 07303(Zyq — Zava) Zoy(Zpd — Zapa) 21 W 1
11" @733 Zyd — Zava) Zan(Zna — Zara) @207 1, (3.10)
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A22 = —11 (I)IWZQ[M(Z,Y = Zg,y)(ng - Zggd)q)llfv ].
. 1
—1" (07203 — =B 20, ®y) Zoya(Zoy — Zon)(Zpa — Zapd) 01 W 1
1 Oy W Zoga(Zy — Z2y)(Zya — Zya) @203 1

/ - 1 - s
—1' (7393 — §<I> 2®192) Zoyd(Zy — Zian)(Zga — Ziaya) @303 1,

(3.11)
A23 = 21’ (DIW(Zﬁ = Zgﬁ) @ Zgg(Z’Y - Zrh)‘I)lW ].
+1" @ W(Zs — Zap) © Zoy(Zp — Zap)®1 W 1
+1' (I)_3(I):13(Z'Y - Z%) O] Z2‘7 O (Z'v - Z2,Y)(I)_3(I)‘;’, (3'12)
Azs = 3tr{(Zya — Z2ya)? 0104}, (3.13)
A31 = ll (DlW(Zﬁd = Z2ﬁd)(Zry = Z'),y)(Zﬁd = Zggd)W‘I’l ].
+1' @70 Zya — Zova)(Zy — Zay)(Zpa — Z2pa) WOy 1
+1' ©\W(Zpa — Z2pa)(Zy — Zon)(Zova — Z24a) 2797 1
+1I (I)_Sq)?(z'vd - Z2'vd)(Z'y - Z2w)(Z'Yd - Z2'vd)q)?q)_3 1 (3-14)
€
Azs = 31" O W(Zs — Zop)O(Zy — Zoy)O(Zg — Zog) 01 W 1
F1 O30 Zy — Zay)O(Zy — Z3,)0(Zy — Z2,)07°0% 1,
(3.15)

onde todas as matrizes envolvidas estao definidas nas Segoes 2.1 e 2.2, sendo avaliadas sob o
modelo restrito especificado por H;. A notagao ® indica a operagao produto interno entre

madtrizes.

Como uma aplicagao da corre¢do tipo-Bartlett para a estatistica escore, consideremos o

teste da hipdtese nula H'; : f; =0, 11 =0, comp; =p—-1, 1 =q—1l,zp=1e s, =1
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para [ =1,...,n contra a hipdtese alternativa [ : pelo menos uma das igualdades € violada,
no modelo normal definido em (1.1). A estatistica escore corrigida é obtida de (3.2) e tem
distribuigao x2,,_, sob a hipdtese nula, até ordem n~'. Sob H'|, temos que X =S =1eas
matrizes F, W. ®, &y, ®y, Zag, Zopds Zavs Lovd, L8y L8d Ly L~d SAO iguals as definidas na
Secao 2.2.

Os coeficientes Ay, A, e Az sdao obtidos de (3.3) a (3.15) e dados por

2 12
A, = - 3f3¢1J1+—(18B2+123+18) 'N1-Zp
nu)
24 3f2 1 9
—_— —(—18B* - 12B + 18 .
nq+n2w%+n( +18), (3.16)
24 ; 12 , 24 ,
A, = ——(1—|—B)1NNd1—;-(1—{-3)11\[.](11——1;]@]\[1
n n

4
——1 JOJL+ - 1 — (156 -+ 36 B)1'N1 + —8-1 'J1+ 36 x tr(Ng?)

6 24 24 24

——p - —q ——pg+ —(48 +12B)p+ —(B — 1)q
1 36 B

13836 (3.17)
n n

72
A = 61’Jd1VJd1 +24 x 1'NgN Jgl + 24 x l’NdIVI\'dl — —1'"NNy1
n

—§1NJ¢A+17><1J(>N<JJ1+16><1’AV®N®N1

24 114 24 6 24
——1"JON1+ —1 N1+ =1'J1 - ~p - ——q2
n

n?
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2 24 24 82
——pg+ —p+—q— —, (3.18)
n n n n

é , ;
onde B =2 — %2—2 e as matrizes J e N sao as definidas na Secgao 2.2 Considerando a fungao
i

de ligagdo identidade para a média temos W = I, F =0 e as expressoes de Ay, A; e Az em

(3.16) a (3.18), respectivamente, simplificam-se muito pouco.

3.2.1 Modelo de regressao linear simples

Consideremos um modelo normal heteroceddstico definido por (1.1) com componentes
sistematicas d(p) = m = B2+ Pz e g() = 1 = 72 + M50, onde z; e s; denotam os valores
das variaveis explicativas @ e s, para | = 1,...,n. Para o teste de H'y : B1 = 0,71 = 0,
utilizamos a mesma notacio da Secao 2.2.1, encontrando, a partir de (3.16) a (3.18) as

seguintes expressoes Ay, Ay e Az

36
A = -2, (3.19)

n

114 24 v2, 36 V44

dg = —m 22 T TIN4 (3.20)
n n Voz, V2s n Vg,
e
2 2
18 v 8 Voy sV 40 v
z,s 2x,5Y3s 3
143 = — 2 +— 2 +—'Ts (32].)
n Vy,V2s N V2zUqs n Vo

[ interessante observar que os termos A;, A2 e Az em (3.19) a (3.21) ndo dependem das

funcdes de ligagdo consideradas para a média e para o parametro de precisao.

3.3 Testes sobre o parametro de precisao

Consideremos o modelo normal definido em (1.1) e a partigao ~T = (T, v.T) para o vetor

~.onde 11 = (71,--- ,'yq,)T ev2 = (Yg41r---» 7q)T, com ¢, <q. Essa decomposicao induz a

1
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correspondente particao S = (Sy,.57).

Estamos interessados em testar a hipétese Hy : y; = 1,9 contra H : v £ v onde

T (©) ¢ um vetor conhecido de dimensao qi-

Seja 0; = y1 o vetor de parametros de interesse e 6 = (v1, 3T)T o vetor de pardmetros

de perturbacao. A fungao escore correspondente é dada por
VAN

onde

(71 — 8£(ﬂ,7)/8(91 = U’y](ﬂavla’m)

UT = ()C(8~7)/802 = (U,z;(,@, 715 72)» UT(ﬂa 71a72))T'

Além disto, a matriz de informacao total de Fisher correspondente é dada por

Ky, Ky, 0
R’an [‘722 0 2

0 0 [(g,g

. Ky Ky
i

I \’2 1 I \"2 2

T

onde as matrizes K’,,, I, = I, , K, e K g estdo definidas na Segao 2.2. Temos

11 12
K [\7 0

sl . 5
K= = K2 K2 0

1
0 0 o

A estatistica escore Sg para o teste de H, tem a forma
SR = 0;['[;":'1[:/1 )

(oT ~T)T

onde Uy e K'! estao avaliadas em (87,4, ,31)7T, sendo 3 e 7, os estimadores de maxima

verossimilhanca de 3 e ~, sob H,.
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A forma corrigida para a estatistica escore Sg, de acordo com Cordeiro e Ferrari (1991),
¢é dada por

Az . 9 Ay — 243 AL - A+ A

Sr*=Sgr 1 — Sne — ’
& 2g(q +2)(q +4)° " 2q(a+2)" 12,

(3.22)

e tem distribui¢do x? até ordem O(n~") sob a hipétese nula H,. As quantidades em (3.3) a
(3.5) para obter os coeficientes A;, A, e As, sao obtidas a partir das expressdes (3.6) a (3.15)

considerando que Zg = Zy5 e sao dadas por
1
An = UV OWZsi(Zy — Zay) ZgaW By 1421 (07303 — ;®_2®1<I>2)Zzﬂ,d

/ — L. _
(Zy = Z2y) ZpaW @1 1+ 1" (2770} — S07*0,®2) Zpoa(Zy — Zay)

1
Zoa(@3 03 — 5<1>-2<1>1<1>2) 1, (3.23)
Ay = =1 O\W ZpaZon(Zya — Z2ya)®730F 1
1
—1" (7303 — ;@—%I)l@g)zmzh(zw — Z2ya)®73®3 1, (3.24)
1

Az = V'O WZ50(2) — Z3y) © Zg® W 14+ 1'(0730F — 3<I>‘2<I>1<I>2)Zh

'

1
O(Zy = Z3y) © Z25 (2707 — 5077010 1, (3.25)

A14 = t1{(3<I)‘1‘<I)_4 = (1)12(1)2@—3)Z2,yd(2,yd - Z2'yd)

420 ' WD Z50( Zya — Zana)}, (3.26)
Agy = 1" 030N Zya — Zoya) Zan(Zyg — Zana) @203 1, (3.27)
Ay = =1 O W Zpi(Zoy = Zy)(Zi — Z2ra)®7>®] 1
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1
—1'(®720F — SO72®19y) Z3y4(Zy — Z2)( Lyt — Z2ya) 20 1,

2
(3.28)
Agg = 1" OB Zy — Zay) @ Zoy O (Zy — Zy) 0203 1, (3.29)
Ay = 3t0{(Zya — Z2ra) 007}, (3.30)
At = VOO Zya — Zaya)(Zy — Zon)(Zoya — Zaya) @303 1 (3.31)
e
Azg = 107072y — Zay) O (Zoy = Z2y) O (Zy — Z2,) D203 1. (3.32)

Como uma aplicagdo vamos considerar o modelo normal dado em (1.1) com funcio de
ligacao identidade para a média, fungao de ligacdo qualquer para o pardmetro de precisio e
o teste da hipotese H'; : 1 = 0,com ¢ = ¢—1 e s;y =1 paral =1....,n contra H : v, # 0.
Aqui, a estatistica escore corrigida, dada em (3.1), para testar H, tem distribuicao ,\f:‘;l,
onde g = g — 1. Entdo, sob H; temos que Z,, = 2(152(77,5?)_111T. Lomd = 2¢2(n5f)_11.
Zy = (2% [6F)N, Zya = (20%/52) Ny, Zg = (1/p)J e Zga = (1/$)Jy, onde as matrizes J, N e
as quantidades d; e §; estao definidas na Segao 2.2. Assim os termos em A;, A; e A3 vém de

(3.3) a (3.5) e de (3.23) a (3.32) e A; — A3 sao dados por:

12
Ay = 6ULNJl +121'JO N O J1 —24tr(JyNy) + —=B
n

5 2
(I'NJjl —1) + ﬁ(‘2 — ﬁ) (I'N1-1) - G_p(p+2)

n 82 n

24 24
n n
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24 24
Ay = 36tr(N})—241J;NNg1l + —1"J;N1 — —B1'NN,1
n n

U B8,
+§(6—6—?)1N1

24q

n

68 12 46
41+ 5 - 2025,

4
As = 241'NyNNy1 — —81/NdN1 +16I'NO NG N1
n

72

8
+—1'N1— =(3¢* + 5).
n n

3.3.1 Modelo de regressao linear simples

Consideremos o modelo normal em (1.1) com d(w) = m = Ba+Sizie g(d) = 11 = Y2 +7181,
onde z; e s; denotam os valores das variaveis explicativas ¢ e s, para l = 1,...,n. Utilizando
a notacao da Secao 2.2.1, temos que a estatistica escore corrigida para testar a hipétese
H'y :y1 = 0 é obtida de (3.22) com seus coeficientes A;, A; e A3 obtidos de (3.3) a (3.5) e
(3.23) a (3.32). Encontramos

2

6
A = 3<sf1TWZMZ,YZMW1~T{tr(wzﬁd)}2

6 24?2
+;(_¢1' — 82, Z5aW 1 + 6631TW Zpa © 2, © ZgW1
12¢2 12¢° 2
— j 1TWZ50 Z;W1 — ¢ te(W Zs4Za) — 74 (3.33)
644 1242
A, = —?BIITIVZBdZwZ'ydl + n¢l IT"VZﬂdZ'Yl
24 36 36 36
—¢1TWZ,M1 + —(y2s +3) + —72s — — (3.34)
n n n n

44



4002 40
; _ 3s __ 2
4‘13 - 3 —Tis» (335)
nvy, n
d - . V3s _ V4qs - R . dd ‘ .
onde vyis = =7 € Yos = —0—2— sao respectivamente as medidas de assimetria e curtose pa-
V) Vas
2s

dronizadas de s E interessante observar que, neste caso, as expressoes A; e A, dependem
das funcdes de ligagio para a média e para o parametro de precisao. Se, neste caso, con-
siderarmos uma funcio ligacdo identidade para a média e centrarmos a variavel explicativa
s, as expressoes (3.33) a (3.35) igualam-se as expressoes (6) a (8) de Cribari-Neto e Ferrari

(19952).

Considerando o modelo normal com ligagao identidade para a média e logaritmica para

o parametro de precisao, obtemos

4ov? 4vgg o5 Ko
AI = 6( xr,s _ ’U'Z ,2 212,8

; 2 ?
NV, V2s NV V2s NV, V2s

6
(8 + 4723 - 3"/%3)

sendo que A3 é o mesmo da expressao (3.35). Para X =5, temos A; = ——
n

12 ; x - e
e Ay = 7(3 + 3v2s — 2v2,) que igualam-se as expressoes de (9) e (10) de Cribari-Neto e

Ferrari.

3.4 Testes sobre a média

Consideremos o modelo normal em (1.1) e a particao pT = (ﬂlT,ﬁgT) para o vetor f3,
onde B, = (ﬂl,...,ﬁpl)T e By = (43p,+1,...,ﬂp)T, com p;<p. Essa decomposicao induz a

correspondente particao X = (X, X3).
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Estamos interessados em testar a hipétese Hy : 8 = 3,¥ contra H : B # ﬁl(o), onde

6,9 é um vetor conhecido de dimensio Pl

Seja 0; = 1 o vetor de parametros de interesse e 0, = (31, “I'T)T o vetor de parametros

de perturbagao. A funcado escore correspondente é dada por
T
U= (UIT’ U;T) )

onde

Ul = ag(ﬁ’ 7)/891 - Uﬁl(ﬁlf ‘3277)

UZT = 05(ﬂ,’y)/392 = (Ug;(lgl’ﬁ27ﬂ/)’ ["‘?(181732’ 7))T

A matriz de informacdo total de Fisher correspondente é dada por

Kp Kp 0
. Ky K . 1 . 12
1= = \ (3 0 )
Ky K 21 22
0 0 K,

onde as matrizes Kp,,, K3 = Kg,, , Kg,, e K, estdo definidas na Segao 2.2. Temos

Kyt Kg* 0

K= [\’51 [\'32 0
0 0 K37}

A estatistica escore Sg, para o teste de Hj assume a expressao
Sr=UlK}'U,,

0T AT ~T)T

onde U, e K''! estao avaliadas em 03, , sendo 3T e 3 os estimadores de maxima
1 2 2

verossimilhanca de 3, e v sob Hj.
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A forma corrigida para a estatistica escore Sg, de acordo com Cordeiro e Ferrari (1991),

¢ dada pela expressdo

Sp*=Sr|1-

A3 o A =24 A= Art A

S _
2pi(p+2) (e + 47 T 12pi(p +2) 7R 12p;

(3.36)

e tem distribuigao xf,l até ordem O(n™') sob a hipdtese nula Hs. As quantidades em (3.3) a

(3.5) para obter os coeficientes Ay, A; e A3, sdo obtidas a partir das expressoes (3.6) a (3.15)

considerando que Z, = Z,, e sao dadas por

An = VOFZypi(Zp — Z2p) ZopaFO 1,

1
Ap = 1'{®WZyps — (27707 — §(D‘%I>1<I)2)Z,yd}Zw
(ng — de)<1>1W 1,

Az = =1 OF{Zy30(Zp — Z2p) © Zop} FO 1,

Ay = tr{(Q(P—II/V(I)f — ‘I’g"V)de(ng — Zggd)},

Agl = ]., (I)II/V(ng = Zzgd)Z,y(ng = de)fl)ll/V 1,
Ay = A =0

‘423 = 1’ {@”’V(Zg — Zgg) ® Z,y ® (Zﬁ — ZQﬁ)‘I)lI’V 1

Az = Az = 0.
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Como uma aplicagdo consideremos o modelo normal em (1.1) com funcées de ligacdo
quaisquer para a média (d(p) = n = X3) e para o parametro de precisio (g(¢) = 7 = S57),
S =1eahipotese H'3 : 3y =0comp, =p—1leuax,=1,paral=1,...,n. A estatistica
escore corrigida, dada em (3.36). tem distribuigdo x2 com erro de ordem O(n~?). Os termos

em A, Ay e Az vém de (3.3) a (3.5) e de (3.37) a (3.44) sendo que Ay, A; e Az resultam em

3. /* 1.,
4, = 9(31'J1—p2—3)
nn

eA3:O.

Podemos observar que, neste caso, A; depende apenas da funcao de ligacio considerada
para a média, enquanto que 4, nao depende das fungdes de ligagoes adotadas para a média

e para o parametro de precisao.
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Capitulo 4

Resultados de simulagoes e aplicacao

a dados reais

4.1 Resultados de simulacoes

Apresentamos, nesta se¢ao, um estudo de simulagao onde comparamos os desempenhos
das estatisticas da razao de verossimilhanca (LR) e escore (Sgr), nao corrigidas, e de suas
versoes aperfeigoadas por fatores de correcao de Bartlett e tipo-Bartlett, respectivamente,
associadas a trés testes de hipdteses para os modelos normais heteroceddsticos definidos em

(1.1). Para este estudo, consideramos um modelo com

= B2+ Bz (4.1)

e
—log(é1) = 72 + may, (4.2)
para [ = 1,...,n. Os valores da variavel independente z foram obtidos de maneira a esta-

bilizar os coeficientes de assimetria e curtose para diferentes tamanhos de amostras. Para
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n = 10. esses valores foram tomados das distribui¢oes U(0,1) (v, = 0.00, 7o, = —1,22),
N(0,1) (vf, = 0,00, v2, = —0,75) e LN(0,1.25%) (2, = 3,21, 7o, = 2,17) através da

expressao

[—0.
x; = quantil (#) =1, ...,10.

Para outros tamanhos de amostras, os valores de z; foram replicados a partir dos obtidos
para n = 10. Para n=20, por exemplo, temos z;, 21,22, T2, ..., 210,210, onde T1,...,T10
sao os dez valores gerados das distribuigdes mencionadas. De forma analoga, obtivemos os

valores de x; para outros tamanhos de amostras.

Foram geradas 10.000 amostras de n observacées (n = 10,20,30.40) de um modelo
normal heterocedastico através do pacote computacional S-Plus (versao 4.5) considerando

5Hh=0,l=l,nm=0ey=1

Para cada amostra os parametros foram estimados sob as hipdteses nulas H', : 8 = v, =
0, H3:v1 =0e H'3: 1 = 0 e sob o modelo irrestrito, utilizando o processo iterativo escore
de Fisher, discutido na Secao 1.2 do Capitulo 1, por meio da linguagem de programacao
Fortran (versao 77). Com base nos resultados das Segoes 2.2.1, 2.3.1, 2.4, 3.2.1, 3.3.1 e 3.4,
calculamos, em seguida, os valores das estatisticas LR, Sg, LR* e S}, e suas respectivas taxas
de rejeicao, isto €, as proporg¢oes de vezes em que LR,LR*,Sr e S} excederam os valores
criticos x, obtidos da distribuicao \,Z para os niveis nominais = 1,0: 2,5; 5,0 e 10,0%.
Para as hipoteses H'y, H'; e H'3 consideradas, os valores de ¢ sao, respectivamente, 2, 1 e 1.
As taxas de rejeicao estao exibidas nas Tabelas 4.1 a 4.9. Analisando essas tabelas, podemos

observar que

o As taxas de rejeicao de LR estao, em geral, mais proximas dos correspondentes niveis
nominais, para os testes das trés hipoteses, quando a variavel independente é obtida da
distribui¢ao uniforme. Para a estatistica Sg, as taxas de rejei¢ao estao mais proximas

dos correspondentes niveis nominais quando a variavel independente é obtida da dis-
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tribuigao uniforme no caso do teste da hipétese H'; e da distribuigao normal para os
testes das outras hipoteses. Em resumo, as taxas de rejeicao de LR e de Sk estao mais
proximas dos correspondentes niveis nominais quando a variavel independente é obtida

de uma distribuigao simétrica com coeficiente de curtose pequeno ou moderado.

As taxas de rejeigao de Sg e de Sj estao, em geral, mais proximas dos correspondentes

niveis nominais do que as de LR e de L R*.

Na maioria dos casos, as taxas de rejeicio de LR* e de S} estdao mais préximas dos

niveis nominais do que as correspondentes taxas para LR e Sp.

A medida que o tamanho da amostra cresce, as taxas de rejeicao de LR, Sg, LR* e S},

se aproximam dos correspondentes niveis nominais.

As taxas de rejeicao de LR e de LR~ sdo, em geral, maiores do que os correspondentes
niveis nominais, enquanto que as taxas de rejeicao de Sg e de Sj sdo menores, indicando
entao que o teste escore e sua versao corrigida sao mais conservativos do que o teste da
razao de verossimilhanga e sua versao corrigida. Em testes com restricoes lineares nos
parametros da regressao em certos modelos normais lineares, Breusch (1979) mostrou
que ¢é valida a relacao LR > Sk para quaisquer conjuntos de dados (vide também
Evans e Savin, 1982). Em outras palavras, estes autores ja haviam notado que o teste

escore é mais conservativo que o da razao de verossimilhanca.
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Tabela 4.1: Taxas de rejeicao para o teste da hipdtese H'y : 8, = v, = 0.
Valores da variavel independente obtidos da U(0,1).
n a%) LR LR* Sgr Sj n o%) LR LR* Sgp S}
10 20.1 123 8.0 9.6 10 12.8 104 9.5 10.1
10 5 123 6.8 2.9 4.5 30 5 6.8 5.1 4.2 4.7
26 76 3.8 0.8 2.0 25 3.5 25 21 24
1 44 1.8 0.1 0.5 1 15 10 06 0.9
10 13.6 10.2 8.8 9.6 10 12.0 10.2 9.9 10.2
20 5 7.5 51 4.1 49 40 5 6.4 51 46 5.1
25 39 25 L7 24 26 34 26 22 26
1 1.8 1.0 0.5 09 1.0 15 11 08 1.0
Tabela 4.2: Taxas de rejeicdao para o teste da hipotese H'; : 4, = 0.
Valores da variavel independente obtidos da U(0,1).
n «o%) LR LR* Sgp Sj n a%) LR LR Sgp Sy
10 18.8 13.2 6.3 8.3 10 12.6 103 9.2 10.0
10 5 11.8 7.3 23 3.8 30 5 6.6 53 42 49
25 7.6 41 09 L7 25 34 26 20 24
1 43 21 02 0.6 1 14 1.0 07 0.9
10 134 104 83 9.5 10 11.5 10.0 9.4 10.1
20 5 7.3 53 39 49 40 5 6.2 53 48 5.3
25 4.0 26 1.5 23 25 35 28 24 28
1 20 L3 06 08 1 15 1.1 07 0.9

(@)
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Tabela 4.3: Taxas de rejeicao para o teste da hipotese H's : 3; = 0.
Valores da variavel independente obtidos da U(0,1).
n o%) LR LR* Srp Sjp n al%) LR LR* Sgp Sj
10 17.7 126 9.1 9.8 10 12.1 10.2 10.2 9.9
10 5 120 86 6.1 6.1 30 5 6.6 51 4.7 48
25 9.0 69 51 5.1 25 36 25 22 24
1 71 57 4.7 4.6 1 15 1.0 0.7 08
10 125 10.0 9.2 94 10 11.5 10.0 9.8 9.9
20 5 7.3 53 45 4.6 40 5 59 50 49 4.9
25 41 29 22 24 25 31 23 21 23
I 24 16 14 1.2 1 1.3 1.0 0.8 0.9
Tabela 4.4: Taxas de rejeigao para o teste da hipdtese H'y : f; = vy = 0.
Valores da varidvel independente obtidos da N(0,1).
n oaf%) LR LR Srp Sy n o%) LR LR* Sp Sj
10 21.6 13.6 8.6 9.8 10 128 10.3 9.5 10.0
10 5 13.7 7.6 3.7 4.5 30 5 6.9 52 46 438
25 89 42 13 1.8 25 3.7 26 22 24
1 49 20 03 0.5 1 1.6 1.0 09 1.0
10 140 104 9.3 9.9 10 122 102 98 10.1
20 5 79 52 44 49 40 5 6.4 51 49 5.1
25 42 24 21 24 25 34 27 24 26
1 1.9 1.0 0.6 0.8 1 1. 1.1 09 1.0
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Tabela 4.5: Taxas de rejeicao para o teste da hipotese H'y : v, = 0.

Valores da variavel independente obtidos da N(0,1).
n a%) LR LR Srp Sj n o%) LR LR* Sgp Sj
10 20.7 143 4.7 7.7 10 129 106 85 9.8
10 5 136 84 1.7 3.3 30 5 6.9 53 39 4.8
20 91 49 06 14 25 35 25 1.9 23
1 53 25 01 04 1 14 1.0 0.7 0.9
10 13.8 106 7.7 9.4 10 11.5 10.0 8.8 9.9
20 5 7.8 56 3.7 4.8 40 5 6.6 55 48 53
25 44 29 1.7 23 25 35 29 24 28
1 21 13 06 038 1 16 12 07 0.9

Tabela 4.6: Taxas de rejeicao para o teste da hipdtese H'3 : 3; = 0.

| Valores da variavel independente obtidos da N(0,1).
n «%) LR LR* Sgr Sj n o%) LR LR* Sg Sy
10 20.0 139 6.2 6.6 10 125 103 9.8 9.9
10 5 14.0 95 29 3.0 30 5 6.8 53 4.6 4.9
25 105 73 1.8 2.0 25 3.7 27 21 24
1 79 58 14 1.2 1 L7 12 08 1.1
10 13.3 10.1 9.3 9.3 10 11.6 10.0 9.8 9.8
20 5 7.5 56 43 4.6 40 5 6.0 49 4.7 4.9
25 48 34 22 26 25 30 23 21 23
1 28 21 15 1.3 1 14 1.1 08 1.0




Tabela 4.7:

Taxas de rejeigao para o teste da hipdtese H'; : By = v, = 0.

Valores da variavel independente obtidos da LN(0, 1.252).

n ao%) LR LR* Sgp Sy n o%) LR LR Sp S;
10 17.2 84 9.0 10.9 10 16.5 11.3 8.7 9.6
10 5 11.8 48 6.1 7.1 30 5 92 58 53 5.0
25 83 26 42 3.1 25 5.6 33 3.7 0.0
1 52 1.5 26 0.0 1 29 15 21 00
10 20.0 128 85 9.4 10 14.7 11.1 8.7 9.8
20 5 127 69 56 5.1 40 5 85 59 53 4.9
25 80 38 38 0.0 25 48 29 35 0.0
1 43 1.6 23 0.0 I 21 1.1 20 0.0
Tabela 4.8: Taxas de rejeicao para o teste da hipdtese H'y : v, = 0.

Valores da variavel independente obtidos da LN(0, 1.25?).
n o%) LR LR* Sgp S n oa%) LR LR* Sr Sp
10 18.2 8.6 0.0 0.2 10 16.5 11.1 4.6 7.5
10 5 126 49 0.0 0.0 30 5 99 60 20 33
2565 92 26 00 0.0 25 6.0 33 1.3 1.7
1 6.0 09 0.0 0.0 1 33 13 08 0.9
10 21.4 13.2 3.2 5.7 10 153 11.1 6.1 8.7
20 5 140 7.0 19 29 40 5 88 5.7 28 43
25 86 38 1.2 21 25 50 28 1.8 24
1 50 1.7 07 12 1 23 12 09 1.2
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Tabela 4.9:

Taxas de rejeicdao para o teste da hipotese H's : 3 = 0.

Valores da variavel independente obtidos da LN(0, 1.25%).

n o%) LR Sp Sy n a(%) LR Sr Sy
10 19.7 17.2 13.9 10 16.9 9.0 9.7

10 5 14.8 11.0 9.9 30 5 10.1 3.6 4.1
2.5 11.6 .3 1.7 2.5 6.2 1.0 1.6

1 8.6 46 6.5 1 3.2 0.3 0.6

10 22,5 .7 8.9 10 15.0 9.6 10.0

20 5 15.1 3.2 34 40 5 8.7 3.8 4.2
2.5 10.3 1.6 2.0 2.5 438 1.1 1.9

1 6.3 1.2 1.1 1 23 0.2 0.6




4.2 Uma aplicacao a dados reais

Os dados da Tabela 4.10, obtidos de Simonoff e Tsai (1994 ), representam as taxas mensais
de retorno de agoes de mercado (X) e da Corporacao Acme Cleveland (Y), no periodo de
janeiro de 1986 a dezembro de 1990. Estes autores sugerem que os dados sejam mode-
lados através do modelo normal heterocedastico dado em (1.1) considerando as seguintes

componentes sistematicas para a média e o parametro de precisao

= P2+ B
e
—log(¢1) = v2 + 112,
para [l =1,...,59 (o caso referente a outubro de 1987 foi eliminado por ter sido considerado

um ponto discrepante no conjunto de valores). Nosso objetivo é testar Hy : 4 = 0 contra
H : v # 0, ou seja, se o modelo é homocedastico. Através do procedimento de estimacio
proposto na Secgao 1.2, encontramos, sob o modelo irrestrito, as seguintes estimativas de
maxima verossimilhanca, ,Bg = —0,00492, Bl = 1.25270, %2 = —4,41000 e 4; = 8,09200.
Sob Hy, obtivemos By = —0,00951, Bl =1,17240 e ¥ = —4,73910. As estatisticas da razao
de verossimilhanca e escore vém das expressoes apresentadas nas Segbes 2.3.1 e 3.3.1, res-
pectivamente, fornecendo os valores LR = 3,33 e Sp = 2.69. Os niveis descritivos, obtidos
da distribuicio x? sao iguais a 6,8%, para LR e 10.1%, para Sg. Para obter as estatisticas
corrigidas utilizamos, respectivamente, os resultados das Secoes 2.3.1 e 3.3.1. Encontramos
LR* = 3,12 e S = 2,89. Os niveis descritivos sao dados agora por 7,73% e 8,91%, res-
pectivamente. Como esperado, observamos que a diferenca entre os niveis descritivos das
estatisticas corrigidas é menor do que a diferenca entre os niveis descritivos das estatisticas
nao corrigidas. Além disto, através dos niveis descritivos das estatisticas corrigidas con-
cluimos que ha evidéncias, ao nivel de 10% de significancia. de que o modelo adotado para

estes dados é heterocedastico.
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Tabela 4.10: Taxas mensais de retorno de agoes de mercado (X) e da Corporagéo
Acme Cleveland (Y), no periodo de janeiro de 1986 a dezembro de
1990.
Month Marketreturn  Acmereturn Month Marketreturn  Acmereturn
Janeiro 1986 -0,061134 0,030160 Julho 1988 -0,061718  -0,110515
Fevereiro 1986 0,008220 -0,165457 Agosto 1988 -0,101710  -0,168769
Margo 1986 -0,007381 0,080137 Setembro 1988 -0,032705 -0,135585
Abril 1986 -0,067561 -0,109917 Outubro 1988 -0,045334 -0,084077
Maio 1986 -0,006238 -0,114853 Novembro 1988 -0,079288  -0,164550
Junho 1986 -0,044251 -0,099254 Dezembro 1988 -0,036233 0,150269
Julho 1986 -0,112070 -0,226846 Janeiro 1989 -0,011494 -0,015672
Agosto 1986 0,030226 0,073445 Fevereiro 1989 -0,093729 -0,037860
Setembro 1986 -0,129556 -0,143064 Margo 1989 -0,065215 -0,074712
Outubro 1986 0,001349 0,034776 Abril 1989 -0,037113 -0,108530
Novembro 1986 -0,033679 -0,063375 Maio 1989 -0,044399 -0,036769
Dezembro 1986 -0,072795 -0,058735 Junho 1989 -0,084412 0,023912
Janeiro 1987 0,073396 0,050214 Julho 1989 0,003444 -0,078430
Fevereiro 1987 -0,011618 0,111165 Agosto 1989 -0,056760 -0,132199
Margo 1987 -0,026852 -0,127492 Setembro 1989 -0,078970 -0,110141
Abril 1987 -0,040356 0,054522 Outubro 1989 -0,105367 -0,126302
Maio 1987 -0,047539 -0,072918 Novembro 1989 -0,038634 -0,095730
Junho 1987 -0,001732 -0,058979 Dezembro 1989 -0,043261 0,065740
Julho 1987 -0,008899 0,236147 Janeiro 1990 -0,139773 -0,120056
Agosto 1987 -0,020837 -0,094778 Fevereiro 1990 -0,059094 -0,085205
Setembro 1987 -0,084811 -0,135669 Margo 1990 -0,057736 -0,130433
Outubro 1987 -0,262077 -0,284796 Abril 1990 -0,102524 -0,116728
Novembro 1987 -0,110167 -0,171494 Maio 1990 0,023881 -0,078039
Dezembro 1987 0,034955 0,242616 Junho 1990 -0,079116 -0,170322
Janeiro 1988 0,012688 -0,063518 Julho 1990 -0,078965 -0,077727
Fevereiro 1988 -0,002170 -0,117677 Agosto 1990 -0,161359 -0,277035
Margo 1988 -0,073462 0,201674 Setembro 1990 -0,119376 -0,207595
Abril 1988 -0,043419 -0,147728 Outubro 1990 -0,076008  -0,070515
Maio 1988 -0,054730 -0,170885 Novembro 1990 -0,006444 -0,046274
Junho 1988 -0,011755 -0,014893 Dezembro 1990 -0,026401 -0,190834




Conclusao

Neste trabalho obtivemos corregoes tipo-Bartlett para estatisticas escore de testes sobre
a média e/ou o parametro de precisao em modelos normais heterocedasticos. Baseados nos
resultados de Botter e Cordeiro (1997) e de Cordeiro (1993), apresentamos correcoes de
Bartlett para as estatisticas da razao de verossimilhanca destes mesmos testes. Através de
resultados de estudos de simulagoes verificamos que as estatisticas corrigidas tém tamanhos
empiricos mais proximos dos nominais do que as estatisticas ndao corrigidas, em amostras
finitas. Estes resultados mostraram, também, que a estatistica escore nao corrigida tem
tamanho empirico mais proximo do nominal do que a estatistica da razao de verossimilhanca
sem correcao. Assim sendo. em testes de hipoteses no modelo normal heterocedastico, é
natural a escolha da estatistica escore por requerer somente estimagao sob a hipétese nula.
Como sugestoes para pesquisas futuras, consideramos interessante o estudo da correc¢do do
ponto critico de estatisticas escore, assim como a obtengao de estatisticas escore monétonas

em modelos normais heterocedasticos.
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Apéndice

Neste apéndice, apresentamos os cumulantes de derivadas do logaritmo da funcao de ve-
rossimilhanca total no modelo normal heteroceddstico definido em (1.1) e as expressoes gerais
para as quantidades A, A; e A3 necessarias para a obtencao das corregoes tipo-Bartlett para

a estatistica Sg.

Utilizamos notacdes com indices de letras minusculas para as derivadas em relagao a 3
e as notacoes com indices de letras maitsculas, para as derivadas em relacdo a . Assim,
temos U, = 9£/06,, Ur = 9/0r,U,s = 9*/0Blys, Urst = 0°l]0B,0ysOyr, Urstv =
0*/0B,0vs0yrOyy. Para os cumulantes dessas derivadas, definimos as notagdes x,s =
E(U,s),trst = E(U,sr), krs = E(UUs),6rs7 = E(U:Ust), brstu = E(Urstu), KRsu =
E(UrsUty) — KRsKw, etc. Logo,

Krs = == (PW)hiTiTis ,

krs = —27'T (07291 isirsis
Ryst = =3 Z(¢f)l~7«'lr$ls$lt N

ResT = — L(rw)iznzissir

kpsT = 27V ¢ 2(2¢7 147 — 3bio2)isirsisSiT
Krst = (O hixnzistu

RpsT = Z(¢1lU)l$1r$lsszT.

Krs = KvST = Kr.ST = KR,st = KR.sT = 0,

kpst = 27" (7 2¢1d2)isirsissiT |
Ry, T = ( lw 1TrTsSIT
KRST = (=383 )isirsissiT

Kr,S,T = Krsit = Krsitiu = Rrst U = Kp SSTU = Oa

krsTu = 2YN(¢71tw)ipsissirsiv
KrsTU = 32(¢” 41 isirsissiTsiv

Krsitu = KRsaU = KRsTU = KR.Su = KR.sqU = 0,
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KpsTU = how) 124 TisSITSIU

~ 3

KRstu = — L(O1fhisirtisTui,
=¥
-2

KRSTU = ¢~ 3bi b2 )isirsissiTsw
KrsTU =~ = GoW )1 T T1sSITSIU
Krstu = — 2 [27'¢7 (607 2¢112¢7 ¢2y + 305 + 4did3)| TirTisSITSIWG
Kerien = —Y(ad)ziriszutiy ,
AN

ondea:3d—172 + i

As quantidades A, (Az) e (A3) sao dadas por

Al = 3 Zﬁ.w(’{‘ini'zis + 2"7‘1'1,1'21'3)(’61'4552'5 + 2”5{41'5-4'6)a'iliza'isiemiai4
=6 Yoy (Kivizia T 2Kiy igi ) Kiy s is Tirip Giniy Misi (A1)

625y (Kirizis — i ingia) (Kigisis T+ 2Kigis,ic ) Qinis QigisMiyiy

—6 Zﬁ.‘)’(ﬁ‘il izviziis T Fiyig,isig )aisi«i My

\ - S
As = =354 iy inis K4y U5, 16 Gigis Ty in Mg g
v 36 Zﬂ.‘v(ﬂfliﬂ's + 2’{1’1,i2i3)K}}/Js.isailizvmisiia Migig (A 2)

‘ _625.’7 Riyyin iafig is,ic Qigig iy iy TTinis

N\ 43 Zﬁ"y Ry yin,i3ia Tl ip gy s j

Az = 38y Kiyingia Kig s is Mhiyis Migia Misie

(A.3)
+2 Zﬁ,‘y Kiyyig,isFigis,igTliyig TMlinis TMisie s

onde os indices 7y,.. ., i variam sobre todos os componentes dos vetores 3 e v e 25~ denota

o somatorio sobre todas as combinagdes dos p 4 ¢ parametros 3y, ..., By, 71,. .., Y-
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