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Resumo

Neste trabalho, nos concentramos em encontrar fatoies de correção de Bartlett para a

estatística da razão de verossimilhança e tipo-Bartlett para a estatística encore, na classe dos

modelos normais heterocedásticos com funções cle ligação quaisquer para a média e pala o

parâmetro de precisão. Apresentamos. também, resultados de simulação e de uma aplicação

a um conjunto de dados reais, ilustrando a utilidade dos favores de correção obtidos em
amostras finitas.

Abstract

In this woi'k, we concenti'ate on finding Bartlett corrections fol' the likelihood ratio

statistic and Baitlett-type corrections for the score statistic in the class of heteroscedastic

normal models with any link functions for mean and precision parameters. We also present

simulation results and an application to a set of real data illustrating the rinite sample

usefulness of the obtained corrections.
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Capítulo l

Introdução

Da teoria sobre testes de hipóteses (ver, por exemplo, Cox e Hinkley, 1974, Seção 9.3)
sabemos que, sob a hipótese nula, as distribuições das estatísticas da lazão de verossimi-

Ihança (LR) e escore (SR) podem ser aproximadas, para problemas regulares e em grandes

amostras, pela distribuição qui-quadrado. Com relação à estatística da lazão de verossimi-

Ihança. Bartlett(1937), Lawley(1956), Hayakawa(1977), Cordeiro(1987) e Chesher e Smith

(1995). mostraram que é possível melhorar a qualidade da aproximação por qui-quadrado

multiplicando-se a estatística Z,R por um fatos de correção, denominado fator de correção

de Bartlett. Cordeiro e Ferrati(1991) derivaram uma fórmula geral para falares de correção

tipo-Bartlett que aperfeiçoam estatísticas cujas distribuições assintóticas são qui-quadrado

centrais. O favor de correção de Baltlett que aperfeiQa a estatística ÉR e o tipo-Bartlett

que aperfeiçoa a estatística escole são casos particulares desta brmula. As estatísticas aper-

feiçoadas poi fatoies de correção de Bartlett ou tipo-Bartlett têm distribuições qui-quadrado

com um erro de ordem n'2, sob a hipótese nula, onde n é o tamanho da amostra. Além

disto. resultados de estudos de simulação como, por exemplo, os de Hollas (1991), Cordei-

ro (1993) e Criba.ri-Neto e Ferrari(1995a) mostraram (lue os testes de hipóteses baseados
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nas estatísticas (LR) e (SR) modificadas têm tamanhos empíricos mais próximos dos tama-

nhos nominais do que os testes baseados nas estatísticas originais (não modificadas) quando

amostras de tamanhos pequenos e moderados são consideradas.

Neste trabalho, a.presentamos as estatísticas da razão de verossimilhança e encore, assim

como suas versões aperfeiçoadas por favores de correção de Bartlett e tipo-Bartlett, respecti-

vamente, pa-ta vários testes de hipóteses em modelos normais heterocedásticos, considerando

funções de ligação quaisquer para a média e para a variância. E bastante comum, na prática,

que a naédia e a variância sejam modelados por diferentes funções de regressão. Para exem-

plificar. em experimentou de controle de qualidade na área industrial, é frequente procurai

minimizar a variância enquanto se controla o valor da média do processo. Análises de da-

dos provenientes de tais experimentos requerem. em geral, a modelagem conjunta da média

e da variância. Pala o modelo normal heterocedástico há vários trabalhos que tratam da

obtenção de fatoies de Bartlett e tipo-Ba.rtlett para as estatísticas da razão de verossimi-

Ihança e escoie, respectivamente. Dentre eles, destacamos os de Attfield (1991), Cordeiro

j1993). Cribari-Neto e Ferrari(1995a,b), Bottei e Cordeiro( 1997) e Aubin e Cordeiro(1998).

Ciibari-Neto e Zarkos (1999) utilizaram métodos de simulação de Monte Carlo para estu-

darem o comportamento em amostras finitas de estimadores e testes do tipo "bootstrap"no

modelo linear heterocedástico. Resultados de simulação são apresentados para comparar o

tamanho e o poder do teste escoie de homocedasticidade de Rreusch e Pagam (1979) com os

correspondentes tamanhos e poderes dos testes escora corrigidos de Cribari-Neto e Ferrari

(1995a) e Honda (1988).

No Capítulo 1, definidos o modelo normal heterocedástico, estabelecemos um método

de estimação de parâmetros utilizando o processo iterativo escora de Fisher e definimos as

hipóteses de interesse. No Capítulo 2, apresentamos correções de Baitlett para a estatística

LR e fazemos a.plicações a casos especiais do modelo normal heterocedástico. Expressões

para corieções tipo-13aitlett pala a estatística escora Sn e aplicações a alguns casos especies,
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são apresentadas no Capítulo 3. Finalmente. no Capítulo 4, apresentamos resultados de

simulação comparando os desempenhos das estatísticas LR e SR, em suas versões originais e

aperfeiçoadas, respectivamente, por correções de Bartlett e tipo-Bartlett, para vários testes

de hipóteses de interesse e fazemos uma aplicação a um conjunto de dados reais.

1.1 O modelo normal heterocedástico

Sejam h,.. . ,Xn um conjunto de n variáveis aleatórias independentes e normalmente

distribuídas. Denotemos por yl o valor observado de X e por g/ ' (gl, . . . ,g )r o vetou das

n observações. A função densidade de probabilidade para b é dada por,

(1.1 )

com E(X) = pl e var(b) = al', onde p = (pl.. . .,p.)T está relacionado com o preditor

linear '7 =(77t,...,q.)r = X/3 através da função d(p) = ,7, sendo X =(zl,...,#.)T uma

matriz conhecida de dimensão n xp e posto completo p(p < n), com zr =(zii,. .. , ]çz.)r,/ =

1, . . . ,n, e /3 um vetou de dimensão p x l de parâmetros de regressão desconhecidos. De-

finimos a componente sistemática para o parâmetro de precisão @ = (Ói,. . . ,'# )r, com

ÓI = 1/a?,/ = 1,.. .,7z, como g(@) = r = S . sendo S = (si,...,s.)7' uma matriz conhe-

cida de dimensão n x q e posto completo q (q < rz) sendo sr = (sii, ..-,slç)r, e 7 um vedor

de dimensão q x l de parâmetros de regressão desconhecidos. Para fins de estimação e

testes de hipóteses, segue que y = (3/i, . . . , g/.)r tem distribuição normal multivariada com

média p c matriz de variância-covariância ®'' = cliaglÓJ'' , . . . , .Él;i }. As funções d(.) e g(.),
assumidas biunívocas, são denominadas funções de ligação para a média e para o parâmetro

de precisão, respectivamente. Assumimos também que /3 e 7 não têm elementos comuns. O

modelo descrito acima é denominado modelo normal heterocedástico.

O logaritmo da função de verossimilhança total, i?(P,'r), dado y, para a densidade em

9



jl.l), pode ser expresso na forma aproximada
l n

r(P, ') B --; )l: {ÓI(g/i -- Í'i)' + I'g d'i}' l:l
(1.2)

A função estore total definida por

":"',,,,- l zi ::i l- l =:i;: ii :l
tem como componentes as primeiras derivadas da funçã.o Z?(#, '), em (1.2), em relação aos

parâmetros a e '. Em notação matricial essas derivadas tomam as seguintes formas

Uo(P, 'r) = Xr©W'/:(y - P),(1.3)
e

UI(P,'y) S''>-.9, (1.4)

onde I'rt/2 = diagltul/2,...,zoi/2}, com toi :: (dpz/d71)2, ® = diaglÓi,..-,Ó.}, õi '

diagl@it,...,@l«}, coméil = d#'l/drz e l9 =(.9i,...,t9.),coml91 = 1/21(g/l--pZ)' l/ÓZI,/=
l , 7Z)

A matriz de informação total de Fishei /\' = Á'(/i,'y) para (p7',"rr)r é bloco-diagonal

com submatrizes,

«..,- «,-,[-g#]-,*'.«* (1.5)

para a e

',.- /\'.~-'Í-:P]
para "r, onde ©?:: diag]Ó2i,. Ói.]. eo-2:= diagl@: 2.

ils'''''?s (1.6)

,@;'}.

Como /\' é bloco-diagonal, os parâmetros # e ,y são globalmente ortogonais (ver, por

exemplo, Cox e Reid, 1987) e seus estimadores de máxima verossimilhança /3 e {, respecti-

vamente, são assintoticamente independentes.
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1.2 Estimação dos parâmetros

Sejam /Lo.b e ÃI l as inversas das matrizes de informação total de Fisher para /3 e ',

respectivamente. .\ inversa da ma.triz informação total de Fisher para (/3r,'yr)r é dada por

Ã'-' i;g {BGI,,áÇZ}.

Os estimadores de máxima verossimilhança P e ' podem ser calculados através do pro.
cesso iterativo escore de Fisher

ii:::i 1 - 1 ii:i l * *'«, '''«,.

onde ]\'(")'' e U(")'' são, respectivamente, a inversa da matriz de informação total de Fisher

e a função escore ava]iadas nas estimativas do passo m. Como ]l''l é bloco-diagonal, obtemos

no passo m,

Õ(m+U . »(m) + /q,P' {4 ) (1.7)

e

,t("+') = t(m) + Á'(m)':iUm). (1.8)

Multiplicando ambos os lados de (1.7) por Á(P) temos

kHÕ("-''u - ÊWÕ(") -F [íP)

De (1.3) e (1.3), obtemos
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.Xrâ(m) l©' («'' )X/3 ("+1) XTâ(m) l#'(m).X'j(m)+ XTQ(") l#'(m)' /'(y --/2)(")

X'Õ(m)Ú''(m)IXÕ(m) + @(m)''''(y - A)(")l.(t.9)

Definindo 2(m) . XÕ(m) + Ú'(m)-'''(g É)("), escrevemos (1.9) como

Õ(m+l) ( XTÕ(") @'(m)X) ' ' Xr '}(m) Ü'(m) 2(m) . (l.lO)

Através de um desenvolvimento análogo ao descrito acima para a obtenção de /3("+i),

encontramos a partir de(1.4),(1.6) e(1.8)

,t (m+ l ) (Sr8-'o«)&:(«)S)'' ST'$ '2(m) .if(m)f(m) , ( 1.1 1 )

onde

F(m) . St(") + 2q)'(-)©ÍI(m)Ó(m)

As expressões (l.lO) e (1.11) são simplesmente os vetores de coeficientes da regressão de

mínimos quadrados ponderados de z sobre as colunas de X com QW como matriz de peso

para #, e de r sobre as colunas de S com õ-2Of como matriz de peso para 'y.

Inicializando o processo com estimativas #(') e +(') obtemos, através de (l.lO) e (1.11),

os estimadores de máxima vei'ossimilha.nça para D e "y no passo m - 1, que reiniciaião o

processo para a obtenção das estimativas do passo m - 2 e assim, sucessivamente, até que a

convergência seja obtida. Smyth (1989), de acordo com Nelder e \Vedderburn (1972), sugere

que ,g(o) seja obtido assumindo em (1.101 pl = yl e ÓI = 1, enquanto que '(o) seja obtido

assumindo em(1.11) ÓI =(gl -- »l)'
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1.3 Hipóteses de interesse

Consideremos as partições /3 = (pir,p27')r e .y = (7.r,'y2r)r, onde ai = (/il, ...,/3,.)r.
/32 = (#,:+i,...,Õ.)T, 't = ('yi,...,7,.)r e l2 = ('yq,+i,...,7,)r com pt$p e q:$q. Para o

modelo em (1.1), estamos interessados no teste da hipótese #: : ai = /3.(o), ,y: . ,y:(o) contra

fl/ : pelo menos uma das igualdades é violada. onde /3t(o) e 71(o) são vetores especificados de

dimensões pi e qi, respectivamente. Considerando pi = p -- l e qi = q -- 1, queremos testar,

em particular, a hipótese /7't : ai = 0, 'h = 0, com zlP = 1 e slq = 1, para / = 1,. . . ,n. O

caso pt = 0 torna possível o teste de hipótese H2 : 'h = 'i(o). Supondo pi :: 0 e qi = q -- l,

um caso especial refere-se ao teste de /7'2 : '1i = 0, com slç = 1, para / :: l,. . .,n. Para

qt = 0, temos interesse no teste de .173 : Pt ' /31(o). Supondo pi = p l e qi = 0, temos

como caso especial o teste de //'3 : 0i :: 0. com zlP :: 1, para / :: l,. . . ,n. Observemos

que as hipóteses H2, //a, .f/'i, //'2 e J7'3 devem ser testadas contra a hipótese alternativa /7

definida anteriormente. O teste de H't equivale a testam' se as variáveis aleatórias yl, . . . , yn

são identicamente distribuídas. Já o teste de /í'2 se reduz ao teste de homocedasticidade,

ou sqa, equivale a testar se yl,. . . , yn têm a mesma variância. Este teste tem sido muito

explorado na literatura (ver, por exemplo, Godfrey, 1978; Breusch e Pagam, 1979; Cook

e \Veisberg, 1983, Attfield, 1991 e JeRrey e Chia-Ling 1994). Finalmente, o teste de X'3

equivale a verificar se yl,..., yn têm a mesma média, isto é, se pl = (Z''(P.), pai'a / - 1,..., n.
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Capítulo 2

Correção de Bartlett para a estatística

da razão de verossimilhanca

2.1 Introdução

A estatística da razão de veiossimilhança Z,R é freqiientemente utilizada em testes de

hipóteses. Sabemos, que sob a hipótese nula, Z,R tem distribuição aproximadamente X2 com

V' graus de liberdade, onde @ é a diferença entre as dimensões dos espaços palamétricos as

sociados as hipóteses testadas (ver, pot exemplo, Cox e Hinkley, 1974, Seção 9.3). De acordo

com Bartlett (1937), essa aproximação para a distribuição X2 pode sei melhorada substi-

tuindo LR pela estatística ZR' = c'tZ,R, onde c é uma constante, denominada correção

de Bartlett, determinada pela relação c = @ tE(Z,R), onde E(LR), o valor esperado da

estatística LR, é calculado com um erro de ordem O(n''), sendo n o tamanho da amostra.

E importante salientar que, quando afirmamos que a distribuição de LR' é Xi, até ordem

n-' (o erro da aproximação é de ordem O(n'')) . sob a hipótese nula, estamos supondo
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que certas condições de regularidade estão satisfeitas. Uma discussão detalhada destas su-

posições pode ser encontrada em Chandra e Ghosh(1979), Clhandra(1985) e Jensen(1993).

No caso da correção c depender de parâmetros desconhecidos, estes devem ser substituídos

por suas respectivas estimativas de máxima verossimilhança sob a hipótese nula. Neste caso,

a estatística corrigida resultante a.inda tem distribuição X2 até ordem n'i sob a hipótese

nula (Lawley, 1956).

O objetivo deste capítulo é obter correções de Baitlett, em forma matricial, para as

estatísticas da. razão de verossimilhança associadas aos testes das hipóteses /?i, H2 e H3

descritas na Seção 1.2. Baseados no trabalho de Lawley (1956), dispomos de uma fórmula

matricial pala o "alar espe'ado 2Zlr(P,'9) -- g(/3, ')} até ordem O(n':), onde Z?(P,'y) é o

logaritmo da função de verossimilhança dado em (1.2) e a e { são os estimadoies de máxima

vetossimilhança de # e ', respectivamente, sob o modelo irrestrito. Nas Seções 2.2 a 2.4,

esta fórmula será utilizada para discutir os testes da razão de verossimilhança das hipóteses
HI, J72 e J73 aperfeiçoados por coireções de Bartlett.

De acordo com Lawley(1956), podemos escrever a.té ordem O(n'')

El2lz?(Ó,l) r(P, V)l} = P + q + c..F., l2.i)

onde o termo E.+ç é de ordem O(n'l) e /) e q são as dimensões dos vetoles /7 e ,y, respectiva-

mente. O termo e.+ç é obtido através de cumulantes conjuntos de derivadas de g(#,'y) com
respeito a componentes de # e 7.

Botter e Cordeiro ( 1997) apresentam uma fórmula para o termo c,+q em modelos lineares

generalizados com componente sistemática para o parâmetro de dispersão. De acordo com

esse resultado. a fórmula de c.+ç pala o modelo itoimal lleteiocedástico em (1.1) é dada por

P+q cP. + c~, + { tr('b2TV'ZOÚ.Z,a ©. WZI,nO: H'ZI)

15



+iir.b. WZ.,Z,{ZoaW + Z.a(2©;'D? - '>''b2)}@il (2.2)

(2.3)

com

e

cPp 1- tr(@'' Xzá.) + i-irQ'i r(-2z#D+ Zo,ZoZaa)F'@''l,

; tr(Q'3Z?a) + l lr©'©3(2ZGD + 3ZlaZ.Za.z)Q';'D'l

+4l''D''b-®,(Z~'ZaZq. - 2ZÍq)'D,©-'P'l

- .; lr 'D;©? Zld Z, 2;,.,.Í '} : ®2©'1,( 2.4)

onde q) = diagÍ@i,...,Ó.}, ©l = diaglÓii,.-.,éi.}, q)2 = diagÍ@21,...,#'2n)', com @ll ::

d@l/drz e Ó21 = d2ÓI/drz2, Za = (zpl«) = X/ç'0.IXa", para /x'o.b definida no Capítulo l,

Zoa = diagÍzp..,. - ., ;a,..}, Zã. = diaglzjâ..,. . ' ;lâ,..}, Zl$ =(zãl«), .Z. =(z,l«) = SJiçiSr,
para ]\',:{ definida no Capítulo 1, Z,ra = diaglz,v..,- . -,z,v..}, Z12d = diaglz{..,..., z'-},
©? = diagl@t:, . . . , é?.}, ZÁ3) . (z;,.), Z{') = (z;r.), l é um vedor n x l de valores iguais a

l e Q3, F' e //, são matrizes diagonais n x n, dadas por ©3 :: diaglé31, - ' ' ) é3n}) para @31 ::

Rld)Çd$1jd''l)* -'Zttl )t $1ld''l'fÇd'#lld'-?) BICA )N(d2Ótld'-?)a,F= &ag,\f~.... .j..\,
com /z = (dpi/ d?71)(d'pl/dq?), e H = dias {/zl, . - - , /z«}, pala AI = (d'HI/d77lzy. As matrizes

Za e Za são, respectivamente, as matrizes de covas'iância assintóticas de Õ = X/3 e + = S7.

Considerando um modelo com função de ligação identidade pa.ia a média, /z = v7 = XP,

e função de ligação logarítmica para o parâmetro de precisão, -- logo = r = S7, temos

wi = 1, /z =/}1 =0,d(@l) =(--1/2)1ogól, ó.l = ón = éleÓ3Í = --1/2, para/,...,n.

Neste caso a. expressão (2.3) se anula e as expressões (2.2) e (2.4) têm as seguintes formas

respectivamente,

c,ç + ã tr(©''Z#úZ,d - õ-l Zllnõ-'Z,)e' P+q
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+;lr@-: Z,.Z.Z,.©-' l+ lr.D-:Z...Z.Zldl (2.5)

(2.6)

e

C'''rq -li tr(zv2d) + áíi 4 1 + il'z~az.,z.,i.

Notemos que a expressão cO., em (2.3) depende das matrizes X e S e dos parâmetros a e

'y , enquanto que a expressão c.q em (2.4) não envolve a matriz modelo X nem o vetor #,

dependendo somente da matriz S, do parâmetro 7 e de derivadas do parâmetro é em relação

à função de ligação r

Pala os modelos normais heterocedásticos que possuem matrizes de covariância assine(éti-

cas ZP e ZI em forma fechada, podemos obter expressões de c,+ç em forma fechada. Nestas

situações, os fatoies de correção de Barttlet associados às estatísticas da razão de verossimi-

Ihança de vários testes de hipóteses também têm forma fechada. Além disso, as quantidades

(2.2) (2.4) podem ser facilmente obtidas através dos pacotes computacionais MATHEMA-

TICA (Wolfram, 1991) ou MAPLE (Chai et a1.,1988).

2.2 Testes simultâneos sobre a média e o parâmetro

de precisão

Nesta seção obtemos correções de Baitlett para estatísticas da razão de verossimilhança

em testes de hipóteses simultâneos sobre a média e o parâmetro de precisão, ou seja, sobre

(PT, 7T)T, nos modelos normais heteiocedásticos definidos em (1.1).

Consideremos as funções de ligação d(p) e g(Ó) definidas na Seção 1.2 e as partições /jr =

(/3tr,#2r) para o vedor # e 7r = ('y-r,"y2r) pala o "tor I', onde #- = (/ii, . . . ,P,.)r,/32 =
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l,a.i+i,. . . , /3.)r, '7i =('yl, . . . , 7ql)T e 'y2 =("yql+l,

posições induzem as correspondentes partições

r
, "yç

2X

com pl 5;p e qi5;q. Essas decom

X X2), S (S:, S,),

u (#:,P,,7-,7,), tÜ(P:,P,,7-,v,), te(P-,P,,7:,'v,), c<(P:,P,,''r:,7,))',

~,,-r"-- "'-,) . ..~.r'.- '-,),
~.. i<..~ K.« l \. K«. K«, l

onde Xt , X2, St e S2 são matrizes conhecidas de posto completo e dimensões n x pi, n x (p --

pl), nxqi, nx(q--qi), respectivamente, ]G.. = XT'14/'DXI, .rq:: = /t'37l: = XT'T'r'DX2, ]q,, -
X/[V'(DX2, /ih.. = 2'iSri®-2(D2St, /-.,y., ]i12i 2'iSt ©'2©2S2 e ]\',v,, = 2'tS2 © 2@2S2.

Estamos interessados em testar a, hipótese /7i : 0i = ai(o), ,.y. . '.(o) contra /l : pelo

menos uma das igualdades é violada, onde 0i(o) e ,yl(o) são vetores conhecidos de dimensões p.

e qi , respectivamente. Denotamos os estimadores de máxima verossiniilhança dos parâmetros

P2, '2, sob //i, com um acento ' . A estatística da lazão de verossimilhança para o teste de

Xi é dada pol

2Ír(P, ,P, , 6'- , t, ) é(#ÍQ,Õ, , 7Íq , õ,, )} ,

que, sob /7i, tem distribuição assintótica

Para obtermos a correção de Baltlett para LBt, escrevemos

2llr(P: ,P, , '?- , +, ) r(P: , P, , 'r- , 'v, ) }

{z(Pln , /j: , IÍU , l, ) r(P- ,P, , 'v- , I', )}l,

onde ((#i,P2,'yl,72) é o logaritmo da função de veiossimilhança obtida nos parâmetros #

e 'y
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A partir de (2.1) a (2.4) e de Botter e Cordeiro (1997) encontramos, at

2zlz(Õ,,Õ,,5':, +,) - z(PÍU,P,, IÍn, 1,)} q+ .,....,

2Z{Z(/3Ín,P,,7ÍU,l,) - g(:3Íq,/3,,7ÍQ,7,)} =(P - Pi)+(q - qt) + c(

ou sqa)

P+q) -- (PI +qi ) )

onde

'-+. - '@--d-b-+.0 - '', - 'Ph--0 + '.. - ',Ü-,D + ;Z«{Q:H''(ZP'Za'

-z,p.z,..) - 'p: w(zÁnõ:»'z. - zlã'õ- w'z,,)}

+.ltr$: H''(zpdzazod - z,oaz2«z2pa)WQil + I'irQiw'

(ZpdZIZ.a -- Z2PúZ2,Z2~ó)(2'D';$f 'D''©2)©i1, (2.8)

) = t,{'P''H(Záa - zja.)} + i'i'0''r'l-2(zÁD

-Ziã))+(ZoaZpZpa - Z,púZ,pZ,P)}r'©''l

'~. - '~h-,J - ;l«{'D,(z', - zl.)} + âti''p''õ?l4U.lq - zlil)) + 6(z.'z7z..

Z,,,.Z,.Z,..)}Õ?@'; l + .à I'@-'$-'D,{(ZldZ.Zld - Z,~aZ,,Z,~ú)
l r\

: ),é ordem O(nr

e

P-)+(q q

E(LR-) Pi + qi + cp+ç -- c(P

com

C#p EP(p

(2.9))

e

1 / r

(2.7)



Z2,*dZ2,VZ2,..Í) 2(Z(3) zêíl' )} '> , 'D : 'p '' l

-4.I'Q';Q?(ZI.Z~Z.. - Z,..Z,~Z:~.)@-©,Q'':,

sendo Z20 = X2/\'02lXr = X2(XTW'Q'-iX2)'iXr a matriz de covariância assintótica de

i7 = Xi/3lo) + X2/32, Z20a :: diag]z2p..,. .)z2a.n], ZieÚ = diag]z2O::,...)zlp..]., Z22) ::

lzlp..), Z!$) = (zjp..), Z2, = Sa.ri;!S2r = 2':S2(S2r'b':©iS,)''S2r a matriz de covariância

assintótica de } :: Sl7(o) -F S2,y2, Z2,va = diaglz2..., - - , :2...}, Zj,va = diaglz2.r.., . . - , 21..)'

e Z:3) = (z3,v..). Todas as matrizes diagonais W', r', H. @. OI, QZ e q)3 devem ser avaliadas

sob o modelo restrito especificado por Ht

(2.10)

A correção de Barttlet c associada à estatística /.,Ri é determinada pela equação

E(LR:)
c = .

com E(LRt) dada poi (2.7), ou seja,

l + 11zB- C(P+Ç) -(Pi+qi )
(2.11)

Assim a estatística corrigida ZXT = ê':Z,R. tem distribuição Xi.+ç. até ordem O(n't),
sob Xi.

Como uma aplicação do resultado (2.11), consideremos o teste da hipótese nula H't : 0i '

0, 'h = 0, com pi = p -- 1, qt :: q -- 1, zlp = 1 e slç = 1 para / - l, . . . ,n contra a hipótese

alternativa H, definida no início desta seção. A estatística da lazão de verossimilhança

associada a este teste é dada por

z,a'- {z'(P-,#,,t-, l,) r( o, 0. , o, +, ) } (2.12)
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que, assintoticamente, tem distribuição X2+q-2 sob //'i. .ainda. sob .f/'i, temos que r' = ./'/

H' /Z/, I'V' = tO/, © = Ó/, ©l = ál/, iD2 := Õ2/} Q3 :: Õ3/) -X = S = 1, Z20 :=

lné«,)':ll', Z2#a = (nd'«,)':/, Zlâ) = (nÓ«,)''llr, Zl3) . Z,..Z20Z2Pa = (nÓ.«)';ll7'
Z2,v = 2Ó2(nái)'tllr, Z,la = 2@2(nÓ2)'t/, Z(3) - Z,,v.Z2,.,Z2.,a = 8@6(ná?)'3llr, onde / é

a matriz identidade de dimensão nxn, (íl = aÓ/ar, á2 = a2Ó/ar2, (53 = (2é4)'i(--6á4 +

4d'á?â2 + Ó'á?). Definimos as matrizes J = (jl«) = -Y(Xr.X')':XP e N = (ni«) =

S(STS)':Sr. de forma que Za = (éto)''J e Za = (2@'/â?)]A'. Além disto, temos ./. -
diag{.jii,..-,.j..} e /VÚ = diaglntt,.. . ,n.«}.

De (2.11) obtemos, então,

. - , + ::Ti3, (2.13)

onde

eP+q C2 cp, -- ca. + c,. -- c,. + S:jltr(cana)

;l2 tr(J'N) -- Iria.VJúl}

[rJ.7V]V.] - l3 (2.14)

com

en.-- cO. ãAÓ tr(J3) - ãlÍ;ãt'"Jmt + ãl1lRt'J'JJ l + ;li::: (2-i5)
e

CVÇ -- C-vi êliil3(-6(í4 + 4é(í?á2 + '# õ')tr(NÚ ) + 2(4âi - 3é2(f{)lrN(3)l

+3(2âf - @â,)'lr/Va/VNal} --L. l2.i6)

Em algtms casos. dependendo das matrizes X e S, as equações (2.14)a(2.16) podem

ser bastante simplificadas. A equação (2.15) se anula para o modelo normal com funções de
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ligação identidade pala a média (tu = 1, A = / = 0) e qualquer para o parâmetro de precisão

enquanto que as equações (2.141 e (2.16) não se alteram.

2.2.1 Modelo de regressão linear simples

Consideremos um modelo normal heterocedástico com componentes sistemáticas d(pz) =

71 = /32 + Ptzl e g(él) = r1 = '2 + 'hsl, onde zl e sl denotam os valores das variáveis

explicativas z e s, pala / ' l,....n. Para o teste da hipótese composta .r?''i : ai = 0, 'i = 0,

a estatística da lazão de verossimilhança é dada pela expressão Z,R'. = 2lZ(Pi,/32,{i,'y2) --
Z(0,P2,0,{2)}. Neste caso, p = q = 2 e a correção de Bartlett tem a forma c = 1+

(c4 c2)/2, onde a diferença :4 c2 vem das expressões (2.14) a (2.16). Definimos as

notações u- = E(al 7)'/7? e u.. = E(sl--g)'/n com (a = 2,3,4) para o a-ésimo

momento central das covariáveis z e s, onde f = }::1/n e g = >ll:sl/n. Definimos também,

u-,b. = E(#J -- F)'(sl -- 3)'/n com (a,ó = 1,2). Sob o modelo irrestrito temos X - (1 ;«),

com«=(z-,...,«.y, S'=(1 s), com s=(s-, ..,..)' eoseleme«tos(/,m)das m;trazes

ZP e Z'r, avaliados em [3i ' 't = 0, dados por zP.- = (nÓtou2,)''lu2, + (zi -- F)(#« -- F} e

z~,. = 12@'/(ná?u2,)llu2. + (sl -- F)(s« -- 3)}, respectivamente. Utilizando a notação definida

acima em conjunto com as %rnlulas (2.14)a(2.16) encontramos

e4 --c2 = eP, --eP. +cl: --c,v. + 1 {2((lllÓ2u2=:2. ' 2( ?t;3,,)2n(S2 L U2rU2s

.õfil?!e-- + 2(2ó? - Óá:)!:l::;E + i3á? - 2Óá,} , (2.17)

com

e

CP2 --Ca. = -i l {3(5/ztu 3/2) + 3Ato'y2, -- 3/2"y2,} (2.18)

c' :'
'' '72 '"'rl

Õll#l3l-ioÓ'J3 + 3d'Ó2(#'á2 + 4âf) - 20Óf}



-6Ó'.5372, + {3Óâ2(Ó52 + 4á?) - 20áfl'Vf,l ,

onde 'h, = u3,,/t;3/2 e ,y,, - t'4,,/u'2; -- 3 são as medidas amostrais usuais de assimetria e

curtose padronizadas de a; e 'hs = t,'3s/o2/2 e 72s = z;4./u2. -- 3 são as medidas amostrais de

assimetria e curtose padronizadas de s. Para X = S as Mtmulas (2.17) a (2.19) são expressas
como

(2.19)

c4 -- c2 ' cP2 ' cP. + c,v, -- !,.. + 5;jliÍÍ2óá2"r2, + (3â2 -- 2óá2)'y2, + 9ói + 4@(S2},

com

cp, -- ce: = Í!;;ll;;ãl3(5Aw -- 3./'2) + 3/zw'F2, 3./'2'yf,}

e

C12 -- e'"'vi ij;:l'ã-l3l--io@4(í3 + 3#'(f2(@(íz + 4át2) -- 20âi41

6é'ó.'r:,, + l3éõ,(éá, + 4õ,') 20ál'l'y?,}

Para este caso, a alteração na expressão (2.19) consiste em substituir 'y2, e 'yf, por '2= e 'iz,

respectivamente.

E fácil observar pelas equações (2.17)a(2.19) que a aproximação da estatística Z,R't para

a distribuição X! é sensível a mudanças nas medidas amostrais de assimetria e curtose de =

e s. Para certos valores de '?,, "rf,, '2= e "y2, a estatística Z,R't pode ter aproximação de lná

qualidade pala a distribuição \:, o que sugere a necessidade da utilização da correção de

Bartlett para amostras de tamanhos pequenos e moderados. No Capítulo 4 apresentamos

alguns resultados de simulações onde analisamos a atuação dessa correção.

Trabalhando as expressões (2.17)a(2.19) para o modelo normal heterocedástico com

funções de ligação identidade para p (p = z7 = X#) e logarítmica para 'Ó (-- log @ = 1- = S7),
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a equação (2.18) se anula, enquanto que as equações (2.17) e (2.19) resultam em

;. - ', - ',, - '.. + ã;;i;&l2(",,.,, - 2«:,.)",,",. + (2",.",; - ":..,,,.)":,.. + it«Í,«j,}
e

'~, -d-07?,
respectivamente. Neste caso, para X = S temo

'. - ., - áBv?, + 4q

de modo que o favor de correção de Bartlett c só depende da medida amostral de assimetria

padronizada de #

S

2.3 Testes sobre o parâmetro de precisão

Nesta Seção estamos interessados em testar hipóteses apenas sobre o parâmetro de pre-

cisão @, ou seja, sobre componentes do vetar "y. Consideremos, então, a partição ' =

ll'Í',7{)7' para 'y, onde "yi =('yt,...'yç.)r e 72 =(,yç.+t,...7ç)r com qi $ q. Essa partição

i"duz as seguintes partições S = (St.S2), P = (UOr(/i,"y), l-,q(/i,"yi,72), [q(/3,'yi,72))r
e

.~ . l "',-- "\., )
-... K~,. i'C.« l

onde as matrizes St, 5'2 e /l,v.,, pala í,.j = 1,2, estão definidas na Seção 2.2.

A estatística da lazão de velossimilhança pala testar H2 : ,yi = "y(o) contra .17 : 'h # '(o)

onde 'ÍO) é uln valor especificado de dimensão qi e /i e 72 são vetores de parâmetros de

perturbação, é dada por

/,P« 2lz(P, 9- , ?, ) e(Õ, 7Íq , {, ) }
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.A distribuição de ÉR2 sob .172 e para grandes amostras é X2. . A correção de Bartlett para

Z,R, tem a forma c = qi''E(LR2), onde o termo E(LR2) é calculado até ordem O(n :), sob
/]'2 . Reescrevendo Z,.f?2 como

z,R, {é(#,?-,?,) - z(p,7lQ,7,)} {z(ã, 'rÍU , +, ) r(a, 'ÍU,7,)}l ,

onde ?(#,'y(o), ,y,) é o logaritmo da função de verossimilhança calculada nos parâmetros e

usando os resultados (2.1) a (2.4) em conjunto com os de Botter e Cordeiro (1997) obtemos

que, até ordem O(n'' ), Zl2lZ(/3, ?i, ?2) -- é?(P, 'r('), ,v,)l} = p + q + c.+. e 2E{/(/i, 7Í'), + )

((i3,7Í'),7,)} = p+(q -- qi) -- c.+(ç-ç-). Até ordem O(n''), temos, então, que

E(Z R, ) qi + CP+q -- CP+(q-qi) ,

onde

CP+Ç CP+(q-qi ) c,q - c.h-ç-) + ;tr {©2WZoÚ(Z*d - Z2,a)

@:w44n'®.(zl - z,,)} + :l'q': H''z#.

(.Z. -- Z2,)Zoar't'''b. l + : lr'Dt }rZPd(Z7Z~d -- Z2~Z2.a)

(2®''Df + 'p'o,)õ- l (2.20)

com cvç -- c.Y(q-qi) dado por (2.10) e as matrizes Z2v e Z2-ra assumindo as mesmas expressões

daquelas definidas após (2.10). Cromo na Seção 2.1, todas as matrizes diagonais W, 'P, q)l e

õ2 devem ser calculadas sob .f/2.

A coneção de Ba.itlett associada a Z,R2 é dada por

C = 1 + CP+q (q-qi)
qt
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onde c.+ç -- cP+(ç-ç-) é obtida de (2.20). A estatística corrigida Z,R; = ê'iZ,R2 tem, sob H2,

distribuição X:: até O(n ').

Para o modelo normal introduzido na Seção 1.2, considerando função de ligação identi

dade para a média (p = 77 = X/7) e logarítmica para o parâmetro de precisão (-- log Ó = r :

S'y), a correção de Baitlett se reduz a

:- l - IÍt-(4, - ZLD + ii'(4;' - Z::bl + ii'UI.Z,Z,a

-(Z,,aZ,.Z,~a)l + ;trl$-: Zaa(Z~a Z,~a) - @''ZÁq®-:(ZI - Z,~)}

+l-i'o-' zo.(zl - z:,)zp'©'' l + l.t'õ''zo.(z7zl' - z,,z,,.)ll

A estatística da razão de verossimilhança para o teste fl/'2 : 'h = 0 contra # : 'i # 0,

assumindo que slç = 1, para / ' l,...,n, onde 'yç e /3 são parâmetros de perturbação
induz-se a

z,R': {z(#,?-,j.) - r(Õ,o,{,)} ,

com distribuição assintótica X3.i, sob H'2. A correção de Bartlett obtida de (2.21) é dada
por

q l (2.22)

cP+q -- é:P+l c~. -- c-. + {Ftr('5al'T/ZaÚ/Vd -- â?l#Z,4»'JV)

+lilrl't,'Z,3.í.'\'lZa.íl'r+(4#'': - 2áÍ')hall
2

P(P + 2)
2n '
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onde cvç -- c'ri se deduz à expressão (2.16). A estatística corrigida LR'; = ã-t].,R'2 tem, sob

H'2 e até ordem O(n 1 1, a distribuição X'-:.

Como aplicação para o t-este /7'2 consideremos o modelo normal com função de ligação

identidade para a média (p = 77 = X/3) e função de ligação qualquer para o parâmetro de

precisão. Temos I't/ = /. De (2.23) obtemos

c~. - c,. + #tr(d'ó,JúNa - Ó?JmJV)CP+? -- 5P+l

+Shi'J.Jvlõ?J. + 2(2áÍ - d'õ,)hall

P(P + 2)
2n

onde c,v. c.. é dado por (2.16).

Ao considerar, no teste a.nterior, que a função de ligação para o parâmetro de precisão é

a logarítmica, isto é. (-- log é = r = S7), o termo c,+ç c,+i em (2.23) se reduz a

tr(band - J( )N)+ }lrlaN(Ja + 2JVa)l - ;tr(/Vj?)é:P+q

+;trAÍ(3)l + l ll"Ar
3(P + l)' - l

l2.24)

2.3.1 Modelo de t'egressão linear simples

Consideremos o modelo cle regressão linear simples para p como d(pl) = 771 = a2 + /3i l

e para 'Ó como g(@l) = rf = 1'2 + 'ytsl, onde zí e sl são os valores das variáveis explicativas

associadas a yl, pala/ = 1....,7z. Para o teste de /7'2 : 'yt = 0 contra// : 'h:# 0 aestatística

da lazão de verossimilhança tem a forma LR'2 - 2{(1(#, $2, it) -- ((P, {2, 0)} e a correção de

Baitlett é dada poi c ' 1 + cl -- c3, onde a expressão c4 -- c3 é obtida de (2.23), com o termo
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cl: -- c,v. dado em (2.19), lembrando que sob a hipótese nula o (/, mj-ésimo elemento de ZI

é igual a z,,,. = 2Ó'(ná?u2.)':lu2. + (si 3)(s- -- 3)}.

Como aplicações, consideremos os três casos a seguir. Como primeiro caso, assumimos

p = 77 = XP, ou seja, função de ligação identidade para a média e qualquer para o parâmetro

de precisão. Temos, neste caso, lr = / e sob a hipótese nula H2', o (/,m)-ésimo elemento

de ZP é igual a zO,. = (nÓu2.)':lu2, + (zl -- F)(#« -- =)}. Logo, cl -- c; é dado por

. . 02r,. + 40:.,U2,
''Y2 ''Yi 272U2r02 S

C4 C3

. @Ó,",,:,,.«,, + (2á? - @8:)«,.,,«,.
' nÕ?«,,«!,

. 8ó? - óõ, P(P + 2)
' ná? 2n '

com cl: -- c,v. dado por (2.19)

Para um segundo caso, adotainos p = ?7 = XO e -logo = r = S,y (função de ligação

identidade para a. média e logatitmica para o parâmetro de precisão). Logo, c4 -- c3 é dado
por

u2,,. + 4u2,,'t, .;
'"'v2 '''vi o....2

2nuj=u2s

. U2r,2sU2s + U2r,s't/3s

'n '0 2 3 '02 s

14 - P(P + 2)+
2n

com c,v: -- c.. dado por

'« - ... - áOvf,
com 'yf. e 'a. como definidos anteriormente.
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no terceiro caso, consideramos p = ?7 :: ÀP e À = b (lunçao de ligação identidade para

a média e qualquer para o parâmetro de precisão e as matrizes X e S idênticas). Logo, c4 -- e3

é dado por

C,V. + a?7''

. 6õ? + 2óá, P(P + 2)
' nõ? 2n '

êil#l3l-io@'Ó3 + 3@á2(#'Õa + 4á?) - 20áf}

com

C12 -- C"VI

6ó'ó,l,.; + {3óõ,(óá, + 4áf) 20áfl7f,l

2.4 'll'estes sobre a média

Suponhamos agora, que nosso interesse seja testar hipóteses apenas sobre a média em

tim modelo normal heterocedástico dado por (1.1), isto é, sobre componentes do vetou- #.

Consideremos então, a partição # = (/j7',#2T)r. onde 0i = (/7t,....l3..)r e /32 = (/3..+l,

, 0.)I" com pi $ p. Essa pattiçã.o induz as coliespondentes partições X = (Xt,.X'2),

[/ (P:,#2,'y), te(P-,#,,v), q'(#.,P2,'Y))' e

l::: ::l
onde .X't, -X2 e .r\'#., para í,.j = 1,2 foram definidos na Seção 2.2

Estamos interessados em testam a hipótese H3 : Pt = /i(o) contra # : Pt :# aío) onde .2310)

é um vetar especificado de dimensão pi e a2 e 'y são vetores de parâmetros de perturbação.
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A estatística da razão de verossimilhança para testar Ha é dada por

2lz(P: , #, , ?) g(#íq,õ,,{)} ,

que sob H3, tem distribuição assintótica X2. . Reescrevendo

; 2llz(P:,P,,?) ((0ÍU, #,, l)} - {/(PIQ,Õ,, +) z(Plq,P,,V)}l

onde g(/3io),/3,, 7) é o logaritmo da função de verossimilhança calculada nos parâmetros e

usando os resultados (2.1) a (2.4) em conjunto com os de Cordeiro e Botter (1997) temos,

até ordem O(n':) que, 2E{Z(Pi, 32, ?) -- g(#Í'), /3,, ,y)} = p + q + c.+ç e 2Zlr(PÍ'), /3,, ,t) --
{l(PÍO), /3,,7)} = (p -- pi) + q - cb..:)+q Até ordem O(n't), temos, então, que

E(ZR3) = Pi + c,+. C(P Pi)+q ) (2.34)

onde

CP+Ç -- C(P-PI )+q cPP .jb-P-) + Õtr {©2W(Zaa - Z20d)Zld

'p-tt'WÁn - zlã))@:w'z«} + ;i'q'- w'(zo'z«zp.
(2.35)

',«z~z,«D"''''. : -- ;"'',«'
Z2Pd)Z7 Zad(2® '3Õ f 'D'''D,)'P-l,

com cO. -- cP(P-P-) dado por (2.9). .aqui, todas as matrizes diagonais I'r, r', G, .f/, Q, (DI e õ2

devem ser avaliadas sob a hipótese nula H3.

A correção de Bartlett associada com LR3 é c = pi' E(LR3), onde E(LR3) vem de (2.34)
e assume a forma

c - 1 + c?tç ' cl?l 1lt? (2.36)
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onde c.+q -- c(P Pi)+q é dado por (2.35). Sob H3, a estatística corrigida LR; = ê-iZ;R; é

distribuída até ordem O(n :) como xli:

Como aplicação de (2.36), consideremos o modelo normal com função de ligação identi-

dade, p = 77 = XP, para a média e, logarítmica. logo = 1- = S'y, para o parâmetro de

precisão. O termo cp, -- cP(P-P-) em (2.35) se anula e a correção de Bartlett c em (2.36) se
reduz a

l + -!- li tr {©(Zpa - Z2pa)Z~ú - O(zÁa -- zlâ))'bz~}
(2.37)

-FilT@(ZPdZIZPd -- Z,pdZaZ,0d)®l + i'i''@(Zaa -- Z,0a)ZIZvdll

que se iguala à correção de Baitlett c3 obtida por Cordeiro (1993, página 179).

Se q = 1 e S = 1, as matrizes diagonais Q'' , (Di e Q2 em (2.35), são as mesmas definidas

pat'a testam a hipótese nula H. na Secão 2.2, ZI = 2é2(nâi)''l lr e Z,a = 2@2(ná')'i/. A

colreção de Bartlett toma a forma

C - 1 + Ci'-t'i ' C(p-Pi):H

com
. P-(4 - P-)

CP+i -- C(P-PI)+l :: C#P p-PI) + "'"ã-- (2.38)

e

gjtr {X(zl$. - zj,.)} - {-i'r'(zlD - zlil))r'iCPp -- CP(P Pi)

+i:ltrr'(zpúza zpa - z,paz,pz,pú) r'i

Considerando ainda q = 1 e S = 1, a estatística da razão de verossimilhança para testar

a hipótese .f/'3 : ai = 0 contra /7 : /ii # 0, assumindo que pi = p -- l e al. := 1, pala

/ = 1. . . . . zz. é dada DOI

z,R'; {z(,ê-,Õ,,q) z(o,À,l)} ,
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que sob f73' é assintóticamente distribuída como X:.i' As matrizes W, F', /lr, Q, q)t. Q'2, Z20

Z2aa, Z,ã). Z,3) são definidas como as do teste de /7i na Seção 2.2. De (2.36) segue que

CP+l C2
P l

com

e

Cp+t ' c2 = cPp ' cOi +
(P - l)(P + 3)

#tr(zg.) glfi'zÁ:'lCPP -- C01

+51:elrZ..Z.Zoar +
/' -A.«

Para o modelo de regressão introduzido na Seção 2.2.1 com funções de ligação identidade

para a média e logarítmica para o parâmetro de precisão, respectivamente, a correção de

Baltlett c para o teste de Pi = 0 vem de (2.37) apresentando pouca simplificação.
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Capítulo 3

Correção tipo-Bartlett para a

estatística encore

3.1 Introdução

O teste escale, assintoticamente equivalente ao teste da lazão de verossimilhança (White.

1984), requer somente estimação sob a hipótese nula, o que o torna mais atraente quando a

estimação sob a hipótese alternativa exige um extenso trabalho computacional.

barris (1985) obteve uma expansão assintótica para a distribuição da estatística escore

Sn, até ordem 7z 1 . Em lugar de modificar a estatística escoie, Harris mostrou que até ordem

O(n':), P(Sn 5; z.l = P(N' 5; ".) = 1 -- a, onde z« é o quantil modificado de Sn e #. é

o quantil da distribuição X2 de referência associados a um nível de significância cl. Honda

l 198SI derivou a coiieção do valor crítico da estatística Sn para o teste de homocedasticidade

no modelo definido em it.l) considerando função de ligação identidade para a média c

qualquer pala o parâmetro de precisão.
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Baseados no trabalho de Harris (1985), Cordeiro e Ferrari(1991) obtiveram um fator de

correção para Sn. denominado favor de correção tipo-Bartlett, de forma que a estatística es-

core aperfeiçoada por esse favor de correção tem distribuição X2 até ordem n'i sob a hipótese

nula. Segundo eles, sob certas condições de regularidade, a estatística encore modiâcada é

obtida através da multiplicação da estatística escore original por um polinâmio de segundo

grau na própria estatística.

A partir do trabalho de Cordeiro e Feirari(1991), muitos resultados têm sido publicados

envolvendo estatísticas escore aperfeiçoadas por falares de correção tipo-Bartlett em várias

classes de modelos de regressão. Cribaii-Neto e Ferrari(1995a, b) apresentam correções tipo-

Bartlett para a estatística escore em teste de hipóteses no modelo normal heterocedástico

definido em (1.1), considerando apenas a função de ligação identidade para a média. Neste

capítulo, encontramos coneções do tipo-Bartlett para a estatística escore associada a testes

de hipóteses sobre a média e/ou parâmetro de precisão em modelos normais heterocedásticos

com funções de ligação quaisquer para a média e para o parâmetro de precisão.

Neste trabalho não consideramos modificações no valor crítico da estatística escore ou

qualquer estudo sobre a monotonicidade desta estatística, como sugerido em Cordeiro, Ferrari

e Cysneiros(1998). Nos restringimos apenas a estudos de correções na própria estatí stica
escore.

3.2 '1Festes simultâneos sobre a média e o parâmetro de

precisão
+

Nessa seção, obtemos correções tipo-Rartlett para as estatísticas escore dos testes das

hipóteses sobre a média e o parâmetro de precisão simultaneamente. Consideremos o modelo
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normal definido em (1.1) e as partições ar = (Pir,P2r) para o vedor P e yr = ('h7','y2r)

par; ' "tor 7, o«de ai = (Pi....,0..)r,/32 = (0..+1,...,/3.)r, '- = ('yi,...,7,.)7' e

'y2 - ('yq.+l,. . . ,'y )r, com pi$p e qi$q. Essas decomposições induzem as corresponden-

tes partições X = (XI, X2) e S = (SI, S2), onde Xi, X2, St e Sa são matrizes conhecidas de

posto completo e dimensões n x pi , n x (p -- pl), n x qi, n x (q -- ql), respectivamente.

Estamos interessados em testar a hipótese .f/i : al - /3i(o), ,y: . ,y.(o) contra // : pelo

menos uma das igualdades é violada, onde Pi(o) e h(o) são velares conhecidos de dimensões

pt e qi, respectivamente.

Seja Ot = (/3r',7r)r o vedor de parâmetros de interesse e 02 = (P2T,72T)r o vedor de

parâmetros de perturbação. A função escore conespondente é dada por

u - ÇUT,uT'f.

onde

uT tÇ13,'{)lao* .Ç13*.D.,'Y-.là, u!*Ç13*.P,.'x*.l;6''

[4', 'V)/a0: P,, 7:, 7,), te(/3:,P,,7-, 7,))r
Além disto, a matriz de informação total de Fisher correspondente é dada poi

e

A'p.. o l Kp:,
0 0'+

/I'p:. o t /I'p:,

o K.,. l o
« - l ::: /\ 22

onde as mail'lzes /v7ii ) /v3i2 /\'T., ./t 22) /\'HI ) -lt'vi2

2.2. Definimos. também. as matrizes

e /\a,, estão definidas na Seção

«-l= ,;. l
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e M = Ã''' Á, onde

A

Ã

1 1

21

De acordo com Rao (1948), a estatística escore Sn pala o teste de Xi tem a forma

s« = ü7'Ã'::ü: , (3.i)

ou seja, Ut e /\':: são avaliadas em (P,+) = (/3Í')r, /3, ,,.y(o)r,l2T)r, sendo P2 e {2 os estima-

dores de máxima verossimilhança de a2 e '2, respectivamente, sob a hipótese nula .17i.

A forma corrigida para a estatística escore Sn, de acordo com Cordeiro e Ferrari(1991),

é dada por

s-' lt- i2«(«+H(«+qs«'- '4''2A s, 12u (3.2)

e tem distribuição X: até ordem 7z'' , sob a hipótese nula //l , onde t& = pt +qi. Os coeficientes

,4i, Á2 e Á3, são obtidos a partir das expressões (A.l) a (A.3) apresentadas no Apêndice,

podendo ser escritos como

'4i 3,4 1 1 -- 6,4i2 + 6Ái3 -- 6.4t4, (3.3)

A2 " i+6Á22 6.42s + 3Á2a (3.4)

e

43 :: 3,'13i + 2,432 (3.5)

Para o modelo normal em (1.1), os elementos Áii,. . .,.4t4,Áai,.. .,.424,'43t e Á32 foram

desenvolvidos substituindo os cumulantes apresentados 110 Apêndice nas expressões (A.l) a
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(A.3). Esses elementos assumem as seguintes formas matriciais

I' 'DT'Z20a(ZP -- Z2P)Z20ar'q) l + I' 'DiWZ2Pa(Za

+l' (q''''D? - ;q''''b:©,)z,~.(z- - z,~)z,pan'©:

+l' 'P.l,t/Z,o (Z~ - Z,~)Z,,.a(Q';'D?

Z2,v)Z2PÚW'®i l

l
l

®-''D:©,) l2

-;®-:'D-©,)Z2,..(Z. -+l' ('P';®? 2
l 2

Z2,.al'b ''© :l l® 2
2

z:.)
(3.6)

I' ')i IV'Z2PaZ2,(ZOa -- Z2Pa)W'Di l

-i' ®- n'z,,.z,,,(z~. - z,..)q'''q'il l

-l'(©';'D? - ;©''q':'D,)Z,,«'Z,~(Zo-

-i' (©''Qil - ;q'-''D- '},)z,-.'z,,(z«'

Z,P.)'D:W' l

z,~.)q'''©? l (3.7)

--l' (>r'lZ2P C) (ZP -- Z2P) 0 Z2P}F'D l

+l' 'btWTZ20 0 (Z, -- Z2.) 0 Z20'DtW l

+l'(@'''P?+ ;Q''@:'b,)Z:~ C'(ZI - Z,-.)

0Z,,,(Q''®?
l
®-''D-©,) l

2
(3.8)

tr{(3'D''©? ©?'},Q';)Z,..(Zad - Z,.a)

+(2q''' n'®? - ©, }ç')z,~a(zPa z,P.)

+2Q-' n'©fz20a(z.a - Za,ü)}, (3.9)

Á21 I' q'i W(ZPÚ -- Z2aa)Z2.,(ZPa -- Z20a)©il' l

+2 X I' 'D''(D?(Zld -- Z2.a)Z2.(ZOd -- Z20a)©iW l

+l' © ;$?(Zld -- Z2.a)Z2.(ZIÚ -- Z2~a)©'''b? l, (3.10)
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'422 I' 'D: WZ20a(ZI

I' @';©? - ;©

I' 'D: H''Z,Pa(Z,

:' p-'o'? - 5©

- Z2,)(ZOa -- Z2Pa)®l»''

''P:Q:)Z,,d(ZI - Z,.,)(ZOa

- z,.)(z,- - z,~.)@ ''Pt l

:'D:©,)Z,,a(Z, Z,~)(Z,.

Z,#.)'D:W' l

z,,.)©';©? l,

(3.11)

'423 21' 'DiW(ZO - Z2P) 0 Z2P(ZI - Z2,)QiW l

+l' ®iW(ZP -- Z2P) C) Z2~(ZO -- Z2P)®lW l

+l' ©';©?(z, - z,.) o z,~ o (z. - z,.)®';õ?, (3.12)

(3.13)'424 3tr{(Z,a -- Z,..,Ú)''D'' q'Í},

'43i I' '>iW'(ZPa -- Z2Pd)(Zv -- Z2~)(ZPÜ -- Z2Pa)W®i l

+l' ©''©?(Z,a - Z,~a)(Z, - Z2,)(ZPa - Z,aa)W'®: l

+l' q'ln'(zod -- z20d)(zl - z2,)(z~.í - z2,a)©il'b'; l

+l' ®''Õ?(ZI. - Z,,.)(Z, Z,.)(Z.. - Z,.a)Õ?'D'' l (3.14)

e

31' 'DiW'(ZP -- Z2P)0(ZI -- Z2,)0(ZP -- Z2p)'DiW l

+l' Q''©?(Z. - Z,.)0(Z, - Z,,)0(Z. - Z,~)'D''®? l,

(3.15)

onde todas as matrizes envolvidas estão definidas nas Seções 2.1 e 2.2, sendo avaliadas sob o

modelo restrito especificado por .llrt . A notação O indica a operação produto interno entre
matrizes.

Como uma aplicação da correção tipo-Bartlett para a estatística escoie, consideremos o

testedahipótesenulaH'i :0t =0,'yt =0,compt =p l,qi =q--l,zl.=leslç =l
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para / ' 1, . . . . n contra a hipótese alternativa .f/ : pelo menos uma das igualdades é violada,

no modelo normal definido em (1.1). A estatística encore corrigida é obtida de (3.2) e tem

distribuição X2+q.2 sob a hipótese nula, até ordem n'i. Sob H'i, temos que X = S = 1 e as

matrizes F', I'V'. q), õi, Q2, Z20, Z2#.í, Z2v, z2-rd, Z#, Zoa ,Zv, Z.,a são iguais as definidas na
q.,;. 9 9
LJ v \-UV H 0 H «

Os coeficientes Á., .42 e Á3 são obtidos de (3.3) a (3.15) e dados por

": - «'.« -- :;0*"' + "'" -' 'N''""

:«-*Jh-.-l( ;'' (3.16)

''l2 -TO+ H*'J«Nal - yO+ q"'A'J.' - ="'J O A'«

yt'JO JI + ;b(iS6 -t 36B)I'Jvl + 48 I'J1 + 36 x tr(Nó')

l,' - =.«' - a«+ !("+ ":a, -- Tw - n«

138 36B
(3.17)

e

'43 61'JúJVJa1 + 24 x I'.NaNJal + 24 x I'/VaNAral -- .=1'N/Val

llg1'7VJ.1+ 12 x I'J C) Ar 0 Jl+ l(j x I';'\r © /V 0 NI

;-'. . ~« -- T'''»' -- :"'': - :"' - :«'
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24 24 24 82 .. ..~
-- Pq+ P+ q-- , Lo'ioJ

72,' ' n ' n ' n

onde B = 2 -- ilià! e as matrizes J e JV são as definidas na Seção 2.2 Considerando a função

de ligação identidade para a média temos W :: /, r' = 0 e as expressões de .4i, ,42 e Á3 em

(3.16) a (3.18), respectivamente, simplificam-se muito pouco'

3.2.1 Modelo de regressão linear simples

Clonsideiemos um modelo normal heterocedástico definido poi (1.1) com componentes

sistemáticas d(pl) = ?1 = 02 + /miai e g(@l) = rr = 'y2 + "ytsl, onde zi e sl denotam os valores

das variáveis explicativas z e s, para / ' l,. . . ,n. Para o teste de H'i : Pi = 0,7i = 0,

utilizamos a mesma notação da Seção 2.2.1, encontrando, a partir de (3.16) a (3.18) as

seguintes expressões .4t, ,42 e Á3

,,i: . (3.19)

''l2
114 24 ul:.s . 36 u4.

n 7Z '02a} '02s n' '02s
(3.20)

e

BJ$«. + !"'',,",' + g$. (3.2D+ ' .. ..3 ' \
n '02a'D2s 7'Z 02r'U2s 7'} 'U2s

É interessante observar que os termos .4i, .42 e Á3 em (3.19) a (3.21) não dependem das

funções de ligação consideradas pa.ra a média e para o parâmetro de precisão.

3.3 Testes sobre o parâmetro de precisão

Consideremos o modelo normal dehnido em ( 1.1 ) e a partição 'yr - ('ylT, 'zr) para o vetar

),. onde 'h =('yl,...,.yç.)T e '2 =('yç.+t,.-.,.yç)r, com q.$q. Essa decomposição induz a

40



correspondente partição S IS- , S2 )

Estamos interessados em testar a hipótese .f/2 : 'h = 71(o) contra /7 : 'h # 'h(o), onde

(o) é um vedor conhecido de dimensão qt.

Seja 01 = 'i o vedor de parâmetros de interesse e 02 = ('y{,/3r)r o vedor de parâmetros

de perturbação. A função escore correspondente é dada. por

u - tuT, u:'Í .

onde

U.. = ÕÊÇO."Y)laOt = U-..{..B,'xt ,'lal

e

u{ = aeçB,-f)lao. Çl3.''t-.-faà. UT ÇO,-t*,-{,)'F

Além disto, a.matriz de informação total de Fisher correspondente é dada por

K.:. K,:, o \
Ã'~:. /\b,, o l
o o lÇp,o l

onde as matrizes /\b.: , /\'..., = /\'12. , Jt'v'2 e /\'P,P estão definidas na Seção 2.2. Temos

A estatística escore Sn para o teste de .fJ'2 tem a forma

/\'22

s«- {lTR\'(í* ,

onde t/i e /\'il estão a.valiadas em (pr,7io)r,,t{)I'', sendo P e {2 os estimadores de máxima

verossimilhança de /3 e -/2 sob /72.
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A forma corngiaa para a estatística estore õa, ae acordo com (.;or(leito e I'errara ( 1991 ),

é dada por

Sn' = Sn
"2«: h- + nh- + © s«' - 'Ül;lf:i?ibs-

.4t -- .,42 + .43
12ql

(3.22)

e tem distribuição X3. até ordem O(n':) sob a hipótese nula H2. As quantidades em (3.3) a

(3.5) para obter os coeficientes Ái, Á2 e Á3, são obtidas a partir das expressões (3.6) a (3.15)

considerando que Z = Z2P e são dadas por

I' q'i14'Zoü(Z~ -- Z2,)Zoar'r'D. 1 + 21' (®''Q'f :'D-'®i©2)Z2~a

( Z,« - Z2,*)ZPaH'q': l + I' (©'''>? - ;'>-'Q':©,)Z2~d(Za - Z2~)

z,.. ( 'p '; 'pf

'4ii

'D-'Q-©:) l2 (3.23)

I' 'Di WZPaZ2.(Z,a - Z2..í)a''''P? l

-i' ('b';'b? - i'p-''>-ü'z)z:~'z,,(z«' - z,-.)@''õ? i, (3.24)

'4i3 I' ÕiH''ZP 0 (Z~ -- Z2,v) C) Za4)tW l + I'('b''®:l

0(ZI - Z,,) 0 Z,,(®'''Df - ;©-''b:'>,) 1,

'> -'® :@:)z,,
2

(3.25)

'4i4 tr{(3Q'f'D'' - 'D.''>2'D';)Z,,.d(Z7d - Z,..Í)

+2'D-:WQ'fZoa(Z.a Z2.a)}, (3.26)

(3.27)'42t I'Q''Õ?(Zad Z2.ú)Z2~(Z.a -- Z2,al®-'Q? l,

'422 I' 'D- Pt'Za.(ZI Z2-,)(Z.a -- Z2~a)$'''D?
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I'('b';'b? - ;®-'®-'b,)Z,,'(Za - Z,~)(Za' - Z,~.)©''®? l,

(3.28)

'423 I' ©';©?(Z~ - Z:~) Q Z,, 0 (ZI - Z,.)'D';'b? l, (3.29)

l3.30)'424 3 tr{(Zld -- Z,..)'q'-'O''},

'43i I' ©''@?(Z,a - Z,,.Í)(ZI Z2~)(Z,a - Z2,a)®';®? l (3.31)

e

'432 i'o''oil(z. Z,,) 0 (Z. - Z,.) 0 (ZI z,.)'D';@? l (3.32)

Como uma aplicação vamos considerar o modelo normal dado em (1.1) com função de

ligação identidade para a média, função de ligação qualquer para o parâmetro de precisão e

o teste da hipótese /7'2 : "yi = 0, com qi = q-- l e slç = 1 para / = 1. . . . , n contra 17 : 7t # 0.

Aqui, a estatística escora corrigida, dada em (3.1), para testar H2. tem distribuição X:.,

onde qi = q -- 1. Então, sob H2 temos que Z2,v = 2Ó2(n(í2)'tllr, Z2-,a - 2Ó2(náf)'i/

Z. = (2Óa l8'z )N, Z-,a = Ç'ZÓa l8ax )Nd, ZO = ÇL IÓ)J e ZOa = Ç\ j$àJü. onde as maht\zes J, N e

as quantidades âi e (i2 estão definidas na Seção 2.2. Assim os termos em .4i, ,42 e .43 vêm de

(3.3) a (3.5) e de (3.23) a (3.32) e Ái -- Á3 são dados por:

,4i = 61'JaN./.í1 + 121'JC) N © J1 - 24tr(JaJVa) + -!!B

o'x'J.i-n-'-:p 419 0'A't-o

*w'« - ", *;,
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'42 36 tr(AÜ) - 24 1'JdNNal + 24 I'JaN.l
24
=- BVNNa'\.
n

24 2 )I'NI2n WÜ + ' --Ç) - BK - :%),

24 1'ATÚATNa l 1111'.Nú.IVI +161'JV 0 N 0 N'l

1(3q' + 5)
72.

3.3.1 Modelo de regressão linear simples

Conside:emos o modelo «ormal em (1.1) com d(p1) = ,71 = /32+Plzl e g(él) = rz = 2+"y:'Z,

onde zí e si denotam os valores das variáveis explicativas # e s, para / - 1, . . . , n. Utilizando

a notação da Seção 2.2.1, temos que a estatística escora corrigida para testam a hipótese

X'a : li = 0 é obtida de (3.22) com seus coeficientes .Ái,Á2 e 43 obtidos de (3.3) a (3.5) e

(3.23) a (3.32). Encontramos

'4i 3 ó?l m'Zoa.Z,,ZPaLVI -- !Í-Ítr(m'Zpa)}'

+:(?f - á2)I'z~zoan'1 + 68?1rwzaa o z, o zPm'l

]gg.I'n'z. o za rl -- lggtr(H'ZaaZ~a) (3.33)

'42 -T,'wz,.",",," -.- :;"''"4,.", «

111@lrTTZoal + !g(72. + 3) +
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"; - :B-T,?,, o.3H

onde -yi. = .ll;Z} e 'y2' ' .l;!' são respectivamente as medidas de a.ssimetria e curtose pa-
o;i ' "ã.

dronizadas de s E interessante observar que, neste caso, as expressões Ái e .42 dependem

das funções de ligação para a média e pala o parâmetro de precisão. Se, neste caso, con-

siderarmos uma função ligação identidade para a média e centrarmos a variável explicativa

s, as expressões (3.33) a (3.35) igualam-se às expressões (6) a (8) de Cribari-Neto e Ferrari

j1995a).

e

Considerando o modelo normal com ligação identidade para a média e logarítmica para

o parâmetro de precisão, obtemos

,'i. - 6(-!!L-
' 72'U2r'U2s n''02z'U2s n''U2a'U2s

', - (:-:=--:=g=).
sendo que Á3 é o mesmo da expressão (3.35). Pata X = S, temos ,4i = --1(8 + 4"y2, -- 3'vf,)

e ,42 = --(3 + 3'y2, -- 2"y?,) que igualam-se às expressões de (9) e (lO) de Clribari-Neto e

.férrari
n

3.4 Testes sobre a média

Consideremos o modelo normal em (1.1) e a partição /3r = (pir,#2r) pala o vetou P,

onde /3t = (/3i,. .. ,/3..)r e /3, = (.(3,.+1,.. .,/3.)r, com pi$p. Essa decomposição induz a

correspondente partição X = (XI, -X'2).
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Estamos interessados em testar a hipótese Ha : /3t - '3i(o) contra H : Pt # /3:(o), onde

a:(o) é um vetou conhecido de dimensão pt.

Seja 0i = Pi o vedor de parâmetros de interesse e 02 - l/32T, -y )r o vetar de parâmetros

de perturbação. A função escore correspondente é dada por

u - WT. u:''f ,

onde

ailÇ13."f)it)0x = Uo. Ç13t. 3z, l)

e

q attB,'Y)lao. 'E,Çi3~.i3,.l), t'llÇi3~.0,,l)V'

A matriz de informação total de Fisher correspondente é dada por

Ã'a.: o l
Ã'p« o l

onde as matrizes /\'P.., /I'r . /\'0 , /IÜ,: e /I'vv estão definidas na Seção 2.2

« - l ::: =::

Temos

A estatística escore Sn, para o teste de //3 assume a expressão

s« R»tl~.

onde Üi e Â': estão avaliadas em (#ÍO)r,Õf,,tr)r, sendo i2r e { os estimadores de máxima

verossimilhança de /32 e ,y sob .fJ'3.
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A iuiiiió, uiiig.iu':t par tt crua,bíblica, escuro OB, ae acordo com \..,;oraelro e I'êrrarl (1991).

é dada pela expressão

Sn* = Sn
i2p: :-qb:+qs«'

Ái -- .42 + ,43

12Pi (PI + 2)''' 12Pi (3.36)

e tem distribuição X'. até ordem O(n'l) sob a hipótese nula X3. As cluantidades em (3.3) a

(3.5) para obter os coeficientes .4i , Á2 e 43, são obtidas a partir das expressões (3.6) a (3.15)

considerando que Z.r = Z2.. e são dadas por

.4.. - 1' ©F'Z,Pa(Zo Z2P)Z20aF'(D l, (3.37)

I' {'b: H''Z,Pa -(@';Q? - ;©-'Q:Õ,)Z.a}4
l Zaa -- Z2Pa)q)i W l, (3.38)

'4t3 I' 'DT'ÍZ,P 0 (Zo Z2P) 0 Z2P}F'Q l, (3.39)

(3.40)'4i4 tr{(2Q :W'Pf 'b2W)Z,a(Zoa -- Z20a)},

'42i I' 'DI W(ZPa -- Z2Pa)ZI(ZOd Z,p.)'>.H'' l. (3.41)

'422 :: '424 := 0 l3.42)

(3.43)'423 I' {'bt }t/(ZP Z2P) © Z~ 0 (ZÓ Z2a)'Dtl,V' l

.43i = .432 = 0. (3.44)

47



Como uma aplicação consideremos o modelo normal em (1.1) com funções de ligação

quaisquer pala a média (d(p) = r/ = X/3) e para o parâmetro de precisão (s(é) = r = S'y),

S = 1 e a hipótese X'3 : ai = 0 com pi = p -- l e zl. = 1, para / = 1, . . . ,n. A estatística

encore corrigida, dada em (3.36). tem distribuição X:. com erro de ordem O(n'2). Os termos

em .Ai, .42 e .43 vêm de (3.3) a (3.5) e de (3.37) a (3.44) sendo que .4i, .42 e ,43 resultam em

.4- - i{ %(=-i'JI -i)+4(p- i)}

2

.42 :(:-'''" - ,' - D
e ,43 = 0

Podemos observar que, neste caso, Ái depende apenas da função de ligação considerada

para a média, enquanto que .42 não depende das funções de ligações adoradas para a média

c para o parâmetro de precisão.

48



Capítulo 4

Resultados de simulações e aplicação
a dados reais

4.1 Resultados de simulações

Apresentamos, nesta seção, um estudo de simulação onde comparamos os desempenhos

das estatísticas da lazão cle verossimilhança (LR) e escoie (Sn), não corrigidas, e de suas

versões aperfeiçoadas por fa.bofes de correção de Bartlett e tipo-Bartlett, respectivamente,

associadas a três testes de hipóteses pala os modelos normais heteiocedásticos definidos em

jl.l). Para este estudo, consideramos um modelo com

PI P, + P:"i (4.1)

e

--log(Ó1) = '2 + 7izi, (4.2)

para / ' 1, . . . , n. Os valores da variável independente T foram obtidos de maneira a esta-

bilizar os coeficientes de assimetria e curtose para diferentes tamanhos de amostras. Pala
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rz = 10. esses valores foram tomados das distribuições U(0,1) ('yf, = 0.00, "y2, = --1,22),

N(0,1) ('yf, = 0,00, '2; = 0,75) e LN(0,1.25') (yf, = 3,21, '2, = 2,irl através da

expressão
. // - 0.5\

zi = quantil l :----:= 1,/ = 1, ...,10
' \ 10 / '

Pala outros tamanhos de amostras, os valores de zr focam replicados a partir dos obtidos

para n ' 10. Pala n=20, por exemplo, temos ai,zl,z2,#2,...,zio,rio, onde zl,...,zio

são os dez valores gerados das distribuições mencionadas. De forma análoga, obtivemos os

\dores de zl para outros tamanhos de amostras.

Foram geradas 10.000 amostras de n observações (n = l0,20,30.40) de um modelo

normal heterocedástico através do pacote computacional S-Plus (versão 4.5) considerando

(3i = 0, /32 = 1, 'yt = 0 e ,y2 = 1.

Para cada amostra os parâmetros roíam estimados sob as hipóteses nu]as ]1/'l : /3i - 't '

0, .f/'2 : 'i = 0 e .f/'3 : /3i = 0 e sob o modelo irrestrito, utilizando o processo iterativo escore

de Fisher, discutido na Seção 1.2 do Capítulo 1, por meio da linguagem de programação

Fortlan (versão 77). Com base nos resultados das Seções 2.2.1, 2.3.1, 2.4, 3.2.1, 3.3.1 e 3.4,

calculamos, em seguida, os valores das estatísticas LR, Sn, Z,R* e S; e suas respectivas taxas

de rejeição, isto é, a.s piopotções cle vezes em que Z,R, LR', Sn e Si excederam os valores

críticos z. obtidos da distribuição X2 para os níveis nominais a = 1,0; 2,51 5,0 e 10,0%.

Para as hipóteses //'1, }l/'2 e H'3 considera.das, os valores de q são, respectivamente, 2, 1 e l.

4s taxas de rejeição estão exibidas nas Tabela.s 4.1 a 4.9. Analisa.ndo essas tabelas, podemos

observar que

e As taxas de rejeição de LR estão, em geral, mais próximas dos correspondentes níveis

nominais, para os testes das três hipóteses, quando a variável independente é obtida da

distribuição uniforme. Para a estatística Sn, as taxas de rejeição estão mais próximas

dos correspondentes níveis nominais cluando a variável independente é obtida da dis-
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tribuição uniforme no caso do teste da hipótese .f/'2 e da distribuição normal para os

testes das outras hipóteses. Em resumo, as taxa.s de rejeição cle Z,R e de SX estão mais

próximas dos conespondentes níveis nominais quando a variável independente é obtida

de uma distribuição simétrica com coeficiente de curtose pequeno ou moderado.

8 As taxas de rejeição de Sn e de SÃ estão, em geral, mais próximas dos correspondentes

níveis nominais do que as de Z,R e de Z,R*

e Na maioria dos casos, as taxas de rejeição de LR* e de Sã estão mais próximas dos

níveis nominais do que as correspondentes taxas para Z,R e Sn.

e A medida que o tamanho da amostra desce, as taxas de rejeição de LR, Sn, LR* e Sn

se aproximam dos correspondentes níveis nominais.

8 As taxas de rejeição de LR e de Z,R' são, em geral, maiores do que os correspondentes

níveis nominais, enquanto que as taxas de rejeição de Sn e de Si são menores, indicando

então que o teste encore e sua versão corrigida são mais conservativos do que o teste da

razão de verossimilhança e sua versão corrigida. Em testes com restrições lineares nos

parâmetros da regressão em certos modelos normais lineares, Bleusch (1979) mostrou

que é válida a relação LR 2 Sn para quaisquer conjuntos de dados (vede também

Evans e Savin, 1982). Em outras palavras, estes autores já haviam notado que o teste

encore é mais conservativo que o da lazão de verossimilhança.
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Tabela 4.1: Taxas de rejeição para o teste da hipótese X'i : /3i - "h

Valores da variável independente obtidos da U(0,1).

Tabela 4.2: Taxas de rejeição pala. o teste da hipótese //'z : 7t =0

Valores da variável independente obtidos da U(0,1).
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n a(9 )     Sn S;z n a(9 )   LR Sn SL

  10 20.1 12.3 8.0 9.6   10 12.8 1o.4 9.5 10.1

10 5 12.3 6.8 2.9 4.5 30 5 6.8 5.1 4.2 4.7

  2.5 7.6 3.8 0.8 2.0   2.5 3.5 2.5 2.1 2.4

  l 4.4 1.8 0.1 0.5   l 1.5 1.0 0.6 0.9

  10 [3.6 l0.2 8.8 9.6   10 12.0 l0.2 9.9 l0.2

20 5 7.5 5.1 4.1 4.9 40 5 6.4 5.1 4.6 5.1

  2.5 3.9 2.5 1.7 2.4   2.5 3.4 2.6 2.2 2.6

  l 1.8 1.0 0.5 0.9   1.0 1.5 1.1 0.8 1.0

n a(9 )     Sn SÃ n «(%)   Ln Sn si
  LO L8.8 L3.2 6.3 8.:3   10 12.6 l0.3 9.2 10.0

10 5 11.8 7.3 2.3 3.8 30 5 6.6 5.3 4.2 4.9

  2.5 7.6 4.1 0.9 1.7   2.5 3.4 2.6 2.0 2.4

  l 4.3 2.1 0.2 0.6   l 1.4 1.0 0.7 0.9

  [0 L3.4 l0.4 8.3 9.5   10 LI.5 10.0 9.4 LO.l

20 5 7.3 5.3 3.9 4.9 40 5 6.2 5.3 4.8 5.3

  2.5 4.0 2.6 1.5 2.3   2.5 3.5 2.8 2.4 2.8

    2.0 1.3 0.6 0.8   l 1.5 l . l 0.7 0.9



Tabe[a +.3: Taxas de rejeição para o teste da hipótese ]]/'3 : /3t =0
Valores da variável independente obtidos da U(0,1).

Tabela -1.4: Taxas de rejeição pala o teste da hipótese X'i : ai - 'i

Valores da variável independente obtidos da N(0,1).
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  a(9 )     Sn s;l n a(9 )     Sn  
  10 17.7 12.6 9.1 9.8   10 12.1 l0.2 l0.2 9.9

10 5 12.0 8.6 6.1 6.1 30 5 6.6 5.1 4.7 4.8

  2.5 9.0 6.9 5.1 5.1   2.5 3.6 2.5 2.2 2.4

  l 7.1 5.7 4.7 4.6   l 1.5 1.0 0.7 0.8

  10 12.5 10.0 9.2 9.4   10 11.5 10.0 9.8 9.9

20 5 7.3 5.3 4.5 4.6 40 5 5.9 5.0 4.9 4.9

  2.5 4.1 2.9 2.2 2.4   2.5 3.1 2.3 2.1 2.3

  l 2.4 1.6 1.4 1.2   l 1.3 1.0 0.8 0.9

  a(%)   Ln Sn SÃ n a(%)     Sn si
  10 21.6 13.6 8.6 9.8   10 L2.8 l0.3 9.5 10.0

10 5 13.7 7.6 3.7 4.5 30 5 6.9 5.2 4.6 4.8

  2.5 8.9 4.2 1.3 1.8   2.5 3.7 2.6 2.2 2.4

  l 4.9 2.0 0.3 0.5   l 1.6 1.0 0.9 1.0

  10 14.0 l0.4 9.3 9.9   10 [2.2 L0.2 9.8 10.1

20 5 7.9 5.2 4.4 4.9 40 5 6.4 5.1 4.9 5.1

  2.5 4.2 2.4 2.1 2.4   2.5 3.4 2.7 2.4 2.6

  l 1.9 1.0 0.6 0.8   l 1.5 1.1 0.9 1.0



Tabela 4.5: Taxas de rejeição para o teste da hipótese H'2 : "h =0

Valores da variável independente obtidos da N(0,1).

Tabela 4.6: Taxas de rejeição para o teste da hipótese H'3 : /3i =0

Valores da variável independente obtidos da N(0,1).
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n a(9 )     Sn S;z n «(%)     Sn S

  10 20.7 14.3 4.7 7.7   10 12.9 l0.6 8.5 9.8

10 5 13.6 8.4 1.7 3.3 30 5 6.9 5.3 3.9 4.8

  2.5 9.1 4.9 0.6 1.4   2.5 3.5 2.5 1.9 2.3

  ] 5.3 2.5 0.1 0.4   l 1.4 1.0 0.7 0.9

  10 13.8 l0.6 7.7 9.4   10 11.5 10.0 8.8 9.9

20 5 7.8 5.6 3.7 4.8 40 5 6.6 5.5 4.8 5.3

  2.5 4.4 2.9 1.7 2.3   2.5 3.5 2.9 2.4 2.8

  l 2.1 L.3 0.6 0.8   l 1.6 1.2 0.7 0.9

  a(9 )   Ln Sn   n a(%)     Sn SÊ

  [0 20.0 L3.9 6.2 6.6   [0 [2.5 l0.3 9.8 9.9

10 5 14.0 9.5 2.9 }.0 30 5 6.8 5.3 4.6 4.9

  2.5 l0.5 7.3 1.8 2.0   2.5 3.7 2.7 2.1 2.4

  l 7.9 5.8 1.4 [.2   l 1.7 1.2 0.8 1.1

  10 13.3 10.1 9.3 9.3   10 11.6 [0.0 9.8 9.8

20 5 7.5 5.6 4.3 4.6 40 5 6.0 4.9 4.7 4.9

  2.5 4.8 3.4 2.2 2.6   2.5 3.0 2.3 2.1 2.3

  l 2.8 2.1 1.5 1.3   l 1.4 1.1 0.8 1.0



Tabela 4.7: Taxas de rejeição pala o teste da hipótese .17'i : Pi = 'i =0
Valores da variável independente obtidos da LN(0, 1.252).

Tabela 4.8: Taxas de rejeição para o teste da hipótese .f/'2 : 'h = 0.

Valores da variável independente obtidos da LN(0, 1.252)
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  a(%)     Sn SÃ n «(%)   LN Sa  
  10 17.2 8.4 9.0 l0.9   10 16.5 11.3 8.7 9.6

10 5 11.8 4.8 6.1 7.1 30 5 9.2 5.8 5.3 5.0

  2.5 8.3 2.6 4.2 3.1   2.5 5.6 3.3 3.7 0.0

  l 5.2 1.5 2.6 0.0   l 2.9 1.5 2.1 0.0

  10 20.0 12.8 8.5 9.4   10 14.7 l l.l 8.7 9.8

20 5 12.7 6.9 5.6 5.1 40 5 8.5 5.9 5.3 4.9

  2.5 8.0 3.8 3.8 0.0   2.5 4.8 2.9 3.5 0.0

  l 4.3 1.6 2.3 0.0   l 2.1 1.1 2.0 0.0

n a(%)   LR Sn s;i n a(%)     Sn  
  10 18.2 8.6 0.0 0.2   [0 16.5 l l.l 4.6 7.5

10 5 12.6 4.9 0.0 0.0 30 5 9.9 6.0 2.0 3.3

  2.5 9.2 2.6 0.0 0.0   2.5 6.0 3.3 1.3 1.7

  l 6.0 0.9 0.0 0.0   l 3.3 1.3 0.8 0.9

  10 21.4 13.2 3.2 5.7   10 15.3 [ 1.] 6.1 8.7

20 5 14.0 7.0 1.9 2.9 40 5 8.8 5.7 2.8 4.3

  2.5 8.6 3.8 1.2 2.1   2.5 5.0 2.8 1.8 2.4

  l 5.0 1.7 0.7 L.2   l 2.3 1.2 0.9 1.2



Tabela Taxas de rejeição para o teste da hipótese X'3 : Ot = 0.

Valores da variável independente obtidos da LN(0, 1.252)
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n a(9 )     Sn si n a(%)   LN Sn SL

  10 19.7 [0.0 17.2 13.9   10 16.9 11.6 9.0 9.7

10 5 14.8 6.6 11.0 9.9 30 5 10.1 6.4 3.6 4.1

  2.5 11.6 4.7 7.3 7.7   2.5 6.2 3.4 1.0 1.6

  l 8.6 3.5 4.6 6.5   l 3.2 L.5 0.3 0.6

  LO 22.5 15.1 7.7 8.9   10 15.0 [ 1.] 9.6 10.0

20 5 15.1 9.0 3.2 3.4 40 5 8.7 5.7 3.8 4.2

  2.5 l0.3 ).D 1.6 2.0   2.5 4.8 2.9 1.1 1.9

  l 6.3 3.4 1.2 1.1   l 2.3 L.2 0.2 0.6



4.2 Uma aplicação a dados reais

Os dados da Tabela 4.10, obtidos de SimonoH e Tsai(1994), representam as taxas mensais

de retorno de ações de mercado (X) e da Corporação .Xcme Cleveland (Y), no período de

janeiro de 1986 a dezembro de 1990. Estes autores sugerem que os dados sejam mode-

lados através do modelo normal heterocedástico dado em (1.1) considerando as seguintes

componentes sistemáticas para a média e o parâmetro de precisão

n = í3a -} l3\at

e

-log( Óz)

pala / - 1, . . . , 59 (o caso deferente a outubro de 1987 foi eliminado por ter sido considerado

um ponto discrepante no conjunto de valores). Nosso objetivo é testar Ho : 7t = 0 contra

# : 'h # 0, ou seja, se o modelo é homocedástico. Através do procedimento de estimação

proposto na Seção 1.2, encontramos, sob o modelo irtestrito, as seguintes estimativas de

máxima verossimilhança, P2 = --0,00492, 0i = 1.25270. 6'2 = --4,41000 e +i := 8,09200.

Sob .fío, obtivemos 02 = --0, 00951, PI = 1, 17240 e +2 = --4, 73910. As estatísticas da razão

de vetossimilhança e escora vêm das expressões apresentadas nas Seções 2.3.1 e 3.3.1, res

pectivamente, fornecendo os valores LR = 3, 33 e Sn = 2. 69. Os níveis descritivos, obtidos

da distribuição X? são iguais a 6,8%, para LR e 10,1%, para Sn. Para obter as estatísticas

corrigidas utilizamos, respectivamente, os resultados das Seções 2.3.1 e 3.3.1. Encontramos

l,R* = 3, 12 e S;z = 2,89. Os níveis descritivos são dados agora por 7,73% e 8,91%, res-

pectivamente. Como esperado, observamos club a diferença entre os níveis descritivos das

estatísticas coiiigidas é menor do que a diferença entre os níveis descritivos das estatísticas

não corrigidas. Além disto, através dos níveis descritivos das estatísticas corrigidas con

cluímos que há evidências, ao nível de 10% de significância: de que o modelo adorado para
estes dados é heterocedástico.
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Tabela 4.10 Taxas mensais de retorno de ações de mercado (X) e da Corporação

Acme Cleveland (Y), no período de janeiro de 1986 a dezembro de

1990

i\4onth

Janeiro 1986

Fevereiro 1986

N4arço 1986

Abril 1986

Maio 1986

Junho 1986

Julho 1986

Agosto 1986

Setembro 1 986

Outubro 1986

Novembro 1986

Dezembro 1986

Janeiro 1987

Fevereiro 1987

Março 1987

Abril 1987

Nlaio 1987

Junho 1987

Julho 1987

Agosto 1987

Setembro 1987

Outubro 1 987
No1.,embro 1987

Dezembro 1987

Janeiro 1988

Fevereiro 1988

Março 1988

Abril 1988

Maio 1988

Junho 1988

zX4arketreturn

.0,061134

0,008220

.0,007381

,0,067561

.0,006238

.0,044251

.0,112070

0,030226

.0,129556

0,001349

0,033679

.0,072795

0,073396

.0,011618

.0,026852

.0,040356

.0,047539

0.001732

0,008899

0,020837

.0,084811

.0,262077

.0,110167

0,034955

0,012688

0,002170

.0,073462

.0,043419

.0,054730

.0.011755

.4cmereturn

0,030160

.0,165457

0,080137

0,109917

0,114853

.0.099254

0,226846

0,073445

.0,143064

0,034776

0,063375

0,058735

0,050214

0,111165

,0,127492

0,054522

,0,072918

0,058979

0,236147

.0,094778

.0,135669

.0,284796

,0.171'194

0,242616

.0,063518

.0,117677

0,201674

.0,147728

.0,170885

.0.014893

}Wonth

Julho 1988
Agosto 1988
Setembro 1988
Outubro 1988

Novembro 1 988

Dezembro 1 988

Janeiro 1989
Fevereiro 1 989

Nlarço 1989

Abril 1989
h.,lato 1989

Junho 1989

Julho 1989
Agosto 1989
Setembro 1989

Outubro 1989
Novembro 1989

[)ezembro 1989

Janeiro 1990

F'evereiro 1990

Março 1990
Abril 1990
b.caio 1990

Junho 1990
Julho 1990

Agosto 1990
Setembro 1990

Outubro 1990
Novembro 1990

Dezembro 1990

À4arketreturn

,0,061718

0,101710

.0,032705

.0,045334

,0,079288

.0,036233

.0,011494

-0,093729

0.065215

.0,037113

0,044399

0,084412

0.003444

.0,056760

.0,078970

.0,105367

.0,038634

-0,043261

0,139773

.0,059094

.0,057736

.0,102524

0,023881

.0,079116

0,078965

.0,161359

.0,119376

.0,076008

,0,006444

.0.026401

.Acmereturn

.0,110515

.0,168769

.0,135585

0,084077

0,164550

0,150269

0,015672

0,037860

.0,074712

.0,108530

.0,036769

0,023912

.0,078430

0,132199

.0,110141

0,126302

.0,095730

0,065740

0,120056

.0,085205

.0,130433

0,116728

0,078039

.0,170322

0,077727

.0,277035

.0,207595

.0,070515

0,046274

.0,190834
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Conclusão

Neste trabalho obtivemos correções tipo-Bartlett para estatísticas escore de testes sobre

a média e/ou o parâmetro de precisão em modelos normais heterocedásticos. Baseados nos

resultados de Botter e Cordeiro (1997) e de Cordeiro (1993), apresentamos correções de

Bartlett pala as estatísticas da razão de verossimilhança destes mesmos testes. Através de

resultados de estudos de simulações verificamos que as estatísticas corrigidas têm tamanhos

empíricos mais próximos dos nominais do que as estatísticas não corrigidas, em amostras

finitas. Estes resultados mostraram, também, que a estatística escore não corrigida tem
tamanho empírico mais próximo do nominal do que a estatística da razão de verossimilhança

sem correção. Assim sendo. em testes de hipóteses no modelo normal heterocedástico, é

natural a escolha da estatística escore por requerer somente estimação sob a hipótese nula.

Como sugestões para pesquisas futuras, consideramos interessante o estudo da correção do

ponto crítico de estatísticas escore, assim como a obtenção de estatísticas escore monótonas

em modelos normais heterocedásticos.
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Apêndice

Neste apêndice, apresentamos os cumulantes de derivadas do logaritmo da função de ve-

rossimilhança total no modelo normal heterocedástico definido em(1.1) e as expressões gerais

para as quantidades .41, ,42 e .43 necessárias para a obtenção das correções tipo-Bartlett para

a estatística Sn.

Utilizamos notações com índices de letras minúsculas para as derivadas em relação a #

e as notações com índices de letras maiúsculas, para as derivadas em relação a '. Assim,

Lemos Ur = aela13r, uR = aLIa"IRlurS = a2eli)13rl1lS. LrrST =. il\elõ13ralSaITI utSTU

a4g/apta,ySa'yTa"yU. Para os cumulantes dessas derivadas, definimos as notações K,S

E(.U,s),}ç,ST := EI.U,ST), K,,, = E(.U,U,~l,K,,ST E(.U,UST),E,st. -- E(.U,,tu)} KRS.tu

E(C/nsUt«) - HnsKt., etc. Logo,

«,, = EZ:::(Ó.«)r«i,zl. ,

«ns = --2 'EL::(é''éf)z.ín'is .

",.. = --3 E(é/)i«i,«i."{. ,

';,,r = -- E(Ó:«,)i«l,al.'l" ,

nRST = 2'' EÓI'2(2é'I@? -- 3éI@2)1SIRSISSI

';,.,. = E(@/)lzl,«l.-'i' ,

';,..r = E(Ó--«)i«l,«i.'lr ,

RtS :: KTST :: Kt,ST ':= KR,st ':=' RR.s'l

= 2-' E(ó' 2ó?ó2)1slnsrsslr

",,,.r = -- E(ó-«,)i«í,z..'ír

"n,s,r = --E(é'3Ó?)l in'ls'lr ,

ftr,S,T = Hr,s,t = ftr.s,t.u = fCr,s.t.U = Hr.S.T.Lr = 0,

",,..r,u = 2 E(é' léf'.)i«l,',.'lr'lc
';n,s,r.u = 3E(@ 4ól)I'rn'is'lr'/c,

= HR,s,[U = HR,s,T,U = fC/?.S,tu = KR.S.ÍU = 0Hr.s.tu
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fÇr,s,TU :: -- ),(@'2'tO)/ ITZ/sS/7'SZU

"n,,... = -: E(@-/)l. n.«l,"I.:"'.

"R,S.TU = E(Ó'3é?é,)ISIR.IS'IT'IU ,

",.ru = -- E(ó:«,)l«l,«l,'írszu ,

"RSTU = E I2''é''(6Ó''ÓÍ12Ó-:é?Ó, + 3Ó: + 4@-@.)I,31RaIS'IT'It/ ,

"«.« = -- E(aé)l«l,«l.'l."'" ,

As quantidades .4i, (.42) e (,43) são dadas por

onde a = 3 $

'4i 3 EO..(fçÍ.{,.;+ 2KÍ. ,{,i,)(Hi,i;i.+ 2Hf.Í....)af.i,aÍ.i6m:3:.

6 EP,,(Kí.f,f; + 2«i. ,i,i,)«i.,í..f."i- í,"í,f. 'n;.:.

+6 EP,,(KÍ. .i,i, -- "i- .{,,i,)(Kf.{,{.+ 2K{.{,,i.)ai:f.«f,{."''i-'.

--6 Ep,.(Kí.,{,,í,,i, + ";i.,i,,i,{.)«f;i.«.f-'' ,

(Á.l)

'42 = \--3 E,ÍI,rÍfCÍI.i2,i3KZ4) jS) Z6(IÍ3i477Ziti27 fsf6

\+6 EO.,("i-i,l, + 2Kí. ,i,i,)'tjÓ.,í."í.i,mí,i.mi.i.
\ --6 >1'0.,v Kii;i2,i3HÍ4,is,i6at3tõmii i47ni2ts

\ l. +3 E'o,v /çíi. 2 .i3i4 mii {2 mi,i,l:l

-43 = 3 >1'/3,l Hit .f2,{3Hi4,is.{6 77ZfiÍ2 172-i3i4 17? i,i.

+') )l-P,,V Hfi ,Í2 ,f3 HÍ4 ,iS ,{6 7nfi Í4 77Zi2 i 5 lnÍ3 fÕ )

onde os índices {1 , . . . , {6 variam sobre todos os componentes dos vetoies P e ' e >1:P,,v denota

o somatório sobre todas as combinações dos p + q parâmetros di, . . . , /3P' 'y:' ' ' - , "yç-

(Á.2)

(.4.3)
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