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Resumo

Neste trabalho, dedicamo-nos ao estudo de funcées de ve-
rossimilhanca preditivas e densidades preditivas para um ve-
tor de observagoes futuras com base num conjunto de dados
observados, apresentando vdrias aplicacées em modelos de re-
gressao linear. Sob estes modelos, apresentamos quatro dife-
rentes densidades preditivas, analisando propriedades relativas
a consisténcia e otimalidade. Posteriormente, descrevemos um
método para detectar pontos influentes na anélise de regressio
através do uso de densidades preditivas. Na tltima parte do tra-
balho, essas fun¢oes sao utilizadas na sele¢io da melhor equagao
de regressao.



Abstract

In this dissertation we present predictive likelihood functions
and predictive densities for an unobserved vector of random va-
riables based on an observed sample, with many applications in
the Linear Regression Model. Under this model, four predicti-
ve densities are described and some properties, like consistency
and optimality, are analyzed. Further, it is shown a method of
assessing the influence of specified subsets of the data in the re-
gression analysis using predictive densities. The last part of the
work is devoted to the use of predictive densities in the selection
of the best linear regression model.
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Capitulo 1

Introducao

Na Inferéncia Estatistica, modelos probabilisticos sio adotados quando
desejamos obter conclusoes gerais a partir de um conjunto de dados observa-
dos.

Estas conclusées sdo, na maioria dos casos, referentes a uma ou mais
quantidades de interesse, que seriam os pardmetros da distribui¢do de pro-
babilidades especificada por tais modelos, ou ainda, dizem respeito a valores
de varidveis aleatdrias, cuja distribuigdo é definida, a menos de pardmetros
desconhecidos, que podem ou néo ser de interesse do pesquisador.

A primeira situagdo, correspondente & inferéncia sobre os parametros, con-
siste num problema de estimacao, e a segunda, a da obtencéao de informacao
sobre valores de particulares varidveis aleatdrias, seria enquadrada na area de
previsao.

Dentre os varios métodos de estimagao existentes, o método da maxima
verossimilhanga tem sido intensivamente estudado e sua forma intuitiva, alia-
da a suas propriedades, o tornam bastante atraente.

Muito menos no entanto tem sido estudado sobre o uso de funcées de ve-
rossimilhanga com o objetivo de previsio.

Este trabalho dedica-se ao estudo de Fungdes de Verossimilhanca Prediti-
vas e Densidades Preditivas e sua utilizacio no Modelo de Regressio Linear
Multipla.

No inicio do Capitulo 2, fazemos uma revisio dos métodos de previsio
comumente utilizados, apresentando as abordagens frequentista e bayesiana



para a previsdo. Posteriormente, introduzimos o conceito de Funcées de Ve-
rossimilhanga Preditivas para abordar o problema da previsio de varidveis
aleatérias nao observadas. A maior parte do Capitulo 2 dedica-se ao estu-
do deste conceito, pouco explorado, porém muito importante. Deste modo,
apresentamos os varios tipos de Fungdes de Verossimilhanca Preditivas e ana-
lisamos as vantagens do uso de tais funcdes frente as outras abordagens.

Uma vez definidos os varios tipos de densidades preditivas presentes na
literatura, incluindo as obtidas a partir de Funcées de Verossimilhanga Pre-
ditivas, nos dedicamos ao estudo dessas densidades no modelo de regressao
linear em que a variavel resposta tem distribuicio normal, e tal estudo se
constituiu na maior parte deste trabalho. Para este fim, o Capitulo 3 defi-
ne os modelos lineares para as variaveis aleatérias observadas e nio obser-
vadas ou futuras, apresentando quatro densidades preditivas para os dados
nao observados. Analisaremos ainda propriedades relativas & otimalidade e
a consisténcia dessas fungdes quando utilizadas para estimar a densidade de
probabilidades das observacoes futuras.

Para a determinagéao de pontos influentes no modelo de regressio através
de densidades preditivas, tem-se desenvolvido na literatura a medida de di-
vergencia de Kullback-Leibler. Esta medida dé4 origem as chamadas Fungdes
de Influéncia Preditivas, que serdo estudadas no Capitulo 4. Demonstrare-
mos a obtengdo dessa medida utilizando uma particular densidade preditiva
bayesiana e ilustramos com um exemplo numérico o uso dessas fungoes na
caracterizagao de pontos ou conjunto de pontos influentes na previsio de um
vetor de observacoes futuras.

O Capitulo 5 mostrara a utilizacio das densidades preditivas para selecio-
nar variaveis explicativas no modelo de regressao linear. Esta selecio do mo-
delo serd feita através de uma medida de verossimilhanca obtida do produto
de todas as densidades preditivas correspondentes a cada uma das observagoes
amostrais. Apresentamos neste capitulo a técnica conhecida como técnica de
reutilizagio da amostra, que consiste em obter a densidade preditiva de uma
observacao dadas as demais, sendo que a densidade preditiva utilizada serd
também a bayesiana. Finalizamos esse capitulo apresentando um exemplo
numérico de selegdo de variaveis explicativas num modelo de regressio linear
através dessa técnica.



Capitulo 2

Funcoes de Verossimilhanca
Preditivas

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar uma ferramenta matematica uni-
ficada, baseada em fungoes de verossimilhanga, para abordar o problema da
previsao, seja qual for o enfoque, bayesiano ou frequentista. Estudaremos
assim as contribui¢ées desenvolvidas na literatura relativa 3 previsao, dando
maior destaque a uma abordagem nio bayesiana que tem algumas vantagens,
como por exemplo, dispensar a especificagdo de uma densidade a priori para
os pardmetros desconhecidos. E essencialmente o problema da previsao que
trataremos neste capitulo, fornecendo o conceito de verossimilhanga preditiva
como uma base para a previsao de quantidades aleatérias.

Para isso, na préxima segdo faremos uma revisio das duas abordagens
preditivas presentes na literatura, a cldssica e a bayesiana, destacando as
dificuldades ao aplicé-las. Posteriormente, apresentaremos a defini¢ao de ve-
rossimilhanga preditiva, a partir da qual iremos obter as chamadas Fungoes
de Verossimilhan¢a Preditivas.

Vamos nos concentrar na obtencio de trés versées diferentes de Fungades
de Verossimilhanga Preditivas, que surgem basicamente apos a eliminagao dos
parametros nuisance através de maximizacéo, integracao ou condicionamento
a estatisticas suficientes. Apresentaremos ainda alguns exemplos ilustrativos
e finalizamos o capitulo destacando as vantagens do uso destas fungées como
a obtengdo de densidades preditivas, previsores e regides de previsio para a
quantidade de interesse.



2.2 Previsao

O problema da previsao considera basicamente uma varidvel aleatéria X
observada e uma varidvel aleatéria Y nao observével ou futura (X e Y
uni ou multidimensionais); sendo que suas distribuicées de probabilidades de-
pendem de um mesmo parametro ¢ desconhecido, cujo valor pode nio ser de
interesse.

Vamos supor que desejamos prever o valor de uma variavel aleatéria
Z = h(Y), com distribuigdo de probabilidades que também depende de 0,
sobre o qual o conjunto de dados prévio X forneceu alguma informagio.
Na maior parte dos casos, X serd um vetor aletério, correspondendo a uma
amostra de tamanho n. Observamos que o pardmetro 6, comuma X e
Z, sera o elo de ligagdo entre essas duas quantidades.

Ao prever Z, temos dois tipos de incerteza: incerteza devido & variagao
aleatéria de Y e incerteza devido 4 falta de conhecimento sobre @ . Deseja-
mos entao fazer afirmagdes sobre Z , e a este procedimento chamaremos de
previsao.

Por exemplo, quando adotamos um modelo de regressio linear simples,

yi=ﬁ0+ﬂlzi+6i7 i=1,"',n

com base numa amostra de n observacdes (z1,y1),- - (n,¥n), geralmente
desejamos prever o valor de uma observagio futura y,4 (dado z,41). O
previsor de y,y; ¢é dado por

Un+1 = Bo + P1Zns1
onde ,@0 e ,@1 sao estimadores de [, e [;, obtidos a partir da amostra.

Quanto aos pardmetros fy e f3,, estes podem nao ser de interesse, mas
sua estimagao foi necessaria para a previsao de ¥n4;.

Voltando ao problema original da previsio de Z = h(Y) com base nos
dados observados X, definimos entdo o previsor de Z como

A

T = T(X)
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onde 7' é qualquer funcdo de X, nao envolvendo quantidades desconheci-

das.

O previsor 7' é dito ndo viciado para Z se
E(T-7Z)=0.
Finalizando, o Erro Quadratico Médio do previsor 7' é definido como

EQM (T) = E (T - 7).

Existem dois enfoques para resolver o problema da previsio, o enfoque
cldssico (ou frequentista) e o enfoque bayesiano.

Enfoque Classico (ou Frequentista)

Néo existem regras muito claras de como fazer previsio de observacdes
futuras na inferéncia cldssice. Um dos procedimentos mais adotados é o
de substituir na distribui¢do de probabilidades das observacées futuras o va-
lor do parametro 6 desconhecido por alguma estimativa baseada em dados
passados. Isto é, se X e Z tem funcdes densidade f(x;0) e f(z;0)
respectivamente, onde Z é a varidvel aleatdria a ser prevista com base nas
observagoes passadas X, entao Z sera prevista utilizando-se a distribuicio

f(z;0) ,onde @ éum estimador de 0 baseado em X. A falha desse procedi-
mento é nao levar em conSJderagao a variabilidade associada a estimacio de
0, pois a previsdo é feita como se @ fosse o verdadeiro valor deste parametro.
Por isso, de acordo com GAMERMAN e MIGON (1997), [pg. 169], esse pro-
cedimento subestima a variabilidade do previsor obtido.

Uma abordagem que evita esses problemas consiste em obter uma quan-
tidade pivotal, que dependeria da varidvel aleatéria a ser prevista, mas cuja
distribui¢ao ndo depende de parametros desconhecidos.

Definigao 2.2.1 (GAMERMAN e MIGON (1997) [pg. 169])

Uma varidvel aleatéria G = G(X,Z) € uma Quantidade Pivotal ou Pi-
vot, se a distribui¢do de probabilidades de G ndo depende do pardmetro 0,
isto €, se G(X,Z) tem a mesma distribuicdo de probabilidades para todo .

A funcdo G nao depende de 6, e de acordo com GAMERMAN e MIGON

(1997), deve depender da amostra X de uma forma 6tima, por exemplo,

S



através de estatisticas suficientes minimais para 6.

Uma vez obtido G, conforme veremos no exemplo, podemos fazer afir-
magées probabilisticas sobre esta fungéo, e como consequéncia, sobre a quan-
tidade a ser prevista. O tinico problema desse procedimento é que nem sempre
conseguimos encontrar a quantidade pivotal G.

Exemplo 2.1 Consideremos X = (X, ,Xn) vetor aleatdrio observado
e Y= (Yq,---,Y,,) vetor aleatério nio observado ou de dados futuros, tais
que X; ~ N(p,0%), i=1,2-neY; ~ N(p,o?), j=1,2---m sio
mutuamente independentes Vi, j, com o¢? conhecido e x desconhecido.
Nestas condigoes,

2 2

XN Z) e ¥~ N2

G(X,Z) = — 2 ~ N(0,1)

g/ —+ —
n m

¢ a chamada quantidade pivotal, porque depende da quantidade a ser prevista
Z, mas sua distribuigdo de probabilidades independe do parametro desconhe-
cido p .

e sao independentes e, tomando Z =Y, a funcio
-7

Assim, fixado a, podemos obter os quantis —z, e z, da distribuicao
normal padrdo, de modo que

P(—ZaSGSZa)ZP —24 < < 24

v

Q.

Isolando Z, temos que

P()—(—za a"’(l—i—i)SZSX-I-za 02(l+l>>20»
V n  m v n m

e entao, um intervalo de previsio para Z com coeficiente de conflanca «
fica



Finalizando, conforme comentado no inicio desta secio, nos modelos de
regressao linear multipla da forma

yi:ﬂ0+ﬁ1$1i+ﬂzm2;+°--+ﬂkxk,~+e,-, i=1,---,n,

com as suposi¢oes de que ¢; ~ N(0,0%) e que ¢, ¢; sio varidveis aleatérias
independentes, para 7 # j, o previsor de y dado z,,z4,---,zx é dado por

gi = ,30 + Bll'li + ,52332:' R Bk-’l?ki,

onde fy, Bi, B2, -+ PBr sao usualmente os estimadores de minimos qua-
drados de [, 1,8, - Bk. Neste caso, o previsor § nada mais é que o
estimador de E(y/z,%s,---,zk), que, como consequéncia da hipétese de

que E(e;) =0, édaforma Bo+ Biz; + Boxa + - - - + Bras.

Enfoque Bayesiano

Através da abordagem bayesiana, o problema da previsio de observagoes
futuras ¢ facilmente resolvido, utilizando-se f(z/x), a densidade a posteriori
da quantidade a ser prevista, Z, dada a amostra observada, x.

Tal densidade, denominada densidade preditiva a posteriori de Z dado
x € definida como

f(z/x) = o f(z/x,0)f(0/x)do (2.1)
onde

f(z/x,0) é a densidade condicional de Z dado X =x e
f(0/x) é a densidade a posteriori de § dado X = x.

Observamos que f(z/x) corresponde a Ey(f(z/x, 0)), ou seja, é a espe-
rangaem ¢ de f(z/x,0), com relagio a densidade a posteriori de # dado
X =x.



Verifica-se facilmente que, se f(f) é a densidade a priori de 6, entdo

 Joco F(x,2/0)1(6)d0

H) = ] o Tc0 000 &

sendo que

f(x/0) ¢ a densidade dos dados X e
f(x,2/0) ¢éa densidade conjunta de (X, Z).

Com base na densidade preditiva f(z/x), uma regido de confianca predi-
tiva para Z, com coeficiente de confianga 100y % ¢é dada por

RBy(x) ={z| f(z/x) = k},

onde k € tal que

/ f(z/x)dz = .
Ry(x)

Este procedimento apresenta uma tnica dificuldade que é a dependéncia
de uma densidade a priori para o pardmetro 6.

2.3 Verossimilhanga na previsao

Bayesianos e frequentistas baseiam-se no conceito fundamental da veros-
similhanga como uma ferramenta comum para a inferéncia paramétrica, em-
bora, no problema da previsdo, as abordagems bayesiana e frequentista sejam
bastante diferentes.

Assim, a motivagdo principal para o estudo das Fun¢des de Verossimi-
lhanga Preditivas é a quase inexisténcia de uma teoria de previsao nao baye-
siana e, por outro lado, o fato de que a teoria bayesiana exige a especificacao
de uma priori.

A teoria de previsdao bayesiana ja existente constituia-se somente numa
parte da teoria de previsao. Especificamente, a previsio bayesiana se as-
semelha ao uso das Fungées de Verossimilhanca Preditivas Marginais que,
conforme veremos posteriormente, sio obtidas mediante a integracao de uma
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funcao de verossimilhanga particular de (z, ) no pardmetro nuisance 6.

Segundo a literatura, tudo indica que a nogio de verossimilhanca preditiva
foi sugerida por FISHER (1956), num estudo envolvendo a distribui¢ao bino-
mial. No entanto, formalmente nio existiam bases unificadas para a previsao
de eventos futuros dadas as observagdes. LAURITZEN (1974) publicou o
primeiro artigo a respeito, no qual fez tentativas para desenvolver uma teoria
ndo bayesiana que viabilizasse a previsio através de Fungées de Verossimi-
lhanga Preditivas. Desta forma, o autor introduziu o conceito de previsor de
mdzima verossimilhanga, considerando varidveis aleatérias discretas em Pro-
cessos Estocasticos.

Conforme definimos anteriormente, o problema da previsio consiste em
obter informagao sobre Z = A(Y), uma fungio qualquer de Y, uma vez
observado o vetor de dados X. LAURITZEN (1974) dedicou-se a previsao de
h(Y) =Y, e, trabalhando com varidveis aleatérias discretas sugeriu como
previsor para Z = h(Y), o valor Z que maximiza

Li(z/x) = f(x/r(x,2)),

onde
r(X,Z) ¢é a Estatistica Suficiente Minimal com base em (X,Z) e
f(x/r(x,2)) ¢éa densidade condicional de X dado que r(X,Z) = r(x, z).

Portanto, Z é o previsor de Z com base em L;, que foi utilizada para
avaliar a verossimilhanga dos valores de Z , na presenca dos dados observa-
dos.

O termo verossimilhanga preditiva foi introduzido por HINKLEY (1979),
expressando assim a necessidade e desejo de uma abordagem preditivista ba-
seada na verossimilhanca. O autor trabalhou com varidveis aleatérias discre-
tas e continuas, e para isso estendeu e modificou levemente L, de modo a
cobrir ambos os casos, mas exigindo algumas condigées, que formalmente des-
creveremos posteriormente. O autor também sugere o uso de verossimilhancas
preditivas baseadas em estatisticas ancilares. Esta publicagdo é o primeiro
grande trabalho a se destacar na construgio de bases para a previsio via ve-
rossimilhanga, e tem servido de inspiracio para muitas das pesquisas na area.



MATHIASEN (1979) estudou vérias fungoes de previsio, introduzindo
inclusive a verossimilhanga preditiva do tipo profile, que sera definida na
proxima secao.

Uma distribuigdo do tipo profile também foi proposta por LEJEUNE e
FAULKENBERRY (1982) como alternativa a distribuigio preditiva bayesia-
na. Os autores denominaram-na densidade preditiva de maxima verossimi-
lhanga e, sob determinadas condicbes, provaram a coincidéncia entre esta
densidade preditiva e a densidade preditiva bayesiana com uma priori nao
informativa.

LEVY e PERNG (1984) utilizam a Fungdo de Verossimilhanca Preditiva
Profile na previsao de dados nao observados em modelos de regressao linear.
Seu trabalho, que é de especial interesse nessa dissertacdo, sera discutido com
detalhes no Capitulo 3.

BUTLER (1986) define a Fungio de Verossimilhaca Preditiva Condicio-
nal de uma maneira similar as apresentadas por LAURITZEN (1974) e HIN-
KLEY(1979). Neste trabalho, Fung¢ées de Verossimilhanga Preditivas sao usa-
das ndo somente para prever dados futuros, mas também na imputacio de
dados perdidos. Tal forma de imputacio foi posteriormente comparada com a
obtida através do algoritmo EM. Sao ainda apresentadas algumas aplicagoes
desta metodologia em modelos de Andlise de Variancia. Numa posterior pu-
blicagdo de 1989, o autor apresenta uma Fung¢do de Verossimilhanga Preditiva
Marginal baseada em estatisticas ancilares.

HARRIS (1989) considera uma distribuicio preditiva bootstrap, que é ob-
tida integrando-se a densidade de Z para 6 = 6 com respeito a distribuigao

-

amostral do estimador #(X) e ¢ dada por [ f(z; 5)dF9(x)(0).

Varios outros autores tém se dedicado ao estudo de Fungées de Verossi-
milhanga Preditivas. BJORNSTAD (1990) apresenta um excelente histérico
sobre o assunto. O autor considera a Fungdo de Verossimilhanga Prediti-
va Profile e suas modificagdes, estuda as véarias Fungées de Verossimilhanga
Preditivas Condicionais e compara algumas das mais importantes Fun¢oes
de Verossimilhanca Preditivas presentes na literatura. Sugere unificacoes e
simplificagées das fungdes de verossimilhanca baseadas na suficiéncia e, fi-
nalizando, destaca propriedades desejaveis para Fungoes de Verossimilhancga
Preditivas de modo geral.

Na préxima secao, definiremos formalmente o conceito de Fungdo de Ve-
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rossimilhanga Preditiva, apresentaremos as principais funcées e alguns exem-
plos.

2.4 Funcoes de Verossimilhanca Preditivas

Da descrigao feita na segéo anterior, notamos que tém sido propostas di-
ferentes versoes de Fungées de Verossimilhanga Preditivas. Todas elas, no
entanto, surgem da aplicagao de alguma técnica de eliminagéo de pardmetros
nuisance na verossimilhanga conjunta. Esta verossimilhanca conjunta sera
definida a seguir.

Definicao 2.4.1 (BERGER ¢ WOLPER, (1988), [pg. 39))

Sejam X = (Xi,---,Xn) e Y = (Yi,---,Y,) vetores aleatdrios observa-
do e ndo observado respectivamente e 7 = h(Y) a varidvel aleatdria que
desejamos prever.

Se 0 € o parametro desconhecido, © ¢ o espago paramétrico e f(x,2;0)
€ a densidade conjunta de (X,Z), a fun¢do

lx(z’ 0) = f(xv Z; 9)

¢ definida como a Fungao de Verossimilhanca de (Z,0) e coincide com a
densidade f(x,z;0), vista como fun¢io de (2,0), dado X =x.

Conforme discutido anteriormente, nosso objetivo é prever Z com base nos
dados observados X = (X, -+, X,) e quando nio h4 um interesse especifico
na estimagao de 0, este é considerado um pardmetro nuisance. Assim, apre-
sentamos a seguir uma defini¢do geral de funcio de verossimilhaca para a
previsao de Z.

Definigao 2.4.2 (BJORNSTAD (1990))

Nas condi¢ées da Defini¢io 2.4.1, se 7 € a quantidade que deseja-se prever,
entdo a Fungao de Verossimilhanca Preditiva de Z, L(z/x), ¢ obtida
apds a eliminagio do pardmetro nuisance 0 da funcéo de verossimilhanga

k(z,0).
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Para a eliminagdo do parametro nuisance, existem varios métodos, e, de-
pendendo do método usado, obtem-se diferentes Fungées de Verossimilhanca
Preditivas.

BJORNSTAD (1990) apresenta vérios tipos de Fungées de Verossimi-
lhangas Preditivas mas salienta que todas sdo provenientes basicamente da
aplicagdo de uma das trés operagdes sobre L (z, ) : Maximizagao, Integragao
com respeito a § e Condicionamento a estatisticas suficientes.

A eliminagao do pardmetro nuisance da funcéo L (z,0) através de maxi-
mizagao da origem a Fungdo de Verossimilhanca Preditiva Profile, que deno-
taremos por L,(z/x), e descreveremos a seguir.

Funcgoes de Verossimilhanca Preditivas Profile

Inicialmente, esta fungdo preditiva foi sugerida por MATHIASEN (1979)
para o caso especial em que o vetor aleatério observado X e o vetor de dados
futuros Y sao independentes.

Para o caso em que X e Y nio sio necessariamente independentes,
LEVY e PERNG (1984) definem-na como uma Fun¢do de Previsio Modifi-
cada de Fisher, cujo conceito sera discutido com detalhes no Capitulo 3. A
partir dai, a Fun¢do de Verossimilhanga Preditiva Profile esta perfeitamente
definida para ambos os casos.

A definigdo que apresentaremos a seguir foi a utilizada por todos os auto-
res acima mencionados.

Definicao 2.4.3 Nas condigies da Definigdo 2.4.1, a fungdo

Ly(z/x) = sup k(z,0) = sup f(x,z;0)
0€O 9€0

¢ definida como a Fungdo de Verossimilhanca Preditiva Profile para Z.

E importante notarmos que, na Defini¢do 2.4.3, como X é observado e Z
nao, Z serd visto como varigvel aleatéria e X como parametro, e Ly(z/x)
pode ser encarada como uma fungao proporcional a uma distribuicdo condi-
cional de Z dado X.

12



Além disso, qualquer Fung¢do de Verossimilhanca Preditiva pode ser pa-
dronizada de modo a se tornar uma densidade, conforme mostra a proxima
defini¢ao.

Definicao 2.4.4 A Densidade Preditiva Profile ¢ definida como

fr(z/x) = k(x) gggf(x,z; 0)
= k(x) Ly(z/x),

onde k(x) € uma constante de padroniza¢io que ndo envolve z e tal que

/_oo k(x)L,(z/x)dz = 1.

Desta definigao, é facil ver que duas Fungées de Verossimilhan¢a Prediti-
vas Profile proporcionais forneceriam a mesma densidade preditiva profile. A
padronizagao traz uma série de vantagens, que serao descritas posteriormente.

De acordo com LEJEUNE e FAULKENBERRY (1982), a Fungdo de Ve-
rossimilhanga Preditiva Profile L, surge de uma idéia bastante intuitiva.
Inicialmente, KALBFLEISH e SPROTT (1970), ao considerar a marginali-
zagao em problemas de verossimilhancas multiparamétricas em que 0; éo
parametro de interesse, eliminaram o paridmetro nuisance 6, na fungao de
verossimilhanga L(y, 0;/x), substituindo-o por seu estimador de maxima
verossimilhanga. Assim, logo apés a padronizacio, os autores obtiveram o
que chamaram verossimilhanga relativa mdzima de 6.

Tecnicamente, a Fungdo de Verossimilhanca Preditiva Profile é obtida
da mesma forma, mas, considerando a varidvel aleatéria Z ao invés do
parametro 0,. Desta forma, para o nosso estudo, Z corresponderia a 0y,
quantidade de interesse, e 6 , similar a 6,, é o pardmetro nuisance. Es-
te método corresponde & verossimilhanca profile na inferéncia paramétrica
(KALBFLEISH e SPROTT (1970)) e por essa razio, L,(z/x) é chamada
Fungdo de Verossimilhaga Preditiva Profile.

Os préximos exemplos ilustram o calculo de L,(z/x).

Exemplo 2.2 (LEJEUNE e FAULKENBERRY (1982))

Sejam X = (Xi,---,X,) o conjunto de varidveis aleatérias observaveis,
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Y = (Y4,---,Yn) o conjunto de varidveis aleatdrias nio observaveis ou fu-
turas sendo que todas as variaveis aleatdrias sdo independentes e tém distri-

bui¢do exponencial com parametro 6 desconhecido.

Vamos admitir que Z = ) " Y; é a quantidade a ser prevista. Esta
variavel aleatéria tem distribuicdo gama com paridmetros m e 0 e assim,
se f(x;0) e g(z;0) sao as densidades de X e Z respectivamente, entio

fx;0) = et T

0771
[(m)

zm—l 6_02.

9(z;0) =
Logo,
k(z,0) = f(x;0)9(z;0)

0n+m

- 2 m=1_—0(z4X" zi)
= z e
I(m)
g n
= -(—1)' zm—l e_e(z+Ei=l I")_
m — .

Tomando logaritmo, obtemos

(2.3)

In (k(2,0)) = (n+m) In0 —In(m —1)! 4+ (m —1) In z—9(z+zn:a:,~)

e derivando com respeito a 6 e igualando a zero segue que

n+m

0 _(z+§$i):0

()
B Z+Z?=1$i

é o valor de 6 que maximiza k(z,0).

d
ﬁ In (lx(za 0)) =

Substituindo em (2.3), obtemos a Fun¢do de Verossimilhan¢a Preditiva

Profile

Ly(z/x) = sup(k(z,0))

€0
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n + m)"tm Zm=1
(2 i‘ E?=1)ws)"+'” (m —1) <P {—(n+m)}

(Tl + m)n+m zm—l

= ——— exXpi—(n+m =

m—nr Pt m) s

m—1

= ¢ Zn

(2 + Zi=1 z;)m
_ . 1 7M1

(e @)t (n—z + 1)n+m

=1
1 m-—1

= (%) -

n \m—1 n+m
M= (zr=t1)

m—1 —n—m
p-4 ¥4
— (— ) (1+—n ) ,
) i=1 Ti Zi:l Ti

onde ¢/(x) ¢ uma funcido que independe de z.

Exemplo 2.3 Sejam X e Y como definidos no exemplo anterior mas
tais que X;, Y; ~ N(0,0%) com o? conhecido, para i = 1,2,---.n e
J=12,---,m. Se a quantidade que desejamos prever é Z = E Yi/m,
temos que Z ~ MN(0,0%/m),

n

66:0) = (210 # exp{~(20%)™ 3 (z: — 0))
9(z;0) = m? (2m)"7 0! exp {—m(20%)7! (2 - 0)?}.
Desta forma,
lx(2,0) = f(x;0)9(20)

= (27rc72)"1"_§_ll m

Nl

eXp{( )7 m(z 9)2+Z : }

= ¢ exp {—(202)_1 [mz* — 2mz6 + mo* + Z z? — 20 Z T; + n02]}

i=]1 i=1

1 exp { (20%)71 (Zx +mz?) + (o (Z z; + mz) — (20%)H(n + m)02}.

=1

De forma similar ao exemplo anterior,

é — (E?zl Zi + mz)

n—+m
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€ o valor de 0 que maximiza [x(z,8).

Substituindo § em lx(z,0), obtemos a Fun¢io de Verossimilhang¢a Pre-
ditiva Profile de Z,

LP(Z/X) = 2,

= ¢ exp

(i 1x + mz?) + (X @i + mz)? _ (i i+ mz)2}
o?(n+m) 20%(n 4+ m)

= cexp

(oL, a? +mz) ( :.‘zlm;-{-mz)z}
20%(n +m)

L =1 i=1

2a2n+m) (n+m)z:v + nmz? —(Z —2mz;x.]}

(Sl = () o ‘}exp{_("mg;(z:jg)?#)}

= ¢ exp

= ¢ exp

)
{
e
_ clexp{ TS (n+m)(zn::c,-2+mz2)—(Zn::v,-+mz)2]}
(=

20%(n 4+ m)

- o)

o
{

= (1 (X

nm

()
= acx)erp) — (s~ 2z 4 2 — i2>}

20%(n + m)
o] gt o (2 o)

1 )2
= c¢1¢(x)e3(x) emp{—m(z —Z) }

n m

1 =3
= ¢(x) ezp{—mi—)(z — ) }

m

Apds a padronizagio, obtemos a Densidade Preditiva Profile de Z dada
por ‘

f(z/%)

B 1 B 1 .
Varoy /iyl exp{ Tt }

também definida por LEJEUNE e FAULKENBERRY (1982) e que coinci-

de com a densidade de uma variavel aleatéria com distribuicao normal com
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média T e varidncia o? (l ¥ l). 0O
n m
A seguir, trataremos de Fung¢édes de Verossimilhanga Preditivas baseadas
no condicionamento em estatisticas suficientes minimais.

Fungoes de Verossimilhancga Preditivas Condicionais

Segundo alguns autores, a abordagem mais simples e direta para a previsao
seria substituir 6 por um estimador § = (X) na funcio de verossimilhaca
L(z,0) e apds a padronizacio, utilizar

96(2/%) = k(x) k(2, 0)
como a Fungao de Verossimilhanga Preditiva. Neste caso, g;(z/x) é consi-
derada como uma densidade condicional de Z dado X =x para 0 =4.

Este tipo de procedimento encontra justificativa pois, se 6 é conheci-
do, gs(z/x) seria a tnica verossimilhanga preditiva (padronizada) e se 6 é
desconhecido, parece razodvel substitui-lo por um estimador (BJORNSTAD
(1990)).

Na procura de uma abordagem preditiva mais precisa através de condi-
clonamento, tem-se sugerido varios conceitos de Fun¢ées de Verossimilhanga
Preditivas Condicionais, alguns dos quais passaremos a descrever. Antes,
apresentaremos algumas definiges, lembrando o conceito de estatistica sufi-
ciente minimal.

Definicao 2.4.5 Seja X = (Xi,---,X,) wuma amostra aleatéria da densi-
dade f(z/0). A estatistica T(X) € uma Estatistica Suficiente para 0
se a distribuicdo condicional da amostra X = (Xy,---,X,) dado o valor de
T(X), ndo depende de 0, para todo valor de T(X).

Desta forma, uma estatistica suficiente para o parametro capta toda
a informagéo sobre 6 contida na amostra. Com isto, dado o valor desta es-
tatistica, os elementos amostrais nio fornecem nenhuma informacao adicional
sobre 0. Essas consideragdes conduzem & técnica de redugio de dados co-
nhecida como Principio da Suficiéncia.
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Principio da Suficiéncia

Se T(X) ¢éuma estatistica suficiente para 0 entdo qualquer inferéncia sobre
0 dependerd da amostra somente através de T'(X). Assim, se x e y sao
dois pontos amostrais tais que 7(x) = T(y) , entdo a inferéncia sobre 0
serd a mesmase X =x ou X =y.

Definigdo 2.4.6 Uma estatistica suficiente T(X) ¢ chamada Estatistica
Suficiente Minimal, se para qualquer outra estatistica suficiente T'(X),
T(X) € uma fungio de T'(X).

Considerando varidveis aleatorias discretas e Z unidimensional, LAU-
RITZEN (1974) sugere como previsor para Z o valor # que maximiza a
Fungdo de Verossimilhan¢a Preditiva Condicional Li(z/x), cuja definicdo
daremos a seguir.

Definicao 2.4.7 (LAURITZEN (1974))

Sejam X = (Xi,---,X,) e Y = (Yi,---,Y,,) vetores aleatérios discre-
tos observdveis e ndo observdveis respectivamente, sendo que Xip,---, X,
Yi,-++, Y sdo varidveis aleatorias independentes e identicamente distri-
buidas. Adicionalmente, sejam

Z = h(Y) a varidvel aleatdria que desejamos prever e

R= R(X,Z) a FEstatistica Suficiente Minimal com base em (X,Z), com
valor r =r(x,2) para X =x ¢ Z = z.

Nestas condigies, define-se uma Fungdo de Verossimilhanca Preditiva
Condicional de Z como

Li(z/x) = f(x/r(x,2)).

onde f(x/r(x,z)) € a densidade condicional de X dado r(x,2).

Assim, a funcdo L; analisa a verossimilhanca do valor de z tendo co-
nhecimento de que X = x e pode ser vista como a frequéncia relativa da
observacio X = x dado o valor da reducio suficiente minimal de (X,Z).
De acordo com esta definicao, poderfamos verificar sob que valor de z o va-
lor observado X = x é mais provavel, e tal procedimento é semelhante
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utilizagdo usual da fungdo de verossimilhanca para parametros. Conforme
veremos na Secao 2.6, este procedimento gera um previsor de mdxima veros-
similhanca de Z, que é o valor de z que maximiza L(z/x).

Daremos a seguir uma definigdo que pode ser considerada extensio da
defini¢ao anterior, porque nio exige independéncia nem idéntica distribuicao
para X, Xs, -+, X, e Yi,Y,,--- Y, embora exija independéncia entre X
e Y. Além disso, aplica-se também para varidveis aleatérias continuas.

Definicao 2.4.8 (HINKLEY (1979))

Sejam X = (X1,---,X,) e Y = (Y4,---,Yn) vetores aleatdrios inde-
pendentes contendo os dados observados e futuros e 7 = h(Y) a varidvel
aleatdria que desejamos prever. Além disso, sejam S e T estatisticas sufi-
cientes minimais com base respectivamente em X e Z, e R a estatistica
suficiente minimal com base em (S,T), com valores r = r(S(x),T(z)).
Admitindo que t = t(r,s) € unicamente definida por (r,s), define-se a Ve-
rossimilhanca Preditiva de T = ¢ dado S = s como

Ly(t/s) = f(s/r(s,1)),

e a Verossimilhanca Preditiva de Z = z dado S = s como

Ly(z/s) = f(z/t)La(t/s) para t = t(z).

A Funcgao de Verossimilhanga Preditiva Condicional de Z = z dado
X =x € dada por

Ly(z/x) = f(x/s)La(2]s) = f(x/s)f(2/t)f(s/r(s,1)),

para t =T(z) e s = S(x). Quando X e Y sdo discretos, se t = t(r,s)
for inica,

Lay(z/x) = f(x,2z/r(x,2)).
Notamos que, devido a suficiéncia, a previsao de Z dado X = x é es-
tatisticamente equivalente a prever 7' dado S = s.
Segue também da suficiéncia que todas as funcées presentes no calculo das

duas formas de L,(z/x) independem de pardmetros desconhecidos e portan-
to, podem ser completamente determinadas.
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Os exemplos a seguir, entre outras coisas, irdo mostrar que as fungoes de
verossimilhanga L; e L, nao sido em geral iguais.

Exemplo 2.4 Consideremos X = (X;,---,X,) e Y = (Yi,--+,Yn) os
vetores de dados observados e futuros sendo que Xj,---,X,, Yi,---, Y.
sao varidveis aleatorias independentes com distribuicio de Bernoulli com
parametro 0. Vamos admitir que Z = Y é a quantidade aleatéria a ser
prevista.

Verifica-se que, neste caso, as estatisticas suficientes minimais com base
em X e Y sio respectivamente S = 7" X; T = 2 Y; e quea
estatistica suficiente minimal com base em (S,T) é R= S +T.

Da Definigao 2.4.7 temos que
Li(z/x) = f(x/r(x,2))
= PX=x/R=s+1),
para s=) 0 x; e t=) " y.

Portanto,

PX=x,S4+T=s+t)
P(S+T:s+t)
PX=x,T=t)

Li(z/x) =

P(R=s+1)
PX=x)P(T =t)
P(R=s+1)

0°(1—0)"* (7) (1 — o)

(ﬂs:ftn)gsw(l _ 0)n+m—a—t

(%)
- (n+m ’
s+t

onde z=y, t=3" vy e s=3 1 .
Por outro lado, da Definigao 2.4.8, para X e Y discretos
Ly(z/x) = f(x,z/R=s+1)
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P(X =x,Z =12)
P(R=s+1)

0°(1 —0)"=6'(1 — o)yt

("+m)9s+t(1 — Q)ntm—s—t

s+t
1
= (n+m )
s+t
n — m .
para s=) " x; e t=) " y.
Assim, vemos que L; e L, podem resultar em funcoes diferentes. 0O

As duas definigoes anteriores exigem que X e Z sejam independentes,
embora as mesmas possam ser espandidas para cobrir o caso de sequéncias
de varidveis aleatérias dependentes, sendo necessirio para isto modificar-se
algumas das condigoes. Esta extensdo considera que S, estatistica suficiente
para X, pode ndo ser minimal, e que a estatistica suficiente minimal de %
pode ser determinada por T' e S, isto é, ndo necessariamente s6 por T

(HINKLEY (1979)).

Finalizaremos o estudo de Fungées de Verossimilhancas Preditivas Con-
dicionais definindo esta extensio.

Definigao 2.4.9 (HINKLEY (1979))

Sejam X = (Xy,---,X,) ¢ Y = (Ya,--+,Y,) os conjuntos de varidveis
aleatdrias observdveis e ndo observdveis respectivamente e 7 = h(Y) a va-
ridvel aleatdria que desejamos prever. Além disso, consideremos R = R(X,Z)
a estatistica suficiente minimal para (X,Z) e S a estatistica suficiente pa-
ra X. Admitindo que existe uma funcio T de (Z,S) tal que

(i) R € determinada por (S,T)
(1) a Estatistica Suficiente Minimal de Z ¢ funcio de (S, T)

(i) t =1t(r,s) estd unicamente determinada para cada s, onde t(r,s) €

inversa de r(s,t),

s

entao, a Verossimilhanga Preditiva de T =t dado S = s ¢
Ls(t/s) = f(s/r(s,1)),
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e a Verossimilhanga Preditiva de Z = z dado S = s €

Ly(z/s) = [(2/s,t)Ls(t/s) = f(2/s,1) [(s/r(s,1)).

A tltima classe de Fung¢des de Verossimilhanga Preditivas que apresen-
taremos sera aquela em que o pardmetro # da funcio de verossimilhanca
Ix(z,0) é eliminado via integracao.

Funcgoes de Verossimilhanca Preditivas Marginais

Apresentaremos agora o conceito de Fun¢do de Verossimilhan¢a Preditiva
Marginal. Este tipo de funcio apresenta algumas semelhangas com as fun¢oes
preditivas bayesianas, semelhangas estas que serio discutidas logo apds a se-
guinte definigao.

Definigao 2.4.10 (BJORNSTAD (1990))

Sejam X = (Xi,--+,X,) e Y = (Y1,--+,Yn) os conjuntos de varidveis
aleatdrias observdveis e ndo observdveis respectivamente ¢ 7 = h(Y) a va-
ridvel aleatoria que desejamos prever. Se f(x,2;0) € a distribuicdo de pro-
babilidades de (X,Z), de modo que I (z,0) = f(x,2;0) € a Funcdo de Ve-

rossimilhanga de (Z,0), entdo

Ln(z/x) = L (z,0)do

0e®

f(x,z;0)do

e

€ denominada Fungido de Verossimilhancga Preditiva Marginal de Z.

Para verificarmos a semelhanca entre a densidade preditiva bayesiana e a
Fungao de Verossimilhanga Preditiva Marginal, lembramos que, no contexto
bayesiano, a densidade preditiva de Z dado X = x, quando f(#) é uma
densidade a priori para 6, é dada por

_ Juco f(x,2/6)f(6)db
Joco F(x/0)(0)d0

= k(x) f(x,2/0)f(0)do.

(<]

f(z/x)
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Como

Ln(2/x) = gelx(z,(’)fw

= f(x,2z;0)d0
0€0

- f(x,2;6)(1)do,
€0

observamos que L, (z/x) é proporcional & correspondente densidade pre-
ditiva bayesiana com f(0) = 1, isto é, quando 0 tem uma distribuicao a
priori constante, pois f(x,2;0) na formulacio clissica é igual a f(x,2/0)
na abordagem bayesiana.

Exemplo 2.5 Sejam X;, Y; varidveis aleatérias independentes para 7 =
L2,---,n e j=1,2,---,m, com distribuicao de Bernoulli com parametro
0, S=3",Xi ~ Binomial(n,0) e Z = Yie1 Yo ~ Binomial(m,0) a
quantidade que desejamos prever. Nestas condigoes, a densidade conjunta de

(X,2)

Le(2,0) = f(x;0)9(20)
= ¢°(1-0) (Zf) 6 (1 — gy~

m
— 03+2 _ n+m-—s—z
( ) (1-0)

é a fun¢do de verossimilhanca de (Z;0). Logo, de acordo com a Defi-
nigao 2.4.10, obtemos a Fung¢do de Verossimilhanga Preditiva Marginal de
Z, Ln(z/x), integrando Ix(z, 6) em 6, ou seja,

z

1
= <m> / 6°%= (1 — g)"*+m=2=2 4o
</ Jo

A integral acima pode ser calculada através da funcio beta, pois

Ln(z/x) = /0 1 (m> 6°* (1 — g)r+m=s-= gy

1
/ 98+z (1—0)n+m—s-3d€ = Beta(s+z+1,n+m_3_z+1)'
0
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Como para a>0 e b> 0, tem-se que Beta(a,b) = %, entao,

[s+z+1)I(n+m—s5—2+1)
['(n+m+2) '

Além disso, s+2z4+1 e n4+m—s—2+1 sio inteiros, e lembrando que,
para n inteiro, I'(n 4+ 1) =n!, temos

Lin(z/x) = (m) /0 108+Z(1—0)"+m-3-2 do

_ <TZ) P(s+z4+1)T(n+m—s—z+1)

1
/ 03+z (1 _ 9)n+m—s—-z da =
0

z ['(n +m+ 2)

- (7))t e
1

(T:) (n+m+1) (’;1;’:)

= - ("') 0<z<m.

(n+m+1) 7y’

Padronizando L,,(z/x), a funcio obtida pode ser identificada como uma
distribuigao hipergeométrica negativa. O

2.5 Funcgoes de Verossimilhanca Preditivas Pa-
dronizadas

Conforme comentado na Segdo 2.4 no caso particular das Fungées de Ve-

rossimilhanca Preditivas do tipo profile, Fun¢ées de Verossimilhanc¢a Predi-

tivas de um modo geral podem ser padronizadas de modo a se tornarem
densidades.

Assim, a padronizagao da Fung¢do de Verossimilhanca Preditiva L(z/x) é
uma transformagéo desta numa fungéo g(z/x) tal que

9(z/x) = k(x) L(z/x),
onde k(x) é uma constante de padronizacio que nio depende de z, mas
pode depender de x e tal que

/_00 k(x) L(z/x)dz = 1.

(o]
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O procedimento de padronizagao tem intimeras vantagens. Além de permi-
tir expressar e operar Fungoes de Verossimilhanga Preditivas como densidades
de probabilidade, facilita a comparagao entre Fungées de Verossimilhangas
Preditivas diferentes.

Adicionalmente, alguns autores utilizam Fungées de Verossimilhan¢a Pre-
ditivas como estimadores da densidade condicional f (z/x) e, com esse obje-
tivo, a padronizagao se torna obrigatdria.

Outra vantagem do uso de Fungées de Verossimilhanca Preditivas padro-
nizadas € a possibilidade de construgio de intervalos de previsio, assunto que
sera discutido a seguir.

2.6 Utilizagao das Fungoes de Verossimilhanca
Preditivas

Uma das principais aplicagées de Fungées de Verossimilhanca Preditivas é
na determinagédo de previsores para a quantidade de interesse nio observada,
que estamos indicando por Z. A préxima definicio introduz o conceito de
previsor de mdzrima verossimilhanga para Z.

Definigao 2.6.1 (BJORNSTAD (1990))

Se L(z/x) € a Fungio de Verossimilhanga Preditiva de 7, o Previsor de
Maéxima Verossimilhanga de Z, que indicaremos por Zmy, € 0 valor de
z que mazimiza L(z/x). Além disso, se a correspondente Funcdo de Ve-
rossimilhanga Preditiva padronizada g(z/x) for uma distribui¢do simétrica,
entdo o previsor de mdzima verossimilhanca coincidird com a média dessa
distribuicdo, ou seja

Zmv = E4(Z) = /zg(z/x)dz,

denominada Esperanca Preditiva de 7.

O préximo exemplo ilustra o calculo do previsor de mdzima verossimi-
lhanga, que acabamos de definir.
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Exemplo 2.6 Sejam Xj, Y; varidveis aleatérias independentes com distri-

buic¢io N(0,0%), i=1,2,---,n e 7=1,2,---,m, com o? conhecido. Se

Z = 2-:1‘;)/’ € a quantidade que desejamos prever, a densidade conjunta de
(X,Z) sera
Ix(2,0) = f(x;0) g(z; 0),

onde
n

1(0) = (2n0%)% exp {53 > (2 — 0)%)

i=1

1 1 m
9(z; 0) = (2r0”)F mi exp {5 5 (= — 0},

Entao, a Fungdo de Verossimilhang¢a Preditiva Marginalde Z é dada por

Ln.(z/x) = /-00 lx(z,0)d6

= /oo (27’[‘0':2)_"_‘2Ii m% e{—ﬁ?[m(z—0)2+2?=1($i—9)2]} dg

= (271'0'2)'-&2ﬂ m% /oo e{"ﬁ!’[m(z—9)2+):?=,(1:.‘—0)2]} db
— k/ {——T[mz —2mzf+mo2+3°70 z2-203" z+n92]} do

= kel-mrm?+TL, -)}/ {7 [F2m=4 TIL, 20)0+ (ntm)02)} g

_ kl(X)/ n+m 92 29<'"z+£.:1r;>+(mz+5i:llI‘_)z_(mx+"z+:i:lzi)2]}do

- T CE) - g eme)],

o (22 [ (zom bR,

n+m 2wo?

- x)/ <"+m) e{_zrﬁ—zmy[0_<m+"z*{'l'='ﬁ)]2}da.

2mo?

A expressdo dentro da integral é a densidade de uma varidvel aleatéria com

2
distribui¢do normal com média L%_:m;l— e variancia (nj_m). Portanto, a
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Fungdo de Verossimilhanga Preditiva Marginal de Z fica

L(z/x) = ks(x) |
- oo ()

(n4m) mz+):?=1 @i 2} 2 1
o ntm 2 2
=k1(x)e{“( ) <7“7>

n+m

= k e{";‘,‘f (m2?+ 3L, 22

no2.\2 1
2} e{i';_tg_'l (%u) } < 2ro? );

n+m
n4m m2+):n ]
s el [ (25

2 42 noL
_# (m22+2?=1 x?—(m i +(Ei=1 ::'.)m”"”zf':l l))}

= ke
= ke

n .2 n_ .2 4 )2
m (22+2lfnl 2 +}:,=nl z? _()::'?"1":.) T D Bl -"o‘i)}
24

{
{
= e{“2a2(n+m)
oA
A3

2
- 202?::I-m) (z (L+L) E?:l (L‘?— (Enimz') _2ZI_")}

— k’
n i) m -2 =
_ kl (E'— Ll;:-lr:__" n';-m ((2_2:)2—'1:2))}
—12)2
n? - nm_ - -
— k/ e{-z,l—f( x_lzl—n+mxz_n+mz2)} e{ 207 ',1,-+-,é,- }

= ha(x) e{_”(##)}.

Observamos entao que a fungdo L, (z/x) é proporcional & densidade de
uma varigvel aleatéria com distribui¢io normal com média Z e varidncia
(l + %) o?. Padronizando, obtemos a densidade preditiva de Z dada por

(218 = (271'02 (% + %»_ e:cp{—2}7 %} (2.4)

O previsor de maxima verossimilhanga de Z , obtido a partir da fungao
de verossimilhanga preditiva marginal, serd o valor de z que maximiza
Ln(z/x) ou, equivalentemente, g, (z/x). Este previsor é

tme = B, (Z) = /zgm(z/x) dz=3 O
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Uma vez obtido o previsor para a quantidade Z, pode ser de interesse a
construgao de um intervalo ou regido de previsio para esta varidvel. Func¢ées
de Verossimilhanga Preditivas Padronizadas podem também ser utilizadas na
determinagéo de tais intervalos, conforme veremos a seguir.

O problema da construcio de um intervalo de previsio pode ser definido
da seguinte maneira. Observado o vetor de dados X = (X1,--+, Xy), dese-
Jamos fazer afirmagdes preditivas sobre Z = h(Y), onde Y = (Yi,---,Yn)
sao observagoes futuras. Tal afirmacio poderd ser na forma de um intervalo,
possivelmente centrado num previsor pontual de Z.

Na literatura, grande parte dos métodos para obter intervalos de previsao
fazem uso de Testes de Hipéteses (FRASER e GUTTMAN (1956)), Apro-
ximagdo Normal (NELSON (1968)), Quantidades Pivotais (HAHN (1969)),
Condicionamento numa Estatistica Suficiente (FAULKENBERRY (1973)),
Verossimilhangas Preditivas (HINKLEY (1979), BIORNSTAD (1990)) e de

Densidades Bayesianas a posteriori.

HINKLEY (1979) mostra como Fungées de Verossimilhanga Preditivas
podem ser utilizadas em conjunto com métodos cléssicos na construgao de
intervalos de previsao. O autor propée o uso destas fungGes na escolha de
uma regiao, dentre varias de mesmo tamanho, obtidas através do método
da correspondéncia com testes de hipdteses. Sugere ainda idéntica utilizacio
quando o intervalo é obtido através do método da quantidade pivotal.

BJORNSTAD (1990) define de forma geral e simples uma regiao de pre-
visao com coeficiente de confianga (1 — @) baseada nas Funcées de Veros-
similhaga Preditivas Padronizadas. Sua abordagem é aparentemente mais
vidvel do ponto de vista pratico.

Definigéo 2.6.2 (BJORNSTAD (1990))

Se L(z/x) € uma fungdo de verossimilhaga preditiva padronizada de Z, ob-
servado X = x, uma Regido de Previsdo com coeficiente de confianga
(1 —-a) para Z serd o conjunto

Pa(x) = {2z : L(z/%x) >k},

onde ky € tal que

/ L(z/x)dz=1—« se L € continua e
Pa(x)
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Z L(z/x)=1-« se L € discreta.
2EPa(x)

Assim, a Regido de Previsao conterd os valores z com verossimilhancas
preditivas mais altas.

Exemplo 2.7 Com os dados do Exemplo 2.6, construiremos a regiao de
previsdo com coeficiente de confianga (1 —a) para Z. Esta regido é da
forma

Ie={z : L(2/x) > k.}.
Se utilizarmos a Fun¢do de Verossimilhang¢a Preditiva padronizada dada
em (2.4), temos

L(2/x) = fu(2/x) = (zmz (% ; i))_% =)

m

Como esta densidade é simétrica e coincide com a da distribuigao nor-
mal com média Z e varidncia (% |- #) o?, temos que I, é o intervalo

{z:2: <2< 212}, de modo que f;;% L(z/x)dz =1 — «.

Portanto, Za e 2,_a sdo tais que
72 2

onde W ~ N (z, 0% (4
Como consequéncia,

Za=I—woy/—+ —
2 n m

s _ /1 1
Zl-g =T+ woy/ -+ —,
n m
onde w étalque P(—w<W*<w)=1-aq, W ~ N(0,1).

Portanto, a regido de previsao com coeficiente de confianca 1 — o para
Z ¢ dada por



onde Z é a média amostral observada. 0.

Fungées de Verossimilhanga Preditivas podem ainda ser utilizadas na es-
timacao de func¢oes densidade.

De acordo com a literatura, é possivel considerar uma Fungdo de Verossi-
milhan¢a Preditiva padronizada como uma estimativa da distribui¢ao condi-
cionalde Z, dado x, f(z/ x). Em particular,se Z e X sio independen-
tes, f(z/ x) corresponder4 a densidade de Z. Sob determinadas condigdes,

LEJEUNE e FAULKENBERRY (1982), LEVY e PERNG (1986) e HARRIS
(1989) utilizaram densidades preditivas como estimadores de f(z/ x) ede

f(z).

Neste contexto, certas propriedades de consisténcia assintética sio de-
sejaveis. HINKLEY (1979) e MATHIASEN (1979) foram os primeiros a dis-
cuti-las.

Quando X e Z sdo independentes, para L padronizada, as proprie-
dades em discussao podem ser formuladas do seguinte modo. Dispomos de
uma variavel aleatéria Z, correspondente 4 quantidade a ser prevista, com
funcdo densidade fy(z) desconhecida, pois depende do parametro desconhe-
cido §. Um possivel estimador para fo(z) é a Fungdo de Verossimilhanga
Preditiva L(z/x), que depende do valor observado de X, vetor aleatério
n-dimensional observado.

Diremos que L(z/X) é um estimador consistente de fo(z) se L(z/X)
converge em probabilidade para fy(z), para n — oo, ou seja, se

L(z/X) ifg(z) quando n — co.

Esta defini¢do nada mais é que a da consisténcia de estimadores, aplicada a
estimagdo de fun¢Ges densidade. Tal conceito sera visto com mais detalhes no
proximo capitulo, quando nos dedicaremos ao estudo de Densidades Preditivas
no modelo de regressao linear.
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Capitulo 3

Densidades Preditivas e
Funcoes de Verossimilhanca
Preditivas no modelo de
regressao linear

3.1 Introducgao

Na literatura, tém sido propostas véarias Fungdes de Verossimilhanga Pre-
ditivas e Densidades Preditivas, para as mais variadas situacoes. Neste capitulo,
iremos estudar algumas destas fungées para a previsao de dados nio observa-
dos, no modelo de regressao linear em que a variavel resposta tem distribuigao
normal. Apresentaremos quatro densidades preditivas que podem também ser
utilizadas como estimativas da densidade normal multivariada correspondente
a varidvel resposta para os dados nao observados. Estudaremos a Densida-
de Pseudo Preditiva, a Densidade Preditiva Modificada de Fisher, proposta
por LEVY e PERNG (1984), a Densidade Preditiva Bayesiana e a Densidade
Preditiva Nao Viciada de Minima Variéncia.

Na Secdo 3.2, deduzimos cada uma dessas densidades. Na Secdo 3.3, ire-
mos abordar aspectos relativos a consisténcia de algumas dessas densidades
preditivas, quando utilizadas como estimadores das densidades dos dados nio
observados. Finalizando, a Secio 3.4 demonstra que, sob certas condicdes, a
Densidade Preditiva Bayesiana é a densidade preditiva 6tima numa classe

especifica de densidades preditivas, segundo o critério proposto por LEVY e
PERNG (1986).
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Os modelos lineares, com os quais trabalharemos neste capitulo, sao apre-
sentados a seguir. Assim sejam

Y = X3+ u, (3.1)
7 =Wg+u*, (3.2)
onde
Y=M,-,Y.) e Z=(Zi,--+,Z,)" sdo respectivamente os vetores de

variaveis aleatdrias observadas e nao observadas, de dimensées n e m,

X e W  sdo matrizes de constantes conhecidas n x p e m x p, sendo
que X ¢é de posto completo,

B = (B1,---,Bp) é o vetor de parAmetros de regressio desconhecidos,
B € Qp, onde Qp é o espago paramétrico para [ e

u e u* sao vetores aleatérios independentes nao observados, de dimensées

n e m, respectivamente e tais que u ~ N,(0,6%I) e u* ~ N,(0,0%),
onde ¢? é um parametro positivo desconhecido.

Nestas condigdes, o espago paramétrico é O={0=(3,0?): 8 € Qg; o? >0}.

Para os modelos apresentados, as distribuicdes de Y e Z, denotadas
por pa(y,X/B,0%) e pm(z,W/B,0?%) sio

Pa(y, X/B,0%) = (210%) "% exp{—(20%) (y - XB)'(y — XB)}  (3.3)

Pm(2,W/B,0%) = (210%) "% exp{—(20%) " (z = WB)'(z — WB)}.  (3.4)

Como Z ¢ o vetor de dados néo observados, nosso objetivo nesse capitulo
é o da determinacio das densidades preditivas de Z. No modelo linear nor-
mal Y = X + u, os estimadores de mdzima verossimilhan¢a de B e o?
sao dados por

B=X'X)'X'Y (3.5)

s2_ (Y= XBY(Y - XB)

. (3.6)

n

32



Desta forma, se 6 = (,0%) é o parametro de interesse, o estimador de
maxima verossimilhanca de 6 sera

b= (B,a2) . (3.7)

Os modelos (3.1) e (3.2) podem ser escritos numa forma condensada, que
apresentaremos a seguir e que sera util para a dedugao das densidades predi-
tivas Modificada de Fisher e Bayesiana.

Assim, se V = [Y' Z'', o modelo de regressio linear com vetor de va-
riaveis resposta. V' fica

i Uy l

B :

[ Y ] ~ [ X ] o

Z ] nymyxa w e U

P Jox1 :
L U (n+m)x1

ou equivalentemente
V = Hf + e, (3.8)

onde ﬁ = (:Bla U 7ﬂp),)

X

ne[ X

J é uma matriz de constantes de posto completo,
(n+m)xp

e= [ u* J é o vetor de erros aleatérios tal que e ~ N, ;,,(0,02I).
(n+m)x1

Se denotarmos por 3, e &2 os estimadores de maxima verossimilhanca

de e o? respectivamente, baseados em (Y, Z), isto é, sob o modelo V =
HpB + e , entao

B. = (H'H)'H'V (3.9)
e -~ ~
n+m
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De forma similar ao modelo anterior, se § = (8,0?) é o parametro de
interesse, o estimador de méxima verossimilhanca de @ baseado em (Y, 2)
sera

b, = (ﬁaz) . (3.11)

Destacamos que, na verdade, o cilculo de (92 é apenas uma construgao
auxiliar para determinarmos as densidades preditivas de interesse, pois g,
envolve o vetor z que é desconhecido.

Tendo definido os modelos e os correspondentes estimadores de maxima
verossimilhanga, passamos a descrever o procedimento para se obter as den-
sidades preditivas de Z .

3.2 Densidades Preditivas

Nesta secio, sob os modelos (3.1) e (3.2), desenvolvemos inicialmente trés
densidades preditivas para Z, que foram propostas por LEVY e PERNG
(1984). Na obtengdo de algumas destas fungoes, ficam ilustradas as técnicas
de eliminagao dos pardmetros nuisance, estudadas no Capitulo 2.

Densidade Pseudo Preditiva ou Cldssica

Uma possivel forma de construir fun§6es de previsdo para Z ¢é substituir
os parametros desconhecidos B e o2 na densidade (3. 4) por estimadores
consistentes calculados com base nos dados observados (LEVY E PERNG
(1984)). Em particular, para o modelo lmear considerado em (3.2), se subs-
tituimos em (3.4) os parametros § e o2 por seus respectivos estimadores de
maxima verossimilhanca baseados nas observacoes Y, iremos obter a densi-
dade Cldssica ou Pseudo Preditiva, proposta por GEISSER (1970),

9z, W[y, X) = pu(z,W/B,5?)

= (216%) % exp{—(26%) (2 - W) (2 — WA)},
(3.12)

sendo 3 e 62 definidos em (3.5) e (3.6).
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Densidade Preditiva Modificada de Fisher

MATHIASEN (1979), admitindo que Y e Z sio vetores aleatérios in-
dependentes, sugere a utilizagdo das seguintes fungdes de verossimilhanca
preditivas

LL(z/y) = Sup{Ly(6;y) L;(0;2)}
00

Sup, o {Ly(0;y) Ls(0;2)}
Sup, o Lp(0;y) Sup, , Ls(0;2)’

FL(z/y) =

onde L, e L; sdo as fungdes de verossimilhanca de 6 com base em y e
z respectivamente.

Notamos que LL(z/y) é a Fungdo de Verossimilhanca Preditiva Profile,
definida no Capitulo 2. J4, FL(z/y) pode ser encarada como a estatistica do
teste da razdo de verossimilhanga para Hy : 0, = 0, contra H, : 6, # 0y,
quando Y e Z sédo independentes com densidades L,(01,y) e L,(0,,2)
respectivamente. Assim, como estamos admitindo que 6; = 6, = 0, FL
seria uma medida da plausibilidade de cada possivel valor de z, observados
os dados amostrais y. Desta forma, uma vez observado y, o valor de z
que maximiza F'L(z/y) seria o mais compativel com essa hipétese.

LEVY e PERNG (1984) propde uma pequena modificacio em FL(z/y),

resultando na Fungdo de Verossimilhanga Modificada de Fisher, dada por

Sup, . Lps(0;y,2)
.5'upeee Ly(8;y) °’

LL(z/y) =
onde
L,(0;y) é afuncio de verossimilhanca de @ baseada nas observagoes y,

Lys(0;y,z) é a funcio de verossimilhanca de 6 baseada nas observagoes
(v,2) e

0 ¢é o parametro desconhecido.

Da forma como esta definida, esta fungdo também se aplica para o caso
em que Y e Z nao sao independentes.

35



Definindo

a

Omy 0 estimador de maxima verossimilhanca de 0 baseado nas observagoes
Ye

0., o estimador de maxima verossimilhanga de 6 baseado em (Y,Z),

entao

A

" Lps (03 y,2
LL*(z]y) = %y))
p\Ymuv,

Para os modelos lineares ja descritos, temos 6,,, = 0 = (ﬂ, &2) e & =

0, = (,@z,&f) de (3.7) e (3.11) respectivamente. Desta forma,
LL*(z/y) = LL"(z,W[y,X)
L (0s3y.2)
Lp(é§ y)
Lys(Bey 6%y, 2)
LP(B) %y)

que, com a notagao introduzida em (3.3) e (3.4) fica

b

Putm (¥, 2), (X, W) /B, 52)
Pu(y, X/B, %)
(2n62)” %" exp{~(262)"'(v = HAY(v — HB,))
(2r62)7F exp{—(262)"\(y - XB)(y — XB)}
Substituindo 6 e 62 pelas expressdes (3.6) e (3.10) respectivamente,
segue que

LL*(z, W]y, X)

=252 [ (ntm) (veHAL) (v=Hps)
(27raz) Z exp { 2 (V_Héz)l(v_Hg‘z) }

LL*(2,W[y,X) =

(QW&Z)—Z’ECXP {‘EL_M_HX& v Xp }

2 (y-XB)(y-Xp)
Aoy —ntm ndwm
(2r62)7 % exp {— ™))
(271'&2)_%exp {—%}
_n4m

= (2m) Fexp{-T}(6) (627", (3.13)
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Substituindo o &7 restante pela forma dada em (A.3) do apéndice, a
Fungdo de Verossimilhanga Preditiva Modificada de Fisher fica

(S5

e

w|3
w]g

(2m)” (6*)

n4m

LL*(z,W/y,X) =
[(n +m)" {62 + (z — WA + WM-1W")"(z — W) }] :

onde M = X'X.

Desenvolvendo esta tltima expressao,

2m)"Te % (62)%
LL*(z,W/y,X) = &
(n+m)~"2 n 2 (6%
nim

[1 + (2= WBY [n6*(I + WM~'W")] (2 — Wﬁ)}— :

e % (2tm)¥ (nim)¥

= m m X
(nn)E(6%)%
- -1 . J2EE
1+ (1/n)(z— WRY (I + WM W)™ (2 - Wﬁ)]
(3.14)
Verifica-se que a funcao de previsio LL* pode ser padronizada de modo
a se tornar uma densidade preditiva, e que a correspondente constante de
padronizagao é
- _n -3 r(2tm
= 67(1+ﬂ)2(n+m> (=5=) _
n 2 ['(2)[det (I + WM-1W"))2
Desta forma, a Densidade Preditiva Modificada de Fisher é obtida multi-
plicando (3.14) pela constante de padronizacio K, resultando em
[(2tm
o Wy, X) = — 1) - x
(mn)2['(%)[det 62(1 + W M-1W")]?
_ntm
L+ (Un)z = WRY X+ WM W a - W)
(3.15)
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que coincide com a densidade de uma varidvel aleatéria com distribuicao -
Student multivariada com parametro de locagio W/, n graus de liberdade

e matriz de correlagao R = 6*(/ + WM~ W') (ver Resultado 7, Secao A.2
do apéndice).

Densidade Preditiva Bayesiana

Do enfoque bayesiano, se y ¢ o vetor de dados observados e z o de
dados futuros, temos que a Densidade Preditiva Bayesiana é dada por

f(2/y) = /o  F(aly.0)1(0/y) do.

No caso dos modelos lineares (3.1) e (3.2), f(z/y,0) = f(z, W/y, X, 3,0?)
€ a densidade condicional de z dado y e f(8/y) = f(B,0%/y,X) éaden-
sidade a posteriori de (83,0?) dado y. Desta forma, a Densidade Preditiva
Bayesiana fica

r(z,W/y,X) = 0ef(z,W/y,X,ﬁ,02) f(B,0%[y, X) dBdo®. (3.16)
€

Por outro lado, a densidade a posteriori de 6 = (8,0?) dado Y =y
sera

_ f(B,0%) pa(y, X/B, 0?2
Joco F(B,0%) pa(y, X/B, %) dB do?

onde f(B,0%) éa densidade a priori para (8, 0?).

f(B8,5°y, X)

LEVY e PERNG (1984) admitem que 6 = (8,0?) tem uma priori ndo
informativa, dada por

1
f(o) = f(,@,az)ocﬁ.
Como as varidveis aleatérias Y e Z sdo independentes dado 6, temos

que f(2, W[y, X; $,0%) = f(2,W/B,0%) = pn(2,W/B, 0. A corresponden-

te Densidade Preditiva Bayesiana para Z ¢é portanto,
"W, X) = [ pnaW/8,0%) 1(8,0%y, X) dp do”
€O

1:969(02)_1 pm(Z,W/ﬁ,O‘z) pn(an/:Ba U2) dﬁ da2
f@EO (02)_1pn(yax/ﬁa02) d,BdU2 ’
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Pela independéncia de Z e Y dado 6 = (3, 0?),

Joco (0°) 7! Pim (', 7)), (X', W'Y/ B, 0%) dB do?

r(z, W[y, X) =
( / ) foeo o) pa(y, X/, 0?) df do?
Jreo (63)71(2m02) 5% 1= My -X0Y = XOY == W) =W} 43 12
— feeo (02)-1(2m0?)” 5 e{-e) v-X8)(y-XP)} 43 do?
Lol
(@rol) 7 e - dBdo
— 069
foE@ 271’0'2) 26{ (20’2)"1()’ -XB)(y— Xﬁ)}d,BdG'Q
{22301 [22 28 )
Jico (¢) 7 (2m0?) e 2=WB||2=-WB | 154,

feee (02)_1(27r02)_%e{'(z"?)-l(y_xﬁ)’(’"xﬂ)} dpB do?

faee )~1(2r0?)” 252 {=(20?) 7 (v-Hp) (v-Hp)} dg do?
foee (02)-1(2m0?)” 3 el-(200) 7 (y-XB)'(y-XB)} dp do? '

(3.17)

Na Secdo A.2 do apéndice, calculamos as integrais do numerador e do
denominador de (3.17), designados respectivamente por I(n) e I(d). Assim,

de (A.11) e (A.13),

p=(ntm) _ N+ MM —p
I(n) = ()% r(———F

[+ (2= WA o+ WM W) (s - W) |

1 ndm—
) IM|73 T+ WM™ W[ % (n5?)~ 52 x

—nim-—p
2

7 (n6?)~ "5,

I(d) = ()" P(*=

Dividindo as duas tltimas expressdes e substituindo em (3.17) (ver (A.14),
Se¢do A.2 do apéndice), a Densidade Preditiva Bayesiana para 7 resulta em

DH52) | LI+ WM™
[r(n — p)]%? T(232) (n—p)
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r(z,W/y,X) =



e L

1
X 1+
(n—p)

Esta densidade coincide com a densidade de uma varidvel aleatéria com
distribuigao ¢-Student multivariada com parametro de locagio Wp, (n—p)
graus de liberdade e matriz de correlagdo R = [ng%(I + W M~'W’)]/(n —p)
(Resultado 7, Se¢ao A.2 do apéndice).

Densidade Preditiva Nao Viciada de Minima Variancia

Para o modelo de regressao linear em que a varidvel resposta tem distri-
buigao normal, O’REILLY (1976) fornece uma condicio necesséria e suficiente
para a existéncia de um estimador nao viciado uniformemente de variancia
minima para a fungido densidade do vetor de observagdes futuras Z, asso-
ciado a matriz de variaveis independentes W.

No caso particular em que o modelo de regressio tem posto completo (X
é de posto completo), que é o caso do modelo (3.1), esta condicdo exige que o
espago linear gerado pelas linhas de W seja um subespaco do espaco linear
gerado pelas linhas de X e também que (I — W(X'X)"'W’) seja positiva
definida e de posto menor ou igual a n — p.

Nestas condi¢oes, o estimador ndo viciado de variAncia minima de Pm (2, W
/B,0?), que é uma possivel densidade preditiva para Z, é dado por

Pm(2, W/B,0?) =

( - 5 -1
r(%52) |32 (1-w (X' X)='w")|

[r(n-p)) 2 T(2=2=2

n—p—m-—2 )
)[1-(z-w5)'[(n-p)a2(1-W(x'X)—lw')]—‘(z_wﬁ)]' 7

se (z=WB)'[(n—p)a2(I-W(X' X)W~ (z—-Wh) <1 ;

0 caso contrario.

(3.19)

Salientamos que essa densidade ndo foi obtida através dos processos descri-
tos no Capitulo 2, mas que tem importancia como estimador de pm (2, W/B,
o?), assunto que serd discutido na proxima secao.
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Verifica-se ainda que pn (2, W/B,0%) pertence a classe de densidades pre-
ditivas proposta por LEVY E PERNG (1986), que definiremos na Secio 3.4.

Na préoxima secdo, estudaremos aspectos relativos & consisténcia de algu-
mas das densidades apresentadas na presente secio.

3.3 Aspectos relativos a consisténcia das Den-
sidades Preditivas

Conforme comentado na segdo anterior, uma possivel utilizacao de densi-
dades preditivas é na estimacao da funcio densidade associada a observacoes
futuras. Neste caso, uma importante propriedade a ser analisada é a da con-
sisténcia.

A Definigdo 3.3.1 introduz o conceito de consisténcia de uma densidade
preditiva quando utilizada com o objetivo de estimar a verdadeira densidade
das observacoes futuras.

Algumas definicbes adicionais e resultados auxiliares sio apresentados no
apéndice, Secao A.3.

Definigao 3.3.1 Consideremos os modelos (3.1), (3.2) ¢ pm(z, W/B,0?),
a densidade do vetor aleatdrio Z. A densidade preditiva L(z, W/y,X) ¢€
consistente para p,(z, W/B3,0?) se

P
L(z,W/Y,X) =  pu.(z,W/B,c%.

n — oo

Dada esta definigéo, discutiremos a seguir a consisténcia de algumas den-
sidades preditivas da se¢do anterior. O Lema 3.3.1, cuja prova se encontra no
Lema A.3.1, Secao A.3 do apéndice, serd 1til nesse aspecto.

Lema 3.3.1 (LEVY e PERNG, (1984))

Sejam Y, X, Z e W, vetores e matrizes definidos anteriormente e vamos su-
por que (X'X)/n — D quando n — oo, D positiva definida. Se B,
6%, B, e &2 sdo os estimadores definidos em (3.5), (3.6), (3.9) e (3.10)
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respectivamente, entdo,

(i) B—B =0,(n?)

A

(iii) B, — /= Op(n"")

(iv) 62 — 62 = 0,(n"Y).

Teorema 3.3.1 (FULLER (1976), [pg. 192])

Seja X, = (Xin, Xon, -, Xkn)', um vetor aleatério k -dimensional, a =
(a1,a3,---,ax)’ um vetor de constantes, r, wma fungio de n, n € NN, tal
que 7, =0 para n — oco e

X, =a+ 0,(r,).

Se g(x) € wma fungdo real definida no espago euclidiano k -dimensional,
com derivadas parciais continuas de ordem 2 em X = a, entdo

Jj=1 63:1
i J_Zl ; aamjaa:, (Xin = @;)(Xin — a;)
+ 0,(ry)
onde
ey ¢aderivadaparcialde g(x) comrespeitoa z; avaliada

emx=ae
0°g(a)/0z;0z; éaderivadaparcial de g(x) comrespeitoa zj ez; avaliada
em X = a.

Utilizando este resultado, podemos provar a consisténcia das densidades
Pseudo Preditiva e Preditiva Modificada de Fisher.



Consisténcia da Densidade Preditiva Classica ou Pseudo Preditiva

A prova da consisténcia da Densidade Preditiva Cldssica ¢ direta. Do
5 % 1 .
Lema 3.3.1, temos que B—f = 0,(n"2) e 62— o= Op(n~2) e com isso,

pelo Teorema A.3.3
( gz > - < 52 ) = Op(n_%)-

Aplicando o Teorema 3.3.1 para X,, = (B', o), a=(f,0?) e g(X,) =
Pm (2, W/B,5%), segue que

A 2 m aW ) 2
P(m W/, = pule,W),0%) + 30 LmlWIB)
i=1 J
N 1 8pn(2,W/B,0%)
2.2 5 anjnaXin (Xjn = a;)(Xin — ai)

+ 0,((n~7)?)

onde Xj, éa j-ésima componente do vetor X, e a; aj-ésima componente
do vetor a.

Portanto

Pm(2W[B,6%) = pu(z,W/B,0%) + 0p(n"%) + 0p(n~") + 0,(n~5)
= pm(z, W/B,0%) + Oy(n"7), (3.20)

o que implica que ¢(z, W/Y, X) = p,.(z, W/B,&"’) ¢ um estimador consis-
tentes de pn(z, W/B,0?).

Consisténcia da Densidade Preditiva Modificada de Fisher

O seguinte teorema, cuja prova é dada no Teorema A.3.6 do apéndice,
permitird a demonstragao da consisténcia da Densidade Preditiva Modificada
de Flisher.

Teorema 3.3.2 (LEVY e PERNG (1984))

Sejam Y, X, Z e W, vetores e matrizes definidos anteriormente e vamos
supor que (X'X)/n — D quando n — oo, D positiva definida. Nestas
condigées,
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LL*(2,W/[Y, X) = q(z,W/Y, X) (1 + O,(n"1)).

O préximo teorema mostra a consisténcia da Densidade Preditiva Modifi-
cada de Fisher.

Teorema 3.3.3 (LEVY e PERNG (1984))

Sob as hipdteses do teorema anterior,
LL*(2,W/Y,X) = pn(z, W/B,0%) + 0,(n"7).
Prova: Temos que
a(z, W/Y, X) = pn(2, W/B,5%),
e assim, pelo teorema anterior,

LL*(z,W/Y,X) = pm(z, W/B,5%)(1 + 0,(n™1)).
Substituindo p,,(z, W/23, %) pela expressdo dada em (3.20),

LL*(2,W/Y,X) = {pn(z,W/B,0%) + Op(n~2)} (1 + O,(n""))
= pn(2,W/B,0%) + 0,(n"") pu(2, W/B, 0%
+0,(n7%) + 0,(n"%) 0,(n"™")
= pn(z,W/B,0%) + 0,(n"%). O

Como pn(z,W/B,0?%) éadensidade de Z, desconhecida, foi provado que

LL*(z, W/Y,X) n:;oo Pm(2, W/B,0?), sendo portanto um estimador consis-
tente de p,(z, W/B3,0?).

A Densidade Preditiva Modificada de Fisher foi proposta e analisada com
detalhes por LEVY e PERNG (1984). Neste artigo, é provada ainda sua con-
sisténcia forte, ou seja, a convergéncia quase certade LL* para pm(z, W/B,0?).

Num artigo posterior, os autores dio maior destaque & Densidade Prediti-

va Bayesiana, provando sua otimalidade numa particular classe de densidades
preditivas. Este estudo serd abordado na préxima secio.
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3.4 Densidade Preditiva Otima

Sob o modelo (3.1), como o objetivo de previsao dos dados futuros Z,
LEVY e PERNG (1986) definiram uma classe de densidades preditivas ¥,
que contem as quatro densidades estudadas nas secoes anteriores.

Lembrando que uma possivel utilizagao de densidades preditivas é na esti-
magao da densidade de Z, denotada por p,,(z, W/B,0?), os autores obtém
a densidade preditiva étima dentro de W, definida como aquela que é a mais
préximade pn,(z, W/B3,0?), no sentido de minimizar a medida de divergéncia
de Kullback-Leibler.

Apresentamos a seguir as defini¢des formais dos conceitos que acabamos
de apresentar e posteriormente a densidade preditiva étima de Z.

Construgao da classe de Densidades Preditivas ¥

Ao invés de considerar todas as possiveis densidades preditivas de Z,
LEVY e PERNG (1986) restringem a atengdo a classe de densidades prediti-
vas .

Se W, B e 62 sio os elementos definidos respectivamente em (3.2),
(3.5) e (3.6), consideremos a estatistica

_ (z2—W§)
o (e

A classe U ¢ definida como a colegdo de todas as densidades preditivas
de Z que sdo fungoes de t, ou seja,

U= {s(z,W/y,X) : s(z, W[y, X) = g(t) = g(t(y,2))}.

Verifica-se facilmente que a classe ¥ contem as densidades preditivas
definidas nas segées anteriores. Além disso, sua construcio permite obter de
forma relativamente rdpida a densidade preditiva étima. O critério de otima-
lidade utilizado é definido a seguir.

t = t(y,2) (3.21)

Critério de Kullback-Leibler

AITCHISON (1975) e LARIMORE (1983) propuseram o uso da medida
de informagéo de Kullback-Leibler (KULLBACK e LEIBLER (1951)) como
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uma forma natural de quantificar a proximidade de duas densidades. Tal
medida foi utilizada para verificar a qualidade de uma particular densidade
preditiva como estimador de p,,(z, W/83, o?).

Neste contexto, se s(z, W/y, X) é a densidade preditiva de Z, LEVY e
PERNG (1986) definem a divergéncia de s com relagio a p, por

m(Z, W/B,o?
Dgo2(pm,s) = Evg [logp ( /8,0 )}

s(Z, W/Y, X)

L2 5X08,0%) [ e, W15,0%) tog{ PO sy,

Observamos que Dg ,2(pn,s) serd tdo menor quanto mais préxima esti-
ver s de p,.

Dada essa definigao, passaremos & determinagio da densidade preditiva
otima.

Cilculo da Densidade Preditiva Otima

O problema de obter a densidade preditiva étima dentre as pertencentes
a classe de densidades ¥ consiste em minimizar D ,> da definigio anterior.
Podemos desenvolver essa medida, obtendo

Pm(Z,W/ﬁ,02)}] _
s(Z,W/Y,X) "]

Ey,z [log {

_ (2mo?)~% exp{ — (20%)"Y(Z — WpB)(Z - Wp)}

= Pz [isd (2, WIY, X) }]

= Eygz [% log (271_102) - 2}7(2 -WpB)(Z - Wﬂ)] — Evyz(log s(Z, WY, X)]
= Fog(y) — 5By a {ETVEVEZWIN _ g 1og o2, Wy, X))
= Tlog(; 7302) — 2~ By 5 log s(Z, W/Y, X)]. (3.22)

Como para todo s € ¥, s(z, W/y,X) = g(t), o problema equivale a
maximizar FEi[log g(t)].
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Verifica-se que t = (z — Wﬁ)/[n&""]% tem distribuicdo ¢-Student multiva-
riada, ou seja, R
(z—Wp)
(aET

(n6?)

sendo A =1+ W(X'X)'W'.

Stm((); n—p, A/(Tl - P)),

Devemos entao rnaxirnizar
Eflogg(t) =k [ (1+ t'A=14) "5 1og (t) dt,
onde
Y G

((n—p)m)3T(232)

T -
2

(n—p)

Este procedimento é equivalente a maximizar o funcional

Jg] = / (1+t'A lt)_ — log g(t)dt

sujeito a restrigao
Klg) = / g(t)dz = 1. (3.23)
Rm
Temos que
t = —(Z_ W,ﬁ) = (n&2)_;—z—(na )'5‘ ﬁ
(n6?)%

e com isso,

dt = d((n:ﬂ)-%z) = (n6?)"3dz,

o que implica em
dz = (n6?)% dt. (3.24)
Substituindo (3.24) em (3.23), a restricao fica
Klg] = / (n6%) % g(t)dt = 1. (3.25)
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Apresentamos a seguir o teorema dado em LEVY e PERNG (1986), que
exibe a densidade preditiva étima de Z, detalhando um pouco mais sua de-
monstracao.

Teorema 3.4.1 (LEVY e PERNG (1986))
Sejam W, t e Dpg2(pm,s) como definidas previamente. Nestas condigées,
a densidade preditiva

9" (2, W)y, X) = g"(t(y,2)) = stm(WPB, n — p, n324/(n — p))

€ o inico minimo de Dpg,2(pm,s) dentre todas as densidades s em v,
para todo 3 e &2.

Prova: Conforme visto anteriormente, devemos maximizar

Tiol= [ Pt oo

sujeito a condigao

Klg= | Gt,g)dt =1,
]Rm
onde
F(t,g) = (14 t'A7t)~ "5 1og (1) (3.26)
G(t,9) = (n6%) 7 g(t). (3.27)

Essa maximizagdo de J[g], sujeita & condicio K[g] =1, é um problema
isoperimétrico de calculo variacional (GELFAND (1963)).

Verifica-se que se § maximiza J sujeito a K[g] = 1, entao existe
A € R™, multiplicador de Lagrange, tal que § é o ponto critico do funcional

el = [ 1P(t.9(6) = XG(t, g(e))a.

Verifica-se também que o ponto critico desse funcional é obtido quando
a derivada direcional (ver (A.18), Secdo A.4 do apéndice) de L na direcio
h € C(IR™) é igual a zero (§ e h(t) sdo unidimensionais e CH(IR™) éa
classe das fungées continuas com primeira derivada continua, com dominio
em IR™). Desta forma, devemos determinar § tal que
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OL(G) _ . L(g+th(t)—L(g) _ 1 (pm
— - = lim : =0 VheC(R™).

(3.28)

De (A.18) do apéndice,

oL(G) _
Oh

i TP (6) 4 1h(6) = AG(t,5(6) + th()ldt — fy [ (8, 3(6)) - AG(t, ()]de
t—0 i

i [ U030+ () — AG(t,5(8) + th(t) — F(t,3() +AC(6,3()
=0 JRm t

-ty [ [FLAHO P _ G0+ ) =00,
t=0 Jrm t i

Admitindo-se que [F(t..<7(t)+th(t))—F(t.§(t)) — ,\G(t,g(t)+th(t))—G(t,§(t))] é in-
t t

tegravel, o que deve ser averiguado posteriormente, segue que

oL(g) _

oh

/ lim[F(t,g(t)Hh(t))—F(t,g(t)) _ AG(t,g(t)ﬂh(t))—G(t,g(t))] dt.
Rm t—0 t t

Devido a derivagao feita em (A.21), esta expressdo se reduz a

Tl [ oo - [ D ey nea

Lembrando que g ¢é tal que 9L(g)/0h =0, entdo

T [ [Gewaw) 230 ae)] ad =0 Vi e cime)

onde C ¢é a classe das fungdes continuas em IR™, do que segue que

oF G, )
7y (B 90) — A5 (6a(8) = 0 VieR™
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As derivadas parciais das fungées em (3.26) e (3.27) com respeito a g,
avaliadas em g =g sao

0 (14 t'A-1¢)- =452
—F(t,g) = — 3.29
5 F(t.9) - (3.29)
e
a _ A\
Logo,
’oA—1 _L&;—E)_
(1L+¢A47) Came?)E = o
g
e finalmente
(1 + t7A-1t)- =52
A(n62)7 ’

onde o valor de A pode ser calculado da restricio me(n?r?)"zng(t) dt = 1.
Ap6s calculos temos que

n 20 (2)]a)t

A=
r (m+n—p))

m+n—E!
2

g(t) = o (LHtATE)”
F(iﬂ“—”l)ﬁmp(n&?)?

2

’

Verifica-se que a fungao [F(t’g(t)“h(t))‘F(“'5(")) - )‘G(t»ﬁ(t)“h(t))—G(t,é(t))]
t t

para g(t) obtido, é majorada por uma fungao integravel, sendo portanto in-
tegravel.

Verifica-se ainda que g fornece um tinico maximo para J[g] sob a res-
tricao em (3.25).

Como consequéncia, a densidade preditiva étima de Z é
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9(t(z)) = g°(z,W/y,X)

F M . ~9Q -1 . b
= (m"’ 1) (14 ——(z - WHY[PZA) (o — w2
F(@)Wﬂfllf(n&?)? n—p n—p

e resulta em St,,(WS, n — p, n62A/(n — p)).

Esta densidade, que minimiza a medida de Kullback-Leibler, é a Densi-
dade Preditiva Bayesiana (3.18). Portanto concluimos que tal densidade é
otima na classe W, que contem todas as densidade de interesse ja descritas.
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Capitulo 4

Densidades Preditivas na
determinacao de pontos
influentes no modelo de
regressao linear

4.1 Introducao

Diagnéstico em regressao é um tépico bastante estudado. Na literatu-
ra, existem muitas medidas de diagnéstico que basicamente sio usadas para
comparar o ajuste do modelo considerado na auséncia e presenca de um ou
vérios elementos amostrais. I de nosso interesse em especial descrever o uso
de densidades preditivas para detectar uma ou mais observagées influentes
num modelo linear normal. Serio avaliadas as densidades preditivas na pre-
senga e auséncia de observagoes e a discrepancia entre elas sera quantificada

através da medida de divergéncia de Kullback-Leibler (KULLBACK e LEI-
BLER (1951)).

Iniciamos este capitulo apresentando os modelos lineares com os quais
iremos trabalhar e fornecendo as notacdes necessarias para denotar as obser-
vagoes retiradas e o modelo sem estas observagoes. Logo apds, introduzimos
a densidade preditiva que serd utilizada e as defini¢ces de Fungées de In-
fluéncia Preditivas baseadas nas medidas de divergéncia de Kullback-Leibler.
Para o caso da previsdo de um vetor de observagoes, as Fung¢ées de Influéncia
Preditivas sao desenvolvidas de forma detalhada de modo a se conseguir uma
clara interpretacdo da influéncia das observagoes.
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Em particular, para a previsao de um vetor aleatério no modelo linear
normal em que Y ~ N(Xf3,0I), a densidade utilizada serd a densidade
preditiva bayesiana para a priori f(8, 0) = 6=' . Quando o pardmetro 0 é
conhecido, a densidade preditiva torna-se uma normal multivariada, e, com
base nela, calcularemos as Fungées de Influéncia Preditivas que descreveremos
na Segao 4.3. Se o parametro nuisance § ¢é desconhecido, a densidade predi-
tiva bayesiana resultard na t-Student multivariada, j4 estudada no Capitulo
3. Neste caso, nao serd possivel calcular as Fungées de Influéncia Preditivas
exatas, pela complexidade na resolugéo das integrais envolvidas e consequen-
temente, calcularemos Fungées de Influéncia Preditivas aproximadas.

Neste estudo, estamos apresentando a abordagem proposta por JOHN-
SON e GEISSER (1983), que utiliza somente a densidade preditiva bayesiana
na detegao de pontos influentes. Uma andlise similar pode, evidentemente,
ser feita adotando-se qualquer outra densidade preditiva.

Finalizamos o capitulo com um exemplo ilustrativo no qual estaremos

caracterizando as observacdes ou grupo de observacdes influentes de maior a
menor influéncia, com base nas Fun¢ées de Influéncia Preditivas aproximadas.

4.2 Previsao para um vetor de observacoes
Consideremos o modelo linear
Y=XF+u (4.1)
emque Y = (Y3, --,Y;) éo vetoraleatério nx1 de dados observados, onde

X & uma matriz de constantes n x p de posto completo,

B=(P1,---,B,) éovetor px1 de coeficientes de regressao desconhecidos
onde B € Qs e p éo espago paramétrico para 3 e

u  éovetor de erros aleatérios néo observavel nx1 tal que u ~ N, (0,01),

I ¢é a matriz identidade de ordem n e 6 é um pardmetro positivo.
Desejamos prever o vetor de observacdes futuras Z no modelo
Z=Wg+u" (4.2)
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onde Z = (Z1,"*+,Zm) é o vetor aleatério m x 1 de variaveis aleatérias
nao observadas,

W & uma matriz de constantes m x p e

u® € um vetor aleatdrio nao observavel m x 1 tal que u* ~ A, (0,01) e
u e u* sao independentes.

Com esse objetivo, JOHNSON e GEISSER (1983) admitem a densidade

a priori nao informativa para (3,6), dada por

f(8,0) o 07N

Quando Y =y ¢é observado, a densidade preditiva bayesiana de Z ¢é

/W, X,y) o / £(2/W,5,0) F(8,6/X,y)dBdo

sendo  f(B,0/X,y) a densidade a posteriori de (B,0) e f(z/W,[,0) a
densidade de Z dado f e #, normal multivariada com média WG e matriz
de covariancia §I. Como a priori f(83,0) nio depende do parametro B,
temos dois casos a considerar:

(i) 0 conhecido: A densidade preditiva f(z/W, X,y) é normal multiva-
riada com média W/ e matriz de covaridncia 01 + W(X'X)'W'), que
indicaremos por

Nw(WB, 0(1 + W(X'X)™'W")) (4.3)

sendo que f = (X'X)™'X"Y é o estimador de minimos quadrados de 3. O
célculo desta densidade encontra-se na Segdo A.5, apéndice.

(ii) 0 desconhecido: Neste caso, a densidade preditiva de Z dado
Y foi obtida no Capitulo 3 e é uma t- Student multivariada com (n — p)
graus de liberdade, vetor de locagao Wﬁ e matriz de correlagdo s*(I +

W(X'X)™'W'), onde s? = (y — XB3)(y — XB)/(n—p) e sera indicada por

Stm(WB,n — p,s*(I + W(X'X)'W")). (4.4)
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Previsao quando observacoes sio retiradas

Se, no modelo (4.1), retira-se um subconjunto de dados de tamanho k,
indicaremos por “(¢)” os dados restantes e por “s” os dados retirados. Desta
forma, reescrevemos a matriz X e o vetor Y como

Xi Y;
X = ( ' ) e Y = ( ' )

Assim, X; é a matriz k xp das varidveis auxiliares associadas as observacoes
retiradas, X(;) €a matriz correspondente as observagdes restantes e vale uma
interpretagao andloga para Y; e Y(;. O modelo linear (4.1) poderé entdo
ser escrito na forma

Y = (Y:’ Ei)) = ﬂ’(X:{7X(,i)) + (u:"u(i))'

Nestas condiges, denotaremos por f(;) = f)(z2/W, X(i),¥)) a densida-
de preditiva de Z calculada apéds a retirada do grupo de observacoes “i”.
Esta densidade serd deduzida a seguir para os casos em que 6 é conhecido e

desconhecido.

(i) 0 conhecido: De maneira aniloga ao calculo de (4.3), obtem-se a
densidade preditiva de Z quando o modelo linear nas observagdes ¢ Y(;) =
X@#PB + ugy, resultando na densidade

Noa(W By, 0(1 + W(X(y X (o))" W), (4.5)

onde ,é(;) = (X(’i)X(,-))"lX(’i)Y(,-) é o estimador de minimos quadrados de £
com base nos dados restantes.

(ii) 0 desconhecido: De maneira similar a (4.4), quando o conjunto “i”

é retirado, a densidade preditiva de Z é

Stu(W ey, m = k = p, st (I + W (X{y X)) W) (4.6)

ohnde 3(21.) = (y(1) _ 5’(1))1(}'(1) — S’(:))/(n — k- p) e S’(,) = X(z)B(x), com
By = (X Xw) ™ X(y Yy

Adicionalmente, introduziremos a seguinte notagao para as estatisticas a
serem usadas:
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S=X'X St = Xty X

H=XS1Xx' H(‘):XS(:)IX’
y=Xp y0 = X B
I‘:y—y r('):y—y(')
a?=r'r a?i) = I(3T)
s> =a*/(n - p) sty =ay/(n—k—p). (4.7)
Utilizaremos ainda as estatisticas
Vi = X;S7'X!
Vi = X
ri = Yyi—Yi
2 = a i1 — V)
T} = aza(“l.?t;‘-". (4.8)

No modelo de regressio linear Y = X8 +u em que B é estimado
por minimos quadrados, define-se residuo internamente studentizado para um

grupo de observagdes (COOK e WEISBERG (1982), [pg. 30]) como
ri(l - Vi)'

eH) = ———,
(v) 52

onde &% = s2,

Observamos entao que ¢? é proporcional & essa generalizacio do residuo
internamente studentizado. Observamos ainda que V; é uma submatriz da
matriz hat H, pois

H=X(X'X)"X

™ X,

[ X(XX)TUX X(XUX) X,

i X(l)(X’X)_IX: X(;)(X/X)—IX(’i)

[ X{S—IXz{ X,'S_IX(’,-)

| XoS™TX] XS X,
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Em ambos os casos, # conhecido ou nao, as densidades preditivas para
os dados completos e os dados com observacoes retiradas serao comparadas
para medir a influéncia dos dados retirados na previsido. Esta comparagao
serd através da medida de divergéncia de Kullback-Leibler que, para o caso
especifico da previsao, foi definida como Fun¢do de Influéncia Preditiva, ini-
cialmente por JOHNSON e GEISSER (1982) considerando a previsio de uma
tinica observacdo. Os mesmos autores, em 1983, redefiniram as Fungoes de
Influéncia Preditivas quando o interesse é a previsao de um vetor de obser-
vagoes. A seguir, descreveremos estas funcdes.

4.3 Funcoes de Influéncia Preditivas

Nesta se¢ao, introduziremos o principal conceito do capitulo, que é a defi-
ni¢ao de Fungées de Influéncia Preditivas. Com este objetivo, apresentaremos
algumas definigoes preliminares.

Medida de falta de ajuste D?()

No modelo de regressao (4.1), uma classe de estatisticas que medem a
influéncia de um subconjunto de dados quando o pardmetro B é estimado
via minimos quadrados é dada por

D}(Q) = (B - Bw) QB — b)), (4.9)

onde [ ¢é o estimador de minimos quadrados de g, By € o estimador
de minimos quadrados de B quando um subconjunto de observagoes “2” é

retirado e ) ¢ uma matriz positiva semi-definida.

Para k=1 e Q =S5 como definida em (4.7), a estatistica D?(S) é
proporcional a medida D de Cook, proposta por COOK (1977) para avaliar a
influéncia da i-ésima observagao quando se estima 3 via minimos quadrados.
Quando k> 1, vale uma interpretacio similar.

As identidades

B = B-ri(I-V) XS5
Sil = ST+ STIXUI - Vi) XS
a?a("‘.)2 = 14+ T?
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TP = (1)

Ui = Vi(I-V)™! (4.10)

demonstradas por BINGHAM (1977), seréo tteis no calculo e interpretacao
das Fungées de Influéncia Preditivas.

Usando a forma de B(;) dada em (4.10), obtemos a identidade
D{(Q) = ri(I - Vi)' X:ST'QST X! — Vi) M,
Para Q =S, a medida D?(S) resulta em
DX(S) = (I - Vy"Vi(I - Vi) i,
Da defini¢do em (4.9) temos que
DX(S) = (B~ Bw)'S(B - By)
= (8= L)' X' X(B - b))
= [X(B =B X(B - b))
(X8 — XB0))'(XB - XBy)
= -y -39), (4.11)
resultado obtido ao utilizar as definigées de 3 e 3 dadas em (4.7).

Assim, de (4.11), observamos que D?(S) é o quadrado da distdncia eu-
clidiana entre o previsor de 'Y baseado no conjunto de dados completos e o
correspondente previsor baseado no conjunto de dados com observagoes reti-
radas.

Divergéncias de Kullback-Leibler

A medida de distincia ou divergéncia entre duas populagoes foi definida
por KULLBACK e LEIBLER (1951). Assim,se f; e f, sio funcoes den-
sidade e Ey, ¢é o operador que toma esperanca com respeito as densidades
fi» 1 =1,2, os autores introduzem as divergéncias direcionadas

I(f1, f2) = Ep, In(f1/ fa),

I(f2, i) = Ep, In(f2/ 1),
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e a divergéncia entre f, e f,

J(fl)f2) = [(fl,f2) I ](f21fl)'

Verifica-se que essas medidas sao bem definidas e nio negativas, sendo
nulas apenas se f; = f,. Além disso, se f; e f, sio densidades de vetores
aleatdrios com distribuicéo Na(u;, X)), com ¥; positiva definida, 7=1,2
respectivamente, verifica-se (Resultado 11, Secio A.5 do apéndice) que

2](f1,f2) = (U2 = ul)’Z‘gl(ug — lll) + t?"EIZ;l = ln|2122_1| -n, (412)

onde |X;37"'| representa o determinante da matriz ¥, it

Funcoes de Influéncia Preditivas

Como a inferéncia sobre valores futuros baseada em distribuigées predi-
tivas depende da informacdo contida na amostra, é de interesse determinar
quais subconjuntos de tal amostra sio mais influentes para o proposito da
previsao.

Conforme definido anteriormente, as fungdes f = f(z/W,X,y) e oy =
f(z/W, X(i),y@), correspondem respectivamente 3 densidade preditiva de
Z baseada em todas as observagdes e & densidade preditiva obtida apds uma
observagao ou um grupo de observagdes ter sido retirado.

Para medir a influéncia na previsio de uma observacao futura quando um
particular elemento ou grupos de elementos amostrais é retirado, JOHNSON
e GEISSER (1982) definiram as Fungées de Influéncia Preditivas como as
medidas de divergéncia entre f e fti). Posteriormente, os autores redefini-
ram as Fungoes de Influéncia Preditivas para o caso mais geral da previsao

de vetores (JOHNSON e GEISSER (1983)). Em ambos os casos, define-se as

Fungoes de Influéncia Preditivas como as divergéncias direcionadas

I(f, fy) = Erin(f/fu),

I(f(i)’f) = Ef(.‘) ln(f(i)/f)a

ou como a divergéncia entre f e Fe

J(f, o) = I(f, faiy) + I(fsy, f)-
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Apresentaremos a seguir as Fungées de Influéncia Preditivas no modelo
linear definido em (4.1) e (4.2). Conforme comentado anteriormente, quan-
do 6 ¢é conhecido, calcularemos as Fungées de Influéncia Preditivas exatas
através de (4.3) e (4.5), e, para 0 desconhecido, obteremos as Fungoes de
Influéncia Preditivas aproximadas usando (4.4) e (4.6).

I. Funcgoes de Influéncia Preditivas exatas, # conhecido

Quando o pardmetro 6 ¢é conhecido nos modelos (4.1) e (4.2), Fungoes
de Influéncia Preditivas exatas podem ser calculadas utilizando-se as densi-
dades preditivas da secio anterior. Na pratica, dificilmente o parametro 0 é
conhecido, mas este estudo é importante para ilustrar o calculo das Fungaes
de Influéncia Preditivas e facilitar a compreensio do caso em que 6 é des-
conhecido.

Os resultados a seguir foram obtidos por JOHNSON e GEISSER (1983)
e permitirdao uma avaliagdo da influéncia das observacdes na previsao do
préprio vetor de dados Y, caso em que W = X.

Resultado 4.1
Nos modelos (4.1) e (4.2), com @ conhecido e W = X, a Funcio de
Influéncia Preditiva I(f, f;)) é tal que
1, 1 1o
2U(f,fi) = FDHOHS = SXUT — )™ x)
+ {In|I + %V;(l -V - %tr[V;(l - %v,-)—l]},

Prova : Como as densidades preditivas de f e ft) sao No(9,0(1 + H))
e Na(3D,0(1 + HD)) respectivamente, entéo devido a (4.12)

2§1(f, f) = =390 + BT (F — 39 + tr[6(I + H)O (I + HD)™Y]
— In|0(I + H)O~(I + HO)| —p.
Lembrando que y() = Xﬁ(;),
21(f, fo)) = (XB— XB(:’))IQ—I(] + HOY=Y(Xj - XB(:‘))
+ {tr((1+ H)(I + HO)™) = in|(I + H)(I + HO)™| - n}
= (B=Bu) X0 (I + HN) ' X (3 - Biy)
+{tr{(I 4+ H)(I + HO) ') = In|(I + H)(I + HD)™!| — n}.
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Como D?(Q) = (,5’ - ,é(i))’Q(B — ,é(;)), esta expressao fica

21(f, fy) = DIX'07'(I+ HY)™'X)
+{tr[(I+ H)(I + HO)™") — in|(I + H)(I + HD)™!| = n}.

As matrizes [+ H e (I+H®)™! sio simétricas e assim, tr((I+ H)(I+
HD)= = tr[(I + HO)-Y(] + H)]. Portanto, do Resultado 12 (vi) e (vii)
(Segao A.5 do apéndice),
20(/,fp) = DHOX'(I = JH — SXS7 X1~ LWy X5 x)x)

+{n— %tr[V}(l - %v,-)-l] — In|(I + H)(I + HO)| -}
= Do (X'X — %X’HX _ %X’XS‘IX{(I - %V;)‘IX,-S“X’X)]
- %tr[V;(I - %V;)_l] —In|(I+ H)(I + H)™|
= DI Y (X'X — %X’XS“X’X - %X’XS“X{([ - -;-V;)‘IX;S"X’X)]
— %tr[V.‘(I - %W)‘l] —In|(I+ H)(I + H)|
1 1 1
= DY~V (=S — =X'(] — ZV)"L X-
— SUlVi(T = SV = In|(1 + H)(T + HO)|

Do Resultado 12 (7) e (417) (Segio A.5 do apéndice) e sendo que para duas

matrizes A e B, quadradas e de mesma ordem, |AB| = |A||B|, entéo
21, fig) = DHO S — XU~ 217 X))
= StV = 397~ Inf2P () 4 ST~ Vi)
= SDHOHS - X~ 2V X))

1 1
+inll + SVi(I = Vi)™ - %tT[V;(l -z%)7. o

Resultado 4.2
Nos modelos (4.1) e (4.2), com 6§ conhecidoe W = X, a funcio de influéncia
preditiva I(fi), f) é tal que,
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1

DHO™'S) + {5trlVi(T = Vi)™ = Inll + LVi(I = V],

Prova : De forma similar & prova anterior, usamos as densidades preditivas
de f e fi) e arelagdo (4.12) para obter

20(fa, f) = Y -9)0( + H) ' (FD -9)
+ {tr[0(1 + HO)O™ (I + H)™'] = in|0(I + HDYO~ (I + H)™Y| — n}.

Como S’(") = XB(,‘),
21(fi), f) = (XBu — XBY[6(I + H)" (XBy — XB)
+ {tr[(I + HOYI + H)™Y] - In|(I+ HO)(I + H)™'| = n}
= By - B0 X' (I + H)' X](By - B)
+ {tr[(1 + HOYI + H)™'] = In|(I+ HOY(I 4+ H)™| - n}.

Da defini¢do da estatistica D}(Q) em (4.9) e do Resultado 12 (), (i),
(tv) e (i27), (Secao A.5 do apéndice) respectivamente

2(ff) = DI X(T ~ SH)X]

+ ek (= V)7 = ml22@) T+ SV = V) = m)

1
= DHOTZS) + (Gl = V)™ — il + L1 = Vo)1)

3 DHO7IS) + (Gl = V™) = Il 4+ SV =V ]y, o

Devido a (4.11), observamos que o primeiro componente de cada uma das
Fungoes de Influéncia Preditivas mede a falta de ajuste do conjunto de dados
“(2)” relativo & uma métrica que depende de V.. J4 o segundo componente
s6 depende de V;, que sendo uma submatriz da matriz Hat, esta relacionada
a influencia das observacbes. Assim, o efeito do subconjunto de dados “7”

€ medido por uma estatistica que mostra simultaneamente falta de ajuste e
inf luéncia.



II. Fungées de Influéncia Preditivas aproximadas,  desconhecido

As Fungoes de Influéncia Preditivas sio construidas com base nas den-
sidades preditivas, que, quando o parametro 6 é desconhecido, sio densida-
des i-Student multivariadas. Infelizmente, nio é possivel obter expressoes
das Fungées de Influéncia Preditivas a partir desta distribuigao, devido a
complexidade na solugdo das integrais envolvidas no calculo. Pode-se, no
entanto, obter Fungées de Influéncia Preditivas aproximadas, substituindo
apropriadamente densidades t-Student multivariadas por normais multivaria-
das. JOHNSON e GEISSER (1983) propée o uso das densidades preditivas

fo M@ (m-p)n—p-2)'s2(I+H) e

Joy = Ma@O,(n =k —p)n—k — p—2)~'s% (I + HD))
como aproximagao para as densidades ¢-Student (4.4) e (4.6), respectivamente

para os dados completos e para os dados com observacdes retiradas.

A aproximagio foi feita de modo que (ver Resultado 7, Segao A.2 do
apéndice)

E.f(.‘)(Z) = Ef(,-)(z)’
Vary(Z) = Var(Z),

Vary,(Z) = Varf-('_) (2),

ou seja, se Z tinha distribui¢do t-Student multivariada com vetor de médias
p e matriz de covaridncias X, sua densidade foi aproximada pela densidade
da normal multivariada com vetor de médias y e matriz de covariancias X.

Nestas condigoes, definem-se as Fung¢ées de Influéncia Preditivas aproxi-
madas

I(f, f&y) = I(f, fioy)

I(fy, [) = 1(fe), )
A seguir, apresentamos os resultados que servirio para a deteccao de pon-

tos influentes no caso do parametro 6 ser desconhecido, no problema de pre-
visao ja descrito.

63



Resultado 4.3
Nos modelos (4.1) e (4.2), com ¢ desconhecido e W = X, a funcio de
influéncia preditiva aproximada I(f, fiy) € tal que

21(f,f0) = 2I(f, fw)
1

_ 1 2(.—2 -1
= 54 D; [S(i)(S = X;(J = §Vi) Xi)]

+ {Inll 43U = V™| = btV = 1))
b= &)~ o1 - )] ~ 1)
+ == )7 V(T - TV,

onde b=(n—p-2)"'(n—k-p-2) e eo=(n—k—p)(n—k—p—2).

Prova : De (4.12)
20(f,J0) = =39 (n—k=p)(n — k- p—2)s32(I + HO)}(3 — 310)

r (n—p) n—k—p-— ) ()
* th—P—% M—k—m oI+ HY )}

(n—p) (n — p—2) (i)
A P LA
(n—'k—p-—2) 1 ~ (i
= Tshop) O IsgU+HO)( - 99)

+ tr [(”(;f;f;)” (n=p)s*(n —k—p)~'s2(1 + H)(I + HO)- J
(n—k—p-2)
(n—p—2)

Tomando ¢; = (n—k—p)~'(n—k—p— 2) e b=(n—p—2)"Y(n—k—p-2)
e substituindo y por X,B e ¥ por Xﬁ(),
21(f, fy)) = @ [(Xﬁ — XBw) sa (I +HD)(XB —Xﬁ(;))]
+tr [bn — p)s*(n — k — p) L5721 + H)(I + HO)- d

— In .b(n = p)s’(n—k—p)~'s (1 + H)(I + HO)!

s2(I+ H)(

— In

— In

(n—p)si(n—k—p _ls(_i)?(l-}— H)(I+ H(i))_lt —n.

—n

a

= ¢ [(5 — B(i))'XISZQ(I + HO) 1 X(5 - ﬁ(i))]
+ tr [ba2a_2([ + H)(I + H® )~ ]

ba2a (]-I-H)([—i— H®)~!

—In
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devido as relagdes em (4.7).

De (4.10), temos ainda que
a;’a(_i)2 = 14T
= 14¢(1 -1
= (-

e, utilizando o Resultado 12 (v7) (Segio A.5 do apéndice),
21(f, /) = @ Di[sgy X'(1+ HO) ' X]
+ tr [batagd(T + H)(I + HO) ]

—In

ba*a72(I + H)(I + H(‘))‘l' —n

= ¢ D? [s(j.)? XN = —;-H - %XS‘IX,-’(I - %V,-)‘IX,-S"‘X’)XJ

+tr [b(1—¢2) (I + H)(I + HO)™
—n|b(1 =) I+ H)(I+HY)Y —n
= ¢ D? [3(—3 (X'X — %X’HX — %X’XS‘IX{(I = %Vi)“X,-S”‘X’X)]
+o(1 =) tr [(+ H)(I + HO)™]
—n [b(1 =) = In|(I+ H)I + HD)™| — &
1

1/ 1—1_
55 - 5K = 3070

= oD} [5(_,)2 (5 —
2\—1 1 11
+o(1—t)"(n— §tT‘[Vi(1 - §V,~) )
—nin[b(1 — 37 = In|(I + H)(I + H))| — 5
1

1.,
= Ecl D? [S(—,)z (S—X{([— EVI) IX,):I

+nb(L= )7 = 28(1 = &) V(L = 1))
— nlnfb(1 —¢3)™)]) — In|(I + H)(I+ HD)™1| — 5

- %cl D? [s&f(S—X{(I— v,-)—lx,.)}

+nb(1 -t} - %btr[Vi

— DN | = —~

e
I— §Vi) ]
- SOR =B rlViC = 1)) = a1 — )
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—In|(I+ H)(I+ HD) ™| — n.

Do Resultado 12 (7) e (éiz) (Segao A.5 do apéndice),

z = 1 - ; 1_.._
2I(f, fn) = 54 D} 3(;)2(5_)({(1—5‘/;) X))

b (1= )7 = ZburlVi( — V)]

- 3880 =) V(I — 1Y) = ntnfb(1 — &)
— In[22?|] + lv,u - %v.-)-*rl] —n

1
= 561D,~2

1

25— X(I——V) ‘X)]

+{1n11+§w = W= gourl(r - v
nfb(1 — )7~ (1~ ) 1)
=080 - a) wlvi - 2y o

Resultado 4.4
Nos modelos (4.1) e (4.2), com 6 desconhecido e W = X, a fungio de
influéncia preditiva aproximada ](f( ) f) é tal que

2IA(f(i),f) = 2[(f(i)af)

1
= 5 Cy D?(s"zS)

+ {50 AT = V] = tnll + V(- vy
+ b7 (1 =) — In[b™(1 — )] — 1)
+{=gb e U - W),

onde b=(n—k—-p—-2)(n—p—2)""! e ¢ =(n—p-2)(n—p)L
Prova : De (4.12),
20(fw, /) = GV =9Y((n=p) (0 = p—2)s72(1 + B) 3O - 3)

o o[ D+ 2Dy
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- {ln (n(i;f—f)z)sff)(”H("))%S"(HH)*’ —n}
(n(;+p)2)( YOV s~ + H) (5 — )

+ tr [(n(fx;i)w (n— k = p)s¥y(n — p) ™ s2(1 + HO)(I + H)_l}

_ {m(Jf;f;igﬂ"‘k_mﬁ“”"mﬂ§%I+me

Definindo ¢; =(n—p—2)(n—p)™ e b=(n—k-p-2)(n—p—2)~"
e, substituindo ¥ por X/ e v por Xﬂ(,),

21(fa, /) = & (B—Bw)IX's™(I + H)™' X](3 - B)
+ (b7 (n — k — p)siy(n — p) LI + HO)I + H)™
— o™ (n — k - p)sty(n — p)~'sTH(I + HO)I + H)™'| — n
= ¢ D}(s7?X'(I + H)'X)
+ {tr[b~ afya (1 + HO)I + H)™]
— In|b" adya X (I + HOY(I + H)™Y| — n},

da definicio de D?(-) e usando as relagdes de (4.7).

Como consequéncia de (4.10) e do Resultado 12 (i) (Secio A.5 do apéndice),

2U(J f) = @D X(I - 2H)X)

+ tr[b1((1 t%ﬁ I+ HOYI+ H)™Y)
— Wb (1 —tH)™) T+ HNI + H) Y| =n

= DY (s (X'X — %X’HX))

+ tr[b™ (1 — ) (I + HOY(I 4+ H)™]
— b7 1= )(I+ HNI + H) Y =n

= ¢ D¥(s7%(S - %S))

+ tr[b™(1 — ) (I + HOY(I + H)™
— b7 (1 —tH)(I+ HOYI 4+ H) Y| —n

= %CQ D?(S—zs)
+ 071 (1 — ¢ tr[(I + HO)I + H)™H)]
— 5™ (1= )" — tnl(1 + HO)(I + H)™| —n.
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Usando o Resultado 12 (iv), (7) e (iii) (Secdo A.5 do apéndice) respecti-
vamente,

2[(f(i)a

f

)

% Co D?(S_ZS)

571 = ) (0 + tr V(T = 1))

1
= 0o (1= t3)] = |l + SV = V)Y~ n

%cz D(s~25)

+nb (1 —t]) + %b“(l =) tr [Vi(1 — Vi)™

— nin[b™'(1 —t3)] — In|I + %V;([— Vi)l = n

% ca D}(s729)

+ {nb (1 —t3) + %b“tr[V;(l ~Vi) T - obm

1

i [Vi(I = Vi)

— nlnb™'(1 —t3)] — In|I + EV,'(I— V)7l — n}

%cz D?(s72%8)

+ %b‘ltr VAT = V)]

~ |l + %Vi(l— V)|
+n{b7'(1—t7) — In[b7'(1 —t?)] — 1}
- ;b WiV -V). o

Observamos que o primeiro termo em [ (f, ft)) € proporcional & funcio
disténcia de Cook para o caso k arbitrario, sendo que os dois primeiros com-
ponentes sao muito semelhantes aos dos Resultados 4.1 e 4.2 e podem ser
interpretados de maneira similar.

O dltimo termo, que é sempre negativo, vai produzir um decréscimo em
i(f, ft))- Tal decréscimo serd tanto maior quanto mais influente for o con-
“” e vai compensar um possivel aumento nas demais parcelas
ocorrido devido a falta de ajuste.

junto de dados

Encerrado o estudo sobre Fun¢ées de Influéncia Preditivas nos modelos
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lineares (4.1) e (4.2), apresentaremos a seguir um exemplo que ilustrara al-
gumas das idéias desenvolvidas nesta sec3o.

4.4 Exemplo

Nesta segdo, apresentamos a analise feita por JOHNSON e GEISSER
(1983), com o objetivo de ilustrar o uso de I(f), f) (Resultado 4.4) na de-
tecgao de subconjuntos de observacdes influentes.

Os autores utilizam os dados de COOK e WEISBERG (1980), relativos a
um experimento conduzido com o objetivo de avaliar o sucesso do tratamento
de nuvens na tentativa de incrementar chuvas.

O experimento FACE (Florida Area Cumulus Experiment) foi realizado
para verificar a existéncia de efeito do uso de “iodeto de prata” para aumentar
a quantidade de chuva. A andlise foi feita numa 4rea de aproximadamente
3000 milhas quadradas ao norte e leste de Coral Gables, Florida.

Neste experimento, 24 dias no verio de 1975 foram considerados apropria-
dos para aplicagdo do tratamento, com base num particular critério. Um dia
seria analisado se

S— Ne Z 15, (413)

onde

S € a previsao da diferenca entre as alturas maximas de uma nuvem se
tratada e ndo tratada e

Ne  é um fator que serd tanto maior quanto melhores forem as chances de
se obter chuva naturalmente.

Em geral, os dias apropriados foram aqueles nos quais S — N, era grande
e a primeira chuva natural nesse dia foi pequena. Em cada dia considerado
como apropriado, a decisdo de aplicar o tratamento baseou-se numa aleato-
rizagao. Assim, aplicou-se o tratamento a 12 dias e analisou-se mais 12 dias
sem o tratamento.
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Na selegio dos dias através do critério da inequagéo (4.13), os investiga-
dores consideraram somente dias com C' < 13%, onde

C'  ¢é a porcentagem de nuvens na 4rea experimental, medida usando radar.

Esta variavel é tal que um dia com distirbios ou nio apropriado teria

C > 13%.

Em cada dia, foram medidas a varidvel resposta “quantidade de chuva”,
uma variavel indicadora expressando se as nuvens foram ou nio tratadas na-
quele dia e mais 9 variaveis, incluindo interacdes, consideradas importantes
na explicacdo da varidvel resposta.

Foram consideradas a varidvel resposta

Y :  quantidade de chuva na regiao num periodo de 6 horas, medida em metros
cibicos x 107 em cada dia analisado,

e as seguintes variaveis explicativas:

S — N, eC definidasanteriormente

P quantidade de chuva na regiao destino, medida em
metros cibicos x 107, uma hora antes da aplicacio do tratamento
T : numero de dias decorridos apés oinicio do experimento

(T' = 0 para 16 de junho, 1975).

A varidvel T ¢ importante, pois possibilita a analise de uma tendéncia
natural de chuva com o passar dos dias de experimento ou modificacoes nas
técnicas experimentais. Foram ainda utilizadas as variaveis explicativas indi-
cadoras:

A= 1 sehouveaplicaciodotratamentonasnuvensnesse dia,
0 casocontrario

1 quandoezistemensagem de movimentoderadar,
2 paramensagem deradar estaciondrio.

E =

A Tabela 4.1 fornece os valores dessas variaveis para a amostra de 24 dias.
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Tabela 4.1 - Valores das varidveis para a amostra

de 24 dias
Caso

>

T S ¢C P
1,75 13,4 0,274
2,70 37,9 1,267
4,10 3,9 0,198
2,35 53 0,526
425 7,1 0,250
9 1,60 6,9 0,018
18 1,30 4,6 0,307
25 3,35 4,9 0,194
27 2,85 12,1 0,751 6,35
28 220 52 0,084 5,06

E Y
2
1
2
1
1
2
1
1
1
1
29 4,40 4,1 0,236 1 2,76
1
1
1
1
1
2
1
1
2
1
1
1
1

12,85
5,52
6,29
6,11
2,45
3,61
0,47
4,56

DD W= O

32 3,10 28 0,214 4,05
33 3,95 6,8 0,796 5,74
35 2,90 3,0 0,124 4,84
38 2,05 7,0 0,144 11,86
39 4,00 11,3 0,398 4,45
53 3,35 4,2 0,237 3,66
55 3,70 3,3 0,960 4,22
56 3,80 2,2 0,230 1,16
59 340 6,5 0,142 5,45
65 3,15 3,1 0,073 2,02
68 3,15 26 0,136 0,82
82 4,01 83 0,123 1,09
83 4,65 74 0,168 0,28

O modelo adotado foi

LY = Bo+p1A+ BT + B3(S — Ne) + BsC + BsLP + BeE
+ ﬂ13(A X (S - Ne)) + ,314(14 X C) + ,BIS(A X LP)
+ ,BIG(A X E) + €, (414)

L el e S e G S G S S U U
00T U WD WN —O©0TDU A W -

NN NN DN
e N i )

onde LY = log;oY, LP = logioP e os termos de produto cruzado corres-
pondem as interagdes entre as varidveis.

O objetivo da andlise é descrever a diferenca entre as quantidades médias
de chuva para dias com nuvens tratadas e dias com nuvens sem tratamento,
fixadas as demais varidveis, dada por

ALY = E(LY|A=1) - E(LY |A=0)
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Br + B13(S — Ne) + B14aC + PisLP + Bi6E.

Desta forma, o subconjunto de pardmetros B, P13, P14, B1s € Pig é de
primordial interesse.

A Tabela 4.2 fornece o valor da componente de locagdo (fungao de D?),
a soma dos trés membros restantes de I( f( f) , que sera chamada de com-

ponente covariacional e o valor da soma I(f( ),f) dado no Resultado 4.4.

Partindo dos dados completos, isto é, n=24 observagoes, a Tabela 4.2
mostra os 5 subconjuntos de dados mais influentes quando retiradas uma,
duas e trés observagoes respectivamente, em ordem decrescente com relacio

as magnitudes de I(f( )» f)

Tabela 4.2 - Grupos de observacges mais influentes

Componente
de Componente Soma
Observacao Locacao Covariacional [ (faiy, f)

2 7,02 16,32 23,24

7 4,01 5,26 9,27

k=1 24 2,39 3,92 6,31
6 2,53 0,79 3,32

18 1,43 1,60 3,03

2,5 40,10 22,85 62,95

2,21 18,08 29,09 47,17

k=2 215 1,35 30,30 31,65
2,14 8,21 21,24 29,45

2,11 9,13 19,12 28,25

2,5,21 125,22 41,87 167,09

2,5,23 49,33 56,88 106,21

k=3 2,14,21 32,91 47,29 80,20
2,5,15 32,56 44 .56 77,12

2,5,14 45,77 29,31 75,08

Quando k = 1, as observagdes mais influentes em ordem decrescente
com respeito a componente de locagio foram 2, 7, 6, 24 e 18, no entanto, com
respeito a componente covariacional foram 2, 7, 24, 18 e 6. Da tabela, vemos

que quando k=1, as observagdes 2, 7 e 24 sdo as mais influentes com respeito
a soma.
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Quando k=2 ou k=3, os cinco conjuntos mais influentes contém a
observagao 2. A partir dos resultados apresentados na Tabela 4.2, os auto-
res consideraram a observagao 2 como “discrepante” . Verificou-se que essa
observagao possuia um alto valor em uma das variaveis explicativas, estando
fora das condigoes planejadas para o experimento. Suspeitando-se que essa
observagio poderia ocultar caracteristicas importantes dos dados restantes,
ela foi retirada.

Ap6s a retirada da observagao 2, foram refeitos os calculos, desta vez com

base na amostra de n=23 observacoes e os resultados encontram-se na Tabela
4.3.

Tabela 4.3 - Subconjuntos de observacées mais
influentes, eliminada a observacio 2

Componente
de Componente  Soma
Observagao Locagao Covaracional | (faiys f)
7 3,71 5,13 8,84
24 2,21 3,79 6,00
k=1 6 2,25 0,81 3,06
18 1,18 1,68 2,86
17 0,56 0,93 1,49
7,24 2,09 14,81 16,19
4,24 4,22 8,75 12,97
k=2 1,17 8,17 4,18 23,35
7,16 5,23 6,22 11,45
4,7 6,35 4,86 11,21
5,11,23 83,43 49,02 132,45
1,13,17 23,39 13,77 36,16
k=3 1, 6,13 18,17 12,78 30,95
4,16,24 9,61 18,16 27,17
1, 8,17 19,28 3,59 22,87

Esta tabela mostra que as observacdes 7 e 24 sio as mais influentes in-
dividualmente, e também aos pares, devido a seu efeito na estrutura de co-
variancia, principalmente na influéncia por pares. Sendo assim, era de se
esperar que o par (7,24) fosse o mais influente em grupos de 3 observacées,
mas isso nao aconteceu. Nos grupos de 3 observacdes mais influentes, a ob-
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servagao 24 apareceu na quarta tripla mais influente, e o par (7,24) apareceu
no sétima tripla mais influente.

Desta analise, os autores concluiram que o par (7,24) néo se ajusta ao mo-
delo assumido e que a tripla (5,11,23) ¢ influente principalmente por apresen-
tar valores das varidveis distantes da massa de dados. Além disso, nenhuma
outra tripla mostrou-se tao inconsistente com o modelo.

Os autores da anélise também concluiram que os primeiros sete pares mais
influentes correspondem a dias sem tratamento, j4, as primeiras dez triplas
mais influentes envolvem sem distin¢io dias com nuvens tratadas e nio tra-
tadas.

Em particular, a tripla (5,11,23) é muito influente com respeito a ambos
componentes de locagao e covariacional, especialmente com respeito ao pri-
meiro. Essas observagdes incluiram somente dias com nuvens tratadas mas
respostas relativamente baixas e nao se mostraram influentes individualmen-
te nem aos pares. O par mais influente de (5,11,23) foi (5,23), que era o 852
em ordem de magnitude de I(_f(,-), f).

Um posterior teste de outlier mostrou que nio existia inconsisténcia da
tripla (5,11,23) com o modelo, talvez devido ao fato de que todos os subcon-
juntos de (5,11,23) sdo pouco influentes.

Finalizando, destacamos que, com base na medida D de Cook, COOK
e WEISBERG (1980) concluiram que o par (7,24) deveria ser removido. A
andlise feita utilizando Fung¢ées de Influéncia Preditivas levou 3 mesma con-
clusao.
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Capitulo 5

Densidades Preditivas na
selecao de modelos de regressao

5.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos o uso de densidades preditivas para a se-
lecao de varidveis independentes no modelo de regressao linear multipla, isto
€, na escolha da melhor equagio de regressio.

Esta escolha sera feita com base no uso de uma medida de verossimilhanga
preditiva, obtida através da técnica de Reutilizacio da Amostra (GEISSER,
(1975)).

De acordo com essa técnica, os dados amostrais sao particionados em ob-
servagoes retidas e retiradas e para cada possivel modelo, calcula-se uma med-
da de verossimilhanga preditiva baseada em uma densidade preditiva qualquer
das observacoes retiradas dado as retidas.

Em particular, GEISSER e EDDY (1979) utilizam duas densidades pre-
ditivas. Em ambos os casos, os autores obtém a densidade preditiva de cada
observagdo amostral dado as n — 1 restantes e utilizam o produto dessas n
funcdes como medida de verossimilhanga preditiva para o modelo considera-
do. O modelo mais apropriado ou provével serd o que apresentar o maior
valor dessa medida.

A préxima sec¢do descreve inicialmente o critério para selecionar o mo-
delo quando a distribui¢do das observagdes estd completamente especificada.
Logo apés, apresentamos o critério de Reutiliza¢io da Amostra, que permite
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selecionar o melhor modelo quando um ou mais parametros da distribuicao
das observagoes sao desconhecidos, construindo a medida de verossimilhanca
preditiva a partir do produto das densidades preditivas de cada observacao
dadas as demais.

Neste capitulo, para o célculo das medidas de verossimilhanga preditivas,
utilizaremos a densidade preditiva bayesiana. Salientamos no entanto que,
qualquer densidade preditiva, incluindo as obtidas através das Fungoes de
Verossimilhanga Preditivas, pode ser utilizada para obter as medidas de ve-
rossimilhanga preditivas que vamos precisar. Também faremos mencao do uso
da densidade preditiva de quase verossimilhanca considerada por GEISSER
e EDDY (1979).

Na Secdo 5.2, assumindo que as observagdes provém de populagoes nor-
mais, ilustramos a utilizacdo do critério para selecionar um modelo dentre
trés modelos possiveis, usando a densidade preditiva bayesiana.

Finalmente, na Secdo 5.3, descrevemos o cdlculo da medida de verossimi-
lhanga com o uso da densidade preditiva bayesiana desenvolvida por GEIS-
SER (1965), quando as observagées obedecem a um modelo de regressao linear
miiltipla. Desta forma, mostramos como o critério proposto € ttil na selecao
de varidveis explicativas no modelo de regressio. Através de um exemplo
numeérico, ilustraremos o procedimento, comparando-o com o método conhe-
cido como Todas as Possiveis Regressoes (DRAPER e SMITH (1981)), usan-
do como critério de selecdo o Quadrado Médio do Residuo e a estatistica Cy

(MALLOWS (1973)).

5.2 Selecao do melhor modelo

Na literatura, uma questio de importancia é escolher o modelo que melhor
represente um conjunto de observacoes dadas. Com esse objetivo, varios pro-

cedimentos tém sido propostos. A seguir, descrevemos o critério apresentado
por GEISSER e EDDY (1979) para a selecio do melhor modelo.

Vamos supor que Mji,---, M, sio todos os possiveis modelos que po-
deriam ter gerado um conjunto de observagées dadas, ou, pelo menos, ofe-
recem uma descrigao satisfatéria dos mesmos. Sejam X, - - , Xn, variaveis
aleatdrias independentes consistindo na amostra ou dados, e x = (z1, " ,z,)

o conjunto dos correspondentes valores dessas observagbes. Em geral, considera-
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se que os modelos My, k=1,---,m, especificam parcialmente ou comple-
tamente as distribuigdes das varidveis aleatérias X;.

Admitiremos também que, para cada valor de Xy 7 =1,2,--4,n,
existe um conjunto de valores de [ varidveis independentes ou explicativas
s; = (8j1,7+*,s;1). Em particular, quando dispomos de duas amostras de
duas populagées, um elemento de s; poderia ser uma variavel indicadora
que descreveria a qual das populagdes a observacio pertence.

Supondo que, sob cada modelo possivel M, a distribuicao das variaveis

aleatérias  Xi,---,X, é completamente especificada, se f(x/s, My) é a
densidade conjunta do vetor aleatério X = (X1,--+,Xn) sob M, e se
fi(zj/sj, Mk) é a densidade da varidvel aleatéria X, para j=1,2,---,n,

entao, a fungao de verossimilhanga sob o modelo M, é definida como
Ly = [f(x/s, M) = TIj_, fi(z;/sj, Mi),

onde s = (sy,---,s,). Neste caso, observada a amostra, pode-se obter o valor
de Ly, ja que fj(z;/s;, My) ndo depende de pardmetros desconhecidos.

Na maior parte dos casos, os modelos M}, s6 especificam a distribuigao da
amostra aleatéria, de maneira que um subconjunto de parametros fica desco-
nhecido. Assim, uma alternativa para obter o valor de Ly, sob um particular
modelo Mj, é considerar densidades preditivas, de modo que os parametros
desconhecidos possam ser eliminados por algum dos métodos explicados no
Capitulo 2.

A seguir, apresentamos o método proposto por GEISSER (1975), que
permite obter o valor da medida de verossimilhanca utilizando as densidades
preditivas de cada variavel aleatéria X;, dado os valores das demais varidveis
Xk, paratodo k# 73, k=1,2,--- n.

Critério de Reutilizacao da Amostra
GEISSER (1975) propés particionar os dados da amostra em observagoes
retidas e observagdes retiradas, e posteriormente, utilizar uma densidade pre-

ditiva qualquer para a previsao das observacoes retiradas com base nas retidas.

Para nosso estudo, seja f(z/x,z, M) uma densidade preditiva qualquer
para uma observagao futura z quando M) é o verdadeiro modelo, sendo
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que X = (z,---,,,) corresponde aos dados observados e z & o vetor de
variaveis explicativas associado a z. Se denotamos XG) = (@1, Tjo1, Tjg1,
*++,Tn) como o conjunto de observagdes x com a j-ésima observagao retirada,
eseafuncao fj(z;/x(;),2;, Mi) é a densidade preditiva para X; dado Xy =
X(j)» a medida de verossimilhanga preditiva sob o modelo M, sera

Ly = I, fi(zi /%), 25, M), (5.1)

k=1,2,---,m, onde m é o mimero de possiveis modelos para uma parti-
cular situacgao.

Como Ly é obtida através do produto de densidades preditivas dos X:
p p 7
J=1,2,---,n, estamos admitindo uma “independéncia preditiva” entre es-
sas variaveis.

Calculadas todas as medidas de verossimilhanca Ly, k = 1,---,m, consi-
deramos Mj. como o modelo mais provavel se Li. é o maximo de Ly,---,L,.

O critério de Reutilizagio da Amostra apresentado é definido para qual-
quer densidade preditiva f(z/x,z, M}), sendo z o valor que desejamos pre-

ver e X o conjunto de varidveis aleatérias observadas. Na selecao de modelos,
GEISSER e EDDY (1979) consideraram duas particulares densidades predi-

tivas:

(i) Densidade Preditiva de Quase-Verossimilhanca

Sob o modelo My, seja g(z/z,0k, M) a densidade de uma observacao
futura z, associada ao vetor de varidveis independentes ou explicativas z,
com parametro 6.

A densidade preditiva de quase verossimilhancade z é obtida substituindo-
se Or em g(z/z,0, M) por seu estimador de maxima verossimilhanca 6,
calculado com base nos dados observados.

Assim, no célculo de Lj em (5.1), utilizamos como densidade preditiva

Fi(z5/%Gy, 25, M) = g(x;/2;, 0x(s), M)

para cada j = 1,2,---,n, onde Orj) € o estimador de maxima verossimi-
lhanca de 6; calculado em funcéo de XG) = (T1, o1, Tjga, o0, ).
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(i1) Densidade Preditiva Bayesiana

Conforme definido no Capitulo 2, a densidade preditiva bayesiana de uma
observagao futura z baseada nos dados X, sob o modelo Mj, é calculada
como

f(z/x,z,Mk):/f(z/x,&k,z,Mk)f(()k/x,z,Mk)de,
onde f(0x/x,z, Mi) é a densidade a posteriori de 0, e f(z/x,0k, 2, M) é

a densidade condicional de Z dado X = x.

Neste trabalho estamos admitindo Z e X independentes dado 6, e
com isso,

f(z/x,2, M}) = /f(z/Ok,z, M) f(0x/x,2, My)d 0. (5.2)
A densidade a posteriori f(0x/x,z, M}) é obtida como

f(x,0k/2, Mi) _ f(x/0k,2, My) f(0r/Mk)
f(x/vak) B f(X/Z,Mk) ‘
Substituindo essa expressao em (5.2), segue que
X/ok’ z, Mk)f(ak/Mk)
f(x/z, M)

onde f(x/0k,z,My) éa densidade de X, f(0x/M,) éa densidade a priori
para Hk e f(X/Z, Mk) = ff(x,@k/z, Mk) dOk

f(Ok/x,2, My) =

d 0y

f(z/x,2, M) = /f(z/9k,Z,Mk)f(

Como f(x/z, Mi) nao depende de z enemde 6, e pelaindependéncia
dos X; paratodo j=1,2--- n,

f(z/x,z, Mk)OC/f(Z/()k,Z, M) 107, f(25/ Ok, 25, M) f(Or/ My.) db..

Desta forma, a densidade preditiva bayesiana para uma observacio amos-
tral z; dadas as demais, sob o modelo M}, serd

filzi /%), 25, Mk) 0</f(»'fj/gk,zj,Mk)HLl,i;ejf(ﬂ?i/ak,zi,Mk)f(ak/lfk)dak,

sendo z; o j-ésimo elemento de X, 2; o vetor de varidveis independentes
associado ao i-ésimo elemento amostral e x(j) como definido previamente.
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[lustraremos a seguir o método descrito utilizando densidades preditivas
bayesianas para a sele¢do de um modelo, quando as observagoes provém de
populagoes normais.

Consideremos entdo que os dados x; = (zi1, '+, i) correspondem a
duas amostras de tamanhos n;, :=1,2 de duas populagdes normais, cujas
densidades sao:

1
202

Fzi/ iy o) = (2m0?) Sexp (— G = #;)2) | =12

e que existemn trés possiveis relacoes entre os parametros p; , o;, dando
origem aos modelos My, M, e M3 tais que

My: i #pe, o} # 03,
M;: py#pa, ol =0; e
Ms: p1=pa, i = 0j.

GEISSER (1964), utilizando a densidade a priori

9(pi,oi) o7, 1=1,2, (5.3)

obtem a densidade preditiva bayesiana de uma observacao futura z, para os
modelos M; e M,.

(i) Densidade Preditiva Bayesiana sob M; : pu; # p3, o? # o}

Sob M, a densidade preditiva bayesiana de uma observacdo futura z com
base em X; = (zi1,"**,Zin;), proveniente da i-ésima populagao, 7 = 1,2,
para uma priori como em (5.3), é dada por

F(%(Frf,-%fii) T (1 + ?n(f__l ;)22 ) ~gn;

1

(ST

flefmom M) = (=)

1

(5.4)

onde

> ey > (wi — 7:)°

_ Jj=1 2 J
. e S‘i =
n; n; — 1
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sao os estimadores de p; e o? respectivamentee z; =i ¢ a variavel inde-

pendente que, neste caso, s indica de qual populacao foi obtida a amostra.

Assim, se z;; € a j-ésima observagao amostral da populacio i, rees-
crevendo (5.4), a densidade preditiva da observagdo z;; dadas as demais
sera

L —%(n.‘-—l)
P . n; — 1 2 F(%(n, — 1)) (n; — 1)(5;(1') — :1:,']')2
f(xt]/xt(J)’ z, Ml) = <7T(Tl,' — 2)";) F(%(Tl, — 2))31.0) (1 + n;(n,- — 2)312(1) >

onde _
> i > (i = &)’
a3 s i
T = € Si() = n; — 2

Logo, a medida de verossimilhanga preditiva usando o critério descrito
sera

—1(ni-1)
. i— : Ik i —1 i—1 _,"—,"2 :
Ly = H?:ln_?l:l [_n 1 ] 1(2(n ) 1< (n )(Ei 2 =2
T\n; — 2)Tl, F(i(n; — 2))8,’(]-) TL;(TL,’ - 2)31-(]-)
2 2

(ii) Densidade Preditiva Bayesiana sob M, : py # pa, 02 =02=o0

Neste modelo, utilizando a priori dada em (5.3), que neste caso se reduz
a 1/o, GEISSER (1964) obteve a densidade preditiva bayesiana para uma
observacdo futura z dado X; observado,

N =

A _ n; % P( (n — 1)) ni(i'i _ 2)2 —%(n—-l)
f(z/Zi,2:, My) = <7r(n —2)(n; + 1)) I'(2(n—2))s [1 + (ni +1)(n — 2)32]

onde

> (ni — 1)s?

2 1
s = b

n—2

T; e s! foram definidos no item (i) e n = ny + n,.
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Com isso, a densidade preditiva bayesiana para uma observagao z;; dadas
as demais é

1 -3(n-2)
v mi—1 \? T(3(n-2)) (i = 1)(@ig) — 245)° |
T /Zign, M) = (W(n = 3)n«'> L(3(n = 3))sqs) [1 ' }

1 (n — 2
3 ni(n — 3)s(;
onde
s%,.j) =(n—3)""[(ni — 2)5?(]-) + (na—i — 1)s3_;]
e s?(j) foi definido anteriormente, para 7 =1,2 ¢ j=1,---,n;.

Finalizando, a medida de verossimilhanca preditiva é dada por

ni — 1 ] : ['(3(n —2)) [1 + (ni = 1)(Zig) — :cij)2] T '
m(n —3)ni] T(3(n—3))suj) ni(n — 3)st;;)

L, = H?=1H§L [

(iii) Densidade Preditiva Bayesiana sob M3 : p; = pa, 0 = 0} = o?
Sob M3, e usando a priori 1/0, deduzimos a densidade preditiva baye-
siana de uma observagao futura z com base em z; =z, @=1,2, a partir

da densidade preditiva dada em GEISSER e EDDY (1979),

Jefeom 2] = <w(n2n— 1)>% r<§§f)1>)t (1 * :—(—_—1”()

2

onde
ny n2
E zy; + E To;
_ 1=1 7j=1
T = ,
ny + ng
e

t?=m-1)" Z Z(%’ - )%,

e z; = 1 é a variavel indicadora para identificar de que populagao foram
obtidos os dados.

Assim, se x;; € a j-ésima observagao da amostra da populagao z, sob o
modelo M3, a densidade preditiva da observagao z;; dadas as demais é

(n—1) )5‘ [(3(n—1)) (1 1 (n—1)(Zgj — $ij)2> ~L(n-2)
)

mn(n—2)/) T(3(n —2))ty; n(n — 2)t?

f(zij/Zigy, 1, M3) = (
(i7)
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onde
(15)
T =(—1)7"> am,

k,l

('J)

e Eij ) denota a soma sobre todos os valores de k, [ exceto o par k=1 e
=3, para 1=1,2 e 3=1,---,n;

Desta forma, a medida de verossimilhanca preditiva para M3 fica

n—1 ] I(i(n— 1)) (1 L (=D - a:,~,-)2> ~L(n2) |

Ly = I}, IT}% [
v ( F(%(” — 2))(5) (n— 2)t%ij)

n(n —2)n

Conforme comentamos anteriormente, para a selegao do melhor modelo,
escolhemos o maximo entre Ly, Ly e L3.

Ilustramos este critério com os dados obtidos de LINDLEY (1965) [pg.
124], analizados por GEISSER e EDDY (1979). Estes dados correspondem
ao indice cefalico para duas amostras de bois de diferentes ragas e estao dis-
postos na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 - Indices cefalicos para as duas amostras
Amostra [ 74,1 77,7 744 74,0 738 79,3 758
82,8 72,2 752 78,2 77,1 78,4 76,3
76,8
Amostra II 70,8 74,9 74,2 70,4 69,2 72,2 76,8
72,4 77,4 781 72,8 74,3 74,7

Para os dados dessa tabela temos log L; = —70,95, log L, = —69,70 e
log Ly = —72,05, e assim, através do método proposto, selecionamos o mo-
delo M;. Admitimos portanto igualdade entre as variancias das distribuigoes
dos indices cefélicos, mas desigualdade de médias.

No exemplo apresentamos a utilizagao das densidades preditivas na selecao
da distribui¢ao de probabilidades associada a um modelo de duas distribuigoes
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normais independentes.

Quando as observagoes seguem um modelo de regressao linear multipla,
um problema muito comum é o da sele¢cao das variaveis independentes pre-
sentes na equagao de regressao.

Neste caso, dadas p variaveis independentes, os possiveis modelos serao
constituidos por todas as equagdes de regressiao contendo cada subconjunto
dessas variaveis. A proxima se¢do mostrara como selecionar um modelo de
regressao linear miltipla através do uso de densidades preditivas.

5.3 Selecao de variaveis no modelo de regressao
linear

O problema da selegdo do melhor modelo de regressdao consiste em de-
terminar o subconjunto de variaveis independentes que melhor explique a
variavel resposta, segundo algum critério.

Inicialmente vamos considerar os modelos do Capitulo 3 para a previsao,
no caso particular em que Z ¢ uma variavel aleatéria unidimensional, isto

é, na previsao de uma unica observagao.

Desta forma, sejam

Y = Xf +u,

Z=Wp+u" (5.5)
sendo que
Y =(Yi,---,Y,) € o vetor de varidveis aleatérias observadas,

Z =7 ¢ a variavel aleatéria nao observada

X € uma matriz de constantes n X p de posto completo,

W =w um vetor linha p-dimensional,

B = (P1,--+,B,) € o vetor de pardmetros de regressio desconhecidos,

B € Qp, onde (3 € o espago paramétrico para 3 e
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u, u* sao vetores aleatérios independentes m x1 e 1 x 1 respectiva-
mente, tais que u ~ N,(0,02I) e u* ~ N(0,0?).

Para estes modelos, GEISSER (1965) obteve a densidade preditiva de
o(Z — wp)?/a®, onde
c=1-wX'X)'w

= (y — XB) (v - XP),
7 é m-dimensionale 3= (X'X)"'X'Y, admitindo densidade a priori para

(B,0%) daforma g(83,0?) < o~!. A partir dai, verificamos que f(z/y,w, X),
a densidade preditiva de Z, unidimensional, é dada por

1+

c(z — wB)2] ~z(n=p) |

a?

c\i T(E(n—p)
flzly,w, X) = (mﬁ) L(3(n—p—1))

Portanto, utilizando esta relagao, considerando p variaveis preditoras, a
densidade preditiva para uma observagao retirada y; dadas as observagoes

retidas Yo = (yla oy Yi—-15 Y41, 7yn), sera

(n—p —n>{+ (j—XﬁmV]
) a(j)

—3(n—p-1)

U8 L B L

& \°T
f(yj/yo),Xj,X(a’)):< Jﬁ) FE (n—-p-—2)

Tag)

para 7 =1,2,---,n, onde

¢ = 1-X;(X'X)'X],

ayy = (y(a) — X»)B1») vi) — X»Bu)»
By = ()\(J)X(J)) ' X0y Y6

X = (X5, X,
X(j) = ( X,; 17X_;+1’ ’X:;), €
X; = (lev :"'Jp)

Desta forma, a medida de verossimilhanga preditiva considerando as p
variaveis preditoras serda

L = IG5 f(yi/yun X Xi)

1

~ —L(n-p-1)
. *N(in-—p—=-1 (s — X:Bx)2 | 2
:H%<c2) (3(n—p Db+dw J%»} |

= LT} I'(3(n—p—2))
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Para cada subconjunto de tamanho [ arbitrario das p varidveis inde-
pendentes, temos (f) possiveis modelos com [ variaveis independentes, para
l =1,---,p. Considerando todos os possiveis modelos de regressao linear,
teremos N = (’1’) +--- 4 (Z) = 27 — 1 modelos. A medida de verossimilhanga
preditiva associada ao k-ésimo modelo sera

1 ~ —L(n=1-1)
Ly = I, | =2 LG ol-D) sl = P
= wa?j) I(3(n—1-2)) 2

a(;)

- para k=1,2,---,N, [=1,2,---,p onde | é o nimero de variaveis inde-
pendentes e sendo que X f é o vetor de valores das variaveis independentes
presentes no modelo considerado, associado a y;. Portanto, neste caso, a
matriz W =w do modelo (5.5) corresponde a X}.

Desta forma, com base no critério apresentado na secao anterior, escolhe-
mos o modelo M. tal que L+ € o maior de todos os Li, para k=1,---, N.

Apresentamos a seguir um exemplo numérico da utilizacdo do critério des-
crito. A analise, desenvolvida por GEISSER e EDDY (1979, 1980) consiste na
selecao de variaveis independentes no modelo de regressao para o conjunto de

dados de Hald (DRAPER e SMITH (1981)) através do célculo da medida L.

Para os dados da Tabela 5.2, foram avaliadas quatro variaveis indepen-
dentes X;, X5, X3 e X4, e a variavel resposta Y.

Tabela 5.2 - Conjunto de Dados de Hald
Y X1 X, X3 X4
78,5 7 26 6 60
74,3 1 29 15 52

104,3 11 56 8 20
87,6 11 31 8 47
95,9 7 52 6 33

109,2 11 55 9 22

102,7 3 71 17 6
72,5 1 31 2 44
93,1 2 54 18 22

115,9 21 47 4 26
83,8 1 40 23 34

113,3 11 66 9 12

109,4 10 68 8 12
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A Tabela 5.3 apresenta os valores de log Ly calculados por GEISSER e
EDDY (1980) para os quinze possiveis modelos de regressao com intercepto,
obtidos com base em cada subconjunto das varidveis independentes. A Ta-
bela 5.3 fornece também o quadrado médio do residuo e o valor da estatistica
C, de Mallows apos o ajuste de cada modelo.

Tabela 5.3 - Critério de Selegao
Variaveis Quadrado Médio

Independentes do Residuo Cp Log Ly
1 115,06 202,55 -51,15
2 82,39 142,49 -49,80
3 176,31 315,15 -54,04
4 80,35 138,73 -49,06
12 5,79 2,68 -32,46 ¢
13 122,71 198,07 -52,50
14 7,48 5,50 -34,36 -
23 41,54 62,40 -46,13
24 86,89 138,23 -50,90
34 17,57 22,37 -40,22
123 5,35 3,04 -32,84
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