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Resumo

Neste trabalho, dedicamo-nos ao estudo de funções de ve-
rossimilhança preditivas e densidades preditivas para um ve-
tou de observações futuras com base Úum conjunto de dados
observados, apresentando várias aplicações em 'modelos de re-
gressão .linear. . Sob estes modelos, apresentamos quatro dife-
rentes densidades preditivas, analisantio propriedades relativas
à consistência e otimalidade. Posteriorménté, descrevemos um
método para detectar .pontos influentes na análise de regressão
atra;vés do uso de densidades preditivas. Na última parte do tra-
balho, ess?s funções são utilizadas na seleção da melhor equação
de regressão.
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Abstract

In this dissertation we present predictive likelihood functions
and predictive densities for an uni)bserved vector of random va-
riables based on an observed sample, with many applications in
the .Linear Regression Model. Ulider this model, four predicti-
ve densities are described and some properties, like consistency
and optimality, are analyzed. Furthér, R is shown a method of
assessing the influence of specified subsets of the data in the re-
gression .analysis using predictive densities. The last part of the
work is devoted to the use of predictive densities in the selection
of the best linear regression model.
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Capítulo l

Introdução

Na Inferência Estatística, modelos probabilísticos são adorados quando
desejamos obter conclusões gerais a partir de um conjunto de dados observa-
dos

Estas conclusões são, na maioria dos casos, referentes a uma ou mais
quantidades de interesse, que seriam os parâmetros da distribuição de pro-
babilidades especificada por tais modelos, ou ainda, dizem respeito a valores
de variáveis aleatórias, cuja distribuição é definida, a menos de parâmetros
desconhecidos, que podem ou não ser de interesse do pesquisador.

A primeira situação, correspondente à inferência sobre os parâmetros, con-
siste num problema de estimação, e a segunda, a da obtenção de informação
sobre valores de particulares variáveis aleatórias, seria enquadrada na área de
previsão.

Dentre os vários métodos de estimação existentes, o método da máxima
verossimilhança tem sido intensivamente estudado e sua forma intuitiva. alia-
da a suas propriedades, o tornam bastante atraente.

Muito menos no entanto tem sido estudado sobre o uso de funções de ve-
rossimilhança com o objetivo de previsão.

Este trabalho dedica-se ao estudo de Funções de Verossimilhança Prediti-
vas e Densidades Preditivas e sua utilização no Modelo de Regressão Linear
Múltipla.

No início do Capítulo 2, fazemos uma revisão dos métodos de previsão
comumente utilizados, apresentando as abordagens frequentista e bayesiana
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para a previsão. Posteriormente, introduzimos o conceito de Funções de Ve-
rossimilhança Preditivas para abordar o problema da previsão de variáveis
aleatórias não observadas. A maior parte do Capítulo 2 dedica-se ao estu-
do deste conceito, pouco explorado, porém muito importante. Deste modo,
apresentamos os vários tipos de Funções de Verossimilhança Preditivas e ana-
lisamos as vantagens do uso de tais funções frente às outras abordagens.

Uma vez definidos os vários tipos de densidades preditivas presentes na
literatura, incluindo as obtidas a partir de Funções de Verossimilhança Pre-
ditivas, nos dedicamos ao estudo dessas densidades no modelo de regressão
linear em que a variável resposta tem distribuição normal, e tal estudo se
constituiu na maior parte deste trabalho. Para este fim, o Capítulo 3 deÊ-
ne os modelos lineares para as variáveis aleatórias observadas e não obser-
vadas ou futuras, apresentando quatro densidades preditivas para os dados
não observados. Analisaremos ainda propriedades relativas à otimalidade e
à consistência dessas funções quando utilizadas para estimar a densidade de
probabilidades das observações futuras.

Para a determinação de pontos influentes no modelo de regressão através
de densidades preditivas, tem-se desenvolvido na literatura a medida de di-
vergência de Kullback-Leibler. Esta medida dá origem às chamadas Funções
de /rz@uência Pred tit;as, que serão estudadas no Capítulo 4. Demonstrare-
mos a obtenção dessa medida utilizando uma particular densidade preditiva
bayesiana e ilustramos com um exemplo numérico o uso dessas funções na
caracterização de pontos ou conjunto de pontos influentes na previsão de um
vedor de observações futuras.

O Capítulo 5 mostrará a utilização das densidades preditivas para selecto..
nar variáveis explicativas no modelo de regressão linear. Esta seleção do mo-
delo será feita através de uma medida de uerossim{/dança obtida do produto
de todas as densidades preditivas correspondentes a cada uma das observações
amostrais. Apresentamos neste capítulo a técnica conhecida como técnica de
retéf{/{zação da amostra, que consiste em obter a densidade preditiva de uma
observação dadas as demais, sendo que a densidade preditiva utilizada será
também a bayesiana. Finalizamos esse capítulo apresentando um exemplo
numérico de seleção de variáveis explicativas num modelo de regressão linear
através dessa técnica.
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Capítulo 2

Funções de Verossimilhança
Preditivas

2.1 Introdução
O objetivo deste capítulo é apresentar uma ferramenta matemática uni-

ficada, baseada em funções de verossimilhança, para abordar o problema da
previsão, seja qual for o enfoque, bayesiano ou frequentista. Estudaremos
assim as contribuições desenvolvidas na literatura relativa à previsão, dando
maior destaque a uma abordagem não bayesiana que tem algumas vantagens,
como por exemplo, dispensar a .especificação de uma densidade a priori para
os parâmetros desconhecidos. Ê essencialmente o problema da previsão que
trataremos neste capítulo, fornecendo o conceito de z;erossim /dança predÍtÍt;a
como uma base para a previsão de quantidades aleatórias.

Para isso, na próxima seção faremos uma revisão das duas abordagens
preditivas presentes na literatura, a clássica e a bayesiana, destacando as
dificuldades ao aplica-las. Posteriormente, apresentaremos a deânição de ve--
rossimilhança preditiva, a partir da qual iremos obter as chamadas Funções
de Verossimithança Preditiuas.

Vamos nos concentrar na obtenção de três versões diferentes de Funções
de Uerossim /Aarzça PreditÍt/as, que surgem basicamente após a eliminação dos
parâmetros nuÍsance através de maximização, integração ou condicionamento
a estatísticas suâcientes. Apresentaremos ainda alguns exemplos ilustrativos
e finalizamos o capítulo destacando as vantagens do uso destas funções como
a obtenção de densidades preditivas, previsores e regiões de previsão para a
quantidade deinteresse.
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2.2 Previsão
O problema da previsão considera basicamente uma variável aleatória XI

observada e uma variável aleatória Y não observável ou futura (X e Y
uni ou multidimensionais); sendo que suas distribuições de probabilidades de..
pendem de um mesmo parâmetro 0 desconhecido, cujo valor pode não ser de
interesse.

Vamos supor que desejamos prever o valor de uma variável aleatória
Z = A(Y), com distribuição de probabilidades que também depende de 0,
sobre o qual o conjunto de dados prévio X forneceu alguma informação.
Na maior parte dos casos, X será um vedor aletório, correspondendo a uma
amostra de tamanho n. Observamos que o parâmetro 0, comum a X e
Z, será o elo de ligação entre essas duas quantidades.

Ao prever Z, temos dois tipos de incerteza: incerteza devido à variação
aleatória de Y e incerteza devido à falta de conhecimento sobre 0 . Deseja-
mos então fazer afirmações sobre Z , e a este procedimento chamaremos de
previsão.

Por exemplo, quando adoramos um modelo de regressão linear simples,

wí = Po +Pta{ + ci, { = 1,. . - ,n

com base numa amostra de n observações (ai,yi), . - . (z«,y«), geralmente
desejamos prever o valor de uma observação futura 3/.+l (dado z.+i ). O
previsor de g/«+i é dado por

0.+l = Po + Piz«+i
onde Po e Pi são estimadores de /3o e Pi, obtidos a partir da amostra.

Quanto aos parâmetros /3o e Pi, estes podem não ser de interesse, mas
sua estimação foi necessária para a previsão de 3/.+i.

Voltando ao problema original da previsão de Z = /z(Y) com base nos
dados observados X., deânimos então o previsor de Z como

r
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Quanto aos parâmetros {30 e {31, estes podem não ser de interesse, mas 
sua estimação foi necessária para a previsão de Yn+l. 

Voltando ao problema original da previsão de Z = h(Y) com base nos 
dados observados X, definimos então o previsor de Z corno 

T = T(X) 
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onde
das.

T é qualquer função de X, não envolvendo quantidades desconhece

O previsor 7' é dito não viciado para Z se

E(7'- Z)

Finalizando, o Erro Quadrático Médio do previsor 7' é definido como

EQMÚ') EÇt-'ZN'
Existem dois enfoques para resolver o problema da previsão, o enfoque

clássico (.ou .frequentista) e o en.toque bayesiano.

Enfoque Clássico(ou n'equentista)

Não existem regras muito claras de como fazer previsão de observações
futuras na {la/erência c/ássÍca. Um dos procedimentos mais adorados éo
de substituir na distribuição de probabilidades das observações futuras o va-
lor do parâmetro 0 desconhecido por alguma estimativa baseada em dados
passados. Isto é, se X e Z tem funções densidade /(x;0) e /(z;0)
respectivamente, onde Z é a variável aleatória a ser prevista com base nas
observações passadas X., então Z será prevista utilizando.se a distribuição
/(z; 0) , onde d é um estimador de 0 baseado em X. A falha desse procedi-
mento é não levar em consideração a variabilidade associada à estimação de
0 , pois a previsão é feita como se Õ fosse o verdadeiro valor deste parâmetro.
Por isso, de acordo com GAMERMAN e MIGON (1997), jpg. 1691, esse pro-
cedimento subestima a variabilidade do previsor obtido.

Uma abordagem que evita esses problemas consiste em obter uma quan-
tidade pÍuola/, que dependeria da variável aleatória a ser prevista, mas cuja
distribuição não depende de parâmetros desconhecidos.

i)eSTação 2.2.1 (GAMERMAN e MIGON (1991) jpg. 169])
[/ma uarááz,e/ a/eatór a G = G(X, Z) é uma Quantidade Pivotal ou Pi
vo\, se a distribuição de probabilidades de G não de'pende do parâmetro 0,
isto é, se G(X,Z) tem a mesma distribuição de probabilidades para todo 0

A função G não depende de 0, e de acordo com GAMERNIAN e MIGON
(1997), deve depender da amostra X de uma forma ótima, por exemplo,
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onde T é qualquer função de X, não envolvendo quantidades desconheci
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mento é não levar em consideração a variabilidade associada à estimação de 
0, pois a previsão é feita como se Ô fosse o verdadeiro valor deste parâmetro. 
Por isso, de acordo com GAMERMAN e MIGON (1997), [pg. 169), esse pro
cedimento subestima a variabilidade do previsor obtido. 

Uma abordagem que evita esses problemas consiste em obter uma quan
tidade pivotal, que dependeria da variável aleatória a ser prevista, mas cuja 
distribuição não depende de parâmetros desconhecidos. 

Definição 2.2.1 (GAMERMAN e MIGON {1991) {pg. 169}) 
Uma variável aleatória G = G(X, Z) é uma Quantidade Pivotal ou Pi
vot, se a distribuição de probabilidades de G não depende do parâmetro 0, 
isto é, se G(X, Z) tem a mesma distribuição de probabilidades para todo 0. 

A função G não depende de 0, e de acordo com GAMERMAN e MIGON 
(1997), deve depender da amostra X de uma forma ótima, por exemplo, 
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através de estatísticas suficientes minimais para 0

Uma vez obtido G, conforme veremos no exemplo, podemos fazer afir-
mações probabilísticas sobre esta função, e como consequência, sobre a quan-
tidade a ser prevista. O único problema desse procedimento é que nem sempre
conseguimos encontrar a quantidade pivotal G.

Exemplo 2.1 Consideremos X = (XI, . . . ,X.) vetor aleatório observado
e Y = (h, . . . ,Xm) vetar aleatório não observado ou de dados futuros. tais

que Xi «' N'(p,a'), i= 1,2,' 'n e b -... ./V'(p,a'), .j= 1,2,...m são
mutuamente independentes Vi, .j, com a2 conhecido e p desconhecido.
Nestas condições,

e são independentes e, tomando a função

.V(o, l)

é a chamada quantidade pit;oZa/, porque depende da quantidade a ser prevista
Z, mas sua distribuição de probabilidades independe do parâmetro desconhe-
cido p

Assim, fixado a, podemos obter os quantas --z. e z. da distribuição
normal padrão, de modo que

P(-,«$ G $,.)

Isolando Z, temos que

,(* $ Z $ X + z.

e então, um intervalo de previsão para Z com coeficiente de conâança a
ca
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através de estatísticas suficientes minimais para 0. 

Uma vez obtido G, conforme veremos no exemplo, podemos fazer afir
mações probabilísticas sobre esta função, e como consequência, sobre a quan
tidade a ser prevista. O único problema desse procedimento é que nem sempre 
conseguimos encontrar a quantidade pivotal G. 

Exemplo 2.1 Consideremos X = (X1 , • • ·, Xn) vetor aleatório observado 
e Y = (Y1 , • • •, Ym) vetor aleatório não observado ou de dados futuros, tais 
que Xi~ N'(µ , a2

), i=l,2,···n e Yj ~ N'(µ,a 2
), j=l,2,···m são 

mutuamente independentes Vi, j, com a 2 conhecido e µ desconhecido. 
Nestas condições, 

- (72 
X~ N'(µ,-) 

n 
e 

- (72 

y ~ N'(µ, -) 
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e são independentes e, tomando Z = Y, a função 

X-Z G(X, Z) = --;==== ~ N'(0,1) 

é a chamada quantidade pivotal, porque depende da quantidade a ser prevista 
Z, mas sua distribuição de probabilidades independe do parâmetro desconhe
cido µ . 

Assim , fixado a, podemos obter os quantis - z0 e z0 da distribuição 
normal padrão, de modo que 

Isolando Z, temos que 

e então, um intervalo de previsão para Z com coeficiente de confiança a 
fica 

6 



0

Finalizando, conforme comentado no início desta seção, nos modelos de
regressão linear múltipla da forma

yí :: Po + PI 1 + P2 2i + + Pkai;{ + c{,

com as suposições de que cf -., ./V'(0,a2) e que c{, cj são variáveis aleatórias
independentes, para i# j, o previsor de g/ dado ai,z2,'. .,zk é dado por

+ Pizii +P2a2f+. . +/3kaÊI,
onde /3o, Pi, P2, '. - /3A são usualmente os estimadores de mínimos qua-

drados de Po,Pi,/32'../3A. Neste caso, o previsor 0 nada mais é que o
estimador de .E(y/zi,a2, ' ' ' ,ak), que, como consequência da hipótese de
que .E(ci) = 0, é deforma /3o+Pizi +/32a2 +.-. +/3kZh.

Enfoque Bayesiano

Através da abordagem bayesiana, o problema da previsão de observações
futuras é facilmente resolvido, utilizando-se /(z/x), a densidade a posteriori
da quantidade a ser prevista, Z, dada a amostra observada, x.

Tal densidade, denominada densidade preditiva a posteriori de Z
x é definida como

dado

fQzlq l fQzlx.0)ft0lxàd0 (2.1)

onde

/(z/x,0) é a densidade condicional de Z dado X = x e
/(0/x) é a densidade a posteriori de 0 dado X = x.

Observamos (lue /(z/x) corresponde a .Eo(/(z/x, 0)), ou sda, é a espe-
rança em 0 de /(z/x,0), com relação à densidade a posteriori de 0 dado
X=x
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Finalizando, conforme comentado no início desta seção, nos modelos de 
regressão linear múltipla da forma 

i = 1, · · · ,n, 
com as suposições de que f.; ~ N(O, a 2) e que f.;, f.j são variáveis aleatórias 
independentes, para i -=/ j, o previsor de y dado x 1 , x 2 , · · ·, Xk é dado por 

y; = /Jo + /J1X1i + /J2x2; +. · · + /JkXki, 

onde /30 , /31, /32, • • • /Jk são usualmente os estimadores de mínimos qua
drados de {30 ,{31,{32 • • • f3k- Neste caso, o previsor f; nada mais é que o 
estimador de E(y/ xi, x2 , • • ·, Xk), que, como consequência da hipótese de 
que E( f.;) = O, é da forma f3o + f31x1 + f32x2 + · · · + f3kxk. 

Enfoque Bayesiano 

Através da abordagem bayesiana, o problema da previsão de observações 
futuras é facilmente resolvido, utilizando-se f(z/x), a densidade a posteriori 
da quantidade a ser prevista, Z, dada a amostra observada, x. 

Tal densidade, denominada densidade preditiva a posteriori de Z dado 
x é definida como 

onde 

f(z/x) = { f(z/x, 0)f(0/x)d0 
Íoee 

f(z/x, 0) é a densidade condicional de Z dado X= x e 
f(0/x) é a densidade a posteriori de 0 dado X= x. 

(2.1) 

Observamos que f(z/x) corresponde a E0(f(z/x, 0)), ou seja, é a espe
rança em 0 de f(z/x, 0), com relação à densidade a posteriori de 0 dado 
X=x. 
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Verifica-se facilmente que, se /(0) é a densidade a priori de 0, então

:« *- (2.2)

sendo que

/(x/0) é a densidade dos dados X e
/(x,z/0) é a densidade conjunta de (X, Z)

Com base na densidade preditiva /(z/x), uma região de confiança predi-
tiva para Z, com coeficiente de confiança 1007 % é dada por

/b(x) l /(z/x) ? A},

onde k é tal que

l jQzlxàdz = 1.
a .rb (x)

Este procedimento apresenta uma única dificuldade que é a dependência
de uma densidade a priori para o parâmetro 0.

2.3 Verossimilhança na previsão
Bayesianos e frequentistas baseiam-se no conceito fundamental da ueros-

simí/dança como uma ferramenta comum para a {ll/erênc a paraméfrica, em-
bora, no problema da preuÍsão, as abordagems bayesiana e frequentista sejam
bastante diferentes.

Assim, a motivação principal para o estudo das Funções de Uerossimi-
/dança PredítitJas é a quase inexistência de uma teoria de previsão não baye-
siana e, por outro lado, o fato de que a teoria bayesiana exige a especiâcação
de uma priori.

A teoria de previsão bayesiana já existente constituía-se somente numa
parte da teoria de previsão. Especificamente, a previsão bayesiana se as-
semelha ao uso das Punções de Uerossimí/dança Pred t oas .4/aryánaís que,
conforme veremos posteriormente, são obtidas mediante a integração de uma
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Verifica-se facilmente que, se f ( 0) é a densidade a priori de 0, então 

sendo que 

f0E0 J(x, z/0)f(0)d0 
f(z/x) = ÍoEe J(x/0)f(0)d0 ' 

J(x/0) é a densidade dos dados X e 
J(x, z/0) é a densidade conjunta de (X, Z). 

(2.2) 

Com base na densidade preditiva f(z/x), uma região de confiança predi
tiva para Z, com coeficiente de confiança 100 1 % é dada por 

R.,(x) = { z I J(z/x) ~ k }, 

onde k é tal que 

{ f(z/x) dz = ,. 
} R-.,(x) 

Este procedimento apresenta uma única dificuldade que é a dependência 
de uma densidade a priori para o parâmetro 0. 

2.3 Verossimilhança na previsão 

Bayesianos e frequentistas baseiam-se no conceito fundamental da veros
similhança como uma ferramenta comum para a inferência paramétrica, em
bora, no problema da previsão, as abordagems bayesiana e frequentista sejam 
bastante diferentes. 

Assim, a motivação principal para o estudo das Funções de Verossimi
lhança Preditivas é a quase inexistência de uma teoria de previsão não baye
siana e, por outro lado, o fato de que a teoria bayesiana exige a especificação 
de uma priori. 

A teoria de previsão bayesiana já existente constituía-se somente numa 
parte da teoria de previsão. Especificamente, a previsão bayesiana se as
semelha ao uso das Funções de Verossimilhança Preditivas Marginais que, 
conforme veremos posteriormente, são obtidas mediante a integração de uma 
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função de verossimilhança particular de (z, 0) no parâmetro naisance 0

Segundo a literatura, tudo indica que a noção de verossimilhança preditiva
foi sugerida por FISHER (1956), num estudo envolvendo a distribuição bino..
miai. No entanto, formalmente não existiam bases uni#cadas para a previsão
de eventos futuros dadas as observações. LAURITZEN (1974) publicou o
primeiro artigo a respeito, no qual fez tentativas para desenvolver uma teoria
rzão óayesiana que viabilizasse a previsão através de Punções de Uerossimi-
/dança Predilít;as. Desta forma, o autor introduziu o conceito de preuisor de
mázÍma t;erossim{/dança, considerando variáveis aleatórias discretas em Pro.-.
cestos Estocásticos.

Conforme definimos anteriormente, o problema da previsão consiste em
obter informação sobre Z = À(Y), uma função qualquer de Y, uma vez
observado o vetou de dados X. LAURITZEN (1974) dedicou-se à previsão de
/z(Y) = Y, e, trabalhando com variáveis aleatórias discretas sugeriu como
previsor para Z = À(Y), o valor Z que maximiza

Z :(z/x) /(*/,(*, ,)) ,

onde

«(x, z) é a Estatística Suficiente Minimal com base em (X, Z) e

/(*/,(*, ,)) é a densidade condicional de X dado que r(X, Z) = r(x, z)

Portanto, Z é o previsor de Z com base em .[i, que foi utilizada para
avaliar a verossimilhança dos valores de Z , na presença dos dados observa-
dos

O termo t;erossimí/dança pred tida foi introduzido por HINKLEY (1979),
expressando assim a necessidade e desejo de uma abordagem preditivista ba-
seada na verossimilhança. O autor trabalhou com variáveis aleatórias discre-
tas e contínuas, e para isso estendeu e modificou levemente .[i, de modo a
cobrir ambos os casos, mas exigindo algumas condições, que formalmente des-
creveremos posteriormente. O autor também sugere o uso de verossimilhanças
preditivas baseadas em esZaíútícas anca/ares. Esta publicação é o primeiro
grande trabalho a se destacar na construção de bases para a previsão via ve-
rossimilhança, e tem servido de inspiração para muitas das pesquisas na área.
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MATHIASEN (1979) estudou várias funções de previsão, introduzindo
inclusive a verossimilhança preditiva do tipo proa/e, que será deânida na
proxima seçao.

Uma distribuição do tipo profile também foi proposta por LEJEUNE e
FAULKENBERRY (1982) como alternativa à distribuição preditiva bayesia-
na. Os autores denominaram-na densidade preditiva de máxima verossimi-
Ihança e, sob determinadas condições, provaram a coincidência entre esta
densidade preditiva e a densidade preditiva bayesiana com uma priori não
informativa.

LEVY e PERNG (1984) utilizam a Punção de VerossÍm{/dança PredÍtáua
Proa/e na previsão de dados não observados em modelos de regressão linear.
Seu trabalho, que é de especial interesse nessa dissertação, será discutido com
detalhes no Capítulo 3.

BUTLER (1986) define a Função de UerossÍmí/baça Prediliua C'ondício-
na/ de uma maneira similar às apresentadas por LAURITZEN (1974) e HIN-
KLEY(1979). Neste trabalho, Funções de UerossÍmi/dança PredÍtiüas são usa-
das não somente para prever dados futuros, mas também na imputação de
dados perdidos. Tal forma de imputação foi posteriormente comparada com a
obtida através do algoritmo EM. São ainda apresentadas algumas aplicações
desta metodologia em modelos de Análise de Variância. Numa posterior pu-
blicação de 1989, o autor apresenta uma .Ihnção de Uerossimí/dança Predifáua
]t4aryina/ baseada em estatísticas ancilares.

BARRIS (1989) considera uma distribuição preditiva óootstrap, que é ob-
tida integrando-.se a densidade de Z para 0 = 0 com respeito à distribuição
amostral do estimador 0(X) e é dada por .r/(z; Õ)d.f%(x)(Õ).

Vários outros autores têm se dedicado ao estudo de Funções de Uerossi-
m{/dança PredÍZioas. BJORNSTAD (1990) apresenta um excelente histórico
sobre o assunto. O autor considera a Ihnçâo de Uerossimi/dança PredÍZÍ-
z;a Proa/e e suas modificações, estuda as várias Funções de Ueross m /dança
PredÍtit;as Condicionais e compara algumas das mais importantes Funções
de UerossÍm{/dança Predifit;as presentes na literatura. Sugere unificações e
simplificações das funções de verossimilhança baseadas na suficiência e. fi-
nalizando, destaca propriedades desejáveis para Purzções de Uerossim{/dança
Preditíoas de modo geral.

Na próxima seção, definiremos formalmente o conceito de Função de Ue.
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rossim{//zanga PredÍfit;a, apresentaremos as principais funções e alguns exem-
plos.

2.4 F'unções de Verossimilhança Preditivas
Da descrição feita na seção anterior, notamos que têm sido propostas di-

ferentes versões de Funções de Uerossim{//lança Pred tidas. Todas elas, no
entanto, surgem da aplicação de alguma técnica de eliminação de parâmetros
n isance na verossimilhança conjunta. Esta verossimilhança conjunta será
definida a seguir.

l)eRx\irão 2.4.\ (BERGER e WOLPER, (1988), jpg. 39])
Sd'm X (X:,...,X«) ' Y ..,Xm) «fO«. «/«fÓ,{OS .Ó''"'-
do e não oósert;ado respecZioamente e Z = A(Y) a t;ariát;e/ a/eafó7'Ía que
desejamos prever.

Se 0 á o parâmetro desconhecido, O é o espaço paramétrÍco e /(x,z;0)
á « de«id«de ««J-t. d' (X, Z), « /unçã.

/*(z, 0) , z; 0)

á de$nida como a Função de Verossimilhança de (Z,0) e coincide com a
densid«de ./(x,z;0), «isZ« «mo/unção de (z,0), d«d. X = x.

Conforme discutido anteriormente, nosso objetivo é prever Z com base nos
dados observados X = (XI, ' - ' , X.) e quando não há um interesse específico
na estimação de 0, este é considerado um parámet7'0 nuisalzce. Assim, apre-
sentamos a seguir uma definição geral de função de verossimilhaça para a
previsão de Z.

Definição 2.4.2 ÍB/O-RATS7:4Z) r.ZppOy)

Nas condições da De$nição 2.4.l, se Z é a quantidade que deseja-se prever,
então a Função de Verossimilhança Preditiva de Z, .[(z/x), é oóf da
após Q elimina.ção do parâmetro nuisünce 0 da função de uerossimilhança

z,
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rossimilhança Preditiva, apresentaremos as principais funções e alguns exem
plos. 

2.4 Funções de Verossimilhança Preditivas 

Da descrição feita na seção anterior, notamos que têm sido propostas di
ferentes versões de Funções de Verossimilhança Preditivas. Todas elas, no 
entanto, surgem da aplicação de alguma técnica de eliminação de parâmetros 
nuisance na verossimilhança conjunta. Esta verossimilhança conjunta será 
definida a seguir. 

Definição 2.4.1 (BERGER e WOLPER1 (1988) 1 {pg. 39}) 
Sejam X = (X1 , · · ·, Xn) e Y = (Yi, · · ·, Ym) vetores aleatórios observa
do e não observado respectivamente e Z = h(Y) a variável aleatória que 
desejamos prever. 
Se 0 é o parâmetro desconhecido1 0 é o espaço paramétrico e J(x, z; 0) 
é a densidade conjunta de (X, Z), a função 

lx(z, 0) = J(x, z; 0) 

é definida como a Função de Verossimilhança de (Z, 0) e coincide com a 
densidade f(x, z; 0), vista como função de (z, 0) , dado X= x . 

Conforme discutido anteriormente, nosso objetivo é prever Z com base nos 
dados observados X = (X1 , · · · , Xn) e quando não há um interesse específico 
na estimação de 0, este é considerado um parâmetro nuisance. Assim, apre
sentamos a seguir uma definição geral de função de verossimilhaça para a 
previsão de Z. 

Definição 2.4.2 (BJORNSTAD (1990)) 
Nas condições da Definição 2.4, 11 se Z é a quantidade que deseja-se prever1 

então a Função de Verossimilhança Preditiva de Z, L(z/x), é obtida 
após a eliminação do parâmetro nuisance 0 da função de verossimilhança 
lx(z,0). 
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Para a eliminação do parâmetro nuisance, existem vários métodos, e, de.-
pendendo do método usado, obtem-se diferentes Fuízções de Ueross mi//zanga
Predãtiuas.

BJORNSTAD (1990) apresenta vários tipos de Furzções de UerossimÍ-
/danças Predizia;as mas salienta que todas são provenientes basicamente da
aplicação de uma das três operações sobre é.(z, 0) : Maximização, Integração
com respeito a 0 e Condicionamento a estatísticas suficientes.

A eliminação do parâmetro nuisance da função É.(z,0) através de maxi-
mização dá origem à Função de Uerossim{/dança PredÍtit;a Proa/e, que deno-
taremos por ZP(z/x), e descreveremos a seguir.

Funções de Verossimilhança Preditivas Profile

Inicialmente, esta função preditiva foi sugerida por MATHIASEN (1979)
para o caso especial em que o vedor aleatório observado X e o vetor de dados
futuros Y são independentes.

Para o caso em que IX e Y não são necessariamente independentes,
LEVY e PERNA (1984) definem-na como uma Função de Pret;irão .A/odiH-
cada de /'isÀer, cujo conceito será discutido com detalhes no Capítulo 3. A
partir daí, a Pulzção de Uerossim{/dança Predátít;a Proa/e está perfeitamente
definida para ambos os casos.

A definição que apresentaremos a seguir íoi a utilizada por todos os auto-
res acima mencionados.

Definição 2.4.3 Nas condições da Z)e#njçâo 2.{./, a /unção

Z;,(z/x) = s«pé.(z,0) = s«P/(x,z;0)

é de#n da como a Função de Verossimilhança Preditiva Profile para Z

E importante notarmos que, na Definição 2.4.3, como XI é observado e Z
não, Z será visto como variável aleatória e X como parâmetro, e Z;,(z/x)
pode ser encarada como uma função proporcional a uma distribuição condi-
cional de Z dado X.
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Para a eliminação do parâmetro nuisance, existem vários métodos, e, de
pendendo do método usado, obtem-se diferentes Funções de Verossimilhança 
Preditivas. 

BJORNSTAD (1990) apresenta vanos tipos de Funções de Verossimi
lhanças Preditivas mas salienta que todas são provenientes basicamente da 
aplicação de uma das três operações sobre lx(z, 0) : Maximização, Integração 
com respeito a 0 e Condicionamento a estatísticas suficientes. 

A eliminação do parâmetro nuisance da função lx ( z, 0) através de maxi
mização dá origem à Função de Verossimilhança Preditiva Profile, que deno
taremos por Lp(z/x), e descreveremos a seguir. 

Funções de Verossimilhança Preditivas Profile 

Inicialmente, esta função preditiva foi sugerida por MATHIASEN (1979) 
para o caso especial em que o vetor aleatório observado X e o vetor de dados 
futuros Y são independentes. 

Para o caso em que X e Y não são necessariamente independentes, 
LEVY e PERNG (1984) definem-na como uma Função de Previsão Modifi
cada de Fisher, cujo conceito será discutido com detalhes no Capítulo 3. A 
partir daí, a Função de Verossimilhança Preditiva Profile está perfeitamente 
definida para ambos os casos. 

A definição que apresentaremos a seguir foi a utilizada por todos os auto
res acima mencionados. 

Definição 2.4.3 Nas condições da Definição 2.4- 1, a função 

Lp(z/x) = sup lx(z, 0) = sup J(x, z; 0) 
8E0 8E0 

é definida como a Função de Verossimilhança Preditiva Profile para Z. 

É importante notarmos que, na Definição 2.4.3, como X é observado e Z 
não, Z será visto como variável aleatória e X como parâmetro, e Lp(z/x) 
pode ser encarada como uma função proporcional a uma distribuição condi
cional de Z dado X. 
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Além disso, qualquer Função de Veross mi/dança PredifÍt;a pode ser pa-
dronizada de modo a se tornar uma densidade, conforme mostra a próxima
definição.

Definição 2.4.4 .4 Densidade Preditiva Profile é de#n da como

Â(,/*) k(x) s«P /(x, z; 0)o€o

b(x) .[,(z/x),

onde É(x) e' uma constalzfe de padronização que rzão ent;o/oe z e ta/ gzte

k(x)Z;,(z/x)dz
'00/

Desta definição, é fácil ver que duas Funções de Uerossim /dança Pred ti
z;as Proa/e proporcionais forneceriam a mesma densidade preditiva profile. A
padronização traz uma série de vantagens, que serão descritas posteriormente.

De acordo com LEJEUNE e FAULKENBERRY (1982), a Função de Ue-
rossim{//zanga Predíliua Proa/e .[p surge de uma idéia bastante intuitiva.
Inicialmente, KALBFLEISH e SPROTT (1970), ao considerar a marginali-
zação em problemas de verossimilhanças multiparamétricas em que 0i é o
parâmetro de interesse, eliminaram o parâmetro z ísance 02 na função de
verossimilhança L(0i, 02/x), substituindo-o por seu estimados de máxima
verossimilhança. Assim, logo após a padronização, os autores obtiveram o
que chamaram ueloss má/dança re/aliou mázíma de 0i.

Tecnicamente, a Punção de Verossimá/dança Pred Z ua Proa/e é obtida
da mesma forma, mas, considerando a variável aleatória Z ao invés do
parâmetro 0i. Desta forma, para o nosso estudo, Z corresponderia a 0i,
quantidade de interesse, e 0 , similar a 02, é o parâmetro nuisance. Es-
te método corresponde à uerossimí/dança proa/e na írt/erência paramétrica
(KALBFLEISH e SPROTT (1970)) e por essa razão, Z.(z/x) é chamada
Função de Verossimilhüça Preditiua Pro$1e.

Os próximos exemplos ilustram o cálculo de Z,(z/x)

Exemplo 2.2 (LEJEUNE e FAULKENBERRY (1982))
Sejam X = (XI,' ' ,X«) o conjunto de variáveis aleatórias observáveis,
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Além disso, qualquer Função de Verossimilhança Preditiva pode ser pa
dronizada de modo a se tornar uma densidade, conforme mostra a próxima 
definição. 

Definição 2.4.4 A Densidade Preditiva Profile é definida como 

k(x) sup f(x, z; 0) 
0E0 

k(x) Lp(z/x), 

onde k(x) é uma constante de padronização que não envolve z e tal que 

1-: k(x)Lp(z/x)dz = 1. 

Desta definição, é facil ver que duas Funções de Verossimilhança Prediti
vas Profile proporcionais forneceriam a mesma densidade preditiva profi.le. A 
padronização traz uma série de vantagens, que serão descritas posteriormente. 

De acordo com LEJEUNE e FAULKENBERRY (1982), a Função de Ve
rossimilhança Preditiva Profile Lp surge de uma idéia bastante intuitiva. 
Inicialmente, KALBFLEISH e SPROTT (1970), ao considerar a marginali
zação em problemas de verossimilhanças multiparamétricas em que 01 é o 
parâmetro de interesse, eliminaram o parâmetro nuisance 02 na função de 
verossimilhança L(01 , 02/x), substituindo-o por seu estimador de máxima 
verossimilhança. Assim, logo após a padronização, os autores obtiveram o 
que chamaram verossimilhança relativa máxima de 01 . 

Tecnicamente, a Função de Verossimilhança Preditiva Profile é obtida 
da mesma forma, mas, considerando a variável aleatória Z ao invés do 
parâmetro 01 • Desta forma, para o nosso estudo, Z corresponderia a 01 , 

quantidade de interesse, e 0 , similar a 02 , é o parâmetro nuisance. Es
te método corresponde à verossimilhança profile na inferência paramétrica 
(KALBFLEISH e SPROTT (1970)) e por essa razão, Lp(z/x) é chamada 
Função de Verossimilhaça Preditiva Profile. 

Os próximos exemplos ilustram o cálculo de Lp(z/x). 

Exemplo 2.2 (LEJEUNE e FAULKENBERRY (1982)) 
Sejam X = (X1 , · · ·, Xn) o conjunto de variáveis aleatórias observáveis, 
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Y = (h, . . . , ym) O conjunto de variáveis aleatórias não observáveis ou fu
furas sendo que todas as variáveis aleatórias são independentes e têm distri
buição exponencial com parâmetro 0 desconhecido.

Vamos admitir que Z = }1:Z:: X é a quantidade a ser prevista. Esta
variável aleatória tem distribuição gama com parâmetros m e 0 e assim,
se /(x;0) e g(z;0) são as densidades de X e Z respectivamente,então

(x; 0) = 0".'' E:L-''/

e

g(z;0) Ê .«-: .-''.
Logo,

é. (z, 0) /(x; 0) g(z; 0)

$il;;Õ 'm-: .-o(;+E::. ,D

(;gi:Tj. 'm-: e-'P+EL. ,0.
(2.3)

Tomando logaritmo, obtemos

1«(&(',0)) -(" + m) 1«0 - 1«(m - l)! +(m - 1) 1« , - 0(, + }: «.)

n

lt

e derivando com respeito a 0 e igualando a zero segue que

(&(', o)) - Z;'e - (' + >: ';) 0
{=1

e

. z + E=:: «.,/
é o valor de é) que maximiza é.(z,0).

0-

Substituindo em (2.3), obtemos a Função de Ue7'0ssim{/dança Predítiua
ProRle

L,Çz ]x] s«P (É. (z, 0))
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Y = (Y1 , · • ·, Ym) o conjunto de variáveis aleatórias não observáveis ou fu
turas sendo que todas as variáveis aleatórias são independentes e têm distri
buição exponencial com parâmetro 0 desconhecido. 

Vamos admitir que Z = :Z::::~1 Y; é a quantidade a ser prevista. Esta 
variável aleatória tem distribuição gama com parâmetros m e 0 e assim, 
se J(x; 0) e g(z; 0) são as densidades de X e Z respectivamente, então 

e 

g(z;0) 
em 

m-1 -Bz 
r(m) z e . 

Logo, 

ix(z, 0) 

(2.3) 

Tomando logaritmo, obtemos 

n 

ln (Zx(z,0)) = (n + m) ln0- ln(m-1)! + (m -1) ln z -0(z + Lxi) 
i=l 

e derivando com respeito a 0 e igualando a zero segue que 

d n+m ~ 
d O ln (ix(z,0)) = 

0 
- (z + L..,xi) = O 

i=l 
e 

B=( n+m ) 
Z + :Z::::7=l Xi 

é o valor de 0 que maximiza lx(z, 0). 

Substituindo em (2.3), obtemos a Função de Verossimilhança Preditiva 
Pro file 

sup (Zx(z, 0)) 
8E0 
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(n + m)"'''" ,"--
G':ÍEl:;;J;m Gi':y «p {'(" + m)}
(n + m)"'''"

(m -- l)l
,m--l

' (, + E=:: «.)"''-"
l Zm-l

(EL: ,.)"*"

.m--l

exp {'(" + m)} (; + El:l ;llÚ-iú

'''*, aÜh-GáTF
m l

.'(*)
n m

onde c'(x) é uma função que independe de

Exemplo 2.3 Soam XI e Y como definidos no exemplo anterior mas
tais que Xí, b «. ./V'(0,a') com a' conhecido, para i =
.j = 1,2,. ,m. Se a quantidade que desejamos prever é Z ::
temos que Z -' ./V'(0, a'/«.),

1.2 n e
EZ:: x /

.f(x; 0) (2«.')'? exp {-(2a')': - o)'}

g(,;o)
Desta forma,

z*(,, o) ;o) g(.; o)

e

«.{ (2«') ! a': exp {-m(2a')': (, oy}

(2«a')'blD m' "p l2a')':l m( z -- 0)'
n

+ >:(,; - oy]

ci exp jmz2 -- 2znz0 + zn02 +
2Z 20 )' zí + n02

ci exp + a(a: + m)0'

De forma similar ao exemplo anterior,

E:::. ,Í + mz0-
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onde c'(x) é uma função que independe de z. 

Exemplo 2.3 Sejam X e Y como definidos no exemplo anterior mas 
tais que Xi, Yj ~ N(0, a 2

) com a 2 conhecido, para i = 1, 2, · · · , n e 
j = 1, 2, • • •, m. Se a quantidade que desejamos prever é Z = I::;:1 Y; / m, 
temos que Z ~ N(0, 0'2 

/ m), 

e 

n 

f(x; 0) = (2rr0'2)-~ exp {-(20'2t 1 2)xi - 0) 2
} 

i=l 

g(z; 0) = m½ (2rr t½ 0'- 1 exp { -m(20'2t 1 (z - 0)2}. 
Desta forma, 

J(x; 0) g(z; 0) 

(21ra2r <•r'} m ½ exp {-(2a2 
)-

1 [m( z - 0) 2 + t, ( X; - O)')} 

c1 exp {-(2a2
)-' [mz2 

- 2mz0 + m02 + t, x/ - 20 t, x; + n02
)} 

c1 exp {-(2a2
)-

1 (t, x/ + m z2
) + O(a't'(t x; + mz) - (2a't'(n + m)02 

} · 

De forma similar ao exemplo anterior, 
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é o valor de 0 que maximiza /x(z,0)

Substituindo Õ em Z*(z, 0),
ditiua. Profile àe 'Z-,

obtemos a Função de Verossim{/dança Pre

L,b.]x] /*(,,Õ)

' .«,{- * gãsP
. «,{- ':: ;:;'' ' -- gh=#}

,,{-«h [.«* «,.$,; *«,',

'- «,l-,çL;;j 1(« -- «, E ,; -'- "«,'

.:.,'*,.«,{- }

(EZ:. ,. + «.,y 'l
2a'(« + m) J

'$ , * «,,'] }

(êl: aiy -- 2mz }: zil l
«,{-";l;=:-''}

2a'(n + m) J

'- .,(*) «,{-

': .,(*) -,{ - ", -'- '' - 'o}

': ','*, '«,{ ,eh''',} .-,{-à
:',(*) ;(*) ,l-=Kf';-=p-4'l
.'*, .,,{-*ÚH.; - ','}.

- ", -'- '' - 'a.F

n+m

Após a padronização, obtemos a Z)ensÍdade Prediz tla Proa/e de Z dada
por

]

f(: lq -
a .*- {-*in.,- ;,'},

também definida por LEJEUNE e FAULKENBERRY (1982) e que coinci-
de com a densidade de uma variável aleatória com distribuição normal com
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é o valor de 0 que max1m1za lx(z, 0) . 

Substituindo 0 em lx(z, 0), obtemos a Função de Verossimilhança Pre
ditiva Profile de Z, 

Após a padronização, obtemos a Densidade Preditiva Profile de Z dada 
por 

( l { l _ 2} J z / x) = jf+f exp - ( 1 1 ) ( z - x) , 
~ (7 l. + l.. 2a-2 ;;- + ;;:;-

n m 

também definida por LEJEUNE e FAULKENBERRY (1982) e que coinci
de com a densidade de uma variável aleatória com distribuição normal com 
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média i e variância a' (: + :) D

A seguir, trataremos de Funções de Uerossám{/dança Preditíuas baseadas
no condicionamento em esfat&l cas sa$cÍentes minimais.

Funções de Verossimilhança Preditivas Condicionais

Segundo alguns autores, a abordagem mais simples e direta para a previsão
seria substituir 0 por um estimador õ = Õ(X) na função de verossimilhaça
4,.(z, 0) e após a padronização, utilizar

gê(z/x) 6.(Z, Õ)

como a Punção de Merossim /dança Pred tit,a. Neste caso, gÕ(z/x) é consi
derada como uma densidade condicional de Z dado X = x para 0 =0

Este tipo de procedimento encontra justificativa pois, se 0 é conheci-
do, go(z/x) seria a única verossimilhança preditiva (padronizada) e se 0 é
desconhecido, parece razoável substituí:lo por um estimador (BJORNSTAD
(1990)).

Na procura de uma abordagem preditiva mais precisa através de condi-
cionamento, tem-se sugerido vários conceitos de Funções de yerossím{/dança
PredÍtit;as Condicionais, alguns dos quais passaremos a descrever. Antes,
apresentaremos algumas definições, lembrando o conceito de estatúfÍca su#-
cienfe mínima/.

Definição 2.4.5 S©a X = (Xi,..-,X«) wma amostra a/eatór a da densi-
d«d. /(a/o). .4 «f'túti« r(x) é «m« Estatística Su6ciente p«« 0

se a dástrióuição condiciona/ da amostra X. = (XI, . - ,X.) dado o ua/or de
r(x), «ão dep.«de de 0, p«' !od. «/o, de 7'(X).

Desta forma, uma esZatâtáca suácienZe para o parâmetro 0 capta toda
a informação sobre 0 contida na amostra. Clom isto, dado o valor desta es-
tatística, os elementos amostrais não fornecem nenhuma informação adicional
sobre 0. Essas considerações conduzem à técnica de redução de dados co-.
nhecida como Principio da Suficiência.
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A seguir, trataremos de Funções de Verossimilhança Preditivas baseadas 
no condicionamento em estatísticas suficientes minimais. 

Funções de Verossimilhança Preditivas Condicionais 

Segundo alguns autores, a abordagem mais simples e direta para a previsão 
seria substituir 0 por um estimador 0 = 0(X) na função de verossimilhaça 
lx(z, 0) e após a padronização, utilizar 

9õ(z/x) = k(x) lx(z, 0) 

como a Função de Verossimilhança Preditiva. Neste caso, 9õ(z/x) é consi
derada como uma densidade condicional de Z dado X = x para 0 = Ô . 

Este tipo de procedimento encontra justificativa pois, se 0 é conheci
do, g0(z/x) seria a única verossimilhança preditiva (padronizada) e se 0 é 
desconhecido, parece razoável substituí-lo por um estimador (BJORNSTAD 
(1990) ) . 

Na procura de uma abordagem preditiva mais precisa através de condi
cionamento, tem-se sugerido vários conceitos de Funções de Verossimilhança 
Preditivas Condicionais, alguns dos quais passaremos a descrever. Antes, 
apresentaremos algumas definições, lembrando o conceito de estatística sufi
ciente minimal. 

Definição 2.4.5 Seja X = (X1 , · · ·, Xn) uma amostra aleatória da densi
dade f(x / 0). A estatística T(X) é uma Estatística Suficiente para 0 
se a distribuição condicional da amostra X = ( X 1 , · · · , Xn) dado o valor de 
T(X), não depende de 0, para todo valor de T(X). 

Desta forma, uma estatística suficiente para o parâmetro 0 capta toda 
a informação sobre 0 contida na amostra. Com isto, dado o valor desta es
tatística, os elementos amostrais não fornecem nenhuma informação adicional 
sobre 0. Essas considerações conduzem à técnica de redução de dados co
nhecida como Principio da Suficiência. 
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Principio da Suficiência

Se 7'(X) é uma estatística suficiente para a então qualquer inferência sobre
0 dependerá da amostra somente através de T(X). Assim, se x e y são
dois pontos amostrais tais que T(x) = T(y) , então a inferência sobre 0
será a mesma se X = x ou X. = y.

Definição 2.4.6 Uma estatúlíca su#cienfe T(X) á chamada Estatística
Suficiente Minimal, se p«« g-/gue, OKt« e.Zafútic« su#ciente T'(X),
r(x) é«m«/unção de 7''(X). ' ' '

Considerando variáveis aleatórias discretas e Z unidimensional. LAU-
RITZEN (1974) sugere como previsor para Z o valor .Ê que maximiza a
Purga. d' Ue«Í«.{/À-ç« P«díl{« (-;.ndicÍon«/ .Li(z/x), c«ja definiçã.
daremos a seguir.

l)efinição 2.4.7 (LAURITZEN (í974))
Sd«« X = (X:,...,X«) . Y = (h,.-.,ym) «t-« «/e«ló,{os dí""
fos oóseruáoeis e não oósert;ágeis respecfíuamenZe, sendo que Xi, . . . ,X.,
}i) ' . . , }'h são uariát;eÍs a/eatórías independentes e ádenlácamente d str{.
puídas. Adicionalmente, sejam

Z a uariáue! aleatória que desejamos prever e

R = R(X,Z) ' Esl«Zúfi« Su$cie«le Má«{«.«/ c.m ó«e .m (X,Z), «m
«/o« , ,(x, z) P«« X . Z

Nestas condições, de#rze-se uma Função de Verossimilhança Preditiva
Condicional de Z como

L-(z/x) (x/,(x, z))

«d' /(x/'(x,z)) é « d'«íd«de ««dÍc{.«./ de X d.do ,(x,z)

Assim, a função Z,i analisa a verossimilhança do valor de z tendo co-.

nhecimento de que X = x e pode ser vista como a /sequência re/Útil;a da
observação X = x dado o valor da redução suficiente minimal de (X, Z).
De acordo com esta definição, poderíamos veriâcar sob que valor de z o va-
lor observado X = x é mais provável, e tal procedimento é semelhante à
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Principio da Suficiência 

Se T(X) é uma estatística suficiente para 0 então qualquer inferência sobre 
0 dependerá da amostra somente através de T(X). Assim, se x e y são 
dois pontos amostrais tais que T(x) = T(y) , então a inferência sobre 0 
será a mesma se X = x ou X = y. 

Definição 2.4.6 Uma estatística suficiente T(X) é chamada Estatística 
Suficiente Minimal, se para qualquer outra estatística suficiente T'(X), 
T(X) é uma função de T'(X). 

Considerando variáveis aleatórias discretas e Z unidimensional, LAU
RITZEN (1974) sugere como previsor para Z o valor z que maximiza a 
Função de Verossimilhança Preditiva Condicional L 1 (z/x), cuja definição 
daremos a seguir. 

Definição 2.4.7 (LAURITZEN (1974)) 
Sejam X = (X1 , · · · ,Xn) e Y = (Y1, · · ·, Ym) vetores aleatórios discre
tos observáveis e não observáveis respectivamente, sendo que X1 , · · · , Xn, 
Yí, • • • , Ym são variáveis aleatórias independentes e identicamente distri
buídas. Adicionalmente, sejam 

Z = h(Y) a variável aleatória que desejamos prever e 

R = R(X, Z) a Estatística Suficiente Minimal com base em (X, Z), com 
valor r = r(x,z) para X= x e Z = z. 

Nestas condições, define-se uma Função de Verossimilhança Preditiva 
Condicional de Z como 

L 1 (z/x) = f(x/r(x, z)). 

onde f(x/r(x,z)) é a densidade condicional de X dado r(x,z). 

Assim, a função L1 analisa a verossimilhança do valor de z tendo co
nhecimento de que X = x e pode ser vista como a frequência relativa da 
observação X = x dado o valor da redução suficiente minimal de (X, Z). 
De acordo com esta definição, poderíamos verificar sob que valor de z o va
lor observado X = x é mais provável, e tal procedimento é semelhante à 
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utilização usual da função de verossimilhança para parâmetros. Conforme
veremos na Seção 2.6, este procedimento gera um previsor de máxima veros-
similhança de Z, que é o valor de z que maximiza Zi(z/x).

Daremos a seguir uma definição que pode ser considerada extensão da
definição anterior, porque não exige independência nem idêntica distribuição
para Xi,X2, - - . ,X« e }i, ya, ' ' ) }'h, embora exija independência entre X
e Y . Além disso, aplica-se também para variáveis aleatórias contínuas.

Definição 2.4.8 r.r17Ar7(Z.By r'.ZPVPy,)
Sd'm X = (X-,..-,X«) . Y = (K,...,ym) «tO«S «/«IÓ,{« {«'Í'-
pe"dent« co«f.ndo o. d«dos oó'«o«d« e /ufu«s e Z = A(Y) « «,{á«/
ileatóMa que desejamos prever. Além disso, seljam S e T estatísticas su$-
cienles mínima s com base respecZ t;agente em X e Z, e R a estatútáca
su©cie«t' m{«á«../ com b«e em (S,7'), ««. «/o"' , = ,(S(x),T(z))
.4dmÍfi«'í. g«e í = t(,,') é -Íc'm.«Z. de$«id« po, (,,.) , de#«-s. « Ve-
rossimilhança Preditiva de 7' = t dado .S = s como

L,Çtlq fÇsl« (s,tà),

e a Verossimilhança Preditiva de Z = z dado S = s como

Latzjs) = fQzlt)Lattjs) P«. Z = t(z)

.4 Função de Verossimilhança Preditiva Condicional de Z
X = x á dada por

dado

L,b.1-4 = fQx]s)L,Qz]sÕ = JÇx]s]fQz]t)fÇs],Çs,t]),

' ' . 0«-a. X . Y sã. dÍsc«*o', s' t
for única,

Z,(z/x) (x, z/,(x, z))

Notamos que, devido à suficiência, a previsão de Z dado X = x é es.
tatisticamente equivalente a prever T dado S = s.

Segue também da suficiência que todas as funções presentes no cálculo das
duas formas de Z,2(z/x) independem de parâmetros desconhecidos e portan-
to, podem ser completamente determinadas.
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utilização usual da função de verossimilhança para parâmetros. Conforme 
veremos na Seção 2.6, este procedimento gera um previsor de máxima veros
similhança de Z, que é o valor de z que maximiza L1(z/ x). 

Daremos a seguir uma definição que pode ser considerada extensão da 
definição anterior, porque não exige independência nem idêntica distribuição 
para X1,X2, · ··,Xn e Y1,½,···,Ym, emboraexijaindependênciaentre X 
e Y. Além disso, aplica-se também para variáveis aleatórias contínuas. 

Definição 2.4.8 (HINKLEY (1919)) 
Sejam X= (X1,···,Xn) e Y = (Y1 ,···,Ym) vetores aleatórios inde
pendentes contendo os dados observados e futuros e Z = h(Y) a variável 
aleatória que desejamos prever. Além disso, sejam S e T estatísticas sufi
cientes minimais com base respectivamente em X e Z, e R a estatística 
suficiente minimal com base em (S, T), com valores r = r(S(x), T(z)). 
Admitindo que t = t(r,s) é unicamente definida por (r,s), define-se a Ve
rossimilhança Preditiva de T = t dado S = s como 

L2(t/s) = J(s/r(s, t)), 

e a Verossimilhança Preditiva de Z = z dado S = s como 

para t = t(z). 

A Função de Verossimilhança Preditiva Condicional de Z = z dado 
X = x é dada por 

L2(z/x) = f(x/ s )L2(z/ s) = f(x/ s )f(z/t)f( s/r( s, t)), 

para t = T(z) e s = S(x). Quando X e Y são discretos, se t = t(r, s) 
for única, 

L2(z/x) = f(x, z/r(x, z)) . 

Notamos que, devido à suficiência, a previsão de Z dado X = x é es
tatisticamente equivalente a prever T dado S = s. 

Segue também da suficiência que todas as funções presentes no cálculo das 
duas formas de L2(z/x) independem de parâmetros desconhecidos e portan
to, podem ser completamente determinadas. 
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Os exemplos a seguir, entre outras coisas, irão mostrar que as funções de
verossimilhança Z)l e Z2 não são em geral iguais.

Exemplo 2.4 Consideremos X = (Xi,''',X.) e Y = (b,...,ym) OS
vetores de dados observados e futuros sendo que Xi,. ,X., }/i,.--,}ç,.
são variáveis aleatórias independentes com distribuição de Berrou//{ com
parâmetro 0. Vamos admitir que Z = Y é a quantidade aleatória a ser
prevista.

Verifica-se que, neste caso, as estatísticas suficientes minimais com base
em X. e Y são respectivamente S = )1'í:::Xi, 7' = >,j:il$ e que a
estatística suficiente minimal com base em (S, 7') é R = S -} T

Da Definição 2.4.7 temos que

Z :(z/x) /(*/,(*, ,))
P(x .+t),

para s " >1:L:i ]çi e Z :: >ll:l:i 3/f

Portanto,

Z -(z/x) P(X S+T
p(s+ r =.+t)

P(X =x,7'
P(R

p(x p(r =t)
P(R

o'(i - o)"'' (T) o'(l - o)"''
(==')o'-'''(l - o)"-''"-'-'

(T)
(u)'

onde t = EZ:: g/i e s = EL:: =i

Por outro lado, da Definição 2.4.8, para X e Y discretos

L,Çzlxb fQx, z]R = s -t t]
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Os exemplos a seguir, entre outras coisas , irão mostrar que as funções de 
verossimilhança L1 e L2 não são em geral iguais. 

Exemplo 2.4 Consideremos X = (X1, · ·· , Xn) e Y = (Y1, · · · ,Ym) os 
vetores de dados observados e futuros sendo que X1 , · ··,Xn, Yi.,·· · ,Ym 
são variáveis aleatórias independentes com distribuição de Bernoulli com 
parâmetro 0. Vamos admitir que Z = Y é a quantidade aleatória a ser 
prevista. 

Verifica-se que, neste caso, as estatísticas suficientes minimais com base 
em X e Y são respectivamente S = I:7=1 Xi, T = I:i=l Yj e que a 
estatística suficiente minimal com base em (S, T) é R = S + T. 

Da Definição 2.4. 7 temos que 

Portanto, 

J(x/r(x, z)) 

P(X = x/ R = s + t), 

P(X =X ' s + T = s + t) 
P(S + T = s + t) 

P(X =X' T = t) 
P(R=s+t) 

P(X = x) P(T = t) 
P(R = s + t) 

es(l - er-s (7) et(l - er-t 
(ns:7) es+t ( 1 - 0)n+m-s-t 

(7) 
(n+m)' 

s+t 

Por outro lado , da Definição 2.4.8, para X e Y discretos 

L2 (z/x) = f(x, z/ R = s + t) 
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P(X =x,Z
P(R =.+t)

o'(l - o)"'' o'(l - o)"''
(1=')o'-'''(i - o)"-''"-'-'

(u)'
l

para s = )ll:Z:i a{ e Z :: }:Z;i yf

Assim, vemos que Z;i e Z2 podem resultar em funções diferentes. D

As duas definições anteriores exigem que X e Z soam independentes,
embora as mesmas possam ser espandidas para cobrir o caso de sequências
de variáveis aleatórias dependentes, sendo necessário para isto modificar-se
algumas das condições. Esta extensão considera que S, estatística suficiente
para X, pode não ser minimal, e que a estatística suficiente minimal de Z
pode ser determinada por T e S , isto é, não necessariamente só por 7'
(niNKLEY (1979)).

Finalizaremos o estudo de Funções de yerossÍm{/halzças Predítit;as Oon
dicíonaÍs definindo esta extensão.

Definição 2.4.9 Í#7Ar7(Z,.Fy r'/Pyq)
Sd««', X (X:,.'-,X.) ' Y ..,ym) O. ««j««Z« de «,iá«{s
«/eatór{« ouse«á«{s ' nã. oós.«áueís «sp«fi««..«te e Z = A(Y) « «-
,já«/ ./«tó,{« q«e desd'm" p"«,. .4/ém di«o, c.«{d"em« R = R(X, Z)
l estatística sa$ciente minimal para (X,Z) e S a estatística su$cãente pa-
« X. .4dmáü«do q«. e,{sZe «m./u«ção T d' (Z,S) f«/ q«.

li) R é dote«min.d. po, (S,T)

lii) Q Estatística Su$ciente Minimal de Z éjunção de tS,T)

rÜO t t(',') «tá -Íc«m.«f. deZ«m{«''í' p«« c«d« ., o«de t(,,s) é
i"e«« de ,(s,t),

então, a Verossimilhança Preditiva de T = t dado S = s é

hÇtl.) = fÇsl« Çs,t»,
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P(X = x, Z = z) 
P(R=s+t) 

0s(1 - 0t-s 0t(l - 0r-1 
(ns:7) es+t ( 1 - 0)n+m-s-t 

1 

(n+m) ' 
s+t 

Assim, vemos que L1 e L2 podem resultar em funções diferentes. D 

As duas definições anteriores exigem que X e Z sejam independentes, 
embora as mesmas possam ser espandidas para cobrir o caso de sequências 
de variáveis aleatórias dependentes, sendo necessário para isto modificar-se 
algumas das condições. Esta extensão considera que S, estatística suficiente 
para X, pode não ser minimal, e que a estatística suficiente minimal de Z 
pode ser determinada por T e S , isto é, não necessariamente só por T 
(HINKLEY (1979)). 

Finalizaremos o estudo de Funções de Verossimilhanças Preditivas Con
dicionais definindo esta extensão. 

Definição 2.4.9 (HINKLEY (1919)) 
Sejam X = (X1, .. ·, Xn) e Y = (Y1, .. ·, Ym) os conjuntos de varzaveis 
aleatórias observáveis e não observáveis respectivamente e Z = h(Y) a va
riável aleatória que desejamos prever. Além disso , consideremos R = R(X, Z) 
a estatística suficiente minimal para (X, Z) e S a estatística suficiente pa
ra X. Admitindo que existe uma função T de (Z, S) tal que 

(i) R é determinada por (S, T) 

(ii) a Estatística Suficiente Minimal de Z é função de ( S, T) 

(iii) t = t(r,s) está unicamente determinada para cada s, onde t(r,s) é 
inversa de r(s,t), 

então, a Verossimilhança Preditiva de T = t dado S = s é 

L3 ( t / s) = f ( s / r ( s , t) ) , 
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e a Vêrossimilhança Preditiva de Z = z dado S = s é

hQzls] = fÇzls,tlhÇtlsÕ s,t)fÇsl,Çs.t»

A última classe de Funções de Merossim{/dança PredÍliuas que apresen-
taremos será aquela em que o parâmetro 0 da função de verossimilhança
/*(z, 0) é eliminado via integração.

Funções de Verossimilhança Preditivas Marginais

Apresentaremos agora o conceito de .função de yeross m /Àalzça PreditÍtia
.&/ardina/. Este tipo de função apresenta algumas semelhanças com as funções
preditivas bayesianas, semelhanças estas que serão discutidas logo após a se-
guinte definição.

Definição 2.4.10 ÍBIORATS7:4Z) r'.ZppOy)

Sd"m X = (X-,'-.,X«) ' Y = (h,. .,ym) « co«j««Zo. de «,iá«{.
a/eatór as oóserz;áueÍs e nâo oóseroáue s respectiüamenle e Z = /z(Y) a t;a-
riáuel aleatória que desejamos prever. Se .fl.x,z;0) é a distribuição de pro-
b ó /íd«de. de (X,Z), d' mod. q«. Z,.(z,0) /(x,z;0) á « Fu«çã. de Ue-
«.«{m{/À««ç' de (Z, 0), .«tã.

l k(z,0)dO

é denominada Função de Verossimilhança Preditiva Marginal de Z

L«Qzl'4

/(x, z; 0)dO

Para verificarmos a semelhança entre a densidade preditiva bayesiana e a
Função de Uerossim{/Àalzça Pred f t;a A/angina/, lembramos que, no contexto
bayesiano, a densidade preditiva de Z dado X = x, quando /(0) é uma
densidade a priori para 0, é dada por

/(./*) 1... fQx,z/0)fÇQ)dQ
1... jtx/0)fÇO)d,0

k(:x] l f(x.zl0)fÇO)dO
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e a Verossimilhança Preditiva de Z = z dado S = s é 

L3 ( z / s) = f ( z / s, t) L3 ( t / s) = f ( z / s, t) f ( s / r ( s, t)) . 

A última classe de Funções de Verossimilhança Preditivas que apresen
taremos será aquela em que o parâmetro 0 da função de verossimilhança 
lx(z, 0) é eliminado via integração. 

Funções de Verossimilhança Preditivas Marginais 

Apresentaremos agora o conceito de Função de Verossimilhança Preditiva 
Marginal. Este tipo de função apresenta algumas semelhanças com as funções 
preditivas bayesianas, semelhanças estas que serão discutidas logo após a se
guinte definição. 

Definição 2.4.10 (BJORNSTAD (1990}} 
Sejam X = (X1, · · · ,Xn) e Y = (Yi, · · · , Ym) os conjuntos de varzaveis 
aleatórias observáveis e não observáveis respectivamente e Z = h(Y) a va
riável aleatória que desejamos prever. Se f(x, z; 0) é a distribuição de pro
babilidades de (X, Z), de modo que lx(z, 0) = f(x, z; 0) é a Função de Ve
rossimilhança de (Z, 0), então 

{ lx(z, 0)d0 
JoEe 

f f(x,z;0)d0 
JoEe 

é denominada Função de Verossimilhança Preditiva Marginal de Z. 

Para verificarmos a semelhança entre a densidade preditiva bayesiana e a 
Função de Verossimilhança Preditiva Marginal, lembramos que, no contexto 
bayesiano, a densidade preditiva de Z dado X = x, quando f ( 0) é uma 
densidade a priori para 0, é dada por 

f(z/x) 
f0E0 f(x, z/0)f(0) d0 

foEe f(x/0)f(0) d0 

k(x) f f(x, z/0)/(0) d0. 
loEe 
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Como

Z« (z/x ) I'« ' o

lo« ' )ao

I': ftx,z\0'\{.qd0,

observamos que .[.(z/x) é proporciona] à correspondente densidade pre...
ditava bayesiana com /(0) = 1, isto é, quando 0 tem uma distribuição a
priori constante, pois /(x, z; 0) na formulação clássica é igual a /(x, z/0)
na abordagem bayesiana.

Exemplo 2.5 Soam Xi, }$ variáveis aleatórias independentes para i
1,2, . . . ,n e .j = 1,2, . . - ,m, com distribuição de .Berrzo //í com parâmetro
0, S. EZ::X. - pino«.{a/(«,0) e Z «. 6inomí./(m,0) .
quantidade que desçamos prever. Nestas condições, a densidade conjunta de

Z)

/*(z,0) .f(x; 0) g(,; 0)

''o «-'(T)''o - o"''
:') «'''o ''',

é a função de verossimilhança de (Z;0). Logo, de acordo com a Defi-
nição 2.4.10, obtemos a Função de Uerossim{/dança Pred fit;a JI/ary na/ de
Z, .[«(z/x), integrando /*(z, 0) em 0, ou seja,

L«kzlxb
(«i

O'+' (l -- O)"+"'''' dO
Ó

/
l

o'+; (l - o)"'"'''' do

/

Z

L' ",l uv

A integral acima pode ser calculada através da função beta, pois

l

o''; (l - o)"'''"'''; do/ 23.t.(' + , + 1, « + m - . - , + l)
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Como 

f lx.(z,0)d0 
l0Ee 

f f(x, z; 0) d0 
J0Ee 

f f(x,z;0)(l)d0, 
l0Ee 

observamos que Lm(z/x) é proporcional à correspondente densidade pre
ditiva bayesiana com f(0) = 1, isto é, quando 0 tem uma distribuição a 
priori constante, pois f(x, z; 0) na formulação clássica é igual a f(x, z/0) 
na abordagem bayesiana. 

Exemplo 2.5 Sejam Xi, Yj variáveis aleatórias independentes para i = 
1, 2, · · ·, n e j = l, 2, · · ·, m, com distribuição de Bernoulli com parâmetro 
0, S = :E~=l Xi ~ Binomial(n, 0) e Z = I:;:1 }'i ~ Binomial(m, 0) a 
quantidade que desejamos prever. Nestas condições, a densidade conjunta de 
(X,Z) 

lx(z,0) f(x; 0) g(z; 0) 

0s (l - 0r-s (7) 0z (1 - 0r-z 

( 7) 0s+z ( 1 - 0r+m-s-z 

é a função de verossimilhança de (Z; 0). Logo, de acordo com a Defi
nição 2.4.10, obtemos a Função de Verossimilhança Preditiva Marginal de 
Z, Lm(z/x), integrando lx(z, 0) em 0, ou seja, 

11 (7) 0s+z (1 - 0r+m-s-z d0 

(7) 11 0s+z (1 - 0r+m-s-z d0. 

A integral acima pode ser calculada através da função beta, pois 

11 

0s+z (1 - 0r+m-s- z d0 = Beta(s + z + l, n + m - s - z + 1). 
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Como para a > 0 e b > 0, tem-se que Beta(a,b) = [(!)!:U, então,

/'o'''''0 - q"'''"''-,ao -
Jo ' ' 1'(«+«.+2)

Alémdisso, s+z+l e nl-m--s--z+l são inteiros, elembrandoque,
para n inteiro, I'(n+l) =nl, temos

rl
l O'+' (l -- O)"+"-'-: dO

'mN 111+ e + 1) r(« + «. - . - , + 1)
; ,/ F(n + «. + 2)
mX (s + z)!(n + m - s - ,)l

z ,/ (n + m + l)l

,/ (" + m + l) (=lT)
l (T)

(" + m + l) (=:T) '
Padronizando Z«(z/x), a função obtida pode ser identificada como uma

distribuição AípergeométrÍca negafíua.[]

Z«(z/x)

0 5; z $ m.

2.5 F'unções de Verossimilhança Preditivas Pa.
dronizadas

Conforme comentado na Seção 2.4 no caso particular das Funções de Ue-
rossimi/dança PredÍtioas do tipo profile, Funções de UerossÍm /dança PredÍ-
tiuas de um modo geral podem ser padronizadas de modo a se tornarem
densidades.

Assim, a padronização da Função de yerossim{/dança Preditit;a Z)(z/x) é
uma transformação desta numa função g(z/x) tal que

g(z/x) Z,(z/x),
onde k(x) é uma constante de padronização que não depende de z, mas
pode depender de x e tal que

l k(xàLQzlxàdz = \
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Comopara a>O e b>O, tem-seque Beta(a,b)=rf(l~W, então, 

1
1 

os+z (l _ or+m-s-z dO = r(s + z + l) f(n + m - s - z + l). 
o r(n+m+2) 

Além disso, s + z + l e n + m - s - z + l são inteiros, e lembrando que, 
para n inteiro, f(n + 1) = n!, temos 

(7) 11 0s+z (1- 0r+m-s-z d0 

(m) r(s+z+l)f(n+m-s-z+l) 
z f(n + m + 2) 

(m) ( s + z) ! ( n + m - s - z) ! 
z (n+m+l)! 

(7) (n +: + 1) (:{;) 

1 (1;) 
(n+m+l) (:!;)' O :S z :S m. 

Padronizando Lm(z/x), a função obtida pode ser identificada como uma 
distribuição hipergeométrica negativa. □ 

2.5 Funções de Verossimilhança Preditivas Pa
dronizadas 

Conforme comentado na Seção 2.4 no caso particular das Funções de Ve
rossimilhança Preditivas do tipo profile, Funções de Verossimilhança Predi
tivas de um modo geral podem ser padronizadas de modo a se tornarem 
densidades. 

Assim, a padronização da Função de Verossimilhança Preditiva L(z/x) é 
uma transformação desta numa função g(z/x) tal que 

g(z/x) = k(x) L(z/x), 
onde k(x) é uma constante de padronização que não depende de z, mas 
pode depender de x e tal que 

1-: k(x) L(z/x) dz = l. 
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O procedimento de padronização tem inúmeras vantagens. Além de permi-
tir expressar e operar .f'uniões de yerossám{/dança Pred f uas como densidades
de probabilidade, facilita a comparação entre Funções de Uerossim /danças
Pred fit;as diferentes.

Adicionalmente, alguns autores utilizam Punções de Ueross mi/dança Pre-
ditiuas como estimadores da densidade condicional /(z/x) e, com esse obje-
tivo, a padronização se torna obrigatória.

Outra vantagem do uso de Funções de Uerossimi/dança Preditioas padro-
nizadas é a possibilidade de construção de intervalos de previsão, assunto que
será discutido a seguir.

2.6 Utilização das F\lnções de Verossimilhança
Preditivas

Uma das principais aplicações de Funções de Herossím{/dança PredÍtit;as é
na determinação de previsores para a quantidade de interesse não observada.
que estamos indicando por Z. A próxima definição introduz o conceito de
praz;isor de máxima oerossím{/dança para Z.

Definição 2.6.1 ÍBIOX7VSZ:4Z) r'Jp9091
Se -t(z/x) á a Função de yerossim{/dança Predítíua de Z, o Previsor de
Máxima Verossimilhança de Z, q?ze indicaremos por Ê.,, é o ua/or de
z que mazim za Z(z/x). .4/ém disso, se a com'espondenfe Função de Me-
rossimithança Preditiua padronizada gtzjx] fot uma distribuição simétrica.,
então o preuisor de máxima uerossimilhança coincidirá com Q média dessa
distübKição, ou seja,

à«« = Z,l.Z) = 1 zg(z/4dz,

denominada Esperança Preditiua de 'Z.

O próximo exemplo ilustra o cálculo do Frei;Ísor de máxima uerossim{
/dança, que acabamos de definir.
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O procedimento de padronização tem inúmeras vantagens. Além de permi
tir expressar e operar Funções de Verossimilhança Preditivas como densidades 
de probabilidade, facilita a comparação entre Funções de Verossimilhanças 
Preditivas diferentes. 

Adicionalmente, alguns autores utilizam Funções de Verossimilhança Pre
ditivas como estimadores da densidade condicional f(z/x) e, com esse obje
tivo, a padronização se torna obrigatória. 

Outra vantagem do uso de Funções de Verossimilhança Preditivas padro
nizadas é a possibilidade de construção de intervalos de previsão, assunto que 
será discutido a seguir. 

2.6 Utilização das Funções de Verossimilhança 
Preditivas 

Uma das principais aplicações de Funções de Verossimilhança Preditivas é 
na determinação de previsores para a quantidade de interesse não observada, 
que estamos indicando por Z. A próxima definição introduz o conceito de 
previsor de máxima verossimilhança para Z. 

Definição 2.6.1 (BJORNSTAD (1990)} 
Se L(z/x) é a Função de Verossimilhança Preditiva de Z, o Previsor de 
Máxima Verossimilhança de Z, que indicaremos por Zmv, é o valor de 
z que maximiza L(z/x). Além disso, se a correspondente Função de Ve
rossimilhança Preditiva padronizada g(z/x) for uma distribuição simétrica, 
então o previsor de máxima verossimilhança coincidirá com a média dessa 
distribuição, ou seja 

Zmv = E9 (Z) = f z g(z/x) dz, 

denominada Esperança Preditiva de Z. 

O próximo exemplo ilustra o cálculo do previsor de máxima verossimi
lhança, que acabamos de definir. 
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Exemplo 2.6 Sejam Xf, }$ variáveis aleatórias independentes com distri-
buição ./V'(0,a2), í = 1,2,...,n e .j = 1,2,. .,m, com a2 conhecido. Se

Z = Ú:i:lLZ é a quantidade que desejamos prever, a densidade conjunta de
(X, Z) será

/*(,,o) /(x; 0) g(,; 0),

onde

/(x; 0) (2«a')'}
n

E
í:l

(,. - oy}

e

g(,; o)(2-')'} "'{ expÍ-:j: (' - o)'}.

Então, a Função de Uerossim{/Aa7zça Pred fada .44'ardina/de Z é dada por

L«Çz]x] /*(,,o)do
'00

/(2"'')''# m{ el':b ["(,-O'+EL:(,.-O'j} dO

(2"a')''F «''{ /" el'Ü' ["P-O'+EL:. (..-O']} dO

k / '' el- ' [mz2--2mz0+m02+E:L.=?--29E,Li i+n02]} da

À; e'('iP (mz'+E:L. r?)} ./l eÍ- iZ [-2(mz+E:=:i rj)0+(n+m)0'j} dO

"-«(-=':)--(-g':y-("3'-y

/

- *.w l\À"'
*:.,.,.lw('R'yl/I" .l-Gh l,-('R')I'l ..

27ra2

*;(*) /: (;;) ; .I'Ü;#; t,-(«n;-)tl ..

.l-çh i'-(''=:' '')i'l ~,
l

A expressão dentro da integral é a densidade de uma variável aleatória com

distribuição normal com média ::!::;àlí:x.= e variância Í;;3i;a. Portanto, a
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Exemplo 2.6 Sejam Xi, Yj variáveis aleatórias independentes com distri
buição N(0, a- 2), i = 1, 2, · · ·, n e j = l, 2, • • •, m, com a-2 conhecido. Se 
Z = I:7'~1 Y; é a quantidade que desejamos prever, a densidade conjunta de 
(X, Z) será 

lx(z, 0) = f(x; 0) g(z; 0), 

onde 

e 
1 1 m 

g(z; 0) = (21ra-2t2 m2 exp {-
2

0"2 (z - 0)2}. 

Então, a Função de Verossimilhança Preditiva Marginal de Z é dada por 

Lm(z/ x) = 1-: lx(z, 0) d0 

1-: (21ra-2)-nt1 m½ e{-~[m(z-ll)2+I::':1(xi-l/)2)} d0 

(21ra-2)-nt1 m½ 1-: e{-~[m(z-l/)2+I:?=1(xi-l/)2)} d0 

k 100 

e{-~ [mz2 -2mzll+mll2+ I:?= 1 xf-211I:;;'= 1 x;+n/12)} dO 
-oo 

k e{-~ (mz2 +I::': 1 xt)} 1-: e{-~ [-2(mz+I:?=1 xi)ll+(n+m)/12)} d0 

k1 (X) 1-: ,{ ( ~:•) [ 9> - 29 ( m,+.,;;;; 1 •; ) + ( m•+.,;;;;' •; )'-( m•+.,;;;;' •; )']} d0 

k, (X) ,{ ~ ( m-+n,;;;;, •; )'} 1: J, ..ik H m-+n>;;;;' •;) r} d0 

( 
27í(72 )½loo (n+m)½ {-~[11-(mz+:.;~1%i)r} k2(x) --

2 2 e n+m d0 
n + m _00 1ra 

100 (n+m)½ {-~[o-(mz+n~~J%i)r} 
k3(x) 

2 2 e n+m d0. 
-oo 7í0" 

A expressão dentro da integral é a densidade de uma variável aleatória com 
distribuição normal com média mz+I:?- 1 x; e vanancia __L_ _ Portanto a n+m (n+m) ' 
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Função de Uerossím /Aarzça Pred f ua JI/ardina/ de Z fica

L«(.z]x] k;(x)

k,(x)
2a'o'2

.lw("''=:' ''y }

l
2

k- (x)
2aa2

n+m

(''=:'''yl

l
2

b .{ i:!n(m,'+EL. ,?)} el
2n'a2

n+m

l
2

x:' .{
.{

À;' .{

.{

.{

.{

-;b'«,'** ,:,} .lw ("3-yl
-Ü («,'--::- ,?-( )) }
i;7i:i=Í(nm,'+m',' +« E:L. r?+m E:L. r? -m',' -(E:L - 'í):

. ;;Ga(''--:'d...:'á-'''3-': *. ,.) }
-H}«(,'-'Q--H En:. ,?-'zL-'!-,;;) }

h (:: ,?-'ê.=':-''= '',-','-;',) }

:«,EL. )}

k' .{ b (E:L, ,?-;$:;''- in '') }

.{-üêül
M}

k. (x)

Observamos então que a função L.(z/x) é proporcional à densidade de
uma variável aleatória com distribuição normal com média i e variância
(1 + : ) a2. Padronizando, obtemos a densidade preditiva de Z dada por

,«p/,o - (,-, (l. -- :!'l'l- -,.f-;L g-:!Ç'l. p.4
x.n ' m./ .J

O previsor de máxima verossimilhança de Z , obtido a partir da função
de verossimilhança preditiva marginal, será o valor de z que maximiza
Z,«(z/x) ou, equivalentemente, g.(z/x). Este previsor é

Ê«. z g« (z/x) dz = i. D
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Função de Verossimilhança Preditiva Marginal de Z fica 

Observamos então que a função Lm(z/x) é proporcional à densidade de 
uma variável aleatória com distribuição normal com média x e vanancia 
( ¼ + ! ) 0'

2
• Padronizando, obtemos a densidade preditiva de Z dada por 

(2.4) 

O previsor de máxima verossimilhança de Z , obtido a partir da função 
de verossimilhança preditiva marginal, será o valor de z que max1m1za 
Lm(z/x) ou, equivalentemente, 9m(z/x). Este previsor é 

Zmv = E9m(Z) = J Zgm(z/x) dz = x. □ 
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Uma vez obtido o previsor para a quantidade Z, pode ser de interesse a
construção de um nferua/o ou região de preuísão para esta variável. Funções
de Ueross mi/dança Preditiuas Padron fadas podem também ser utilizadas na
determinação de tais intervalos, conforme veremos a seguir.

O problema da construção de um intervalo de previsão pode ser definido
da seguinte maneira. Observado o vetor de dados X = (XI, - . . , X.), dele.-
jamos fazer afirmações preditivas sobre Z = A(Y), onde Y = (h, . - . ,ym)
são observações futuras. Tal afirmação poderá ser na forma de um intervalo.
possivelmente centrado num previsor pontual de Z.

Na literatura, grande parte dos métodos para obter intervalos de previsão
fazem uso de Testes de Hipóteses (FRASER e GUTTMAN (1956)), Apro-
ximação Normal (NELSON (1968)), Quantidades Pivotais (HAHN (1969)),
Condicionamento numa Estatística Suficiente (FAULKENBERRY (1973)),
Verossimilhanças Preditivas (HINKLEY (1979), BJORNSTAD (1990)) e de
Densidades Bayesianas a posteriori.

HINKLEY (1979) mostra como Funções de Uerossím /dança PredÍZÍuas
podem ser utilizadas em conjunto com métodos clássicos na construção de
intervalos de previsão. O autor propõe o uso destas funções na escolha de
uma região, dentre várias de mesmo tamanho, obtidas através do método
da correspondência com testes de hipóteses. Sugere ainda idêntica utilização
quando o intervalo é obtido através do método da quantidade pivotal.

BJORNSTAD (1990) define de forma geral e simples uma região de pre-
visão com coeficiente de confiança (l -- a) baseada nas Funções de Ueros-
sím{//faça Pred Z üas Padronizadas. Sua abordagem é aparentemente mais
viável do ponto de vista prático.

Definição 2.6.2 rB]OR]VS7:4Z) r'.Ípp09)
Se LQzjx] é uma função de uerossimithaça preditiua padronizada de Z, ob-
servado X = x, wma Região de Previsão com coe#ciente de con$ança
(l -- a) para Z será o colÜunfo

7:'. (x ) Z(z/x) ? A.},
onde k. é tal que

l L(zlxldz = 'L - a
JPa (x)

se L é contínua e
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Uma vez obtido o previsor para a quantidade Z, pode ser de interesse a 
construção de um intervalo ou região de previsão para esta variável. Funções 
de Verossimilhança Preditivas Padronizadas podem também ser utilizadas na 
determinação de tais intervalos, conforme veremos a seguir. 

O problema da construção de um intervalo de previsão pode ser definido 
da seguinte maneira. Observado o vetor de dados X = (X1, · · ·, Xn), dese
jamos fazer afirmações preditivas sobre Z = h(Y), onde Y = (Y1 , · · ·, Ym) 
são observações futuras. Tal afirmação poderá ser na forma de um intervalo, 
possivelmente centrado num previsor pontual de Z. 

Na literatura, grande parte dos métodos para obter intervalos de previsão 
fazem uso de Testes de Hipóteses (FRASER e GUTTMAN (1956)), Apro
ximação Normal (NELSON (1968)), Quantidades Pivotais (HAHN (1969)), 
Condicionamento numa Estatística Suficiente (FAULKENBERRY (1973)), 
Verossimilhanças Preditivas (HINKLEY (1979), BJORNSTAD (1990)) e de 
Densidades Bayesianas a posteriori. 

HINKLEY (1979) mostra como Funções de Verossimilhança Preditivas 
podem ser utilizadas em conjunto com métodos clássicos na construção de 
intervalos de previsão. O autor propõe o uso destas funções na escolha de 
uma região, dentre várias de mesmo tamanho, obtidas através do método 
da correspondência com testes de hipóteses. Sugere ainda idêntica utilização 
quando o intervalo é obtido através do método da quantidade pivotal. 

BJORNSTAD (1990) define de forma geral e simples urna região de pre
visão com coeficiente de confiança ( 1 - a) baseada nas Funções de Veros
similhaça Preditivas Padronizadas. Sua abordagem é aparentemente mais 
viável do ponto de vista prático. 

Definição 2.6.2 {BJORNSTAD {1990}} 
Se L(z/x) é uma função de verossimilhaça preditiva padronizada de Z, ob
servado X = x, uma Região de Previsão com coeficiente de confiança 
(1 - a) para Z será o conjunto 

onde k0 é tal que 

{ L(z/x)dz = l - a 
}Pa(x) 

se L é contínua e 
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>l: .[('/x)
z€7'a(x)

1 -- cl se L é discreta

Assim, a Região de Previsão conterá os valores z com verossimilhanças
preditivas mais altas.

Exemplo 2.7 Com os dados do Exemplo 2.6, construiremos a região de
previsão com coeficiente de confiança (l -- a) para Z. Esta região é da
forma

1,. Z(,/x) 2: k.}
Se utilizarmos a Punção de Uerossim //lança Prediz t;a padronizada dada

em (2.4), temos

'','*' - "','*, - (,«.' (: * i)
Como esta densidade é simétrica e coincide com a da distribuição nor-

mal com média ie «riância (:+ i)a', temos que 1* é o enter«lo

{Z : 2? $ z $ 2i-?}, de modo que J2z;'9' .L(z/x)dz = 1 -- a.

-} .{-Ü'&%

Portanto, .ã? e 2i.? são tais que

P (.2? $ W 5; 2.

o-de W - JV' (i, .' (: + i)).
(11,

Como consequência,

e

2i-$ =i+ wa

onde «, étal que P(--.« $W' 5;.«) = 1 --a, W'-- .V(0,1)

Portanto, a região de previsão com coeâciente de conâança
é dada porZ

l cv para

-* - {, 1 1
-- + -- 5; z $ i + wo'
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L L(z/x) = l - a se L é discreta. 
zEPa(x) 

Assim, a Região de Previsão conterá os valores z com verossimilhanças 
preditivas mais altas. 

Exemplo 2. 7 Com os dados do Exemplo 2.6, construiremos a região de 
prev1sao com coeficiente de confiança (1 - a) para Z. Esta região é da 
forma 

lx = {z : L(z/x) ~ k0 }. 

Se utilizarmos a Função de Verossimilhança Preditiva padronizada dada 
em (2.4), temos 

L(z/x) = fm(z/x) = (21ra' G + ~) ( J,;, (';;~·ri} 
Como esta densidade é simétrica e coincide com a da distribuição nor

mal com média x e variância (¾ + ~) a2, temos que lx é o intervalo 

{z : Zf :S z :S z1-t}, de modo que fzzt 51- L(z/x) dz = l - a. 

Portanto, z2. e z1_2. são tais que 
2 2 

onde W ~ N (x, a 2 (¾ + ~)). 

Como consequência, 

A _ /f:fl z2. = x - w a - + -
2 n m 

e 

A _ /f:fl Z1_2. =X+ W a - + -, 
2 n m 

onde w é tal que P(-w :S W * :S w) = l - a, W * ~ N(ü,l). 

Portanto, a região de previsão com coeficiente de confiança 1 - a para 
Z é dada por 
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onde ié a média amostral observada. 0

Funções de Uerossimí/dança PredÍliuas podem ainda ser utilizadas na es.
timação de funções densidade.

De acordo com a literatura, é possível considerar uma Função de Merossi-
mí/dança PrediZjt/a padronizada como uma estimativa da distribuição condi-
cionalde Z, dado x, /(z/ x). Emparticular,se Z e X sãoindependen-
tes, /(z/ x) corresponderá à densidade de Z. Sob determinadas condições,
LEJEUNE e FAULKENBERRY (1982), LEVY e PERNA (1986) e HARRIS
(1,989) utilizaram densidades preditivas como estimadores de /(z/ x) e de

Z

Neste contexto, certas propriedades de consistência assintótica são de
sejáveis. HINKLEY (1979) e MATHIASEN (1979) foram os primeiros a dis.
cutí-las.

Quando X e Z são independentes, para Z padronizada, as proprie-
dades em discussão podem ser formuladas do seguinte modo. Dispomos de
uma variável aleatória Z, correspondente à quantidade a ser prevista, com
função densidade /o(z) desconhecida, pois depende do parâmetro desconhe.-
cêdo 0. Um possível estimador para /o(z) é a Punção de Uerossimi/dança
PreditÍua .[(z/x), que depende do va]or observado de X, vetor aleatório
n-dimensionar observado.

Diremos que .L(z/X) é um estimador consistente de /o(z) se .[(z/X)
converge em probabilidade para /o(z), para n ---} oo, ou seja, se

Z;(z/X) .= /o(z) quando n ----} oo

Esta definição nada mais é que a da consistência de estimadores, aplicada à
estimação de funções densidade. Tal conceito será visto com mais detalhes no
próximo capítulo, quando nos dedicaremos ao estudo de .Densidades r'reditiz;as
no modelo de regressão linear.
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onde x é a média amostral observada. □. 

Funções de Verossimilhança Preditivas podem ainda ser utilizadas na es
timação de funções densidade. 

De acordo com a literatura, é possível considerar uma Função de Verossi
milhança Preditiva padronizada corno urna estimativa da distribuição condi
cional de Z, dado x, f(z/ x). Em particular, se Z e X são independen
tes, f(z/ x) corresponderá à densidade de Z. Sob determinadas condições, 
LEJEUNE e FAULKENBERRY (1982) , LEVY e PERNG (1986) e HARRIS 
(1989) utilizaram densidades preditivas corno estimadores de f(z/ x) e de 
f(z). 

Neste contexto, certas propriedades de consistência assintótica são de
sejáveis. HINKLEY (1979) e MATHIASEN (1979) foram os primeiros adis
cutí-las. 

Quando X e Z são independentes, para L padronizada, as proprie
dades em discussão podem ser formuladas do seguinte modo. Dispomos de 
uma variável aleatória Z, correspondente à quantidade a ser prevista, com 
função densidade fo(z) desconhecida, pois depende do parâmetro desconhe
cido O. Um possível estimador para fo(z) é a Função de Verossimilhança 
Preditiva L(z/x), que depende do valor observado de X, vetor aleatório 
n-dimensional observado. 

Diremos que L(z/X) é um estimador consistente de fo(z) se L(z/X) 
converge em probabilidade para fo(z), para n--+ oo, ou seJa, se 

L(z/X) ~ fo(z) quando n --+ oo. 

Esta definição nada mais é que a da consistência de estimadores, aplicada à 
estimação de funções densidade. Tal conceito será visto com mais detalhes no 
próximo capítulo, quando nos dedicaremos ao estudo de Densidades Preditivas 
no modelo de regressão linear. 
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Capítulo 3

Densidades Preditivas e
Funções de Verossimilhança
Preditivas no modelo de
regressão linear

3.1 Introdução

Na literatura, têm sido propostas várias Funções de Verossimilhança Pre..
ditivas e Densidades Preditivas, para as mais variadas situações. Neste capítulo,
iremos estudar algumas destas funções para a previsão de dados não observa-
dos, no modelo de regressão linear em que a variável resposta tem distribuição
normal. Apresentaremos quatro densidades preditjvas que podem também ser
utilizadas como estimativas da densidade normal multivariada correspondente
à variável resposta para os dados não observados. Estudaremos a Z)ensÍda-
le Pseudo Preditiua, a, Densidade Preditiua. Modificada de Fisher, 'ptopos\a
por LEVY e PERNA (1984), a Z)entidade Pred flua .Bag/esgana e a Z)ensÍdade
Preditit;a .Nâo I''icáada de A/z'n ma Uar areia.

Na Seção 3.2, deduzimos cada uma dessas densidades. Na Seção 3.3, ire-
mos abordar aspectos relativos à consistência de algumas dessas densidades
preditivas, quando utilizadas como estimadores das densidades dos dados não
observados. Finalizando, a Seção 3.4 demonstra que, sob certas condições, a
Z)ens dado Prediz oa BayesÍana é a densidade preditiva ótima numa classe
específica de densidades preditivas, segundo o critério proposto por LEVY e
PERNG (1986).
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Capítulo 3 

Densidades Preditivas e 
Funções de Verossimilhança 
Preditivas no modelo de 
regressão linear 

3.1 Introdução 

Na literatura, têm sido propostas várias Funções de Verossimilhança Pre
ditivas e Densidades Preditivas, para as mais variadas situações. Neste capítulo, 
iremos estudar algumas destas funções para a previsão de dados não observa
dos, no modelo de regressão linear em que a variável resposta tem distribuição 
normal. Apresentaremos quatro densidades preditivas que podem também ser 
utilizadas como estimativas da densidade normal multi variada correspondente 
à variável resposta para os dados não observados. Estudaremos a Densida
de Pseudo Preditiva, a Densidade Preditiva Modificada de Fisher, proposta 
por LEVY e PERNG (1984), a Densidade Preditiva Bayesiana e a Densidade 
Preditiva Não Viciada de Mínima Variância. 

Na Seção 3.2, deduzimos cada uma dessas densidades. Na Seção 3.3, ire
mos abordar aspectos relativos à consistência de algumas dessas densidades 
preditivas, quando utilizadas como estimadores das densidades dos dados não 
observados . Finalizando, a Seção 3.4 demonstra que, sob certas condições, a 
Densidade Preditiva Bayesiana é a densidade preditiva ótima numa classe 
específica de densidades preditivas, segundo o critério proposto por LEVY e 
PERNG (1986). 
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Os modelos lineares, com os quais trabalharemos neste capítulo, são apre-
sentados a seguir. Assim sejam

Y =XP+u,
Z = W/3 + u',

(3.1)

(3.2)
onde

Y = (h,.'.,X.y e Z = (ZI,. -,Z«y são respectivamenteos vetores de

variáveis aleatórias observadas e não observadas, de dimensões n e m,

X e }V são matrizes de constantes conhecidas
que X é de posto completo,

n x p e m x p, sendo

$ - tD*,..-.Dâ'
P C QP, onde QP

é o vetar de parâmetros de regressão desconhecidos,
é o espaço paramétrico para P e

u e u' são vetores aleatórios independentes não observados, de dimensões
" e m, respectivamentee tais que u -, Nn(O,a'/) e u* «., JUm(O,a'/),
onde a2 é um parâmetro positivo desconhecido.

Nestas condições, o espaço paramétrico é O=10=(P, a2): P C QP; a2 >0}

Para os modelos apresentados, as distribuições de
por p«(y,X/P,a:) e p«(z,W/P,a') são

Y e Z, denotadas

p«çv ,x10 , .' ) (2«a')'? expl-(2.')':(y - XPy(y - XP)} (3.3)

e

p«(', W/P, a') (2«a')'T expl-(2a')':(z - WPy(z - WP)}. (3.4)

Como Z é o vetor de dados não observados, nosso objetivo nesse capítulo
é o da determinação das densidades preditivas de Z. No modelo linear nor-
mal Y = XP + u, os estimadores de máxima oeross mí/dança de /3 e a2
são dados por

/3 = (X'X)':X'Y (3.5)

(3.6)

e

,,. (ly xóy(v J©
n
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Os modelos lineares, com os quais trabalharemos neste capítulo, são apre
sentados a seguir. Assim sejam 

onde 

Y=X,B+u, 

Z=W,B+u*, 

(3.1) 

(3.2) 

Y = (Yi., · · ·, Yn)' e Z = (Z1 , · • ·, Zm)' são respectivamente os vetores de 
variáveis aleatórias observadas e não observadas, de dimensões n e m, 

X e W são matrizes de constantes conhecidas n x p e m x p, sendo 
que X é de posto completo, 

,B = (,81 , • • • , ,BP)' é o vetor de parâmetros de regressão desconhecidos, 
,B E D13, onde Ü13 é o espaço paramétrico para ,B e 

u e u * são vetores aleatórios independentes não observados, de dimensões 
n e m, respectivamente e tais que u ~ Nn(O, cr2 I) e u * ~ Nm(O, cr2 I), 
onde cr2 é um parâmetro positivo desconhecido. 

Nestas condições, o espaço paramétrico é 0={ 0=(,8, cr2
): ,BE D13; cr2 >0}. 

Para os modelos apresentados, as distribuições de Y e Z, denotadas 
por Pn(y,X/,B , cr2

) e Pm(z,W/,B,cr2
) são 

e 

Como Z é o vetor de dados não observados, nosso objetivo nesse capítulo 
é o da determinação das densidades preditivas de Z. No modelo linear nor
mal Y = X,B + u , os estimadores de máxima verossimilhança de ,B e cr2 

são dados por 

(3.5) 
e 

(Y - xJ)'(Y - xJ) 
n 

(3.6) 
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Desta forma, se 0 = (P,a') é o parâmetro de interesse, o estimador de
máxima verossimilhança de 0 será

Õ- (Ó,,') (3.7)

Os modelos (3.1) e (3.2) podem ser escritos numa forma condensada, que
apresentaremos a seguir e que será útil para a dedução das densidades predi-
üvm Modi$cada de Fishet e BaUesiana.

Assim, se y = IY' Z'j', o modelo de regressão linear com vetar de va-
riáveis resposta y fica

*....«,.,[:],*. *
ul

vl *. 'ün

";

«; J......,*:
ou equivalentemente

v = nl3 -t e, l3.8)
onde /i = (/7i, ,P.) /

j

l u''' l (--'«)*,
é uma matriz de constantes de posto completo,

. l"*l(«--«)*: é o vedor de erros aleatórios tal (iue e «' Àn+«(O, a'/)

Se denotarmos por /3z e â2 os estimadores de máxima verossimilhança
de # e a2 respectivamente, baseados em (Y, Z), isto é, sob o modelo V =
H/3 + e , então

l3,= tH'H)''H'''g (3.9)
e

::: liz]' ÇN - HÕz]
Z (3.10)
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Desta forma, se 0 = ((J, o-2
) é o parâmetro de interesse, o estimador de 

máxima verossimilhança de 0 será 

A ( A A 2) 0= (J,o- . (3.7) 

Os modelos (3.1) e (3.2) podem ser escritos numa forma condensada, que 
apresentaremos a seguir e que será útil para a dedução das densidades predi
tivas Modificada de Fisher e Bayesiana. 

Assim, se V = [Y' Z']', o modelo de regressão linear com vetor de va
riáveis resposta V fica 

fJ1 

[ i Lm)xl [; Lm)x, fJ2 Un + u* 1 
/3p 

pxl 
u* m (n+m)xl 

ou equivalentemente 

V H (J + e, (3 .8) 

onde (J = ((31 , · · · ,(Jp)', 

H - [ X ] é uma matriz de constantes de posto completo, 
- W (n+m)xp 

e - [ u ] é o vetor de erros aleatórios tal que e ~ Nn+m(O, u 2 I). 
- u* (n+m)xl 

Se denotarmos por /Jz e â-; os estimadores de máxima verossimilhança 
de f3 e o- 2 respectivamente, baseados em (Y, Z), isto é, sob o modelo V= 
H(J + e , então 

e 

â-2 = z 

/Jz = (H' Hr1 H'V (3.9) 

(V - H/Jz)'(V - H/Jz) 
n+m 

(3.10) 
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De forma similar ao modelo anterior, se 0 = (P,a2) é o parâmetro de
interesse, o estimador de máxima verossimilhança de 0 baseado em (Y, Z)
será

Õ, - (Ó,,.j) (3.11)

Destacamos que, na verdade, o cálculo de 0, é apenas uma construção
auxiliar para determinarmos as densidades preditivas de interesse, pois 0,
envolve o vetou z que é desconhecido.

Tendo definido os modelos e os correspondentes estimadores de máxima
verossimilhança, passamos a descrever o procedimento para se obter as den-
sidades preditivas de Z

3.2 Densidades Preditivas
Nesta seção, sob os modelos (3.1) e (3.2), desenvolvemos inicialmente três

densidades preditivas para Z, que foram propostas por LEVA e PERNG
(1984). Na obtenção de algumas destas funções, ficam ilustradas as técnicas
de eliminação dos parâmetros nuisance, estudadas no Capítulo 2.

Densidade Pseudo Preditiva ou Clássica

Uma possível forma de construir funções de previsão para Z é substituir
os parâmetros desconhecidos P e a2 na densidade (3.4) por estimadores
consistentes calculados com base nos dados observados (LEVY E PERNG
(1984)) Em particular, para o modelo linear considerado em (3.2), se subs-
tituímos em (3.4) os parâmetros P e a2 por seus respectivos estimadores de
máxima verossimilhança baseados nas observações Y, iremos obter a densi-
dade C7(íssica ou Pseudo Pred tit;a, proposta por GEISSER (1970),

q(z, W/y, X) P. (z, W/Õ, â:)

(2«â')'T expl-(2â')':(z n'.õy(z - »'Ó)},
(3.12)

sendo P e â: definidos em (3.5) e (3.6)
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De forma similar ao modelo anterior, se 0 = (/3, o-2
) é o parâmetro de 

interesse, o estimador de máxima verossimilhança de 0 baseado em (Y, Z) 
sera 

(3.11) 

Destacamos que, na verdade, o cálculo de 0z é apenas uma construção 
auxiliar para determinarmos as densidades preditivas de interesse, pois 0z 
envolve o vetor z que é desconhecido. 

Tendo definido os modelos e os correspondentes estimadores de máxima 
verossimilhança, passamos a descrever o procedimento para se obter as den
sidades preditivas de Z . 

3.2 Densidades Preditivas 
Nesta seção, sob os modelos (3.1) e (3.2), desenvolvemos inicialmente três 

densidades preditivas para Z, que foram propostas por LEVY e PERNG 
(1984). Na obtenção de algumas destas funções, ficam ilustradas as técnicas 
de eliminação dos parâmetros nuisance, estudadas no Capítulo 2. 

Densidade Pseudo Preditiva ou Clássica 

Urna possível forma de construir funções de previsão para Z é substituir 
os parâmetros desconhecidos f3 e o-2 na densidade (3.4) por estimadores 
consistentes calculados com base nos dados observados (LEVY E PERNG 
(1984)). Em particular, para o modelo linear considerado em (3.2), se subs
tituimos em (3.4) os parâmetros /3 e o-2 por seus respectivos estimadores de 
máxima verossimilhança baseados nas observações Y, iremos obter a densi
dade Clássica ou Pseudo Preditiva, proposta por GEISSER (1970), 

q(z, W/y,X) Pm(z, W//J,&2
) 

(21r& 2fT exp{-(2&2f\z - W/J)'(z - W,B)}, 
(3.12) 

sendo ,B e &2 definidos em (3.5) e (3.6) . 
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Densidade Preditiva Modificada de Fisher

MATHIASEN (1979), admitindo que Y e Z são vetores aleatórios in-
dependentes, sugere a utilização das seguintes funções de verossimilhança
preditivas

LZ(z/y) (0; y) .[.r(0; z)}
0c0

e

F'Z;(z/y) = ,

onde .[p e L/ são as funções de verossimi]hança de 0 com base em y e
z respectivamente.

Notamos que ZÉ(z/y) é a Função de Verossám{/dança Prediz ua Pro.P/e,
definida no Capítulo 2. Já, F'.[(z/y) pode ser encarada como a estatística do
teste da razão de verossimi]hança para ]lo : 0i = 02 contra .17a : 0i ?É 02,

quando Y e Z são independentes com densidades .h(0i,y) e Z,,(02,z)
respectivamente. Assim, como estamos admitindo que 0i = 02 = 0, /'Z
seria uma medida da p/ausÍóí/idade de cada possível valor de z, observados
os dados amostrais y. Desta forma, uma vez observado y, o valor de z
que maximiza F'Z,(z/y) seria o mais compatível com essa hipótese.

LEVY e PERNA (1984) propõe uma pequena modificação em FZ,(z/y),
resultando na Função de Uerossim /dança .Modi#cada de r'isÀer, dada por

ZZ'(z/y)

onde

ZP(0;y) é a função de verossimilhança de 0 baseada nas observações y,

Z;,/(0; y, z)
y, z) e

é a função de verossimilhança de 0 baseada nas observações

a é o parâmetro desconhecido

Da forma como está definida, esta função também se aplica para o caso
em que Y e Z não são independentes.
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Densidade Preditiva Modificada de Fisher 

MATHIASEN (1979), admitindo que Y e Z são vetores aleatórios in
dependentes, sugere a utilização das seguintes funções de verossimilhança 
preditivas 

LL(z/y) = Sup {Lp(0; y) L1(0; z)} 
0(0 

e 

onde Lp e L 1 são as funções de verossimilhança de () com base em y e 
z respectivamente. 

Notamos que LL(z/y) é a Função de Verossimilhança Preditiva Profile, 
definida no Capítulo 2. Já, F L(z/y) pode ser encarada como a estatística do 
teste da razão de verossimilhança para H0 : 01 = 02 contra H0 : B1 =f. B2 , 

quando Y e Z são independentes com densidades Lp(0i,y) e Lp(B2 ,z) 
respectivamente. Assim, como estamos admitindo que B1 = B2 = B, F L 
seria uma medida da plausibilidade de cada possível valor de z, observados 
os dados amostrais y. Desta forma, uma vez observado y, o valor de z 
que maximiza F L(z/y) seria o mais compatível com essa hipótese. 

LEVY e PERNG (1984) propõe uma pequena modificação em F L(z/y), 
resultando na Função de Verossimilhança Modificada de Fisher, dada por 

onde 

Lp( B; y) é a função de verossimilhança de () baseada nas observações y, 

Lpf ( B; y, z) é a função de verossimilhança de () baseada nas observações 
(y, z) e 

() é o parâmetro desconhecido. 

Da forma como está definida, esta função também se aplica para o caso 
em que Y e Z não são independentes. 
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IJelinin(to

0., o estimador de máxima verossimilhança de 0 baseado nas observações
Ye

0;.. o estimador de máxima verossimilhança de 0 baseado em (Y,Z)

L .L '(z/y )
.[,.f (Õ;,; y, z)

.[,(ó«.,;y) '

Par' 's modem.s li-,res já descritos, temos Ó«, = Ó = (Õ,â') e Ó;.

Õ, âÍ) de (3.7) ' (3.11) r"p"ti-m-te. Dest; forma

Z;L'(z/y) (z,W/y,X)
Z;,/ (0, ; y, z)

z,(o; y)
.[,.f (P,, Õj; y, z)

z.(P,â';y)
que, com a notação introduzida em (3.3) e (3.4) fica

z;z'(,,n'/y,x) -
p«çv , xll3 , õ' )

(2zâj)''!' exp (-(2âj)''(v - HÓ,y(v - #Ó,)}
(2«â')'j «Pl-(2â')':(y - XÕ)'(y - XÓ)}

Substituindo â' e &3 pelas expressões (3.6) e (3.10) respectivamente
segue que

, ,-'. ""'., v~ - (2"Õj)''P-p {-eg'J8-«PJ««-XÓ-)

P«ó'0-;-p {-?lÍ:l#Í:Jgl}
(2«õj) ' '#'exp { - a:5d}

(2«â')'iexp { -- }}

(2")'?«pÍ-T}(â')?(õj)'':P.(3.i3)

então

)

Definindo 

Ômv o estimador de máxima verossimilhança de 0 baseado nas observações 
Ye 

ê~v o estimador de máxima verossimilhança de 0 baseado em (Y, Z), 

então 

LL*(z/y) = Lv1(Ô~viY,Z) 
Lp(Ômvi Y) 

Para os modelos lineares já descritos, temos Ômv = ê = (/3 , &2) 

êz = (/Jz,&;) de (3.7) e (3.11) respectivamente. Desta forma, 

e ê• = mv 

LL*(z/y) LL*(z, W/y,X) 

Lv1( Bz; Y, z) 
Lv(ê; y) 

Lv1(/Jz, &;; Y, z) 
Lv(/3, &2; y) 

que, com a notação introduzida em (3.3) e (3.4) fica 

LL*(z, W/y , X) 
Pn+m((y, z), (X, W)//Jz, â;) 

Pn(y,X//3,â2
) 

(2rr&;f ~ exp{-(2â;f1{v - H/Jz)'(v - H/Jz)} 
(2rrô-2)-? exp{-(2&2f1(y - X/J)'(y - X/3)} · 

Substituindo &2 e &; pelas expressões (3.6) e (3.10) respectivamente, 
segue que 

LL*(z, W/y,X) 
(2 A2)_ntm {-(n+m)(v-H/Jz)'(v-H/Jz) } 

7re7 z exp 2 (v-H /Jz)'(v-H /Jz) 

(2rr&2f~ exp {-!! (y-X~)'(y-X~)} 
2 (y-Xf3)'(y-Xf3) 

(21rô-;f ~ exp { -~} 

(2rr&2)-? exp {-?} 
m m !!. - n+m 

(21r) - 2 exp{- 2 }(ô-2) 2 (ô-;) 2 
• (3.13) 
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Substituindo o õj restante pela forma dada em (A.3) do apêndice, a
Função de Verossimilhança Preditiua Modi$cada de Fisher Rca

Z..L*(z, W/y, X) (2« ) '? e'T(â') ?
. In+m

1(" +m)':l"â' +(' - u''õ)'(r + ww':u'')':(' - wÓ)}l '
onde M = X/X

Desenvolvendo esta última expressão,

Z.Z,'(z, W/y, X) (2«)'T.'?(â')? . .
(n + m)'U:;'Ü«e:;'Ü (â')I';'Ü ''

li+(' - w'Õyl"a'(J' + w'M':w'')l :(, w'.'ül' '
e T ('t') ? (-y')g'

( «' «)f(â') f'

l l + (1/")(' - w.õylõ'(.r + ww

X

'W'')I':(z «ãl'':
(3.14)

Verifica-se que a função de previsão .[Z,* pode ser padronizada de modo
a se tornar uma densidade preditiva, e que a correspondente constante de
padronização é

n+m
2

' r(-:p)
I'(?)jdet (/ + WM-:n'')l{

Desta forma, a Z)entidade Pred t z;a .44odl#cada de /'ís/zer é obtida multa
plicando (3.14) pela constante de padronização K, resultando em

t(z, W/y, X) F('#')
(«n)TI'({)jdet â'(/ + WM-'W,)j{ ''

It + (i/")(' - wóylõ'(/ + H''M':n'''))
..!!tn

'(' - wõ)l ''',
(3.15)
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Substituindo o ô-; restante pela forma dada em (A.3) do apêndice, a 
Função de Verossimilhança Preditiva Modificada de Fisher fica 

LL*(z, W/y,X) 
(n+m) l 

[(n + mr1
{ nô-2 + (z - W,B)'(I + WM- 1w 1r1(z- W,B) }] 

2 

onde M = X'X. 

Desenvolvendo esta última expressão, 

(271' )-T e-T ( ô-2)? ________ ..;___ ___ X 

( n + m )- (ntm) n (ntm) ( ô-2) (ntm) 

_n+m 

[ 1 + (z- W,B)'[nô-2(1 + WM- 1W')r\z- W,B)] 
2 

e-T (~)? (T)T X 

(7l'n)T(ô-2)T 
n+m 

[ 1 + (1/n)(z - W,B)'[ô- 2
(/ + WM- 1W')r\z - W,B) ]-

2 

Verifica-se que a função de previsão LL • pode ser padronizada de modo 
a se tornar uma densidade preditiva, e que a correspondente constante de 
padronização é 

K, -1+ 2 -- 2 
m m-!1.(n+m)-T r(n±m) 

= e
2 

( ;-) 2 f(?)[det(I + WM- 1W')]½" 

Desta forma, a Densidade Preditiva Modificada de Fisher é obtida multi
plicando (3.14) pela constante de padronização K, resultando em 

t(z, W/y, X) 
r(~) 

2 X 
m 1 

(7rn)2rrn)[det ô-2(1 + W M- 1 W')F 

(3.14) 

_n+m 

[ 1 + (1/n)(z - W ,B)'[ô-2(1 + W M- 1 lV')t1(z - W,B)] 
2 

, 

(3.15) 
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que coincide com a densidade de uma variável aleatória com distribuição Z-
SZudenf multivariada com parâmetro de locação WP, n graus de liberdade
e matriz de correlação R = õ2(/ + W.ü/-iW') (ver Resultado 7, Seção A.2
do apêndice).

Densidade Preditiva Bayesiana

Do enfoque bayesiano, se y é o vetor de dados observados e z o de
dados futuros, temos que a Z)ensídade PredilÍt;a .BayesÍana é dada por

fQzlv) l fQzlv,Q)ftQI'y)dO.

No caso dos modelos lineares(3.1) e(3.2), .f(z/y, 0) =/(z, W/y, X,P, a')
é a densidade condicional de z dado y e .f(0/y) = /(/3,a'/y,X) é a den-
sidade a posteriori de (/3,a') dado y. Desta forma, a Densidade Predizia;a
BayesÍana fica

,(z, W/y, X) l jQz,Wjy,X.P,a') fÇ13,a'ly,X) anda'. Ça.LSh

Por outro lado, a densidade a posteriori de 0 = (P,a2) dado Y
será

y

fÇ13 , aa I'V . X ) fÇli , a' ) p« Çy, Xjj3 , a' )

!... fÇ13 , a' ) p« ty, xlÕl;i\ããÜ;ã '

onde/(P,a:) é a densidade a priori para(P,a')

LEVY e PERNG (1984) admitem que 0 = (/7,a2) tem uma priori não
iíz/ormaíiua, dada por

f(0) fÇl3,.')''. -=

Como as variáveis aleatórias Y e Z são independentes dado 0, temos
que /(z, W/y, X; /3, a') = ./(z, W/P, a') = p«(z, W/P, o'). A corresponden-
te Z)entidade Pred t ua Bayesáana para Z é portanto,

,(z, W7y, X) l pmQz,WJD,a' ) fÇl3,aa ly,X)d13da'

/o..(a')': p«(z, W7#, a') p.(y,X/P, a:) aP da:
!..o Ça'''l- * p. Çy, xlli . a' ) a13 da'
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que coincide com a densidade de uma variável aleatória com distribuição t
Student multivariada com parâmetro de locação W,8, n graus de liberdade 
e matriz de correlação R = ô-2 (! + W M- 1 W') (ver Resultado 7, Seção A.2 
do apêndice). 

Densidade Preditiva Bayesiana 

Do enfoque bayesiano, se y é o vetor de dados observados e z o de 
dados futuros, temos que a Densidade Preditiva Bayesiana é dada por 

f(z/y) = 1E
0 

f(z/y, 0)J(0/y) d0. 

No caso dos modelos lineares (3.1) e (3.2), f(z/y, 0) = f(z, W/y, X, (3, o-2
) 

é a densidade condicional de z dado y e f ( 0 /y) = f ((3, o-2 /y, X) é a den
sidade a posteriori de (/3, o-2

) dado y. Desta forma, a Densidade Preditiva 
Bayesiana fica 

r(z,W/y,X) = f f(z,W/y,X,(3,o- 2) f((J,a- 2/y,X) df]do-2. (3.16) 
ÍoEe 

Por outro lado, a densidade a posteriori de 0 = ((3, o-2
) dado Y = y 

será 

f((J,o- 2/y,X) = f(f3,a-
2
)pn(Y,X/f3,a-

2
) 

foE0 f ((3, a-2) Pn (y' X/ (3, a-2) d(J da-2 ' 

onde f(f3, o-2
) é a densidade a priori para ((3, o-2

). 

LEVY e PERNG (1984) admitem que 0 = ((3, o-2
) tem uma priori não 

informativa, dada por 

( 
2 1 f 0) = f(f3,o- ) ex: 2. 

O" 

Como as variáveis aleatórias Y e Z são independentes dado 0, temos 
que f(z, W/y,X;(J,o-2) = f(z, W/{3,o-2) = Pm(z, W/{3,o-2). A corresponden
te Densidade Preditiva Bayesiana para Z é portanto, 

f0Ee(a-2t 1 Pm(z, W/(3,o-2) Pn(y,X/{3,o-2) d(Jdo-2 

foE0 ( a-2)-1 Pn (y' X/ (3' a-2) d/3 da-2 
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Pela independência de Z e Y dado (P,.'),

«(z, W/y, X) /o.o(a')'' p«+«((y', z'y,(X', W'y/P, a') ap da'
!.eo (a' )' : p« Qy, Xjj3, a''') d13 da'

/0CO(a2)'i(2n'O'2)' zÊn C{'(2a')''[(y--xPy(y-xp)+(z-wpy(z-n'p)]l} ap da2

Jo.o (a')-' (2aa')'?eÍ-(2'')''(v-xPy(y .ilil} aP da

lo.o (a')''(2ra')'':FeÍ-(''')''t(v-xpy, (,-n'py] 1 ;. i:ÍI l }d#da'
.Ê.o(a')-:(2na')' ? el'(''')'' (v-xPy(v-xPI) l)ljl);;]d13daa

/OCO(a2)'t(2na2)' ' el'(2'')''l X'XP I'l y--XP 1} a'
/oco(a2)-i(2na2)'?eÍ-(2'')''(v-xPy(v-xP)} d/3 da2

/o.o (a2)'i(2n'a2)' ' el'(2'')''("--Hpy("--XP)} (Z/3 dcr2

/o.o(a')':(2no')' ?el'(''')':(y-xPy(v-xPl} liljÜ;; (3.17)

Na Seção A.2 do apêndice, calculamos as integrais do numerador e do
denominador de (3.17), designados respectivamente por /(n) e /(d). Assim,
de (A.ll) e (A.13),

/(n)
i'(!-t3L='-e) lwl'1l/+ ww'- w'l- }(«â')'':?::' x

n+ m -- p

U''Õy]"ó''(J' + W'W': W')]': (' - W'ó) l '''''
e

.r(d) (") '? i'(Zi'Z) l M'l' }(«õ')''?

Dividindo as duas últimas expressões e substituindo em(3.17)(ver(A.14),
Seção A.2 do apêndice), a Densidade Pred t ua Bayesiana para Z resulta em

«(z, W/y, X) [«(«-p)]fr(T) " «-p)
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Pela independência de Z e Y dado 0 = (/3, u2
), 

r(z, W/y,X) 
ÍoE0 (u2)- 1 Pn+m ((y', z')', (X', W')' / /3, u 2) dj3 du2 

Í0Ee (u2)-1 Pn(Y, X//3, u 2) d/3 du2 

f0Ee (a-2)-1 (21ru2)-~ e{-(2u2)-1((y-X,8)'(y-X/J)+(z-W,8)'(z-W,8)]} dj3 du2 

f0Ee ( u2)-l (21ru2)-~ e { -(2u2)-1 (y-X,O)'(y-X,8)} d/3 du2 

_ n+m { -(2u2)-1((y-X,8)', (z-W,8)'] [ ; ~ !j3j3 ] } 
Í0Ee ( u2)-1 (21ru2) 2 e dj3du2 

ÍoE0 ( a2)-1 (21ra2r f e { -(2u2)-1 (y-X/J)'(y-X,8)} dj3da2 

{ -(2u2)-1[ y-Xj3 ]'[ y-X/3 ]} 
f0Ee (u2t1(21ra2)-~ e z - Wj3 z - Wj3 dj3 da2 

Í0Ee ( a2)-l (21ra2)-~ e{ -(2u2)-1 (y-X,8)'(y-X,8)} dj3 da2 

ÍoEe (a2tl (21ra2r~ e{-(2u2)-l(v- H.a)'(v-H.8)} d/3 da2 

foEe (a2)-1(21ra2)-~ e{-(2u2)-1(y-X,8)'(y-X.a)} d/3 da2 . 
(3.17) 

Na Seção A.2 do apêndice, calculamos as integrais do numerador e do 
denominador de (3.17), designados respectivamente por I(n) e I(d) . Assim, 
de (A.11) e (A.13), 

I(n) = 

e 

(1r)p-(~+m) r(n + m - p) IM1-½11 + wM-1W'l-½(nô-2t"±;-p X 
2 

_ n+m-p 

[ 1 + (z - w ,ê)'[nô-2(! + w M-1 W')r
1 
(z - w ,ê)] 

2 

Dividindo as duas últimas expressões e substituindo em (3.17) (ver (A.14) , 
Seção A.2 do apêndice), a Densidade Preditiva Bayesiana para Z resulta em 

r(z, W/y , X) 
= r(n+;-p) lnâ2(I+wM-lW')I-½ 

[1r(n - p)]~ f(7) (n - p) 
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2

(3.18)

Esta densidade coincide com a densidade de uma variável aleatória com
distribuição t-SZudent mu]tivariada com parâmetro de locação W#, (n --p)

graus de liberdade e matriz de correlação -R = lnâ'(/ + WiM-: ly')l/(n -- P)
(Resultado 7, Seção A.2 do apêndice).

Densidade Preditiva Não Viciada de Mínima Variância

Para o modelo de regressão linear em que a variável resposta tem distri-
buição normal, O'REILLY (1976) fornece uma condição necessária e suficiente
para a existência de um estimador não viciado uniformemente de variância
mínima para a função densidade do vetor de observações futuras Z, asse..
dado à matriz de variáveis independentes W

No caso particular em que o modelo de regressão tem posto completo (.Y
é de posto completo), que é o caso do modelo (3.1), esta condição exige que o
espaço linear gerado pelas linhas de T'r sqa um subespaço do espaço linear
gerado pelas linhas de X e também que (/ -- W(X'X)':W') seja positiva
deÊnida e de posto menor ou igual a n -- p.

Nestas condições, o estimador não viciado de variância mínima de p« (z, W
/P,az), que é uma possível densidade preditiva para Z, é dado por

P«(., }WP, .:) -

i'í zz \ l a'( r-w(x'x)'' u'")I' }
[«("-p)]l'r(!!:g!:z) li-(,-n'Óyt("-p)õ'(/-w'(x'x)'' u")]''('-Çt'/ -':':?'

se (z-wPy[(n-p)ã'(]-w(x'x)'' }+")]':(z-n'p) < 1 ;

0 caso contrário

Salientamos que essa densidade não foi obtida através dos processos descri-
tos no Clapítulo 2, mas que tem importância como estimador de p.(z, W/#,
a*), assunto que será discutido na próxima seção.

(3.19)
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x [ 1 + (n ~ p/z - W,Ô)'[n&'(I \: '.'..1;t'f (z - W,Ô)] ' 

Esta densidade coincide com a densidade de uma variável aleatória com 
distribuição t-Student multivariada com parâmetro de locação W~, (n-p) 
graus de liberdade e matriz de correlação R = [nô-2(! + W 1\1-

1 W')]/(n - p) 
(Resultado 7, Seção A.2 do apêndice). 

Densidade Preditiva Não Viciada de Mínima Variância 

Para o modelo de regressão linear em que a variável resposta tem distri
buição normal, O'REILLY (1976) fornece uma condição necessária e suficiente 
para a existência de um estimador não viciado uniformemente de variância 
mínima para a função densidade do vetor de observações futuras Z, asso
ciado à matriz de variáveis independentes W. 

No caso particular em que o modelo de regressão tem posto completo (X 
é de posto completo), que é o caso do modelo (3.1), esta condição exige que o 
espaço linear gerado pelas linhas de W seja um subespaço do espaço linear 
gerado pelas linhas de X e também que (I - W(X'Xt 1 l,V') seja positiva 
definida e de posto menor ou igual a n - p. 

Nestas condições, o estimador não viciado de variância mínima de Pm(z, W 
/ (3, a 2

), que é uma possível densidade preditiva para Z, é dado por 

Pm(z, W/ (3, a 2
) = 

r( T) 1a2(I-W(X'x)-1W')I-½ 
[1r(n-p)J!f-r( n-m2 -p) n-p-m- , [ l-(z-W.Ô)'[(n-p)ã 2 (I-W(X' X)- 1 W')]- 1 (z-W,Ô) r 2 

o caso contrário. 

(3.19) 
Salientamos que essa densidade não foi obtida através dos processos descri

tos no Capítulo 2, mas que tem importância como estimador de Pm(z, W/(3, 
a 2

), assunto que será discutido na próxima seção. 
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Verifica-se ainda que ».(z, W/P,a2) pertence à classe de densidades pre-
ditivas proposta por LEVY E PERNA (1986), que definiremos na Seção 3.4.

Na próxima seção, estudaremos aspectos relativos à consistência de algu-
mas das densidades apresentadas na presente seção.

3.3 Aspectos relativos à consistência das Den.
sidades Preditivas

Conforme comentado na seção anterior, uma possível utilização de densi-
dades preditivas é na estimação da função densidade associada a observações
futuras. Neste caso, uma importante propriedade a ser analisada é a da con-
sistência.

A Deânição 3.3.1 introduz o conceito de consistência de uma densidade
preditiva quando utilizada com o objetivo de estimar a verdadeira densidade
das observações futuras.

Algumas definições adicionais e resultados auxiliares são apresentados no
apêndice, Seção A.3.

Definição 3.3.1 C'onsideremos os Hoje/os Í3./), r'S.ey e
cl densidade do oetor aleatório Z. A densidade predátioa
«i.Z"Z' p«« p«(z, W7P,a:) «

p«(z, W/P, a'),
Z,(z, W/y,X) á

Z,(z,W/Y, X) -- p«(z,W/P, a')
n -+ oo '

P

Dada esta definição, discutiremos a seguir a consistência de algumas den-
sidades preditivas da seção anterior. O Lema 3.3.1, cuja prova se encontra no
Lema A.3.1, Seção A.3 do apêndice, será útil nesse aspecto.

1..ema 3.3.1 (LEVY e PERNA, (1984))
Soam Y, X, Z e }y, oefores e mafr zes de$nidos anZerÍormenZe e Damos sw-
pot qze ÇX'X)in -} D quando n -.+ oo, D positiva. de$nida. Se l3,
}', i3. e õ2z são os estimam«es d'$'«idos e« (3.5), (3.6), (3.9) e (3.10)
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Verifica-se ainda que Pm ( z, W/ /3 ,a2
) pertence à classe de densidades pre

ditivas proposta por LEVY E PERNG (1986), que definiremos na Seção 3.4. 

Na próxima seção, estudaremos aspectos relativos à consistência de algu
mas das densidades apresentadas na presente seção. 

3.3 Aspectos relativos à consistência das Den
sidades Preditivas 

Conforme comentado na seção anterior, uma possível utilização de densi
dades preditivas é na estimação da função densidade associada a observações 
futuras. Neste caso, uma importante propriedade a ser analisada é a da con
sistência. 

A Definição 3.3.1 introduz o conceito de consistência de uma densidade 
preditiva quando utilizada com o objetivo de estimar a verdadeira densidade 
das observações futuras. 

Algumas definições adicionais e resultados auxiliares são apresentados no 
apêndice, Seção A.3. 

Definição 3.3.1 Consideremos os modelos (3.1} 1 (3.2} e Pm(z, W//3, a 2
), 

a densidade do vetor aleatório Z. A densidade preditiva L( z, W /y, X) é 
consistente para Pm(z, W//3,a 2

) se 

p 

L(z, W/Y, X) ----+ Pm(z, W//3, a 2
). 

n ➔ oo 

Dada esta definição, discutiremos a seguir a consistência de algumas den
sidades preditivas da seção anterior. O Lema 3.3.1, cuja prova se encontra no 
Lema A.3.1, Seção A.3 do apêndice, será útil nesse aspecto. 

Lema 3.3.1 (LEVY e PERNG, {1984)) 
Sejam Y, X, Z e W, vetores e matrizes definidos anteriormente e vamos su
por que (X' X)/n -+ D quando n ➔ oo, D positiva definida. Se P, 
&2

, Pz e &; são os estimadores definidos em (3.5} 1 (3.6} 1 (3.9} e (3.10) 
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respectit;amenle, então,

(i) õ - P

(ii) â' - a'

(ni) ó,- õ

(iv) â? - Õ':

Teorema 3.3.\ (FULLER (1916), jpg. 192])
Sd' X« = (X:«,X,.,.. .,Xk«y, «m «.t- «/e«ZÓ,{. k-dim.«{o-/.
(a:,a,,.--,«ky «m«t.,peco«t-t", ,. ««.«/u«çã.de n, neN, t./
que r. --} 0 para n -+ oo e

x« o.(,.)
Se g(lx] é uma função real de$nida no espaço e'üctidiano k-dizer\sionat.
com deríuadas parciais contíhaas de ordem 2 em x = a, então

g(x.) g(a) + %Pp'.. aj)

*ÊÊig:'*«
+ o,(,:)

- .j)(x;. ..)

õg glõ*i éa derãuadaparcialde g(.x) comrespeitoa =j avaliada
e7'n x = a e

éa derivada parcial de g(.x) com respeitos =j e ={ auatiada
e772 x == a.

angÇ4jÕ=j i

Utilizando este resultado, podemos provar a consistência das densidades
Pseudo Preditiua e Preditiua Modi$cada. de Fisher.
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respectivamente, então, 

Teorema 3.3.1 (FULLER (1976), {pg. 192}) 
Seja Xn = (X1n, X2n, · · ·, Xkn)', um vetor aleatório k -dimensional, a = 
(a1,a2,· · · ,ak)' um vetor de constantes, rn uma função de n, n E IN, tal 
que r n --+ O para n --+ oo e 

Se g(x) é uma função real definida no espaço euclidiano k -dimensional, 
com derivadas parciais contínuas de ordem 2 em x = a, então 

onde 
8g(a)/8xj é a derivada parcial de g(x) com respeito a Xj avaliada 

em x = a e 
â2g( a)/ 8xj 8Xi é a derivada parcial de g(x) com respeito a Xj e Xi avaliada 

em x = a. 

Utilizando este resultado, podemos provar a consistência das densidades 
Pseudo Preditiva e Preditiva Modificada de Fisher. 
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Consistência da Densidade Preditiva Clássica ou Pseudo Preditiva

A prova da consistência da Z)entidade Pred Zit;a C/ássÍca é direta. Do
Lema 3.3.1, temos que P -- /3 = o.(n'à') e â' -- a' = O,(n'{) e com isso,
pelo Teorema A.3.3

f, ) - ( :, ) - .,.«-;,.

(z W7# â'), seg«e que3.1 p''a X« - (Ó', õ'y, a - (P', a'y ' g(X«) =

P. (z, W/Õ, â'')
,«@, w/P, .,0 + E ee::4:l;2êe3(.b« - «J

...ÉÉ .L"«!== "9(x,. - .JP'.«
+ 0,((n'{)')

onde XJ« é aj-ésima componente do vetor X. e aj aj-ésima componente
do vetor a.

Portanto

P. (z, W/Õ, â'') p«(z, W/#, a') + O.(n'})+ O.(n'') + O,(n'})
p«(z, W/P, a') + O,(n'{),(3.20)

o que implica que q(z, W/Y, X) = P«(z, W/P,â:)
tentes de p«(z, W7P, a').

é um estimador consis

Consistência da Densidade Preditiva Modificada de Fisher

O seguinte teorema, cuja prova é dada no Teorema A.3.6 do apêndice,
permitirá a demonstração da consistência da Z)entidade PredÍZiua it4odlWcada
de Fisher.

Eeotema 3.3.'Z (LEVY e PERNG (1984))
Soam Y, X, Z e W/, z;etores e matrizes de$n dos anferÍormerzle e z;amos
supor que tX'X'')in -} D quando n --.+ oo, D positiva de$nida. Nestas
condições,
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Consistência da Densidade Preditiva Clássica ou Pseudo Preditiva 

A prova da consistência da Densidade Preditiva Clássica é direta. Do 
Lema 3.3.1, temos que ~ - {3 = Op(n-½) e ô-2 

- a 2 = Op(n-½) e com isso, 
pelo Teorema A.3.3 

AplicandooTeorema3.3.l para Xn = (~', ô-2
)', a= ({3', a 2

)' e g(Xn) = 
Pm(z, W/ ~' â2

), segue que 

onde Xjn é a j-ésima componente do vetor Xn e ªi a j-ésima componente 
do vetor a. 

Portanto 

A 2 
Pm ( z, W / {3, ô- ) Pm(z, W/{3, a 2

) + Op(n-½) + Op(n- 1
) + Op(n- ½) 

Pm(z, W//3,a 2
) + Op(n-½), (3.20) 

o que implica que q(z, W/Y, X)= Pm(z, W/~,ô- 2
) é um estimador consis

tentes de Pm(z, W/ {3, a 2
). 

Consistência da Densidade Preditiva Modificada de Fisher 

O seguinte teorema, cuja prova é dada no Teorema A.3.6 do apêndice, 
permitirá a demonstração da consistência da Densidade Preditiva Modificada 
de Fisher. 

Teorema 3.3.2 (LEVY e PERNG {1984)) 
Sejam Y, X, Z e W, vetores e matrizes definidos anteriormente e vamos 
supor que (X'X)/n ➔ D quando n ➔ oo, D positiva definida. Nestas 
condições, 
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ZZ,'(z, W7Y, X) q(z, W/Y,X) (1 + 0,(n':))

O próximo teorema mostra a consistência da Z)entidade PrediZÍt;a .4/odiW.
cada de Fish e.r.

Teorema 3.3.3 (LEVY e PERNA (i984))
Sob as hipóteses do teorema anterior,

Z;L'(z, W/Y, X) W/P, a') + O,(n'{)

Prova: Temos que

q(z, W/Y, X) = p«(z, W/Ó, â'),

e assim, pelo teorema anterior,

Z,.['(z, W/Y, X) W/,Õ, õ'')(1 + 0,(n''))
Substituindo p«(z, W/#, â') pela expressão dada em (3.20),

Z;Z,'(z, W/Y, X) {p«(z, W/P, a') + O.(n'})}(l+ O.(n':))
P«(Z, W/P, a') + O,(n':) p«(z, W/P, a')
+0,(«'}) + 0,(n'{) 0,(n':)
p«(z,W/P,a') + O.(n'{). o

Como p«(z, W/P, a2) é a densidade de Z, desconhecida, foi provado que

tente de p«(z, W/P, a').

A Z)elzsídade Prediíit;a .4/odlFcada de F'isAer foi proposta e analisada com
detalhes por LEVY e PERNA (1984). Neste artigo, é provada ainda sua con-
sistência forte, ou seja, a convergência quase certa de .[Z,* para Pm(Z, W/#, a2)

Num artigo posterior, os autores dão maior destaque à .Deres dado Prediti-
t;a -Bag/esgana, provando sua otimalidade numa particular classe de densidades
preditivas. Este estudo será abordado na próxima seção.
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O próximo teorema mostra a consistência da Densidade Preditiva M odifi
cada de Fisher. 

Teorema 3.3.3 (LEVY e PERNG (1984)) 
Sob as hipóteses do teorema anterior, 

Prova: Temos que 

q(z, W/Y,X) = Pm(z, W//3,â 2
), 

e assim, pelo teorema anterior, 

LL*(z, W/Y, X) = Pm(z, W//3,â2)(1 + Op(n- 1
)). 

Substituindo Pm(z, W/ /3, â2
) pela expressão dada em (3.20), 

LL*(z, W/Y, X) {Pm(z , W/{3, a- 2
) + Op(n-½)} (1 + Üp(n- 1

)) 

Pm(z, vV/{3,o- 2
) + Op(n- 1 )Pm(z, W/{3,a 2

) 

+OP(n-½) + Op(n- ½) Op(n- 1
) 

Pm(z, W/ /3, o- 2
) + Op(n-½). D 

Como Pm(z, W/ {3, o-2
) é a densidade de Z, desconhecida, foi provado que 

p 

LL*(z, W/Y,X) n~ Pm(z, vV/{3,a2
), sendo portanto um estimador consis-

tente de Pm(z, W//3, a 2
). 

A Densidade Preditiva Modificada de Físher foi proposta e analisada com 
detalhes por LEVY e PERNG (1984). Neste artigo, é provada ainda sua con
sistência forte, ou seja, a convergência quase certa de LL* para Pm (z, W/ {3, o-2

) . 

Num artigo posterior, os autores dão maior destaque à Densidade Prediti
va Bayesiana, provando sua otimalidade numa particular classe de densidades 
preditivas. Este estudo será abordado na próxima seção. 
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3.4 Densidade Preditiva Otima
a

Sob o modelo (3.1), como o objetivo de previsão dos dados futuros Z,
LEVY e PERNG (1986) definiram uma classe de densidades preditivas ©,
que contem as quatro densidades estudadas nas seções anteriores.

Lembrando que uma possível utilização de densidades preditivas é na esti-
mação da densidade de Z, denotado por p«(z, W/P,a2), os autores obtêm
a densidade preditiva ótima dentro de tP, definida como aquela que é a mais
próxima de p«(z, WI//3, a2), no sentido de minimizar a medida de divergência
de l<ullback-Leibler.

Apresentamos a seguir as definições formais dos conceitos que acabamos
de apresentar e posteriormente a densidade preditiva ótima de Z.

Construção da classe de Densidades Preditivas W

Ao invés de considerar todas as possíveis densidades preditivas de Z,
LEVY e PERNG (1986) restringem a atenção à classe de densidades predito
vas W

Se WI, /3 e â2 são os elementos definidos respectivamente em (3.2),
(3.5) e (3.6), consideremos a estatística

, . (z-W'Õ\
t =t(y,z) = , .,~: . (3.21)

t zza' J 2

A classe © é definida como a coleção de todas as densidades preditivas
de Z que são funções de t, ou sqa,

Q =Ís(z,W/y,X): s(z,W/y,X) = g(t) = g(t(y,z))}.
Verifica-se facilmente que a classe © contem as densidades preditivas

definidas nas seções anteriores. Além disso, sua construção permite obter de
forma relativamente rápida a densidade preditiva ótima. O critério de otima-
lidade utilizado é definido a seguir.

Critério de Kullback-Leibler

AITCIHISON (1975) e LARIMORE (1983) propuseram o uso da medida
de informação de Kullback-Leibler (KULLBACl< e LEIBLER (1951)) como
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Sob o modelo (3.1), como o objetivo de previsão dos dados futuros Z, 
LEVY e PERNG (1986) definiram uma classe de densidades preditivas \li, 
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a densidade preditiva ótima dentro de W, definida como aquela que é a mais 
próxima de Pm(z, W/ {3, a 2

), no sentido de minimizar a medida de divergência 
de Kullback-Leibler. 

Apresentamos a seguir as definições formais dos conceitos que acabamos 
de apresentar e posteriormente a densidade preditiva ótima de Z. 

Construção da classe de Densidades Preditivas \li 

Ao invés de considerar todas as possíveis densidades preditivas de Z, 
LEVY e PERNG (1986) restringem a atenção à classe de densidades prediti
vas \li. 

Se W, ~ e â-2 são os elementos definidos respectivamente em (3 .2), 
(3.5) e (3.6), consideremos a estatística 

(z - W~) 
t=t(y,z)= 1 • 

(nâ-2)2 
(3.21) 

A classe W é definida como a coleção de todas as densidades preditivas 
de Z que são funções de t, ou seJa, 

W = {s(z, W/y,X) : s(z, W/y,X) = g(t) = g(t(y,z))}. 

Verifica-se facilmente que a classe W contem as densidades preditivas 
definidas nas seções anteriores. Além disso, sua construção permite obter de 
forma relativamente rápida a densidade preditiva ótima. O critério de otima
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uma forma natural de quantificar a proximidade de duas densidades. Tal
medida foi utilizada para verificar a qualidade de uma particular densidade
preditiva como estimador de p«(z, W7P, a').

Neste contexto, se s(z, W/y,.X) é a densidade preditiva de Z, LEVY e
PERNG (1986) definem a divergência de s com relação a p. por

OP,., (P« , s) ,*,, [-.: 7nWe]
.[. ,.&, x/p, .'o .Â. ,«b, 'wp, «n z. { :éti:#kF } 'z, '.

Observamos que
ver s de p..

Z)p,.' (p«, s) será tão menor quanto mais próxima esti

Dada essa definição, passaremos à determinação da densidade preditiva
ótima.

Cálculo da Densidade Preditiva Otima

O problema de obter a densidade preditiva ótima dentre as pertencentes
à classe de densidades @ consiste em minimizar Z)#,.2 da definição anterior.
Podemos desenvolver essa medida, obtendo

'*,, [:.: 'TngH,]
«,, [:.: ' ,]

'EY,' I'Í ''g (i;lP) - il(z - WPy(Z - H''P)l - E'',z ll.g .(Z, W/Y, X)j

T 1.: hl) - ;.E«,, { } - .E*,, [].: .M, W/Y, X)]

Ç i.g b;lp) - ; - .E-«,, [].g .@, W/Y, X)] - o.22)

Como para todo s C q',
maximizar .Etjlog p(t)l.

s(z, W7y,X) = g(t), o problema equivale a
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uma forma natural de quantificar a proximidade de duas densidades. Tal 
medida foi utilizada para verificar a qualidade de uma particular densidade 
preditiva como estimador de Pm(z, W/{3, a 2

). 

Neste contexto, se s(z, W/y, X) é a densidade preditiva de Z, LEVY e 
PERNG (1986) definem a divergência de s com relação a Pm por 

E [i Pm(Z, W/{3,a
2
)] 

Y,z og s(Z, W/Y, X) 

{ 2 { 2) {Pm(z,W/{3,a
2
)} }m_nPn(y,X/{3,a) J.RmPm(z,W/{3,a log s(z,W/y,X) dzdy. 

Observamos que Df3,a2 (Pm, s) será tão menor quanto mais próxima esti
ver s de Pm· 

Dada essa definição, passaremos à determinação da densidade preditiva 
ótima. 

Cálculo da Densidade Preditiva Ótima 

O problema de obter a densidade preditiva ótima dentre as pertencentes 
à classe de densidades '11 consiste em minimizar Df3,a2 da definição anterior. 
Podemos desenvolver essa medida, obtendo 

E [i {Pm(Z,W/{3,a
2
)}] = 

Y,Z og s(Z, W/Y, X) 

E [lo {(21ra
2
t9-exp{-(2a

2
t

1
(Z-W/3)'(Z-W{3)}}] 

Y,Z g s(Z, W/Y, X) 

Ey,z [m
2 
log(-

2

1 
2
)- ~(Z- W{3)'(Z -W/3)]-Eyz[log s(Z, W/Y,X)] 

1ra 2a ' 
m 1 1 {(Z- W{3)'(Z - W/3)} -
2 

log(-
2 2

)- -Eyz 
2 -Eyz[log s(Z, W/Y,X)] 1ra 2 ' a ' 

m 1 m 

2 log (
2
1ra2 ) - 2 - Ey,z [log s(Z, W/Y, X)]. (3.22) 

Como para todo s E '11, s(z, W/y , X) = g(t ), o problema equivale a 
maximizar Et [log g( t)]. 
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l \' ''r"//L''' J 'v"'uxuv''vu'ywv
dada, ou seja,

111-:!r# - st«(o, « - p, .A/(« - p))(nâ')}
sendo .A = / + H'(X'X)':W'

Devemos então maximizar

Ea.g. gt\jA

Veria ca.-se f-Studenl multiva

)

1 + t'.,4-:t)'e:í::'l

2

logo(t)dt,

onde

k-

((" - p)")fr('i') li;#a '
Este procedimento é equivalente a maximizar o funciona

JIPE = / (1 + t'..4':t)'Í't?:'l logo(t)dt,
/R"

sujeito à restrição

g(t)dz (3.23)

(nõ'')'#z -- (nâ'')'iW'#

" - '((«,D-;,) - («,0-*'.,
o que implica em

dz )Tdt. (3.24)

Substituindo (3.24) em (3.23), a restrição fica

Ã'lpl = / («â')Tg(t)at
./]Rm
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(3.25)

Verifica-se que t = (z - W~)/[n&2]½ tem distribuição t-Student multiva-
riada, ou seja, 

(z - W~) 
A 1 ~ Stm(O, n - p, A/(n - p)), 

( ne12) 2 

sendo A= I + W(X'X)- 1W'. 

Devemos então maximizar 

Et[logg(t)] = k { (1 + t'A- 1tt(m+;-pl logg(t) dt , 
}JP.m 

onde 

Este procedimento é equivalente a maximizar o funcional 

J[g] = { (1 + t'A- 1tt (m+;-p) logg(t)dt, 
ÍJP.m 

sujeito à restrição 

Temos que 

e com ISso, 

o que implica em 

K[g]= { g(t)dz=l. 
}JP.m 

Substituindo (3.24) em (3.23), a restrição fica 
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(3.23) 

(3.24) 

(3 .25) 



Apresentamos a seguir o teorema dado em LEVY e PERNA (1986), que
exibe a densidade preditiva ótima de Z, detalhando um pouco mais sua de-
monstração.

Eeolema 3.4.L (LEVY e PERNA (1986))
Sd«m ©, t ' DP,.,(p.,.) co«.o deá«idas p««i."',.«''.
a densidade preditiua

Nestas condições,

g*(z, W/y, X) = g'(t(y, z)) = st«(WÓ, n - P, nâ'.4/(n - P»

á o líRIco mhÍmo de Z)P,.,(p«,s)
pata todo l3 e õl

dentre fadas as derzsÍdades s em tP,

Prova Conforme visto anteriormente, devemos maximizar

zlpl = / /'(t,g(t))at
J]R"

sujeito à condição

«[.] - .Â. G(t , g)dt

onde

r'(t,g) = (1 + t'Á':t)'Ü''L logo(t) (3.26)
e

G(t,g) fg(t).
Essa maximização de Jlpl, sujeita à condição X'lgl =

isoperimétrico de cálculo variacional (GELFAND (1963)).

(3.27)

1, é um problema

Verifica-se que se ã maximiza J sujeito à .Zt.lpl = 1 , então existe
À C IR", multiplicador de Lagrange, tal que ã é o ponto crítico do funcional

zlpl lf'(t, g(t)) -- Àa(t, p(t))latJ]R"

Verifica-se também que o ponto crítico desse funcional é obtido quando
a derivada direcional (ver (A.18), Seção A.4 do apêndice) de Z, na direção
b C C:(R") é igual a zero ( ã e A(t) são unidimensionais e C:(R") éa
classe das funções contínuas com primeira derivada contínua, com domínio
em IR"). Desta forma, devemos determinar ã tal que
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Apresentamos a seguir o teorema dado em LEVY e PERNG (1986), que 
exibe a densidade preditiva ótima de Z, detalhando um pouco mais sua de
monstração. 

Teorema 3.4.1 (LEVY e PERNG (1986)) 
Sejam \JI, t e D13,u2 (Pm, s) como definidas previamente. Nestas condições, 
a densidade preditiva 

g*(z, W/y,X) = g*(t(y,z)) = stm(W,B, n - p, nô-2A/(n - p)) 

é o único mínimo de D /J,u2 (Pm, s) dentre todas as densidades s em \JI, 
para todo ,B e ô- 2 

Prova: Conforme visto anteriormente, devemos maximizar 

sujeito à condição 

onde 

e 

J[g] = f F(t,g(t))dt 
}Jflm 

K[g] = { G(t, g)dt = 1, 
}Jflm 

(3.26) 

(3.27) 

Essa maximização de J[g], sujeita à condição K[g] = 1, é um problema 
isoperimétrico de cálculo variacional ( GELFAND (1963) ). 

Verifica-se que se g maximiza J sujeito à K[g] = 1 , então existe 
À E IRm, multiplicador de Lagrange, tal que g é o ponto crítico do funcional 

L[g] = { [F(t,g(t)) - ÀG(t,g(t))]dt. 
}Jflm 

Verifica-se também que o ponto crítico desse funcional é obtido quando 
a derivada direcional (ver (A.18), Seção A.4 do apêndice) de L na direção 
h E C1(IRm) é igual a zero ( g e h(t) são unidimensionais e C1(IRm) é a 
classe das funções contínuas com primeira derivada contínua, com domínio 
em IRm) . Desta forma, devemos determinar g tal que 
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%P - 19 -o Vaca'(R").
(3.28)

De (A.18) do apêndice,

az(ã)

. n. It))lat

dt

IP(t,ã(t) +tÀ(t)) - r'(t,ã(t)) . À l .ít.
Admitindo-se que 1 , -- À . l é in-

tegrável, o que deve ser averiguado posteriormente, segue que '

az(ã)

/R"'+' l (t,ã(t)+tÀ(t)) -/'(t,ó(t)) . .x l .ít.
Devido à derivação feita em (A.21), esta expressão se reduz a

eliF} = ./R- ar(t,ã(t)).A(t) at -- À .Â. e:1(t,ã(t)).À(t) at.

Lembrando que ã é tal que aZ(ã)/aA = 0, então

a ./n"' lar(t,j(t)) - Àgl:(t,ã(t))l.A(t)at=o vh(t) cc'(m"),
onde C é a classe das funções contínuas em IR", do que segue que

V t C R"

oL(g) 
oh 

_ lim L(g + th(t)) - L(g) = O 
t➔O t 

De (A.18) do apêndice, 

aL(g) 
ah 

(3.28) 

. fIRm[F(t,g(t) + th(t)) - .XG(t,g(t) + th(t))]dt - f1RP[F(t,g(t)) - .XG(t,g(t))]dt = hm -=-"--------------------=-e.. ________ _ 
t➔O t 

= lim f F(t,g(t) + th(t)) - .XG(t,g(t) + th(t)) - F(t,g(t)) + .XG(t,g(t)) dt 
t➔O }JRm t 

= lim r [F(t,g(t) + th(t)) - F(t,g(t)) - À G(t,g(t) + th(t)) - G(t,g(t))l dt. 
t➔O }JRm t t 

Admitindo-se que [ F(t,g(t)+th(:))-F(t,9(t)) _ À G(t,9(t)+th(:))-G(t,g(t))] 

tegrável, o que deve ser averiguado posteriormente, segue que 

aL(g) 
ah 

, . 
em-

r lim [F(t,g(t) + th(t)) - F(t,g(t)) - À G(t,g(t) + th(t)) - G(t,g(t))l dt. 
}JRm HO t t 

Devido à derivação feita em (A.21), esta expressão se reduz a 

oL(g) { aF _ f 8G _ 
oh = }IRm 

09 
(t,g(t)).h(t) dt - À }IRm og (t,g(t)).h(t) dt. 

Lembrando que g é tal que 8L(g)/oh = O, então 

8L(g) { [ºF 8G ] 8h = }IRm og (t,g(t)) - À og (t,g(t)) .h(t) dt = O 

onde C é a classe das funções contínuas em IR.m, do que segue que 
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As derivadas parciais das funções em (3.26) e (3.27) com respeito a g,
avaliadas em g = Õ são

(l + t'Á':t)'e'tF
-: (3.29)

(nâ')f . (3.30)

e

Logo,

- À(«â'y?

e finalmente

(l + t'.,4':t)''':T
À(«â')f' '

onde o valor de À pode ser calculado da restrição .In«(nâ')Tã(t)dt
Após cálculos temos (lue

1*-<'P) i"ll

ã(t) = (i + t'Á':t)'b:g'

Verifica-se que a função l!-(!:i(11+tA(}»-r'(t,j(t
para ã(t) obtido, é majorada por uma função integrável, sendo portanto in-
tegrável.

Verifica-se ainda que ã fornece um único máximo para Jlpl sob a res-
trição em (3.25).

Como consequência, a densidade preditiva ótima de Z

e

e

ü Àg(!.g(!)t!&(!))=g(!:©

As derivadas parciais das funções em (3.26) e (3.27) com respeito a g, 
avaliadas em g = g sao 

e 

Logo, 

(1 + t'A- 1t)-(m+;-p) 

g 
(3.29) 

(3.30) 

e finalmente 

g 
(1 + t'A- 1t)_(m+;-p) 

-\(nâ-2 )T 

onde o valor de À pode ser calculado da restrição JJR.m ( nâ-2
) T g( t) dt = 1. 

Após cálculos temos que 

e 

-\ = 1rTr(~)IAI½ 
r ( (m+;-p)) 

V "fi f - [F{t,g(t)+th{t))-F(t,g(t)) , G(t,.9(t)+th(t))-G(t,.9(t))] en ca-se que a unçao t - A 
1 , 

para g(t) obtido, é majorada por uma função integrável, sendo portanto in
tegrável. 

Verifica-se ainda que g fornece um único máximo para J[g] sob a res
trição em (3.25). 

Como consequência, a densidade preditiva ótima de Z é 
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ã(t(z» g'(z, W/y, X)

(1 ] -w'õrt:gl;l ü-w''õ»'

e res«lta em SI«(WÕ, « -- p, «â'.4/(n -- P))

Esta densidade, que minimiza a medida de Kullback-Leibler. é a Z)ensÍ-
dade Pred t ua Bag/esgana (3.18). Portanto concluímos que tal densidade é
ótima na classe W, que contem todas as densidade de interesse já descritas.
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g( t( z)) g* (z, W/y,X) 
r((m+n-p)) A2 -1 

____ 2_1--(l + _l_(z - W~)'[na A] (z- l-V~)t(m+;-pl 
rCn;p>)1rTIAl2(nô-2)T n-p n-p 

e resulta em Stm(W~, n - p, nô-2A/(n - p)). 

Esta densidade, que minimiza a medida de Kullback-Leibler, é a Densi
dade Preditiva Bayesiana (3.18). Portanto concluímos que tal densidade é 
ótima na classe W, que contem todas as densidade de interesse já descritas. 
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Capítulo 4

Densidades Preditivas na
determinação de pontos
influentes no modelo de
regressão linear

4.1 Introdução
Diagnóstico em regressão é um tópico bastante estudado. Na literatu-

ra, existem muitas medidas de diagnóstico que basicamente são usadas para
comparar o ajuste do modelo considerado na ausência e presença de um ou
vários elementos amostrais. É de nosso interesse em especial descrever o uso
de densidades preditivas para detectar uma ou mais observações influentes
num modelo linear normal. Serão avaliadas as densidades preditivas na pre-
sença e ausência de observações e a discrepância entre elas será quantificada
através da medida de divergência de Kullback-Leibler (KULLBACK e LEl-
BLER (1951)).

Iniciamos este capítulo apresentando os modelos lineares com os quais
iremos trabalhar e fornecendo as notações necessárias para denotar as obser-
vações retiradas e o modelo sem estas observações. Logo após, introduzimos
a densidade preditiva que será utilizada e as definições de Fulzções de /n-
./Zuência Pred lidas baseadas nas medidas de divergência de Kullback-Leibler.
Para o caso da previsão de um vedor de observações, as Funções de /nWuência
PredÍtiz;as são desenvolvidas de forma detalhada de modo a se conseguir uma
clara interpretação da influência das observações.
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Capítulo 4 

Densidades Preditivas na 
determinação de pontos 
influentes no modelo de 
regressão linear 

4.1 Introdução 

Diagnóstico em regressão é um tópico bastante estudado. Na literatu
ra, existem muitas medidas de diagnóstico que basicamente são usadas para 
comparar o ajuste do modelo considerado na ausência e presença de um ou 
vários elementos amostrais. É de nosso interesse em especial descrever o uso 
de densidades preditivas para detectar uma ou mais observações influentes 
num modelo linear normal. Serão avaliadas as densidades preditivas na pre
sença e ausência de observações e a discrepância entre elas será quantificada 
através da medida de divergência de Kullback-Leibler (KULLBACK e LEI
BLER (1951)) . 

Iniciamos este capítulo apresentando os modelos lineares com os quais 
iremos trabalhar e fornecendo as notações necessárias para denotar as obser
vações retiradas e o modelo sem estas observações. Logo após, introduzimos 
a densidade preditiva que será utilizada e as definições de Funções de In
fluência Preditivas baseadas nas medidas de divergência de Kullback-Leibler. 
Para o caso da previsão de um vetor de observações, as Funções de Influência 
Preditivas são desenvolvidas de forma detalhada de modo a se conseguir uma 
clara interpretação da influência das observações. 
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Em particular, para a previsão de um vetor aleatório no modelo linear
normal em que Y «., ./V'(XP,0.r), a densidade utilizada será a densidade
preditiva bayesiana para a priori/(P, 0) = 0': . Quando o parâmetro 0 é
conhecido, a densidade preditiva torna-se uma normal multivariada, e, com
base nela, calcularemos as Fu zções de /n@uência Pred lidas que descreveremos
na Seção 4.3. Se o parâmetro nuisarzce 0 é desconhecido, a densidade predi-
tiva bayesiana resultará na t-Student multivariada, já estudada no Capítulo
3. Neste caso, não será possível calcular as Funções de /nHtzência PreditÍuas
exatas, pela complexidade na resolução das integrais envolvidas e consequen-
temente, calcularemos Funções de /rzHuência Pred tidas aproximadas.

Neste estudo, estamos apresentando a abordagem proposta por JOHN-
SON e GEISSER (1983), que utiliza somente a densidade preditiva bayesiana
na deteção de pontos influentes. Uma análise similar pode, evidentemente.
ser feita aditando-se qualquer outra densidade preditiva.

Finalizamos o capítulo com um exemplo ilustrativo no qual estaremos
caracterizando as observações ou grupo de observações influentes de maior a
menor influência, com base nas Funções de /lzPuência PreditÍt;as aproximadas.

4.2 Previsão para um vedor de observações
Consideremos o modelo linear

Y (4.1)

em que Y = (h, ' ' ,X.y éo vedor aleatório nxl de dados observados, onde

X é uma matriz de constantes n x p de posto completo,

P = (PI, ' ' - , /3.y é o vetor p x l de coeficientes de regressão desconhecidos
onde /3 C Qp e QP éo espaço paramétrico para P e
U

/

é o vedor de erros aleatórios não observável n x l tal que u - JUn(O, 0/),
é a matriz identidade de ordem n e 0 é um parâmetro positivo.

Desejamos prever o vetor de observações futuras Z no modelo

Z = }'r/3 + u'': (4.2)
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Em particular, para a previsão de um vetor aleatório no modelo linear 
normal em que Y ~ N(X/3, 01), a densidade utilizada será a densidade 
preditiva bayesiana para a priori J(/3, 0) = 0- 1 

. Quando o parâmetro 0 é 
conhecido, a densidade preditiva torna-se uma normal multivariada, e, com 
base nela, calcularemos as Funçõe? de Influência Preditivas que descreveremos 
na Seção 4.3. Se o parâmetro nuisance 0 é desconhecido, a densidade predi
tiva bayesiana resultará na t-Student multivariada, já estudada no Capítulo 
3. Neste caso, não será possível calcular as Funções de Influência Preditivas 
exatas, pela complexidade na resolução das integrais envolvidas e consequen
temente, calcularemos Funções de Influência Preditivas aproximadas. 

Neste estudo, estamos apresentando a abordagem proposta por JOHN
SON e GEISSER (1983), que utiliza somente a densidade preditiva bayesiana 
na deteção de pontos influentes. Uma análise similar pode, evidentemente, 
ser feita adotando-se qualquer outra densidade preditiva. 

Finalizamos o capítulo com um exemplo ilustrativo no qual estaremos 
caracterizando as observações ou grupo de observações influentes de maior a 
menor influência, com base nas Funções de Influência Preditivas aproximadas. 

4.2 Previsão para um vetor de observações 

Consideremos o modelo linear 

Y = X/3 + u ( 4.1) 

em que Y = (Yí, · · · , Yn)' é o vetor aleatório n x 1 de dados observados, onde 

X é uma matriz de constantes n x p de posto completo, 

/3 = (/31 , · · ·, /3p)' é o vetor p x 1 de coeficientes de regressão desconhecidos 
onde /3 E D,p e np é o espaço paramétrico para /3 e 

u é o vetor de erros aleatórios não observável n x 1 tal que u ~ Nn(O, () I), 
I é a matriz identidade de ordem n e 0 é um parâmetro positivo. 

Desejamos prever o vetor de observações futuras Z no modelo 

Z=Wf3+u* 
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onde Z = (ZI,
não observadas,

,Z.y é o vetor aleatório m x l de variáveis aleatórias

é uma matriz de constantes m x p e

u' é um vetar aleatório não observável m x l tal que u' «. JUm(0,0/) e
u e u* são independentes.

Com esse objetivo, JOHNSON e GEISSER (1983) admitem a densidade
a priori não informativa para (P, 0) , dada por

ft13,0) « o--

Quando Y = y é observado, a densidade preditiva bayesiana de Z é

iQzlw,x,y) «. l jtzlw,l3,0) jç13,0lx,v)al3ao

sendo /(/3,0/X,y) a densidade a posteriori de (/3,0) e ./(z/W,P,0) a
densidade de Z dado /i e 0, normal multivariadacom média W# e matriz
de covariância 0/. Como a priori/(P,0) não depende do parâmetro P,
temos dois casos a considerar:

(i) a conhecido: A densidade preditiva /(z/}y,X,y) é normal multiva-
riada com média WP e matriz de covariância 0(/ + W(X'X)':W"), que
indicaremos por

Xm(n'Ó, o(/ + w'(x'x)''n'')) (4.3)

sendo que P = (X'X)':X'Y é o estimador de mínimos quadrados de P . O
cálculo desta densidade encontra-se na Seção A.5, apêndice.

(ii) 0 desconhecido: Neste caso, a densidade preditiva de Z dado
Y foi obtida no Capítulo 3 e é uma l-SZudent multivariada com (n -- p)
graus de liberdade, vetar de locação W# e.matriz de correlação s2(/ +
W(X'X)':W'), onde s' = (y -- X#y(y -- X/i)/(n -- p) e será indicada por

SZ .(w'Õ, « p, .'(.r + w(x'x)':w)). (4.4)
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onde Z = ( Z1 , · · · , Zm )' é o vetor aleatório m x 1 de variáveis aleatórias 
não observadas , 

W é uma matriz de constantes m x p e 

u * é um vetor aleatório não observável m x 1 tal que u* ~ Nm(O, 01) e 
u e u * são independentes. 

Com esse objetivo, JOHNSON e GEISSER (1983) admitem a densidade 
a priori não informativa para ({3, 0) , dada por 

f({3, 0) O( 0- 1
. 

Quando Y = y é observado, a densidade preditiva bayesiana de Z é 

f(z/W,X,y) ex J f(z/W,{3,0) f({3,0/X,y)d{3d0 

sendo f({J,0/X,y) a densidade a posteriori de ({3,0) e f(z/W,{3,0) a 
densidade de Z dado {3 e 0, normal multi variada com média W {3 e matriz 
de covariância 0!. Como a priori f({3, 0) não depende do parâmetro {3, 
temos dois casos a considerar: 

(i) 0 conhecido: A densidade preditiva f(z/W, X, y) é normal multiva
riada com média W,ê e matriz de covariância 0(! + W(X'Xt 1W'), que 
indicaremos por 

(4.3) 

sendo que ,ê = (X'Xt 1 X'Y é o estimador de mínimos quadrados de {3. O 
cálculo desta densidade encontra-se na Seção A.5, apêndice. 

(ii) 0 desconhecido: Neste caso, a densidade preditiva de Z dado 
Y foi obtida no Capítulo 3 e é uma t-Student multivariada com (n - p) 
graus de liberdade, vetor de locação W ,ê e matriz de correlação s 2 (! + 
W(X'Xt 1 W') , onde s2 = (y - X ,ê)'(y - X,L'.3)/(n - p) e será indicada por 

( 4.4) 
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Previsão quando observações são retiradas

Se, no modelo (4.1), retira-se um subconjunto de dados de tamanho k,
indicaremos por "({)" os dados restantes e por "i" os dados retirados. Desta
forma, reescrevemos a matriz X e o vetor Y como

t

(i) ' * - ( ;;;,
Assim, .Xi é a matriz k xp das variáveis auxiliares associadas às observações

retiradas, X({) é a matriz correspondente às observações restantes e vale uma
interpretação análoga para YÍ e Y(i). O modelo linear (4.1) poderá então
ser escrito na forma

Y' YÍo) =P'(X;, XÍo)+ («l,uÍo)

Nestas condições, denotaremos por /(Í) - /({)(z/}V, X(i),y(í)) à densida-
de preditiva de Z calculada após a retirada do grupo de observações "á"
Esta densidade será deduzida a seguir para os casos em que 0 é conhecido e
desconhecido.

(i) 0 conhecido: De maneira análoga ao cálculo de (4.3), obtem-se a
densidade preditiva de Z quando o modelo linear nas observações é Y(i) =
X(í)P + u(i), resultando na densidade ''

Mm(WÓU, 0(/ + W(XÍoXn)':W')), (4.5)

onde P(f) - (X({)X(i))'iX(Í)Y({) é o estimador de mínimos quadrados de P
com base nos dados restantes.

(ii) 0 desconhecido: De maneira similar a (4.4), quando o conjunto "i"
é retirado, a densidade preditiva de Z é

St«(WP({), n k - p, 'fo(/ + n''(xíoxn)':w')) (4.6)

comonde sÕ) = (y(i) -- j'({)y(y(i) -- P({))/(n
P(i) - (X({)X(i))':X(i)Y(i).

k -- p) e P(i) X( i)P( i) ,

Adicionalmente, introduziremos a seguinte notação para as estatísticas a
serem usadas:
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Previsão quando observações são retiradas 

Se, no modelo (4.1), retira-se um subconjunto de dados de tamanho k, 
indicaremos por "( i)" os dados restantes e por "i" os dados retirados. Desta 
forma, reescrevemos a matriz X e o vetor Y como 

e 

Assim, Xi é a matriz k x p das variáveis auxiliares associadas às observações 
retiradas, X(i) é a matriz correspondente às observações restantes e vale uma 
interpretação análoga para Yi e Y(i)· O modelo linear (4.1) poderá então 
ser escrito na forma 

Nestas condições, denotaremos por Í(i) = f(i)(z/W, X(i), Y(i)) à densida
de preditiva de Z calculada após a retirada do grupo de observações "i". 
Esta densidade será deduzida a seguir para os casos em que 0 é conhecido e 
desconhecido. 

(i) 0 conhecido: De maneira análoga ao cálculo de (4.3), obtem-se a 
densidade preditiva de Z quando o modelo linear nas observações é Y(i) = 
X(i)/3 + u(i), resultando na densidade 

(4.5) 

onde fJ(i) = (X(i)X(i))- 1 X(i) Y(i) é o estimador de mínimos quadrados de /3 
com base nos dados restantes. 

(ii) 0 desconhecido: De maneira similar a ( 4.4), quando o conjunto "i" 
é retirado, a densidade preditiva de Z é 

Stm(WfJ(i), n - k - p, s(i/1 + W(XfoX(i)t 1W')) (4.6) 

onde s(i) = (Y(i) - Y(i))'(Y(i) - Y(i))/(n - k - p) e Y(i) = X(i)fJ(i), com 
fJ(i) = (X(i)X(i))- 1 Xfo Y(i)· 

Adicionalmente, introduziremos a seguinte notação para as estatísticas a 
serem usadas: 
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x'x
H= XS''LX'

S(i) = X(i)X(i)
H(i) = XSj;;X'
PU = X/3(i)
r(í) - y -- y(í)

'f0 ' rjOrH
'&) '&)/(« -Ê -P).

r= y--y
a2 == 1./1'

?-Pl$ ü
Utilizaremos ainda as estatísticas

(4.7)

U
K

XiS- \ X:

x:sõ;x:
x.ó

y
yf
r{

# t

«''.l(.r - x)':-.
a2a:?t?.

No modelo de regressão linear Y = X/3 + u em que P é estimado
por mínimos quadrados, define-se resíduo ínterrzamente sZudentizado para um
grupo de observações (C00K e WEISBERG (1982), jpg. 301) como

(4.8)

r;(/ - }Ç)''-.
eH - -'''ãF

onde â2 :: s2.

Observamos então que t2 é proporcional à essa generalização do resíduo
ánternamenle sfudenZízado. Observamos ainda que % é uma submatriz da
matriz Àal .f/, pois

x(x'x)':x'

x.., l (x'x)': lxÍ XÍol

x.(x'x)':x;

:::=:=;., ]xn (x'..K ) ':x;

.&s-:x;

:= :.,]X({)S'tX;
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S=X'X 
H = xs- 1x' 
y =X/J 
r=y-y 

a2 = r'r 

s(il = x(i)x(i) 
H(i) = x s~)1 X' 

y(il = x(J(il 
r(i) = y - y(i) 

2 / 
ª(i) = r(if(i) 
s(i) = ª(i/(n - k - p). (4.7) 

Utilizaremos ainda as estatísticas 

½ x-s- 1x~ 
1 1 

ui xis~{x: 
A Xi/J Yi 

ri Yi -yi 

t~ 
1 

-2 '(I V:tl a r; - i ri 
r .2 

1 
2 -2t2 

ª ª(i) i · (4.8) 

No modelo de regressão linear Y = X/3 + u em que /3 é estimado 
por mínimos quadrados, define-se resíduo internamente studentizado para um 
grupo de observações (COOK e WEISBERG (1982), [pg. 30)) como 

onde &2 = s2
• 

r'(J - ½)-1r· 1 1 1 
e(i) = A 2 ) a 

Observamos então que t; é proporcional à essa generalização do resíduo 
internamente studentizado. Observamos ainda que ½ é uma submatriz da 
matriz hat H, pois 

H = X(X' X)- 1 X' 

[ xi ] (X' xt1 [x: X';] x(il ( l 

[ 

Xi(X' X)- 1 x: 

x(i)(x'xt 1 x: 

Xi(X'X)- 1 Xfo ] 

x(i)(x'x)- 1 Xfo 

X -s-ix, ] 1 (i) 

x(i)s- 1x(i) 
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Em ambos os casos, 0 conhecido ou não, as densidades preditivas para
os dados completos e os dados com observações retiradas serão comparadas
para medir a influência dos dados retirados na previsão. Esta comparação
será através da medida de divergência de Kullback-Leibler que, para o caso
específico da previsão, foi definida como -função de /n//&éncÍa PrediZiua, ini-
cialmente por JOHNSON e GEISSER (1982) considerando a previsão de uma
única observação. Os mesmos autores, em 1983, redefiniram as Funções de
/n//tzência Prediliuas quando o interesse é a previsão de um vedor de obser-
vações. A seguir, descreveremos estas funções.

4.3 F'unções de Influência Preditivas
Nesta seção, introduziremos o principal conceito do capítulo, que é a defi-

nição de Funções de /nHuência Prediz uas. Com este objetivo, apresentaremos
algumas definições preliminares.

Medida de falta de ajuste .D?(.)

No modelo de regressão (4.1), uma, classe de estatísticas que medem a
influência de um subconjunto de dados quando o parâmetro P é estimado
via mínimos quadrados é dada por

n?(Q) (Õ-ÓmyQ(Ó-Ón), (4.9)

onde /3 é o estimador de mínimos quadrados de /3, P(f) é o estimador
de mínimos quadrados de P quando um subconjunto de observações "i" é
retirado e Q é uma matriz positiva gemi-definida.

Para k = 1 e Q = $ como definida em (4.7), a estatística -D?(S) é
proporcional à medida Z) de (JooÊ, proposta por C00K (1977) para avaliar a
influência da i-ésima observação quando se estima /3 via mínimos quadrados.
Quando k > 1, vale uma interpretação similar.

As identidades

Õm Õ -rl(-r- %)':X;S':
si;; +$''x;(I'- K)':x;s':

«'«ê? - l +#
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Em ambos os casos, 0 conhecido ou não, as densidades preditivas para 
os dados completos e os dados com observações retiradas serão comparadas 
para medir a influência dos dados retirados na previsão. Esta comparação 
será através da medida de divergência de Kullback-Leibler que, para o caso 
específico da previsão, foi definida como Função de Influência Preditiva, ini
cialmente por JOHNSON e GEISSER (1982) considerando a previsão de uma 
única observação. Os mesmos autores, em 1983, redefiniram as Funções de 
Influência Preditivas quando o interesse é a previsão de um vetor de obser
vações. A seguir, descreveremos estas funções. 

4.3 Funções de Influência Preditivas 

Nesta seção, introduziremos o principal conceito do capítulo, que é a defi
nição de Funções de Influência Preditivas. Com este objetivo, apresentaremos 
algumas definições preliminares. 

Medida de falta de ajuste Df(·) 

No modelo de regressão (4.1), uma classe de estatísticas que medem a 
influência de um subconjunto de dados quando o parâmetro fJ é estimado 
via mínimos quadrados é dada por 

(4 .9) 

onde {3 é o estimador de mínimos quadrados de fJ, {3(i) é o estimador 
de mínimos quadrados de fJ quando um subconjunto de observações "i" é 
retirado e Q é uma matriz positiva semi-definida. 

Para k = l e Q = S como definida em (4 .7), a estatística D;(S) é 
proporcional à medida D de Cook, proposta por COOK (1977) para avaliar a 
influência dai-ésima observação quando se estima fJ via mínimos quadrados . 
Quando k > l, vale uma interpretação similar. 

As identidades 

{3(i) 
S-1 

( i) 
2 -2 

a ª(i) 

{3 - r;(J - ½)-1 xjs-1 

s- 1 + s-1 x:u - ½t1 x js-1 

1 + T/ 
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# - t?)':
K = %(/- H)': (4.10)

demonstradas por BINGHAM (1977), serão úteis no cálculo e interpretação
das Funções de in.R'üência Preditiuas.

Usando a forma de /3(i) dada em (4.10), obtemos a identidade

o?(Q) u)''xfs''QS':x;(.r - u)':i
Para a medida Z)?(S) resulta em

D?(S) %)':U(.r - }Ç)''r.

Da definição em (4.9) temos que

o?(s) tÕ- Õ\üü'sçÕ- Õtüh

(Õ - Ónix'x(Õ - õn)
lx(Ó - Ón)I'lx(Ó - Ón)l
l.xÕ - xÕo\3' çxÕ- xÕ\ü)
(P - j'my(j' - j'm), (4.11)

resultado obtido ao utilizar as definições de P e P(i) dadas em (4.7)

Assim, de (4.11), observamos que Z)?(S) é o quadrado da distancia eu-
c/{diana entre o previsor de Y baseado no conjunto de dados completos eo
correspondente previsor baseado no conjunto de dados com observações reti-
radas.

Divergências de Kullback-Leibler

A medida de disfárzcia ou dit;eryência entre duas populações foi definida
por KULLBACK e LEIBLER (1951). Assim, se ./i e /2 são funções den-
sidade e -E.Í. é o operador que toma esperança com respeito às densidades
./}, á = 1,2, os autores introduzem as díueryêncáas direcionadas

IÇft, ia] = Ej* InÇfx]fa],

IÇfa, f\) = Ej. InÇjzlf\),
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y.2 
1 

U; 

tf (1 - t?)- 1 

V;(! - ½)-1 (4.10) 

demonstradas por BINGHAM (1977), serão úteis no cálculo e interpretação 
das Funções de Influência Preditivas. 

Usando a forma de /J(i) dada em (4.10), obtemos a identidade 

Para Q = S, a medida D; ( S) resulta em 

Da definição em ( 4.9) temos que 

Df(S) (/J - /J(i))' S(/J - fJ(i)) 
(/J - /J(i))' X' X(/J - /J(i)) 

[X(/J - /J(i)))'[X(/J - /J(i))] 
(X/3 - x{J(i>)'(X/3- x{J(i>) 
( 

A A (i))'( A A (i)) y-y y-y ' 

resultado obtido ao utilizar as definições de y e y(i) dadas em ( 4. 7). 

(4.11) 

Assim, de (4.11), observamos que D;(S) é o quadrado da distância eu
clidiana entre o previsor de Y baseado no conjunto de dados completos e o 
correspondente previsor baseado no conjunto de dados com observações reti
radas. 

Divergências de Kullback-Leibler 

A medida de distância ou divergência entre duas populações foi definida 
por KULLBACK e LEIBLER (1951). Assim, se f1 e Í2 são funções den
sidade e EJ; é o operador que toma esperança com respeito às densidades 
f;, i = 1, 2, os autores introduzem as divergências direcionadas 
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e a dit;eryêncja entre ./i e /2

.Jtf*,fa] jà-+ iÇf,.f-)

Verifica-se que essas medidas são bem definidas e não negativas, sendo
nulas apenas se /1 = /2. Além disso, se /l e /2 são densidades de vetores
aleatórios com distribuição JÜn(U{,Ej), com Ei positiva definida, í = 1,2

respectivamente, verifica-se (Resultado 11, Seção A.5 do apêndice) que

2.r(/1,/2) (u, - u-yE;:(u, u-) + t,E-E;' - /nlE:E;' (4.12)

onde IENE;il representa o determinante da matriz EiE;i

Funções de Influência Preditivas

Como a inferência sobre valores futuros baseada em distribuições predi-
tivas depende da informação contida na amostra, é de interesse determinar
quais subconjuntos de tal amostra são mais influentes para o propósito da
previsão.

Conforme definido anteriormente, as funções / = /(z/}V, X,y) e /(i) =
/(z/WI, X({), y(i)), correspondem respectivamente à densidade preditiva de
Z baseada em todas as observações e à densidade preditiva obtida após uma
observação ou um grupo de observações ter sido retirado.

Para medir a influência na previsão de uma observação futura quando um
particular elemento ou grupos de elementos amostrais é retirado, JOHNSON
e GEISSER (1982) definiram as Funções de /n//aê?zela Pred lidas como as
medidas de divergência entre / e /(Í). Posteriormente, os autores redefini-
ram as Funções de /n//tzêncÍa F'red lidas para o caso mais geral da previsão
de vetores (JOHNSON e GEISSER (1983)). Em ambos os casos, define-se as
Funções de Influência Preditiuas como as diuetgênciüs direcionadüs

Ej InÇflj\Ü ,

IÇf(i), f) = Ej... tntfti\lf),

ou como a divergência entre / e /(Í),

JÇj. ft.i)à = IÇf, jti)õ -\- IÇf\i\, f)
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e a divergência entre f1 e Í2 

Verifica-se que essas medidas são bem definidas e não negativas, sendo 
nulas apenas se f 1 = h- Além disso, se f 1 e h são densidades de vetores 
aleatórios com distribuição Nn(ui, 'Ei), com 'Ei positiva definida, i = 1, 2 
respectivamente, verifica-se (Resultado 11, Seção A.5 do apêndice) que 

Funções de Influência Preditivas 

Como a inferência sobre valores futuros baseada em distribuições predi
tivas depende da informação contida na amostra, é de interesse determinar 
quais subconjuntos de tal amostra são mais influentes para o propósito da 
prev1sao. 

Conforme definido anteriormente, as funções f = f(z/W, X, y) e Í(i) = 
f(z/W, X(i), Y(i)), correspondem respectivamente à densidade preditiva de 
Z baseada em todas as observações e à densidade preditiva obtida após uma 
observação ou um grupo de observações ter sido retirado. 

Para medir a influência na previsão de uma observação futura quando um 
particular elemento ou grupos de elementos amostrais é retirado, JOHNSON 
e GEISSER (1982) definiram as Funções de Influência Preditivas como as 
medidas de divergência entre f e Í(i)· Posteriormente, os autores redefini
ram as Funções de Influência Preditivas para o caso mais geral da previsão 
de vetores (JOHNSON e GEISSER (1983)). Em ambos os casos, define-se as 
Funções de lnf luência Preditivas como as divergências direcionadas 

l(fu), f) = E1(iJ ln(fu)/ !), 

ou como a divergência entre f e Í(i), 

J(f, Í(i)) = l(f, Í(i)) + l(f(i), !). 
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Apresentaremos a seguir as Funções de /n//tléncáa Pred íÍt;as no modelo
linear definido em (4.1) e (4.2). Conforme comentado anteriormente, quan-
do 0 é conhecido, calcularemos as Funções de /n//uêncÍa PredÍfit;as exatas
através de (4.3) e (4.5), e, para 0 desconhecido, obteremos as Punções de
/n//uéncÍa p'redÍZÍt;as aproximadas usando (4.4) e (4.6).

1. Funções de Influência Preditivas exatas, 0 conhecido

Quando o parâmetro 0 é conhecido nos modelos (4.1) e (4.2), Punções
de /n//uérzcÍa Pred lidas exatas podem ser calculadas utilizando-se as densi-
dades preditivas da seção anterior. Na prática, dificilmente o parâmetro 0 é
conhecido, mas este estudo é importante para ilustrar o cálculo das Funções
de /n//uêncáa Pred tidas e facilitar a compreensão do caso em que 0 é des-
conhecido.

Os resultados a seguir foram obtidos por JOHNSON e GEISSER (1983)
e permitirão uma avaliação da influência das observações na previsão do
próprio vetor de dados Y, caso em que W = X.

Resultado 4.1
Nos modelos (4.1) e (4.2), com 0 conhecido e

.rn//uência Pre l oa -r(/,/n) é tal que
X, a Função de

;D?@''lS

+ {/«l.r + ;%(]'
{VÇ)''x'})

U)':l - l:t«1%(/ ; 'o''J}

Prova : Como as densidades preditivas de / e /(i) são JUn(P,0(/ + n'))
e JUn(P(f), 0(/ + H'(0)) respectivamente, então devido a (4.12)

2.r(/,/u) -(P- j'mylo(/+ -Hn)I':(P - Pn) + t,lo(/+ x)o':(/+ .Hm)
- /nl0(.r + H)0''(/ + -Hm)-'l- «.

Lembrando que P(i) = XP({),

:]

(xÕ - xÓmyo':(/ + -Hm)':(xÓ - xõm)
+Ít,l(/ + H)(.r + Hm)':l - /nl(/ + H)(/ + Hm)
(Ó-Õnyx'o':(.r+zn)':x(Õ Õn)
+ {t,l(/ + H)(/ + H'n)':l - /nl(/+ H)(/ + Hm)

: 1

' 1

«}

«}
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Apresentaremos a seguir as Funções de Influência Preditivas no modelo 
linear definido em (4.1) e (4.2). Conforme comentado anteriormente, quan
do 0 é conhecido, calcularemos as Funções de Influência Preditivas exatas 
através de (4.3) e (4.5), e, para 0 desconhecido, obteremos as Funções de 
Influência Preditivas aproximadas usando (4.4) e (4.6). 

I. Funções de Influência Preditivas exatas, 0 conhecido 

Quando o parâmetro 0 é conhecido nos modelos (4.1) e (4.2), Funções 
de lnf luência Preditivas exatas podem ser calculadas utilizando-se as densi
dades preditivas da seção anterior. Na prática, dificilmente o parâmetro 0 é 
conhecido, mas este estudo é importante para ilustrar o cálculo das Funções 
de lnf luência Preditivas e facilitar a compreensão do caso em que 0 é des
conhecido. 

Os resultados a seguir foram obtidos por JOHNSON e GEISSER (1983) 
e permitirão uma avaliação da influência das observações na previsão do 
próprio vetor de dados Y, caso em que W = X. 

Resultado 4.1 
Nos modelos (4.1) e (4.2), com 0 conhecido e W 
Influência Preditiva l(f, Í(i)) é tal que 

21(!, Í(i)) = !n~(0- 1{S- !x'(l - !v:)-1X-}) 
2 

, 
2 

, 
2 

, , 

X, a Função de 

+ {lnll + ~½(! - ½)- 1
1 - ttr[½(I -~½)-1

]}. 

Prova : Como as densidades preditivas de f e Í(i) são Nn(Y, 0(1 + H)) 
e Nn(y(il,0(1 + H(il)) respectivamente, então devido a (4.12) 

21(!,f(i)) = (y-y(il)'[0(1 + H(il)J-1(y -y(il) + tr[0(1 + H)0- 1(J + H(i))-1
] 

- lnl0(I + H)0- 1 (I + H(i))- 11- n. 

Lembrando que y(i) = X Í3(i), 

21(!, Í(i)) = (X/3 - XÍ3(i))'0- 1 (I + H(i))- 1(X~ - XÍ3(i)) 
+ { tr[(I + H)(I + H(i)t 1

] - lnl(I + H)(I + H(i)t 1
1 - n} 

(~ - Í3(i))' X'0- 1 (I + H(il)- 1 X((3 - Í3(i)) 
+ { tr[(I + H)(I + H(i))- 1

] - lnl(I + H)(I + H(i)t 1
1 - n }. 
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Com. n?((2) (/3 -- P(í)yO(P -- /3(i)), esta expressão fica

0?(X'0':(]' + Hm)':X)
+lt,l(J'+ X)(.r+ n)':j - /«l(/+ -H)(.r+ Hn)''l- «}

As matrizes /+H e (/+#({))
Hn)-'l xm)':(/ + H)j
(Seção A.5 do apêndice),

: são simétricas e assim, trl(/+]7)(/+
Portanto, do Resultado 12 (ui) e (t;íí)

n?lo':x'« - ;n' - àxs':xí(r - é:w''x.s'

+tn - litrlU(/ - $%)':l - /nl(/ + H)(]' + H(

o?lo':(x'x - é.x'xx x'xs':x;« - 1:%

;t,1%(J' - ibç)':i - /"I(/ + #)(]' + .#n)'' l

D?Í0':(X'X - ;X'XS-:X'X - É.X'XS':X;«

$t,ltÇ(J' - :U)''l - /"I(/ + #)(/ + Hm)''l

o?lo-'(;s - ;x;(/ - ;%)''x;)l

iz,1%(]' - ;U)''l - /"I(/ + #)(/+ Hm)''l-

'x')xj

))':l - «}

)':x.s':x'x)l

1;%)':x's':x'x)l

Do Resultado 12 (á) e (áii) (Seção A.5 do apêndice) e sendo que para duas
matrizes A e B, quadradas e de mesma ordem, l.4al = 1.4llBI, então

o? [o':( l:s

- ;t,[%«

l:o?lo':w

;xÍ(.r - 4vç)':x.)i

1;%)':l - /«l2'(2')':l/ + u)':]':]

D

x;(.r - ;%)':x;)}
u)''l+ /«l/ +

l
f,lu(/ -

2 ;", ' ] .

Resultado 4.2
Nos modelos (4.1) e (4.2), com 0 conhecidoe
preditiva /(/(Í),./) é tal que,

afunção deinfiuência
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Como D;(Q) = (P - P(i))'Q(P- P(i)), esta expressão fica 

21(!, Í(i)) = D;(x'e-1 (1 + H(i)t 1 X) 

+ {tr[(I + H)(I + H(i))- 1
] - lnl(I + H)(I + H(i))- 11- n}. 

As matrizes I + H e (I + H(i)t 1 são simétricas e assim, tr[(J + H)(I + 
H(i))- 1] = tr[(I + H(i)t 1(I + H)]. Portanto, do Resultado 12 (vi ) e (vii) 
(Seção A.5 do apêndice), 

2I(J,f(i)) = D;[0- 1X'(I- ~H- ~xs-1XI(I- ~½t1Xis- 1X')X] 

+ { n - ~tr[½(I - ~ ½)- 1
] - lnl(I + H)(I + H(i)t

1
1 - n} 

- D;[0- 1(X'X - ~X'HX - ~X'XS- 1XI(I - ~½t 1Xis- 1X'X)] 
1 1 1 (i) 1 -
2

tr[½(J -
2

½)-] - lnl(J + H)(I + H t 1 

- D;[0- 1(X'X-~X1XS- 1X'X- ~X'XS- 1XI(I- ~½)-1Xis- 1X'X)] 

- ½tr[½(J- ½½t1]-lnl(J + H)(I + H(i)t1I 

- nn0-1(~S -½x:u - ti"i t 1Xi)] 

- ½tr[½(J - ½ ½)-1] - lnl(I + H)(I + H(i)t 1 1-

Do Resultado 12 (i) e (iii) (Seção A.5 do apêndice) e sendo que para duas 
matrizes A e B, quadradas e de mesma ordem, IABI = IAIIBI, então 

2/(J, Í(i)) = nn0-1(½s - ½x:u - ½ ½)- 1 Xi)] 
1 1 1 - 2tr[½(J - 2½t1] - ln[2P(2Ptlll + 2½(1 - ½)-11-1] 

- ½nn0-1(S - x:u - ½ ½t1 Xi)} 

1 1 1 [ 1 ) !] +lnll+ 2½(I-½t l-
2
tr½(J-

2
\1; -. D 

Resultado 4.2 
Nosmodelos(4.l)e(4.2),com 0 conhecidoe W=X, afunçãodeinfluência 
preditiva J(J(i), f) é tal que, 
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2.r(J'm,/) - áP?(O':S) + {:t'lU(J' - U)':l - /«l.r + ;VÇ(/ - }Ç)':l}

Prova : De forma similar à prova anterior, usamos as densidades preditivas
de / e /({) e arelação (4.12) paraobter

2-r(/m,/) u - Pulo(/+ x)I':(Pm - P)

+Ít,lo(.r+ xn)o-'(.r + #)':l -/«lo(.r+ an)o':(/+ x)''l- «}

Como P(í) = X#(í),

ziÇj\ü , f' \ (xÕn - xóylo(.r + x)I':(xÓu - xÕ)
+ {t,l(/ + xm)(/+ #)':l - z«l(.r + xm)(.r + H)':l
(Óm - Õylo':x'(.r + x)':xl(Õm - Ó)
+ {t,l(/ + Hm)(.r + #)':l - /«l(.r + xn)(.r + #)':

«}

«}

Da definição da estatística Z)?(Q) em (4.9) e do Resultado 12 (í), ({í),
(io) e ({ii), (Seção A.5 do apêndice) respectivamente

ziÇfw , f) p?lo''x'(/ - ;'x)xl
+

{« + ;t,IU(/ - H)':l - /"l2'(2')':l/ + ;U(.r

n?(o':;s) + {;t'lK(/ - U)':l - /«l/+ }VÇ(]' - U)':l}

i D?(O':S) + {it'lU(J' - H)':1 - /«1/ + {%(]' - %)':l}.

H)':ll - «}

D

Devido à (4.11), observamos que o primeiro componente de cada uma das
Funções de /n//aêrzcia Pred tiz;as mede a falta de ajuste do conjunto de dados
"(á)" relativo à uma métrica que depende de %. Já o segundo componente
só depende de %, que sendo uma submatriz da matriz -#at, está relacionada
à influencia das observações. Assim, o efeito do subconjunto de dados "i"
é medido por uma estatística que mostra simultaneamente falta de ajuste e
influência.
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Prova : De forma similar à prova anterior, usamos as densidades preditivas 
de J e Í(i) e a relação ( 4.12) para obter 

2/(f(i), J) = (y(i) - y)'(O(J + H)tl (y(i) - y) 
+ {tr[0(I + H(i))o- 1 (1 + H)- 1

] - lnl0(I + H(i))o- 1 (1 + H)- 11- n}. 

Como y(i) = X {3(i), 

2/(f(i),Í) = (X{J(i) - X{3)'[0(I + H)]-1 (X{3(i) - X{3) 
+ { tr[(J + H(i))(I + H)- 1

] - lnl(I + H(il)(J + Ht 11- n} 
= ({3(i) - {3)'[0- 1 X'(I + H)- 1 X]({3(i) - {3) 

+ { tr[(I + H(i))(I + H)- 1 l - lnl(I + s(i))(I + Ht 11- n }. 

Da definição da estatística D;(Q) em (4.9) e do Resultado 12 (i), (ii), 
(iv) e (iii), (Seção A.5 do apêndice) respectivamente 

2/(J(i), f) = D:[0- 1 X'(I - ~H)X] 

1 1 + { n + 2tr[½(I - ½t 1
] - ln[2P(2Pt 1 II+ 2 ½(/ - ½)- 1 I] - n} 

= D;(0- 1 ~S) + {~tr[½(I - ½)-1
] - lnll + ~½(/ - ½t1 I} 

= ~ D;(o- 1 S) + {~tr[½(J - ½)- 1
] - lnll + ~½(/ - ½)- 1 1}. o 

Devido à ( 4.11), observamos que o primeiro componente de cada uma das 
Funções de Influência Preditivas mede a falta de ajuste do conjunto de dados 
"(i)" relativo à uma métrica que depende de ¼. Já o segundo componente 
só depende de ½, que sendo uma submatriz da matriz Hat, está relacionada 
à influencia das observações. Assim, o efeito do subconjunto de dados "i" 
é medido por uma estatística que mostra simultaneamente falta de ajuste e 
influência. 
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11. Funções de Influência Preditivas aproximadas, 0 desconhecido

As Fulzções de /n// ênc a PredáZiuas são construídas com base nas den-
sidades preditivas, que, quando o parâmetro 0 é desconhecido, são densida-
des t-$tudenZ multivariadas. Infelizmente, não é possível obter expressões
das Fuzzções de /n//uérzc a Preditit;as a partir desta distribuição, devido à
complexidade na solução das integrais envolvidas no cálculo. Pode.-se. no
entanto, obter Funções de /n//uência PredifÍt;as aproximadas, substituindo
apropriadamente densidades Z-StKdent multivariadas por normais multivaria-
das. JOHNSON e GEISSER (1983) propõe o uso das densidades preditivas

/ M(P, (« P)(n - P - 2)''s'(-r + H)) e

./l0: Mn(Pm,(h - k-P)(" - k-P-2)':'f0(.r+Xn))
como aproximação para as densidades f-SZzzderzf (4.4) e (4.6), respectivamente
para os dados completos e para os dados com observações retiradas.

A aproximação foi feita de modo que (ver Resultado 7, Seção A.2 do
apêndice)

.E/(Z)

.E.í..,(z) = .Eã.,(z),

}''-.r(Z) }''««.F(Z),

b''«,.r..,(Z) = }''-.â.,(Z),
ou seja, se Z tinha distribuição Z-Student multivariada com vetar de médias
p e matriz de covariâncias E, sua densidade íoi aproximada pela densidade
da normal multivariada com vetar de médias p e matriz de covariâncias E.

Nestas condições, definem-se as Funções de /n//uência Predizia;as aproxi
macias

iÇf, f\i\3 = it.F. fn]
e

iÇf\:\, f) iÇj\:\,Í).
A seguir, apresentamos os resultados que servirão para a detecção de pon

tos influentes no caso do parâmetro 0 ser desconhecido, no problema de pre-
vlsaojã descrito
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II. Funções de Influência Preditivas aproximadas, () desconhecido 

As Funções de Influência Preditivas são construídas com base nas den
sidades preditivas, que, quando o parâmetro () é desconhecido, são densida
des t-Student multivariadas. Infelizmente, não é possível obter expressões 
das Funções de lnf luência Preditivas a partir desta distribuição, devido à 
complexidade na solução das integrais envolvidas no cálculo. Pode-se, no 
entanto, obter Funções de Jnf luência Preditivas aproximadas, substituindo 
apropriadamente densidades t-Student multivariadas por normais multivaria
das. JOHNSON e GEISSER (1983) propõe o uso das densidades preditivas 

]: Nn(Y, (n - p)(n - p - 2t1s 2(J + H)) e 

J(i) Nn(y(il, (n - k - p)(n - k - p - 2t1s(i)(I + H(il)) 
como aproximação para as densidades t-Student ( 4.4) e ( 4.6), respectivamente 
para os dados completos e para os dados com observações retiradas . 

A aproximação foi feita de modo que (ver Resultado 7, Seção A.2 do 
apêndice) 

Varf(iJ(Z) = Var1(i/Z), 

ou seja, se Z tinha distribuição t-Student multivariada com vetor de médias 
µ e matriz de covariâncias :E, sua densidade foi aproximada pela densidade 
da normal multivariada com vetor de médiasµ e matriz de covariâncias :E . 

Nestas condições, definem-se as Funções de Influência Preditivas aproxi
madas 

e 

Í(/(i), J) = I(](i), ]). 
A seguir, apresentamos os resultados que servirão para a detecção de pon

tos influentes no caso do parâmetro 0 ser desconhecido, no problema de pre
visão já descrito. 
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Resultado 4.3
Nos modelos (4

influência preditiva aproximada /(/, /(i)) é tal que

z!(j:.J\Ü iÇj,IF\üÕ

i P?l'ÕÍ(S-X;(J'-;%)''X')l

+ {/«l.r + ;u(J' - u)':l- ;ót,lbç(J' - l:lç)':l}
+ « {ó(l - t?)'' - /« ló(i - t?)''l - i}

+ {-{ Z,t?(i - t?)': t'1%(J' - ;%)''l},
ond' Z'=("--p--2)''("--k--p--2) e ci =(n--k--p)''(n--k--p--2)

Prova : De (4.12)

2/(/,/m) -(P-Pmy(" - k-p)':(" -k-p-2)'i;l:(.r+xn)':(P -Pu)

-- ', lã!'igb''« -- x)eú!-i$;1o.õí« -.. "''n''l
/« ob-;.{b.'« + .múi4-illiP'õíc'' -- "''u': -«
e1l:.+i.{.;la (P - Puy'j;Í(/ + Hm)''(P - Pn)

+ *' le\ifiri?(« - k -d'''õÍ«+ m r + xaD-:l

/" e\:}.i!;la(" - p)''(" - É - p)'';i;Í(/ + #)(/ + xn)':
Tomando ci = ("--k-:p)':(n--A--p--2) e Z' = (n--p--2)''(n--k--p--2)

substituindo P por XP e y(i) por XP(i),

2/(./;,Âa) - '- l(xÕ - xÓuy'i;Í(-r + -ün)''(xÓ - xÓm)l

+ t, IZ,(" - P)''(" - k - P)':'i;í(J' + n')(-r + Hm)''j
/« lz'(« - p)''(" - k - p)':'i;Í(.r + x)(.r + xn)'' l- «

.. l(Õ - ÕHyx''i;Í(/ + xm)':x(õ - Óm)l

+ {« ló':'i;Í(.r + a)« + Hn)-'l
/« ló':'i;?(]' + #)(/ + H'n)':

1 ) (4.2) 0 desconhecido e x,e n fllnr;,-. de, C01T'l l

e

Resultado 4.3 
Nos modelos (4.1) e (4.2), com 0 desconhecido e W = X, a função de 
influência preditiva aproximada Í(J, Í(i)) é tal que 

2 Í(J, Í(i)) = 2 !(], j(i)) 

1 2[ 2 ' 1 i l = 2c1 Di s~)(S-Xi(I- 2½t Xi) 

+ {lnll + ½½(/- ½)- 11-½btr[½(I -½½t 1
]} 

+ n {b(l - tn- 1 
- ln [b(l - tn-1

] - 1} 

+ {-½bt~(l -t;)- 1 tr[½(I-½½t 1
]}, 

onde b = (n - p- 2)- 1 (n - k - p- 2) e c1 = (n - k - p)-1(n - k - p- 2). 

Prova: De (4.12) 

21(], ](i)) = (y - y(i))'(n - k - Pt1(n - k - p - 2)s~)(I + H(i)t1(y - y(i)) 

+ tr [ (n - p) s2(1 + H) (n - k - p - 2) s-.2(/ + H(i))-1] 
(n-p-2) (n-k-p) (,) 

- lnl (n-p) s2(I+H)(n-k-p-2)s-.2(I+H(i))-11-n 
(n-p-2) (n-k-p) (,) 

= (n-k-p-2) (A_ A(i))' -2(/+H(i))-1(A _ A(i)) ( n - k - P) y y s ( i) y y 

+ tr [(n - k - p - 2
) (n - p)s2(n - k - p)-1 s-/u + H)(I + H(i)t1] (n-p-2) () 

- ln 1 (n - k - p -
2
) (n - p)s2(n - k - Pt 1 s-/(I + H)(I + H(il)-1 I- n. (n-p-2) () 

Tomando c1 = (n-k-p)- 1 (n-k-p-2) e b = (n-p-2t 1(n-k-p-2) 
e substituindo y por XS e y(i) por XS(i), 

21(], j(i)) = C1 [(xS- xs(i))'s~)(I + H(i)t 1(XS- xs(i))] 

+ tr [b(n- p)s2(n -k- pt1s~)(I + H)(I + H(i))-1] 

- ln Jb(n - p)s2(n - k - pt1 s~)(I + H)(I + H(i)t 1 
J - n 

= C1 [ (S - s(i)) 1 X' s~)(I + H(i)tl X(S - s(i))] 
+ tr [ ba2a~)(I + H)(I + H(i))-1] 

- ln lba2a~)(I + H)(I + H(i)t1
1 - n, 
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devido às relações em (4.7)

De (4.10), temos ainda que

l+#
1 + t?(l - t?)':
11 - t?)':

e, utilizando o Resultado 12 (t;{) (Seção A.5 do apêndice),

2.r(/, /m) i'i;l: x'(.r + m)''xl

+ f, ló'''i;í« + w(.r + Hm)-:l

/« lz,''«õí(.r + #)(/ + xu)':

.: o? I'õí x'« - 1:" - é:xs':x;« - ;'o''x.s':xoxl
+ t, lz,(i - t?)':(.r+x)(.r+ m)''l
- /«lz,(i -t?)':(.r+.a)(.r+ n)':l -«

.: "? I'i;? (x'x - ;x''''" s':xíp - ;'o':x.s':x'x)l
+ ó(i - t?)': t, ](.r + -#)(/+ xn)'']
- /« lz,(i - z?)':l" - /«l(.r+ #)(/+ n'n)''l - «

.:"?l;õíw-;s-;x« ;'o''x l
+ ó(i - t?)':(" - {t'llÇ(/ - ;%)''l)
-«/nlb(l -z?)':l - /«l(/+x)(/+ m)':l -«

1:.-o?l'õíw ;VO''xl
+ «ó(i - t?)': - ; ó(l - t?)': t'1%(/ - !U)':l
- «/nlz,(l - z?)':)l - /«l(.r+ #)(/+ Hn)':l - «

;.:o?l'õí -xí«-;VO''xol
+ « z,(i - t?)': - ;z't,IU(.r - ;%)':l

ióf?(i - t?)': f'lU(]' - ;y)':l - «/«lz,(i - t?)':)l

n

2 2a a({)
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devido às relações em (4.7). 

De ( 4.10), temos ainda que 

2 -2 = 1 + r.2 a ª(i) i 

= 1 + t; (1 - tf)- 1 

- (1 - tn-1 

e, utilizando o Resultado 12 ( vi) (Seção A.5 do apêndice), 

21(}, J(i)) = c1 D;[s~) X'(I + H(i)t
1 X] 

+ tr [ ba2a~)(I + H)(I + H(i)t
1

] 

- ln lba2a~)(I + H)(I + H(i)t
1

1 - n 

D~ [s--:2 X'(I - !H - !xs-1X'(I - !v.)-1X·S- 1X')Xl - C1 l (1) 2 2 t 2 1 1 

+ tr [b (1 - t;t 1 (I + H)(I + H(i))- 1
] 

- ln lb (l - t;t1(I + H)(I + H(i)rl 1 - n 

= n 2 
[--:

2 (X'X - !x'HX - !x 1xs- 1x'(I - !½)-1x-s- 1x'x)] C1 i S(i) 2 2 i 2 i i 

+ b(l - t;t 1 tr [(I + H)(I + H(i))-1
] 

- ln [b(l - t;)- 1r - lnl(I + H)(I + H(i))- 1
1 - n 

2 [ -2 1 1 '( 1 )-1 l - C1 D; s(i) (S - 2s - 2xi I - 2 V; Xi) 

2 1 1 [ 1 1) + b(l -t;)- (n - 2tr V;(I- 2V;t ) 

- n ln[b(l - t;)- 1
] - lnl(I + H)(I + H(i))-1 I - n 

- 1 C1 D; [s~) (S - x;(I -1 V;)- 1 Xi)] 
1 1 + nb(l -t;)- 1 

- 2b(l - t;t 1 tr[V;(I - 2V;t1
] 

- n ln[b(l - t;t 1 
)] - lnl(I + H)(I + H(i))- 1 I - n 

- 1 c1 D; [s~) (S - x;(I - tV;t1 Xi)] 
2 1 1 [ ( 1 ) 1) + n b (l - t;)- - 2btr V; I - 2 V; -

1 1 - 2bt;(l - t;t 1 tr[V;(I - 211;)-1
) - nln[b(l - t;)- 1

)] 
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/nl(.r + H)(.r + Hn)': l

12(i) e(iÍI)(Seção A.5 do apêndice),

; p?l'üíw-xí(.r-;w':xol
1 1

+ « Ó(l - t?)'' - i Z'Z,IK(J' - ;U)':l
- é:ót?(i - t?)'' t'lU(J' - l:U)':J - «

- /«l2'2''l.r + ;U(.r - ;'u)':l''l - «

;.:o? I'a? -xí(.''-;lo':xol
+ { /«l.r + ;tçGr - ;vO'' 1- ; óf,[Z«
+ nlÓ(l - t?)': - /nlÓ(l - t?)''l - l}

+ {-$Ótl;(i - t?)'' t'lU(/ - ;%)':l }.

Do Resultado

/«ló(i t?) '')l

Q

:] }

Resultado 4.4
Nos modelos (4.1) e (4.2), com 0 desconhecido e }y = X, a função de

influência preditiva aproximada /(/(i),/) é tal que

2 i(.fç.i\, j) = altjti\,f)

; , ?('''s)
+Íi ó': t,1%(/ - U)':l - /«l.r + ;U(]' - }Ç)''l}
+ « {b':(l - t?) - /nlÓ':(l - t?)l - l}

+ {-{ ó'' t? z, 1%(]' - U)':l},

onde Z'=(n--A--p--2)(n--p--2)': e c2 =(n--p--2)(n--P)':

Prova : De (4.12),

2/(ão,/) m - Pyl(« -p)':(« - p - 2)'':(.r+ x)':l(pn - p)

-- '« Inli-$i::b'õ,« -- "':neág-;?.''« -'- ")':l

Do Resultado 12 (i) e (iii) (Seção A.5 do apêndice), 

Resultado 4.4 
Nos modelos (4.1) e (4.2) , com 0 desconhecido e W = X , a função de 
influência preditiva aproximada I(](i), ]) é tal que 

2 Í(J(i) , f) = 2 I(](i), ]) 

= !e D~(s- 2 S) 2 2 t 

1 1 + { 2 b-1 tr[½(I - ½)-1] - lnll + 2 ½(! - ½t1 I} 
+ n {b- 1 (1 - tn - ln[b- 1 (1 - tn] - 1} 

1 + {-2 b-1 t; tr [½(! - ½t1]}, 

onde b = (n - k - p - 2)(n - p - 2)- 1 e c2 = (n - p - 2)(n - pt1. 

Prova : De (4.12), 

2I(](i),J) = (y(i) - y)'[(n - p)- 1 (n - p- 2)s-2 (I + H)- 1](y(i) -y) 

+ tr[ (n-k-p) S2· (I+H(i))(n-p-2)s_2(I+Ht1] 
(n - k - p - 2) (,) (n - p) 
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{'« n9.t-+;!b'f;,« -. x''neilliP.''« -'. ")'' - «}

(!il:li.;.;la (p - pnyl'''(/ + .a)''i(p

+ '' IÕ/:i.!i:b(« - k '&)(« - d''.''Gr + .üq(.r + #)':l
{/« GÍ:i:';:g(« - k - d'&)(« - d':.''« + .Kq(.r + .m':

Definindo c2 =(n--p--2)(n p)': e ZI = (n--k--p--2)(n--p--2)':
e, substituindo j' por X/3 e y({) por X/3(i),

9m)

(«

21(jw , f) c, (» - .ÕmylX''''(.r + X)':XI(Õ - Õn)

+ t,lb':(« - k - p)'fo(« - p)':;''(.r + xm)(]' + H)':l
/«lb''(« - k - P)'f0(n - P)':'''(/ + #m)(/+ #)':l

c, D?('''X'(.r + H)':X)
+ {t,ló''«fo«''(.r+ xm)(.r + H)':l

/«ló'''fo'''(.r + xn)(.r + #)''l - «},
da definição de .D?( ) e usando as relações de (4.7).

Como consequência de(4.10) e do Resultado 12(íi)(Seção A.5 do apêndice),

ziÇjo\ . f) ., n?(''' x'(/ - l;x)x)
+ t,ló':((i - z?)':)':(.r + xn)(.r + #)':l
- /nlz,''((l - t?)':)':(.r + Hn)(.r + H)':l
., ol:(''' (x'x - ;x'a'x))
+ t,lb':(l - t?)(/ + xm)(.r + H)''j
- /«lb':(l - t?)(-r + xm)(/+ N')''l
., -o?(''' (s - l;s))

n

n

+ t,ló':(i - t?)(.r+ xn)(/+ #)''l
- /«lb':(l - t?)(.r + -Hm)(/ + #)''l
; ., o?('''s)
+ ó':(i - tl:) t,l(.r + xm)(/+ H)':)l

/nl6''(1 - t?)I" - /nl(.r + H'm)(/ + #)':

n
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- {tnl (n-k-p) s2i(I+H(i))(n-p-2)s_2(I+Ht1l-n} (n-k-p-2) () (n-p) 

= (n - p - 2) (y _ y(i))'[s-2(! + H)-l](y _ y(i)) 
(n - p) 

+ tr [(n(:: ~; ~ 
2

) (n - k - p)s(i/n - pt1s-2(J + H(il)(J + H)- 1
] 

- { ln 1 (n (:: ~; ~ 
2
) (n - k - p)s(i)(n - Pt 1 s-2(! + H(i))(I + H)- 11- n}. 

Definindo c2=(n-p-2)(n-p)-1 e b=(n-k-p-2)(n-p-2)- 1 

e, substituindo y por X{J e y(i) por X{J(i), 

21(](i), !) = C2 (fJ - fJ(i))'[X' s-2u + H)- 1 X]({J - fJ(i)) 
+ tr[b-1(n - k - p)s(i)(n - p)- 1 s-2u + H(i))(I + Ht1

] 

- lnlb-1(n - k - p)s(i)(n - p)-1 s-2u + H(i))(I + H)-1 I - n 
- c2 D; (s-2 X'(I + H)-1 X) 

+ { tr[b-1a(i)a-2(I + H(i))(I + Ht 1
] 

- lnJb-1a(i)a-2(I + H(i))(I + H)-1
1 - n }, 

da definição de Df ( ·) e usando as relações de ( 4. 7). 

Como consequência de ( 4.10) e do Resultado 12 ( ii) (Seção A.5 do apêndice), 

2I(f(i),f) = c2 D;(s-2 X'(I -tH)X) 

+ tr[b- 1((1 - t;t 1
)-

1 (I + H(i))(I + Ht 1
] 

- lnlb- 1((1 - t?)- 1
)-

1 (! + s(i))(I + Ht 11- n 

- c2 D;(s-2 (X'X -tX'HX)) 

+ tr[b- 1 (1 - t;)(I + H(i))(I + H)-1
] 

- lnlb- 1(1 - t;)(I + H(i))(I + H)- 11- n 

- C2 D;(s-2 (S - ts)) 
+ tr[b- 1(1 - t;)(I + H(i))(I + H)-1

] 

- lnlb- 1 (1 - t;)(I + H(i))(I + Ht 11- n 
1 

2 ( 2 - 2 c2 Di s- S) 

+ b- 1 (1 - t;) tr[(I + H(i))(I + H)- 1
)] 

- ln[b-1 (1 - t;)t - lnl(I + H(i))(I + Ht 1
1 - n. 
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Usando o Resultado 12({o),(í) e(íii)
vamente,

(Seção A.5 do apêndice) respecti

2,iQi\ü, i) i: .: n?b''8
+ Z,':(i - t?)(" + l:t' IU(J' - U)':l)

/«1/ + ;%(.r - u)': l- «/nl6''(1 n

; .: .o?B-'8

+ «ó':(i - {l;)+ ã ó':(i - z?)t' 1%(/ - H)''l
- n/nlb':(l - t?)l - /«lJ' + ;%(/- U)''l - «
l , ?o''n

t?) + ; ó':t,1%(J' - U)''] - É' ó':t? t, 1%(]' - U)

- «/nló':(l - t?)l - /«l.r + ;U(.r - U)':l -

+ {« z,':(l
:]

«}

l , ?o''n
+ ió':t, 1%(/ - }Ç)':l

- /«l.r +;u(/ - u)':i
+ nÍb':(l - f?) - /«IZ,':(l - t?)l

;ó':t? f, IK(J' - H)':l.

1}
D

Observamos que o primeiro termo em /(/, /({)) é proporcional à função
distância de Cook para o caso k arbitrário, sendo que os dois primeiros com-
ponentes são muito semelhantes aos dos Resultados 4.1 e 4.2 e podem ser
interpretados de maneira similar.

O último termo, que é sempre negativo, vai produzir um decréscimo em
/(/, /(i)). Tal decréscimo será tanto maior quanto mais influente for o con-
junto de dados "Í" e vai compensar um possível aumento nas demais parcelas
ocorrido devido à falta de ajuste.

Encerrado o estudo sobre Furzções de /n//uência Preditãuas nos modelos
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Usando o Resultado 12 (iv), (i) e (iii) (Seção A.5 do apêndice) respecti
vamente, 

1 2 ( 2 ) 2 C2 Di s- s 
1 + b- 1 (1 - t;) (n + 2tr [¼(/ - ¼t1

]) 

1 - nln[b- 1(1 - t;)] - lnll + 2¼(! - ¼t1 I - n 

! e D?(s- 2 S) 2 2 t 

1 + n b- 1 (1 - t;) + 2 b- 1 (1 - t;) tr [¼(/ - ¼)- 1
] 

1 - nln[b- 1(1 - t;)] - lnll + 2¼(! - ¼)- 11 - n 

1 2( 2 ) 2 C2 Di s- s 
1 1 + {nb-1 (1 -t;) + 2b- 1tr[V;(I- ¼t1

] - 2b- 1t7tr[V;(I- ¼)- 1
] 

1 - n ln[b- 1(1 - t;)] - ln II+ 2 ¼(J - ¼t 11 - n} 

1 2 2 ) 

2 c2 Di (s- S 

+ tb-ltr [¼(/ - ¼t1] 

- lnll + t¼(I - ¼t1
1 

+ n{b- 1 (1 - t;) - ln[b- 1(1 - t;)] - 1} 

- !b-1t7 tr [¼(J - ¼t1
]. D 

2 

Observamos que o primeiro termo em Í(f, f(i)) é proporcional à função 
distância de Cook para o caso k arbitrário, sendo que os dois primeiros com
ponentes são muito semelhantes aos dos Resultados 4.1 e 4.2 e podem ser 
interpretados de maneira similar. 

O último termo, que é sempre negativo, vai produzir um decréscimo em 
Í(J, f(i)) - Tal decréscimo será tanto maior quanto mais influente for o con
junto de dados "i" e vai compensar um possível aumento nas demais parcelas 
ocorrido devido à falta de ajuste. 

Encerrado o estudo sobre Funções de Influência Preditivas nos modelos 
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lineares (4.1) e (4.2), apresentaremos a seguir um exemplo que ilustrará al.
gumes das idéias desenvolvidas nesta seção.

4.4 Exemplo
Nesta seção, apresentamos a análise feita por JOHNSON e GEISSER

(1983), com o objetivo de ilustrar o uso de .f(/(i), /) (Resultado 4.4) na de-
tecção de subconjuntos de observações influentes.

Os autores utilizam os dados de C00K e WEISBERG (1980), relativos a
um experimento conduzido com o objetivo de avaliar o sucesso do tratamento
de nuvens na tentativa de incrementar chuvas.

O experimento FACE (Florida Área Cumulus Experiment) foi realizado
para verificar a existência de efeito do uso de "iodeto de prata" para aumentar
a quantidade de chuva. A análise foi feita numa área de aproximadamente
3000 milhas quadradas ao norte e leste de Coral Gables, Florida.

Neste experimento, 24 dias no verão de 1975 foram considerados apropria-
dos para aplicação do tratamento, com base num particular critério. Um dia
seria analisado se

S - Ne ? 1.5, (4.13)
onde

S é a previsão da diferença entre as alturas máximas de uma nuvem se
tratada e não tratada e

Ne é um favor que será tanto maior quanto melhores forem as chances de
se obter chuva naturalmente.

Em geral, os dias apropriados foram aqueles nos quais S -- Ne era grande
e a primeira chuva natural nesse dia foi pequena. Em cada dia considerado
como apropriado, a decisão de aplicar o tratamento baseou-se numa aleat(»
rização. Assim, aplicou-se o tratamento a 12 dias e analisou-se mais 12 dias
sem o trai cimento.
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lineares (4.1) e (4.2), apresentaremos a seguir um exemplo que ilustrará al
gumas das idéias desenvolvidas nesta seção. 

4.4 Exemplo 

Nesta seção, apresentamos a análise feita por JOHNSON e GEISSER 
(1983), com o objetivo de ilustrar o uso de Í(J(i), f) (Resultado 4.4) na de
tecção de subconjuntos de observações influentes. 

Os autores utilizam os dados de COOK e WEISBERG (1980), relativos a 
um experimento conduzido com o objetivo de avaliar o sucesso do tratamento 
de nuvens na tentativa de incrementar chuvas. 

O experimento FACE (Florida Area Cumulus Experiment) foi realizado 
para verificar a existência de efeito do uso de "iodeto de prata" para aumentar 
a quantidade de chuva. A análise foi feita numa área de aproximadamente 
3000 milhas quadradas ao norte e leste de Coral Gables, Florida. 

Neste experimento, 24 dias no verão de 1975 foram considerados apropria
dos para aplicação do tratamento, com base num particular critério. Um dia 
seria analisado se 

( 4.13) 

onde 

S é a previsão da diferença entre as alturas máximas de uma nuvem se 
tratada e não tratada e 

Ne é um fator que será tanto maior quanto melhores forem as chances de 
se obter chuva naturalmente. 

Em geral, os dias apropriados foram aqueles nos quais S - Ne era grande 
e a primeira chuva natural nesse dia foi pequena. Em cada dia considerado 
como apropriado, a decisão de aplicar o tratamento baseou-se numa aleato
rização. Assim, aplicou-se o tratamento a 12 dias e analisou-se mais 12 dias 
sem o tratamento. 
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Na seleção dos dias através do critério da inequação
dores consideraram somente dias com O' $ 13% , onde

(4.13), os investiga

a é a porcentagem de nuvens na área experimental, medida usando radar

Esta variável é tal que um dia com distúrbios ou não apropriado teria
C' > 13%.

Em cada dia, foram medidas a variável resposta "quantidade de chuva".
uma variável indicadora expressando se as nuvens foram ou não tratadas na-
quele dia e mais 9 variáveis, incluindo interações, consideradas importantes
na explicação da variável resposta.

Foram consideradas a variável resposta

Y : quantidade de chuva na regiãonum períodode 6 horas, medida em metros
cúbicos x 10r em cada dáa ana/içado,

e as seguintes variáveis explicativas:

S -- N. e C
P

de./'inídas anteriormente
quantidade de c/zuua na região destino, medida em
metros ctíbicos x 107, uma /fora antes da ap/icacão do tratamento
número de dias decorridos após o in;cão do e=peràmento
(r 16 .fuma., 1975).

T

A variável 7' é importante, pois possibilita a análise de uma tendência
natural de chuva com o passar dos dias de experimento ou modificações nas
técnicas experimentais. Foram ainda utilizadas as variáveis explicativas indi-
cadoras:

Á .f l seAouoe ap/icacãodotraZamentonas nuvens lzesse dia,
0 casocontrár o

e

E- l
2

quando ezisfe mensagem de movimento de radar,
para mensagem de radar estacionário.

A Tabela 4.1 fornece os valores dessas variáveis para a amostra de 24 dias
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Na seleção dos dias através do critério da inequação ( 4.13), os investiga
dores consideraram somente dias com C :S 13 % , onde 

C é a porcentagem de nuvens na área experimental, medida usando radar. 

Esta variável é tal que um dia com distúrbios ou não apropriado teria 
e> 13%. 

Em cada dia, foram medidas a variável resposta "quantidade de chuva", 
uma variável indicadora expressando se as nuvens foram ou não tratadas na
quele dia e mais 9 variáveis, incluindo interações, consideradas importantes 
na explicação da variável resposta. 

Foram consideradas a variável resposta 

Y : quantidade de chuva na região num período de 6 horas, medida em metros 
cúbicos x 107 em cada dia analisado, 

e as seguintes variáveis explicativas: 

S- Ne e C 
p 

T 

definidas anteriormente 
quantidade de chuva na região destino, medida em 
metros cúbicos x 107

, uma hora antes da aplicacão do tratamento 
número de dias decorridos após o inicio do experimento 
(T = O para 16 de junho, 1975). 

A variável T é importante, pois possibilita a análise de uma tendência 
natural de chuva com o passar dos dias de experimento ou modificações nas 
técnicas experimentais. Foram ainda utilizadas as variáveis explicativas indi
cadoras: 

e 

se houve aplicacão do tratamento nas nuvens nesse dia, 
caso contrário 

E = { 1 quando existe mensagem de movimento de radar, 
2 para mensagem de radar estacionário. 

A Tabela 4.1 fornece os valores dessas variáveis para a amostra de 24 dias . 
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Tabela 4.1
de 9d ;na

Caso
l
2

3
4

5
6

7

8
9

10
11

12

13
14

15
16
17
18

19
20
21
22
23

24

Valores das variáveis para a amostra

Ã
0

l
l
0

l
0

0
0

0

l
l
l
0

l
l
0

0

l
0

l
l
0

l
0

T
0

l
3

4

6
9

18
25

27

28
29

32
33
35
38

39
53
55
56
59
65
68

82

83

g

1,75
2,70
4,10
2,35
4,25
1,60
1,30
3,35
2,85
2,20
4,40
3,10
3,95
2,90
2,05
4,00
3,35
3,70
3,80
3,40
3,15
3,15
4,01
4,65

C
13,4
37,9

3,9
5,3
7,1
6,9
4,6
4,9

12,1
5,2
4,1
2,8
6,8
3,0
7,0

11,3
4,2
3,3
2,2
6,5
3,1
2,6
8,3
7,4

P
0,274
1,267
0,198
0,526
0,250
0,018
0,307
0,194
0,751
0,084
0,236
0,214
0,796
0,124
0,144
0,398
0,237
0,960
0,230
0,142
0,073
0,136
0,123
0,168

É
2

l
2

l
l
2

l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
2
l
l
2

l
l
l
l

Y
12,85
5,52
6,29
6,11
2,45
3,61
0,47
4,56
6,35
5,06
2,76
4,05
5,74
4,84

11,86
4,45
3,66
4,22
1,16
5,45
2,02
0,82
1,09
0,28

O modelo adorado foi

l3o -} j3\A -+ j3aT -} j3aÇS -- Ne) -} j34C -\- jisLP -+ j3sE
+ P:;(.A X (S - Ne)) + P:.(.A X C') + P:.(.A X Z,P)

+ #:6(.A x .E) + c, (4.14)

onde Z,y = /ogioyl, Z)P = /ogioP e os termos de produto cruzado corres.
pondem às interações entre as variáveis.

O objetivo da análise é descrever a diferença entre as quantidades médias
de chuva para dias com nuvens tratadas e dias com nuvens sem tratamento.
fixadas as demais variáveis, dada por

azl'' IÁ z(z;Y" l.4
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Tabela 4.1 - Valores das variáveis para a amostra 
de 24 dias 

Caso A T s e p E y 
1 o o 1,75 13,4 0,274 2 12,85 
2 1 1 2,70 37,9 1,267 1 5,52 
3 1 3 4,10 3,9 0,198 2 6,29 
4 o 4 2,35 5,3 0,526 1 6,11 
5 1 6 4,25 7,1 0,250 1 2,45 
6 o 9 1,60 6,9 0,018 2 3,61 
7 o 18 1,30 4,6 0,307 1 0,47 
8 o 25 3,35 4,9 0,194 1 4,56 
9 o 27 2,85 12,1 0,751 1 6,35 

10 1 28 2,20 5,2 0,084 1 5,06 
11 1 29 4,40 4,1 0,236 1 2,76 
12 1 32 3,10 2,8 0,214 1 4,05 
13 o 33 3,95 6,8 0,796 1 5,74 
14 1 35 2,90 3,0 0,124 1 4,84 
15 1 38 2,05 7,0 0,144 1 11,86 
16 o 39 4,00 11,3 0,398 1 4,45 
17 o 53 3,35 4,2 0,237 2 3,66 
18 1 55 3,70 3,3 0,960 1 4,22 
19 o 56 3,80 2,2 0,230 1 1,16 
20 1 59 3,40 6,5 0,142 2 5,45 
21 1 65 3,15 3,1 0,073 1 2,02 
22 o 68 3,15 2,6 0,136 1 0,82 
23 1 82 4,01 8,3 0,123 1 1,09 
24 o 83 4,65 7,4 0,168 1 0,28 

O modelo adotado foi 

LY - /3o + /31A + /32T + /33(S - Ne) + /34C + /3sLP + /36E 
+ f313(A X (S - Ne)) + f314(A X C) + /31s(A X LP) 
+ /316(A X E)+ t, ( 4.14) 

onde LY = log10Y, LP = log10 P e os termos de produto cruzado corres-
pondem às interações entre as variáveis. 

O objetivo da análise é descrever a diferença entre as quantidades médias 
de chuva para dias com nuvens tratadas e dias com nuvens sem tratamento, 
fixadas as demais variáveis, dada por 

.6.LY - E(LY IA= 1) - E(LY IA= O) 
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P-+ P:;(s Nc] -+ l3XAc -+ j3xsLP -+ j3\sE

Desta forma, o subconjunto de parâmetros
primordial interesse.

l3t , l3«, l3«, l3\' e Piõ é de

A Tabela 4.2 fornece o valor da componente de /oração (função de Z)? ),
a soma dos três membros restantes de /(/(Í), ./) , que será chamada de com-
ponente cooa7'áaciona/ e o valor da soma /(/(i),/) dado no Resultado 4.4.

Partindo dos dados completos, isto é, n=24 observações, a Tabela 4.2
mostra os 5 subconjuntos de dados mais influentes quando retiradas uma,
duas e três observações respectivamente, em ordem decrescente com relação
às magnitudes de /(/(i),/).

Quando k = 1, as observações mais influentes em ordem decrescente
com respeito à comporzente de /Doação foram 2, 7, 6, 24 e 18, no entanto, com
respeito à componente coçar aciona/ foram 2, 7, 24, 18 e 6. Da tabela, vemos
que quando k=1, as observações 2, 7 e 24 são as mais influentes com respeito
a s07na.
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Tabela 4.2 - Grupos de observações mais influentes
Componente

de Componente Soma
Observação Locacão Covariacional .f(/({),.f)

2 7,02 i6,32
7 4,01 5,26 9,27

k-1 24 2,39 3,92 6,31
6 2,53 0,79 3,32

18 1,43 1,60 3,03

2,5 40,10 22,85 62,95
2,21 18,08 29,09 47,17

k=2 2,15 1,35 30,30 31,65
2,14 8,21 21,24 29,45
2,11 9,13 19,12 28,25

2,5,21 125,22 41,87 167,09
2,5,23 49,33 56,88 106,2]

k=3 2,14,21 32,91 47,29 80,20
2,5,15 32,56 44,56 77,12
jiJ:14 45,77 29,31 75,08

Desta forma, o subconjunto de parâmetros /31, /313, /314 , /315 e /316 é de 
primordial interesse. 

A Tabela 4.2 fornece o valor da componente de locação (função de D;), 
a soma dos três membros restantes de I(](i), ]) , que será chamada de com
ponente covariacional e o valor da soma I(](i), i) dado no Resultado 4.4. 

Partindo dos dados completos, isto é, n=24 observações, a Tabela 4.2 
mostra os 5 subconjuntos de dados mais influentes quando retiradas uma, 
duas e três observações respectivamente, em ordem decrescente com relação 
às magnitudes de I(](i), ]). 

Tabela 4.2 - Grupos de observações mais influentes 
Componente 

de Componente Soma 
Observação Locação Covariacional i(J(i), f) 

2 7,02 16,32 23,24 
7 4,01 5,26 9,27 

k=l 24 2,39 3,92 6,31 
6 2,53 0,79 3,32 

18 1,43 1,60 3,03 

2,5 40,10 22,85 62,95 
2,21 18,08 29,09 47,17 

k=2 2,15 1,35 30,30 31,65 
2,14 8,21 21,24 29,45 
2,11 9,13 19,12 28,25 

2,5,21 125,22 41,87 167,09 
2,5,23 49,33 56,88 106,21 

k=3 2,14,21 32,91 47,29 80,20 
2,5,15 32,56 44,56 77,12 
2,5,14 45,77 29,31 75,08 

Quando k = l, as observações mais influentes em ordem decrescente 
com respeito à componente de locação foram 2, 7, 6, 24 e 18, no entanto, com 
respeito à componente covariacionalforam 2, 7, 24, 18 e 6. Da tabela, vemos 
que quando k=l, as observações 2, 7 e 24 são as mais influentes com respeito 
à soma. 
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Quando k = 2 ou k = 3, os cinco conjuntos mais influentes contêm a
observação 2. A partir dos resultados apresentados na Tabela 4.2, os auto...
res consideraram a observação 2 como "discrepante" . Verificou-se que essa
observação possuía um alto valor em uma das variáveis explicativas, estando
fora das condições planeadas para o experimento. Suspeitando-se que essa
observação poderia ocultar características importantes dos dados restantes.
ela foi retirada.

Após a retirada da observação 2, foram refeitos os cálculos. desta vez com
base na amostra de n=23 observações e os resultados encontram-se na Tabela
4.3

Tabela 4.3 - Subconjuntos de observações mais
i!!f.!uentes, eliminada a observação 2

Esta tabela mostra que as observações 7 e 24 são as mais influentes in-
dividualmente, e também aos pares, devido a seu efeito na estrutura de co.-.

variância, principalmente na influência por pares. Sendo assim, era de se
esperar que o par (7,24) fosse o mais influente em grupos de 3 observações,
mas ôsso não aconteceu. Nos grupos de 3 observações mais influentes, a ob-
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    Componente    
    de Componente Soma

  Observação l ,ocarãn Covaraciona] tÇfu. f)
  7 3,71 5,13 8,84
  24 2,21 3,79 6,00

k-l 6 2,25 0,81 3,06
  18 1,18 1,68 2,86

  17 0,56 0,93 1,49

  7,24 2,09 14,81 16,19
  4,24 4,22 8,75 12,97

k-2 1,17 8,17 4,18 23,35
  7,16 5,23 6,22 11,45

  4,7 6,35 4,86 11,21

  5,11,23 83,43 49,02 132,45
  1,13,17 23,39 13,77 36,16
k-3 1, 6,13 18,17 12,78 30,95

  4,16,24 9,61 18,16 27,77
  1, 8,17 19,28 3,59 22,87

Quando k = 2 ou k = 3, os cinco conjuntos mais influentes contêm a 
observação 2. A partir dos resultados apresentados na Tabela 4.2, os auto
res consideraram a observação 2 como "discrepante" . Verificou-se que essa 
observação possuia um alto valor em uma das variáveis explicativas, estando 
fora das condições planejadas para o experimento. Suspeitando-se que essa 
observação poderia ocultar características importantes dos dados restantes, 
ela foi retirada. 

Após a retirada da observação 2, foram refeitos os cálculos, desta vez com 
base na amostra de n=23 observações e os resultados encontram-se na Tabela 
4.3. 

Tabela 4.3 - Subconjuntos de observações mais 
influentes, eliminada a observação 2 

Componente 
de Componente Soma 

Observação Locação Covaracional Í(f(i}, f) 
7 3,71 5,13 8,84 

24 2,21 3,79 6,00 
k=l 6 2,25 0,81 3,06 

18 1,18 1,68 2,86 
17 0,56 0,93 1,49 

7,24 2,09 14,81 16,19 
4,24 4,22 8,75 12,97 

k=2 1,17 8,17 4,18 23,35 
7,16 5,23 6,22 11,45 
4,7 6,35 4,86 11,21 

5,11,23 83,43 49,02 132,45 
1,13,17 23,39 13,77 36,16 

k=3 1, 6,13 18,17 12,78 30,95 
4,16,24 9,61 18,16 27,77 
1, 8,17 19,28 3,59 22,87 

Esta tabela mostra que as observações 7 e 24 são as mais influentes in
dividualmente, e também aos pares, devido a seu efeito na estrutura de co
variância, principalmente na influência por pares . Sendo assim, era de se 
esperar que o par (7,24) fosse o mais influente em grupos de 3 observações , 
mas isso não aconteceu . Nos grupos de 3 observações mais influentes, a ob-
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servação 24 apareceu na quarta tripla mais influente, e o par (7,24) apareceu
no sétima tripla mais influente.

Desta análise, os autores concluíram que o par (7,24) não se ajusta ao mo..
dela assumido e que a tripla (5,11,23) é influente principalmente por apresen-
tar valores das variáveis distantes da massa de dados. Além disso, nenhuma
outra tripla mostrou-se tão inconsistente com o modelo.

Os autores da análise também concluíram que os primeiros sete pares mais
influentes correspondem a dias sem tratamento, já, as primeiras dez triplas
mais influentes envolvem sem distinção dias com nuvens tratadas e não tra-
tadas.

Em particular, a tripla (5,11,23) é muito influente com respeito a ambos
componentes de locação e covariacional, especialmente com respeito ao pri-
meiro. Essas observações incluíram somente dias com nuvens tratadas mas
respostas relativamente baixas e não se mostraram influentes individualmen.
te nem aos pares O par mais influente de (5,11,23) foi(5,23), que era o 85Q
em ordem de magnitude de /(/(i), /) .

Um posterior teste de outlier mostrou que não existia inconsistência da
tripla (5,11,23) com o modelo, talvez devido ao fato de que todos os subcon-
juntos de (5,11,23) são pouco influentes.

Finalizando, destacamos que, com base na medida Z) de C'ooA, C00K
e WEISBERG (1980) concluíram que o par (7,24) deveria ser removido. A
análise feita utilizando Puízções de /n//uêncáa Preditáuas levou à mesma con-
clusão.
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servação 24 apareceu na quarta tripla mais influente, e o par (7,24) apareceu 
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meiro. Essas observações incluiram somente dias com nuvens tratadas mas 
respostas relativamente baixas e não se mostraram influentes individualmen
te nem aos pares. O par mais influente de (5,11,23) foi (5,23) , que era o 85º 
em ordem de magnitude de J(Í(i), J). 

Um posterior teste de outlier mostrou que não existia inconsistência da 
tripla (5,11,23) com o modelo, talvez devido ao fato de que todos os subcon
juntos de (5,11,23) são pouco influentes. 

Finalizando, destacamos que, com base na medida D de Cook, COOK 
e WEISBERG (1980) concluiram que o par (7,24) deveria ser removido. A 
análise feita utilizando Funções de Influência Preditivas levou à mesma con
clusão. 
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Capítulo 5

Densidades Preditivas na
seleção de modelos de regressão

5.1 Introdução
Neste capítulo, apresentaremos o uso de densidades preditivas para a se-

leção de variáveis independentes no modelo de regressão linear múltipla, isto
é, na escolha da melhor equação de regressão.

Esta escolha será feita com base no uso de uma med da de t;erossimi/dança
prediíiua, obtida através da técnica de ReuZ{/{zação da 4mostra (GEISSER,

1975))

De acordo com essa técnica, os dados amostrais são particionados em ob.-
servações retidas e retiradas e para cada possível modelo, calcula-se uma medi-
da de uerossÍmí/dança predilit;a baseada em uma densidade preditiva qualquer
das observações retiradas dado as retidas.

Em particular, GEISSER e EDDY (1979) utilizam duas densidades pre--
ditivas. Em ambos os casos, os autores obtêm a densidade preditiva de cada
observação amostral dado as n -- l restantes e utilizam o produto dessas n
funções como medida de verossimilhança preditiva para o modelo considera-
do. O modelo mais apropriado ou provável será o que apresentar o maior
valor dessa medida.

A próxima seção descreve inicialmente o critério para selecionar o mo..
deão quando a distribuição das observações está completamente especificada.
Logo após, apresentamos o critério de l?eul /ázação da .4mosfra, que permite
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selecionar o melhor modelo quando um ou mais parâmetros da distribuição
das observações são desconhecidos, construindo a medida de verossimilhança
preditiva a partir do produto das densidades preditivas de cada observação
dadas as demais.

Neste capítulo, para o cálculo das medidas de verossimilhança preditivas,
utilizaremos a densidade preditiva bayesiana. Salientamos no entanto que,
qualquer densidade preditiva, incluindo as obtidas através das Funções de
Verossimilhança Preditivas, pode ser utilizada para obter as medidas de ve.-
rossimilhança preditivas que vamos precisar. Também faremos menção do uso
da densidade preditiva de quase verossimilhança considerada por GEISSER
. EDDY (1979).

Na Seção 5.2, assumindo que as observações provêm de populações nor-
mais, ilustramos a utilização do critério para selecionar um modelo dentre
três modelos possíveis, usando a densidade preditiva bayesiana.

Finalmente, na Seção 5.3, descrevemos o cálculo da medida de verossimi-
Ihança com o uso da densidade preditiva bayesiana desenvolvida por GEIS-
SER (1965), quando as observações obedecem a um modelo de regressão linear
múltipla. Desta forma, mostramos como o critério proposto é útil na seleção
de variáveis explicativas no modelo de regressão. Através de um exemplo
numérico, ilustraremos o procedimento, comparando-o com o método conhe-
cido como Todas as Possâeis Regressões (DRAPER e SMITH (1981)), usan-
do como critério de seleção o C?tmdrado J14édjo do Resz'duo e a estatística C'.
(MALLOWS (1973)). '

5.2 Seleção do melhor modelo
Na literatura, uma questão de importância é escolher o modelo que melhor

represente um conjunto de observações dadas. Com esse objetivo, vários pro-
cedimentos têm sido propostos. A seguir, descrevemos o critério apresentado
por GEISSER e EDDY (1979) para a seleção do melhor modelo.

Vamos supor que .A/i,. . ,.A/m são todos os possíveis modelos que po-
deriam ter gerado um conjunto de observações dadas, ou, pelo menos, ofe
tecem uma descrição satisfatória dos mesmos. Soam X., . . . , X., variáveis
aleatórias independentes consistindo na amostra ou dados, e x =(al, -.. , c.)
o conjunto dos correspondentes valores dessas observações. Em geral, considera-
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selecionar o melhor modelo quando um ou mais parâmetros da distribuição 
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se que os modelos À/k, Ã = 1, . . , m, especificam parcialmente ou comple-
tamente as distribuições das variáveis aleatórias Xj.

Admitiremos também que, para cada valor de Xj, .j = 1,2,...,n,
existe um conjunto de valores de / variáveis independentes ou explicativas
sj - (sjl,. - ,sji). Em particular, quando dispomos de duas amostras de

duas populações, um elemento de sj poderia ser uma variável indicadora
que descreveria a qual das populações a observação pertence.

Supondo que, sob cada modelo possível JWk, a distribuição das variáveis
aleatórias Xi,..- ,X« é completamente especificada, se /(x/s,.A/i) é a
densidade conjunta do vedor aleatório X = (Xi,.-.,X«) sob .A/i, e se
./)(aj/sj, Mt) é a densidade da variável aleatória Xj, para .j = 1,2,. . . ,n,
então, a função de verossimilhança sob o modelo MA é definida como

LK = fçx]s,MK] = Un]..fitli]Sj,Mk],

onde s = (si, ' . . , s.) . Neste caso, observada a amostra, pode-se obter o valor
de .[k, já que .6(zj/sj, À/A) não depende de parâmetros desconhecidos.

Na maior parte dos casos, os modelos Mk só especificam a distribuição da
amostra aleatória, de maneira que um subconjunto de parâmetros fica desco-
nhecido. Assim, uma alternativa para obter o valor de Zk, sob um particular
modelo Jt/k, é considerar densidades preditivas, de modo que os parâmetros
desconhecidos possam ser eliminados por algum dos métodos explicados no
Capítulo 2.

A seguir, apresentamos o método proposto por GEISSER (1975), que
permite obter o valor da medida de verossimilhança utilizando as densidades
preditivas de cada variável aleatória Xj, dado os valores das demais variáveis
Xi, paratodo A#J, A=1,2,...,n.

Critério de Reutilização da Amostra

GEISSER (1975) propôs particionar os dados da amostra em observações
retidas e observações retiradas, e posteriormente, utilizar uma densidade pre-
ditiva qualquer para a previsão das observações retiradas com base nas retidas.

Para nosso estudo, seja ./'(z/x, z, .A/k) uma densidade preditiva qualquer
para uma observação futura z quando A/k é o verdadeiro modelo, sendo
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Capítulo 2. 

A seguir, apresentamos o método proposto por GEISSER (1975), que 
permite obter o valor da medida de verossimilhança utilizando as densidades 
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Para nosso estudo, seja f( z /x , z, Mk) uma densidade preditiva qualquer 
para uma observação futura z quando Mk é o verdadeiro modelo, sendo 

77 



que x = (zi,..-,,a.) corresponde aos dados observados e z é o vetar de
variáveis explicativas associado a z. Se denotamos x(j) - (ai, - . . , zj-i, aj+i,

, z«) como o conjunto de observações x com aj-ésima observação retirada,
e se a função /j(zj/x(j), zj, a/i) é a densidade preditivapara Xj dado X(j) =
x(j), a medida de verossimilhança preditiva sob o modelo .A/A será

Zk = n;::./}(,j/x(0, zj, MA), (5.1)

# = 1,2,. . . ,m, onde m é o número de possíveis modelos para uma parti-
cular situação.

Como .[k é obtida através do produto de densidades preditivas dos X{,
.j = 1,2, . . . ,n, estamos admitindo uma "independência preditiva" entre es.
sas vara avelã.

Calculadas todas as medidas de verossimilhança .LÊ, k = 1, . . - , m, consi
deramos .a/A. como o modelo mais provável se .Lt. é o máximo de Li, . . . , .L.

O critério de Reutí/ cação da .4mosZra apresentado é definido para qual-
quer densidade preditiva /(z/x, z, .A/i), sendo z o valor que desejamos pre-
ver e x o conjunto de variáveis aleatórias observadas. Na seleção de modelos,
GEISSER e EDDY (1979) consideraram duas particulares densidades predi-
tlvas

(i) Densidade Preditiva de Quase-Verossimilhança

Sob o modelo Ã/A, seja g(z/z,0k, .4/k) a densidade de uma observação
futura z, associada ao vedor de variáveis independentes ou explicativas z,
com parâmetro 0A.

A densidade preditiva de quase verossimilhança de z é obtida substituindo..
se 0É em g(z/z, 0k, .A/k) por seu estimador de máxima verossimilhança Õk,
calculado com base nos dados observados.

Assim, no cálculo de .LA em (5.1), utilizamos como densidade preditiva

fjÇ j]xtj).zi, Mk) = g(~sj]zj,ÕK(j). Mk]

para cada .j = 1,2,. . . ,n, onde Oj;(j) é o estimador de máxima verossimi
Ihançade 0k calculado emfunção de x(j) = (zi,-.-,aj-i,zj+i, ',z.).
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que x = (xi,•••,, xn) corresponde aos dados observados e z é o vetor de 
variáveis explicativas associado a z . Se denotamos X(j) = (x1, · · ·, Xj-1, Xj+i, 
• • · , Xn) como o conjunto de observações x com a j-ésima observação retirada, 
eseafunção fi(xj/X(j),Zj,Mk) éadensidadepreditivapara Xj dado X(j) = 
X(j), a medida de verossimilhança preditiva sob o modelo Mk será 

(5.1) 
k = l, 2, • • •, m, onde m é o número de possíveis modelos para uma parti
cular situação. 

Como Lk é obtida através do produto de densidades preditivas dos Xj, 
j = 1, 2, • • •, n, estamos admitindo uma "independência preditiva" entre es
sas variáveis. 

Calculadas todas as medidas de verossimilhança Lk, k = l, · · ·, m, consi
deramos Mk, como o modelo mais provável se Lk• é o máximo de L1 , · · ·, Lm. 

O critério de Reutilização da Amostra apresentado é definido para qual
quer densidade preditiva f(z/x, z, Mk), sendo z o valor que desejamos pre
ver e x o conjunto de variáveis aleatórias observadas. Na seleção de modelos, 
GEISSER e EDDY (1979) consideraram duas particulares densidades predi
tivas: 

(i) Densidade Preditiva de Quase-Verossimilhança 

Sob o modelo Mk, seja g(z/z, 0k, Mk) a densidade de uma observação 
futura z, associada ao vetor de variáveis independentes ou explicativas z, 
com parâmetro 0k. 

A densidade preditiva de quase verossimilhança de z é obtida substituindo
se 0k em g(z/z, 0k, Mk) por seu estimador de máxima verossimilhança Ôk, 
calculado com base nos dados observados. 

Assim, no cálculo de Lk em (5.1), utilizamos como densidade preditiva 

fi(xj/X(j), Zj, Mk) = g(xj/Zj, Ôk(j), Mk) 

para cada J = 1, 2, • • •, n, onde êk(j) é o estimador de máxima verossimi
lhança de 0k calculadoemfunçãode xu)=(x1,···,xj-l,xj+l,···,xn)-
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(ii) Densidade Preditiva Bayesiana

Conforme definido no Capítulo 2, a densidade preditiva bayesiana de uma
observação futura z baseada nos dados x, sob o modelo À/i, é calculada
como

jÇzlx,z, Mkà = 1 f(..zlx,0K. z, MkàjQOkjx,z, MkhdOK.

onde /(0k/x,z,À/k) é a densidade a posteriori de 0k e /(z/x,0k,z,À/k) é
a densidade condicional de Z dado IX = x.

Neste trabalho estamos admitindo Z e X independentes dado 0h, e
c01n Isso,

fÇz[x,z, Mü] = 1 f{..z]0K,z, MkàjQ8Kjx,z, MkàdOk. (5.2)

A densidade a posteriori/(Ot/x, z, .A/A) é obtida como

;{0. '* , b4.~ . f(x,0-l'.Mkà 91:!:yÜlgb.lyQ.
' '''"-,-'", "''' ' fQx]z,MK]

Substituindo essa expressão em (5.2), segue que

JÇ,lx,-,MK) fÇ,lo*,., MKàfÇ"']0- '.Mkàf(0KJMk] ..*

onde /(x/0k,z, MA) é a densidade de X, /(Oi;/Mt)
pma 0x e fÇxlz,MKl= JfQx,Orla,MkldOt:.

é a densidade a priori

Como /(x/z,Mk) não depende de z enemde 0k epelaindependência
dos Xj para todo .j = 1, 2, . - . ,n,

j(z/x,z, MK) « l f(z/0K,z, Mk) IÇ:l.f(aj/oK,zj,MK) J(0K/MK) dOK

Desta forma, a densidade preditiva bayesiana para uma observação amos.
trai aj dadas as demais, sob o modelo MJ:, será

fiÇ i]xti),z3. MKà « l f(=i]0K.zi. MK]\\=.*. i+ift=i]0K,zi, Mk] fÇQKINlk) dQK.

sendo aj o j-ésimo elemento de x, zi o vetor de variáveis independentes
associado ao i-ésimo elemento amostral e x(j) como definido previamente.
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(ii) Densidade Preditiva Bayesiana 

Conforme definido no Capítulo 2, a densidade preditiva bayesiana de uma 
observação futura z baseada nos dados x, sob o modelo Mk , é calculada 
como 

f(z/x,z,Mk) = f J( z /x,0k,z,Mk)f(0k/x,z,Mk)d0k, 

onde J(0k/x, z, Mk) é a densidade a posteriori de 0k e f(z/x, 0k, z, Mk) é 
a densidade condicional de Z dado X = x. 

Neste trabalho estamos admitindo Z e X independentes dado 0k, e 
com 1Sso, 

A densidade a posteriori J(0k/x,z,Mk) é obtida como 

f(Ok/x, z, Mk) = f(x, 0k/z, Mk) = f(x/0k, z, Mk)f(0k/Mk). 
f(x/z, Mk) f(x/z , Mk) 

Substituindo essa expressão em (5.2), segue que 

f( / M ) = f f( /O M ) f(x/0k, z, Mk)f(0k/ Mk) d O 
z x, z, k z k, z, k f(x/z, Mk) k 

onde f(x/0k, z, Mk) é a densidade de X, f(0k/Mk) é a densidade a priori 
para 0k e f(x/z, Mk) = J f(x, 0k/z, Mk) d0k. 

Como f(x/z, Mk) não depende de z e nem de 0k e pela independência 
dos Xj para todo j = 1, 2, · · ·, n, 

Desta forma, a densidade preditiva bayesiana para uma observação amos
tral Xj dadas as demais, sob o modelo Mk, será 

sendo Xj o j-ésimo elemento de x, z1 o vetor de variáveis independentes 
associado ao i-ésimo elemento amostral e X(j) como definido previamente. 
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llustraremos a seguir o método descrito utilizando densidades preditivas
bayesianas para a seleção de um modelo, quando as observações provêm de
populações normais.

Consideremos então que os dados xi = (zil,..',3i«i) correspondem a
duas amostras de tamanhos ni, { = 1,2 de duas populações normais, cujas
densidades são:

/(,./p., .?) - P-?)-{.,p l.-ã)(.. - pJ' i - 1,2

e que existem três possíveis relações entre os parâmetros pi , oí, dando
origem aos modelos À/i, À/2 e À/3 tais que

À/i : Pi # P2 }

Ma : H\ :# H' .

]l/3 ; Pi :: /z2 }

GEISSER (1964), utilizando a densidade a priori

g(p.,a.) « a.': , i- 1,2, (5.3)

obtem a densidade preditiva bayesiana de uma observação futura z, para os
modelos .4/i e .4/a.

(i) Densidade Preditiva Bayesiana sob À/i p: # p, , a? # a!

Sob .a/i , a densidade preditiva bayesiana de uma observação futura z com
base em xí = (aii,. . ' ,3i«i), proveniente da i-ésima população, { = 1,2,
para uma priori como em (5.3), é dada por

'','..,,., «:, -(®h) ; u:yh(: * #g {".

(5.4)
onde

>ll:(,.j -- i.r
'? - 'a:Te
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Ilustraremos a seguir o método descrito utilizando densidades preditivas 
bayesianas para a seleção de um modelo, quando as observações provêm de 
populações normais . 

Consideremos então que os dados Xi = ( XiJ, · · · , Xin;) correspondem a 
duas amostras de tamanhos ni, i = 1, 2 de duas populações normais, cujas 
densidades são: 

i = 1,2 

e que existem três possíveis relações entre os parâmetros µi , CJi, dando 
origem aos modelos M1 , M2 e M3 tais que 

M1: µ1 # µ2 , 2 # 2 ª1 C72, 

M2: µ1 # µ2 , 
2 2 

ª1 = ª2 e 

M3 : µ1 = µ2 , 
2 2 

ª1 = C72, 

GEISSER (1964), utilizando a densidade a priori 

i = 1,2, (5.3) 

obtem a densidade preditiva bayesiana de uma observação futura z, para os 
modelos M 1 e M2 . 

(i) Densidade Preditiva Bayesiana sob M1 : µ 1 # µ 2 , CJi # a~ 

Sob M 1 , a densidade preditiva bayesiana de uma observação futura z com 
base em X;= (xi 1 , · · · ,Xin;), proveniente dai-ésima população, i = 1,2, 
para uma priori como em (5 .3), é dada por 

onde 
n; 

j=l 
Xj = --

ni 
e 
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L(Xij - Xi)
2 

j 
S2= -----

t n; - 1 

(5.4) 



são os estimadores de pi e a? respectivamente e z{ = i é a variável indo
pendente que, neste caso, só indica de qual população foi obtida a amostra.

Assim, se #fj é a j-ésima observação amostral da população i, rees-
crevendo (5.4), a densidade preditiva da observação zij dadas as demais
será

'',:.':...,, :, « , - (REh) ; I'(!(«. - 1)) : -'- '"' =.:.'?'i\ - ,.,,l-;'«.-:,
onde

}: ,* E(,«t=1 t=l

:'.,-:\:-i ' 'i«-"';::-í
Logo, a medida de verossimilhança preditiva usando o critério descrito

será

ii(j)y
e

':-"z::": la l; F({(«. - 1))

l + ("'.d)a(lili,'rl-;(«.-o

(ii) Densidade Preditiva Bayesiana sob À/2 p- # p,, a?

Neste modelo, utilizando a priori dada em (5.3), que neste caso se reduz
a l/o, GEISSER (1964) obteve a densidade preditiva bayesiana para uma
observação futura z dado Ri observado,

'','';,'., «:, -(«.« - ,,'.. * :,); #H4[: * @yhh
-}(n-l)

onde

>ll:(«. - i)'l:.2D .

n -- 2 '

iÍ e s? foram definidos no item (i) e n
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são os estimadores de µi e o-; respectivamente e Zi = i é a variável inde
pendente que, neste caso, só indica de qual população foi obtida a amostra. 

Assim, se Xij é a j-ésima observação amostral da população i, rees
crevendo (5.4), a densidade preditiva da observação Xij dadas as demais 

, 
sera 

onde 
nj 

LXit 
l=l 

- 1,;j 
Xi(j) = ---

1 ni-

ni 

L(Xit - Xi(j))
2 

l=l 

e 
2 l#j 

si(j) = __ n_i ___ 2 __ 

Logo, a medida de verossimilhança preditiva usando o critério descrito 
, 

sera 

(ii) Densidade Preditiva Bayesiana sob M 2 : µ 1 f- µ 2 , (]'; = (J'i = (]' 2 

Neste modelo, utilizando a priori dada em (5.3), que neste caso se reduz 
a 1/(J', GEISSER (1964) obteve a densidade preditiva bayesiana para uma 
observação futura z dado Xi observado, 

onde 

L(ni - l)s; 

8
2=_1 ___ _ 

n-2 

Xi e s7 foram definidos no item (i) e n = n 1 + n 2 . 
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Com isso, a densidade preditiva bayesiana para uma observação aíj dadas
as demais é

'',:.,;:..,, :, «,, - (Hçh) ; 1'({(« - 2)) : ... Q' - "':'', - ,«''

{(n-2)

onde

'f»(« - 3)': 1(«: - 2)s:lD +(«,-; - i)':-.l ,
e sij) foi deânido anteriormente,para i' 1,2 e .j = 1,...,ni

Finalizando, a medida de verossimilhança preditiva é dada por

',-":::": in l; r({(« - 2)) : -- Q';él':':'.$j'..''
{(n-2)

(iii) Densidade Preditiva Bayesiana sob ]W3 pi = p2 , a? :: aÍ = a2

Sob .l/3, e usando a priori l/a, deduzimos a densidade preditiva baye-
siana de uma observação futura z com base em ãi = i, { = 1,2, a partir
da densidade preditiva dada em GEISSER e EDDY (1979),

'','.;,,;,«, -(ah); ngh(: * #3)';'''''
onde

nl n2

E
. .j=1 .j=i

nl + n2

E
)

e

t' - (" - 1)': >: }:('.j - i)',

e z{ = ié a variável indicadora para identificar de que população foram
obtidos os dados.

J

Assim, se zÍ:j é a j-ésima observação da amostra da população i, sob o
modelo M3, a densidade preditiva da observação aij dadas as demais é

-}(n-2)

'',;.'';..,,;,«, - (JF4 ;dg l:*'"':ll'!'g;ãj'«''
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Com isso, a densidade preditiva bayesiana para urna observação Xij dadas 
as demais é 

onde 
s(ij) = (n - 3t1 [(ni - 2)s;(j) + (n3-i - l)s;_i], 

e s;(j) foi definido anteriormente, para i = 1, 2 e j = 1, · · · , ni. 

Finalizando, a medida de verossimilhança preditiva é dada por 

(iii) Densidade Preditiva Bayesiana sob M3 : µ 1 = µ 2 , <J'f = <J'~ = 0'
2 

Sob Ma, e usando a priori 1/<J', deduzimos a densidade preditiva baye
siana de uma observação futura z com base em Xi = x, i = 1, 2, a partir 
da densidade preditiva dada em GEISSER e EDDY (1979), 

onde 
n1 n2 

LX1j + LX2j 

j=l j=l 
X= 

n1 + n2 

e 

t 2 = (n - 1t1 L L(xi1 - x)2, 
i j 

e Zi = i é a variável indicadora para identificar de que população foram 
obtidos os dados. 

Assim, se x;1 é a j-ésima observação da amostra da população i, sob o 
modelo Ma, a densidade preditiva da observação Xij dadas as demais é 
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onde
({j)

o-:E «,,
k,l

i(ij) ' (n

(ij)

n-: >ll:(.*.
k,l

(« i(ij)y

e }l:Í3) denota a soma sobre todos os valores de À;, / exceto o par k = i e
/-.j, para { - 1,2 e .j= 1,..-,ni.

Desta forma, a medida de verossimilhança preditiva para M3 fica

'; - "::«:. lúàl ; d$bÜ 1: * ''=1Pg;ã,:«''
-{(n-2)

Conforme comentámos anteriormente, para a seleção do melhor modelo,
escolhemos o máximo entre Z,i, L2 e -L3.

llustramos este critério com os dados obtidos de LINDLEY (1965) jpg
1241, finalizados por GEISSER e EDDY (1979). Estes dados correspondem
ao índice cefálico para duas amostras de bois de diferentes raças e estão dis-
postos na Tabela 5.1.

72,4 77,4 78,1 72,8 74,3 74,7

Para os dados dessa tabela temos /og LI = --70,95, /ogZ2 = --69,70 e
/ogL3 = --72, 05, e assim, através do método proposto, selecionamos o mo-
delo M2. Admitimos portanto igualdade entre as variâncias das distribuições
dos índices cefálicos, mas desigualdade de médias.

No exemplo apresentamos a utilização das densidades preditivas na seleção
da distribuição de probabilidades associada a um modelo de duas distribuições
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Tabela 5.1 - Índices cefálicos para as duas amostras
Amostra 1 74,1 77,7 74,4 74,0 73,8 79,3 75,8

82,8 72,2 75,2 78,2 77,1 78,4 76,3
76,8  

Amostra ll 70,8 74,9 74,2 70,4 69,2 72,2 76,8

onde 
(ij) 

X(ij) = (n - 1)-1 L Xk /, 

k,1 

( ij) 

t(ij) = (n - 2)- 1 I)xk1 - X(ij)) 2 

k,l 

e ~(ij) denota a soma sobre todos os valores de k, l exceto o par k = i e LJk,I 
l = j, para i = 1, 2 e j = 1, · · · , ni. 

Desta forma, a medida de verossimilhança preditiva para M3 fica 

Conforme comentamos anteriormente, para a seleção do melhor modelo, 
escolhemos o máximo entre L 1 , L2 e L3 • 

Ilustramos este critério com os dados obtidos de LINDLEY (1965) [pg. 
124], analizados por GEISSER e EDDY (1979). Estes dados correspondem 
ao índice cefálico para duas amostras de bois de diferentes raças e estão dis
postos na Tabela 5.1. 

Tabela 5.1 - Indices cefálicos para as duas amostras 
Amostra I 74,1 77,7 74,4 74,0 73,8 79,3 75,8 

82,8 72,2 75,2 78,2 77,1 78,4 76,3 
76,8 

Amostra II 70,8 74,9 74,2 70,4 69,2 72,2 76,8 
72,4 77,4 78,1 72,8 74,3 74,7 

Para os dados dessa tabela temos log L1 = -70, 95, log L2 = -69, 70 e 
log L3 = - 72, 05, e assim, através do método proposto, selecionamos o mo
delo M2 . Admitimos portanto igualdade entre as variâncias das distribuições 
dos índices cefálicos, mas desigualdade de médias. 

No exemplo apresentamos a utilização das densidades preditivas na seleção 
da distribuição de probabilidades associada a um modelo de duas distribuições 
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normais independentes

Quando as observações seguem um modelo de regressão linear múltipla,
um problema muito comum é o da seleção das variáveis independentes pre-
sentes na equação de regressão.

Neste caso, dadas p variáveis independentes, os possíveis modelos serão
constituídos por todas as equações de regressão contendo cada subconjunto
dessas variáveis. A próxima seção mostrará como selecionar um modelo de
regressão linear múltipla através do uso de densidades preditivas.

5.3 Seleção de variáveis no modelo de regressão
linear

O problema da seleção do melhor modelo de regressão consiste em de-
terminar o subconjunto de variáveis independentes que melhor explique a
variável resposta, segundo algum critério.

Inicialmente vamos considerar os modelos do Capítulo 3 para a previsão,
no caso particular em que Z é uma variável aleatória unidimensional, isto
é, na previsão de uma única observação.

Desta forma, sejam

Y=X#+u,
Z = WP + u* (5.5)

sendo que

Y=(h, ,h)' é o vetor de variáveis aleatórias observadas,

z - z é a variável aleatória não observada

X é uma matriz de constantes n x p de posto completo,

W'=w um vetor linha p-dimensional,

P = (PI,.- . ,/3.y é o vedor de parâmetros de regressão desconhecidos,
P C np, onde Qp é o espaço paramétrico para /J e
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normais independentes. 

Quando as observações seguem um modelo de regressão linear múltipla, 
um problema muito comum é o da seleção das variáveis independentes pre
sentes na equação de regressão. 

Neste caso, dadas p variáveis independentes, os possíveis modelos serão 
constituídos por todas as equações de regressão contendo cada subconjunto 
dessas variáveis. A próxima seção mostrará como selecionar um modelo de 
regressão linear múltipla através do uso de densidades preditivas. 

5.3 Seleção de variáveis no modelo de regressão 
linear 

O problema da seleção do melhor modelo de regressão consiste em de
terminar o subconjunto de variáveis independentes que melhor explique a 
variável resposta, segundo algum critério. 

Inicialmente vamos considerar os modelos do Capítulo 3 para a previsão, 
no caso particular em que Z é uma variável aleatória unidimensional, isto 
é, na previsão de uma única observação. 

Desta forma, sejam 

sendo que 

Y = X/3 + u, 

Z=W/J+u* 

Y = (Y1 , · · ·, Yn)' é o vetor de variáveis aleatórias observadas, 

Z = Z é a variável aleatória não observada 

X é uma matriz de constantes n x p de posto completo, 

W = w um vetor linha p-dimensional, 

(5.5) 

/J = (/31, · · · , /Jp )' é o vetor de parâmetros de regressão desconhecidos, 
/J E íl.13, onde íl.13 é o espaço paramétrico para /J e 
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u, u' são vetores aleatórios independentes n xl
mente, tais q« U -, Mn(O,a'/) e u* «., ./V'(0,a').

e l x l respectiva-

Para estes modelos, GEISSER (1965) obteve a densidade preditiva de
c(Z -- w#y/a', onde

. w(X'X)':w',

.' - xóy(x - xõ),
Z é m-dimensionar e P = (X'X)'iX'Y, admitindo densidade a priori para
l/3, a') daformag(P, a') c( o':. A partir daí, verificamos que /(z/y,w,X),
a densidade preditiva de Z, unidimensional, é dada por

'','«,«,*, - ü); àg h l: * I';'"'''
Portanto, utilizando esta relação, considerando p variáveis preditoras, a

densidade preditiva para uma observação retirada 3/.Í dadas as observações
retidas y(j) -(yi,...,yj-i,g/j+l,' '. ,y.y será

««',.,,',,*.,,-lül;B 3i:* cj(3/j - X.Ómy
-{(n-p-l)

para .j = 1,2, . . ,n, onde

c.j

'Ío

X
X(j)

1 - Xj(X'X)':X;,
(ym - xmÕmy(xm

(X(j)X(j)) ':X(j)y(j) ,

(xí,. . ,x:y,
(XÍ,. ,XJ{.:,Xj{.:,
(,j: , . . . , ,j,).

xmõm),

,X;y e

Desta forma, a medida de verossimilhança preditiva considerando as p
variáveis preditoras será

n;:::/(yj /ym , xj , xm )

j V r(!(«
.««&)7 r({("

l

P

PnL: .u,. .*J'o l-;'«-,-:,
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u, u* são vetores aleatórios independentes n x 1 e 1 x 1 respectiva-

mente, tais que u ~ Nn(O, a 2 I) e u* ~ Jl(O , a 2
). 

Para estes modelos , GEISSER (1965) obteve a densidade preditiva de 

c(Z - w/3)2 /a2, onde 
e= 1 - w(X' x)- 1w', 

a
2 = (y - X/J)'(y - X/J), 

Z é m-dimensional e /J = (X' X)- 1 X'Y , admitindo densidade a priori para 

(/3, a 2
) da formag(/3, a 2

) ex: a-1
. A partir daí, verificamos que f(z/y, w, X), 

a densidade preditiva de Z, unidimensional, é dada por 

( 
e ) ½ r(½(n - p)) [ c( z - w/3)2 ]-½(n-p) 

f(z/y,w,X)= rra2 r(½(n-p-1)) 1+ a2 

Portanto, utilizando esta relação, considerando p variáveis preditoras, a 
densidade preditiva para uma observação retirada Yi dadas as observações 

retidas YU) = (Y1, · · ·, Yi-1, Yi+i, · · ·, Yn)' será 

para j = 1,2,· · • ,n, onde 

Cj 1 - xj(X'Xt 1 x;, 

ª(j) (YU) - Xu)/J(j))'(YU) - X(j)/J(j)), 

/J(j) (Xéj)xult
1 
x<i)YU) , 

X (X~,· · · ,X~)', 

X(j) (X~,--·,Xí_ 1 ,Xí+1,···,X~)' e 

Xi (xj1 , · · ·, Xjp)-

Desta forma, a medida de verossimilhança preditiva considerando as p 

variáveis preditoras será 
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Para cada subconjunto de tamanho / arbitrário das p variáveis inde-
pendentes, temos (,) possíveis modelos com J variáveis independentes, para
/ = 1,. . . ,p. Considerando todos os possíveis modelos de regressão linear,
teremos ]V = (?) + . . . + (:) = 2P -- l modelos. A medida de verossimilhança
preditiva associada ao k-ésimo modelo será

'. - «:. IÜl;W l: "lP'*l'""''''
para k= 1,2,...,N', /= 1,2,--.,p onde / éonúmerodevariáveisinde-
pendentes e sendo que Xl; é o vedor de valores das variáveis independentes
presentes no modelo considerado, associado a yj. Portanto, neste caso, a
matriz W = w do modelo (5.5) corresponde a XJi

Desta forma, com base no critério apresentado na seção anterior, escolhe-
mosomodelo Mk. tal que .Lt. éomaior detodos os .Lk, para k = 1,.. - ,N

Apresentamos a seguir um exemplo numérico da utilização do critério des-
crito. A análise, desenvolvida por GEISSER e EDDY (1979, 1980) consiste na
seleção de variáveis independentes no modelo de regressão para o conjunto de
dados de Hald (DRAPER e SMITH (1981)) através do cálculo da medida .Lk.

Para os dados da Tabela 5.2, foram avaliadas quatro variáveis indepen
dentes Xi, X2, X3 e X4, e a variável resposta Y
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[Fabela 5.2 - Conjunto de Dados de Hald
Y Xi X2 X3 .X4
78,5 7 26 6 60
74,3 1 29 15 52

104,3 11 56 8 20
87,6 11 31 8 47
95,9 7 52 6 33

109,2 11 55 9 22
102,7 3 71 17 6

72,5 1 31 22 44
93,1 2 54 18 22

115,9 21 47 4 26
83,8 1 40 23 34

113,3 11 66 9 12
109,4 10 68 8 12

Para cada subconjunto de tamanho l arbitrário das p variáveis inde
pendentes, temos (f) possíveis modelos com l variáveis independentes, para 
l = l, • • • ,p. Considerando todos os possíveis modelos de regressão linear, 
teremos N = (n + · · · + (:) = 2P - 1 modelos. A medida de verossimilhança 
preditiva associada ao k-ésimo modelo será 

L = II~ ~ 2 r(½(n - l - 1)) 1 + ci(Yi - Xjf3(i))2 2 

( ) 

l [ A i-l(n-/-1) 

k J=l 2 r( 1 ( L 2)) 2 rra(j) 2 n - - ªu) 

para k = l, 2, · · ·, N, l = l, 2, · · · , p onde l é o número de variáveis inde
pendentes e sendo que XJ é o vetor de valores das variáveis independentes 
presentes no modelo considerado, associado a Yi· Portanto, neste caso, a 
matriz W = w do modelo (5.5) corresponde a Xj. 

Desta forma, com base no critério apresentado na seção anterior, escolhe
mos o modelo Mk• tal que Lk• é o maior de todos os Lk, para k = l, · · ·, N . 

Apresentamos a seguir um exemplo numérico da utilização do critério des
crito. A análise, desenvolvida por GEISSER e EDDY (1979, 1980) consiste na 
seleção de variáveis independentes no modelo de regressão para o conjunto de 
dados de Hald (DRAPER e SMITH (1981)) através do cálculo da medida Lk . 

Para os dados da Tabela 5.2, foram avaliadas quatro variáveis indepen
dentes X 1 , X 2 , X3 e X 4 , e a variável resposta Y. 

Tabela 5.2 - Conjunto de Dados de Hald 
y X1 X2 X3 X4 
78,5 7 26 6 60 
74,3 1 29 15 52 

104,3 11 56 8 20 
87,6 11 31 8 47 
95,9 7 52 6 33 

109,2 11 55 9 22 
102,7 3 71 17 6 

72,5 1 31 22 44 
93,1 2 54 18 22 

115,9 21 47 4 26 
83,8 1 40 23 34 

113,3 11 66 9 12 
109,4 10 68 8 12 
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A Tabela 5.3 apresenta os valores de log Zi; calculados por GEISSER e
EDDY (1980) para os quinze possíveis modelos de regressãoucgU intercepta,
obtidos com base em cada subconjunto das variáveis independentes. A Ta-
bela 5.3 fornece também o quadrado méd o do resz'duo e o valor da estatística
O. de Mallows após o ajuste de cada modelo.

Tabela 5.3 - Critério de Seleção
Variáveis Quadrado Médio

Independentes do Resíduo
1 115,06
2 82,39
3 176,31
4 80.35

12 5,79
13 122,71
14 7,48
23 41,54
24 86,89
34 17,57

123 5,35
124 5,33
134 5,65
234 8,20

1234 5,98

a,
202,55
142,49
315,15
138,73

2,68
198,07

5,50
62,40

138,23
22,37
3,04
3,02
3,50
7,34
5,00

Log .Lh
-51,15
-49,80
-54,04
-49,06
-32,46'
-52,50
-34,36
-46,13
-50,90
-40,22
-32,84
-32,56
-32,98
-35,60
-34,25

O modelo com o maior valor de .Lx; é o que contem as variáveis indepen
dentes XI e X2 e assim, seria o modelo escolhido sob o critério proposto.

Observamos também que a ordenação dos modelos segundo a medida
/ogZ,k é similar à obtida utilizando-se o valor de (JP' E importante lem-
brar que modelos com baixos valores de OP são usualmente selecionados.
De acordo com GEISSER e EDDY (1980), pode ser veriâcado que os critérios
C, e Log Zt são assintoticamente equivalentes quando a variável resposta
Y tem distribuição normal.

Salientamos ainda que o modelo selecionado pelo critério proposto coin-
cide com o obtido por DRAPER e SMITH (1981) utilizando o procedimento
de sfepwíse.
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A Tabela 5.3 apresenta os valores de log Lk calculados por GEISSER e 
EDDY (1980) para os quinze possíveis modelos de regressão com intercepto, 
obtidos com base em cada subconjunto das variáveis independentes. A Ta
bela 5.3 fornece também o quadrado médio do ;esíduo e o valor da estatística 
Cp de Mallows após o ajuste de cada modelo. 

Tabela 5.3 - Critério de Seleção 
Variáveis Quadrado Médio 

Independentes do Resíduo Cp Log Lk 
1 115,06 202,55 -51,15 
2 82,39 142,49 -49,80 
3 176,31 315,15 -54,04 
4 80,35 138,73 -49,06 

12 5,79 2,68 -32,46 ~ 
13 122,71 198,07 -52,50 
14 7,48 5,50 -34,36 
23 41,54 62,40 -46,13 
24 86,89 138,23 -50,90 
34 17,57 22,37 -40,22 

123 5,35 3,04 -32,84 
124 5,33 3,02 -32,56 
134 5,65 3,50 -32,98 
234 8,20 7,34 -35,60 

1234 5,98 5,00 -34,25 

O modelo com o maior valor de Lk é o que contem as variáveis indepen-
dentes Xi e X2 e assim, seria o modelo escolhido sob o critério proposto. 

Observamos também que a ordenação dos modelos segundo a medida 
log Lk é similar à obtida utilizando-se o valor de CP. É importante lem
brar que modelos com baixos valores de CP são usualmente selecionados. 
De acordo com GEISSER e EDDY (1980), pode ser verificado que os critérios 
Cp e Log Lk são assintoticamente equivalentes quando a variável resposta 
Y tem distribuição normal. 

Salientamos ainda que o modelo selecionado pelo critério proposto coin
cide com o obtido por DRAPER e SMITH (1981) utilizando o procedimento 
de stepwise. 
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5.4 Considerações finais
Existem muitas referências que estudam técnicas bayesianas e não baye-

sianas para abordar o problema de seleção de variáveis em um modelo de
regressão linear através de densidades preditivas. Por exemplo, SAN MAR-
TINI e SPEZZAFERRI (1984) apresentam um procedimento para selecionar
um modelo que irá produzir a melhor previsão de observações futuras. As dis-
tribuições preditivas associadas a cada modelo são comparadas por intermédio
de uma função de utilidade logarítmica. Destas forma, o modelo À é prece

rido com relação ao modelo k se J'Zog l:t81 p'(z) dz > o, 'nde PA(z)
e pk(z) são densidades preditivas da ob;ervação futura z sob os modelos
h e k respectivamente e p'(z) = }:=illjpj(z), onde llj repres'nta a
probabilidade do modelo .A/j ser o verdadeiro, .j = 1, . . - ,n.

GUTIERREZ-PENA (1998) dedica-se ao mesmo problema considerando
uma classe mais ampla de possíveis modelos e funções de utilidade a posterio-
ri. O procedimento proposto pelo autor teria ainda a vantagem de dispensar a
especificação das probabilidades llj associadas a cada modelo, especificação
essa que pode ser inviável do ponto de vista prático.

LAUD e IBRAHIM (1995) consideram o problema de selecionar um par'
titular modelo dentre vários plausíveis utilizando uma medida que envolve a
média e a variância de densidades preditivas. A adequação de cada modelo
é avaliada verificando-se quão próximas estão as previsões associadas a um
conjunto de dados observados e também a variabilidade dessas previsões. No
cálculo da medida associada a cada modelo, é utilizada uma particular den-
sidade preditiva e diferentes prioris para os parâmetros. Esta metodologia é
utilizada em três importantes problemas associados a modelos de regressão li-
near: seleção de variáveis, seleção de transformações e estimação da variância
desconhecida. Relações entre o critério proposto e outros conhecidos na lite-
ratura são também analisadas.
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Apêndice ,A-

Apêndice

A.l Resultados Matriciais
Apresentaremos nesta seção resultados matriciais necessários para a deri-

vação das densidades preditivas da Seção 3.2. O resultado básico é dado em
(A.3) e sua demonstração depende dos fatos apresentados preliminarmente.

Resultado l
Se A e D são matrices não singulares m x m e k x k respectivamente e B é
uma matriz m x k, então

(.4 + BOB')'' Á': -B(.B'.A':.B + D':)':.B'.'l''

Lema A.l.l Soam .f/ lx',n"l' e X'X = M. Então,

(ã) (#'H)': (M + }T'''W')':
M-- - M'':W''(/ + W'M':W'')''W'M':

(ü) .r -(.r+ w.M':w')':wM':w'(.r+ WM':w'')':

(iij) W'(M+ W''W')':W'' W'M':H'''(/ + WM':W'')':
Prova:
ÍO Temos que

[x'"'] I'''l X'X + WT'W' M + W'lK
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A.1 Resultados Matriciais 

Apresentaremos nesta seção resultados matriciais necessários para a deri
vação das densidades preditivas da Seção 3.2. O resultado básico é dado em 
(A.3) e sua demonstração depende dos fatos apresentados preliminarmente. 

Resultado 1 
Se A e D são matrices não singulares m x m e k x k respectivamente e B é 
uma matriz m x k, então 

(A+ BDB')- 1 

Lema A.1.1 Sejam H = [X', W']' e X'X = M. Então, 

(i) (H'Hr 1 (M + W'wr1 

M-1 - M- 1 w 1(I + wM- 1W'f 1wM- 1 • 

Prova: 
(i) Temos que 

H'H = [X' W'] [ i, l X'X + W'W lvl + W'W, 

89 



e assim, (H'H)'' = (M + W'W)

Tomando .4 = M , .B = WT' e

(#'.Ü)':
(M + W'.rW')''
À4'-i - .lb/-iWT'(/ + W'M''l Wr/)'' }'rM'-i.

ri0 Aplicando o Resultado l para .A = .r, B = .r e Z) = WM

l

no Resultado l

D

: W', temos

(.r + WM''W')': /l.r + (ww':w')':l':
{(W'JW'i W'/)'l IW'.A4'-: 1V'+ /ll-:
(WM''W'+ .r)':WM':W''. o

rijo Aplicando os resultados rO e rÍI,) do Lema,

n'(w + w'w)':w' lw-' - w''w'(.r + WM':w'')':ww':lw'
W'M-:W' - W'M':W'(.r + WM':W')':WM'':H''
ww':w'l.r -(.r+ WM''H'')':wM':w'l
WM-'W'(/+ W'M':W')''. o

Resultado 2

Soam P, P,, â2 e â: comoforam definidos em(3.5), (3.6), (3.9) e(3.10)
Nestas condições,

a; -("+m)'' l"õ' +(Õ-Õ,yw(Õ-Õ,) +(z-wÕ,y(z-U''Ó,)l

Prova: De (3.10) temos que

(v - n'P,y(v - .#P,)
"; '

1 1/ Y
(n + m) l\. Z

. I'rrY''\X ',I'l( }
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e assim, (H' H)-I = (M + w1wr1
. 

Tomando A= M , B = W' e D= I no Resultado 1, 

(H' H)-1 
- (M + W'wr 1 

- (M + J!ll'Jwr 1 

- M- 1 
- M-1w 1(I + wM- 1w'r 1wM- 1

• 0 

(ii) Aplicando o Resultado 1 para A= I, B = I e D= W M-1 W', temos 

(I+wM- 1W')- 1 
- I-I[I+(wM-1W't 1t 1 

- I - {(W M- 1 W't 1 [W M-1 W' + l]}-1 

f - (WM- 1 W' + n-1wM- 1W'. □ 

(iii) Aplicando os resultados (i) e (ii) do Lema, 

W(M + W'wr 1w 1 
- W[M- 1 

- M- 1w'(I + wM- 1w'r 1wM- 1]W' 

wM-1W' - wM- 1W'(I + wM-1w'r 1w.N1-1w' 
- wM- 1W'[I - (I + wM- 1w'r 1wM- 1W'] 

- wM- 1W'(I + wM- 1w'r 1
. 0 

Resultado 2 
Sejam /3, /Jz, â2 e &; como foram definidos em (3.5), (3.6), (3.9) e (3.10). 

Nestas condições, 

Prova: De (3.10) temos que 

A 2 (V - H /Jz)'(V - H /Jz) 
(Jz = (n+m) 
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l
(n + m) -Jã: y(; .:Jãi )

(«+ «.)''{(v - xÓ,y(v - xÓ,) +(z - w'Õ,y(z - wÕ,)}
(« + m)''{(Y - XÕ+ XÓ - XÓ, y(V - XÕ + X/i - XÓ,)
+ (z - wÕ,y(z - w'õ,)}
(« + m)':{ 1( Y - XÕy + (XÕ
+ (z - WÕ,y(z - n'Õ,) }

(« + m)':{(Y - XÓy(V - XÓ) +(Y - XÓy(XÕ - XÓ, )
+(xÕ-xÕ,y(v -xÓ) +(xÕ-xÕ,y(XÕ-xD,)
+ (z - u'Ó,y(z - w'õ,)}
(n+m)':{(Y -XÕy(V -XÓ) +(X'Y -X'XÕy(Õ-Ó.)
+ (ê - .õ, y( x'v - x'xê) + (xó - xõ, y(XÓ - xõ, )
+ (z - wÕ,y(z - w'õ,)}.

- .XÓ, y]]( Y - XÕ) + (XÓ - XÓ, )]

Como .X'X/3 = X'Y, esta expressão fica

(«+m)''{(Y-XÕy(Y-X,Õ) + O'(Õ-/3,)+(Õ-Õ,yO
+ (xõ - x,õ, y(xÕ - xó, ) + (z - w'Õ,y(z - wõ,)}
(« + m)':{(Y - XÕy(V - XÕ) +(XÓ - XÓ, y(XÕ - XÓ, )
+ (z - WÕ,y(z - wõ,)}

(n +m)':ln(Y -XPy(V -XP) +(Õ -Õ,yX'X(Õ -Õ,)
+ (z - u'Õ,y(z - wõ,)}

(« + m)': {«â'+(Ó - Õ,yW(Õ - Ó,) +(Z - n',Õ,y(Z w'ó, )} . D

Resultado 3
Nas condições dos resultados anteriores

(i) õ, ':Mõ + (H'#)':W'Z

(Ü) (õ- õ,) -H)':W''(H''ó z)
Prova:
rO De (3.8) e (3.9) do Capítulo 3

B. = tn'n)'~n'v
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- (n + m)- 1{(Y - X,Bz)'(Y - X,Bz) + (Z - W,Bz)'(Z - W,Bz)} 
- (n+m)-1{(Y-X,B + X,B-X,Bz)'(Y-X,B + X,B-X,Bz) 

+ (Z - W,Bz)'(Z - W,Bz)} 
- (n + m)-1

{ ((Y - X,B)' + (X,B- X,Bz )']((Y - X,B) + (X,B-X,Bz )] 
+ (Z - W,Bz)'(Z - W,Bz)} 

- (n+m)-1{(Y-X,B)'(Y-X,B) + (Y-X,B)'(X,B-X,Bz) 
+ (X,B-X,Bz)'(Y-X,B) + (X,B-X,Bz)'(XP-X,Bz) 
+ (Z - W,Bz)'(Z - W,Bz)} 

- (n+m)-1{(Y-X,B)'(Y-X,B) + (X'Y-X'X,B)'(,6-,Bz) 
+ (,B - Pz )'( X'Y - X' X,B) + (X,B - X,Bz )'(XP - X,Bz) 
+ (Z - W,Bz)'(Z - W,Bz)}, 

Como X' X ,B = X'Y, esta expressão fica 

ô-; - (n+m)-1{(Y-X,B)'(Y-X,B) + 0'(,6 -,Bz) + (,6-,Bz)'O 

+ (X,B - X,Bz )'(X,B - X,Bz) + (Z - W,Bz)'(Z - W,Bz)} 
- (n+m)-1{(Y-X,B)'(Y-X,B) + (X,B-X,Bz)'(X,B-X,Bz) 

+ (Z - W,Bz)'(Z - W,Bz)} 

- (n + m)- 1{n ( Y - X,B)'( Y - X,B) + (,B - Pz )'X'X(,B - Pz) 
n 

+ (Z - W ,Bz)'(Z - W ,Bz)} 

- (n+mr1 {nô-2 + (P-,Bz)'M(,B-,Bz) + (Z-W,Bz)'(Z-W,Bz)} . 0 

Resultado 3 
Nas condições dos resultados anteriores 

Prova: 
(i) De (3.8) e (3.9) do Capítulo 3, 

Pz = (H'H)- 1H'V 
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t.H'H)

(#'x)
(H'#)
c..n'n)
ÇH'H)
tn'n)

''*'«.lJI
:lx'v +lv'zl
'X'Y + (H'H)':W'Z
'(X'X)(X'X)':X'Y + (H'#)
:(X'X)õ + (H'H)':H''Z
:MÓ+ (#'n')':W''Z. o

rÍO Usando (á) e o Lema A.l.l-(0
Ç[s- ]3z] = ii- Çn'ny'Mj3- (n'n'F'w''z.

(/ - (#'#)''M)õ - (n''H')':WZ
(#'-H)':((H'H') - M),õ - (H'#)':W'Z
(H'#)':(.M+ W''W - M)Õ -(#'#)':W'Z
(#'.a)':H''H''Õ -(.H'#)':W'Z
(#'.H)':W'(WÓ- Z). o

Resultado 4
Para as matrizes # e M definidas no Lema A.l.l, temos

W' ( -#'#) ':M( .H' #') ':W' W'M':W''(/+WM''W')''

Prova Dos resultados rO e rijo do Lema A.l.l, e pela simetria das matrizes

H'' (H''H) ':M(H'H')':H'''' w'lM'': - w''w'(.r + WM':w')':w'M':l''
wlw': - .w':w'(.r + ww':w')':ww''l''w'
l.r - WM':w'(.r + H'M':w')':)''
n'w-'ww'' w'l.r -(.r + WM':H'')''wM':w'l
1/ -- (/ + W'M''W'')':W'.iW': l-'

Wr.A4'-: W''l/ --(/ + W'.A/-i W'')': W'M''t W''j-:
(.r + w'M'': w)':wM': w''(.r + n'M':w'')':
W'M'':W''(/+ W'M'':W')':. o

l

92

= (H'Hr
1[x'w'1 [ ~] 

= (H'Hr 1 [X'Y + W'Z] 
= (H'H)- 1X'Y + (H'H)- 1W'Z 
= (H' H)-1(X'X)(X' X)- 1 X'Y + (H' Hr 1w 1z 
- (H'Hr\X'X)/J + (H'Hr

1
W'Z 

= (H'Hr 1M/J+(H'H)- 1w'z. □ 

(íí) Usando (i) e o Lema A.l.1-(i) 

(/J-/Jz) - /J- (H'Hr 1 M/3- (H'H)- 1W'Z 

Resultado 4 

- (I - (H' Hr 1 M)/J- (H' H)- 1W'Z 
- (H'H)-1((H'H) - M)/J- (H'Hr 1W'Z 

(H'Hr1(M + W'W - M)/J- (H'H)- 1W'Z 
(H' H)- 1W'W/3 - (H' Hr1w'z 
(H' H)- 1W'(W /3 - Z). D 

Para as matrizes H e M definidas no Lema A.1.1, temos 

W(H'H)- 1M(H'H)- 1W' = wM- 1W'(I + wM- 1w'r 2
. 

Prova: Dos resultados (i) e (ííí) do Lema A.1.1, e pela simetria das matrizes, 

W(H'H)- 1 M(H'Hf1W' = W[M- 1 
- M- 1w'(I + wM- 1w'r 1 wM- 1f 1 

M[M- 1 
- M- 1w'(I + wM- 1w'r1wM-1f

1
w 1 

- [I - wM-lW'(I + wM-1w1r1rl 
wM-1MM-1W'[I - (I + wM- 1w'r1wM- 1W'f

1 

= [I - (I + wM- 1w'r 1wM- 1W'f
1 

wM- 1W'[I - (I + wM- 1w'r 1wM-1W'f
1 

= (I + wM-1w1rlwM-lW'(I + wM-1w1rl 

= WJ\IJ- 1W'(I+wM- 1w'r 2
. 0 
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Resultado 5

Para Pz como definido no Resultado 2,

(z - w'õ,) n'M'''w)''(z - n'ó)

Prova: Do Resultado 3, e utilizando rO, rii0, ri0, r'0 e 60 do Lema A.l.l
nessa ordem, temos

(z - w'õ,) {z - w''l(H''x)':wÕ + (x'x)':w''zl}
(.r - W'(#'.#)':W)Z - W'(.Ü'H')':M»
(-r - W'(M + W''W)':W'')Z - W'(M' + W'W')''Mó
(]' - w'M'':n''(.r + WM'':w'')':)z - H'(M + n''w)':Mó
(/ - (.r + WM':n'')':w'M':w')z - n'(M + n''w')':Mó
(.r + H'M':W'')':Z - W(M' + W''W')':Mó
(/ + WM':W')''Z
- u'lw': - w''w''(-r + w'w':w')':u'w':lwÓ

(/ + w'M':w')':z - w'(.r - M':w'(.r + n'M':w')''H'')ó
(/ + ww':w')':z - lw - ww':w'(.r + ww':w')''w'lÓ
(.r + ww':n'')':z - l.r - ww':w'(.r + n'w':n'')''lw,õ
(.r + WM':W')':Z -(.r -(.r + n''M':W')''H'À/''W')Wõ
(.r+ W'.M':W')':Z -(/ + WM':W'')':H'ó
(.r+ w'.M':w'')':(z - w'õ). []

Como consequência do Resultado 3, obtemos ainda

l.Õ - Õzh'MÇ.Õ - Íàzl (w',õ - zyww': w'(/ + ww':w')''(w'Ó Z). o
(A.l)

Devido ao Resultado 5, segue que

(z - wõ,y(z - wó,) n'Õy(-r + ww': w')''(z - u'õ). D

(A.2)
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Resultado 5 
Para /3z como definido no Resultado 2, 

Prova: Do Resultado 3, e utilizando (i), (iii), (ii), (i) e (ii) do Lema A.1.1 
nessa ordem, temos 

(Z - W,Bz) - {Z - W[(H' Hr1 M,B + (H' Hr1W'Z]} 
_ u - w(H'H)- 1w')z - w(H'Hr1M,e 
- (I - W(M + W'W)- 1W')Z - W(M + W'wr 1 M,B 
- (I-wM- 1W'(I+wM- 1W'f 1)Z - W(M+W'wr 1M,ê 
- (I-(I+wM- 1W'f 1wM- 1W')Z - W(M+W'W)- 1 M,B 
- (I + wM- 1W'f

1
Z - W(M + W'wr 1M/J 

- (I+wM-1w1rlz 

- W[M- 1 
- M- 1w 1(I + wM- 1W'f 1wM- 1]M,B 

- (I + wM- 1W'f 1Z - W(I- M- 1w 1(I + wM- 1W')- 1W),B 
- (I + wM- 1W'f 1Z - [W - wM- 1W'(I + wM- 1W'f 1W]/J 
= (I + wM-1W'f 1Z - [I - wM·- 1w'(I + wM- 1W'f 1]W,B 
- (I + wM-1W'f

1
Z - (I - (I + wM-1W'f 1Wl\1 - 1W')W,B 

- (I + w M-1w'r 1z - (I + w M- 1w'r
11,v{J 

- (I + W M-1W'f\z - W/J). □ 

Como consequência do Resultado 3, obtemos ainda 

(,B - /Jz)' M(/J - /Jz) = (vV {J - Z)'W M-1 W'(I + W M-1 W'f 2 (W/J - Z) . o 
(A.l) 

Devido ao Resultado 5, segue que 

(Z - W,Bz)'(Z - W,Bz) = (Z - W,B)'(I + WM- 1 W'f
2
(Z - W,B). □ 

(A.2) 
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Resultado 6
Para P e &' definidos em (3.5) e (3.6) do Capítulo 3 e ój como definido
no Resultado 2.

(" + "'')'' l"Õ' + (z - wõy(J' + w'w''w')''(z - U''Õ)l
(A.3)

Prova: Do Resultado 2 e utilizando (A.l) e (A.2),

(" + m)'' l"Õ' +(Õ - Ó,yM'(Ó - Õ,) +(z - w'Ó,y(z - w'Ó.)l
(" + m)''l«ó' +(WÕ - ZrWM':H''(/ + w'M':w')''(n'Õ - z)
+(z - w'Õy(/+ ww':w')''(z - w'Õ)l

(n + m)':lnâ' +(Z - WÓrU'W':W'(-r + WM':W')''(Z
+ (z - w'Õy(.r + w'w':w'')''(z - w'ó) l

(n + m)''{ nâ' + l(Z - WÓrWW':W' + (Z - WÓyl
x (.r + H''M'' W')''(Z - WÕ) }

(" + m)''lnó' +(z - n'Õy(wm':w' + /)(.r+ WM':w')''(z - wÕ)l

("+m)'' l"õ'' +(Z- WÓy(J'+ W'W''W'')''(Z -W'Õ)l. o

wó)

A.2 Cálculo de Integrais
Para o cálculo de r(z, W/y,X)

expressão (3.17), dada por
na Seção 3.2, é necessário desenvolver a

/o..($)(!;b) '#' -P {-(2.')':(v - HPy(v - #P)} d# da'

/o..(3)(i;b)Í expl-(2a')':(y - XP)'(y - XP)} aP da'
,(z, W/y, X)

(A.4)

Neste cálculo, utilizaremos os resultados mostrados a seguir
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Resultado 6 
Para ~ e â2 definidos em (3.5) e (3.6) do Capítulo 3 e â; como definido 
no Resultado 2, 

â; = (n + m)- 1 
[ nô-2 + (Z - w,ê)'(I + W M-1w'r 1(Z - w,ê)] . 

(A.3) 

Prova: Do Resultado 2 e utilizando (A.1) e (A.2), 

&; (n + m)- 1 
[ nô-2 + (,ê -,êz)'M(,ê- .êz) + (Z - W,êz)'(Z - W,êz) ] 

- (n + m)- 1
[ nô-2 + (W,ê- Z)'W M- 1w'(I + W M- 1w'r\w,ê- Z) 

+ (Z- W,ê)'(I + WM- 1W'r2 (Z - W,ê)] 
- (n + m)- 1 [nô-2 + (Z- W~)'wM- 1W'(I + wM- 1w'r\z- W~) 

+ (Z - w,ê)'(I + wM- 1w'r\z - w,ê)] 
(n + mf1

{ nô- 2 + [(Z - w,ê)'w M- 1 w' + (Z - w,ê)'] 
x (I + W M- 1w'r 2

(Z - W,ê)} 

(n + m)- 1 
[ nô-2 + (Z - W,ê)'(W M-1 W' + I) (I + W M-1 W'r\z - W,ê)] 

(n + m)- 1 
[ nô-2 + (Z - w,ê)'(I + W M- 1w'r 1(Z - W~)]. 0 

A.2 Cálculo de Integrais 

Para o cálculo de r(z, W/y, X) na Seção 3.2, é necessário desenvolver a 
expressão (3.17), dada por 

r(z, W/y, X) -
r ( n+m 1 

J0E0(-;fr) ~) 2 exp{-(20'2r (v-H/3)'(v-H/3)}d/3d0" 2 

Í0E0 (;2)( 21r
1
02 )? exp{-(20"2)-

1(y - X{J)'(y- X/3)} d/3 d0" 2 · 

(A.4) 

Neste cálculo , utilizaremos os resultados mostrados a seguir. 
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R.«untado 'í ÇTONG (1990), IPg. 204b
O vedor aleatório m-dimensionar t tem distribuição Z-Sludenf multivariada
com média to, matriz de correlação R e n graus de liberdade se sua
função densidade de probabilidades é

"«;'.,",«, - &;:a# (: -- :« -'a'"':«-'a)''+,
com t € 1R" e R positiva definida. Esta densidade será indicada por
St.(to, n,.R). Verifica-se ainda que se n 2 3, a matriz de covariância de t

Re
2n

Resu\Lado 8 (.BOX e TIDO (1973), fpg. í441)
Se I'(a) é a função gama real, então, para a > 0 e c>0, veriâca-se que

«-'-:e'Íd, I'(d)/
Resta\Lado 9 ÇGRAYBILL (1916) IPg. 48b
Sejam ao e bo constantes escaleres, a e b vetores px l de constantes e
.4 e B matrizes de constantes, ,4 simétrica e 1? positiva definida, ambas
de dimensão p. Se x é um vetor p x 1, com componentes ai,z2,...zp'
o valor da integral múltipla

, - /: /(x'4x+x'a+ ao)expl--jx'.Bx+ x'b+ bolldzida2 ... dapJ -00

(A.5)
é dado por

l a.{l.Bj-#eib'a''b-óoltr(ÁB':) -- b'.B':a+ 5b'.B':Á.B-'b + 2ao}.

(A.6)

No cálculo da expressão (A.4), trabalharemos em separado com o nume.
redor e o denominador, /(n) e /(d) respectivamente.

(i) Cálculo do numerador
Pode-se escrever

.r(n)

(v - HPy(v Hj3) = v'v -- '2v' HD -F l3' H' HÍ3
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Resultado 7 ( TONG (1990), {pg. 204}) 
O vetor aleatório m-dimensional t tem distribuição t-Student multivariada 
com média t 0 , matriz de correlação R e n graus de liberdade se sua 
função densidade de probabilidades é 

h(t; t 0 , R, n) 

com t E m,m e R positiva definida. Esta densidade será indicada por 
Stm(t0 , n, R). Verifica-se ainda que se n ~ 3, a matriz de covariância de t 
, n R 
e n-2 ' 

Resultado 8 (BOX e TIAO (1973) , {pg. 144]) 
Se r(a) é a função gama real, então, para a> O e e> O, verifica-se que 

100 -d-1 _sd -d f(d) x e:rx=c . 
o 

Resultado 9 ( GRAYBILL {1976) {pg. 48]) 
Sejam a0 e b0 constantes escalares, a e b vetores p x 1 de constantes e 
A e B matrizes de constantes, A simétrica e B positiva definida, ambas 
de dimensão p. Se x é um vetor p x 1, com componentes x 1, x 2 , •.• Xp, 

o valor da integral múltipla 

I = 1-: ... 1-: (x'Ax + x'a + a0) exp{-[x'Bx + x 'b + b0 ]} dx 1 dx 2 ... dxv 

(A.5) 

é dado por 

I = ~7rf 1n1-½ e¼ b'B - lb-bo{ tr(An- 1 ) - b' B-1a + ~b' B-1 AB- 1b + 2ao} 2 2 . 

(A.6) 

No cálculo da expressão (A.4), trabalharemos em separado com o nume
rador e o denominador , I(n) e I(d) respectivamente. 

(i) Cálculo do numerador I(n) : 
Pode-se escrever 

(v - H{J)'(v - H{J) = v'v - 2v'H(J + (J'H'H(J 
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e assim o numerador de (A.4) fica

Jogo \.a2./ \.2aa2

Vamos integrar inicialmente com respeito a #, usando (A.6). Para isso,
identificamos os elementos na equação (A.5) como ..4 = O, a = O, a.
( ' )( ' )':F, B= eg., b= :ÍÇ! e ó.: g>. Nestas condições,

l l
.r(«)

n+m
2

exp( )'i ]v'v -- 2v'.z?p + p'x'xp]]. ap da2

(x'.4x + x'a + «o) (&:
l '\ '$''

27ra2
e

expl'lx'.Bx+x'b+boj} = exp{

Desta forma, depois de integrar com respeito a P, tem-se

'(«) - /,..{ :!z -{.{iun(w)''(-n-á} l.z

.s]

úy*l'''
.ll'# I' }cl-ã7l"v-v'H(H'H)'' vllda2

lx'xl-{2vr '2>0
r l ) !!:t=g!=Z+i { lv'v-v'H(H'H)''H'vl(a')''} da2
a'

1.17'.f/I'5 /(a2)'l2Ên:2+llel-tÍl"v-v'H(H'H)''Hvl}(a')''} da2
../ a2> O

(A.7)
Para o cálculo da integral com respeito a a2, usamos o Resultado 8 com

c = {ilvv - v'H(H'.#)':-Hvl} e d , (A.7) 6ca

/(«) 2«)'o:m lx'xl-{ {ê%':' IX'XI'à {llvv-v'a'(-a'X)':a'vll-':?::' F(':t?:')

l.K'Nl- } (;)''::?::' lvv - v'H(#'n)':nvl-':g::' r(nJ--T-=-e)

IX'Xl-{ lvv - v'H'(-H'H')':.Hvl-':?:' F( Z-Í<!= Z)

r(T-!:!':-e) IW + W''Wl- } lvv - v'H(H'H)':#Vl-':?::' .(A.8)
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e assim o numerador de (A.4) fica 

n+m 
I(n) = f (-;) (~) 

2 
exp{-(2a2)-

1
[v'v-2v'H(J+(J'H'H(J]}d(Jda2. JoE0 a 2?Ta 

Vamos integrar inicialmente com respeito a (J, usando (A.6). Para isso, 
identificamos os elementos na equação (A.5) como A = O, a = O, a0 = 
( 1 )( 1 ) n+m B H'H b -H'v b v'v N d' ~ q2 2,ru2 2 , = 2u2 , = ~ e O = 2u2 , estas con 1çoes, 

(x' Ax + x'a + ao) 

e 

{ [
(J'H'H(J 2(JH'v v'v]} exp{ -[x' Bx + x'b + bo]} = exp -

2ª 2 -
2ª 2 + 2ª2 · 

Desta forma, depois de integrar com respeito a (J, tem-se 

= (27T) p-(~+m) IH' HI-½ 1 ( a2)-[ 0 +;-P+1]e {-{½[v'v-v' H(H'H)-
1 H'v]}(u2)- 1

} da2. 
u 2 >0 

(A.7) 

Para o cálculo da integral com respeito a a 2
, usamos o Resultado 8 com 

x = a2, e = { ½[v'v - v' H(H' Hr 1 H'v]} e d= n+;-p. Logo, (A. 7) fica 

I(n) = (27r(-(~+m) IH'HI-½ {½[v'v-v'H(H'Hr1H'v]}_n+;-p qn+;-p) 

(27T(-(~+m) IH'HI- ½ (!tn+;-p [v'v -v'H(H'Hr1H'vi-"+r:;-p r(n + m - p) 
2 2 

(7r)p-(~+m) IH'HI-½ [v'v -v'H(H'H)-1H'v]_n+r:;-p r(n + m. - p) 
2 

(7r(-c~+ml r( n + m - P) IM+ W'W I- ½ [v'v- v'H(H'H)- 1 H'vt"+;-e .(A.8) 
2 
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Vamos desenvolver a expressão (A.8) para obter o resultado requerido
Temos que

v' v -- v' H(.H' H'\'' " H'v v'v -- v' HÇH' H'F* H'v -- v' HÇH' H)'' H'v
-} v' HÇH' Hyl H'v

v'v -- v' Hj3. -- PI.,H'v -+ v' H(.H' Hy* H'v
v'v -- v' nls. -- l3'.H'v -} v' HtH' H)': ÇH' H)ÇH' H)
v'v - v' nlà. -- ÕI.,n'v -+ ÕI.:çn' n)Õ,
«' çv - niiz] - õl.,n' tv - niàz]
Qv - nÕzl' çv - diz)
(n + m)â?. O

tH'v

Substituindo õj pela expressão dada na equação (A.3),

v/v v' H ÇH' H)' * H'v =

("+ m) {("+ m)''l«â' +(' - WÕy(.r+ WM':W')''(z
«â' + (z - W'Õy(/ + H'M'''W')':(z - H''Õ) .

w'õ)]}
(A.9)

Também, devido a resultados para matrizes particionadas (GRAYBILL
(i976) lpg. 20l)

IN'xl lw+w'n' w(/ + M':w''w')l
wll.r+w-:w'w

« (Ú
-- .4/ -i l,}/r'

/

l«l (,;
-- .A/ -iWT'

/

lwll/ll.r+ww''w'l
lwll/+w'w''w'l. 0 (A.IO)

Finalmente, de (A.9) e (A.lO), a integral do numerador de (A.4) será

/(«) r(!:L;L-J) IÀ/I'#l/ + u'w':w'l-'
p+m--p

+ (' - w'õy(/ + i'l'm'': w'')''(' - wó) l ''''f''
97

Vamos desenvolver a expressão (A.8) para obter o resultado requerido. 
Ternos que 

v'v-v'H(H'H)- 1H'v = v'v-v'H(H'H)- 1H'v-v'H(H'Hr 1H'v 
+ v'H(H'H)-1 H'v 

v'v - v'H/Jz -/J~H'v + v'H(H'Hr1 H'v 
v'v - v' H/Jz - /J~H'v + v' H(H' Hr\H' H)(H' H)-1 H'v 
v'v - v'H/Jz - /J~H'v + /J~(H'H)/Jz 
v'(v - H /Jz) - /J~H'(v - H/Jz) 
(v - H/Jz)'(v - H/Jz) 
(n + m)ô-;. D 

Substituindo ô-; pela expressão dada na equação (A.3), 

v'v - v' H(H' Hr1 H'v = 

- (n+m){(n+m)-1 [nô-2 + (z-W/J)'(I+wM-1W'f\z-W/J)]} 

nô-2 + (z-W/J)'(I+wM- 1W'f\z-W/J). (A.9) 

Também, devido a resultados para matrizes particionadas (GRAYBILL 
(1976) [pg. 20)) 

IH' HI = IM+ W'WI IM(I + M-1w'W)I 
- IMIII + M-1w'w1 

IMII(: -MtW' )1 
= IMI 1( ~ -MtW' )'I 
- IMI 1( -w~-1 ~' )1 
- IMIIIIII + wM-1W'I 

11w111 + wM-1w'1. o (A.10) 

Finalmente, de (A.9) e (A .10) , a integral do numerador de (A.4) será 

I(n) = (1r)p-(~+m) r(n + m - p) IMl-~I/ + wM-lW'I-~ 
2 

_ n+m-p 

X [ nô-2 + (z - W/J)'(I + WJ\!1 - 1w'f
1
(z - W/3)] 2 
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(«)' r(e-=E';!:.-e) IWI'#l/ + wa''- w'l-{("a')''

x li+(' - wóyl"õ'(-r + w'w''w')I':(u'')I':(' - wõ) l '"f'' D

(A.ll)

(ii) Cálculo do denominador /(d):
como

kv - X6)' Qv - x6) x13 -} l3'x'xl3,

a expressão do denominador de (A.4) fica

.r(d) co (;7)( 5;1:;Í) ' expl-- (2a')': jy'y -- 2y'xp + p'x'xpl} ap da'/

n

De forma análoga ao numerador, integramos primeiro com respeito a P
Identificando as variáveis na expressão (A.5), temos que .4 = O, a = O,
ao=($)(7;b)?, B= $g, b=:$k . h=ig,'e«tã.

(x'.'ix + x'a + «o)
l

a2

n

27ra2

e

expl-- lx'.Bx + x'b + Z,ol} «.{

Desta forma, usando (A.6), integramos em P, obtendo

/(d) (2a')z?z IX'XJ'l/(a2)-l!!iz+llel--ÍÍly'y-y'X(X'X)''X'yl}(a')''l} da2.
./ a2 '>0../ a2 > O

(A.12)

Voltando a usar o Resultado 8 para integrar (A.12), temos que
{ljy'y - y'X(.X'X)':X'yj} e d - i': I'g'C

/(d) (")'? r(!L;Z) lx'xl'{ jy'y - x'.x(x'x)':x'rl-'?
(")'? r(!ti'e) lwl'{ jy'y - x'x(x'x)':x'vl-'?

Através de um cálculo similar ao feito em (A.9), temos que

y'y - y'x(x'x)':x'y
98

(1r)p-(~+m) r(n + m - p) IM1 -½ 11 + wM- 1W'l-½(nô- 2t"±;-p 
2 

_ n+m-p 

X [ 1 + (z - W,B)'[nô-2(1 + w M-1w')r\z - W,B)] 
2 

o 

(A.11) 

(ii) Cálculo do denominador I (d): 
Como 

(y - X[J)'(y - X{J) = y'y - 2y'X{J + [J'X'X{J, 

a expressão do denominador de (A.4) fica 

De forma análoga ao numerador, integramos primeiro com respeito a {J. 
Identificando as variáveis na expressão (A.5), temos que A = O, a = O, 

_ ( 1 )( 1 )!!. B _ X'X b _ -X'y b _ Ú -ªº - u2 21ru2 2 , - 2u2 , - u2 e O - 2u2, entao 

(x'Ax+x'a+ao) = (!...) (-1-)~ 
(72 21re72 

e 

{ [
{J'X'X{J 2/3X'y y'y] } exp{ -[x' Bx + x'b + bo)} = exp -

2
<72 -

2
<72 + 

2
<72 · 

Desta forma, usando (A.6), integramos em /3, obtendo 

I(d) = (21r)TIX'x1-½ 1 (<72t(T+1Je{-{½[y'y-y'X(X'X)-IX'y)}(u2)-1} d<72. 
u 2 >0 

(A.12) 

Voltando a usar o Resultado 8 para integrar (A.12), temos que x = <72, 
e= {½(y'y - y'X(X'X)- 1 X'y]} e d= n;p, logo 

I(d) 

Através de um cálculo similar ao feito em (A.9), temos que 
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e com ôsso

.r(d) (")'? i'(e-'iZ) lwl'ã'(«õ')''?. D (A.13)

Efetuando a divisão de (A.ll) por (A.13), obtemos

]'(«)
.r(d) ;$i;8;1 1« + ww'' wol-{ («ÕD-*

* li+(' - u'Õyl"õ'(J + n'w''w')I':

:i;i;ê;l l«a'« + ww':»")l-{

(,

* l l + (' - W'Óyl"õ'(J' + W'M'':W'')I''(' - W'Õ)l

n

* l:--nl ã@ - n'õyt«õ'(!Jf:li;..g2 - (G-fã--:-:-'] @

n

D

(A.14)

A.3 Resultados para provar a Consistência das
Densidades Preditivas

Na Seção 3.3, provando a consistência de algumas densidades preditivas,
são utilizadas várias definições e resultados, que vamos expor a seguir.

Definição A.3.1 Sejam {a«]«Zi e {b«}«2i sequências de ntímeros reais; então
diremos que

(i) «« = O(Z,.) s. ezÍst{«m «. «ú«..« «a/ k > 0 e um nú«e« {nteí«
P«.{f;" n. Z«/ q«.

= '", Vn ? n.

í'lo é, a. (b«) .. « «,ã.
grande.

for limitada, para todo n su$cientemente

99

e com isso 

I(d) = (1r)T r(n; P) IMl-½(nô-2tT. o 

Efetuando a divisão de (A.11) por (A.13), obtemos 

l(n) 
!(d) 

r( n+m-p) 1 

-------=--2- I (J + W M-1 W')l-2 (nô-2)-T 
1rTr(n?) 

_ n+m-p 

X [ 1 + (z - w,ê)'[nô- 2(1 + w M-1w')r\z - w,ê)] 2 

r(n+m-p) 1 

-------=-~2- lnô-2(J + w M-lw')l-2 
1rTr(n;p) 

- !!..±.!!!.=.e. 
X [ 1 + (z - w,ê)'[nô-2(1 + w M-1w')r\z - W,ê)] 2 

2 na-2 _____ _ r(n+m-p) 1 A (J + wM-lW') I-½ 
[(n - p)1r]Tf(9) (n - p) 

(A.13) 

!!.±.!!!..=E. 

x [ 1+ (n ~ p) (z - W,/Í)'[nâ 2 (I \: _AI;i' wy' (z - w,ê{ ' 

A.3 Resultados para provar a Consistência das 
Densidades Preditivas 

Na Seção 3.3, provando a consistência de algumas densidades preditivas, 
são utilizadas várias definições e resultados, que vamos expor a seguir. 

Definição A.3.1 Sejam {an}n~I e {bn}n~I sequências de números reais; então 
diremos que 
(i) an = O(bn) se existirem um número real k > O e um número inteiro 
possitivo n 0 = n 0 ( k) tal que 

isto é, an = O(bn) se a razão 1 ~: 1 for limitada para todo n suficientemente 
grande. 
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(ii) a« = o(b«) se p«« t.do c > 0 «{st{, «m «úm.« {«tei« po.{ti" n.
«.(c) f«/ q«e

%l <c, Vn?n.b.

áslo é, a. = o(b«) se a --} 0 quando n --> oo.

Definição A.3.2 Sejam {X.}.>i ama sequência de t;ar (íz;eis a/eatórías e
{b«}n?l uma sequência de ntímeros rea s rou de t;ariátieis a/eaZórÍasJ. Dire-
mos que
(i) X« = O.(b«) se para lodo nlímero rea/ ? > 0 ezásfirem &m rztímero rea/

p«íf{« A k(q) e «m «úme« í«t.i" n. = n.(,7) f«js g«.

P k l ; ,zb. Vn ? n.,

isto á, X« = O,(Z,«) se a sequência {X«/Z,.}«>i .»r /ám fada em proóaóí/{-
lade para todo n su$cientemente grande.
(ii) X. = o,(ó«) se para todo ntímero rea/ c > 0 e pa« lodo ntímero rea/
? > 0 e«{'t{, «m «ú«-.« i«teá« po.ÍZ;" n. ,7) , f«/ q«.

,(# *.) . «, Vn ? n.,

á f. é, X« = o.(b«) s. p.« t.do «'ím'« «a/ c > 0 ,
quando n # oo.

? .) --, o,

l)eRx\içâo À..3.3. (FULLER (1916), jpg. 182])
(i) Sda B« uma mata z k x I' de uariáueÍs a/ealórias, caos e/ementas sâo
bij«. Dizemos que B. é de ordem no máximo g. e indicamos por

B« (g.),

se, para lodo c > 0, eaásZe um numero rea/posÍliuo .44. ta/ gaze

P (IÓÜ«l ? M.g.) $ c,

para =1,2,..-,k, .j=1,2,.-.,7' eparaZodo n

100

(ii) an = o(bn) se para todo é > O existir um número inteiro positivo no 
n 0 (é) tal que 

isto é1 an = o(bn) se t ➔ O quando n --+ oo. 

Definição A.3.2 Sejam {Xn}n2'.l uma sequência de variáveis aleatórias e 
{bn}n2'.l uma sequência de números reais (ou de variáveis aleatórias). Dire
mos que 
(i) Xn = Op(bn) se para todo número real T} > O existirem um número real 
positivo k = k(TJ) e um número inteiro n 0 = n 0 (TJ) tais que 

isto é1 Xn = Op(bn) se a sequência {Xn/bn}n2'.I for limitada em probabili
dade para todo n suficientemente grande . 
(ii) Xn = op(bn) se para todo número real é > O e para todo número real 
T} > O existir um número inteiro positivo n 0 = n 0 (é, TJ) 1 tal que 

isto é1 Xn = op(bn) se para todo número real é > O 1 P (11: 1 ~ é) ➔ O, 
quando n ➔ oo . 

Definição A.3.3 (FULLER (1976) 1 (pg. 182}) 
(i) Seja Bn uma matriz k x r de variáveis aleatórias, cujos elementos são 
bijn. Dizemos que Bn é de ordem no máximo 9n e indicamos por 

se, para todo l > O, existe um numero real positivo Mf tal que 

para i = 1,2,· .. ,k, j = 1,2, .. • ,r e para todo n. 
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(ii) Z)ízemos que B. é de menor ordem em proóaóá/idade que g. e indicamos
por

B.
se, para todo e> Q e õ > q, existe um N tal qKe para todo n> N,

P (IZ,fj«l ? cg.) $ á,

para í=1,2,..-,k, J=1,2,..-,r

t)eRtüção À..3.4 ( LEITE e SINGER (1990), jpg
Sda {a«}«?i uma sequência de oetores p x l e
de ntímeros reais, onde

{b«}«z: z&ma segzzencza

~ - '«.- : l ::: l
Nestas condições,

a« = O(b«) s' lja.ll

s' lja«lla« = o(Z,«)

onde ll - ll é a ,zoom« do uetor.

teorema À.3.t (LEITE e SINGER (1990), jpg. 12])
Sqa {a,ilnZI Uma sequência de uefores p x l e {b«}n;ll uma segaência de

tZ77 eras I'eazs, erzÍ(io

a«=0(ó«) s' ««.=0(Ó«) yi=1,...,P

a.=o(b«) '' ««.=o(ó«) yi=1,...,P.

Definição A.3.5 Sega {A.}«Zi ama sequência de z;efores p xl
d« ./e«'''«to a.. de A« á «m «f., l xp {.e., a.. = (..i:,
{b.}«Zi uma segaénc a de ntímel'os reais ta/ que

onde ca-
, a«i,) e
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(ii) Dizemos que Bn é de menor ordem em probabilidade que 9n e indicamos 
por 

se1 para todo e > O e c5 > O, existe um N tal que para todo n > N, 

para i = 1, 2, • • ·, k, j = 1, 2, · · ·, r. 

Definição A.3.4 ( LEITE e SINGER (1990) 1 {pg. 12}) 
Seja { an}n~l uma sequência de vetores p X 1 e { bn}n~l uma sequencia 
de números reais1 onde 

an [ani] ("t) · 
anp 

Nestas condições1 

an = O(bn) se llanll = O(bn); 

an =o(bn) se llanll = o(bn); 

onde li· li é a norma do vetor. 

Teorema A.3.1 ( LEITE e SINGER (1990) 1 {pg. 12}) 
Seja { an}n~l uma sequência de vetores p x 1 e {bn}n~l uma sequencia de 
números reais1 então 

an = O(bn) 

an = o(bn) 

se 

se 

Vi=l, ... ,p. 

Vi=l, .. . ,p. 

Definição A.3.5 Seja {An}n~l uma sequência de vetores p x 1 onde ca
da elemento ani de An é um vetor 1 x p i. e., ani = ( ªnil, · · · , anip) e 
{ bn}n~ 1 uma sequência de números reais tal que 
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An := janfjpxi

então

A.
se

IA«ll

A.

onde 11.11 é a nol"l,la do uefor

IA«ll

Teorema A.3.2 Sda {A«}«?i uma sequência de uefores pxl
uma seqKênciü de números reais. Nestas condições,

e {b«}«z:

A« a«. Vi - l,...,P

A« '' a«. = o(Z,«)

DeR«Àçâo A..3.6 (LEITE ' SINGER (1990), ]Pg. 42])
Sd«{X«}«?:(X«:,X«,, . . - ,X«.)}..: «m« s.q«é«c{« de «to«. «/«tó,{«
P x 1, com p ? 2 e {b«}«Zi uma segaência de nzímeros reais. Z)iremos
gue

x« lx«ll
e

x«

onde 1 . 11 é a norma do oetor.

lx«ll

A seguir apresentaremos o resultado que pode ser utilizado para reduzir
o caso vetorial ao caso unidimensional.
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então 

An = O(bn) 

An = o(bn) 

onde li · li é a norma do vetor. 

se 

se 

IIAnll = O(bn) 

IIAnll = o(bn) 

Teorema A.3.2 Seja {An}n~l uma sequência de vetores px 1 e {bn}n~l 
uma sequência de números reais. Nestas condições1 

se Vi = l, ... ,p 

se Vi= 1, . . . ,p. 

Definição A.3.6 (LEITE e SINGER {1990) 1 {pg. 42}) 
Seja {Xn}n~l = {(Xn1, Xn2, · · ·, Xnp)} n>l uma sequência de vetores aleatórios 
p X 1, com p 2'. 2 e {bn}n~l uma sequência de números reais . Diremos 
que 

se 

e 

se 

onde li · li é a norma do vetor. 

A seguir apresentaremos o resultado que pode ser utilizado para reduzir 
o caso vetorial ao caso unidimensional. 
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teorema A..3.3 (LEITE e SINGER (1990), jpg. 4e])
Sd« {X«}«Z: (X.:, .X«', . - - , X«.)}..: «m. seq«ê«.i« d. «*o«s «/e«tó,{o.
p x 1, com p ? 2 e {b.}«>1 uma seqzãncia de ntímeros reais. Nestas con-
dições,

X«=0.(b«) ''''oment'.. X«.j=O,(Ó«) P.«
e

j = i,...,p

x« se e s07nente se X«j (Z,.) P««

Feotema À.3..4 (FULLER (1916), jpg. 185])
Sda {X«}«Zi uma sequência de uaríáueis a/eatór as e {a.}.>:
g«ê«.{« d. «úm« ««i; p«{l{«'. Se .E{XJÍ} O(«:) .«Zã.

x«

teorema A..3.5 (FULLER (1916), jpg. 186])

O(a.)'ndãlM' . Ze.««.«.'1.9.#, « .E{(X«-.E{X.D'} ; O(.:) . .E{X«} -

x« (.«).

Apresentamos a seguir o lema dado em LEVY e PERNG (1984), cor-
respondente ao Lema 3.3.1 do Capítulo 3, que é fundamental na prova dos
resultados relativos à consistência da Seção 3.3.

l.ema A..3.L (LEVY e PERNA (1984))
Soam Y, X, Z e W , uefores e matrizes de$nídos no C'apáu/o 3 e z;amos
suporgue (X'X)in -+ D quando n -.+ ç» , D positiva de$nida. Se l3 ,
Õ' , Í3. . à'! são os está««do«s de$nidos em (3.5), (3.6), (3.9) e (3.10)
respectáz;amante, então,
(i) # - P 0,(n'{)

(ii) â'' - a' (n'})

(ni) õ, - ó

(iv) â: - â'
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Teorema A.3.3 (LEITE e SINGER {1990), {pg. 42}) 
Seja {Xn}n~I = {(Xn1, Xn2, · · ·, Xnp)} n>I uma sequência de vetores aleatórios 
p x 1, com p 2: 2 e { bn}n~I uma sequencia de números reais . Nestas con
dições, 

se e somente se para j = 1,· .. ,P 

e 

se e somente se para j = 1,· .. ,p. 

Teorema A.3.4 (FULLER (1976) , {pg. 185}) 
Seja {Xn}n>I uma sequência de variáveis aleatórias e {an}n>I uma se
quência de ntlmeros reais positivos. Se E{X~} = O(a~) então -

Teorema A .3.5 (FULLER (1976), {pg. 186}) 
Nas condições do Teorema A.3.4, se E{(Xn-E{Xn} )2} = O(a~) e E{Xn} = 
O( an) então 

Apresentamos a seguir o lema dado em LEVY e PERNG (1984), cor
respondente ao Lema 3.3.1 do Capítulo 3, que é fundamental na prova dos 
resultados relativos à consistência da Seção 3.3. 

Lema A.3.1 (LEVY e PERNG (1984)) 
Sejam Y, X, Z e W , vetores e matrizes definidos no Capítulo 3 e vamos 
supor que (X' X)/n ➔ D quando n ➔ oo , D positiva definida. Se /3 , 
&2

, /Jz e ô-; são os estimadores definidos em (3.5), (3.6), (3.9) e (3.10) 
respectivamente, então, 
(i) /3 - (J = Op(n-½) 

103 



Prova:
(i) Como Y '"' .V(XP, a' -r), «risca-sefacilme«teq«e Õ -., JV'(P, (X'X)':a')
Alémdisso, se n''(X'X) --> Z) quando n -+ oo, prova-se que n(X'X)': --}
Z)-: quando n -+ oo (ELIAN (1991), jpg. 2091).

Como consequência, se yar(P) (X'X)':a', e«tão

11;}9 -(õ)-'*o'''', n -+ oo

Logo, se b. = n'i, pela Definição A.3.1, para cada elemento ufj da matriz
yar(P), ] kij > 0 e um número inteiro nfj = nij(kij) tal que lul <
kij, Vn 2 nfj. Em particular, se escrevermos yar(/3) = (vi, . . . ,v,), onde
vj é um vedor p-dimensional, existe k{ = mazÍkfj , .j = 1,. . . ,p} > 0 e um
número inteiro ní = ma {nij , .j = 1,... ,p} tal que

V
C

v{
(l/n) 'qn,'> n,

para cada i = 1, . - . ,p

E«tão v{ = 0(Z,«) = 0(n':), á - l, ,p e pelo Teorema A.3.2,

v«,(õ) - E l(Ó- z(ó))(Õ- z(Õ)yl - o(«'') -o(«'#y
D? última expressão, vemos que cada um dos elementos da diagonal de

y«(P) é tal q-
E(ã - .E(À)y

,p e pelo Teorema A.3.4,para todo

À - .E(À) -& -ü («'{)
)P.para todo

Logo, usando o Teorema A.3.3

Õ -/3 (n'{). 0
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Prova: 
(i) Como Y ~ N(X /3, o- 2 I), verifica-se facilmente que S ~ N(/3, (X'Xt 1 o-2

). 

Alémdisso,se n- 1(X'X)--+D quandon--+ oo, prova-seque n(X'X)- 1 --+ 
D- 1 quando n --+ oo (ELIAN (1991), [pg. 209)). 

Como consequência, se Var(S) = (X' Xt 1a-2
, então 

Var(S) A _ 1 2 
(l/n) = n Var(/3) --+ D a , n--+ oo. 

Logo, se bn = n- 1 , pela Definição A.3.1, para cada elementoVij da matriz 
Var(S), :3 kij > O e um número inteiro nij = nij(kij} tal que l~I < 
k;j, \:/n 2: n;j. Em particular, se escrevermos Var(S) = (v1 , · · • , vp), onde 
vi é um vetor p-dimensional, existe k; = max { k;j , j = l, • • • , p} > O e um 
número inteiro ni = max{ nij , j = l, · · · , p} tal que 

11:jl = 11(1~~) li< L p w, w ""' b2 p . = ""' k2- < ""' k2 ~ n 1J ~ •J - L 1 ' 

j=l j=l j=l 

para cada i = 1, · • • ,p. 

Então v ; = O(bn) = O(n- 1 
), i = 1, · · · ,P e pelo Teorema A.3.2, 

Da última expressão, vemos que cada um dos elementos da diagonal de 
V ar(S) é tal que 

para todo j = l, · · · , p e pelo Teorema A.3.4, 

para todo j = l, • • • ,p. 

Logo, usando o Teorema A.3.3 
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pelos Lineares para Y ''' ./\r (XP, a' /),

3.(v - xóy(v - xõ) '"' xÕ.-ü

e portanto

.L('Sr -- XÓ)«Y -- XÓ) «â'' 2
a2 n ''' ' ';T - Xh-p)'

Como consequência,

' (Ç) - ;, @D - « - ,,
««,(T:

e com isto,

}''« (õ'') - z(a' - z(õ'))' - lle:!9i::d - o("':)
Assim, pelo Teorema A.3.4

0(n ' ê' y

a' - z(õ'') - õ' - {lz.t..0«' ("'}),

â' - a' = O,(n'{). []

o que implica em

(iii) Do modelo descrito na Seção 3.1, temos que

(X'X)':X'Y
(X'X)':X'jXP + ul
(x'x)':x'xP+(x'x)
P + (X'X)''X'u.

Além disso, devido a (3.9), temos ainda que

l3, = ç.n'ny*n'v

105

ÇH'H)'*H' ;

iX/u

(ii) Da teoria de Modelos Lineares para Y ~ N(X/3, <:7
2 I), 

e portanto, 

1 A A 2 

2 (Y - X{J)'(Y - X/3) ~ X(n-p) 
(7 

n (Y - X/J)'(Y - X/J) nô-2 
2 = - 2 ~ X(n-p)· 

(7 n 

Como consequência, 

( 
A2) nCJ n A 2 E - = -E ( e7 ) = n - p, 

(72 (72 

e com isto, 

Assim, pelo Teorema A.3.4 

o que implica em 

(iii) Do modelo descrito na Seção 3.1, temos que 

/J (X' X)- 1 X'Y 
(X'X)- 1X'[X,6 + u] 
(X'X)- 1X'X,6 + (X'xr 1x'u 
/3 + (X'X)- 1X'u. 

Além disso, devido a (3.9), temos ainda que 

/Jz (H' H)- 1 H'V 

(H'H)-
1
H' [ ! l 
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("'")-:«' l al=. l
("'")-:«' l m l -'- ("'")''"' l .} l
("'")-:«' l :i l p -- ("'")''"' l .: l
(x'.u''.a'lx', wl'p + (#'#)':.#' l .: l
(H'#)''-#'HP + (a'-m''ÍX' n''] l .: l
P + (H'H)''lX'u + W'u'l
# + (.#'H)':X'u + (#'.#)''W'u'

Subtraindo /3, de P,

$- P. l3-} ÇX'X)-*X'u -- IS -- (.H'H'r' X'u -- ÇH'H)
(X'X)':X'u -(#'n')':X'u -(#'H)':W'u*
l(X'X)'' -(H'H)''lX'u -(#'#)':W'u*
IW'' -(H'H')':lX'u -(H'H)':W''u*,

:W'u'

e com isto.

çõ- õaçõ õa' M'-:X'uu'XM'': -(H'.#)':X'u«'XM-:
-(H'H)':H''u*u'XM-: - M-:X'u«'X(H'#)''
+(H''.H)':X'uu'X(.H'.#)': +(.#'#)':W'u'u'X(H'-#)
-M-:X'uu*'W'(H'n')': +(.#'-H)''X'uu*'W(H'H)''
+(#'H') ':W'u*u ''W(H'#') ' :

l

Calculando a esperança dessa expressão, todos os termos que apresentam
u e u* juntos se anulam, pois segundo os modelos na Seção 3.1, u e u*
são independentes e com esperança nula. Assim

EtÕ- Õzhti3 - Bzà' a'lM'' -(#'.H)': -(-a'X)':+(X'X)':M'(X'X)':l
+ a'(-H'N)':H''W(H'H)':

Substituindo o segundo termo dentro do colchete pela expressão (i) do
Lema A.l.l, temos

EÇÕ- ÕzltÕ- Õzà' a: IW': w-'+ w':w'(.r + ww':w')': w'w':l
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(H'HrlH' [ X,B+u l 
W,B + u* 

(H'H)-
1
H'[ ~] +(H'Hr

1
H'[ ; . ] 

(H' Hr l H' [ ! ] ,e+ (H' Hr l H' [ : . ] 

(H' H)- 1 
H'[X', W']',B + (H' Hr1 

H' [ : . ] 

(H'Hr 1H'H,B+ (H'H)- 1
[X'W'] [ : . ] 

,B + (H' H)-1 [X'u + W'u*] 
,B + (H' H)-1 X'u + (H' H)- 1W'u*. 

Subtraindo ~z de ~' 

e com isto, 

,B + (X'X)- 1 X'u - ,B - (H' Hr1 X'u - (H'Hr 1w'u* 
(X'xr 1x'u - (H'H)- 1X'u - (H'Hr 1w'u* 
[(X'xr1 

- (H' Hr1]X'u - (H' Hr1w'u* 
[M- 1 

- (H'Hr 1JX'u - (H'Hr 1w'u*, 

M- 1x'uu'XM- 1 - (H'H)- 1X'uu'xM- 1 

-(H'Hr 1w 1u*u'xM- 1 
- M- 1x 1uu'X(H'H)-l 

+(H'H)- 1X'uu'X(H'H)-l + (H'Hr 1w'u*u'X(H'H)- 1 

-M- 1 X'uu*
1

W(H' H)-1 + (H' Hr1 X'uu*
1

W(H 1 H)-1 

+(H' H)- 1W 1u*u*
1

W(H' Hr1
. 

Calculando a esperança dessa expressão, todos os termos que apresentam 
u e u * juntos se anulam, pois segundo os modelos na Seção 3.1, u e u * 
são independentes e com esperança nula. Assim 

E(~ - ~z)(~- ~z)' = a 2 [M- 1 
- (H' H)- 1 

- (H' Hr1 + (H' Hr1 Nl(H' H)-1
] 

+ a 2 (H' H)- 1W'W(H' H)-1
. 

Substituindo o segundo termo dentro do colchete pela expressão ( i) do 
Lema A.1.1, temos 
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- al ÇH'H)'* -+ al tH'H)'l M(.H'H'F*
+ .'' (H'H)''WW(.#'#)':
a' M'' H''(/ + n'M':H'')''wM':

al ÇH'H)'\ MM'\ -+ al ÇH'H)'\ MÇH' H)
+ a' (#'H)''W'H'(H'#)':
a' M'' H''(/ + WM': W')':H'M':
- a' (H'#)':M IW': - (#'a)''l
+ a' (.ü'#)''W'W(H'#)':

l

Aplicando novamente o resultado
da última expressão, segue que

(á) do Lema A.l.l no segundo termo

E(Õ - ÕzàÇià - Bzà' a' M''W'(.r + WM': H'')': WM''
a'(H'#)':M IW''W'(/ + WM':W')''WM':j

+ a' (#'#)''W'W(.#'-#)':
a2 l/ --(H'#)'i WI M'i W'(/ + WM'i W')':W.A/'i
+ .'' (-#'#)':W''W(H'.Ü)':
a' IW': -(#'H)':l MM':W'(.r + n'M'' W')':WM
+ a' (#'H)''W'W(.H'n)':
a' IW'' -(#'H)':l W'(.r+ WM''n''')':n'M':
+ a' (H'#)':W'W(H'#)''

l

Finalizando, devido ao Lema A.l.l, r'0 e rijo e considerando que a matriz
M': W'W(#'H)''W'W(H'H)'' é simétrica,

EÇÕ- ilzlÇià - Õzà

a' M': W'(/ + WM':W')':lt'M'
+ a' (N'H)''W'W(H'H)':
a' M':W''(.r + WM''' W')''TT'M'
+ a' (N''H)':W'W'(.H'#)''
a' M': W'W(H'.#)': W'(/ + n''M

+ a' (n'H)':W'W(H'-H)':
a: M'' W'W(H'#)'' W'W( #'#)'
+ a' (#'H)':H''W(H'H)':
.'' M': W''W( H''#)': W'W'(#'#)'
+ a' (#'H)':W'H'(H'H)':

: .MM': W'(.r + W'M': W')':W'M l

' W'(/ + W'M''H'')':WM':

: w') ' :w'M':(H'''w)(n"w')':

: n''H''(w'H'') ' :
l
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- a 2 (H' Hr1 + a 2(H' H)-1 M(H' H)- 1 

+ a 2 (H'Hr 1w'W(H'H)- 1 

a 2 M- 1w'(I + wM- 1W')- 1wM- 1 

- a 2 (H' Hr1 M M-1 + a 2 (H' H)- 1 M(H' Hr1 

+ 0'
2 (H'Hr 1w'W(H'H)- 1 

a 2 M- 1w'(I + wM- 1w't 1wM- 1 

- a 2 (H' Hr1 M [M- 1 
- (H' Hr11 

+ a 2 (H' H)- 1W'W(H' H)-1
. 

A plicando novamente o resultado ( i) do Lema A. 1. 1 no segundo termo 
da última expressão, segue que 

E(/3- fJz)(/3- /3z)' = a 2 M- 1w'(I + W M- 1w')- 1wM- 1 

- a 2 (H'H)- 1M[M- 1W'(I + WM- 1W't 1WM- 1
] 

+ a 2 (H'Hr 1w'W(H'H)-l 
a 2 [I - (H' H)- 1 M] M- 1w'(I + W M- 1w 1

)-
1W M-1 

+ a 2 (H'Hr 1w'W(H'H)- 1 

a 2 (M- 1 
- (H'H)-1

] MM- 1W'(I + wM- 1W')- 1wM- 1 

+ 0'
2 (H' Hr 1w'W(H' H)- 1 

a 2 (M- 1 
- (H'H)- 1

] W'(I + wM-1W't 1wM-1 

+ a 2 (H'Hr 1w'W(H'H)- 1
. 

Finalizando, devido ao Lema A.1.1 , (i) e (iii) e considerando que a matriz 
M-1 W'W(H' H)- 1W'W(H' H)- 1 é simétrica, 

a 2 M- 1w'(I + wM- 1W')- 11vM-1MM- 1W'(I + wM- 1W't 1wM- 1 

+ a 2 (H'H)- 1w'w(H'Hr 1 

a 2 M- 1w'(I + wM- 1W')- 11vM-1W'(I + wM- 1W't 1wM-1 

+ 0'
2 (H'Hf1W'W(H'H)- 1 

a 2 M- 1w'W(H'Hr1w'(I + l1/M- 1 W')- 1wM- 1(W'W)(W'Wt1 

+ 0'
2 (H' Hr1w'W(H' Hr 1 

0'
2 M- 1 W'W(H' Hr l W'W(H' Hr1 W'W(W'w)- 1 

+ a 2 (H'Hr 1w'VV(H'Hr 1 

a 2 M - 1w'W(H'Hr 1w'W(H'Hf 1 

+ a 2 (H' H)- 1W'W(H' H)- 1 
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v \.xizl,l \rr rr,lzrí \rr rr,l\lz ÍZJ
+ a' (H'#)''W'W(H'#)':

Verificamos que essa última expressão é O(n'2) pois .A/
p'r hipótese, W'W = O(1) e (#'H)'' = (M + W'W)': = O(n

Logo, cada elemento de E(P -- /3z)(P -- Ózy é tal que

z(ó. - Õ,.)(Â - Ó,jy

para todo i, j = 1, . . . ,p-

Em particular, para todo i = j, temos

.e(ó.- Õ,;y '')
e assim, pelo Teorema A.3.4,

(Ó.- Ó,.) (n''),

para todo { = 1, . - - ,p.

Portanto, pelo Teorema A.3.3,

Õ - Ó, (n':). 0

(iv) Inicialmente, vamos mostrar que

(z- wõ) o,(1).

Do Resultado 3- rí0 temos

(ó-ó.) ':w'(n',õ- z).

Também verificamos que W = O(1), (H'.H)': = O(n':) e do
temos que /J - P, = O,(n''). Como consequência, temos que

0(«':)(H'Õ - Z)
] . . . l

(z - n'õ)

108

1 / T T //1 { rrl l /TX// l/

l

n-1)2

uimos que

).

item (iii)

CT
2 (H' H)- 1(W'W)M- 1(W'W)(H' H)- 1 

+ CT
2 (H'H)- 1 lV'W(H'H)- 1

. 

Verificamos que essa última expressão é 0(n-2 ) pois M- 1 = 0(n- 1
) 

por hipótese, W'W = 0(1) e (H' H)- 1 = (M + W'W)- 1 = 0(n-1 
). 

Logo, cada elemento de E(/:J - fJz)(/:J - /Jz)' é tal que 

para todo i, j = 1, · · · ,p. 

Em particular, para todo i = j, temos 

e assim, pelo Teorema A.3.4, 

para todo i = 1, · · · ,p. 

Portanto, pelo Teorema A.3.3, 

(iv) Inicialmente, vamos mostrar que 

(Z - W/:J) 

Do Resultado 3-(ii) temos 

Também verificamos que W = 0(1), (H' H)- 1 = 0(n- 1
) e do item (iii) 

temos que /:J - fJz = 0P(n- 1 
). Como consequência, temos que 

do que concluimos que 
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Usando (A.3),

aj -("+m)': l"a' +(z-u''õy(/+ww':w')':(z-u'õ)l
(" + m)''nâ' +(« + m)':(Z - WÓy(/+ WM':W')':(Z - H'Õ)

e com isso,

aj -(" + m)''«â' :(z - wõy(.r + WM':w')''(z - wÕ)

Do fato que (.r + WM':W')': = O(1), temos que

â; -(« + m)':«â'(n':)O,(1)0(1)0.(1)
0,(n''),

e como consequência

0,(n':). a

O próximo teorema corresponde ao Teorema 3.3.2 do Capítulo 3.

teorema A..3.6 (LEVY e PERNG (108.4))
Soam Y, X, Z e W, z;etores e mafrzes como de$n dos anteriormente. Se
K.X'X)in -+ D qlLa,ndo n -+ oo, D positiva de$nidü, então

LL*(z, W/Y,X) W7Y,X)(i + 0.(n'')).

Prova: Seja

Un - a-:gOlF-:Xa. H.:q
Vet\Rca-se ÇELIAN (1991) [pág. 2i01) que se

â' - a:

então

é- - i - o.(«-ê'),
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Usando (A.3), 

ô-; (n + m)- 1 
[ nô-2 + (Z - W,B)'(I + WM- 1W'f\Z- W,B)] 

(n + m)-1nô- 2 + (n + mr1(Z - W,B)'(I + W M-1w'r\z - W,B) 

e com isso, 

ô-; - (n + m)- 1nô- 2 = (n + mr1(z - W,B)'(I + W M-1w'r\z - W,B). 

Do fato que (I + wM-1w'r1 = 0(1), temos que 

e como consequenc1a 

0(n-1
) 0p(l) 0(1) 0p(l) 

0p(n- 1
), 

O próximo teorema corresponde ao Teorema 3.3.2 do Capítulo 3. 

Teorema A.3.6 (LEVY e PERNG (1984)) 
Sejam Y, X, Z e W, vetores e matrizes como definidos anteriormente. Se 
(X' X)/n -+ D quando n -+ oo, D positiva definida, então 

Prova: Seja 

Un = (Z - W,B~;z - W,B). 
(J" 

(A.15) 

Verifica-se (ELIAN {1991) {pág. 210]) que se 

então 

109 



o que implica em

l
+ --=

a2

+ o,(1)0,(n
(A.16)

Assim, substituindo em (A.15) e do fato que (Z -- n'P) = O,(1) temos
que

Un ' O.(1) O,(1) O,(1)

Portanto, de (3.12) e (3.13),

Z;Z'(z, W/Y, X)
q(z, W/Y, X)

(â'){(2«' .)'T'(â;)''#'
(2«â')'T expÍ-(2â')-'(z - n'ê)'(z - w,õ)}

(õ')':p(aj)''!'' -p{

(a')':P(aj)''#' expl-;jm - Unj}
=.2\ --!!:bn .

.g) ' .*-'-;'«-"',.

Resta mostrar que esta última expressão é (l + O,(n':)). Da expressão
(A.3) e do Lema A.l.l-ÕO,

õ: -("+m)': l"õ' +(z- wóy(/+ ww':w')':(z - wÓ)l

(«+m)': l«õ' + @-wõyH-wÕ)l -
(" + m)': l(z - wõy(J + ww'' w')':ww''w'(z - u''Õ)l

Do Lema A.l.l- ríi0

.,(4.:yóyw(.ü'x)': w'(z - w'Õ) l
a' l

(«+m)': õ''(«+m)-â'jm- Unl - â'
L '' l

â'(« + «.)': 1 (« + m) - jm - Un] -

l
.2 2n+m
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o que implica em 

1 1 1 
&2 - 0p(n-2) + 2 (f 

1 

- 0p(n- 2) + 0p(l) 

= 0p(l). (A.16) 

Assim, substituindo em (A.15) e do fato que (Z - W,ê) = 0p(l) temos 
que 

Un = 0p(l) 0p(l) Op(l) = 0p(l). 

Portanto, de (3 .12) e (3.13), 

LL*(z, W/Y,X) 
q(z, W/Y,X) 

Resta mostrar que esta última expressão é (1 + 0p(n- 1 )) . Da expressão 
(A.3) e do Lema A.1.1-(ii), 

&; - (n + mf 1 [n& 2 + (Z - w,ê)'(I + W M- 1w't 1(Z - w,ê)] 

- (n + mf 1 [n& 2 + (Z - w,ê)'(Z - w,ê)] -

(n + mf1 [(z - w,ê)'(I + W M- 1w't 1W M- 1w1(Z - w,ê)]. 

Do Lema A.1.1-(iii) 
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õ'' li-(« + «)':lm - Unl -(« + m)':111)''W'(Z - WÕ)

â' li-(« + m)''lm - Unl -(" + m)'' á(Z - WÕrW(X'X)':W'(Z - WÓ) l

Usando (A.16) e o fato que W(H'X)''W' = O(n''), obtemos

õ'; ll -(« + m)''l«. - Unl + O(«':)O,(1)0(n'')O,(1)l
a' li -(«+ m)':lm - Unl + O,(«'')l

a'

Assim,

ó'3 (« + «.)''jm - Hall + O,(«'')

Se definirmos X« = (n + m) O,(n'') = O,(n':), temos

giÍ) (n + m)': jm - Un + X.l

lg)''* - [: - '«--«,'''«-"-'-.*.,]-'*

Mu[tip[icando essa expressão por e'2]m-t/«], segue que

l[-(n+ «.)':lm - Un + x«ll''+' .-#]m-U-]
2 ' .-{(m-U-) .aZ

2a

e tomando logaritmo,

«« [(g)'* .-;'«-««']

l« + «.) i« h
2 (n + m)': 1«- - Un + X«ll

lit« - ".].
(A.17)
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e 

A2 [1 ( )-1[ U] ( )_i(Z - WP)'W(H'Ht
1
W'(Z - WP) l O' - n+m m- - n+m 

n â-2 

â-2 [1 - (n + mt1[m - Un] - (n + mr1 ;2 (Z - WP)'W(H'H)- 1W'(Z - WP) l · 
Usando (A.16) e o fato que W(H'H)- 1W' = O(n- 1), obtemos 

&; â- 2 [1 - (n + mt 1[m - Un] + O(n- 1
) Op(l) O(n- 1

) Op(l)] 
= â-2 [1 - (n + mr1[m - Un] + Op(n- 2

) ]. 

Assim, 

Multiplicando essa expressão por e-Hm-Un], segue que 

e tomando logaritmo, 

ln [ ( !J"-,"' e-½lm-V.)l - - (n ~ m) ln [1 - (n + mr' [m - u. + x.l] 

1 - 2[m- Un], 

(A.17) 
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Da expansão de ./(n) = in ]l -- (n + m)'']m -- Un +X.]] em série de
Taylor ao redor de =. = 1, obtemos

l«(,) y:éa(, - ,J' -- y:3ü(, - ,J' + ui:Fo'

ykàle:u(, - 0' + 'ÜtP(. - o' +
(' -i)- ;('-iy +',(, - iy

il::(, ,.y +o,(, -,.y
+o,(,-ly

Tomando # li - (« + m)':lm Un+ X.ll esta expansão fica

(n + m)':l«. - Un + X«ll

-(" + m)''(m - Un+ X.) - {(n + m)''(«.

+ o.((n + «.)':(«. - Un + X.)y

(':qP) - ; (';h?) ' * ., (';qP
Un+X.y

2

Substituindo esta última expressão em (A.17) e como Un
X« = O,(n':) implica em (m -- Un + X.) = O,(1), segue que

O,(1) e

-« l($)'':«- [-{(«
m-Un+X.\ l /'m-Un+X.\: . /'m-Un+X.VI

;'Í'; t

l
m -- Un + X.

2 , .*«,' (":#='yl

;x«+ãGÍl-Q(m Un+X.y
0.(n':) + 0.(n'') + o,(n'' )

0,(n ' :) .

ç .. (':e)'
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Da expansão de f(x) = ln [1 - (n + mr1[m - Un + Xn]] em série de 
Taylor ao redor de x 0 = l, obtemos 

ln(x) 

Tomando X= [l - (n + mr1[m - Un + Xn]] ' esta expansão fica 

ln [1 - (n + m)- 1 [m- Un + Xn]] = 

-(n + m)-1(m - Un + Xn) - ~(n + mr2(m - Un + Xn) 2 

+ ºv((n + m)-1 (m - Un + Xn)) 2 

_ ( m - Un + Xn) _ ~ ( m - U n + Xn) 
2 

+ Op ( m - Un + Xn) 
2 

n+m 2 n+m n+m 

Substituindo esta última expressão em (A.17) e como Un = Op(l) e 
Xn = Op(n- 1

) implica em (m - Un + Xn) = Op(l), segue que 

ln [ (~)-~ exp [-½(m - Un)]] = 

_(n+m) [-(m-Un+Xn)-! (m-Un+Xn)
2 
+o (m-Un+Xn)

2

] 
2 n+m 2 n+m P n+m 

1 - 2(m - Un) 

[ 
1 ( r l r )2 n + m ( m - U n + X n) 2] 
2 m - Un + Xn) + 4( n + m) ( m - U n + Xn - 2 Op n + m 

1 - 2(m - Un) 

~X l ( -U X )2- n+m (m-Un+Xn)
2 

2 n + 4( n + m) m n + n 2 Op n + m 

Op(n- 1
) + Op(n- 1

) + op(n- 1
) 

- Op(n- 1
). 
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Como consequência,

' C'{(m-U-) expjO.(n'')l

Expandindo e" em série de Taylor ao redor de z.
« = O.(n':) tem-se

0 e calculando em

õ3' ' C'{(m-t/«) P,(«'D - 0'
1 + o.(«':),

o que prova o teorema. []

A.4 Resultados Auxiliares para a Obtenção
da Densidade Preditiva Ótima

Derivada direciona[: Soam F : t/ --} ]R definida no aberto U C ]RP,
a C U e v € ]R'. A derivada direcional de F no ponto a, segundo o vetar
v, é por definição o limite

elK$ . u. 111.t n) J«d.Õv ;:;'Õ t '

quando tal limite existe.

(A.18)

Diferencial de uma função:
(i) Seja .F : U --} ]R definida no aberto t/ C IR', diferenciável em todo t/ em
particular no ponto a C U. A dll/erencía/ de r' no partia a é o /uncÍona/ /{near

dF'(a) : R' -+ R.

cujo valor aplicado no vetar v = (ui , u2, - . . , u,) é dado por

df'(a).v :T, . . . ,T) .«
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Como consequência, 

Expandindo ex em série de Taylor ao redor de x 0 = O e calculando em 
x = Op(n- 1 ) tem-se 

o que prova o teorema. D 

A.4 Resultados Auxiliares para a Obtenção , 
da Densidade Preditiva Otima 

Derivada direcional: Sejam F : U ➔ IR definida no aberto U C IRP, 
a E U e v E IRP. A derivada direcional de F no ponto a, segundo o vetor 
v, é por definição o limite 

8F(a) _ lim F(a + tv) - F(a) 
8v - t➔O t ' 

quando tal limite existe. 

Diferencial de uma função: 

(A.18) 

(i) Seja F: U ➔ IR definida no aberto U C IRP, diferenciável em todo U em 
particular no ponto a E U. A diferencial de F no ponto a é o funcional linear 

dF(a) : IRP ➔ IR 

cujo valor aplicado no vetor v = ( v1 , v2 , •. • , vp) é dado por 

dF(a).v 
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a/'(a)

P 0.F(aE
{=1

a/'(a)
âv (A.19)

(ii) A aplicação dF é contínua se e somente se, cada uma das suas funções
cordenadas ar'/ari : U --} ]R é contínua, isto é, se e somente se, /' é de
classe Ci

Teorema do Va[or Médio: Seja r' : U --} ]R diferenciável em todos
os pontos de segmento de reta aberto ]a,a + vl tal que sua restrição ao
segmento fechado ja,a + v] C U C ]RP seja contínua. Nessas condições,
0 Cl0,il tal que

r'(a + v) - F'(a) dF'(a + 0v).v

=(, -- "«)

E M(, -'- "«)«.

Para p = 2, (ai,a,) = (a,y),
v = (0,tA), esta expressão âca

(z,g) onde g é uma função de z
e

F'(a + v) - r'(a) d.F(a + 0v).v

=(, -' "«)

E M(, -'- "«).«.{=1

;;(, -'- "«)«: + g;(, + o«)«,

:;((', g) + o(o, tA)) o+ :;((', g) + o(o

!;((', g) + o(o, tA)).tA

bi-(', g + otA)-tÀ

ZÀ)).tÀ

(A.20)
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(º:;~i, ... 'º:;:))-( ~:) 
t ª:;~) ,Vi 

t=l 

âF(a) 
âv · (A.19) 

(ii) A aplicação dF é contínua se e somente se, cada uma das suas funções 
cordenadas âF / Ôxi : U -----, IR é contínua, isto é, se e somente se, F é de 
classe C1 . 

Teorema do Valor Médio: Seja F : U -+ IR diferenciável em todos 
os pontos de segmento de reta aberto )a, a + v[ tal que sua restrição ao 
segmento fechado [a, a + v) C U C IRP seja contínua. Nessas condições, 
0 E)O, 1[ tal que 

F(a + v) - F(a) dF(a + 0v).v 
8F 
Bv (a+ 0v) 

P âF 
~ Ôxi (a+ 0v)vi. 
t=l 

Para p = 2, (x 1 ,x2 ) = (x,y), a= (x,y) onde y é uma função de x 
e v = (O, t h), esta expressão fica 

F(a + v) - F(a) dF(a + 0v).v 
âF 
âv (a+ 0v) 

2 
âF 

~ ax/ª + 0v).vi 

âF fJF 
~(a+ 0v)v1 + -

0 
(a+ 0v)v2 

UX1 X2 

âF âF 
0 

x ( ( x, y) + 0 (O, t h) ) . O + fJy ( ( x, y) + 0 (O: t h)) . t h 

âF 
fJy ((x, y) + 0(0, th)).th 

âF 
fJy (x, y + 0th).th. (A.20) 
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Então

r'('+ vl
f-.FO Í

F'(a) %5-(=,p + otÀ).tA
t-+o t

Ih ;(',g + otH.A

bi(', &).À .
(A.21)

A.5 Resultados para a Obtenção das Funções
de Influência Preditivas

Para os modelos lineares em (4.1) e (4.2), quando
distribuição a priori não informativa

0 é conhecido, com

/(P,o
a densidade a posteriori de

/(P, o/x, y)

onde p«(y, X/P, 0) é a densidade da normal multivariada definida em (3.3)
Logo, a densidade preditiva de Z será

;/z/14,'' X .,./('/W:,P,0)/(P,0)p«(y,X/P,0)aPJ V'/ ' ' ) ''- ) .y / '

Como ./'(P,0) o( 0': é independente de /3, então esta expressão fica

/(z/W, X, y) !ç.. fçz lw, l3, o) P« tv. xll3, o) al3

!... p«Çv ,xll3 ,o) al3

!npP"Qz' ll3,0)p«çv,xl13,0)a13
jn. P« tv , xl13 , o ) a13

/n. P«+« ((y'z'y, (X'n'''y/P, 0) aP
!n.p«Çv,XJÍ3.0)dp '
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Então 

1
. F(a+v)-F(a) 
1m-----

t---+O t 
. ~F(x,y+0th).th - lJm _Y ____ _ 

t---+0 t 

= lim ~F (x, y + 0th).h 
t---+0 uy 
oF - oy (x, y).h. (A.21) 

A.5 Resultados para a Obtenção das Funções 
de Influência Preditivas 

Para os modelos lineares em ( 4.1) e ( 4.2), quando 0 é conhecido, com 
distribuição a priori não informativa 

J({J, 0) ex: 0-1 

a densidade a posteriori de ({J, 0) dado Y = y 
, 

sera 

f({J 0/X ) = f({J , 0)pn(Y,X/{J,0) 
' ,Y Ín{3f(fJ,0)pn(Y,X/{J,0)dfJ' 

onde Pn(Y, X / {J, 0) é a densidade da normal multi variada definida em (3.3) . 
Logo, a densidade preditiva de Z será 

Ín f(z/W, {J, 0) f({J, 0) Pn(Y, X/ {J, 0) d{J 
f(z/W, X, y) = f3 Ínf3 f({J, 0) Pn(Y, X / {J, 0) d{J 

Como f({J, 0) ex: 0- 1 é independente de {J, então esta expressão fica 

f(z/W,X,y) -
Ínf3 f(z/Vv, {J, 0) Pn(Y, X/ {J, 0) d{J 

Ín{3 Pn(Y, X/ {J, 0) d{J 

Ín{3 Pm(z, W /{J ,0)pn(Y,X/{J,0)d{J 

fn{3 Pn(Y, X/ {J, 0) d{J 

Ín f3 Pn+m ( (y'z')', ( X'W')' / fJ, 0) d{J 

fn {3 Pn (y, X/ {J, 0) d{J 
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se«do p«(-/P,0),
dadas de Y . Z

e #

p«(./P, 0) e p«+«(./P, 0) as densidades normais multiva-
e (Y,Z) respectivamente. Lembrando que v = (y', z'y

In,(2"0)'':Fe«pl-(20)':(v - #py(v - HP)} aP
/n,(2"0)'te"pÍ-(20)''(y - XP)'(y - XP)} aP

/n,(2n0)'':y' ezpl--(20)': lv'v -- 2v'#/3 + p'n'XPJ} d/3

/n,(2n0)' ? eapl-- (20)'' jy'y -- 2y'xp + /3'x',v/3l} ap

/n,(2"0)''P «PÍ-la%;U - Z4g + gi} aP
án,(2"0)'t -Pl-le49a - 2%# + ÇlJalj

Para calcular esta última integral, utilizamos o Resultado 9 e analoga-
mente aos cálculos feitos na Seção A.2, obtemos

/(z/n', x, y)

(?!gJ::l?::h:glxl-} 'apl- l(20)':(vv - v'H(H'#)': HV)l}
(2r0)'? IX'Xj-{ .«pÍ-l(20)-:(y'y - y'X(X'X)-'X'y)l}

Como À/ = X'X e .H'# = M + IV'W', utilizando (A.lO), esta expressão
nca

./'(z/W, X, y)

.&/ '} .r + ww'-W'l-{ e«pl-l(20)':(vv - v'#(H'H)':#v)l}
(2«)T oT IWl- } .-pl-l(20)-:(y'r - y'x(x'x)-:x'y)}}

Para as expressões nas exponencias, utilizaremos ainda as identidades ob-
tidas na Seção A.2:

/(z/n', x, y)

v' v -- v' H ÇH' H)' \ H' v «â' + (z - W'Õy(/ + W'M': W')':(z - W'Õ)
e

y'y - y'x(x'x)':x'y
e denominador respectivamente, resultando em

lwl-#l/ + w'w': w'l-4'
l2«)f oT lwl-} .«pÍ-l(20)-:«õ''l}

x .«Pl-l(20)':(«õ' + (z - n'Óy(.r + WM':w')

(2«)f OT 1/ + w'm'-: w''l}
x .«Pl-l(2)':(z - W'Õyl(/ + WM':W')OI''(z -

l

no numerador

/(z/n', x, y)

:(z - U'Õ))l}

n',õ)l} ,
(A.22)
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sendo Pn(-/fJ,0), Pm(·/fJ,0) e Pn+m(-//3,0) asdensidadesnormaismultiva
riadas de Y , Z e (Y, Z) respectivamente. Lembrando que v = (y', z')' 
e H = (X' W')', 

f(z/W,X,y) = 
fn,/21r0)-~exp{-(20)- 1 (v - H(J)'(v - H(J)} d(J 

fn
1
/21r0)-f exp{-(20)- 1 (y - X(J)'(y - X(J)} d(J 

= 

fn
1
/21r0t~ exp{-(20)- 1 [v'v - 2v' H(J + (J' H' H(J]} d(J 

fn
13

(21r0) - f exp{-(20)-1 [y'y - 2y'XfJ + fJ'X'XfJ]} d(J 

fn
13
(21r0)-~ exp{-[,a'~t,a - ~ + ~]} d(J 

fn
13
(21r0)-i exp{-[,0'~/,a - 2Y~;,a + Y;%]}d(J · 

Para calcular esta última integral, utilizamos o Resultado 9 e analoga
mente aos cálculos feitos na Seção A.2, obtemos 

Como M = X'X e H'H = M + W'W, utilizando (A.10), esta expressão 
fica 

Para as expressões nas exponencias, utilizaremos ainda as identidades ob
tidas na Seção A.2: 

v'v - v'H(H' Ht 1 H'v = nâ2 + (z - W,6)'(! + W M- 1w't 1(z - W,6) 

e 

y'y - y'X(X'X)- 1 X'y = nâ2, 

no numerador e denominador respectivamente, resultando em 

f(z/W,X,y) 
IMI-½ II+ w M-1 w 11-½ 

(21r)T 0T IMI-½ exp{-[(20)- 1nâ2]} 

X exp{-[(20t 1(nâ 2 + (z - W,6)'(! + wM- 1W't 1(z - W,6))]} 
1 

(21r)T 0T II+ w M-1 W 1 I½ 
X exp{ -[(2t1(z - w ,6)'[(1 + w M-1 vV')0J- 1(z - W,6)]}, 

(A.22) 
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que é a densidade normal multivariada dada na expressão (4.3)

Os próximos resultados são fundamentais na derivação das funções de
inâuência preditivas do Capítulo 4.

Resultado 10 rGR.4 yZ3/Z.L r'/976),)
Se X é um vetar aleatório com .E(X) = u, y(X) = E e .,4 umamatriz
simétrica, então

E(X'.4X) .AE) + u'Á«.

Resultado ll
Sejam /i e /2 densidades de vetores aleatórios com distribuição normal
multivariada com média ui e matriz de covariância Ei, positiva defini-
da i= 1,2. Nessas condições, a divergência de Kullback-Leibler entre ./l e
/2, ](/1,/2), é tal que

2.r(./- , /2 ) u:yE;:(u: u,) + {t, : ;: z«lx:x;'l - «}

Prova : Sejam .fi adensidade Nn(UI,EI) e /2 Nn(U2,E2), demodoque

.f:(y) ÇãJ lx:l'i .«pl-;(y - «-yEÍ'(v - «-)},

:

/2 (y)
l

2z IX,l-} .«Pl-;(y - u:yE;:(y - u,)}
5

e

'''/2(y) -; /«P«) - ; /«ls:l- ;& - «D'EÍ:b - «0

+ ;z«p«) + l: /«lx;:l+ ;& - -D'E,b - «J

5 /«E:l +;b - «d'x;:b - «a
- i(x - «:yE;:(v - u:).

De acordo com a definição, /(/i,/2) = .E.r.l/nÊI e portanto, tomando
esperança com respeito à ./i,
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que é a densidade normal multivariada dada na expressão ( 4.3). 

Os próximos resultados são fundamentais na derivação das funções de 
influência preditivas do Capítulo 4. 

Resultado 10 (GRAYBILL (1976)) 
Se X é um vetor aleatório com E(X) = u, V(X) = E e A uma matriz 
simétrica, então 

E(X' AX) = tr(AE) + u' Au. 

Resultado 11 
Sejam J1 e h densidades de vetores aleatórios com distribuição normal 
multi variada com média ui e matriz de covariância Ei, positiva defini
da i = 1, 2. Nessas condições, a divergência de Kullback-Leibler entre fi e 
h, I(J1, h), é tal que 

21(!1, h) = (u1 - u2)'I:21(u1 - u2) + {trE1E21 - lnlE1E21I - n} 

e 

De acordo com a definição, 1(11,h) = E1i[ln1;-] e portanto, tomando 
esperança com respeito à f 1 , 
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,.. ('«{: ' z«{lil./-uax

{ /"Bi' + ; .e/. l(V - u,yE;'(Y - ",) -(V - "-yXÍ:(V - "-)l
Como, sob /-, Y '- JV'(ui, EI), então (Y-ul) «., ./V'(O, Ei) e (Y

.N'(ul -- u2, Ei) e assim, devido ao Resultado lO,
«,)-

.E.í. l(Y -- u2yE;'(Y «al t,(E;'E-) + (u: - u,yE;:(u: «,)

P

E/. ](Y- u-yE;'(Y - u-)] EÍ:E:)
Portanto.

«.. ('«{: â/«lx,x:l'' + l! l(-: - ",ys;:("- - ",)+t'(x;'E:) - "I
i("- - u,yE;'(": - u,) + : {t'(x;:x:) - /«lx: x;'l - «}

Como Ei e E2 são simétricasde mesmaordem, fr(E;'Ei) = Zr(EiE;:),
o que encerra a demonstração. []

Resultado 12(JOHNSON e GEISSER(1983))
Soja -H = X(X'X)':X', a matriz Hat. Nestas condições, valem os seguintes
resultados:

(i) 1/ + xl = 2'

(Í{) (/+ H)'' - l- :Hn

({í{) l/+xml 2'l.r+l;u(/-%)''l.

(í«) z,l(.r+ #)':(/+ Hu)l lz,u(.r
(«) /- x(s+ sm)''x' (.r+ -#n)':

("{)(/+Hn)'' - /- ;.H - ;XS''X;(.r

n)':

:U)''x.s':x'
l l

t«l(/ + xm)':(/ + H')l (/ - ;U)''(«{Í)
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( !1) J f1(Y) Eh ln h = ln h(y)f1(y)dy 

~ ln l
1

E2l
1 

+~Eh [(Y - u2)'E21 (Y - u2) - (Y - ui)'E11 (Y - u1)] . 2 E1 2 

Como, sob J1 , Y ~ N(u1, E1), então (Y -u 1) ~ N(O, E1) e (Y -u2 ) ~ 
N(u1 - u 2 , E1) e assim, devido ao Resultado 10, 

e 

Portanto, 

1 1 
2 lnlE2 E1l-1 + 2 [(u1 - u2)'E21(u1 - u2) + tr(E21E1) - n] 
1 1 - 2 (u1 - u2)'E21(u1 - u2) + 2 { tr(E21E1) - lnlE1 E21 I - n}. 

Como E1 e E2 são simétricas de mesma ordem, tr(E21E1) = tr(E1E21), 
o que encerra a demonstração. D 

Resultado 12 (JOHNSON e GEISSER (1983)) 
Seja H = X(X' Xt 1 X' , a matriz Hat. Nestas condições, valem os seguintes 
resultados: 

(i) II+ HI = 2P. 
1 

(ii) (I+H)- 1 =I-2H. 

( iii) II+ H(i)I = 2PII + ~ ¼(I - V;)- 1 1. 
2 

(iv) tr[(I + H)- 1 (1 + H(i))] = n + ½tr¼(l - V;t 1
. 

(v) I -X(S + s(i)t 1X' = (I + H(i)t1
. 

(v i ) (I + H(i))- 1 = I - ½H -½xs- 1x:u -½V;t 1X;s- 1x' . 

(vii) tr[(l + H(i))- 1(1 + H)] = n - ½tr¼(I - ½V;t 1
. 
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