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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um modelo de espaco de estados para dados longitu-
dinais, no qual o processo latente é um processo de Markov de ordem L > 1. Assumimos
que, dado o processo latente, a distribuigao condicional do processo observado depende do
valor presente e de K > 0 valores passados do processo latente e tanto o processo observado
quanto o processo latente tém distribuicdo na familia T'weedie dos modelos de dispersiao. O
modelo € log-linear em um conjunto de covaridveis que podem variar no tempo e a estimacao
dos parametros de regressao ¢ feita por meio de equagoes de estimacao de Kalman, resolvi-
das por um algoritmo de escores de Newton. Parametros de dispersao sao estimados por
meio de estimadores de Pearson corrigidos. O modelo admite ainda uma terceira classe de
parametros, os parametros retrospectivos, que definem a ordem do processo latente conside-
rado e a forma como o processo observado estd ligado ao processo latente. Para estimacio
destes parametros retrospectivos, propomos um procedimento inspirado na func¢ao de veros-
similhancga perfilada. Mostramos alguns resultados de simulagao e uma aplicacdo do modelo

a um conjunto de dados reais.



Abstract

In this work, we consider a state space model for longitudinal data,, in which the latent
process is an L-order Markov process. We assume that, given the latent process, the con-
ditional distribution of observations depends on the present and on the last K past values
of the latent process. We also assume that both observed and latent processes follow distri-
butions on the Tweedie family of dispersion models. The model is log-linear on covariates
that may vary on time. The estimation of regression parameter is based on Kalman estima-
tion functions and for dispersion parameters, we use adjusted Pearson estimates. We also
define a third class of parameters, called retrospective parameters, that define the order of
the latent process as well as the way the observed process is linked to the latent process.
For estimating the retrospective parameters, we propose a procedure based on the profile
likelihood function. We show some results from simulations and an application of the model

to a real data set.
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Capitulo 1

Introducao

Na prética da Estatistica, é comum estarmos interessados na relagao entre uma varidvel res-
posta e um conjunto de covaridveis observadas sequencialmente. Em geral, processos desta
natureza nao produzem observacoes independentes e nestas situac¢oes é natural que exista
correlagao serial entre as observagoes. Quando a suposi¢do de que as observagdes provém
de uma distribuicao normal é razodvel, a andlise de tais conjuntos de dados pode ser feita
com os métodos estatisticos usuais para andlise de dados longitudinais, bem desenvolvidos
neste caso (ver, por exemplo, Diggle, Liang e Zeger (1994) ou Singer e Andrade (2000)). Em
muitos casos, no entanto, as observacoes sao discretas ou positivas e o uso da distribui¢ao
normal é inadequado.

Lima e Sanudo (1996), por exemplo, estudaram o processo de aprendizagem de dois tipos
de tarefas, executadas sequencialmente por um grupo de voluntarios. O interesse alf eram as
diferencas entre o tempo de emissao de um estimulo visual e o tempo da reagao do individuo
(ver mais detalhes na Secdo 4.9). Entre as respostas analisadas estavam o erro absoluto e o
desvio padrao das observagoes. Ambas estas medidas requerem distribui¢oes positivas para
sua modelagem.

Noutro exemplo, Koyama (1997) analisa um conjunto de dados composto por 1095 ob-
servacgoes didrias da concentragdo de poluentes atmosféricos, condigoes climaticas e nimero

de 6bitos na cidade de Sao Paulo; entre os objetivos destacamos o estudo do efeito da poluicao



no numero de 6bitos de pessoas com mais de 65 anos de idade. Além da natureza sequencial
das observagoes, a varidvel resposta neste caso é uma contagem, o que torna inadequada a
utilizagao da distribuicdo normal para as observagoes.

A extensao das técnicas baseadas na distribuicao normal para outras familias de dis-
tribuicoes é dificultada pela inexisténcia de uma classe de distribuigdes com propriedades
similares as da normal multivariada. Devido a isso, nem sempre € possivel obter de forma
simples estimadores dos parametros de interesse para o problema em questdo, mesmo no
caso em que existe um modelo probabilistico adequado para a distribuicdo marginal das
observagoes. Uma alternativa para o caso de varidvel resposta com distribuicao marginal na
classe de modelos lineares generalizados de Nelder e Wedderburn (1972), foi proposta por
Liang e Zeger (1986). Sob este modelo, a estimagao dos parametros de regressao é feita por
meio de equagoes de estimagao generalizadas (EEG) e a matriz de correlagdes entre as ob-
servagoes € tratada como um parametro de perturbagao. Um modelo similar foi proposto por
Zeger (1988) e utilizado por Koyama (1997) na andlise de dados de poluigdo e mortalidade
na cidade de Sao Paulo. Um dos problemas com esta abordagem, é que a fungdo de verossi-
milhanca nao é completamente especificada, o que dificulta a interpretagao dos parametros
e o diagnéstico do modelo.

Modelos de espago de estados ou modelos lineares dinamicos (ver Se¢do 1.2) tém sido
também bastante utilizados na modelagem de dados longitudinais, em geral sob o ponto
de vista Bayesiano (ver, por exemplo, West e Harrison (1997)). Tais modelos, nos quais os
parametros de regressao podem variar no tempo, sao caracterizados por um par de equagées,
as equacoes de observagdes (processo observado) e as equagoes de evolugao dos pardmetros
(processo latente). Nessa abordagem, é possivel acomodar uma grande variedade de dis-
tribuigoes e também descrever viarias estruturas de correlagao. Os modelos de espago de
estados especificam completamente a distribuigao das observagoes, o que permite uma inter-
pretacao mais natural dos parametros.

Uma abordagem alternativa para os modelos de espago de estados foi proposta por

Jorgensen et al. (1999), que usou um modelo Poisson-gama no qual o processo latente é



modelado segundo um processo de Markov de primeira ordem. Este modelo foi estendido em
Jorgensen et al.(1996b), incluindo a familia Tweedie dos modelos de dispersao introduzidos
por Jorgensen (1997). A familia Tweedie inclui distribui¢gées importantes, como a normal,
a Poisson, a gama e a normal inversa, o que permite a modelagem de uma grande quan-
tidade de fenomenos encontrados na pratica. Em contraste com a abordagem Bayesiana
usual, o modelo permite a inclusao de covaridveis tanto por meio do processo latente quanto
por meio do processo observado. Para a estimacdo dos parametros de regressiao, os au-
tores propoem equagoes de estimagao de Kalman (ver Segao 3.4.1) que sdo resolvidas por
um algoritmo de escores de Newton. Os autores propéem também uma série de técnicas
de diagndstico que tornam esse método bastante tutil na andlise de dados longitudinais.
Aplicagoes do modelo Poisson-gama podem ser encontradas em Jgrgensen et al. (1996a),
Skjgth e Lundbye-Christensen (1997) e Botter, Peres e Zandonade (1998).

O objetivo principal deste trabalho é estender o método de Jgrgensen et al. (1996b)
(modelo Tweedie-Tweedie) de modo a considerar uma estrutura de correlagao mais ampla
gerada por um modelo de Markov de ordem L > 1 para o processo latente, por exemplo.
O modelo que consideramos, além dos pardmetros de regressao e parametros de dispersao,
admite uma terceira classe de parametros, cujos elementos sao chamados de pardmetros
retrospectivos; esses parametros definem a ordem do processo latente e a forma de ligagao
entre o processo observado e o processo latente. Utilizamos um procedimento andlogo ao
empregado por Jorgensen et al. (1996b) para a estimacdo dos parametros de regressio e
parametros de dispersao e um procedimento baseado na funcao de verossimilhanca perfilada
para a estimacao dos parametros retrospectivos.

Uma introducao a andlise de dados longitudinais e uma revisio de métodos de EEG é
dada em Diggle et al. (1994), por exemplo. Uma extensio dos métodos EEG, que inclui os
modelos de dispersao de Jgrgensen (1997), é proposta em Artes (1997) e revista em Artes
e Jorgensen (1998). Uma interessante revisao de métodos de andlise de dados longitudinais

que inclui os modelos de espaco de estados é feita em Jgrgensen e Tsao (1998).



No Capitulo 2, sistematizamos as propriedades dos preditores lineares, o que permite
uma utilizagdo mais objetiva destas informacoes que se encontram dispersas na literatura.
Utilizamos estes resultados para obtengdo do filtro e do suavizador de Kalman para um mo-
delo de espago de estados nao gaussiano (para modelos gaussianos, ver por exemplo, Harvey
(1981)). Neste capitulo, obtemos também as matrizes de erros quadraticos médios completas
para o filtro e o suavizador de Kalman, o que nao é, em geral, apresentado na literatura.
No Capitulo 3, apresentamos o modelo Tweedie-Tweedie e uma aplicagao deste modelo ao
conjunto de dados analisado por Koyama (1997). No Capitulo 4, apresentamos o modelo
retrospectivo. Sao obtidos os estimadores dos parametros de regressdo e suas propriedades,
utilizando fungoes de estimagao de Kalman. Para obter estimadores dos pardmetros retros-
pectivos, utilizamos um procedimento que se baseia na funcao de verossimilhanga perfilada.
Apresentamos resultados referentes a algumas amostras simuladas segundo o modelo retro-
spectivo e um exemplo real com um subconjunto dos dados analisado por Lima e Sanudo
(1996). No Apéndice A, apresentamos conceitos bdsicos sobre a familia Tweedie de dis-
tribuicoes e no Apéndice B, apresentamos detalhes de alguns cilculos referentes a resultados
do Capitulo 4. No Apéndice C, apresentamos gréficos referentes as simulagoes.

A seguir, apresentamos alguns conceitos basicos sobre equagdes de estimacao generaliza-

das e modelos de espaco de estados.

1.1 Equacgoes de estimacao generalizadas

Consideramos estimadores que podem ser expressos como solugoes de uma equacao da forma
F(x;60) =0,

em que F representa uma funcao da amostra x e de um parametro 6, sendo x e 6 associados
a um determinado espaco estatistico. A funcao F é chamada fungao de estimagdo ou fungao
de inferéncia. Como exemplo, os estimadores de méxima verossimilhanca para modelos

regulares, sao as solugoes da equacao de estimacao
u(x;0) = 0,

4



em que a funcao de estimagao u é a fungdo escore. Outros exemplos conhecidos sao os
estimadores de minimos quadrados, os M-estimadores (ver, por exemplo, Huber (1981)) e os
estimadores de quase-verossimilhanga (ver, por exemplo, Wedderburn (1974)).

A teoria de otimalidade para fungoes de estimagdo foi primeiramente apresentada em
Godambe (1960) e bastante desenvolvida posteriormente. Em Jgrgensen e Laboriau (1994),
encontra-se um bom resumo com énfase em funcgoes de estimagao para parametros uni-
dimensionais. Para o caso multivariado, Artes (1997) apresenta uma série de resultados

estabelecendo condicoes sob as quais se garante a normalidade assintética dos estimadores.

Definicao 1.1 (Fungao de Estimacao regular). Considere um modelo estatistico (X, A, P),
com P = {Py: 0 € © C R}, sendo © aberto. Denote por p(-,0) = dPy/du uma versio
da derivada de Radon-Nikodym de Py com respeito a uma medida o-finita u. A funcao
F: X x0O = RF ¢ uma funcio de estimacio reqular se satisfaz as sequintes condigdes para

todo 0 = (0y,...,0,)" € © eparai,j=1,...,k.

i) Eo{F(6)} = 0; (F é ndo viciada)
i) A derivada parcial 0F (x;0)/00; eziste quase certamente;

i) A ordem entre integragdio e diferenciacao pode ser trocada como segue,
0 0
a7 . 05 O(x; 0)de) = [ 7176 0)p(oc 0)) o)
w) Eq [{0F;/00,(0)}{0F;/005(0)}] € R e a matriz
Sx(0) = Eg {VoF(0)}

€ nao singular.

Em 4v), F; denota a i-ésima componente do vetor F(0) = (F;(6), ... , Fx(0))" e V, denota
o operador gradiente com respeito a 8, isto é,

VoF(6) = 8%}"(9).

S



A matriz Sx(0) é chamada matriz sensibilidade de F. Se F é regular, entdo a matriz de

variabilidade de F, dada por
V(0) = Eo {F(0)F(0)}

é positiva definida (ver Knudsen (1999)). Quando F é a fungao escore, V£() = —Sx(0).

Uma interpretagao intuitiva para a sensibilidade e a variabilidade de uma funcgao de
estimagao é obtida no caso unidimensional. Neste caso, a variabilidade é a varidncia da
funcao de estimagao e a sensibilidade é o valor esperado da derivada da funcdo de estimacao
em relacao ao parametro. Alta sensibilidade significa entdao que uma pequena variagdo no
parametro na proximidade do verdadeiro valor provocaria uma grande mudanga na funcao
de estimacao. Alta sensibilidade e baixa variabilidade sdo portanto “boas” qualidades de
uma fungao de estimagao.

No caso multivariado, podemos comparar duas fungoes de estimagao regulares levando
em conta tanto a sensibilidade quanto a variabilidade, utilizando a matriz de informacao de
Godambe, definida por

I#(6) = SEO)VF (6)S#(0).
A informagao de Godambe desempenha o papel da informagdo de Fisher, I(f), para as
fungoes de estimagao regulares e coincide com ela quando F ¢é a fungdo escore. Ela fornece
também uma ordenagao das fungoes de estimacao. Se F, e F5 sdo duas fungoes de estimagao
regulares, preferimos J, a F, se para todo 0 € ©, temos Jz, > J,, no sentido que J5, — J £,

é positiva semi-definida. Se F ¢é regular, vale I(6) > J£(0).

Teorema 1.1 (Jgrgensen e Laboriau (1994)). Seja 6 € © fizo. Se a seqiéncia de esti-

madores {Hn}oo associada a uma fungdo de estimagdo reqular F : X x © — R¥ converge

em probabilidade para 0, entdo a seqiiéncia € assintoticamente normal, ou seja,
V(0 — 0) 3Ny (0,35 (9))

sob P.



Sob condicoes que garantem a normalidade assintética dos estimadores, podemos utilizar
um analogo do teste de Wald para testar hipoteses lineares da forma Hy : C6 = 0. A

estatistica de teste é dada por
» A -1 %
W = (Ch)T {cIiz'(@)cT}  Cd, (1.1)
que, sob a hipétese nula, tem distribuicao assintética x? com s graus de liberdade, em que
s é o posto da matriz C.

Para resolver a equagao de estimacao
F(x;0) =0,

pode-se utilizar, por exemplo, o algoritmo de Newton-Raphson. Apds o passo s, o valor do

parametro é atualizado por
0+ = ) — (v, ]-‘(3))—1 F),

em que F©) denota F(x,0¢)). Jorgensen et al. (1999) sugerem substituir V,F®) por seu
valor esperado, a matriz de sensibilidade de F, obtendo o seguinte algoritmo de escores de

Newton

gt = g _ SV FE) s =0,1,... .

Note que no caso de F ser a fungao escore, o algoritmo de escores de Newton é o algoritmo
de escores de Fisher. Como no caso da fungao escore, espera-se que para valores iniciais
afastados da solucao, o algoritmo de escores de Newton tenha um desempenho melhor que

o algoritmo de Newton-Raphson.

1.2 Modelos de espaco de estados

Na sua formulagao mais simples, um modelo de espaco de estados ou modelo linear dindmico,
pode ser entendido como um modelo de regressao que permite que os coeficientes de regressao

variem no tempo (ver, por exemplo, West e Harrison (1997)). O modelo é caracterizado por



um par de equacoes chamadas, respectivamente, de equagoes de observagoes e equacées de
evolucao dos parametros. As equagoes de observagdes para o vetor de respostas y; sio da
forma

y: = F.0, + &

e as equagoes de evolucao dos parametros que descrevem a evolugao no tempo do vetor de

coeficientes de regressao, sao da forma
0 = Gibi—1 + &,

parat =1,...,T. O vetor de parAmetros de regressao 8 = (0] ,...,0,)" é também chamado
vetor de estados ou processo latente. As matrizes F; e G, sao nao estocasticas e conhecidas.
Os vetores &, e €, sao chamados inovagdes e sdo supostos independentes, com &; ~ N(0, ;)
e & ~ N(0,W,).

No enfoque Bayesiano, o modelo é completado com uma distribui¢ido a priori para 6.
Em geral, assume-se 6, ~ N(a;,R;). Neste contexto, a inferéncia para modelos lineares
dinamicos é feita seqiiencialmente. Para cada tempo ¢, as distribuigbes a priori, preditiva
e a posteriori para 6; sao obtidas. Para o caso em que as matrizes F;, G, X; e W, sao
conhecidas, o filtro de Kalman fornece solugoes exatas (ver, por exemplo, Harvey (1981)).

A formulacao do modelo de espago de estados pode ser estendida para uma série de ou-
tros modelos como os modelos ARMA(p, ¢) de Box e Jenkins (1976), por exemplo. Neste
caso, o processo latente nao é mais tratado necessariamente como pardmetro de regressao e
as matrizes ', e G; podem ser funcoes de outros parametros de interesse.

Do ponto de vista classico, este problema pode ser tratado como um caso de dados
incompletos. O processo latente @ = (8] ,---,07)7 é visto como a parte ndo observada de um
hipotético vetor de observacdes (Y',07)T e o algoritmo EM (ver Dempster, Laird e Rubin
(1977)) pode entao ser utilizado. No passo E, obtém-se a esperanga condicional de 8 dado Y
e no passo M obtém-se as estimativas de maxima verossimilhanca para os outros parametros
de interesse. No caso especifico da distribui¢do normal, tem-se que 8]Y ~ N (E(GIY), 29|Y).

Logo, a esperanca condicional E(@|Y) é linear em Y e pode ser obtida seqiiencialmente por



intermédio do filtro de Kalman. Esta metodologia aplicada a um modelo de séries temporais
com inovagoes normais, pode ser encontrada em Shumway (1988).

Uma extensao dos modelos de espago de estados para distribui¢oes na classe da familia
exponencial foi apresentada por West, Harrison e Migon (1985). O modelo é descrito a partir
das distribuigoes condicionais das observacoes dada toda a informacao passada. O modelo do
sistema de estados ¢ definido pelo estado atual, representado pela distribui¢io condicional de
6, dado o passado, e pelo estado futuro, representado pela distribuigao condicional de 6,4,
dado 6;4x. O modelo das observagoes é definido pela distribuigdo condicional de Y, dado
Oix. Os autores utilizam distribuigoes a priori conjugadas, em um tratamento inteiramente
Bayesiano do problema.

Uma outra formulacdo para dados nao normais é considerada em Harvey e Fernandes
(1989). Eles propoem um modelo de espago de estados univariado, no qual o mecanismo de
transicao de 6, para 6,,, é definido implicitamente. Covaridveis podem ser consideradas no
modelo por meio de fungoes de ligagdo como nos modelos lineares generalizados de Nelder
e Wedderburn (1972). Um algoritmo andlogo ao filtro de Kalman é utilizado para cons-
truir a funcao de verossimilhanga e a estimagao dos parametros utiliza técnicas cléssicas e

Bayesianas.



Capitulo 2

Preditores lineares e o filtro de

Kalman

Neste Capitulo, apresentamos a defini¢cao e algumas propriedades de preditores lineares e
obtemos o filtro e o suavizador de Kalman para um modelo de espaco de estados. Os resul-
tados que apresentamos seguem de perto aqueles discutidos em Jgrgensen et al. (1999) e em

Anderson e Moore (1979).

2.1 Preditores lineares

Definicao 2.1 Sejam X e Y vetores aleatorios definidos no mesmo espago de probabilidades,
com segundos momentos finitos. Um preditor linear de X dado Y (preditor afim) é um
estimador da forma AY + b, em que A e b sao, respectivamente, uma matriz e um vetor
de constantes. O melhor preditor linear nao viciado de X dado Y, mx\y, € tal que o erro

quadrdtico médio associado a ele ¢ minimo, isto €, myy = A°Y + b° satisfaz
E{||IX — mxy||*} = E{||X — A°Y — b°|]?} < E{||X — AY — b||?}, paratodo A e b.

O resultado seguinte mostra que A° e b°® dependem apenas dos primeiro e segundo momentos
g

dos vetores X e Y.
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Teorema 2.1 (Anderson e Moore (1979)). Sejam

I Xx  Xxy
Ly Yyx Xy

respectivamente, o vetor de médias e a matriz de covariincia do vetor aleatério (X7, YT)T.

Entao, se Xy € nao singular, o melhor preditor linear de X dado Y é
my)y = px + Sxy Iy (Y — py). (2.1)
Se ¥y € singular, entdo o erro quadrdtico médio associado ao preditor linear
myy = puy + Sxy(By + A)(Y — py),

¢ minimo. Na ezpressdo acima, A ¢ qualquer matriz tal que AXy = 0 e Xy € qualquer

inversa generalizada de Xy, isto €, tal que Ly Xy Xy = By

Demonstracao. (Caso Xy nao singular).
Queremos encontrar A e b que minimizam E||X — AY — b||%2. Como Var(Z) = E(ZZ") —
E(Z)E(Z"), temos que

E||Z||> = E[27Z] =E{tr(2Z")} = tr{E(ZZ")}
= tr{Var(2)} + ||E(Z)||*.
Obtemos entao,
E[[X =AY - b||* = tr{Var(X — AY — b)} +||px — Apy — bl

= tr{Zx + ASyAT - Sy 57 Sy AT - ASy 7 Byx
+3xy Sy Syx — EXYE)—/IEYX} +|lpx — Apy —b]|?

= tr{(A - ZxyT7)Sy(AT - 7' Byx) |
+tr(Ex — SxyZy' Byx) + |lex — Apy — b|%. (2.2)

O primeiro termo do lado direito da igualdade acima é nao negativo, pois ele é o trago de

uma matriz da forma BTZyB e Xy é positiva definida. O segundo termo ndo depende
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de A ou b e o terceiro termo também é nao negativo. Logo, o valor minimo da expressio
acima € atingido quando o primeiro e o terceiro termo se anulam o que acontece quando

A=%xyEy' eb=puy — Apuy, ou seja quando

myy = AY+b=3xyZy'Y +puy — SxyEyiny

= px +Ixy S (Y - py).

Da expressao (2.2), obtemos a matriz de erros quadréiticos médios de my|y,
-1
Cxyy =3x — Zxy Xy Zyx.

Vamos nos referir daqui em diante ao par my)y e sua matriz de erros quadraticos médios

Cxy por preditor linear de X dado Y. Denotaremos o preditor linear por
X[Y [mxly; Cxw] :

De (2.2) obtemos também que se EQM 4, denota a matriz de erros quadraticos médios

associada a AY + b, entdio EQM,4, — EQM é positiva semi-definida.

mx|y
Os preditores lineares compartilham uma série de propriedades com a esperanca condi-
cional. A seguir, apresentamos algumas dessas propriedades que serdo utilizadas na obtencao

do filtro de Kalman.

Proposicao 2.1 i) my)y € um estimador nao viciado de X, isto é, E [X — mx|y] =0,
(ou, equivalentemente, E(myy) = E(X));

ii) Var[X — myjy] = Cx}y;

iii) Cov[X, myy] = Var(myy) = ZxyZy' Syx = By — Cxyy;

iv) Cov[Y,mypy| = Zyy.

12



Demonstragao. i) e ii) decorrem imediatamente de (2.1). Agora,

Cov[X,myy] = Cov[X,pyx + ZxyZy' (Y — py)]
= TxyEy' Zyx,
e
COV[Y, m,\'ly) = COV[Y, H + 2(\')/2)_,1(Y = p,y)]

-1
= XyXy Zyx = Zyx-

No teorema a seguir usaremos o principio da ortogonalidade definido a seguir.
Sejam X e Y vetores aleatorios definidos no mesmo espago de probabilidades. Dizemos

que X e Y sdo ortogonais e escrevemos X L Y, se E(XY ') =0.

Proposicao 2.2 (Teorema da Proje¢ao). Sejam X e Y wvetores aleatdrios definidos no
mesmo espago de probabilidades e tais que seus sequndos momentos sao finitos. Entao o

erro X — my|y € ortogonal a'Y, isto ¢é
E[(X-myy)Y'| =0

Reciprocamente, se para algum par (A,b), E [(X — AY — b)YT] =0eE[X-AY -Db]=
0, entao my)y = AY +b.

Demonstragao. (=) Temos que

E((X - mxp)YT] = B[{(X~ px) ~ Sxv S5 (Y - )} Y]
= Sxy — ZxyZy'Ey =0.

(<) Agora, E [(X — AY — b)YT] = 0 implica xy — AZy = 0, pois E(X — AY —b) = 0.
Logo, A = L xyXy'. Usando novamente E(X — AY —b) = 0, obtemos b =y — Apy €0

13



resultado segue. a

Observagao. Se em analogia a uma interpretacdo geométrica, considerarmos o espaco
linear V(Y) gerado pelas transformagoes afins do vetor aleatério Y, o resultado acima diz
que podemos interpretar my|y como sendo a proje¢ao do vetor aleatério X em V(Y) no

seguinte sentido

i) myyy € V(Y);

ii) X —my;y L V(Y);

iii) X € V(Y) = myy = X. Neste caso, Cx|y = 0;

iv) X — py LV(Y) = myy = py. Neste caso, Cyjy = Zy.

Como coroldrio do teorema da projegao, obtemos a seguinte propriedade,
Proposigao 2.3 Se E[X|Y] € linear em Y, entdo
X[Y ~ [E[X[Y]; E (Var[X|Y])].

Demonstragao. A parte linear ¢ imediata. Agora, E(Cyy) = Var(X — myy) =

Var{X — E(X|Y)} = E{Var(X|Y)}. O

Andlogamente a esperanga e & variancia condicionais, o preditor linear também satisfaz

Proposicao 2.4 (Linearidade). Para A, B e D matrizes e vetores de constantes e X, Y e

Z wvetores aleatorios, temos

AX +BY + DIZ ~ [ Amxlz + Bmy|z + D;
ACX|ZAT + BCy|ZBT + ACXy|ZBT + Bny|zAT],

em que ny|z = Exy = ZXZEEIEZ)/.
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Demonstragao. De (2.1), obtemos
MAx+BY+D|Z = Max+py+p + COV(AX + BY + D, Z)271(Z — py).
Como Cov(AX +BY + D,Z) = AXxz + BXyz, obtemos

mAx+BY+D|Z = A/.LX -+ B[,l,y + D + (A-ZXZ + BZyz) E_Z-I(Z — #z)
= Apx +AZxz3;Y(Z — py) +Bpy + By 37 (Z — py) + D

= Amx|z + Bmy|z + D.

Temos também Var(AX + BY +D) = AXxAT + BEZyBT + AXxyBT + BZyxAT.
Logo,

CAX+BY+D|Z = ZAX+BY+D — D(AX+BY+D), 257 BZ,(AX+BY+D)
= AXxAT +BZyBT + AZxyBT + BEyxAT
— (AZxz +BZyz)E; (SzxA” + ZzyBT)
= AXXxAT - AXy;3;'S,xAT + BXyB' — BXy;3;'S,yBT
+AZxyB" + BEyxAT — AZy;57'S2yB - BEyz3;'S,xA
= ACyzAT +BCy|zB" + ACxy|zB" + BCyxzA".

O
Observagao. Notar que na expressao acima Xy x + EXZZEIEZY = Cov(X,Y — myz).
Proposigao 2.5 Se Y,Ys,..., Y, sdo ndao correlacionados, entdo

XlYl,Yg, N [ my|y, + Mxy, + ...+ Mx|y, — (k — l)px;
C)qyl + Cx|y2 + ...+ CXIYk — (k — I)EX].

Para k = 2, o resultado acima pode ser escrito como: Se Y e Z sdo nao correlacionados,

entdo X|Y,Z ~ [mxn’,z; Cxly,z] , em que
Mmyy,z = my)y +Xxz25; (Z— pz), Cxyz=Cxy—EZxz2z'Zzx.
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Demonstracao. O resultado segue diretamente de (2.1), aplicada & matriz diagonal em

blocos v, em que YT = (Y/,..., Y)". O

Proposicao 2.6 Sejam X, Y e Z vetores aleatdrios com seqgundos momentos finitos. Entao,

o preditor linear conjunto de (X,Y) dado Z €

X mMx|z Cxiz Cxyz
Z~ : , (2.3)
Y my|z Cyxiz Cyz
em que Cxy|z € como na Proposi¢ao 2.4.

Demonstragao. Note que

X Sxz X Xx Zxy
Cov vy = e Var = .
Y Xyz Y Yyx Xy

O resultado segue, entao, diretamente de (2.1). 0

Proposigao 2.7 Sejam X, Y e Z como na Proposi¢io 2.6. O preditor linear de X dados

Y e Z (preditor linear condicional ) é

Y
X ‘ (Z) ~ [mX|Z + C,\’Y|ZC)_/|12(Y —my|z); Cxjz — CXYIZC)_/?ZCYX[Z] .

Demonstracao. Seja V(Y,Z) o espago linear gerado por Y e Z. Pelo teorema da
projecdo (Proposicao 2.2), temos (Y — myz) L Z e myz € V(Z), o que implica que
V(Y,Z) = V(Y — myz,Z). Logo,

()=

A Proposigao 2.5 implica entao que

X

X
Z

Y
( ) - [mX[Z + Mx|(y-myz) = Bx; Cxjz + CX|(Y—mY|z) = Ex] :
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Aplicando agora (2.1) ao preditor linear de X dado (Y — myz), obtemos

My|(y-my;) = KX T EX¥-my) Zyimy,, (Y —myz) e
~1
C‘\"(Y_mYIZ) = Xx - 21\'»(Y—mY|Z)EY-my]zE(Y—mwz),x-
Pelo item ii) da Proposi¢ao 2.1, temos que Ey_mle = Cy,z e da Proposicao 2.4, temos que

EX,(Y—mYIz) = C;\’)’IZ D

Proposicao 2.8 (Coroldrio da Proposi¢io 2.6). Se dado Z, X e Y sdo nao correlacionados

e se ou E[X|Z] ou E[Y|Z] forem lineares em Z, entdo
Y
X ‘ = X|Z ~ [my|z; Cx\z].
Z
Demonstragao. Temos
Cov(X,Y — myjz) = E [Cov(X, Y — myz|Z)] + Cov [E(X|Z), E(Y — myyz|Z)] .

Se E(Y]Z) ¢ linear em Z, entdo a Proposi¢ao 2.3 nos dd myz = E(Y|Z) e o segundo
termo do lado direito da igualdade acima se anula. Se E(X|Z) for linear em Z, digamos

E(X|Z) = AZ + b, temos
Cov[AZ+b,E(Y - myz)|Z] = Cov[AZ+b,E(Y|Z) — myy]
= Cov [AZ + b,Y - my|Z] = AEZY — AEZ,mYIZ = O,

pois Cov(Z,E(Y|Z)) = Cov(Z,Y) € zm,,, = Cov (Z, py + Byz37'(Z — p)) =
COV(Z, Z — [LZ)EZIZZ)I = zzy. O

Proposigao 2.9 Suponha que Y|Z ~ [my|z; Cyz] e que X|Y,Z ~ [AY+BZ+D; Cxyy,z|,

em que A,B e D sdo matrizes de constantes e X, Y e Z sdo vetores aleatdrios. Entdo o

preditor conjunto de (X,Y) dado Z €

(X) - E(Am}qz + BZ + D) . (mez + ACyzAT ACy|Z>
Y , CyjzAT Cyz

Em particular, X|Z ~ [Amy|z + BZ+D ; Cyy,z + ACy|zAT].

my|z
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Demonstracao. Pela Proposi¢io 2.6, temos

(X) ‘Z (mxw) _ ( Cx|z Cxwz”
Y myiz) \Crxz Cvyz /|’

e pela Proposigao 2.7, temos que

Y
X ' ( Z) - [mxlz + Cixy1zCyz(Y — myz) ; Cxz - CXYlZC}_’IIZCYX'Z] '

Portanto, mxz + nylzC;IlZ(Y —my|z) = AY + BZ + D. Pela reciproca do teorema da
projecao (Proposicdo 2.2), temos entdo, necessariamente, que A = CXYIZC;llZ, pois A é a
constante que multiplica Y na parte linear do preditor. P6s multiplicando ambos os lados

por Cy,z, obtemos Cxy|z; = ACy|z e podemos reescrever
X|Y,Z ~ [mxjz + A(Y — my,z); Cxz — ACyx|z].

Logo, Cx|v,z = Cx|z — ACyxz, ou Cx|z = Cxjy,z + ACyx|z. Como Cyx|z = C}y|z;
temos que Cyx|z = Cy|zAT o que nos dd Cx|z = Cxy,z + ACy|zAT. Aplicando a
Definicao (2.1) e observando que tanto my|z quanto my|z sao lineares em Z, obtemos

também, apés algum desenvolvimento algébrico,
B = 2){2221 - CXY|ZC;|IZZXZEEI;
D = py—ZxyZyzpy — Sxz5v5u,
O
Como o preditor linear X|Y,Z é, por definigdo, linear no vetor (Y',Z7)7, as hipéteses da

Proposicao 2.9 sao sempre satisfeitas. Este resultado serd 1til quando as constantes A, B e

C forem conhecidas.

2.2  Filtro e suavizador de Kalman

Filtros e suavizadores de Kalman aparecem em geral na literatura em conexao com processos

que variam no tempo. Neste contexto, podem ser pensados como mecanismos que tornam
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possivel predizer um sinal a partir de medidas feitas com ruido. Para predizer o sinal, di-
gamos s, no tempo ¢, um filtro utiliza a informagao disponivel até o tempo ¢ enquanto um
suavizador utiliza também a informagao que se torna disponivel apés o tempo t. O filtro e
o suavizador de Kalman sao preditores lineares obtidos recursivamente.

Nesta se¢ao, vamos descrever o filtro e o suavizador de Kalman para o seguinte modelo

de espaco de estados

Yt = Ft@t + &4, (24)
0, = GO, +§, (2.5)
em que Y; é um vetor de respostas de dimensao d, ©,, o processo latente no tempo ¢, é

um vetor de dimensao M e F, e G, sdo matrizes nao estocdsticas. Todas as inovacdes tém

esperanca zero e satisfazem as seguintes condigoes,

Cov(€,&,) =0, s#t; (2.6)
Cov(ey, ) =0, s#t; (2.7)
Cov(&,,&5) = 0,Vs, t; (2.8)
Var(¢,) = A, é diagonal; (2.9)
Var(e,) = A, é diagonal; (2.10)
Cov(&,,0,_,) =0; (2.11)
Cov(e;, ©] = 0; (2.12)
Cov(&,,Y*!) = 0,em que Y* denota o vetor (Y/,...,Y)T; (2.13)
E(Yir1, -+, Y|O41) é linear em Oy y; (2.14)
Cov(Yirt, .., Y, ©|Oup1) = 0. (2.15)

A estrutura de dependéncia deste modelo de espagos de estados pode ser representada
pelo esquema na Figura 2.1 em que as setas representam a dependéncia entre as varidveis e
ilustram a seguinte estrutura de correlagdo: duas quantidades, digamos A e B, sio condi-

cionalmente independentes dado uma terceira, digamos C, se o tinico caminho ligando A a
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Y1 Y, Yiis
T L T

r= Oy o O, o 6 — 0 2 Oy
Figura 2.1: Estrutura de correlacao de um modelo de espago de estados

B passa por C. Por exemplo, Y,;_; e Y, sdo condicionalmente independentes dado ®,_; ou
©; e, dado o processo latente ©, as observacdes Y sao independentes. Além disso, dado o
processo latente, a distribuigao condicional de Y; depende apenas de ©;.

Tanto o filtro quanto o suavizador de Kalman para o modelo (2.4)-(2.5) podem ser obti-
dos diretamente a partir dos resultados de Harvey (1981) para a distribuicdo normal. No
entanto, seguimos aqui a deducao proposta por Jorgensen et al. (1999), com o propésito de
tornar mais claro o cdlculo da matriz de erros quadraticos na Segdo 2.2. A matriz completa
de erros quadraticos serd utilizada na Se¢ao 4.5 para a obtencdo da matriz de variabilidade

do modelo retrospectivo.

O filtro de Kalman para o modelo (2.4)-(2.5) é o preditor linear de ©,, dados Y7,...,Y,.
O suavizador de Kalman é o preditor de ©; dada toda a amostra Y =Y" = (Y],..., YT

e é obtido a partir do filtro.

A fim de obter o suavizador de Kalman, vamos seguir os seguintes passos: primeiramente,

vamos obter Y;[Y*"! e ©,]Y*"'. A partir destes dois preditores, vamos entdo obter @,|Y*
O,
e
Ot

Denotando o filtro de Kalman no tempo ¢ por [m,, C;], obtemos

Y*. Finalmente, vamos obter ©,|Y iterativamente a partir de ©,|Y™.

Proposigao 2.10 O preditor linear de ©, dado o passado do processo observado, ©,| Y1,

¢ dado por (Gym,_,, By], em que B, = G,C;_; G/ + Var(¢,) e ©,_,|Y""! ~ [m,_y; Ci_).

Demonstragao. Utilizando o modelo de espagos de estados, podemos escrever ©,|Y*"! =
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(Gi©i1 +&,)[Y*!. De (2.11) e (2.13) temos Cov[¢,, ©,_1] = 0 e Cov[¢,, Y*"!] = 0. Como

E(§,) = 0, iniciando com mg e Cy, o resultado segue da Proposicdo 2.4. a

Proposigao 2.11 O preditor linear do processo observado dado o passado, Y,|Y'"!, ¢
(f:, Qi), em que f, = F,Gym,_; e Q, = F,B,F] + A,.

Demonstragao. Podemos escrever Y,|Y!™! = (F,0,+¢;)|Y'"!. De (2.10), (2.12) e (2.13)
temos que Var(e;) = A, Cov[e,, @) = 0 e Cov[e,, Y71 = 0. Como E[gy] = 0, o resultado

segue diretamente das Proposi¢oes 2.10 e 2.4. O

Proposicao 2.12 Seja [my, Cy| o filtro no tempo t. Entdo,

m, = Gm,_; + B,F/ Q' (Y, - f) e C,=B,;-BF;Q;'FB/.
Demonstragao. Primeiramente, note que Y* pode ser escrito como (Y!",Y;)T. Entdo
podemos escrever ©;|Y* = ©,[Y*!,Y,. Da Proposigio 2.2, temos que f, € V(Y*"!). Logo,
V(YSLY,) = V(YL Y, — f,). Temos também que Y!'~! e Y, — f, sdo ortogonais e por-
tanto, nao correlacionados, uma vez que E(Y; — f;) = 0. Tomando X = ©,, Y = Y*!
e Z = Y, — f;, na notagdo da Proposicao 2.5, obtemos myy = Gum_;, Cxy = By,

Yz =Var(Y, - ;) = Q;, xz = Cov[O,, Y, — f;] = B,F/ e o resultado segue. |
Proposigao 2.13 O preditor conjunto de ©;, ©,,, dado Y* é

Oip Gymy Gi1Cy By

Demonstragao. Basta tomar, na notagdo da Proposicdao 2.6, X = @, Y = O, e

Z =Y" Entdo, my|z =m,, Cxjz = Cy, myjz = Giymy e Cyjz = Byyy. Logo,
Cxyiz = Var[@]G/,; — Cov[®,, YYVar(Y*) ' Cov[YT,0,)G/,, =
Cx1zG/1 = C.GJ,,.
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Proposigao 2.14 O suavizador de Kalman é ©,|Y ~ [m}; C;], em que

-1 *
m; = m+ DBy, (my,, — Gyymy),

C; = C.-D,B D/ +D,B; C;,,B;\D/
e Dt = CtGI}-l'

Demonstragao. De (2.15), temos que ©; e (Y41,..., Y,) sdo ndo correlacionados dado
O¢41 e de (2.14) temos que E(Yi41,- .-, Yn|Ory1) é linear em ©,,,. Logo, pela Proposicio
2.7, obtemos que ©;|0;;1, Y™ = 04041, Y, Yii1,..., Y = 04041, YL Utilizamos

entao a Proposi¢ao 2.6 para obter o preditor linear condicional,
0O, Y ~ [m; + C,G, B (Oy1 — Gymy); C,G/L B G CF ).

Tomando X = O, Y = Oi;; e Z = Y" na notagdo da Proposi¢ao 2.8, temos A =
CLGI{.]Bt—-}-l]J B=0,eD=m;— CtGLIB[ﬁlGHlm,. Logo, podemos comegar uma. i-
teragao a partir ©,|Y™ obtido na Proposi¢do 2.12. Denotando ©¢;,|Y™ por [mj,; C;, ],

obtemos,

O Y" ~ [CG[,Brimiy, +m — CGJ, B, Grm,
C, - C,G/;B;},G¢11C: + C,G/, B}, C;, B L GGy
r~ [mt =t Dth_+11(m:+1 - Gyypmy)

C. - D,B; D/ + DtBt—+110:+lBt_—i~llD;r] :

O
A matriz de erros quadraticos médios
Considere um processo observado Y = (Y/,...,¥Y)", com Y, denotando um vetor de
dimensao d, e um processo latente univariado 8 = (6,,...,0,)", em que 6 é um valor
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inicial. Nesta secao, vamos obter a matriz completa de erros quadréaticos médios rela-
tiva ao preditor linear de @ dado Y, isto é, vamos obter 8]Y ~ [m*; C*], em que C* =
E{(6 —m")(0 —m")T}.

Seja [m}; C{] o preditor linear 6,|'Y, que pode ser obtido a partir dos resultados da Secdo
2.2. Como consequéncia da Proposicao 2.6, temos que m* = [mg, ..., m%] e que a diagonal
de C* é dada por (Cg,...,C%)". Para obtermos os termos fora da diagonal da matriz C*
precisamos calcular ainda E{(6; — m;)(0:1s — miy,)}, que denotaremos Cy,, .

Considere agora um processo latente M-variado, construido a partir de 8 de forma
que ©; = (O—pry1,--,0)7, com Oy = (O_pr41,-..,00), em que O_pryq,...,0_; sdo va-
lores iniciais adicionais. Suponha que este processo latente, juntamente com o processo
observado Y, satisfaga o esquema na Figura 2.1 e as condigdes de (2.6) a (2.15). Seja
[m}; C;] o preditor linear ®;|Y. Também como consequéncia da Proposi¢ao 2.6, temos que
m; = (m}_p41,--.,m;)" eque adiagonal de C} = (Cy_,.41,---,C;) parat > M —1. Logo,
podemos obter [m}; C;] a partir de [m}; C}].

Vamos denotar por Cj,,, a matriz E{(©; — m;)(©,;; — mj, )}, de forma que C;, = C;
e Ciips = Cliys(M, M), 0 M-ésimo componente de C;,, . Como ©, foi construido a partir
de um empilhamento do processo latente univariado, vdrios termos nas matrizes Cj,,, se
repetem, o que pode ser levado em conta no cédlculo da matriz C* a partir de ©;|Y. Por

exemplo, no caso em que n é um multiplo de M, digamos n =k - M, temos

C‘I‘VI 1Ik\/I,QM e C‘I‘VI,k-M
o Cf;M o . (2.16)
Crmm e Cim

Para obtermos os blocos fora da diagonal, C;,,,, vamos seguir o mesmo procedimento
descrito em Jgrgensen et al. (1999) isto é, vamos utilizar o preditor ©;|@,, Y™.

Temos que m; € V(Y") e Oy —mj,, L V(Y"), em que V(Y) denota o espago linear
gerado por Y. Logo, C;,,, = Cov(®; — mj, @y, — m;, ) = Cov(O, Oy, — mj,,).

Dado 6, a distribuicao condicional de Y, depende apenas de ®;, conforme a Figura 2.1.

Denotando independéncia por 1L, temos que @, 1L Y, ..., Y,|Oy,, YT~ e
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Yicsr- s Yo 1L Y10y, Logo, E(Yirs, .., Yal@us, Y1) = E (Yigu, ..., Yal@rss),
que é linear em ©;;, (por (2.14)) e portanto, em (O, Y*™~1). Logo, aplicando a Pro-
posi¢ao 2.8, obtemos

@t|@C+S—11 Yn = @l|@t+s—-la Yt+s_1'

Vamos denotar ©,[Y**=! por [m® ", C*™V]. Uma vez que ©,]Y*! ~ [Gimy_1, By,

obtemos da Proposicao 2.7 que a parte linear de ©;|@,,, Y™~ ¢ dada por

(s—1) -1
m; + C@,,et+,|yt+a—x : @dem-l(@ws - Gt+smt+s—1) =

mgs—l) + Cov (@h ®t+s - Gt+smt+s—1) Bt——f-ls (®t+s - Gt+smt+s—1) 4

Logo, a parte linear de ©;|@;,,, Y" é A10,,s + BiY" + C}, em que
Ay = Cov (0,045 — Gyyomyps1) Bt_+ls
e By () sao constantes. Desta forma, pela Proposi¢ao 2.9, temos

<@t ) y Alm;+s+BlY"+Cl) ( Alcgﬂ)
Ot mj, , '\cp AT ...

em que Alc:_i_s = COV(@t, @t+s — mfﬂ) = COV(@t, @H-S - Gt+sm¢+s_1)Bt__}_lsCZ+s e

~
bJ

Cov(0Oy, Opys — Gysmyys—) = Cov(0Oy, O ) — Cov(O,, mt+s—1)GtT+s =
COV(@t, Opys—1 — mt+s—1)G;r+s-

Para calcular Cov(©;,©®;,s_; — my,s_;), podemos usar ©;|Y* e ©,Y*"!. Condicio-
nando em Oy, temos que Yiis_1,..., Y, 1L Y72|©,,, ; e também que Yi,,...,Y, AL
Y510, 45-1, com E(Yiys, ..., Ya|Owso1) € EVipsot, -+, Yal|®rps—1) lineares em ©,yy_;.
Desta forma, a Proposi¢do 2.8 implica tanto ©;|@ys_1, Y™ = 04O, -1, YT~ quanto
©4|Ops—1, Y = OOy, Y2,

Utilizando o filtro e a Proposigao 2.7, temos que a parte linear de ©;|®;,,_;, Y+s-1 ¢

dada por

= } =
mgs ) + Cov (O, Opys5-1 — mt+s—1)ct.;.13_1(@t+s—l = Gyso1Myyg_2).
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Vamos denotar por A; a matriz Cov(©y, Oy 1 — mt+s_1)C[+15_1 que aparece na expressao
acima. Usando ©;|Y* ! e a Proposicdo 2.7, obtemos que a parte linear de O|Op5-1, YiHs2
é

mgs—z) + Cov(©, Orys-1 — Gepsm1Myys—2) Bl 1 (Oprsm1 — Grpso1Myps2).

Denotando por A; a constante Cov(®;, ©®; s 1 — Gt+s_1mt+3_2)Bf+ls_1, temos que, pela
reciproca do teorema da projegao (Proposigdo 2.2), as constantes A, e Az sdo iguais. Logo,

obtemos
COV(@t, Oppg=y — mH—s—l) = COV(@t, Opps-1 — Gt+s—lmt+s—2)Bt_+ls_.1Ct+s—l-

Como Cov(©y, Oy — Giys—1mMygs_2) = Cov(©Oy, Opps_p — mt+s—2)GzT+s-1, obtemos

T -1
COV(@t, @t+s—1 — mt+s_1) = COV(@t, @t+s_‘2 — mH'S—Z)Gt+s—lBt+s—ICt+8—1
= Cov(©y, 053 — G/, 2Bi—2Ctts2G/\ 1B, C
= Cov(Oy, O3 — Myys-3) Gy 9Birs 2Cris2Gry e 1B 1 Crism

_ T np-l T -1
— Cth+1Bt+ICt+1 e Gt+s—1Bt+s—1Ct+3—1-
Combinando este resultado com o fato
* T 1=l
COV(@t, @t+s - mt+s) = COV(@h @t+3—1 - mt+s—1)Gt+th+sC;+si

obtemos
s—1
* _ T -1 T -1 *
Ct,t+s =G, (H Gt+iBt+iCt+i) Gt+th+sct+S'
=1

Em particular, C;_,, = C;]_, = C,_,G;B;'C;.
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Capitulo 3

Modelo Tweedie-Tweedie

Neste capitulo, vamos apresentar o modelo de espago de estados proposto em Jgrgensen et
al. (1996b) para dados longitudinais multivariados. Este modelo, ao qual vamos nos referir
como modelo Tweedie-Tweedie, estende o modelo Poisson-gama proposto em Jgrgensen et
al. (1999) para a familia Tweedie, que pertence a classe dos modelos exponenciais de dis-
persao (ver Apéndice A). O modelo Tweedie-Tweedie ¢ um modelo de regressao log-linear
para dados multivariados longitudinais com covaridveis variando no tempo. O vetor de res-
postas é um vetor d-dimensional tal que suas d componentes (que chamaremos categorias)
nao tém, necessariamente, a mesma distribui¢io mas refletem uma mesma tendéncia sub-
jacente. O processo latente é um processo de Markov de primeira ordem e as observagoes
sao condicionalmente independentes dado o processo latente, tanto no tempo quanto entre
as categorias.

Na Secdo 3.1 apresentamos o modelo e na Se¢do 3.2 seus momentos. Na Segao 3.3
apresentamos o filtro e o suavizador de Kalman associados a esse modelo. O algoritmo
de escores de Newton é apresentado na Secao 3.4 e técnicas de diagnéstico na Secdo 3.5.
No Exemplo 1, apresentamos brevemente uma aplicagdo do modelo Poisson-gama, um caso
particular do modelo Tweedie-Tweeedie, a um conjunto de dados no qual a varidvel resposta

é unidimensional. Na Se¢ao 3.6 apresentamos a analise completa dos dados deste exemplo.
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Exemplo 1 Vamos considerar o conjunto de dados analisado por Koyama (1997) e men-
cionado no Capitulo 1. Este conjunto de dados consiste do nimero diario de 6bitos de pessoas
com idade superior a 65 anos na cidade de Sao Paulo, no periodo de 1 de janeiro de 1991
a 31 de dezembro de 1993, dos valores didrios de varidveis metereolégicas (temperatura e
umidade) e dos valores didrios de niveis de poluigao (concentracées de Diéxido de Enxofre -
SO,, Particulas inaldveis, Monéxido de Carbono - CO, Ozénio - O3 e Diéxido de Nitrogénio

~NOy).

Seja Y; o nimero de 6bitos no dia ¢t,t =1,...,1095. Vamos assumir um modelo log-linear

para Y}, satisfazendo
logE(Y;) = ap+ anzye + -+ anxiye + Brzu + - + Bz = XtTC! + ZgTﬁ,

em que z; = (214,...,2;,:)" é um vetor com os niveis de concentraciao dos poluentes atmos-
féricos e x; = (z14,..., 1) " é um vetor com as outras covaridveis consideradas no modelo
(varidveis metereoldgicas, ciclos e tendéncias, por exemplo). Vamos admitir que as ob-
servacoes podem ser correlacionadas no tempo mas vamos supor que, dado um processo
latente univariado @ = (6, 0,, .. .,01095) ", as observagoes sio independentes. Vamos assumir

que a distribuicao de Y; dado @ s6 depende de 8, e satisfaz
Y,]@t ~ Po(aLOt),

em que Po(u) denota a distribuigdo de Poisson com média u e a; = exp(ap + @121 + -+ +
ay, Zy,). Admitimos também que o processo latente € é um processo de Markov de ordem 1,

caracterizado pela seguinte distribui¢do de transigao,

o?
9t|91—1 ~ Ga (btgt—h 0—> )
t—1

em que Ga(u,d?) denota a distribuicio gama com média u e coeficiente de variacio 4,
by = exp(B1Azyy + -+ - + Biplzy) € Azjy = zjy — 241, = 1,..., 13, 0 que nos da E(6;) =
exp(Biz1t + -+ - + Pz1,t). O valor 6y é uma constante inicial, que, neste caso, assumiremos
igual a 1.

Este modelo é um caso particular do modelo Tweedie-Tweedie que descrevemos com

detalhes na préoxima secao.
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3.1 Modelo

Vamos considerar um modelo log-linear para uma varidvel resposta multivariada d-dimensional
e um conjunto de h unidades amostrais independentes. No contexto do Exemplo ??, poderiamos
considerar, por exemplo, o nimero de 6bitos por faixa etaria como varidvel resposta (d=
numero de faixas etdrias consideradas) e um conjunto de dados semelhante para uma se-
gunda cidade (h = 2).

Sejam Yj = (Yijo,...,Yge)",t = 1,...,n5,5 = 1,...,h, um vetor de observacdes de

dimensao d tomadas em tempos igualmente espacados e

Y:(YE,,YT '-'7Y}_1|—17"‘1Y’-1—nh)-r

1np»

o vetor completo de observagoes. Vamos denotar ainda por Y;; o vetor (Y;jy, ... ,anj)T e

.
i

por Y; o vetor (Y ..,Y}-;j)T, emquei=1,...,d, j=1,...,het=1,...,n;. Suponha
que a Y; esteja associado um processo latente univariado 8; = (0o, 6;1,.. ., Bj,,j)T, em que
0jo,J = 1,...,h, sdo valores iniciais. Assumimos que, dado 6;, as njd componentes de X;
sao condicionalmente independentes e que a distribuigao de Y, depende apenas de 6;;.
Sejam x;, € R" e Zj; € IR2 vetores distintos de covaridveis e sejam a;; € R" e B; € R
os parametros de regressao associados a xj; e zj, respectivamente. Vamos supor que a
distribuigao da i-ésima categoria de Y j;, dado 6,;, segue um modelo exponencial de dispersao

da familia Tweedie,

2
V!
Yije|0je ~ Twy, (aijt9jt, 9,,—1_1) , (3.1)
jt
parat=1,...,d,t=1,...,njej=1,...,h, em que a;;; = exp(ijtaj,-) e v? é um parametro

de dispersao.

A notagdo Tw,(u,6%) em (3.1) denota o modelo exponencial de dispersio da familia
Tweedie com parametro de forma p (ver Apéndice A). Supde-se o pardmetro p conhecido
mas como ele pode variar entre as d categorias, estas podem ter diferentes distribuices. O

processo latente é um processo de Markov definido pela seguinte distribuigdo de transicio

0.2
gjtlgj,t—l ~ qu (bjtg',t—la ——') (32)

g—1
0511
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parat = 1,...,n;, em que o parametro ¢ é conhecido e satisfaz ¢ > 2. Modelos Tweedie com
q > 2 correspondem a distribuigoes positivas (ver Apéndice A), o que exclui, por exemplo, a
distribuicao normal.

Em (3.2), temos bj; = exp(/_\z;ﬂ]—), em que Azj, = z;; — 2j,—;. Por conveniéncia, supoe-
se zjo = 0. Devido a defini¢ao de Azj,, a constante nao pode ser incluida no modelo por
meio do processo latente.

As covaridveis em x;; representam fatores moduladores que tém um efeito imediato em
Yijt, relativo ao valor de 0;, e sdo chamadas “covaridveis de curto-prazo”. A estrutura
Markoviana do processo latente permite que uma mudanga no nivel de zj; no tempo ¢ tenha
um efeito em tempos subsequentes. Devido a esse efeito de propagacao, as covaridveis em
z; sao chamadas de “covariaveis de longo-prazo”. Outra caracteristica que diferencia as
covariaveis de curto-prazo das de longo-prazo é que seus efeitos nido variam entre as d
categorias de Y ;. O processo latente pode ser interpretado como um passeio aleatério e é,
essencialmente, nao estacionario.

Suponhamos ainda que a cada unidade amostral esteja associado um vetor de covaridveis

constantes no tempo, w;, e que a distribuicao marginal de 0; seja dada por

0]'0 ~ Tw, (gj) wz)a

em que g; = exp(w,7), sendo v € R® um terceiro parametro de regressio e w? um

parametro de dispersao que reflete a variabilidade entre as unidades amostrais. Este modelo

é log-linear nas covaridveis x,z e w e satisfaz
_ T T T
log E(Yije) = xjy0ti5 + 2518, + w; v,

(ver Segao 3.2). Para uma tnica unidade amostral, podemos considerar 6, = g = exp(v), de
forma que 7y seja o termo constante no modelo log-linear definido em (3.1).

O parametro p satisfaz p > 1 ou p < 0. Para p = 0, temos a distribui¢io normal; para
p = 1, a distribuicao de Poisson; para p = 2 a distribui¢do gama e para p = 3, a normal

inversa. Para 1l < p < 2, temos distribui¢oes Poisson compostas, que sao distribui¢oes mistas,
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Processo observado normal

Processo observado Poisson

Processo observado gama

Figura 3.1: Simulagdes de 100 observagoes de um processo com 3 categorias, com g = 2, pi =0,1,2,
v} =1,0% = 0.05 e 6y = 2, sem efeito de covaridveis. As observagdes estdo representadas por linhas sélidas

e o processo latente, por linhas pontilhadas.
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positivas, com probabilidade positiva no ponto 0 (ver Jorgensen (1997)). No caso em que

pr=:--=ps=1eq=2, temos o modelo Poisson-gama de Jgrgensen et al. (1999), com

Yit|9t o Po(aitgt)

011

No Exemplo 77, temos o modelo Poisson-gama para d = h = 1.

2
9t|9t—1 ~ Ga <b:9t—1, a_) .

3.2 Momentos

Nesta segao, vamos apresentar os momentos do modelo definido por (3.1)-(3.2). Os resulta-
dos serao utilizados na obtengao do filtro e do suavizador de Kalman na Secao 3.3.

No modelo Y ~ Twy(x,6?), temos E(Y) = p e Var(Y) = uP§? (ver Apéndice A). Logo,
de (3.1) obtemos que a esperanga condicional do processo observado dado o processo latente
¢ E(Yi;e05t) = aijs0; e a varidncia condicional é Var(Y;;|0;;) = vfa};,0;,. Desta forma, dado
0;¢, apenas as covaridveis curto prazo influenciam Yjjq.

Para o processo latente, temos que a esperanga condicional de §;; dado o passado 6, ¢
E(6;t0;-1) = bj0j4—1 e a variancia condicional é Var(;,|60;,-1) = 0%b},0,,_1. Os momentos
marginais do processo latente sao obtidos por recursdo. A média, log-linear nas covaridveis,
é dada por

E(050) = 7j¢ = gjbj1 - - - bje = exp(z;,8; + w] 7).

A varidncia de 6;; ¢ obtida a partir de Var(;0) = w?gj,
Var(()jt) = 02¢jtTjt + sz_.,?tg_;:—?a

em que ¢ = b3 + byl + ...+ byebjoy .. BT

Para o processo observado, obtemos

E(Yi) = aijimje = exp(ijta,-j -+ ijt,Bj + ij'y) (3.3)
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e a variancia marginal é dada por

Var(th) = AjtTjt + ajtajT,Var(th),

em que Aj, = diag(vial}, ..., vjaly) e aj, = (aiji,...,aq¢)". O segundo termo na expressio

da varidncia mostra uma superdispersao com rela¢do ao modelo (3.1) e mostra também que
a correlagao entre categorias é positiva. Embora correlagdo positiva entre as categorias seja
uma limitacao do modelo, nao é dificil encontrar, na pratica, conjuntos de dados para os
quais esta hipdtese seja adequada. A covaridncia entre observacoes de uma mesma unidade

amostral, separadas por um intervalo de tempo s > 0, é
T
Cov(Yjt, Yjtrs) = @iy bjesr -+ - jess Var(be).

A Figura 3.1 mostra simulagoes do modelo Tweedie-Tweedie para ¢ = 2 (um processo
latente gama) e trés categorias, com p; = 0 (normal), p, = 1 (Poisson) e p; = 2 (gama) para

uma tnica unidade amostral (h = 1), sem efeito de covaridveis.

3.3 Filtro e suavizador de Kalman

Nesta segao, vamos apresentar o modelo (3.1)—(3.2) na forma de espago de estados e apre-
sentar os correspondentes filtro e suavizador de Kalman para este modelo. Os detalhes dos
calculos podem ser obtidos a partir dos resultados da Segao 2.2.

No contexto do modelo Tweedie-Tweedie, o filtro de Kalman prediz uma observacao
futura Y4, e o valor atual do processo latente 6};, com base nas observacdes até o tempo
t, Yji,..., Y. O suavizador prediz o processo latente 6, com base em toda a informacao
disponivel, Yjy, ..., Y. Para simplificar a notagao, vamos suprimir o indice j no que segue
e denotar por n o ntiimero total de observacoes.

Para obter a formulagdo em modelo de espaco de estados, vamos antes definir as inovagoes

para o processo latente,
& =0, — E(0,|0,5s < t) =0, — b1,
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e para o processo observado,

& = Y,A_ = E(Ytlgs,S S t) = Yt — atet,

parat=1,2,...,n. O modelo pode entao ser escrito na forma
Yt = at9¢ + & (34)
O = bbi+&, (3.5)

em que tanto €, e §, quanto & e 6,_; sd@o nao correlacionados. Temos também que todas
as 2n inovagoes sao nao correlacionadas e portanto a estrutura de correlagdo é a mesma do
modelo de espaco de estados guassiano usual (ver, por exemplo, West e Harrison (1997)).

As varidncias das inovacoes sdo dadas por

Var(é) = E(&) = E{Var(6,/6" )} = o%{ "',

Var(e) = E(eie/ ) = E {Var(Yt|0‘"1)} = MTi,

em que 8! denota (y,...,0,_,)7.

Este modelo tem a estrutura de correlagao ilustrada na Figura 2.1 e satisfaz as condi¢oes
(2.6) a (2.15). Logo, podemos utilizar os resultados da Secao 2.2 para obter as recursoes
para o filtro e o suavizador de Kalman, apresentadas a seguir.

Sejam 6,1 |Y*™! ~ [my_1; Ci—1] € Dy = b,Cy1+0%b] 11, em que Y = (Yy,..., Y 1)T.
Entao,

Y Y~ (fi; Q4

em que f, = abymy_; e Q, = b, Dya,a] + A7y

Iniciando com mg = g e Cy = w?g", obtemos para o processo latente,
g g P p
t
9t|Y ~ [mz;Ct],

€m que my = bt{mt—l + DtatTQt_l(Ye - ft)} eCy = tht(]- - thtatTQz_lat)-
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O suavizador é dado pela seguinte recursdo, parat=n—1,...,0,
Ou[Y™ ~ [mg; C7l,

em que
2
Cy .

* t * * _ 2 q—2 t
m; =my+ ——(my,, — b)) e Cl=o D—thnH + 52 -G
t+1 t+1

A recursao ¢ iniciada com m}, = m, e C} = C,,.

3.4 Estimacao dos parametros

Consideremos novamente h unidades amostrais independentes, satisfazendo o modelo definido
na Secdo 3.1. Nosso objetivo ¢ estimar os pardmetros desconhecidos aj, B;,7, V%, ..., V3,0

e w? para esse modelo. Sejam
m" = (Mg, MYy Mgy o M,
o vetor de valores suavizados e
a= (e, 0,y Qpyag) eB=(8],....80)7,

os vetores de parametros de regressao.

3.4.1 Parametros de regressao

Para obter os estimadores dos parametros de regressio o, 3 e -y, Jorgensen et al. (1999)
propuseram um método inspirado no algoritmo EM de Dempster, Laird e Rubin (1977), que
descrevemos a seguir. O vetor (Y ', GT)T é tratado como um vetor de observagoes hipotético
e o processo latente 8 é tratado como a parte ndo observada desse vetor. A esperanca
condicional E(0]Y) do passo E do algoritmo EM ¢é substituida pelo suavizador de Kalman.
No passo M ¢é feita apenas uma iteragao do algoritmo de escores de Newton definido na Se¢ao

1.1
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A fungao de verossimilhanca de (YT, BT)T fica completamente especificada pelas equacoes
(3.1)-(3.2). Logo, caso pudéssemos observar @, obterfamos as seguintes fungoes escore para

os parametros de regressao,

nj 1

u(ay;) = ——1 (Yije — aijefje) X, (3.6)
t=1 Qijt
TLJ 1

u(B;) = qu 1 (050 — bibjs—1) Azyy, (3.7)
h

u('Y) = Z ]0_9_7) (38)

t=1 g

Sejan = (n{,n;)", em que n, = (a”,B7,47)T refere-se aos parametros de regressio e
ny = (v1,...,v],0% w?)7 refere-se aos parametros de dispersio. O estimador 7, ¢ definido
como sendo a solugao das equagées de estimagao de Kalman, F,, (n) = 0, em que Fp € um

vetor com as componentes

Fa(n) = XK, (Y — Am’), (3.9)
Fp(n) = AZTK; 'Bm’, (3.10)
Fo(n) = WK, (mg - g), (3.11)
em que
i) mg = (myo,...,mno)" eg=(g1,...,9n)";

ii) as matrizes A e B sao definidas de forma que os elementos de Y —Am* sejam Y;—a,m*
e os elementos de Bm* sejam m; — bym;_;;

iii) as matrizes X, AZ e W sao matrizes de especificacdo contendo as covaridveis x, Az
e w, respectivamente;

iv) as matrizes IK,, IK, e IK, sao definidas por

K, = diag {1r{a}}i", ..., viakin },
K, = diag {bf7",.. ., b0, ..., bf ', bimn )

K, = diag{g{_l,...,bfl_l}.
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A funcao F,, corresponde as fun¢oes escore em (3.6),(3.7) e (3.8) na forma matricial, com
o suavizador m* substituindo 6.
Suponha que F,, seja uma fungao de estimacao regular para n, e seja
( S771 S’IIU?)
Sy =
STI'ﬂh ST]Z
T

m,}';)T. Como a esperanca marginal de Y

a matriz de sensibilidade associada a F,, = (F

nao depende de 7,, obtemos que S,,,,, = 0 0 que nos dd a seguinte estrutura para a inversa

S-1 0
S_1 . m
no g21 g-! !

72

da matriz de sensibilidade

em que S*' = —S;IS, S~ Desta forma, o algoritmo de escores de Newton para os
parametros de regressao pode ser obtido como se os parametros de dispersao fossem conheci-
dos (ver detalhes em Knudsen (1999) ou na Segao 4.5.1).

O processo de estimagdo dos parametros de regressao é iniciado ajustando-se o modelo
log-linear marginal (3.1) as observagées. Os valores iniciais dos pardmetros de dispersio
podem ser obtidos usando-se um estimador de momentos com base neste ajuste inicial. O

algoritmo para estimagao de n, pode ser resumido como

e Passo 0O:

obter 1750) pelo modelo log-linear marginal;

obter 1750) usando um estimador de momentos.

e Passo E: Calcular m*.
e Passo M: atualizar ; por meio de

it =l — st (n¥) £y, (n).
e atualizar 7, por meio das equagdes (3.12), (3.13) e (3.14).

A convergéncia do processo de estimagao pode ser monitorada de diversas maneiras. A

idéia bésica é interromper as iteragdes quando ||n®) — n=Y|| for suficientemente pequeno.
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Nas aplicagoes, consideramos o seguinte critério,

(k)6 — (k)
max
: (k)]

em que 7)(k) denota o k-ésimo componente do vetor 1. Uma outra possibilidade é considerar

<1074

a matriz de informacao de Godambe e interromper as iteragoes quando

for pequeno (ver Knudsen(1999) para a justificativa deste procedimento). Este critério, no
entanto, ¢ dificil de ser utilizado pois exige que a matriz de informacdo de Godambe seja

avaliada a cada iteragao, tornando o processo de estimacao lento.

3.4.2 Parametros de dispersao

Os pardmetros de dispersao podem ser estimados por meio de estimadores de Pearson, cal-
culados a partir dos quadrados dos residuos obtidos a partir do suavizador de Kalman, as
inovagoes estimadas (ver Segao 3.5). Estes estimadores sao viciados mas o vicio pode ser
facilmente corrigido utilizando-se as matrizes de erros quadriticos C e C* associadas ao
filtro e ao suavizador de Kalman, respectivamente. Obtemos entdo os seguintes estimadores

ajustados de Pearson para os parametros de dispersao,

1 h nj 2 *_72t nj a’2]t C*
=X Y = St e (3.12)

_7 1t=1 TJta’Ut 121; Tjtaf]t
—lﬁhﬁi it IXh)nZ G+ Gt = WG Ot/ Dyt (515

NS N == Tjgbgt_l ’ ’
e
- Z +-> =L (3.14)
h1=l hj:l 9j

3.5 Analise de residuos

Uma importante caracteristica do método proposto por Jergensen et al. (1996b) é a possi-

bilidade de se verificar a adequacdo do modelo por meio de uma andlise de residuos, que
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podem ser definidos tanto para o processo observado quanto para o processo latente. A
idéia basica € utilizar graficos de residuos padronizados de forma semelhante & utilizada em
modelos lineares generalizados. A estrutura de correlagdo pode ser verificada por meio das
funcoes de autocorrelagio e autocorrelagao parcial dos residuos.

Podem-se definir tanto para o processo observado quanto para o processo latente, dois
tipos de residuos, os residuos marginais e os residuos condicionais. Os residuos marginais
sao as diferengas entre os valores observados e a média marginal estimada. Os residuos
condicionais sao definidos como sendo as predi¢oes das inovagoes € e &, calculadas a partir
do filtro ou do suavizador de Kalman. Todos os residuos tém média 0 mas nem todos sio
nao correlacionados. A estrutura de correlacio dos residuos serd apresentada em detalhes
na Secao 4.6 e serd omitida aqui. A definicdo dos residuos condicionais para o processo
observado que apresentamos a seguir difere daquela proposta por Jorgensen et al. (1996b)
mas conserva as mesmas propriedades e interpretagao.

As predicoes das inovagées com base no filtro de Kalman sao
Ejt=Yji—ajym; e &= mje — bjtmjt

e as predi¢oes com base no suavizador de Kalman sao

*

é;t =Y —a;mj e é]-t = mj, — bjymj,.
Os residuos condicionais com base no filtro de Kalman sido nao correlacionados e devido a
isso sao bastante tteis para construcdo de graficos de residuos. Os residuos padronizados
(varidncia unitédria) serao denotados é— jt> etc. Os residuos €;; sdo padronizados componente
a componente.

Diferentes tipos de gréficos de residuos podem ser utilizados para investigar varias carac-

teristicas do modelo. Temos,

e Gréficos da fungao de autocorrelagao e da fung¢ao de autocorrelagao parcial dos residuos
condicionais &, € €5
Sao utilizados para verificar a estrutura de correlacdo. Como esses residuos sdo nao

correlacionados, estes graficos devem apresentar um padrio de “ruido branco”.
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e Diagrama de dispersao dos residuos condicionais padronizados em fung¢ao do logaritmo
dos valores ajustados
E itil na verificacao da forma da fungao de varidncia. Este grafico pode ser construido
para os residuos do processo observado e para residuos do processo latente. Uma forma
de “megafone” indica que o parametro de forma na fungao de variancia correspondente
estd incorreto (p; e ¢). No caso de varias unidades amostrais, deve-se utilizar os residuos
mj, — g; para verificar a forma da distribuicao de 6o, pois os residuos calculados a

partir do filtro de Kalman neste caso sao constantes.

e Diagramas de dispersao dos residuos padronizados baseados no suavizador em funcao
de cada uma das covaridveis

Sao utilizados para detectar nao linearidade.

o Diagrama de dispersao do logaritmo dos valores observados em fungao do logaritmo
das predigoes baseadas no suavizador (log(Yiﬂ) vs log(aijtm;ft))
E utilizado para verificar a adequacdo da ligagdo logaritmica. Este grafico deve apre-
sentar uma relagao linear. Uma curvatura ou outra forma indica que a hipdtese de

ligacao logaritmica é inadequada.

e Gridfico dos residuos marginais do processo latente ao longo do tempo (gréfico de série
temporal)
Este gréfico é util para identificar covaridveis nao incluidas no modelo pois o processo
latente tende a absorver o efeito destas covaridveis. E especialmente 1til para detectar

efeitos sistematicos como ciclos e tendéncias.

e Griéficos das fungoes de correlagdo cruzada entre os residuos e as covaridveis
Estes graficos podem ajudar a identificar possiveis defasagens das covaridveis a serem

incluidas no modelo.
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3.6 Poluicao e mortalidade na cidade de Sao Paulo

Nesta secao, vamos utilizar o modelo Poisson-gama, que corresponde ao modelo Tweedie-

Tweedie com p = 1 e ¢ = 2, para analisar os dados descritos no Exemplo 1.

3.6.1 Introducao

A associagao entre polui¢ao atmosférica e saide publica na cidade de Sao Paulo tem sido ob-
jeto de varios estudos e politicas publicas. Sabe-se que condigoes climaticas e polui¢ao atmos-
férica estao bastante relacionados, principalmente devido a inversao térmica, um fendomeno
que ocorre com baixas temperaturas dificultando a dispersao de poluentes. Devido a isso,
embora se pense que a emissao de poluentes do ar seja mais ou menos uniforme durante o
ano, a poluicao do ar tende a ser maior no inverno.

Neste estudo, desejamos examinar a relacao entre poluicao atmosférica e mortalidade de
pessoas maiores de 65 anos na cidade de Sao Paulo. Este grupo etario responde por cerca de
42% do total de mortes; aproximadamente 11% dessas mortes tiveram causas respiratoérias
no periodo investigado.

Os dados que analisamos foram coletados antes da introdugao do sistema de rodizio pela
prefeitura de Sao Paulo e incluimos no estudo tanto as varidveis climaticas quanto varidveis
associadas a poluigao.

Este conjunto de dados foi analisado anteriormente por Singer e Conceigdo (1994) que
usaram um modelo de regressdo normal e por Koyama (1997) que usou o modelo log-linear
para a distribuig@o de Poisson, proposto em Zeger (1988).

No nosso caso, seguindo Jgrgensen et al. (1999), usamos as varidveis metereolégicas como
varidveis curto-prazo e as de poluicao como longo-prazo. Desta forma, o processo latente
pode ser interpretado como um efeito potencial da poluigao na mortalidade na populacao.
A estrutura Markoviana do processo latente permite, entdo, que uma elevagao no nivel dos
poluentes atmosféricos em um dado dia tenha um efeito em dias subseqiientes. Incluimos

um ciclo anual e efeitos defasados de covaridveis. A inclusao desses efeitos foi sugerida pela
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Figura 3.2: Evolugdo do niimero de 6bitos de pessoas com mais de 65 anos de idade, da temperatura e

da umidade na cidade de Sao Paulo entre 1 de janeiro de 1991 a 31 de dezembro de 1993.

prépria andlise, por meio das técnicas de diagndstico descritas na Secdo 3.5. Nosso modelo
final difere dos modelos obtidos nas analises anteriores, embora todos eles tenham encontrado
efeitos significantes da concentracao de poluentes na mortalidade. A inclusdo de um ciclo
anual no nosso modelo permitiu a retirada de vérios fatores considerados nas outras analises,

reduzindo consideravelmente o nimero de parametros estimados e melhorando o ajuste.

3.6.2 Os dados

As varidveis meteorolégicas que consideramos sdo temperatura (°C) e umidade (%); as
varigveis de poluigao atmosférica sao Enxofre - SO,, (ug/m?), Particulas (total de particulas
em suspensao - PMjg), Monéxido de Carbono - CO (ppm), Ozénio - O3 (ppb) e Diéxido de
Nitrogénio - NO,, (ug/m?®). Todas as covaridveis sdo as médias didrias de medidas tomadas

em diferentes localidades da cidade.
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Figura 3.3: Evolugio dos niveis de poluentes atmosféricos no periodo de 1 de janeiro de 1991 a 31 de
dezembro de 1993 na cidade de Sao Paulo. As linhas pontilhadas marcam o nivel secundério de qualidade

do ar.
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A Figura 3.2 mostra a série do nimero de mortes e as das varidveis metereoldgicas. A
Figura 3.3 mostra as séries dos niveis dos poluentes atmosféricos, juntamente com o nivel
secunddrio de qualidade do ar, estabelecido pelo IBAMA (nao disponivel para NO,). Abaixo
deste nivel, ndo se espera efeito nocivo da poluigdo atmosférica para a satide ou para o meio
ambiente.

Algumas das séries de poluentes atmosféricos apresentam falhas. Pequenas falhas foram
substituidas por valores obtidos por meio de interpolagdo linear. A série de NO, apresenta
uma falha de cem observagoes, que foram preenchidas usando um preditor baseado em um
modelo ARIMA ajustado as observagoes anteriores a falha. No entanto, entendemos que uma
falha de cem observacoes é grande demais para ser corrigida de forma razodvel e portanto,
os resultados relativos a essa covariavel devem ser interpretados com certo cuidado.

Descrevemos a seguir todos os passos da andlise de forma a ilustrar o uso das técnicas
de diagnéstico disponiveis. Um resumo de todos os modelos considerados é apresentado nas

Tabelas 3.1 e 3.2.

3.6.3 Analise

Comegamos a andlise com o mesmo conjunto de covaridveis considerado por Singer e Con-
ceicdo (1994) e Koyama (1997) que apresentam uma detalhada descricio dos dados. A
partir do conjunto de varidveis regressoras consideradas por estes autores, incluimos algu-
mas covaridveis e excluimos outras utilizando os procedimentos de diagndstico descritos na
Segao 3.5. Utilizamos os gréficos de residuos, em especial os graficos das fun¢oes de au-
tocorrelagao e autocorrelagao parcial dos residuos para verificar a adequacao do modelo;
utilizamos testes de Wald para excluir do modelo uma covaridvel ou conjunto de covarigveis;
utilizamos a funcdo de correlagdo cruzada dos residuos com as covaridveis para identificar
possiveis efeitos defasados destas covaridveis na varidvel resposta. Uma vez que o processo
latente tende a absorver efeitos nao considerados no modelo, utilizamos também o grifico
do processo latente estimado em fungdo do tempo. Este grafico se mostrou bastante 1til na

identificacao do ciclo anual que acabamos por incorporar ao modelo final.
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Modelo 1

Neste primeiro modelo, incluimos fatores construidos a partir das varidveis metereoldgicas a
fim de incorporar possiveis efeitos sazonais. Os valores utilizados para a construcio destes

fatores correspondem aos primeiro e terceiro quartis da distribuicio da varidvel correspon-
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Figura 3.4: Valores observados e valores ajustados, valores observados e valores preditos e processo latente

estimado para o modelo 1.

Consideramos as seguintes covaridveis,

e Variaveis Climaticas
- temperatura (temp);

- umidade (umid).

44



e Fatores
- dias imidos (umid): 1, se a umidade estiver acima de 75%, 0 caso contrario;
- dias secos (Dsecos) : 1, a umidade estiver abaixo de 57%, 0 caso contrario;
- dias quentes (Dquent): 1, se a temperatura estiver acima de 18°C, 0 caso contrario;
- dias frios (Dfrios): 1, se a temperatura estiver abaixo de 14°C, 0 caso contrario;

- estagoes do ano: niveis: verao, primavera (Prim), outono (Out) e inverno (Inv).

e Varidveis relacionadas com a concentragao de poluentes atmosféricos, a saber
- Particulas inaldveis (Part) ;
- Diéxido de Nitrogénio (NO,);
- Enxo6fre (SO,);
- Ozoénio (O3) ;
- Monoéxido de Carbono (CO).

Consideramos todas as varidveis relacionadas com a poluicio como sendo varidveis de
longo prazo e todas as outras como sendo de curto prazo, isto é, consideramos o seguinte

modelo,

logE(Y;) = ap+ a;temp + apumid + azDsecos + ayDumid 4+ asDquent + agDfrios+
a7Prim + agOut + agInv + B, Part + 5,NO, + £35S0, + 8403 + 3;CO

Embora nenhum dos efeitos tenha sido individualmente significante (ver Tabela 3.1), o
valor da estatistica de Wald para o conjunto de varidveis de poluigdo foi 9.53 com 5 graus
de liberdade, correspondendo a um nivel descritivo de 0.09, sugerindo que existe um efeito
da polui¢dao na mortalidade.

A Figura 3.4 mostra o grafico da série de valores ajustados, da série de valores preditos

(calculados a partir do suavizador) e o processo latente estimado (suavizador de Kalman).

45



s ]
]

>3.7s 3.®0 3. a8 3.0 3.08 - .00 so eo 7o so oo

0
I

" I“’I' ]|| 'III‘I ] '?|_\l4|.\”’1_ N Im _1'_',“' [ ”I-I--I-.I_‘J

1]

FiCPaed

A

m
M
!

EY <o so 30 “o so

defasagem defasagem

Figura 3.5: Gréficos de residuos do modelo 1.

A inclusao dos fatores correspondentes as estagoes do ano nao parece ter sido suficiente para
explicar a sazonalidade presente nos dados, e esta sazonalidade acabou por ser incorporada
pelo processo latente. Desta forma, o modelo subestima o valor esperado do nimero de
mortes embora os valores preditos mostrem um ajuste bem melhor. Além disso, o grafico da

série do processo latente estimado sugere um ciclo anual e uma tendéncia.

No canto superior esquerdo da Figura 3.5, temos o grdfico de dispersao dos residuos
condicionais em fungao do preditor log-linear. Este grifico ndao mostra nenhum padrao
em particular, sugerindo que a forma da fungao de variincia (e portanto, a distribuigao
da resposta) é adequada. No canto superior direito temos o gréafico dos valores preditos
em fungdo dos valores observados, juntamente com a reta de minimos quadrados e a reta
y = z. Nos cantos inferiores esquerdo e direito temos, respectivamente, os graficos da fungao
de autocorrelacdo (FAC) e da fungdo de autocorrelagao parcial dos residuos padronizados,
calculados a partir do filtro. Ambos apresentam valores acima do limite assintético de

95% para as primeiras defasagens (linha pontilhada nos gréficos), indicando que o modelo
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proposto ainda nao ¢ adequado aos dados. A fim de tornar mais clara a vizualizacio da

fungdo de autocorrelagao, excluimos a primeira defasagem deste grafico (defasagem 0).
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Figura 3.6: Valores observados e estimados, valores observados e preditos e processo latente estimado para

o modelo 2.

Ao conjunto de covaridveis considerado no modelo 1, incluimos termos para tendéncia, ¢, e
para um ciclo anual, cos(27t/365) e sen(27t/365) como covaridveis de curto-prazo. Os valores
ajustados na Figura 3.6 mostram um ajuste melhor que o do modelo anterior. A Figura 3.7
mostra os graficos de residuos para este modelo. Tanto a FAC quanto a FAC parcial para os
residuos baseados no filtro apresentam correlagGes acima do limite assintético de 95% apenas

a partir do lag 45. Os outros gréficos nao apresentam comportamento inesperado.
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Para este modelo, os efeitos individuais das concentragdes de poluentes foram néao signi-
ficantes a 5%, mas o valor da estatistica de Wald para o subvetor de pardmetros corre-
spondentes as 5 varidveis associadas a poluicao, foi 16.62 com 5 graus de liberdade (nivel
descritivo 0.005).

Nenhuma das covaridveis climdticas foi individualmente significante a 5%. No entanto,
o efeito de umidade € significante se consideramos o efeito combinado das covaridveis umid,
Dumid e Dsecos. A estatistica de Wald para o conjunto destas trés covaridveis foi 8.3 com 3
graus de liberdade, correspondendo a um nivel descritivo de 0.04. Da mesma, forma, temos
que o efeito de temperatura é significante, se considerarmos em conjunto as covariaveis temp,
Dquent e Dfrios. A estatistica de Wald para este caso foi 12.8 correspondendo a um nivel
descritivo de 0.005. Este resultado nao é surpreendente uma vez que os fatores Dsecos e
Dumid foram construidos a partir da covaridvel umid e os fatores Dfrios e Dquent foram
construidos a partir da covaridvel temp o que pode ser responsavel por multicolinearidade
entre estas covariaveis. Um teste de Wald para todos os fatores juntos resultou num valor
de 6.6 com 7 graus de liberdade, correspondendo a um nivel descritivo de 0.47, o que nos

levou a retirar esses fatores do modelo.

Modelo 3

Neste modelo, consideramos as covaridveis utilizadas no modelo anterior, excluindo todos
os 7 fatores. Como covaridveis de curto-prazo, consideramos o ciclo anual, temperatura,
umidade e tendéncia; como covaridveis de longo-prazo, todas as covaridveis de poluicao.
Tanto temperatura quanto umidade sdao altamente significantes e o teste de Wald para
as varidveis de poluigdo também ¢ significante (nivel descritivo 0.01). O processo latente
estimado e os gréficos de residuos deste modelo nao diferem muito dos obtidos no modelo

anterior, indicando que a exclusao dos 7 fatores nao prejudicou o ajuste.
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Tabela 3.1: Coeficientes estimados e erros padroes para os modelos 1 a 3

Efeito Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3
curto-prazo | estimativa (e.p) | estimativa (e.p.) | estimativa (e.p.)
constante 3.79 (0.13) 4.00 (0.10) 4.003  (0.079)
temp 0.0067 (0.0043) 0.0060 (0.0033) 0.0062 (0.0023)
umid —0.00081  (0.00085) —0.00090 ( 0.00069) —0.00099  (0.00034)
cos(2rt /365) - - —0.123 (0.047) ~0.131 (0.045)
sen (27t /365) ; - —-0.073  (0.047) —0.046  (0.045)
Dsecos —0.00007  (0.017) —0.0008  (0.014) : ;
Dumid —0.003  (0.022) —0.003 (0.018) - -
Dquent 0.014 (0.018) 0.020 (0.014) . -
Dfrios 0.015 (0.021) 0.016 (0.016) - -
Prim —0.020  (0.058) —0.037  (0.036) - .
Out 0.057  (0.057) 0.024  (0.036) - -
Inv 0.013 (0.067) —0.019 (0.042) - -
tendéncia - " 0.00019  (0.00052) 0.00020  (0.00054)

longo-prazo
particulas 0.00021  (0.00036) 0.00028  (0.00028) 0.00030  (0.00028)
NO, 0.000029 (0.000085) 0.000027 (0.000066) 0.000021 (0.000066)
SO, 0.0003 (0.0010) 0.00041  (0.00079) 0.00036  (0.00078)
O3 0.00012  (0.00015) 0.00012  (0.00012) 0.00011  (0.00012)
CO 0.0053 (0.0036) 0.0046 (0.0028) 0.0040 (0.0028)
52 0.00203 0.00029 0.00031
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Figura 3.7: Graficos de residuos para o modelo 2.

Modelo 4

Como o processo latente tende a absorver efeitos nao incluidos no modelo, continuamos a
analise buscando possiveis efeitos de valores defasados das covaridveis. Para isso, utilizamos
a fungao de correlagao cruzada entre os residuos padronizados e as covaridveis. Os graficos
(nao apresentados aqui), sugerem possiveis efeitos defasados de temperatura e SO;. Ao
conjunto de covaridveis considerado no modelo anterior, incluimos as defasagens de 1, 2 e 3
dias de temperatura (def; a def;) como covaridveis curto-prazo e as defasagens de 1,2 e 3 dias
de SO, como covaridveis longo-prazo. A defasagem de trés dias de SO, (def3) € significante
e a estimativa de seu efeito é negativa. A estatistica de Wald para as outras covaridveis de
poluicao foi 3.54 com 4 graus de liberdade, correspondendo a um nivel descritivo de 0.47.
Novamente, os gréaficos de residuos nao sugerem afastamento das hipéteses do modelo (Figura

3.8).

50



s k)
|

a.e -.0 -.1 -.z -.3 - s so eo 70 so 2o

preditor log-linear valores preditoa

O N L :|,|,Ll TP P O
o LA A T
E= I L N IR S | =24 P U
R T dessgen
Figura 3.8: Graficos de residuos para o modelo 4.
Modelo 5

Consideramos como covariveis de curto-prazo cos(27t/365), sen(27t/365), temperatura, de-
fasagens de 1 a 3 dias de temperatura, umidade e tendéncia; como covaridveis longo-prazo,
apenas SO, e defasagens de SO,. Os graficos de residuos nao apresentam diferencas do mo-
delo anterior, indicando que a exclusao do modelo das demais concentragoes de poluentes
atmosféricos nao acarretou perda de qualidade do ajuste.

A covaridvel SO, e sua defasagem de 3 dias sao altamente significantes e seus coeficientes
tém sinais opostos. A estatistica de Wald para todas as defasagens de SO, em conjunto foi
13.813 com 3 graus de liberdade, correspondendo a um nivel descritivo de 0.0079. Logo, a
covaridvel SO,, na auséncia das outras covaridveis de poluicao, é altamente significante e
seu efeito no nimero de mortes num determinado dia depende nao sé do seu valor nesse dia
como também dos valores nos ultimos trés dias.

Com o intuito de entender melhor o efeito do poluente SO,, consideramos a seguinte

transformacao linear de posto completo desta covaridvel e suas defasagens,
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Fi(t) = ${S02(t) + SO(t — 1) +S04(t — 2) +S0,(t — 3)};
Fg(t) = SOQ(t) - SOQ(t - 1),
F3(t) = 3{ SO(t) + SO2(t — 1)} — SO,(t — 2);

Fa(t) = 3{ SO2(t) + SOa(t — 1) +SO0,(t — 2)} — SO, (t — 3),
parat =4,...,1095.

Esta transformagao nao é ortogonal, mas preserva toda a informacao contida nas co-
varidveis originais além de ser de fécil interpretagao. O efeito de F; pode ser interpretado
como sendo o efeito cumulativo do valor atual e dos valores dos tltimos trés dias, do nivel de
SO,. Variagoes no nivel de SO5 neste periodo sdo medidas por Fy até Fy. Os efeitos indivi-
duais de Fy a F4 sao mostrados na Tabela 3.2, sob o modelo 5. Apenas F4 é individualmente
significante. O teste de Wald para as covaridveis F,, F; e Fj, resultou num valor de 1.243
com 3 graus de liberdade, correspondendo a um nivel descritivo de 0.74, o que nos levou a

retirar estas covariaveis do modelo.

Modelo 6 - Modelo final

Consideramos como covariavel longo-prazo apenas Fy. Tanto a FAC quanto a FAC parcial
para este modelo apresentaram valores acima do limite assintético de 95% para as defasagens
44 e 45, um efeito também presente nos outros modelos.

Nenhum grafico de residuos para este modelo apresentou diferenca considerdvel relati-
vamente aos graficos do modelo 4, que incluia todas as covaridveis associadas & poluicdo
além das defasagens de SO, e temperatura (ver Figura 3.10). Além disso, a fungao de
correlacao cruzada entre os residuos padronizados e todas as covaridveis de polui¢do nao
sugerem evidéncia de correlacao residual. Desta forma, o efeito da poluigao na mortalidade
parece ser bem explicada por SO, apenas.

A covaridvel Fy é altamente significante e seu coeficiente é positivo. Logo, o efeito da
covariavel SO, pode ser explicado pela diferenca entre a média dos ltimos dias e o valor de

quatro dias atrds. Desta forma, o nimero esperado de mortes nao é afetado se o nivel de
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Figura 3.9: Valores observados e estimados, valores observados e preditos e processo latente estimado para

o modelo final.

SO, permanecer constante, mas aumenta se o nivel de SO, crescer.
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Tabela 3.2: Coeficientes estimados e erros padroes para os modelos 4 ao modelo final.

Efeito Modelo 4 Modelo 5 Modelo 6
curto-prazo | estimativa (e.p.) | estimativa (e.p.) | estimativa (e.p.)
constante 4.139 (0.079) 4135 (0.078) 4.141  (0.078)
cos (27t /365) ~0.120 (0.040) ~ 0125  (0.040) —0.125  (0.040)
sen (21t /365) —0.041 (0.040) —0.044  (0.040) —0.045  (0.041)
temp 0.0061 (0.0025) 0.0069  (0.0025) 0.0073  (0.0024)
def;-temp —0.0011 (0.0029) —0.0004  (0.0028) —0.0006  (0.0028)
def,-temp 0.0072 (0.0028) 0.0069  (0.0028) 0.0069  (0.0028)
defs-temp — 0.0118 (0.0024) | —0.0121  (0.0024) | — 0.0120  (0.0024)
umid — 0.00105 (0.00033) — 0.00117 ( 0.00032) —0.00124 (0.00031)
tendéncia 0.00020 (0.00048) 0.00018  (0.00048) 0.00018 (0.00048)
longo-prazo
particulas 0.00027 (0.00028) - E - -
CO 0.0032 (0.0028) - - - -
NO, 7.1x107% (6.5 x 107%) - - - =
O3 0.00009 (0.00012) - - - -
S0, 0.00017  (0.00079) 0.00107  (0.00056) ; -
def;-SO, 0.00020 (0.00061) 0.00045 (0.00059) - -
def,-SO, 0.00032  (0.00060) 0.00032  (0.00059) . ;
def3-SO, — 0.00127 (0.00056) — 0.00128 (0.00055) - -
F, . - 0.00057  (0.00084) ; -
Fy - - 0.00031  (0.00048) - -
F3 - - 0.00029  (0.00050) - -
Fy - - 0.00142  (0.00048) 0.00156 (0.00044)
o2 0.00024 0.00024 0.00025
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Capitulo 4

Modelo retrospectivo

Neste capitulo, apresentamos o modelo retrospectivo e suas propriedades. Na Secdo 4.2,
descrevemos sua estrutura, na Segao 4.3, obtemos seus momentos e na Segdo 4.4 obtemos
o filtro e o suavizador de Kalman. Na Se¢do 4.5, propomos estimadores para parimetros
de regressao e de dispersao por meio de uma técnica de estimagio que é uma generalizagio
daquela utilizada no modelo Tweedie-Tweedie. Para a estimacdo dos pardmetros retros-
pectivos consideramos na Segao 4.5.3 uma técnica baseada na fungdo de verossimilhanca

perfilada.

4.1 Introducao

O modelo retrospectivo é um modelo de espaco de estados que generaliza a estrutura de
correlagao do modelo Tweedie-Tweedie apresentado no Capitulo 3, segundo o qual, dado um
processo latente com estrutura de Markov de primeira ordem, as observacdes sio indepen-
dentes. Esta estrutura de correlagao pode ser representada pelo esquema na Figura 4.1. Para
o modelo retrospectivo, vamos admitir que o processo latente seja um processo de Markov
de ordem L > 1, por exemplo ou que, dado o processo latente, a distribuicao condicional do
processo observado dependa de valor presente e de K valores passados do processo latente.

O esquema na Figura 4.2 denota a estrutura de correlagio de um modelo retrospectivo com
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Figura 4.1: Estrutura de correlagio do modelo retrospectivo com K = 0 e L = 1 (modelo Tweedie—

Tweedie).
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Figura 4.2: Estrutura de correlagio do modelo retrospectivo com K = 1 e L = 1 e um processo latente

univariado.

L =1e K = 1. No esquema representado na Figura 4.1, dado 6, ou 0;-1, Yie Y, sdo
condicionalmente independentes; no esquema da Figura 4.2, Y, e Y,_, sdo condicionalmente
independentes, dados 6, e 6,_;.

Para modelar a estrutura de correlagdo do modelo retrospectivo, vamos considerar, além
dos pardmetros de regressdo e de dispersio nos moldes daqueles do modelo Tweedie-Tweedie,
uma terceira classe de parametros que vamos chamar de parametros retrospectivos. Esses
parametros sao dispostos em vetores de dois tipos: o primeiro, de dimensio K + 1, define
a forma como o processo observado estd associado ao processo latente, e o segundo, de
dimensao L, define a ordem do processo de Markov que vamos assumir para O processo

latente. Diremos que a ordem do modelo é M = max{K + 1, L}.

4.2 Modelo

Podemos definir o modelo retrospectivo para h unidades amostrais independentes, como foi
feito no Capitulo 3, mas para ndo carregar a notacio, apresentamos nesta secao os detalhes

para uma tunica unidade amostral e obtemos suas propriedades. A extensdo para duas ou
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mais unidades amostrais serd considerada na Secao 4.5.

4.2.1 Definicao

Consideremos um vetor de observagdes Y, de dimensdo d, avaliado em tempos t = ) P
igualmente espagados, e seja Y = (Y,...,Y)T o vetor completo de observagdes. Como
fizemos no modelo Tweedie-Tweedie, chamamos as d componentes de Y, de categorias.
Consideremos também um processo latente univariado ;. Sejam K e L inteiros ndo-negativos

e seja M = max{K + 1, L}. Definimos o vetor & como
0= (9—]\/1+la s )90,01a R ,gn)T,

em que 0_pr41,...,0 sdo constantes iniciais que vamos assumir iguais a 1 no caso de uma
tnica unidade amostral. Vamos assumir que as nd componentes de Y sdo condicionalmente
independentes dado @, tanto entre categorias quanto no tempo. Sejam 6‘ e ©, sub-vetores
de 6 dados por

0" = (O-rri1,---,0)" e Op= (b—prgr,-.-,0)7,

respectivamente. Em particular, no caso de uma tinica unidade amostral, 8° = ®, =
(1,...,1)T.

Sejam x, e z; vetores de covaridveis que variam no tempo, de dimensées /; e respec-
tivamente, tais que x, contém uma covaridvel constante. Sejam «;,7 = 1,...,d, parametros
de regressao associados a x; podendo variar entre as d categorias de Y; e 3 um parametro
de regressao associado a z,.

Sejam ¢;,i=1,...,d, e 1 vetores com K + 1 e L componentes positivos de soma igual
a 1, respectivamente e tais que ¢;,% = 1,...,d, possam variar entre as d categorias de Y.
Por conveniéncia, escrevemos os pardmetros ¢; e 1 como vetores M-dimensionais, fazendo
seus primeiros M — K —1 e M — L componentes, respectivamente, iguais a zero.

O modelo ¢ definido pelo seguinte conjunto de distribuigdes condicionais parat = 1,...,n,

T 2
$: O v ) (4.1)

Yiel6' ~ Twy, | pu =t
8 e (ﬂ'l ol (ol ©)p~!
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T 2
0|0 ~ Tw, <Tth@t_l, + 7 ) , (4.2)
Y T (Y Oy)r!
em que 7y = exp(z; B), Tv = (Ti—ars1s-- -, 1) 7 € pi = 7o exp(x; ;). Por conveniéncia, vamos
supor ainda que zg = 0. Com isso, obtemos 7o = 1 e convencionamos 7o = (1,...,1)7.
Os pardmetros v7,¢ = 1,...,d e o? sdo parametros de dispersao. Como no Capitulo 3,

pi,t =1,...,d, podem variar entre categorias.

A ordem do modelo retrospectivo para o caso K = 1 e L = 1 (Figura 42),é M =
max{1l + 1,1} = 2 e os parametros retrospectivos sio representados por ® = (p1,02)7,
% = (0,1)". Ao considerarmos o sub-vetor ©, = (6,_1,6,)7, a estrutura de correlacdo acima
pode ser representada pelo esquema da Figura 4.3 (ou Figura 2.1).

Os esquemas nas Figuras 4.2 e 4.3 sdo equivalentes e o segundo representa qualquer
modelo retrospectivo. Desta forma, ao empilhar o processo latente univariado, conseguimos
sempre representar o processo latente por um processo de Markov M-variado, de ordem 1.

Este resultado serd muito til na obtengao do filtro e suavizador de Kalman na Segéo 4.4.

4.2.2 Propriedades

Da definigao da familia Tweedie (ver Apéndice A), temos que as médias e variancias condi-

cionais referentes a (4.1) e (4.2) sao,

Te e
E(Y,|0!) = p, 2Lt Y, |0Y) = v2upi Pt 43
( t| ) Hit CP;I—Tt ) Var ( tl ) Vz Hit ((P;['Tt)pl.a ( )
T T
- O,
E(0t|0t) = Tt%, Var (9t|0t~1) = a%’f%, (4.4)
v T (W' T4-1)9

respectivamente.

Tanto as varidncias quanto as médias condicionais sdo lineares em 6 e esta é a principal
razao para a escolha da forma dos pardmetros de dispersdo em (4.1) e (4.2) pois vai permitir
a utilizagao dos resultados da Segao 2.2 para obtencao do filtro e suavizador de Kalman para

o modelo retrospectivo.
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Como no modelo Tweedie-Tweedie, podemos obter as esperancas marginais iterativa-
mente. Temos que E(6y) =1 e E(6;) = 7, 0 que nos dd E(©;) = 7,. O modelo retrospectivo

€ um modelo log-linear, uma vez que o valor esperado do processo observado é
E(Yi) = pi = mrexp (xtTa,-) = exp (xtTa,- + 2z ) ) (4.5)

parat = 1,...,n. Estes resultados sao detalhados nas Proposigoes 4.1 e 4.2 da Secdo 4.3.

O processo latente é um processo de Markov de ordem L. Sua dindmica pode ser melhor
entendida se considerarmos a esperanga condicional em (4.4), que consiste de uma média Ty
multiplicada por um fator modulador (4" ®,_,)/(¥ "7,_;) de valor esperado igual a 1. O
termo v ' ©,_, é uma combinagao convexa dos L valores passados de 6;, de forma que o fator
modulador tenderd a manter o processo em seu valor recente médio, relativamente ao valor
esperado 7;. Analogamente, a esperanca condicional em (4.3) é dada por um valor esperado
pie multiplicado por um fator modulador de média 1, representando uma média ponderada do
valor atual e dos K valores mais recentes do processo latente. Vetores ¢, na mesma diregao
mas com comprimentos distintos, definem o mesmo fator modulador. O mesmo acontece com
diferentes vetores 9 e é devido a isso que exigimos que a soma dos componentes destes vetores
seja igual a 1. Quando K > 0, a distribui¢do do processo observado depende do valor atual
e de K valores passados do processo latente. Dizemos entdo que essa é a parte retrospectiva
do modelo, no sentido que o passado recente do processo # influencia a observacio atual.
Vamos nos referir ao modelo definido por (4.1)-(4.2) como um modelo retrospectivo de ordem
M. O modelo retrospectivo de ordem 1 corresponde a X =0 e L = 1, com p;,=1P=1ese
reduz ao modelo Tweedie-Tweedie.

Podemos representar tanto ' ©,_; quanto ] ©, em termos de polinémios formais no

operador atraso B, como segue,
0] O, = ;i(B)(6,) = i mB°(6:) + @i v-1B(0:) + - - - + i1 BM(6)),
¢T@t—1 = P(B)(6,) = YuB(0,) + 1f)M—132(9t) gt Rl o ¢1BM(9t),

em que B76, = 6,_; (ver, por exemplo, Box e Jenkins, 1970). Com o objetivo de simplificar a

notagao em algumas férmulas, vamos eventualmente utilizar esta representacio polinomial.
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Figura 4.3: Estrutura de correlagio do modelo retrospectivo com K = 1, L =1 e um processo latente

bivariado.

4.3 Momentos

Nesta segdo, vamos investigar a estrutura dos momentos do modelo retrospectivo que ¢é
necessaria para a obtengdo do filtro e do suavizador de Kalman (Secio 4.4) e para a es-

timagao dos pardmetros (Segao 4.5).

Os momentos do processo latente univariado sao facilmente obtidos a partir de (4.1)—(4.2)
e podem ser expressos em termos do processo latente M-variado ®,. Vamos apresentar os

resultados sobre estes momentos na forma de proposicoes.
Proposicao 4.1 E(6,) =7, ¢ E(©,) = 4.

Demonstragao. Como 0, é constante para t = —M +1,...,0, podemos denotar E(6;) = 7,

para t neste intervalo. Logo, E(®g) = 7 e o resultado ¢ obtido por recursio, ji que

E(9t|9"‘) = Tt('l/’T@t—l)/('ll’TTt—l)- I}

Proposigao 4.2 E(©,6'") = G,0,_,, em que G, é uma matriz M x M, cujos coeficientes

dependem de 1 e de .

Demonstragao. De (4.4), obtemos

01— M1
Or—r+1
E(@tlgt_l) =K : (2 Kt -
9 01
t T
P70,
'(/) Te-1
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Seja ¢; = Tt/(tl)T‘r,_l). Denotando por G; a matriz

0 1 0 0
0 0 1 0
Orr—1)x1 IM—1>
Cz"PT ,
0 0 0o ... 1
cr cpe cee Cen
obtemos o resultado. O

Proposigao 4.3 A varidncia do processo latente é dada por
Var(6,) = A+ cjyp " Var(©,_1)p e Var(©,) = A, + G,Var(©,_;)G/,

em que

q Ormxm Onrxa
/\t = JZT—t e At = ( * 8 ) .
leM /\t

Demonstragao. De (4.4) e da Proposigao 4.1, temos que E{Var(6;|6* ")} = (¢77) /(¢ " 7,_1)".
Também de (4.4), obtemos que Var{E(6,|0" ")} = 7?2 {ngVar(@t_l)l/)} /(" 7,_;)%. Entio,

pela Propriedade B.1, temos que
Var(0,) = E{Var(6,]6""")} + Var{E(6,]6""")} = X\ + cf¢TVar(®t_1)¢.
Para a segunda parte, temos

Var(®,) = E{Var(©,/6"")} + Var{E(©,|6" ")}
= E[Var{(Oi—pr41,-..,0,) "6} + Var(G,0,_,).

Como (0i—prr41,---,0i-1)" é um subvetor de 8*~", temos que Var{(f,_ps41, - .. ,0,-1)T|0 ) =

0 e portanto, E{Var(©,|6' ")} = A,. O

Proposicao 4.4 Cov{6;,0,_,1} = c,'(,thVar(@t_l).
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Demonstragao. Da Propriedade B.1, temos que Cov {6;, ©,_,} = Cov{E(4,, 0,116},

pois ®;_; é um subvetor de 8°'. Temos entio que

Cov{E(0r, ©:116""")} = Cov{E(6:16'™"), ©,-1} = Cov {n(¥T©ru1)/ (% 1-1), ©11 }

Proposigdo 4.5 Para s >0, Cov(©;, @) = Cov(0©;,0445-1)G/,,.

Demonstragao. O argumento é semelhante ao utilizado na demonstracio da Proposicao
4.4. Condicionando em 8**°~", obtemos E{Cov(©,, @;;,]0"**~'} = 0, pois ©, é um subvetor
de 67!, Entdo, Cov(O,, ©;) = Cov {E(@t, ®¢+s|0‘+"1)} = Cov{O, E(O4,|0" 1)} =
Cov(0¢, G159 145-1). a

Proposigao 4.6 E [YtIO‘] = FOy, em que F, € uma matriz d X M, cujos coeficientes

dependem de ;.
Demonstragao. De (4.3), temos que E(Y;]0") = (] ©,)/() 7). Escrevendo entio
‘PiT,l

F, = diag{ 'lfr“ } X ; ’
Pi Tt) dxa -

Vid/ axm

o resultado segue. a
A varidncia marginal do processo observado é composta por dois termos, como mostra a

Proposigao 4.7.
Proposigao 4.7 Var[Y,| = A, + F,Var(©,)F], em que A, ¢ uma matriz diagonal.
Demonstracao. De (4.3), obtemos

Te
Var(Y,|0) = diag { 12 f‘i—t} :
( tI ) g{ llut((P;th)p" ind
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pois as observacoes sdo condicionalmente independentes dado o processo latente. Da Pro-

posi¢ao 4.6, obtemos Var{E(Y,|6")} = F,Var(©,)F; e temos entdo que

2,p
Var[Y,] = E{Var(Y,|6")} + F,Var(©,)F; = diag {%} + F;Var(©,)F, .
¥i Tt) ' dxd

O
O segundo termo na expressao da variancia mostra superdispersio relativa ao modelo (4.1) e
também que a correlagao entre as categorias é positiva. Embora esta seja uma limitacao do
modelo, correlagio positiva entre as categorias ocorre em varias situacoes reais. Observagoes
separadas por um espago de tempo s > 0 sdo correlacionadas e sua covaridncia é dada na

Proposigao 4.8.
Proposigao 4.8 Cov(Y;, Yiis) = FiCov (O, ©yy,) Fy.,, para s > 0.

Demonstragao. Condicionando em 6", temos Cov(Yy, Yip,) = Cov{E(Y¢, Yiis|0™)} +
E{Cov(Yy, Yi15/0™)}. Mas E{Cov(Y}, Y,45]6™)} = 0, pois Y, e Y, sdo condicionalmente

independentes dado 6". Usando entdo a Propriedade B.2, obtemos

COV(Yg, YH__,-) = COV{E(Y;lOn), E(YHSIG")} = COV(Ft@t, Fg+3@g+3).

A demonstracao da Proposi¢do 4.9 é andloga & da Proposicao 4.8 e serd omitida.

Proposicao 4.9 Cov(Y,, ®,) = F,Cov(©,, ®,), para todo t, s.

As seguintes proposigdes serdo titeis na obtencio do filtro e suavizador de Kalman.

Proposicao 4.10 E(Yiiy,..., Y,|O) € linear em ©y,.

Demonstragao. Como o(©y1) C o(6"), obtemos da Propriedade B.2 que
E(Yi1,.. -, YalOu) = E{E(Y 41, ..., Y0 |0™)|©4s1 ).

Como as observagdes sdo condicionalmente independentes dado o processo latente, obtemos

da Proposicao 4.6 que
E(Yg+1, o ,Ynlgn) = {E(YHIIO"), ey E(YnIO")} = (FH-l@H—l? ey ann)-
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Aplicando a Propriedade B.3, obtemos
E(Yii1,--., YalOui) = {Fit1Opp1, (Fi420440, .. > Fn©,]0:41)}.

Agora, basta notar que o(®1) C o(8°"') C ... C o(0"") e aplicando as Propriedades

B.2 e B.3 recursivamente, obtemos,
E(Yti1,--, Yu|Ou) = (Fit1Op1, Fii2Gi2Opy1, - - FuGr - - G ©4y),

e o resultado segue. o

Proposigao 4.11 Cov(Yyy1,..., Y, ©;|©44,) = 0.

Demonstragao. Como @y, é um subvetor de 6", temos que o(©,41) C a(6"). Como

Yi41,..., Y, s80 condicionalmente independentes dado 8", temos que
COV(YH.I, Y ,Yn, @tIH") = 0.
Pela Proposigao 4.10, temos que

E(YH-l)' ":Yn) theH-l) = E{E(YH-I" . '7Yn’®t|0n)|@t+l}
= E(Ft4+10:41, F142G112001, .. ., FnGy - - G204, ©,|0,).

O resultado decorre entao das Propriedades B.1 e B.2. O

4.4 O filtro e o suavizador de Kalman

Nesta secao, apresentamos o modelo retrospectivo definido por (4.1)—(4.2) na forma de um
modelo de espaco de estados e obtemos o filtro e o suavizador de Kalman.

O filtro de Kalman prediz uma observagio futura Y;;, e o valor atual do processo la-
tente 0;, baseado nas observagoes atual Y, e passadas, Yi,..., Y, ;. O suavizador prediz o

processo latente a partir do vetor total de observacoes, Y, ..., Y,.

65



4.4.1 Modelo de espacgo de estados

O modelo retrospectivo pode ser representado na forma de espago de estados, como segue.

Sejam
-
%; ©
Eig=Yy—E (Y;tlot) = Yit — par ‘P;r"': (4.6)
‘ T
- P O
=0, - E(6,|6"") =6, — ,——, 4.7
&=0,-E(6/6"") =6, T (4.7)
parat=1,...,det=1,...,n, as inovagdes para os processos observado e latente, respecti-

Vamente, g Se-jam €t = (8“’ P >6dt)T € €t = (0’ L ’Oaflﬁ)T' Entéo, Et = @t - E(@tlet_l) e,

das Proposigoes 4.2 e 4.6, obtemos a seguinte representa¢ao para o modelo retrospectivo,

Y, = FiO:+e¢, (4.8)
@t = Gtet_l +£t (49)

Desta forma, ao empilhar o processo latente, obtemos um processo de Markov multivariado
de primeira ordem. As defini¢des das inovagoes apresentadas acima garantem que elas tém
esperanca zero. Além disso, elas sio mutuamente nao correlacionadas, o que demonstramos,
Juntamente com outras propriedades, nas proposicoes que seguem. Estes resultados fazem
desta representacao do modelo retrospectivo uma extensao dos modelos de espaco de estados

tradicionais.
Proposicgao 4.12 Cov(ey, €5) = 0, para s # t.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor s > t. Entdo, Cov(e;, g,) =
Cov(Y, — F1©,,Y, — F,0,) = Cov(Y,,Y;) — F,Cov(©;,®,)F] = 0, pela Proposicio 4.8.
O

Proposicao 4.13 Cov(¢,,&,) =0, para s # t.
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Demonstragao. Para s > t, temos Cov(§,;,&;) = Cov(©; — G;©0,_;,0, — G,0,_;) =
Cov(0¢, O5)— G;Cov(©y_1, 0;) — Cov(O4,0,_1)G] +G,Cov(©,_;,0,_,)G/. Pela Pro-
posigao 4.5, temos que o primeiro e o terceiro termos do lado direito da igualdade acima se
anulam. Pela mesma proposi¢ao, temos também que o segundo e quarto termos se anulam

e o resultado segue. a

Proposigao 4.14 Cov(e, &) = 0, para todo s,t.

Demonstracao.

Temos que Cov(ey, €,) = Cov(Y,;—F,0,,0,—-G,0,_;) = Cov(Y,, O,)— F;Cov(©;, ®,)—
Cov(Y,0,.1)G] —F;Cov(©;,0,_,)G. O resultado segue entio da Proposigao 4.9, que
nos da Cov(Yy, ®,) = F,Cov(©y, ©;) e Cov(Y,, ©;_;) = F;Cov(©,, ©,_,). O

Proposigao 4.15 Var(¢,) = A, em que A; € definida na Proposicio 4.3.

Demonstragdao.  Temos Var(¢,) = Var(©, — G;0,_,) = Var(0,) + G,Var(©,_,)G/
—Cov(0¢,0,_1)G— G,Cov(O,_;,©;). Pela Proposicao 4.5, temos que Cov(®, 0, ;) =
G;Var(©,_;). O resultado segue entdo da Proposicao 4.3. O

Proposicao 4.16 Var(e;) = A, em que A, € a matriz diagonal definida na Proposicao 4.7.

Demonstragao. Var(e;) = Var(Y,—F,0,) = Var(Y,)— Cov(Y,,0,)F — F,Cov(©,,Y,)+
F,Var(©,)F. Pela Proposicao 4.9, temos que Cov(Y,, ®;) = F,Var(©,). O resultado segue

entao da Proposicao 4.7. O

Proposigao 4.17 Cov(e;, ©;) = 0.

Demonstragao. Cov(e, ©;) = Cov(Y,;—F,0,, 0,) = Cov(Y,, ©,;) — F;Var(©;) = 0, pela
Proposicgao 4.9. O
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Proposicao 4.18 Cov(&,,0,_,) = 0.
Demonstracao.
COV(&t, et—l) = COV(@t = Gt@t—la G)t—l) = COV(@t, @t_l)G;r — GtVar(@g_l) = 0,

pela Proposicao 4.5. O

Proposigao 4.19 Cov(¢,, Y'™!) =0, em que Y* denota o vetor (Y],...,Y)7.

Demonstragio. E suficiente mostrar que Cov(§,,Y,) =0, para s < t. Pelas Proposicdes

21e22,
COV(&t,Ys) = COV(@g = Gt@t—lays) = COV{E(@t - Gt®t_1|0"), E(YSIB")} =

COV(@t — Gt@t—l, Fs@s) = COV(@t, @s)F: = GtCOV(@t_l, GS)F:,

que ¢é igual a zero pela Proposicdo 4.5, pois s < t. O

As Proposigoes 4.10 a 4.19 correspondem as condigdes (2.6) a (2.15) do Capitulo 2 (ndo
na mesma ordem). Desta forma, podemos utilizar o filtro e o suavizador de Kalman como

obtidos naquele capitulo, isto é, por meio das Proposigdes 2.11, 2.12 e 2.14, respectivamente.

4.5 Estimacao dos parametros

Nesta segdo, consideramos a estimagdo dos parametros definidos na Secio 4.2, para o caso de
h séries ou unidades amostrais independentes, correspondendo a N = n; + - - - + n;, vetores
de observagoes. Como no Capitulo 3, vamos denotar por Y;;; a observacio para a categoria 7,
unidade amostral j e tempot,i =1,...,d,j=1,...het =1,...,n;. O vetor de observacdes
e o processo latente no tempo ¢ para a série j sdo denotados Y, e ©,, respectivamente, e
as correspondentes séries de covaridveis sao denotadas Zj¢ € Xj;. Assumimos que a cada série

J estd associado um terceiro vetor de dimensdo /3 de covaridveis w; que sdo constantes no
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tempo e que representam caracteristicas especificas da j-ésima série de observagoes. Sejam
95,3 = 1,..., h, constantes iniciais e @;o = (gj, ... ,gj,OjO)T um vetor de dimensao M + 1
que inicia o processo latente. Assumimos que, dado ©jy, a distribuigéo condicional do vetor
de dados para o j-ésimo individuo é representada pelo modelo (4.1)-(4.2), com parametros
aij € ]R",(pij e lRM,ﬁj e R”? e p; € IR™ podendo depender de j mas com o? e v?

independentes de j. Assumimos que
Ojo ~ Tw,(g5,w%), (4.10)

e que

g; = exp (w]7y), (4.11)
em que 7y € um terceiro pardmetro de regressao e w? é um parametro de dispersio que
reflete a variabilidade entre as unidades amostrais. Para este modelo, a esperanca marginal

das observagoes é dada por

E(Y;jt) = exp (XjTtaij + Z;—tﬁj + WJ'T7) :

Para encontrar a varidncia de ©;;, usamos a expressao Var(®;,) = Aj; + GjtVar(@j,g_l)GjTt,
recursivamente, iniciando com
Var(©30) = Ag = (OMXM OMXI) ’
O1xm wz.q]r‘
em que w"’g]’. é a variancia de 0, obtida de (4.10). Se interpretarmos Tw,(g,0) como
sendo a distribuigdo degenerada em g e considerarmos w? = 0 em (4.10), obtemos um caso
particular do modelo geral (4.1)—(4.2) no qual © g é constante e iguala (g;, ..., g;). O modelo
Tweedie-Tweedie do Capitulo 3 é um caso particular deste modelo, com ¥ji =%; =1, para
i=1,...,dej=1,... h
Os pardmetros desconhecidos do modelo definido por (4.1)-(4.2) para h unidades amos-
trais, sdo ouj, By, ¢, W), v, v}, 0% e w?, em que * denota os subvetores de dimensdes K
e (L — 1) de componentes desconhecidos em ¥;; € 1, respectivamente. O vetor de dados é

definido por
T T T T\
L N A, LA 0
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Definimos também os vetores de pardmetros de regressao

T T
— (AT T T T _ (AT T
a—(all,...,ald,...,ahl,...,ahd) , ﬁ-(,@l,...,ﬁh) e 7,

os vetores de parametros retrospectivos

T T
(T T T T _ T T
‘P—(‘Pu,---,‘Pm:---a‘Php---)‘Phd) e w—(¢1, "->¢h) )
e os vetores de valores suavizados
* * * * * )T
m —(mm,...,mlm,...,mho,...,mhnh .

Vamos denotar por n = (n{,n5,m3)" o vetor completo de pardmetros, em que n; =
(@B, 4N, my = (W3,...,v3,0%,w?)T en;y = (¢7,%")7. Para estimar os parametros
71 € 73, vamos utilizar um procedimento andlogo ao descrito no Capitulo 3 para o mode-
lo Tweedie-Tweedie, ou seja, vamos utilizar o algoritmo escores de Newton para resolver
equagOes de estimagao de Kalman para os pardmetros de regressio e vamos estimar os

parametros de dispersao por meio de estimadores ajustados de Pearson. Para 73, Vamos

utilizar um procedimento grafico baseado na funcio de verossimilhanca perfilada.

Com o objetivo de simplificar a notagio, vamos representar o modelo retrospectivo para

h séries (ou unidades amostrais) como
Yije|0 ~ T V2 ;|05 ~ T or? 0j0 ~ Tw, (g,w)
1tV wPij lul_]t’ ijt JtiYj Wg; /J'Hu ) 70 r 95, W),
—1 s T T
em que fj, = wiji(p] ©50) /(] Tt), v, m = v} /(e ©;)", Fo;, =7e(¥ Oje1)/ (P Tj)
e o =0%/(hTO;)0 L.
O logaritmo da fungdo de verossimilhanga para o vetor completo (YT, OT)T que seria

obtido caso 8 pudesse ser observado, é dado por

Unyy, 0) =lL(n;yl6) + la{n; (61, .. .,Hn)TIOO} + 13(n; 00), (4.12)

em que

nj

h d
Linylo) = > ZC;,-,- (wije, V5, @45)

Jj=1t=11i=1
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d
Z l/.l. { z]t7;,u (/I';jt) — Kpy; (E;l(u:jt))}’

h
lz{n;(el,---,On)Tloo} = Z C;j(gjt,02,¢j)

l3(n;60) = ZC;(0107(“))+Z

Nas expressoes acima, 7 e x representam as funcoes média e cumulante apropriadas (ver

Apeéndice A ou Jgrgensen (1997)).

4.5.1 Parametros de regressao

Para obter as fungées de estimagao de Kalman para os parametros de regressao, que de-
notamos por Fi(n), substituimos @ pelo suavizador de Kalman na funcio escore obtida da
expressao (4.12). O estimador do parAmetro ), é entdo definido como sendo a solucao da
equagao de estimagdo Fi(n) = 0. As fungGes escore para os parametros de regressio sao
obtidas facilmente e os célculos serdo omitidos.

O vetor Fi(n) tem componentes definidas por

pi—1
n;j Taaa®
(‘P;J"'Jt) Y. ‘szmjt .
Fay ( T pmr |\ Tt T B T | X,
t=1 /Jrjt (P,] Jt

pPi—2
nj d T gn *
(p TJt ‘Pz m
Fg(m) = ( Uz Pi)—l (Yljt — Mijt—F ) {10i;(B)(7j¢) 25t — wi5(B) (T51250) }
t=1i=1 Vi Hij ijTJt

m> {5 (B) (T30 — 5 (B) (Tjezs1)}
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paraj=1,...,h,e

1-1 (mjo — 9;) .

Fym) = Z

j=19;5

Para utilizar os resultados referentes a funcées de estimacio regulares, devemos verificar
se as condiges ¢) a 7v) da Defini¢ao 1.1 sdo vélidas. A condicdo i) é satisfeita, pois ambos
os fatores ((pgj_-rn;t/ <,oiTj'rjt) e (wj-Tm;,t_l /1/)J.T7-j,t_1) que aparecem nas expressoes acima tém
valor esperado igual a 1, o que implica que a funcdo de estimagdo é nio viciada. Embora
todas as derivadas envolvidas tenham sido calculadas sem problemas, as outras condicoes
nao foram verificadas diretamente. Convém notar que a condicio w) é necessaria para
que o algoritmo de escore de Newton possa ser utilizado e para que possamos avaliar erros
padrées dos estimadores dos pardmetros de regressao. Nao tivemos problemas nas aplicagoes,
obtendo sempre matrizes de sensibilidade nio singulares. Assumimos entio que as fungoes de
estimacao de Kalman sdo regulares e portanto os erros assintéticos dos estimadores podem
ser calculados a partir da matriz de informagao de Godambe para o conjunto completo de

funcoes de estimagao.

A matriz de sensibilidade

Para obter o bloco da matriz de sensibidade correspondente aos parametros de regressao,
Sy, € necessario primeiramente obter as derivadas do suavizador de Kalman com respeito
a estes parametros, o que pode ser feito iterativamente. Os detalhes dos cilculos destas

derivadas e suas esperancas sao apresentados no Apéndice B.3.

Para obter o bloco da matriz de sensibilidade referente ao parametro «, notamos primeira-

mente que E(m};,) = 7, que implica em E (Yijt — uijt{cp;rjm;t/(,ogrﬂ}) = 0. Logo,
pi—1
OF --(n)) y, (whmi) ( 9 { p5m},
E (L = s E Yiie — pijs——L5 | x4
saf, ) = & U\Gaf M Mgl 1)
nj TT Pl 0 Tm*
- _ Z (“P‘l] ]t) E ( ) (pt_] ]l) X;t-

pi—1 T/J’ijl T e
t=1  Mije Qo ™ @y
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O pardmetro 7;; nao depende de o e pije 86 depende de ay; se ¢ = k. Logo, fazendo

Sy = E (Bf'(a,-j)/aa,jj), obtemos

pi—2
Pi; T .
Saj :—Z( Y ]t) { TD* xjt,...,gog;ngﬂlxjt}, t#k=1,...,d,5=1,...,h,

Qs

z]t
e

i pi—l T y*

n (‘Pz]‘r]t) (P:]Dak“ (t) w‘JDalel (t)
Sa.'_,-,a;j = - Z pi—2 T + T Xty « -y Tju, . Xt (s
t=1 Hije Pi; T jt SO,JTJt

em que Dy, (t) e Dy, () denotam as esperangas das derivadas do filtro e do suavizador
de Kalman, respectivamente, com respeito ao parametro ikt = 1,...d,7 = 1,....d e
k = 1, ‘e ,11.

Utilizando uma notagao similar, obtemos

& (‘Pi?fﬂ)m_l{ L puB) (Dﬂk(t) Tﬂzf"‘)}xjt,

‘Pij“'Jt

parai=1,...,d, k=1,...,lp, 7=1,...,h, em que Dpg,, (1) e ’ngk(t) denotam os M-ésimos

componentes de Dy, e DZ,]_ .» respectivamente. Obtemos também

(‘PU Tﬁ) pi—2

al])’Yk = - Z (P;I_;D’};k (t)x]t'
Ut
Célculos andlogos fornecem
pi—2
(T ¢ D, (1)
Spiaize = — D (2—,,) Tjok + ——2= | {04(B)(7j0)25 — 03i(B) (1j:251)}
t=1 Vi Hijt Pi; T jt

+ Z%(D;ﬁ(t)—m %5 Dol - ))

]t
X {;(B)(7je)2z51 — ¥;(B)(5e25¢) }
i=1,....d, k=1,....1,j=1,...,h,

pi—2

d * .

Pi; T jt @i (B)(Dj., (t) — Tjezjuk)

Sg8 = —ZZ( 1]2 p‘) {chk+ : - -
t=1i=1 Vi :u'ut (PijTjt
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X {pij(B)(150) 2t — ¢i(B)(1j12;:) }

. 9-2 N
. i (ﬂl)jT"'jt) DY () — 734 2o + %;(B) (Dﬁjk(t) - Tjtzjtk)
— i : = Ty itk
= Uz,r]qt 1 Bik Jt Jt 1/)J'T7'j,t—1
X {’lﬂj(B)(Tjt)th — ‘lﬁj(B)(Tjtht)} 5 k= i, . ,lg, ] = 1, ey h,
e
(Lp t)p‘ -3
1 _7 *
Sgim = -Z VJQ 2 (2502, ) {05(B) (je) z¢ — 0i3(B) (750251)}
t=1i=1 ﬂz]t
q-2
L (d» i ) (D* @ 1 $I D!, (t - 1))
~ 7 S Ml
t=1 Jt T ’ 'l/’jT"'j,t—l
X {9;(B)(156)zje — ¥j(B)(T3ez0) } ;5 = 1,..., by k=1,...,15.
Finalmente, obtemos
hool
=D == {(D;1 (0) — g;wj1), ..., (D5, (0) — gjwjls)} W,
i=19j
1 ., . .
Soyaix = FD%"(O)Wj’ J=1,...,h, yi=1,...,dk=1,...,1,
J
e
1 .
S’Yyﬂjk :FDZ;]k(O)WJ, ]21,...,h, kzl,...,lg.
J

Para obter os blocos S, ,, da matriz sensibilidade, usamos o fato que D,,, = 0. Como a
fungdo de estimagido F,;(n) depende de ¥y; apenas por meio de m; para i # k, temos

Saijer; = 0 neste caso. Agora,

pi—1
nj T . e Ly
S _ ! (‘Pz]TJt) E m;, 0Tt — Tt M, -0
Qijpij _Z pi—2 T 2 Xt =Y,
t=1 /Jz]t (‘PijTji)

i=1,...,d, j=1,...,h, pois E(m},) = 7;,. Temos também que F,(n) depende de p;
apenas por meio de mj. Logo, Sqy = 0. Um resultado andlogo se aplica a Sg,,. para

1 =1,...,d e também a S Logo, Sp;p; = 0 e S, 5, = 0. Obtemos entdo a seguinte

m,n3-
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estrutura para a matriz de sensibilidade do modelo retrospectivo, considerando a fungao de
estimagao Fp(n),
Smm 0

S 0
S = Snzm Sflzflz Sﬂzns = ) (4'13)
Sz31  Sags

S’Ism S'Iaflz S’):ms
em que S; = S,,,,. Para o modelo Tweedie-Tweedie, esta forma triangular da matriz de

sensibilidade foi obtida por Knudsen (1998). A estrutura da matriz de sensibilidade dada
em (4.13) permite que os erros padrio dos estimadores de 7, possam ser calculados como
se os parametros 71, e 7, fossem conhecidos. Uma simplifica¢io no algoritmo de escores de

Newton também é obtida gracas a esta estrutura.

O algoritmo de escores de Newton

O algoritmo de escores de Newton utiliza a matriz de sensibilidade. Como sé calculamos
0 bloco correspondente aos pardmetros de regressio, sé utilizaremos o algoritmo para este
grupo de parametros. Os outros blocos dependem dos terceiro e quarto momentos do filtro
de Kalman, que nao calculamos.

O algoritmo de escores de Newton fornece, no passo s, as seguintes atualizacdes dos

parametros de regressao,
) =i - 851 (n®) F1 (9, (4.14)

em que S;, € o bloco da matriz sensibilidade correspondente a 7., isto é,

0Fn, (n)
Sn = En (W :

Como veremos a seguir, este algoritmo tem uma forma equivalente a de um algoritmo de
escores de Newton para o parametro 7, que seria obtido caso tivéssemos calculado a matriz
de sensibilidade completa.

Consideremos o algoritmo para os dois subconjuntos de 7, 7, e M3 = (n3,m3)7, que

forneceria os seguintes valores atualizados no passo s,
1 _
0 = ) = ST ) F, (),
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n$7Y = 0l - Ssim®)F oy, ().

Agora, considerando um algoritmo de escores de Newton para o vetor completo

n = (n{,ns,n1)7, teriamos no passo s os seguintes valores atualizados dos pardmetros
R+t = pls) _ S;l(n“"’)fn(n‘s)), (4.15)

em que S, e F, denotam a matriz sensibilidade e a funcio de estimacéo para 7, respectiva-

mente. A estrutura da matriz de sensibilidade em (4.13) implica entdo que

g1 _ sit o0
g2,3.1 Sz—,é ’

em que S**! = —S;'S,,,S!. Entdo, o algoritmo de escores de Newton para o vetor de

parametros 1) pode ser expresso como

™ e+ "h ©) She 0\® Fn (n®)
(772,3 ) - (772,3 ) <S2’3'1 SE% ) (-7'-172.3 (n)) )
it - ST (@) F,, (n®)
) (néf? D = 835 (0) F s (n©) — $231F,, (n‘s’)) |
Logo, a forma combinada do algoritmo em (4.15) para os pardmetros de regressio é equiva-
lente ao algoritmo em (4.14) que utilizamos. O termo S?31F, (7)) na forma combinada do

(s+1) _ ngs))

algoritmo em (4.15) para 7, ; pode ser escrito como S;;‘;Sg,g,l(nl . Logo, préximo

a uma solugao, a forma do algoritmo em (4.14) aproxima-se da forma combinada.

A matriz de variabilidade

Por defini¢do, a matriz de variabilidade para uma dada funcdo de estimacio F é V =
E{FF"}. O bloco da matriz de variabilidade correspondente a F;(n) é
Ve Vazg Vay
Vi=|Vge Vi Vg, I,

V‘r,a V%ﬂ V'y
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e ela pode ser calculada a partir dos resultados sobre as covariancias dos residuos obtidos
na Secdo 4.6 (ver detalhes na Se¢do B.4). Seja J a matriz de informacdo de Godambe,
dada por STV~1S. Entao, a matriz de covariancia assintética dos estimadores é dada por

J7' = S7'VS'". Devido & particular estrutura da matriz de sensibilidade em (4.13),

B S1_1V151_1T Ji23
™= J23.1 J23 )

obtemos que

4.5.2 Parametros de dispersao

A cada passo do algoritmo de escores de Newton para os pardmetros de regressio, os
parametros de dispersdo sao atualizados. Para isso, utilizamos estimadores de Pearson mo-
dificados de forma a obter fungoes de estimagao nao viciadas.
As fungoes de estimagdo para os parametros de dispersio sio obtidas a partir das
variancias das inovagées. Da Proposicao 4.3 temos que Var(;) = \j = o*7], (¥ 150-1)
2, pi

e da Proposigao 4.16, temos que Var(ey;e) = (v?1bs,/ (] T5)7 "', Temos entdo as seguintes

expressoes para os parametros 12, o2 e w?,

T )pi—1 T )e-1 Var(0:
V= Var(eijt)——((’o’ ;’2 , or= Var(gjt)———(w T]’,t, ) e w?= __r(r Jo).
vi :ul_',t 7—jt gj

Os parametros de dispersao sao entdo definidos a partir dos residuos que podem ser
expressos como sendo as inovagoes preditas (ver Se¢ao 4.6). Os residuos calculados a partir

do suavizador de Kalman sao ndo viciados e as equagoes de estimacdo para os pardmetros

v, 0® e w? sdo obtidas corrigindo-se o vicio das somas Y E&E, LET e T(myy — g;)% As

1

atualizacoes sao dadas por

J=1 t=1 Nzyt j=1t=1 Hijt
T q-1
n; X
# = A3
N 7/ it
j=1t=1 Jt

T = T ix T ~x T =
a Cjta—a Cjt,t—lcjt‘/’j—cjt’/’ Cjt—l,ta+ t"l’ Ct 1’/’;‘),
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4.5.3 Parametros retrospectivos

Nesta segao, vamos discutir a estimacdo dos parametros retrospectivos ¢;,i = 1,...,d e
. A estimagao dos parametros retrospectivos é dificultada por uma série de fatores. Por
exemplo, a fungao escore, que mostramos abaixo para uma tnica unidade amostral, nao
tem uma forma tnica para todos os elementos da familia Tweedie. Mesmo nos casos mais
simples como das distribui¢ées normal e Poisson, a fungdo escore para estes parametros é
nao linear no processo latente, o que torna a utilizagao das fungoes de estimacdo de Kalman
pouco eficiente. Esta nao linearidade ndo permite, por exemplo, que se verifique se as funcdes
obtidas com a substitui¢ao do processo latente pelo suavizador de Kalman nas funcées escore
sao viciadas ou nao. Uma outra dificuldade surge da restricdo imposta aos parimetros (as
componentes dos parametros retrospectivos somam 1), sem a qual o modelo se torna nio
identificavel.

Nesta segao, propomos um procedimento para estimac¢ao dos pardmetros retrospectivos
que se baseia na fungao de verossimilhanga perfilada (ver, por exemplo, Cordeiro (1992)).
Na Secdo 4.8, discutimos brevemente uma série de outras alternativas que consideramos

inicialmente.

A fungao escore para os pardmetros retrospectivos

No que segue, por simplicidade, nos restringimos ao caso de uma tnica unidade amostral.

Neste caso, a funcao escore para os parametros retrospectivos é dada por

- " ey 9 e
log (CP:' (Yie, Vz'?) ‘Pi)) = Z {vae (i) — wp(12i) } —3<,0-k () !
t=1 i

t=1 ik
n (PTT)pi_l 0
i 0t * t—K+k  Tt—K+k)
St ),
ARl w10
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que escreveremos como

Ulvp((Pik) + UQ(p(‘pik)a k= 0, e ey I(,

em que
Uy (pir) = zn: (‘p‘TT‘)p‘_1( — Or— K1k _ Tt—K+k»
R = t=1 sz.uftl_l Yo M ‘P;r@t ‘P;r"'t ’
e por
¢ a & * a *\—1
Ul) = 271 (Cq 01, 0%, % ) +Z{ o(113,) q(#ol)} a_w.("t)
t=1 k =1 J
1
& ("/’T"'t l)q {gt—L—1+k Tt—L—l+k}
+ —— (6, — p*t — 4.17
; a?rf” ' (@ o) ’lpT@c—l ¢T7‘t—1 ( )

que escreveremos como

Uiy(¥r) + Ugy (), k=1,...,L

em que

= (’l’ Tt l)q_l Or-L-14k  Te-r-14k
Uay () = Z St (0, — 5 ){"l’ @t : ¢’TTt—1 }

Ui, (pix) € Uyy(x) sao obtidas por dxferenga.

Substituir o processo latente pelo suavizador de Kalman nas equagdes acima produz,
tanto para ¢; quanto para ), funcoes de estimacao dificeis de serem trabalhadas. Uma
alternativa seria considerar apenas as fungoes Us, e Uy que sdo lineares nos pardmetros
retrospectivos, corrigidas a fim de obter fungoes nao viciadas. Este procedimento foi tentado
mas nao produziu bons resultados (ver Se¢ao 4.8). Com o objetivo de evitar as dificuldades
acarretadas pelas derivadas em relagido aos parametros retrospectivos, consideramos entio
a fungdo de verossimilhanga do modelo retrospectivo, substituindo o processo latente pelo
suavizador de Kalman.

Sejam L; e L, as fungoes definidas por

n3) 5 ylm’)},

cl(’?s;)’;m,z) = l{( 1T
1m3) 75 (mi, ..., m;)mp}

Lo (n3;, 771,2) = L{(H
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€ Seja' E(n3)y7ﬁl,2) = 51(7731}’,771,2) + E?(T’S) Y ﬁ1,2)’ de modo que
/:'(773, Y ’f’l,Z) = l{('f]IQa nl;r)Tv Y, m*})

em que [,[) e I, sao dadas por (4.12) para uma tnica unidade amostral, 71,2 denota o vetor
(m1,m0) " e 7,2 € obtido a partir dos procedimentos de estimagao de n; e 1, descritos na
Secao 4.5.

Para obter o estimador de 73, vamos considerar inicialmente trés possibilidades, definindo
7)3 como sendo o valor de 77; que maximiza uma das trés funcées £, L, ou £,. Embora o
estimador obtido a partir de £ parega ser o mais natural por se basear na funcio de verossi-
milhanga completa, o estimador obtido a partir de £, apresentou melhores resultados. Um
dos provdveis motivos para este fato é que £, é a parte da verossimilhanca correspondente as
observagoes Y, fornecendo, desta forma, o estimador que corresponde ao valor do pardmetro
que melhor se ajusta aos dados.

Para obter 7); baseado na fungdo L, utilizamos o grafico desta funcio obtido a partir
de uma particdo do espago paramétrico. Fixamos um valor de 7; em cada elemento da
particao e, a partir dele, encontramos o estimador 7), , e calculamos o valor da fungio L.
O valor 73 é aquele que fornece o maior valor de £ entre os calculados. Este procedimento
aproximado se fez necessirio devido ao fato de que a obtencdo de 7, para 7m; fixado é
um processo iterativo computacionalmente dispendioso devido ao cdlculo do suavizador de
Kalman. O procedimento gréfico permite que a inclusio das restricdes nos pardmetros seja
feita de forma simples por meio do espago paramétrico considerado. O método grafico se
mostrou razoavelmente eficiente nas simulagées discutidas no Secdo 4.7 e descritas abaixo
para um caso particular.
Exemplo 2 Consideremos o modelo retrospectivo de ordem 2, com K =0 e L = 2. Temos
entdo ¢ = (0,1)T evp = (1h1,%,)", com 91+ = 1 e 9,1, > 0. Consideramos o coeficiente
de 6;_; no produto 9 ' ®,_;, ¥, como sendo o parametro desconhecido, podendo variar no
intervalo [0, 1].

O procedimento de estimagdo de 1, consiste em considerar uma particio do espago

paramétrico, que neste caso € o intervalo [0, 1], representada por um conjunto de valores
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equiespagados, digamos, 1, 1,...,%s,, € para cada um destes valores, calcular a funcao
L(n3(¥;); ¥, M2(¥;)), em que 9, denota o vetor (1 — 95,%2;)7,5 = 1,...,a. Obtemos
entao a valores para esta fungao com os quais construimos o grafico a partir do qual determi-
namos o valor de 9, que forneceu o maior valor de £. O gréfico fornece uma idéia da forma
da funcao no intervalo [0, 1] e pode indicar, por exemplo, a necessidade de se investigar uma
parti¢ao mais refinada. A principio, este procedimento pode ser realizado recursivamente e
uma boa aproximagéao do gréfico de £ pode ser obtido em uma vizinhanca do méximo. Nas
simulagoes da Segao 4.7, consideramos apenas uma partigao com 11 valores de 1s.

Este método pode ser aplicado a qualquer membro da familia Tweedie, desde que a funcao
de verossimilhanca seja explicitada. A busca do maximo nao precisa ser feita graficamente
e portanto o método pode ser aplicado para modelos de ordem mais alta. Neste caso no
entanto, o espa¢o paramétrico ndo serd mais um subconjunto de IR e uma particio que
permita uma aproximagdo satisfatéria do grafico de £ deve envolver um niimero muito
grande de valores dos parametros a serem considerados, tornando o processo de estimagao
extremamente lento. Algumas caracteristicas da fungdo £ sdo comentadas no Secdo 4.7.

Este procedimento é andlogo ao de encontrar o estimador de um pardmetro na presenca
de parametros de perturbagao por meio da fungao de verossimilhanca perfilada. Denotando
por

l* (773) Y, 0) = Sﬂup Z(TIS) 771,2; Y, 0)7
1,2

o logaritmo da fungao de verossimilhanca perfilada para o modelo retrospectivo, o estimador
de m3 seria o valor que maximiza [*. A func¢do £ difere de [* devido & substituicdo de 8 pelo
suavizador de Kalman e ao fato de que os estimadores de 7,2 que consideramos nao sdo

estimadores de méxima verossimilhanga.

4.6 Residuos no modelo retrospectivo

Nesta secao, apresentamos alguns resultados sobre os residuos do modelo retrospectivo que

podem ser definidos de forma anéloga aos residuos do modelo Tweedie-Tweedie do Capitulo 3.
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Consideramos o modelo retrospectivo na forma de modelo de espaco de estados a partir do
qual podemos definir residuos para os processos observado e latente. Vamos considerar
residuos baseados no filtro de Kalman, no suavizador de Kalman e também em um terceiro
preditor linear de ©, dado apenas o passado das observagoes, Y'~!. Denotaremos a parte
linear deste preditor por m; . Os residuos baseados em um particular preditor linear de O,
digamos meg,),y, sao definidos como sendo as inovagoes preditas obtidas a partir de (4.8)-
(4.9). Podemos obter também valores preditos a partir destes preditores lineares, que serao
dados pela média condicional de Y, estimada a partir do preditor em questdo. Chamaremos
de valores estimados os componentes da média marginal estimada de Y,.

Todos os residuos tém média zero. Para obter sua estrutura de covariancia, utilizamos
os resultados sobre preditores lineares do Capitulo 2. Todas as covariancias envolvendo um
preditor linear de & podem ser expressas em termos das covaridncias de 0 e da matriz de
erros quadraticos médios associada a este preditor. Na Tabela 4.6, apresentamos um resumo
dos resultados e os detalhes dos célculos sdo apresentados no Apéndice B.2.

Os graficos dos residuos padronizados sao utilizados para checar a estrutura do modelo
retrospectivo da mesma forma que no modelo Tweedie-Tweedie (ver Se¢ao 3.5 para detalhes
sobre estes graficos). Tanto os residuos construidos a partir de m* quanto os obtidos a partir
do filtro, sdo nao correlacionados e portanto, teis para a construgdo destes graficos.

Vamos entdo definir os seguintes residuos,

- utilizando m*: & =Y, - F,m}, e E;L =m;} - Gym; |,
- utilizando m: & =Y;—Fm,, e ét =m,; — Gym,_;, (filtro)

2 B ~ A .
- utilizando m*: &/ =Y; - Fm;j,e &, = m; — Gym;_,, (suavizador)

em que m; = Gym,_, (ver Secdo 4.4).

4.7  Simulacoes

Nesta secao descrevemos os resultados obtidos utilizando o método descrito na Se¢do 4.5.3 em

algumas amostras simuladas com o modelo retrospectivo de ordem 2. Simulacdes do modelo
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Tabela 4.1: Residuos condicionais baseados em preditores lineares



retrospectivo com o objetivo de investigar as propriedades dos estimadores sdo praticamente
invidveis de serem conduzidas dada a natureza do processo de estimacdo que consideramos.
No entanto, simulagoes de algumas amostras para casos particulares servem para dar uma
idéia da estabilidade do método.

Simulamos algumas amostras, todas de tamanho 200, com valores fixos dos pardmetros 7,
(regressao) e 7, (dispersdo) para dois modelos: normal-gama e Poisson-gama, considerando
L = 2. As covaridveis foram também simuladas e sao as mesmas para todas as amostras
consideradas.

O modelo normal-gama considerado nas simulagdes (h = 1, d = 1) é dado por:

¢T@t—1 o’ )

"abT"'t—1 ’ 'QbTTz—l

-
Y; ~N (ltt(PTG)t,VZ(PT@z) , 0~ Ga (Tt
Y T

em que N(p,0?) denota a distribuicio normal com média p e variancia o2. Temos entdo o

seguinte logaritmo da fungao de verossimilhanca,

R 1& 1 e O, ’
= ——1 2y _ 2 ] T - -
l(y,n) 5 log(2mv7) — t§=l,‘ { og(e ©y) + oTO, (yt T +

- ¢T@t—1 T/’T‘rt—l 1/’T@t—1
—— —1 _—

;l( o? log ot g\l o? *
¢T@t—1 ¢T7't—1
(~02—-1 log(6,) — a1 (4.18)

O modelo Poisson-gama é dado por

T T 2
Y, ~ Po (ut“oT@‘), 0t~Ga<n‘/’ Out,_2 )
pT P

T T
v O, P ©y
(y,m) E:{ o +yalog< =~ ) og(yt)}+

n 'l,bT@ B 'l»bT _ ’l,bT@ B
Bt el (55 +

T T
(——‘” =S 1) log(6,) — 1”02“‘&}. (4.19)
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Tabela 4.2: Algumas amostras simuladas, modelo normal-gama, ¢ = (0,1)7, ¢% = 0.01

Amostra | parametros na simulagao ajuste
b7 2 {b(a)T 12)(b)T qZ(C)T
1 (0.7,0.3) 10 (0.0,1.0) (0.8,0.2) (0.0,1.0)
2 (0.7,0.3) 10 (0.0,1.0) (0.7,0.3) (0.0,1.0)
3 (0.7,0.3) 10 (0.6,0.4) (0.6,0.4) (0.0,1.0)
4 (0.7,0.3) 10 (0.0,1.0) (0.6,0.4) (0.0,1.0)
5 (0.3,0.7) 10 (0.0,1.0) (0.5,0.5) (0.0,1.0)
6 (0.3,0.7) 10 (0.0,1.0) (0.5,0.5) (0.0,1.0)
7 (0.3,0.7) 10 (0.0,1.0) (0.5,0.5) (0.0,1.0)
8 (0.3,0.7) 1 (0.4,0.6) (0.4,0.6) (0.0,1.0)
9 (0.7,0.3) 1 (0.6,0.4) (0.6,0.4) (0.0,1.0)
10 (0.0,1.0) 1 (0.3,0.7) (0.3,0.7) (0.0,1.0)
11 (0.0,1.0) 1 (0.0,1.0) (0.0,1.0) (0.0,1.0)
12 (1.0,0.0) 1 (0.8,0.2) (0.8,0.2) (0.0,1.0)
13 (1.0,0.0) 1 (0.9,0.1) (0.9,0.1) (0.0,1.0)

A fungdo £(n3;y) ¢ obtida substituindo ©, por m}, o suavizador de Kalman, nas expressoes

(4.18) e (4.19). Vale notar que a fung¢ao £; nao depende funcionalmente de 1.
Consideramos onze valores distintos de 1, fazendo o coeficiente de #,_; na expressao

1" ©,_, variar variar entre O e 1 e para cada um desses valores de 1) obtivemos os estimadores

~(a) ~(b ~ (e
de 1, e ,. Denotamos por 1/)( ), 1,b( . e 'z,b( )

os valores que maximizam as fungées L, £, e Lo,
respectivamente. Estes valores foram obtidos diretamente dos graficos de forma aproximada.

Na Tabela 4.2 apresentamos um resumo dos resultados obtidos para algumas das amostras
simuladas. Algumas outras amostras foram geradas a partir do mesmo processo latente que
gerou a amostra 8 com valores distintos de ¢. A Tabela 4.3 apresenta os resultados obtidos

nestas amostras. A Figura 4.4 mostra os gréficos de £, em funcdo do valor de 1, utilizado no
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Figura 4.4: Gréficos de £, para amostras simuladas com 9 = (0.0,1.0)T (a, b) e com 9 = (1.0,0.0)T (c,

d). A linha vertical marca o valor de v utilizado na simulagao da amostra.

ajuste, para amostras simuladas com % = (0.0,1.0) " ()2 = 1.0) e % = (1.0,0.0)T (), = 0.0).
As Figuras 4.5 e 4.6 mostram os gréficos de £, em funcao de v, para amostras geradas com
Y = (0.7,0.3)(1p = 0.3) e 1p = (0.3,0.7) (¢ = 0.7), respectivamente. A linha vertical nestas
trés figuras marca o valor de 1, utilizado na simulacgao.

Uma amostra Poisson foi gerada a partir do mesmo 6 e os mesmos parametros utilizados
na amostra 8 (amostra 8,). Para as amostras 8 e 8, foram ajustados os modelos Poisson-
gama e normal-gama. Com excessdo da amostra 8, todas resultaram em estimativas na

fronteira (0.0,1.0)7.

Para obter os estimadores, construimos gréficos das fungées £, £, e £, da maneira que

descrevemos abaixo para L.

e para cada um dos onze valores de ), foi feito o ajuste até a convergéncia, estimando o

parametro 7, ,(v;).
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Tabela 4.3: Algumas amostras simuladas, modelo normal-gama, v? = 1, ¢2 = 0.01

Amostra | pardmetros na simulacao ajuste
o7 %" e T Ut gerT
8 (0.0,1.0) (0.3,0.7) (0.0,1.0) (0.4,0.6) (0.4,0.6) (0.0,1.0)
8¢ (0.3,0.7) (0.3,0.7) (0.5,0.5) (0.0,1.0) (0.0,1.0) (0.0,1.0)
8¢ (0.3,0.7) (0.3,0.7) (0.3,0.7) (0.5,0.5) (0.5,0.5) (0.0,1.0)
8¢ (0.3,0.7) (0.3,0.7) (0.0,1.0) (0.2,0.8) (0.2,0.8) (0.0,1.0)

e para cada um dos ajustes, construimos o grafico da funcio L(ns(),y, M2(;).

e o grafico de L foi obtido unindo-se os pontos £ {'r;3(1/)j),y, n1’2(1,bj)}.

Os gréficos para cada um dos ajustes ddo uma idéia de como estas fungoes se comportam
em relagdo ao parametro de interesse. Para cada amostra simulada com o modelo normal-
gama, além dos graficos apds a convergéncia, foram feitos graficos com a funcao L apés a
iteragdo 1, apds a iteragdo 5 e apds a iteragdo 50. O resultado para a amostra 12 é mostrado
na Figura C.15.

Embora as simulagdes descritas acima nao tenham sido extensivas, alguns resultados se

repetiram sistematicamente, sugerindo alguns pontos que descrevemos a seguir.

e Os graficos obtidos nas simulagdes sugerem que procurar o maximo da funcao £ em
cada passo do algoritmo pode ser de fato bastante ineficiente. Para grande parte
das amostras geradas, as fungées £ e £, sdo mondétonas atingindo o maximo em
uma das fronteiras. Este comportamento é ainda mais evidente nas primeiras itera-
coes, sugerindo que qualquer algoritmo de maximizacdo procurando o méximo destas
fungées em cada iteragdo, vai caminhar na direcio da fronteira de onde nao sairia,
uma vez que as fungbes para valores na fronteira também sio mondtonas. A funcao
Ly {n3(¢),y,7‘71,2(¢j)} é constante e, portanto, também néo se presta a um procedi-

mento iterativo.
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e A monotonicidade das fungdes L e £, observada nas simulacdes sugere que funcées de
estimacao baseadas na fungao escore nao devem fornecer bons resultados, uma vez que

as derivadas em geral nao se anulam no intervalo de definicio dos parametros.

e Parece haver algum tipo de confundimento. Para algumas amostras (nio mostradas
aqui), utilizamos um procedimento andlogo para estimar o paradmetro . Quando
consideramos o processo latente como um processo de Markov de ordem 1 (L = 1),
nao conseguimos encontrar diferencas entre ajustes para valores distintos de ¢. Quando
L = 2, em todas as amostras investigadas, os gréficos de residuos diferem bastante,

com diferentes pares de valores de ¢ e 1 produzindo ajustes distintos.

e Nas amostras simuladas com v* = 1, a fungdo £ parece fornecer mais informagcio sobre
o pardmetro 1 que a funcdo L,, levando a estimadores mais préximos dos valores
utilizados na simulacdo. Notemos que a fungdo £, sé depende de % por meio dos
outros parametros e do processo latente, uma vez que nao depende funcionalmente
de 9. No caso das amostras simuladas com v? = 10, tanto a funcdo £ quanto a
L, s6 levaram a estimadores no ponto 9 = 1, que corresponde a fronteira do espaco
paramétrico, o intervalo [0,1], mas a fun¢do L£; forneceu estimadores mais préximos

dos valores utilizados na simulagao.

e A curvatura observada no grifico da fun¢do £ nao é reproduzida pelas curvas inter-

medidrias para nenhuma das amostras geradas.

e Para outras amostras geradas (ndo mostradas aqui) foi feito um estudo semelhante
para a fungdo de estimagao de Kalman para o pardmetro . Os graficos sugerem que,

em geral, estas fungoes nao se anulam no intervalo [0,1].

e O melhor ajuste, no sentido de melhor gréfico de residuos, nem sempre coincidiu com

~(a) ~ (b ~ (e
o ajuste para algum dos valores '!/J( ), 1/;( ) ou ¢( ).

o As fungdes L e L, crescem com as iteragdes mas o mesmo nao acontece com a fungio

Lo.
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e Para o caso L = 2, consideramos também a func¢do de verossimilhanca incluindo uma
distribui¢do a priori para ), a Dirichlet. Fazendo variar os pardmetros da priori,
consegue-se uma pequena curvatura na funcao £, especialmente préximo as fronteiras.
Este procedimento, no entanto, parece um tanto forcado uma vez que nao temos, de
fato, nenhuma informagao a priori sobre o pardmetro. Além disso, a curvatura obtida
nao parece suficiente para resolver o problema, apenas elimina a fronteira das possiveis

solugoes.

e O comportamento da curva £ parece s6 se definir na convergéncia (ver Figura C.15).
O nimero de iteragdes necessarias para se obter a convergéncia variou com a amostra
e com o modelo. Este processo de estimagao é bastante demorado, embora vidvel para
o caso L = 2. Para n = 200, caso destas amostras, gastou-se de 30 minutos a 1 hora e

30 minutos para ajustar os 11 valores distintos de 1, com ¢ fixo.

As Figuras C.1-C.14 mostram os graficos das fungoes £ (canto superior esquerdo), £,
(canto superior direito), £, (canto inferior esquerdo) e os valores de 2, para as amostras da
Tabela 4.2. O gréfico obtido com os valores de 62 sdo, para algumas destas amostras, bastante
semelhantes ao grafico de £,. Graficos semelhantes foram feitos para #? e mostraram um
resultado oposto, no sentido que valores altos de #? correspondem a valores baixos de 62 em
um comportamento semelhante ao que ocorre com a razao das variancias £/W em modelos
de espago de estados univariados tradicionais (ver West e Harrison (1997), por exemplo).

Os resultados destas simulages sugerem que apesar de £; nao depender funcionalmente
de 1, ela é a melhor funcdo para se obter os estimadores deste parametro. Este resultado
nao é de todo estranho, pois £, é a funcio que expressa a qualidade do ajuste aos dados
observados.

A Figura C.5 mostra as fungoes de autocorrelagao parcial dos residuos obtidos com os
ajustes referentes & amostra 3, utilizando valores de %' = (0.0, 1.0), (0.6,0.4), (0.7,0.3) e
(1.0,0.0). O valor (0.6,0.4)" corresponde ao mdximo da fungdo £, e o valor (0.7,0.3)T

corresponde ao valor de %) utilizado na simulagdo. Embora estes graficos nio sejam muito
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distintos entre si, existe uma evidente melhora com relagdo ao modelo com %' = (0.0, 1.0),
que corresponde ao modelo Tweedie-Tweedie.

De um modo geral, no caso das outras amostras, os residuos obtidos com o valor de 1,Ab(b)
representam alguma melhora com relagao ao modelo Tweedie-Tweedie, com 9 ' = (0.0,1.0),
embora em alguns casos exista ainda uma correlagao residual nio explicada pelo modelo.
Ver, por exemplo, a Figura C.16, correspondendo aos residuos para a amostra 12, com
valoresde 9" = (0.0,1.0), (0.8,0.2), (0.9,0.1) (1.0,0.0), respectivamente. O valor (0.8,0.2)"
corresponde a 1,7)(b) e o valor utilizado na simulagao desta amostra foi (1.0,0.0)T. Neste caso,
o ajuste correspondente ao valor ' = (1.0,0.0) é superior ao ajuste correspondente a

(0.8,0.2)" que, por sua vez, é superior ao ajuste com (0.0,1.0)7.

4.8 Outros métodos de estimacao

Além do processo de estimagao descrito na Secao 4.5.3, consideramos uma série de alterna-
tivas que descrevemos brevemente a seguir. Estas alternativas foram avaliadas a partir de

uma série de amostras simuladas.

Funcoes de estimagao de Kalman

Consideramos como fungao de estimagdo uma modificagdo das fungdes escore (4.16)—(4.17),
considerando apenas Uy, e U,y e substituindo algumas das expressoes em 6 por seus va-
lores esperados e 0 pelo processo latente. As fungdes de estimacido obtidas tiveram o vicio
facilmente corrigido. Na implementacao desta alternativa, no entanto, nio conseguimos uma
forma eficiente de introduzir as restrigdes sobre os pardmetros no processo de estimacio.
Nas simulagoes, obtivemos estimadores satisfazendo as restri¢cdes para amostras da dis-
tribui¢do normal com v pequeno. Nesses casos e para as amostras simuladas com paradmetros

afastados da fronteira, os estimadores ficaram préximos dos valores verdadeiros.
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Subrotina S-plus nlminb: minimizagao com restricoes

Consideramos os modelos Poisson-gama e normal-gama, com K = 1 ¢ L = 1. Para algu-
mas amostras simuladas, utilizamos a rotina nlminb do S-plus, que admite restricdes nos
parametros, para obter um estimador de ¢ baseado na fungao de verossimilhanga. O pro-
cedimento foi considerar apenas a verossimilhanga do processo observado, substituindo o
processo latente pelo suavizador de Kalman. Para quase a totalidade das amostras, geradas
com diferentes valores de ¢, o valor do estimador situou-se na fronteira da regiao, o que

equivale a considerar o modelo com K =0 (¢ = (0,1)7).

Reparametrizagao

Consideramos a seguinte reparametrizacao,

e’

:1+e51+...+e¢51<’

¥j

na qual os pardmetros §; podem variar livremente. Essa reparametrizacio garante que os
componentes de ¢ situem-se no intervalo desejado, isto é,0 < ¢; < 1, j =0,..., K, ZJ’-‘;O p; =
1 e equivale a considerar 6; = log(y;/¢o), para j = 1,...,K e &, = 0. Para o modelo com
K >0,L =1ed=1, tentamos entdo estimar d; a partir das funcdes de estimacdo de
Kalman, modificadas para incluir as derivadas em relacio aos novos pardmetros. Nova-
mente, as estimativas situaram-se na fronteira para todas as amostras testadas. Vale notar
que as derivadas em relagdo aos novos parametros se anulam nas fronteiras para os casos
testados (K = 1). Para algumas das amostras simuladas, foram ajustados diferentes mo-
delos com o valor de ¢ variando em cada um dos ajustes, mas mantendo esse valor fixo
no procedimento. Embora os ajustes nao tenham sido idénticos, todos os modelos foram

equivalentes, considerando-se os gréaficos de adequacio de ajuste disponiveis.
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4.9 Transferéncia entre tarefas sincronizatdrias

Na anilise de dados considerada na Secdo 3.6, mostramos como a modelagem por meio de
espaco de estados juntamente com as técnicas de diagnéstico apresentadas naquele capitulo,
sao uteis na determinagio de um conjunto de covaridveis adequado para o problema em
questao. Estas técnicas, disponiveis também para o modelo retrospectivo, podem e devem
ser utilizadas na prética. Nesta segdo, no entanto, vamos considerar um conjunto de dados
reais com o objetivo de ilustrar as possibilidades de utilizacio do modelo retrospectivo,
dando énfase agora & modelagem da correlacdo serial presente nos dados. Para 1sso, vamos
considerar um subconjunto dos dados referentes a um estudo de transferéncia entre tarefas
sincronizatorias apresentado em Lima e Saniudo (1996) que descrevemos brevemente a seguir.

Em alguns esportes, o desempenho de um atleta depende de seu grau de coordenagao
e da sincronizagao do movimento executado com relagio & chegada de um estimulo. A
sincronizagao entre o estimulo e a acdo motora decorrente deste estimulo é chamada tarefa
sincronizatoria. Um exemplo é a sincronizagdo entre o salto do goleiro e o chute de um
pénalti.

O objetivo do estudo relatado em Lima e Safiudo (1996), foi avaliar o processo de apren-
dizagem, o desempenho em dois tipos de tarefas sincronizatérias realizadas sequencialmente
e a transferéncia de uma tarefa para outra. Foram considerados dois grupos de voluntérios,
cada um deles iniciando o experimento com um dos dois tipos de tarefas, que foram clas-
sificadas como tarefa simples e tarefa complexa. O experimento foi dividido em 4 etapas,
sendo que nas trés primeiras o individuo realizava uma das tarefas, transferindo para a outra
tarefa na ultima etapa. Estas etapas foram designadas por pré-teste (50 repetigoes, sem
conhecimento do resultado pelo voluntario), pratica (400 repetices, conhecimento do resul-
tado em tentativas alternadas), pds-teste (50 tentativas, sem conhecimento do resultado) e
transferéncia (50 tentativas com a segunda tarefa, sem conhecimento do resultado). Durante
todas estas etapas, foram registradas os tempos entre a emissio de um estimulo e a reacao
motora do individuo.

A varidvel resposta que vamos considerar neste exemplo é o erro varidvel, utilizado em
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estudos envolvendo aprendizagem motora para medir a consisténcia das respostas dos in-
dividuos. O erro varidvel é definido como sendo o desvio padriao das diferencgas entre o
tempo de emissdo do estimulo e o tempo de reacio de um individuo nas varias tentativas.
Para obter os valores desta varidvel neste experimento, as tentativas foram colocadas em
grupos de 10, sendo que na etapa da pratica foram deprezadas tanto as primeiras quanto as
ultimas 20 tentativas.

Vamos denotar por di,i =1,...,10,¢ = 1,...,n as diferencas entre o tempo de recebi-
mento do estimulo e o tempo de reagdo do individuo na i-ésima tentativa, em que o tempo
t neste caso se refere a sequéncia de realizagdo das tentativas. O erro varidvel no tempo ¢ é

dado entao por

RN gttt
=1

i1 dit/10.

Uma anélise preliminar com os dados completos indicou que o modelo Tweedie-Tweedie

em que d; =

era suficiente para explicar a correlagdo serial presente nas observagdes. Como nosso obje-
tivo aqui ¢é ilustrar a utilizagdo do modelo retrospectivo, vamos considerar apenas um dos
individuos que participaram do experimento, para o qual o modelo Tweedie-Tweedie nao
forneceu um bom ajuste. A Figura 4.7 mostra o grafico dos valores observados para o in-
dividuo 26, que iniciou o experimento com a tarefa simples. As linhas verticais separam as
quatro etapas do experimento.

Para o processo latente, vamos assumir uma distribuicdo gama (¢ = 2) e para o processo
observado vamos considerar duas alternativas: a distribuicdo normal (p = 0) e a distribuicao
gama (p = 2). Para a componente sistemética, vamos considerar dois modelos. O primeiro,
corresponde a 4 segmentos de reta, um para cada uma das etapas, todos eles com 0 mesmo
coeficiente angular. Denotando por Dy;,i = 1,...,4, as varidveis indicadoras das 4 etapas

do experimento no tempo ¢, temos

Modelo 1
lOgE(Yt) = CYll)lt + a2D2t -+ a3D3¢ + Q’4D4t + ﬂt.
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Figura 4.7: Valores observados para o individuo 26 (erro variavel nas tentativas).

Valores iguais dos parametros o; indicam, sob este modelo, ndao haver efeito de etapa na
resposta.
O segundo modelo, que considera um segmento de reta com diferentes coeficientes para

cada etapa do experimento, é dado por

Modelo 2
log E(Y;) = a1 Dy + Doy + @3 D3y + gDy + By Dygt + By Doyt + B3 Dst + By Dagt.

Nos dois modelos, temos que ¢t = 1,...,5, corresponde ao pré-teste, t = 6,...,13, &
pratica, t = 14,...,18, ao pés—teste, e t = 19,...,23 a transferéncia.

Considerando entdo K = 0 e L = 2, temos ¢ = (0.0,1.0)7 e ¥ = (1 — )y,1)2). Para
estimar o pardmetro v, vamos utilizar o procedimento descrito na Secdo 4.7, considerando
Y, = 0.0,0.1,...,1.0. Fixando cado um destes valores, obtemos os estimadores dos outros
parametros e construimos o grafico de £;. A Figura 4.8 mostra os graficos de £; e de
62 em funcdo de 1, para o modelo 1, considerando a distribuicdo normal para a varidvel
resposta. Pelo gréfico, vemos que o valor maximo de £, é obtido para 1, = 0.3, ou seja,

- ()T

(

= (P1,1,)T = (0.7, 0.3). Na Figura 4.9, temos os gréficos das fungdes de autocorrelacio
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Figura 4.8: Graficos de £, (a) e % (b) em fungdo de 1o, considerando resposta normal e o modelo 1.

e autocorrelagdo parcial dos residuos dos ajustes feitos com ¢ = (0.0, 1.0) (modelo Tweedie-
Tweedie) e (0.7,0.3). Os graficos que correspondem a 3" = (0.7,0.3), mostram um padrao
de ruido branco, uma evidente melhora em relagio ao modelo com " = (0.0, 1.0), mostrados
no lado esquerdo da figura. Para valores do parametro ¥, maiores que 0.3, o valor de * foi
muito pequeno e, nestes casos, o numero de iterac¢oes foi sempre igual a 1000, que foi o limite
superior considerado na rotina. Isto indica que, na verdade, o processo de estimagao nao
convergiu. Investigando os processos latentes estimados para estes valores de 1), notamos
que eram praticamente iguais ao valor esperado estimado, o que corresponde ao modelo de
independéncia. Devido a isso, ajustamos novamente o modelo 1, agora considerando o valor
de o? fixo para todos os ajustes e igual ao valor estimado anteriormente com P’ =(0.7,0.3).
Com isso, forcamos um processo latente nao constante.

Os resultados deste novo ajuste sdo mostrados nas Figuras 4.10 e 4.11. Embora a forma
da curva £; tenha se modificado bastante, o estimador de % nao se alterou e as funcoes de
autocorrelagdo e autocorrelagao parciais dos residuos nestes ajustes sao bastante semelhantes
aquelas dos ajustes anteriores (ver Figura 4.11).

Ajustamos entdo o modelo 2, ainda considerando a resposta com distribuicao normal

(p = 0). As Figuras 4.12 e 4.13 mostram os resultados destes ajustes. O estimador de

96



a) B)

e
7
w
-

u

U
1

s - e
Detasagem Defasagem

<) o)

0

I 02

2

FAC Parcal
FAC Pand
00

12

U

AU

) a - o
Detasagem Defasagem

Figura 4.9: Fungdes de autocorrelagio e autocorrelagao parcial dos residuos obtidos com ajustes do modelo

1 para %, = 1.0 (a, c) e 0.3 (b, d), considerando resposta normal.

2

Figura 4.10: Gréficos de £, em fungao de )5, considerando resposta normal e o modelo 1 com o2 = 0.0124

em todos os ajustes.
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normal.
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Figura 4.12: Gréficos de £, (a) e de 62 (b) em funcio de 1, considerando resposta normal e o modelo 2.

estd na fronteira (1.0,0.0)(¥, = 0.0) e a funcio de autocorrelagio e autocorrelacao parcial
dos residuos obtidos com o ajuste feito com este valor apresentam padrao de ruido branco.
Neste caso, ocorreu novamente o comportamento observado no caso anterior, com ¢? indo
para zero para valores de 1), menores que 1.

Como o ajuste para o modelo 2 foi melhor que o ajuste do modelo 1 (ver Figura 4.14
a) e b)), ajustamos novamente o modelo 2 considerando agora uma distribuicdo gama para
as observagdes (p = 2). A Figura 4.15 mostra os graficos de £, e 62 para este modelo e a
Figura 4.16 mostra graficos das fungoes de autocorrelacio dos residuos para alguns valores
de ;. O valor que maximiza a funcdo £, agora é ¥ = 0.3 mas as fungoes de autocorrelacao
e de autocorrelagao parcial dos residuos neste caso ainda nio apresentam padrao de ruido
branco, o que acontece, no entanto, para 1, = 0.2.

A andlise poderia prosseguir, procurando um modelo mais adequado para a componente
sistemadtica, por exemplo, mas os resultados referentes a um tnico individuo neste caso nio
sdo de interesse pratico. Os resultados desta secdo, no entanto, mostram que o modelo
retrospectivo pode ser de fato utilizado em dados reais, uma vez que se conseguiu, para
uma mesma componente sistematica, um ajuste melhor com o modelo retrospectivo do que

o obtido com o modelo Tweedie-Tweedie (3" = (0.0,1.0)).
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Figura 4.13: Fungoes de autocorrelagio e autocorrelagio parcial dos residuos obtidos com ajustes do

modelo 2 para 1, = 1.0 (a, c¢) e 0.3 (b, d) e resposta normal.
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Figura 4.15: Gréficos de £, e 6 em funcio de 12, considerando resposta gama e o modelo 2.
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com ajustes do modelo 2 para 1, = 1.0 (a, d), ¥2 = 0.3 (b, e) e 1, = 0.2 (c, f), resposta gama.
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Capitulo 5

Conclusoes e estudos futuros

A utilizacdo do modelo retrospectivo em anélise de dados reais deve levar em conta, natural-
mente, as caracteristicas do modelo e sua adequagdo ao conjunto de dados em questdo. No
entanto, um dos aspectos do modelo retrospectivo que consideramos relevante, é justamente
a possibilidade que ele oferece de investigar vérios aspectos e caracteristicas dos dados, tanto
no que diz respeito a escolha de uma componente sistematica adequada, quanto no que diz
respeito a estrutura de correlagdo considerada. A utilizacio das técnicas de diagnéstico que
descrevemos aqui em conjunto com o processo latente, se mostraram meios eficientes na
determinagao de um modelo adequado, podendo funcionar, inclusive, como um interessante
procedimento de anélise exploratéria de dados. Outro ponto importante é a simplicidade
de interpretagdo dos pardmetros, uma vez que uma analise de dados utilizando o modelo
retrospectivo é conduzida de forma semelhante & de uma analise de regressao tradicional.
Alguns aspectos do modelo retrospectivo merecem uma investigacio mais profunda. Por

exemplo,

e a proposta que fizemos de estimagio dos pardmetros retrospectivos nao foi investigada
para modelos com ordem maior que 2. Para investigar modelos de ordem mais alta,
sera necessdrio primeiramente melhorar o procedimento de estimacdo, uma vez que,

neste caso, o procedimento gréfico se tornars ineficiente;
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estudos de simulagdo mais exaustivos podem ser conduzidos com o objetivo de inves-

tigar propriedades dos estimadores propostos;

estudo semelhante ao conduzido aqui pode ser feito para outras distribuicées da familia

Tweedie;

pode-se investigar o desempenho da aproximagao ponto de sela (ver Jorgensen (1997))
no procedimento de estimagao dos pardmetros retrospectivos; uma vantagem seria a
possibilidade de tratamento unificado de todos os membros da familia Tweedie, o que

permitiria o desenvolvimento de rotinas mais simples.

extensoes do modelo retrospectivos poderiam ser estudadas de forma a incluir, por
exemplo, fungoes de ligagao diferentes da fungéo logaritmo; a utilizagio das técnicas de
estimagao descritas aqui ficariam condicionadas, no entanto, a preservacio de algumas
propriedades do modelo, principalmente no que diz respeito aos seus momentos, devido

ao uso do filtro e suavizador de Kalman que desenvolvemos no Capitulo 2.
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Apéndice A
Familia Tweedie

Neste apéndice, apresentamos um breve resumo das definicdes e propriedades basicas da

familia Tweedie dos modelos de dispersao. Para detalhes, ver Jgrgensen (1997).

Definigao A.1 Sejam Q e C intervalos tais que 2 C C C IR , sendo Q aberto. Uma relagdo

d:C xQ — R € denominada desvio unitdrio se satisfaz
dly;y9)=0 Vy € Q,
d(y;u) >0 Vy #

Um desvio unitério d ¢ dito regular se é duas vezes continuamente diferencigvel com respeito

a (y, ) em Q x Q e satisfaz

32
—d(y; 0, Ype Q.
9,2 (mip) > 0, Vop

Definicao A.2 Uma fungdo de varidncia unitdria, V : Q — IRy de um desvio unitdrio

reqular € definida por
2
Vip) = T (A.1)

3—#2d(#; )
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Definigao A.3 Uma familia de distribui¢ées é um modelo de dispersao reprodutivo,
Y ~ MD(u,0%) com pardmetro de posicdo i e parametro de dispersao o2 se as densidades

de probabilidade dos elementos dessa familia puderem ser escritas na forma (padrio):

1
p(y; ,0%) = a(y;oz)ezp{—gd(y;u)}, y€C,
em que a > 0, d € um desvio unitdrio em C X Q, p € Q e 0% > 0.

C' ¢ o suporte convexo da familia, isto é, o menor intervalo contendo S, onde S é a unido
de todos os suportes da familia. A média e a varidncia de Y sdo dadas por p e a?V (),
respectivamente, onde V ¢ a fungao de varidncia unitdria como em (A.1). Se d(y; ) = yf(p)+
g(p) + h(y), dizemos que a familia de distribuigdes é um modelo de dispersdo exponencial

reprodutivo, denotado por Y ~ ED(u, o?).

Definigdo A.4 Se Y ~ ED(u,0%) é um modelo ezponencial de dispersio reprodutivo, a
familia obtida pela transformagio Z = Y/o? (transformagdo dual) é um modelo exponencial
de dispersao aditivo, denotado por Z ~ ED*(6,)). A funcdo de densidade de probabilidade

de Z tem a seguinte forma,
p(y;0,A) = c*(y; N exp [0y — Ms(0) ], y € R,

em que A = 1/0* e k é denominada fun¢do cumulante. O pardmetro 0 definido por T(0) =

k'(0) € denominado parametro canénico.
Um modelo exponencial de dispersdo aditivo satisfaz as seguintes propriedades,
e A média e a variancia de Z sao
E(Z) =p=AT(0) e Var(Z)=AV(u/)),

respectivamente, em que V(p) = £"(77!(u)) é a fungdo de varidncia unitéria em Q =

T (int(©)).
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e (Férmula da convolugéo)

ED*(6, A1) * ED*(6, ) = ED*(0, \; + )o).

Definicdo A.5 A familia Tweedie, Tw,(p,0?), é a classe de modelos ezponenciais de dis-

persao reprodutivos cuja fungdo de varidncia unitdria é dada por
V(p) = pP, para pé€ (—o0,0]U[1,00).
A fungao de densidade de probabilidade da familia Tweedie tem a seguinte forma,
f(y; 1,0%,p) = cp(y; 0%) exp [% {v7,7 (1) — 5, (7;‘1(#))}] ;

em que k,(0) = a7 H(a = 1){0/(a = 1)}*, T,(0) = {8/(a —1)}*" e a = (p—2)/(p - 1).
Tem-se que Var(Y') = o?p?. A familia Tweedie pode ser caracterizada como sendo o tnico

modelo exponencial de dispersdo que satisfaz a seguinte propriedade,
¢Tw,(p,0%) ~ Tw,(cp, 0% Ve > 0.

Devido a isso, tem-se que a familia Tweedie tem uma forma aditiva obtida pela transformagao
dual.

Para A = 1/0?, tem-se Twi(0,)) = Tw,{AT,(0),\'P}. Parap < 0 e p > 2, as dis-
tribuicdes da familia Tweedie correspondem a distribuigées estdveis extremas. Uma dis-
tribuicdo F' ¢ dita estdvel se para X, X»,..., X, independentes e identicamente distribuidas
com distribuigdo F', existem constantes b, e c, tais que b, 4 cp (X, +---+ X,) ~ F. Para a
familia Tweedie, as constantes ¢, sdao dadas por ¢, = n~'/@ para 0 < @ < 2 (o é chamado
indice de F). A classe de distribuices estdveis tem também outro parametro, f, com
dominio [~1,1]. Uma distribuigio estavel é dita extrema se 8 = +1 ou —1.

Na Tabela A.1, apresentamos algumas distribuicdes da familia Tweedje.
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Tabela A.1: Familia Tweedie

Distribuicao p S Q O
Estdvel extrema p<0 IR R, Ry
Normal p=0 IR R R
(Nao existe) 0<p<l - - -
Poisson p=1 Ny, R, R
Poisson Composta 1<p<2 IRy IR, R_
Gama r=2 IR, IR, R_
Estavel positiva 2<p<3 Ry R, -RR,
Normal Inversa p=3 R, R, -IRg
Estavel positiva p>3 IRy R, -IRg

* Notagao: S= Suporte, IRq = [0, 00), Ny = N U {0}.
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Apéndice B
Calculos

Neste apéndice, apresentamos algumas propriedades utilizados nos capitulos anteriores e

detalhes de alguns resultados do Capitulo 4.

B.1 Esperanca condicional

Na obtengdo das propriedades dos preditores lineares e dos momentos do modelo retrospec-
tivo, utilizamos uma série de propriedades conhecidas da esperancga e da variancia condi-
cionais, que listamos a seguir. A notagéo E[X|Y] significa E[X|o(Y)], em que o(Y) denota

a o-algebra gerada por Y.

Propriedade B.1 Sejam X, Y e Z wvetores aleatérios definidos no mesmo espago de pro-
babilidades. Entdo,
E[X] =E[EX|Y]]

Cov(X,Y) = E[Cov(X,Y|Z)] + Cov (E[X|Z], E[Y|Z]).

Em particular, Var(X) = E[Var(X]|Y)] + Var(E[X|Y]) e Cov[X,Y] = Cov[X,E[Y|X]].
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Propriedade B.2 Sejam F; C F, duas o-dlgebras. Entao,
E[EX|A]F) = EEX|R]FA] = EX|FA].
Propriedade B.3 Seja f uma fungdo mensurdvel. Entdo,

E[f(X,Y)[X] = f (X, E[Y]X]).

B.2 Residuos

Nesta secdo, apresentamos detalhes dos resultados sobre os residuos da Secao 3.5.
Vamos definir os seguintes residuos.
- utilizando m*: & =Y, — F,m/, é: =m;} - Gm} |,
- utilizando m: &, =Y; — F,m,, éz =m; — Gym,_,, (filtro)

~ %

- utilizando m*: &, =Y, — Fum;, ¢, =m;— Gm}_,, (suavizador)
em que m;” = Gym,_, (ver Secdo 4.4). Como qualquer preditor linear é nio viciado, todos

os residuos acima tém esperanca 0. Como podemos escrever & = Y, — f,, obtemos que
Var(é;) = Q,. Das propriedades de preditores lineares. temos que Yy, — £, L YtHs-!
para s > 0 e portanto, Y — fiys L Y. Como f, € V(Y'!), em que V(Y*!) denota o
espago linear gerado por Y*!, obtemos Cov(&;, &} ,) = Cov(Y: — £, Yiuy — fii) = 0.
Para obter as covaridncias dos residuos para o processo latente, notamos primeiramente
que os residuos construidos a partir do filtro podem ser expressos como combinagcdes lineares

de &". De (2.12), podemos escrever £, = B,Fy Q; '&;. Logo,
Var(§,) = B/F, Q'Var(¢/)Q; 'FB] = B,F/Q;'F,B,.

Além disso, Cov(€,, &,,,) = B,F,Q; 'Cov (&}, &) QN F Bl =0. Agora, Ej = Gm,;_;—
GGiimy_p = Gi&,_,, de modo que Var(éj) = G,Var({,,)G/; =G,B,_,F,_,Q;,F] B[ G/
Estes residuos sao nao correlacionados, uma vez que Cov(éj, é:Ls) = G,Cov(¢,_,, ét+3_1)GtT+s =
0. Escrevendo éj em termos de & ;, obtemos que Cov(éf,é:;s) = 0 para s # 1. Para

|t —s| =1, temos Cov(&;,&,) = F,B,G]. Para obter as covariancias de &,, utilizamos as
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Proposigoes 2.1 e (4.9), que nos dio, para s > 1, Cov (Y, myys) = F,Cov(©y, Oy). Como
éfs Lm, € V(Y***), obtemos Cov(my, Yiis) = Cov(my, f,,,) = Cov(my, my,1)G/ F/l ..

Entao, como Cov(m;, m;,,) = Cov(m,, my;,_1)G/,,, obtemos, finalmente que
COV(ét, ét-l-s) = FtCOV(Gt, @t+s)F;r+s — FtCOV(mt, YH_3) =
COV(Yt, mH.s)F;:_S + FtCOV(mt, mH_s)F;:_s =0.
Agora, ¢ facil ver que Cov(£,,&,) =0, se s # t e Cov(€,,&) = C,F]. Calculos diretos nos
dao entao Var(é;) = A, — F,C,F/.
Para obter a estrutura de covariancia dos residuos baseados no suavizador de Kalman,
usaremos Var(m*) = Var(g) — C* e Cov(m;},Y;) = Cov(©,,Y,) = Var(©,)F/. Estes dois
fatos, juntamente com as propriedades dos preditores lineares, nos dao Var(&;) = A, —

F,C;F] e Cov (é:, éZH) = -F,C;,,,F/,,. Para o processo latente, temos

Var (§,) = A\ — G,C;_,G; +C;,_,G] +G,.C]_,, - C;

Ak A%k . % * * T * T
Cov (gtaEtH) - _Ct,t+s + GtCt—l,H—s + Ct,t+s—1Gt+s - Gtct—l,z+s—1Gt+s-
Temos também que

Cov (éj,é;) = F] =GyC  FT, st

t,s™ s t—1,s" s

COV(&:, é:) = —C:,s + C:,s—lG: - Gtc:—l,s—lG;‘r + Gtc:—l,s' (Bl)

B.3 Derivadas do filtro e suavizador de Kalman

Para qualquer preditor linear my|y, o valor esperado de sua derivada com respeito a um
dado pardmetro, digamos «, é dado por

. 0
—EX}’EY1%NY,

uma vez que E(Y — py) = 0. Logo, o valor esperado das derivadas de qualquer preditor

linear de @ dado um subvetor de Y, com respeito a algum componente de (], n7)7 serd
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nulo, pois o valor esperado marginal de Y ndo depende destes parametros. Desta forma,
basta calcular as derivadas do suavizador de Kalman com respeito a 7.

Todos os valores esperados de interesse podem ser obtidas recursivamente. Os valores
esperados das derivadas do suavizador podem ser obtidos por recursao, iniciada com o valor
esperado da derivada do filtro de Kalman no tempo n, que calculamos abaixo. Com o obje-

tivo de simplificar a notagdo, omitimos o indice j no que segue.

Seja Dy, (t) o valor esperado da derivada do filtro de Kalman em relagdo a a i, no tempo

t. Entao, como m; = Gym,_; + B{F] Q; ' (Y, — f;) e E(Y, — f,) = 0, obtemos

_ _, OF
Do, (1) = (G — BiF{ Q;'F,G,)D,,, (t — 1) - BF; Q; l(r)a—thTt—l;
ik
parat=1,...,dek =1,...,l;. Usando uma notagio anéloga para os valores esperados das

derivadas do filtro com respeito aos outros parametros de regressao, obtemos

0G OF oG
Dp, (1) = (G - B/F, Q;'F/Gy) Dy, (t—1)+ { aﬁ: ~B/F;Q;! <a—ﬁ;‘Gt + Ftﬁ> } Tio1,

parak=1,...,l, e

D, (t) = (Gi - B/F/ Q;'FiG,) D, (t - 1),

para k =1,...,l3, em que
0
oF, LLit J?zk‘Pz'T
8C¥ik o ‘ QO(B)(T!) ’
0
oF (B) () (B)(rezu) ol
t . Pi Tt)2tk — Pi Tt 2tk .
— =dia i X )
Ok g{’“ #*(B)() }
-
Pd
e
0
0G, _
OPx TtT/)(B)(Tt)Ztk - w(B)(thtk)w
wQ(B)(Tt)



T

As iteragoes se iniciam com D, (0) = 0, Dg(0) =0e D,(0) =g

WT

Vamos denotar por D;_ (t) a derivada do suavizador de Kalman em relacio a ay, no
tempo t. Como m; = m; +D,B;},(m},, — G;41m;) e E(m},, — G;4;m,) = 0, obtemos que
Dy (t) = Doy (t) + DB, {Dy,, (t+1) = GuinDay, (1)},

0G4
OBy

'D?sk(t) = Dg, (t) + DtB;}l {'D;,k (t+1) - Ty — G Dg, (t)} ,

D, (t) = Do, (t) + DB { D5, (t+1) — Goa D, (1)}

Tk

B.4 Matriz de variabilidade

Para obter as covariancias dos residuos que aparecem nas expressdes que seguem, utilizamos
os resultados apresentados na Tabela 4.6, notando que g5t = €5,(1) e &, = &,(M).

Temos que V = E{FF"}. Logo, como

pi—1

nj ((pTT . ) T *

i !t ;1054
'7:0.‘]'(77) = Z T el (Yijt — Hijt— Xt
i=1 Hiji Pi; T jt
i—1

T pi

e (‘Pij’rgt)

= i1 ijtXjts
t=1 Hije
temos
s ( T pi—1 n; T pi—1
I | QT it ©;:T it
T = I ) * ( ij ' « T
‘7:0‘«'1(77)}—% (m) = Z pi—1 €ijtXjt Z T o1 GitXt
t=1 Hijt t=1 Hijt
0 que nos da
pi—1 pi—1
o 2 (o) (i)
_ i7" Js ig ' Jt * T
VO‘!’J' - Z Z pi—1 pi—1 COV(EUS?EU!)XJSX

s=1 t=1 Hijs ijt
Escrevendo a fungdo de estimacio para B; em termos dos residuos, obtemos
pi—2 T
(‘Pz]TJt) (lbj Tj,t—l)
Z Z 2 T o pi—1 1jt90zji + an 027'9—1 é_jt"/)zjt;

i=1i=1 Vil i=1 it

q—2
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€1m que (Pth e ‘l,ijt denotam {‘Pij(B)(Tjt)zjt_Soij (B) (Tjtzjt)} e {’l,[)] (B) (Tjt)zjt—'l/)j(B)(Tjtzjt)},

respectivamente. Temos entao

s ebm) ()

n; nj
Vﬂj = ZZZZ v2 P~ 1 pr—1 (E;js,E/:jt)QOZjSQOZ;;

s=1t=11i=1 k=1 Vi .uz%s l/k/J’lc]t‘2
q9- T a-
("/);r"'g,s 1) ("!’j Tj,t—l)
+ Z Z 4 q— g—1 COV(£ s €]!)¢Z]s¢z_7t
t=1s=1 0°Tjs ) Tjit \
; ; pi T a-
SRR (5D I (2 T)
7" IS J Js * * T
+ 2 Zl X; Z V2P 1 0_2th—1 Cov(gijs) fjt)‘Pst'wzjz,
s=1t=1i=1 iigs 7

h h
1
Vv, = Z Z Tgrlcov(fjmglo)ijf,

— * .
em que Z, = mj, — g;. Temos também

pi—1 T Pr—2
71] ﬂ.J ((p T ) ((p . «
ij ' Js kj T jt
a‘]ﬁJ Z Z Z pi—1 2Pk 1 COV( 133’ Ek]t)xjs(pzjt

s=1t=1i=1 ijs Vi Kkje

( pi—1 b q—2
Pij TJS) ( j Tj;t—l) T
+ ZZ pi—1 q—1 COV(&";js, ;t)xjswzjt)

2
s=1t=1 tuzjs o Tjt

T
i r— ICOV( 1]s€]O)stwJ
t=1 Hijs 9j

e, finalmente,

n; d ( pi—2 ]
2 w;

i ]s) * * T
5 pi—1 r—1COV(5ijs’§jo)‘PstWJ
t=11=1 Vi Hijs J

nj (¢TT 9= 2
j j,t—l) T
2. q—1 Cov(fjtaf;o)wzjtwk .

t=1 0Ty

g
I
[
™
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Apéndice C
Graficos

Neste apéndice, apresentamos os graficos referentes as amostras simuladas discutidas na

Segdo 4.7. Para cada uma das amostras, foram construidos 4 tipos de graficos,

1. Griéficos da fungdo £. Em (a), as linhas pontilhadas sio gréficos das funcoes £{1); ()},
para j = 1,...,11 (¢,; = 0.0,0.1,...,1.0); a linha cheia é o grifico da funcdo

‘C{"/’j;'ﬁ(d’j)};
2. mesmo que em 1, para a funcdo £, (b);

3. mesmo que em 1, para a funcao £, (c);

4. grafico dos valores de 62 em funcio de 1.

Para algumas amostras, sdo apresentados também gréficos das funcées de autocorrelagao

e autocorrelagao parcial dos residuos referentes a ajustes com alguns valores de Ps.
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Figura C.2: Gréficos de £ (a), £, (b), £ (c) e 2 (d) em funcio de s para a amostra 2
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Figura C.3: Gréficos de £ (a), £ (b), L3 (c) e 62 (d) em funcdo de 1> para a amostra 3
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(b), P = (0.7,0.3) (c) e P! = (1.0,0.0) (d), para a amostra 3.
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Figura C.5: Funcoes de autocorrelagdo parcial dos residuos dos ajustes com ' = (0.0,1.0), (a) %
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Figura C.11: Gréficos de £ (a), £, (b), L3 (c) e &2 (d) em fungio de 1, para a amostra 9
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Figura C.12: Graficos de £ (a), £; (b), L2 (¢) e 62 (d) em fungdo de ¥, para a amostra 10
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Figura C.16: Fungoes de autocorrelagio parcial dos residuos dos ajustes com ' =

(0.0,1.0),(0.8,0.2), (0.9,0.1) e (1.0,0.0) para a amostra 12. O ponto (0.8,0.2) corresponde ao maximo de
L, (canto superior direito) e o ponto (1.0,0.0) (no canto inferior direito), foi utilizado na simulagdo desta

amostra.
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