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Resumo

Neste trabalho, consideramos trés problemas de caracterizacao de sequéncias de va-
riaveis aleatorias (ou vetores) permutdveis. Apresentamos, primeiramente, teoremas do
tipo de De Finetti (formas finita e infinita) para algumas distribuicées uniformes bivari-
adas dependentes de um unico parametro. Estes resultados fornecem uma representacao
preditivista, no sentido de De Finetti, para os modelos paramétricos bivariados. Na
sequéncia, caracterizamos vetores aleatérios cujas densidades de probabilidade podem ser
expressas como fungao do minimo e do maximo ou do méximo das somas das componen-
tes. Provamos que independéncia e especificas condicdes de simetria caracterizam modelos
uniformes conhecidos (discretos e continuos, univariados e bivariados). Finalmente, intro-
duzimos uma nova versdo do modelo de urna de Pélya-Eggenberger, considerando uma
distribuigao de probabilidade para a composicao inicial da urna, isto é, para os niimeros de
bolas brancas e pretas inicialmente na urna. Determinamos também quando um processo
permutavel com valores em {0, 1} pode ser bem aproximado por um adequado processo
de Pélya com configuracgao inicial desconhecida.



Abstract

In this work, we consider three problems on characterizations of exchangeable sequen-
ces of random variables (vectors). We first present De Finetti’s type theorems (both finite
and infinite forms) for certain bivariate uniform distributions which depend on a single
parameter. These results provide a predictivistic representation, in De Finetti’s sense,
for such bivariate parametric models. Extensions of these results in some directions are
also discussed. In the sequel, we characterize random vectors the densities of which can
be expressed as a function of the minimum and maximum or of the maximum of sums
of components. We show that independence and suitable conditions of symmetry cha-
racterize well-known uniform models (discrete and continuous, univariate and bivariate).
Finally, we introduce a new version of Pélya’s urn scheme via the consideration of a pro-
bability distribution for the initial composition, that is, for the numbers of black and
white balls initially in the urn. We also determine when an exchangeable process taking
values in {0,1}* may be well aproximated by a suitable Pélya process with unknown

initial configuration.
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Introducao

Neste trabalho, abordamos trés problemas de caracterizagao de sequéncias (finitas e in-
finitas) de variaveis aleatérias (ou vetores) permutaveis. Mais precisamente, procedemos
a derivacao de representacées preditivistas de modelos uniformes bivariados dependendo
de um tnico pardmetro, a caracterizagao de modelos uniformes (univariados e bivariados)
dentro de classes de distribui¢des multivariadas satisfazendo especificas condicdes de si-
metria e a determinagao de condig¢oes suficientes para que um processo permutdvel com
valores em {0, 1}*° possa ser bem aproximado, em um sentido preciso, por uma mistura
de processos de Pélya-Eggenberger na composicao inicial da urna, respectivamente nos
capitulos 1, 2 e 3. Apresentamos agora uma breve descrigao do contetido de cada capitulo.

No capitulo 1, apresentamos representacoes preditivistas para modelos uniformes biva-
riados dependendo de um tinico parametro. Conforme veremos, a representacao preditivis-
ta de um modelo paramétrico, uma caracterizacao deste modelo baseada exclusivamente
em julgamentos probabilisticos sobre quantidades observaveis, possui um carater funda-
mental para a escola Bayesiana preditivista de inferéncia estatistica, pois, entre outras
razoes, fornece uma justificativa subjetivista para a adogao de tal modelo paramétrico
como distribuigao amostral (condicional) dos dados gerados em experimentos aleatérios.
Apds 1937, quando Bruno de Finetti estabeleceu o famoso Teorema da Representacio
para variaveis aleatérias permutéveis e obteve, em particular, uma representacao prediti-
vista para o modelo Bernoulli, varios modelos paramétricos tiveram suas representacoes
preditivistas determinadas. No entanto, modelos multivariados mais gerais nio perten-
centes a familias exponenciais foram pouco contemplados na literatura e, deste modo,
optamos por focar alguns destes modelos no capitulo 1. Especificamente, consideramos
os modelos uniformes sobre {(z,y) € N> : 2 +y < 0},0 € IN, {(z,y) € R iz +y <0},
0>0,e{(z,y) € R”: 22+ y* < 02}, 0 > 0 (verificamos que os resultados obtidos podem
ser estendidos, de maneira bem simples, para os correspondentes modelos d-variados,
d > 2). Finalmente, apresentamos alguns problemas decorrentes da introducio de no-
vo(s) parametro(s) nestes modelos para a obtencdo de suas respectivas representacdes
preditivistas.

No capitulo 2, identificamos modelos uniformes conhecidos dentro de especificas clas-
ses de distribuicoes simétricas multivariadas. Caracterizacoes de distribuicoes simétricas



multivariadas tém sido desenvolvidas por diversos autores nas tltimas décadas tendo em
vista nao apenas a extensao de distribuicoes univariadas conhecidas para as suas respec-
tivas versoes multivariadas, mas também a consideragao de novos modelos, que nao o
normal, para fins de inferéncia. Em particular, as distribuicées esféricas multivariadas
e generalizacoes em norma [,, p # 2, tém sido constantemente investigadas. No entan-
to, distribuicoes simétricas multivariadas cujas fungdes de densidade de probabilidade
dependem, segundo Iglesias et al. (1998), da norma ., apenas recentemente foram con-
templadas na literatura. Deste modo, no capitulo 2, fazemos uma apreciacio das classes
de distribuigoes multivariadas cujas fun¢ées de densidade de probabilidade dependem do
maximo das coordenadas ou do minimo e do maximo das coordenadas ou da maxima soma
das coordenadas em cada componente do vetor, nas versées discreta e continua. Para ca-
da uma das classes de distribui¢ées consideradas, a suposigio adicional de independéncia
fornece uma caracterizacao de um modelo uniforme conhecido.

Finalmente, no capitulo 3, apresentamos uma nova versao para o modelo de urna
de Pdlya-Eggenberger, com a introducio de uma distribuicio de probabilidade para a
composicao inicial da urna (o modelo de Pdlya-Eggenberger ocupa uma posicao central
dentre os diversos modelos de urna desenvolvidos para representar formas de contagio).
Conforme veremos, este novo processo é permutéavel, diferentemente de outras variagoes
do modelo de Pdlya-Eggenberger ja consideradas na literatura. Exibimos também uma
condicao suficiente para que um processo permutavel com valores em {0, 1}*° possa ser
bem aproximado por um conveniente modelo de urna de Pélya-Eggenberger com confi-
guragao inicial aleatdria, isto é, por uma mistura de processos de Pélya na composicio

inicial da urna.
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Capitulo 1

Teoremas do tipo de De Finetti para
modelos uniformes bivariados

1.1 Introducao

Em 1937, Bruno de Finetti estabelec.eu o famoso Teorema da Representacio para va-
ridveis aleatérias permutdveis assumindo valores no conjunto {0,1}. Este resultado, nao
obstante sua formulagdo matematica relativamente simples, incorpora boa parte do idedrio
sustentado pela escola bayesiana preditivista em inferéncia estatistica (De Finetti [1937]).
Dentre as varias idéias que podemos abstrair do Teorema da Representacio de De Finetti,
destacamos a justificativa, sob o ponto de vista bayesiano, da adogdo do modelo Bernoulli,
por parte de um estatistico, como distribui¢ao amostral (condicional) para dados bindrios
gerados a partir de um experimento aleatério para fins de inferéncia. Esta nova forma
de caracterizagao de modelos paramétricos através da expressio de julgamentos proba-
bilisticos sobre quantidades, segundo De Finetti, consideradas observaveis recebe o nome
de Representacao Preditivista.

A partir de Bruno de Finetti, muitos autores dedicaram-se ao estudo de representacées
preditivistas, uma vez que tais representacées fundamentariam a adocio de modelos pa-

ramétricos mais gerais em procedimentos de inferéncia estatistica. Dentre outros, des-



tacamos os trabalhos de Freedman e Diaconis (1980) que obtiveram uma representacao
preditivista para Cadeias de Markov recorrentes com espaco de estados discreto através
da introdugao de um conceito de permutabilidade parcial, de Dawid (1977) e Lauritzen
(1988) que desenvolveram teoremas do tipo de De Finetti para modelos lineares multi-
variados considerando processos invariantes em grupos de transformacoes ortogonais, de
Freedman e Diaconis (1990) que derivaram representagoes preditivistas para modelos ge-
rais pertencentes as familias exponenciais multivariadas, e de Gnedin (1995) e Iglesias,
Pereira e Tanaka (1998) que obtiveram resultados para familias nao-exponenciais (em
particular, para distribuigoes uniformes univariadas). Diaconis e Freedman (1984) e For-
tini, Ladelli e Regazzini (2000) também apresentaram resultados gerais relacionados com
a nogao de suficiéncia preditiva, que fornece uma forma infinita de representacio para ca-
racterizar a distribuicdo uniforme em (0,9), 0 > 0. Uma descricao bastante detalhada do
trabalho desenvolvido na drea de representacoes preditivistas para modelos paramétricos
é apresentada em Iglesias (1993).

Apesar do grande avango alcancado nesta area de pesquisa nas dltimas décadas, varios
modelos paramétricos multivariados que nao pertencem a familia exponencial ainda nao ti-
veram suas representacoes preditivistas determinadas, a0 menos utilizando-se estritamente
condigoes probabilisticas sobre quantidades observaveis (apenas recentemente Arellano et
al. (1994) obtiveram uma caracterizacao preditivista para a distribuigao t multivariada,
Bolfarine et al. (1999) estabeleceram resultados similares para os modelos com erro tipo
IT de Pearson nas varidveis e Iglesias et al. (1998) caracterizaram distribuicoes esféricas
multivariadas na norma [,).

Dentro deste contexto, propomos, neste capitulo, teoremas do tipo de De Finetti pa-
ra alguns modelos paramétricos bivariados, bem como suas respectivas extensoes para

dimensao d > 2. Mais precisamente, derivamos as representagoes preditivistas para os



seguintes modelos: (A) distribuicdo uniforme no triangulo isdsceles (versoes discreta e
continua) e (B) distribuigao uniforme no circulo (as descrigoes destes modelos sao encon-
tradas nas secoes 2 e 3, respectivamente).

O restante deste capitulo estda organizado em trés segoes: na secao 2 sao apresentadas
as representagoes preditivistas para as versoes discreta e continua do modelo (A); na secao
3, teoremas do tipo de De Finetti sao derivados para o modelo (B); finalmente, na secao 4,
apontamos os problemas originados para a obtencao de representagoes preditivistas para
os modelos (A) e (B) quando novos parametros sao incorporados a estes modelos.

Ao longo deste capitulo, adotaremos as seguintes notagoes. Para um conjunto A nao-
vazio, denotaremos por P(A) o conjunto das partes de A e por AV o N-ésimo produto
cartesiano de A, N € IN. Para A C IR, A, denotara o conjunto {a € A : a« > 0}.
- Representaremos a o-algebra de Borel em IR por B(IR"), a medida de Lebesgue em
(RY, B(IRM)) por Ay, N € IN e a medida de Lebesgue em ((IRF)Y, B((IR¥)V)) por /\,(CN).
Finalmente, se P e () sao duas medidas definidas num mesmo espaco mensuravel, entio
P < Q indicard que P ¢é absolutamente continua em relagao a Q e ||P — Q|| denotara a

distancia em variacao total entre P e Q).

1.2 Distribuicao Uniforme no Triangulo isésceles

Nesta secao, derivamos teoremas do tipo de De Finetti para a distribuicao uniforme sobre

o triangulo isdsceles (versées discreta e continua).

1.2.1 Caso discreto

Vamos considerar a distribui¢ao uniforme sobre os conjuntos {(z,y) € IN* : = +y <
0}, & € IN. Em termos de distribui¢ao de probabilidade, este modelo tem a seguinte

caracterizacao:
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Pl‘Ob{.Xr = CE,Y =y ' H} = mﬂ{(a’b)em’z:a*_bsg}(ﬂf,y) (11)

O suporte desta distribuicao é esbocado abaixo para § = 4.

y

0.4)

(4,0)

Para a obtengao da representagao preditivista deste modelo, procederemos aos se-
guintes passos: primeiro, consideraremos uma distribuigao uniforme sobre uma especifica
regidao de (IN*)V determinada por uma estatistica suficiente para o modelo em (L.1).
Mais precisamente, esta regiao corresponderd a imagem inversa de {m} gerada pela es-
tatistica suficiente mencionada acima, conforme veremos na sequéncia (salientamos que a
construcao de tal distribuicio uniforme é simples neste caso, uma vez que estamos con-
siderando um modelo discreto; para a versao continua deste modelo, serd necessaria uma
construcao mais sofisticada). Em seguida, obteremos a marginal n-dimensional desta dis-
tribuigao uniforme, n < NV, e estimaremos sua distancia em variacdo total relativamente
a distribuicao de n vetores aleatérios bidimensionais independentes e identicamente dis-
tribuidos com lei dada por (1.1). A forma finita do teorema do tipo de De Finetti seguird

diretamente desta estimagao. Para obter sua forma infinita, estudaremos a convergéncia
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de medidas de probabilidade especificas em um espago métrico conveniente (a distancia em
variagao total sendo sua métrica) utilizando a estimagao supracitada. Mais precisamente,
avaliaremos a convergéncia da sequéncia de medidas relativa a sequéncia de estatisticas
suficientes consideradas.

Consideremos, entao, o seguinte subconjunto de (IN*)N, x¥ = {((x1,11),. .., (25, yn)) €
(IN*)NV - maxi<i<n{Z; + ¥i} = m}, m € IN. Denotemos por Qy., a distribuicio uniforme
sobre xN isto é

My (maxi<icn{zi + vi})

Ql\’m({((l‘layl)v'"’(‘TN’yN))}) - N ) (12)
v(xm)

onde v é a medida de contagem em ((IN*)V, P((IN*)M)).

Notemos que considerando N vetores aleatérios (X1, Y}), ..., (X, Yn) que, dado 8,
sao condicionalmente independentes e com distribuicao comum dada por (1.1), temos que
maxX;<i<n{X; + Y;} é uma estatistica suficiente minima para este modelo. Neste sentido,
dizemos que Qnm € uma distribuigao uniforme sobre a imagem inversa de {m} gerada
pela estatistica suficiente para o modelo (A).

Verifiquemos que v(x) = (mf) N (mgrl)N.

Seja MN™ = {((wl,yl), s (@nyn) € XN N Ty (v +ys) = K}, K=1,...,N.

E claro que yN = Urck<v ME™ e que v(ME™) = (Z)(nz +1)¥ [M%I)JN_K. (Para
obter v(M{™), devemos escolher K pares (z;,y;) que somem m. Para os demais N — K

pares, existem m(m 4 1)/2 combinagées cujas somas sio estritamente menores que m.)

Assim,

N N N-K
. m m N ¢ | m(m+1
v(xp) =v (U1§1\’§NZ[I’¥ ): Sou(ME™ =3 (K) (m +1)F [¥}

K=1 K=1 =

_ [(m +1)(m + z)r - [m(m + l)]N _ (m + v)V - (m + 1)N'

N 2 2 2 2

&

-~



Substituindo a expressao acima em (1.2), resulta que

(maxicr<n{®i + yi})
(m+2) Ll (m+1)N
2 2

Notemos que se ((X1,Y1),...,(Xwn,Yn)) tem distribuicao dada por (1.3), entdo a

Qstalll(o 9yl g ) = L (1.3)

sequéncia é permutavel.

Destacamos ainda que se ((Xi,Y1),...,(Xn,Yy)) é uma sequéncia de vetores ale-

atorios bivariados satisfazendo

P((X1 =21, Y1 =y1), .., (X = 0, Yo = yn))) = d(max {z: + y:})
para alguma func¢ao nao-negativa apropriada ¢, entao a lei de probabilidade de ((Xy,Y;),
..., (XN, Yn)) pode ser expressa como uma mistura, no sentido usual, dos elementos da
familia {Qnn : m € IN}, conforme veremos no préximo capitulo.
Derivamos agora a distribuiciao de ((X1,Y1),...,(X,,Yn)), n < N, a marginal n-
dimensional de ((X1,Y1),..., (X, Yn)), a qual denotamos por Qymn. Para ((z, Y1)y -
(Tn,yn)) € (IN*)", temos que:

QIan({((mlayl)w"a(m’myn))}) = Z QNm({((uhvl))'"7(univn))})7

(('U'lvul)r"'v(qu'UN))ecl‘
onde Cp = {((u1,m),...,(un,vn)) € (IN)V ¢ (us,v) = (zi,9i),2 = 1,...,n, e

maxi<i<nv{u; +vi} =m}.

Entao,

Q/an(((l'l, yl)? ce (xn)nn))) =

= Z QN’m(((wliyl)v"'7($nayn)’(un+17vﬂ+l)7'"7(151\7’”1\/)))7

((un+l:"-’n+l) ----- (UN:UN))eC

[o72]



onde C' = {((un+1,vn+1), ooy (un,vn)) € (IN?)N-7 max,<i<y{ui + v} = m}. Te-
mos, entao, duas situacoes a considerar:
(1) se maxi<i<n{zi+yi} = m, entao temos C' = {(('unJrl,vnH), oy (un, o)) € (IN?)N-n .

maXp41<i<y{ui + vi} < m}, e, consequentemente,

Qnmn({((1,31), -5 (2, 30))}) = > ! _

N N
, (m+2 m+1
((wnt1.vng1)n(un,on))EC ( 2 ) —( 2 )

m+2 N—n
2

m+2 N m+1 N
2 o 2)

(ii) se maxici<n{zi + ¥i} < m, entdo C = {(('un+1,'vn+1),. oy (un,vn)) € (IN#)N-" .

maxnii<i<y {u; + v;i} = m} = ¥, Neste tiltimo caso, temos que

Ql\fmn((mlayl)r")(‘T”Jyn)) = Z -

N N
m+2 m-+1
((nt 1 vng1) e (unun)) EXH ™ ( 2 ) - ( 2 )

()" - ()"
()" = ()"

De (1) e (ii), obtemos, finalmente, que

w4

N

(mjz)N_n = (mJI)N—n(l — Imy(maxicica{z: + yi}))

- CRANCDS

QIV‘mn((:El;yl)) ey ("ETL) yn)) =
(1.4)
Continuando, estimamos a distancia em variacao total entre Qym, € a distribuicao de

n vetores aleatorios bivariados independentes e com idéntica distribuicao uniforme sobre

{(z,y) € N* : 2 +y < m}, m € N, a qual denotamos por P”. Notemos que, fixando-se
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valores de m,n € IN e tomando-se limites em (1.4) quando N — oo, a sequéncia de

medidas de probabilidade {Qnmn : N € IN} converge para P* em quase toda parte.

Teorema 1.2.1 Sejam Qnmn € PP as medidas de probabilidade em ((IN*)", P((IN*)"))

definidas anteriormente. Entdo, paral <n < N,
e 20 -
1@nmn — Prll < =, (1.5)
N
onde ||P — Q|| denota a distancia em variagao total entre P e Q.

Prova Denotando por v a medida de contagem em ((IN*)?, P((IN*)")), temos que Q nmn <

veP: v Assim,

Qe = Pall = [ 1@nmn = Pl =
(INZ)"

2 N—n _ (m+1 N—-n m2 N-—-n »
= (2) N (;)N - 19”(1'/'+/ (13) N iz"dy’
ol )=y () ) - ()" ()

onde Cy = {((1,11), - -+ (T, 9a)) € (IN*)* : maxigrgn{aityi} < m} e Co = {((21, 1),

(@0 ¥m)) € (V)" : maxygiga{ai + v} = m}. Logo,

)Nn (;>—n 1 m+1\"
ey e )

|QNmn — Pl = "

z




Como (mjl)/(mjz> =3 <1, Vm € IN, segue que

[@Nmn — Pl =

1sto €,
»N N+n
2V —a
Q@Nmn — Ppll <2 sup ———=—
ze(0) 1—2
» 2 8 . . N__N+n , & .
Mas, ¢é facil verificar que a funcao f(z) = % € nao-decrescente no intervalo
T : A = : Y — 1 s gN_gN+n 5
(0,1) e que lim; o+ f(z) = 0 e lim,;- f(z) = %. Logo, SUPue(o1) TToav— = W ©
consequentemente,
2n
”Q/an - P:l“ S N | |

Do Teorema 1.2.1, podemos derivar a forma finita do Teorema do tipo de De Finetti
para a versao discreta do modelo (A). Assim, suponhamos que ((X;,Y}),..., (XN, Yy))
sejam vetores aleatérios assumindo valores em IN? com lei Py. Seja T™) = max, <i<N{Xi+
Y;} e suponha que, dado TW) = m, m € IN, ((X,Y1),...,(Xn,Yy)) tenha distribuicio
Qnm (distribui¢ao uniforme sobre y! definida no comeco desta secio). Consideremos P
como antes e seja P, , = [y Prdpu(m) uma medida de probabilidade em ((IN*)*, P((IN?)"))

para uma medida de probabilidade qualquer x em (IN,P(IN)) (é facil verificar que P,
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é, de fato, uma medida de probabilidade). Finalmente, denotando por P, e py a lei da
marginal n-dimensional de ((Xi,Y1),...,(Xn,Yn)), n < N, e a lei de T™) (obtida a

partir de Py ), respectivamente, podemos estabelecer o seguinte teorema.

Teorema 1.2.2 Sejam Py e P,, as medidas de probabilidade definidas acima. Entdo,

eviste uma medida de probabilidade po em (IN, P(IN)) tal que, para 1 < n < N

2n
180 = Puo mll < - (1.6)
Prova Da definicao de P,, temos que
P, :/ QNmadpn(m),
N
uma vez que, condicionalmente a T™") = m, ((X;,Y1),...,(Xn,Yy)) é uniformemente

distribuido sobre x2 (com lei Qnm) e, consequentemente, sua marginal n-dimensional

tem lei @nmn. Assim, para g : P(IN) — [0, 1], temos que

[Pn = Bunll =2 sup  |Po(A) = Puu(A)| =
AEP((N*))

=2 sup
AEP((IN?)n)

/]N Qrmn(A)dpin (m) — /N P;(A)dﬂ(m)'.

Para p = py, segue que

|P.— Punll=2 sup

[ {@umnl4) = P2} dpn(m)| <
AeP((N2)m) /N

< sup [ 2Quma(A) — PA(A)ldjin(m)

AEP((N?)n)
Mas, do teorema 1.2.1, 2|Qnmn(A) — Py (A)] < 2 VA € P((IN*)"), pois

12



|@Nmn = Prll =2 sup  |@nmn(A) — PR(A)] < =

AEP((N2)n) N

Entao,
2n 2n
1Pr = Pasenll < [ Srdian(m) = 1Po = Panall < =

Portanto, existe uma medida de probabilidade po = iy em (IN, P(IN)) tal que || P, —

Pyl <2 paral <n< N. [ |
HO N p

O Teorema 1.2.2 estabelece que a lei da marginal n-dimensional de ((X,, Y1), ..., (Xy, Yv)),
a saber, P,, pode ser bem aproximada, em distancia em variacao total, por uma mistura
da distribuicao de n vetores aleatérios independentes e identicamente distribuidos se-
gundo (1.1), sempre que ((X1,Yi),..., (XN, Yn)), dado maxi<c;icn{X; + Yi} = m, tenha
distribuicao uniforme sobre yV. |

No que segue, obtemos a versao infinita do Teorema do tipo de De Finetti para a

versao discreta do modelo (A).

Teorema 1.2.3 Seja {(X,,Y,)}a>1 uma sequéncia de vetores aleatérios assumindo va-
lores em IN?. Suponha que para cada N € IN e m € IN, a distribui¢cao condicional
de ((X1,Y1),..., (XN, YN)), dado maxicicn{X; + Y;} = m, seja uniforme sobre y».

Entao, existe uma inica medida de probabilidade p* em (IN,P(IN)) tal que Vn € IN e

v((:ﬂhyl)’ R (xna yn)) € (INQ)H

P(Xi=2,Yi=m) .., (Xn =20, Ys = yn)) =

2

“ | avnere) ten (gt ra) o) o
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Prova Seja M = {IP : ((IN*), P((IN*)*)) — [0, 1]}, isto é, o conjunto de medidas de
probabilidade em ((IN?)", P((IN*)")). Considerando a distancia em variacio total em M2,
que denotamos aqui por || ||, o par (M, ]| ||) constitui um espaco métrico com distancia
| . Vamos verificar que os dois lados da igualdade acima correspondem ao limite de
uma particular sequéncia de medidas em M. Consequentemente, pela propriedade da
unicidade do limite em (M, || ||), concluiremos o resultado do Teorema 1.2.3.
Da hipdtese do Teorema e do resultado estabelecido no Teorema 1.2.2, tomando y =
fin, temos que o lado esquerdo de (1.7) corresponde a lei P, e que
2n
122~ Pl < 20
Tomando limites nesta desigualdade (N — co), temos
1im 1y = Py ll =0.
Logo, {P.yn} n>1 converge uniformemente a P, quando N — co, isto é,

Piymn == Py, N — co. (1.8)

Agora, verificaremos que a sequéncia {P,, »}ny>1 possui uma subsequéncia convergente
a medida apresentada no lado direito de (1.7). Para tanto, provaremos que a sequéncia
{un}n>1 € “tight”, o que implicatd o resultado limite procurado.

Para z € IN, temos, para todo N € IN, que
P(X, <Y <z)= /m P (Xl Sanhhsa| max{Xi+N}= m) dpn(m),
pn sendo a lei de max;<;<ny{X; + Y;} como antes. Entao,
P(X, <Y < )= /NQNM({O,...,x}‘Z)d#N(m) "
= Jo ey Q{0 dun(m) + [ Q{0 2} dp(m) <

{0,..2z {22+1,..}

14



< Idpy (m) + Qnmi1({0, ..., 2} )dun(m).
(0,....22} (2241,...)

Para m > 2z + 1, Qnmi1({0,...,2}?) pode ser obtida pela primeira sentenca de (1.4).

Assim,
. ( m42 ) -1 B (m.—}—l N-1
P(X, <z,Y) <z)<un({0,...,22})+ Z > : = ~— | dun(m)
{2041,..} | 2,=0 ;=0 ( ;—) (m+l>
N-1
2 1 t= (nfu)
= un({0,...,22}) /{2z+1, }7(1 1) (m T )m+2) | (T)N dpn(m)
———

< un({0,...,2z}) +/{2$+I,m} (miﬁ;z7i)+ 2)d,uN(m).

Mas, para m > 2z + 1, (m + 1)(m + 2) > 4(z + 1)?. Entao,

1
Pr(X; <z, Y, <z)<un({0,...,22}) +/ —dun(m) =
{2z+1,..} 2

I 1
= P(/\1<1Y1<'c)<2+9p,\r{ yoor2z}), Ve e N, VN € IN. (1.9)

jomo Pr(X; < z,Y) < 2) - 1 quando @ — oo (é uma funcio de distribuicio
bivariada), temos que Ve > 0, Jzo = @o(e) € IN tal que Va > 2o Pr(X, < z,X, < z) >

1 — £. Assim, tomando =z = zg, juntamente com (1.9). segue que
2 ) ) ) 1

I 1
< Pr(Xy <o, Y1 <) < 5t Sen ({0, 220 }) =

Do m

= un({0,...,220}) >1—¢, VN € N.



Como Ve > 0, dzp € IN tal que un({0,...,2z0}) > 1 — ¢ ({0,...,2z0} sendo um
conjunto compacto em IN), VN € IN, segue que {uy}ny>1 é “tight”. Nestas condigdes,
existe uma subsequéncia {yy, }1>1 e uma medida de probabilidade x* em (IN, P(IN)) tais

que puy, — pu* fracamente quando k& — oo, ou, equivalentemente,

/ fdun, i>/ fdw”, quando k& — oo,
N N
para toda fungao continua e limitada (em quase toda parte) f : IN — IR. Em particular,

para f : IN — IR dada por f(f) = [m]n Ilgo,. 6y (maxi<i<n{z: +v:}), que é limitada,

temos que
/ F(0)dun, (9) —i>/ f(0)dp™(8), quando k — oo,
N N
ou,

Py, ((@1,91)5 - -+, (Tn, Yn)) —>/ [m} lo,...0y(max {z; + y:})du(0).
(1.10)

De (1.8), (1.10) e da unicidade do limite de { P, »}n>1, concluimos que

Pal(z,32)s - (amym) = [ [(0 H)Z(,, +.2)] ... {o: + i} )du*(0).

Portanto, ¥n € IN e Y((z1,y1), ..., (Tn,yn)) € (IN?)",

Pn((:rl,yl),---,(fvn,yn)):/IN [(9+1)2(9+2)J Io,... 0}(111;%‘52{171"l’yi})dﬂ*(a)a

Verificamos, finalmente, a unicidade de p*. Para N, ¢t € IN, temos

un({0,... t}) = P (ma\ (X +Y]) < t) (ﬁ{XnLYi < t}) -

1<i<N :
=1

=P {((Ilvyl)’- . -,(QUN,'.UN)) € (INZ)N Fx Yy S ta 1= 1" : '71\]}J =
Hie
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_ 3 / [m] o (max (o -+ w}) du'(0) =

((z1,91) (T NyuN) ) EH vy

9 N *
= /,N (( > — [m} Io,....0) (ma\ {z: + j,})) dp™(9)

(z1,91),0(TN YN
214V
Como a soma interna da integral acima é 1 para § < t e [%] para f > t, segue

que

(t+1)(t+2) .
un({0,...,t}) = /{0 4 Ldp™(0) + 1 [m} du(0) =

. t+1(+2)]" | .
=y ({0,...,t})+/{t+l'm} [m] du*(9) .

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, a segunda parcela do lado direito da igual-

dade acima tende a zero quando N — co e, conseqiientemente,

lim pun({0,...,t}) = u*({0,...,¢}).

N—co

Assim, {pn}n>1 possui limite, completando a prova do teorema 1.2.3. [ |

A partir do Teorema 1.2.3 podemos derivar a representaciao preditivista para outro

modelo discreto cuja distribuigao de probabilidade é dada por

2(z+1)
(0+1)(0+2)

Prob{Z = z| 0} =

A obtengao deste resultado consiste basicamente na construcao de um novo processo

estocastico {Z,}n>1 a partir de {(X,,Y,)}as1 definindo Z, = X, + Y, Vn € IN, e na

especificacao de convenientes condicoes sobre {Zn}nz 1 resultantes da uniformidade sobre
XN, VN, m € IN, para o processo original {(X,, Yo) bt

Destacamos que se (X, Y1), ..., (Xu, Yx), NV > 2, sio vetores aleatérios independentes

. . . . " s 2 - # - - .
e identicamente distribuidos assumindo valores em IN*, entao ((X},Y1),...,(Xy,Yy)) é
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uniformemente distribuido sobre XZ, dado que max;<i<n{Xi+Yi} = m, se, e somente se,
(X:,Y;),2=1,..., N, tem distribuicao uniforme em {(a,b) € IN* : ¢ +b < k} para algum
k € IN (a demonstragao deste resultado é apresentada no capitulo 2).

As formas finita e infinita do Teorema do tipo de De Finetti podem ser generalizadas
para o caso de um vetor aleatério d-variado, d > 2, uniformemente distribuido sobre
{(z1,...,2¢) € N* : 2y +--- 4+ 24 < 0}, & € IN. Isto é, podemos derivar resultados
analogos aos Teoremas 1.2.2 e 1.2.3 para o modelo cuja distribuicio de probabilidade é

dada por

. : 1
Pl-ob{x\1 = flfl,...,_/\d = Ty | 9} = (9_|_—4)H{(a1,---,ad)EIl\I":a1+~-v+ad§0}(:Bl""71"4) (1.11)
d

Os resultados para o modelo.em (1.11) podem ser obtidos de uma maneira similar ao
caso d = 2. A titulo de ilustragao, enunciamos (sem demonstracao) a forma infinita do

Teorema do tipo de De Finetti para este modelo.

Teorema 1.2.4 Seja {(X},...,X%)}.s1 uma sequéncia de vetores aleatdrios d-variados,
d > 2, assumindo valores em IN®. Suponha que para cada N € N e m € IN, a distribuicdo
condicional de ((X{,...,X{),...,(XN,...,X%)), dado max,<;cn{X} + -+ X?} = m,
seja uniforme sobre {((z},...,2¢),...,(z},...,2%)) € NV : max,cien{at+- - -+2i} =
m}. Entdo, existe wma medida de probabilidade p* em (IN,P(IN)) tal que Vn € IN e

V((z], ..o 2, .. (2, .. 2) € (INY)”

Il

P((X] =zf,...,X{=2)),... (X! =al,... X! =z%))

— 1 ’ - ol .d *
= /IN {@J H{o,...,o}(lréli%'l\v{ai bRk o fbi})(]l‘ (0).

No que segue, derivamos as formas finita e infinita do Teorema do tipo de De Finetti

para a versao continua do modelo (A).



1.2.2 Caso continuo

Consideramos, a partir de agora, a versao continua do modelo (A). Sua funcio densidade

de probabilidade é dada por

F

f(=z,y]0) = EH{(a,b)ERi_:a-l—-bgﬁ}(way)' (1.12)
O suporte de (1.12) é esbogado abaixo para § = 4.

y
|

0.4)

(4,0)

Para obtermos a representagao preditivista deste modelo, procederemos como na sub-
secao 1.2.1, primeiro derivando a forma finita do Teorema do tipo de De Finetti e, entdo,
sua forma infinita. Assim, consideremos o conjunto XV = {((z1,v1)...,(zx,yn)) €
(R})N : maxicien{z; + i} = m}, m > 0. Construiremos, a seguir, uma medida de
probabilidade uniforme sobre .

[nicialmente, destacamos, visando a construcao de uma medida de probabilidade uni-

forme sobre Y, que A xN
Y 1 Z m

m)

) = 0. Isto implica que a maneira mais natural de cons-

truirmos uma medida de probabilidade uniforme g sobre um subconjunto compacto B de
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AN (AnB)

NI A € B((IR*)V), nao é adequada no presente caso. Por-

(IR*)V, a saber, u(A) =

tanto, vamos introduzir um enfoque um pouco diferente, baseado no trabalho de Iglesias

et al. (1998).

Formalmente, seja x¥ definido como antes. Consideremos os conjuntos M;(m) =
{(@191) s (o)) € (REWY : ity = myzs +y; < myj £ i} i = L., .
E claro que XN = UX, My(m). Para cada i = 1,..., N, consideremos a “projecio”

¢' = (R*)Y — R* 2 dada por

S’Qi(((xhyl) ey (mJV’ ylV))) - ($1,y1, ey :Ei—lyyi—lyxi-f-l)yi-l-l) .. 7x/Vay1V)

Seja A = xN N B((IR*)Y) uma o-dlgebra de subconjuntos de y~. Considerando os

espagos de medida (xN, A, u;),i=1,...,N, onde y; : A — R é dada por

1i(A) = dan_2 (' (A N M;(m))), A€ A, (1.13)

podemos definir @y, : A — [0,1], uma medida de probabilidade em (x,A), tal que

N
~ Lo (A
Qnm(A) = Z;",(V__)l Ae A
N (=)
Finalmente, definimos Qn, : B((IR*)N) — [0, 1] por
Qum(B) = Qnu(BN L), B e B((R)M). (1.14)

A medida de probabilidade Qny, em ((IR*)Y, B((IR?)")) chamamos de distribuicio
uniforme sobre yﬁ){ Notemos que se ((X1,Y1),...,(Xwy,Yn)) tem lei Qu,, entao suas
marginais bivariadas (X1,Y}),...,(Xy, Yy) sao permutaveis.

Analogamente a subsegao 1.2.1, continuamos estimando a distancia em variacao total

entre a lei da marginal n-dimensional de Qn.,, n < N, que denotamos por Qymn, € a
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lei de n vetores aleatdrios bivariados independentes e com mesma distribuicao uniforme
em {(a,b) € ]Ri ca+b<m}, m>0. Para isto, estabelecemos uma caracterizacio de

uniformidade que sera de grande importancia na sequéncia.

Proposigao 1.2.1 Sejam (U, Vi),...,(Un, V) vetores aleatorios independentes assu-
mindo valores em IRi, cada um uniformemente distribuido sobre E = {(a,b) € IR} :
a+b< 1} Seja S = maxicien{Ui + Vi, Xi = 255 e Y= 2%, i =1,...,N, com
m > 0. Entao, ((X1,Y1),...,(Xn,Yn)) € 0 tnico vetor Qnm,-uniformemente distribuido

em xN.

Prova Seja @) a lei de ((X1,Y)), (X, Ywn)). Claramente, Q(xY) = 1, pois X; 4+ Y; =

“ e ey

m(g(";)v‘) <m,Vi=1,...,N, e, para j € {1,...,N} tal que S™ = U; + V;, temos
que Xj +Y; = m e, portanto, ((X1,Y1),...,(Xn,Yn)) € UL, M;(m) = x¥. Para

A€ B((R*)M),

N
Q(A)=P(((X1,Y1),...,(Xn,Yn)) € A)=P (U A,) ;

=1

onde A; é o evento ((X1,Y1),...,(Xn,Yn)) € AN M;(m). Entéo,
N N
Q(A) = P (U Ai) =3 P(A), (1.15)
=1 t=1

onde a tltima igualdade segue do fato que Aon_z(0'(M;(m) N M;(m))) = 0, para i # 7.

Calculemos, entao, P(A4;).
P(4;) = P((X1,Y1),..., (XN, Yn)) € AN M;(m))

= P(X; +Yi=m, o' (X1, Y1), ..., (Xn, YN))) € ¢ (AN Mi(m))) =

m

m 2 3 J ) /
_p (W(U,- + V=1, 40 (S(N)((Ul, Vi), (Un, VN)))> € o (AN M.i(-m))>




U, Vi), ..., (U, vN))) € (AN Mi(m))

; m
=P | ({U;i+V; <Ui+Vi} o (m((

JF#

B ¢
Mas, se ((r1,51)...,(rn,sn)) € C, entao '"SATV") <m,Vk=1,...,N, k # 1, isto é,
rk + sk < Ui+ Vi, Vk # 4. Logo, ((r1,51),. .., (rn,s8)) € iU + V; < Ui+ Vi} =

implicando que C' C B. Portanto,

,((Uh Vl)’ R} (UN, VN))) € (,QI(A N IV[Z'(TH,))> ==

(U1, V), (UN,V}V))) € (AN Mi(m))|Ui=a, Vi= b) 2dadb,

lembrando que (U, V;) tem fungao densidade de probabilidade dada por (1.12) com

6 = 1. Como os vetores aleatérios (U, V), ..., (Uy, Vi) sao independentes, segue que

P(4) :/;PQQ (a+b((U1,V1) ,(UN,MV)))epf(AnM,-(m))w,:a,v,-:b) 2dadb

_ 2 'V
/[/ Ar‘u\/](m))f,Z(a,b)d/\zN—Q} dadb, (1.16)

€ a funcao densidade de probabilidade do vetor (2N — 2)-dimensional

onde fZ

&(a,b)

Zap) = (cpi (a+b((Ul,X ), . .,(UN,VN))>) _

= Py b(Uh Vi s Ui, Vie1, Uigr, Vi, - - - Uy, V).

N
SV}



Pela hipétese da proposicao e aplicando o método do Jacobiano para transformacoes

de vetores aleatorios, obtemos que

2N -2
f se=s a + b r)[\’—l
’ Z(a,b) m

Entao,

b 2N -2
/ [/ (“+ ) zfv—lclAQ,V_z} Fdudb =
Aﬂ!\[

')IV b 2N -2 .
= s (AN M) s =

2N/\-2 -2 Qﬂi AN IV[,‘ m ) .
_ N (Tnz(N_2 ( )) E(a+b)2N 2dadb=>

Aen—2 (@' (AN Mi(m)))

N (= )Nl

Substituindo este resultado em (1.15), obtemos

= P(A,') =

S danv—a(@ (AN XN N Mi(m))) TN (A k)

Q(A) = N—1 = i = Qum(ANXN) =
V(3 ¥ ()
= Q(A) = QNm(A)-
Assim, ((X1,Y1),...,(Xn, Yn)) é Qnm-uniformemente distribuido em y. |

A Proposicao 1.2.1 estabelece que um vetor aleatorio N-dimensional com lei Q ., pode
ser caracterizado como uma funcao de N vetores aleatérios bivariados independentes e

identicamente distribuidos com distribucao uniforme em E.



A seguir, apresentamos a distribuicdo da marginal unidimensional de @y, a qual
denotaremos por @nmi (para 1 < n < N, denotamos a marginal n- dimensional por
@Nmn)- Mais precisamente, exibimos Q1 em termos de sua funcao de distribuicéo.

Este resultado figurara na demonstracao do Teorema 1.2.7 adiante.

Proposicao 1.2.2 Seja ((X1,Y1),...,(Xn,Yn)) um vetor aleatorio uniformemente dis-
tribuido sobre xX. Entdo, a fung¢io de distribuigio de sua marginal unidimensional,

(X1,Y1), € dada por

(0, min{z,y} <0
(N—-1) 2ay

27

N m?
I (N—-1) 2zy—(z+y—m)?

min{z,y} >0 ex+y<m

PX) <z Y1 <y)=<¢ — 4 - , 0<z,y<meax+y>m
Yooty minga, 70 i
N’*’ ( 1\7 ) ] ni““{“’af/}( T:an— mm{a,,y})’ m?n{nj,y} < m < max{z,y}
1 min{z,y} > m.

Prova Provamos o resultado para o caso z,y € IRy tais que z + y < m (os demais casos

podem ser provados de maneira similar).

P(/Yl S CU,}/] S y) = Qle((-—OO,:L'] X (—oo,y]) =

= Qnm | ((—o0,2] X (—00,y]) x (IR,2)N_1

Da definicao de Qu,,, temos

(D) — Tkzdan ale'D g0 M)

v (=)™

pois D N M;(m) = 0. Como D N xN N M;(m) = ([0,z] x [0,y]) x EN-!, onde E,, =

P

{(a,b) € IRi ta+b<m}, para 1 # 1, segue que

Qum(D) = ims Aanv—2(([0, 2] x [0,y]) x EN=?) _

j\f( )N 1
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_ I (0,1 x [0,9) Da(Bn) 7 Siaay (F)
- 2\ N—1 - m2\ V-1
N (z) N (z)
(N —=1)2azy
= Qwn(D) = N m?’
concluindo a prova. |

7 -
N) = maxi<i<n {Xi + Y}, um

No que segue, derivamos a funcao de distribuicao de 7'
resultado que tera um papel relevante na obten¢ao da forma finita do Teorema do tipo

de De Finetti para a versao continua do modelo (A).

Proposicao 1.2.3 Seja ((X1,Y1),...,(Xa, Yn)) um vetor aleatério com lei Qnpmn. Entao,

a funcgio de distribuicio de T = maxlg,'g,{{X,- + Y.} € dada por

0 : ' ,t <0,
_ 2n
P <3y =¢ LT ()" Jo<t<m,
m
1 , t>m.

Prova Para t € (0,m) (as outras duas situagdes sdo triviais), temos que

P(T™ <t) = P(ﬁ{XﬁrY}gt}) =

=1

N n
= P (U [ﬂ {(Xi+Y;<t}n {11%1@;,{1\;- +Yi} =X+ Yk}D =

k=1 Li=1

N n
= ZP({ma»x{XiJrYi}:Xk+Yk}ﬂ{Xi+K~St}) -
i=1

b=l 1<i<N

= ip(ﬂ{Xi‘l‘Y;'SfYk‘f'n'}ﬁ{Xi‘l‘th})'

k=1 itk i=1

Da Proposicao 1.2.1., segue que

N n /.
P(T <t) = ZP(ﬂ{U;Jrvz-SUHVk}ﬂ{U,-w;s——“U“”")}) =
=1

=1 i£k L

[N}
(@7



Como t < m, segue que as n primeiras parcelas da soma acima sio todas iguais a zero.

Portanto,

{U,-+MSM}” N {U,-+V1-§Uk+vk}) =

Ll i>n+1,izk

Up =z, Vi = y2dady

i/EP(ﬁ{inst(Hy)}ﬂ N {Ui+Vi<z+y}

[— e i>n41,i#k

Como {(U;, V;)}Y, sdo independentes com mesma distribuicao uniforme em E, segue

que
P(T™ <t) =
N t(x "
=y / [P (Ul py < Hot y))} [P(U, + Vi <z +y)]V """ 2dady =
k=n+1 E m
2n
_ iv: / l:t('[z' + y)] (’L 1 )‘21V—2n—22dmdy —
k=n+1 E m .
i\’: 2n ON o i\/: 1 £\ 2n
= 2 (—) / (z 4+ y)*" “dady = — (—) =
k=nt1 N pemg1 1V AT

. N—n [t\?

» P <= =2 (1)
concluindo a prova. [ |



Proposigao 1.2.4 Seja ((X1,Y1),...,(Xn, Yn)) wn vetor aleatorio com lei Qnmn, dado

m > 0. Entio, T™ = maxicic,{X; + Yi} ¢ uma estatistica suficiente para a familia

{QNmn :m > 0}.

A fécil demonstragao da Proposicao 1.2.4 é aqui omitida. Continuando, estimamos
agora a distancia em variacao total entre Qnmn € a lei de n vetores aleatérios bidimensio-
nais independentes e com mesma distribuicao uniforme sobre {(z,y) € IR?I_ cx+y <m},

a qual denotamos por PZ.

Teorema 1.2.5 Sejam Qnmn € PP as medidas de probabilidade em ((]Rz)”,B((IRz)"))
definidas anteriormente. Entdo, paral <n < N,

4n

mn — Pl < —.

”QIV m” = IV
Prova | facil verificar que T = maxi<i<n{Xi + Yi} é suficiente para a-familia {P" :
m > 0}. Assim, 7" é suficiente para ambas as familias {Qnmn : m > 0} € {P : m > 0},

o que implica, de acordo com uma propriedade da distancia em variacio total, que

“QNmn - P':z” = ”QNmn.T - P:L,T”’

m

onde QNmn(Pp 1) € 3 QNma(Pr)-lei de T(M. Assim, vamos avaliar ||Qnmn,r — Prrll =

2sup gep(ry |@Nmn,1(B) — P, 7(B)|. Como

In—
N —n 2na®!

mn B :/ mn B
@nmnz(B) Bn(o,m) N men da+ Qnmnr(B N {m}) e

2na®*1
n —
m,T(B) —/ — da,

Bn(o,m) m~

segue que

”Ql\’mn,T - P:l,T” =2 sup |QNm'n,T(B) - P:L,T(B)l =
BeB(IR)
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N —n 2nae?"! 2na?"!
=2 su / da + mnT(BN{m —/ ——da| <
BEBER) Bn(O,m) N m2n @ ’T( { }) Bn(0,m) m?*" -
N —n2na®! : 2na*1
<2 sup - LG da— ———dd+2 sup |Qnmar(BN{m})|
BeB(R){ Bn(0,m) IV m BN(0,m) M BeB(R)
2na’n!
<2 sup / ll—:)nda + 2QNmar({m}) <
BeB(R) JBN(0,m) N m
. _)/ n 2na® ! o+ 2n  4n N Pl < 4n
2 ————da 4+ — = — s — —.
= “Jom N m?n N N N mll = "pg

Podemos, finalmente, estabelecer a versio finita do Teorema do tipo de De Finetti
para a versao continua do modelo (A). Como ném subsecao 1.2.1, Py denota a lei do ve-
tor aleatério N-dimensional ((X}, Y1),...,(Xy, Yn)), cuja distribuicao condicional, dado
max <i<y{X; + Yi} = m, m > 0, é uniforme sobre ,\/Z. Consideremos P como antes e
seja Pun = Jr, Prdp(m) uma medida de probabilidade em ((IR?)", B((IR*)")) para algu-
ma medida de probabilidade 2 em (IR4, B(IRy)). Finalmente, denotando por P, a lei da
marginal n-dimensional de Py e por py a lei de T3V = max; <i<y{Xi+Yi}, estabelecemos

o seguinte teorema.

Teorema 1.2.6 Sejam Py e P,, as medidas de probabilidade definidas acima. FEntdo,

existe uma medida de probabilidade 1o em (R4, B(IRy)) tal que, para 1 <n < N

4dn

Fo— Pia| € —
1Pn = Pl < 37

[\V]
[07s]



Prova Da defini¢ao de P,, temos que

Pn = / QNmnd,UN(m)v
Ry

pois, condicionalmente a 7'™) = m, (X, Y}),..., (X, Yy)) é uniformemente distribuido

em xN. Assim, para p : B(IRy) — [0, 1], temos

”Pn—lj;t,n“ :2 SUP IPn(B)_PH-,TL(B)I =
BeB((IR*)")

=2 sup
BeB((IR*)")

Q,an(B)dﬂN(m)—/m P;(B)du(m)’.

Ry

Para g = un, segue que

|1Pa — Puynll =2 sup
BEB((R?)")

%

/]R+ [@Nma(B) — Pr(B)]dun(m)

<2 sup [ |Quma(B) — Pa(B)ldun(m) < T,
BEB((IRQ)") Ry N

onde a ultima desigualdade segue do Teorema 1.2.5. Portanto, existe uma medida de

probabilidade po = py em (Ry, B(Ry)) tal que || Py — Pyl < 3, paral <n < N. W

O ultimo teorema estabelece que a lei da marginal n-dimensional de ((X;,Y;),...,
(Xn,Ywn)), a saber, P,, pode ser bem aproximada por uma mistura da distribuicio
de n vetores aleatorios bivariados independentes e identicamente distribuidos uniformes
em {(z,y) € R : 2 +y < m}, m > 0, sempre que ((X;,V1),...,(Xn,Yy)), dado
maxi<i<y{X; + Y;} = m, tem distribuicdo uniforme sobre .

Na sequéncia, obtemos a versao infinita do Teorema do tipo de De Finetti para a

versao continua do modelo (A).



Teorema 1.2.7 Seja {(X,,Y,)}n>1 uma sequéncia de vetores aleatorios bivariados to-
mando valores em IR?l_. Suponha que para cada N € N e m > 0, a distribui¢io condicio-
nal de ((X1,Y1),...,(Xn,Yn)), dado max,<;<n{X; + Y} = m, seja uniforme sobre x.
Entdo, existe uma nica medida de probabilidade p* em (R4, B(IRy)) tal que Vn € IN e
B € B((IR*)")

P(((X0, Vi), oy (X Vo)) € B) = [ P(B)A(0) (1.17)

+

Prova A demonstracao é analoga a prova do Teorema 1.2.3, na subsegao 1.2.1. Neste caso,
seja M = {IP : ((R*)", B((IR*)")) — [0, 1]} e denotemos por || || a distancia em variacio

total em M?. Vamos verificar que os dois lados da igualdade em (1.17) correspondem ao

limite de { P, »}n>1 em M. Primeiro, da hipdtese do teorema e do resultado do Teorema
KN, z ’ p

1.2.6, tomando po = pn, obtemos que

hm [Py — Byl =0

N—co

ou, de maneira equivalente,

Piym — P,, quando N — co. (1.18)

Em seguida, verificamos que {uy ty>1 € “tight” o que implicara a convergéncia fraca
) > )

de {P,yn}n>1. Paraz >0e VN € IN, temos que

P(Xi oY <a)= [

s, P (Xl L5, <z | lrsnizgi{{/\’,- +Y}= m) duy(m),

onde py € a lei de max,<;<n{X; + Y;}. Entao,
P(X, <2,V <2)= /]R Qnm1([0,2)*)dpn(m) =
+
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= » ]Qle([O T d,uN —I—/ Qnm1([0, ’L] Ydpn(m) =

Ldpw (m) + ~/(2x " Qnm1 ([0, z)*)dpn (m). (1.19)

:>P(/\,1 Sxy)/lg,v)g
[0,27]

Para m > 2z, Qnmi1([0,2]?) pode ser obtida da Proposicao 1.2.2:

iy (N —1) 222
Q,‘vml([o,l] ) = T‘Inz .

Substituindo a expressao acima em (1.19), obtemos

N -1
PO <o ¥ <a) <pn((0,2e) + [ D20y <
(2z,00) N m2

222
< un([0,2z]) + Fd;t,\;( m).

(2z,00)

‘7:L' 222 1 =
=5 < {= = 5. Entao,

1
P(X, <a,Y) <z) < un([0,22]) + /(2. 5 Sdun(m) =

+ ,LLN([O,Q.’B]), VYN € N, Vz > 0. (1.20)

DD | =
DN | =

= P(X, <1:Y1<”c)§

Como P(X, < ,Y; <z)— 1, quando & — oo, temos que Ve > 0, dzo € Ry tal que
Va > 2, P(X) <2,Y) <2) >1— 5. Assim, de (1.20) e tomando z = z¢, obtemos

I 1
1 - - < P(X; <2o,Y;1 <) < 5 + ;#N([O,Ql’o]) =

IR

= un([0,2z0]) > 1 —¢

e, portanto, {un}n>1 € “tight”, implicando que existem uma subsequéncia {un, Fr1
e uma medida de probabilidade p* tais que
/ Fdpen, L>/ fdp™, quando k — oo,
Ry Ry
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para toda funcao f : IRy — IRy limitada e continua (em quase toda parte). Tomando

f(0) = Pg, segue que
/ Pprdpy, (0) = Pe dp”(0), quando k — oo,

isto €,

“NA o —>/ Ppdu*(0), quando k — co. (1.21)

De (1.18), (1.21) e da unicidade do limite de {P,, »}n>1, resulta que
Po= [ Ppdu(0
R, 5 du”(0)
Portanto, Vn € IN e VB € B((IR*)"), existe u* : (IRy, B(IRy)) — [0, 1] tal que
P(((X0, Y1), (Xo ) € B) = [ PR(B)Aw”(0)
+

Verifiquemos, finalmente, a unicidade de p*. Para N € IN e ¢ > 0, temos

pn([0,2]) = P (ma\ (Xi+Y}< t) (ﬁ{/\’i +Y: < t}) =

1<i<N i=1

=P | {((z1,92),---,(zN,yn)) € (IRQ)N ity <t, t=1,...,N}| =
Hpy,

= | PN(Hy)du"(8 / HPg ({X: +Y; < t})du(0).

Ry Rt io1

Mas, para 0 < t, Py({X; +Y; <t}) =le, para 0 > t, B({Xi+Y; < t}) = (£)’. Logo,
p ! g

2N

pn([0,t]) = /[o,z] Ldp™(0) + /(t,co) (g) du”(0).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que a segunda parcela do lado direito

da altima igualdade tende a zero quando N — oo e, conseqiientemente,
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Jim un(0,4) = [ 1" (0) = ([0, 1))

?

Assim, {py }n>1 possui limite, concluindo a prova. |

A partir do Teorema 1.2.7 podemos derivar a representacao preditivista para a distri-
buicao Beta (2,1) com pardmetro de escala 8 (dizemos que X tem distribuigao Beta (2.1)
com parametro de escala 0 se % tem distribuicao Beta (2,1)), cuja funcao densidade de

probabilidade é dada por

3

V)
I\

f(210) = 23 10,0)(=)

A obtencao deste resultado consiste basicamente na construcao de um novo processo

estocdstico {Z,}n>1 a partir de {(X,,Y,)}n>1 definindo Z, = X, +Y,, Vn € IN, e na
especificacao de convenientes condicoes sobre {Zn}nzl resultantes da uniformidade sobre
Xm» VN,m € IN, para o processo original {(Xy, ;) nsi.
As formas finita e infinita do Teorema do tipo de De Finetti podem ser estendidas para
o caso de um vetor aleatorio d-variado, d > 2, do mesmo modo que na subsecao 1.2.1.
Podemos derivar resultados similares aos Teoremas 1.2.6 e 1.2.7 para o modelo cuja funcio
densidade de probabilidade é dada por

d!
f‘(l‘l, .. ,Idle) == e—dﬂ{(alx-“vad)emi:a1+"'+ad39}(xl7 » 5 e ,.’Ud). (122)

Os resultados para o modelo em (1.22) podem ser obtidos sem dificuldades procedendo-
se como na subsecao 1.2.1. Para encerrar esta secao, enunciamos a forma infinita do

Teorema do tipo de De Finetti (sem prova) para o modelo acima.



Teorema 1.2.8 Seja {(X.,..., X%)},51 uma sequéncia de vetores aleatdrios d-variados,
d > 2, assumindo valores em IRi Suponha que para cada N € IN e m > 0, a distribuicdo
condicional de ((X{,...,X{),...,(X},..., X%)), dado maxicicn{X} + -+ X¢} =m,
seja uniforme sobre {((z},...,2%),...,(zk,...,a%)) € (RY)N : maxicien{a! + - +
z{} =m}. Entdo, existe uma medida de probabilidade u* em (IRy, B(IRy.)) tal que Vn € IN

e VB € B((RY)V)
P((XY,.. ., X, . (XL, ..., X%) € B) = /]R+ Pr(B)du(8),

d . L e e .
onde Py € a lei de n vetores aleatdrios independentes e com distribui¢io comum uniforme

em {(ai,...,aq) € IRi car -+ ag <0}
1.3 Distribuicao Uniforme no Circulo

Nesta secao, obteremos a representacao preditivista do modelo (B). Sua funcio densidade
de probabilidade é dada por

1
f(z,yl0) = W—HQH{(a,b)em%aubzgez}(% Y)- (1.23)

O suporte de (1.23) é esbogado na sequéncia.

Procederemos do mesmo modo que na secao 1.2. Assim, vamos considerar o subcon-
junto de (R*)N xI = {((z1,11),.., (v, yn)) € (RN @ maxicicn{z? + 32} = m?},
m > 0. Vamos definir uma distribuicdo uniforme sobre '~ analogamente aquela especifi-
cada em (1.14). Para isto, consideremos os conjuntos M;(m) = {((z1,11),-- -, (zn,yn)) €
(RHN : a2 4y? = m?, 13+y]2 <m?j#i},i=1,...,N, eas “projecdes” ' e medidas y;,
©=1,..., N, introduzidas na se¢ao 1.2. Podemos, entao, definir a distribuicio uniforme

sobre X, Qnm : B((IR*)N) — [0, 1], por



S (BN
n(B) = &2 X
Qvm(B) N(mm?2)N-1

, B B((R)V). (1.24)

Pode-se facilmente checar que se um vetor aleatério (X1, Y1),..., (XN, YN)) é unifor-
memente distribuido em x¥, entao suas marginais bivariadas (X1, Y1),...,{ XN, Yy) sdo
permutaveis.

Continuando, enunciamos agora trés proposicoes que serao utilizadas na estimacao da
distancia em variacao total entre a lei da marginal n-dimensional de Qnm, n < N, a qual
denotaremos por Q) Nma, € a lei de n vetores aleatorios bidimensionais independentes com

distribuicio comum uniforme sobre {(a,b) € R : ¢ + b* < m?}.

Proposicao 1.3.1 Sejam (Uy, V}),...,(Un, Vi) vetores aleatorios independentes com dis-

tribuigio comum uniforme sobre o conjunto E = {(a,b) € IR* : a*+b* < 1}. Seja

SV :\/maxlg,-g,v{Ul?—l—Vi?}, X = g}—f&) eY; = ;”T}V/%, 1=1,...,N, comm > 0. FEntdo,

(X1,Y1),...,(Xn,Yn)) € o tinico vetor Qnm-uniformemente distribuido sobre .

Prova Seja @ a lei de ((X1,Y}),...,(Xn,Yn)). Claramente, Q(xY) = 1. Para A €
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B((IR*)™), .
mM:P«MLK%“J&Wm”em:P(UAJ,

A; denotando o evento ((X1,Y]),...,(Xwn,Yn)) € AN M;(m),i=1,...,N. Entao,

Q(A) =P (U ,4,~> — i:P(Ai), (1.25)

=1

onde a tltima igualdade decorre do fato que Aoy _o('(M;(m) N M;(m))) = 0, para i # j.

Calculemos, entao, P(A;).

P(A) = P(((X1, Y1), ..., (Xn, Yn)) € AN Mi(m)) =

m .
S S(N)((Uhvl)’--'7(UN7VN))) €@'(AN Mi(m))) =
= P<5'(N)=\/U;2+Vf,99i( ;n (U, W), .. -,(UN,VN))) € p'(AN M,-(m))) =
U +V?

_p ﬂ{JUfwﬁsJU?M?},@‘(J%«UI, W, .. (Un, VN))> € S AN M{m)

J#t

B C /

Como na subsecao 1.2.2, nao é dificil verificar que C' C B. Portanto,

P(A;) =P (soi (—m—((Ul,W),---,(UN,VN))) € (AN Mi(m))) =

= / P (c,oi (L((Ul, i)y, (Un, VN))) E(,ai(A N M;(m))|U;=a, V,-:b) ldaclb,
E T

JURHV?

pois (U;, Vi) tem fungao densidade de probabilidade dada por (1.23) com 0 = 1. Pela

independéncia dos vetores aleatérios (Uy, V1), ..., (Uy, Vy) segue que

: m i , . 1
P(A;) = /E P (tp‘ (\/%W((Ul, ), (U; ,VN))) €p'(AN M,-(m))) ;dadb
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1
= / [/ fZ d)\gN_Q:l —dadb,
JE |Jo'(ANM;(m))  &(ab) ™

onde fZ é a fungao densidade de probabilidade do vetor aleatério (2N — 2)-
X (a,b)

dimensional

- m
Lap) = @' (W((Ul) 1),--.,(Un, V)v))) =

m
= W(Ula‘G)""Ui—l? ‘/;—17Ui+1‘/i+1)' ")(]]V)‘/I\’)'

Pela hipotese da proposicao e aplicando o método do Jacobiano para transformacoes

de vetores aleatorios, obtemos que

(a2+b2)N—1 1 N-—1
Ziawy  m2N-2 <;> '

Entao,

2 4 p2)N-1 g N-1 1
P(A) = [ { /) (459" () d/\-zN_z} ~dadb =
E |Jo'(ANM;(m)) m s m

(2 xil b? N-1 .
_ [E %,\m_z(@l(m Mi(m)))dadb =

Py — Aev=2(@ (AN Xy 0 Mi(m))) _ p(AN xy)
= P(A) = N(mm?)N-1 - N(mm?2)N-1"

Substituindo a expressao acima em (1.25), resulta que

_ Zf\;l ,Ui(A N XQ?./)

N(amiv-1 Qun(ANXN) = Qnm(A).

Q(A)

Assim, ((X1,Y1),...,(Xy,Ywn)) é uniformemente distribuido sobre x. ]
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Como podemos ver, a proposicao 1.3.1 fornece uma caracterizacio da lei Qy, em
termos de vetores aleatérios independentes e identicamente distribuidos.
Apresentamos, na sequéncia, a funcao de distribuigdo da marginal unidimensional de

@Nm (como antes, para 1 < n < N, denotamos a marginal n- dimensional de Quy,, por

QNmn)-

Proposicao 1.3.2 Seja ((X1,Y1),...,(Xn, Yn)) um vetor aleatorio uniformemente dis-
tribuido sobre x. FEntdo, a fun¢io de distribuicio de sua marginal unidimensional,
(X1,Y1), € dada por

0,se min{z,y} < —m ouz,y <0 com 2? + y* > m?

P(X,<2,Y,<y) =

L (N = DAn(((—00, 2] x (=00,4])1 Bo)
N * : Nmm? y

Prova Tomemos z,y € IR.

P(Xl <z, ¥ < y) = Qle((_OOvT] X (_Oo)y]) =

= Qnm(((—00,2] x (=00, y]) x (R*)")
D

Da definicao de @y, temos

v 2 davoa(@'(D N XN 0 Mi(m)))
QNm(D) - N(7rm2)N‘1

_ dawea(@ (D0 My(m))) + 5, dawalg(D 0 Mim)))
N N(mm?2)N-1

Se DN My(m) # 0, entao o' (D N xN N Mi(m)) = BN~1, onde B,, = {(a,b) € R?:
a®+6* <m?}. Além disso, o' (D NxN N M;(m)) = ((((—oc0, 2] x (=00, y]) N By)) x BN-2,
para ¢ # 1. Notando que D N M;(m) = ¢ se, e somente se, min{z,y} < —mou z,y <0

N Y .
com z” + y* > m?, segue que



_ danv—2(BRY) + T, Aav—s(((((—00, 2] X (—00,y]) N Br)) x BN-?)
N(rm?)N-1

QIVm(D)

Pa(Bo)IN ™! + I, Aa(((=00, 2] X (=00,y]) N Br) o Bu)]V* _
N(mm?)N-1

_ ()N 4 7 M(((—00,2] X (—00,y]) N Byy)(wm?)N -2
B N(rm?)N-1 o

= Qum(D) = % il 1)/\2(((—07\,[:;17; (=00, )1 Bn)

se DN My(m) # ( (caso contrario, a parcela + nao figura na expressao de Q. (D)).

my2
)

Em particular, se z € (0, ), temos

1 N —1 : 22 Z z/m? — 22
P(AXIS.’L‘,YI S;I;):—+< )(3_{_ T —arcos("l)+1 m ”I’>'

N N 4 Tm? T T m?2

Proposigao 1.3.3 Seja ((X1,Y1),...,(Xa, Yn)) um vetor aleatdrio com lei Qnpmy. Entao,
a fungio de distribuigio de T™ = max,<;c, {\/X? + Y2} € dada por

0 , t <0,

1 , 1> m.

A demonstragao desta proposiciao é omitida pois é similar a prova da Proposicao 1.2.3.
Proposicao 1.3.4 Seja ((X1,Y1),...,(Xn, Yn)) um vetor aleatorio com lei Qnmyn, dado

m > 0. Entdo, T = maxlsiSn{\/X? + Y?} € wma estatistica suficiente para a familia
{Q/an m > O}.
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A demonstragao da Proposicao 1.3.4 é aqui omitida. Estimamos agora a distancia
em variacao total entre Qymn, € a lei de n vetores aleatérios bivariados independentes
e identicamente distribuidos uniformemente sobre {(a,b) € IR* : a? + b* < m?}, a qual

denotamos por P”.

Teorema 1.3.1 Sejam Qnmn € P) as medidas de probabilidade em ((IR*)™, B((IR*)"))
definidas anteriormente. Entdo, para 1 <n < N,

4dn

Qmn — Pl < 7

Prova E facil verificar que T'(") = max<i<n{\/ X7 + Y;*} € suficiente para a familia {P? :

m > 0}. Assim, T(" ¢é suficiente para {Qnmn : m >0} e {P2 : n > 0}, o que implica que
“Q/an - Pf;” = ”QNmn,T - P;,T”a

onde QNmn,7(Pp 1) é a QNmn(Pr)-lei de T, Assim, vamos avaliar ||Qnmn1 — el

Para B € B(IR),

N —n2na®!
QNmn,1(B) = /Bn(o’m) N da + QNma,r(BN{m}) e

2 2n—1
nr(B)=[  Tda
' JBn(o,m) m="

Logo,
@Nmn1 — Przll =2 sup [Qnmn1(B) = P r(B)| =
BeB(IR)
N —n2na*1 4 2na®"!
=2 sup / ——da + mnT(B N {m —/ ——da
353%13) Bn(o,m) N m?n @nmn1( {m}) Bn(0,m) m>" ‘
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<2 / < n) Ina2n—1 Wl 0 B )| <
e TN)  g2m ¢ su mn, m <
2n 2na®"! dn
SN ———da + 2QNmn <
- N /(O,m) m2n da + QN ,T({’I?’l}) Sy
n n 4dn
= ”Ql\/mn - Pm” = ”QNmn,T - Pm,T” < W

Finalmente, obtemos a versao finita do Teorema do tipo de De Finetti para o modelo
(B). Denotemos por Py alei de um vetor aleatério N-dimensional ((X,, Y1), ..., (Xy, Yy)),
cuja distribuicao condicional, dado max;<i<ny{\/X? 4+ Y;*} = m, m > 0, é uniforme sobre
XN, Seja Pﬂ.,n = Jr P2dp(m) uma medida de probabilidade em ((IR*)";B((IR*)")) para
alguma medida de probabilidade x em (IRy, B(IR;)). Além disso, sejam P, a lei da mar-

ginal n-dimensional de P, e puy a lei de TW) = max;<;<n{\/X? + ¥;?}. Enunciamos o

seguinte teorema.

Teorema 1.3.2 Sejam Py e P,, as medidas de probabilidades definidas acima. Entao,
existe wma medida de probabilidade p19 em (IR, B(IRy)) tal que, paral <n < N,

4n
1Pn = Proall < -

Prova Da definicao de P,, segue que

Pn :/ QNmnd/-LlV(m);
Ry

uma vez que ((X1,Y}), ..., (X, Yy)) é uniformemente distribuido sobre x~, dado T") =

m. Assim, para g : B(IR) — [0, 1], temos que
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”Pn_Pu,n” =2 sup lpn(B)_Pu,n(B)|:
BeB((IR*)")

=2 sup

QNmn(B)dpy — / P (B)dp
Bes((R?)") R,

Ry

Tomando g = py, obtemos que

|Pn — Punl| =2 sup

/ [QNmn(B) - P,Z(B)]d/,t/\[(m)' S
BeB((R?*)") [/ R+

<2 sup / |QNmn(B) — Pr(B)|duy(m) < —s
BeB((R?)m) /R4 N

~ onde a ultima desigualdade segue do resultado do Teorema 1.3.1. Portanto, existe
4n

. uma medida de probabilidade po = py em (R4, B(IRy)) tal que || P, — Py, ]| < 3%, para

1 <n<N. ]

Na sequéncia, derivamos a forma infinita do Teorema do tipo de De Finetti para o

modelo (B).

Teorema 1.3.3 Seja {(X,, Y,)}n>1 wma sequéncia de vetores aleatdrios bivariados assu-
mindo valores em IR?. Suponha que para cada N € IN e m > 0, a distribui¢cdo condicional
de ((X1,Y1),...,(Xn,YN)), dado maxi<icn{\/X? + Y} = m, seja uniforme em y.
Entao, existe wma inica medida de probabilidade p* em (IR4,B(IRy)) tal que Yn € IN e

B € B((IR*))
P((X,Y1),...,(Xn,Yv)) € B) = /R+ Py (B)du(6). (1.26)

Prova Seja M = {P : ((IR*)", B((IR*)")) — [0, 1]} e denotemos por || || a distancia em

variagao total em M?. Provaremos que os dois lados da igualdade em (1.26) correspondem
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ao limite da sequéncia { P, » } n>1, no espago métrico (M, || ||). Primeiro, tomando limites

no resultado do Teorema 1.3.2, com po = ppv, obtemos que
lim (|2, = Pyl = 0,
ou,
Puyn — Py, quando N — co, (1.27)

onde P, é a distribuicao de ((Xy, Y1),...,(Xn, Yy)). Em seguida, verificamos que {un}n>2
é “tight”, o que implicara a convergéncia fraca de {P,, .}n>1. Para 2 > 0e VN > 2,

temos que

1< <N

P(.f\’l.'g z,Y, <z)= /]R P <X1.§ o, Y1 <z | max {yX?+Y?} = m) dun(m) =
- + ' :

Qle ((—001‘7:]2)

N [O,J\/i]Qle((—oo7 :c]?)dHN(m')-}— (xﬁ,oo)Qle((_oo7 m]Z)ClﬁLIV(m) =

= P(X, <,V <)< 1d#N(m)+/(ﬁ | @uma((—00, ) (m). - (1.25)

[0,zv/2]

Para m > /2, temos

3 & arccos(£)  x /m? — 2?2 1

—oo,z]?) = 1) 3 _ m) 2 L
Qnmi((—00,2]") = N 4 + 2 T + - m2 + N’

mwm=

conforme a proposigao 1.3.2. Voltando para (1.28), obtemos que

P(XIS‘E7)/IS:E)S

1
— 4 —— += + 7 dun(m)

4 27 Vs T m?2

N —1) [3 I arccos(Z)  avm?— a2



: 1
¥ ET} T deatm),

< un([0,av2)) + |

(N-1) (3 1 1 avm?—2a?
(zv/2,00) N 4 2m 4

uma vez que para m > z\/2, arccos (i) > 1. Entao,

o i (N-1)|1 1  avm?—2a? 1
Pl < M < T < b in 2 gy — —— —
P(X, <z, V1 <2) < ,LLN([O7»L\/_])—|— Vi N 5 -+ 5, + - — + i dpn(m)

(N—-1) [l

< 0,2v2
<un(.avE)+ [

: : fin2 —z2 2 .
pois sup {% tm > I\/E} = i Assim,

i _ ' 5N +1
PG <o Y <o) <an(@avE) + [ (S distm) <

< un([0,2V2]) + %,LLJV((-EﬁaOO)) =
11

1
= P(X;1<z,Y1<2) < 1_.)NN([0,?C\/§]) tom

Mas, P(X; < 2,Y; < 2) — 1, quando z — co. Portanto, Ve > 0, Jz¢ € IRy tal que
para ¢ > zg, P(X; <z, <z)>1-— =+ Assim, tomando x = ¢, obtemos que
11

€ . 1 :
1 - o < P(X1 <20, Y1 < w0) < ([0, 20v/2]) + 5

=

= un([0,20V2]) > 1 —¢, VN >2.
Assim, {pn}ns2 € “tight”. Portanto, existem uma medida de probabilidade p* :

B(IR4) — [0,1] e uma subsequéncia {y, }r>1 tals que

/ Fdpn, i)/ fdup™, quando k — oo,
R+ Ry
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para toda funcao f : IRy — IRy limitada e continua. Tomando f = P}, segue que
/ Pjdun, (0) — / Pgdp*(0), quando k — oo,
Ry Ry

isto €,

Py m l}/ Pgdp*(8), quando k — oco. (1.29)
v -

De (1.27), (1.29) e da propriedade de unicidade do limite de {P, »}n>1, temos, final-

B = /m Prdu(0)

Por fim, verificamos a unicidade de p*. Para N € IN e ¢t > 0, temos

mente, que

un(0,1)) = P (max (/X2 +¥2) <) =
- (AW <o) =r(Aue e -

= P ({((ml,yl),...,(xn,yn)) € (RN a2 4+y? <t i = 1,...,1\/}) =

Hupe

= PN (Hpyy)dp (0 / HP ({X? 4+ Y2 <2})du™(9).

R4 Rt i1

Para 0 <t, Pp({X? +Y? <t*})=1le,parald >t, P({X?+Y? < t*}) = (%)2 Logo,

@D =[ 1@+ [ (5) o

Mas, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

N—=oco

t 2N
lim /( | (5) dp"(0) =0, quando N — oo,
t,co

e, portanto,
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Jim ([0, 8)) = p([0, 1)),
concluindo a demonstracao. 1

Os resultados dos Teoremas 1.3.2 e 1.3.3 podem ser estendidos para o caso de um
vetor aleatorio d-variado, d > 2, como nas subsegoes 1.2.1 e 1.2.2. Neste caso, o modelo
paramétrico tem a seguinte forma (funcdo densidade de probabilidade)

L (3)

f($17"'7$d|0) ( )d/QH{(al ..... 4)€RY: a?+-+4a? <97}(’{l"17"'7$d)7 (130)

onde I'(¢) = [5° e *s'"'ds é a funcao gama usual.

Para concluir esta se¢ao, enunciamos (sem demonstracao) a forma infinita do Teorema

do tipo de De Finetti para o modelo em (1.30).

Teorema 1.3.4 Seja {(X],... XY s1 uma sequéncia de vetores aleatorios d-variados
9 n Lty )

d > 2, assumindo valores em IR?. Suponha que para cada N € N e m > 0, a distribui¢do

de (X1,..., X0),...,(Xh, ..., X$)) condicional a maXlgigN{\/(X-;l)Z + -+ (XH)?} =
m, seja uniforme em {((z1,...,2%9),...,(zk,.-.,2%)) € (RHV maxls,'g,v{\/(a:})z 44 (29)2) =

m}. Entdo, existe uma medida de probabilidade p* em (IRy,B(IRy)) tal que Vn € IN e

VB € B((IR)")
PU(XY,. ., X, (XL, X)) e B):/}R PM(B)du*(0),

onde Py € a lei de n vetores aleatdrios independentes com lei comum uniforme sobre

{(ar,...,aq) € R :a? +--- 4 a} < 62}
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1.4 Conclusoes

Neste capitulo, apresentamos a representacao preditivista para modelos uniformes bi-
variados dependendo de um tunico parametro. Conforme mencionado anteriormente, a
representacao preditivista de um modelo paramétrico tem um cardter relevante para a
escola Bayesiana preditivista de inferéncia estatistica, pois torna plausivel, sob o ponto
de vista Bayesiano, a adocao de tal modelo paramétrico como a distribuicao amostral
(condicional) para dados gerados em certos experimentos aleatorios.

Os resultados obtidos para o caso bivariado podem ser estendidos, de maneira bem
simples, para os correspondentes modelos d-variados, d > 2 (independentemente de d,
estes modelos, cujos espacos paramétricos sao unidimensionais, apresentam estatisticas
suficientes minimas também unidimensionais). No entanto, a introducdao de outro(s)
parametro(s) nestes modelos dificulta a obtengao de suas respectivas representacoes pre-
ditivistas, gerando problemas interessantes que descrevemos na sequéncia.

A versao continua do modelo (A), cujo suporte {(z,y) € R : £+ % < 1}, 0 > 0
corresponde a um triangulo isdsceles com vértices (0,0),(0,0) e (0,0) em IR?, pode ser
modificado de modo a ter como novo suporte {(z,y) € IR : Rl 1}, 01,65 > 0,
um triangulo escaleno de vértices (0,0), (6;,0) e (0,60;). Neste caso, o novo modelo, cujo
espago parameétrico é IRi, nao pode ter sua representagao preditivista determinada através
da abordagem utilizada ao longo deste capitulo, uma vez que possui estatistica suficiente
minima de dimensao maior que 2. Acreditamos que outras técnicas, porém, possam ser
desenvolvidas de modo a obter tal resultado.

Ao modelo (B), cujo suporte {(z,y) € IR* : 22 +y? < 02}, & > 0, corresponde a
um circulo de centro (0,0) em IR* e raio # > 0, podem ser incorporados parametros de

. ’ . 2 .
modo que seu novo suporte seja um circulo de centro agora desconhecido em IR” e raio



(desconhecido) 6 > 0, a saber, {(z,y) € R : (z — a)? + (y — B)? < 0%}, o, B € R.
Assim, o modelo obtido tem como estatistica suficiente minima o envoltério convexo (ou
os pontos extremais) da amostra, que nao possui a mesma dimensao do novo espaco
paramétrico Ry x IR?, inviabilizando, pois, o emprego da técnica aqui utilizada (varios
modelos discretos nao contemplados neste trabalho como, por exemplo, a distribuicao
Poisson bivariada de Holgate, também apresentam esta caracteristica). Novamente, como
no caso da versao continua do modelo (A), um enfoque diferente precisa ser desenvolvido

para a obtencao de sua representagao preditivista.
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Capitulo 2

Caracterizacao de variaveis
aleatorias uniformes independentes e
identicamente distribuidas

2.1 Introducao

Caracterizacoes de distribuicoes simétricas multivariadas tém sido desenvolvidas por di-
versos autores nas ultimas décadas (segundo Fang et al. (1990), os primeiros trabalhos
nesta area foram publicados na segunda metade do século XIX), visando nao apenas a
extensao de distribuigdes univariadas conhecidas as suas respectivas versdes multivaria-
das, mas também a consideracgao de novos modelos multivariados, que nao o normal, para
fins de inferéncia. Fang et al. (1990) afirmam que “o aspecto multivariado caracteriza o
modelo de realizagoes dependentes de experimentos aleatérios, enquanto que simetria (e
o conceito estritamente relacionado de invariancia) passa pelo coracao da teoria e filosofia
das leis da natureza e matematica”. Efron (1969) reforca a importancia de distribuicoes
simétricas citando que “a condi¢ao mais fraca de simetria pode substituir, com sucesso,
a distribuicao normal ao menos no que diz respeito ao classico teste ¢ de Student”.

Por outro lado, a especificagao do tipo de simetria (em adi¢ao a permutabilidade) de

uma distribuicao multivariada permite situda-la numa certa classe de distribuicoes. As-
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sim, por exemplo, a simetria descrita por invariancia sob um grupo de transformacoes

ortogonais caracteriza as distribuicoes esféricas (em particular, com a condigao adicional

de independéncia, obtemos uma caracterizacao de normalidade, isto ¢, a tnica medida

produto dentro da classe de distribuicoes esféricas n-variadas, n € IN, corresponde a dis-

tribuicao de n variaveis aleatorias independentes com mesma distribuicao normal (0, 0%),

para algum o” > 0). Em geral, a imposi¢ao de simetria e condicoes adicionals a uma

distribuicao simétrica multivariada permite a caracterizacao de suas marginais, como no

exemplo anterior. Devemos destacar que, de um modo geral, um particular tipo de si-

metria pode ser especificado atiavés da funcao de distribuicao, da fungao caracteristica,

da funcao densidade de probabilidade, ou da estatistica suficiente do modelo sob conside-

racao, dentre outras. Uma detalhada revisao sobre distribuicoes simétricas multivariadas

em geral é apresentada em Fang et al. (1990).

Neste capitulo, apresentamos caracterizacoes de conhecidas distribuigoes uniformes

(univariadas e bivariadas) dentro de classes de distribuicoes multivariadas satisfazendo

especificas condigoes de simetria. Mais precisamente, consideramos as classes de distri-

buicoes multivariadas cujas distribuicoes de probabilidade dependem apenas do maximo,

do minimo e do maximo, ou da maxima soma das coordenadas em cada componente do

vetor aleatorio. Com a suposi¢ao adicional de independéncia, conseguimos caracterizar

ooy

certos modelos uniformes. Na se¢ao 2.2, tratamos dos casos discretos. A secao 2.3 é

dedicada as respectivas versoes continuas.

Ao longo deste capitulo adotaremos a notacao que segue. Para um conjunto nao-

. s ’ s . , .
vazio A C IR, AN denotarda o N-ésimo produto cartesiano de A e Ay sera o conjunto

{a € A:a> 0} Além disso, P(A) indicard o conjunto das partes de A. Para o

conjunto {ay, @z, ..., n by € ) denotarao, respectivamente, o minimo e o maximo de

’ . , N N .
tal conjunto. Por fim, representaremos a o-aleebra de Borel em IR™ por B(IR™), a medida



de Lebesgue em (IR™,B(IR")) por Ay, N € IN = {0,1,...}, e a medida de Lebesgue em

(R, B((IRY)N)) por A™.
2.2 Distribuicoes uniformes discretas

Nesta secao, vamos apresentar teoremas de caracterizacao para variaveis aleatérias unifor-
mes independentes e identicamente distribuidas assumindo valores em Z. Primeiro, exi-
bimos os resultados relativos a distribuicao uniforme no conjunto {0,...,0}, para § € IN,
e, em seguida, para a distribuicao uniforme em {6,,60; + 1,...,0,}, para 0,,0, € Z,
com 0, < 0. Por fim, é derivada uma caracterizacao para vetores aleatdrios bivariados
independentes e com distribuicdo comum uniforme sobre o triangulo isésceles discreto -
{(a,b) EIN* :a +b< 0}, 0 € IN.

Como cada um destes resultados (teoremas 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3 na sequéncia) incorpora,
em suas hipoteses, condi¢oes de uniformidade, descrevemos, no inicio de cada subsecao, a

distribuicao uniforme condicional a ser considerada.

2.2.1 Caso univariado

Consideremos o seguinte subconjunto de INV, para N >2e m € IN

XN ={(z1,...,zy) € NV : lrga%\ﬁ[{l,} =m}.

Dizemos que (Xj,..., Xy) é uniformemente distribuido sobre x~ (Iglesias, Pereira e

Tanaka (1998)), com lei de probabilidade denotada por Quy.,, se

My, (max; «; T;
PI‘Ob(.\,l = T1y.-- ,XN = .’CN) = Q,vm((l‘l,. g ,.”EN)) - {(:n(_*_ l)ll\si ij\;{)N}) ! (21)

onde o denominador do lado direito da igualdade acima é simplesmente a medida de

contagem (densidade) de x.

(@]
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Iglesias, Pereira e Tanaka (1998) demonstram que se (Xj,..., Xy) é uniformemente

distribuido em x?%, entdo sua marginal n-dimensional (Xy,...,X,), n < N, tem lei Q%

dada por
N-—n
[ 1— (ml-i—l)
7 ,  S€ MmaXj<i<n 1T < m,
(m+1)» 1_(,ml)w 1€igni®i)
R/m(:cl)---,-'vn): m+
1 : {xi}
] ’ se maxi<i<n{Tij = M.
(m+1)n 1_(_"1_)/\] <i<
m+1

A partir deste ultimo resultado e das propriedades da distancia em variacao total,
as-formas finita e infinita do Teorema do tipo de De Finetti para o modelo uniforme em
{0,...,k}, k € IN, podem ser obtidas (Iglesias, Pereira e Tanaka (1998)), a segunda sendo
derivada da primeira fixando-se n e tomando-se limites quando N — co.

O primeiro objetivo desta secao é fornecer uma caracterizagao das medidas de pro-
babilidade que correspondem a misturas, no sentido usual, dos elementos da familia
{@Nm : m € IN}. Consideremos, entao, a classe Cy de medidas de probabilidade em
(INV, P(INV)) obtidas por mistura dos elementos de {Qnm : m € IN} na variavel “radial”

(Fang et al. (1990)).

Proposigao 2.2.1 Uma medida de probabilidade P pertence a Cy se, e somente se, existe

uma fungao real nao-negativa ¢ tal que

P((z1,...,2n)) = ¢( max{z;}) ,

1<i<N

; ; N

para cada (zq, ..., xy) € INV.
Prova (=) Se P pertence a Cy, entdo, para (zy,...,zy) € INV, temos que

. I (max) cien {2;
P((xla s 1‘7:1\’)) = /IN Q/Vm((l‘lv A "TN))d:u(m) = /IN {(7’}1”5 + 1)1\7 :\./ri,v})dﬂ-("n).




Como g é uma medida de probabilidade em (IN, P(IN)), podemos reescrever a tltima

integral acima como uma série. Entao,

Pl(ar,...,aw)) = 3 Helmmuest Sh) ), (22

m=1

Considerando a funcao nao-negativa ¢ : IN — IR, definida por

D=3 o), te N,
obtemos de (2.2) que
P((z1,...,2n)) = n,o( max {’L ).
(<) Suponhamos agora que V(zi,...,zy) € NV,
P((z1,...,an)) = . ( max {:L b.

Entao, para m € IN, temos que

P(‘X(N) = m) = Z P((CL‘I,. .. ,:L’N)) =

(= ,...,J:N)E]NN:
max {z;}=m

1<i<N
= X elma{uh= X em) =
(z1,-0 g )ENN: ‘ (z10z ) ENAY:
max {z;}=m max {z;}=m
1<i<N 1<i<N

= P(Xqv) = m) = o(m)|xy , (2.3)
Agora, vamos provar que P(A) = [ Qnm(A)du(m), VA € P(INY), para uma es-

pecifica p em (IN,P(IN)).

P(A)= >  P(xi,...,an)= D Z P((z1,...,zn), X(vy =m) =

(z1,en)€EA (z1,)zy)EAM=1

54



= Z Z P(ml) $ 8 ,TJV)H{m}(lgll%}j%{:vl}) =

(z1,-eyzn)EAM=1

= > i W(lglii?’\,{l‘i})ﬂ{m}( max {z;}) =

(z1,0zn)EAM=1 S 1<i<N

- S i 99(777,)11{,,1}(11223/%{3:,-}) = i > o(m)ny( max {z;}),

1<i<N
(z1,-pzn)EA M=1 m=1 (z),...cy)EA G

onde a ultima igualdade segue de uma aplicagao do Teorema de Tonelli. Substituindo

(2.3) na expressao acima obtemos que

s I X1<i< T;
P(14) — Z Z {m}(ma‘\lf _~N{,L })
m=1

‘(N P(.X(N) == m) =

((E] v-~_-)IN)€A

= Y Qual(mn e ) PX gy =m) = 3 Qua(A)P(X ) = m) =
m=1 (z,...zN)EA m=1
= P(4) = | Qun(A)du(m)

onde p é a P-lei de X(y) = max{Xj,..., Xy}. Portanto,

P = [ Qundu(m)

e, consequentemente, P € Cy. ]

A proposigao 2.2.1 estabelece que uma medida de probabilidade em (INV, P(INV)) é

mistura dos elementos de {Qy, : m € IN} se, e somente se, corresponde a distribuigao



de um vetor aleatério (Xi,...,Xn) a valores em INY com distribuicio dependendo de
(Z1,...,zN) € INY somente através de maxi<i<n{Zi}.

No que segue, mostramos que a unica medida produto em Cy corresponde a distri-
buicao de n variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas uniformes em

{0,...,0}, para algum 6 € IN.

Teorema 2.2.1 Sejam X1, X3, ..., Xy varidveis aleatorias independentes assumindo va-
lores em IN. Entdo, (X1,...,Xn) € uniformemente distribuido sobre xY, dado X(ny = m,
m € IN tal que P(X(ny = m) > 0, se, e somente se, X; € uniformemente distribuido em

{0,...,00} para algum 6y € IN, i = 1,...,N.

Prova (=) Notemos, inicialmente, que (X1, ..., Xy) é permutavel, pois sua distribuicao
K b b ? )
pertence a Cy. Assim, como X, ..., X sao varidveis aleatérias independentes e identi-

camente distribuidas, temos, Vn < N, que

_ T, Pr(X = @) [y (maxi<ica{wi})
— [Pr(Xy <m)]r = [Pr(X; <m — 1))

Pr(Xl =LYy ,./\’n =Ty I X(n) = m) (24)

Mas, por hipétese, (Xi,...,Xn), dado Xy = m, m € IN, é uniformemente dis-
tribuido sobre X~ e, entdo, (Xi,...,X,), dado X@m = m, m € IN, é uniformemente
distribuido sobre x7 . Segue, Vn < N, que

[T, Pr(X, = -Ti)]l{m}(maxlgign{fvi}) B H{m}(maxlggn{mi})
[Pr(X; <m)]* = [Pr(X; <m—1))]*  (m4+1)*—mn

Para n = 2 e tomando z; = x2 = m, segue que

Pl‘(X] = m)]2 _ 1 -
[Pr(X, <m)]2—[Pr(X; <m —1)]2  (m+1)2 —m?
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Pr(X; =m)]? 1

Pr(X, = m)2Pr(X; <m) — Pr(X; =m)] 2m+1

=

N = 11%) 1
Pr(X; < m) m+1"’

Vm € IN tal que P(X; = m) > 0. Isto implica que P(X; = 0) > 0. Além disso,
{z € N: P(X, = z) = 0} # 0, pois, caso contrario, terfamos, desenvolvendo a tltima

igualdade acima, que

P(Xi=2)=P(X:=0)>0, Ve N,

o que seria absurdo, uma vez que P(X; = -) é uma distribuicao de probabilidade.
-Seja, entdo, 0o + | = min{z € IN : P(X; = z) = 0}. Afirmamos que {z € IN: P(X, =
z) =0} = {00+ 1,00 +2,...}. Se nao, existiria b = min{e >0 +1: P(X, = z) > 0} tal"

que P(X; = b) = &L P(X, = 0), produzindo

(”LI)N—I

P((0,...,0,b)] Xy = b) = b+ 1)V — N’

o que contradiria o fato de que a distribuigdo de (X7, ..., Xy) pertence a Cy. Logo,
P(Xy=2)=P(X1=0)>0,Yz€{0,...,00},e P(X; = 2) =0,Vz > Oy+1, e, portanto,

. 1
P(X,=z)= mﬂ{o,---ﬂo}(l‘)-

(=) Por outro lado, se X, ..., Xy sdo varidveis aleatérias independentes com distribuicao

comum uniforme em {0,1,...,600}, temos, de (2.4), que

Tor ™ Lmy (maxi i< {2i})

(m+l)N_( m )N
Go+1 fo+1

P(Xy=z1,..,Xn=2, | X(yy=m) = =




H{m}(maXIS;SN{:ci})
(m + 1)N _ mN ?

= Pr(Xi=uz1,...,. Xn=2y5 | Xn)y=n)=
isto ¢, dado X(n) =m, (X1,..., Xx) é uniformemente distribuido sobre x. [ |

Consideremos agora a distribuicao uniforme no seguinte subconjunto de ZV, para

N >3, my,my € Z, com my < ma,

N . N . ; = e L. 1 —
Xim,ma = {(9:1, -o®N) € 27 min {ai} = my, max {a:} = mz}'

N

my.m,>» com lei de probabilidade

(X1,...,Xn) é dito uniformemente distribuido sobre y

miy,ma

denotada por Q""" se
PI‘Ob(A’j = T1,... ,XN = 'L‘N) = Q’I\T;l'mg((.’cl, .. .,:I?N)) =

H{ml}(minlSiSN{H"i})H{mz}(maxlgigN{l‘i}) (2.5)
(mg—my + )N = 2(my — m )N + (mg —my — 1)V’ .

onde o denominador do lado direito da igualdade acima corresponde a medida de

tagem de
contagem de X, .,

Na sequéncia, apresentamos uma caracterizacao das medidas de probabilidade que sao
misturas dos elementos da familia {QN"™ : (mi,ms) € Z%,my < ma}. Assim, conside-
remos a classe Cy de medidas de probabilidade em (ZV,P(Z")) obtidas por mistura dos

my,ma

elementos de {Qy : (my,ma) € Z%,my < my}.

Proposigao 2.2.2 Uma medida de probabilidade P pertence a Cy se, e somente se, existe

uma fung¢do nao-negativa ¢ tal que

P((z1,...,2n)) = ¢( min {z;}, max{z;})

1<i<N 1<i<N
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para cada (21, ..., xy) € ZV.

Prova (=) Se P pertence a Cy, entdo, para (zi,...,zy) € ZV, temos que

P((z1,---,2N)) = /22 Q% ((z1,...,2n))du(a,b) =

:/ Iy (ming<icn {2:}) Ly (max <icy {2i})
Z2

B at DY =2+ (b am VD)

Como 1 é uma medida de probabilidade em (Z2,P(Z?)), reescrevemos a 1ltima integral
2 g

acima como uma série. Entao,

P((an,..yaw)) = 3o satmimsievivillmlmaagianizd) o by . (26)

@nezz 0—a+ DN =2(b—a)N + (b—a—1)N

Considerando a fungao nao-negativa » : Z? — IRy definida por

) = Ty (u)lsy (v) . ) e 72
)= o a7 2+ e D (o € 2%

obtemos de (2.6) que

P((z1,...,zN)) =¢ ( min {z;}, max {7:,}) :

1<i<N 1<i<N

(<) Suponha agora que ¥(z,,...,zy) € ZV,

P((#1,:+::ZN)) =1 ( min {z;}, max {r,}> .

1<i<N 1<i<N

Entao, para (a,b) € Z?, com a < b, temos que

P(Xpy =a, Xpvy=0) = > P((z1,...,2n)) =

(z1,0-, IN)EZN5
mi“lSiSN {=; )-_‘avm‘“‘lSiSN(xi }=b
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= min {z;}, max {z; =
Z (’9<1<i<1v{ ‘}’1<i<N{ ’})
(2155 zy)EZN: - - - -
min) <<y {zi}=a,max; cic v {zi}=b

- Z 99(“7 b) =
(1, xy)€EZN:
min ;< y{zi}=a,max) <oy {z;}=b

= P(AX(l) = a, )\,(N) = b) = <,.9(a,b)

Xi\,’bl : (2.7)

Verifiquemos que P(A) = [, le\}b(A)d,u(a,b), VA € P(Z"), para especifica p em
(2%, P(27)). |

P(A= 3 P(=,...,zn)) =

= Z Z P((.’Ijl, e ,.’I}N),A’(l) = (L,‘X(N) = b) =

(z1,--,zN)EA (a,b)EZ?

= XX Pl en) i (min {o) i (max (1)) =

<N
(z1,-zN))EA (a,b)eZ? 1<i<]

= o S en o EAE D 2R e DT (e, ) =
L] yeosy: I a, =

2. 2 w(a )l min {e ) (max {2:}) =

1<i<N
('Tl vvvv I'N))GA (0,6)622 St

= ¥ > cp(a,b)H{a}(IISIIliSI}V{xi})H{b}(

max {z;}),
(a,b)€Z? (21,...,.zN)EA

1<i<N

onde a ulitma igualdade segue do Teorema de Tonelli. Substituindo (2.7) na expressao

para P(A), resulta que
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I a 1 <N\ T; H 2 : Ty
Pay= ¥y relmmsedelplmengedtlp g, o o=y

| N
(a,b)622 (J,‘l,...,;L‘N)EA Xa,b

= Z Z Q;l\}b((flfl, “oe ,.’L’N))P(./\’(l) = Cl.,}((N) — b) =

(a,b)€Z2 (z1,...xn)EA

= ¥ QWP =a, X =) = P(A) = [ Qi(A)du(e,b),

(a,b)EZ?

onde p denota a P-lei de (X(l), X(ny). Portanto,

P o= / Q% dp(a, b)
72
e, consequentemente, P € Cy, concluindo a prova. [ |

A proposicao 2.2.2 estabelece que uma medida de probabilidade em (ZV,P(ZN)) é
mistura dos elementos de {Q'"™ : (my,my) € Z%m; < my} se, e somente se, correspon-
de & distribuicao de um vetor aleatério (X, ..., Xy) a valores em ZV com distribuicio

dependendo de (z1,...,zx) € ZN somente através de (miny<icv{zi}, maxi<ien{z:}).

Teorema 2.2.2 Sejam X, X3, X3, ..., Xy varidveis aleatorias independentes assumindo
valores em 7. Entao, Xy,..., XN € uniformemente distribuido sobre sz\{b: dado X(1) = a
e X(vy=b,a,be Z, a <b, tais que P(X(1) = a, X(vy = b) > 0, se, e somente se, X; tem
distribui¢ao uniforme em {0,,0, + 1,...,02} para algum par 6,,0, € Z com 0, < 0y, i =

1,...N.

Prova (=) Destacamos, inicialmente, que (X\,..., Xy) é permutavel, pois sua distri-
buicao pertence a Cy. Assim, por definicao e levando em conta que Xi,..., Xy sao
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, temos, para a,b € Z,

a<b,eVn <N, que
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P (X = By ooy An = &x | min {X;} = g, max {X:} = b) = (2.8)

1<i<n

_ [Ties P(Xy = @)y (min <icn {2:}) Lpy (maxi <icn {2:})
[P Xy <) —[Pla+ 1< X <)~ [P(a < X, <b—1)]"+[P(a+1< X, <b—1)]"

Mas, condicionalmente a max;<;<y{Xi} = b e minj<;<n{Xi} = a, (X1,...,Xn) é
uniformemente distribuido sobre /\’S{b- Entao, (Xi,...,X,), dado X4) = a e X(n) = b,

a,b € Z, com a < b, é uniformemente distribuido sobre x?,, de modo que, para 2 < n <

N, temos

n

1 P(X; = 2;) gy (ming <icn{2: } ) Lpp (maxi<icn{zi}) B
[P(a<X: <O)|"—[P(a+1< X, <b)|"—[P(a < X, <b— 1)+ [Pla+1 < Xi<b—1)]»

_ H{a}(nlinlsign{fc,-})ﬂ{b}(maxls,gn{rc.i})
(b—a+1)»—=2b—a)"+(b—a—1)"

(2.9)

Paran =3,z =a,z, =beas =z € {a,...,b}, obtemos, de (2.9), que

P(X, = o)P(X, = b)P(X, = z) B
[Pla< X1 <B)P—[Plat1< X SOP—[P(a< X1 <b-DPH[Pa+1< X <b-1)F

1
T (b—at1P—20b—a)®+(b—a— 1)

Desenvolvendo os denominadores na igualdade acima, resulta, Ya,b € Z tais que

P(Xi=a)>0e P(X; =0) >0, que

P(,X[ = ’L) . 1 -
6P(a < X; <b)—3P(X,=a)—3P(X;=b) 6(b—a)
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6(b—«a)

= P(X; =z) = constante >0,

Vz € {a,...,b}. Como P(X; = -) é uma distribuicdo de probabilidade, 36,0, € Z,
01 < 0y, tais que P(X, = z) = 0 para @ < 6, ou z > 6, (caso contrario, a série
Y.rez P(X1 = 2) nao seria convergente). Logo, P(X; = 0,) = P(X; =0, +1) =--- =

= P(X;=103) >0e P(X; =2) =0, para z < 6; ou = > 05, e, portanto,

Xi=2)= Mo, 0,41,....00) ()

P
( 0, —0,+1 °

isto €, X; é uniformemente distribuido em {6,,0, +1,...,0,} para 0,0, € Z, com

01 < 0,.
(<) Se Xi,..., Xy sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas

uniformes em {6;,0; + 1,...,05}, com 0, < 05, entao, para a,b € Z, a < b,

P(Xi=2,...,Xn =z, | 123151}\1{)('} = a, lrsrliz%%{)\’,-} =d) =

N P(X; = 2y (minicicn {2 }) My (max; cicn {2:}) B
P(miny<;<n{Xi} = @, maxi<;i<n{X;} =)

B ¥ mo Ly (mingcion {2 ) My (maxg <icn {:})

B [P((LSJYISb)]N—[P((L—[-lerlsb)]lv—[P((LS/\flSb—l)]N-i-[P(CL—FlS‘Xlgb—l)]N

mﬂ{a} (n"lilllSiSN{.’lTi})H{b} (Hla.XlS,'SN{CI,‘i})

b—1+1 \N b—(at+1)+1 (b=1)—a+1\y (b=1)—(a+1)+1\N
(omr)" — oY — Gz Y + )
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=5 P(Xlzrz:l,...,XN:le min {X;} = q, 1122}}%{/\’,-}:1)) =

1<iKN

Iy (max; <icv{zi })gay (ming<icn{zi })
b—a+1)N—-2b—a)VN+(b—a—1)N"’

isto é, dados min;<;<n{Xi} = a e maxic;<n{Xi} =b,a,6€ Z,a < b, (X,,...,XN) é

uniformemente distribuido sobre x%,. |

2.2.2 Caso bivariado

Como na subsecao 2.2.1, primeiramente vamos descrever a distribuicao uniforme sobre
’ . 2 . . ”, . ’

um especifico subconjunto de (IN*)N, N > 2 (esta uniformidade figurara nas hipéteses do

Teorema 2.2.3), e, entdo, enunciar os resultados de caracterizacio.

Consideremos o seguinte subconjunto de (IN*)V para N >2em € IN

XN ={((z,9),-- -, (&N, yn)) € (ND)V max {z; +y;} =m} .

(X1, Y1),...,(Xn,Yn)) é dito uniformemente distribuido sobre x¥ (conforme (1.3),

capitulo 1), com lei de probabilidade denotada por Qy.., se

Pr((X,,Y1) = ($layl)v-'-a(XN>YN) = (zn,yN)) = Qnm(((z1y1), - - S(zn,yn))) =

Iy (maxicicn{z; + i _
(m+2)1 . <m+l)l
2 2
onde o denominador no lado direito da igualdade acima é a cardinalidade de x¥.
Verificamos, no capitulo 1, que se (X1, Y1), ..., (Xy, Yy)) é uniformemente distribuido
em 1, entao a marginal n-dimensional (X, Y)),...,(X,, Y,)), n < N, tem lei Q% dada
por

64



() = ()"

2 2

m+2\V m+\V
2 - 2

QR;m((fvl,yL),--‘,(-’vn,yn)) = N—m
()"

se maXi<i<n{Ti +¥i} < m,

m+2
2

m4+2\ Y mp1 YN
2 - 2

Este ultimo resultado, juntamente com propriedades da distancia em variacao total,

se maXyci<n{®: + yi} = m.

fornecem as desigualdades basicas (conforme (1.5) no capitulo 1) para a obtencao das
formas finita e infinita do Teorema do tipo de De Finetti para o modelo uniforme discreto
no triangulo isésceles {(z,y) € IN* : 4y < 0}, § € IN (a segunda sendo derivada a partir
da primeira fixando-se um valor de n e tomando-se limites quando N — o).

Como na subsecdo 2.2.1, apresentamos, no que segue, uma caracterizacao das medidas
de probabilidade que correspondem a misturas dos elementos da familia {Qy, : m € IN}.
Consideremos, entao, a classe Cn de medidas de probabilidade em ((IN*)N P((IN*)V))

geradas por misturas dos elementos de {Qy., : m € IN} na varidvel “radial”.

Proposicao 2.2.3 Uma medida de probabilidade P pertence a Cy se, e somente se, existe

uma fung¢do ndo-negativa ¢ tal que

P(((z1,11),-- -, (enyyn))) = ¢ (lrsnig{wf ' ya}>
para cada ((x1, v1), - .., (zn,yn)) € (N*)V.

Prova (=) Se P pertence a Cy, entao, para ((z1,11),-- ., (2n,yn)) € (IN?)V, temos

P(((z1,91),-- -, (zn,yn))) = /]NQNm(((iEl,m),-..,(;r,v,y,v)))d,u(m) =

- e
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Como 1 € uma medida de probabilidade em (IN, P(IN)), podemos reescrever a tiltima

integral acima como uma série, isto €,

P(((e1,y0)s- s (o)) = 3 Smdtm@gionlei buid) gy g

SN COUSCON

Considerando a fungao nao-negativa ¢ : IN — IR, definida por

i H{m}( ) N,U'({m})v te N,

= ()" = ()

temos de (2.11) que

P(((z1,91)s---,(zn,yN))) = @ (max {z; }>

1<i<N

(<) Suponhamos agora que Y((z1,v1),- .., (zn,yn)) € (IN*)V

P(((e1,00)s-- (anyy))) = o (ma foi + 31}

Entao, para m € IN, temos que

P(ma\{X +Yi} = >= X, P(((z1,31), -, (2w, yn))) =

1<i<N
((x1,91)s (= Ny N)) E(NZ) N :
max) i< N {zityi}=m

E > e max {zi +y:}) = >, p(m) =
((z1,91) s (zy y N)) E(NZ) N ((21,31) 5oz 5w ) E(N2) N

maxlSiSN{.ri-}-y,'):m maxlgiSN{Ii‘*'yi}:m

N
Xm

= P <112%1\V{/\l +Y} = m) = p(m)
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Demonstramos agora que P(A) = [y Qnm(A)du(m), YA € P((IN*)V), para uma
especifica p em (IN, P(IN)).

P(A) = Z P(((z1,91),-- -, (2n,yn))) =

((z1,01) (2N yn))EA

= > Z p < ((z1, 1), - (2N, un))s max {X; +Yi} = m) =

((1:1 »Y1 )1"'1(IJVIyN))E’1 m=1

= > Z P(((z1,41), (-’CN,yN)))H{m}(lgl_%\;,{l’i +w}) =

((Ilvyl) """ ("BNryN))E”‘m 1

— Z Z ¢( max {JI, +13 Jz})H{m}( s {"L +yi}) =

1<i<N
((z1,91)s(zN.un) )EA Mm=1

= > Zso m) Ly (X {2 +y:}) =

((z1,91),--(zn yn))EA M=1
o0
=2 2 (m)ﬂ{m}(gﬂ@y {zi +yi}),
m=1 ((z1,y1),-(zN,yn))EA

onde a dltima igualdade segue do Teorema de Tonelli. Substituindo (2.12) na expressao

para P(A), obtemos que

i Z ]I{m}(maxlgigv{l’i + l/l}) ( max { X, + Y} m)
SN 1
m=1 ((xl.yl) vvvv (INryN))EA /\!,n 1< <N

S S Qual((2n 1)y (2 yn))) P max {Xi + Y} = m) =

1<i<N
m=1 ((11 J[) ----- ( 1\/»“/1\/))6‘4
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- i QNm(A)P(lrg%}fv{Xi +Y}=m) = P(A)= /N Qnm(A)du(m),

onde p é a P-lei de max;<i<y{Xi+ Y;}. Portanto,

P = /];\1 Qde,u(m)
e, consequentemente, P € Cy, concluindo a demonstracao. |

A proposicao 2.2.3 estabelece que uma medida de probabilidade em ((IN*), P((IN*)V))
é mistura dos elementos de {Q N, : m € IN} se, e somente se, corresponde a distribuicao
de um vetor aleatério ((Xi,Y}),...,(Xwn,Yy)) a valores em (IN*)V com distribuicao de-
pendendo de ((z1,41), ..., (zn,yn)) € (IN?)V somente através de max;<icy{z: + ¥i}.

Para concluirmos esta éegéo, demonstramos que a tnica medida produto em Cy cor-

responde a distribuicao de n vetores aleatérios independentes e com mesma distribuigao

uniforme em {(z,y) € IN’ : « + y < 0}, para algum 6 € IN.

Teorema 2.2.3 Sejam (X1, Y1), (X2,Y3),...,(Xn, Yn) vetores aleatdrios independentes
assumindo valores em IN>.  Entdo, ((X1,Y1),(X2,Y2),..., (Xn,Yn)) € uniformemente
distribuido em x~, dado max;<i<n{Xi+Yi} = m, m € N tal que P(max;<i<n{X;+Y:} =

m) > 0, se, e somente se, (X;,Y;) € distribuido uniformemente sobre {(a,b) € IN* : a+b <

0} para algum 6 € IN, @ = 1,...,N.
Prova (=) Neste caso, (X1,Y1),...,(Xy,Yn) sdo permutdveis. Assim, pela definicio e
considerando a independéncia dos vetores aleatorios bivariados, temos, Vn < N, que

P ((Xl = %1, ¥i =1 )ys w0 (X = Fns ¥ = V) | 1n<1ta<\n{\', +VY}= m) =
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) P(Xy = 2, Y1 = yi) [y (maxicicn{@i + vi})

[Pr(X; +Y: <m)]* = [Pr(X; + Y} <m — 1) (2.13)

Como ((X1,Y1),...,(Xwn,Yn)), dado max <i<y{Xi + Y;} = m, m € N, é uniforme-
mente distribuido sobre x}, entdo ((X1,Y1),...,(Xn,Ys)), dado max;cic  {Xi + Yi} = m,

¢ uniformemente distribuido em x2,, n < N. Assim, Vn < N

ie1 Pr(Xy = 2, Y1 = yi) [my (maxicicn{@: + 4:})  Mmyp(maxycica{ei + yi})
Pr(Xi+Yi<m)]*—[Pr(X; + Y1 <m—1)]» (m+2)n — (m+1)"

2 2

, (2.14)

Para m € IN tal que P(X, 4+ Y, =m) > 0, consideremos em (2.14), n = 1 e (z;,y1) € -

IN? tal que &, + y; = m. Assim,

P(XII.’L'I,Yi:yI)_ 1

= . 2.15
P(X:+ Y =m) m+ 1 ( )

De (2.15), podemos ver que é suficiente obtermos a distribuicao de X; + Y] para
determinarmos a lei de (X1,Y;). Em (2.14), tomando n = 2 e (z1,y;) € IN? tal que

x1 + y; = m, obtemos

[P(Xy =2, Y] = y))? B 1 N
PXi+Yi=m)P(Xi+Y1 <m)+P(X; + Y1 <m—1)] (m+2>2 _ (m;—l)g
[P(Xi=z1,Yi=u))? L

= = -
PXi+Yi=m)[P(Xi+Yi<m)+P(X1+Yi<m—-1)] (m+1)3

P(.«\,l-}-yl :TI‘L)

1> obtemos, na igualdade

Lembrando de (2.15) que P(X; = z1,Y; = 1) =

acima, que

P(X,+ Y, <m)— P(X;+Y, <m—1) 1

PXi4+Yi<m)+PX1+Y,<m—-1) m+1"
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Vm € IN tal que P(X; +Y, = m) > 0. Logo, P(X; + Y, = 0) > 0. Além disso,

{teIN: P(X,+Y)=2)=0} #0, pois, caso contrario, teriamos

2
Fim)=""Y2p(m_1), (2.16)

m

onde F(m) = P(X, + Y, < m). Através da relacao de recorréncia para F(m) em

(2.16), obteriamos

Consequentemente,

1
= P(X;+Y,=m) = (m;r )P(X1+Y1:O),\v’m21, (2.17)

e, portanto, P(X; + Y] = -) seria crescente em IN, absurdo pois P(X;, +Y; =) é uma
distribuigao de probabilidade. Seja, entao, § +1 = min{z € IN: P(X; + Y, = z) = 0}.
Afirmamos que {z € N : P(X;+ Y, =2) =0} = {6+ 1,0 +2,...}. Se nao, existiria

b=min{e >0+ 1: P(X, +Y,==z) >0} tal que

P(Xi+Yi=b) = P(X,+Y, <b) - P(X; +Y; <0) =

&

b+2(0+2 ; 0
= (j)P(/\1+Y1:0)—<

+2\
b 5 P(/\]"I—)lz()) =

F4
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0+ 2

)

)P(X1+YI:0).

Deste modo, teriamos

P(((0,0),--,(0,0),(0,0))] max {X; + ¥} =b) =

[P(X1+ Y, = 0)N-1P(X; =0,Y; =b)
B2(3) PG+ Y =0l ~ () POG +Yi =0

Desenvolvendo a expressao acima, resultaria que

P((0,0),---,(0,0),(0,6))] max {X; + ¥} =b) =

b2 N b\ NV
(7)) = (1)
isto é, ((X1,Y1),...,(Xn, Yy)), condicionalmente a max;<;j<n{X; 4+ Yi} = b, nao seria

uniforme em x7'. Logo,

PXi+Yi=m)>0,Vme{0,...,0} e P(X;+Yi=m)=0,YVm>14.

Assim,

0 i o (m+1 , 1
Y P(XitYi=m)=PXi+Yi=0) 3 (] :>P(/\1+Y1:0)=(9+2)-
m=0 m=0 2

Substituindo este valor em (2.16), obtemos que

; m+ 1
P(X,+Yi =m)= T
(%)
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Finalmente, substituindo a expressao acima em (2.15), temos que

P(Xi = 2,% = y) = s
(*+’)
Y(z,y) € IN* tal que = +y € {0,...,0}, isto &, (X, Y1) é uniformemente distribuido

em {(a,b) € N*: a4+ b<0},0 €N,

(<) Supondo que (Xy,Y)),...,(Xn,Yy) sao independentes tendo distribui¢do comum

uniforme sobre {(a,b) € N*: a +b < 0}, € IN, temos, de (2.13), que

P (X0 =2, Yo =y),o o, (X = 2w, Vv = ) | e X+ Y} =m) =

f\;I Pr(Xy =z, Y1 = yi) iy (maxicicn {@i + vi}) B
[Pr(X; +Yi <m)]V = [Pr(Xy + Y7 <m — DY

[(9‘})] H{o ..... k} (InaxlSigl\/{:vi‘l’yi})]l{m} (lnaxlgigN{fEi +yi})

= - >\ N N =
Fqn _FTH
el D]

= P ((XI =z, Y1i=w),...,(Xnv=2zn,¥Yn = yn) | 1r<ni§>j§r{Xi + Y} = m> =

B H{m}(mamgig/\/{l‘i + yi})
oo

isto €, dado max;<;<n{X; + Vi} = m, (X1,Y1),...,(Xn, Yy)) é uniformemente dis-

tribuido sobre V. |

~J
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2.3 Distribuicoes uniformes continuas

Nesta segao, derivamos teoremas de caracterizagao para as versoes continuas dos modelos

considerados na secao anterior.

2.3.1 Caso univariado

Primeiro, consideramos variaveis aleatérias X,..., Xy, V > 2, absolutamente continuas

com funcao densidade de probabilidade conjunta f dada por

fe1,. - 2n) = YN (max{|X,~|}> , (2.18)

1<i<N

para alguma funcao nao-negativa 1 que torne f definida acima uma funcao densidade

de probabilidade em IR isto é, 1 : R™ — IR, tal que

1

T (2.19)

/oo Wy (u)du =
0

Fang et al. (1990) denominam %y de funcao geradora de densidade da distribuigao
esférica [, e a variavel R = max;<;<ny{|X;|} de varidvel “radial”. Neste caso, se g é a

fungao densidade de probabilidade de R, entao

g(r) = N2"r""Yp (r) (0,00 (1) - (2.20)

(a demonstragao deste fato é apresentada no teorema que segue). O préximo resultado

fornece uma caracterizacao de variaveis aleatérias independentes com funcao densidade

de probabilidade conjunta dada por (2.18).
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Teorema 2.3.1 Sejam X,,..., Xy, N > 2, varidaveis aleatorias absolutamente continuas
independentes a valores em IR com funcio densidade de probabilidade conjunta f. Se f
satisfaz (2.18), entdio X; € uniformemente distribuido em (—0,0), para algum 6 > 0,

1=1,...,N.

Prova Para caracterizarmos X;, 2 =1,..., NV, derivaremos duas expressoes para a funcao
densidade de probabilidade de Ty = maxi<i<y{|X;|} e igualaremos tais expressoes. O
resultado € obtido entao desta dltima igualdade.

Inicialmente, vamos obter IPy, a distribuicao de probabilidade de (Xi,...,Xy), em
termos de 9 e da distribuicao uniforme sobre HY ={(z,,...,zy)€R": max<i<ni|zi|} =

m}, m > 0, Qnm, dada por (Iglesias et al. (1993))

Sity Py (@ (A N Mi(m))) + Av-1(o (AN Mi(—m)))]

Qnm(A) = SN (2m) V-1 , Ae B(IR,N)’.

(2.21)

onde M;(m) = {(21,...,an) € HY : 2 = m} e : RY — RY™! é dada por
go".(:zzl, e i1, Ty Ty - EN) = (T1y ey Tisl, Tigdy e - IN).
Assim, para A € B(IRY), temos
Pr(4) = [ f(as,.. zn)dhy
Definindo
B; = {(:731, ..xy) € RN 1Isnjaé}v{lmjl} = |’LZ|} = tg% M;(|t)), i=1,...,N,

segue que

N
Py(A) =3 [ o, en)d
i=1 ANB;
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pois RN = UY, Bi e A\(B; N B;) = 0,4 # j. Assim,

1<5<N

Py(A) = ﬁ,:/AnB»d) < max {[a:]|}> d\y =
Z/ Y(lzi)dAv = Z/ iDans, ((z1, - 2n))dAy .

Pelo teorema de Tonelli, segue que

N

Py(A) = Z:[/]R [/]RN_l zﬁ(|m|)Hwi(AnM,.(m))(goi(;vl, ey mN))d/\N_l]d/\l(m)]
N
- Z[/R ¢(|m|)[/]RN_l Tys(amats(m) (@' (@1, -y @) )dAnoa [ A (m)] =

= Z/ p(Iml) AN (' (AN M(m)))dm =

N
Z[/ \(—m) A (AN Mi(m clm+/ AN (ANMi(m )))dm]

N ¢ oo
—ZV m)An_1(¢ (Aﬂﬂ/[ dm—l—/ m)An—1i(p Aﬂj\/[ (m)))dm]

_Z/ Anv-1(9 (AN Mi(=m))) + Anv-i(9(A N Mi(m)))] dm =

= /Oco lp(m)lz [’\N 1 (Aﬂj\/[(m)) )+ Av-i(e (401\/[( m)))] dm .

Da dltima igualdade e de (2.21), segue que
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Py (A) = /O © o(m)2N M)V Qum(A)dm, A € B(RY). (2.22)

Para A = [—t,t]", temos

Qle (/1) — H(O,t](m),

uma vez que é uma medida concentrada em HY ={(z,,...,zy)€RY: max;<i<n{|®i|} =

m}. Portanto,

Py([—t, V) = /Otzp(m)‘ZN('Zm)N_ldm :

Mas, Py ([—¢,t]") é o valor da funcao de distribuicao de Ty = maxi<i<n{|Xi|}, Fr,

no ponto ¢t > 0. Assim,

Fr(t) = /Otz,b(m)QN(Qm)N_ldm .

Da ultima igualdade, segue que

fr(t) = (2N (2)" I, (1) (2.23)

é a fungao densidade de probabilidade de Ty (provamos, assim, o resultado em (2.20)).

De (2.20) e (2.22), notamos que se (X7, ..., X)) sdo varidveis aleatérias absolutamente
continuas com funcao densidade de probabilidade conjunta satisfazendo (2.18), entio a
distribuicao de (X, ..., Xy) corresponde a uma mistura dos elementos da familia {Q v, :
m > 0} na varidvel Ty.

Mas, por hipétese, X, ..., Xy sao independentes e permutaveis (notemos que f(ay,...,

ay) = f(xr, ..., Try) = (maxicicy{|zi|}) para qualquer permutacao 7 dos elementos
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de {1,...,N}). Assim, para todo ¢ > 0,
Fa(t) = NIG(2) — G—O1""[o(t) + g(—1)], (2.24)

onde G(g) é a fungao de distribuicao (funcao densidade de probabilidade) de X;. De

(2.23) e (2.24), temos que

POZNEON = NG() — G0 [g(t) + g(~1). (2.25)

Mas, 1h(t)=f(t,...,t)=[g(¢)]" e g é simétrica (notemos que f(z:,...,zx)=f(-1,...,
xy)), de modo que g(t) = g(—t), t € IR, e G(t) — G(—t) = 2G(t) — 1. Voltando em (2.25),

obtemos que

)V eN(@2)N ! = NQN“[G(t)—%]N—IQg(t) =

4

= O = [60) - 5V = ()= G0 -

Vt > 0 tal que g(Z) > 0. Da ultima relacdo, segue que se ¢ > 0 ¢ ponto da imagem de g,
entao A. = {z > 0: g(z) = ¢} é limitado superiormente (caso contrario, existiria z’ > 2
pertencente a A, com G(z’) > 1). Por outro lado, afirmamos que g assume apenas dois
valores, a saber, 0 e ¢, ¢ > 0. De fato, sejam ¢;,c; > 0 pontos da imagem de ¢g. Vamos
verificar que devemos ter, necessariamente, ¢; = ¢;. Se ¢, ¢z > 0 sdo pontos da imagem
de g, entao tomemos z1,z, € IRy tais que g(z;) = ¢;, i=1,2. Sem perda de generalidade,
suponhamos x; < z,. Assim, por hipdtese, temos

M7 =)™ = () e

f(wla‘T'Z: s al"l) = g(‘vl)[g(l‘?)
F(xa, 20,000, 20) = [g(22)]Y = () = (22) ,
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donde segue que ¢; = ¢3. Assim, como ¢ assume apenas os valores 0 e c e A, é limitado
superiormente, segue que o suporte de ¢ é limitado superiormente. Seja, entao, f o seu

maximo. Logo, G/(f) = 1, o que implica que ¢ = ;%. Por fim, verificamos que ¢ € igual a

55 no intervalo (0,0) Aj-q.c.. Com efeito,

GH—GO:—:/ ) D, =
(0) (0) 2 {g:O}ﬂ(O,a)g( F {gzﬁ}n(o,o)g( !

= Sih{e= 551N (0,0) = M(0.6)n{g=0})=0.

Finalmente, da simetria de g e dos resultados do ltimo paragrafo, segue que

0, t< =0,
1
G(t) = §+ct, -0<t<,
1, >0,
isto €, X, tem distribuicao uniforme em (—#0,0), # > 0, concluindo a prova. = =~ ™

Pode-se verificar facilmente que a reciproca do teorema 2.3.1 é verdadeira. Neste caso,

se Xj,..., Xy sao variaveis aleatorias independentes uniformes em (—6,6), 6 > 0, entao

. L\"
floran) = (57) oo (mastlad).

Assim, considerando-se a fungao nao-negativa % : IR — IR, dada por

50 =(55) Tean®)

obtemos o resultado.

No que segue, consideramos a distribuicao uniforme dependendo de dois parametros

0,,0, € R, 0, < 0,.



Teorema 2.3.2 Sejam X,,..., Xy, N > 3, varidveis aleatorias absolutamente continuas
independentes a valores em IR com fungao densidade de probabilidade conjunta f. Se
flzy, .. zn) = (2, zvy), Y(21, ..., 2N8) € RY, para alguma func¢io ndo-negativa v
que torna f uma densidade de probabilidade em IRY, entdo X; tem distribui¢io uniforme

em (01,02), para 0,,0; € R, com 0, <5, 1=1,...,N.

Prova Para obtermos a distribuicao de X;, 2 =1,..., N, derivaremos duas formas funci-
onais para a fungao densidade de probabilidade conjunta de (X(y), X(x)). Da igualdade
de tais fungoes seguira o resultado.

Inicialmente, vamos obter Py, a distribuicao de probabilidade de (Xi,..., Xy), em

termos de 1 e da distribuicao uniforme sobre Xﬁ,,mg = {(z1,...,2n5) € R" : Tay =

My, T(N) = Ma}, My, My € IR,'ml < Mo, QNm, m,, dada por (Iglesias et al.- (1998))

Q (B) — f\il ZJ¢, AjV—?(Soij(B n 1\/[,-J-(m1, 777,2)))
Homiggma N(N —1)(ms — my)N—2

, Be B(RY), - (2.26)

, _ . . N o — . i : i . RN
onde M;j(mi,ma) = {(T1,---,2N) € Xpnym, * T = M1, 35 =My, 0 £ jLe? : RY —
N-2 2 5 i AR s — {4 L ;. .
R é dada por @71, o, EN) = (Fa55 05 Tinis Bk s+ 3 Bjmiy Tidige - s TN

Assim, para A € B(IR"), temos
P(A) = [ flr,. an)di
Definindo B;; = {(z1,...,2n) € RV : £a1) = B Bv) =i} £ = Lyee., N, J 5 1, sogue

que

N
]PN(AA) = Z Z f(:vla LERS le)(l)\f\’ )

i=1 iti AﬂB,‘}

uma vez que RV = lJ Bij e An(Bij, N Biyj,) = 0, se (i1, 51) # (12, 32), it # J,
k=1,2. Assim,

9



ZZ/ (e, z;)dAy = ZZ/ (zi, 25)Lans;,; (21, .-, zn))dAN .
=1 jF#i

=1 7#1

Pelo teorema de Tonelli, segue que

Pr(A) = EZ[ / [ / (1, 0)yis (s ) (P (@1, -, @) )2 o, )

=1 j#1

=1 j#1

= Z Z[/W b (u,v) [/]sz-z .]L,,u(Amw,-,-(u,v))(‘ro.ij(:lsl, sae ,:E,\/))d/\,\r_g]d/\g(u, v)]

_ 22/ (1, 0) Aw_2(0 (AN Mij(u,v)))dNa(u, v) =

i=1 j#i

= /_co /°° (u,v ZZ/\N 2( AF‘I[\/[”(u v)))dudv .

=1 j#i

Da ultima igualdade e de (2.26), segue que

Px(A) / / (6, 0)N(N = 1)(v — )" 2Qnun(A)dvdu, A€ B(RY). (2.

o
)
-3

S—

Considerando A = {(zy,...,zy) € RY rz) L a, Ty < b}, temos

QNu,u(A) = H(—oo,a](u)ﬂ(—oovb](v)7
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2 . N
uma vez que @y, , ¢ uma medida concentrada em y” = {(zy,...,2n) € R" : T(y) =

U

u, z(nv)y =v}. Logo,

Py(A) = /_aoo /ub (u,v) N(N = 1)(v — u)N2dvdu .

Mas, IPy(A) é o valor da fungao de distribuicao de (X(1), X(ny), F'x,),xy)» N0 ponto

(a,b). Assim,

a b
Fxy,x (@, 0) = / / P(u,v)N(N = 1)(v — u)V 2dvdu .

Da ultima igualdade, segue que

Fx oy X (@,0) = P(a,b)N(N — 1)(b— a)V™? ,a < b, (2.28)

€ a funcao densidade de probabilidade conjunta de (X(1), X(v))-

De (2.28) e (2.27), é fé.cil- ver que se (X1, ..., Xy) sdo variaveis aleatdrias absolutamen-
te continuas com fungao densidade de probabilidade conjunta satisfazendo f(z1,...,zy5) =
= P(za), zwv)), Y(21,...,2N) € RY, entao a distribuicio de (Xi,...,Xn) corresponde
a uma mistura dos elementos da familia {Qnm,m, : m1,m2 € IR, m; < my} no vetor
(X, X))

Por outro lado, Xj, ..., Xy sao independentes e permutaveis (f(z1,...,2n) = f(@x,
o oTay) = P(20), T(v)) para qualquer permutacao 7 dos elementos de {1,..., N}). Assim,

para todo a,b € IR, a < b,

fxayxm (@, ) = N(N = 1)[G(b) — G(a)]"?g(b)g(a), (2.29)

onde G(g) € a funcao de distribui¢do (fungao densidade de probabilidade) de X;. De

(2.28) e (2.29), temos que
P(a, b)N(N — 1)(b— a)N 72 = N(N = D)[G(b) — G(a)]¥2g(b)g(a). (2.30)
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Mas, ¥(a,b) = f(a,t,...,t,b) = g(a)g(b)[g(t)]¥ 2, Vt € [a,b]. Assim,

9(@)g(D)gO" NN = 1)(b— )" = N(N = 1)[G(b) - G(a)]"?g(a)g(b) =

i v N-2
= (o))" = [—G(bg:f(“)} N

= g(t) = %S(a) = constante, V¢ € [, 0], (2.31)

para todo a,b € IR, a < b, tais que g(a), g(b) > 0.
De (2.31), concluimos que 3 6,0, € IR, 0; < 0, tais que g(t) = 0, Vi < 6, e
g(t) = 0, Vt > 0, (caso contrario, g seria constante em um intervalo ilimitado de IR e,

conseqientemente, nao seria uma funcao densidade de probabilidade). Deste modo, temos

que g deve satisfazer

0, t <0,
1
t)=¢{ —— 0, <t<¥0
g() 92_91’ L="="2
0, t > 0y,

isto €, X} é uniformemente distribuido em (#y,6,), 61,02 € IR, com 6, < 0. [ |

Notemos ainda que a reciproca do teorema 2.3.2 é vélida. Se X, ..., Xy sao variaveis

aleatorias independentes uniformes em (6, 6;), entao

1 N
f(zy,. ., zn) = <92 — 91> g, 0) (% (1) My 02) (T (2v)) -
Assim, basta considerarmos a fun¢ao nao-negativa 3 : IR> — IR, dada por

1 N
¢(t17t2) = (97 _ 91> H(gl,oo)(tl)]l(hﬁz)(t?) o

o]
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2.3.2 Caso bivariado

Nesta subsecao, consideramos uma sequéncia (Xi,Y1),...,(Xwn,Yn), N > 2, de vetores
¥ . . p . 9 s -
aleatorios bivariados absolutamente continuos assumindo valores em IR%, cuja funcao

densidade de probabilidade conjunta f satisfaz
fl(z, 1), (2N, yn)) = b max {zi + yi}), (2.32)

para uma apropriada funcao nao-negativa ¥y em IR} que torna f uma fungao densi-

dade de probabilidade em (IR*)V.

Teorema 2.3.3 Sejam Xi,..., Xy, N > 2, vetores aleatorios absolutamente continuos
independentes assumindo valores em IR,%r com fun¢do densidade de probabilidade conjunta
f.. Nestas condigoes, f((z1,11),-.-,(zN,yn)) = ¥n(maxi<icn{zi + vi}) para alguma
Jungio nao-negativa v, V((z1,v1), ..., (zn,yn)) € (IRF)Y, se, e somente se, (X;,Y;) €
uniformemente distribuido sobre {(z,y) € RL : v +y < 0}), para algum 0 > 0, i =

| PR

Prova (<) Neste sentido, a demonstracdo é imediata. Se ((Xi,Y1),...,(Xn,Yy)) sdo
vetores aleatorios independentes uniformes no triangulo {(z,y) € IR?{_ cxty<0},0>0,

entao

4

N
fl(z,0), .-, (2N, un)) = <9—2) H(o,o)(lxgggf{xi +v:}) .

Considerando-se entao a fungao nao-negativa ¥ : IR — IR, dada por

obtemos o resultado desejado.



(=) Para caracterizarmos (X;, Y;), 7 = 1,..., N, obteremos duas expressoes para a funcio
densidade de probabilidade de Ty = maxi<i<n{X; + Yi}. A distribuicao de (X;,Y))
decorrera da igualdade de tais expressoes.

Primeiramente, vamos calcular a distribuicao de probabilidade de ((Xy,Y7),...,
(Xn,Yn)), IPy, em termos de ¥ e da distribuigao uniforme sobre xY = {((z1,y1),...,
(zn,yn)) € (IRi)N c maxi<i<y{®i +yi} = m}, m > 0, Qnm, dada por (Esteves et al.
(2001))

N § I.(m .
Qun(B) = 2t GO | pen(m)), (23

2

onde M;(m) = {((z1,y1),---, (TN yn)) € XN i +yi = m} e ¢t : (R*)V — IR?V2
é dada por Lfoi(((:clayl)> o wey (-TN,Z/N))) = (xla Y1y« 3 Ti=15Yi—-1, Tig1, Yig1y - - - a-’l:vaN); As-

sim, para A € B((IR})"),
- (V)
Pa(A) = [ F((e1,00), - (o gD

Definindo B; = {((z1,v1),---,(zn,yn)) € (IR{i)N : maxi<ij<n{®; + ¥} = @i + yi},

temos que

N
Pu(A) =Y [ F(((@m), - (ow,un)))AX
i—1 ANB;
pois (R2)N = UN, Bi e \)(B. N B;) = 0, i # j. Logo,

N
Frid) = Z/qng. P( max {z; +y; P =
i=1 JANB;

1<5<N

N .
= > [ e +ydd” =
=1/ AnB;
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N
= /(Rz @it v Lans (21,01, (o yw)))dAS)
i=1 +

Pelo Teorema de Tonelli, segue que

Pr(d) =
= : N—1
= Z[/le [/(mz)w-l P+ 0)miamns o (P (@30, - (@, yn)) AT ™ dda (u, v)
=1 + +

onde ¢~ : (R*)V — (IR*)N~! ¢é dada por

99_i(((-"31,y1), saEy (:EIV) yN))) - ((:vl)yl)? Caey (xi—layi—l)a (xi+l7 yi+1)> a8 4 g (Q:IV) yN))-
Entao,

Py(A) = Z[/ " ’@b(u+'v)[/mm_2 H(p"(Am\//,-(uw))((Pi(((i‘lay1)> =5 v(-77N,yN)))d/\zN—z]dAz(u;v)]

=1 + +

N

= Z/ . P(u+v)Aan_2(@" (AN Mi(u 4 v)))dudy =

=1 +

N
= /1R2 P(u+v) Z )\21V—2(99i(A N M; (v 4+ v)))dudo .

+ =1

De (2.33), segue que

2\ N—1
Py(A4) = /]R p(u+v)N (“‘J;“) ) QN (urny(A)dudo, A € B(R2)Y). (2.34)

Tomando, em particular, A = [{(z,y) € R : @ +y < t}]V, temos

Q!V(u-{—u)(fl) = H(O,l‘.)(ﬂ + 'U) = H(O,t)(u)H(O,t—u)(v)a

35



POis @ N (utv) € uma medida concentrada em /\’chv ={((z1,n1),-.-,(zN,yn)) € (IR?I_)N .

max; <i<n{®i + yi} = v+ v}. Portanto,

t pt—u w42\ V!
Py(A) = /0 /0 P(u+v)N (M) dvdu .

Mas, IPy(A) é o valor da funcao de distribuicao de Ty = max;<i<n{X; + Yi}, Fr,,

calculada no ponto ¢ > 0. Assim,

t pt—u ; 2\ V=1
Fr,(t) = / / Y(u+v)N <M) dvdu .
0 Jo 2
Fazendo a transformacao ¢« = u+ v e b = v, segue que
t N
Fr,(t) :/ gb(a)maz‘v'zda :
0 2
Logo,

Fr() = $(0) g t™ M, (1 (2.35)

é a funcao densidade de probabilidade de Tly.

De (2.35) e (2.34), verificamos que se ((X1,Y1),...,(Xwn,Yy)) sdo vetores aleatérias
absolutamente continuos com funcao densidade de probabilidade conjunta satisfazendo
(2.32), entdo a distribuicao de ((X1,Y1),...,(Xn,Yy)) corresponde a uma mistura dos
elementos da familia {Qnm : m > 0} na varidvel Ty.

Mas, por outro lado, (X1,Y1),. .., (Xn, Yy) sdo independentes e permutaveis (f(((z1, y1,
oo ZNGYUN))) = F(((Zry s Ym )y - o5 (g s Yy ))) = P(maxi<icy{zi + vi}) para toda permu-

tacao 7 dos elementos de {1,...,N}). Assim, temos, para t > 0, que

fru(t) = N[Fx, v, ()" fxin (1), (2.36)



onde Fx 4y, (fx,4v,) é a fungdo de distribuigao (fungio densidade de probabilidade)

de X} +Yi. De (2.35) e (2.36), temos que

N _ SN .
SnoT O = NIFx, o (01 fxm (1) (2.37)

Mas, ¥(t) = f((0,t),...,(0,2)) = [9(0,¢)]", onde ¢ é a fungio densidade de probabi-
lidade de (X}, Y1). Por outro lado, g(a,t — a) = g(0,t), Ya € [0,t], V¢ > 0, o que implica
que

o>

‘ t t
fxin (t) = / g(a,t —a)da = /g(a,t—a)da = /g(O,t)da = tg(0,t) .
0 0

—0o0

Da ultima relagao e da expressao para 1(¢) em funcao de 9(0,t), obtemos que

D(t) = [f\%y(t)]v |

Substituindo em (2.37), resulta que

N [fx,4n )Y - 5 . '
’)N—l[ l-l_t}l\lf( )] e IV[F'XI‘FYI(t)]N lerH'l(t) =

= [le-f-Yl(t)]N_ltN_l = [2FX1+Yl(t)]N—1 =

2

t.;
FX1+YA(t) = gg(oat) )

Vt > 0 tal que g(0,¢) > 0. Da relacao acima, segue que se ¢ > 0 pertence a lmagem
de g, entao A. = {t > 0: g(0,t) = ¢} é limitado superiormente (caso contrario, existiria
t > \/g pertencente a A, com Fly, 1y, (') > 1). Por outro lado, afirmamos que ¢ assume
apenas dois valores, a saber, 0 e ¢, ¢ > 0. De fato, sejam ¢;,c; > 0 pontos da Imagem

de g. Vamos verificar que, necessariamente, ¢; = ¢y. Se ¢;, ¢, > 0 sao pontos da imagem

37



de g, entao tomemos (z1,y1),(z2,y2) € IR%r tais que ¢(z;,y;) = ¢, i=1,2. Sem perda de

generalidade, suponhamos que z; + y; < 2 + y3. Assim, por hipdtese, temos

]N—l -

f((z,0)s (R2,92)5 -5 (22,92)) = 9(z1,y1)[9(22, y2) c(e)V T =z ) e

F((z2,92), (22, 82), - - - (22, 82)) = [9(22,¥2)]V = () = ¥(22 + v2) ,

donde segue que ¢; = cz. Assim, como g assume apenas os valores 0 e ce A, é limitado

superiormente, segue que o suporte de fx, 1y, € limitado superiormente e, portanto, existe

0 > 0 tal que § = max{t > 0 : fx,4v,(t) > 0}, com ¢(0,0) = c¢. Logo, Fx,+v,(#) =1, o
, .

. . o " . ‘e .. 9
que implica que ¢ = 7. Por fim, verificamos que ¢ é igual a 5z em By = {(z,y) € ]Ri :

x+y < 0} Ay-q.c.. Com efeito,

P((AX'I,}/I)EBG) = FX1+Y1(9) =1=

9
N I\ 1\ :/ Ay = 1 =
/B,,n{g:o}g( 2 * B,,n{ngg-}gC 2 By 02 4

2 2 2

| R

= M(Bgn{g=0}) = 0.
Logo, temos, finalmente, que

2
2

g(:E,y):{S ) (:an)EBg,

caso contrario,

isto é, (X1, Y1) tem distribuicao uniforme sobre {(z,y) € IR} :x+y <0},0>0. m

(o0]
o8]



2.4 Conclusoes

Neste capitulo, apresentamos caracterizagoes de distribuigoes uniformes, discretas e continuas,
univariadas e bivariadas, dentro de classes de distribuicoes multivariadas satisfazendo
certas condigdes de simetria. No caso discreto, a especificacao de distribuicoes de pro-
babilidade multivariadas dependendo apenas do méaximo, do minimo e do maximo, e, ou
do maximo das somas das coordenadas e a suposicao adicional de independéncia forne-
cem uma caracterizagao dos modelos uniformes em {0,...,0}, 6 € IN, em {6,,...,60,},
01,0, € Z, 0, < 0, e em {(z,y) € N> : 2 + y < 0}, 0 € N, respectivamente. No caso
continuo, a imposicao de condigoes similares sobre as funcées densidade de probabilidade
de distribuigoes simétricas multivariadas mais independéncia permitem uma caracteri-
zagao dos modelos uniformes em (—6,0), 6 > 0, em (0y,0,), 0,,0, € IR, 0, < 0,, e em"
{(z,y) € IRi_ ce+y <0}, 0> 0. Algumas questoes, no entanto, nao foram contempladas
neste capitulo e merecem futura apreciacao. Dentre outras, destacamos a possibilida-
de de caracterizar os vetores aleatorios X com distribuicoes pertencentes as classes de
distribuicoes simétricas multivariadas aqui consideradas através de uma representacao es-
tocastica da forma X = RU, para alguma variavel aleatéria R > 0 independente de um
vetor aleatério U uniformemente distribuido sobre uma especifica regiao do IR™ ((IR?)V)
(no caso das distribuicées esféricas n-variadas, n € IN, sabemos que existe uma caracte-
rizagao desta forma, com U sendo uniformemente distribuido sobre a superficie da esfera

n-dimensional de raio 1).
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Capitulo 3

Uma variante do modelo de urna de
Polya-Eggenberger

3.1 Introducao

O estudo de modelos de urnas, cujos primérdios remontam ao século XVII (segundo
Johnson & Kotz, 1977, p. 22, “a primeira referéncia a modelos de urnas em problemas de
probabilidade aparece nos trabalhos de Huygen (1629-1695)"), tem sido, desde entao, alvo
de trabalhos de muitos autores devido a sua importancia, que, resumidamente, reside em
pelo menos dois aspectos: primeiro, a possibilidade de derivacao de muitos resultados da
Teoria de Probabilidade (a0 menos no que diz respeito a probabilidade discreta) via mo-
delos de urnas, o que os tornam um vigoroso instrumento didatico (Johnson & Kotz, 1977,
por exemplo, obtém as distribui¢oes de probabilidade discretas comumente utilizadas em
métodos estatisticos a partir de um esquema de urnas mais geral); segundo, a possibili-
dade de modelagem de diversos fendmenos da natureza bem como de problemas reais em
varias areas do conhecimento através de esquemas de urnas (Heitele, 1975, afirma que é
possivel associar modelos de urnas a grande parte dos experimentos que envolvem incer-
teza). Finalmente, Pélya (1954) ratifica a importancia de modelos de urnas: “Qualquer

problema de probabilidade parece comparavel a um adequado problema de urnas conten-
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do bolas e qualquer fenomeno aleatério parece similar, em certos aspectos essenciais, a
sucessivas retiradas de bolas de um sistema de urnas combinadas convenientemente”.

Johnson & Kotz (1977) distinguem os principais modelos de urnas em duas categorias:
(i) os modelos de urnas com reposicao de bolas, dentre os quais podemos destacar os
modelos estocéasticos de Polya-Eggenberger para fenomenos envolvendo algumas formas
de “contagio” e de Ehrenfest para transferéncia de calor entre dois corpos isolados e (ii)
os modelos de urnas para problemas de ocupacao (sem reposicao de bolas) tais como os
modelos de Bose-Einstein e de Maxwell-Boltzmann. Neste trabalho, no entanto, vamos
nos ater apenas a um particular modelo da categoria (i) citada acima: o modelo de
Polya-Enggenberger e suas variagoes. Uma descricao bastante detalhada sobre o estudo
de modelos de urnas em geral é encontrado em Johnson & Kotz (1977).

No que segue, recordamos o modelo de urna de Pélya-Eggenberger bem como apre-
sentamos uma variacao deste modelo que acreditamos nao ter sido ainda contemplada na

literatura.

3.2 O modelo de Pélya-Eggenberger e suas variagoes

Dentre os diversos modelos de urnas desenvolvidos para representar formas de contéagio,
o modelo de Pdlya-Eggenberger ocupa, indubitavelmente, uma posicao central, nao sé
pelo seu cunho pioneiro nesta darea de estudo, mas também pela generalidade e riqueza
de propriedades que encerra. Na sequéncia, faremos uma breve descricao deste modelo e
de algumas de suas propriedades.

Podemos descrever o modelo de urna de Polya-Eggenberger de modo bastante simples.
Imaginemos uma urna contendo, inicialmente, a bolas brancas e b bolas pretas. Pdlya e
Eggenberger (1923) consideram o seguinte procedimento de retiradas sucessivas de bolas

da urna: retira-se uma bola da urna de maneira equiprovavel e, em seguida, retorna-se



esta bola a urna juntamente com ¢ bolas desta mesma cor (o caso particular ¢ = 1 foi
estudado anteriormente por Markov (1906)). Notemos que, segundo esta construgao, a
retirada de uma bola de uma determinada cor, digamos branca, em uma certa etapa do
processo aumenta a probabilidade de nova ocorréncia deste evento (retirada de uma bola
branca) na etapa seguinte (Feller, 1957, da o nome de “aftereffect” a este fendmeno em que
a ocorréncia de um evento aumenta (ou diminui) a probabilidade de nova ocorréncia deste
evento). Esta caracteristica do processo, em concordancia com seu conceito de “influence
globale”, teria levado Pdlya a considera-lo um protétipo bastante razoavel para descrever
especificas formas de “contdgio”. A seguir, apresentamos uma formalizacao do modelo de
Pélya-Eggenberger.

Seja {X; }a>1 um processo estocastico assumindo valores em {0,1}* com medida IP

tal que, Vn € IN, V(21,...,z,) € {0,1}",

2 .y alatc)--(at(ta —1)e)b(b+c)- - (b4 (n—t, — 1)c)
Bl = Bryes Ka S ) = @D tbta - (atbtm-19

ou

P2 +2a) 0 (2 4n—ta) ()

AT CE )

onde t, = Y.iv, 4, a,b,c € IN. O processo {X,}n>1 descreve a evolugiao do modelo

P(‘XIZIEI,...,Xn:[L'n): (31)

de urna de Pdlya-Eggenberger com configuracao inicial (a,b), isto é, com a bolas brancas
e b bolas pretas inicialmente na urna, e ¢ bolas acrescidas em cada etapa. X, corres-
ponde entao a variavel indicadora de retirada de uma bola branca na n-ésima etapa do
processo, n € IN. De (3.1), é facil ver que o processo de Polya-Eggenberger é permutavel.
Deste modo, o processo de Polya-Eggenberger satisfaz as condigoes do Teorema da Re-
presentacao de De Finetti e, portanto, qualquer marginal n-dimensional deste processo

pode ser escrita como uma mistura de n variaveis aleatorias de Bernoulli independentes
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e identicamente distribuidas (neste caso, a medida de De Finetti, ou misturadora, possui
funcao densidade de probabilidade Beta com parametros % e %) A partir do processo
de Polya-Eggenberger, sao derivadas as distribuigdes de Pdlya-Eggenberger e Pélya in-
versa, bem como suas versoes multivariadas para as situagoes em que existem mais de
duas cores para as bolas da urna. Um estudo bastante detalhado dessas distribuicoes e
outras caracterizacoes do modelo de Pélya-Eggenberger sao encontrados em Johnson &
Kotz (1977).

A partir do trabalho de Pélya e Eggenberger (1923), modificacoes (ou generalizagdes)
em varias direcoes para o modelo de'Pdlya-Eggenberger tém sido desenvolvidas, desde
a consideracao de mais de duas cores para as bolas na urna até a adocao de diferentes
mecanismos de reposicao de bolas a urna. Dentre estas alteracoes destacamos: (1) repo-
sicao nao apenas de ¢ bolas da mesma cor da bola retirada, mas também de d bolas da
outra cor; (2) reposicao de bolas das duas cores, como em (1), dependendo da etapa do
processo, isto é, ¢ = ¢, e d = d,, ou da cor da bola retirada, ¢ = ¢,(z,) e d = d,(z,) e
(3) reposicao de nimeros C' e D aleatérios de bolas a urna. Em qualquer uma das trés
situagoes acima, o processo obtido nao é, em geral, permutavel. Consideremos, a titulo
de ilustracao, os exemplos.

Exemplo 3.2.1 No caso (1) acima, sejam a =b=1,c=3 e d = 1. E facil ver que

ol =

1
P(X1 — 1,)&,2 :1,,X3:0) = ﬁ 7é P(Xl :0,_X2 :1,X3:J.) =

Exemplo 3.2.2 No caso (2), tomemos a = b =1, ¢,(1) =4, ¢,(0) =1 e d,(1) = d,(0) =
1, Vn € IN. Assim,

3 1
P(z\rl = I,X«g == 1,4X3 — ): %# P()\,l :0,)\,‘2: 1,/\,3: 1): '6

Exemplo 3.2.3 No caso (3), consideremos ¢« = b =1, d = 0 e C distribuido segundo
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P(C' =1) = P(C =3) = 1. Neste caso,

25

2
P(‘Xl = 1,X2 :1,X3:0): i7'£P()\,1 :O,XQ = l,X3:1) :ﬁ

360
Apresentamos agora uma nova versao para o modelo de urna de Pélya-Eggenberger.
Consideremos uma urna contendo bolas brancas e pretas. Suponhamos, no entanto,
que sejam desconhecidos os numeros iniciais A e B de bolas brancas e pretas, respecti-
vamente. Como o par (A, B) é desconhecido, é natural, do ponto de vista subjetivista,
que atribuamos uma medida de probabilidade sobre IN* que expresse nossa incerteza a
respeito da composicao inicial da urna. Assim, a configuracao inicial da urna para o
modelo que propomos é um vetor aleatério em (IN?, P(IN?)). Quanto a evolucio do pro-
cesso, admitimos que, em cada etapa, seja escolhida uma bola da urna uniformemente
e que, emﬂseguida, esta seja reposta a urna juntamente com outra bola: da mesma cor
(notemos que este € o procedimento de retiradas sucessivas do modelo de urna de Pdlya-
Eggenberger com ¢ = 1). Ao processo descrito acima, damos o nome de Modelo de Urna
de Pdlya-Eggenberger com composicao (ou configuracao) inicial aleatéria. Neste caso,
se {((ar,br), pe)ren, (@, b)) € IN? pp > 0, k € IN, com >orewn Pk = 1, exprime nossa
incerteza a respeito da composicao inicial da urna, temos, utilizando a notagao do comeco
desta secao, que Vn € IN, V(zy,...,2,) € {0,1}",
(o.¢]
P(Xi =®iye00, X5 ="=28s) = Zpk - Pélya((xy,...,z.)|(ak, br)),
k=1

ou

P(X) =a2y,..., X, =2,) = / Pélya ((z1,...,2.)|(a,b))dp(a,b), (3.2)
N2

onde i : P(IN?) = [0, 1] é tal que u(4) = Siugperen prs A € PN), ¢



e+ 2) 0 (b+n—X" 2;)(a+0b)
['(a)l'(6)T'(¢ + b+ n)

Pélya ((z1,...,2n)|(a, b)) =

A expressao (3.2) acima é facilmente obtida condicionando-se a evolugao do processo
a composicao inicial da urna, isto €,
n
v 4 7
P()&I =T1y-.- 7-)\71 = fL‘n) = Z P((A, B) = ((Lk,bk)) H P(X] =Ty | T1ye--5T5-1, (ak,bk)).
kelN i=1
Notemos que em (3.2) poderiamos ter formalmente considerado medidas misturadoras
j mais gerais sobre (IR}, B(IRY)). No entanto, como tal medida deve refletir nossa incer-
.~ . P . . 2
teza sobre a composicao inicial da urna, (A, B), sabidamente assumindo valores em IN*,

nao contemplamos estas situacoes neste trabalho. No que segue, apresentamos algumas

propriedades do Modelo de Urna de Pélya-Eggenberger com configuragao inicial aleatéria.

Proposigao 3.2.1 Qualquer que seja a medida misturadora i, o modelo de Urna de
Polya-Eggenberger com composicao inicial aleatoria € permutdvel, isto €, Vn € IN, V(zy,...,2,) €

{0,1}* eV : {1,...,n} = {1,...,n} bijetora (permutag¢io dos indices 1,...,n)
P(r(1ys - Trn)) = P(21,. .., 20).

Prova

P(SL‘,.-(I), e ,.’B,r(n)) = Z Pk Pélya((m,r(l), e ,I,r(n))|((tk,bk)) -
kelN

= Z pi - Polya((zy,...,z.)|(ak, br)) = P(z1,...,2a) ,
kelN

onde a penultima igualdade decorre da permutabilidade do processo de Pélya-Eggen-

berger usual (isto é, com composicao inicial nao-aleatéria). |
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O resultado da Proposicao 3.2.1 é, na verdade, conseqliéncia imediata da convexidade
do conjunto das medidas permutaveis em {0,1}" com a usual o-dlgebra de conjuntos
cilindricos. A Proposigao 3.2.1 revela que o Modelo de Urna de Pdlya-Eggenberger com
composicao inical aleatoria é permutavel, ao contrario das outras variacoes do Modelo
de Pdlya-Eggenberger mencionadas anteriormente, que nao gozam de tal propriedade.
Também por isso, vemos que o modelo que propomos nao corresponde a generalizacao
alguma do modelo de urna de Pdlya-Eggenberger, dentre as mencionadas. Ademais,
o modelo de urna de Pdlya-Eggenberger com configuragao inicial aleatéria, sendo um
processo permutavel em {0, 1}°°, satisfaz as condicées do Teorema da Representacao de
De Finetti (1937), de modo que qualquer marginal n-dimensional deste processo equivale
a uma mistura de n variaveis de Bernoulli independentes e identicamente distribuidas. A

seguir, caracterizamos entao a medida de De Finetti deste processo.

Proposicao 3.2.2 Seja { X, }n>1 um modelo de urna de Pélya-Eggenberger com configi-
ragdo inicial aleatoria dada por {((ak,br); pr)}rew, (ar,bx) € IN?, pr > 0, k € IN, com
YoreNPe = 1. Entao a medida de De Finetti deste processo possui func¢ao densidade de

probabilidade dada por

9(0) = > peBeta(0; (ar, bi)), (3.3)
keIN

onde Beta (0;(a,b)) = &SH’IZ)@“*(I — 0)""o,13(0).

Prova Seja IP a medida do processo {X,}n,>1. Assim, Vn € IN, V(zy,...,z,) € {0,1}",

temos

IP(:CI) st a’Ln) = Z Pk - Po’lya((ll) )"Z"Tl)l(ak’bk))'
kelN

Mas,
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Polya (21, )l (e b)) = [ O (1 — )T Beta (6 (ap, b)), (3.4)

uma vez que o modelo de urna de Polya-Eggenberger com configuragao inicial fixa
(ak,by) € permutavel com medida de De Finetti possuindo funcao densidade de probabi-

lidade Beta com parametros ay e b;. Logo,

1 n
P(z1,...,2,) = Z pk/ 02 i Fi(l — 9)"‘21':1 “ Beta (8; (ax, bx))dd =
0

keIN

1 n n
=3 / 02oim1 7 (1 — 0)"2i=1 %, Beta (0; (ax, bi))df =
0

keN

= /l 9 #(1 = 9)”“2?:1 & (Z pi - Beta (0; (ax, bk))) dé,
0

keN

onde a ultima igualdade decorre do Teorema de Tonelli. Assim,
1 n n
P21, . c058n) = / 2 ins Ti(l — 9)”‘2«':1 = (Z pr - Beta (6; (ak,bk))> de .
0 keN

Da unicidade da medida de De Finetti no Teorema da Representacao segue o resultado.

A Proposicao 3.2.2 mostra que o modelo de urna de Pdlya-Eggenberger com confi-
guracao inicial dada por {((ak,bx); pr)}renw tem medida de De Finetti possuindo funcao
densidade de probabilidade igual a uma mistura enumeravel de funcoes densidade Betas,
a saber, Betas com parametros aj e b;, k € IN, ponderadas pelos respectivos pesos py.

Na proxima secao, apresentamos o principal resultado deste trabalho, que afirma que,
sob certas condigdes, um processo permutavel em {0,1}* pode ser “bem aproximado”

por um modelo de urna de Pdlya-Eggenberger com configuracao inicial aleatéria.
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3.3 Resultado principal

Estabelecemos, a partir de agora, condigoes para que a medida de probabilidade de um
processo permutavel a valores em {0,1}* possa ser bem aproximada, em distancia de
variacao total, pela medida de um conveniente modelo de urna de Pélya-Eggenberger com
composicao inicial aleatoria. Antes, porém, relembremos um teorema devido a Bernstein

que tera papel fundamental nos resultados subsequentes.

Teorema 3.3.1 (S. Bernstein) Seja f : [0,1] — IR continua. FEntdo, a seqiéncia de
polinomios de Bernstein
~ (n kY & n—k
Pula) =3, fl=]z"Q—=2)"",n=12,...
k=0 k L
converge uniformemente a f quando n — oco.

Prova Notemos, inicialmente, que se ry(z) = (Z) zF(1 — z)"~F, entdo
Sork(z) =1, D kr(z) =na > (k—na)’ - r(z) = na(l — ).
k=0 k=0 k=0

Vamos avaliar

- éj(z)rk(z)—éf(ﬁ) ri(z)| = é(f(%)-f(%))m(r) <
< i)~ 1 (£)| (1)

Como f é continua em [0, 1], temos que f é absolutamente continua e, portanto,
Ve >0, 3 = (¢) > 0 tal que |z —y| <= |f(z) — f(y)| < 5. Além disso, AM > 0 tal que
|f(z)] < M, Vz € [0,1].
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Dividimos a soma em (3.1) em duas partes. Para ¢ > 0 e = (&), temos

-7 (Y ¥

[f(z) = Ba(z)] < >0
ki|k—nz|<n k:|k—nz|>n
Mas,
k : -
Ik~ nal <n = ’;—x = *f@)—f(%) <
Logo,

X no+ ¥ (i ()

. S
F(@) — Pa(@)l < £
= kilk—nz|<n k:lk—nz|>n
€ , e 2Mnz(l —2) €
< §+21W> Z re(z) SE‘FT S§
kilk—nz|>n .
uma vez que
nx(l —z 1
S @< gl
k:|k—nz|>n L 4

Assim,

M
f(z) — Pa(@)| < = + ;—n Ve € [0,1], Vn € IN.

M :
Tomando ng € IN tal que 212710 < £, segue que

|f(7’)—Pn(3’)' <g, Vn 277,0.

Assim, Ve > 0, 3ng = ng(e) € IN tal que

n > ng = |f(”b) — P,(z)| <,

100

=, Vz €[0,1], ou seja,.




P, converge uniformemente a f quando n — co. [ ]

Marsden (1974) argumenta que o conhecimento de Teoria da Probabilidade possibili-
tou a Bernstein melhor compreender e demonstrar este teorema. De fato, varias passagens
da prova acima correspondem a resultados bem conhecidos em probabilidade. Além disso,
a consideracao de um cenario envolvendo um jogo com premiacao fornece uma explicacao
intuitiva, ainda que sob uma perspectiva frequentista, da validade do teorema 3.3.1. Com
efeito, considerando-se n lancamentos independentes de uma moeda, nos quais a proba-
bilidade de resultar cara é z, e admitindo-se que f(i—) unidades monetarias sao pagas a
um jogador quando k caras sdo obtidas nestes n lancamentos da moeda, P,(z) é o ganho
esperado deste jogador. Para valores grandes dé n, a fracao de lancamentos que resultam
em cara aproxima-se de z e, consequentemente, o ganho médio de tal jogador aproxima-se
de f(z), isto é, P,(z) deve aproximar f(z).

Na sequéncia, exibimos as condi¢oes para que a solucao do problema dos momentos
de Hausdorff (Shohat e Tamarkin (1943)) seja absolutamente continua possuindo funcao

densidade limitada.

Teorema 3.3.2 Sejam {a,}n>1, an € [0,1], wma sequéncia de nimeros e (t) wma

fungdo de distribuicio com ¥(0) =0 e (1) = 1 tais que
1
ay, :/ t"dy(t), VnelN, (3.2)
0

Entio, ¥(t) = [f p(u)du, com ¢ > 0 limitada, se, e somente se, existe M > 0 tal que,

n\ ! M
t'” 1 —¢ n—uv (¢ < 7
{“}{O/ (-1 cd()}_nﬂ

Prova A demonstragao que apresentamos aqui é devida a Shohat e Tamarkin (1943), onde

Vn € IN, tem-se

sao abordadas varias versoes do problema classico dos momentos proposto por Stieltjes
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(1894-95).

(=) Se (t) = 5 p(u)du, ¢ limitada, entio Vn € IN, Yv € {0,...,n}, temos

['(n+1)
M/ _ e
v+ 1I'(n—v+1) )y

sendo M = supg;;(t). Logo,

n\ [l . T'(n+1) Tw+)I(n—v+1) M
t"(1—t)"""dep < M <
('U)/O ( T s [(v+ 1)I'(n —v+1) ['(n+2) “n41

n 1 M
’ tU 1 n—v .
7 welomn) { (v) /0 (1=1) dd’} n+l

(<) Neste caso, consideremos os conjuntos ([0, 1]) dos polinémios definidos em [0, 1] e
L1([0,1], B([0,1], A1) das classes de equivaléncia de func¢oes integraveis, isto é, das classes
de fungdes [f] tais que [; | f|dA; < oo, munidos da norma || - ||, = Joq |+ 1dAL.
Claramente, O([0,1]) C £4([0, 1], B([0,1]), A1). Definiremos, no que segue, um funcio-
nal linear em O([0,1]) e verificaremos que este funcional, limitado, pode ser estendido a
L1([0,1], B([0,1], A1). Seja v : O([0,1]) — IR o funcional linear que associa ao polinémio

P(t) = Y0_g xjt? o valor
Py=%" oz
7=0

Verificamos que este funcional é limitado, considerando, para P € O([0, 1]), a seqiiéncia

de Polinémios de Bernstein {B,},>1 tal que B, — P, quando n — co.
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,I/(B") = éan—]:z:f(

3op () (1) [0 -ortas
golt

Mas, por hipétese, (Z) Jo t5(1 —t)"*d

n
<2
k=0

lv(B.)| <

e
e
==
|
—_
S~—
3
|
<.
|
e
(=19
<

o~
B
h
it
—~~~
|
—_
A
7
>
d,
j= 5
<

£ (5(5) -

k=0

) /01 (L=t dy

< M WEk=0,...,n. Assim,

n+1?

n P k
v PG
k=0 n+1
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Da ultima desigualdade segue que

limsup |v(B,)| < M| P, (3.3)

pois Yp_o |P(E)|(n +1)™" — [f5 |P|d)y, quando n — co. Por outro lado, temos que

(Shohat e Tamarkin (1943), pags. 8 e 99)

lv(P)| < v(Ba)l + |v(ea)l, (3-4)

onde &, é um elemento de O([0,1]) tal que |v(c,)| — 0, quando n — co. De (3.3) e

(3.4) e tomando limites quando n — oo, resulta que

W(P) < M|[P| + lim |v(en)] = M|[P]: .

Portanto, v é um funcional linear continuo em O([0, 1]) e, pelo Teorema de Hahn-
Banach para extensao de funcionais lineares, segue que v em O([0, 1]) pode ser estendido
a v em L4([0,1],B][0,1]),A;) de modo a preservar linearidade e limitacao, isto é, v* :

L1([0,1],B([0,1]), A1) = IR é linear e tal que v*(P) =v(P), ¥ P € O([0,1]) e
(O < M-I fll, Vf e Li([0,1], B([0,1]), M)

Mas, pelo Teorema da Representacao de Riesz, temos que 3 ¢ € L,.([0, 1], 5([0,1]),

)‘l)a P > 07 tal que Vf € [:1([07 1]’8([07 1])3)‘1)’

()= [ Fedh,

isto é, 3 ¢ limitada tal que



Tomando, ¥Yn € IN, P,(t) = t", segue que
1
V(P = a, :/ t"di .
0
Por outro lado,
. 1 1
v (Py) = / Pa(t)p(t)dt = / 1o (t)dt,
0 0
e, consequentemente,
1 1
/ i = / "o()dl, Vne N,
0 0

implicando que os funcionais lineares p; : £1([0,1], B([0,1]),%) = R e ua : £,([0, 1],

B([0,1]), A1) — IR, dados, respectivamente, por

1 : 1
pi(f) = /0 fdy e pa(f) = /0 F(®)e(t)dt ,
coincidem em O([0, 1]) e sdo limitados na norma £;. Portanto, temos, em particular,

que gy () = p2(llp,g), VE € [0,1], isto &,
¢
(1) :/ o(u)du, 0<t<1,
0

concluindo a demonstracao. |

Enunciamos a seguir o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3.3.3 Seja { X, }a>1 um processo permutdvel com valores em {0,1}*. Suponha

que exista M > 0 tal que, Yn € IN, max,eo,..n} P (Xie) Xi =v) < n‘:_[l Entao, Ye > 0,
Ime = mo(e) € IN e {po,..-,Pmg} com pr >0, k =0,...,mqg, € > 12k = 1, tais que

Vn€e N eV(zy,...,z,) € {0,1}7,

P(x1,...,20) — Y pi - Polya((z1,...,2a)|(k+ 1,mo — k+1))| <k, (3.5)

k=0

onde P denota « medida do processo {X, }.>1.
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Prova Como {X,},>1 é permutdvel assumindo valores em {0,1}*, segue, pelo Teorema

da Representacdo de De Finetti, que, Vn € IN, Y(zy,...,2,) € {0,1}",
- 1 n n

Plwy, .- o) = / 02-i=1 #i(] — g)n—2;=; Tidey(0),
0

onde ¥ : B([0,1]) — [0,1] é a medida de De Finetti. Em particular, para o vetor
1, =(1,...,1)ixn, temos

P(1,) = /1 0" (0), Vn € IN.
—— 0

Qn

Como por hipotese existe M > 0 tal que

2 n 1 M
Xi=v|= max (1 — )" Vdyp < ——, :
max }P <Z \- v) Uer{réa\n} (v) /0 g (1 —0)""dyp < a1 Vn € IN

segue, pelo Teorema 3.3.2, que ¥ é absolutamente continua e que 3 ¢ : [0,1] — R4,
limitada, tal que
(L) = p(t)dt .
Neste caso, existe {¢n}n>1, ©n > 0, simples, Vn € IN, tal que ¢, — . Assim,
Ve > 0, 3 p,, >0, simples, tal que

1 €
| o —gmldn < =
0 4

Além disso, existem uma “step function” S : [0,1] — IRy tal que

|
—
09
-~
SN—r

1
n—’l/\ )
|t = Stad < 2

uma funcao continua limitada C' : [0, 1] — IRy tal que

1 -
/0 5= Cldh < (3.8)
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A . - A . . u .
e uma sequéncia de polinémios de Bernstein {B,, }n>1 tal que B, — C. Avaliemos,

entao,
‘P(n,l, Zpk - Pélya (11,...,$n)|(k+1,m—k+1))‘,
com p{.m) = L(#)———, k=0,...,m. Temos
20 C(%)
’ (Z1y.eoy@n) — Zpk - Pélya ((z1,. .., 2)|(k+1,m —k+ 1))‘ =

=1 F(1 — )L Tp(0)do —

Zpkm) /92-1 (1—9)”‘2' 1% Beta (0; (k + 1,m —k+1))d6 |,

k=0

onde a ultima igualdade segue do Teorema da Representacao de De Finetti e (3.4).

Pelo Teorema de Tonelli, segue que

= ’P(ll, ZPA - Polya((21,...,2a); (k+1,m—k+1)) =

S (L — )i Tp(0)do —

1 # - m
/ 02.’:1“(1 — 9)”“2.‘:1 T (Z pi‘m) . Beta(@; (k +1,m— k+ 1))) C10| =
0 k=0

_ ! Z?:l:ri _ "_Z:'lzl.l‘,‘ - C'(:z) F(m + 2) ki m—chﬁ
a /(;9 (1-9) [('9(0) LZ%Z] 0 C(L)T (k+1)F(m—k+1)0 (1-0) :
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/0l 921 % (1 — )" iz T [99(9) - P’Z—w)} dH’ :

™m m v [ k k m—k Z;,":O C(#) <
onde P,(0) = YiL, (k)C (;)9 (1-9) ebm:TH- Por fim,

k=0
= |/ T (1 - gy T Lﬂ(o)—Pm(e)}do <
¢ m
Locw s Pn.(0)
Yinimi(] — g)r i = _
S/0‘9 (1—-0)"2 w(0) = =5 |40

Mas, como b,, — 1, quando m — oo, temos que

P,l,:(H) —5 C(0), quando m — co

e, portanto, Ve > 0, Imo = mo(e) € IN tal que se m > my, entao

P,.(0)
b

=

- 0(9)‘ dA <

r

Assim, temos, finalmente, que

'P() ~ S ™) - Pélya((xr, ..., za)|(k+ 1,m — k +1))
k=0

x|+ 1,m—k+ 1))‘ =

B DA S Y (MY (BN gy _ gyt
/00 (1-9) {@(0) C(#)Z(k)c(m)a(l 0) }d@

<

(3.9)



1 n
< [ ouna oy En o) - B Ol gy <
0 m
1
< [ o(0)— POy <
0 b

P,
C _ 0

b, dN, =

1 1 1 1
< [ lp— el i + [ lpm —Sldh + [1S-Clan + [
0 0 0 0

mo
= lP(n:l,. cyTp) — Zpﬁj"") - Pélya((z1,...,z)|[(k+1,m—k+1))| < e,
k=0

onde a ultima desigualdade segue de (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9). Portanto, Ve > 0

dme = mo(e) € IN e {po,---,Pmo} com p > 0, k =0,...,mo, € 112% prx = 1, tais que

Vne N eV(zy,...,z,) € {0,1}",

mo '
’P(a;l,. ey Tp) — Zpk - Polya((z1,...,z.)|(k+1,mo—k+1))| <e,
k=0
concluindo a demonstracao. [ |

O Teorema 3.3.3 estabelece que qualquer processo permutavel com valores em {0, 1}*°

M

satisfazendo a condigao, Vn € IN, max,c(o,...y P (ie, Xi =v) < T

para algum M > 0,
pode ser bem aproximado por um adequado modelo de urna de Pdlya-Eggenberger com
configuragao inicial aleatéria. Mals precisamente, a probabilidade de qualquer evento
relativo a uma marginal n-dimensional deste processo, n € IN, pode ser avaliada, com
erro maximo € > 0 fixado, pela probabilidade do correspondente evento num modelo de
urna de Polya-Eggenberger com composicao inicial aleatéria contendo, inicialmente, & (k
(mo)

desconhecido) bolas brancas e mg+2—k bolas pretas com probabilidade p;”{’ especificada

no teorema, k=1,...,mg+ 1.
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A condicao citada acima indica que tal aproximacao é possivel sempre que a distri-
buicao de Y7 ; X; nao apresente, em seu suporte, pontos com probabilidade de ordem
superior a %, isto €, sempre que a sequéncia {(n + 1)P (372, Xi = k) }a>1 seja conver-
gente (finita), V& € IN. Esta condicao é suficiente para que a medida de De Finetti
do processo {X,}n>1 sob consideracao seja absolutamente continua possuindo funcao
densidade de probabilidade limitada (na verdade, é também condicao necessaria). Des-
te modo, o resultado do Teorema 3.3.3 nao se aplica, por exemplo, a um processo
estocastico permutavel em {0,1}*° cuja medida de De Finetti possui funcio densida-
de de probabilidade Beta (1/2,1), que nao é limitada (com efeito, temos, neste caso,
limpyeo(n+ 1)P (X, Xi = 0) = 00).

Ainda nas condi¢oes do Teorema 3.3.3, com a hipdtese adicional da medida de De
Finetti do processo possuir funcao densidade de probabilidade nao apenas limitada, mas
também continua em [0, 1], obtemos uma majoracao bem mais “fina” em (3.5). Neste
caso, temos, Vn € IN e VY(zy,...,z,) € {0,1}7,

mo

P(l’l,. ..,.’L’n) = Zpimo) . Pélya(($1,,$n)l(k'+ 1,777, = 1{,'+ 1)) <

k=0

el(Ci i+ )l (n -0 x4+ 1) < €
['(n 4+ 2) ~ n+1

além disso, a distribuicao do numero de “sucessos” ({X; = 1}) nas n primeiras etapas

<

<< € e

do processo, .7, X;, n > 1, é bem aproximada por uma mistura de distribuicoes de

Pdlya-Eggenberger, isto €,

~P (Z‘Xf :t> —Zpk'P—— E(tl(k—{-l,mo—/ﬁ—l-l)) <Eg,
=1

k=0

VnelN, Vt=0,1,...,n, P—E( - |(k+ 1,mo—k+1)) denotando a distribuicao

de Polya-Eggenberger para o numero de retiradas de bola branca nas n primeiras etapas
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do processo de urna de Pdlya-Eggenberger com configuragao inicial (k+1,mo —k+1) :
P—E(t|(k+1,mo—k+1)) = (?) Polya ((z1,...,z,)|(k+1,mo — k + 1)),

com (21,...,%,) € {0,1}" tal que Y0, @; = t¢.

Devemos salientar que o resultado do Teorema 3.3.3 é essencialmente qualitativo, no
sentido em que apenas aponta a existéncia de um modelo de urna de Pdlya-Eggenberger
com configuracao inicial aleatdéria conveniente para “aproximar” o processo estocastico
permutavel original. Assim, neste trabalho, nao contemplamos, por exemplo, a questao
da possivel otimalidade do modelo de urna de Pdlya-Eggenberger com configuracao ini-
cial aleatéria considerado no Teorema 3.3.3 (Diaconis e Ylvisaker (1985) sugerem uma
modificacao nos coeficientes do Polinomio de Bernstein de modo a obter uma majoracao
mais “fina” no Teorema 3.3.1).

Destacamos ainda que o Teorema 3.3.3, embora estabeleca condigbes somente sobre
as quantidades observaveis {X, },>1 para que (3.5) se verifique, ndo corresponde a uma
representagao preditivista exata para o modelo de urna de Pdlya-Eggenberger com confi-
guragao inicial aleatéria com ¢ = 1. Afinal, o resultado em (3.5) fornece apenas aproxi-
magoes para as distribui¢ées marginais do processo {X, },>1, nao garantindo a existéncia

de uma medida p* : P(IN*) — [0, 1] tal que, ¥n € IN e Y(zy,...,z,) € {0,1}",

P{B1y::0580) = /m2 Pélya ((z1,...,z.)|(a,b))du"(a,b) .

De fato, como a sequéncia de medidas em (IN?, P(IN*)) {{((k+1,m—k+1), pJ")} 7o }m>1
nao é “tight” (pois, seus respectivos suportes sao {(a,b) € IN* : @ + b = m + 2}), nio
podemos assegurar a existéncia de tal medida p*. Ainda assim, a hipdtese do teorema
3.3.3 € totalmente preditivista, uma vez que leva em conta somente condicoes sobre as

quantidades observaveis X, Xs,....
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Devemos salientar ainda que o resultado do Teorema 3.3.3 possui forte apelo intuitivo,
uma vez que envolve a incerteza que possuimos a respeito da composicao inicial de uma
urna contendo bolas de duas cores; os modelos de urnas sao objetos de concepcao bem
mais simples, se nao mais natural, que limites de frequiéncias relativas ou probabilidades
de cara em um lancamento de uma moeda (usuais interpretacoes para a quantidade ale-
atoria 0 que figura no Teorema da Representacao de De Finetti), além de serem passiveis
de experimentacao e de possuirem grande flexibilidade para modelagem probabilistica
(Freudenthal (1960) afirma que “Lancamentos de moedas ou dados ou jogos de cartas
nio sao suficientemente flexiveis. O instrumento de aleatoriedade mais geral é a urna

preenchida com bolas de diferentes cores”).

”,

3.4 Conclusoes

Neste capAi'tulo, apresentamos uma nova versio para o modelo de Pdlya-Eggenberger,
introduzindo uma distribuicdao de probabilidade para a composicao inicial'da urna. Es-
te novo processo, diferentemente de outras variacoées do modelo de Pdlya-Eggenberger,
é permutavel, com medida de De Finetti possuindo funcao densidade de probabilidade
igual a uma mistura de func¢oes densidade Betas. Exibimos, também, em nosso princi-
pal resultado, uma condicao suficiente e preditivista para que um processo permutavel
a valores em {0,1}* possa ser bem aproximado por um conveniente modelo de urna de
Pélya-Eggenberger com configuragao inicial aleatéria. Além disso, mostramos que o forta-
lecimento desta condicao conduz a uma aproximacao bem melhor, de ordem % Devemos
destacar que o resultado do teorema 3.3.3 possui forte apelo intuitivo, uma vez que en-
volve a incerteza que possuimos a respeito da composicao inicial de uma urna contendo
bolas de duas cores, ao invés de objetos de concepcao mais sofisticada como limites de

frequencias relativas ou probabilidades de cara em um lancamento de uma moeda.
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Algumas questoes, no entanto, nao foram contempladas neste trabalho e, indubitavel-
mente, constituem objeto de futura investigacao. Dentre outras, destacamos a obtencao
de condigoes necessarias para a validade do teorema 3.3.3 (do qual foi caracterizada ape-
nas uma condicao suficiente), a possivel derivacao de uma representacao preditivista exata
para o modelo de urna de Pdlya-Eggenberger, o que corresponde a especificacao de con-
digoes adicionais sobre um processo permutavel a valores em {0, 1}*° de modo a restringir
a sua medida de De Finetti a classe das medidas em ([0, 1], B([0, 1])) com funcao densidade
igual a mistura de Betas (na verdade, desconhecemos a existéncia de uma representacao
preditivista neste caso), a introdugao de uma medida de probabilidade conjunta para a
configuracao inicial da urna (A,B) e para o nimero de bolas repostas:a urna em cada
etapa (C) e, também, a determinacao de condicoes para que as distribuicées preditivas de

,

um pfocesso estocastico em {0, 1}* possam ser bem aproximadas por respectivas distri-
buigdes preditivas de um processo de urna de Pélya-Eggenberger com configuracao inicial
aleatoria (Dalal e Hall (1983) demonstram resultados desta natureza para familias de

distribuigoes conjugadas em Inferéncia Bayesiana).
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Conclusao

Neste trabalho, abordamos trés problemas de caracterizacao de sequéncias (finitas e in-
finitas) de variaveis aleatérias (ou vetores) permutaveis. No capitulo 1, apresentamos
representacoes preditivistas para modelos uniformes bivariados dependendo de um tnico
parametro. Mais precisamente, consideramos os modelos uniformes sobre {(z,y) € IN? .
z4+y<0},0€N, {(z,y) €ER2 :x+y<0},0>0e{(x,y) € R”: 2> +y> < 6%},0 > 0.
Lembramos que a representacao preditivista de um modelo paramétrico, uma caracteri-
zacao deste modelo baseada exclusivamente em julgamentos probabilisticos sobre quanti-
dades obéérvéveis, possul um carater fundamental para a escola Bayesiana preditivista de
inferéncia estatistica, pois, entre outras razoes, fornece uma justificativa subjetivista para
a adocao de tal modelo paramétrico como distribuigao amostral (condicional) dos dados
gerados em experimentos aleatdrios. Verificamos também que os resultados obtidos po-
dem ser estendidos, de maneira bem simples, para os correspondentes modelos d-variados,
d > 2. Finalmente, apresentamos alguns problemas decorrentes da introducdo de novo(s)
parametro(s) nestes modelos para a obtencao de suas respectivas representacgoes prediti-
vistas. Em geral, a introdugdo de novos parametros torna inviavel o emprego da técnica

utilizada neste trabalho baseada em suficiéncia minimal.

No capitulo 2, identificamos modelos uniformes conhecidos, discretos e continuos, den-
tro de especificas classes de distribui¢oes simétricas multivariadas. No caso discreto, a
especificacao de distribuicoes de probabilidade multivariadas que dependem apenas do
maximo das coordenadas ou do minimo e do maximo das coordenadas ou da maxima
soma das coordenadas em cada componente do vetor, e a suposicao adicional de inde-
pendéncia fornecem uma caracterizagao dos modelos uniformes em {0,...,0}, § € IN, em
{01,...,05},0,,0,€ Z,0, < 0, eem {(z,y) € N*: 2 +y <0}, § € IN, respectivamente.
No caso continuo, a imposicao de condicoes similares sobre as fungoes de densidade de
probabilidade de distribuicoes simétricas multivariadas, além de independéncia, permite

uma caracterizacao dos modelos uniformes em (—0,0), 0 > 0, em (6,,0,), 0,,0, € IR,
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0y < 0, e em {(z,y) € R: : a4+ y < 0}, 0 > 0. Outras caracterizacdes das distribuigdes
simétricas multivariadas consideradas neste trabalho nao foram apreciadas e constituem

objeto de futura investigacao.

Finalmente, no capitulo 3, apresentamos uma nova versao para o modelo de Pdlya-
Eggenberger, introduzindo uma distribuigao de probabilidade para a composicao inicial
da urna. Este novo processo, diferentemente de outras variacoes do modelo de Pdlya-
Eggenberger, é permutavel, com medida de De Finetti possuindo funcao densidade de
probabilidade igual a uma mistura de funcoes densidade Betas. Exibimos, também, em
nosso principal resultado, uma condigdo suficiente para que um processo permutavel com
valores em {0,1}* possa ser bem aproximado por um conveniente modelo de urna de
Pélya-Eggenberger com configuragao inicial aleatéria. Algumas questoes de interesse, no
entanto, nao foram contempladas neste trabalho. Dentre outras, destacamos a obtencao
de condigbes necessarias para a validade do resultado principal, a derivacao de um teorema
do tipo de De Finetti para o modelo de urna de Pdlya-Eggenberger e a introdugao de.uma
medida de probabilidade conjunta para a configuracao inicial da urna (A,B) e para o

nimero de bolas repostas a urna em cada etapa (C).
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