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Resumo

Neste trabalho, consideramos três problemas de caracterização cle sequências de va-
riáveis aleatórias (ou velares) permutáveis. Apresentamos, primeiramente, teoremas do
tipo de De Finetti(formas finita e infinita) pala algumas distribuições uniformes bivari-
adas dependentes de um único parâmetro. Estes iesultaclos fornecerll uma representação
preditivista, no sentido de De Finetti, para os modelos paiamétricos bivariados. Na
sequência, caiacteiizamos vetores aleatórios cujas clensidacles cle piobabiliclade poctem ser
expressas como função clo mínimo e do máximo ou do máximo das somas clãs componen-
tes. Provámos (lue independência e específicas condições de simetria caracterizam modelos
uniformes conhecidos (discretos e contínuos, univariados e bivariaclos). Finalmente, entra.
duzimos uma nova versão do modelo de urna de Pólya-Eggenbeiger, considerando uma
distribuição cle probabilida(te pata a composição inicial da urna, isto é, para os números de
bolas brancas e pretas inicialmente na urna. Determinamos também (quando um processo
permutável com valores em {0, 11" pode ser bem aproximado poi um ade(suado processo
de Pólya com configuração inicial desconhecida.



Abstract

In this work, we consicler thlee problema on characterizations of exchangeable secluen
ces of random variables (vectois). VVe fiist present De Finetti's type theorems (bota rinite
anel infinite foims) fot certain bivaiiate uniform clistributions which clepencl on a single
parameter. These iesults provide a piedictivistic repiesentation, in De Finetti's pense,
for such bivaiiate parametric moclels. Extensions of these results in some clirections are
algo discussed. In the sequei, we characterize random vectors thc ctensities of which can
be expressed as a function of the minimum anel maximum or of the maximum of suma
of components. We show that independence anel suitable conditions of symmetry cha-
iacterize well-known uniform rnoclels (discrete and continuous, univariate anel bivariate).
Finally, we intioduce a new version of Pólya's urn scheme via the consicteration of a pro-
bability distribution foi the inicial composition, that is, for the numbeis of black and
white balas initiajly in the uin. \Ve algo determine when an exchangeable piocess taking
values in {0, 11- may be well aptoximated by a suitable Pólya process with unknown
inicial configuiation.
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Introducão

Neste trabalho, abordamos três problemas de caracterização de sequências (finitas e in-
finitas) de variáveis aleatórias (ou vetores) peimutáveis. Mais precisamente, procedemos
à derivação de representações preditivistas de modelos uniformes bivariados dependendo
de um único parâmetro, à caracterização cle modelos uniformes (univariaclos e bivaiiados)
dentro de classes cle distribuições multivariadas satisfazendo específicas condições de si-
metria e à determina.ção cle condições suficientes para clue um processo petmutável com
valores enl {0, 1J" possa ser bem apioximaclo, em um senti(to preciso, por uma. mistura
de processos cle P(51ya-Eggenberger na composição inicial cla urna, respectivamente nos
capítulos 1, 2 e 3. Apresentamos agora uma breve descrição do conteúdo de cada capítulo.

No capítulo 1, apresentamos representações preditivistas para modelos unifonhes biva-
iiados dependendo de um único parâmetro. Conforme veremos, a iepiesentação preditivis-
ta de um modelo palamétrico, uma caracterização deste modelo baseada exclusivamente
em julgamentos piobabilísticos sobre quantidades observáveis, possui um caráter funda-
mental para a escola Bayesiana preditivista de inferência estatística, pois, entre outras
razões, fornece uma justificativa subjetivista para a adoção de tal modelo paramétrico
como distribuição amostral (condicional) dos dados gerados em experimentos aleatórios.
Após 1937, quando Bruno de Finetti estabeleceu o famoso Teorema da Representação
para variáveis aleatórias permutáveis e obteve, em particular, uma representação prediti-
vista para o modelo Beinoulli, vários modelos paramétricos tiveram suas representações
pleditivistas determinadas. No entanto, modelos multivaiiados mais gerais não perten-
centes a famílias exponenciais falam pouco contemplados na literatura e, deste modo,
optamos poi focar alguns destes modelos no ca.pílula 1. Especificamente, consideramos
os mod']os «nifo-m's sobr. {(:«, g/) C ]N' : # + g/ $ 0}, 0 C ]N, {(#,y) C ni. : « + g/ 5; 0},
0 > 0, e {(z, 3/) C IR' : z' + y' 5; 0'}, 0 > 0 (veriâcamos que os resultados obtidos podem
ser estendidos, cle maneira bem simples, para os correspondentes modelos d-variados,
d > 2). Finalmente, apresentamos alguns problemas deconentes cla introdução de no-
vo(s) parâmetro(s) nestes modelos para a obtenção de suas respectivas representações
p ieditivistas .

No capítulo 2, iclentiâcamos modelos uniformes conhecidos dentro cle específicas clas-
ses cle clisttibuições simétricas niultivariaclas. Caracterizações cle distribuições simétricas
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multivariaclas têm sido desenvolvidas por diversos autores nas últimas décadas tendo em
vista não apenas a extensão de distribuições tmivariadas conhecidas para as suas respec-
tivas versões multivaiiadas, mas também a consideração de novos modelos, que não o
normal, pata fins de inferência. Em particular, as distribuições esféricas multivariadas
e generalizações em norma /p, p 74 2, têm sido constantemente investigadas. No entan-
to, distribuições simétricas multivaiiadas cujas funções de densidade de piobabilidacle
clepenclem, segundo lglesias et a1. (1998), cla norma /. apenas decentemente foram con
templaclas na liteiatuia. Deste modo, no capítulo 2, fazemos uma apreciação clãs classes
de distribuições multivaiiadas cujas funções de clensiclade de probabilidade dependem clo
máximo das coordenadas ou do mínimo e clo máximo das coordenadas ou da máxima soma
das coordenadas em cada componente clo vedor, nas versões discreta e contínua. Pata ca-
da uma das classes de distribuições consideradas, a suposição adicional de independência
fornece uma caracterização de um modelo uniforme conhecido.

Finalmente, no ca.pítulo 3, apresentamos uma nova versão pala o modelo de urna
de Pólya-Eggenbeiger, com a introdução de uma distribuição de probabilidade pala a
composição inicial da urna (o modelo de Pólya-Eggenbergei ocupa uma posição central
dentre os diversos modelos de urna desenvolvidos para representar formas de contágio).
Conforme veremos, este novo processo é permutável, diferentemente de outras variações
do modelo cle Pólya Eggenbeiger já consideradas na literatura. Exibimos também uma
condição suâciente para que um processo permutável com valores em {0, 11" possa sei
bem aproximado por um conveniente modelo cle urna de Pólya-Eggenberger com confi-
guração inicial aleatória, isto é, por uma mistura de processos de Pólya na composição
inicial cla urna.



Capítulo l

Teoremas do tipo de De Finettí para
modelos uniformes bivariados

1.1 Introdu.-ão'y-'

Em 1937, Biuno de Finetti estabeleceu o famoso Teorema cla Representação para va-

riáveis aleatórias peimutáveis assumindo valores no conjunto {0, 1}. Este resultado, não

obstante sua formulação matemática relativamente simples, incorpora boa paire do ideário

sustentado pela escola bayesiana preclitivista em inferência estatística (De Finetti j19371).

Dentre as valias idéias que podemos abstrair do Teorema cla Representação cle De Finetti,

destacamos a justificativa, sob o ponto dc vista bayesiano, da acloção do modelo Beinoulli,

por paire de um estatístico, como distribuição amostrar (condicional) para dados binários

gerados a partir de um experimento aleatório para fins de inferência. Esta nova forma

de caiacteiização de modelos paramétricos através da expicssão de julgamentos proba-

bilísticos sobre cluantidades, segundo De Finetti, consideradas observáveis recebe o nome

de Representação Preclitivista.

A partia cle Bruno de Finetti, muitos autores cleclicaiam-se ao estudo cle representações

preditivistas, uma. vez que tais representações funclamentariam a acloção de modelos pa-

ramétiicos dais gerais em procedimentos cle inferência estatística. Dentre Duelos, cles-
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tocamos os trabalhos cle Freedman e Diaconis (1980) blue obtiveram uma representação

preditivista para Cadeias de Markov iccorrentes com espaço de estados discreto através

cla introdução de um conceito de peimutabiliclacle parcial, de Dawid (1977) e Lauritzen

j10S8) que desenvolveram teoienlas do tipo de De Finetti para modelos lineares multi-

vaiiados considerando processos invariantes em grupos cle transformações ortogonais, de

Freedman e Diaconis (1990) que derivaram representações preditivistas para modelos ge-

rais pertencentes às famílias exponenciais multivariadas, e de Gneclin (1995) e lglesias,

Pereiia e Tanaka (1998) (lue obtiveram resultados para famílias não-exponenciais (em

particular, para distribuições uniformes univariadas). Diaconis e Freeclman (1984) e Foi-

tini, Ladelli e Regazzini(2000) também apresentei'anl resultactos gerais relacionados com

a noção cle suficiência preclitiva, que fornece uma forma infinita de representação pala ca-

ractet'azar a distribuição uniforme em (0, 0), a > 0. Uma. descrição bastante detalhada do

trabalho desenvolvido na área de representações preditivistas para modelos para.métricos

é apresentada em lglesias (1993).

Apesar do grande ava.nço alcançado nesta área cle pescluisa nas últimas décadas, vários

modelos paramétricos multivariados que não pertencem à família exponencial ainda não ti-

veram suas representações pieditivistas determinadas, ao menos utilizand(»se estritamente

condições probabilísticas sobre quantidades observáveis (apenas recentemente Arellano et

a1. (1994) obtiveram uma caracterização pieditivista para a distribuição t multivaiiada,

Bo[farine et a]. (1999) estabe]eceram resu]tados simi]aies para os mode]os com elmo tipo

11 cle Pearson nas variáveis e lglesias et a1. (1998) caracterizaram distribuições esféricas

multivariadas na norma /-).

Dentro deste contexto, propomos, neste capítulo, teoremas do tipo de De Finetti pa-

la algtms modelos paiamétricos bivaiiados, bens como suas respectivas extensões pala

dimensão d > 2. Nlais precisamente, derivanaos as representações preclitivistas pala os

4



seguintes modelos: (A) distribuição uniforme no triângulo isósceles (versões discreta e

contínua) e (B) distribuição uniforme no círculo (as descrições destes modelos são encon-

tradas nas seções 2 e 3, respectivamente).

O resta.nte deste capítulo está organizado em três seções: na seção 2 são apresentadas

as representações pieditivistas para as versões discreta e contínua do modelo (A)l na seção

3, teoremas clo tipo cle De Finetti são cleiivados pala o modelo (B)l finalmente, na seção 4,

apontamos os problemas originados pala a obtenção de representações pieclitivistas para

os modelos (A) e (B) cluanclo novos parâmetros são incorporados a estes modelos.

Ao longo deste capítulo, aclotaiemos as seguintes notações. Paga un] conjunto .4 não-

vazio, denotaremos por P'(.4) o conjunto das partes de Á e pol dW o iV-ésimo produto

cartesiano de 4, iV C ]N. Para .4 C IR, .A+ denotará o conjunto {a C ,4 : a 2. 0}.

Representaremos a a-á]gebra de Bore] em IR/v por 6(]RW), a medida de Lebesgue em

(IRP'', ZJ(RX)) poi Àlv, N C ]N e a medida de Lebesgue em ((]R*)W,,6((IR*)W)) por À!/v)

Finalmente, se P e Q são duas medidas definidas num mesmo espaço mensurável, então

P «K Q indicará blue P é absolutamente contínua em relação a Q e llP -- Qll denotará a

distância em variação total entre P e C2

1.2 Distribuição Uniforme no [lYiângulo isósceles

Nesta seção, deiivarllos teoremas do tipo de De Finetti para a distribuição uniforme sobre

o triângulo isósceles (versões discreta e contínua).

1.2.1 Caso discreto

Vamos consicleiar a distribuição uniforme sobre os conjuntos {(z,y) C IN' : z + g/ ,$

0}, 0 C ]N. Em termos de distribuição de probabilidade, este modelo tem a seguinte
rnl'n rt'-l'l'-;'''n,..''"YLuv.
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ProblX = z, y - g/ 1 0} - il0 .+.. IXO -F 2)X{(',b)CW':'+Ó$'}(z, y)

O suporte Giesta ctistiibuição é esboçado abaixo pala 0 :: 4.

y

(1.1)

(0,4)

e

e e

ee

(4,0)

Para a obtenção cla representação preditivista deste modelo, procederemos aos se-

guintes passos: primeiro, consideraremos uma distribuição uniforme sobre uma específica

região de (]N')W determinada por uma estatística suficiente para o modelo em (1.1).

h'leis precisamente, esta legião corresponderá à imagem inversa de {m} gerada pela es-

tatística suficiente mencionada acima, conforme veremos na secluência (salientamos que a

construção cle tal distribuição uniforme é simples neste caso, uma vez que estamos con-

siderando um modelo discreto; para a versão contínua deste modelo, será necessária uma

construção mais sofisticada). Em seguida, obteremos a marginal n-dimensional desta dis-

tribuição uniforme, n < JV, e estimaremos sua distância em variação total relativamente

à distribuição de n vetores aleatórios biclimensionais independentes e identicamente dis-

tribuídos com lei clacla por (1.1). A forma finita do teorema clo tipo cle De Finetti seguirá

cliietamente desta estimação. Pala obter sua forma infinita, estudaremos a convergência
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de medidas de probabilidade específicas em uin espaço métrico convencer)te(a distância em

vaiíação total sendo sua métrica) utilizaíido a estimação supracitada. À/leis precisamente,

avaliaremos a convergência da secluência de naedidas relativa a sequência de estatísticas

suficientes consideradas.

Convide:amos, então, o seg--ante subconjunto c]e(]N')/'', X= = {((zi, yl), . .. ,(zjv, yjV)) C

(]N')W : maxIS $ { i+ yi} = m}, m C ]N. Denotemos por QNm a distribuição uniforme

sobre Xl:, isto é

QW«({((«:,y:).,(-«,,g/«,))})
I' t .Y ;iJ

onde " é a mec]ida de co«vagem em ((]N')/v, P'((]N')P'')).

Notemos cine considerando JV vetores aleatórios (XI, yl), . . ., (XN, yw) que, dado 0,

são condicionalmente independentes e cota distribuição comum dada por;(1.1), temos que

maxi$i$W{X{ + X} é uma estatística suficiente mínima para este modelo. Neste sentido,

dizemos que Q/v. é uma distribuição uniforme sobre a imagem inversa de {m} gerada

pela estatística suficiente para o modelo (A).

Ve-ifiq-m.; q«. «(xl:) - (";'y'' (";:y''
s.j. &fF" - {((":, w:),.-.,("«', v«,)) c xÍX: Xl!: 1{«}(«; + z/:) - Ã'}, Ã' - :,..., 7v

É .la-. q«e XIX ü-$«$"&/#" ' q«e «(À/ÃN") - (''')(m + l)" l21e;:Ul"''. (P---
obter I'(JW#"), devemos escolher Ã' pares (z{, yi) que somem m. Pala os demais /V -- A'

pares, existem m(m + 1)/2 combinações cujas somas são estritamente menores que m.)

Assim,

) (1.2)

«'*-, - « '- « .~««") - Ê «'«*«, - Ê ili .« -- «,« l"r'l
l ---l~ l"ç'l~-l"J':l~ 'l~

r



Substituindo a expressão acima em (1.2), resulta blue

,-,.. ''''.. .. ~ '. .. ~~.~ Ü{«}(max-$«-$'"1"'+":})

("J-'y'' (";:y''
Notemos que se ((Xi,yi),...,(XX,yW)) tem clistiibuição dada por (1.3), então a

quência é permutável.

Destacamos ainda blue se ((Xi, h), . . . , (X/v,Yw)) é uma sequência de velares ale-

atórios bivariados satisfazendo

JV ) /) ) )

se

(1.3)

P(((x- y:),. . .,(x« y«))) {#:+gí})

para alguma função não-negativa apropriada @, então a lei de probabilidade de ((Xi , Yi ),

, (XN, yN)) pode ser expressa como l.ima mistura, no sentido usual, dos elementos da

famí[ia {QW« : rn € ]N}, conforme veremos no próximo capítulo.

Derivados agoi'a a distribuição de ((XI,H),...,(X«,yn)), n < N, a marginal n

climensio"al de((X:, h), . . .,(X/v, yW)), a q«al de«atamos por QA'm«. Pa:'a((zt,yi), . .

(««, y«)) C (N')", temos cl-:

Q«,..({((«:, p-) ,. . . ,(««, y«))})
((ul ,ul )

o«de C, = {((«:,«-),...,(«.«,««,)) C

max:$i$"Íu. + «{} = «.}.

Então,

E
(UN

(w'

Q~«({((«- , «-) , , («« , ««))}) ,

(«.,g/:),i . . , «, e

Qx«.(((«:, g:), . . . ,(.«,n.)))

>: C?«,«(((«:,3/:),.. .,(««,y«),(««--:,««+:), . . . ,(««,,«.v))),
((««+l ,u«+l),..-,(ÜN,UN))ea
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o«d' C' - {(("«+:,"«+:),.. ,("«',"«.)) C (m'y"'" : m«:$'S"l"{ +«i} = m}. Te-

mos, então, duas situações a considerar:

(i) '' max-$i$«{«.+y:} ão ten.os C'{((««..:,««+-), . . .,(u«,,««,)) c(m'y''"
max«+i$i$N {u + t;í} 5; m}, e, consequentemente

Q«.««({((« : , p:) ,

N í!m+2
2

m+2 m+l
2 2

(ii) " n'ax:S{S«{aí + y:} < «., e«tão C' ««,-:,««+-),. . . ,(««,,««,)) C (N')''' "

max.+l$iS/vluí + ui} = m} :: X= ". Neste último caso, temos que

a«,««((«-, z/-), . . .,(««, z/«)) - >:
((u«+t ,v.+i),...,(UN,UN))CXg'

(";')~'" (";:)~ "
("/'y'' (";:y''

De(i) e(ii), obtemos, bnalmente, que

l

("J-'y'' (";:y''

<
...:y'''"(t l{«}(m--$:S«{"; + Z/:}))

1";'y'' (";:y''
(1.4)

{Q«.« .((«. , y:) , (««, y«) )

Continuando, estimamos a distância em variação total ente'e QJv.. e a dista'ibuição de

n vetoies aleatórios bivariados inclepeildentes e com idêntica clistlibuição uniforme sobre

{(#,y) C IN' : z + y $ m}, m C IN, a dual denotamos poi /U Notemos cine, fixando-se
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valores cle m,n C IN e tomancluse limites em (1.4) quando VV --> oo, a secluência cle

medidas c]e piobabi]idade {QW.. : ]V C ]N} converge para /:= em quase toda parte.

Teore-«a 1.2.1 Sd«m Q«,«« ' ,f'= « m.d]d«., d. p«b«ó{/{d«de .«. ((]N')",P'((JN')"))
de$nidas clnteriormente. Então, pctta \ $ n < N,

lIaM«« - .r=ll $ -F,

onde llP -- Oll derzoZa r/ d{.sfáncÍa em ua7'cação fofa/ erzZz'e P e Q

Prova Denotando por D' a medic]a de contagem em((]N')", P'((]N')")), temos que Q/v.. «

p e 1:% « u. Assim,

9

(1.5)

N..- P=.Q ,4..,,. le«,«« - -r= ld«

z. - dv '« * z,
o«cleC'- = {((«-,y:),...,(««,y«)) C(N')": m«-$:É.{«:+g/.} < m} e C, = {((«-,y:),

, (z«,y«)) C (]N')" : maxiSiS«{zi + #i} = rn}. Logo,

"~-« - 'l"*

* :l" "l"l

«.r81"*u+-«{« [8]"}L' L("J')] J

10



C.m. ("J')/("J-') ;;f:b < 1, Vm C IN, segue que

IQ«,«« -- l= l

-l: ::$:1$-1(sr*lí:ta« :l]: (ü ]

: ,:tH,ll« «« -- (::.!« «) '' - ««,},

isto é,

11(2w«.--/)«ll $2 3,:tb,

Mas, é fácil verificar (lue a função ./(z) = -Í:;lV--- é nãc.decrescente no intervalo

(0,1) e que lim.-,o+./(z) = 0 e lim,-:-./(z) = N Logo, sup,C(o,l)
canse(luentemente,

llQ«,«« - <ll 5;Ç

Do Teorema 1.2.1, podemos deiivai a coima finita do Teorema do tipo de De Finetti

pala a versão discreta do modelo (A). Assim, suponhamos que ((Xt, h), . . . , (xJV,yW))

sejam vetores a]eatórios assumindo va]oi'es ein ]N2 com ]ei /lv. Sqa T(W) = maxl$i$JN {Xi+

X} e suponha cine, dado 7'(W) = m, m C ]N,((XI,h),...,(Xw, yN)) tenha distribuição

QW. (distribuição tmifoime sobre X= definida no começo desta seção). Consideremos .f%

"mo a«tes e sd" PP,« = /W /'=dp(«.) --m- medida c]e p:'ob'bi]i']ac]e em((]N')",7'((]N')"))

pala lula mec]ida c]e probabilidade clua]quer p em (]rq,P'(IN)) (é fácil verificar que /3,,«

1 1



é, de fato, uma medida de pi'obabilidade). Finalmente, denota.ndo por Pn e #lv a lei cla

marginal n-climensional de ((Xi,yl),...,(Xw,yw)), n < /V, e a lei de T(W) (obtida a

partir de /;)v), respectivamente, podemos estabelecem o seguinte teorema.

Teatenxa L.'Z.'Z Sejam PN e Pn.. as medidas de probabitidacle defillidcLS ucil\a.

.«{.í' "m« m.dÍd« d. p«ó«.ó{/ád«d' po .m (W,7:'(N)) Z«/ q«., P-« l $ n < JV

jjPn -- Pp.,«ll $ V.
9

Então ,

(1.6)

Prova Da cleânição de Pn, temos que

P« = 1.: QNm«dpN(m),

uma vez que, condicionalmente a T(lv) = m, ((Xi, h), . . . , (X/v, YN)) é uniformemente

distribuído sobre À.= (com lei QW.) e, consequentemente, sua marginal n-dímensional

tem [ei QX««. Assim, pala p : 7''(]N) --> ]O, ]], temos que

IPn- e 1 1 2 s«P IE,(.A)
.4 € 7' ((N:) " )

Pp ,«( ,'! )

P«WO') 'L ""('!)dp«,(m) - .L <('1)dp(m)

Para H = /zlv, segue que

la, PP,.ll s«p /..{Q,.,.«(À) .r=(A)}dp«(m)l$
'!C7'((N')') IJOÍ

5; s«p / 2lQ,»..(.A) - ,f=(Á)ldp«,(m)
'lC 7' ((N:) " )

Mas, clo teorema 1.2.1, 2lQjv««(À) .r=(A)l $ #, VÀ C P((IN')"), pois



Q«.«« - /= ll IQ«,««(.'i) .r:=(..'i)
AC 7' (( IN ') " )

Então,

lla. - pp,.,,«ll 7w -l:dp«,(m) ::> llPn - pp.,.

Portanto, existe uma medida de probabi]idac]e po = pw em (IN, P(]N)) tal cine lla.

PP.,.ll $ #, pal'a l $ n < /V

9

O Teorenaa 1.2.2 estabelece blue a lei cla marginal n-dimensional de((Xi, h), . .. ,(X/V, XW)),

a saber, Pn, pode ser bem api'oximada, em distância em variação total, por uma mistura

da distribuição de n vetores aleatórios inclepenclentes e identicamente distribuídos se-

gundo(1.1), sempre que((Xi,H),.:.,(Xw, yW)), dado maxt$í$W{X{ + X} = m, tenha
distribuição uniforme sobre À'=

No que segue, obtemos a versão infinita do Teorema clo tipo de De Finetti pata a

versão discreta clo modelo (A).

Teorema 1.2.3 S©a {(X.,yn)}«21 ama sequência de ueZores a/eafÓráos ass?ém ndo ua-

/07'es em IN2. SupozA( que pa.r(z cad(e Ar (: IN e 77z C ]N/ íz dzstrzótzçao co dzczorza/

d. ((X ,y),...,(X«,,yw)), d«d. m-:$:$"1X + X} ««i/o,«.. «Ó« X=

Então, ez síe ?&ma ?fraca medida de proóaó / dado p" em (IN,7'(]N)) ta/ gue Vn C ]N e

V((«:, y:), . . . ,(««, g/«)) C(N')"

P((x ,(X« yn

4, 1r--h-al" «..« ,., (w'«: -- «;,) '«*'«, (1.7)

13



Prova Sda .M = {]P : ((]N')",7'((]N:)")) --> 10, il}, isto é, o conj«nto de medidas de

probabi[idade em ((]N')", P'((]N')")). Considerando a distância em variação total em i\42,

club denotamos aqui poi 1 11, o par (.A,'f, ll 11) constitui um espaço métrico cona distância

1 11. Vamos verificar (lue os dois lados da igualdade acima correspondem ao limite de

uma particular secluência de medidas em Jt4. Consecluentemente, pela piopiieclacle da

unicidade do limite em (iU, 11), concluiremos o insultado cto Teorema 1.2.3.

Da hipótese clo Teorema e do iesultaclo estabelecido no Teorema 1.2.2, tornando Ho =

p.V, temos que o lado esquei'do de (1.7) corresponde a lei Pn e clttc

lpn - pp,.,,«ll $ -=

Tomando limites nesta clesigualdacle (Ar --} oo), temos

)

lim
N-+(»

Logo, {Pp/.,,«}N>t converge uniformemente a Pn quando iV --> oo, isto é,

PKW.. --!!+ P., N -} oo.

Agora, verificaremos que a sccluência .[Ppx,«}N?l possui uma subse(Juência convergente

à medida apresentada no lado direito de (1.7). Pala tanto, provaremos que a sequência

{/ZN}N?i é "tight", o que implicará o resultado limite procura.do

Pata # C IN, temos, pala toc]o Ar C ]N, que

'p'- : «," -: «) - .L,(" : «,« :" l .u%l,{": --*} - «)'««,(«),

p/v sendo a lei cle maxi$i$/vÍXi+ X} como antes. Então

(1.8)

P(X: $ «, h .g «) - .L Q«,«..-({0, . ..,«}')dp«,(m)

(.,.-,,,, Q«,«:({0, . ,«}')dpw("'') + /,,+.,...* C?«,.-({0, , «})dpw(m) -$

14



.4.,...,,,} idp"(") + .4,,+.,..., Qw«-({0, . . , «}')dÉ'«,(m)

Pala m ? 2z+ 1, QW.i({0,. . .,#l') pode sei obtida pela primeira sentença de(1.4)

Assim,

p(x: $ «, h 5; «) $ p«,({o, -.., 2«})+.4,,+:,.-, ÉÊcF[::F{F] ',«.«,

/ \ Ar --l

' \m+2/- ««,KO, . . . , '«D .4,,, :,..., '(« O'Õ;;T-Íi;Í;-g \e\11}« d«~(m)
<]

$ p«,«o, . . . , 2«D + .4,,... ..., Õ;-iÇl-l:i-ãdp,«(m).

Mas, para m 2 2'ç+ l,(m + l)(m+ 2) ? 4(z+ ly. Então,

Pr(X: 5; :«,h $ :«) $pJV({o,...,2:«))+/ . 'dpW(m):>
4.2a+l,...} Z

::> Pr(Xi -g",h $")5;5+$plv({0, ..,2"}), V:«C]N, V}VcIN.(l.g)

Cromo Pr(Xt $ z,h $ z) -} l cluando z --> oo (é uma função de distribuição

bivariac[a), temos que Vc > 0, ]zo = zo(c) C IN ta] que V;« ? zo Pr(Xi 5; #, X2 5; #) >

1 -- i. Assim, tomando z = =o, juntamente com (1.9), segue que

1 -- : < Pr(X: $ "o,h $ ':o) $ ã + ãl'W({0,.. ,2"o}):>

::> É./v({0,...,2zo}) > 1 c, VVV C N.

15



Como Vc > 0, ]zo C ]N tal que H/v({0, ...,2zo}) > 1 -- c ({0,...,2zo} sendo um

conjunto compacto em ]N), VIV C JN, segue que {pfvJlv?. é "tight". Nestas condições,

existe uma subsecluência {p/v.}k2i e uma medida de ptobabi]idade p* em (]N, P'(JN)) tais

blue PW. --> p* íiacamente (quando A -+ oo, ou, equivalentemente,

fdl-tN* --!!b .fw \txando k --} (n,

pata toda função contínua e ]imitada (em cluase toda paire) ./ : ]N --> IR. Em particular,

pa'a ./ : ]N --> IR dada por ./'(0) - l ' I" ]llo,...,o}(maxi$i$«{zi+yi}), que é limitada,

temos que

/n /(0)dp/v.(0) --b .,XN /(0)dp"(0), quando k a oo,

ou

pp,,* ««-, vO, (««,«.» ''* .L IÜÍ-ÍiXil--ql "'., ..,'lqÇH:{«: + y.Ddp*W.
(l.lO)

De (1.8), (1.10) e da unicidade do limite cle {/3..,«}WZi, concluímos que

Pn««:, «D, . . . , (««, ««» - .L l0-1-Tia'i-gl "'.,...,,}e©{«; + «:Ddp*@.

Po:t-to, Vn C N e V((«-, y:),. . .,(:««, g/«)) C(N')"

pn««,,«0,...,(-«,««» - .L IÕi--i'ÍXÍT'$1 "l',..,'JU={«: + ; dp*M,

Verificamos, finalmente, a unicida.de c]e p*. Para VV, f C ]N, temos

}

P«, ({o , , t }) , ::~'.*:**, :o -,lâ.,*;** :',l

16
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lp--hal ''' «..,- ,., (.«%*'«: -- «:,) -«*'«, -

z. l..,. ,., " «"..~. l-Únl~ «.. ,, G:*.«. * «;01 '«*.,,

Clonio a soma interna da integral acima é l pala 0 5; { e láit:j +2) l /v para 0 > t, segue

que

ÁE
((ri ,3/i ) ,-.,(TN ,yN)) CHX

««.«',...,'p -./.,...,.,"'«*m+./....:,... lo.o .'nl -«*m -

-«*u',.-.,'D -'-.4,.,.:, 1o .x --nl'''-.*m
Pelo Teorema da Convergência Dominada, a segunda parcela do lado direito da igual

dade acima tende a zelo quando ]V --> oo e, conseqüentemente

,J9â,p«,({o, ..- ,z}) - p*({o,. ,t}).

Assim, {#N}N?i possui limite, completando a prova do teorema 1.2.3

A partir clo teorema 1.2.3 podemos derivar a tepiesentação pieditivista para outro

modelo discreto cuja distribuição de probabilida(te é dada por

2(; + 1)
P-'blz - ;l o} - (o + ixn eyrÍ' .,.}(')

A obtenção deste resultado consiste basicamente na construção cle um novo processo

estocástico {Z«}«?i a partir de {(X«,yn)}«21 definindo Z« = X. + Yn, Vn C ]N, e na

especificação cle convenientes condições sobre {Z.}.>i resultantes da uniformidade sobre

X=, V]V, m C IN, pai'a o processo oi'iginal {(X«, Xn)}«?l.

Destacamos cine se (.XI, h), . . . , (xfv, yh), N 2. 2, são velares aleatÓri

iclenticamente clistribuíclos assumindo valores em IN', então ((Xi , h)

osln

)
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uniformemente distribuído sobre Xl=, dado que maxlg$íN {Xi + E} = m, se, e somente se,

(Xi,X), i = 1,.. ., JV, tem distribuição uniforme em {(a, ó) C ]N' : a+ó 5; h} para algum

h C ]N (a demonstração deste resultado é apresentada no capítulo 2).

As formas finita e infinita clo Teorema do tipo de De Finetti podem ser generalizadas

pala o caso cle um vedor aleatório d-variado, c/ > 2, uniformemente distribuído sobre

{(zi,...,za) € 1N' : zi + . + z.í 5; 0}, 0 € ]N. Isto é, podemos derivar resultados

a.nálogos aos 'l'eoremas 1.2.2 e 1.2.3 pala o modelo cuja distribuição de probabilidade é

dada poi

P-.blX: - «:,. . .,X. - «. l 0} - -7ã;8-R{(.-,...,«).m':.:+.-+.$'}(«-,.;.,«.)(1.11)
-.. d. )

Os resultados para o modelo em (1.11) podem ser obtidos de uma maneira similar ao

caso d = 2. A título de ilustração, enunciámos (sem demonstração) a forma infinita do

Teorema do tipo de De Finetti para este modelo.

Teorema 1.2.4 Sda {(X;l, . . . , Xna)}«?i cima següêrzc a de z;Czares rl/eatór os c7-t;afiados,

(/ > 2, asszlm ndo t;a/oz'es em ]NÚ. Suporz/}a qlze para cada Ar C ]fq e rn C IN, a d sZráZ} çâo

««d{.ã-«/ a.((XJ,...,Xf),...,(X.Ç,...,XX.)), d«d. m-.$:$"ÍX;+ ..+X/}
.d" ""i/o'«.. ;.Ó« {((«t,...,«{),...,(«l«,.. .,«h)) c(W'y'': m-:$:$'»{«!+ . -+«f}
m}. -E«Zão, .«{.'' "m« m d« d. p,..ó«6{/{d«de p* 'm (N,P'(N)) Z«/ q«. Vn C N.
V((«i, . . . ,«f), . . . ,(«1,, . . . ,«:)) c(]N')"

p((XJ - «l,...,xr - «f),...,(x;l - «l,,...,x;l - «:))

"t',...,'}(:U2xw{,}+ . . .+ «/})dp*(0)]N

No blue segue, deiivamos as formas finita e infinita clo Teorema do tipo cle De Finetti

pata a versão contínua do modelo (A).

18



1.2.2 Caso contínuo

Consideramos, a partir de agora, a versão contínua do modelo (A). Sua função densidade

de probabilidade é dada por

./'(", vlo) - p'z{(., '":3.:.+.$,}(", y)-

O suporte de (1.12) é esboçado abaixo para 0 = 4.

9

(1.12)

y

(0,4)

X

(4,0)

Para obtermos a representação preditivista deste modelo, procederemos como na sub-

seção 1.2.1, primeiro derivando a forma finita do Teorema do tipo de De Finetti e, então,

s«a forma infinita. Assim, conside:amos o conjunto X= = {((:«-,yi) . . . ,(zW,y/v)) c

(IRi)W : inaxi$i$/vlz{ + yi} = m}, m > 0. Construiremos, a seguir, uma medida de

probabilidade uniforme sobre X=

Inicialmente, destaca.mos, visando a construção cle uma medida de probabilidade uni-

forme sobre XIX, que À!/v)(XJV) - 0. Isto implica (lue a maneira mais natural de cons-

ttuiimos uma meclicla cle probabilidade uniforme p sobre um subconjunto compacto B de

19



IR')X, a saber, p(À) - À «)(n) ' '4 C 23((R')W), não é adec]«ada no pres'nte caso. Por-

tanto, vamos introduzíi um enfoque um pouco diferente, baseado no trabalho cle lglesias

et al. (1998).

Formalmente, seja X= definido como antes. Consideremos os conjuntos Jk/;(m) =

{((«:,y-)...,(««,,y«,)) C(miy'' : «;+y:+3/j $ m,.j # {}, i l,...,/V
É claro (lue X= - UW: ÀÉ(m). Para cada í = 1,...,7V, consideremos a "projeção"

ç,' = (R')JV -} IR'W'' dada por

P'(((«- , y:) , (««,, y«,))) , zi--l , y{ 1 ) zi+l } g/i+i ) ) = N . tyN )

Seja .4 = X= í') Zi((]R')/v) uma a-álgebra cle subconjtmtos de X=. Clonsideranclo os

espaços de medida (X=, .4,pí), { = 1, . . . , iV, onde pí : H --> IR+ é dada poi

Pi(A)(P:(.4 n ÀA(m))), Á C .4,(1.13)

podemos definir QW« : .4 --> 10, il, uma medida cle probabilidade em (Xl:, .4), tal que

õ.««u)-tt111iâ- ,4''4
Finalmente, definimos QW« : 6((R')/v) -.> 10, il po:

Q«..(B) nxl:), B c õ((K'y''). (1.14)

A medida de probabilidade QW« em ((IR')W,Zi((R')W)) chamamos de distribuição

«niforme sobre XmN. Notemos que se ((XI,h),. . .,(XIV,yW)) tem lei QW«, então s«as

marginais bivariadas (XI , h), . . . , (XN, yw) são peimutáveis.

Analogameítte à subseção 1.2.1, continuamos estimando a distância en] variação total

ente'e a lei cla marginal n-climensional cle Qfv., n < ]V, cine clenotamos por Q/Vmn, e a
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lei de n vetoies aleatórios bivariados independentes e com mesma clistiibuição uniforme

em {(a,b) C IKI. : a + b $ m}, m > 0. Pata isto, estabelecemos uma caracterização de

uniformidade que será de grande importância na sequência.

Proposição 1.2.1 SÜ«m (U-,V),. . .,(U«,, VW) «!.«; «/«fó,{« {«./.p.«./.«*'; ".,'"-

«.i«'Z. «''«; .m mi., «.'« «m ««'»,m.m.«t' d{.{«{ó«ü. «ó« -E (',b) c n3.

cz + b $ 1}. Sda S(/v) = maxi$i$/vtU.. + U], Xi = glgt e X = #f#l-, i = 1,.. . ,N', com

m > 0. E«Zã., ((X:, h), . . . , (X/«, yN)) á . ú«{« «Zo, Q«,.--ã/o'«..me«fe dá;t,{ó«ü'

em XI

Prova Sda Q a lei cle ((Xi, h), . . . , (XN, yW)). Cala-.-Dente, Q(X=) = 1, pois X{

e!(gl311D $ zn,V{ = 1,...,Ar, e, para .j C {l,...,/V} tal que S(JV) = [/j + }Ç,

q«e Xj + b = «. e, p'rtanto, ((X-,h),...,(XW,XW)) C UZ:: il/.(m) = X=.

A c 23((m'y''),

temos

Para

o-.cle .A; é o e-nto((X:,y),. . .,(x«,, yN)) c Án i%(«-). Então,

~'«, - , (Ü «) -Ê ,.«:,,

o«cle « última ig«;ldacle seg--e clo f,to cl« À,W-,(g:(iW(m) n ik/.(,n))) = 0, p«ra

Calcule-.os, então, P(.A:).

Q(.4)((X-,h),...,(X«,,yw)) c Á)

(1.15)

í # .j.

P(.A.) P(((X , y ), , (x«., yN)) c À n M:(m))

+X 9:(((X-,y),... ,(xw,yw))) c P'(.An /W(m)))

,(üw: -- w - «,«'(ã««:, w,.. . , w~, ««w) ' «;u. ";(«»)
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(«fh««,w, ,w~,«üD

Mas, se(('-,':)...,('«,,'«')) C C', e-,tão !\g'lJEO $ m, VA l,...,N, h # í, isto é,

"k+.k $ G + K, v& # i. Logo,((,-,;:),...,(,«,,'x)) c n.f#Ííq + b $ a+ K}
implicando blue C' Ç -B. Portanto,

0

Í'){q+K $ uí+x.}, p c p'(,'l n jK(«.

''«;, - '(*;(n-h««-, w,. . . , w«,, ««,,) ' ,:m« «'(«»)

C;,(«:C=''"-,m,...,p«,,«~,D ' ,,:'"" ";'«,, «-'Õ "«.-',

lembrando blue (ZI/i, H) tem função densidade de probabilidade dada por (1.12) com

0 = 1. Como os vetores aleatórios (UI, H), . . , (U/v, VW) são independentes, segue blue

P(Ái) - .ÁPG':(i;1l\«u-, U), . - .,(uN, vw»D CP'lÀ n Mi(m»IK=«, K

ZE' l./l-'('in&/i(m)) 'g(-,b) dÀ2Jv-2j 2dadb, ( 1.16)

a função densidade de probabilidade do vetor (2/V -- 2)-dimensionalonde

''.,., -(«:(=««-, W,. ..,W«,, «M))

;:i:-B(U:, U, . . . , Ü.-, U-- , G+-, U+: , . . . , U/«, yw)



Pela hipótese da proposição e aplicando o método clo Jacobiano para transformações

de vetores aleatórios, obtemos que

Então.

P(.4.)
2'''''dÀ,,.,.,l 2 i«d

4: ? (ç':(.A n M:(m)))d«dZ' -

. 2'"À,«,-,(PilÍ:.n M;(m))) .Á(« + Z,)"''''d"db ::>

: '.«;, . ''~-':EFPW
Substituindo este resultado em (1.15), obtemos

Q(Á) - ?;EI:LÀ,..,(Ç''(Á n,JÍI n M;("''))} . EI.FII.;L:II!)
:> Q(Á) Qw.(,'1).

Assim, ((Xi, h), . . . , (XN, yN)) é Qw«-uniformemente distribuído em XIX

A Proposição 1.2.1 estabelece blue um vedor aleatói'io /V-dimensional com lei C?Jv. pode

ser caiacteiizaclo como uma função de N vetotes aleatórios bivatiados independentes e

iderlticamente clistiibuíctos com disttibução uniforme em E.



A seguir, apresentamos a clisti'ibuição da marginal unidimensional cle QJv,,, a qual

denotaremos por Q/Vmt (pal'a 1 < n < N, clenotamos a marginal n- dimensionar poi'

O?v..). Mais precisamente, exibimos C?/v.i em termos de sua função de distribuição.

Este rcsultaclo figurará na demonstração do Teorema 1.2.7 adiante.

P,oposição 1.2.2 Sd« ((X-, yl), . . . , (X«,, }'h)) «m «l« «/«fó«{o «~l/o,«..«,.«f. d's-

Lrib\tido sobre XN . Então, a junção de distribtLição de sala margina! unã.dimensioTtat,

(X-, yl), é d«d« p''

0, mini:, g} < 0

Çalii-!) . 2:zU, ' .[z,g/} 2 0 e z + y < m

P(Xi5;z,yl$y)=1 l+- /V. 2zTf--rz+l/--m)2, O$z,y$rnez +y2m
1+(2m, minÍz,y}), minlz,g/} < m $ maxlz,y}

1, minÍú-, g/} ? m.

Prova Provámos o resultado pala o caso z, y C IR+ tais que z + y < m (os demais casos

podem ser provados de maneira similar).

F'(X- $ :«,h $ 3/) -(( '«,zl x (-.«,yj)

Da definição de Ojv., temos

ZZ:, À,«,-,(p:(O n X= n Jk/;(m)))

«' (#-y'''' '
p'i' o n M.(«.) o nx=n iW(m) 10,«1 x lO,Z/l) x

{(a, ó) C iRi : a + b $ m}, para { / 1, segue cine

= QN. ((-m, «l x (--.«, yl) x (n'y''':
D

(0)

onde E'.

o«..(«) - E:?":'m'll;l,l?l"n * +n



z=:, À,a', «] * [',«n [À,p.)]"-' x=, «« (#y'''
/« (#y''':

. . ,.~ (/V 1)2zg/
N lnl'/Vzn

concluindo a l)rova.

No que segue, derivamos a função cle distribuição de T(/V) = maxl$i$nlX{ + E}, um

resultado que terá um papel relevante na obtenção cla forma finita do Teorema do tipo

de De Finetti para a versão contínua do modelo (A).

P-'oposição 1.2.3 SÜ« ((X: , h), . . . , (X«, yn)) ««. «Zo, «/«fó,{. ««. /.{ Q'"..,.

a /unção de dÍsfr ózéição de T(") :: maxl$i$nÍXi + X} e' dada por

o , z<0,

l ,Z2 m.

Prova Para t C (0,nz) (as outras duas situações são triviais), temos cine

r 'n \

p(r(") $ t) Íllx: +X $ tll
\i=1 /

''o''"' $ o - l a;' 2n

, 0 $ f < m,
f

Então .

,(Ê]ã '*; * * : *' - '.::~'*; * *, - ** * »,])

Ê ,('.::*'*: * *, - ** * «,Õ '* * * : ',)
Ê , lo'*: * * : ** * «, ó ',*: * * : ',l

Da Proposição 1.2.1., segue clu

,','"' '', - Ê, lc'«*« . « *«,õl«*« : ";''ll
e
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Cromo f < m, segue que as n primeiras parcelas cla soma acima são todas iguais a zelo

Portanto,

''''"' :*, - *Ê., lól«*« : ":'"l-:*.o;**'"*":«*«;l

.Ê. .c , IÓ l« * « : "pi « ;:.o:**'"; * « : « * «, " - «, " - ."«-"

Cromo {(Ui, K)}W l são independentes com mesma clistiibuição uniforme em -E, segue

que

P(7'(") $ t)

*Ê. z l, l«- * « . ":;'ll" .,.«- * " : « * «"~'"': "«'"

*ií .Á 1 (« + d"''''"-'2d«d.

.Ê. ,(i)'" z'« * «,'~'''«-" - *É: ;(i)'" *
::» ,p''"' : o - #r (;y"

concluindo a prova
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P-op',lição 1.2.4 SÜ« ((X:, h), . . . , (X«,, yN)) «m «.fo« «/e«ZÓ,{. ««. /eí QW.., d«d'

m > 0. ErzZão, T(") = maxl$i$nÍX{ + X} é uma esíaiútáca su#cãenfe pura a /amada

{Q,v,.« : «a > 0}

A fácil demonstração da Proposição 1.2.4 é aflui omitida. Continuando, estimamos

agora a distância em variação total entre C2w.. e a lei de n vetores aleatói ios bidimensio-

nais independentes e com mesma distribuição uniforme sobre {(=, y) C IK3. : 7 + g/ 5; m},

a clua] denotamos por ]==

Te'r'ma 1.2.5 Sd«m QW«« . .f:= "; ,n d d« de p«ó«ó{/id«de .m. ((R')",25((R:)"))
de$nidas antetiormmlte. Então, paíct \ $: n < N,

Zlm

IQ«.«. - .r=ll $ -=

Prova E fácil verificam' que T(") = maxl$i$nÍX{ + X} é suficiente pai:a a'família {.rU

m > 0}. Assim, T(") é suficiente para ambas as famílias {QW.« : m > 0} e {P,« : m > 0},

o (lue implica, de acoiclo com uma propriedade cla distância em variação total, que

IQ«.«« /'= llQ«,««,r J:=,,ll,

onde Q/v««,r(/=,r) é a QfVm«(/=)-lei de 7'("). Assim, vamos avaliar lIaM«.«,r /=,rll

:sup'.'H:D IQx««,,(B) - -rU,,(B)l. Como

C?«.««,,(-q - .Á...,«, ~««,,P n {m .

/=,,(B) - .Á...,m)

Q.«««,, /=,,ll s-.p IQ«.««,,(B) - .r=.,(B)l
BC Zj (R) '
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BezJ(R) ./Bnp,m) W 77Z2n l"+QW««,r(Bnlm})-.Á.p.) H2n d'z $

,::h,h,...,«, -.Á.'',«,?l:' 'l+' .:lp , i''''««,,w ' {«.ni

.::h, Z,.@,«) Na" " + 2Q«,««,,«mD $

:'Á,.,Í!=.-«*Ç-T: ~~«"

d«,

ell 5; -#

Podemos, finalmente, estabelecer a versão finita do Teorema clo tipo de De Finetti

para a versão contínua do modelo (A). Como na subseção 1.2.1, /)w denota a lei do ve-

dor aleatório 7V-dimensional ((Xi , yl), . . . , (xJV, yw)), cuja distribuição condicional, dado

maxi$iÉJvlXi + }'';} = m, m > 0, é unifot'me sobre XIX. Consideremos /U como antes e

seja PP,« = /m... /=dp(m) uma medida de probabilidade em ((IR')", B((IR')")) pala algu

ma medida de probabi]idac]e p em (IR+, Zi(]R+)). Finalmente, denotando poi' Pn a lei da

marginal rz-dimensional de /)w e por p/v a lei de T(W) = maxi$i$W[Xi+ E}, estabelecemos
n qpai l i n t p tpnt'pm a
v v ve) u a 3 R vv v vvx vxaxwB

Teotenxa \.2.6 Sejam PN e P... CLS medidas de l)robabilida,de de$nidüs acima. Entiío,

.«ás'' "m« «..dÍd« ./. p«Ó«Ó{/{d«d' /.o .«. (n+,B(lh)) f«/ q«., p«,« l $ n < N

IPn Pp.,«ll$ -T
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Prova Da. definição de ,f3., temos que

P« = 1 QN««dHN(m),
]R.+

pois, condicionalmente a T(JV) = m, ((Xi , h ), . . . , (XN, }'h)) é uniformemente distribuído

em Xl:. Assim, pala # : /3(R+) --> 10, 11, temos

llpn 4,« la(-e)
BC Z; (( R: ) " )

e,,«(B) l

a?"a") 'L-- ""( )dp,»("';) - .L... e(B)dp(m)

Para /z = lz/v, segue que

Pn - PP,.,,«ll s«p lt IQ'»m«(B)- .í=(B)ldA.«,(m)l $
Bczj((m'J") liln+

-.B«mO") L-' IQ«.««(B) - q(-B)ldp«'(m) 5; Ç ,
onde a última desigualdade segue do Teorema 1.2.5. Portanto, existe uma medida de

probabi[idade po = PX em (R+,ZJ(]]Ç)) ta] (]ue llPn -- /!..,«ll $ #, para ] $ n < /V'. H

U ultmlo teorema estabelece blue a lei cla marginal n-climensional cle ((.Xi, y]), . . .,

(XN, yw)), a saber, Pn, pode ser bem aproximada por uma mistura cla dista'ibuição

cle n vetores aleatórios bivariados independentes e identicamente distribuídos tmiformes

em {(z,g/) C iKI. : z + y $ «.}, m > 0, sempre que ((Xi,h),...,(XW,yW)), dado

maxi$i$/v {Xi+ K} = m, tem clistiibuição uniíoime sobre X=

Na sequência, obtemos a versão infinita do Teorema do t

são contínua clo modelo (A)

de De FinettitiPO para a



Teorema 1.2.7 Sd« {(X«, yn)}«21 u«',« segwênc a de uet07'es a/e«fó,{o.s óÍuarãa(/os ma-

mando ua/ares em ni., Suponha que para cadrz N C IN e m > 0, a dÍstráóuÍção c07zdÍcio-

-/ d. ((X:, h), . . . , (-V«., Xw)), d«d. m«-$:$."1Xi+ X} .d« -ã/o«,e .,oó,'e X=

Ezt/ão, e:z;í.sfe ?lma ?ízzicrí medida (!e proóaó / dado p* em (]R+,25(IR+)) Za/ gue Vn C IN e

B C 23((R')")

: 1. P;(n)ap"l.o)

Prova A demonstração é análoga à prova do Teorema 1.2.3, na subseção 1.2.1. Neste caso,

sd« JU = {1' : ((R:)",6((R')")) --} 10, il} e clenotemos po: ll ll a distânci, em --cação

total em J\4'. Vamos verificar blue os dois lados cla igualdade em (1.17) conespondem ao

limite de {Ppj.,,«}NZI em yU . Primeiro, da hipótese do teorema e do resultado do Teorema

1.2.6, tomando Ho :: PW, obtemos que

) ) )
+

Prrr V. \4 \ r v l,r \\ z.. Z?\ (1.17)

,J!=:,iia. ]:'..,,,«l

ou, de maneira equivalente,

PP,.,,. --q Pn, cluando JV -+ oo. (1.18)

Em seguida, verificamos blue {pívljv?t é "tight", o (lue implicará a convergência fraca

de {/],/.,,«}/v2t. Para. z > 0 e VN C IN, temos que

''"- :«,":;,, -z. ,("-:; «,«::* {''';--*, -«)-««..«,,

onde H/v é a lei cle maxig$W{X{ + X}. Então,

P(X- $ «,y $ «) - /.. Q«,«:(lO,«I')dÉ'«,(m)
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t0,2r] (g l([U,zJ')dPw(77z) y(2r,oo) l(]U,zJ')CiPIV(r7Z)

:* P(X: $ ", y $ «) $ Z.,,,] I'ip"("'') + /,,,., Q«.«:(IO, "l')dp«,(m)

Para m > 2z, Q/v«i(lO, zl2) pode ser obtida da Proposição 1.2.2:

Q«,«:UO, «]D - (!i-P:,
tituindo a expressão acima em(1.19), obtemos

p(x- $ z,h $ ') $ pw(l0,2«1)+.4;,,.(A -- l)

2z2

5; p.«UO, 2«D + /,,,., =;dp«,(m).

Mas, para m > 2aç, ::1l $ :i;lZ = i' Então,

:+

Suba

(1.19)

2z2 <.Pw2

P(X: .$ «,h .$ «) $ p«,(l0,2«1) +/ iclH~(m):>
(2r,w) Z

:> p(x- 5;«,h 5;") $ 1;+:p,«(l0,2«1), vJvcm, v«>o.(i.20)

Como P(Xi 5; #, h $ #) --> 1, quando z --} oo, temos que Vc > 0, ]zo C ífh- tal que

Vz ? zo, P(Xt $ #, yi .$ #) > 1 -- {. Assim, cle (1.20) e tomando # = zo, obtemos

1 - i < p(x: 5; 'o, h 5; "o) 5; ; + ;p«,(to, 2«ol) :>

:> p.«(lO, prol) > 1 - c

e, portanto, {p/v} ?i é "tight", implicando que exis

e uma medícla (te probabilidade p'" tais cine

tem uma subsequência {p/v. }A>i1 1 ll)s

L* '"«~. * /.*/dl



pala toda função ./' : ]R+ -} R+ limitada e contínua (em cluase toda parte). Tomando

/(0) seg- q«.

J:$'dA.w.(a) -Jb / ROndA.*(0), .l«a«.lo Ã -} ''',
m+ ' '' ' JR+

isto é.

.rT.tP*(0), q«-.lo É --> .':'.]R+

De(1.18),(1.21) e da unicidade do limite deÍPp,.,,«}/v?i, resulta blue

(1.21)

P. c\P*l.Q).
IR+

Po:t-to, Vn C N e VB C 6((m')"), «êste p''':(m+,õ(ih-)) --> 10, 11 tal q--.

P(((X:,y),...,(X«,yn)) c B) Pon(B)dp*(0)

Verifiquemos, fina]mcnte, a unicidade de /z'". Para N C ]N e Z > 0, temos

+

«"', '" - , c::*..*: * «, : o - , là..*. * * : ',l
,(««.,z/«.)) c(n3-y'': «; + #; 5; t, {

L+ (H"')d#*(0) - .L... y Po({X: + X 5; t})dp*(0)

~'';, p'''' " : ', po«X; ,- E $ 'D - : ', p':'' " ' ', po«X: '- ''; $ 'D - lây

««.'l', 'n - .[,,. ''«*m -- .4,,., (;y'' -«*m.

Pelo Teorema da Corlvelgência Dominada, segue que a segunda parcela clo lado direito

cla última igualdade tende a zero cluando iV --> oo e, consequentemente

{((«: , 3/,) ,

Logo
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,JIU,p«.(IO, {l) - Z.,.. idp*(O) - p*(lO, tl)

Assim, {Éé/VlíNZI possui limite, concluindo a pi'ova.

A partir do Teorema 1.2.7 podemos derivar a representação preditivista pala a distri-

buição Beta (2,1) com parâmetro de escala 0 (dizemos que X tem distribuição Beta (2.1)

com parâmetro de escala 0 se x tem distribuição Beta (2,1)), cuja função densidade cle

piobabilidacle é clacla pot

./'(;lo) - ã-h.,o(')
A obtenção deste resultado consiste basicamente na construção de um novo processo

estocástico {.Z«}n?l a partir de {(X«,yn)}«?l definindo Z« = X« + yn, Vn C IN, e na

especificação de convenientes condições sobre {Z«}.>t resultantes cla uniformidade sobre

Xl:, VN, in C ]N, para o pi'ocesso original {(X«, yn)}«?l.

As coimas finita e infinita do Teorema do tipo de De Finetti podem ser estendidas pala

o caso de um vedor aleatório d-variado, d > 2, do mesmo modo que na subseção 1.2.1.

Podemos derivar resultados similares aos Teoremas 1 .2.6 e 1.2.7 para o modelo cuja função

densidade de probabilidade é dada por

)

./'(":,. . . , «.lo) - ã'a{(.:, ..,«)'"::i:.:-'--.+.$.}("-, . .. , «.)(i 22)

Os resultados pala o modelo em(1.22) podem ser obtidos sem dificuldades procedendo

se como na subseção 1.2.1. Pala encerrar esta seção, enunciámos a forma infinita do

Teoienla do tipo de De Finetti(sem prova) para o modelo acima.
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Teorema 1.2.8 Sda {(X,l, . . . , Xnd)}«21 alma seqziência de uetores a/eafór os d-uaríados,

d > 2, asse m rido ua/ares ern ]KI.. Swpon/za que para cada JV C ]N e m > 0, a dásZrió?z ção

««./{cÍ-«/ a.((Xf,...,Xf),...,(XL,...,XX,)), '/« . m-:$:$'»{X; + .. + X/}

.d" ""'»'m. «ó«{((«},...,«{),...,(«l«,...,«$)) C(níy'' : m-:S:$"Í"!+ . +
«y} = m}. -E«Zã., «í.t' «m« «..dád« d. p,'.ó«ói/ád«de p* m (R+, õ(llh-)) f«/ q«. Vn C N

. VB c õ((K'y'')

P(((X;, ... ,Xf), . . .,(X;l, . . . , X:)) c a)(B)dp*(O),

oítde Po'a e Q let de IL velares ateatórtos tndepen(lentes e com dtstribatçao comi'üm, untfol'íne

.«.{(«-,. ..,«.) € m,{.: «:+ . . . + «. $ o}.

+

1.3 Distribuição Uniforme no Círculo

Nesta. seção, obteremos a representação preditivista do modelo (B). Sua função densidade

de probabilidade é dada por

.f(", g/la) - ;-bl{(.,Q.":':.''.',s.,}(", 3/). (i.23)

O suporte de (1.23) é esboçado na se(luência.

Procederemos do mesmo modo que na seção 1.2. Assim, vamos considerar o subcon

i««to .i.(K:y' X=((*-,g/:),...,(«w,y«.)) C(m'y'': m--S:S.«{«?+ y?}

m > 0. Vamos definir uma distribuição uniforme sobre X= analogamente àquela especifí

c«da em(1.14). Para isto, consid«emos os conjuntos JK(m) = {((zt,yi), . . . ,(;«/v,gW)) c

(R')/v : ?+ ? = m',zlÍ+y:Í $ m',.j # i},{ = 1,...,/V, eas "projeções" gi emedidasp{,

i = 1, . . . , JV, introduzidas na seção 1.2. Podemos, então, definir a distribuição uniforme

sobre XmN, Q/V« : B((R')W) -+ 10, 11, por
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Q«.«(B) - !i;btl:Íl;Ç:!n, B c 6((n'y''). (i-24)

Pode-se facilmente checaf q«e ée um vetolr aleatório ((Xi , h), . . . , (Xlv, YN)) é unifor-

memente distribuído em XIX, então suas marginais bivariadas (XI , h), . . . , (XIV, yW) são

permutáveis.

Continuando, enunciámos agora três proposições que seixo utilizadas na estimação da

distância em variação total entre a. lei da marginal n-dimensionar de QW., n < iV, a (leal

denotaremos por QNmn, e a lei de n vetores aleatórios bidimensionaís independentes com

distribuição comum uniforme sobre {(a, b) C R' : a' + b' $ m'}.

Proposição 1.3.1 Soam (UI, WI), . . . , (U/v, yN) z,efores a/eaZóráos i zdependentes com dás-

f,{ó«{çã. c.«.««. ««ã/o,m' ..Z,« . ««J««Zo E Z,) C R' : «'+ó' $ 1}. Sd«

S(X) = ]/maxiSÍçlvÍt/i2+%q., Xi = gig} e X = :??g-, í = 1,. . .,Ar, com m > 0. Então,

((X-, y ), . . . , (X«,, yN)) á o ú«ác. «l« Q«,.-««í/o'mem.«f. d{.t,{b«üo «ó« X=

Prova Seja Q a lei cte ((Xi, yl), , (X.«, yw )) CI.r;me«te, Q(X=) Pala ,4 C



23 ((R: )") ,
rN \

Q(Á)((X:,h),...,(X«,,yw)) C .A)
\i-l /

,4; de«otanclo o e««to((X-,yi),...,(X/«,yw)) c ,'l n &/i(m), { = 1,...,JV. Então,
rN \ N

Q(À) - p l U Á; l -E p(.4:), (í.2s)
\.i=1 / {::1

onde a última igualdade clecoire do fato que À2w-2(p:(]k/. (m) n ik/j(«z))) = 0, pala { # .j.

C-lc«lemos, e«tão, P(,'1;).

P(Á;) ,H),...,(x.«,yw)) c .4n M;(m))

::: P(Xf+ E' P;(((X:,yi),...,(xx,yw))) € 9;(.AnM:(m)))

- ,'(ã@:a - «,«:(â««-, w,..., w«,, «w) . «,'o' ''' «'(«»)

'Ui2+K',P:
7$tii#w- , w, . . . , w«,, w«»

c p'(.4 n M.(«.»

6;i..igW:, W,. . . ,Ww, %») c p{.4 n M.(m»

Como na subseção 1.2.2, não é difícil verificar que C' Ç B. Portanto,

C

uw,uw)) l c Ç':(Á n M;(m)

,l,'làh«««', ,'«~,«,0 -:'«'"'«» -,«-0 ;"",
pois ([4, U) tem função densic]ac]e de probabi]ic]ade dada poi (1.23) com 0 = 1. Pe]a

independência dos vetores aleatórios (UI , VI), . . . , (UN, yW) segue que

''«:, - .c, l,; lah««««,, ,'"~,««l . ,;.«« «.«»l !-««



clZ'("ü/,(.» z(',o 'lld.dZ,,

função densidade de probabilidade clo vetar aleatório (2/V -- 2)onde

climensional

;'.,., - «: (ah..«:, "', . ((Ü, \ ))

K,K-:, %-:,K+-tÇ--:,. -.,t/«., vN).

Pela hipótese da proposição e aplicando o método clo Jacobiano para transformações

de vetoies aleatórios, obtemos blue

';..,., - oU#F (;)~'
ISntao,

''«;, - Z [Z........,, w3P= (;)~'' ''*:~-:] ;..«-' -

L (:lÍ;;e;ll:N--À,w-,(p:(Á n À6(m)))d«dZ' ::>

À2" '(9;(.4 n xlX n &/;(m))) p:(.A n X=)
a ( « «. ' y' - : /v («m' y'' - '

Sul)stituinclo a expressão acima em (1.25), resulta que

Q('1) - }i;llÍ:itlf?ln - ê«,.('i n xl:) - o«'«('1)

Assim,((Xi, h), . ..,(Xjy, yN)) é «niformemente clistrib«ído sobre X=

i
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Como podemos ver, a proposição 1.3.1 fornece unia caracterização cla lei Q/y. em

termos de vetores aleatórios independentes e identicamente distribuídos.

Apresentamos, na secluência, a função cle distribuição da marginal uniclimensional de

Q]Vm (como antes, para 1 < 'n < iV, denotamos a marginal n- ctimensional de QJv. poi'

QNm'«,).

P-op«ição 1.3.2 Sd« ((X:, h),. . . ,(X«,, yN)) «m «fo, «/«fó,í. ««i/o'm.«..«Z. dÍ'-

LribKído sobre XN . Então, Q função de distri.bKição de sua rrtargina! tn-bidimensional,

(x:, H), é a«a« p''

Í 0, se mlnÍ=,y} < --7n oíl z, y < 0 con7z z2 + g/2 > zn2

P(x- $ «, y $ #) li.(iv l)À,((( '«,«lx(-m,gl)nB«)
t. N.' Nvmz

Prova Tomemos z, y C ]R.

P(X- $ «,h $ y)((-.«,«l x(--«,,3/1)

- C2«,«..(Í(-'«, «l x(-'«, Z/l) x(R'y'''')
D

Da definição de Qjv.,, temos

Q«,«(,o)

À2" '(9'(o n M:(m)))+ E=:, ,x,w 2(P:(D n M;(«.)))
JV(««.'y' '

s. o n ik/«(m) # 0, e«tão P:(o n X= n ]M-(«.)) = n.T ", o«de B. = {(«,b) C R'

«'+ ó' 5; m'}. Alén. disso, P;(onx=n M;(«.)) =((((-'«,«1 X(--m, yi)n B.,)) X -8mN'',

para i:# 1. Notando que Z,)nik/t(m) = ése, e somentese, minlz,y} < nz ou n,g/ $O

com z2 + g/2 > m2, segue club
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[,X,(B«)]'''':+ E=:, ,x2(((-.«, :«] x(-«,, V]) n -a«)]À,(B.)]'''''
/v(«'«. 'y'' - '

[r«'y''''+ X]!, À,(((-'«, «] x(-:«,#]) n B«)(«-m')'''':
JV ( «m' y'' - : '

:* Q«,«(-Q- {-+ ,
se Z,) n &/i(m) # 0 (caso contrário, a parcela # não figura na expressão de QW«(Z)))

Eln pa:tic--lar, se z C (0, pa), temos

''''': : «, ''; ' «, - ; -- (:fD G -- á
P«posição 1.3.3 Sd«((X:, yl),.. .,(X«,yn)) «m «l- «/«ZÓ,áo COm /.à Q,..... E«'

ít /u7zção de disfr ótláção de T(") = maxl$i$n{«X2 + Xi} é dada por

o ,f<o,

,p'"':o-l -!i'(;y" ,.:'«::«,

, Z > n7z.

similar à prova da Proposição 1 .2.3A clemonstiação desta proposição é omitida pois éSr

l

P«posição 1.3.4 Sd« ((X:, h), . . . , (X«,, yN)) ««. «l«« «/«íó,{. «m /.{ Qp.,..., d«'í.

m > 0. Então, T(") := maxt5;i5;.{]/X? + }]Z]. á uma estafa'sfáca szz$cienfe para a /amada

{Qw.« : «. > 0}.
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A demonstração da Proposição 1.3.4 é aflui omitida. Estimamos agora a distância

em variação total entre QW.« e a lei de n velares aleatórios bivariados independentes

e identicamente distribuídos uniformemente sobre {(a,6) C TR' : a' + ó' $ m'}, a qual

clenotamos pot /)nnl

Te'r'-«a 1.3.1 Sd««. QW..« ' /U « m.dÍd«s d. P«ó«óí/id«d. .m ((R')",B((R')"))
de$nidüs anteriormevtte. Então, para \ $ 'n <. N,

fQ,»«« € $

Prova E fácil verificam' blue 7'(") = maxl$i$n]'/X? -F X ]. é suficiente para a família {/)"
m > 0}. Assim, 7'(") é suficiente para {QW«. : rn > 0} e {/)" : n > 0}, o que implica blue

4n
N

C?«.«« -- / m N-n.T -- P=..xQ l l ,

onde Q.vm«,r(/=,T) é a QNm«(/'=)-lei de T("). Assim, vamos avaliar llC2w««,r -- /:=,rll

P«ra B C 25(IR),

Q«,««,,(.Q - .Á...,«, «,««.:,(-B n {m-'u /v mn,-z \'' ' ' L' ''J J

pnm.TÇB) .m\ =2n &'

Logo,

fvm«,r -- /'=,TQ 2 s--P IQ«,««,r(B)
BC6(R) /'= ,r(B) l

BCB(R) 'Ánp,«d JV 27ZC&2n-i ««,r(Bnlm})-.Á.O,m) m2n (ia
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,::ü:, .Á-..,., (-1') 1:1=«« :.::ü:, ~««,,p " {«Di :

-& .[,«, " 2'2~««,,«««.D $ T ::»

:> lio«,«« - .r=ll e«,.«,, - -r=,::.ll .$ il

Finalmente, obtemos a versão finita do Teorema clo tipo de De Finetti para o modelo

(B). Denotemos poi' PW a lei de um vedor aleatório JV-dimensional((Xi , h), . . . ,(XJv, yW)),

cuja distribuição condicional, dado maxt$i$WÍvX? + X2} = m, m > 0, é uniforme sobre

X=. Seja PP,« = /m P=dH(m) uma medida de probabi]idac]e em ((R')", Zg((]R')")) para

alguma. medida de piobabi]idade p em (]fÇ, 23(]R-F)). A]ém disso, sejam Pn a ]ei da mar-

ginal n-dimensional de Pn e PW a lei de T(/V) = maxi$Í$W'lvX2 + }{2l}. Enunciámos o

seguinte teorema.

Teorema L.3.2 SejcLrn PN e P»,. as medidas de probabilidades de$nidas acima. Então,

«ás,' "«,« «..dãd« d. P«Ó«Ói/id«d. Ho .«. (n+,ZS(tb-)) 1«/ q«., P«« l $ n < N,

lla, - pp.,«ll $ =

Prova Da definição de /3,, segue cine

P« = 1 QN-«dPNI.m),
Jn+

uma vez que ((Xi , h ), . . . , (X/v, yN)) é uniformemente dista'ibuíclo sobre XmN, dado 7'(W)

nz. Assim, pata H : 23(R) --> 10, 11, temos cine
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«11 2 s«P IPn(B) - e,,.(B)l
BCZg((m: ) " )

'j«mO') 'Zn... QNm«(-B)dP.V - .zR+ /"(B)dP

Tomando p = PW, obtemos que

IPn - e,,«ll [ IQ"m«(B) - -r=(B)ldP«,(m)] $
aczj((m:)") l;m+
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BK"q") h'- IQ«,««(B) - q(B)ldÉ'«,(m) $ -#,

onde a última desigualdade segue clo resultado do Teorema 1.3.1. Portanto, existe

uma medida de probabilidade po = /ZN em (]R+, B(]R+)) tal que ll.r'L -- PP.,«ll $ #, para.

Na secluência, derivamos a coima infinita do Teorema do tipo de De Finetti para o

modelo (B).

Teorema 1.3.3 Sda {(Xn, yn)}«ZI uma seq?&ência de uefores a/eafÓr os óát,ar aços assu-

mindo valores em Ra . Suponha que para cada N çl Rq e 'rn+ > Q, a distrib\tição condicional

de ((X:,y),...,(X«,,yW)), d«d« max:$;$"{«X?+K'} = m, ;d" ""á/o'me em X=

E«fã., .«{s'. «.« 'í«'« «.../ád« d. p«ó«ó{/{d«d. p* .«. (R+,ZJ(llÇ)) Z«/ q«e Vn C m .

B C B((m')")

P(((x- , y ), , (X«., yN)) C B) Pon (B)dp*(0) (1.26)

P-ova Sda JU = {F' : ((R')",Zi((R')")) -} 10, il} e de«otemos po- ll l a distância em

variação total cm i\4z. Piovatemos (lue os dois lados da igualdade em (1 .26) coiresponclem
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ao limite da sequência {Pp,,,«}N2i, no espaço métrico (./\,'{, ll 11). Primeiro, tomando limites

no resultado do Teorema 1.3.2, com po - PW, obtemos que

,JIH.,llpn - pp,.,,«ll

ou,

PP,.,,. --!b Pn, quando N --> 'D, (1.27)

onde Pn é aclistribuição de((Xt, h), . . . ,(X/v, yw)). Em seguida, verificamosque {pW}W>2

é "tight", o que implicar'á a convergência fraca de {PPJv,«}/v?l. Para z > 0 e VIV 1? 2
temos que]

P(X- $ z, h $ z) =
.ylh'""; -. ,.-} - «) '«.«, -

C2 ]««i (( -- .« ,rl2 )

1.,,,Sta"«-« -.«, «]Ddp~("».4,..,,.,Q«,«-«-.:«, :«]ldp«'(m):*

Í.;. P Ç.X{'É «. Y- $: «

:> P(Xi $ z, h $ z) $ . Idp«.(m) +
to,rv'ã] r,..,,.) Q"«:((-", «1')dp«,(m) (1.28)

Para m > zy'2, temos

e«,«:« -e;-Ul;--;iâ
conforme a proposição 1.3.2. Voltando pata (1.28), obtemos cine

P(Xi ,$ z, y $ #) $

: «,«"',«a4d.,.,WJ 1; -- á "':n -- =@TI
43
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$ p/v(lO, zV'51) + .4::W,m (a(}i-0 la- + lã-- -- ã + !V!:ll;;:-<1 + -;dpN(m),

"m,«. q«' p"'"> "W, -:«(â) > t E«tã.,

P(X- $ ", ''\ $ ") $ «.«UO, «aD+.[«,.,., e]ÜU ]i: -.- á. -- =iÚ:i-e] -- {-d««(m)

$ ""u', «an + .L«,., P;D llí -- á. -''" á.l '- ;.-«.««©,

pois sup {~/Ü:'' : m > zx/ã} - ;l;. Assim,

,'-*: :; «, " : «' : «~''., «~''-, -- .L.,., (qr) -««'«, '

5; p«,(lO, "«ãl) + -3p«,(("''./Í, .«)) :>

:* p(x: $ ", y $ «) 5; Ap,«(io,"«ãi) + B
Mas, P(Xi $ #, h $ z) --> 1, qua.ndo z --> oo. Portanto, Vc > 0, ]zo C ]R+ tal que

pala 'r ? zo, P(Xi $ z, h $ z) > 1 - -ã. Assim, tomando # = ao, obtenaos que

1 - Ê < p(x: $ "., h 5; «.) 5; àp«,(io, ".~/ãi) + : :>

:> P;v(lO, zo-/ãl) ? 1 -- c, VN' ? 2.

Assim, {#W}W22 e "tight". Portanto, existem uma medida de probabilidade p

23(IR,+) --} 10, 11 e uma subsequência {pjv~lk?: tais blue

n. .fd}«w. -:b .L .fap* , quando k -+ 'n,
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para toda função ./ : IR+ -+ IR+ limitada e contínua. Tomando / = /$', segue (lue

R-t o ~(o)-:!4 .In P;dp*ÇO), quando k-+ oo,

isto é,

1. .r%'clp*(0), club«do A --> '». (1.29)

De (1.27), (1.29) e da propriedade de tmicidacle do limite de {Pn.,«}Jv?t, temos, final-

+

mente, (lueiei]

p« pliàd'ÇO)

Poi' fim, verificamos a uniciclacle de É&*. Para ]V C IN e { > 0, ten

««,u','n - ,' (.U%ht©n:'P} : ') -

- , IÜ.Mn : ',) - , IÕ..*; * *' . '',)
,(««,p«)) c(m'y'': «?+v? 5;í', j ..,Jv},l

7V

/n... /:y"(X«,,)dp*(O) - .L... y Po({X? + X' $ z'})dp*(0)-

P'-:' 0 $ t, Pa({XF + X' $ z'}) = 1 ', p-'' 0 > z, Po({X/ + X' $ z'}) - (iíy. L.g.

««,'l', 'D - .[,,. * -«*m -- .Á,., (;):''' '«*'",

ma da. Convergência Dominada, temos que

Ju,.Z.,., (;y''' ','*'o - ', ..--«-. '" - -,

10s

pelo TeoreMas,
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,li=, p«., (lo, tl) p*( lo, tl) ,

concluindo a demonstração

Os resultados dos Teoremas 1.3.2 e 1.3.3 podem ser estendidos pala. o caso de um

vetou aleatório d-variado, d > 2, como nas subseções 1.2.1 e 1.2.2. Neste caso, o modelo

paramétrico tem a seguinte forma (função clensiclade de probabilidade)

ar (g)
.r("-, . . , «.lo) - ãÍi.jjÂE{(.-,...,~)'":':.?-'--..--.is':}(":, . . , «.),

onde I'(t) = J:':' e 's:''ds é a função gama usual.

Pala concluir esta seção, enunciámos (sem demonstração) a forma infinita do Teorema

do tipo de De Finetti para o modelo em (1.30).

(1.30)

Teorema 1.3.4 Sda {(X,l, . . . , Xna)}«2i ilha seqKê zc a de t;etores a/eafórios d-Daria(/os,

d > 2, assurrz ndo z;a/ares em ]Ra. Suão z/za que para cada ]V C ]N e m > 0, a dàsZr ó?l ção

a.((Xf,...,Xr),...,(Xb,...,X$)) ««dá'{.««' " m--$:$"ÍV'(X;)i -i - -itÍ?f} -
m, 'd" -'»'m' .m {((«1,-.., «{),...,(«k,...,«i,)) c(m'y'': m«:$:$«.{V/ «Jy+ '+(«f)'}
m}. E«tão, .«{;'' «m« m d« de p«ó«ó{/{d«de p* .«. (R--,ZJ(IÇ)) Z«/ g«. Vn c N.
VB C B((R')")

P(((XJ,...,Xr),...,(X,l,...,X:)) c B) Pon''(B)dp*(0),]R+

onde Po'a é a tei de n uetores CLteatórios indepevtdenLes com lei com'lLvrll 'uniforme sobre

{(«:,...,«.)cm':«?+.+«3so'}
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1.4 Conclusões

Neste capítulo, apresentamos a representação preditivista para modelos uniformes bi-

varia(tos clepenclenclo cle um único pa.râmetlo. Conforme mencionado anteriormente, a

iepiesentação pleditivista cle um modelo paiamétrico tem llm caráter relevante pata a

escola Bayesiana pieditivista cle inferência estatística, pois toma plausível, sob o ponto

de vista Bayesiano, a acloção de tal modelo patamétrico como a distribuição amostrar

(condicional) pa.ra dados gerados em certos experimentas aleatórios.

Os resultados obti(tos para o caso bivariado podem sei estendidos, de maneira bem

simples, para os coiiespondentes modelos d-variados, (/ > 2 (independentemente cle d,

estes modelos, cujos espaços paramétricos são tmidimensionals, apresentam estatísticas-

suficientes mínimas também uniclimensionais). No entanto, a, introdução de outro(s)

parâmetro(s) nestes modelos dificulta a obtenção de suas respectivas representações pre-

ditivistas, gerando problemas interessantes que descrevemos na sequência.

A versão contínua do modelo (A), cujo suporte {(#,g/) C -K3. : f + f $ 1}, 0 > 0

conesponde a um triângulo isósceles com vértices (0, 0), (0, 0) e (0, 0) em IR', pode sei

modificado de modo a ter como novo suporte {(#,y) C IR;- : 6- + ã- $ 1}, ai,a2 > 0,

«m triâng«lo escol.no cle vértices (0,0), (01, 0) e (0,02). Neste caso, o novo modelo, cujo

espaço paramétrico é IKi. , não pode ter sua representação preditivista determinada através

da abordagem utilizada ao longo deste capítulo, uma vez (lue possui estatística suficiente

mínima de dimensão maior que 2. Acreditamos cine outras técnicas, porém, possam ser

desenvolvidas de modo a obter tal resultado.

Ao modelo (B), cujo s«porte {(z,y) C IR,' : #' + y' $ 0'}, 0 > 0, corresponde a

um círculo de centro (0,0) em R,' e talo 0 > 0, podem ser incotpoiados patâmettos cle

modo que seu novo suporte seja um círculo de centro agora desconhecido em IR2 e caio
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(disco«heci'lo) a > 0, ; saber, {(z,g/) C R' : (:« a)' + (Z/ /7y 5; 0'}, a,/3 c IR.

Assim, o modelo obtido tem como estatística suficiente mínima o envoltório convexo (ou

os pontos extiemais) da amostra, (lue não possui a mesma dimensão clo novo espaço

paiamétrico IR+ x JR:, inviabilizando, pois, o emprego cla técnica acluí utilizada (vários

modelos discretos não contemplados neste traballlo como, por exemplo, a clisttibuição

Poisson bivariacla de Holgate, também apresentam esta característica). Nova.mente, como

no caso da versão contínua do modelo (A), um enfoque diferente precisa ser desenvolvido

pala a obtenção de sua representação preclitivista.
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Capítulo 2

Caracterização de variáveis
aleatórias uniformes independentes e
identicamente distribuídas

2.1 Introdução3-'

Caracterizações de distribuições simétricas multivariadas têm sido desenvolvidas por di-

versos autores nas últimas décadas (segundo Fang et a1. (1990), os primeiros trabalhos

nesta área foram publicados na segunda meta.de clo século XIX), visando não apenas a

extensão de distribuições ttnivariadas conhecidas as suas respectivas versões multivaria-

clas, mas também a consideração de novos modelos multivariados, que não o normal, para

fins cle inferência. Fang et al. (1990) afirmam que "o aspecto multivariado caracteriza o

modelo de realizações dependentes de experimentos aleatórios, encluanto que simetria (e

o conceito estritamente relacionado de invariância) passa pelo coração da teoria e filosofia

das leis da natureza e matemática". Efron (1969) reforça a importância cle distribuições

simétricas citando que "a condição mais fraca de simetria pode substituir, com sucesso,

a clistiibuição normal ao menos no (lue diz respeito ao clássico teste í cle Student"

Poi outro lado, a especificação clo tipo cle simetria (em adição à permutabiliclade) cle

uma distribuição multivariacla permite situa-la numa celta classe de distribuições. As-

50



sim, por exemplo, a simetria. descrita. por invariância sob um grupo de transforrnacóes 

ortogonais caracteriza as distribuições esféricas ( em patt icular , com a condição adiciona] 

de independência, obtemos urna caracterização ele normalidade, isto é, a única medida. 

produto dentro ela classe ele distribuições esféricas n-varia.clas, n E TN, corresponde à. dis­ 

tribuição de n variáveis aleatórias independentes com mesma distribuição normal (O, o-
2
), 

para algum CT2 > O). Em geral, a imposição ele simetria e condições adicionais a uma 

distribuição simétrica multi variada permite a caracterizaçâo de suas marginais, como no 

exemplo anterior. Devemos destacar que, de urn modo geral, um particular tipo ele si­ 

metria pode ser especificado através ela função de distribuição, da função característica, 

da função densidade de probabiJidade, ou da estatística suficiente do modelo sob conside­ 

raçâo, dentre outras. Urna detalhada revisã.o sobre distribuições simétricas multivarradas 

em geral é apresentada em Fang et al. (1990). 

Neste capítulo, apresentamos caracterizações ele conhecidas distribuições uniformes 

( uni variadas e bivariadas) dentro ele classes ele distri buições multi variadas satisfazendo 

específicas condições de simetria. Mais precisamente, consideramos as classes de distri­ 

buições multi variadas cujas distribuições ele probabil.iclacle dependem apenas do máximo, 

elo mín irno e do máximo, ou ela máxima soma elas coordenadas em cada componente do 

vetor aleatório. Com a suposição adicional de independência, conseguimos caracterizar 

certos modelos uniformes. Na seção 2.2, tratamos dos casos discretos. A seçao 2.3 é 

dedicada às respectivas versões contínuas. 

Ao longo deste capítulo adotaremos a notação que segue. Para um conjunto nao- 

vazio A C l[{., AN denotará o N-ésirno produto cartesiano de /\ e A+ será o conjunto 

{a E /\ : a > O}. Além disso, P(A) indicará o conjunto elas partes de A. Para o 

couj li u to { a 
1
, a

2
, ... , an}, ª( 1) e ª( n) clenoLari.'i.o, respecti varnen te, o rn íni mo e o rnáxi mo de 

tal conjunto. Por [i ru, representaremos a CT-álgebra ele Borcl cm IllN por B(lllN), a medida 
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de Lebesgue em (]RT'',B(]RW)) por Àw, JV C IN = {0, 1, . . .}, e a medida de Lebesgue em

l(n*y'', õ((IK*y'')) por À!"')

2.2 Distribuições uniformes discretas

Nesta seção, vamos apresentar teoremas (te caracterização para vaia áveis aleatórias tmifoi-

mes independentes e iclenticamente distribuídas assumínclo valores em Z. Primeiro, exi-

bimos os resultados relativos à distribuição uniforme no conjunto {0, . . . , 0}, para 0 C IN,

e, em seguida, pala a distribuição tmiforme em {0t,0i + 1,...,02}, pala 0i,02 C Z,

com 0i < 02. Por fim, é derivada uma caracterização para vetoies aleatórios bivaiiados

inclepenclentes e cona clistiibuição comum tmifoime sobre o triângulo isósceles discreto

{(«, Z,) C ]N' : . + 6 $ O}, O C N.

Como cada um destes resultados (teoremas 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3 na sequência) incorpora,

em suas hipóteses, condições de uniformidade, descrevemos, no início de cada subseção, a

distribuição uniforme condicional a ser considerada.

2.2.1 Caso univariado

C[onsidei'amos o seguinte subconjunto de ]NfV, pai'a Ar 2 2 e m C ]rV

Xl:,--.,««.) C N''': :U2xW{«;}

Dizemos cine (XI, . . . , XW) é uniformemente distribuído sobre XmW (lglesias, Peneira e

Tanaka (1998)), com lei de piobabilidacle denotado poi Qfv..,, se

Proa(X: - "-,...,XW = Z/«) - O/Vm((:':,...,«/V)) - ]ll"'}(""''$Kf' {'l}) ,(2.1)

onde o clenonlinacloi clo lado direito cla igualclacle acima é simplesmente a medida de

contagem (densidade) clc X=



igieslas, I'ereiia e lanaKa (lyyõ) clemonstiam que se (-Xi, . . . , .XW,l e umloimemente

distribuído em X=, então sua marginal n-dimensional (XI, . . . , X.), n < N, tem lei C?h

dada por

« Í "

G;';'i'F Í : . J:-:y' j' :' '"-:.:.«{«:} -m

A partir deste último resultado e clãs propriedades cla distância em variação total,

as coimas finita e infinita do Teorema do tipo de De Fínetti pala o modelo uniforme em

{0, . . . , k}, A C ]N, podem ser obtidas (lglesias, Peneira e Tanaka (1998)), a segunda sendo

derivada da primeira fixando-se n e tomando-se limites quando Ar --} (x).

O primeiro objetivo desta seção é fornecer uma. caracterização das medidas de pro-

babilidade que correspondem a misturas, no sentido usual, dos elementos da família

{QW« : m C IN}. Clonsidei'emos, então, a classe CW de medidas de probabilidade eln

(]NW, P'(INW)) obtidas por mistura dos e]ementos c]e {QW. : m C ]N} na variável "radial"

(Fang et al. (1990))

(«. + 1)"
Qb.(«:, . . ,««) -

.

\

se maxi$i$«{zi} < m)

Proposição 2.2.1 Uma me(/ da de proóaó / dado P perferzce a CW se, e some7zZe se, ezisZe

nula jlLnção real vtão-negativa y tat qve

p(("-, .. ,««.)) - ç'(,U$ã,{":}) ,

p"',.« «d« (,:, . . ., ««,) C N'''

Pi'ova (:>) Se P pertence a C/v, então, pata (zi, , «.) C N''', temos .l«e

P((«-, . . . , «N))
.L 'p«,«««- , «.a'«(«) - .L "'dTTF'T::D'«üú.
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como p e uma medida cle prosa.niiiaacte em (il''i, /'lbXJ,l, podemos reescrever a ultima

integral acima como uma série. Então,

p««:, . . . , «~» - Ê "''8fT;;yli1l:=Ü«««-m. p.
Consideranc[o a função não-negativa g : ]N --> ]R+ definida por

«,m - E G;ll\;ll(?-Ú,««mD, ''
obtemos (te (2.2) que

P((":,.. - ,«.«)) - P(.U%xW{«.})

({:::) Suponhamos agora que V(zl, . . . , zx) C JN'',

P((":, . - . , ««,)) - 'p(.Ua<xW{«:}).

Então, para m C ]N, temos que

P(xmo («:, . . . , «.«)) -
(31 , . . . ,aN) eN 'N

n- {3i }=n.1<1<N

'':, .,E..,.,; 'pqy%xWÍ":D - .E.... g(m) ::»
ma* {=i }= R: m- {ri )=ml<i<N l<i<N

:> P(X(w) IXl:l , (2.3)

os provar que P(À) = /n QJV«(.A)dp(m), V,4 C P'(]N/'''), pa-a --ma es-

p"ífic. p e«l (]N, P'(IN))

P(.A) P(«-, . .. , ««,)(«:, . . . , ««.), Xm0
lri,...,rX)
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E E p(«:, , ««, )R{«.}( .UlxwÍ":} )
(ai ,.-,rN)C.4 m=l

,- ).. ,ês 'p(:'g%xw{«:})l{«}(:y%hi";})

''-,E)'"E )l{«}(.'ã%xwl*:}) E ''-,..E )'" l{«}(.E%:»{«;}),

onde a última igualdade segue de uma aplicação clo Teorema de Tonelli. Substituindo

(2.3) na expressão acima obtemos (lue

'H) - E ..E '' ".-,'m'"«;."t"H,(X.«,, - m) -

Q~«((«: , «.« ))P(xmo E
m=l

Qw«( 4)P(X(w) m) :>
.rN)CA

:> P('{) - .L Q'«m('1)dp(m),

onde p é a P-lei de X(W) = maxÍXi, . . . , X/v}. Portanto,

P Nmdl'Q'«)

e, consequentemente, P C Civ

A proposição 2.2.1 estabelece que uma medida de probabi]idade em (]NW, P(]N/v)) é

mistura dos elementos de {Q/v. : m C ]N} se, e son-tente se, coiiesponcle à distribuição
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de um vedor aleatório (XI, . . . ,X/y) a valores em INW com distribuição dependendo cle

1:«- , . . . , zl«) C NP'' some«te atr-és de max-Si$wÍzi}.

No que segue, mosto'amos (lue a única medida pl'oduto em CJv corresponde à distri-

buição cle n variáveis aleatórias independentes e iclcnticanaente distribuídas uniformes em

{0, . . . , 0}, para algum 0 C T-í.

Teorema 2.2.1 Sejam Xi, X2, . . . , .V/y uar áuejs a/eafórias ndepe7zcZenZes r sstímindo va-

lores em 'Rq. Então, ÇX\ . - . . ,XN) é \uniformemente distribuído sobre XN , dado Xç.N\ :: ult,

m C IN fa/ que P(X(/v) = m) > 0, se, e some?zfe se, Xi á anil/ormemenfe d stribzlído em

{0, . . . , é)o} para a/g?zm f?o C ]N, { = /,...,7V.

Prova (::>) Notemos, inicialmente, que (XI, - . . , XW) é pelmutável, pois sua distribuição

pertence a CW. Assim, como Xi, . . . , XX são variáveis aleatórias independentes e identi-

camente distribuídas, temos, Vm 5; JV, que

Pr(Xi - "i, . . . ,X« = z« l X(«) - m) - rlL: Pr(117z)]:zl)I'm'(maxi<i<.'fzi}) (2.4)

b/]as, por hipótese, (XI,... ,XN), dado X(W) = m, m C ]N, é uniformemente dis

tribuído sobre X= e, então, (Xt,...,X.), ceado X(«) = m, m C ]N, é uniformemente

distribuído sobre X;,. Segue, Vn 5; JV, que

[lZ;. P-(X- l{«}(m--$;$«{'i}) ]{«}(m-:S.S.{«;})
IPr(X: $ «.)1" -- IP:(X: $ m -- t)I" («. + 1)" -- m"

Para rz = 2 e tomando zl = z2 - m, segue (lue

P-'(x:
IP-(X- $m)I' IPr(X« $«,--1)I' iy--«.' '
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. P-'(x-
' Pr(Xi =m)j2Pr(Xi $ «.)--Pr(Xi = m)l 2«+1 '

P-'(x-
' P:'(x: $ «.) «. + 1 '

Vm C ]N tal (lue P(Xt = m) > 0. Isto implica (lue P(Xi = 0) > 0. Além disso,

{# C ]N : P(Xi = z) = 0} 74 0, pois, caso contrário, teríamos, desenvolvendo a última

igualdade acima, cine

P(Xi = P(XI = 0) > 0 , V:« C N ,

o que seria absurdo, uma vez blue P(Xi = ) é uma distribuição de probabilidade.

Seja, então, 0o + ] = mini" C JN : P(Xt = iç) = 0}. Afirmamos que {z C ]N : P(Xi =

z) = 0} =Í0o +1,0o + 2,...}. Se não, existiria b= minÍz > 0+1 : P(Xt = z) > 0} tal

que r'(Xt = b) = gf-P(XI = 0), produzindo

r b \N \

p((o,. . . ,o,ql xmo - z') - (ó+ .y'' -@ '

o que contiadiria o fato cle que a distribuição cle (XI , . . . ,X/v) pertence a C/v. Logo,

P(X: =«) P(X =0)>0,V«Ci0,...,Oo},eP(X- =«) Oo+l,e,por'a"'o,

p(x: - ") - Õit-Tzt',...,,.}(").

(<:::) Poi outro lado, se Xi, . . . , XW são variáveis aleatórias independentes com distribuição

comum uniforme em {0, 1, .. . , Oo}, temos, de(2.4), (lue

\0o+l / \0o+ l /

P(x- ...,x.« y=«.)- :>
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:> Pr(Xt -zi,...,XW =aw l X(W) -n) - ]l{(mmaxi;$/vÍ%}) ,

isto é, dado X(w) = rn, (XI , . . . , X/v) é uniformemente distribuído sobre Xl=

Consideremos agol'a a distribuição unifoi'me no seguinte subconjunto cle ZIN, para

JV > 3, rlzl,17z2 C Z) com I'lzi < ln2,

x=.,., - {(«:,...,««0 c z~: :yh,{«;} - ":, :y2i,{«:} - «-,}

(XI, . . . , X/y) é dito tmiíoimemente clistribuíclo sobre X=:,.,, com lei de probabilidade

denotado por (ll?N''m2 se

Prob(Xi = zi, , Xw = zw) z''"'((«:,Q , «~)) -

[{«. }(min:$i5;W {#i}) ]]{«,}(m-- SiS/«{zi} )

(«., «., + iy'' -2(m, -m-y''+(m: -m- - ty''

onde o denominador do lado direito da igualdade acima corresponde à medida de

contagem de X=.,.,

Na sequência, apresentamos uma caracterização das medidas de probabilidade club são

misturas dos elementos da família {C?lÇ''"' : (ml,rn2) C Z',mt < m2}. Assim, conside-

remos a classe C/V cle medidas de probabilidade em (ZJv, P'(Z}V)) obtidas poi' mistura dos

elementos d. {QIÇ''": : (m-,m,) C Z', «.- < «.,}

) (2.5)

Proposição 2.2.2 Uma medida de proóaó / ande P perlerzce a CW se, e somente se, e síe

tina furLção vtão-negcttiu y tat (]ue

p(("-, . . . , ««,)) - p(:ylh,{";}, .U$i,{«;})
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P"« c«d« («:, . . ., ««,) C Z'''

nova (::>) Se P pertence a CW, então, para (zi, . . . ,aly) C Z/v, temos cl--'

PI.l.=i,...,=N»= /z,Qw«=t, ,=N»dp(a,b)=

c: .:'p=T$'=1iir'$Ç;!T'!'ili,-«'«, ',
Como p é uma medida de probabilidade em(Z', P'(Z')), ieescrevemos a últ

ma como uma série. Então,

p(("-,.--,«.«)) - ..:,(z'-«ny" -2(ó-'J'' t{.-«- ',IP({(«,z')}). (2.6)

Considerando a função não-negativa 'p : Z2 --> IR+ definida por

«(«,«) - .,:,, Ü-l + n'" aÍ;( u)lÍllld @ ),."«(",QD, («,«) . z',
obtemos cle (2.6) que

'««:, . .. ,«u - ,(:yh{«:}, .q%i,{«;})

(+::) Suponha ago:a que V(31, . . . , zx) C ZP'',

''(«-,. . .,«o, - ,(:yh,',;', .u%h'«:})

Então, pala (a, b) C Z', com a < b, temos que

P(,.vm xPO }: P((«-,.. . ,««,))
(rl ,..- ,aN) eZN

mint<i<JV { ilha,maxl<i<JVÍiil=b

P

ima integral

ac]
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.,., :.,~: «(:yh'«;', :y%h{«:})
minl<i<JV{ ÍJ=a,maxl<Í<lVt=il=b

E P(«, z,) ::>
(al,...,a.M)eZ'N

minl<Í<JV {=iJ=a,maxl<i<N {=i }=b

::> P(X(i) «, xuo - ó) ,ó)lx:l.l (2.7)

Verifiquemos que P(À) .h QD'(.'!)dp(a,b), VÀ C P'(ZP''), pa:a específic-, ié em

(Z' , 7:'(Z') )

P(A) P((« - , ,«~))
lrl',.-,rzv)C.4

E E p((«:,
(r: ,...,r«,)e.4 (.,b)CZ'

, zw) , X( 1) a, X(N)

,-. =xD'"(.,«''(("-, - - . , :««,))a{.}(:y9.{":})R{'}(:y11,{";})

',::- ,....=w»'" (.,:,: 'p(. yh, {';}, .U%xwÍ"'})h.}(:yh,{":})zl'}( .y%xw {«;} )

,... =x»'" (.,'E''(", Ó)l{.}(:yh,{"'})R{'}(.y%xW{«:})

,E': ''-,..E )'"(«, z')z{.}(.gh,{";})ll'}(:ylxw{«:}),

onde a úlitma igualdade segue do Teotenaa cle Tonelli. Substituindo (2.7) na expressão

para F'(A), resulta que
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r'(.4) = }: >1: Z{.,}(miniSÍSA'l"P)llóXmax: i wl"i})P(XU=«,XUq-6D
(.,b)C Z2(rl ,...,.;N)C,4 IÀ-i,Ó l

E E 02'((«:,
(a,b)CZ: (ai ,...,ZN)CÀ

, zw))P(XO) cl, X(w) = b) =

>l.l Qb'(.4)p(xw xno :> P(Á) [,.Qh'(A)dp(«,ó),
1.,b)cz' ' "

onde p denota a P-lei de (X(i), X(/v)). Portanto,

P - l,.0'ÜdnÇ",bÕ

e, consequentemente, P C C/v, concluindo a prova.

A proposição 2.2.2 estabelece que uma medida de probabilidade em (ZW,P'(ZJV)) é

mistura dos elementos de {QIÇ:'": : (mi, m2) C Z2,m. < m2} se, e somente se, correspon-

de à distribuição cle um vetou aleatório (XI, . . . , XW) a valores em .ZW com distribuição

dependendo cle(=1, . . . , zfy) C Z/v somente através de(mini$i$Wlzi}, maxiSiSwlzí}).

Teorema 2.2.2 Sejam Xi, X2, X3, . - . , ..V/v uar áueÍs a/eafór as ándependenfes asst&mÍndo

valores em Z. Enl,ão, X\, . . . ,XN é Knijormemente distribuído sobre )(=,b, da,do Xlç.t)

e X(W) = Z,, ",Z, C Z, a < Z,, fa s que P(Xm = «,X(W) = b) > 0, se, . ..«,CRIE se, X{ le«.

d sfr ó?lição lirzll/orbe em {0i,0i + 1, . . . ,02} pízra rz/g?lm par 0i,02 C .Z com 0i < 02, { -

N7 J ;

Prova (:>) Destacamos, inicialmente, blue (XI, . . . ,XW) é permutável, pois sua distri-

buição pertence a Cjv. Assim, pot definição e levando em conta cine XI, . . . ,XW são

variáveis aleatórias ínclependentes e identicamente distiibuíclas, temos, para a, b C Z,

a < ó, e Vn < /V. blue
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p l.x - «-, . . . ,x« - "« l .yy.{x:} - ", ,WHlx.} - ó,l (2.8)

H::;: P(X- = «i)X{.}(mi«:$i$«{"Í})]llÓ}(m«-$:$«{"i})
IP(«Sx:SZ,)l"-lp(«+i.Çx-5;ó)l"-lp(.Sx:Só-i)l"+lp(«+i. x:$ó-l)I"

Mas, condicionalmente a maxi$i$W{Xf} = b e mint$i$/ytXi} = a, (XI,. . .,XW) é

tmiformemente distribuído sobre X:lÓ Então, (XI, . . .,X.), dado X(i) = a e X(«) = ó,

a, b C Z, com a < b, é uniformemente distiibuíclo sobre Xan,ó, de modo que, pala 2 5; n $

/V, temos

llZ:;: P(Xí = «i)B{.}(min:$i$«{«;})XÍó}(m-:$i$«{"i})
IP(a5;X:5;b)l"-lP(«+15;X 5;ó)l"-lP(a5;X-$ó l)l"+lP(a+15;Xf5;b l)I"

1{.}(mi«:$:$«{":})1{.}(max-$;$«{«;})
(b - « + 1)" - 2(Z, - «)" + (Ó « l)"

Para n = 3, zi = a, r2 = b e z3 = z C {a, . . .,b}, obtemos, de(2.9), que

P(x P(x: P(x:
IP(« 5; x- $ ó)l;-lP(«+i $ X- $ ó)l;- IP(a $ X: Só-i)l;+lP(«+i $ X- $6

(2.9)

(ó «+ i); 2(ó «y+ (ó- «- ty

Desenvolvendo os denominadores na igualdade acima, resulta, Va,b C Z tais que

P(Xi = a) > 0 e P(Xí = ó) > 0, que

l

Pr v ..\

6Pfíz<X'.</)\-- 3PTX'. rd 3Pry.-

' a,J -'' u e f'l'\l ' OJ .> u, que

P(x-
6P(« $ X- 5; 6) - 3P(X- - 3P(X-
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6

:> P(x: - ") - .(b-«) '

:> P(X- = #) = constante > 0 ,

Vz C {a, . . .,f)}. Como P(Xi = ) é uma c]istiibuição c]e probabi]ic]ade, ]0i,02 C Z,

ai < 02, tais que P(Xi = z) = 0 para z < 0i ou z > 02 (caso contrário, a série

E,.z P(X: = z) não seria convergente). Logo, P(Xi = ai) = P(X: = 0: + 1)

= P(Xi = 02) > 0 e P(Xi = #) = 0, para z < 0i ou z > 02, e, portanto,

P(X- E{'!'''-n -g!}(4a2 ai+l

isto é, Xi é uniformemente distribuído em {0i,0i + 1,. . . ,02} para 0i,02 C Z, com

(+:::) Se Xi, . . . ,X/v são variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas

uniformes em {0i,Ol+ 1,.. . , 02}, com at < 02, então, pala a,b C .Z, a < b,

P(x1 := #l) ,x«, - "« ,Uh,{x;} ", .U$ã,{x:}

H=:: /:'(X; {.}(mi«-$:$"1":})l{.}(m-:$;$«,{«:})
P(min:5;i$Õ'ÍXi} = «, m-:$i$Õ'lXi} = b)

H=;: i;:tNl{.}(mi««$;$"Í":})h.}(m«,$:$"Í":})
IP(' .gX: $b)lp'' IP(«+i .ÇX- SÓ)I'''-lP(«.ÉX:SÓ-i)I'''+lP(«+t $X: SÓ-i)I'''

Íi;:l:-;-ij«- X{. }( «'i«- $i$ ." {"i}) E{Ó}(m-- $i$" {"i} )

(i;Elft)~ - (\!;l;fFp'' - (oE!\=F-y'' + (Q:lH'tDuy'' '
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, x«. - "«' l .yhÍx'} - ", :ylhlx:} - ')
H{.}(max- $.$.« {«;}) 1{.,}(mi«:$;$ «.{«:} )

(ó «+ly''-2(z, «y''+(z, «-ty''

isto é, dados mint$i$W{Xi} = a e maxiÉi$jvÍXi} = b, a, Z, C Z, a < 6, (XI, . . . ,Xjv) é

tmiformemente distribuído sobre x:ló. B

2.2.2 Caso bivariado

Como na subseção 2.2.1, primeiramente vamos descrever a distribuição uniforme sobre

um específico subconjunto de (]N')/v, iV ? 2 (esta tulifoimidade figurará nas hipóteses do

Teorema 2.2.3), e, então, enunciar os resultados de caracterização.

Consideremos o seguinte subconjunto de (IN')W, pata 7V ? 2 e m C ]N

X= -,y:),..,('«',g/«,)) C(W'y'': .UlxwÍ": +Z/:}

((Xt, h), . . .,(XN, yN)) é dito uniformemente distribuído sobre X=(conforme(1.3),

capítulo 1), com lei de piobabilida.de denotado poi QJy.,, se

p,((x:,h) ,y:), , (X«,, yw) Q«,«(((« - z/ -) , , (««, , g/«,)))

E{«}(max-$;$'» {«: + y;})

(";')~ (";:)~ '
onde o denominador no lado direito da igualdade acima é a carclinalidade de X=

Verificamos, no capítulo 1, que se((Xi , yl), . . . ,(XN, yN)) é uniformemente distribuído

em XIX, então a marginal n-dimensionar((Xi,h),. . .,(À'«, yn)), n < N, tem lei Qh. dada

por

(2.10)
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/m+2\ ' ' \ ' '
\ 2 / \ 2 /

. se maxlã.,. { z; + t/; f < m.rm+2\N /'m+l'\N

f . .\ JN -- 'm.

/m+2\N /'m+l\JM
\ 2 / \ 2 ,/

Este último insultado, juntamente com propriedades da distância em variação total,

fornecem as clesigua.Idades básicas (conforme (1.5) no capítulo 1) pata a obtenção das

formas finita e infinita do Teor'ema do tipo de De Finetti para o modelo uniforme discreto

no tiiângu]o isósce]es {(z, g/) C ]N2 : 3 + y $ é?}, 0 C ]rq (a segunda sendo derivada a partir

da primeira fixando-se um valor de rz e tomando-se limites cluanclo ]V --} oo).

Como na subseção 2.2.1, apresentamos, no que segue, uma caiactetização das medidas

de probabi]idade que correspondem a misturas caos e]ementos da família {QW. : m C ]N}.

Consic[eremos, então, a classe CW de medidas dc probabi]idade em ((]N')W, P'((IN')X))

gerac[as pot' misturas dos e]ementos de {QJv« : m C ]N} na variável "radia]"

r

9

)

q)V.((Zi, yiJ, . . . , tZn, ynJ) =

se maxiSiS«i.z{ + g/{} = m.

Proposição 2.2.3 Uma media« de proóaó /idade P pertence ü CJv se, e somente se, existe

t.Emita lttnçao neto-neçlattuct tp tal que

''«, ,«o,... , («,««w - ,(.yg,{«: -- «:})

p",'« .«a«((«-, y:),. ..,(««,,z/«,)) c(w'y''

Prova (::>) Se P pe-vence a C/v, então, para ((#i, gl), , («., g/«.)) C (W'y'', temos

P(((«: , y:) , ,(««,, z/«,))) Q«,«(((«:, v:),]N , («.«, g/«.)))dp(,n)

L "'"lÇi'p:11111":"'«'«,
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Como p é uma medida de probabi]idac]e em (]N, P'(]N)), podemos reescrever a última

integral acima como uma série, isto é,

'«(«:,«J, , («~, «,.w - É "''l!;Pl:'14ÇJw«««.n . (2.11)

Considerando a função nãnnegativa y : IN --> IR+ definida por

«m - E -?JflT<8J;},,"««.n, ' ' "',

temos de (2.11) que

''««-, «:,, . . . , ',«., ««w - «,(.ylh{«;})

(+:::) S-ponhamos ago:'a cl-:e V((z:, g/:), , (ZN, y«.)) C (m'y''

/ \

p((("-,y:), - -,("«',v«,))) - 'p Ç.!i2i:»{«:+ y;},j

Então, para m C ]N, temos que

':' (:y%h'": -- *' - «) - ..,.,,,,, ,.-~"''":,~: ''''«:,«:,,
maxl<i<Nt=Í+yiJ=m

, («w , 3/«,)))

'''-,,-,, ,' } ,..,,.'~',,.,: 'P(:y%xwÍ-: + y:})
'naxl <i<N {3{ + gi } = «.:

E p(m) :>
((rl ,Pi),-..,(IN,VJv)) C(W2)N

naxl <Í<N {=i+g{ }= m

:» ,' (.y%i,{.*: -- *} - «) - ,.«,l**l (2.12)
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Demollstramos agora que /'(A)

- \' \'Plr'Í(.«. ,.,) r.,:-,,..,\\ m-v.fX''..+y'l=ml=

P(.'!)::: >: F'(((«:,y.),...,(««.,y«.)))
((ri ,yi),...,(,,X,3/N))C.4

ic; p em (]N, P'(IN)).

lluilsu'alllus a.gola club r'ln,J " Jm (VfVmlAJaplmJ, VA e /"'ltin J''J) pal/w Qfy«(.A)dp(m), V.4 C 7'((FN'yv), p.:; '-m.

esp"ífica p em (]N, P'(IN))

P(.'!) ::: >: F'(((«:,y-),
((ri ,yi ),...,(rN ,yX ))C.4

, (««. , y«.)))

«,-,«:,, "",«,,..-(««,«-,,...,'«,«''''',.y:,'": -- *, - «)

E >: r'(((«-, y-), ,("N, y«,)))llm}(:'ã$X,{".+ y:})
((zl ,yi ) .(rN ,yW))C.4 "'= 1

«,-,,0,.. .(rw,«.d.. ,às 'P(.y%xwÍ": + y:})l{«}(.Ullxw{«: + y.})

((rl ,yt ) E ,«Ü" E E{«}GUllxw{«: + y:}) ::,

:+ P(.A)
"'=1 ((n: ,y- ) .(=w,«W'"(m)E{«.}(:UaÉxWi;«:+ y:}),

onde a última água.lclade segue clo Teorema de Tonelli. Substituindo(2.12) na expressão

para P(.A), obtemos club

PH) - E ,,:,,-.E ,«~»'" {«}(m--l«l?(+y©Pqy% {x;+X} - m)

Q«.«(((« - , v-) , , («.«, y «)))P(:U%l,{x: + K}
"'''=1 ((z .(rjV ,3/X))CÀ
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E
77Z=1 ' '

Q;««(Á)P(:UlxwlX: + X} m) ::> P(Á) = ./w Q/««(.A)dp(m),

onde # é a P-lei cle maxis;i$/v{.Xi+ X}. Portanto,

P QNmclFI.m)

e, consecluentemcnte, P C CW, concluindo a demonstração

A proposição 2.2.3 estabe]ece (lue uma medida c]e probabilidade em((IN')W, 7'((]N')W))

é mistura caos elementos de {QJv. : m C ]iN} se, e somente se, con'esponcle à clisti'ibuição

de um vedor aleatório ((Xi, H), . . . , (XX,Yw)) a va]ores em (]N')W com distribuição de-

pe"'tendo de((zt, y:),. . .,(=w, yN)) c(]N')P'' some«t. através de m«i$i$õ'l"{ + yi}.

Pai'a concluirmos esta seção, demonstramos que a única medida produto em C/y cor

responde à distribuição cle n vetores aleatórios independentes e com mesma distribuição

tmiforme em {(z, y) C ]N' : = + y $ 0}, para algum a C IN.

Teore«ta 2.2.3 Sd«m (Xt,yi), (X2, y2),. . . , (XW,yw) «Z.«s «/e«tóráos ind p «dentes

"««m{«do «/.«. .«. N'. E«fã., ((X:,y ),(X2,b),. . . , (X«,,YW)) á «i/o,m.me«Z.

Z,ió«üo e«. XmN, d«do m-:$:$"iX:+E} = m, «. c N f«/ q«. P(m-:$;$'»{X;+X} =

m) > 0, se, e se«zen]e se, (Xi, E) é dÍsfrÍó7zMo uni/orbe«.ente sopre {(a, b) C ]N' : a+Z, $

0\ pct-ra algum 0 ç: Xq, i= 1,...,N.

Pi'ova (::>) Neste caso, (XI, b), . . . , (xJV, yw) são permutáveis. Assim, pela definição e

considerando a independência dos vetores aleatórios bivariados, temos, Vn $ iV, que

P((X =«-,y y-),--,(X«-««,yn-y«) l .TIU{X:+X}
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rlL;: P(X- - ";, h - y )Elmo(max:$'$«{": + 3/:JI r, . ,.
IPr(X- +y $«.)j"--jPr(X-+y Çm l)I" ~' '''

Co.no((X:,y),...,(XX, yx)), d-do max:SISA'lXi + X} = m, m C ]N, é «-ifo:me-

mente distribuído sobre XmN, então((Xi, h), . . .,(X«, yn)), dado naaxi$i$«{X{ + E} = m,

é uniformemente distribuído em X=:, n .g N. Assim, Vn $ ]V

. Elmo(maxl$i$.{3i+ gi}) . r2.14}
IPr(Xi + y -$ «.)1" -- IPr(X: + yi $ m -- l)IÀ (", ')"

Pata m C ]N tal blue P(Xi + h = «.) > 0, conside:emos em (2.14), n = 1 e (zl,yl) C

IN2 tal (lue zi + yi :: nlz. Assim,

PTX- - z-!.b g!) l ,. ..~
P(x- + h \'.'''

De (2.15), podemos ver que é suficiente obteiinos a distribuição de XI + h para

determinarmos a ]ei c]e (Xi,h). Em (2.14), tomando n = 2 e (#l,yl) C ]N' tal que

:cl + yi = m, obtemos

IP(x- 3/:)j'

'(x:--''- -,«)['(x:+H $m)-*'(x: -'-y $"'' n](";'y
[P(x: v-)] : ]

P(X-+h(X:+h$«.)+P(X:+V$«- 1)l(m+l):

Lembrando de (2.15) blue P(Xi = zi, h ' yi) = e(li=Eb-:!Ü, obtemos, na igualdade

:+

acima, quel

P(X: +K 5; m) P(X- + y $ «. 1) 1
P(X. +y $ «.)+ P(X: + y Sm- 1) m+ l '
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Vm C ]N tal que P(Xi + h = m) > 0. Logo, P(Xi + yi = 0) > 0. Além disso,

{z C ]N : P(Xi + h = a) = 0} # 0, pois, caso contrário, teríamos

F'(m) r'(m l) , (2.16)

on(te r'(m) = P(X: + y S; m). Através da -elação de iecor:ência pa-a f'(«-) em

(2.16), obteríamos

,.«,- l"J''),..,,«« :"
Consequentemente,

P(x-+ h P(x: + y $ «.) P(x: + y $ «. - 1)

''«, -:, - l"J':l,., ,.., - l":"l,..,:*

\ l ./:» P(X:+h-"'') - r":i'lP(X:+V -0), Vm21,(2.17)

e, portanto, P(Xi + yl = ) seria crescente em IN, absurdo pois P(Xi + h = .) é uma

distribuição dc probabilidade. Sda, então, 0 + 1 = minlz € 1N : P(Xt + yi = z) = 0}.

Afirmamos (lue {z C ]N : P(Xi + X = z) = 0} = {é? + l,a + 2,.. .}. Se não, existiria

b = mini:« > 0 -+ 1 : P(X: + h = z) > 0} tal que

P(x,+h p(x + h $ ó) P(X: + Y 5; a)

'PI'!'l,..*- *» -., ;'l,.,*.*« -'':*
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::, ''":* » -',- {l"!'l,..*:* * -',
Deste macio, temíamos

p(((o,o), . . .,(o, o),(o, é'))l .U2hlx:+ x}

IP(x: + h )I''' 'p(x:
lê:F('!')P(X: + Yi - 0)j''' - l('t')P(X: + h - 0)I'''

Desenvolvendo a expressão acima, iesultai'ia cine

P(((0,0), ... ,(0, 0),(0, Z'))l :Ua<xW{X;+ X}

b+l

[bH]'''':
('!')~ ('1')~ '

ondicionalmente a niax. <.x-«..:«,{.XXw)), c b, não seriax.+X}isto é, ((X:, b), . . . , (X/«,

uniforme em Xr. Logo,

P(Xt+yi =m) > 0 , VmC {0,...,0} e P(Xi +h =«.) =0 , Vm>0

Assim,

É''.*: * " - «' - ''". * « - .,á 1" f "l:* ,..*: *«
Substituindo este valor em (2.16), obtemos que

P(X: + h - m) m C {0, . . . ,0}.

71

0)
l

('!')



Finalmente, substituindo a expressão acima em (2.15), temos club

p(x: - ", x - g/) - -ri:l:n' ,
\ 2 /

V(#,g/) C IN' tal que #+y C {0,...,0}, isto é,(Xi,h) é uniformemente distribuído

em {(«,ó) € N' : « + b 5; 0}, 0 c m

(4:::) Supondo (lue (XI, h), . . . , (XN, }'h) são independentes tendo distribuição comum

uniforme sobre {(a, ó) C ]N' : a + 6 $ 0}, a C TN, temos, cle (2.13), quc

,('": -*:," -«:,,...,'''';« -«,",-""'{.*:--*} -«)

ilZ:. P-(X: h ;)l{«}(m--$;$«,{«;+y;})
IPr(Xi + h $ «.)jN -- IPr(X: + h 5; «. l)lp''

líbl "l',...,*}(m«:.;.«,{«.+yÜR{«}(m-- .:.«,{«;+yà

:» , (p': - *:, ''': - «:,, . . . , P'«, - ««,, '''« - "«0 1 .U$R,{": -- *} - «)

1{«}(max-S:$"1": + y:})

(";'y''
isto é, dado max-SISA'ÍXi+ }Ç} = «.,((Xt, h),. . .,(XN, yN)) é «nifotmemente dis-

tribuído sobre X.=

)
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2.3 Distribuições uniformes contínuas

Nesta seção, clerivamos teoremas de caracterização para as versões contínuas dos modelos

consicleiaclos na seção anterior.

2.3.1 Caso univariado

Prirrleiio, consideramos variáveis aleatórias Xi , . . . , X/v, 7N 2 2, absolutamente contínuas

com função densidade cle probabilidade conjunta ./ (fada por

'(«- , . . . , «o - «,.« (.y%hil.*; (2.18)

para alguma função não-negativa @ que torne / definida acima uma função densidade

cle probabilidade em IRIA, isto é, @ : IRIV' --> IR+ tal que

C'«'''':Ú~(«)d« - w;- p.iq
Fang et a]. (1990) denominam Ú/v de função geradora de densidade da distribuição

esférica /- e a variável R = maxiasxÍJXij} de variável "radial". Neste caso, se g éa

função densidade de probabilidade de R, então

g(,) w2 ''' ,''' ' :V,«, («)Rp,N(, ) (2.20)

ja demonstração deste fato é apresentada no teorema que segue). O próximo resultado

foi tece uma caracterização de variáveis aleatórias independentes com função clensidacle

cle probabiliclacle conjunta dada por (2.18).

73



Teorema 2.3.1 Sejam Xi, . . . , X/v, Ar ? 2, uarááue s a/eaZór rls aóso/uZamenZe conZÚ las

indepeitdentes u valores em EL com Junção deTtsida,de de probabã.li(lctde conjunta f. Se J

satisfaz (2.18), eTttão Xi é uniformemente distrib\ído em Ç--0,0), para alg'um 0 > ç3,

NZ ) )

Prova Pala caiacteiizainlos Xi, { = 1, . . . , JV, derivaiemos duas expressões pa.ra a função

densiclacle de proba.bilidade de 7'w = maxi$iÉWÍI.Yil} e igualaremos tais expressões. O

resultado é obtido então desta última igualdade.

Inicialmente, vamos obter I'W, a distribuição de probabilidade cle (XI, . . . ,X/y), em

termos cle @ e cla distribuição uniforme sobre HmW = {(zi, . . . , z/v) € Rjv : maxlSiSwÍlzil} =

m}, 7n > 0, Qjv., dada por (lglesias et a1. (1998))

Q.««(A) , .4 c a(n'''),
(2.21)

onde i%(m) = {(zi, . . . , zw) C X,T : zi = m} e p; : H,W --> H,W-' é dada por

(pt(a;l,...)7i--l)Z{)#i+l)...)ZAr) ==(#l,...)ZÍ--l)=i+l).. )ZAr)

Assim, para A C 23(]RJV), temos

I' «, (Á ) ,zw)dÀx

a: - {(":,...,«~) c R''' : :U%xwll«jl} - 1*:1} - U w:(lÍI),

Definindo

,N,

segue que

N

]p'«,('1) - E-1 /(«-, , ««, ).IÀ«,
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"~.«, - $.Á...« (:%*,'

1.." @(1";1)'iÀ«, - :l.L. ú(i":l)l«.' (("

o teorema de Tonelli, segue que

/v

IP«,PO - E l.L l.h,, . @0mDiÇ'w.m.(«»k:(«-, . . . , ««Üd,x«,-:ld.x- (m)j

/v

E l.L ÚGmD l.L,.,.. E,'H"m.(«»@;G«:,. . . , ««ÜdÀ«,-:lÀ:(m)l

C: ú(1"''1)À«'--('P;(Á n iW,(m)))d"-

. /'oa l

@(-m)À«,--('P:(ÀnAA(m)))d"'+.Á @(m)ÀX--('p'(Áni%(m)))d"]

>: Ü @("")À«,-:('p:('lnM.(-m)))d"'; +.Z @(m)À«'--(ç':('lnM;(m)))d"]

l,x/«..(P;(Á n Mi(-m))) + ÀW--(ç:';(A n iK(m)))l dm

jv

/o(")>1: 1À/«-:('P:(Á n M;(m))) + À«,-:('p:( 4 n w'(-m)))l dm

última igualcla(le e cle(2.21), segue que

pois IRX =;.B: e À«,(B ri Bj)B AssimU Z .1 )

«x))dÀ /v(1 )

N
@(«)



IP«,(,'1) / 9(m)2JV(2«.y'' 'Q«,«(.A)dm, ,'! c B(R''').

Para A = 1--{, flW, temos

0 (2.22)

Q«.«(Á) ho,:](m),

uma vez blue é unia medida concentrada em H/v = {(zi, . . . , zw) C JRp'r : maxtSiSj«lzil} =

m}. Portanto,

IPw(l f,ZIP'') - /. 'É("'')2N(2m);v''dm

Nuas, IPW(l--t, tlW) é o valor cla função de distribuição de TW = maxi$i$/vljXÍj}, Fr,

no ponto f > 0. Assim,

Í

FTQt) = 1' $1.TTtà'ZN(2'rn)N'~dm

Da tlltima igualdade, segue que

0

/r(Z) (t)2X'(2ty'' 'ln,.(f) (2.23)

é a função densida.de de probabilidade cle 7'W (plovamos, assim, o resultado em (2.20)).

De (2.20) e (2.22), notamos que se (XI , . . . , XW) são variáveis aleatórias absolutamente

contínuas com fimção densidade de probabilida.de conjunta satisfazendo (2.18), então a

distribuição de(Xi , . . . , XW) comi'espoilde a uma mistura dos elementos da família {C?JV.

m > 0} na variável lrW.

h/las, pol hipótese, Xi , . . . , X/y são independentes e permutáveis(notemos que ./(=i, . .. ,

:«/v) = ./(:««. , . . . , :««.) = d,(max-SISA'llzil}) pa:a clualcluer pe-m'-ração « dos elementos
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de {l, , JV}). Assim, para todo Z > 0,

/T (t) c'(-z)I'''''lg(t) + w(-f)l, (2.24)

onde 6'(g) é a função de distribuição (função densiclacle cle probabilidade) de XI . De

(2.23) e (2.24), temos que

@(f)2N(2t)''''' f) - G'(-t)lv :lg(t) + V(-t)l. (2.25)

M-s, @(í) . , Z) Ig(f)IP'' eg é si,métrica (-temos cl«e ./(z-, . . . , :«w) =./(

:«w)), 'le mo'lo cl--e g(t) = g(--f), í C IR, . G'(Z) G'(--t) = 2G'(t) 1. Voltando em (2.25),

obtemos que

lw (f)I''' 2a' (2t y'' ' : ]v2''''' IG'(t) - :l~''2g(t) :>

:+ ltg(z)l"'' - lc;'(z) - ii"'' ::> tg(t) c'(t) - l; ,

Vf > 0 tal quem(Z) > 0. Da últimarelação, segue cluese c > 0é ponto da imagemdeg,

então d. = {z > 0 : g(z) = c} é limitado superic'imente (caso contrário, existiria #' > i

pertencente a À. com G(#') > 1). Por outro lado, afirmamos cine g assume a.penas dois

valores, a saber, 0 e c, c > 0. De fato, sejam ci, c2 > 0 pontos da imagem de g. Vamos

verificar que devemos ter, necessariamente, cl = c2. Se ci, c2 > 0 são pontos da imagem

de g, então tomemos zl, z2 C IR+ tais que g(ai) = c{, i=1,2. Sem perda de generalidade,

suponhamos zi < z2. Assim, por hipótese, temos

/(z.,«,,...,«2) Ig(«,)I''' ' c-(c,y''''

./(«,, «,,..., «,) «,)I'''



donde segue que cl = c2. Assim, como g assume apenas os valores 0 e c e .4c é limitado

supciiormente, segue que o suporte cle g é limitado supeiioimente. Sqa, então, 0 o seu

máximo. Logo, G(0) = 1, o que implica que c = á. Por fim, verificamos que g é igual a

á no enter-lo (0,0) Ài-cl.c.. Com efeito,

G'(0) G'(0)
l
2 l\s=o nto,o)g d>.\ -+ l\g=à\n(o,e) l

1 ]

MÀ:({g- ãln(o,o))::> À:((o,a)nlg-o})-o-
Finalmente, da simetria de g e dos resultados clo último parágrafo, segue blue

ío, f< o,
G'(Z)- 'Í ;+'Z, -0 5;t< ",

l i, z? o,
isto é, Xi tem distribuição uniforme em (--0, a), a > 0, concluindo a prova

Pode-se verificar facilmente (lue a recíproca do teorema 2.3. 1 é verdadeira. Neste caso,

se Xi , . . . , XX são variáveis aleatórias independentes tmifointes em (--0, 0), é? > 0, então

'(«-, . . .,«) -(áy'' «.-.,.,(.ylçÍI«;i})

Assim, considerando-se a função não-negativa @ : ]R --> ]R+ da.da por

r l \ jV

«.', - (;)'' «.-.,.,'',,

obtemos o resultado

No que segue, consideramos a distribuição uniforme dependendo de dois parâmetros

0i, él2 c IR, 0i < 02.
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Teorema 2.3.2 Sejrzm Xt, . . . ,XW, Ar 2 3, uar áue s a/ealóráas aóso/ufamente corzZzhuas

independentes Q valores em EL com função densidade de probabilidade conjlLnta, J. Se

./'(«:, . . . ,=«.) , «(x)), V(#., . . . , ««,) C Rv, P«« «/g««.« /unção «ão-«.g«fã« #'

que tom f uma densidade de probabili(lado em W.N , então Xi teta distribuiçiio 'lu-Lijorme

em(0i,02), para 0i,02 C IR,, com 0i < a2, { = 1,..., JV

Prova Pala obtermos a distribuição de Xí, { = 1 , . . . , 7V, derivalemos duas formas ftmci-

onais pala a função densidade de probabilidade conjLmta de (X(i), X(/v)). Da igualdade

,l. t,;. f-.n,Ãp. .PQuirá o resultado.

Inicialn[ente, vamos obter IPW, a distribuição (te probabilidade cle (XI, . . . ,XIV), en]

teimou de @ e da distribuição tmiforme sobre X=.,., - {(zi,...,z/y) C IRJv : z(1)

mi, z(N) ' m2}, mi,m2 C IR, mi < m2, QW...,«:, dada poi' (lglesias et a1.. (1998))

'«,«.,«,(.n - XZ: rl(l*"'-'lli=;.TIJym-, md) , « . 6O:~),

o«de &/ij(«.-,«,) = {(z:,...,#/«) C X=.,.,: "i - m:,«j = m2,i # j} ' y:j

IR/v': é dada por p:j(zi,...,zX) =(zt,...,"i-t,"i+i,..-, zj-i, zj+l,..., zw).

Assim, para A C 23(IR/v), temos

(2.26)

]Rw 4

I' «, ( .'1 )

Definindo -Bij = {(zi,. ..,zw) € 1RJV : z(i) ' zi,z(N) ' zj}, i= 1,.. . , N, .j / i, segue

j z /v )dÀ /v

que

H:'/V(Á) - n J#I Á.B', '/'(31, - - - , :«N)dÀN ,

"m- *'ez q«e R''' U Bij e À.«(B{.j. n B{,j,) (i-,.j-) / (i,,.j,), ik # .jt,
Cll,-.,x}

h = 1. 2. Assim.

jv

.J#
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IP«, (Á )
4nBij d'(z(i), z(w))dÀw

$(zi, zj)dXN

Pelo teorema de Tonelli, segue que

/n« 'P("', "j )l«-«.. ((": , , zw))dÀw

N [z:,I''~('i) - EE rx.,, , V'(u, «)]Ç''(-m.,(«,,»(ç':j(":, . . , :««.))'lÀ«,-,j dÀ:(", Ó)

E E l.h, @(«, «) l.L,,.: a,:''"'"..'«,,,,, ü,:' («:,
;v

,««.))dÀ«'-,l.iÀ,(«,«)l

, w(u, o)Àw-2(P'' 1. A n iugij(u, u)))dÀ2(u,u) "]R

/v

/m, 'Ú(u, «') êll :l.i ,x/v.,(ç';i(.A n iuj(", ")))dÀ,(", «)

Ü(u, «) >: )i: À«,-,(P;j(.4 n i%j(u, «)))d«d«
" i=ij#í

Da última igualdade e de (2.26), segue que

(x) r oo

I'«.(Á) / / @(u,«)}V(/V - 1)(« - uy''''Q«,«,.(.,'!)d«d«, A c Zj(R''')
-(X) J'Ü

Consic[erando Á = {(zi, . . . ,zN) C ]RW : z(i) $ a, z(«) $ b}, temos

Q,««,«(.A) --,.](u)l(--,.](«),
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unia vcz quc (yJMü,u e uiiitl iiietliu.a cullcellu'aLIa, elll X;.;,t, :: ttíz;i) . . . ) :z;jv.J e lrt : z(1) ::

u, z(N) ' u}. Logo,

/v

a'«,(.'!) / / ú(«,«)a'(x i)(« «y'' '.l«.i«

Mas, IPw(d) é o valor cla função de clistiibuição de (X(i),X(W)), Fxm,xPO, no ponto

(«,ó). Assim,

h

U

FX{.\,X(M(.a,b)-: 1 1 $(.U,D)N(.N-- I-)(.U N-2dDd'LL

Da última igualclacle, segue que

/xm,xno(«,ó)(a,b)N(iV-- l)(b a)/v'',a < Z,,

é a função densidade de probabilidade conjunta de (X(i), X(W)).

De (2.28) e (2.27), é fácil ver que se (XI, . - . , X/y) são variáveis aleatórias absolutamen

te contínuas com função densidade de probabilidade conjunta satisfazendo/(zi, . . . , zN) =

= #'(#(i),=(N)), V(zl, . . . ,zw) C IRW, então a distribuição de (XI, . . . ,XW) corresponde

a uma mistura caos elementos da famí]ia {(]l?lV«.,m2 : mi,m2 C ]R,rnt < m2} no vedor

(xm , xmo ) .

Poi outro lado, Xi,... , X/v são independentes e peimutáveis(./(zi, .. . , zw) = .f(z«. ,

,z«,.,) = Ú(z(1), z(/v)) pala qual(luer peimutação n dos elementos cle {l, . . . , JV}). Assim,

para todo a, 6 C IR, cz < b,

(2.28)

/xH,xU.0(a, Z,) = N(N - l)la(ó) - G(a)lp'' 'g(ó)g(a), (2.29)

onde CI'(g) é a função de ctistribuição (função clensidacle de probabilidade) cle Xt . De

(2.28) e (2.29), temos q«e

ú(«,ó)]v(jv i)(ó «)''''' - JV(]v i)lc'(ó)-c'(«)I''' 'g(ó)g(«). (2.30)
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h'l«, @(«, b) ,í, 6) = p(«)p(ó)ip(Z)I'" ', Vt C l«,ól. Assim,

g(«)p(ó)Ig({)I''' 'JV(N' 1)(Z, a)F'''' t)lc'(ó) c'(«)I'''''g(«)p(ó) ::>

::» [«m]''''' - l.@P a(a)I'''- ::,

:> g(Z) - q(11-:.q(d co«st-te, Vt C l«,ól,b -- a

pala todo a,b C IR,, a < b, tais que g(a), g(b) > 0.

De (2.31), conc]uínlos blue ] 0i,02 C IR, Ot < 02, tais cine g(Z) = 0, Vt < 0i, e

g(t) = 0, Vt > 0, (caso contrário, g séria constante em um intervalo i]imitado de ]R e,

conseqiientemente, não seria uma função densidade de probabilidade). Deste modo, temos

que g deve satisfazem

(2.31)

l $ Z 5; 02)

isto é, Xi é tmiformemente distribuído em (01, 02), 0i, 02 C R, com 0i < 02.

Notemos ainda que a recíproca clo teorema 2.3.2 é válida. Se Xi , . . . , XW são variáveis

aleatórias independentes uniformes em (01, 02), então

.. N

''«:, . . .,«~, -(©h)'' «.,.,-,'«.-,'"'''-,,.,,'« ~,,
Assim, basta consic]eraimos a função não-.negativa @ : IR2 -+ ]R+ dada por

"'*:,',, -(©h)'' «.«.,-,''-'".':,.,,'',,

g(t)
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2.3.2 Caso bivariado

Nesta subseção, consideramos uma secluência (XI, h), . . . , (X/v, yN), N 2 2, de vetores

aleatórios bivariados absolutamente contínuos assumindo valores em IR+, cuja função

densidade cle probabilidade conjunta ./ satisfaz

/((« - , y-) , , ("«,, v«,)) - #'«,(.%25,{": + v:}), (2.32)

pai'a uma apropriada fitnção não-negativa @lv em IR+ blue torna / uma função densa

c[ac[e cte probabi]idac]e em (]R')X

Teorema 2.3.3 Se/am Xi, . . . ,XW, 7V ? 2, actores a/eaZóríos czóso/wfamenle coníúl?los

in(lepen(lentes assttntindo uctLores em Sq. com junção densidade de probabilidade conjtLnta

/. N«t« ««diga«, /(('-,y-),., .,(««,,g/«.)) (max:S:S«,{«: + g/;}) p«« «/g"m"

/u«ção «''-n.g«Zã- @, V((z-,y:),...,(««,,g«,)) C (R!)/'', s., . ;.m.nfe .., (X.,X) á

«i/o,mem'nt' l«áó«ü. «ó« {(z,y) C RÍ : « + y $ 0}), p«,« «/g««. 0 > 0, i

Nl ) )

Prova (+:::) Neste sentido, a demonstração é imediata. Se ((Xi, yl), . . . , (XW,YW)) são

vetoies aleatórios independentes uniformes no triângulo {(#, g/) C IKi : # + y $ 0}, 0 > 0

então

'''«:, «:,, . .. , '«,««,,, -(Ãr'' «..,.,'.u%ç'«; -- «;',

Considerando se então a função nãunegativa @ : ]R -+ IR

«.*, - (É)~«..,.,'*,,

+ da.da poi

obtemos o resultado clcsejado
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(:>) Para caracterizarmos (X{, E), { = 1, . . . , JV, obteremos duas expressões pala a função

densidade de probabilidade de T/v = maxt$i$/vlX{ + X}. A distribuição cle (Xi,h)
decorrerá cla igualdade de tais expressões.

Piimeiiamente, vamos calcular a distribuição cle piobabilida.cle cle ((-XI, h),

(XW,}'h)), IPW, em termos de d' e da distribuição uniforme sobre X = {((zi,yt),. . .,

(zW,yW)) C (]RI.)W : maxiSi$/''Í"i+ g/{} = «n}, «. > 0, Q/v., dada po- (Esteves et al.

(2001))

Q,«.P) - XZ: '"''x(=l$rlW4rlW , B . õ«n3.y'D, (2.33)

o«de i%(«-) = {((«-,y,),...,(#«,,y«,)) C XIX: «{ + 3/i = «.} e p;:(R')''' --> IR,"'' '

é d;da po: 'p'(((#:, g/:),. . .,(#«,, g/]«))) =(#:, y:,. . ., :''--, g/{-:, "i+:, "Í+-,. .., z«., y«,):

s:m, p--a ''l c ZJ((n3,y''),

IP.v('4) - /l/(((zi,yi), . . -,(z/v,g/w)))dÀ2w)

{((«:,y:),. . .,(:««,,y«.)) C(mi.y'': ma*:$j$"1"j+ g/j} + y:},Definindo Bi

temos que

IP«, (À
IAnBi y')'...,(.=N,tJN»)dX(o.N) ,

p';; (nl.)" U=:: .B; e ÀSP'0(Bí n Bj) 0, { # .j. Logo,

r .B. 'P(:yehl:«j + z/j})dÀS/n

f Ú(zi +yÍ)clÀSW)
.4nB.
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:l'Í /ni.)'"(Zi+ g/i)]l,4nB:(((=1, g/l), -. .,(zw, yw)))dÀ2W)

Pelo Teorema de Tonelli, segue (lue

I' «. ( .A )

' giÂi. l/":i.,... @("+ ")l«-'u"w.(«--«»('p':(((":,g':),. -. ,("«,, Z'.«)))dÀI'''':'ld,X,(", ")l,

onc[e g-f : (IR')W --> (]R')X': é dac]a poi

P''(((-:,3/:),...,(*«,,y«,)))(«-,y-),...,(

Então.

/v

a'.«('1) - àl l.hi. @("+") l.LI,.,-, "«'u"m.(«--.»('P:((('-, y:), . ..,("«,, w«,)))dÀ,~-,ld.X:(", ")l

/v

yi+l) («~ y«,)):), («;*:1 , 3/{ ) .t/J)

= }: /... Ú(u+u)À2.v 2(9i(Án &/i(u +u)))duclu =

7V

JV

ú(u+ «) >1: À,«,-,(P;(.A n A/i(u+ «)))d«d«
mz+ ' '=i

De (2.33), segue cine

Tomando, em particlilar, 4 = 1{(z, g/) C iKi. : z + y $ tllW, temos

Q"(«--o(H) ip,o(p+ «) p,o(«)xp,:-o(«)
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Q"(«--o(.A)d'«d«, A c 6((mi.y''). (2.34)



pois Q/v(«+«) é uma medidaconcentrada em x=., = {((;«:, yl), . . .,(z/v, yJV)) c(IR,i.)W

maxiSi$/vlzi + yi} = ?z + u}. Portanto,

"~'«, - .Á' Z''" *'« * «,«, le'PI ~'' .,«-"

alas, IP/v(d) é o valor da fitnção cle distribuição cle Tw = maxi$i$xlXi + b}, /r.,,

calculada. no ponto f > 0. Assim,

'~'*, - z' z''" "'« * «,«, iÍ''pi ~': '«-

Fazendo a transformação a = lé + -u e ó = u, segue (lue

FT:.,çt) ll$Çül;=.';N-'d.

go,Lo

/n(t) - 'P(z) ãjlL-t''''''a«:... (z)

é a função densidade de probabilidade de TW.

De(2.35) e(2.34), verificamos que se((Xt, h), . . . ,(XN, yN)) são vetores aleatórias

absolutamente contínuos com função densidade de probabilidade conjunta satisfazendo

(2.32), então a distribuição de ((Xi, h), . . . , (X/v,Yw)) corresponde a uma mistura dos

elementos cla família {QJV« : m > 0} na variável lrX.

l\'las, por outro lado,(Xi, yl), . ..,(XN, yx) são independentes e permutáveis(/(((zl, g/i,

, «.«, 3/«,))) =/(((««., y«.), .. .,(z«~, g/.))) = @(max-5;i$N{«; + yi}) p;:a t'd- p':m--

ração n- dos elementos cle {l, . . . , iV}). Assim, temos, para { > 0, (lue

(2.35)

/r,.,(t) JVI/«.+rt(Í)I''' :/x.+,,.(t), (2.36)
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onde .IÜ:+r.(/x.+r ) é a função de distribuição (função densida.de de probabilidacte)

de Xi + yi. De (2.35) e (2.36), temos blue

iiL-@(f)t"''': - jVj&.+rl (f)I'''':.h: «.(f).
r

(2.37)

Mas, #'(Z) = ./((0,t), . . . , (0, Z)) = Ig(0, t)lJV, onde g é a função densidade cte piobabi-

lidacle cle (XI, yl). Poi oDEio lado, g(a,f -- a) = g(0, f), Va C lO,ZI, Vt > 0, o que implica

que

./k. +l'. ( z )

Da última relação e da expressão para Ú(Z) em função cle g(0, t), obtemos que

*'', - [*PJ~
Substituindo em(2.37), resulta blue

ãg.il:/lla:i:«llr,'«,': - A'ÍFx. --« ml'''':.h.--« m :*

:> 1/x.+*.(!)I'''''t''' : l2Fx:+«. (f)I''''' :>

Fx.+rl (f)

Vt > 0 ta] blue g(0,t) > 0. Da relação acima, segue que se c > 0 pertence à imagem

de g, então Á. = {f > 0 : g(0, {) = c} é limitado superiormente (caso contrário, existiria

a.penas dois valores, a saber, 0 e c, c > 0. De fato, soam ci,c2 > 0 pontos cla imagem

de g. Vamos verifica.r cine, necessariamente, ci = c2. Se ci, c2 > 0 são pontos cla imagem
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de g, então tomemos (zi,yi),(z2,3/2) C IKI. tais blue g(z{,3/{) = c{, i=1,2. Sem peida de

generalidade, suporlhamos blue z] + yi < z2 + y2. Assim, por hipótese, temos

./'((«- , g/. ) , («2, y:) , ,(=2,g/,)) ,y:)Ig(«2,g/,)I''' " ..(.,)~'" Ü(«, + y,) e

/((«,,y,),(«,,y,), . . . ,(«,,g2)) g/2)I'''

donde segue cine ci = c2. Assim, como g assume apenas os valores 0 c c e .4. é limitado

superiormente, segue que o supol.te de ./x:+r. é limitado supeiioinlente e, portanto, existe

a > 0 tal que 0 = maxÍZ > 0 : ./.X.+yi (í) > 0}, com g(0,0) = c. Logo, F.X.+r. (0) = 1, o

que imp[ica que c = é-. Por fim, verificamos que g é igual a Ã em Bo = {(z, y) C ]R2

T + 3/ $ a} À2-q.c.. Com efeito,

p((x-, h) c B.) Fx. +r. (a)

::' l...*,..., ", -* l...~*,..$., ", z,ÊdÀ2

9 9

:* ã.x,(B'nÍg- ã-}) 1 ::> À,(B, n {g
9

:> À,(B« n {g ::: o})

Logo, temos, finalmente, cine

.(«,ü -l 81'
(«, y) C B.,
caso contrário,

isto é, (XI , h) tem distribuição tmiforme sobre {(#,y) C IRÍ = + y $ o}, o > o
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2.4 Conclusões

Neste capítulo, apresentamos caracterizações cle distribuições uniformes, discretas e contínuas,

univaliadas e bivariaclas, dentro de classes cle distribuições multivaiiadas satisfazendo

celtas condições de simetria. No caso discreto, a especificação de distribuições de pro-

babilidade multivaiiadas clepenclendo apenas do máximo, do mínimo e do máximo, e, ou

clo máximo das somas clãs cooidenaclas e a suposição acticional (te independência forne-

cem uma caracteiizaçã.o dos modelos uniformes em {0, . . . ,O]}, 0 C Ifq, em {0i, . . . ,02])

ai,02 C Z, 0i < 02, e em {(=,y) C IN2 : 3 + g/ $ é?}, a C ]N, respectivamente. No caso

contínuo, a imposição cle condições similares sobre as funções densidade de piobabiliclacle

de distribuições simétricas multivariadas mais independência. permitem uma caracteri-

zação dos modelos t«nifb:mes em (--0,0), 0 > 0, em (0:,02), 0-,0, C IR,, 0: < 02, e em

{(z, y) C iK3. : = +y $ 0}, 0 > 0. Algumas questões, no entanto, não foram contempladas

neste capítulo e merecem futura apreciação. Dentre outras, destacamos a possibílida-

(te de caracterizei os velares aleatórios X. com distribuições pertencentes às classes de

clistiibuições simétricas multivaiiaclas aqui consideradas abra.vés de uma representação es-

tocástica da forma XI = RU, pala alguma variável aleatória R 2 0 independente de um

vedor a]eatório U uniformemente distribuído sobre uma específica região do ]R/v ((IR')W)

(no caso das c]istribuições esféricas n-variadas, n C ]fq, sabemos que existe uma caracte-

rização desta coima, com U sendo tmiformemente distribuído sobre a superfície da esfera

n-dimensionar de raio l).
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Capítulo 3

Uma variante do modelo de urna de
Pólya-Eggenberger

3.1 Introdução)--'

O estudo de modelos de urnas, cujos primórdios remontam ao século XVll (segundo

Johnson & Kotz, 1977, p. 22, "a primeira refez'ência a modelos de urnas em pi'oblemas cle

probabiiiclacle aparece nos trabalhos cle Huygen (1629--1695)"), tem sido, desde então, alvo

cle trabalhos (te muitos autores devido a. sua importância, que, resumidamente, reside em

pelo menos dois aspectos: primeiro, a possibilidade de derivação de muitos resultados da

Teoria cle Probabilidade (ao menos no blue diz respeito à probabilidade discreta) via mo

delos de urnas, o que os tomam um vigoroso instrumento clidático (Johnson & l<otz, 1977,

por exemplo, obtêm as distribuições de probabilidade discretas comumente utilizadas em

métodos estatísticos a pa.ttir de um esquema de urnas mais geral)l segtmdo, a possibili-

dade de modelagem de diversos fenómenos da natureza bem como de problema.s reais em

valias áreas do conhecimento através de esquemas de umas (Heitele, 1975, afirma que é

possível associar modelos de umas a grande parte dos experimentas cine envolvem incer-

teza). Finalmente, Pólya (1954) ratifica a importância de modelos de urnas: "Qualcluer

problema de piobabiliclacle parece comparável a um ade(luaclo problema de urnas conten-
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clo bolas e qualquer fenómeno aleatório padece similar, em certos aspectos essenciais, a

sucessivas retiradas de bolas de um sistema de urnas combinadas convenientemente"

Johnson & l<otz (1977) distinguem os principais modelos de urnas em duas categorias:

(i) os modelos cle urnas com imposição de bolas, dentre os quais podemos destacar os

nloclelos estocásticos cle Pólya-Eggenberger para fenómenos envolvcnclo algumas formas

cle "contágio" e de Ehrenfest pa.ia transferência cle ca.loi entre dois corpos isolados e (ii)

os modelos de urnas pala problemas de ocupação (seili reposição de bolas) tais como os

modelos cle Base-Einstein e cle À/laxwell-Boltzmann. Neste trabalho, no entanto, vamos

nos ater apenas a um paiticulai modelo da categoria (i) citada acima: o modelo cle

Pólya Enggenbeiger e suas variações. Uma descrição bastante detalhada sobre o estudo

de modelos cle urnas em geral é encontrado em Johnson & Kotz (1977).

No cine segue, recordamos o modelo de uma de Pólya-Eggenbeiger bem como apre-

sentamos uma variação deste modelo que acreditamos não ter sido ainda contemplada na

literatura.

3.2 O modelo de Pólya-Eggenberger e suas variações

Dentre os diversos modelos cle urnas desenvolvidos para leprcsentai formas cle contágio,

o modelo cle Pólya-Eggenberger ocupa, indubitavelmente, uma posição central, não só

pelo seu cunho pioneiro nesta área de estudo, mas também pela geneialidacle e riqueza

de piopliedades que cnceira. Na seqiiência, faremos uma breve descrição deste modelo c

cle algumas de suas propriedades.

Podemos clesciever o modelo de urna de Pólya-Eggenbeiger cle modo bastante simples.

Imaginemos uma uma contendo, inicialmente, a bolas brancas e é) bolas poetas. Pólya e

Eggenberget (1923) consideram o seguinte procedimento cle ietiraclas sucessivas cle bolas

da uma: tenta-se uma bola cla uma de madeira equipiovável e, em seguida, retorna-se
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esta bola à urna. juntamente com c bolas desta mesma coi (o caso particular c = 1 foi

estudado anteriormente por Markov (1906)). Notemos que, segundo esta construção, a

letiracla de uma bola de uma cleterminacla cor, cliganlos branca, em uma certa etapa do

])iocesso aumenta a probabilidade cle nova ocorrência deste evento (retirada de uma bola

branca) na etapa seguinte (Feller, 1957, dá o nome de "afteieüect" a este fenómeno em que

a ocorrência cle lm] evento aumenta (ou diminui) a probabilidade de nova ocorrência deste

evento). Esta característica do processo, em concor(tância com seu conceito cle "influence

globale" , tecia levado Pólya a consideiá-lo um protótipo bastante razoável para descrevem

específicas formas cle "contágio". A seguir, apresentamos uma formalização clo modelo cle

Pólya:Eggenberger.

Seja {X.}«?t un] processo estocástico assumindo valores em {0, 11' com medida IP

.tal que, Vn C N, V(#l,. .. ,z«) C {0,11",

"o'': - «:, . . . ,.*« - ;.' ' (« -- d . . - Ú:*i;.l):l?l? i?lll,;.i'Í).: '«

''.*:-«:, ,"«-..'' '::(il:ll;.,i , ';',
onde t« = E:Z:;i zi, a,b,c C IN. O processo {X«}«Zi descreve a evolução do modelo

de urna cle Pólya-Eggenbergei com configuração inicial (a, b), isto é, com a bolas brancas

e ó bolas pretas inicialmente na urna, e c bolas acrescidas em cada etapa. X. corres

ponde então à variável indicadora de retirada de uma bola branca na n-ésima etapa clo

processo, n C IN. De (3.1), é fácil ver que o processo de Pólya-Eggenberger é peimutável.

Deste moela, o processo de Pólya-Eggenberger satisfaz as condições clo Teorema da Re

piesentação cle De Finetti e, portanto, clualquer marginal n-climensional deste processo

pode sei escrita como uma tilistuia de zz variáveis aleatórias de Bernoulli independentes
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e lc]entlcan].ente cl]st]ii)uici.as (neste caso, a mecl]cla cle l)e .Finett], ou m]sturadoia, possuí

função densidade cle probabilidade Beta com parâmetros = e Z;). A partir do processo

de Pólya-Eggenbeiger, são deriva.das as distribuições de P(51ya-Eggenberger e Pólya in

versa, bem como suas versões multivariadas pala as situações em cine existem mais de

eIRas cores para as bolas da urna. Um estudo basta.nte detalhado dessas distribuições e

outras caracterizações do modelo de Pólya-Eggenberger são encontrados em Johnson &

Kotz (1977).

A partir clo trabalho de P(51ya e Eggenberger (1923), modificações (ou generalizações)

cm várias diieções para o modelo de:Pólya-Eggenbei'gei têm sido desenvolvidas, desde

a consideração cle mais cle duas coifas para as bolas na mina até a acloção cle direi'entes

mecanismos cle reposição de bolas à urna. Dentre estas alterações destacamos: (1) repo-

sição não apenas de c bolas da mesma cor da bola retirada, mas também de d bolas cla

outra cora (2) deposição de bolas clãs duas comes, como em (1), dependendo da etapa .do

processo, isto é, c = c. e d = d«, ou da cor da bola letiracla, c = c«(z«) e d = d«(#«) e

(3) deposição cle números C e Z) aleat(5ríos de bolas à urna. Em clualquer uma das três

situações acima, o processo obtido não é, em geral, peimutável. Consideremos, a título

de ilustração, os exemplos.

Exemplo 3.2.1 No caso (1) acIFRa) s :Jam a " b :: 1, c = 3 e d :: 1. E fácil ver que

p(x- - i,x, - i,x: - o) - i # p(x- - o,x, - 1, x; - i) - 410 ' ' ~''' ''''' ''''' '' 12

Exemplo 3.2.2 No caso (2), tomemos a = b = 1, c«(1) = 4, c«(0) = 1 e d«(1) = d«(0) =

[, Vn C ]N. Assim,

p(x- - i,x, - i,x; - o) - 3 # p(x: - o, x, - i,x; - i) - !

Exemplo 3.2.3 No caso (3), consicletemos a = ó = 1, d = 0 e C distribuído segtmdo
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P(C' = 1) = P(C' = 3) = {. Neste c«se,

p(x: - 1, x, - i,x; - Q - :l: # p(x- - o,x: - i,x; - o - it

Apresentamos ágata uma nova versão pala o modelo de urna de Pólya-Eggenberger.

Clonsiclcremos uma uma contendo bolas brancas e piegas. Suponhamos, no entanto,

que sejam desconhecidos os números iniciais .4 e -B de bolas brancas e pretas, respecti-

vamente. Cromo o par (À, B) é desconhecido, é natural, do ponto de vista subjetivista,

que atribuímos uma medida de probabilidade sobre IN2 cine expresse nossa incerteza a

respeito (ta composição inicial cla uma. Assim, a configuração inicial cla tuna para o

mode[o que propomos é um vetor a]eatóiio em (IN', P'(]rq')). Quanto à evo]ução do pro-

cesso, admitimos que, em cada etapa, seja escolhida uma. bola da urna tutiformemente

e que, em seguida, esta seja reposta à urna juntamente com outra bola da mesma. cor

(notemos (lue este é o procedimento de retiradas sucessivas do modelo de uma de Pólya-

Eggenberger com c - 1). Ao processo clesciito acima, damos o nome de Modelo de Urna

clc Pólya Eggenbeiger com composição (ou configuração) inicial aleatória. Neste caso,

se {((«.,ók),pt)}A.«,, («.,bk) C ]N', pk ? 0, A C ]N, com Eb:«PÀ = 1, expri:n' noss-

incerteza a respeito da composição inicial da urna, temos, utilizando a notação do começo

desta seção, que Vn C]N, V(zl,..., z.) C {0, 11",

F'(X- . . .,X« Pólya((«:,. . .,««)l(«.,ó*)),
k ]

I'(x' - ":, . . . , x« póiy-((":,. . . ,««)l(",z'))'ip(",z'),

o«cle 1. : P'(IN') -} 10, 11 é tal q«e p(A) = Et;(.,Ó.)CÁ pk, .A C 7:'(IN'), e

(3.2)
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n,- .. ~-, .~~ ]'(«+E:::.:«:)]'(b+n-EL;,«i)I'(«+b)
F(«)F(Z,)I'(« + b + «)

A expressão (3.2) acima é facilmente obtida condicionando-se a ev

composição inicial da uma, isto é

1 ) ) )

olução do processo

p(x- ...,x« p((.'!,B) ó.))llr'(xj l«-,...,«j--,(«*,z,*))
kcw .j=i

Notemos (lue em (3.2) poderíamos ter formalmente considerado medida.s misturadores

p mais gerais sobre (ni, õ(]Ki)). No entanto, como ta] medida deve iefletir nossa incer

reza sobre a composição inicia] da urna, (.A, -B), sabic]amente assumindo valores en] ]N2,

não contemplamos estas situações neste trabalho. No que segue, apresentamos algumas

propriedades do Modelo de Urna de Pólya-Eggenbeiger com configuração inicial aleatória

Proposição 3.2.1 Q?ía/quer que seja a meda(Zrz miss?oradora p, o made/o (Ze Urna de

Pólyü-Eggettberger com composição inicial aleatória. é-pel'mutável, isto é, Nn ç: 'Êq,'qçs:. . . . ,=..] C

{0,1J" e Vn : {l,..., rz} --> {1,...,n} ÓÜefora Ípermatação dos z'nd ces l,...,nJ

P(z«(i), , ««(«)) , . . . ,«.)

Prova

F' (z«( i) , , z«(«)) = >: pk ' Pólya((z«(1), , ««(«)) («*, Ó*))

E p* . póiv«((«.,...,««)l(«.,z,*)) ..,««) ,

k€w

onde a penúltima igualdade decorre da peimutabilidacle clo processo de Pólya-Eggen

betger usual (isto é, com composição inicial nãc-aleatória).
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O resultado cla Proposição 3.2.1 é, na verdade, consequência imediata da convexidade

do conjunto das medidas peimutáveis em {0, 11' com a usual o-álgebia de conjuntos

cilíndricos. A Proposição 3.2.1 revela blue o Modelo de Urna de Pólya-Eggenbergei com

composição inical aleatória é permutáve!, ao contrário das outras variações do Modelo

de Pólya-Eggenbeigei mencionadas anteriormente, que não gozam cle tal pioprieclade.

Também por isso, vemos blue o modelo que propomos não corresponde a generalização

alguma do modelo de uma de Pólya-Eggenberger, dentre as mencionadas. Ademais,

o modelo de urna cle Pólya Eggenberger com configuração inicial aleatória, sendo um

processo permutável em {0, 11",. satisfaz as condições clo Teor'ema da Representação de

De Finetti(1937), de modo que dual(suei marginal n dimensional deste processo ecluivale

a uma mistura cle lz variáveis cle BernoulJI independentes e iclenticamente distribuídas. A

seguir, caracterizamos então a medida de De Finetti deste processo.

Proposição 3.2.2 Selíz {X.}«2i um made/o de arma de PÓ/yü-Eggenóeryer com corl#gtÉ-

«Çã. jnãc{«/ «/.«ZÓ,i« d«d« P- {((«.,b*);P*)}««.,, («*,b*) C N', P* ? 0, k € N, «"'

}.ikew Pk :: \ Então Q medida de De FiTtetti deste ln'ocesso possui jtLnção dertsidüde de

probcLbilidade dttda por

g(0) = }ll: PÉBet«(0; («k,ó*)),
&C]N

o«de Beta(0; («,Z')) - iléÍ1;8a'':(i -- OP':l]o,-](0).

(3.3)

Prova Seja IP a medida do processo {X«}«2i. Assim, Vn C IN, V(zl, . . . ,z.) C {0, 11",

temos

1'(« 1 ) ,««) E p* . póiy« ((.-, , ««)l(«*, ó.))

b'las,
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'l r'"X 7t r''= 71

Pólya((z:,. . .,:««)l(«k,bk)) =/'0El:-':(1 -- 0)"'El::,:B.ta(0;(«k,bk))dO,(3.4)

uma vez (lue o modelo de uma de Pólya-Eggenbergei com coíJfiguração inicial fixa

(ak, bt) é permutável com medida de De Finetti possuindo função clensidacte cle piobabi-

lidacle Beta com paiâmeti'os «Ê e óA. Logo,

0

IP(«:,,. ..,z«) = )i: pk/I' 0EZ:-''(i - 0)"'El: ,;Beta(0;(«t,bk))dO
kC]N ''

>:/1: 0EL:';(i a)"'EL- ''p*Bet,(0;(«*,bk))c10
Ê€1N''

'RELI';(i 0)''EL-'' 1 : p* Beta(0;(«k,bk))l d0:
kCN ./

onde a última igualdade decorre do Teorema de Tonelli. Assim,

1 ... ... / \

Da unicidade da medida de De Finctti no Teorema da Re

IP(#:,... ,z«) :''(1 0)" EL-''
0

>l: p. . Bet' (0; («k, bk)) l dO
keN ./

presentaçãosseil r egue o resultado

A Proposição 3.2.2 mostra club o modelo cte uma de Pólya-Eggenberger com confi-

guração inicial dada por {((aA,bk)lpk)}tcw tem medida de De Finetti possuindo função

densidade de probabilidade igual a uma mistura inumerável de funções densidade Belas,

a saber, Belas com parâmetros ak e ók, A C ]N, ponderadas pelos respectivos pesos pk

Na próxima seção, apresentados o principal resultado deste trabalho, que afirma que,

sob certas condições, um processo petmutável eni {0, 11'' pode sei "bem aproximado"

por um nloclelo cle tuna de Pólya-Eggenbeiger com configuração inicial aleatória.
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3.3 Resultado principal

Estabelecemos, a partir de agora, condições para que a medida de probabilidade de um

processo permutável a valores em {0, 1J' possa sel bem aproximada, em distância cle

variação total, pela medida de um conveniente modelo de urna cle Pólya-Eggenbeigei com

composição inicial aleatória. Antes, porém, relembremos um teorema cleviclo a Beinstein

que tela papel fundamental nos resultados subsequentes.

Teorema 3.3.1 (S. Bernstein) S©a ./ : lO, ]l -} ]R, conta?la. /çnZão, a seqdêncáa (/c

potinõmios de Betnsteln7 7

uerge un.ijormemente u J (ITQndo n -+ a:)

Prova Notemos, inicialme«te, q--e se «k(:') = (1)z*(t z)"'', então

>: «(«) 1, }: k,*(«)
É::o k::O

Vamos avaliar

Pn («)
k-o

=k(1.-- =)"'Ê , n = 1,2,. . .
A

f
A m

2
,*(«)

''«' - ''«, Ê l:l«.«,

Ê''«'«'«,-ã'l:l~'«, - ÊI ,, l:ll«.«, :

:â'.«, .(:) «*',, ';.',
Como / é contínua em 10, 11, temos que ./ é absolutamente contínua e, poisa.nto,

Vc>0, ] Ota]q--e l# yl<::> 1/(a)/(3/)l< {. A]émc]isso,]M >0 tal.l-e

./'(#)l $ JU/, v;« c to, tl.



Dividimos a soma em(3.1) em duas partes. Para c > 0 e =(c), temos

''«, :.: '.«,-'l:l~.«,**:,*- '.«,-'l:l ~.«,

h/[a.sct'ol

" ««::» :-« «::» '.«,-.l:l «:
Logo,

''«' '«' *;.*-...«'«,**: l * l:ll«.«,:

$ :+:w E '*(«) slÍ+aV!=g::-Ü $:+m
a vez blue

l*Ei;« T!:J-4 «0-«)5;i-.

1/(")-Pn(")l< :+1;, V«C 10,11, V«C N.

Tomando no C ]N tal que M < !, segue que

l.r(«) a.(«)l < .,

> 0, ]n. = no(c) € N t«l q«e

n ? no ::> 1./'(«) R.(#)l < c, Vz C lO,il, o« sda,.
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/' converge uniformemente a .f (quando n --} cn

Marsden (1974) argumenta que o conhecimento de Teoria da. Piobabiliclade possibili-

tou a Bernstein melhor compreender e demonstrar este teorema. De fato, várias passagens

da prova acima correspondem a resultados bem conhecidos em probabilidade. Além disso,

a consideração de um cenário envolvendo um jogo com piemiação fornece uma explicação

intuitiva, ainda que sob uma perspectiva frequentista, da validade do teorema 3.3.1. Com

efeito, consicleianclo-se n lançamentos in(dependentes cle unia moeda, nos (duais a pioba-

biliclade cle resultar cara é z, e admitindo-se que .f(:) tmídades monetárias são pagas a

um jogador (quando k caras são obtidas nestes 7z lançamentos cla moeda, Pn(#) é o ganho

espera(to deste jogador. Para valores grandes cle rz, a fração de lançamentos que resultam

em cara apl'oxima se de z e, consequentemente, o ganho médio de ta.l jogador aproxima-se

de /(;«), isto é, Pn(z) deve ap:'oximar /(z).

Na seqüência, exibimos as condições para que a solução do problemas dos momentos

de Hausdor# (Shohat e Tamarkin (1943)) seja absolutamente contínua possuindo função

densidade limitada.

Teorema 3.3.2 Soam {a.}«Zi, a. C 10,11, alma sequêrzcia de nzímeros e @(t) zlrna

»«çã. íí,áó'«íç'.««',@(o) .@(1) t«{.q«.

a« clÚ(t), V « C N, (3.2)

E«fão, @(t) = .a g(u)du, «m p 2 0 /anil«d«, '', ' «me«f. .e, «êste &/ > 0 Z«/ g«e,

Vn C IN, lem-se

l

0

Prova A demonstração clue apresentamos a(lui é clevicla a Shohat e Tamatkin (1943), onde

são aboicladas valias versões clo problema clássico dos momentos proposto pot Stieltjes
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(1894-95)

1::>) Se @(1) = ./: p(u)du, p limitada, então Vn C JN, Vu C {0, , nt, temos

:l ,c:*«.« -*'"'"'*'', - F(n + l)
F(« + 1)1'(« - « + 1) Jlt" (l - t)"-" p(t)at

$ r(«+i)r0-«+i)M'/ *(i-t)"''dt ,

sendo ]\'r = sup]o,i] 'p(í). Logo,

=l ,c: *'.: '"'"-'' ' «..: ... ri;.= p.. ''" * }l:'= ;i" ''' "' : /L-

:* ..*«., l l=1 /' ''.« - ''«-'.«1 : á
(+::) Neste caso, consicleiemos os conjuntos O(lO, 11) dos polinõmios definidos em 10, 11 e

Ci (lO, 1l, /3(lO, 11, À.) das cla.sses de equivalência de funções integráveis, isto é, das classes

de fimções ]/] tais blue áol ]/jdÀi < oo, munidos da norma ] . ]]l = ]]o,i] l jclÀi.

Cla--lente, (2(lO, 11) C Ci(lO, il, Zi(lO, lj), Ài). Definiremos, no que segue, um f««ci.-

nal linear em O(lO, 11) e verificaremos que este funcional, limitado, pode sei estendido a

Zi(lO, ll,Zi(lO, 11, Ài). Seja p : O(lO, 11) --> R o funcional linear que associa ao polinõmio

P(Z) :«jÍ' o valor

«(P) aj«j
.j=o

Verificamos que este funcional é limitado, considerando, para P C O(lO, 11), a se(liiência

cle Polinõmios clc Bernstein {B.}.21 tal blue .Éi« --!!} r', (quando n --> oo.
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B«(t) E' 'lzll";*l,l:ll'«-'Logo,

Zn--j

«( -e« ) l ÊS lzl I" ; *l':' l:l . «-'-*z:*"''"

Ê }l lzl 1" ; '1 , 1;1 '*.[(-'L )"-j-' d$

É àl lzl 1" ; '1 , 1:1 '* , 1)" k'jd@

Ê lzl ' l:l **Elz'
1:1 1zl:*,; ("

:l lzl''z:.« '"'*" :l lzl.c::*.«-''"''" :' (

:É , l:l lzl .c:'*.' -*'"''"
M-s, p'- hipót«', (Z) .a f'(l t)"'*dV' $ ;Yí, Vh . ri. Assim.

«w«)l :ç "'xyq?
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Da última desigualdade segue que

hm s«p I"(n«)l $ WllPll- , (3.3)

pois Eil-. IP(:)l(n + l)'" -+ áoi IPjclÀi, quando n --> oo. Poi outro lado, temos cine

(Shohat e Tamarkin (1943), pães. 8 e 99)

p(p)l 5; l«(B«)l + l«(.«)1 , (3.4)

onde c. é um elemento cle O(lO, 11) tal que ip(e.)l --> 0, cluanclo n --> .». De (3.3) e

(3.4) e tomando limites cluan(to n -} oo, resulta que

p(p)l $ &/llpll- + ,Jln,i''('«)l - wllpll-

Portanto, p é um funcional linear contínuo em (2(lO, 11) e, pelo I'eorema de Hahn

Banach para extensão de funcionais lineares, segue que p em (2(lO, 11) pode sel estendido

a p* em Ci(lO, ll,Zil0, 11),ÀI) de modo a preservar linearidade e limitação, isto é, p*

C:(lO, ll,õ(lO, lj), .à:) --} R é linear e t«l q«e p*(P) = P(P), V P C O(lO, il) e

lu"(./') 5; VL/ [/[[:, v.f c ,c:(]o,i],23(]o, i]),À:)

h']as, pe]o Teorema da Representação de Riesz, temos cine ] p C ,C-(lO, ll,Zi(lO, lj),

À-), g ? 0, t«l q«e V./' c C:(lO, il,õ(lO, 1)), À:),

«'"(.f)= Ito \.fpa :,

isto é, ] p limitada tal blue

«*(/) - /.,:, ./'(t)'P(t)d{
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Tomando, Vn C ]N, Pn(t) = t", segue que

u* (P«) = a. = 1' t"d+
0

Poi' ouvi'o lado,

P"(Pn) = /. Pn(Z)ç'(f)dt = /. t"P(t)(l{,
l

e, consecluentemente

t"dÚ = / t"p(í)dt, Vn c ]N,

implicando (lue os funcionais lineares pi : Z:i(lO, ll,õ(lO, 11), @) --> IR e p2

ZS(lO, ]l), Ài) --> ]R, claclos, respectivamente, poi

0 0

c:(lo, il,

f«-(.f) l .fa@ e p.Çf) -p(t)dt ,

coincidem em O(lO, 11) e são limitados na norma .Ci. Portanto, temos, em particular,

que #t(]r[o,t]) = H2(ll]o,l]), Vt C 10, 11, isto é,

l l

0 0

@(f) = /'p(u)du, 0 $ t $ 1 ,
0

concluindo a demonsti'ação.

Enunciámos a seguir o principal resultado deste capítulo

Teorema 3.3.3 Seja {X.}«2t wm processo permufáz;e/ com ua/ares em {0, 11'. STeponAa

q« «{;í« &/ > 0 Z«/ g«., Vn C N, m-«.{o,-.,«} P (EZ:- X: = «) 5; ;iZ-. E«Zã., V. > 0,

]mo (c)cHN .{po,...,p«.}««.pk;.0,A 0,...,mo, .EH.pk f«á;q«.

V« c IN ' V(z:, . . . ,««) c {0, 11",
rn0

p(«-,...,««) Ep*' pó/p«((«-,...,««)l(k+i,«..-A+l))l <.,

onc/e P dedo a a mec/ da do processo {X«}«?t .

1o5

k 0
(3.5)



Prova Como {X«}«2i é permutável assumindo valores em {0, 1jl', segue, pelo Teorema

da Representação de De Finetti, blue, Vn C]N, V(#l,. . ., z.) C {0, 11",

P(«:,...,««) / OEL ':(i - a)"'EL-''d@(O),
0

onde @ : /3(lO, 11) --> 10,11 é a medida de De Finetti. Em particular, pala o vedor

1« - (1, . . . , 1)-x«, temos

Vn c IN.

Como por hipótese existe A/ > 0 tal que

segue, peão Teorema 3.3.2, que @ é absolutamente contínua e que ] g : lO, ll --> IR+,

limitada, tal que

@(Z) = P(Z)clt

Neste caso, existe {p«}«?i, p. 2 0, simp]es, Vrz C ]rq, tal que (p. --!b p. Assim,

Vc > 0, ] (p«. ? 0, simples, tal que

(3.6)

Além disso, existem uma "stop function" S : lO, ll --} IR+ tal blue

l3.r)

uma função contínua limitada C' : lO, ll -} IR.+ tal que

S C'ldÀ- < ; (3.S)
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e uma secluência de polinõmios de Beinstein {-B.}«2i tal que B« --:b C'. Avaliemos,

então,

P(«:, . . . , ««) Pólya((« l 9 , ««)l(É + i, «- - & + l))

:gh,*cona 0, , m. Temos

P(«- , . . . , :««) Pólya (( :« : , , :««)l(A + i,« A + i))

.Z: oEL- ''(i 0)"'EZ - ''9(0)c10

2

-- ''(l ;' Beta (0; (k + 1, m # + l))(la 1 ,

onde a última igualdade segue do Teorema cla Representação de De Finetti e (3.4)

Pelo Teorema cle Tonelli, segue que

P(«:, . . . , ««) Pólya((:«t, , ««); (k + 1,«- k + l))

oEL- ''(i - O)" El:-''p(O)dO

z: :;:-'''" -'' IÊ,[«' -.'-'';'**",«-«*««l«

''o "-x:-'; P'w ÀI Íl$h ....:l;=:1«....u''o-o"'l.-l
107



:' .::- ''': - .,--::- '' l-''' alRÊ IZI' 1;:1 '''« - ''"''l "
/l: O ;:- ''(i - O)"'EL' '' l.p(O) - r:il01 dO

-.l. Pm(0) - EZ. (T)C' (â) 0*(1 -- a)"'' ' Z'« - ;:9-fl.D. P'- 6m,m+l

, ««)l(Â + l, ,n - k + l))- Ep!"o . póiy«((«-,P(zl,
k-o

/I' OEL- ''(i - O)"'EL' '' ip(a) - /!i(01 dO $

$ .Z OEIL-''(i - O)"'EL:'' .p(O) - !1l(Q dO

b. -} 1, quando m -+ oo, temos (lue

!!(Q --b C'(0), quando «. --> "''
e, portanto, Vc > 0, ]mo = mo(c) C N tal q--e se m ? mo, então

Mas, como

-fil;(Q-C'(O) d,X: < ei
'o b.

Assim, temos, finalmente, blue

mo

P(--,...,««) }.IPE"0. Pólo-((«:,...,««)l(k+l,,n-k+l)) $
k-o

(3.9)
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$ /'OEL:''(i O)"'EZ:-'' p(a)- $;-(Q dO $u=

: Z: ,.«, T '" '

<
l

/o I'p 'p«ldÀi +

l

C i,«. SI dÀi + /' IS'
0

C'jdÀi b".
dÀ. :>

:, IP(«:,...,«.) =PÍ"")' PÓly.((«:,...,««)l(A+l,m #+l))l < ',
k-o

onde a última desigualdade segue de (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9). Portanto, Vc > 0,

]«.o(c) C melro,...,p«.} compt 2 0, k=0,...,mo, eE2.ph = 1,tais qu'

V« C m e V(«:, . . . , ««) C {0, 1J",
Zn0

P(«-,...,««)->:P*. Pólo«((«:,...,««)l(É+l,«-o k+l))l <.,
k-o

luindo a demonstração

7n.

conc

O Teorema 3.3.3 estabelece que clualquer processo peimutável com valores em {0, 11"

satisfazendo a condição, Vn C ]N, max.,clo,...,«} P (ELi Xi = u) $ ;Üa-, para algum M > 0,

pode sei bem apioximaclo por um adequado modelo de uma cle Pólya-Eggenberger com

configuração inicia[ aleatória. b/cais precisamente, a probabilidade de qual(quer evento

relativo a uma marginal n-dimensionar deste processo, n C IN, pode ser avaliada, com

elmo máximo c > 0 fixado, pela probabilidade do correspondente evento num modelo de

urna de Pólya-Eggenberger con-l composição inicial aleatória contendo, inicialmente, É (k

desconhecido) bolas brancas e mo+2 -- Â bolas pretas com piobabilidacle pl".) especiflcacla

no teorema, Ã = 1, . . . , nzo + l.
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A condição citada acima indica que tal aproximação é possível sempre que a distri-

buição de >ll:Z::i Xi não apresente, em seu suporte, pontos com probabilidade de ordem

superior a 1}, isto é, sempre (lue a sequência {(n + l)/' (EZ::: Xi = #)}«?i seja conver-

gente (finita), VA C ]N. Esta condição é suficiente pala que a meclicla de De Finetti

clo processo {X.}«2i sob consideração seja absolutamente contínua possuindo função

densidade de piobabiliclade limita.cla (na verdade, é também condição necessária). Des-

te modo, o resultado do Teorema 3.3.3 não se aplica, por exemplo, a um processo

estocástico permutável em {0, 1J- cuja medida de De Finetti possui função densida

de cle probabilidade Beta (1/2,1), que não é limitada (com efeito, temos, neste caso,

lin.«.-(n + l)P (E:::. X{ = 0) = »).

Ainda nas condições do Teorema 3.3.3, com a hipótese adicional da medida de De

Finetti do processo possuir função densidade de probabilidade não apenas limitada, mas

também contínua em ]O, 1], obtemos uma majoiação bem mais "fina" em (3.5). Neste

'-se, 'emos, V« C N e V(«:, . .., ««) C {0,11",

P(« 1 ) ,««) :,[«''
k-o

PÓly; ((:« - , , ««)l(É + 1, m &+l)) <

, cF(EL-:«i+l)I'(n-E=:;.«{+1) , c
$ F(«+2) $ ;:iT << c ',

além disso, a distribuição do número de "sucessos" ({X{ = 1}) nas n primeiras etapas

do processo, >1:2:i Xi, rz ? 1, é bem aproximada por uma mistura de distribuições de

Pólya-Eggenbetger, isto é,

/ n \ mo

p'lEx; fl Ep*.p-z(zl(#-'ri,«..-k+i))l<.,
\.i-l / k-o

VnCN, Vt=0,1,...,n, P E( . (k+l,mo É+l))denotandoadistribuição

cle Pólya-Eggenbeiget para o nomeio clc retiradas de bola branca nas n prinleiias etapas
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clo processo de urna cle roiya-Eggennerger com connguiaçao miclal (k + 1, mo -- Ê + l)

P .E(ll(k+i,«'. A+l))- ITIPóly.((«-,...,««)l(A+l,m. k+l)),

com(zi, . .., :««) C {0,11" tal que E=;: #i = t.

Devemos salientar (lue o resultado clo Teorema 3.3.3 é essencialmente clualitativo, no

sentido em que apenas aponta a existência de um modelo cle uma cle Pólya-Eggenbeiger

com configuração inicial aleatória conveniente para "aproximar" o processo estocástico

peimutável original. Assim, neste trabalho, não contemplamos, por exemplo, a (questão

da possível otimalidade do modelo de uma de Pólya-Eggenberger com configuração ini-

cial aleatória considerado no Teorema 3.3.3 (Diaconis e Ylvisaker (1985) sugerem uma

modificação nos coeficientes do Polinâmio de Bernstein de modo a obter uma majoração

mais "fina" no Teorema 3.3.1).

Destacamos ainda que o Teorema 3.3.3, embala estabeleça condições somente sobre

as quantidades observáveis {X«l}«ZI pala que (3.5) se vei'ifique, não coiresponcle a uma

representação preditivista exala para o modelo de urna de Pólya-Eggenberger com cona

guiação inicial aleatória com c = 1. Afinal, o resultado em (3.5) fornece apenas aproxi-

ma.ções para as distribuições ma.tginais do processo {X«}«?i , não garantindo a existência

de uma medida p*: P(]N') --> 10, 11 ta] q«e, Vn C]N . V(zl,...,z«) CÍO,ll",

F'(z:,. . .,z«) =/m., Pólya((z-,. ..,z«)l(«,Z'))dp*(',Z')

De fato, como a sequência de medidas em(]N', P'(IN')) {{((A+l, m--#+l), pr)}E:.}«?i

não é "tight" (pois, seus respectivos suportes são {(a,b) C IN' : a + 6 = m + 2}), não

podemos assegurar a existência de tal nieclida p*. Ainda assim, a hipótese do teorema

3.3.3 é totalmente preclitivista, unia vez (lue leva em conta somente condições sobre as

(luanticlades observáveis .Vi , X2,
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Devemos salientam ainda que o resultado do Teorema 3.3.3 possui forte apelo intuitivo,

uma vez que envolve a incerteza blue possuímos a respeito da composição inicial de uma

urna contendo bolas cle duas cores; os modelos de urnas são objetos de concepção bem

mais simples, se não mais natural, (lue limites de frecltiências relativas ou probabilidades

de caia em um lançamento de uma moeda (usuais interpretações pala a cluantidade ale-

atória 0 que figura no Teorema da Representação de De Finetti), além de serem passíveis

de experimentação e de possuireni grande flexibilidade para modelagem probabilística

(Freuclenthal (1960) afirma que "Lançamentos cle moedas ou dados ou jogos cte cartas

não são suficientemente flexíveis. O instrumento dc aleatotieclade mais geral é a urna

preenchida com bolas cle diferentes comes").

3.4 Conclusões }

Neste capíti-tlo, apresentamos uma. nova versão para o modelo cle Pólya-Eggénberger,

introduzindo uma distribuição de probabilidade para a composição inicial:da urna. Es-

te novo processo, diferentemente de ouvias variações do modelo de Pólya-Eggenbergei,

é permutável, com medida de De Finetti possuindo função densidade de plobabilidacle

água! a uma mistura de funções densidade Botas. Exigimos, também, em nosso princi-

pal resultado, uma condição suficiente e preditivista pala que um processo permutável

a valores em {0, 11- possa ser bem aproximado por um conveniente modelo de urna cle

Pólya-Eggenbeigel com configuração inicial aleatória. Além disso, mostramos blue o forta-

lecimento desta condição conduz a uma aproximação bem melhor, de ordem i. Devemos

destacar que o resultado do teorema 3.3.3 possui foice apelo intuitivo, uma vez que en-

volve a incerteza club possuímos a respeito da composição inicial cte uma uma contendo

bolas de duas comes, ao invés de objetos cle concepção mais sofisticada como limites clc

frequencias relativas ou probabilidades cle caia em um lançamento de tmla moeda.

112



Algumas questões, no entanto, não foram contempladas neste trabalho e, indubitavel-

mente, constituem objeto de futura investigação. Dentre outras, destacamos a obtenção

de condições necessárias para a validade clo teorema 3.3.3 (do dual foi caracteiizacla ape-

nas unia. condição suficiente), a possível derivação de uma representação preclitivista exala

pata o modelo cle uma de Pólya-Eggenbeiger, o (lue corresponde à especificação de con-

dições adicionais sobre um processo peimutável a valores em {0, 11' de alado a restringir

a sua medida de De Finetti à.classe das medidas em(lO, 1l, /3(lO, lj)) com função densidade

igual a mistura de Belas (na vaidade, desconhecemos a existência de uma representação

piedítivista neste caso), a introdução cle uma medida de probabilidade conjunta ])aia a

configuração inicial cla uma (A,B) e para o número cle bolas repostas:à urna em cada

etapa (C) e, também, a determinação de condições pala que as distribuições preditiva.s cle

um processo estocástico em {0, 1J' possam ser bem aproximadas por respectivas distri-:

b.lições preditivas de um processo de urna cle Pólya-Eggenbeiger com configuração inicial

aleatória (Da.lal e Hall (1983) demonstram resultados desta natureza pala famílias de

distribuições conjugadas em Inferência Bayesiana) .

Referências

lil Dal;l, s.R.; n-ll, w.J. (1983). HPP««{m«zjng p«{« ó Má,f«« o/ iv«f-./ c'.«:/«-
gaze PrÍors. Journal of Royal Statistical Society, 45(B), 2, 278 286.

l21 de Finetti, B. (1937). Le préuÍsáon.. ses /ois /ogÍg?ées, ses soztrces suhecZÍues. Ann.
Inst. H. Poincaré. Ptob. Statist., 7, 1 68.

l3j Diaconis, P.l Ylvisaker, D. (1985). Quantljfyírzg pri07 0pin on. Em Bayesian Statistics,
2, Elsevier Science Publishels B. V. and Valencia Univelsity Press.

l41 Fe[[er, W. (1957). Hrz /nfro(/rlcZ on ]o Proóaó{/áfy 7'ãeory an(/ i]s ,4pp/{cr í ons. Vo].
1. Wiley, New York.

113



l51 Freudenthal, H. (1960). ik/ode/s n app/íed proóaó / ly. Synthàse, 12, 202 212.

l61 Hcitele, D. (1975). 4n epÍsfemo/ogÍca/ u elo on /ulzdcimenía/ slocAasí c {deas. Educa-
cional Studies in Mathematics, Vo1. 6, 187 205. Reidel, Dordrecht, Netherlancls.

l71 Johnson, N.L.; I':otz, S. (1977). Urra il/ode/s and 7'/zeÍr 4pp/{caljons. Wiley, New
York.

l81 Markov, A.A. (1906). Ezfension o/ ZÀe /ato o/ /arde n imZpers to dependenf uaráaó/es.

lzv. Fiz-Mat. Obschch. Kazan Univ., Ser. 2, 15(4), 135 256. (in Russian)

l91 h/rarsclen, J.E. (1974). E/emenfary C/ass ca/ 4na/3/sÍs. W. H. Fieeman and Company,
San Francisco.

j101 Pólya, G.; Eggenbeiger, F. (1923). Uóer dáe Sfatísi # uerAeZZefer U07yange. Z.
Angew. h/lath. Mech., 3, 279 289.

jlll Pólya, G. (1954). PaZZerns o/ P/ausió/e /lz/ererzce. Princeton University Press,
Princeton, N.J..

j121 Shohat, J.A.l Tamarkin, J.D. (1943). 7'/ze proa/em o/ mornents. American Mattie-
matical Society, New York.

j131 Stieltjes, T.J. (1894 - 1895). RecAerc/zes s?lr /es /racfáons coral rzues. Annales de la

Faculté des Sciences de Toulouse,(1) 8(1894), T 1-122,(1) 9(1895), A 5 47.

114



Conclusão

Neste trabalho, abordamos três problemas de caiacteiização de sequências (finitas e in-
finitas) de variáveis aleatórias (ou vetoies) pelmutáveis. No ca.pítulo 1, apresentamos
representações pieditivistas para modelos uniformes bivariados depenclenclo cle um único

parâmetro. Mais precisamente, consideramos os modelos uniformes sobre {(z, y) C JN'
z+3/ $ 0}, 0 C W, {(:«,y) C ni.: =+y $ 0}, 0 > 0, . {(z,y) C R' : z'+y' $ 0'}, 0 > 0.

Lembramos (lue a representação preditivista cle um modelo paramétrico, uma caracteri-
zação deste modelo baseada exclusivamente em julgamentos probabilísti.cos sobre quanti-
dades observáveis, possui um caráter fundamental para a escola Bayesiana preditivista de
inferência estatística, pois, entre outras razões, fornece uma justificativa subjetivista para

a adição de tal modelo paramétrico como distribuição amostrar (condicional) dos dados
geractos em experimentos aleatórios. Verificamos também que os resultados obtidos po-
dem ser estendidos, de maneira bem simples, para os correspondentes modelos d-variados,
d > 2. Finalmente, apresentamos alguns problemas decorrentes da introdução de novo(s)
parâmetro(s) nestes modelos para a obtenção cle suas respectivas representações prediti-
vistas. Em geral, a introdução de novos parâmetros torna inviável o emprego da técnica
utilizada neste trabalho baseada em suficiência minimal.

No capítulo 2, identificamos modelos uniformes conhecidos, discretos e contínuos, den
tto cle específicas classes de distribuições simétricas multivaiiadas. No caso discreto, a
especificação de distribuições de probabilidade multivaiiadas que dependem apenas do
máximo das coordenadas ou do mínimo e do máximo das coordenadas ou da máxima

soma das coordenadas em cada componente do vetar, e a suposição a.dicional de inde-
pendência fornecem uma caracterização dos modelos uniformes em {0, . . . , 0}, 0 C IN, em
{0-, . . . , 02}, Ot,02 C Z, ai < 02, e em {(z,g/) C ]fq2 : :c + 3/ < é)}, 0 C ]N, respectiva.mente.
No caso contínuo, a imposição de condições similares sobre as funções de densidade de
probabilidade cle clistiibuições simétrica.s mujtivaliaclas, além cle inclepenclência, permite
uma caracterização dos modelos uniformes em ( 0,a), 0 > 0, ein (0i,a2), Ot,02 C R,
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Ot < 02, e em {(z,g/) C IRÍ : z + y $ 0}, 0 > 0. Outras caracterizações das distribuições
simétricas multivariadas consideradas neste trabalho não foram apreciadas e constituem
objeto de futura investigação.

Finalmente, no capítulo 3, apresentamos uma nova versão pata. o modelo de Pólya-
Eggenberger, ir)trocluzindo uma distribuição cle probabiliclacle para a composição inicial
da urna. Este novo processo, diferentemellte de outras variações do modelo cle Pólya-
Eggenl)ergcr, é permutável, com medida de De Finetti possuindo função densidade de
probabilidade igual a uma mistura de funções densidade Betas. Exibimos, também, em
nosso principal resultado, uma condição suficiente pata clue um processo peimutável com
valores em {0,11' possa ser bem aproximado poi um conveniente modelo de urna de
Pólya-Eggenberger com configuração inicial aleatót'ia. Algumas questões de interesse, no
entanto, não foram contempladas neste trabalho. Dentre outt'as, destacamos a obtenção
de condições necessárias para a validade clo resultado principal, a derivação cle um teorema

do tipo de De Finetti pala o modelo de }irna de Pólya-Eggenbeiger e a introdução cle. uma
medida de probabilidade conjunta pala a configuração inicial da uma (A,B) e para o
número de bolas repostas à urna em cada etapa (C).
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