
Ajustes para a
veroésjihilhança perfilada

em.. ihodelos*:lineares
géhéràlizadop

Herdando Luca,mbio Pérez

Tese apresentada ao
Departamento de Estatística

Instituto de Matemática e Estatística
Universidade de São Pauta
para a obtenção do grau de

Doutor em Estatística \3 a.., t b b o

Área de Concentração: Estatística {3 &'3 'Í ZZ
Orientadora: Prof. Dra. Silvia Lopes de Paula Ferrari

São Paulo, Brasil

Junho de 2003



Ajustes para a
verossimilhança pernlada

em modelos lineares
generalizados

Este exemplar corresponde à

redução final da dissertação de-

vidamente corrigida e defendida

por Ferrando Lucambio Pérez e

aprovada pela comissão julgadora.

São Paulo, junho de 2003

Profa. Dra. Silvia Lopes de Paula Ferrari(Orientadora), IME, USP

Prof. Dr. H'ancisco Cribari Neto, UFPE

Prof. Dr. Gauss Moutinho Cordeiro, UFBA

Profa. Dra. Denise Aparecida Botter, IME, USP

Prof. Dr. Filidor Edilfonso Vilca Libra, IMECC, UN

Banca examinadora

ICAMP



Sum.mary

Inference about a multiparameter of interest in the presence of nuisance parameters is

oftentimes based on the profile likelihood function. However, it does not behave as a true

likelihood function and seveial adjustments to the profile likelihood function have been pro.-

posed. In this dissertation, we consider an additive adjustment that aims at reducing the

score and information biases of the profile score function from O(1) to order O(n't). The

adjustment was originally proposed by Stern (1997) but we show that hi$ formula is in error.

One of the goals of this disseitation is to obtain the correct expression for Stern's adjustment.

It is noteworthy that tais adjustment is applicable in wide generality since it allows both the

inteiest and nuisance parameters to be vector-valued. Our second goal is to derive a Bartlett

correction for the adjusted profile likelihood ratio statistic. We also obtain simple closed-form

expressions for Stern's adjustment and its Bartlett correction in the class of the generalized

[inear mode]s. A simu]ation study compares the performance of the usua] profi]e ]ike]ihood

ratio tese, the adjusted profile likelihood ratio tese and the associated Bartlett-corrected teses.
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(capítulo l

Introdução

Esta tese tem por objetivo estudar uma situação dentro da teoria da estimação estatística

muito considerada recentemente. Referimo-nos ao estudo de inferência baseada em verossim-

ilhanças perfiladas. Como exemplo de trabalhos recentes neste sentido podemos mencionar

Barndor#.Nielsen(1986), Cox & Reid(1987), Davison(1988), McClullagh & Tibshirani(1990),

Barndor#.Nielsen (1992, 1994), DiCiccio, Martin, Stern & Young (1996), Stern (1997), Sev-

erini(1998b), Davison & StaRord (1998) e outros aos quais faremos referência posteriormente.

As verossimilhanças perfiladas são utilizadas quando parte do vedor de parâmetros de um

modelo estatístico não é de interesse direto do pesquisador e é, portanto, considerado como de

perturbação. A utilização de verossimilhanças perfiladas induz certas dificuldades e algumas

das soluções propostas serão objeto de estudo.

Os resultados obtidos nesta tese são de ampla aplicabilidade no sentido de que somente

exigem modelos estatísticos nos quais o estimador de máxima verossimilhança exista e possua

as propriedades assintóticas usuais. A aplicação dos resultados em modelos de regressão,

em particuiai nos modelos lineares generalizados (McCullagh & Nelder, 1989), será discutida

amplamente.

Definições gerais necessárias ao desenvolvimento deste trabalho serão apresentadas a seguir

8



1.1 Definições gerais

Consideremos y = (h, . . . , yn) um vet/ u"- "a'u- u':; ":'iiavEls aleatonas com função densidade con-

junta /(g/;l9), sendo l9 c f2, l9 = (lg:, . . . ,l9P+q)T o vedor de parâmetros desconhecidos, de

dimensão p + q, que descreve o problema a ser estudado, í2, o espaço paramétrico, considera-

do um subconjunto de RP+ç. O vedor de variáveis aleatórias y também pode ser discreto. e

desta forma ter msociada uma função de probabilidade, mas não faremos distinção entre as

situações discretas e absolutamente contínuas e por esta razão faremos referência a ./'(g/; l9),
genericamente, como uma função densidade

Definição 1.1.1 .4 /unção de uerossim JAança do parâmetro 29 será eschfa como Z(t9) e
aeB'n'taa como

/('9) -/('9;g/) /,(U;0),

se as 'uaüáueàs aleatórias Y\, . . . . Y« forem indepe'ndentes, on,de aQUi\'8) é a lfu'n,ção den,cidade
de X aua/ ada no ponto g/i, { = 1, . . . , n.

Em situcLções mais gerais diremos somente qu.e eÇ8) O) é a. jun,ção de uerossimi
Ihança de ü.

lZ

Nos exemplos considerados neste trabalho a função de verossimilhança é escrita como

Z?(29) - ]'lÍ::: /(Z/i; l9{), já que neles a função de densidade é a mesma, somente avaliada
pontos amostiais e valores dos parâmetros diferentes.

C)bservemos que, embora Z'(19) seja uma função de vara

dos em ressaltar sua dependência do vedor de parâmetros e não seu caráter aleatório. Por isso.

no argumento desta e de outras funções de verossimilhança a serem definidas, consideraremos
somente o vedor de parâmetros que define o modelo.

Pala obter o estimador de máxima verossimilhança l9 de t9, e suas propriedades estatísticas.

utilizaremos o logaritmo da função de verossimilhança, denotado por -Z;(19) e definido como

L('9)

em

]áveis aleatória, estaremos interessaS

9



A partir desta função, obtemos a função de estimação U(19) (Godambe, 1960), definida
como

Õ
u(o)

e conhecida como função escore. O estimador de máxima verossimilhança do vedor de
parâmetros l9 é obtido da equação de estimação

u(o)

a qual consideraremos que possui solução única.

Assumiremos que a função de verossimilhança e, portanto, a função escore, satisfazem

condições de regularidade para gaiantír que o estimador de má.xima verossimilhança de l9

seja consistente e com distribuição limite conhecida. Estas condições são amplamente co-

nhecidas na literatura, mas utilizaremos tais condições aplicadas à função encore segundo

foram apresentadas em Godambe (1960). Mais recentemente encontramos estas condições

de regularidade escritas de maneira mais geral, por exemplo, em Sweeting (1980) e Knudsen
(1998).

Este trabalho trata de problemas conhecidos na literatura estatística como de teoria
assintótica. Nele admitimos que o número de observações n cresce mas a dimensão do vedor

de parâmetros não, mantendo-se constante.

Utilizaremos amplamente o conceito de ordem de magnitude de seqüências estocásticas ou

OP( ) e op( ), também conhecido como notação de Mann-Wald; recomendamos a leitura de

Bishop, Fienberg & Holland (1975), McCullagh (1987), Cox, Hinkley, Reid & Snel1 (1991),

Sen & Singer (1993) e Baindor#.Nielsen & Cox (1994). Recordemos que X. - Op(n') se a

seqüência {n''X.}«?l for limitada em probabilidade, quando n --} oo. Um exemplo muito
importante de variável aleatória de ordem OP(n1/2) é a função escore. Recordemos também

que se {n''Xn}«21 converge em probabilidade pal'a zero, quando n --, oo, então X. = oP(n').

Outros conceitos que serão de grande utilização neste trabalho são a matriz de informação

observada.j(19), onde

.j(0) a'-L(0)

10



iz ae mrormaçao (le I'isher, dehnida como

./@.el

a qual, por condições de regularidade, pode ser calculada alternativamente como

e a matriz de informação espetada ou mata]

Ã"

Lembremos que a matriz de informação esperada é importante para resultados assintóti-

cos. Por exemplo, o inverso desta matriz é a variância da distribuição limite do estimados

de máxima verossimilhança (Wilks, 19621 Gnedenko & Kolmogorov, 19621 Rao, 19731 Sen &
Singer, 1993)

Durante este trabalho assumiremos que o vedor de parâmetros completo l9 pode ser decom-

posto como l9 = (V', O, onde @ = (@:, . . . , @P)T representa o vedor de parâmetros de interesse

e ( = ((1, . . . , (q)T o vedor de parâmetros de perturbação, sendo estes vetores de dimensões p

e q, respectivamente.

Utilizando a partição (V', O do vetor de parâmetros em um determinado problema, pode-

mos definir a estatística do teste da razão de verossimilhanças )'V(@) como

r -\ A A i

w('P) - 2 { z('P, 0 - -L(Ú, «#')) } ,

onde @ é o vetor de parâmetros de interesse e @ e ((@) são os estimadores de máxima verossi-

milhança dos vetores @ e (, respectivamente, este último considerando @ fixado. Sob condições

de regularidade, )©(@) tem distribuição X2 com número de graus de liberdade igual à dimensão
do vedor @.

O ponto («', ((V')) será denotado, eventualmente, como #(@) e durante todo o trabalho
assumiremos que

(1.1)

o('P) -o :/')' (í.2)

Esta é uma suposição condizente com a literatura (Cox & Reid, 19871 DiCiccio & Stern, 19941

Severini, 1998a, entre outros) e uma demonstração pode ser encontrada em Lawley (1956), a

partir da expansão em série de Taylor da equação U(O) = 0.
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Igualmente importante, assumiremos durante todo o trabalho que

EÍO,(n :/')} - 0(n':),

sendo esta também uma supossição condizente com a literatura. Embota não exista ainda

uma demonstração desta relação, existem alguns resultados neste sentido que podem ser

encontrados, por exemplo, em Sen & Singer (1993).

1.1.1 A função de verossimilhança perfilada

Em um determinado modelo estatístico podemos estar interessados somente no vetor @ e

não no vedor de parâmetros completo l9. Em situações como estas é possível, por difer-

entes metodologias, construir uma função que dependa somente de @ e que possamos utilizar

pala realizar inferências acerca de @. Estas funções são conhecidas como funções de pseudo-
\ prncaimilh nnnn'""y'n-

Diveisas destas funções têm sido consideradas na literatura e muitos esforços dedicados a

uma delas, a função de verossimilhança perfilado. Devemos observar que esta função somente

tem sentido quando parte do vetor de parâmetros que define o modelo estatístico em estudo

é considerada como de perturbação

Definição 1.1.2 .De$ne-se o Zogahfmo da /unção de uerossàmÍZAança per$1ada para @ como

LpQ$) = m?x. LQ$, (à,

sendo que o má=cimo é obtido e'm, todo çt $xan,do um tutor de $

Observemos que o processo de maximização ao qual faz referência a definição anterior é

realizado quando obtemos ((@). Desta forma a função de verossimilhança perfilado pode ser
dehnida como

LpQ$h ' LQ$, (Q$»

12



eunente a ootençao por Wilham S. Gosset em 1908 (recomendamos a leitura de

Peters (1987)) da distribuição amostral da média, em um modelo normal, quando a variância é

desconhecida, que ficou conhecida como distribuição t-Student, seja um dos primeiros estudos

da função de verossimilhança perfilado. Outros estudos famosos são, por exemplo, a obtenção,

por Ronald A. Fisher em 1915, da distribuição do coeficiente de correlação amostral em um

modelo normal bivariado, a obtenção por John Wishart em 1928 da distribuição que detém

seu nome, o teste de homogeneidade de variâncias de Bartlett (Bartlett, 1937) e algumas

soluções pala o problema de Behrens-Fisher (Anderson, 1958; Rao, 1973).

Todos estes trabalhos tinham por objetivo encontrei a função de densidade perfilado em

modelos particulares. Recentemente, Fraser (1989), McCullagh & Tibshirani(1990), DiCiccio

& Stern (1994), Barndor8-Nielsen (1994), DiCiccio ef aZ. (1996), Stern (1997), Sartori, Bellio

& Salvan (1999) e outros autores estudaram a função de verossimilhança perfilado de diversas

maneiras. O objetivo agora é considerar um modelo geral e, através de modiâcações ou ajustes

na função de verossimilhança perfilado, conseguir melhorias nos estimadores e testes.

Passaremos a discutir algumas propriedades de funções de verossimilhança perfiladas.

Neste sentido, primeiramente provaremos que os máximos das funções -LP(@) e -L(19) coin-

cidem. Suponhamos que llZ» mammiza -LP(@). Temos então

Lp Q$p] 'z I'p Q$) 'Z LQ@. (à

Prova

e dado que l9 = (@, O é tal que

z(@, 0
@,(

então

1,.®pà 'Z LQ$,'Õ.

Por outro lado, como l9 é máximo absoluto de Z(19) no espaço paramétrico

LQ$, (] 'Z LpQ$p),

jú que Úp é máximo em um subespaço de Q. Desta form

.L(@, O coincidem
a obtemos que os pontos .LP(@P) e

13



piupneaaae nos permite aHrmai que a estatística da razão de verossimilhanças, es-

crita a partir da função de verossimilhança perfilado, é a própria estatística definida em (1.1),
Ja que

Esta.S

m'('P)- 2Í-t,(&)-.h('P)}
2 {.L(ã', ã) - z(@, ã'p)) }

Provemos agora que os pontos de máximo de -Lp(d') e -L(19) coincidem, ou seja, provemos

que Úp = @, onde @ e ( são soluções das equações de má.xima verossimilhança a-L/a@l.Í,? = 0

e a-C/a(IÕ,? = 0, e que, para todo @ fixado, ((V') é solução de al/õ(laÚ) = 0 e IPP, o

estimador de máxima verossimilhança perfiiada de @, é solução de a-Lp/a@l8p : 0.

Expandindo a função escore perfilado em série de Taylor no ponto (@, O, temos

3Lp al .é.- õnl .-..:

ãw-á$+ :ai$?(?w

+ { }: }: a@::laP(? - r)(ê'M - P) + o,,Glã@ - alD

onde @', representa a a-ésima componente do vetor de interesse @, (i representa a á-ésima

componente do vedor de perturbação ( e 1 1 - 1 1 representa uma norma. Avaliando esta expansão
em (@, O i;(«lü)) obtemos

i)LpQ$) .
u'ty

jú que ÕZ;(#')/a«' = 0 e os outros termos da expansão também se anulam, isto devido ao fato

de serem potências de ((«') -- (, e esta diferença se anula quando avaliada em (@, ((@)). Desta

forma, provámos que @ pode ser obtido diretamente como solução da equação de máxima
verossimilhança perfilado onde o vedor ( foi eliminado.

A matriz de informação observada perfilada de @, .jP(«'), é definida de forma análoga à
matriz de informação observada .j(19) do vedor t9, ou seja,

8nLpQ$)

Supondo a matriz .j(19) particionada segundo a partição (@, O, temos

J,(@)

14



J(@, (: 3++ ]+Ç

]+( 3ÇÇ

ande j.i+ = --aLQ$, Gla$a'F. i.bç = --aLQ$, (11a'+aO e jÇ( = --õLQ$, (11i)(aO .
Vamos mostram que .jP(@) = .J.P.P, esta avaliada em (d', O e, por resultados assintóticos,

isto nos permitirá calcular a matriz de covariância assintótica estimada de @ como .jP(@)'l

Salientemos a vantagem operacional deste cálculo, pois invertemos uma matriz de ordem q,

enquanto o seu cálculo através da matriz de informação .j(19) envolve a inversão de uma matriz

de ordem p + q. Esta vantagem é apreciável quando o modelo apresenta muitos parâmetros
de perturbação.

A partir da expansão em série de Taylor de a2-LP(@)/a@a@T no ponto (@, O, podemos
ver que

a'" -ã;l:h'-'-Eã#gé&;PW

+ ; }: >: Õa;ã$1É?ap (?('p) - r)(?(v') - P) + o,:,(llã'p) - (11'),

avaliando em (V', O - (V', ((@)) obtemos õ'.Lp/aV''aV,t' = a'L/a@'a@Ó e, portanto,
õzLp õzl,

a$a$x a$Õ$'' '
como se queria demonstrar.

Estro propriedades constituem vantagens da utilização da função -LP(@), a qual poderá ser

utilizada como qualquer outra verossimilhança, desfrutando por isso de uma irrestrita aplica-

bilidade, fundamentalmente em problemas com parâmetros de perturbação. Infelizmente ela

não usufrui de todas as propriedades de uma verossimilhança genuína. E por esta razão que

se faz necessário ajusta,la de alguma forma.

A função esgote perfilado

:Jpq$Ü ' -ã$LpQ$)
é, em geral, viciada, ou seja

E{Up(@)} # 0;
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ver McCullagh & Tibshirani(1990). Pode ocorrer também um vício na informação, ou seja,

E{Up(@)Up(@)"} # -ElaUp(@)/a@"}

1.1.2 Notação

As derivadas do logaritmo da função de verossimilhança com relação aos componentes do
vetou @ serão denotadas por

. ÕL . âzl

'.- $. '.- - 3$$,
e com relação aos componentes do vedor ( por

nT. RZ T.
õ(i' '''

seguindo a notação estabelecida em Stern (1997). Além disso,

representa a derivada de .L com relação ao a-ésimo componente de @ e com relação ao í-ésimo
componente de (

Os subíndices a, b, c, . . . assumirão valores em l, . . . ,p, ou seja, nos componentes do vedor

de parâmetros de interesse @. Os subíndices ã, J, k, . . . assumirão valores p+ l, . . . ,p+q, isto é,

nos componentes do vedor de parâmetros de perturbação ( e os subíndices r, s, t, . . . assumirão

valores em 1, . . . , p + q abrangendo os componentes de todo o vedor de parâmetros l9.

Desenvolveremos a seguir nossa notação para os cumulantes de derivadas do logai temo

da função de verossimilhança, visando unificar aquelas adoradas nos diferentes trabalhos aos

quais faremos referência posteriormente.

Os cumulantes serão denotados pela letra grega À e são definidos como

a'.LZ
Z

À, = E{.h}, À,, = E{.h.}, À,,. = EÍ-h-L.}, À-t = E{.L,,t},

onde -h = a.L/al9', .L,. = õ.L/al9'al9', etc. e assumiremos que À., À,., À,.t, etc. são de ordem

O(n), que é uma suposição condizente com a literatura (DiCiccio & Stern, 19941 DiCiccio
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, iuuu; ouern, iuu r,i. uenvaaas ae cumulantes serão amplamente utilizadas e definidas
como

K.;lt = ÕX,:lÕ0' . \.:tlq - ÕX.;tl Üu . \.;lt«= ÕnX.;lÕÜ'a.0u

as quais também assumiremos que sejam de ordem O(n).

Estamos agora em condições de deânir a matriz de cumulantes À = (À,.), a inversa da

matriz de cumulantes À-i = (À") e de observar que a matriz de informação de Fisher pode

ser escrita como .K = (À,,,), de inversa .K-: = (À''').

Utilizaremos repetidas vezes a matriz de cumulantes (a.ó) = (À'b)-: e algumas relações

entre cumulantes, as quais são conhecidas como identidades de .Bad/eff (McCullagh, 1987)
Dentre estas, merecem especial atenção

P+q

À"'= }1: À''"À',"À''"À...,
u,u ,w := l

dada em McCullagh & Tibshirani(1990), e

(1.3)

À-,t = --À,.t + À«/t

em DiCiccio & Stern (1994). Também utilizaremos as funções de cumulantes
P

,'-" À;'a.b
a,b=l

(1.4)

e

z/'t = À" -- 'r". r1 .5)

Entenderemos que quando aparecem índices repetidos como subescritos e sobrescritos em

uma expressão, como nas que definem as funções de cumulantes À-t e I'-", significa que

estamos somando nestes índices, e isto nos permitirá escrever de maneira mais simples estes

cumulantes. Assim, a expressão em (1.3) pode ser escrita como

À"' = À',"À','Àt,"À...

e a expressão em (1.4), como

Trs == ÀraÀsbO. b

17



No Apêndice A mostramos que a matriz z/, cujos elementos definimos em (1.5), assume a
forma

Seixo de ampla utilização durante o trabalho as variáveis aleatórias

z, L,, t,; L.s -- X.,. l.;t = L.,t -- X,.t, )

as quais assumiremos que sejam de esperança zero e ordem OP(n1/2). Por exemplo, para
demonstrar (1.2) utilizamos a expansão

#' - o' - ,à"z, + .x"À'"z..z. - {,x".x'",à".x,..z.z« + o,("';''),
dada por Lawley (1956). Utilizando a suposição acerca da ordem das variáveis aleatórias

cumulantes e funções de cumulantes na expressão acima, obtemos (1.2).

1.2 Função de verossimilhança perfilada ajustada

Quando discuisamos acerca da verossimilhança períilada colocamos ao leitor as vantagens e

desvantagens da utilização desta funçãol diversos trabalhos mencionados tiveram por objetivo

introduzir melhorias, em determinado sentido. Uma destas melhorias foi apresentada por
Stern (1997).

As propostas de melhorias na verossimilhança perfilado apresentadas antes do trabalho

de Stern (1997) foram desenvolvidas em modelos específicos, de maneira que são difícieis ou

impossíveis de aplicar quando o vedor de parâmetros de interesse é multidimensional.

Neste sentido, a proposta de Stern (1997) vem resolver esta dificuldade. O objetivo então é

construir uma função de verossimilhança perfilado ajustada, de ampla aplicabilidade, mesmo

quando o vedor de interesse foi multidimensional, cuja definição é apresentada a seguir

DeRlüção L.2.L O l,ogühtmo da, função de 'uerossãmilhança per$1ada, aÓu,stadü é de$nido como

z,(@) Zp(@) + A(@) + 0(@), (1.6)
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o«d. A('9) - .4'-L., ««do .4' um«/unçã. O «d'm O(n':), O(.9) -B''Z.L', "«

.B'' u«.«/unção de O de o«d'm O("''), Ã('Ú) (ã(@)) ((@)) ' Õ(@) (ã(@))

3Q$} ÇQ+». FareríTtos referên,ci,a CL LpQ$) si'mptesmente como função de ueross'lmithança, per-
$l,ada. ajustada..

Ressaltamos que o objetivo das funções de ajuste A(19) e O(19) é corrigir os vícios da

esperança e da informação, ou seja, a função de verossimilhança peifilada ajustada definida
em (1.6) deve satisfazer

E{Up(@)}

E{Up(«')Up(V')"J+ ElaUp(@)/a@"}

Desta forma, se estes vícios não são eliminados, pelo menos são redu
aceitável, sendo nulos assintoticamente.

Segundo é mostrado em Stern (1997), as expressões que correspondem às funções .4' e .B'Ó
sao

zidos até uma ordem] r

.4a := Àar,,st

e

"'' - »''»''**"«"« (;*,.,*... ,,..»«..« * *, ,'««.« * *, ,*««,"

-i*,...*... ;*.*.,»«""

+ À-Àó'À'"z,"" C;À,..À,.. -- À,t«À«/« -- À,t/«.x«.. + À,t/«À,«,/«

+À,t/«À,«/. + Àt«/,À-/« -- !À,t«À,,«/, - ;Àt«/,-À«.«

»"""*" (:*-.« - *«,,« ''' "«.,« ''' '",- {'~«,, - {""«''

Contudo, mostraremos que este último resultado contém erro.

(1.7)
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A iaela onginai desta tese era aplicam os resultados publicados em Stern (1997) na classe

de modelos lineares generalizados. Porém, quando começamos a estudar tais resultados.

percebemos que não foi possível reproduzir o Exemplo l (continuação), da pg. 663, do referido

artigo. Em comunicação com o autor, ele nos afirmou que realmente algumas das expressões

nesse exemplo continham eno e que concordava com os nossos resultados.

A situação em conflito é o modelo de regressão normal linear múltiplo com o, o desvio

padrão, sendo o parâmetro de interesse e o vedor #, dos parâmetros de regressão, os de

perturbação, ou sda, V' - a e ( = (PI, . . . ,aç). Assim, a8sumiremos que y = XP + c, onde

c «. ]V(0, a2), X é uma matriz n x q de covariadas e /7 é o vetor de parâmetros de regressão
de dimensão q.

Neste modelo

z,,(«) - -; i.KP«) - «i.g .'

onde

lZ
a' - ; >1:(x - P:y

é o estimador de máxima verossimilhança para o2, Pi é o {-ésimo componente do vetor p :: X/i

e P = (XTX)'iXTy é o estimador de máxima verossimilhança do vedor de perturbação.

A função de verossimilhança perfilado ajustada, segundo Stern (1997, Exemplo 1, pg.
663), é da forma

:,'«'- ''«, «.:.(:-;)--3(:-;y
e, portanto, a função escore perfilado ajustada DP(a) = dZp(a)/da será

:',(«) - -: -- g --$ (: -á)
Sabemos que na2/a2 -. X2(n -- q) e, assim, \,/çia/o «. x(n -- q), esta última chamada de

distribuição qui com n -- q graus de liberdade, que satisfaz (Stuart & Ord, 1987)

a/z'EÍa} v'
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onde

p'-.«5I'({(n - q + l))

e

't;'} - (: IÍ) «',

sendo I'( ) a função gama:

Destes resultados obtemos

-lD,(«)} -Já:
Por outro lado, pela aproximação de Stirling

e expandindo o primeiro termo em série de Taylor obtemos

:

Substituindo acima, chegamos a

Ü - l + o(«'D
Desta forma, obtemos

E{Bp(')} - -4 + 0("':),

e, portanto, o ajuste não corrige o vício da função escora e E{Z./.

então que há necessidade de corrigir o erro em (1.7).

No capítulo seguinte nos dedicaremos a obter a expressão correra para a função B'Ó e nos

desenvolvimentos seguintes provaremos de diversas maneiras que nosso resultado está correto.

Além disso, aplicaremos a função de verossimilhança perfilado ajustada nos modelos lineares
generalizados.

:l'(') é a função gama, definida como I'(a) = ./;"' a;'-'e 'dz, pala c! > 0.

(«)} 0(1) Concluímos
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1.3 Modelos lineares generalizados

1.3.1 Definição e algumas propriedades

Os modelos lineares generalizados (Nelder & Wedderburn, 1972) desempenham um papel

importante na Estatística uma vez que generalizam o modelo tradicional de regressão normal

linear, permitindo muitas opções para a distribuição da variável resposta e dando maior

flexibilidade para a ligação entre a média e a parte sistemática do modelo, estendendo a

estrutura conhecida para a regressão normal linear. A grande vantagem é a possibilidade

do estudo conjunto das propriedades de diferentes modelos de regressão. Existe uma vasta

literatura no assunto, mas a referência mais completa é McCullagh & Nelder (1989).

Suponhamos que y; , . . . , yn sejam variáveis aleatórias independentes, cada uma com den-
sidade na forma

«(Z/.; 0:, @) - expj@tZ/:0: - b(0:) + '(g/:)} + «(g/., é)l, (1.8)

com EÍlq} = p{, vartX} = Ó'iU, % = dp{/dOi é a função de variância, 0 é o parâmetro

canónico e @ é o parâmetro de dispersão (@ > 0) e { = 1, 2, . . . , n.

Os modelos lineares generalizados são definidos por (1.8) e pelo componente sistemático

g(P') - ,7
Z

} (1.9)

onde ?7i = XíP é o preditor linear, # = (ai, . . . ,p"'')T, m < n, é um vedor de parâmetros

a serem estimados, Xi = (zdl, . . . , Zim) representa os valores de m variáveis explicativas e

g(-) é uma função monótona e duplamente diferenciável, denominada função de ligação. As

distribuições normal, binomial, Poisson, gama, binomial negativa e normal inversa são algumas

das distribuições conhecidas pertencentes a esta família de modelos. Consideraremos a(-, .),
b( ) e c(.) em (1.8) como funções conhecidas.

Nos modelos binomial, binomial negativo e Poisson @ assume o valor 1, o que implica que

a(g/, @) e em outras situações temos que a(Z/, é) = di(@) +d2(g/). Na distribuição normal

com variância @':, di(é) = log(é/2n)/2 e d2(g/) = 0, na distribuição gama dt(@) = élog @ --
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logl'(@) e d2(g/) - -- logo/, se a distribuição é a normal inversa com @ = ElyJ3/varÍy},
di(#') = log v@ e d2(Z/) = -- log(2a-g/3)/2.

Dado que /z = b'(0) e pela relação (1.9) podemos considerar 0 = 0(v7) e ?7 = 77(#). Nestas

condições, assumindo que a(g/, @) - di(é) + d2(Z/) o logaritmo da função de verossimilhança é

da forma .L(@, P) - #' EZ::ÍZ/:0: -- Z,(0:) + '(g/;)} + nd: (é) + EZ:: d2(Z/:).

Uma situação particular importante ocorre quando o parâmetro canónico coincide com o

preditor linear, ou seja, quando 0 = v7, o que implica que
n r m /m \ \

"w,m - ,'EI«.E««p: ««p: l -*.üo }+«':üD --E',üo.z=1 k =i \Í=z ,/ J z.l

As ligações que correspondem a esta verossimilhança são chamadas de ligações canónicas

e aparecem na Tabela 1.1. Estas ligações garantem que Z, é uma função côncava em # e, nesta

situação, Wedderburn (1976) provou que o estimador de máxima verossimilhança P existe e
é único. Conseqüentemente, muitos resultados assintóticos são obtidos mais facilmente

Tabela l.l
Ligações canónicas de diferentes modelos e segunda derivada da função dt(@)

Poisson iii

Binomial logo -- log(l -- /z) = v7 -
Binomial negativa logo -- log(l -- P) = 77 -

Normal /z = 77 -:l.
G'm,. . p-: -? }-$1.gF(@)anormal inversa

Em relação ao parâmetro de dispersão, vemos que

2:Ê$-© - }:lz/:o: - ó(o:) + '(z':)} + "aí (@)
Z

(l.lO)

(1.1 1)

e

e:yg-@ - «aÍM
independentemente da função de ligação assumida.

23



Por propriedade de derivadas superiores sabemos que .L será côncava em @ se a segunda

derivada for negativa (Spivak, 1970). Podemos notar de (1.11) que o sinal da segunda derivada

de L com respeito a d' coincide com o de a7(é). Na Tabela 1.1 também apresentamos as

expressões de ail(@) para os modelos mais utilizados. Na regressão normal e normal inversa

não há dúvidas de que a segunda derivada da função di é negativa no intervalo (0, oo), já o
modelo gama deve ser estudado com maiores detalhes.

Para analisam o modelo gama observemos a Figura 1.1. Nela mostramos o comportamento

da segunda derivada da função di(@). Observamos que esta função é negativa, fato que

provaremos a seguir, podendo concluir então que a função de verossimilhança é côncava.

0 2 4 6

$

8 10

Figura 1.1: Gráfico da função dÍ(@) l/@ d2 log I'(@)/d@2 no modelo gama

Provaremos agora que a função ail(@) é negativa. Neste sentido, observemos (Whittaker

& Whatson, 1952, pg. 250) que

$:.:-'«,-ü*j*/'@# ;b'*,
e, poltanto

«,,»- à-J:®gh,Lp.
A função sob o sinal de integração é estritamente positiva no intervalo t c (0, oo), de onde

concluímos que a7(@), no modelo gama, é estritamente negativa
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Desta forma vemos que, em todas M situações consideradas, a utilização da ligação

canónica nos galante bons resultados. Embora os resultados que serão apresentados a seguir

e nos próximos capítulos sejam gerais, no sentido de serem obtidos para qualquer função de

ligação, os exemplos demonstrativos do comportamento da função de veiossimilhança perfi-
[.H. .;...i-.H,, ]-..]-.,.. H,. ...,. ,]. ];,...=,. ..,.''-"'n"
icbuch aJ uoucüucb ui cüucüni uv ua, :JV u\' il5cByc&v banvnibcb.

1.3.2 Estimação e teste da razão de verossimilhanças

Encontremos a seguir a função encore pala o vetou de parâmetros de regressão P, ou seja

encontremos P(/i). Neste sentido, observemos que

g# - á E @ [«:": - 'wo + .ÜJ] -- â E «ü., -» - .'x «.$-
db(O')

na q
dOi dOi dpi d?7{ l dpi .T
d/3 dpi d?7{ d/3 % d77i'''

e

:g - :Pg - «'i$'';'
Então, podemos escrever a função escora para P como

u(p) rl'':(z/ - p),

onde X = (X:', . . . ,X='), T = diaglTI, . . . , Zn}, com Z = dp'/d?7i,

g/ -(Z/:, . . . ,Z/.)" e p -(p:,. . . , p")'
Derivando mais uma vez -L com relação a PT, obtemos

ãBãBt- ÓXTV''TX' - ÓXWX' .

onde WdiagÍmi, . . . , w.} com mi = (dpi/dv?{)2/% e, portanto, a matriz de informação obser-

vada para o vedor P é da forma

diaglh, . . . , Vn},

.j(P)
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Quanto ao parametio de dispersão #', encontramos em (l.lO) a função escora e em (1.11)
a informação observada. Também,

õ'-L # é) . xrv-:(

que tem esperança nula. Então, a matriz de informação esperada ou informação de Fisher
a,ssume a forma

@XTWX 0K-
0 .ndql(é)

l
XT}V'X)': 0

é
l

0

(1.12)

com inversa

Expandindo a função estore U(/3) em torno de um valor inicial, obtemos o processo ibera.

uivo de Newton-Raphson como sendo

P("-u + {--c/'(#("))}':u'(P(")),

onde U'(#) denota a primeira derivada de U(©) com relação a P. A matriz --P'(#) pode não

ser positiva definida e em situações como esta a convergência do algoritmo é comprometida.

Uma solução é substituir a matriz U'(/7) pelo correspondente valor esperado, resultando no

processo iterativo scoring de Fisher da forma

Pü''-u + .K-:(P("))u(P("))

Sob condições de regularidade (Fahrmeir & Kaufmann, 19851 Sen & Singer, 1993), tem-

se que /7 é um estimados consistente de # e que v4i(# -- /7) converge em distribuição para a

N(0, Z(P)':), quando n --' oo, onde E(/3) = lim«-- K(P)/n, sendo E(P) uma matriz definida

positiva.

Quanto ao parâmetro de dispersão, já observamos que /7 e @ são ortogonais, no sentido de

que Etõ2.L(é,#)/a#aé} = 0. Uma conseqüência é a independência assintótica entre /3 e @.

Mostra-se também que, sob condições de regularidade, v/;i(@ -- @) converge em distribuição
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pala a ]V(0, a2), quando n --, oo, onde ag = --1/af(@). Portanto, um estimador consistente

p:'ra varÍÓ} é d.do -i/«dÍ(8).

Acerca do teste da razão de verossimilhanças para os parâmetros de regressão, podemos

considerar a partição # = (/7i , P2) , ai de dimensão p e P2 de dimensão q, e a hipótese nuca ]7o

Pi = PI), a ser testada contra HA : PI # /31). Para este caso temos )W(PÍ)) = 2Ít(ã) -- L(,ÕÜ)},

onde PO é a estimativa de máxima verossimilhança do vedor de parâmetros de regressão sob ]7o .

Pala obtê-la, escrevemos a parte sistemática do modelo de regressão como v7 = 779 + ?72, onde

771) ' )1.,1Í.i a;j#oj e 772 = >1:;11g+i aç.ÍPj se é for conhecido. Caso o parâmetro de dispersão seja

estimado, escrevemos )'v(#l)) = 2Í-L(#, @) -- -Z.,(Po, 8o)}, onde Óo é a estimativa de máxima

verossimilhança de @ sob a hipótese nula. Se o objetivo for realizei inferências acerca do

parâmetro de dispersão podemos considerar a hipótese J7o : @ = Óo a ser testada contra

HA : @ # @' e a estatística da razão de verossimilhanças assume a forma )'v(@) = 2Í-L(#, @) --
.L(P, @')} .
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Capítulo 2

Ajuste para a verossimilhança

perfilada

Uma das propostas fundamentais de nosso trabalho é apresentada neste capítulo. Utilizando

as idéias de Stern (1997) desenvolvemos um ajuste pala a função de verossimilhança perfi-

lada com o objetivo de corrigir o vício da função encore perfilado e o vício da informação. O

desenvolvimento desta função de ajuste será realizado em duas etapa, na primeira corrigire-

mos o vício da função escore perfilado e posteriormente nos dedicaremos a corrigir o vício da

informação, sendo este o principal resultado deste capítulo.

Ressaltemos que a necessidade de realizar estas demonstrações foi justificada pelo erro

apontado anteriormente no artigo de Stein (1997). Na Seção 2.1.1 nos dedicaremos a corrigir

somente o vício da função escore perfilado para posteriormente, na Seção 2.1.2, dedicarmo-nos
a n XÍÍpin H n infnr«l an;"XUX\.r Uq.U XXXXvX XX&LA\ l,Uv«

Mesmo com a melhoria que esta função de ajuste induz na verossimilhança perfilado,

percebemos que as estatísticas de teste construídas a partir dela, também necessitam de
ajuste. E com este objetivo que desenvolvemos a correção de Bartlett para o teste da razão

de verossimilhanças perfilado ajustada. A Seção 2.2 dedica-se a obter este resultado.
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2.1 Função de verossimilhança perfilada ajustada

O ajuste pala o logaritmo da função de verossimilhança perfilado foi definido na Seção 1.2,

porém, segundo observamos, o insultado apresentado no artigo de Stern (1997) contém erro

no termo que denotamos por -B'ó e apresentamos, na forma dada por Stern, em (1.7). Dedi-

caremos esta e as próximas seções a obter a expressão correta da função .B'Ó

2.1.1 Ajuste para o vício da esperança da função estore perfilada

Nesta seção demonstraremos que a expressão da função de ajuste A(19) corresponde à forma

integral do ajuste de McCullagh & Tibshirani(1990) para o vício da esperança da função
escore perfilado.

[Feorema 2.1.1 Seja

A(0) (0)-L.(.9),

onde

.4" = À"u't

Então, CL função de ueross'lmithct'n,çü per$1ada aj'ustadü, de$nido, como

LpQ$) = LpQ$h -F Kq$),

Lem 'vício de função esGoTe per$1ada ajustada de ordem O(n 1 ). Aqui, À.Q$) Á'(@) -L. (@)

Antes de demonstrar este resultado observemos que a afirmação deste teorema significa
que

E{Tp(@)}

onde C/p(V') - ÕZp(V')/ad' é a função encore perfilado ajustada. Observemos também que

A(@) - .4'(0(@))L.(.9(@)) .4'(@, ((@)).h(@, ((@)) ,

onde l9(@) (V', ((V')), e que .4' é uma função de ordem O(n':)
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Apresentamos a seguir a demonstração do teorema. McCullagh & Tibshirani(1990)
demonstraram que o a-ésimo componente da expansão em série de Taylor da função escore

perfilado assume a seguinte forma:

w(v') - -L. + -z;..: l .x#-Lj + .xJÀil}(zj' - Àj*).L. + {À:j'.z:,jz,~

+ i:ÀIÀ;lJ-h:jÉ*-Ü + Op("':/').

Utilizaremos relações entre cumulantes e funções destes para escrever de maneira mais

simples a aproximação à função estore perfilada acima. Primeiramente, vemos que

o o \ / o o \
l/==1 1==1 1

- q) \.o Xiàl

(2.1)

o que nos permite escrever

w(@) .L. + Z- {-«''.L, + «''«"(-L.« + À:j*.L.:Z,,-L.

+ {«''«"".L....L..L«+ 0,(«-:/'),

ou, alternativamente

UaPQ$) ' L. -- Vst L.sLt -+ y't V"" L-Lt«L« -- Ust U«-«- )..t.L..L.

+ l:À:j'-C.i.Lj.L. + ;w''p".L.,..L..L« + Op("':/')'

McCullagh & Tibshirani(1990) provaram que Àijk = --z'"p-P'",X.... Portanto

UaPQ$) ' L. v't L.;Lt -F yst uu" L.sLt«L« -- l.,;t yuw Xt.L..L.

«-«'".x...z.,.,.z.,,". + :«''«"".c....hz« -- o,(«-:'D -

.h, Z,. :: .h. -- À« e que Z,.t = -h;t -- À,.t, a expressão acima podeLembrando que Z,

ser escrita como

w(@) z. - «''(z- + ,à-)z. + «''«""(z« + À-)(z.« + .x*.)z« - «''«"À*.(z.,. + ,x..)z.

"«'"«'"À-.(Z«+ À«)Z.Z' + l:«''«""(Z..« + À...)Z.Z«+ Op("':'')
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Desenvolvendo, vemos que

[4(#') - «''Z.,Z. - «''.X..Z. + «''u""Z.,Z..Z. + «''«""Z..,X..Z. + «'*«"".X.,Z..Z.

+ u;'P""À..À,.Z. -- z'''P""Àt.J.,Z. -- z'''P""Àt.À.,Z. -- lp'"p-p'"À...Z.,Z.Z.

i"-«''«'",...».,','. -- {«''«""'...,,'« -- é"''«""...'.'« -- ',(«-:'n .
Provámos, no Apêndice A, que o.óÀó'Z, = Z. -- P'tÀ.,Zt. Então

%('P) - "..À"z, - «''z.,z, + «''«""z.,z..z. + «''«"À.,z..z. - {«"«"«'".x...z.,z,'.

;""«"«'"»...».,',,. -' :«''«"'.,.'.'« + á«''«"*...'.'« -'-- ',(«-:'n .
Observando que as variáveis aleatórias p'tp""Z.,Zt.Z., p""p"pt"À...Z.,Z.Zt e p'tp""Z.,..Z,Z.

são de ordem OP(n :/'), obtemos

W(@) - ".'À'z,-«''z..z.+«''«""À.,z..z.-!«"«-«'",x.,..x.,z.z.+;«''«"".x...z.z«+o,("':'')
Também podemos escrever (ver Apêndice A)

--p''Z.,Zt + p''p""À.,Zt.Z. = u'*Z.,Zt + p''p""À..Z.,Zt
- («''z«z. - «''(«""À-)z.,z.)

--(Jabli V trsl't

e

mos

:«'"""«'"»...*.,'... * !«''«""*....,.« - {«..*'"'"«''»,,*'... .

Desta forma obte

W('P) - ".'À'Z, «..À'«''Z,.'. + ;.'..À'«'"«'"À,,.Z.Z. + Op("':/')' (2.2)

Esta expressão aparece mencionada em DiCiccio & Stern (1994) sem demonstração. O
fato de ser mais simples do que (2. 1) nos permitirá desenvolver o ajuste de Stern. Tomando es-

perança em (2.2), obtemos a expressão do vício da função escora. Com esse objetivo utilizare-

mos a identidade E{Z-Zt) = --À,.t + À«/t. Lembrando que E{Z,} = 0 e que E{Z,Z,} = --À,
obtemos

s]

EÍW('»)} - "..À'«''.X«. - «...X'«''*«/. - :l«..À'«-«'".x,.*.x- + o("':)
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Podemos escrever esta esperança de forma diferente. Utilizando a relação p"'ut"À.. =

ÀilJÀ..Àãi = z/'É, obtemos que o-.óÀz'-p'"pt"À,,tÀ., = a.óÀó'u'tÀ,.t, chegando assim à expressão

do vício da função escore pelfilada:

EÍt$(@)} .à'«;* + 0(n :)- (2.3)

t'or outro lado

e:ggü - e:%;l@ -.- e$P - «;w .- e$w
l)$a Õ$ü ' Õ,Q. p\-'P) ' ' E)$a '

provaiemos a seguir que EÍaA(@)/a@'} = --E{C4(@)} + O(n':).
Primeiramente, observemos que

# -$:. * «e.
Agora, pela regra da cadeia

õ@- aP õ»' -
®'' - :iã;:g:@'»

.plü . .x.ebec
' a$' '' 1j3;Õ®

A ordem de cada termo pode ser obtida através de expansão em série de Taylor. Temos

inicialmente que

e

Ãó(Ú) - .4'(0) + .4:(0)(Õ'(@) 0y + Op(m';/'),

onde .4:(t9) - 0.4'(19)/al9', que é de ordem O(n':). Lembrando que ã(@) l9 = OP(n':/:),
temos d' = 4Ó(19) + OP(n''/'), podendo concluir que Ãó(Ú) e õ.4'(19)/al9' são de ordem

OP(n':). Também

-Ló(@) + -L«.(0)('9(@) - 0y + Op(1),

concluindo que LÓ(@) = -LÕ(19) + OP(1) é de ordem OP(n:/') e, assim,

g$ZI. - ..4:('p)z.('p) + op("':),
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tja esperança e u(n 'J, Ja que -Uth(d,1.} = 0. Desta forma, vemos que
f - \

Em segundo lugar, .C:(Õ(V')) é zero, porém -Ló:(8(@)) não. Então, pela regra da cadeia

ã z:w )-g:$i-.z.,wew-o,
onde -Li,(@) = -Li,(l9(@)). Dado que

'' Õ@'
+0(n :)

C

E

z:,(v')&(@)(ú)@(@)+ z:j(ú)e(ú)

onde IP:(V') - (5z' é o delta de Kronecker, ou seja, .51 = 1 se a - b e zero caso contrário,
podemos escrever

o (@)+ .Z:j(@)©(@),

obtendo-se

@('P) - -218:('P)21:.('É) . (2.4)

Utilizando o resultado acerca da inversa de matriz simétrica particionada (Rao, 1973

pg.33), podemos escrever que o elemento ({,J) da matriz (.LÜ:) é da forma

L.:Q$) Q$) - Lbj k$)UU Q$)': La' Q$).

Substituindo esta relação em (2.4) vemos que

q('@) - -Z:j(V')Zl:.(V') + 21'j(«')Z''(@)':Z':(@)Z:.(@)

Oado que 21'Õ(@)E.ó(@) + Z''(@)Z{.(@) 1, então

1 - Z''(@)21..(@),

e, portanto,

q(@) 'Bj q$)'L..Q$) -t'Di Ç$Ü'Ü' t$Ü-''- - 'Di ($h'i.'' q$)-" 1a' ç$)'L..Q©h
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Como Z''(@)E''(@)': 1, então

21:j(@)21''(@) + lE'j(d,)21''(@)': 'Dó Q$)1" Q$Ü 21'j (@) 21'' (@) ': ,

mas Z.ó(d')Z'j(V') + 21i.(«')21:j(@) = o, concluindo-se que aJ:(@) = Z'j(@)E''(@)':
Podemos escrever, então,

©(@) - E''(@)Z''(@)':,

já que q(@) = 1 e ÓJa(@) = 21'j(V,)21''(@)': = 1, como foi provado acima. Pelo Método Delta

(Sen & Singer, 1993) obtemos que .LM(V') = Àu(29) + OP(n :/'), Z''(@) = À'' + OP(n':/') e

que .t''(V')': = a'ó + OP(n':/'). Substituindo estas expressões em (2.5) obtemos

(2.5)

o:(@) z»(@)z"(@)': À''a.. + Op(n':/')

Assim,

.@21.,& + op(n':/')

*'''«''l««,. l*.,*««- --',(«

Provaremos a seguir que o'.b = Àb,.À"o'.c. Por definição,

:/')

(a..) - (À"')':

(À«,) (.x~)\ ' /(.x'') (À")
(.X:a)(.à:j)./ \.(À:')(.X:j)

então .XÕ"ÀÓ.. = ÀóaÀó.z + ÀóiÀó{ :: 1, de onde temos que

Àb"Àb..a.z, ÀbdÀbdaab + À ÀÍdO'ab

Assim

ã Ã - «..,x'«''
como queríamos demonstrar.

's/t + Op(n':/'),
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2.1.2 Ajuste para o vício da informação da função escore perfilado

O diferencial do ajuste de Stern é apresentado no teorema a seguir. A idéia é encontrar uma

função que adicionada ao logaritmo da função de verossimilhança perfilado cornija também o

vício da informação, problema este comentado na Seção l.l.l.

[Feorema 2.1.2 Sega

Q('9) - ;-B''(o)-h(o),C.('P) ,

onde Bab é dado por

"'' - *''*''*'"«"" ( ;»,.,*... *,..*«..« * », ,'««.« * »,..,*««'"

i*,.,,»««« i»,..,,«""

+ À"Àb'l,t.'p"" l.$À,ü.À,.. -- À,t«À«/« -- À,t/«À«« + À,t/«À.«/«

+À,t/«À««/. + Àt«/,À-/« -- !À,t«À,«/, -- jÀt«/,À«w

*« (;*«~ -- *«,,«* *".,. *"«.. - ;*"«,'

Então, a, função de ueross'lmilhünça, per$1adct cÜ'ustüda,, de$ni,da, co'm,o

(2.6)

z,(@) -Lp(@) + .A(@) + 0(@),

le'm 'u'ócio de junção esGoTe per$1a,da, ajqstadcl e vício de indo'r'mação de ordem O(n 1 ). Aqui,

Á(#') (V')E.(@) e Ó(@) .É''(@)21.(@)21.(@).

Como vimos na Definição 1.2.1, a proposta de Stern (1997) é ajustam o logaritmo da função

cle verossimllhança perhlada na forma

lEP(@) - L,(@) + Ãa21. + {.B''21..L.' n

e aqui nos dedicaremos a encontrar a expressão correra pala a função .B'ó
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Observemos que se .B'Ó = 0 temos Q(19) = 0 e, desta forma, podemos afirmar que 7P(@)

acima é uma generalização daquela obtida no Teorema 2.1.1. Observemos também que .B'Ó é

uma função de ordem O(n'2) e que a afirmação do teorema significa que

E{Fp(@)} - 0(n':)

e

EÍÕTp(@)/õ@"} + E{D'p(@)©p(@)"} - 0(n':)

Apresentamos a seguir a demonstração do teorema. Devemos provar primeiramente que

a vantagem obtida na esperança da função escore perfilado ajustada não é perdida pelo

acréscimo da função O(19) , ou seja, devemos verificar que a esperança da função escora perâ-

lada ajustada permanece de ordem O(n':). Neste sentido, calculemos 27Z(@) = a7p(@)/õ@':

d . /l .

ü}('P) - W('P) + ãhA(V') + ã#o('P)'

Na seção anterior foi provado que

E{W +ã Wl-O(«'D.
Por outro lado,

â {i;«:.:.} - ;$;.:. * i;« lé:. * :.ãl
que pode ser escrita como

â { {.ê''z.z.} - ;.õ:'z.z. -- ;Ê'' {z«ÃZ. -- z.z.,&}
Por expansão em série de Taylor, temos que

.B''(@) .a''(o) + -alt'(o)(ã 0y + 0,(n';/'),

onde Blt'(19) a.B'Ó(19)/al9' e, portanto,

.Ê''(@) .B''(0) + Op(n :/'),
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obtendo-se que .B'ó(@) = Op(n ').

Desta maneira, concluímos que Q(@) = OP(n':) e, portanto,

E {F;(@)} - 0(n':)

Provemos a seguir que o vício da informação da função escorre perfilada ajustada também

é de ordem O(n'i). Por simples diferenciação, temos que

ãõ:@lÃ +êã } â {ã:. -- .'::« -- }.;;'';.:. -- ;;'';«:. -- {.;":.:«}

.&.z. + .&z.© + .&z.,.ã + .pz... + :l {.ê:zz.ü

+ .Õi'Z1.4Z. + .ê:'ii.Zi.,4 + .B:'Z«@ZI. + .B''Z...z.
.

+.ê''Z.,.aE..© + .ê:'It.E.Ó; + .Ó"L.,O:-L...9ã + .B''.L.L." F

Agora, pela regra da cadeia

Z'abc :: I'abrl9c = -Labl9c z.,,ãã-z,..4ãã,
e, portanto, .E... = À,,,À''a..iÀ"a...X'/a..f + OP(n':/'). Em outras pala;vras, -L.Ó. = OP(n).

Também pela regra da cadeia temos .4: = Á.al% e, portanto, .q = .4ltÀ''io'.d + OP(n't/2).

Estamos em condições de percebem' que os termos ÁhZ., .B:b.Lc-Ld, .Bó -L.,1%La .Bó .Lc-La'lera,

.B' .Ló.1%.La .B' .L.bcl'd, Ba 'L'Z'Ó,.l9ró e .B'a-L..L.Óa são de ordem OP(n'i/2), enquanto que os

outros são de ordem OP(1). Então,

aig@lÃ +õw} .4EZ,.,l9: + .,'11;-Ló,l9: + ,4'-L«ó.

+ ; {.Ê''Z.,.êZ,,ã + .ê''Z.&Z..ã} + o,(«-:/D
.4cÀseabeÀcrÀ O'ad + 4cÀseaaeÀcrÀ aad

.F .A ÀrstÀ O'cdÀse(7beÀt'fO'a.f + l {-BcdÀbrÀreaceÀdsÀ /aa/

+.B''.x..x"«..À.,À''.'dF } + OP(n':/')
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Definindo

'',..-Elã;@;lÃ -.-ÕMl},
obtemos

\ilab :: '4rÀreabeaac + -l4cÀreO'aeaac + .4cÀrst.Xr (JcdÀ O'beÀ /O'a/

+ { {.B''.'..«., + .B''"-.'«} + 0("':),
recordando que, na demonstração do Teorema 2.1.1, provámos a relação a.ó = Àó,.À"o-...

Na expressão acima desconhecemos a forma das funções .4' e -B'b. Na Seção A.3, do

Apêndice A, demonstramos que .4: é da forma

":- *'"«'"*...,l»-.« l «'"«'"*.',,

-- *-«'" l *-,,«
Substituindo .4: em (2.7) e observando que a'-" = À"À'óo.ó, obtemos

(2.7)

©ab aacabdÀ À Truz/uwÀrst

-(a..a«+ a..a..) .X"À''.X'"«"À,'/.

'"..'~ -- '....a *"*''«'"«"».«., l *«.«

-- '".."« '- '....a ""*''«'" 1 *, .« '«,'

+ õ"-.'«(-B''+-B")+ 0(«':)'

DiCiccio et aZ. (1996) provaram que, pala qualquer função de ajuste adicionada à função

escale perfilado, o vício da informação será de ordem O(n i) se

(! .X'' - P.P..X'' + P../,.X' + P./.«..,X''.X'' - W...X'' + 0(n':), (2.8)

onde A.ó = Edil.(@)Zó(@)} + E{Z.ó(@)}, E{21.(V')} = --p. + O(n :) e (! é uma variável

nãc-aleatória de ordem O(n'i). Também DiCiccio et aZ. (1996) informam que, para obter

a função de ajuste que faz o vício da informação ser de ordem O(n'l) e que satisfaz (2.3),

devemos fazer (! = 0 em (2.8)
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As expressões de p./, e A.ó roíam obtidas por DiCiccio et aZ. (1996) e são dadas por

,.', - «..*''"''««« ( é*, ,*..« *,.,,»«,.« * {*.«.,*..« - ».«.,*.«,"

-- gaba P

(2.9)

- «.....»"**«'« ({*-.« - *-.,« - {*"«,, *««., -'- *«,,« ''' '~,-
-- ...«..*"*"«««-(;*« *-. «*-,. «..*... - ;*«,,'

+ À,t/,.X«/« + À,t/,À«/« + iÀ,t.À,.. -- À,t«À-/« -- À,t/«À-«

-- ilÀ,t«À.«/, -- !Àt«/,À-« + À,t/«À,«/, + À,t/«À.«/. + Àt«/,À«/«

--:*,,.*,.. - ;*,«*-,« .,»..« -'- '~..*-.«) -- ''«-:,

os que a função -B'Ó é simétrica, no sentido de -B''i :: .B'z', temos que

aac(JbdÀ À s7-ÉuZ/ Àrst

- (a..a« + a..a..) À"À''.X'"«"À,'/.

-(a-a«+ a..a..) .X".X''«'"«"À.«/,

+ (.-a« + a..a..) ,X"À''«'"

+ a..a...B'' + O(n':)

A vantagem de se exigir simetria na função -B'Ó é que as derivadas parciais ÕU}/õ@ó e

õD}/a@' serão iguais. Isto garante, por exemplo, que a matriz de informação esperada será

simétrica

e

Se assumim

x««l«

(2.10)
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bubstituin(lo as expressões ue .Xab) Pa) Pa/r ç Vab çlin \"'-'/ 'l"'""-"'' \a

. - - «..«..*"'««« (;*««, «.,« - {*"«,, - é*««., -'- *«.,« -- *"'-
-- «..«.,»"*"«~«- ({*«.*-. «*-.. - ;*«.,*-« - l*«.,*-"
+ .X,./..X-/« + À,./,.X-/« + ;.X,..,X,.. - .X,.«À«/« - À,./«.X-« - IÀ,.«À«w/,

- {*.«,,*..« * ',..«*««,, * »,..,*,«,, * **«.,*,... * :*,*,*,.. ;*,.«*.«'"

-- l;À,t/.À.«« + À,t/.Às«/«

- «.....*"*«,'««.« (*,..«*,.,« i*,*..*... - ;*,.«*,... * :',..*,«"

-- «.....*"«'«~«- (;*«,.*..« - *«.,»-,« -- {*«.,*,.. *«.,*-.«)

-- o'..o'ó.À'''Àa'z/t" l ;À,t«/, -- À,t/su

* «..«..*"*''«'«««« (l*,,.,*..« *, ,*««.. * ;*.«,,*..« - *.«.,*,«'"

-- a..aó.iÀ''Àú'pt" l ' À,t«/, -- À.t/,«

-- aacObdÀ À Truz/uwÀrst

+ a.c0-bdÀC''.xdsÀt-'uu"Àrt/

+ o'..o'b.À"Àd'Àt"P'"À.t/,

* ......*"*«,"«'*~,, (*«.«

* «..«..*"'"«"«"*~., (*«,«

-- Caco'bdÀcrÀdsZ/tu lr À t/su Arfa/s l -- O'acabdÀ À Z/tu

-- aacabdBcd

? = 0, temos

S

\.tl;«-
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.Então,

...«.."" - ".....*"«'«~ ({»«~ - *-«« - ;*"«., .. * *«.,« -- *«.-)

+ o..aóa.X''Àa'z/t"u"" l ;À,.tÀ.,. À,.tÀ«./« -- 5À,t/,À««

$À, /,.X-« + .X,./.À-/« + À../,À-/« + $À,..,X... .X,*«À«/w

-- À,t/«À«« -- ;À,t«À««/, -- jÀt«/,À«« + À,t/«À««/, + À,t/«À,«/.

+ À.«/,.x../«+ i.x,...x... .x,..*.«/« ./«À-« + À,./«*.«/«

* ;*,.,,*..« - *,*.,*«..« * {*.«.,»,.« - *.«.,*,... * ;*...,»«'

-- À,t/,À-/« + {Àt«/,À«« -- Àt«/,À«/« + .Xt«/,À-/« -- ê.Xt«/,Às«w

+Àt«/,À-/« -- 'Àt«/,À-«

- a..a...x'''.xa''''"p"" l..X,./.À,«/« - !À,./.À,«« - $À,.«À.«/« + i.X,..'X'"w

-- o..aóaÀ"Àa'Àt"p"" l À,.tÀ«/« -- ;À«t.X...

+ o'..o-óaÀ"Àa'z/t"u"" l À,.tÀ«./« -- " À«tÀ...

+ a..o-ó.íÀ'''Àd'Àt"u"" l À,t/sÀ«/« -- jÀ,t/.À««

+ a..aó.zÀ"Àd'Àt"z.,"" l Àst/,À«./« -- ' Àst/,.X«-«,

Desta equação obtemos a expressão de .B'z' dada em (2.6). Observemos que esta expressão

é diferente daquela publicada em Stern (1997) , a diferença estando no coeficiente À"Àz''pt"z.,""

O termo correspondente no artigo mencionado é À"Àó'Àt"z/"". Na seção seguinte obtemos uma

função de verossimilhança perÊlada ajustada sem fazer uso da equação (2.6) e no Clapítulo 3

utilizamos nosso resultado para B'Ó em diferentes exemplos
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2.1.3 Exemplo: modelo de regressão linear normal

Seja y «' N(X/3,@'t/), onde X é uma matriz n x q, /3 é um vedor coluna de dimensão

q, Ó'i > 0 e / é a matriz identidade de dimensão n. Consideraremos como parâmetro de
interesse o de dispersão é e o vetor de parâmetros de regressão P, o de perturbação.

Neste modelo sabemos que é, o estimados de máxima verossimilhança de é, é n/Sz, onde

s' - P:y,

e ii = XP, sendo # = (XTX)'iXTy o estimador de máxima verossimilhança de /3-

O logaritmo da função de verossimilhança deste modelo é

tW, © - -g i.gP«) + ; i.g @ - { }:% - pJ',

lZ

Z

e o logaritmo da função de verossimilhança perfilado é

-L,W - -; i.gP«) +;i.g @ -es',
com a qual obtemos que a função escore perÊlada é

n S2

UpG© ' @

A esperança desta função é

Ín S2'l n n--q qH: ../

" 'lã8 2@ 2ó 2'P'

que não é nula. Utilizamos aqui o fato de que Sa «. é'lx2(n -- q), que implica em E{S2}

(n -- q)@'t e E($212 = varl$2} + E2lSa} = 2(n -- q)@'2 + (n -- q)2Ó'2

Vamos obter agora a função de verossimilhança perfilado ajustada no modelo de regressão

linear normal múltipla quando o interesse é o parâmetro @ sem recorrer às expressões gerais, ou

seja, não utilizaremos as expressões das funções A(19) e O(19), dos Teoremas 2.1.1 e 2.1.2, para

encontrar a função de verossimilhança perfilado ajustada de Stern. O leitor estaria esperando

a utilização dos teoremas mencionados no modelo de regressão normal, porém utilizaremos
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amplamente os resultados nestes teoremas no Clapítulo 3. Interessa-nos aqui aproveitar o

fato de podermos obter expressões fechadas pata as funções A(19) e O(19) e, posteriormente,

no Capítulo 3 considerei este exemplo como uma situação particular dos modelos lineares

generalizados.

Segundo a Definição 1.2.1,

Ã(@) - Ã(é)b(@),

onde Ã(@) = A(8(é)), este termo sen(io tal que

- P(@) + 0(n':)

com

P(@) {Up(é)}+0(m':)' (2 11)

Encontraremos em seguida a expressão de p(@) e pala isso devemos achar a esperança de

dA(é)/d@, que é dada por

Up(@) + .A(@)

e

Logo,

"-M -- ,@ (-.!L
e, portanto,

: (é;'«,) «'«,} * ;'*,
á«{ãõ.Ãw} - @.iw-

que se .4(@) = qé/n, .X(@) = .4(#'), então d.A(#')/dd' - q/n e, desta forma

';ÍãBÃ@l- ''' -á--$--o(«-D.

-Íâ*'«,]

Observemos
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Escolhendo
n

p(ó) - -ã,
(2.11) é satisfeita, concluindo-se então clue

«.*,-T«.*,-T$(: {:
e obtendo-se

".«,- g (:- {)
Definimos

Õ(@) - éÊ''Z.Z. - ;.ê#@up(#')up(@)

- é;" ($)' (: - $)' ,
onde Q(@) = O(O(@)).

Fazendo (: = 0, onde (: vem da equação (2.8), obtemos

b..b.bXÓ'b -- P+P+XÓ'P 'F p+l,XÓ' -F a.b.bP+jrX$'b)X© -- q.P.bX+4' = OI.n 2 ).

e dado que Àé' = 0 se r # é então

b..}.bXó'b -- r)2ÓXÓ'b -\.. p+l+X+'b -t a.b+p+l+ÇX$'b'f 'Q.}.bXÓ'P - OI.nr\: 2 ).

Note-se que À@@ :: l/ÀÓ+ e que

*«--l; l ',«'*;:«*-$$':'-«:,'

Observemos que

; l-;:.;''«' *; :«*- {$'* - «:,'1 - $ - ;$'* - «:,'

Então.

;l ',«,*;:«*-l$''';-«,'
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2.©' in e a.b.b = --n,I'2P. hssxm,

2
2@' q

n

Por outro lado
g

e substituindo a+é e p@/Ó em (2.12), obtemos

-T.«« * á * ($)
ou seja

.2 n
+

n :$)T *T««« - ''«'',,

-« '- R "«. - '(«'D-
Nesta situação,

'"" ' '**.««*'"»"«'« ({».«.« - ***.,« {*",«,« {'«.«.« * »*..« * *. .~)
-'- "*«~.""*"«««- (é*« *-« - *~.*-,« «*-« ;*«'-«

+ À#t/óÀ«/« + À+ü/ÓÀ«./« + 5.X4t«Àé.,. -- À,t«Àé,/« -- Àét/«À#.«

- ã.X+t«À««/é - $.Xt«/#.Xé«« + .Xét/«.X.«/é + .Xdt/«.X#.,/. + .Xf«/ÓÀÓ./«,

*;»«.«*~« - ;'...'~,« - ;**...**«« * ** ,.*~,«) * ..«-:,,

e os cumulantes À+@t«, À#ét/«, Àét«/d, À+t/é«, À@éü, Àdt/ó, Àé./«, Àét/«, Àdu/w e Àót/, são nulos.

Portanto

'" - «««- ({*««**,« *«« »««**« -- {*««**-) --.'«-:,,

mplesmente

Aó* - -á«*'«""Àó.«À+:,. + }«'"«""À#...xó«« + o("':),

que e s]
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já que À../é = Àé.« e Àt«/Ó = Àét«.

A expressão do cuinulante Àt. é dada em (B.3), e dado que Àdt. = dÀt«/d@, obtemos que

ÀÓ.« = - },z::i zztzz«. Portanto,

«"**,.»«« - .$:g «~«««, x: """«- -

n P+q P+q

}«'"«""'..«»*«« - á E E "''"..«.« E
Z,m=1 t,'u-:1 %,lo-:l

e, desta forma, obtemos que

e

P 2;mu ;mw

q . q'
'*«- #*#

As expressões dos cumulantes e as somas anteriores são desenvolvidas em detalhes no próximo

capítulo e no Apêndice B. Então,

gfq'« - : + o(«'D
ou

"~ - :% + o(«'D,
e desta expressão obteremos a função -BÓ+

Pr.r dpf; nipõnY"

«.* - - {$ (*'*, * ;'«,)

d2
A.(@)

d@2

Ja que

Logo,

Í)

««* - -Í;;'*,}
e

0(@) ;.'""'.;,' - ;,~ (â - #y
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Portanto,

l
2

l

2

S2
2

S2
2

: *;«"â ($ - {
'*«" ($ é:

2

e
d2

Õ(@) -
d@2 ; ($,": :â {)'*,(â«":

3n2 mS2

4@4 2@3

'nS2 n2

4@2 4@3

Podemos, então, escrever

d2
Õ(@)

d@2

l
2 ;,") 'Í$ -Ç}' -$

; * $) «" * ..«':,

(2.13)

e

-Í$ {1' 2n -- 2q + q2

Seja

então dB'i'b lü$ = 4qjna @ e da B'b'P ldOn = 4qlna

Substituindo -Bé+, dl?ÓÓ/d@ e d2-B+@/d@2 em (2.13), obtemos que

'; {$õ@} - 4; -'- '(«'o,
como queríamos demonstrar.

Encontramos que a função de verossimilhança perfilado ajustada para @ é da forma

;,'*'--;"..'«*;:..*-é--{(: *3(:-ÍI
e durante o desenvolvimento deste exemplo mostramos a dificuldade pala encontrei a8 funções

de ajuste A e Q. O Capítulo 3 será dedicado a obter estas funções nos modelos lineares
e:eneralizados

2

(2.14)
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2.2 Correção de Bartlett para o teste da razão de verossi.

milhanças ajustado

Em problemas regulares, a estatística da razão de verossimilhanças )'V(@) possui distribuição

assintótica qui-quadrado com p graus de liberdade (ver, por exemplo Wilks, 1962, P. 410,
Teorema 13.4.3) e erro de ordem O(n'i). Isto implica que

E«{W(@)} 0(n':).

A ideia da correção para o teste da razão de verossimilhançm, originalmente devida a

Bartlett (1937), visa à construção de uma modificação da estatística )'v que tenha distribuição

mais próxima da distribuição qui-quadrado de referência.

Seguindo as técnicas de Bartlett (1953a,b, 1955) para construir intervalos de confiança

modificados, Lawley (1956) demonstrou, através de um procedimento algébrico complicado,

que é possível definir uma estatística modificada )'v*, cuja esperança mantenha-se p a menos

de um erro de ordem O(n'').

Lawley obteve o valor esperado de )'V até ordem O(n'l) como

E«{W('P)} - p {1+ ((0)/p+ 0(n'')} ,

onde ((19) (Cordeiro, 1987) é tipicamente de ordem O(n':), depende de cumulantes de deriva-

das do logaritmo da função de verossimilhança e eventualmente pode depender do parâmetro.

Em situações como estas, o argumento dado em Barndor#-Nielsen & Hall (1988) mostra que

se substituímos ((19) por ((d), a aproximação por X' continua de ordem O(n':).
Lawley mostrou ainda que, definindo

w*(@) - w(@)/{l + e(o)/P},

onde 1 + e(19)/p é conhecido como fator de correção de Baitlett, todos os cumulantes de

}'V* coincidem com os correspondentes da distribuição x2(p), eliminando-se termos de ordem

iguais ou inferiores a O(n 2). Desta forma, temos

E.{W*(@)} - p + 0(n'')
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Inúmeros artigos roíam publicados apresentando correções de Bartlett em problemas es-

pecíficos e para modelos amplos, bem como, métodos alternativos de cálculo das correções de

Bartlett. A expressão para ((O) fornecida por Lawley (1956) foi posteriormente muito explo-

rada (Cordeiro, 1983, 19871 Cordeiro & Paula, 19891 Cordeiro & McCullagh, 19911 Cordeiro,

Paula & Botter, 1994, entre outros) e estendida a outras estatísticas de teste que convergem

para uma distribuição qui-quadrado sob a hipótese nula (Cordeiro & Ferrari, 19911 Cordeiro,

Feriari & Paula, 1993; Clribari-Neto & Ferrari, 1995, entre outros).

Definimos a função de verossimilhança perfilado ajustada como .LP(@) = -LP(@) + M(@),

onde M(@) é uma função, chamada de ajuste, de derivadas de ordem OP(1). Por exemplo,

no Teorema 2.1.1 podemos escrever M(@) = A(@) e no Teorema 2.1.2, M(@) = A(@) + O(@).

Para realizar inferências, definimos a estatística da lazão de verossimilhanças ajustada
como

W(@) - 2ÍÊp(7) - Zp(@)},

onde

Lp(V')

Somando e subtraindo .LP(@) na definição da estatística )'V vemos que

Í,pQ$) = LpQ$)-FMQ$Õ-FLpQ$b--Lpq$b--MQ$Ü LpQ©)

LpQ$)-- Lpq$)-FLpq$)-tMQ$Ü-- LpQ$) MQ©),

o que nos permite escrever

W(@) - W(@) + 2lZp(@) - Lp(@) + M(@) - M(@)}.

Em problemas regulares, i©(@) tem distribuição nula Àl2(p) com erro de ordem O(n :) e,

segundo foi provado em DiCliccio & Stern (1994), a estatística

}©* (@) + i(.p) /p} ,

tem distribuição X'(p) sob Ho com erro de ordem O(n'') onde e(19) é definido como

{(0) (0) + et(0), (2.15)
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entendo o fator de correção de Bartlett obtido da verossimilhança usual e

{t(0) 2EolZp(7) - Zp(@) + M'(@) -- M(@)},

créscimo devido à consideração do ajuste.

De maneira geral, DiCiccio & Stern (1994) mostraram que

(t(0) = À'' (©.ó -- P.PÓ) + 2ÀÓ''À''PÓ (À-/t -- ;À«t) -- 2À"P./, + 0(n';/'), (2.16)

onde p./. - õp.,/al9' foi dado em (2.9), ü.b sendo dado em (2.10).

Nosso objetivo é obter a expressão de (t(29) quando o ajuste considerado é o de Stern e

pala isso identiâcaremos os termos necessários em (2.16)

Substituindo .B'Ó em (2.10), escrevemos

".' - "..«..*"»''''«««« ( *,,.*««.« {»,..»««« )

a'..aóaÀ-Àa'À*"z/"" l À,t/,À«.,/« -- l À,t/sÀ««

-- a.ao'Ó.À-Àa'À*"u"" l À,t/sÀ«/« -- 'L À,t/sÀ««

-- a..aóúÀ-Àa'ut"p"" l Àü«/,À«/« -- IÀt./,À-«

-- o'.aaó.À"Àa'pt"p"" l Àt«/,À,./« -- l Àt«/,À««

* «.....*"**«« (*«.- - ;*~«.,) * '««*"'"«« (*«.- - {"~«''

+ o'..o'ó.zÀ"Àa'Àt'p"" l {À,,tÀ... -- À,,tÀ«/«

+À, /,.X-/« + .X,./,À-/« - :À,*/..X-« - ;.X,./,À-w

+ a..o..À''Àa'p'"p"" l.iÀ,t.À,.. -- À,t«À«/« -- À,t/«À-« + À,t/«À,..,/,

+À,t/«À.«/, + Àt«/,À«/« - iÀ,t«À««/, -- l;Àt«/,À«w

«.....»"*"«« ({»« - »«..« -- *~..« ''' "".- - {"~«.. «''

com ((t9) repres

o a
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que se reduz a

tllab = abdÀ À sZ/tuZ,/uw (ÀT'stÀuu/w stÀuuw

] ]

+ Àt«/.À-/« -- áÀt«/.À-« -- áÀ,t.À... + À,t«À«/«

+À,t/«À«« -- À,t/«À.«/« -- À,t/«À««/, + ' À,t«À«w/s

*""'«« (;»« «««)
-- (Jacabd

Por outro lado,

".«' - '....,*"*"«««-(*«..*-.. »«,.*... *,~*-.« -- }*,..*-«

lembrando que 'rt" = À'" -- p'", temos

,,x'.x'*«. (À«.. - {,x«.) - '«..À'''.x'".x''««« l .x-.,À-,«

;*,,.»«..« *i',.,*«""

e,

u'w

Também obtemos que

''"".,, - ,«..*"*"«'««" (;*,..,*..« - *,...*««.« * {*.«.,»,.« - *...,*,«,"

-- 2a..À"À"p'" À,t/,«

q/ab Pó:: (JbdÀ À z/tuz/Bula Àuu/w ÀrstÀuuw

] ]

+ À.«.,*-'« - á.x*«.,À-« - ãÀ,...x,.. -'- À,.«'«'"

+ À,t/«À-« -- À,t/«À.«/« -- À,t/«À««/, + ;À,t«À««/,

**, .*,«,. - ;»,..,*... - ;*,..*,«,« * }*,*.*,«"~

}..X- Xa; Utu
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Agrupando convenientemente os termos, vemos que

a(") - À''À"À''«"«" (À«.À-,. - ;À,,.À..« -'- À.«.;*-,.

-- ;À,t.À... + À,t«À-/« + À,t/«À«« -- À,t/uÀ.«/. -- À,t/«À..«/.
] ] 1 1 '

-'-'iÀ,.«».«,, -* À,...*.«,« jÀ,...À.«« ».«.« -'" ãÀ,..*-«

-- o'..aódÀ'z'À'''Àa'pt" l ;À,.t. -- À«t/«

-'- »..*'»"*««- (*«..»-.. - ;*~.,*-« *,«*-.« -- }',..*-«)

-- 2a..À-À"p'"z,"" l.$À,t/,À-« -- À,t/,À-/« + $À««Àt«/. À-/«Àt«/.

+ 2a..À"À"z/'"

A matriz de funções de cumulantes a é difícil de ser obtida. Por esta razão utilizaremos a

.ação 1-" = a.z,À-À'z' com o intuito de simplificar a expressão anterior.

Desta forma,

{*(o) - - '~''À''«'"«" (À«.À-.. À,,.À..« -'- À.«,,*-.. éÀ.«,.'-"

iÀ,t.À... + À,t«À-/« + À,t/«À«« -- À,f/«À.w/« -- À,t/«À.«/,
] ] ] ]

+á.x,.«À.«/, + ,x,./«À,«/« - à.x, /.À «., - àÀ,..À.«/« + à.x,*.À'".

-- o'ódl-õ''Àa'z/t" l ;À,.É. -- À«t/u

* :,"*''«" (*,,..»««.« - {*,,..»... - ;*,..»,.,« * }*,,.*«-:

- 2r"p'"z,"" l. !À,t/,.X-« - .X,t/,À«./« + !.X-«Àt«/, .X-/«Àt«/.
l

+ 2r"pt" .Is -- 'X.tlsK2
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Utilizando

{t(0)

agora a relação 1-" = À" -- z'" vemos que (t(19) pode ser escrita como

-- o'ó.Àb'Àa'l,t"p"" l À,stÀ«/« -- {À«tÀ..« + Àt«/.À-/« -- ;Àt«/,À-w

-- ;À,t.À,.. + À,t«À-/« + À,t/«À«« -- À,t/«À.«/. -- À,t/«À««/.

-'-;»,~*-.. -- *«,.*-,. - ;*«..'... - ;*,~*-.. -- :»,..*«,«)

+ a.,pó''.Xó'p*'p"" Ç.X,...X-/« ;.X«.À..« + .Xt«/,À-/« - ;.Xt«/,À-w

-- ;À,t.À... + À,t«À«/« + À,t/uÀ«w -- À,t/«À.«/, À,t/«À««/.
] ] l l

-'" ã*,.«*««., -* À,*..*.«'« - á*,...*.«« »,«,« -''-' ã*,..À,

«..*»*''«*« ( {*,..« *,,..« ) * ..-«»*''«*« ( {*,,.« *,,''«

* ,,"*««- (»««*-.« '«,.'... - ;*,«*-.« -- }*,.*»-«)

- ,,«,~«- ({*«..*..« - »«.,»-.« * {'«..*,.« «,,»-,«)

+ 2r"i''" l ;À,t«/, -- À,t/,«

da matriz z/, os termos da expressão anterior onde aparece uó' são nulosPela forma

portanto,

et(0)

e,

-- l-"pt"u"" l À,.tÀ«./« -- ;À«tÀ..« + Àt«/,À-/« -- ;Àt«/.À-«

-- ;À,..À... + .X,t«À«/« + À,t/«À-« -- À,t/«À.«/. -- À,t/«À.«/,
] ] 1 1 '

*ã*,.«*.«., * *,.,,*.«,« - ã*,...*.«« ã*,.,*.«,« * ã*,..",«"
l

X«;tluÀ,,t.U
2

]

+ 27-"z, áÀ,t«/. -- À,t/,«

* ""*««- (}*«,*-« .*... - ;*,«*-.« -- *-..*-,«)

«««- ({*«,.*..« - »«.,*-.« *-,« -- {*«.,*-«)
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ul)servimos que os coehcientes do primeiro e do quanto termo, na expressão anterior

coincidem, assim como os coeficientes do terceiro e do quinto termo. Concluímos então que

F(") - «" (À-.À-.. À,.*À..« - À.«,.À-,. -'- ;À.«,.*-"

-- $À,É.À,.. + À,t«À«/« + À,t/«À«« -- À,t/«À.w/«

- .X,./«À««/. + $À,.«.X,«/. + .X,./.À,«/« - ãÀ,./.À.«w

--iÀ,t.À.«/« + }À,t.À..« + À,.t/,À-« -- 2À,t/.À-/«

-- ,,","«- (}*«,«-. - ;»-.**... - ;*,~*-.« -- »«.*'-,"

r"p'" Í ;À,,t. -- À«t/« À,t«/, + 2À,t/,«

constituindo este o termo adicional da coneção de Bartlett para a estatística da razão de

verossimilhanças perfilado ajustada de Stern.

)

(2.17)

2.2.1 Exemplo: modelo de regressão linear normal

Na Seção anterior foi obtida a expressão geral para o termo adicional et da correção de
Bartlett pala o teste da razão de verossimilhanças ajustado de Stern. Aqui nos dedicaremos a

obter a expressão de (t quando o modelo é o de regressão linear normal múltipla, definido na

Seção 2.1.3. Não utilizaremos o resultado em (2.17), mas sim desenvolveremos uma expressão

para o valor esperado de )W(@). Posteriormente, na Senão 3.2.1, obteremos (t para os modelos

lineares generalizados a partir de (2.17) e obteremos o resultado correspondente para o modelo

de regressão linear normal como um caso particular.

A estatística da razão de verossimilhanças neste modelo é

w(@) n log n -- n log S2 n nlogé+ éS',

onde S2 foi deânido na Seção 2.1.3.

Nosso objetivo agora é obter a esperança de )©(é). Como Ó$2 X'(n - q), temos
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E{S'} Ó-:(n - q), «rÍS'} 2@'2(n -- q) e obtém-se

nÍW(é)} nlogn nEllog$2} n - n log @ + (n - q) (2.18)

A esperança de )W(@), até ordem O(n :), nos permitirá definir a correção necessária para

diminuir o vício da esperança da estatística da razão de verossimilhanças. Clom esse objetivo,

consideremos a seguinte expansão em série de Taylor no ponto nÓ-i:

i.g s' - log «@-: + =:.T(s' - "@':) + :ab-i(s' - "#'':)'+

ia8:ãw' - "ó'D; - ãaõ-i(s' - «@'D' +

Utilizando a função geradora de momentos da distribuição qui-quadrado, obtemos que

@'E{(S'y} - 2(n - q) + (n - q)',
@;E{(S');} - 8(n-q)+6(n-qy+(n-q)3,
é'E{(S'y} -48(n-q) +44(n- qy+12(n-qy+(n- çy

e

@E].b'' -- n0''.} = -q,

é'E{(S' né':y} - 2(n - q) + q',

é:E{(S' -- né :);} = 8n -- 6nq,

@'E{(S' - nÓ :y} - 12n' + 0(n';).
Assim

-Í:.; s'} - :.:« - :; -* o(«'D,

e substituindo em (2.18) obtemos

nÍw@} - «i.g«+«i.gó-«i.g«+«+!":' +M
+ ! - n - nlog@+n-q+0(n''),

aue se reduz a

E{W(@)} l+3qT+6q+2+0(n'').
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Este resuitaao permite-nos aennlr a estatística (la razão cle verossimilhanças corrigida
como

»*'«, - (: * #4P) ': ».*,,
cle onde vem

E{W*(@)} - 1 + 0(n'').
l)esta forma encontramos

3q2 + 6q + 2
((d') - =1'--l:!-=. (2 i9)

Procederemos agora à obtenção da expressão de {t neste modelo. Da função de verossimi-

Ihança perfilado ajustada de Stern .LP(@) dada na Seção 2.1.3 temos

:,'*' - -;:.:''«,*;:.:,- {;'*{(: ;) --í(:-$y
e

".«,- ,l-;:.:.'«,*;:«*-i''*{(:-}) *{(:-;
* :.;''«,-;:..**e'' Í)-{(:

2

[ z.Z]]}

Lembrando que

obtemos

:«* - :« ** :« 1: * â
e dado que @ := n/S2 temos log @ :: log n -- log S2. Também

@.g' . @2' 2

2 ' 4g 2

F{)''

:''"6,.:-'#-: -(«.'':-;DÍ.
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Substituindo estes resultados em (2.20) vemos que

:i;y(#') - 2 l ; Ioga - ; loas' + l; log

;:..«* {''
-g(«.'-: - sD - IÍ$(«@-:

(2.21)

Para escrever de maneira mais simples a esperança da estatística da lazão de verossimi-

Ihanças ajustada de Stern acima utilizaremos duas expansões em série de Taylor, a primeira

delas é

'r= - : -- ; -{ -.- :
que será aplicada na função yrl + ã27aà2. Como

'(É)' (: *$)
o btemos

::*g g*g*''«-',)
-É -- { -S -- o(«-D.

A outra expansão em série de Taylor a ser utilizada é

:.:o -'- «) - « - { -'-' { - -í --

U bservando que

log

obtemos

q g, -- :Ê -- o(«-D,
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e, portanto,

: -g - :: ' g; + '(«'n.
lã,mbém,

«' . q qs
- ii+á +o(«''),

- IÍ -- â -- o(«'D

q'
- ah + o("'').

Substituindo as expressões já obtidas de Eln@'i -- $2}, E((n@'i -- S2)2} e Etlog S2} em
(2.21), obtemos

2
e

E{W(@)} - 1 + Ú + O("'')
Podemos deânir então a coneção de Bartlett para a estatística da razão de verossimilhan-

ças ajustada de Stern como

{(@)

e, lembrando que {(@) = e(Ó) + et(@) com ((@) obtido em (2.19), temos

{t(Ó) - --C - !2n n

e concluímos que a estatística }'V(@) corrigida é da forma

l \ --l

w'(Ó) l l + ;Ê l W(é)3n/

Posteriormente, na Seção 3.2.1, observaremos que a expressão (2.22) é obtida também

através de uma situação particular nos modelos lineares generalizados

(2.22)
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Capítulo 3

Ajuste para a verossimilhança

perfilada em modelos lineares

generalizados

Desenvolvemos no capítulo anterior resultados gerais acerca do ajuste de Stern para a verossi-

milhança perfilado e da correção de Baitlett para o teste da razão de verossimilhanças obtido a

partir de tal verossimilhança ajustada. Neste capítulo, aplicaremos os resultados aos modelos

lineares generalizados.

Duas situações serão consideradas: na primeira o parâmetro de interesse é o de dispersão

que, nesse caso, é ortogonal ao vedor de parâmetros de perturbação. Na segunda situação, o

vetor de parâmetros de interesse é parte do vedor de parâmetros de regressão e a ortogonalidade

não ocorre. Obteremos, em cada caso, a verossimilhança peifilada ajustada e, posteriormente,

a correção de Baltlett para o teste de interesse.

Nossos resultados são avaliados através de simulações de Monte Cano. No primeiro estudo

de simulação, consideraremos de interesse o parâmetro de dispersão na regressão linear normal

múltiplas a seguir, consideraremos os parâmetros de regressão como de interesse e @ como o

parâmetro de perturbação. O modelo de regressão gama será considerado posteriormente.

59



Interessa-nos, nessa situação, fazer inferência sobre parte do vedor P

Em todos os exemplos de simulação comparamos o comportamento do teste da razão de

verossimilhanças, do teste da razão de verossimilhanças ajustado e de suas correspondentes

versões corrigidas por coireções de Bartlett.

3.1 Função de verossimilhança perfilado ajustada nos

modelos lineares generalizados

Os modelos lineares generalizados foram introduzidos na Seção 1.3 e, tanto aqui quanto na

Seção 3.2, não faremos restrição quanto à função de ligação. Já nos exemplos das Seções 3.2.3

e 3.2.4 consideraremos somente a ligação canónica.

3.1.1 Dispersão como parâmetro de interesse

Se nosso interesse é realizar inferência acerca do parâmetro de dispersão, podemos utilizar

a verossimilhança perfilado com este objetivo e para isso consideraremos @ :: @ como o

parâmetro de interesse e ( = P, o vetor de parâmetros de perturbação, de dimensão q. Estes

parâmetros são ortogonais no sentido de Cox & Reid (1987), ou seja, El--õ2.L/a@aõi} = 0,
para { :: l,...,q.

Desenvolveremos a seguir as expressões das funções A(19) e O(19), dadas nos Teoremas 2.1.1

e 2.1.2, correspondentes aos termos do ajuste de Stern pala a verossimilhança perfilado nesta

situação. Os cumulantes de derivadas do logaritmo da função de verossimilhança necessários

à obtenção de tais quantidades são dados no Apêndice B

Do Teorema 2.1.1 e dado que a = @, temos

"w - »"*:' l,«:« ;»*:. l ««,

onde LÓ é a função escore para o parâmetro @, ou seja

Lé - >1:Íz/.o' z,(o') -F '(z/.) + dí(ó)}-
Z l

(3.1)
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Da ortogonalidade dos vetores é e /7 obtemos que À@Í/j = 0, já que À@{ = 0, e utilizando a

matriz de pesos W, definida na Seção 1.3.2, podemos escrever

:l '«, «» / q

À:'À«:. - 1>: À:' >1: -.««"«:««. - }: ,x:'««:"«.
í,.j=1 m=1 m=1 \i,.j=l

,'-:E".,-,
m=l

onde z.. = --@ },çj Àijz«iz«j é o m-ésimo elemento da diagonal principal da matriz Z

definida como Z = X(XTWX)'iXT. Então

é':trlH'Z} - @':trlWX(X"H'X)':X"}
é':trlx"wx(x"wx)':} - g'

Como À@''} = 1/mail(é), obtemos de (3.1) que

Ã(#') - -3a}(8có'
onde ZÓ iguala-se a .LÓ avaliada em P, o estimador de máxima verossimilhança de /3.

Obtivemos assim a expressão pala o termo de coireção do vício da função escore perfilado.

Desta forma, a função de verossimilhança per61ada ajustada .LP(@) + A(@) possui vício de

função escoie de ordem O(n':), onde

Lp(#') - #' >ll: {z/.a - ó(?) + '(3/')} + «a:(ó) + >.: 'í,(z/'),

é a função de verossimilhança perfilado para o parâmetro de dispersão nos modelos lineares

generalizados, na qual 0 = í?(P).

Desenvolveremos agora o termo adicional pala a correção do vício da variância da função

escoie perfilado, a qual constitui a principal proposta no ajuste de Stern. TYabalhaiemos

aqui, e nos seguintes desenvolvimentos, com a expressão da função .B'Ó obtida por nós (ver

Teorema 2.1.2 e equação (2.6)).

[ l Z l

(3.2)
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piç u \z.u,J quando a :: o :; ç), vemos que

""" - *'**«"»''*'' ({*«.««.. - »«.'"*,. - :*«:.'*.,« - *«,.»«*. * *«,,'*''«

\" X.bilj\.bl/K -F xij14.x+K/L -- '3Xijl.bX+Kt

* "'"»"'*"»'' (:» * * - *.««"..,. * *.*.«*.,,. * 4***.«'','

+' }..b.b/.Ó\ +i/l - \X.b.b/.bXÓjt

+ ÀédÀdéÀikÀjz ( IÀé# Àjkz -- Àé.HÀjh/z + À@/dÀjk/i ' IÀ@:/+Àjkz

'VX.»/.bXJKll -- '0\©l XJK

-- ~~"*" (;*«« - *'« « - ;*«* -'- *«. -'- *",.'
õs cumnla;lhes \.bK/t, \ i/j, X.}l/k) x@Klt) \+j/t, X.p.», X.HI.b, X.b.tÂi. X+.bili, X.»jf.b e X.bil.}j são

nulos pela ortogonalidade entre os parâmetros @ e /3. Desta forma, a expressão anterior se

Avaliando a ex

"" - ""*""»**' (;*«.*«. - ;»«,*~« - ;'«~*« )

-- ""*"""*" (;»«.»«. -'- ;»'««"«. *«*"'

Uma vez que Àki/ó - À@#l, ÀiJ/Ó = À#i.j e À#@/ó = À@d#, obtemos

"** - *""**"»:**''({*«,*«.. {**:,".*. ;*«:.""*''

* »""*"""*" ({**«*«. * ;».«»«. - {*««'"'

Bóó - - á .xéó.xóó,xóóÀJ'.xóóóÀ+j. -- ;.x+éÀd'é.xi*.xj'.xdijÀék, .
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Como À@é# (@) e ÀJ'À+j: - q/@, temos

q n n

ÀikÀJ'ÀdijÀ+À;: - >' ÀÍkÀJ' }, --Wm:Zm: Zm:j }, Wm,Zm,kZm,'
{ ,k ,.7 ,Z=1 ml :; ] ln2 :: ].

n q q

}: «,.: >1: À:*"m::"m,* >1, ÀJ'"m:.j"m,'"m,
I'ni ,7n2::l {,k:=1 .j,Z=l

é-' i"m'(z ® z)w'i,

já que tanto --@ }:tj;.: ÀákZ..iZm,k quanto --@E:;,..: ÀJZz.:jz.,z são iguais a z...,, o ele-

mento (mi, m2) da matriz Z. Na expressão acima foi utilizado o produto direto de matrizes

simbolizado por ®, também conhecido como produto de Hadamard (Rao, 1973).

Utilizando o resultado (CI.2) do Anexo C e observando que a dimensão da matriz XTH''X

é q, concluímos que ,XákÀjlÀÓ jÀéÉ;z = q/@2. Obtemos, portanto,

p l nd:"rÓ'l .g
' 2 (mail(@))3 @ 2 (ndr(é)y @''

que pode ser escrito como

.« ' rglK© . .!
z@ \.«alÇÓÜJ \.a\çóü ' @

Conclui-se, da definição de Q(19) dada no Teorema 2.1.2, que

;'*, - (W -- i) :ã
Assim, o logaritmo da função de verossimilhaça perfilado ajustada pala o parâmetro de dis-

persão é obtido a partir das expressões (3.2) e (3.3) e é da forma

:,'*' - ",'*' (-hy (#$ -- i) :ã

(3.3)

(3.4)

3.1.2 Exemplo: modelo de regressão normal linear

Este exemplo já foi estudado na Seção 2.1.3 e aqui o consideraremos como um caso particular

dos modelos lineares generalizados. Nosso objetivo é fazer uma verificação parcial de que o

resultado obtido por nós pala a função -B'ó em (3.3) está correio.
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A 1:.... n. lan..;4-.ü ,.i. l:,.n.=,. 'lo T,o'-'-...;,..;lh.3nna 4:n; nl-.+;HQ na aor'nn rofQr;f-la r-.nHa
rx luilllill t.ili iui$ariitliiit/ \,Lai luliçícbv \xtf VEfl\ii)Ollllllxl( ll\íu xvl v /u&\Ato JLI(A u\.f\ulv x\.fJL\./XIL\x( ) vxx\JLv

chegamos à função encore para '# como sendo

n, { . d)

'"-% Ç: }
Nesta situação, dt(@) = log(@)/2 e ail(@) = --1/2@'. Com estes resultados podemos escrever

(3.2) como
q T q'bT

h.Ç$b = -- ; . \l.b = !=-L.p,
,««( '" " '"

e substituindo a expressão da função escore para é, obtemos

Ã@-g(l 4
Agora, observando que úil(@) = --1/2@', aql'(@) = 1/@s e que .LÓ = -L+ temos de (3.3) que

;'", - $:í - 3 (:
e, então, o logaritmo da função de verossimilhança perfilado ajustada é

Na Seção 2.1.3 desenvolvemos este mesmo exemplo só que, naquele momento, não fizemos

uso das expressões das funções de ajuste A(19) e O(19). Se compararmos a expressão do loga-

ritmo da função de verossimilhança perfilado ajustada obtida em (2.14) e a expressão acima,

concluiremos que elas coincidem. Esta é, portanto, uma verificação parcial de que nossos
resultados estão correios.

Para ilustrar o comportamento das funções de verossimilhança períilada e perfilado ajus-

tada simulamos cem amostras, com tamanho de amostra n = 10, do modelo de regressão

]V(X#,@':l), para o qual escolhemos /3 = (1, 1, 1)T, @ = 1 e a matriz das covariáveis X

foi obtida através de amostras independentes da distribuição uniforme no intervalo (0, 1). O

resultado é apresentado na Figura 3.1.

Observamos desta figura que o ponto de máximo da função .LP(@) é mais próximo de um do

que o ponto de máximo da função LP(@), e portanto, o estimados obtido da verossimilhança

:,'*'- ,«--$'««-$--{(:
e'
@,

64



Figura 3.1: Comportamento médio, em cem amostras, do logaritmo das funções de verossi-
milhança perfilado e perfilado ajustada. Parâmetro de interesse @ = 1, n = 10 e vedor de
parâmetros de regressão # = (1, 1, 1)T

perfilado ajustada tende a ser mais próximo do valor do parâmetro. Isto nos mostra uma das

boas conseqüências de ajustar as verossimilhanças perfiladas e constitui um indicativo de que
os nossos resultados estão correios.

Provaremos a seguir que a função

exigidas. Primeiro provaremos que

escore perfilado ajustada satisfaz as propriedades delaC r r S S e

nÍã8z,M} - o(«-D-

Neste sentido, encontremos agora as funções dZp(@)/dé e d2Zp(é)/d@2 e as esperanças cor-

respondentes. Assim,

i;:,'*, - ; (i (: - íl
e

-ÍÜ;,'«,} - $ - ;-Í1;} - 3-Í1;} - 3-Íl;} -- #-Íá
Como @S' «. X'(n - q), temos E{S2} = (n -- q)/@ e, portanto, EÍI/é} = E{S2/n}

(n q)/n@. Lembrando que EÍ$212 = var{,S'2} + E2ÍS2}, e que varÍ$2} = 2(n -- q)/é2;

65



obtemos

E{.;;
@'

Desta forma, podemos escrever

'ZI''l . gz..© ... b:d
« / J «'@' ' «'@'

E

'Íá:,'«, ]
n 'n-- q

q q'
+

q(n - g) 2(n - q) . (m - q)'N

g3

2n2@'

que é uma função de ordem O(n':), como esperado.

Verifiquemos agora se também

-{
2d

-=-- L +E
d@ $z, l-o(«'o

Com este objetivo, obtemos

d /'n n

dÓ X.2Ó 2lÃ
q . q'b gn

+

e

-Í$:,'*,} : -$*-Í#}

á; -' á; + o(«'D-

'2(n - q) . (n - Çy
n2#2 ' «'©'

qaq

Também,

â:,'",:
7'2,'i

4

4 \.@'
n2 n2

ng

é
2 1

2 l
.é }) (:-$

+
*$ (:-$

nq@ /'l l

2ãa \~@ '$,

Z@ d3 A:$4

2

nq /'l l

$ *~...# '$.
.w +u ...É -

é
2

m'

Tomando esperança, temos que

E 1 } 7 {áJ--g''Íi
á} - «'«' {á} * g-Íi]* «'' {i } 2

(3.5)

66



Como

-Íi}
-Íá}

'; {l;} -mho(« -õ -- '(«

-Í;
- çy + (n - q);),

t.;ãF(48(" - q)+ 44(« - çy + í2(" - q);+(n - çy),
obtemos

'} n2

4@'

. n -q . (n -Çy n(n - q)
2W ' A:ÓA 2Óa

q(n - q) . 3q(n - q) . 3q(n Çy

©' ' '«© ' 'z«'F
. q'(n - Çy 4q(n - q) 3q(n - Çy

' n2$2 n2©' «'#
8q'(n - q) 6q'(n - Çy q'(n - q):

na0* néon «P#'
. llq'(n-qy . 3q'(n-q); q'(n-qy

n4Ó2 ' n4é2 ' 4n4@2

+ 2q:(n - q)
n'.#2

q(n - q):

d

Desenvolvendo os termos da expressão anterior, temos

-{ (á:,'*,)']
'r\' . 'n, q . 'n' nq . q'

A:W' ' 2©' 2# ' A:© 2$2 ' A:#'
ng

. q2 3q2 . 3nq 3qz . 3q3 . 2q2

' @ ' ai * ã@ ' @ * 5;@ * =@
. q2 2q3 . q4 4q 4q2 . 6q2

' On «,On ' «'W' «»@' ' «?Ón ' «»#
nq . 3q2 3qs . q4 8q2 .
2# ' '2©' 2«,dn ' '2na©' n2ón '

. 12q3 6q4 q2 3q3 3q4 . q4

' naW' nada ©' «.#' naW' ' nsÓ
12q3 . liga 22q3 . llq3 . 3q2
n4© ' «'$2 n3# ' n4@' ' «-#'

3qs . q2 q3 . 3q4
naW' ' A:$n «-© ' '2ha#a

2qa

3q3

8q3 6q2
n3$2 «Ó2

12q2

nsW' ' «P©
9q4

q6
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Vários termos são de ordem O(m':) e, então,

-{(i;,'*,)'1- 4*$ Ü*é-$
. q2 . 3nq 3q2 . q2

' Õa ' 2#' 0a ' #'
" q nq /'l l

@ (! -ã--:-

*$ (} - ; * : *g * }:

$ -.- ''' -- '(«'D
3 1\
! '''sJ
+ 0(n :).

Podemos concluir que

-{ (i:,'«,)'} * - d2
T=Lp qÓ]
d@2 + :@ - $ - $ -- 4; -'- '(«'u,

ou sela,

nÍãõz,@l' + E
Provámos então que a função escore ajustada satisfaz

exemplo.

d2
L,(é)

d@2

as propriedades dela exigidas neste

3.1.3 Parte do vetor de parâmetros de regr
e parâmetro de dispersão conhecido

essão como de interesse

Consideremos a situação em que o parâmetro de dispersão é conhecido, como ocorre na

regressão logística, nos modelos de regressão de Poisson ou no modelo de regressão expo-

nencial. Aqui o vedor de interesse é @ = (#l,...,PP) e o vedor de perturbação é(
(pp+i, . . . , pP+q), que induz uma partição em X, a matriz do modelo, da forma

x - (x:, x,),

onde Xi é uma matriz n x p e X2 uma matriz n x q.

Definidos os vetores de parâmetros, observamos que

i.X,(.À,.. -- .X,t«À«/« -- À,t/«À-« + À,t/«À.«/. + À,t/,.À.«/. -- ;À,t«À.«/.

!.X,t.À,«. - :À,t«À-/« + 2À,t/«À«/w ,
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pela forma particular que assumem os cumulantes À,é« e À,t/«, obtidos em (B.4) e (B.5),

respectivamente. Dado que p't = 0, se algum dos índices s ou t assumir valores no conjunto

{l, . . . ,p} então, do Teorema 2.1.1 temos

A('p) - >1: }:.x-,j*
a,.j,k=1 r=l

.Por outro lado, vemos que

(3.6)

7Z , 72,

*,j/* - {',j* - - @ >1:(/ + g).«.,«'j".. + { )l:(/ + 2g).«.,«'j":*
z-l ' z-l

gx ""',"''":*,
sendo / e g definidos em (B.l) e (B.2), respectivamente. Substituindo a expressão anterior

em (3.6), obtemos

l

AM - -{ >ll: >1: .õ >1: .x-«., E «'*"..«..".-a=1 Z=1 r:;l .j,k=l

Mas }::!ÍÀ"zz, = --dz e )l:;lÀ;.: z,jAzZ.Ízzk = --Ó-iz2zz, onde dz é o elemento (a,Z) da

matriz .D :: .KiiXT + .Ki2XT e z2z! é o Z-ésimo elemento da diagonal da matriz Z2 =

X2(XTWX2)-iXT. As matrizes -Kii e .R't2 são os blocos correspondentes da partição na

inversa da matriz de informação de Fisher, para o vedor /i, induzida pela partição em X. A

matriz de informação para o vedor /3 foi obtida em (1.12) como sendo @(XTWX), de inversa

@-:(x"n'x) :
l)esta forma,

A('9) - -ál"-F.Z«.0"X;''t''':7'(g/ - P), (3.7)

onde a matriz Z2a corresponde à diagonalização da matriz Z2, isto é, todos os elementos

fora da diagonal principal em Z2a são zero e nela coincidem com os elementos de Za, F =

diag{./i, . . . , /n}, l/' = diagÍ}'l , . . . , Un} e T = diaglTI, . . . ,Tn}, com Z = dpZ/d?7z, já definida
.. gana.. 1 '2 9
IXLIJ 1./ v\Í(»v .L P tJ B &J
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Pela sua importância, encontramos expressões para as matrizes Ã.ii e Ki2, e provou-se que

estas podem sei escritas como -/(:: = é :(-RTH'.R)': e .K:' = --é :(RTWR)':C'T (Ferrari,

1991), onde R = Xi -- X2C' e C' = (X/WX2)'iX/WX:. Temos então

D - @': {(-n"m''-R)':xl'' - (-R"m''-R)':c'"xi'' }

@ :(R"w'a)': {xJ - o"x;}
e, desta forma, podemos escrever

-0 (.R'W'-R)':-R"

Desenvolveremos a seguir a expressão da função de ajuste O(t9). Com este objetivo sepa

ramos esta função em três termos. O primeiro deles é

*''*''''«««« ( ;,,,**... - »,,.»«..« * ',..,»««,« * *...,*««,"

l . . l .

i»,..,»««« á',..,»«-«J '."'

E
(3.8)

Notemos que

-- À,.[À«/« = E
Z=1 m=l

E
Z=1 m=l

E
Z =1 m:: l

l 72, n,

E
Z=1 m=l

@' >1:(/ + g).«.,«..«« >ll:(/ + g).«..««."..
Z-:l m-:l

-- @' (/ + 2g).:«.,«;..«« 1>1:(/ + g).«..««."m.

- á@' (J' + g).«.,«.,«« >ll:(/ + 2g).«..«««"«.,« ,

(J' + g).«.,«.,«« >1:(/ + 2g).«..«««"m« ,

$@' (/ + 2g).z.,«..«« >1:(/ + 2g).«..«««"m«,

l
Ê,à«/tÀ-.« '

1 .
ãÀ;t/,À-« =

áÀ,.tÀ... =

X..tls\u«l«,

e que

X. ;t 1- \ -« « l«, E
Z::lm::l

é' (/ + g).«.,«.,«« }: (/ + g).«..«««"..
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Então, o termo dado em (3.8) é igual a

4ó' E -L.-L. }:u + 2d.,. E .x-«., E À''«., E .x'""«««. E """..«..
a,b Z,n7} r s t,o u,w

- @' >1: z.-L. >1:(/ + 2g): (/ + g). >: ,x""., >1: ,x''«., >1: À'""«««, }l: «""««"."
a,b Z ,m r s t ,u u ,lo

+ é' E -L.-L. >1:(/ + g).,. >1: À-«., 1>: À''«., >: .x'""«««« }l: «""««"«"
a,b Z,m r s t,o u,w

+ @' E -L..L. >:(/ + g).,. >1: À-«., }: .x''«.. }: .x'""«««« >: «""««"."
a,b Z,m r s t,'u u,w

1ló' >: -L..h >:(/ + g). (/ + 2g). >1: .x-«., }: À''«., >1: .x''"«««. }: «"""-."«"
a,b Z,nT} r s t,u u,w

:@: >1: .L«.L» >1:(/ + g) (/ + 2g). >1: .x-«., }: .x'',., }: À'""«'«. >: """"««""."
a,b Z,m r s t,u u,w

Definimos a matriz -H = (hz.), onde cada elemento é deânido como

d..tl.dt,.Lbhz.

s escrever

E-',.".E'-«.,E
a,b r s

Então, matiicialmente, (3.8) pode ser escrito como

onde .17ó é a diagonalização da matriz -H e G :: diagÍgi, . . . , g.}
O segundo termo de O(19),

>' À-Àó'u'"p"" ( !.X,t..X... -- À,t«À«/« -- À,t/«À«« + À,t/«À.«/. + À,t/«À.«/«

+À t../,À .. ,,

IT .ZZ2.z :(r' + 2c)(r' + 2a) - 2(r' + 2c')(r' + c) + 2(r' + a)(/' + c) I' a.i,

Desta. forma. podemoS

hzzZs

;«f"

(3.9)

l l
5À.t«À.«/; Àt«/,-À«w

2
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;é' E -c.ü EU + 2d.,« }: .x-«., E .x'''«, E "'""««-« >: """":....
a.b Z,m r s t,u u,w

.c. >:(/ + 2g). (/ + g). }: .x"«., }: À''««. >1: «''"«««« >11: «"".."..
a,b !,m r s t,u u,w

-L. >:(/ + g). (./ + 2g). }: À"«., >1: .x''««. >1: «'""«««« >11: «""":."
a,b Z,7n r s tit; u,w

+ : : z.-L. >1:(/ + g).,. >1: .x-«., >1: À''««, }: «'""«««« }l: «"""'«"""
a,bZ,mrst,uu,w

+ @' }: z.-L. }:(/ + g).,. >: ,x-«., E .x''««. >: «'""«««« >ll: «"""'«"""
a,b Z,m r s t,u u,w

+ @' >ll: -L..L. }:(./ + g),,. l>1: .x"«., >1: ,x''««, >1: «'""«««« >: «"""'«"""
a,bZ,mrst,uu,w

-L. >:(.f + 2g). (/ + g). >: .x-«., >1: ,x''««, >ll: .x'""«««. >1: «"""'«"""
a,bZ,mrst,uu,w

ü :(/ + (/ + 2g). >: À-«., }: À''««, l>: ,x''"««-« >ll: «"""'«"""
a,b Z.m r s t,u

Matricialmente, este termo pode ser expresso como

1"(H®Ze®Z') l {(r'+ 2a)(r'+ 2c') - 3(r'+2C)(r'+a) +3(f'+C')(P+a)} i.(3.io)

O terceiro termo de O(19) é da forma

*"««(;*«~ ..«-'-*«,,«''''",--i*"«,. .,)..«., .;-'
e nele temos que (ver B.l)

.«.. *..«,, - '-'Eâcf+ 'ü.«.,«.."""

*,..;« + » */,« - -2ó E àu + .«.,«..""".«

é igual a

e
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Desta forma, (3.11) é

À-Àb'P'"E -} E ''"',":.""«.. - :@ E Ü u -* ü.«:,«..""":«

--'óE ÜM+ 'Ü.«.,«..""«..l ".".
Trabalhando um pouco mais a expressão acima obtemos queonde ez é definido em (B.6)

(3.11) é igual a

;ó 1>.: z.('p)z'('p)(À""'.)(À''«..)(«'"«««.«) '.

a.b l u'/l2ó >1: .c.('p)z'('p) >: iih (/ + 2g). (À".',') (À''«'.) («'"«««.«)

E
a,b Z

Mlatricialmente podemos escrever este termo como

-;l"Z2' (-E - 41) Hól

onde as matrizes .E e J são matrizes de dimensão n, definidas como -E = diagÍe

/ = diag{.ji, . . . ,.7,.}, sendo que .jz = dgz/dv7z, com

4 dy /dp'
V'2 d/z \. d?7

V'2

Esta expressão é obtida no Apêndice B.

As matrizes que aparecem na expressão acima são todas diagonais, por esta razão a soma

de todos os elementos é igual ao traço do produto de matrizes envolvido. Assim, este termo

éigual a

+2@ EL« (0)Z. (.9 ) :li(/ + g).(À"«',)(À''«';)("'"«««.,)

1} )
2

l+

..} .

. dp d3/z
' d77 dv73

2 /'dV'\2 d2V'

}'' \. dp ,/ dp'

-jtr(z2Ú{Z - 4J}Hú)' (3.12)
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Desta forma, chegamos à expressão de Q(19), o termo do ajuste que corrige o

nformação da função escore perfilado quando o parâmetro de dispersão é conhecido

0(0) - ;1"ZZ2' < ;(F'+2G')(-F+ 2G) - 2(-F+2G)(-F+ G)

-3(F+ 2G)(F'+G) +3(/'+ G)(F'+G) I' l jtrÍZ2a(-E 41)Hd},

resultado da soma dos termos em(3.9),(3.10) e(3.12).

Podemos escrever de maneira diferente o resultado anterior. Temos que

:l'ZZ,.{(F + 2G)(-F + 2C')} Hól+ }l"(H' ® Z2 ® Z')(F' + 2G)(-F + 2G')l

;l"(.F + 2G) {ZZ«Hó + .H ® Za e' Z'} (F' + 2G')l

Por outro lado,

+2(r' + G)(F' + C;') X,i+lli"(-ae'Z,® Z2) {(F' + 2G)(-F + 2G)

]

vício da

Este é

(3.13)

1; i"zz« {-2(r' + 2a)(-p + c) + 2(p + c)

-4 I'G'(2ZZ2.Ha) (.F + 6') 1

{l"(# ® Z, ® Z,) {-3(r' + 2G)(F' + G)+ 3(F' + G')(F' + G)} l

- -;G {2ZZ«Hó + 3.H ® Z, ® Z2}(-F+ G)l.
Somando estas duas expressões obtemos

-;G {2zz«Hó + ;n ® z2 6' z'}(F'+ G)l

portanto, a expressão em (3.13) pode ser escrita como

Q('9) - ;1"(F'+2G) {ZZ«Hó + H'®Z, ®Z,}(F+2G)l

- ;G {2ZZ2óHa + 3-H ® Z2 ® Z2} (-F + G)l - ;trlZ2a(-E - 41)Ha}.

(-F + G)} Hald

e

e,

(3.14)
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e ao vedor ae parâmetros de regressão como de interesse

e parâmetro de dispersão de

Decidir acerca das variáveis que influenciam a resposta constitui um problema típico em

modelos de regressão. Pala tomar decisões neste sentido devemos considerar parte do vetor

de parâmetros de regressão como de interesse, que chamaremos de Pi , constituindo a outra

paire de vedor de parâmetros de regressão, que chamaremos de P2, junto com o parâmetro de

dispersão, os parâmetros de perturbação. Neste caso é fácil mostrar que a forma da função

de ajuste A(19) permanece igual à obtida em (3.7).

Portanto, nos dedicaremos a encontrar a forma do acréscimo na expressão de O(19), em

(3.14), provocado pelo desconhecimento do parâmetro de dispersão @. Em outras palavras,

vamos mostrar que O(19), nesta situação, será como em (3.14) acrescida de termos que surgem

quando algum sub-índice atinge o valor conespondente a é. Interessa-nos, portanto, consid-

erei as diferentes situações nas quais algum sub-índice atinge o índice do parâmetro @.

Com este objetivo vamos encontrar estes novos termos nas 16 situações em que algum

dos sub-índices t, u,u e w reprenta o parâmetro @, isto porque se algum dos sub-índices r

ou s assumir o valor correspondente a @, a expressão toda se anula. Observando a função

.Bab decidimos sepat'á-la em duas pai'tes. Isto induz uma separação equivalente na função de

ajuste O(29). Primeiramente consideremos o seguinte termo de O(19)

! l *"»''»"«- l ;*«.*-. «»-.« -- *«.,»-,« -'- *«,,'-'«

..*.,. ,,*-«l

+ À-Àó'p'"u"" l llÀ,f.À,.. -- À,t«,à-/« -- À,t/«À-« + À,t/,À-/«

**,..«"««., * *.«.,',..« {*,.«*««., ;*.«.,*,,« ) } «.'.,
e nos itens a seguir, estudaremos a forma que assume a expressão anterior em cada uma das

diferentes situações em que algum dos sub-índices f, u, u e w representa o parâmetro é.

3 l Part4

sconhecido

(i) Sejam t, u, u, w = '#, ou seja, todos os sub-índices assumem o valor p + q + 1, correspon
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te ao parâmetro @. Vemos que a expressão em (3.15) pode ser escrita como

i] *"*''*"«" ( ;,,,**««. ',..**..« * *,«.,'« * *,*,,*"*'«
!.x,+/.*óó+ - l!'x,é/,'óóó

+ À"ÀÓ'uéé ÓÓ ( 2 À,#ÓÀ'éé -- À, éÀ,@/é -- À,d/éÀ,@é + À,é/éÀ,é/é

**,«, *«.,, * »««.,*,«,. - {',«.*'.,, - ;"**.,*,~) } «.«» -
! {*''*''""*" (;*,,«*««* *,,**.«.*) F '.".,

já que os cumulantes .À,#/é, À,Ó/é, À,Ó/., À,éé, À,Ó/d, À,éÓ, Àé@/, e À@é/, se anulam.

Por outro lado, dado que Àéé/Ó = À@@é, temos que a expressão anterior se reduz

}À-Àó'À ép À«ÓÀé+Ó.h-LÓ e, portanto,

den

a

XÓ'b V'b'+ Xrs+X +++L.Lb --

. ndr'(#') \'-
ãi;@@F z," " z.

J8 ; ; «. ; *"«., ; *''«.,".'.

-J$ ;«.;;*"«.,".;*''«..".

J# ;"'E~..'.'..'.
- Jb ; «.«.. - 8%'-'"",,

este sendo o primeiro termo a adicionar pala encontrar a forma de O(19)

bs r!,xl;L..Lh7' S a

(3.16)
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(ii) Sejam u,m = Óe f,u C {1,2, ...,p+ q}. Temos que(3.15) é igual a

{ {*"*''»'««" ({*,, *~* »,,.*««.* * »,.,.*~.« * *..,,»
i.x,./,Àó.ó - {,à,./,Àó«ó

+ À"ÀbsPtuZ/Ó@ l 2'Xrt+À"é téÀ-/ó -- À,t/éÀ-é + À,t/dÀ'ó/"

**,.,«*.«., * ».«.,*,«.* ;*, *«*., - ;* * ,*,.«) } «.«..

Dado que os cumulantes Àé,é, Àó./d, Àsé/«, À«@/, e Àté/, são nulos, este termo se reduz a

{À".X''«'"«#* ({.X,.ó.X-+ - .X,.+*-/ó - .X,./ó.X«ó) z..-h. (3 i7)

Também temos que À../é = À«+ e À,t/.ó = À,td e, portanto, a expressão acima se reduz

a {À"Àb'ut' ÓéÀ,téÀ-ÓÉ.Éb. Substituindo aqui as expressões dos cumulantes corres-

pondentes, temos que

4' >1-' À 'Àó'pt"p+éÀ,t+À«Ó.h.Ló '

';h .,=,,. »"*''"'' ; -«."',"'' ; «."..«..'.".

- -h.="' ;*""',;*''"«'b"'""''«..«.".".

- zdm E 'ê-:«.'..-.,.',:.«.".'.

-;âK E«.',..
- b;8à® E ":,,.."'««« - a;;õãm:""'''K, ', ")"'':

Mas ITW(Z2 e) -H)H'l = trem'Z2HH'} (vei Apêndice C) e, então, ob

expressão eln (3.17) é igual a

a,O,r,s,t,'u

temos que a

1>: d.z.L.dó«-Ló

D

ã;8iR©t-lwz,w'-a}, (3.18)
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constituindo esta mais uma parcela a ser adicionada à função de ajuste.

(iii) Agora consideremos a situação em que u,w C {1, 2, . . . ,p + q} e t,u = @. N
(3.15) é da forma

+ À-Àó'ué@p"" ( $À,Ó«À,é« -- À,Ó«À,@/« -- À,+/«À,d« + À,d/«À.«/é

**,«.«*««,, * *~.,*,«.« - é*,«,~,, {*.«.,».««) } «.«.

Lembi'ando que os cumulantes À.é/«,, À,é/., À,+/,, À.é/«, À,+/«, Àd.«/s e À+«/, se anulam

a expressão anterior se reduz a

i,x-,x''Àóó«""À«óÀ«ó.., + {.x-.x''«+#«".x,@,À,ó..,) .L..c.'

Desenvolveremos agora os termos que aparecem na expressão anterior. O primeiro destes

}.,.=,.*

a,b,r,s,'u,'to *"»''."««« (;*,,«*««« *,.**«.,« * »,«..*««.« * »,«.,*«"'"
] ]

-ã,x,ó/,.x.ó., - j.x,ó/,À«õ«

este caso

e

-" Xb; Xó+ v""- Xr
.s.bX«.bu)Lc,Lb --

: ., E .x-À''«"",x,.,.À««*z'."'

- -h .,.:,. *"*''""" ; «."''"', ; -«."..«..".'.

- ;h ; : «.«. ; *""', ; *''"'' E «""'..«..".".

- ;hE«."..,..;-.,'.-..«.
- -@h : «.".;,..«« - --úm ; «.".. E «.".:

Z;ini?(n t- { n' .a } t.{ n' n' } .

78



tro lado,

trÍWZ2} - trÍwx,(x;n'x,)':x;} trÍX;WX,(X;'WX2)':}
trll.} - q,

o número de parâmetros de perturbação no vedor de parâmetros de I'egressão. Desta
forma, obtemos que

* .,'>1' , .à-ÀÓ'ÀÓ+""À«éÀ«#.,Z.(0)Ló('9) ã;;lZ}(@trÍW.H}. (3.1g)

O segundo termo,

j }' À-Àó'uééz'""À,é«À,+..h-L

é igual a

ÀbsZ/uwÀ uÀséwZ/al;b

-h .,.=,. *"*''""" ; -«."',"'« ; """.,«..".'.

-h : "'"- ; *""', ; "''"«' E """"..«..'.".

;h : «.;,,.«. ; '..".~.«.

-;Jm h «.,,.."'«""

W'(Z2 e' -a)W'l

W'Z,W'.H}.

, podemos afirmei que o segundo termo é da forma

} >' ,X-,X''p+é«"À,Ó«.X.é.Z.-LÓ W'Z,W-Hl-

Por ot]

b)

Portanto
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Então, o termo a ser acrescido na função de ajuste é soma da expressão anterior e (3.19),
ou sela

wn} - ã;Õ;lR©i"t-Ín'z2wH}

(iv) O caso em que u,w,t,u CÍ1,2,. . .,p+q} reduz-se àsituação em que é é conhecido. É

por esta razão que son-Íamos termos à expressão em (3.14) para encontrar a função de

ajuste quando o parâmetro é é desconhecido

(3.20)

(vi) Todas as outras situações possíveis de serem consideradas implicam p"" = p#" = 0 ou

P"w - Uué = 0 OU Pt" = Ptd = 0 0u z/t" = z/é" = 0, anulando-se todos os termos em

(3.14). Potanto, não temos mais termos a acrescentar em (3.14) além daqueles obtidos

até o item (iii).

A segunda parte de O(?9) é da forma

;*,;.. --*,*..«--*",- ., *««.,l«.«.

e vamos estuda-la quando os sub-índices t ou u representam o parâmetro @. Observemos que

desta forma completaremos a expressão em (2.6)

{ >1' À-.Xó','" (3.21)

(i) Se t = @ e u # @, então p'" = p+" = 0 e, portanto, a expressão em (3.21) é nula.

(ii) Quando t # @ e u = é, estamos em uma situação similar à anterior, ou seja, aqui

também u'" = p'é = 0 e, portanto, (3.21) também se anula.

(üi) Se t,u é, então (3.21) assume a forma

l:À«#@ - À«ó/ó + À,ó/.+ + À ó/,+ - éÀ,'++/, - {À,óé/,) L.I'',

mas os cumulantes .X,.+ó, À«+/d, À,é/só, À.#/,é, À,ó@/, e ÀsÓÓ/, se anulam e, portanto,
não temos termos a adicionar.

; >' .X-À'',d'#
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Assim, o acréscimo na expressão da função de ajuste é a soma de (3.16), (3.18) e

obtidas anteriormente, ou seja

igãh'-ÍW'-'íl+ !=ã%M'-ÍW'z2u'''H}

Substituindo a expressão de O(19) para @ conhecido em (3.14), temos que, se @ for

nhecido,

(3.20),

desco.

0('9) - .;1"(F' + 2G)(zz«Hd + Z' g' Z' ® H)(F + 2G)l

- {l"G(2ZZ«Hú + 3Z, 6' Z, ® H')(-F + G)l

- :ltr{.Z,a(-E - 41)Ha} + :L { cq ('© -- ...g---} trtH'H}

+ :ai?M''lwz,u'.H}

(3.22)

3.1.5 Exemplo: todos os parâmetros de regressão de interesse

Desenvolvemos a seguir a forma das funções de ajuste A(19) e O(19) com o objetivo de conferir os

resultados da seção anterior. Considerar todos os parâmetros de regressão como de interesse

significa escolher @ = # e, portanto, de dimensão p e o vedor de perturbação ( = @, uni-

dimensional. E interessante observar que, desta escolha, temos ortogonalidade entre os vetores

@ e (, já que E{L.p(} = 0.

Observemos primeiramente que

que é uma matriz p + l x p + 1. Vemos então que

"w -E*«*" l»,««

Acompanhando os diferentes valores do índice r, esta função pode sei escrita como

a.T

l
ÀabÀéé l ÀÓé/é 2

a.b
,L. + >1' .x'+.xóó

a

l
À«« l -L«2
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e dado que ÀÓÓ/@ = 0, Àõ@ó = 0 e À'é = 0, obtemos que A(19) acima é nula

Nossa atenção está agora na função de ajuste O(19). Lembrando que @ é o parâmetro de

perturbação, temos

;'' - *''»''*'««" ( ;»,,,»*.* »,,.*«,« * ",..,*~,« * *,.,,*",«
-llÀ,'./,*ó,ó - $À../,"'«@

* »''*''«"«" ( ;*,««*,*« - *,*«',.,* *,«..*.«. * *, , *."'*
+X..b/.>X.b.b/s -F \.b.b/,Xs+/.b -- ' X,.b.}X+ó/; -- L X.P.bJ.X,++

*"*"«" (;*««* - *-«« ''' ',«.. - *.",« - ;".«., - {*.",,
Os índices r,s,t,u percorrem o vedor de parâmetros l9 = (P,@), mas os índices a e Z)

percorrem o vedor de intei'esse, e por este motivo os cumulantes À'#, Àb+, À,ód) Àsó/é, À,é/Ó,

À.d/+, Àóé/,, Àód/', À«#é, À«é/é, À,ó/,é, À.ó/,é, À,ód/s e À.éé/, são nulos. Portanto, a função
B"ó se reduz a

*"*".~«" (;»-.»«. - *«.»«,« -'- »««'«.« ' *«,.*"«« - ;'«..'«,« - ;'«,.'"'

onde a, b, c, d assumem valores em {l, . . . , p}.

Esta expressão, por sua vez, pode ser escrita como

B'' - À-À"À''«" l ;À...À«« -- À...À«/« + À«/.À«/« + À../.À"/"

-;*«..*«. - ;*«,.»«.)

À-Àó'zÀ épéé l. !À.«wÀóóó -- À..wÀ+ó/ó + À.é/aÀó+/é + ,xaó/.Àóó/#

llÀaó/.Àóóó -- llÀaó/.Àó ó

Aqui os índices e e / também assumem valores em {l, . . . ,p}.

Os cumulantes À@.fé, À@//@, À.ó/ú e Àdé/. são nulos e ÀÓÓ/Ó = ÀéÓ#. Então,

.B'Ó = --áÀ-ÀÓaÀd'Óp+@À.aéÀéçbé

82



e, portanto,

0(0) :Xa'XbaXó v X..W>..b.b.bl.Lb

dn $ «. .,i: »"»"«:.«..".".-
Sabemos também que

À":«...X":«..-L.(0).L.(0) - h« ,

onde hzz é o Z-ésimo elemento da diagonal principal da matriz -H. Então, a expressão da função

de ajuste é

o(o) = :L#jj$trÍwn}, (3.23)

que coincide com a expressão (3.22) quando Z2 = 0, constituindo assim um indicativo de que
nosso resultado está corneto

3.1.6 Exemplo: distribuição normal; média como parâmetro de
interesse

Se.jam }'l, . . . , yn variáveis aleatórias independentes com distribuição normal de média p e

variância o2. Segundo nossa notação @ = /z e ( = o2. E simples ver que o logaritmo da

fllnpãn rl'- yarneaimilhnnpn naall«in n fnr«.axuxx\rwv uu v uxvLILJxxJLxx xwxxbFW UAXAU ç.u x\.rxXl&(JI

ZÜ, «D - P«) - ; i.gG''D - il l>1:(y.lZ

(3.24)

e que a função escore pala o' é

uk''0 - -ã> + :L EÜ: - d'.

Fixando p obtemos o estimador de máxima verossimilhança para o2 como

lZ
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e, conseqüentemente, substituindo em (3.24) a2 por ã2 obtemos a função de verossimilhança

perfilado para p:

.L,M- P«)-;i.s 1: : i.g(«)

Para encontrarmos a função de ajuste necessitamos encontrar a função di (@) e as derivadas

correspondentes. Neste sentido, lembrando que no modelo normal é, o parâmetro de dispersão

nos modelos lineares generalizados, é o inverso da variância (l/o2), temos que di(@) = log @/2,

ou seja, dl(a') = -- log a'/2. Portanto, dÍ(o') = --o'/2 e dál'(a:) = a'. Desta forma, a função

de ajuste é

Z

o('9) - ã:$jâ;Çtrlw-a} ;;btrÍwx},
lembrando que aqui l9 = (p, a2).

Encontremos a seguir a forma da matriz }'r. No modelo linear normal a função de ligação

é a canónica e, por isso 0 = v7 e p = ?7. Então, as matrizes y e T se reduzem à matriz

identidade e, portanto, W = /

Obtenhamos agora a expressão da matriz -H. Neste sentido, lembremos que foi definida
n. a..=A Q l Q a n..4-n -;l-....nn o.... .l.m.ni-n- '-nn .'r.,n-a .

xial tJüiyait/ xJ x.ti ç ilc;ou(a Oluuapyapt/ Dt/UD t/lç;lll\llluvi) DaP\J l6hucDID ad

hz. (d:.u(P))(d:.u' (P) ) a«a:.u'(py,

onde dt« é o elemento (Z,m) da matriz -0 = @-:(X"H'X)':X" (X"X)':XT eX
(1, . . . , 1)T, a matriz do modelo, de dimensão n x 1. Então -D = @-:(l/n, . . . , l/n).

Por outro lado, P(p) /a', do que resulta hz« (3i -- py/(n@)' e trl-H}

(i7 -- p)'/n@'. Portanto, a função de ajuste é

0(.9) rT'

cJue avaliada em a' é da forma

õ(o)- ..=(%EZ;:(z/: p)' (3.25)
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Concluímos então que, utilizando nossos resultados, o logaritmo da função de verossimi-
Ihança perfilada ajustada é da coima

;, - 0«) i.:E :-d'+;i.g(«) ;-.-Eli$-"P .
Desta função obtemos o estimador de máxima verossimilhança perfilado ajustado 7Zp de

p. Primeiramente encontremos 27p(p) :

-Ç -!;LJ%:d ...
2 EZ::(z/: -p)' ' . {EZ::(3/: -clip

«ahh * ,« l ', - ;,: - $;«: - «,'1 ,
e observando que UP(#) = 0, concluímos que 7ip = #, ou seja, 7ip coincide com o estimados

de máxima verossimilhança de p.

A estatística do teste da razão de verossimilhança8 ajustado, que é definida como

(3.26)

m'(P) 2Í'Zp(©) - lZp(P)},

assume a forma

w(p)-"i'gÊl1l-g-ii$y.-,« @
Estudemos a estatística de teste acima. Para isso definimos as variáveis aleat(árias

. (F-py
EZ:(x v)'

(3.27)

e

Fa- EL:(x 7)'
É conhecido que n(7 -- py/a' -' X? e, então,

«.,F'(l,n - l)

ou

n(n - l)Fi «., -F(l, n - l)
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onde /'(l, n -- 1) denota a distribuição -F de Fisher com l grau de liberdade no numerador e

n -- l graus de liberdade no denominador. Então, EÍn(n -- l)Fi } = n -- l/{n -- 3} e, portanto

E{Fl} /{n(n - 3)}.

Acerca de F2, observamos que

EU;i:.z# - Sp - ü' +àEK -n'-
Z

Desta forma,

Fa-- : . )' . +$EZ::(X-ry
$. X=;1 1Ê - 7P ''' $ EZ::(x - 7P

ou sela,

F2'nFl+l,

e obtemos então que log Fa = log(nFI + 1). A expansão em série de Taylor de log(l + nFI) é
da forma

1 1

log(l + "FI) - "FI - j«'-a + i«;.@ +
e, então, encontramos

EÍI.gF2} ' ;':'ã + 0("'')
A estatística de teste em (3.27) pode ser escrita como

n log F2

e, substituindo as esperanças das variáveis FI e logF2, temos que

nÍWM} - ;;ã - 2;GJ;-q + o(«'D,
e, portanto,

EÍ:i©(p)} - 1 + 0(n :) (3.28)

Note que a média de )'v(p) coincide com a da distribuição X2(1), sua distribuição de

assintótica, com um erro de ordem O(n'i). Esta aproximação e a de todos os momentos

da estatística pelos momentos correspondentes da distribuição X2(1) podem ser melhoradas

através do uso da correção de Bartlett. Este é o objetivo da próxima seção
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3.2 Correção de Bartlett para o teste da razão de ve.

rossimilhanças perfiladas ajustadas nos modelos li.

neares generalizados

Continuando nosso estudo sobre a verossimilhança perfilado nos modelos lineares genera-

lizados, vejamos a forma da correção de Bartlett para o teste da razão de verossimilhan-

ças perfilada ajustada. Aqui e nas seguintes seções deste capítulo aplicaremos os resultados

obtidos na Seção 2.2. Seguindo as idéias precedentes, começaremos com a forma desta correção

no teste do parâmetro de dispersão e posteriormente nos dedicaremos aos parâmetros de
regressão.

3.2.1 Teste do parâmetro de dispersão

A forma geral do coeficiente da correção de Bartlett para o teste da razão de verossimilhanças

da hipótese Ho : @ = @', baseado na verossimilhanca perfilado ajustada (ver (3.4)), é dado

por (2.15), sendo que o termo e(19) pode ser encontrado em Cordeiro (1983). Pala a obtenção

de et(19) observemos que se r ou s assumem valores relativos aos parâmetros de regressão, r«

se anula. Por esta razão escrevemos de (2.17)

(t(«9)
,"«'"«" (»*«.*««.« ;*«..*..« - ».«,*'«.,« * ;*.«.*'""

-- l;Àót.Àó,« + Àót«Àé./« + Àdt/«À#,« -- Àót/«À#.«/-

- .XÓ./«À.«/Ó + ;.Xé*«À,«/@ + .X#./.À@./« - ;.X4./,Àé«w

--jÀçst.À.»/« + iÀót.À@.« + Àét/@À««« -- 2Àét/éÀ

* ,,"*~«- (}*«.*«- - ;*«...*.- - ;*««'««.« * *«,,.*«.«)

éép'" ÇIÀÓ#t« -- À+ét/« -- ÀÓt«/é + 2À@t/éu

-t«TJ

T
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Esta expressão se reduz substancialmente já que os cumulantes ÀéÓ., Àé./«, À@t/«, Àé«/., Àét/« ,

À+«/«, À@É/+, Àóót/«, ÀÓt«/é e Àét/é« se anulam. Então,

;*'"' - *"«*'««« (:»*.«*~« é**.«»«« * ;*«.«*~« * }*«..'"«:

* »*"*"«"" ( i*..«*««« »...«*.«« ) * {*"«'""""*«*«'"«,

ou sela,

(t(.9) ;Àóó"'"«"Àó...xó- - tlÀ4*p''«",xó.«.xó.,. ;ÀóóÀ@"«"ÀóóéÀ'"«

Observando que nesta situação z/t"u""Àét.Àé.. = q2/@z, ut'z/""ÀdtuÀóuw :: q/é2 e que

p""Àéu:« - q/@, concluímos que

ft(.D . la(g..:.g}
A:'",'l{(ÓÕ$n 2«»di\Ç$à'#

Substituindo as expressões de dÍ(@), ail(é) e ó7'(@) no modelo de regressão normal em

(3.29) obtemos et(19) = --q'/(2n) -- q/n. O termo ((t9) da correção de Bartlett para o teste

usual da razão de verossimilhanças, no modelo de regressão normal, pode ser encontrado em

Cordeiro & McCullagh (1991) como sendo {(29) = 1/(3n) + q'/(2n) + q/n. Somando (1(19) com

(t(19), obtemos que ((19) = 1/(3n), que coincide com a expressão (2.22), representando uma

verificação parcial de nossos resultados.

[[ustremos o desempenho de diversas estatísticas de teste para ]7o : #' = 1 através de

simulações Monte Carlo no modelo de regressão normal. Nosso objetivo é comparar as es-

tatísticas da razão de verossimilhanças usual, da razão de verossimilhanças perfilado ajustada,

a da correção de Bartlett pala a estatísticas da razão de verossimilhanças usual e da razão de

verossimilhanças perfilado ajustada.

Simulamos 100.000 réplicas de amostras de tamanhos lO, 15, 20 e 25 do modelo de regressão

normal linear de parâmetros @ = 1 e # = (1, . . . , 1)T, este de dimensão p x 1, e a matriz

de modelo X obtida da distribuição Z/(0, 1). Em cada situação programamos as funções

de verossimilhança e de verossimilhança perfilado ajustada, esta última sendo uma situação

particular da função obtida em (3.4), assim como as estatísticas da razão de verossimilhanças

(3.29)
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respectivas. I'odo este trabalho foi realizado usando a linguagem matricial de programação

Ox (Dooinik, 2001) e é apresentado nas Tabelas 3.1 e 3.2.

Dos resultados de simulação apresentados podemos concluir que o teste da razão de

verossimilhanças perfiladas ajustadas apresenta taxas de rejeição mais próximas dos níveis

nominais do que o teste da razão de verossimilhanças usual. Por exemplo, observemos que

escolhendo n = 10, q = 1 e nível nominal de 5%, a taxa de rejeição obtida com o teste

da razão de veiossimilhanças usual é de 7,4%o, enquanto com o teste da razão de verossim-

ilhanças perfiladas ajustadas é de 5,7%, este, evidentemente, muito mais próximo do nível
nominal escolhido.

Observamos também destes resultados de simulação que, ao aplicar a correção de Bartlett

para o teste da razão de verossimilhanças usual, as taxas de re.feição estão mais próximas

dos níveis nominais do que as obtidas da estatística sem esta correção. Clontinuando com o

Tabela 3.1: Estimativa de Monte Ca:lo de P(}'V 2 Xl:(i)), P0'V* ? Xi(i)), P(}© 2 xã(t)),
P(W' 2 xâ(1)), .« = 0, 15; 0, 10;0,05;0,01; 0, 005 e 0,0005. Valores percentuais em 100.000
réplicas para testar .giro : @ :: l no modelo de regressão linear normal com # sendo o vedor de
parâmetros de perturbação.
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  n =10
15% 10% 5% 1% 0, 5% 0,05%

n=15
15% 10% 5% 1% 0, 5% 0, 05%

,-: $
19,0 13,4 7,4 1,8 1,0 0,10
15,4 10,3 5,2 1,0 0,5 0,05
16,2 11,0 5,7 1,2 0,6 0,07
15,5 10,4 5,3 1,1 0,5 0,06

17,6 12,1 6,5 1,5 0,8 0,10
15,2 10,1 5,1 1,0 0,5 0,05
15,6 10,5 5,4 1,1 0,6 0,06
15,2 10,1 5,2 1,0 0,5 0,05

 
24,9 18,7 11,3 3,4 2,0 0,40
16,6 11,1 5,5 1,0 0,5 0,05
17,7 12,3 6,6 1,6 0,9 0,15
17,0 11,7 6,1 1,4 0,8 0,13

21,4 15,5 8,9 2,5 1,4 0,20
15,8 10,5 5,2 1,0 0,5 0,04
16,3 11,1 5,7 1,3 0,7 0,07
15,9 10,8 5,5 1,2 0,6 0,06

«-; g
33,4 26,5 17,8 6,7 4,4 1,02
18,7 12,6 6,2 1,1 0,5 0,04
20,3 14,7 8,4 2,4 1,5 0,31
19,6 14,1 7,9 2,2 1,3 0,27

26,6 20,0 12,4 4,0 2,4 0,40
16,6 11,1 5,4 1,0 0,5 0,03
17,4 12,0 6,4 1,5 0,9 0,11
16,9 11,6 6,1 1,4 0,8 0,10



Ta2SP 3.2: Estimativas de Monte Carão de P0'V ? Xi(i)), P(}'v* 2 Xi(i)), P(:W 2 xã(i)),
P(W' ? xã(i)), a 0, 15;0, 10;0,05; 0,01;0, 005 e 0,0005. Valores perc'ntuais em 100.000
réplicas para testar Ho : @ = 1 no modelo de regressão linear normal com P sendo o vedor de
parâmetros de perturbação.

exemplo, se n :; 10, q = 1 e nível nominal de 5%o a taxa de rdeição obtida com a estatística

corrigida é de 5,2%o.

Quando aplicamos a coireção de Bartlett à estatística da razão de verossimilhanças perfi-

ladas ajustadas )'v observamos que esta tem desempenho semelhante à estatística da razão

de verossimilhanças usual corrigida )'v*

3.2.2 Teste dos parâmetros de regressão

Nosso objetivo agora é obter a expressão de et (29) quando consideramos Pi como sendo o vedor

de parâmetros de interesse e P2 ou (P2, @), o vedor de parâmetros de perturbação. Lembremos
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  n =20
15% 10% 5% 1% 0, 5% 0. 05%

rl = 25
15% 10% 5% 1% 0, 5% 0, 05%

«-: $

17,0 11,7 6,1 1,4 0,7 0,08
15,1 10,1 5,0 1,0 0,5 0,04
15,5 10,4 5,2 1,1 0,5 0,04
15,2 10,1 5,0 1,0 0,5 0,04

16,3 11,2 5,9 1,3 0,6 0,07
14,8 10,0 5,1 1,0 0,5 0,04
15,3 10,2 5,2 1,1 0,5 0,05
15,0 10,0 5,0 1,0 0,5 0,05

,-, $
19,7 14,1 7,9 2,1 1,1 0,20
15,5 10,4 5,3 1,0 0,5 0,05
15,9 10,8 5,6 1,2 0,6 0,06
15,6 10,6 5,4 1,1 0,6 0,06

18,7 13,1 7,1 1,8 1,0 0,13
15,3 10,1 5,1 1,0 0,5 0,04
15,5 10,4 5,3 1,1 0,6 0,06
15,3 10,2 5,2 1,1 0,6 0,06

 
23,5 17,3 10,2 3,0 1,7 0,30
16,0 10,6 5,3 1,0 0,4 0,04
16,4 11,1 5,9 1,3 0,7 0,08
16,0 10,9 5,7 1,2 0,6 0,07

21,6 15,7 9,1 2,4 1,4 0,21
15,6 10,4 5,1 1,0 0,5 0,04
15,9 10,8 5,5 1,2 0,6 0,08
15,7 10,6 5,4 1,1 0,6 0,07

«-, $

28,6 21,9 13,7 4,6 2,8 0,52
16,7 11,1 5,4 0,9 0,4 0,03
17,3 11,9 6,4 1,5 0,8 0,11
16,9 11,6 6,1 1,4 0,8 0,11

25,7 19,3 11,8 3,6 2,2 0,37
16,2 10,9 5,4 0,9 0,4 0,03
16,5 11,3 5,9 1,3 0,7 0,10
16,2 11,1 5,8 1,3 0.7 0,09



que a dimensão de Pi é p e a de P2 é g.

Aqui procederemos de maneira similar à situação em que obtivemos a expressão para

Q(19) no sentido de encontrar os termos que, somados, formarão (t(19), fixando valores d
sub-índices.

Se o parâmetro de dispersão for conhecido, os sub-índices r, s, t, u, u e m somente assumirão

valores correspondentes aos componentes do vedor de parâmetros da regressão, os quais sabe-

mos que não são ortogonais.

A seguir escreveremos matricialmente cada um dos 24 termos de {t(19). A soma destes

constituirá, nesta situação, a expressão do termo (t(19) da correção de Bartlett para o teste

da razão de verossimilhanças perfilado ajustada (ver 2.15):

os

(1)

\.;tÀu«l«» --

E
[tm r,s t,u u,w

+ g).(/ + 2g).;2..,'- (, - ',)«
[,m

(F' + G)(Zó - Z«)Z,Z«(F + 2G)l-

- P E(/ + g)z(/ + 2g). E7'rsZZTZZs EZ,/tuZZí;Zmu Z./üwZmuZmw

(2)

1;.'-"u''«""À,...à-.

- {@' }l:(/ + 2g). (/ + 2g). >ll: ''-"".,«., >1: «''"«««. }: «"""««""
Z,mr,st,uu,w

1"(.F + 2G)(Zó - Z2.)Z,Z«(F' + 26')1'
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(3)

TX' Ut" V"" \~«l:\-lu

- é' >1:(/ + g). (/ + g). >1: ,-"««.,,«,, >1: «'"""«., >1: «""":«""'"
Z,mr,st,uu,w

1"(-F + G)(Z - Z2) ® Z2 ® Z,(-F + G)l-

(4)

- ;T"U'"P""À.«/,À-w '
- -áó' >1:(/ + g).(/ + 2g). >1: .'-""«,«.. 1>: «''"«««« }: «"".«",,."Z,m r,s t,u u,w

- ;@-:l"(.F+G)(Z- Z,) Z, Z,(-F+2G')I'

(5)

:l',"p'"«"À,..À"« '

- á@' l>:(.r + 2g). (/ + 2g). >: ,'-"".,««, }: «*'"«««« }: «"""'«""""
Z,m r,s f,u u,w

- -;é-:t"(-p + 2c)(z - z,) ® z, ® z,(-p + 2a)i'
(6)

-- ,f's yt" yu" X.L«Xs«l«,

@' 1>:(/ + 2g).(/ + g). >1: .'-"«.,««. >: «''"«««« >1: «"""'«""''"
Z,m r,s t,u u,to

(-F + 2G)(Z - .Z,) ® Z, ® .Z,(.F + G)l-

(7)

-- 7--Pt"P""À,t/«À««

- -@' >1:(/ + 2g). (/ + g). >ll: '-"«.,««. >1: «'""«««« >1: «""".«""''"
Z,mr,st,uu,w

- @-:l"(F+ 2G)(Z - Z,) ® Z2 ® Z,(-F + G)l
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(8)

T-s Vt" Uu" X,tl«X s«,lu

- @' >ll:(/ + g). (/ + g). }: ,"«.,««. >: «''"«««« >1: «""'«"..,"
Z,m r,s t,u u,w

1"(F' + G)(Z - Z2) ® Z2 ® Z,(F' + G)l-

(9)

f' ; Ut' Vu" X.tl..\ ««is

- é' }:(/ + g). (.f + g)«. >: '"«',«., >ll: «'"""«.. >ll: «"""'«""."
Z,m r,s t ,u u ,'w

-@-:l"(F' + G)(Z - .Z,) ® Z, ® Z,(.F + G)l
(10)

- ;''"'''"P""À,.«À-.«/, '
- áó' }:(/ + 2g)'(/ + g). >1: ,-""...««. }: «'""«««« 1>1: «""'«"..."

i,m r,s t,u u,w

- ;@-:l"(.F + 2G')(Z - Z,) ® Z, g' Z,(-F + G')I'

(11)

-- I''s J" Uu" X.tl«Xsul«» '

-@' >1:(/ + g). (/ + g). l>: .'-"«.,««, 1>: «'""««.. }1: «"""«...""',«
Z,m r,s t,u u,w

- @-:l"(F' + G)Z«(Z - Z,)Z2.(F' + G)l

(12)

1;,'-"p'"p"".X,./«À.- '

- {@' }:(/ + g).(/ + 2g). l>: ,-"".,««, }: «''"««.. >1: «"""««""."
Z,m r,s t,u u,w

- -;@-:l"(F'+ G)%.(Z - Z,)Z,-(-F+ 2C')I'
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(13)

l;r" p'" p"''.X,.«À.«/w

i@' >1:(/ + 2g).(/ + g). }: .'-"".,««. }: «'""««.., }: «""«...".«
Z,m r,s t,ti ü,w

- -;@-:l"(F' + 2G)Z2.(Z - .Z,)Z,.(-F + G)I'

(14)

- ;',"'''"«""À,...à-.

- - }@' >1:(/ + 2g). (/ + 2g). >1: ,'-"".,««. }: «'""««.« }: «""«..«"."Z,m r,s t,u u,w

- ;@-:l"(-F + 2G)Z2.(Z - Z,)&.(-F + 2G)I'

(15)

-- r"z.''"p""À,t/sÀu«w '

-ó' 1>:(/ + g). (/ + 2g). >ll: ''-"«.,«.. >ll: «'""«««. >: «"""«.,«""''"
Z,m7z r,s t,u u,'w

- @-:l"(F' + G')Z,(Za - Z«)Z«(-F + 2G)l-

(16)

Zf' s Ul" Vu" 'X.tl:\ u«l«,

- 2ó' }:(/ + g).(/ + g). )ll: .'-"«.,«., E: «'""«««« >: «"""«.."""''«
Z,m r,s t,u u,'w

2@ :l"(-F + G')Z,(Z. - Z«)Z«(F' + 6')1-

(17)

;,-"À'"P"À,..À'"«

- á@' }:(/ + 2g).(/ + 2g). }: ,"".,««, }l: .x*""««.. }l: «"""..""'«
Z,m r,s t,u u,w

-;@-:l"(-F + 2G)&(Z - Z,)Z,.(F' + 2G')I'
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(18)

À'"z'""À-/tÀ,«« =

- -@' }:(}' + g).(/ + 2g). >1: .'-"«.,««, >1: .X'""««.. }: «""m«"«.,
Z,m r,s t,u

(-F + G').Zú(Z - Z,)Z2a(F + 2G)l.

7.rs

u.'w

(19)

f's W" Un" \,«lt\,. l«,

- @' }:(/ + g). (/ + 2g). >1: ,-"«:,«., >1: À'"""«:. }: «"""m««««
Z,m r,s í;,u 'ü,w

- @-:l"(-F + G)Za(Z - Z,)Z,a(r' + 2G)l.

(20)

Zf'' y" V"" \-lt\;ulu

- 2Ó' >1:(/ + g).(/ + g). >ll: '-"«',«.. 1>1: À''""«.. >ll: «"""m.,""'"
Z,m r,s t,u u,w

- -2@-:l"(-F + G)Za(Z - Z,)Z«(F' + G)l.

(21)

.X'"'«.« - ;@ E .. E '"".,«., E «'"""".. - ;é-:l"EóPd - Z«)Z'.l.r.s 0

(22)

1(/'+2.j). }l: '"«'.«., l>: «'"""«.. - -@-: I"(F''+21)(zó-z«)z«l
r,st,u

onde /' = d//d77 e -F' = diag{/I', . . . , /;}.

(23)

,"«'"*,'«/, - -@ >1:(/'+2.j). >ll: .'-"«',":.
Z r.s

tV' Vt" X.stl«

@- :l"(-F'+21) (zd -Z«)Z,úl.
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(24)

2r"pt"À,t/.« 2ó >:(/'+J). l>1: .'-"«',.«.. 1>: «'"""".«
Z r,s t,u

2@ :l"(.F'+J)(Zó-.Z«)Zaól

Somando estes termos obtemos

et(O) (F' + 2G) { ;Zad(Z -- Z2)Z« - l!(Zó - Z«)Z,Z,.

- !(Z - Z,) ® Z, 6' Z, - ;Z.(Z - .Z,)Ze. l- (F' + 2G)l

l"G {Z,a(.Z - Z,)Zaa - 2(Z - Z2).Z,Z2. Z,) ® Z, ® Z,

-2Z.(Z - Z,)Za'} (-F + G)l + i tr{(-E - 41)(Z. - Z,.)Z,.} l

uma vez que IT(.E -- 41)(Za -- Z2a)Z2al = tr{(.E -- 41)(Zó -- Z2.í)Z2a}. Observemos que a

função de cumulantes /' não aparece na expressão geral (3.30). Isto é devido a que, ao somar

(22), (23) e (24), os termos onde a matriz F'' aparece se anulam

Uma situação particular interessante é considerar a função de ligação canónica. Neste

caso, temos a = 77 e então g, que pode ser escrito como d20/dq2dp/d77 (ver Apêndice B), é
nulo e portanto (; :: 0 e ./ :: 0.

Obtemos então que, se a função de ligação é canónica, et(t9) se reduz a

O(.P) - .ê-: li"r'tlZ«(Z- Z2)Z2'' !(Za )Z,Z«

-i(Z 'D Z,e'Z,- ;Zó(Z - Z,)Za.}-FI

+ ;tr{.8(Za - Z2.)Z2.} l

Clonsiderando agora o parâmetro de dispersão desconhecido nos deparamos com uma

situação similar à da obtenção do acréscimo na função de ajuste O(19), abordada na Seção

3. 1.4. Queremos dizer que procederemos a seguir a encontrei o acréscimo em (3.30) provocado

por termos um parâmetro de perturbação a mais.

j

(3.30)
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Observando a expressão de (t concluímos que somente os índices t, u, u e w podem assumir

é, já que se algum dos índices r ou s assumir o valor correspondente a é, r é zero, e então,
não temos termos a adicionar.

Assim

(t(,9)
,«,««" (*«.*«.« -- 4*«.»«,. - »~,,'-« - ;*«.,*-'

2\,W.}.«.b -F X.t+X;u/+ -F X.t/+XSu+ -- \,tl+\s+/« -- X.t/+\u+/s

+ À, ,x«ó/, + .x,*/«À,ó/ó - llÀ,./«*.óó - ;.x,*.À,+/ó + ;.x,..À,ó«

+.X,./,.Xó..P - 2À,./..XÓ«/Ó)

- ,''«"«"" ( ",.«*«*.« {»,.*»«~ '«,,',«,« * â*.«.,*,".

iÀ,ó«À,ó« + À,ó«À,ó/« + À,ó/«À,@« -- À,ó/«,X,«/ó -- À,ó/«À+.«/.

+ IÀ,.»À+:,,/, + À,é/óÀ,«/« -- l À,ó/éÀ.«« -- l À,ééÀ,«/« + l À,óóÀ...

+À,é/sÀ«dw À,é/.À«d/.«)

- ,"«éó«óó l.À«ó'óó/+ - !.x«óÀóóó - .x+é/.À,ó/ó + llÀ /,',+ó
-- ' X,.b.b\s.b.b -+ X,.P.b\,.b/.b -F Xr+/$Xs+.} -- \,+/.bXs.b/.b -- Xr+/ X /s

+ l À,é+Àóé/, + À,.é/éÀ,d/ó ' l À,ó/óÀ.é+ -- l À,dóÀ,é/é + l À,++Àséd

-F)-..bl,x.b.b.b - '2)K,.õ/,x ++/à

-- ,,"."«"" (*-..*.«* - ;*-..*,« - ;*~«",«* -- }*~.*."I
* ,,''*"««« (*,«,«*.«,. - ;",*.**,.« - ;*,*.*.«.« * }',«.'.««'

-- ,,"."«" (*,«**.«. ,«.*,.« - ;*,«*.«« -- }',*"',"
,"«" ( i»,,«« *,,.,« ',««., * '','.,@
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Ulimmando os cumulantes que se anulam, obtemos

{*('p) - ,"" l --:lÀ««À«* + À«*À-/« + À«/«À-"

«- (-i*««*«*« - ;',*«»,«.«) - ,««"*«" (»«*»~« *«.'""

Lembrando que À../é = À«é, À,t/é = À,td e que Àéé/ó = Àé@é e, agrupando adequadamente

os termos na expressão anterior, temos

(t(0) z't"p+Ó,X+,..Xé,. + ár"u+Óp"".xÓ,..À.b.. - l;r"z,Ó+pÓ@.X@.,,XÓ+Ó (3 3i)
Mas

,-"*ó- - - >: ,-" >ll: .«'":,«.. - - )ll: «,. l>1: .'-""',"'.
r,s Z Z r,s

Ó': >1: ««.(,« - ,,«) - @':trlW(Z - Z2)},

e dado que trÍW(Z -- Z2)} = p obtemos a'-"À#,, = p/@. Então,

';,''«"*«"**,*"** - -;$$$

Z

Por outro lado,

,"«'"À.',.'+« - }, '".'". >1: '''"":,«.. >1: «'""""m" -

Z,m r,s t,u

@-'l"w(z - z,)z,m'l
e

,-""""À+«'é«« - 1>, -".««. }: ''""',«.. >: «"""m«"m"
i,m r,s t,u

@-'trlW(Z - Z2)}trlWZ2} - 'é''pç'
Então,

!,","«""*,'*«« -;a8m
Podemos aârmar que o acréscimo na correção de Bartlett para a estatística ajustada de

Stern nos modelos lineares generalizados quando o parâmetro de dispersão é desconhecido

assume a forma

Pq l Pdí'(@)
z«,#'a'iÇÓb a«.@dlÇ.bÜ'
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ituaçao

P('9) - @': li"(P + 2c;) {iZ2'(Z - Z2)Z« - é(& - Z2.)ZaZ2'

;p ZD *''*', - :lz.(z- za':.l u'--'c):
- I'G {Z,.(Z - Z,)Z2. 2(Z - Z,).Z,Z« - (Z - Z,) ® Z, ® Z,

-2Zd(Z - Z2)Z2a} (r' + a)i + { tr{(.E - 41)(Zd - Z,a)Z2a} l

. pq l paio'(é)
' a«-Wa'içÓÜ '2 «@d'lÇÓÜn

Portanto, nesta s'1 S

(3.32)

3.2.3 Exemplo: modelo de regressão normal

Consideremos novamente o modelo da Seção 3.1.2, que é amplamente utilizado em situações

práticas. Por esta razão e pelo fato de podermos obter expressões fechadas para os termos do

ajuste para a verossimilhança perfilado, voltamos a ele como exemplo de modelos de regressão.

Como situação particular dos modelos lineares generalizados vamos considerar a função de

ligação canónica. Isto implica uma grande simplificação nos resultados já que os cumulantes

necessários apresentam expressões simplificadas devido, fundamentalmente, a que g :: 0.

A hipótese em questão é Ho : Pi = PI), onde /3ÍO) - (1,0, . . . ,0)T, de dimensão p x l,

ou seja, estamos interessados em verificar se o intercepto do modelo de regressão é l e se os

restantes parâmetros de interesse são zero. Desta forma o preditor linear sob a hipótese nula
p rl n tnl'ml n

z7z = 1 + pp+iaçz,,+: + . . . + pp+qz.

e, sob a hipótese alternativa,

,71 P: + Õ'z{,2 + + #'zz,, + #P+lz,,,+l + + /3p+«z! ,

para / ' l, . . . ,n. Identificamos, então, que o vedor de parâmetros de perturbação é con.

stituído pelos parâmetros de regressão /3P+t, . . . , pP+q e pelo parâmetro de dispersão @.

99



Nas Tabelas 3.3 e 3.4 apresentamos o resultado de simulações de Monte Carlo com o ob.-

jetivo de comparar o desempenho dos testes baseados nas estatísticas da razão de verossim-

ilhanças, na razão de verossimilhanças pefiladas ajustadas e nas correspondentes estatísticas

com correção de Bartlett para testar a hipótese Ho : Pi = P(o)

Encontraremos a seguir as expressões das funções de ajuste A(19) e Q(O) e do termo {t(19),

da correção de Bartlett. A forma da função de ajuste A(19) foi obtida em (3.7) pala o caso de

@ conhecido e, como foi comentado na Seção 3.1.4, sua expressão não é afetada pelo desco-

nhecimento da dispersão. Agora, a função de ligação canónica no modelo de regressão normal

é a identidade e, portanto, -F = G = 0 e W = V = T = 1 e, então, A(19) = 0.

Tabela 3.3: Estimativas Monte Carlo de P0'v ? X:(p)), PO'V* 2. xi(p)), P(:i© 2 Xi(p)) e
P0&' 2 X:(p)), valores percentuais em 10.000 réplicas para testar Ho : P: = 1, . . . ,/3P = 0
através da função de verossimilhança perfilado com é como o parâmetro de perturbação
(@ = 1) no modelo de regressão linear normal, número de parâmetros de interesse p = 1, 2, 3
e 4 e tamanho de amostra n = 10 e 15.
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  n =10
15% 10% 5% 1% 0,5%

n =15
15% 10% 5% 1% 0, 5%

,-: g
18,3 12,8 7,0 1,8 1,0
15,3 10,3 5,3 1,1 0,6

14,3 9,5 4,9 1,0 0,6
15,2 10,4 5,4 1,3 0,7

17,3 12,1 6,4 1,5 0,8
l 15,3 10,3 5,2 1,1 0,6
l 14,6 9,7 4,9 1,0 0,5
l 15,2 10,3 5,3 1,2 0,6

)N*
p-2 )V

21,9 15,8 9,1 2,5 1,4
16,1 10,9 5,7 1,2 0,6
16,3 11,3 6,2 1,5 0,8
13,7 9,2 4,6 1,0 0,5

19,4 13,7 7,5 1,9 1,0
15,6 10,5 5,3 1,1 0,6
15,7 10,6 5,5 1,2 0,6
15,7 10,6 5,5 1,2 0,6

w*
p-3 )W

w*

26,7 19,9 12,1 3,8 2,3

17,5 12,1 6,4 1,4 0,8
19,9 14,3 8,2 2,3 1,4

14,1 9,5 4,9 1,1 0,6

21,9 15,8 9,0 2,4 1,4
16,1 10,9 5,5 1,2 0,6
17,4 12,1 6,5 1,6 0,8
13,6 9,0 4,4 0,9 0,4

,-, $ 
25,1 18,5 11,0 3,3 1,9
16,8 11,5 6,0 1,3 0,7
19,9 14,2 8,1 2,1 1,2

13,8 9,3 4,6 1,0 0,5



Com relação à função O(19) dada em (3.22), vemos que considerar a função de ligação

identidade implica que esta se reduz a

já que também .E = J = 0.

Por outro lado, no modelo de regressão normal, sabemos que d7(@) = --1/2é2 e ail'(@)

l/@3. Então,

ow - :L
41ÇÓÕ q

t-ÍH-} + ã;8:l?Mt-ÍZ,-a},

o('P) - :lâ(ç + 2)tr{.H} - @trÍZ2-H},

e dado que trlZ2-H} = trlX2(X2TX2)-:X2T-H} = trIZ;X2(XIX2)':.H} = tr{.H}, temos

o('P) - ggtrlx}.
Com relação à correção de Bartlett para a estatística do teste da razão de verossimilhanças

pernadas ajustadas, temos que et(t9) em (3.32) se reduz a

-ã;8$®
pelo fato da função de ligação canónica ser a identidade e, no modelo normal,

(t(0) - e(g-:.D,

obtendo-se também que ((19) = (p -- q)/n.

Utilizamos novamente a linguagem matricial de programação Ox (Dooinik, 2001) para

geral 10.000 réplicas do modelo de regressão normal sob a hipótese nula .llro : /3: ' PÍO), com

é = 1 e P2 = (1, . . . , 1)T, de dimensão q x 1. 0 tamanho da amostra em cada réplica foi

escolhido com n = lO, 15, 20 e n = 25 e o número de parâmetros de interesse e perturbação

entre l e 5. Os valores de zi,2, . . . , z{,q foram obtidos através de simulações independentes da

distribuição X2(2).

Observamos destes resultados de simulação que, como esperado, quanto maior o número

de parâmetros a estimar pior é o desempenho dos testes, sendo necessário o uso de correções

Quando comparamos as estatísticas )'V e )'V percebemos a importância da utilização de funções

de verossimilhanças ajustadas, embora os comportamentos das correspondentes estatísticas

com correção de Bartlett soam similares.
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Tabgl1 3 4: Estimativas de Monte Carlo de PO'v 2 X:,(p)), P0'v* ? X2(p)), P(:iV ? xã(p))
e P(]©' 2 Xl:(p)), valores percentuais em 10.000 réplicas pala testar Ho : D: = 1, . . . ,ap = 0
através da função de verossimilhança perâlada com @ como o parâmetro de perturbação
(@ = 1) no modelo de regressão linear normal, número de parâmetros de interesse p = 1, 2, 3, 4
e 5 e tamanho de amostra n = 20 e n = 25.

3.2.4 Exemplo: modelo de regressão gama

Um outro exemplo dentro dos modelos lineares generalizados é considerei a variável resposta

com distribuição gama de média /z e coeficiente de variação Ó'l. A função de densidade é

dada por

''«; «, ", - .*- [« (-5 * :.: i) - :.: '*, * «:.:'"«, - :..,]
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  n =20
15% 10% 5% 1% 0, 5%

n =25
15% 10% 5% 1% 0, 5%

 
16,5 11,3 5,9 1,4 0,7
15,0 10,1 5,1 1,1 0,5
14,4 9,6 4,9 1,0 0,5
14,9 10,1 5,1 1,1 0,5

16,2 11,0 5,8 1,3 0,7
15,0 10,0 5,1 1,0 0,5
14,5 9,7 5,0 1,0 0,5
15,0 10,0 5,1 1,1 0,5

)4*
p-2 )4

18,2 12,6 6,8 1,6 0,8
15,4 10,3 5,3 1,0 0,5
15,4 10,3 5,3 1,1 0,5
14,1 9,3 4,6 0,9 0,4

17,3 12,0 6,3 1,4 0,8
15,0 10,1 5,1 1,0 0,5
15,0 10,1 5,1 1,1 0,5
14,0 9,2 4,5 0,9 0,4

)v*
P = 3 )'\p

20,0 14,1 7,7 2,0 1,1
15,6 10,5 5,3 1,1 0,6
16,6 11,3 5,9 1,4 0,7 1
13,6 8,9 4,4 0,9 0,4 l

18,7 13,1 7,0 1,6 0,9
15,2 10,2 5,1 1,0 0,5
16,0 10,8 5,6 1,2 0,6
13,6 8,9 4,4 0,8 0.4

 
22,1 15,8 9,0 2,4 1,3
16,0 10,8 5,5 1,2 0,6
18,1 12,7 6,8 1,6 0,9
13,5 9,0 4,5 0,9 0,4

20,3 14,3 7,9 2,0 1,2
15,4 10,4 5,2 1,1 0,6
17,2 11,8 6,2 1,5 0,8
13,5 8,9 4,4 0,9 0,4

    22,7 16,3 9,2 2,5 1,4
16,3 10,9 5,6 1,2 0,6
19,1 13,3 7,2 1,8 1,0
16,4 11,1 5.8 1.3 0,7



onde Z/ 2 0, @ > 0, p > 0 e I'(@) a função gama. A densidade exponencial é um caso
especial quando @ = 1. Para é > 1 a densidade assume zero na origem, tem um máximo

em g/ = p -- p/@ e depois decresce. A distribuição Àl2(k) é um outro caso especial quando

@ = k/2 e /z = k. Note que é :: ElyJ2/varÍy} é o inverso do coeficiente de variação de y

ao quadrado. A função de variância da distribuição gama é dada por y(p) = p2

Similarmente ao exemplo anterior, interessa-nos uma parte do vedor de parâmetros de

regressão. Assim, a hipótese a ser testada continua sendo ]7o : ai = PI), onde /7ÍO)

(1, . . . , 0)T. O objetivo com este exemplo é avalia, através de simulações de Monte Carlo, o

comportamento do teste da razão de verossimilhanças, do teste da razão de verossimilhanças

perfiladas ajustadas, e dos correspondentes testes corrigidos, via correção de Baitlett. Os

resultados das simulações são apresentados nas Tabelas 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8.

Tabela 3.5: Estimativas Monte Carão de P0'V ? XZ(p)), P(}'v* 2 x:(P)), P(i© ? xZ(p)) e
P(i;r ? X' (p)). Valores percentuais em 10.000 réplicas para testar Ho : #: = 1, . . . ,DP = 0
através da função de verossimilhança perfilado com pP+l , . . . pP+ç como o vedor de parâmetros
de perturbação no modelo de regressão gama, número de parâmetros de interesse p = 2, 3 e
4, número de parâmetros de perturbação q = 2 e 3, @ = 1 e tamanho de amostra n - 15.

Utilizamos a linguagem de programação matricial Ox (Doornik, 2001) para gerar l0.000
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  q -2
15% 10% 5% 1% 0,5%

l q
15% 10% 5% 1% 0. 5%

,-, $
21,8 15,7 8,9 2,4 1,29
16,0 10,6 5,2 1,1 0,43
18,2 12,6 6,6 1,5 0,83
16,1 10,6 5,1 1,1 0,59

17,6 12,3 6,6 1,6 0,88
20,0 14,3 8,1 2,2 1,38
18,0 12,7 6,8 1,7 0.97

)w*
p-3 )W

23,3 17,5 10,2 3,2 1,83
16,2 10,8 5,6 1,3 0,74
19,6 14,2 7,8 2,2 1,25
16,0 10,7 5,6 1,4 0,77

26,6 20,5 13,0 4,2 2,75
18,2 12,9 6,9 1,7 1,13
21,2 15,6 9,1 2,7 1,67
18,4 13,2 7,3 2,1 1,28

,-, } 16,4 11,2 6,1 1,4 0,75 1
21,8 16,1 9,4 2,7 1,73 l
16,1 11,0 6,0 1,6 0,85 l

32,4 25,1 16,5 6,1 4,05
18,4 12,5 7,1 1,9 1,14
26,6 20,1 12,4 4,3 2,79
18,3 13,0 7,4 2,1 1.26



içou aõ uu uiuuçiu uç içbi u bania buu a nipuue ç nula -n0 : pl :: pi') com Ç) :: -L e

P2 = (1, . . . , 1)T, de dimensão q x 1. 0 tamanho da amostra em cada réplica foi escolhido

com n = 15, 20, 25 e 30. O número de parâmetros de interesse sendo p = 2, 3 e 4 e o número

de parâmetros de perturbação sendo q = 2, 3, 4 e 5.

Para geral as amostras do modelo de regressão, utilizamos a matriz de modelo XI obtida

de amostras independentes da distribuição Z/(0, 1) e a matriz X2 foi obtida de amostras

independentes da distribuição Àl2(2), exceto a primeira coluna de uns, correspondente ao
inteicepto no preditor linear.

Para obter os resultados de simulação utilizamos o método de penalização (Luenberger,

1973), que é um procedimento para aproximar problemas de otimização com restrições a

problemas de otimização sem restrições. Para maximizar as funções de verossimilhança e

verossimilhança perfilado ajustada, dispomos em Ox da função MaxBFGS que nos permite

maximizar funções multidimensionais sem restrições, através do método Broyden-Fletcher-

Goldfarb-Shanno(BFGS)(Fletcher, 1987) .

Na Tabela 3.5 podemos observar o comportamento das estatísticas de teste quando o

tamanho da amostra é n = 15. Os resultados mostrados são as médias amostrais das taxas de

rejeição em 10.000 réplicas Monte Carlo. O comportamento destes testes, com tamanhos de

amostra maiores, é apresentado nas Tabelas 3.6, 3.7 e 3.8. Todos os resultados de simulação

apresentados nesta seção correspondem ao modelo de regressão gama com função de ligação

canónica, ou seja, função de ligação inversa.

Com o objetivo de visualizam melhor os resultados obtidos e apresentados nestas tabelas,

escolhemos duas situações, a saber p = 4, q = 3, com n = 20 e n = 25. Construímos então

gráficos das curvas das discrepâncias de quantis de cada teste, mostrados nas Figuras 3.2 e

Nestas figuras apresentamos a diferença entre os quantis amostrais sob Ho e o valor nominal

segundo a distribuição de referência. Portanto, quanto mais perto esteja cada curva da linha

horizontal em zero, menor será a discrepância entre a taxa de rejeição média do teste e o nível

nominal calculado da distribuição de referência

0

3.3
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Disüíbuição gama, n=20

U

gU
0
E
©

g
e
Q

ã
ê

.9

0
e

Í
g

quantia da distribuição qui-quadrado com 4 graus de liberdade

RV Bartlett RV -- -- -- RVajustada Bartlett RV ajustada

Figura 3.2: Média, em cem amostras, da discrepância dos quantia amostrais das estatísticas
da razão de verossimilhanças perfiladas, perfiladas ajustadas e as correspondentes estatísticas
com correção de Bartlett no modelo de regressão gama. Vedor de parâmetros de interesse
# = (0,0,0,0) (p = 4), n = 20 e parâmetros de perturbação /i = (1, 1,1) e é = 1, estes
desconhecidos.

Distribuição gama, n=25

ã
8
$

g
g
:

€
9
g

'!

€

quantia da distribuição qui-quadrado com 4 graus de liberdade

RV BartfettRV -- -- -- RVajustada - .BadtettRVajustada ]

Figura 3.3: Média, em cem amostras, da discrepância dos quantas amostrais da8 estatísticas
da lazão de verossimilhanças perííladas, perfiladas ajustadas e as correspondentes estatísticas
com correção de Baitlett no modelo de regressão gama. Vedor de parâmetros de interesse
P =(0, 0,0,0)(p = 4), n = 25 e vetor de parâmetros de regressão P=(1,1, 1) e é= 1, estes
desconhecidos.
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Tabela 3.6: Estimativas Monte Carlo de PO'v ? X:(p)), PO'V* 2 Xi(P)), P(:i© ? x:(p)) e
P(Vr ? X' (p)). Valores percentuais em 10.000 réplicas para testar Ho : P: = 1, . . . ,ap = 0
através da função de verossimilhança peifilada com ap+i , . . . Op+q como o vedor de parâmetros
de perturbação no modelo de regressão gama, número de parâmetros de interesse p :; 2, 3 e
4, número de parâmetros de perturbação q = 2, 3, 4 e 5, @ = 1 e tamanho de amostra n - 20.

Uma primeira observação destas figuras é a necessidade de ajustar a função de verossi-

milhança perfilado para uma melhor construção de testes para os parâmetros de interesse,

assim como também percebemos a importância da correção de Bartlett, tanto para o teste

usual da razão de verossimilhanças como para o teste correspondente construído de verossi-
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  l g
15% 10% 5% 1% 0,5% l 15% lo% 5% 1% o. 5%

 
l 18,3 12,5 6,8 1,5 0,74

14,9 10,1 5,0 0,8 0,47
15,5 10,4 5,2 1,0 0,57

l 14,7 9,9 4,9 0,9 0,48

l 16,5 11,5 5,9 1,5 0,80
l 16,7 11,5 6,2 1,6 0,94
r 16,4 11,2 6,0 1.5 0.88

  q-4 a=5

 
20,8 15,0 8,7 2,5 1,46
16,9 11,8 6,5 1,5 0,70
18,0 12,7 6,9 1,8 0,94
17,0 12,0 6,5 1,6 0,78

l 18,4 12,8 6,7 1,5 0,88
15,7 10,9 5,6 1,5 0,81

1 17,5 12,0 6,5 1.7 0.99
  q-2 q :: 3

 
19,1 13,7 7,8 1,8 1,00
14,3 9,8 5,0 0,8 0,42
16,8 11,9 6,4 1,4 0,69
14,3 9,6 5,2 0,9 0,41

23,7 17,5 10,6 3,2 1.86
17,0 11,9 6,5 1,4 0,73
17,5 12,3 7,0 1,7 0,97
16,7 11,7 6,7 1.5 0.84

    Ç=5

 
25,2 18,7 11,1 3,1 1,83
17,5 12,2 6,2 1,4 0,70 1
20,3 14,5 7,9 2,0 1,16 l
17,5 12,2 6,4 1,5 0,78 1

26,8 20,2 12,5 4,2 2,88
18,3 12,7 7,1 1,9 1,06
19,1 13,8 7,8 2,5 1.50
17,8 12,7 7.1 2.2 1.25

  g Ç=3

,-, ã
21,7 15,5 8,7 2,4 1,40 l
14,2 9,4 5,0 1,0 0,54 l
18,7 12,8 7,3 1,9 1,03 1
14,2 9,5 4,9 1,1 0,62 l

26,5 19,9 11,9 3,7 2,37
17,2 11,8 5,9 1,5 0,91
20,2 14,4 7,6 2,5 1,42
16,7 11.3 5,8 1.6 0.98



Ta!=P 3.71, Estimativas Monte Carlo de POW ? X:,(p)), PO'v* 2 xi(p)), P(iN ? xâ(p)) e
P(:i©' 2 Xi(p)). Valores percentuais em 10.000 réplicas para testar Ho : /3: = 1, . . . ,#' = 0
através da função de verossimilhança perfilado com pP+i , . . . pP+ç como o vetor de parâmetros
de perturbação no modelo de regressão gama, número de parâmetros de interesse p = 2, 3 e
4, número de parâmetros de perturbação q = 2, 3, 4 e 5, @ = 1 e tamanho de amostra n = 25.
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  15% 10% 5% 1% 0, 5%
l q

15% 10% 5% 1% 0. 5%

,-, Ê
l 16,6 11,2 5,9 1,3 0,64

15,2 10,2 5,3 1,1 0,49
l 16,0 10,5 5,5 1,2 0,56
F 15,5 10,1 5,4 1,1 0,55

18,3 12,8 6,9 1,8 0,90
l 15,8 10,8 5,5 1,3 0,50

15,7 10,8 5,5 1,3 0,59
15,9 11,0 5,6 1,3 0,60

  q-4 q-5

,-, Ê
20,1 14,2 7,9 2,1 1,22
16,7 11,4 5,9 1,4 0,78
17,9 12,2 6,7 1,7 0,99
16,6 11,4 6,2 1,5 0,84

21,4 15,5 9,0 2,4 1,34
16,8 11,9 6,5 1,3 0,79
15,4 10,6 5,4 1,1 0,62
16,6 11,7 6,1 1,5 0,76

  q-2 q-3

 
18,2 12,6 6,8 1,7 0,85
14,7 9,5 5,1 0,9 0,56
17,0 11,5 6,1 1,4 0.70
14,9 9,6 5,2 1,0 0,53

21,2 15,4 8,5 2,1 1,17
16,5 11,2 5,7 1,1 0,64
17,3 11,7 6,3 1,3 0,71
16,6 11,0 5,9 1,2 0,65

  q-4 g-5

 
22,5 16,0 9,1 2,4 1,39
17,1 11,2 5,9 1,3 0,57
18,2 12,4 6,6 1,6 0,87
16,9 11,4 6,0 1,3 0,59

22,7 16,4 9,6 2,7 1,62
16,9 11,5 5,9 1,4 0,73
18,5 13,1 7,0 1,9 1,05
17,1 11,6 6,2 1,6 0,79

  q-2 g-3

,-, Ê
20,0 14,3 8,1 1,8 1,03
14,8 10,1 5,0 0,9 0,36
17,9 12,5 6,8 1,5 0,73
14,8 10,3 5,2 1,0 0,41

22,9 16,2 9,1 2,4 1,29
15,8 10,3 5,3 1,0 0,49
18,3 12,4 6,6 1,5 0,79
15,5 10,3 5,3 1,1 0,63

  q- 4 g-5

 
24,7 17,9 10,5 3,1 1,87 l
16,9 11,5 6,1 1,3 0,61 1
20,0 14,0 7,8 2,2 1,08 l
16,9 11,4 6,0 1,4 0,60 1 



Tabela 3.8: Estimativas Monte Carlo de PO'v 2 Xli(p)), POW* 2 Xl:(p)), P(};y 2 X:,(p)) e
P(yr ? X:,(p)). Valores percentuais em 10.000 réplicas para testar .Ho : #: = 0, . . . ,/3P = 0
através da função de verossimilhança perfilado com pP+i , . . . pP+ç como o vetou de parâmetros
de perturbação no modelo de regressão gama, número de parâmetros de interesse p = 2, 3 e
4, número de parâmetros de perturbação q = 2, 3, 4 e 5, @ = 1 e tamanho de amostra n = 30.
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  l q
15% 10% 5% 1% 0, 5%

q-3
15% 10% 5% 1% 0, 5%

,-, g
16,9 11,6 6,0 1,2 0,67
15,8 10,6 5,2 1,0 0,57
16,4 11,1 5,6 1,1 0,13
15,9 10,6 5,3 1,0 0,54

l 17,9 12,5 6,3 1,6 0,76
l 15,8 10,7 5,2 1,1 0,55
l 16,4 10,9 5,6 1,2 0,66

16,0 10,7 5,3 1,2 0,61

  q-4 q-5

,-, $
19,2 13,6 7,6 2,0 1,09
16,5 11,4 5,7 1,4 0,64
17,6 12,2 6,5 1,6 0,88
16,7 11,4 5,8 1,4 0,75

l 20,2 14,5 7,9 2,1 1,22
l 17,4 11,9 6,2 1,5 0,73
F 16,5 11,1 5,6 1,3 0,67

17,5 11,9 6,2 1,5 0,84
  q-2  

 
17,4 11,7 6,3 1,4 0,81
15,2 10,2 5,2 1,1 0,56
16,4 11,0 5,8 1,3 0,66
15,3 10,2 5,3 1,1 0,56

19,4 13,8 7,5 1,7 1,10
15,8 10,8 5,4 1,2 0,67
17,0 11,8 6,0 1,4 0,80
15,8 11,0 5,5 1,2 0,72

  q-4 q-5

 
20,8 15,0 8,4 2,1 1,19
16,8 11,7 6,0 1,3 0,74
17,5 12,3 6,6 1,4 0,88
16,9 11,7 6,1 1,3 0,79

20,3 14,7 7,9 2,1 1,14
16,8 11,5 5,9 1,2 0,72
17,4 12,1 6,4 1,5 0,77
16,9 11,7 6,2 1,4 0,74

  q-2 q=ó

,-. Ê
18,1 12,6 6,5 1,5 0,81
14,1 9,5 4,6 0,9 0,45 l
16,6 11,3 5,6 1,3 0,63 l
14,3 9,4 4,7 0,9 0,50 l

20,8 14,8 8,1 2,2 1,24
15,7 10,5 5,4 1,2 0,48
17,7 12,0 6,3 1,7 0,72
15,8 10,5 5,3 1,3 0,52

    g-5

,-. $
21,5 15,7 8,6 2,4 1,29 l
16,3 10,8 5,7 1,2 0,63 l
18,4 12,8 6,9 1,7 0,89 l
16,2 10,8 5,5 1,2 0,60 l 



milhançm perfiladas ajustadas. Isto porque as curvas correspondentes estão mais perto da
linha horizontal em zero.

C)bservamos destes resultados de simulação que, como esperado, quanto maior o número

de parâmetros a estimar pior é o desempenho dos testes, sendo necessária a correção delas.

Quando comparamos as estatística de teste ),V e )'v percebemos a importância da utilização

de funções de verossimilhanças ajustadas. Por exemplo, quando n = 20, p = 2 e q = 3, o

desempenho do teste :iV', pala níveis nominais de 15% e 10%), é ligeiramente melhor do que

do teste )'V*. Nos outros níveis nominais, inverte-se este comportamento. Esta alternância de

desempenho se mantém, praticamente, em todas as outras situações consideradas.

Algumas situações não foram consideradas no trabalho de simulação por considerarmos

que o número de parâmetros do modelo proposto é inconsistente com o tamanho de amostra.

Por exemplo, na Tabela 3.3 a situação n = 10 e p = 4 não foi considerada e na Tabela 3.4, a

situação n = 20 e p = 5 também não foi considerada, ambas situações no modelos de regressão

normal. No modelo de regressão gama, tanto com tamanho de amostra n = 25 quanto com

tamanho de amostra n = 30, não consideramos nas simulações as situações em que p = 4 e
q = 5, por considerarmos modelos com excesso de parâmetros relativamente ao tamanho de
amostra.

Cloncluímos destes resultados que ao utilizarmos o teste da razão de verossimilhanças

pefiladas ajustadas obteremos taxas de rejeição sob Ho mais próxima do nível nominal do

que se usarmos o teste da razão de verossimilhanças usual, este sendo marcadamente anti-

conservador, já que em todas as situações consideradas as taxas de rejeição excedem considera-

velmente os níveis nominais correspondentes. Concluímos também que a correção de Bartlett

para o teste usual da razão de verossimilhanças apresenta comportamento similar à correção

correspondente do teste da razão verossimilhanças perfiladas ajustadas.
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Capítulo 4

Considerações finais e conclusões

Inferências em modelos paramétricos na presença de parâmetros de perturbação envolvem, em

geral, o uso de verossimilhanças perâladas. Estas dependem apenas dos parâmetros de inte-

resse, já que são obtidas das correspondentes verossimilhanças originais com os parâmetros

de perturbação substituídos por suas estimativas de máxima verossimilhança para cada valor

fixado dos parâmetros de interesse. Embora as verossimilhanças perfiladas gozem de algumas

propriedades semelhantes às válidas para as verossimilhanças genuínas, elm podem apresentar,

por exemplo, vícios na função escore e na informação, estes sendo de ordem O(1).

Ajustes para verossimilhanças perfiladas têm sido propostos na literatura. Um deles,

muito atrativo por ser aplicável em contextos bem gerais, é o de Stern (1997). Nesta tese,

estudamos em detalhes o ajuste de Stern e mostramos que seus resultados contêm erros. Um

dos objetivos da tese foi, então, desenvolver novamente a proposta de Stern, obtendo assim

o ajuste correio que faz com que a verossimilhança perfilado ajustada tenha vício da função

escore e da informação de ordem O(n i). Através de alguns exemplos, temos indicação de

que nossos resultados estão correios. Esse objetivo foi alcançado no Capítulo 2.

E bem conhecido o fato de que, em problemas regulares, a estatística da razão de verossi-

milhanças tem, sob a hipótese nula, distribuição assintótica qui-quadrado com um número

de graus de liberdade adequado e com um erro de ordem O(n'i). O mesmo ocorre para a

estatística da razão de verossimilhanças baseada em verossimilhanças perfiladas ajustadas.
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Ainda no Capítulo 2, obtivemos uma correção de Baltlett que, aplicada nesta última es-

tatística, faz com que o erro da aproximação torne-se de ordem O(n'2).

A aplicação dos resultados teóricos obtidos em modelos de regressão não é trivial. Foi

objetivo do Capítulo 3 aplica-los aos modelos lineares generalizados e apresenta-los de forma

tal que as fórmulas possam ser implementadas em qualquer software que tenha facilidades

para executar operações com matrizes e vetores.

Também no Capítulo 3, apresentamos estudos de simulação para avaliam o desempenho

dos testes da razão de verossimilhanças usual e o baseado em verossimlhanças per61adas

ajustadas e suas respectivas versões corrigidas via correção de Bartlett. Concluímos que o

teste da razão de verossimilhanças usual é muito anticonservativo rejeitando a hipótese nula

com uma frequência bem maior do que esperado com base no nível nominal do teste. O ajuste

de Stern, na sua forma correra obtida nesta tese, torna, o teste mais confiável no sentido de que,

embora ainda seja anticonservativo, tem tamanho mais próximo do nível nominal escolhido.

A aplicação do ajuste de Stern deixa ainda lugar para mais correção. Esta é obtida através do

uso da correção de Bartlett aplicada ao teste ajustado desenvolvido nesta tese. Notamos que a

correção de Bartlett aplicada à estatística da razão de verossimilhanças usual ou à estatística

ajustada leva a testes com desempenhos semelhantes.

Nesta tese o foco esteve, primordialmente, em testes de hip(5teses. Em pesquisas futuras,

o ajuste para a verossimilhança perfilado de Stern deve ser estudado com mais detalhes no

que diz respeito à estimação de parâmetros. Além disso, é conveniente compara-lo com outras

propostas de ajuste apresentadas na literatura.

E de relevância também estudar ajustes pala verossimilhanças perfiladas em problemas

em que o número de parâmetros de perturbação cresce com o tamanho da amostra (Neyman

& Scott, 1948) e em outros modelos de regressão como, por exemplo, os modelos de dispersão

IJ©rgensen, 1987, 1997) e os modelos mistos (McCulloch & Seaile, 2001).
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-A.pêndice -A.

Algumas relações entre cumulantes

A.l F'arma alternativa da soma o.z,.XÓ'

Sabemos que,

l.X.ó) (.X.j)À
(ÀÍÓ) (.X:j)

(À'j)

(,à:j)

segundo a partição induzida pelos vetores de interesse e perturbação. Desta forma, podemos

escrever

Se denotamos por / a matriz identidade, então, da equação

/ - À-lÀ

(.X'')(.X.ó)+(.X'j)(.X«)(.X'')(,X.j) +(.X'j)(À:j)\

(.à")(À.ó) + (À:j)(.X.j) (À")(.X.J) + (.X:j)(.X:j) ./

e

l,x'')
À

(À:')

obtemos

(.x'')(.x.j) (.x'j)(.xÍj), (A.l)

dentre outras ecluaçoes
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(J l)servemos (lue

(..oo') - »"': (*'' ««)

(. ».'-:*'')
or outro lado, multiplicando por À'ó': a esquerda em (A.l) temos

À.j - À'b :À'jÀ:j;

ortanto, multiplicando a equação anterior por Àüi a direita

À.jÀãl -

Assim conseguimos provar que

(..do'o- (. *:'-:)
r, por exemplo, que

a.UXu t, = t. -- u;' Xa; t.

A.2 Matriz de cumulantes z.,

Nesta seção provaremos que
P'' = À" -- 'r

definido em (1.5) assume a forma
0 0

.o Àü:
Segundo foi definido em (1.4),

r" = À"À'ba.z,,

tricialmente, pode ser escrito como

ÀaZ' À.j

Àíb ÀibÀab''Àaj
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ÀabÀab'iÀab ÀabÀab'iÀaj

ÀÍbÀab'lÀab Àib.Xab'iÀaj

P

P vemos que

e isto nos permite escreveS l

que, mal



Então,
À-l T

Àab Àaj À'b

Àiz' Àij

0 0

0 ÀÍj -- ÀibÀab iÀaj

.ÀÍbÀab 'iÀaj

Provemos agora que

Àãi - À{J -- ÀíbÀab':À'j

Utilizando a expressão para a inversa de uma matriz particionada (Rao, 1973, pg.33),
obtemos

(.x':) ':
Xnb': -F FE 'tF --FE

E-'tFI .E-i

onde

.F - Àij -- ÀibÀab :À'j

e

.F = Àab':Àaj

Desta forma, vemos que

ou Àüi = .F e, portanto, Àãl :; Àij 'À'j, como se queria demonstrar

À
z.7

A.3 Obtenção de .AF

A função .4' é definida no Teorema 2.1.1 como sendo

.4' = À'p''

Posteriormente, na Seção 2.1.2, durante a demonstração do Teorema 2.1.2 é necessário en-

contrar .4:, ou seja, a derivada em relação ao r-ésimo componente do vedor l9. Estudaremos
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aqui as derivadas de matrizes e depois aplicaremos os resultados para encontrar a expressão
dp ,4c

Seja V(19) uma matriz não-singular de ordem p + q x p + q, de elementos u{,j, e,J

1, . . . ,p + q. Sabemos que V iV = / e, derivando }'''i com relação a l9, obtemos

ç« * «-:g - ..

ç- «-:g"':,
forma, podemos escrever

zá:,x" .x../,À"

a3i"''- «"'*.,/,"'"

Utilizando estas expressões das derivadas de cumulantes, obtemos que

«: - *"**,,,''"«"" -'- »'«'"'...,«'") l *-,« l -. »-«"" l »-,«,

(a« /ao) Desta.Sh.J

e

Então,

onde Z?V'.
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Apêndice B

Cumulantes de ordem superior nos

modelos lineares generalizados

De grande importância é estabelecer uma notação para os cumulantes do logaritmo da função

de verossimilhança nos modelos lineares generalizados (Seção 1.1.2) e é esse o objetivo deste

Apêndice. Primeiramente, obteremos derivadas de ordem superior do logaritmo da função de
,....;,.;]h.... ,.].. ,..,.H.l.. l;....,3'- 'r.....l;..,l,\.

Y E/i vDDiiiiiiiicbii\fcb \A\JE) iiiv\Atei\Jt) iiiivc»i vt] õviivi aiiizlc&\lvi)-

A notação que utilizaremos é similar àquela apresentada em diferentes trabalhos como

Coi deiro (1983), Cordeiro & McCullagh (1991), Cordeiro et aJ. (1993), Cribaii-Neto & Ferrari

(1995) e Botter & Cordeiro (1997), dentre outros.

O logaritmo da função de verossimilhança dos modelos lineares generalizados, segundo

discutido na Seção 1.3, assume a forma

L(P, d') 0' - Z,(0') + '(Z/.)} + >1: d:(g/.) + nd,(é).
z-l z-l

A partir desta função, por simples diferenciação, chega-se a que

:P-*Ê'«- «',ig"',,

? #-«$Í'« «',;$-'«. «',$$(#)'-é($)'}«
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e que

õn LÇl3, Óà

aB'aD;aD' ,'E4{,.
z-l c$)' (#3

«',$$
dpZ\a

É#w * '«: -«',é$ «',$$#$

w'l ,«,-,«

Tomando esperanças nas duas últimas expressões encontram-se os cumulantes

:#) ' « ,« ,

e

3 dpzd2pz

tl dv7z d?7za

2 d% /'dP!
H' dpz \. dv?z

ZZr ;ZsZZt

T)oíini nrln na ÊlnpÃnaY-"
, dp d2/z l
1 =

' d77 d?72 l/' (B.l)

(B.2)

e

l d/z d2/z l dy /dp
V'2 dp \.d?7

3

podemos escrever os cumulantes como

À'. -é >: w:"',"'' ,
z-l

(B.3)

lembrando que w qàHlàq61 IV. .

À«' -é >1:(./ + 2g).«.,«.."".
z-l

(B.4)

Derivando À,, em relação a /3t temos
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que assume a forma

À«/t
-«${,#$$$*

'dpz ' d20z dpi d?7z 'l

ãp@aj"',":'
Observando que

dO

dq
dOdp l dp
dp dq y d?'

então
d20 d20

dp2 g)'*g$,
logo

d20 /'d/z\2 d20 dO d2p
l l =

dp2 \. d77 ,/ d772 d# d772

os lados desta última equação por d/z/dv7 temose multiplicando ambos

d20

dp2
'dp
dq

2 dp d20 d/z
dv7 dv72 d77

dOd2pdp
dp d772 d?7

Vemos também que g dado em (B.2) pode ser escrito como

d20dp

e, portanto, temos

$ (g)'dp
&

d2p dé?

ou ainda
d20

dp2

Podemos então escrever

À«/t -@ >1:(/ + g).«.,«.."",
z-l

(B.5)

e utilizando o fato de que
d20

dp2

l dy
V'z dp'

o cumulante em (B.5) assume a forma

-*${,#$;À-/É
l d% /'dpz

q' dpz \.d?z

3
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Com o objetivo de encontrar a expressão do cumulante .X-/t«, derivamos À-/t com relação

a #". Desta forma temos

'«/.« - -óE ãhu + ü,«,,«.."",

n

na qual

(/ + g):(«t)z êu + ü.«.,«.."" aP"

éu+ .«.,«..""".«,

obtendo-se
7Z ,

*«... - -- d.«.,«..""".«'

Dado que
dg
d?

d2pd20 . d30dp
d772 d?72 ' d773 d77

e

d/
dq

da/z dO . d2é? d2p
d773 d?7 ' d772 dv72'

temos

X«situ l$g * ,$$ *$$1' «»««"""

Observemos que

d30

dp3 g)'*,$g$ l dv' d2/z . l d3p
V'2 dp d?72 ' V' d773

d3é? 2 /'dV'\2 l d2V'
::= 1 1--

dp3 y3 \. dp ./ V'2 dp2

Substituindo a expressão anterior e aquela para d2é?/dp2 obtemos

q'dp:

dUV /'dpz\; l d'U /'dpz
d/z'7 \.d?7' ,/ q' dp;' \.d?'

'dpz\2 d2pz . 2 dpz d3pz . 2
dv7z ,/ d?712 ' % dv7z dv7z3 ' U

3 l d% dpz d2/zz

l42 dpz dv7z d?7z2

'd2pz '\ 2
ã;lP',J I' 3çz,zz.zztzu

119



Observemos que as funções d//dv7 e dg/d?7 podem ser escritas como

d/ l dy
d?7 V'2 d/z

'd2p 2 . dpd3p

e
4 dy

V'2 dp
'dp
dq '$*t{($

'@l' .í .z ral'
do./ l }'' \.dp

2

B.l Obtenção dos cumulantes ,X,.t/« e ,X«t.,

Sabemos que

arst Ju,
*,,..« -ã*,..#«

e, portanto,

2g).«.,«.."«".«-

Utilizando as expressões das derivadas de / e g na seção anterior, obtemos

Z l

Àvstlw

X.sela -«$1$g*;$$*,g$
i

ZZrnZs:Z;itÍZ;Zu

e substituindo as expressões para dé?/d?7, d20/d?72 e d30/d773 temos

X.stln -*$Í$($)'($); $$$(#)' $$
#$#$ *Ê#$ *Ê ($yl«»«"«""

dUV d/zz \ 3 $);

Pala encontrar a forma do cumulante À,.t. primeiramente observamos que

gn -«$Í'« «',$ -,.. -«}«,«..".*,

e derivando em relação a /3" temos

aB'a0;al3tal3u -'E{'". «',$g
d/z! d301 av7z

d?7i d?7za aP"
,@gd.
' d?7z õ/7"

d/z a?71

àn'a13"
ZI,tZlsZI,t

[-]
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Tomando esperança e observando que a?7z/õ#" a;z« e EÍg/ -- /z} 0, chegamos a

E aLÇl3,ÓÜ
i)Í3' aÍ3'a13tÕF3u

dpz d30z dgz
+2

d77z d?7i3

d/z

ãii.r ZZTZlsZltZZ.'

Substituindo as espressões de dg/d?7 e d//d?7 e nestas, as correspondentes expressões de
dO/d?7, d20/d?72 e d30/d773 obtemos

À-'. -@ }: '''',":."""'",
z-l

onde
34 dpd3p +=

y d77 d?7a y
dV'V
dp
d2y
dpz

'dp''\4
dq

'dp''\4
dq

12dy
V'2 dp

'dp\2d2p
dv77 d?72

(B.6)
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Apêndice C

Propriedades do produto Hadamard e

da função traço

Em algumas situações precisamos calcular

l"w'(z ® z)w'l, (c.l)

onde W é uma matriz diagonal de pesos, Z = X(XTX)'lXT definida na Seção 3.1.1 e e) o

produto direto de matrizes ou produto de Hadamard.

Aqui estudaremos propriedades que relacionam o produto Hadamard com a função traço

para escrever de maneira reduzida (C.l) nas expressões em que apareça. Detalhes sobre as

propriedades do produto Hadamard ou produto direto e da função baço pode ser encontrado

em Rao (1973).

Provemos primeiramente que

H''(Z ® Z)W' (W''Z) ® (ZW')

Observemos que

tol

»''(Z ® Z)H''
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que pode sei escrito como

) (
De outra forma,

"«'::": . . . «.<.«. /

Portanto, provámos que

w'(z ® z)w' - (w'z) ® (zw')

e, devido a (ZH') = (ZW)T, temos

n'(z ® z)w' (wz) ® (zw')"

Utilizando a, seguinte propriedade do produto Hadamard

1"(.4 ® .B")l - tr(Á.B),

que pode ser encontrada em Rao (1973, pg. 30), obtemos

l"W(Z® Z)WI (WZ) ® (ZH'')l

t: (H'ZWZ)

tr(WX(X'm''X)':X"H'X(X"WX)':X")
t- (n'x(x"wx)':x")
t- (X"H''X(X"WX)':)
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201Zll

(w'z) ® (zw')

«:.?:": ' . . «:,L".

,Zll't01 ''' .Zln'tOn

ZnlWI ' ' ' .Znn'tOn,

wlzÍlml 2

WnZ;.W«

Zl;laia



Desta forma,

ITW(Z ® .Z)WI = dim(X"WX).

Na situação em que a matriz de pesos W se reduz à matriz identidade .r, temos

1".r(Z êO Z)/l - tr(Z).

Por outro lado, a função traço satisfaz

tr(Á.B) - tr(BÁ),

e observando que

tr(Z) - tr (X(X"X)':X") ,

obtemos que

+..r ç') y'r yT y'\-l\ x)

(C.2)
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