- Ajustes para a
verossimilhanca perfilada
em modelos lineares
generalizados

Fernando Lucambio Pérez

Tese apresentada ao
Departamento de Estatistica
Instituto de Matematica e Estatistica
Universidade de Sao Paulo
para a obtencao do grau de
Doutor em Estatistica

Area de Concentragao: Estatistica
Orientadora: Prof. Dra. Silvia Lopes de Paula Ferrari

Sao Paulo, Brasil

Junho de 2003



Ajustes para a
verossimilhanca perfilada
em modelos lineares
generalizados

Este exemplar corresponde &
redacao final da dissertacdo de-
vidamente corrigida e defendida
por Fernando Lucambio Pérez e

aprovada pela comissdo julgadora.

Sao Paulo, junho de 2003.

Banca examinadora

Profa. Dra. Silvia Lopes de Paula Ferrari (Orientadora), IME, USP

Prof. Dr. Francisco Cribari Neto, UFPE

1

Prof. Dr. Gauss Moutinho Cordeiro, UFBA

Profa. Dra. Denise Aparecida Botter, IME, USP

Prof. Dr. Filidor Edilfonso Vilca Labra, IMECC, UNICAMP



Summary

Inference about a multiparameter of interest in the presence of nuisance parameters is
oftentimes based on the profile likelihood function. However, it does not behave as a true
likelihood function and severél adjustments to the profile likelihood function have been pro-
posed. In this dissertation, we consider an additive adjustment that aims at reducing the
score and information biases of the profile score function from O(1) to order O(n~!). The
adjustment was originally proposed by Stern (1997) but we show that his formula is in error.
One of the goals of this dissertation is to obtain the correct expression for Stern’s adjustment.
It is noteworthy that this adjustment is applicable in wide generality since it allows both the
interest and nuisance parameters to be vector-valued. Our second goal is to derive a Bartlett
correction for the adjusted profile likelihood ratio statistic. We also obtain simple closed-form
expressions for Stern’s adjustment and its Bartlett correction in the class of the generalized
linear models. A simulation study compares the performance of the usual profile likelihood

ratio test, the adjusted profile likelihood ratio test and the associated Bartlett-corrected tests.
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Capitulo 1

Introducao

Esta tese tem por objetivo estudar uma situagdo dentro da teoria da estimacdo estatistica
muito considerada recentemente. Referimo-nos ao estudo de inferéncia baseada em verossim-
ilhangas perfiladas. Como exemplo de trabalhos recentes neste sentido podemos mencionar
Barndorfl-Nielsen (1986), Cox & Reid (1987), Davison (1988), McCullagh & Tibshirani (1990),
Barndorff-Nielsen (1992, 1994), DiCiccio, Martin, Stern & Young (1996), Stern (1997), Sev-
erini (1998b), Davison & Stafford (1998) e outros aos quais faremos referéncia posteriormente.

As verossimilhangas perfiladas séo utilizadas quando parte do vetor de parametros de um
modelo estatistico nao é de interesse direto do pesquisador e é, portanto, considerado como de
perturbagao. A utilizagdo de verossimilhangas perfiladas induz certas dificuldades e algumas
das solucoes propostas serdao objeto de estudo.

Os resultados obtidos nesta tese sdo de ampla aplicabilidade no sentido de que somente
exigem modelos estatisticos nos quais o estimador de méxima verossimilhanga exista e possua
as propriedades assintéticas usuais. A aplicagdo dos resultados em modelos de regressao,
em particular nos modelos lineares generalizados (McCullagh & Nelder, 1989), ser4 discutida,

amplamente.

Definigoes gerais necessarias ao desenvolvimento deste trabalho serao apresentadas a seguir.



1.1 Definigées gerais

Consideremos ¥ = (V4, ... , Yo) um vetor de varidveis aleatérias com funcao densidade con-
junta f(y;9), sendo ¥ € Q, ¥ = (@0, ..., 97T o vetor de pardmetros desconhecidos, de
dimensao p + ¢, que descreve o problema a ser estudado, ©, o espaco paramétrico, considera-
do um subconjunto de RP*?, O vetor de varigveis aleatérias ¥ também pode ser discreto, e
desta forma ter associada uma fungdo de probabilidade, mas ndo faremos distingdo entre as
situagées discretas e absolutamente continuas e por esta razao faremos referéncia a f (y;9),

genericamente, como uma funcéo densidade.

Definicao 1.1.1 A funcdo de verossimilhanca do pard@metro 9 serd escrita como £(9) e

definida como

£(9) = €(8;y) = Hfi(yi;ﬁ),

se as varidveis aleatorias Yy, ...,Y, forem independentes, onde [i(yi;9) € a fungdo densidade
de Y; avaliada no ponto y;, i =1,... , T
Em situagées mais gerais diremos somente que £(9) = f(y;9) € a funcdo de verossimi-

lhanga de 9. -

Nos exemplos considerados neste trabalho a fungdo de verossimilhanga é escrita como
0(9) = [T, f(yi;9%), j4 que neles a fun¢do de densidade é a mesma, somente avaliada em
pontos amostrais e valores dos parametros diferentes.

Observemos que, embora £ () seja uma funcéo de varidveis aleatérias, estaremos interessa-
dos em ressaltar sua dependéncia do vetor de pardmetros e ndo seu cardter aleatério. Por 1sso,
no argumento desta e de outras funcgdes de verossimilhanga a serem definidas, consideraremos
somente o vetor de pardmetros que define o modelo.

Para obter o estimador de maxima verossimilhanca 9 de , € Suas propriedades estatisticas,

utilizaremos o logaritmo da funcdo de verossimilhanca, denotado por L(9) e definido como

L(9) = log £(19)-



A partir desta fungao, obtemos a fungio de estimagdo U (¥) (Godambe, 1960), definida

como

U®) = a%L(ﬂ)

e conhecida como fungdo escore. O estimador de maxima verossimilhanga do vetor de

pardmetros ¥ é obtido da equacdo de estimacéo
U@®) =0,

a qual consideraremos que possui solugéo tnica.

Assumiremos que a fungdo de verossimilhanca e, portanto, a fungdo escore, satisfazem
condigoes de regularidade para garantir que o estimador de méxima verossimilhanca de 9
seja consistente e com distribuicao limite conhecida. Estas condigbes sdo amplamente co-
nhecidas na literatura, mas utilizaremos tais condigbes aplicadas & fungéio escore segundo
foram apresentadas em Godambe (1960). Mais recentemente encontramos estas condigbes
de regularidade escritas de maneira mais geral, por exemplo, em Sweeting (1980) e Knudsen
(1998).

Este trabalho trata de problemas conhecidos na literatura estatistica como de teoria
assintética. Nele admitimos que o nidmero de observacoes 7 cresce mas a dimensio do vetor
de parametros ndo, mantendo-se constante.

Utilizaremos amplamente o conceito de ordem de magnitude de seqiiéncias estocésticas ou
Op(:) e op(-), também conhecido como notagio de Mann-Wald; recomendamos a leitura de
Bishop, Fienberg & Holland (1975), McCullagh (1987), Cox, Hinkley, Reid & Snell (1991),
Sen & Singer (1993) e Barndorff-Nielsen & Cox (1994). Recordemos que X,, = Op(n®) se a
seqiiéncia {n~*X,},>; for limitada em probabilidade, quando n — oco. Um exemplo muito
importante de varidvel aleatéria de ordem Op(n'/?) é a funcdo escore. Recordemos também
que se {n~*X, },>1 converge em probabilidade para zero, quando n — 00, entao X, = op(n®).

Outros conceitos que serdo de grande utilizacéo neste trabalho séo a matriz de informacao

observada j(v), onde
S?L(9)

i) =~ 25507
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e a matriz de informagao esperada ou matriz de informacio de Fisher, definida como

oL OL
K‘E{%W}’

a qual, por condigoes de regularidade, pode ser calculada alternativamente como
K =E{j(9)}

Lembremos que a matriz de informagao esperada é importante para resultados assintéti-
cos. Por exemplo, o inverso desta matriz é a variancia da distribui¢do limite do estimador
de maxima, verossimilhanga (Wilks, 1962; Gnedenko & Kolmogorov, 1962; Rao, 1973; Sen &
Singer, 1993).

Durante este trabalho assumiremos que o vetor de pardmetros completo 9 pode ser decom-
posto como ¢ = (¢,(), onde 1 = (!, ...,9P)T representa o vetor de pardmetros de interesse
e(=(¢,...,¢9)T o vetor de parametros de perturbagéo, sendo estes vetores de dimensées p
e g, respectivamente.

Utilizando a parti¢do (1, () do vetor de pardmetros em um determinado problema, pode-

mos definir a estatistica do teste da razdo de verossimilhancas W(%) como
W) =2{L($,0) - 2(v,Cw)) } (1)

onde ¢ € o vetor de pardmetros de interesse e 1) e ¢ (¥) séo os estimadores de méxima verossi-
milhanga dos vetores 9 e ¢, respectivamente, este tiltimo considerando ® fixado. Sob condicdes

de regularidade, W () tem distribui¢do x? com niimero de graus de liberdade igual & dimensao

do vetor .

O ponto (1, (| (1)) serd denotado, eventualmente, como 5(1p) e durante todo o trabalho
assumiremos que

9() — 9 = Op(n~112). (1.2)

Esta é uma suposigdo condizente com a literatura (Cox & Reid, 1987; DiCiccio & Stern, 1994;
Severini, 1998a, entre outros) e uma demonstracéo pode ser encontrada em Lawley (1956), a

partir da expansao em série de Taylor da equacio U (5) = (),

11



Igualmente importante, assumiremos durante todo o trabalho que
E{Op(n™/?)} = O(n™"),

sendo esta também uma supossi¢do condizente com a literatura. Embora nio exista, ainda
uma demonstracdo desta relagdo, existem alguns resultados neste sentido que podem ser

encontrados, por exemplo, em Sen & Singer (1993).

1.1.1 A funcao de verossimilhanga perfilada

Em um determinado modelo estatistico podemos estar interessados somente no vetor P e
nao no vetor de pardmetros completo 9. Em situacfes como estas é possivel, por difer-
entes metodologias, construir uma fungéo que dependa somente de 1 e que possamos utilizar
para realizar inferéncias acerca de 1. Estas funcdes sdo conhecidas como fungdes de pseudo-
verossimilhanga.

Diversas destas fungdes tém sido consideradas na literatura e muitos esforgos dedicados a
uma delas, a fungao de verossimilhanca perfilada. Devemos observar que esta fungao somente

tem sentido quando parte do vetor de pardmetros que define o modelo estatistico em estudo

é considerada como de perturbacao.
Definigao 1.1.2 Define-se o logaritmo da funcdo de verossimilhanga perfilada para 1 como
Lp(y) = i L(®,¢),

sendo que o mdzimo € obtido em todo Q fizando um valor de 1. ]

Observemos que o processo de maximizacdo ao qual faz referéncia a definicdo anterior é

~

realizado quando obtemos ((¢). Desta forma a funcéo de verossimilhanga perfilada pode ser

definida como

—~

Lo($) = L(p, E())



Provavelmente a obtencdo por William S. Gosset em 1908 (recomendamos a leitura de
Peters (1987)) da distribuigio amostral da média, em um modelo normal, quando a variancia é
desconhecida, que ficou conhecida como distribuigdo ¢-Student, seja um dos primeiros estudos
da fungéo de verossimilhanca perfilada. Outros estudos famosos sao, por exemplo, a obtencéo,
por Ronald A. Fisher em 1915, da distribuicdo do coeficiente de correlagao amostral em um
modelo normal bivariado, a obtencéo por John Wishart em 1928 da distribuicdo que detém
seu nome, o teste de homogeneidade de varidncias de Bartlett (Bartlett, 1937) e algumas
solugGes para o problema de Behrens-Fisher (Anderson, 1958; Rao, 1973).

Todos estes trabalhos tinham por objetivo encontrar a. funcéo de densidade perfilada em
modelos particulares. Recentemente, Fraser (1989), McCullagh & Tibshirani (1990), DiCiccio
& Stern (1994), Barndorff-Nielsen (1994), DiCiccio et al. (1996), Stern (1997), Sartori, Bellio
& Salvan (1999) e outros autores estudaram a, fungéo de verossimilhanca perfilada de diversas
maneiras. O objetivo agora é considerar um modelo geral e, através de modificagoes ou ajustes
na fungéo de verossimilhanca perfilada, conseguir melhorias nos estimadores e testes.

Passaremos a discutir algumas propriedades de fungdes de verossimilhanca perfiladas.
Neste sentido, primeiramente provaremos que os mdximos das fungées Lp(1)) e L(¥) coin-

cidem. Suponhamos que {b\p maximiza Lp(1)). Temos entdo

Lp(¥p) > Lp(h) > L(1,0),

~

e dado que 9 = (12, ) é tal que

~

L(%,¢) = max L(1, (),

entao

Lp(Pp) > L(3, E)

Por outro lado, como ¥ é maximo absoluto de L(¥) no espago paramétrico,
L("/))E) Z LP({b\P))

ja que {p\p é maximo em um subespaco de §. Desta forma obtemos que os pontos Lp('(ZP) e

L({p\, ¢) coincidem.

13



Esta propriedade nos permite afirmar que a estatistica da razio de verossimilhancas, es-
crita a partir da funcdo de verossimilhanca perfilada, é a prépria estatistica definida em (1.1),
ja que

W) = 2{Le(Pr) - Le(¥)}
= 2{L@,0) - Lw.{w) }-

Provemos agora que os pontos de méximo de Lp(1) e L(¥Y) coincidem, ou seja, provemos
que {b\p = 12, onde 1Z e E sa0 solugdes das equacoes de méaxima verossimilhanga OL/dv| 55=0
e 8L/8§|$’E = 0, e que, para todo 7 fixado, Z(@b) é solucdo de 8L/8C|E(¢) =0e {b\p, 0
estimador de maxima verossimilhanga perfilada de 1, ¢ solucdo de 9L p /Y| 7, =0.

Expandindo a fungéo escore perfilada em série de Taylor no ponto (%, ¢), temos

q 2 - )
e = o +Za“ Ew) - )+

d)aaCz
1 q q
% 2 J 7 2
2 ZZ W@(,acj (EW) = OEW) = )+ 0p(IEw) - ¢IP),
onde ¢, representa a a-ésima componente do vetor de interesse ¥, C* representa a i-ésima,
componente do vetor de perturbagéo ¢ e ||-|| representa uma norma. Avaliando esta expanséo
em (1, ¢) = (1, (1)) obtemos R
OLp (1) —0
o '

ja que aL(zZ) /0% = 0 e os outros termos da expansio também se anulam, isto devido ao fato
de serem poténcias de (| (¥) — ¢, e esta diferenca se anula quando avaliada em ({D\, ¢ ('g’b\)) Desta,
forma, provamos que 1}\ pode ser obtido diretamente como solucio da equagao de méaxima
verossimilhanga perfilada onde o vetor ¢ foi eliminado.

A matriz de informagéo observada perfilada de 1), Jp(%), é definida de forma ansloga &

matriz de informagao observada j(19) do vetor 99, ou seja,

. _ 9’Lp()
ip() = “IpouT

Supondo a matriz j(¥) particionada segundo a particdo (1, (), temos

14



. T Jpc
iwO=("" "],
Jwe  Jee

onde jyy = —0L(, ()/0pOYT, jye = —OL(, () /AT e jec = —OL(3p, ¢)/COCT.

Vamos mostrar que jp({/')\) = Jyy, €sta avaliada em ({p\, E) e, por resultados assintéticos,
isto nos permitird calcular a matriz de covariancia assintética estimada de {p\ como j p({b\)‘l.
Salientemos a vantagem operacional deste calculo, pois invertemos uma matriz de ordem q,
enquanto o seu calculo através da matriz de informagcio 5(19) envolve a inversio de uma matriz
de ordem p + ¢. Esta vantagem é aprecigvel quando o modelo apresenta muitos pardmetros
de perturbacao.

A partir da expansdo em série de Taylor de 9*Lp(1) /0909 no ponto (¥, ¢), podemos
ver que

2 2 g 3 ~ )
S = T+ > W%j,a—ci(c%w) ~ )+

+3 ZZMWMGKW )T W)~ &)+ 0p(IEW) — ¢,

=1 j=1

avaliando em (¢, ¢) = (1), C(9)) obtemos 82Lp /0% > = 92L ) Op203® e, portanto,
PLp 8L

oo™ Yoy T’

como se queria demonstrar.

Estas propriedades constituem vantagens da utilizagdo da fun¢do Lp (1)), a qual poder4 ser
utilizada como qualquer outra verossimilhanca, desfrutando por isso de uma irrestrita aplica-
bilidade, fundamentalmente em problemas com parametros de perturbacio. Infelizmente ela
nao usufrui de todas as propriedades de uma verossimilhanga genufna. E por esta razao que
se faz necessario ajusté-la de alguma forma.

A func@o escore perfilada

Up(¥) = 5-Lp(¥)

¢

é, em geral, viciada, ou seja

E{Up(¥)} #0;
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ver McCullagh & Tibshirani (1990). Pode ocorrer também um vicio na, informagao, ou seja,

E{Up(¥)Up(y)"} # —E{0Up(v)/0¢ }-

1.1.2 Notagao

As derivadas do logaritmo da funcdo de verossimilhanga com relagdo aos componentes do
vetor 1) serdo denotadas por

oL %L

Laza_wa, Lab:W) Ceey

e com relagdo aos componentes do vetor ¢ por

oL 0L
=i Lij=*7 chay
act 0¢ia¢i
seguindo a notagao estabelecida em Stern (1997). Além disso,
2
Lai = ﬂ'
oYt

Li

representa a derivada de L com relagio ao a-ésimo componente de % e com relagdo ao i-ésimo
componente de (.

Os subindices a, b, c, ... assumirdo valores em 1,...,p, ou seja, nos componentes do vetor
de parametros de interesse 1. Os subindices i, 7, k, . .. assumirdo valores p+1,...,p+gq, isto é,
nos componentes do vetor de parametros de perturbacio ¢ e os subindices 7,8,t,...assumirao
valores em 1,...,p + ¢ abrangendo os componentes de todo o vetor de parametros 1.

Desenvolveremos a seguir nossa notacdo para os cumulantes de derivadas do logaritmo
da fung@o de verossimilhanga, visando unificar aquelas adotadas nos diferentes trabalhos aos
quais faremos referéncia posteriormente.

Os cumulantes serdo denotados pela letra grega \ e sio definidos como

/\r = E{Lr}) /\rs = E{Lrs}; /\r,s = E{LrLs}a /\rst = E{L'rst}) ceey

onde L, = 0L/0Y", L,s = OL/39"99°, etc. e assumiremos que A, A, Agt, ete. sdo de ordem

O(n), que é uma suposicdo condizente com a literatura (DiCiccio & Stern, 1994; DiCiccio
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et al., 1996; Stern, 1997). Derivadas de cumulantes serdo amplamente utilizadas e definidas

como

Arsjt = OAns [00", Msipu = ONest [ O0Y, Ny, = O%Dps OVEOD, ...

as quais também assumiremos que sejam de ordem O(n).

Estamos agora em condigoes de definir a matriz de cumulantes \ — (Ars), a inversa da
matriz de cumulantes A™! = (A\™) e de observar que a matriz de informagédo de Fisher pode
ser escrita como K = (),;), de inversa K1 = (\"*),

Utilizaremos repetidas vezes a matriz de cumulantes (0ab) = (A®)~1 e algumas relagGes
entre cumulantes, as quais sdo conhecidas como identidades de Bartlett (McCullagh, 1987).

Dentre estas, merecem especial atencéo

r+q
)\rst — Z )\r,u/\s,v)\t,w/\uuw, (13)

u,v,w=1

dada em McCullagh & Tibshirani (1990), e
/\rs,t = _—/\rst + /\rs/t;

em DiCiccio & Stern (1994). Também utilizaremos as funcgdes de cumulantes

P
77 — Z )\ra)\sbo_ab (14)
a,b=1
e
7D e (1.5)

Entenderemos que quando aparecem indices repetidos como subescritos e sobrescritos em
uma expressao, como nas que definem as funcdes de cumulantes A\ e 7", significa que

estamos somando nestes indices, e isto nos permitird escrever de maneira mais simples estes

cumulantes. Assim, a expressdao em (1.3) pode ser escrita como

/\'rst — /\T,U)\s,v)\t,w)\uvw

e a expressao em (1.4), como

7S — )\ra/\sbo_ab_
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No Apéndice A mostramos que a matriz v, cujos elementos definimos em (1.5), assume a

forma
0 0

0 (M)

Serao de ampla utilizagdo durante o trabalho as varidveis aleatérias
l'r = L'r; lrs = Lrs - )\'rs; lrst = Lrst - /\Tsta sy

as quais assumiremos que sejam de esperanga zero e ordem Op(n!/ ?). Por exemplo, para

demonstrar (1.2) utilizamos a expansio

~

T =0 = =Xl AT, — %”s””A“”Astulvlw +Op(n™*?),

dada por Lawley (1956). Utilizando a suposicio acerca da ordem das varidveis aleatdrias,

cumulantes e fungoes de cumulantes na expressao acima, obtemos (1.2).

1.2 Fungao de verossimilhanga perfilada ajustada

Quando discursamos acerca da verossimilhanca perfilada colocamos ao leitor as vantagens e
desvantagens da utilizag@o desta fungio; diversos trabalhos mencionados tiveram por objetivo
introduzir melhorias, em determinado sentido. Uma destas melhorias foi apresentada por
Stern (1997).

As propostas de melhorias na verossimilhanca perfilada apresentadas antes do trabalho
de Stern (1997) foram desenvolvidas em modelos especificos, de maneira que sdo dificieis ou
impossiveis de aplicar quando o vetor de pardmetros de interesse é multidimensional.

Neste sentido, a proposta de Stern (1997) vem resolver esta dificuldade. O ob jetivo entao é
construir uma fungéo de verossimilhanga perfilada ajustada, de ampla aplicabilidade, mesmo

quando o vetor de interesse for multidimensional, cuja definicdo é apresentada a seguir.
Definicao 1.2.1 O logaritmo da fungdo de verossimilhanca perfilada ajustada é definido como

Lp(4) = Le(4) + A($) + O(v), (1.6)
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onde A(9) = A®L,, sendo A* uma fungdo de ¥ de ordem O(n~1), () = $B%®L,Ly, com

B® uma func¢do de 9 de ordem O(n™?), K(w) = A(5(¢)) = A(Qﬁ,&\(@b)) e é(’P) = @(5(¢)) =

-~

O, ¢(¥)). Faremos referéncia a Lp(1)) simplesmente como Jungdo de verossimilhanga per-

filada ajustada. [

Ressaltamos que o objetivo das fungdes de ajuste A("9) e ©(V) é corrigir os vicios da

esperanca e da informagéo, ou seja, a funcio de verossimilhanca perfilada ajustada definida

em (1.6) deve satisfazer

E{Up(4)} = O(n™")

E{Up($)Up ()"} + E{OUR(%)/0%"} = O(n™").
Desta forma, se estes vicios ndo sdo eliminados, pelo menos sio reduzidos até uma ordem

aceitavel, sendo nulos assintoticamente.

Segundo é mostrado em Stern (1997), as expressdes que correspondem 3s funcées A% e B
sao

Ae — /\arl/st </\rs/t — %)\rst>

1
Beb = o7 )\bs)\tv uw <§)\rts/\uvw - /\rst/\uv/w + )‘rt/s/\uv/w * /\st/r)‘uv/'w
1 1
_5/\rt/s)\uvw - 5/\st/r/\uvw>
1
+ )\ar)\b.s')\tvyuw (EArtu/\svw - /\'rtu/\sv/w - /\rt/u/\svw + /\rt/u)\sw/v (17)
1 1

+)\rt/u/\vw/s + /\tu/r/\su/w - 5)\rtu/\vw/s - 'iAtu/r)\svw

ar \ bs\tu 1 1 1
— ATAPA EArstu - )\rst/u + /\'rt/su + )‘st/'ru - EArtu/s - 5)‘stu/r )

Contudo, mostraremos que este Gltimo resultado contém erro.
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A idéia original desta tese era aplicar os resultados publicados em Stern (1997) na classe
de modelos lineares generalizados. Porém, quando comecamos a estudar tais resultados,
percebemos que néo foi possivel reproduzir o Exemplo 1 (continuagao), da pg. 663, do referido
artigo. Em comunicagio com o autor, ele nos afirmou que realmente algumas das expressoes
nesse exemplo continham erro e que concordava com os nossos resultados.

A situagdo em conflito é o modelo de regressdo normal linear multiplo com o, o desvio
padrao, sendo o pardmetro de interesse e o vetor 3, dos parametros de regressao, os de
perturbagéo, ou seja, ¥ = o e ¢ = (',...,59). Assim, assumiremos que Y = X3 + €, onde
e ~ N(0,0%), X é uma matriz n x ¢ de covariadas e 3 é o vetor de parametros de regressao
de dimensao q.

Neste modelo
no?

n
Lp(o) = —3 log(27) —nlogo — 507"

onde
1 n
5 = =3 (Vi - )
G ng;( )

é o estimador de maxima verossimilhanca para o2, 1; é 0 i-ésimo componente do vetor =X B
e ,B = (XTX)7'XTY é o estimador de maxima verossimilhanga do vetor de perturbagcao.

A fungdo de verossimilhanca perfilada ajustada, segundo Stern (1997, Exemplo 1, pg.
663), é da forma

-~ -~ 2
- n q o q o
= ——log(27r) —nlogo — “(1-=)+2(1-2

e, portanto, a fungéo escore perfilada ajustada Up(0) = dLp(0)/do serd
=2

ole) =g+ 07+ (1 55)

Sabemos que ng?/0? ~ x%(n — q) e, assim, V/no /o ~ x(n — q), esta tltima chamada de
distribuigao qui com n — ¢ graus de liberdade, que satisfaz (Stuart & Ord, 1987)

BE} = 2%
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onde
r__ F(%(n_Q'I'l))
K=V )

E ~2 — (1 o 2) 2,
1= (1-9)
sendo I'(+) a funcdo gamal.

Destes resultados obtemos

B0} == - 24 L

200 2no
Por outro lado, pela aproximagéo de Stirling

% q 1
I— = 4 ...
v n o 4y/n(n—q)

e expandindo o primeiro termo em série de Taylor obtemos

2 3
q q q q
Ji-2=1-2+L 4L 2 .
n 277,-‘_8n2 16n3+

Substituindo acima, chegamos a

=140(n™).

S

Desta forma, obtemos

E{Tp(0)} = —5- +0(n™"),

€, portanto, o ajuste nao corrige o vicio da fungo escore e E{Up(0)} = O(1). Concluimos
entao que hé necessidade de corrigir o erro em (1.7).

No capitulo seguinte nos dedicaremos a obter a expressdo correta para a fungao B e nos
desenvolvimentos seguintes provaremos de diversas maneiras que nosso resultado estd correto.

Além disso, aplicaremos a funcao de verossimilhanca perfilada ajustada nos modelos lineares

generalizados.

'I(-) é a fungdo gama, definida como I'(ar) = Iy > e~ *dz, para o > 0.
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1.3 Modelos lineares generalizados

1.3.1 Definicao e algumas propriedades

Os modelos lineares generalizados (Nelder & Wedderburn, 1972) desempenham um papel
importante na Estatistica uma vez que generalizam o modelo tradicional de regressdo normal
linear, permitindo muitas opges para a distribuicdo da varidvel resposta e dando maior
flexibilidade para a ligacdo entre a média e a parte sistemética do modelo, estendendo a
estrutura conhecida para a regressdo normal linear. A grande vantagem é a possibilidade
do estudo conjunto das propriedades de diferentes modelos de regressao. Existe uma vasta
literatura no assunto, mas a referéncia mais completa é McCullagh & Nelder (1989).
Suponhamos que Y73,...,Y, sejam varidveis aleatérias independentes, cada uma com den-

sidade na forma

m(yi; 0, ¢) = explp{yi6" — b(6") + c(v)} + alwi, B)], (1.8)
com E{Y;} = p¢, var{Y;} = ¢7'V;, V; = du’/d# é a funcdo de varidncia, 6 é o pardmetro
canoénico e ¢ é o parametro de disperséo (¢ >0)ei=1,2,...,n.

Os modelos lineares generalizados sdo definidos por (1.8) e pelo componente sisteméatico

9(u) =7, (1.9)
onde n* = X; é o preditor linear, 8 = (B,...,6™)7, m < n, é um vetor de parametros
a serem estimados, X; = (z;,..., ;) representa os valores de m varigveis explicativas e

g(-) é uma fungdo monétona e duplamente diferencidvel, denominada funcéo de ligagdo. As
distribui¢6es normal, binomial, Poisson, gama, binomial negativa e normal inversa sio algumas
das distribuigbes conhecidas pertencentes a esta familia de modelos. Consideraremos a(+, ),
b(-) e c(-) em (1.8) como fungdes conhecidas.

Nos modelos binomial, binomial negativo e Poisson ¢ assume o valor 1, o que implica que
a(y, ) = a(y) e em outras situagdes temos que a(y, ¢) = di(¢)+da(y). Na distribuicdo normal
com varidncia ¢, di(¢) = log(¢/2m)/2 e dy(y) = 0, na distribuigdo gama d; (¢) = ¢plog ¢ —
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logI'(¢) e da(y) = —logy, se a distribuicdo é a normal inversa com ¢ = E{Y}?/var{Y},
d1(¢) = log v/ e dy(y) = — log(2my?) /2.

Dado que p = ¥'(6) e pela relagao (1.9) podemos considerar § = 0(n) e n = n(B). Nestas
condigGes, assumindo que a(y, ) = d1(¢) + da(y) o logaritmo da funcao de verossimilhanca é
da forma L(¢, 5) = ¢ 320 {1i6" — b(60°) + c(ys)} + nd1(4) + S0, da(us).

Uma situac@o particular importante ocorre quando o pardmetro canénico coincide com o

preditor linear, ou seja, quando § = 7, o que implica que

L($,B)=¢) {yz le,ﬂi —b (Z $lzﬂi) + C(yz)} +ndi(4) + ) da(w).

As ligagGes que correspondem a esta, verossimilhanca sdo chamadas de ligacdes candnicas
e aparecem na Tabela 1.1. Estas ligagoes garantem que L é uma funcao concava em f e, nesta
situagado, Wedderburn (1976) provou que o estimador de méaxima verossimilhanca 3 existe e

é tinico. Conseqiientemente, muitos resultados assintéticos séo obtidos mais facilmente.

Tabela 1.1: Ligagoes canénicas de diferentes modelos e segunda derivada da fungéo d; ().

modelo ligagdo candnica d}(¢)
Poisson logpu=n _
Binomial log 1t —log(l — p) =7 -
Binomial negativa logp — log(1 — u) =7 -
Normal w=mn _#
Gama p=m 3~ o logT(9)
Normal inversa, pu=n _#

Em relagao ao pardmetro de dispersdo, vemos que

aL((gg), 2 ;{?ﬁgi = b(6") + c(y)} + ndy (¢) (1.10)
82L(ﬂ, ¢) . 1"
9¢2 ndy (¢) (1.11)

independentemente da funcio de ligacio assumida.
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Por propriedade de derivadas superiores sabemos que L serd céncava em ¢ se a segunda,
derivada for negativa (Spivak, 1970). Podemos notar de (1.11) que o sinal da segunda derivada
de L com respeito a ¢ coincide com o de df(¢). Na Tabela 1.1 também apresentamos as
espressoes de dj(¢) para os modelos mais utilizados. Na regressdo normal e normal inversa
nao ha dividas de que a segunda derivada da fungdo d; é negativa no intervalo (0,00), j4 o
modelo gama deve ser estudado com maiores detalhes.

Para analisar o modelo gama observemos a Figura 1.1. Nela mostramos o comportamento
da segunda derivada da fungdo d;(¢). Observamos que esta fungdo é negativa, fato que

provaremos a seguir, podendo concluir entdo que a funcéo de verossimilhanca é concava.

0,0
0.2

04 /
-0,6

0,8 /

-1,0 1

—

¢

Figura 1.1: Gréfico da fungéo df(¢) = 1/¢ — d®logI'(¢)/d$? no modelo gama.

Provaremos agora que a fungio dj(¢) é negativa. Neste sentido, observemos (Whittaker

& Whatson, 1952, pg. 250) que

d2
dg? log I'(¢) = 2752 +- +/ ¢2 tz)z ezms ¢

e, portanto,

1 4t 1
di(¢) = —— — dt-
1(8) 242 /0 (¢® + 2)2 2t — |
A fungéo sob o sinal de integracdo é estritamente positiva no intervalo ¢ € (0, o0), de onde

concluimos que df(¢), no modelo gama, ¢é estritamente negativa.
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Desta forma vemos que, em todas as situacoes consideradas, a utilizagdo da ligacao

canonica nos garante bons resultados. Embora os resultados que ser@o apresentados a seguir

e nos proximos capitulos sejam gerais, no sentido de serem obtidos para qualquer funcio de

ligacao, os exemplos demonstrativos do comportamento da func¢éo de verossimilhanca perfi-

lada ajustada tratam do caso de ligacao canonica.

1.3.2 Estimacao e teste da razao de verossimilhancas

Encontremos a seguir a fungao escore para o vetor de parametros de regressdo 3, ou seja,

encontremos U(f). Neste sentido, observemos que

oL Z¢’ vl = b(0) + c(w)] + 55 Z (33, 6) = Z[ .ﬂ_%]

o8~ 0p ¢

na qual
de d9" dut dn 1 d,u,

dg dp, dnt dﬁ V dn

db(e) _ db(e)de’ _ 1dpt o
a8 g ag _ Fvag

Entao, podemos escrever a fungao escore para [ como

U(B) = pXTV ™ (y — p),

onde X = (X],..., X)), T = diag{T1,..., T}, com T; = dy’/dn’, V = diag{V3,...,V,},
g =l oo W)™ 8 = (e s YT
Derivando mais uma vez L com relacdo a 3, obtemos
2L _ —pXTVITXT = — XWX
9BO8T - :
onde Wdiag{wy, ..., w,} com w; = (du*/dn*)?/V; e, portanto, a matriz de informacéo obser-

vada para o vetor ( é da forma
i(B) = pXTWX.
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Quanto ao pardmetro de dispersao ¢, encontramos em (1.10) a funcéo escore e em (1.11)

a informacao observada. Também,

82L(IB) ¢) = XTv-—l(y —,LL)

00
que tem esperanga nula. Entdo, a matriz de informagao esperada ou informacéo de Fisher

assume a forma

X "WXx 0
K = , (1.12)
0 —ndy(4)
com inversa
l(XTWX)‘l 0
é
-1
0 i (9)

Expandindo a fungéo escore U(/f) em torno de um valor inicial, obtemos o processo itera-

K=

tivo de Newton-Raphson como sendo
ﬁ(m) — Ig(m—l) + {—U’(ﬂ(m))}‘lU(ﬁ(m)),

onde U'(f) denota a primeira derivada de U() com relagdo a 3. A matriz —U’(5) pode nio
ser positiva definida e em situagoes como esta a convergéncia do algoritmo é comprometida.
Uma solugao é substituir a matriz —U’(f3) pelo correspondente valor esperado, resultando no

processo iterativo scoring de Fisher da forma
B = gim=1) 4 K—l(ﬂ(m))U(ﬁ(M))_

Sob condigdes de regularidade (Fahrmeir & Kaufmann, 1985; Sen & Singer, 1993), tem-
se que B\ é um estimador consistente de § e que \/7_1(76\ — ) converge em distribuicdo para a
N(0,%(8)7"), quando n — oo, onde £(B) = lim,_,, K (8)/n, sendo X() uma matriz definida
positiva.

Quanto ao parametro de dispersao, j& observamos que 3 e ¢ sdo ortogonais, no sentido de
que E{9°L(¢, 8)/0B0¢} = 0. Uma conseqiiéncia é a independéncia assintética entre 3 e ?.

Mostra-se também que, sob condigdes de regularidade, \/ﬁ(a — ¢) converge em distribuicao
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para a N(0,03), quando n — oo, onde 03 = —1/d{(¢). Portanto, um estimador consistente
para var{gg} é dado —l/ndi’(gg).

Acerca do teste da razdo de verossimilhancas para os parametros de regressio, podemos
considerar a particao § = (1, 2), 51 de dimenséo p e 3, de dimenséo q, e a hipdtese nula H, :
pr = B, a ser testada contra Hyu : 1 # 3°. Para este caso temos W(B?) = 2{L(B) — L(B)},
onde B\O é a estimativa de maxima verossimilhanca do vetor de parametros de regressao sob H,.
Para obté-la, escrevemos a parte sistemdtica do modelo de regressao como 71 = 79 + n,, onde
M= 1 Zi8% ey = ;’:g 112 se ¢ for conhecido. Caso o pardmetro de disperséo seja
estimado, escrevemos W(3?) = 2{L(,§, 5) — L(,/B\O,q/b\o)}, onde ¢° é a estimativa de maxima
verossimilhanga de ¢ sob a hipétese nula. Se o objetivo for realizar inferéncias acerca do

parametro de dispersdo podemos considerar a hipétese Hy : ¢ = ¢° a ser testada contra

Hy: ¢ # ¢° e a estatistica da razao de verossimilhancas assume a forma W($) = 2{L(B, a) -

L(B) ao)}
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Capitulo 2

Ajuste para a verossimilhanca

perfilada

Uma das propostas fundamentais de nosso trabalho é apresentada neste capitulo. Utilizando
as idéias de Stern (1997) desenvolvemos um ajuste para a funcdo de verossimilhanca perfi-
lada com o objetivo de corrigir o vicio da fungao escore perfilada e o vicio da informacao. O
desenvolvimento desta fungao de ajuste sera realizado em duas etapas, na primeira corrigire-
mos o vicio da funcéo escore perfilada e posteriormente nos dedicaremos a corrigir o vicio da
informacao, sendo este o principal resultado deste capitulo.

Ressaltemos que a necessidade de realizar estas demonstragdes foi justificada pelo erro
apontado anteriormente no artigo de Stern (1997). Na Secdo 2.1.1 nos dedicaremos a corrigir
somente o vicio da fungao escore perfilada para posteriormente, na Se¢ao 2.1.2, dedicarmo-nos
ao vicio da informagao.

Mesmo com a melhoria que esta fungdo de ajuste induz na verossimilhanca perfilada,
percebemos que as estatisticas de teste construidas a partir dela, também necessitam de
ajuste. E com este objetivo que desenvolvemos a corre¢dao de Bartlett para o teste da razao

de verossimilhancas perfilada ajustada. A Segao 2.2 dedica-se a obter este resultado.
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2.1 Funcao de verossimilhancga perfilada ajustada

O ajuste para o logaritmo da funcéo de verossimilhanga perfilada foi definido na Secéo 1.2,
porém, segundo observamos, o resultado apresentado no artigo de Stern (1997) contém erro
no termo que denotamos por B® e apresentamos, na forma dada, por Stern, em (1.7). Dedi-

caremos esta e as préximas segdes a obter a expressio correta da fungao B,

2.1.1 Ajuste para o vicio da esperanca da funcio escore perfilada

Nesta segao demonstraremos que a expressdo da fungdo de ajuste A(9) corresponde & forma,

integral do ajuste de McCullagh & Tibshirani (1990) para o vicio da esperanca da funcao

escore perfilada.

Teorema 2.1.1 Seja
A(9) = A*(9)La(9),

onde

1
A% = ) pst (/\rs/t - 5)\rst> :

Entao, a fungdo de verossimilhanga perfilada ajustada, definida como
Lp($) = Lp() + A(p),
tem vicio de fungdo escore perfilada ajustada de ordem O(n™'). Aqui, A(y) = A() Lo ().

Antes de demonstrar este resultado observemos que a afirmacgao deste teorema significa

que
E{Up(¥)} =O(n™),

onde Up (1) = 0Lp(1)) /04 é a funcio escore perfilada ajustada. Observemos também que

M) = A*(I()) La(9(9)) = A, (1)) Laleh, (),

onde 5(¢) = (¢, E(@b)), e que A* é uma fungao de ordem O(n™1).
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Apresentamos a seguir a demonstragio do teorema. McCullagh & Tibshirani (1990)
demonstraram que o a-ésimo componente da expansdo em série de Taylor da funcéo escore
perfilada assume a seguinte forma:

_ el 1.,
1 .
+ EAZI/\j—,IILaiijLl + Op(’n,—l/2).

Utilizaremos relagGes entre cumulantes e funcées destes para escrever de maneira mais

simples a aproximagao & funcao escore perfilada acima. Primeiramente, vemos que

0 0 0 0
0 A 0 =X
0 que nos permite escrever

1. ..
Ulg(w) = La + L“S {—VStLt + VStVuw(Ltu - /\tu)Lw} + 5)\1JkLaiLij

1
+ 5V Lasu Lo Ly + Op(n™'/?),
ou, alternativamente,
Up(¥) = Lo — V"' LosLi + V0" Loy Ly Ly — v° 0™ My, Lo Ly
1. 1
4 EAZJkLa,-Lij + §I/Stu”“’LasuLth + Op(n~12).

McCullagh & Tibshirani (1990) provaram que A¥* = —pmpsvptw) - Portanto,

Up() = Lo — v Lo Ly + v "™ Lyg Ly Ly — ey, L. L.
1 1
— -Z—VT“VSUI/t’”/\wwLMLsLt -+ §V3tl/quasuLth -+ OP(T),_I/Z).

Lembrando que I, = L,, l,s = L,; — \ys € que Ly = Lyst — M\rst, a expressao acima pode
ser escrita como
U]%(¢) = la - VSt(las + )\as)lt + UStVuw(las + /\as)(ltu + /\tu)lw - VStVuw)\tu(las + /\as)lw

1 . 1
- §V7’4u1/s‘uytw)‘uvw(la'r + )\ar)lslt =+ §V3tyuw(lasu + )\asu)ltlw + OP('n'_l/Q)'
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Desenvolvendo, vemos que

Up() = lo — Vasly — V¥ Nasly + V0™ lg Ll + V0™ Lo Al -+ VM X sl
1
+ V" Aas Al — V" Mulasl — V2" My Aasl — §I/T“I/S”Vtw/\wwlm.lslt

1 1 1
= V"V Mo dardsle + S0 lasilily + SV Naguliy + Op(n71?):

Provamos, no Apéndice A, que o\l = I, — vt \y,l;. Entéo,
1
Ulg(w) = aab/\brl‘r - VStlaslt =+ VStVuwlasltulw + VStVuw)\asltulw - ayruysvytw)‘wuwlarlslt

1 1 1
= 57"V Dbl + 50 sl + SV Nagulily + Op(n7V?).

Observando que as varidveis aleatérias 50", Ly, VU U™ N\ pywlarlsls € vstywwl L,

séo de ordem Op(n~1/?), obtemos
1 1
Up(y) = Uab/\brlT—VStlaslt—l-VStV“w/\asltulw—5Vmus”l/tw/\uvw)\arlslt—l—§V3t1/“w)\asultlw—l—Op(n_l/z).

Também podemos escrever (ver Apéndice A)

_VStlaslt T VStVuw)\asltulw = VStlaslt + VStVuw)\aulwslt
= — (I/Stlaslt — VSt(Vuw/\au)lwslt)

= _UabAbTI/StlTslt

1 1 1
— =" N Aarlsls + EVStI/“w)\asultlw = §aab/\brusul/t”)\,stlulv-

2

Desta forma obtemos
1
Ug(y) = Tap AL, — o a1 4 §aabAbrus“Vt”ArstlulU + Op(n_l/Q)- (2.2)

Esta expressdo aparece mencionada em DiCiccio & Stern (1994) sem demonstragio. O
fato de ser mais simples do que (2.1) nos permitira desenvolver o ajuste de Stern. Tomando es-
peranga em (2.2), obtemos a expressdo do vicio da funcéo escore. Com esse ob jetivo utilizare-
mos a identidade E{l,sl;} = —A.s + Aysye. Lembrando que E{l,} =0 e que E{l,l;} = =\,

obtemos

o 1
E{UE(¢)} = oap A" v\, — aab/\brlj“)\rs/t - Eaab)\brys“ut”/\rst/\m +0(n™1).
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Podemos escrever esta esperanga de forma diferente. Utilizando a relagdo PR =
Aot My = 1%, obtemos que o A\ VSN gy Ay = Tap NN, chegando assim & expressao
do vicio da fungdo escore perfilada:

1
E{U$(¢)} = _O-ab/\bTVSt </\rs/t - 5/\1‘st> + O(n_l)' (23)

Por outro lado,

OLp(y) _ OLp(y)  OA(Y) . .«  OA(p)
awa = a@ba + 8’(,[)0‘ —UP(¢)+ 81,0“’

provaremos a seguir que E{OA(¢)/8y} = —E{U%(%)} + O(n~1).

Primeiramente, observemos que

OA(p) OAb~ 0L,
— ¥ Ly+ A .
8¢a 8¢a a,(pa
Agora, pela regra da cadeia _ L
0A ~  OA Y ~
o oLy = = Lb
e a9r 0y*

~ 0Ly,  ~ 0L, 00"
Ab = A= )
e HYr e

A ordem de cada termo pode ser obtida através de expansdo em série de Taylor. Temos

inicialmente que
A'(p) = A°(9) + AL(D) (D) ~ 9" + Op(n*?),
onde A}(Y) = A*(Y)/0Y", que é de ordem O(n~?'). Lembrando que J(¢h) — 9 = Op(n=1/2),
temos A® = A(9) + Op(n=3/2), podendo concluir que Ab() e DAL(Y) /Y sio de ordem
Op(n™'). Também
Ly(¥) = Lo(9) + Lyn (9) (9(%) — 9)" + Op(1),
concluindo que Ly(¥) = Ly(¥) + Op(1) é de ordem Op(n*/?) e, assim,

OA ~ b -1
B’L[)O'Lb = Aa('ﬁ)La('&) + Op('n ),
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cuja esperanga é O(n™"), j& que E{L,(9)} = 0. Desta forma, vemos que

E{azaw} E{A"gj”}wwl)-

Em segundo lugar, L;(¢ (w)) é zero, porém Ly, (Y (v ( )) ndo. Entgo, pela regra da cadeia,

) aZ o9
e Li(9(y)) =

onde Ly (¥) = L;, (5(2&)) Dado que

L ()9 (0) = Lan(sb)5(w) + Lo ()T (),

onde 52(1&) = 6% ¢ o delta de Kronecker, ou seja, 02 = 1sea = b e zero caso contrario,

podemos escrever

obtendo-se

9(¥) = L5 () Lia ). (2.4)
Utilizando o resultado acerca da inversa de matriz simétrica particionada (Rao, 1973,

pg-33), podemos escrever que o elemento (i,5) da matriz (L;;') é da forma
i () = LI($) — L¥ (%) L () " L% ()
Substituindo esta relagdo em (2.4) vemos que
(%) = ~L9 () Lia($) + L% () L () T () Lia ().
Dado que L(4h) Las(1h) + L%(4h) Lia(%) = 1, entio
L) Lia(®) = 1 — L%(9) Las(3),

e, portanto,

G(%) = LY (W) Lia(®) + L9 ()L ()™ — T¥ () L () 1T () F o (10)-
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Como L%(1h) L (y)~! = 1, entdo
9 () = L9 () L () + L¥ () L () — L9 () L% () = LY () T (),

mas Ly (1) LY () + Lig ()L (%) = 0, concluindo-se que 97 (1) = LY ()L (1)1,
Podemos escrever, entao,
Io() = L (@)L (), (2.5)
jé que 9%(yp) =1 e 97 () = L¥(1h) L2 (1h)~! = 1, como foi provado acima. Pelo Método Delta
(Sen & Singer, 1993) obtemos que E,,,(w) = A\ (9) + Op(n=1/2), Erb(w = A"+ Op(n=1/2) ¢

que L®(1h)~! = 0% + Op(n~'/2). Substituindo estas expressdes em (2.5) obtemos
,gz(w) — Zbr(,w)iab(,w)—l — )\TbUab + Op(n—l/Z)_

Assim,

Zbg—ig = AL, I, + Op(n~1/?)
1
= /\bTVSt (/\rs/t - _2')\rst) )\br)‘croac = OP(n~1/2)'

Provaremos a seguir que g4, = Ay A 04.. Por definicao,

(oa) = (A*) !

-1
(Msa) (Neg) ) [N (W)
(i) (Nij) (X4 (M)
entdo A%\, = A\, + A¥),; = 1, de onde temos que

A XouTab = A NpaTab + A% Niq0gs-

Assim,

0
oy

como queriamos demonstrar.

A 1
A(w) = Uab)‘erSt (Ars/t o §Arst> + OP(TL_I/2)a
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2.1.2 Ajuste para o vicio da informagao da fungao escore perfilada

O diferencial do ajuste de Stern é apresentado no teorema a seguir. A idéia é encontrar uma
fungéo que adicionada ao logaritmo da fungéo de verossimilhanca perfilada corrija também o

vicio da informacao, problema este comentado na Secdo 1.1.1.

Teorema 2.1.2 Seja

O() = 5 B (9) La(i) ()

onde B® ¢ dado por

1
Bab = )\ar/\bs)\tvyu’w <"2‘/\rts)\uvw - )\'rst)‘uv/w + /\rt/s)‘u'u/'w )= )‘st/r/\u'v/w
1 1
__)\r s)‘u'uw — 5 \s 'r/\u'uw
27" ol )
1
-+ )\ar/\bsytvyuw (5/\rtu/\svw - /\'rt'u,/\sv/w - )‘rt/u/\svw + /\'rt/u)\sw/'u (26)
1 1
+)\rt/u/\vw/s + )\tu/'r/\sv/w - 5/\rtu/\uw/s - 5/\tu/r/\svw
ar \bs\tu 1 1 1
— ATAPA '-/\rst'u, - /\rst/'u, + /\'rt/su + )‘st/'ru - "")‘rtu/s - _)‘stu/'r ’
2 2 2
Entdo, a funcao de verossimilhanga perfilada ajustada, definida como

Lp() = Lp(¥) + A(y) + B(p),

tem vicio de fungao escore perfilada ajustada e vicio de informagao de ordem O(n™1). Aqui,

A(p) = A*(9)La(4) e O) = 1BH(W) La(sh) Ty(1h).

Como vimos na Definigdo 1.2.1, a proposta de Stern (1997) é ajustar o logaritmo da funcéo

de verossimilhanca perfilada na forma
- e 1~ ~
LP (’(vb) = LP(TP) = AaLa =+ 'iBabLaLb)

e aqui nos dedicaremos a encontrar a expressao correta para a funcao B,
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Observemos que se B = 0 temos ©(9) = 0 e, desta forma, podemos afirmar que Lp (1))

acima é uma generalizacao daquela obtida no Teorema 2.1.1. Observemos também que B é

uma funcio de ordem O(n~%) e que a afirmagéo do teorema significa que

E{Up(¥)} = O(n™")

E{0Up(4)/0%"} + E{Up($)Up(4)"} = O(n™"):

Apresentamos a seguir a demonstragao do teorema. Devemos provar primeiramente que
a vantagem obtida na esperanga da fung@o escore perfilada ajustada nao é perdida pelo
acréscimo da fungao ©(¥), ou seja, devemos verificar que a esperanca da funcéao escore perfi-

lada ajustada permanece de ordem O(n~!). Neste sentido, calculemos Up (1)) = Lp (1)) 09

0 ~ 0 ~
%ZA("/}) + 81/)c@(¢)

Up(y) = Up(¥) +

Na segao anterior foi provado que

0 ~

B {U30) + A0 | = 0™

Por outro lado,

d ; 1B~ ~ ;| 0L~ = 8L,
c _BC
Owa{ =B LLd} 2a¢aLch+2 {8¢L+L S0 [

que pode ser escrita como

0 1~ 1 ~.4+ d ~ ~ ~
c L — _Bc L Bc Lcr T oLds s\ .
awa{BL d} —B'LLa+ { 9 La+ Lol
Por expansao em série de Taylor, temos que
B () = B() + BE(0)(T — 8) +Op(n™?),
onde B®(9) = B®(9) /99" e, portanto,

B®(y) = B*(9) + Op(n~*/?),
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obtendo-se que B (1)) = Op(n~?).

Desta maneira, concluimos que ©() = Op(n~1) e, portanto,
E{Tp®)} =0(n7")

Provemos a seguir que o vicio da informagao da fungéo escotre perfilada ajustada também

é de ordem O(n~!). Por simples diferenciacdo, temos que

52
Opeopb

(K +60)} = o { Aot AT+ 3B ELat 35T+ 35E.Eu
— Fo Lot BTy + AL+ AL+ 5 { BATLs
+ BAT, 0" Ly + B Ly, + B Ly Ly + BLgpe L
+ B4 Lgs® + BPLe Ly + BXLe 0, Lys®5 + ECdchabd} ‘
Agora, pela regra da cadeia

T _N ~r_~ N'r__~ ~s~'r___~ 9t as.ar
Labc = La.br'ﬂc - Labrﬁc - La'rsﬁb,‘?c - Lrstﬂa,ﬂb"?c;

e, portanto, Lase = Arst N 20ca N0 A 00 + Op(n~?). Em outras palavras, Lo = Op(n).
Também pela regra da cadeia temos ng = Zﬁgz e, portanto, ;1“; = A®X"%5.4 + Op (n=1/2).
Estamos em condigoes de perceber que os termos Zg,,ic, Eggicid, Egch,{?gEd, ﬁgdicidﬁ;,
Egde,ﬁgZd, B La, Egdicibrﬁg e BT, Laq sdo de ordem Op(n~'?), enquanto que os
outros sio de ordem Op(1). Entao,
o? ~ B v~
—Z_{A@)+© } = AL 0 + ATy + ATase
awaawb{ ('(/)) + (¢) b a.+ atbrVe b
L op sor omme o megmy SiAe S
*5 {Bch,,,ﬁngsﬂg + BCdLCTz?’;Lbsz‘}j} + Op(n~1?)
= Ag/\seobe/\cr)\"daad + Af;'/\seorae)\cr)\rdaad

1
+ Ac/\rst)\rdacd)\seabe/\tfa.af + 5 {BCd)\br)\reO'ce/\ds)\st'af

+ B\ A0 Mps A 0} + Op(n™1?)-
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Definindo

vo= {20 (K +8w)} },

obtemos

\I}ab = A:)‘Teabegac + As)\Tea-aeo-ac + AC)‘rst)\TdUcd/\seabe/\tfaaf
(2.7)

1
+ § {BCdabcaad + BCdaacUbd} + O(n_l)a
recordando que, na demonstracao do Teorema 2.1.1, provamos a relagio oap = AprA” Oge.
Na expressao acima desconhecemos a forma das fungoes A7 e B®. Na Secao A.3, do

Apéndice A, demonstramos que A¢ é da forma

1
A: = - /\CS)\tul/vw)\st/r ()\uv/w - 5)\uvw> - )\cthstw)‘St/T (/\uv/'w o %/\uvw>
1
+ At (/\uv/rw - E)va/f> '

Substituindo A¢ em (2.7) e observando que 77° = A*A*®0;, obtemos

1
Ve = Uacabd)‘cr)‘ds'rtuljvw)‘rst ()‘uv/w - 5)‘uvw>

/\u‘uw)
/\svw>

- (aacabd + Obcaad) )‘CT)‘ds/\quw/\rt/s <)‘uv/w -

N = Do)

- (Uacabd + chaad) /\cr)\dsyt'uuuwAtu/r (Asv/w -

1
+ (Uacabd + chaad) /\CT/\dSVtu (/\st/su - §Artu/3>

1
-+ §Uacabd (BCd = Bdc) + O(n_l)'
DiCiccio et al. (1996) provaram que, para qualquer fungéo de ajuste adicionada & funcao

escore perfilada, o vicio da informacao serd de ordem O(n71) se
CZ — AacAbc . pa.,ob)\bc + pa/r)\br + pc/rgad)\bc)\dr _ \I’ac)\bc + O(’I’L_l), (28)

onde Ag = E{La()Lo(¥)} + E{Lap(®)}, E{La(®)} = —pa + O(n™") e ¢ é uma varidvel
nao-aleatéria de ordem O(n~'). Também DiCiccio et al. (1996) informam que, para obter

a funcio de ajuste que faz o vicio da informagao ser de ordem O(n™') e que satisfaz (2.3),

devemos fazer ¢ =0 em (2.8).
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As expressoes de pq/r € Db foram obtidas por DiCiccio et al. (1996) e sdo dadas por

1 1
Pajr = Uab)‘bs’/tuyuw (EAst/r)‘u'uw - )‘st/r)\uv/w + '2')‘tu/'r>\svw - )‘tu/r)\sv/w)
(29)

1
- Uab)‘bsytu <_)‘stu/r - Ast/ru)

2
e
cryds, tu 1 1 1
Aab = - Uacabd/\ APy EArstu - )\rst/u - 5)‘stu/r - 5)\rtu/s + )‘st/ru T /\'rt/su.
1 1 1
+ O_aco_bd/\cr)\dsytvyuw (gArst/\uvw - Arst)\u'u/w - '5)\1‘t/s)‘uuw - ?2'/\st/r)\uvw

1
+ )\rt/s)‘uv/w + )\st/r)‘uu/w + 5)\rtu)‘svw - /\rtu/\sv/w - )‘rt/u/\svw

1 1

- EArtu)\vw/s - EAtu/r/\svw + /\rt/u)‘vw/s + /\'rt/u)\sw/v + )‘tu/r)\sv/w
1 1 1

+Z/\'rtv)\suw - §>\rtu)\su/w - 'iArt/u)\suw + )\rt/v)\su/w> = O(n_l)'

Se assumimos que a fungdo B é simétrica, no sentido de B¢ = B%, temos que

A’LL'U’LU)

As,,w) (2.10)

1
Uy = Uacabd)‘cr)\dsTtquw)‘rst (Auv/w - 5)‘11.1110)

- (aacabd + chaad) )\cr/\ds/\tvyuw/\rt/s ()\uv/'w -

o= o=

- (Uacabd + chaad) /\CTAdSwauw)‘tu/r <)\s'v/w -

1
+ (Uacgbd + O-bco-ad) )\cr/\dsutu ()‘st/su - 5)\1‘&1./8)

+ OacOpaB + O(n71):

A vantagem de se exigir simetria na fungao B% §é que as derivadas parciais (97;, JOY° e

8?‘,’; /Oy serdo iguais. Isto garante, por exemplo, que a matriz de informagéo esperada serd

simétrica.
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Substituindo as expressoes de Agp, Pas Pasr € Yab €M (2.8) quando ¢t =0, temos

1 1 1
0= = O'GCO'bd/\CT/\dthu <§)\rstu - )\rst/u - 5/\stu/r - 5)\rtu/s 4 )\st/'ru + Art/su)
cr\ds, tv, uw 1 1 1
+ Uacabd/\ APy _)\rst)\uv'w - )\rst/\uv/w - —Art/s)\uvw - '—>\st/1‘/\u'vw
2 2 2
1 1
+ )\rt/s/\'uxu/'w + /\st/r)\'uxu/w + 5)\rtu)\smu - )\rtu/\sv/w - /\Tt/u>\svw - §>"rtu)\'uw/s

1 1 1
- EAtu/r)\svw + )‘rt/uAvw/s + A'rt/'t,c)\.s"w/v + )\tu/T)‘sv/w + Z)‘rtv)\suw - _2'/\rtv/\su/w

1
_5/\rt/v)‘suw + Art/u/\su/w)

1 1

o )‘rt/uAs'uw - ’é’

2 )\rtu )\sv/w +

- Uacabd/\cr)\dsutu v <)\Tt/u)‘sv/w - 4

1
_/\rtu)‘svw>
cryds, tv W 1 1 .
+ OacObd ANy §Art/s)‘u'uw - )‘rt/s)\uv/w + 5)‘tu/s)\rvw - /\tu/s/\rv/w
1
- o-aco-bd/\cr)‘dsytu <§)‘7‘tu/s - Art/su)
cryds, tv U 1 1
acVbd S Ast/rAuvw T Ast/rMuv/w T G Nu/r Asvw T tu/rNsv/w
+ 0acOp A" APV 2)\ A Ast/rA + 2)\ A Atw/r A

1
- Uacabd)‘cr)‘dsytu (Q'Astu/r - )‘st/ru)

1
- UacUbd/\cr)\dsTtquw/\rst <>‘uv/w - 5/\uvw>

1

+ Cra.co-bd)‘cr)‘ds)‘tuva)"rt/s ()‘uu/w - EAuvw>

crydsytu, vw 1
+ Uacabd/\ APy Ast/r < w/w T '2')‘ )

cryds, tv, uw 1
+ Uacabd)\ DN 2 2 )\tu/r sv/w - 5)‘

ceryds, tv, uw 1
+ Uacabd)\ APy /\tu/s ( rv/w 5 rv’w)

1

- Uacabd/\cr)\dsytu (Art/su - 2)‘rtu/s> Uaco-bdAcr)\ds tu ()\st/ru - _2'/\stu/r>

— 0ae0pa B
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Entao,

1 1

—)\stu/r - 5

2

D) )\rtu/s + )\st/ru + A'rt/su)

1
5 )\rt/ s )‘uv'w

1
UacadeCd = Uaco-bdAcr/\dSVtu <_)\1‘stu - )\rst/'u, -
cryds, tv U 1

+ 0acO6 A AV 5/\rst)\u‘uw - )‘rst)\uv/w -

1 1

- 5)‘st/r)\uvw + /\'rt/s)‘uu/w + )\st/r)‘uv/w + EArtu)‘svw - )‘rtu)\s'u/w
1 1

- >\rt/'u,/\svw - '5)\rtu)\vw/s - 'é'/\tu/r/\svw .3 )‘rt/u/\vw/s & /\rt/'u.)‘sw/'v

1 1

1
s /\tu/'r/\su/w + Z)\rtv/\suw - 5/\rtv)\su/w - 5/\rt/v/\suw + )\rt/v)‘su/w

1 1 1
+ 5/\rt/s)‘uvw - /\rt/s)\uv/w + 5/\tu/s)‘ruw - )‘tu/s)‘rv/w .5 '2')\st/r/\uvw

1 1
- /\st/r/\uv/w S 5/\tu/r)\svw - )\t'u./'r/\sv/w + /\tu/r)\sv/w - 5/\tu/r>‘svw
1
+/\tu/s)\'rv/w - EAtu/s/\rvw>
cryds, tv, uw 1 1 1
- Gacabd/\ N 7% /\rt/'u>‘su/w - EArt/v)‘suw - 5/\rtu)\su/w + Z)\Ttv/\suw

— O2eObd b\ad /\ds )\t'u uw

1
rst/\m)/w - 2 rst/\uvw>
1
+ o_aco_bd)\cr/\dsytv uw 2

< rst)\uvw)
+Jacabd/\cr/\ds)‘tv uw( rt/s uv/w - )\Tt/s)\u'uw>

rst)\uv/w -

+0acabd/\cr)\ds/\tv e st/r uv/w - /\st/'r‘)‘uvw) '

Desta equacao obtemos a expressao de B dada em (2.6). Observemos que esta expressao
é diferente daquela publicada em Stern (1997), a diferenca estando no coeficiente xar xbeytuy o0
O termo correspondente no artigo mencionado é Ao \bs N\t uw N secao seguinte obtemos uma
funcao de verossimilhanca perfilada ajustada sem fazer uso da equagdo (2.6) e no Capitulo 3

utilizamos nosso resultado para B® em diferentes exemplos.
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2.1.3 Exemplo: modelo de regressao linear normal

Seja Y ~ N(XB,¢7'I), onde X é uma matriz n X ¢, B é um vetor coluna de dimensao
g, ' > 0 e I é a matriz identidade de dimensdo n. Consideraremos como parametro de
interesse o de disperséo ¢ e o vetor de pardmetros de regressao 3, o de perturbagao.

Neste modelo sabemos que ¢, o estimador de méxima verossimilhanca de ¢, é n/S?, onde

SZ = Z(YI, - ,E'i)z)
i=1
e i = X[, sendo B =(XTX)1XTY o estimador de méxima verossimilhanca de f3.

O logaritmo da fungéo de verossimilhanga deste modelo é

18, 4) = ~2 log(em) + Slogd — 5 > (¥~

=1

e o logaritmo da fungéo de verossimilhanga, perfilada é
n n ¢ o

com a qual obtemos que a fungéo escore perfilada é

A esperancga desta fungao é

gln_S\_n n-ag_4
2% 2 20 2 20
que ndo é nula. Utilizamos aqui o fato de que 52 ~ ¢~ 1x2%(n — q), que implica em E{S*} =

(n— q)p" e B{S?}> = var{$?} + E}{S?} = 2(n — )¢ > + (n — ¢)*¢™"

Vamos obter agora a fungéo de verossimilhanga perfilada ajustada no modelo de regressao

linear normal multipla quando o interesse é o parametro ¢ sem recorrer as expressoes gerais, ou
seja, ndo utilizaremos as expressoes das fungoes A(¥9) e ©(9), dos Teoremas 2.1.1 e 2.1.2, para
encontrar a funcéo de verossimilhanga perfilada ajustada de Stern. O leitor estaria esperando

a utilizacdo dos teoremas mencionados no modelo de regressio normal, porém utilizaremos
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amplamante os resultados nestes teoremas no Capitulo 3. Interessa-nos aqui aproveitar o
fato de podermos obter expressoes fechadas para as funcgdes A(9) e ©(V) e, posteriormente,
no Capitulo 3 considerar este exemplo como uma situagao particular dos modelos lineares
generalizados.

Segundo a Definigdo 1.2.1,

~ ~

A(¢) = A(9)Up(9),

~

onde A(¢) = A(9(4)), este termo sendo tal que
B{$EK@)} = ol) + 0™,

com

p(¢) = —E{Up(¢)} +O(n™"): (2.11)

Encontraremos em seguida a expressao de p(®) e para isso devemos achar a esperancga de

dA(¢)/de, que é dada por

510 = (3570 vrtor + 26 (3507

d¢ d¢
e
d n
HEUP(¢) =T
Logo,
d ~ d n
230 = (S 70)) 00+ 70 (~550)
e, portanto,

e{ S50} = 5{(540) 00} + 50 (~55)

- Lol L] - 7A@

Observemos que se A(¢) = qo/n, A(¢) = A(¢), entdo dA(¢)/d¢ = q/n e, desta forma,

[45 }__2__1___ no1).
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Escolhendo

e obtendo-se

Definimos

onde 6(¢) = O(9(9))-

Fazendo ¢® = 0, onde (¢ vem da equagdo (2.8), obtemos
D oA — psps® + Py X’ + 04pes AN — gD = O(n7%),
e dado que \?" = 0 se r # ¢ entdo
DA — PEX -+ 1A% + Tpppssp(M)? — gy = O(n 7).

Note-se que A\?? = 1/\44 € que

g2 -
Mo =B {5752 (—-’23 log(2r) + 5 log § - %Z(Yi - M) } -

=1

Observemos que

Y B _fz" ST DN | o VY]
Entao,
02 n n b — A
95 (—5108(%) +3 logp— 5 ?:1,(3/1 — i) ) =5
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Logo, Agp = —n/2¢% \?? = —2¢? /n e 04y = —n/2¢%. Assim,

24" ¢\ (_24° 2¢? 29
—— By~ <~%) =) FPors == )+ TssPsss (—i>
n n (2.12)
— \Ij 2¢2 _ O( ——2)
Loy % = uUn
Por outro lado,
_4d _d/f a)\_ 4

e substituindo o4 € py s em (2.12), obtemos

2¢° ? 2¢° 49" | 24 _
B () (2)+ () () Lowmoen

ou seja,

2¢? @ 2q 24
Y e, e et T, = -2
Bept o+ ¢¢ = 0(n™%)
Nesta situacao,
b6 1o tu [ 1 1 1
Dpp = — 0pp0ppA"* A"V S st = Aggt/u — 5/\¢tu/¢ - §>\¢tu/¢ + Apt/gu + Apt/pu

1 1 1
+ U¢¢0¢¢)\¢¢)\¢¢Vtv’/uw (5)\¢¢t)‘uvw - )\¢¢t/\uv/w - 'é'/\qbt/d)/\uvw - 5/\¢t/¢)‘uuw

1
= )‘qbt/qb/\uv/w o )‘¢t/¢>‘uv/w + 5/\¢tuA¢vw - )\'rtu>‘¢v/w - /\¢t/u)‘¢’uw

1 1
- 5/\¢tu/\vw/¢ - 5/\tu/¢)‘¢v'w <t )‘¢t/u)\vw/¢ + )‘¢t/u/\¢w/v + /\tu/¢)\¢v/'w

1 1 1
+Z)‘¢tv/\¢uw - 5)\¢tv)\¢u/w - 5)\¢t/'u)\¢uw + )‘q&t/'u/\q&u/'w) + O(')’L_l),

e os cumulantes )\¢¢>tu; /\¢¢t/‘u.; /\¢tu/¢o) /\¢t/¢u; )\¢¢t; /\¢t/¢, )\¢U/w, /\¢t/u, >‘¢u/w e )\qbt/'u sao nulos.
Portanto

1 1 ! 1 1
A¢¢ = Vtuyuw ('2")\¢tu)\¢vw - 5/\¢tu)\¢vw - 5)\¢tu/\¢vw + Z/\tbtv/\cbuw) + O(n_l))

que é simplesmente

1 1
A¢¢ = —-él/wl/uwA¢tu/\¢vw + Zl/tvlluw)\qstv)\qsuw + O(Tl-_l),
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.]a' que )\vw/qb )‘¢vw € /\tu/z;b - /\thu

A expressdo do cumulante )\, é dada em (B.3), e dado que Ay, = dAy,/d¢, obtemos que

Agtu = — Y g TuZr. Portanto,

n  ptq p+q

tv, uw
ey N 4 )\qﬁtu)\d)vw:_—' § E V -'I:ltxmv § 7 mluxmw:_

Lm=1tw=1 uw=1

n  ptq pt+q

q
297

1 o ¢
Zl/wl/ w)\gbt'u/\q&uw == Z Z V xltxlv Z 2 -Tmul'mw = W:

lm 1t,v=1 uw=1

e, desta forma, obtemos que

q2

-9 .9
Dy = 22 + 42

As expressoes dos cumulantes e as somas anteriores sao desenvolvidas em detalhes no proximo

capitulo e no Apéndice B. Entao,

2 2
—%-\I/ngs = = O(n“z)

ou

‘Il¢¢ = + O(n—l))

4
2¢?
e desta expressdao obteremos a funcido B??.

Por defini¢ao

& (7B
Uyp =E {@5 (A(¢) * @(¢))} ’
onde
d¢2A(¢)

ja que

4dg (1 - f) =%

a2 ¢ 26
LOgO:

d® ~

Ugp =B {d7)26)(¢)}

e 2
L1, i
B0 = 55050 =35 (55~ 3)
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Portanto,

4 g l_S_Qz 1o d (1 57\
(37) (5 2)2+2B (5 7)
d g (5 oo (PS* _ 1%
<d¢B ><2¢ 2>+B 17 1P

Podemos, entao, escrever

a2 ~ 1/ d2 n S2)® ng /d
w{amoo)- @) e ln -7 - @), 19
; .
+ (4%4 + E?p%> B* +0O(n™")

Seja

entdo dB%?/d¢ = 4q/n¢p e d?B?? /d¢? = 4q/n?.
Substituindo B??, dB??/d¢$ e d?B%¢/d¢* em (2.13), obtemos que

d? ~ _
E{d?zew)} = oL+ 0,

como queriamos demonstrar.

Encontramos que a fungao de verossimilhanca perfilada ajustada para ¢ é da forma

fp(¢)=—glog2w+glog¢—%+%(1—%)+§(1—§) , (2.14)

e durante o desenvolvimento deste exemplo mostramos a dificuldade para encontrar as funcdes

de ajuste A e ©. O Capitulo 3 serd dedicado a obter estas funcdes nos modelos lineares

generalizados.
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2.2 Correcao de Bartlett para o teste da raziao de verossi-
milhancas ajustado

Em problemas regulares, a estatistica da razao de verossimilhancas (1) possui distribuigao
assintotica qui-quadrado com p graus de liberdade (ver, por exemplo Wilks, 1962, p. 410,
Teorema 13.4.3) e erro de ordem O(n™1). Isto implica que

Ey{W(¥)} =p+0(n™")-

A idéia da corregao para o teste da razio de verossimilhancas, originalmente devida a
Bartlett (1937), visa a construcio de uma modificagéo da estatistica W que tenha distribuicao
mais proxima da distribuigao qui-quadrado de referéncia.

Seguindo as técnicas de Bartlett (1953a,b, 1955) para construir intervalos de confianca
modificados, Lawley (1956) demonstrou, através de um procedimento algébrico complicado,
que € possivel definir uma estatistica modificada W*, cuja esperanga mantenha-se p a menos

de um erro de ordem O(n~2).

Lawley obteve o valor esperado de W até ordem O(n™!) como

Es{W(®)} =p{1+£@)/p+0(n2)},

onde £(¥) (Cordeiro, 1987) é tipicamente de ordem O(n=!), depende de cumulantes de deriva.
das do logaritmo da fungéo de verossimilhanca e eventualmente pode depender do parametro.
Em situagdes como estas, o argumento dado em Barndorff-Nielsen & Hall (1988) mostra que
se substituimos £(¥) por & (5), a aproximagdo por x* continua de ordem O(n™1).

Lawley mostrou ainda que, definindo

Wi () = W) /{1 +£(9)/p},

onde 1 + £(J)/p é conhecido como fator de correcio de Bartlett, todos os cumulantes de
W?* coincidem com os correspondentes da distribuicdo x?(p), eliminando-se termos de ordem

iguais ou inferiores a O(n~2). Desta forma, temos

Es{(W* ()} =p+0(n™?).
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Intmeros artigos foram publicados apresentando corregoes de Bartlett em problemas es-
pecificos e para modelos amplos, bem como, métodos alternativos de célculo das corregoes de
Bartlett. A expressdo para £(1) fornecida por Lawley (1956) foi posteriormente muito explo-
rada (Cordeiro, 1983, 1987; Cordeiro & Paula, 1989; Cordeiro & McCullagh, 1991; Cordeiro,
Paula & Botter, 1994, entre outros) e estendida a outras estatisticas de teste que convergem
para uma distribui¢do qui-quadrado sob a hipé6tese nula (Cordeiro & Ferrari, 1991; Cordeiro,
Ferrari & Paula, 1993; Cribari-Neto & Ferrari, 1995, entre outros).

Definamos a fungdo de verossimilhanca perfilada ajustada como Lp(1)) = Lp(th) + M (%),
onde M (%) é uma fungdo, chamada de ajuste, de derivadas de ordem Op(1). Por exemplo,
no Teorema 2.1.1 podemos escrever M (1)) = A(1) e no Teorema 2.1.2, M (¢) = A(¢)) + o).

Para realizar inferéncias, definimos a estatistica da razdo de verossimilhangas ajustada
como

W) =2{Lp(¥) — Lr(¥)},

onde
ZP(E) = mgxfp(v,b).

Somando e subtraindo L p({b\) na definicio da estatistica W vemos que

-~ -~

Lp(%) —Le() = Lp(@) + M@) + Lp($) — Lp() — M(9) — Lp(3)
= Lp(¥) — Lp(s) + Lp(P) + M(P) — Lp(h) — M(3)),

0 que nos permite escrever
W) = W) + 2{Lp(P) — Lp() + M () — M(3)}.

Em problemas regulares, W(3) tem distribuicdo nula x?(p) com erro de ordem O(n1) e,

segundo foi provado em DiCiccio & Stern (1994), a estatistica
W' () = W) /{1 +€(9)/p},
tem distribui¢do x?(p) sob Hy com erro de ordem O(n~2) onde £(¥9) é definido como

€)= ¢(9) +€'(v), (2.15)
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com &(¥) representando o fator de correcio de Bartlett obtido da, verossimilhanga usual e

€(9) = 2Bo{Lp(P) — Lp(h) + M(P) — M(3)},

o acréscimo devido & consideragao do ajuste.

De maneira geral, DiCiccio & Stern (1994) mostraram que

1
EHI) = AP (g — paps) + 207 A0, (,\,.S/t - 5/\m> — 2% pys + O(n™%/?), (2.16)

onde pg/s = 0pa/0Y° foi dado em (2.9), ¥, sendo dado em (2.10).
Nosso objetivo é obter a expressdo de £7(¢9) quando o ajuste considerado é o de Stern e
para isso identificaremos os termos necessarios em (2.16).

Substituindo B em (2.10), escrevemos

1
by )\r st /\uvw>

2
rt/s 'u:uw)

2
crydsytv, uw 1
— OadTpc A A Ay ()\rt/s/\w/w— 5 Art/s Auvw
1
2
1

\I,ab = Uaco_bd/\cr/\ds,rtvyuw (Arst/\uv/w -

- o_aco_bd/\cr)\ds/\tvl/uw (Art/s/\uv/w -

- o-acabd/\cr/\dsytv u <)\tu/rAsv/w - )‘tu/r svw)
- Uadabc/\cr)\dsutv e <)\tu/r)\sv/w - 2)\tu/r)‘svw>
Acr)\ds tu Y 1)\ )\cr)\ds tu 1
+ OacObd 4 rt/su T 5 rtu/s + 04dObc v )\rt/su - 5)\rtu/s
cryds \tv, uw 1
+ Uacabd)‘ APy Ef\rst)‘uuw - )\rst/\u'u/'w
1 1
+/\'rt/s/\uv/w + /\st/r)\uv/w - 5/\7't/s>‘uvw - 5)‘st/r)\uvw
1
+ O'aca'bd)\cr/\ds t Zet <'§/\rtu)‘svw - /\rtu.)‘sv/w - )‘rt/u/\svw + /\rt/u)\sw/'u
1 1
+/\7‘t/u/\vw/s + /\tu/r/\sv/w - 5/\rtu/\vw/s - 5)\tu/'r/\svw

eryds tu 1 1 1
- aacabd)‘ )\d Vt <'§)‘rstu - )\rst/u + -’\rt/su * )\sL/-ru - 5/\rt‘u/s - 5/\stu/r> )

a0



que se reduz a

1
Uop = — O_aco_bd/\cr)\dsytvyuw </\rst/\uv/w - 'é'/\rst/\uv'w
1 1
+ )\tu/s/\rv/w - EAtu/s/\er - 'é/\rtu)\svw + )‘rtu)\sv/w

1
+)‘rt/u)‘svw - /\rt/u/\sw/v - )‘rt/uAvw/s + §Artu)\'uw/s)

1
— UacO'bd/\CT/\dsl/tu <§/\rstu - )"rst/u) ’

Por outro lado,

1 1
PaPb = UacabdAcr)‘dthvVuw </\'rt/v)\su/w - —/\rt/v/\suw - 5

2

L
/\rtv)\su/'w + Z)\rt‘u/\suw>

e, lembrando que 7 = \® — p® temos

7y dv \ st uw 1
2)‘br/\3tpb (/\'rs/t - %/\'rst) = 2de/\b )\d A tV <)\'rs/t/\'u/u/w - §>\rs/t)\uvw

1

1
- §>\7‘st)\uv/w + Z/\rst)‘wuw> '

Também obtemos que

_ 1 1
2)\aspa/s = zaac)\as/\crytuyuw (5/\rt/s)‘uvw - /\rt/s)‘u'u/w + 5/\tu/s)\rvw - /\tu/s)\'rv/w>

1
_ QUacAas)\chtu <§)\rtu/s = )\rt/su>

1
\Ilab — PaPo = — O_acabd)\cr/\dsytvuuw </\rst)‘uv/w - 'iArst/\uv'w

1 1
+ /\tu/s/\rv/w - 'Q'Atu/s)‘r'uw - 5)\rtu)\smu =+ /\rt'u.)\sv/w

1
+ /\rt/uAsvw - /\rt/u)‘sw/v - /\rt/u)\'uw/s + 5)\rtu)\vw/s
1 1 1
+)‘rt/'u/\su/w - 5/\rt/v/\suw - 5/\rtv/\su/w + Z/\Ttv)\suw

» 1
- Uacobd/\cr)‘d A (?,'/\rstu - )‘rst/u) )
2
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Agrupando convenientemente os termos, vemos que

1 1
ET (’19) = — O'acO'bd)\ab/\cr/\dSVwI/uw (/\rst)‘m;/w - EArstA'wa + )\tu/s)\r'u/w - EAtu/s/\'rvw

1
- §Art'u/\smu + )\Ttu/\sv/w + /\rt/u)\svw - /\rt/u/\sw/'u - )\rt/u)\'uw/s

1 1 1 1
+§)‘rtu)‘vw/s + /\rt/v)\su/w - EArt/v/\suw - 5)‘rtv)\su/w + Z/\rtv)‘suw

1
- O-aco'bd/\ab/\cr)\dsytu (5 )‘rstu — )\rst/u)

1 1

1
-+ 20,bd/\br/\dv/\styuw (/\rs/t/\uv/w - EArs/t)‘uvw - 5/\rst)‘uv/w .y Z)\rst)\u'uw>

1 1
— zo_ac/\as/\crljtvuuw (EArt/s/\u'U'w - )‘rt/s)\'wu/w + EArvw/\tu/s - /\rv/w/\tu/s)

1
+ zaac)\as)\crytu (5)\””/5 — )\rt/su) .

A matriz de fungoes de cumulantes o € dificil de ser obtida. Por esta razao utilizaremos a
relacdo 77 = 04 A™\*® com o intuito de simplificar a expressdo anterior.

Desta forma,

1 1
é‘T (19) = de,rbr/\dsytvu“w ()\rst)\u-u/w - EArst)\uvw + /\tu/s)\rv/w - 5)‘tu/s/\rvw
1
- 5)\rtu/\svw + /\rtu/\su/w + /\rt/u)‘svw - /\rt/'u.)\sw/v - )\rt/u/\'uw/s
1 1 1 ' 1
")\1‘ 'u.)"uw s /\1' ‘u)\su w —/\r v)\suw - J/\rtvsu/w 7 \rtv Asuw
+2t /s T Are/ gh 5t/ 2)\t)\/+4/\t)\ )
1
- Ubd'rbr)\dsl/tu (5)\7’31511. - /\rst/'u,)
™™\ St uw 1 1 1
+ 27N )‘rs/t)\uv/w - 5/\rs/t/\uvw - §Arst)\uv/w + Z/\rst/\'u.vw

1 1
— 27T Yt yuY <§>\rt/s)‘uvw - )\rt/s)‘uv/w 3 'é'Arvw)\tu/s - )‘rv/w)‘t'u./s>

1
<+ QTTSVW (5)‘1'151;/3 - )\rt/su) .
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Utilizando agora a relacdo 77° = A" — v vemos que £7(19) pode ser escrita como

1 1
ff('ﬂ) = - o_bd)\br/\dsytvyuw <)\rst/\u'u/w - EArst/\uvw + )‘tu/s)‘rv/w - 5)\tu/s/\rvw
1
- 5/\rtu/\suw + /\rtu)\su/w + /\rt/u,)\svw - /\rt/u)‘sw/v - /\rt/'u)\vw/s
1 1 1 1
+§)\rtu>\vw/s + )\rt/v/\su/w - 5)\rt/v/\suw - '2")\7‘tv)\su/w + Z)\rtv/\suw

1 1
4 O'de/br)\dsl/tvl/uw (Arst)‘uv/w - EArst/\uvw - )‘tu/s)"rv/'w - 5)‘tu/s)\'rvw

1
- 5/\rtu)‘svw A /\rtu/\sv/w = /\rt/u)\svw - /\rt/u)‘sw/v - )\rt/u/\vw/s
1 1 1 1
+ 'é'/\rtu)‘vw/s + )"rt/v/\su/w - 5)\rt/u)\suw - iArtv/\su/w + Z)\'rt'u)\suw>

2 2

1 1 1
+ 27_Tv/\styuw ()‘rs/t)\u'u/'w - _Ars/t/\uvw - _)‘Tst/\'u.'u/w =+ —)\rst)\u'uw>

1 1
- Ubd/\br)‘dsytu <—)‘rstu - )‘rst/u) + deybr)\dsytu <_/\rstu - /\'rst/'u,)

2 2 4

1 1
- 2TTthUVuw <§)‘rt/s/\uvw - )\rt/s)\uv/w + '5/\tu/s)\r'uw - )\tu/s)\rv/w>

1
=} 277 (5/\7'7511/3 - /\rt/su) .

Pela forma da matriz v, os termos da expressdo anterior onde aparece "

sao nulos, e,

portanto,
)= — oty (Arst/\uv/w N S R S S,
— Shreuhou + Mt daufi F detpidoms = drtfudaufs = etfudous
3ot + Ao duti = Shrgodoun = 3w houso + %Armsm‘,)

1
_ T8, tu =X -
TV (2 rstu rst/'u.)

1 1 1

+ 27_r3)\tvuuw <Z)\rt'u)‘suw - EArv/t)‘suw - §>‘Ttv)‘su/'w =+ )‘rv/t/\su/w>
1 1

— 2TTSI/tUI/uw <§>\rt/s)\uvw - )‘rt/s)\u'u/w - /\tu/s/\rv/w + 5/\tu/s)\rvw>

e .
4 2Tyt <§>‘7‘tu/s - /\'I‘t/SU.) .
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Observamos que os coeficientes do primeiro e do quarto termo, na expressido anterior

coincidem, assim como os coeficientes do terceiro e do quinto termo. Concluimos entdo que

1 1
gf(ﬁ) = — gty s </\rst/\uv/w - 5/\rst)\u'vw - /\tu/s/\rv/w 7+ E)\tu/s/\rvw

1
- 5/\rtu)\svw + )\'r‘tu)‘sv/'w =+ )‘rt/u)\svw - /\rt/u)‘sw/v

1 1
- /\rt/u/\vw/s + EArtu/\vw/s + )‘rt/v)\su/w - 5/\rt/'u/\suw

X . (2.17)
_5/\rtv/\su/w + Z>\rtv)\suw + /\'rt/s/\uvw - 2/\Tt/s)‘uv/w
rsytv uw 1 1 1
+ 271 A"y Z)‘rt'u/\suw - EArv/t)\suw - _2')\rt'u)\su/w + /\rv/t)‘su/w

1
=gyt (5)\r5tu - /\rst/u - )\rtu/s + 2/\rt/su) )
constituindo este o termo adicional da corre¢do de Bartlett para a estatistica da razio de

verossimilhancgas perfilada ajustada de Stern.

2.2.1 Exemplo: modelo de regressao linear normal

Na Secao anterior foi obtida a expressdo geral para o termo adicional ¢t da correcdo de
Bartlett para o teste da razao de verossimilhancgas ajustado de Stern. Aqui nos dedicaremos a
obter a expresséo de ¢ quando o modelo é o de regresséo linear normal multipla, definido na
Segdo 2.1.3. Nao utilizaremos o resultado em (2.17), mas sim desenvolveremos uma expressao
para o valor esperado de W(gb) Posteriormente, na Segéo 3.2.1, obteremos & para os modelos
lineares generalizados a partir de (2.17) e obteremos o resultado correspondente para o modelo
de regressao linear normal como um caso particular.

A estatistica da razdo de verossimilhancas neste modelo é
W(¢) = nlogn — nlog S* —n — nlog ¢ + $S?,

onde S? foi definido na Secao 2.1.3.

Nosso objetivo agora é obter a esperanca de W(¢$). Como ¢S* ~ x?(n — q), temos
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BE{S?} = ¢~ (n — q), var{S?} = 2¢%(n — q) e obtém-se
E{W(¢)} = nlogn — nE{log S*} —n —nlog ¢ + (n — q). (2.18)

A esperanca de W(¢), até ordem O(n~'), nos permitird definir a corre¢éo necesséria para
diminuir o vicio da esperanca da estatistica da razao de verossimilhangas. Com esse objetivo,

consideremos a seguinte expansdo em série de Taylor no ponto n¢!:

1 1
2 _ -1 2 -1 2 —1\2
log S? =logn¢™" + = (8% —ng™) + i (8% —nep™")*+
1 1
Tags S ) = (S Y

Utilizando a funcdo geradora de momentos da distribuicao qui-quadrado, obtemos que
PE{(S*)’} =2(n—q)+(n—1q)?
PE{(S*)’} =8(n—q)+6(n—q)*+(n—q)
¢'E{(5%)'} =48(n—q) +44(n—q)* +12(n — q)* + (n — q)*

e ¢E{S* —n¢~'} = —q,
$E{(S* —ngp™")’} =20n-q)+ ¢,
$*E{(S? —n¢™')’} =8n—6ng,
HE{(S? —ng1)*} =12n*+O(n?).
Assim,

2
2y q n—q ¢ 8§—6g 3 _3
E{logS}—logn—log¢—;——n—2—%§+—37—ﬁ+0(n ),

e substituindo em (2.18) obtemos

n 2

+%—n—nlogq§+n—q+0(n_2),

que se reduz a
3q% + 6g+ 2

BV} = 1+

+0(n™2).
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Este resultado permite-nos definir a estatistica da razdo de verossimilhangas corrigida

como :
i 3> +6q+2\"
Wi (@) = (1 + %) W(g),
n
de onde vem
E{(W*(¢)} =14+ 0(n?).
Desta forma encontramos
_ 3¢°+6q+2
§(d) = e (2.19)

Procederemos agora & obtengao da expressao de &' neste modelo. Da funcéo de verossimi-
lhanca perfilada ajustada de Stern fp(cb) dada na Segao 2.1.3 temos

— —_ 2
—glog(zw)+glog$—§s2+g (1—%) +% (1-%) -

EP@):
e
¢ [ 3\’
W(¢): 2 ——log(27r)—|——log¢— 324‘2(1—7\)4—2(1—7\)
2 ¢/ 4 ¢
& & £\ 2 (2.20)
—log(27) — = =5% — l—-=|—-=(1-= .
+5 log(27) — S log ¢ + 55 2( ¢>> 4<1 ¢)}
Lembrando que
- ~ n 77:2
=14+ =—,/14+—
¢ ¢< +2q +4q2>,
obtemos
log¢=logd)+log<1+2—q— 1+4—q2>,
e dado que ¢ = n/S% temos log ¢ = logn — log S2. Também
® s (Z n n?2 5 n n n? g
S 5 +2q +4q2 S 557 +2q 1—|-4q2 S
_n,n i n
2 4q 2 4q?’
& 2 2
1_22—24‘ 1+—561—£:1—i ('n,qb_l 52)?
¢ 2q o) n
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Substituindo estes resultados em (2.20) vemos que

— n n n n n? n n n2
= 2{=logn—=logS?+ =log[14+ — — 4/l +— | — = s 2= —
W(o) {2 ogn — 5 log 5% + 2 og( +2q +4q2> 5 <1+2q 1+4q2)

q n n2 q n n? n ? o
KA (LAY S RLLIN, VIR O (LRI | LGN B @
+2< 2q+ +4q2>+4< 2q+ +4q2> 2og¢+25

ab, 1 2 q¢* =) 212
——(n - 5%)—=—(n -5 ;
Lingt - 57) - L (gt — %)
(2.21)
Para escrever de maneira mais simples a esperanca da estatistica da razao de verossimi-
lhancas ajustada de Stern acima utilizaremos duas expansoes em série de Taylor, a primeira
delas é
2 3 bzt Tz5 21z

4 T T
STFa=14+E _E L F _
te=lt o Tt 16 T 128 T 26 1om

que serd aplicada na fungéo /1 4+ n?/4¢%. Como

n? n\> 442 n 442
1+ 2 = () (1+422) =241+ L
T \/<2q) ( i n2> 2qV T
n? n 2¢2  2¢* 440
4 = (14— 2 oS
+4q2 2q<+n2 n4+n6+(n)

A outra expansao em série de Taylor a ser utilizada é

+0(z"),

obtemos

$2 1133 $4
log(l+2) =0 — — +— — = +...
og(l+z)==z 2—{—3 4+

Observando que

n / n? n 4q?
1 1+ ——4/14+— | =1 14— [1—4/14+—
og<+2q +4q2) og(+2q< +n))’
obtemos

2
n n? n 4q> n? 4q?
1 l4+——4/14+— =—[1A/1+—=|—=—=|1—-4/14+—
og( +2q +4q2) 2q< + n2> 32 + 2 +



e, portanto,

n n2 ¢ ¢ ¢ B
Zlog 1+ - 14 ) =2 2L, T |
2og<+2 +4q2> 5 "1 +2n2+0(n )
Também,
n n? n? ¢
Dl LT o
o\t Tty e TOT
q n2 n g 3
2 9,
o\ttt —1ta; TO0T)
e

Substituindo as expressdes jé obtidas de E{n¢~! — 52}, E{(n¢~! — $2)*} e E{log S} em
(2.21), obtemos
1

E(W(#)} =1+ = +O0(n™?).

Podemos definir entao a corregéo de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhan-

cas ajustada de Stern como

- 1
&) ==, (2.22)
e, lembrando que &(¢) = &(¢) + £(¢) com &(4) obtido em (2.19), temos
g =L _ 4
£(g) = —L _

e concluimos que a estatistica W (¢) corrigida é da forma

W' (9) = (1 " %)_IW@)-

Posteriormente, na Segéo 3.2.1, observaremos que a expressio (2.22) é obtida também

através de uma situag@o particular nos modelos lineares generalizados.
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Capitulo 3

Ajuste para a verossimilhanca
perfilada em modelos lineares

generalizados

Desenvolvemos no capitulo anterior resultados gerais acerca do ajuste de Stern para a verossi-
milhanca perfilada e da correcéo de Bartlett para o teste da razao de verossimilhancas obtido a
partir de tal verossimilhanga ajustada. Neste capitulo, aplicaremos os resultados aos modelos
lineares generalizados.

Duas situagoes serao consideradas: na primeira o parametro de interesse é o de dispersao
que, nesse caso, ¢ ortogonal ao vetor de parametros de perturbagdo. Na segunda situacao, o
vetor de parametros de interesse € parte do vetor de pardmetros de regresséo e a ortogonalidade
nao ocorre. Obteremos, em cada caso, a verossimilhanca perfilada ajustada e, posteriormente,
a correcao de Bartlett para o teste de interesse.

Nossos resultados sao avaliados através de simulages de Monte Carlo. No primeiro estudo
de simulagao, consideraremos de interesse o parametro de disperséo na regressao linear normal
multipla; a seguir, consideraremos os parametros de regressao como de interesse e ¢ como o

parametro de perturbacdo. O modelo de regressdo gama sera considerado posteriormente.
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Interessa-nos, nessa situacao, fazer inferéncia sobre parte do vetor S.
Em todos os exemplos de simulagao comparamos o comportamento do teste da razao de
verossimilhangas, do teste da razdo de verossimilhancgas ajustado e de suas correspondentes

versoes corrigidas por corregoes de Bartlett.

3.1 Funcao de verossimilhanga perfilada ajustada nos
modelos lineares generalizados

Os modelos lineares generalizados foram introduzidos na Secdo 1.3 e, tanto aqui quanto na
Segdo 3.2, nao faremos restrigdo quanto a funcéo de ligagdo. J4 nos exemplos das Secdes 3.2.3

e 3.2.4 consideraremos somente a ligacdo candnica.

3.1.1 Dispersao como parametro de interesse

Se nosso. interesse é realizar inferéncia acerca do pardmetro de dispersio, podemos utilizar
a verossimilhanga perfilada com este objetivo e para isso consideraremos 1 = ¢ como o
parametro de interesse e ( = (3, o vetor de parametros de perturbagéo, de dimensdo g. Estes
pardmetros sdo ortogonais no sentido de Cox & Reid (1987), ou seja, E{—8%L/0¢0p3;} = 0,
parai=1,...,q.

Desenvolveremos a seguir as expressoes das fungdes A(¥) e ©(99), dadas nos Teoremas 2.1.1
e 2.1.2, correspondentes aos termos do ajuste de Stern para a verossimilhanca perfilada nesta
situagao. Os cumulantes de derivadas do logaritmo da fungdo de verossimilhanca necessérios
a obtencao de tais quantidades sdo dados no Apéndice B.

Do Teorema 2.1.1 e dado que a = ¢, temos
” 1
onde Ly € a fungao escore para o pardmetro ¢, ou seja,

Ly = {yb" — b(8") + c(y) + dy (4)}-
=i
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Da ortogonalidade dos vetores ¢ e 3 obtemos que A4/ = 0, ja que Ay = 0, e utilizando a

matriz de pesos W, definida na Sec¢ao 1.3.2, podemos escrever

/\ij/\qSij — Z 2\ Z —~WinTmiTmj = — Z Wy, (Z \ET x,m:rm])

2,7=1 m=1 3,j=1
-1 Z
- ¢ wmzmm7
m=1
onde Zpm = —@ 1y A ZpmiTm; é 0 m-ésimo elemento da diagonal principal da matriz Z,

definida como Z = X(XTWX)~1XT. Entao,

Nidgs = ¢ We{WZ} = ¢~ er{WX(XTWX) X T}
= ¢ U {XTWX(XTWX) 1} = ng
Como A** = 1/nd//(¢), obtemos de (3.1) que
Ag)=——2L__T, (3.2)

2nedy(¢)
onde Z¢ iguala-se a Ly avaliada em B , 0 estimador de méxima verossimilhanca de f3.
Obtivemos assim a expressao para o termo de corre¢ao do vicio da fungao escore perfilada.
Desta forma, a funcdo de verossimilhanca perfilada ajustada Lp(¢) + K(qb) possui vicio de

fungao escore de ordem O(n™!), onde

¢Z{yz = 9)+C(?/1)}+nd1 ¢)+Zd2yz

é a funcdo de verossimilhanga perfilada para o parametro de dispersao nos modelos lineares
generalizados, na qual § = 9(3)

Desenvolveremos agora o termo adicional para a corre¢éo do vicio da variancia da funcao
escore perfilada, a qual constitui a principal proposta no ajuste de Stern. Trabalharemos
aqui, e nos seguintes desenvolvimentos, com a expressdo da fungdo B® obtida por nés (ver

Teorema 2.1.2 e equagédo (2.6)).
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Avaliando a expressao (2.6) quando a = b = ¢, vemos que

o 1
B = X\ N\ <-2'>\¢ij/\¢kz = Agii A/t = 515 Ak/0 = Agifi Mot + Ngifi My

FApi/iAgisk + Aijjp g/t — %/\ij/¢/\¢kz>

+ APPAPINONT (%/\qsw\w = AgssAaift T Moo/ Asin + %)‘¢¢/¢’\¢jl
FAsg/06 g5/ — %/\¢¢/¢/\¢ﬂ>

| AP6 B \ ik il (%,\W)\jk, — Apgidikt + MpisoAsngt — %,\¢i/¢,\jkl
+AgisgpAjkn — %/\qbi/qb)\jkl)

s 1 1
+ APENPD NG (§A¢¢ij = Aogi/i = 5Aii/6 — 3ii/9 + Agifgi + )\¢i/¢j> :

Os cumulantes Agk/i, Agizis Agijiy Aaiis Agifts Nowin Asisor Apsidr Aaitir Moiifo € Agisgj S50

nulos pela ortogonalidade entre os pardmetros ¢ e 3. Desta forma, a expressao anterior se

reduz a

s o1 1 1
B = \PP)\99 )ik )il (5)\¢ij)\¢kl = 5Asi A/ — 5/\ij/¢/\¢kz>

2 (1 1 1
+ APPAP NP\ (5/\¢¢¢>\¢ﬂ + 5 Ase/9 A5t — 5/\¢¢/¢)\¢ﬂ) :

Uma vez que Aw/g = Mgty Aij/g = Agij € Apg/6 = Apgp, Obtemos

a1 1 1
B% = )\99)\PP )ik )il <§)\¢ij/\¢kl — 5 gkt = 5/\¢ij/\¢kl)

| 1 1
+ APPAPP NP\ <§A¢¢¢)\¢jz + 5 s gt — 5/\¢¢¢/\¢jz> ;

que se reduz a

1 . 1 .
B% = —§A"’¢)\¢¢A¢¢/\JZA¢¢¢AW ~ §A¢¢/\¢¢)\”“)\J’)\¢ij)\¢kz.
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Como gy = ndy'(¢) e M Agj1 = q/¢, temos

q

n n
ik \ 5l § : ik jl E : E :
A )\] /\¢ij)\¢kl = A /\] —wmlxmlizmlj —Wme TmakTmal

% k,],l 1 m1 1 mo=1
= Wm, )‘ Tm1iTmak /\J Tmyj TmolWmy
my,ma=1 1,k=1 l=1

= ¢21"W(Z ® Z)W1,

jé que tanto —¢ 3!, A* T iTmok quanto —¢ 31 ) N @, T, S80 iguais & Zmym,, 0 ele-
mento (my,ms) da matriz Z. Na expressdo acima foi utilizado o produto direto de matrizes,
simbolizado por ®, também conhecido como produto de Hadamard (Rao, 1973).

Utilizando o resultado (C.2) do Anexo C e observando que a dimensao da matriz X "W X
é q, concluimos que AN\ 4 \pps = q/$2. Obtemos, portanto,

B%d — _1 ndy'(¢)

N (@) 4 L
2 (ndi(4))* ¢

11 g
2 (nd}(4))? ¢’

que pode ser escrito como

B =35 (nda'l(¢>>2 (#0+3)

Conclui-se, da defini¢do de ©(¥) dada no Teorema 2.1.2, que

56) =35 () () *5) 5 )

Assim, o logaritmo da fungdo de verossimilhaga perfilada ajustada para o parametro de dis-

persao ¢é obtido a partir das expressoes (3.2) e (3.3) e é da forma

_ - B q _ 16] 1 d"'(¢)
Tol6) = 100)~ gt te 14 (i) (atg *8) % @9

3.1.2 Exemplo: modelo de regressao normal linear

Este exemplo j4 foi estudado na Secao 2.1.3 e aqui o consideraremos como um caso particular
dos modelos lineares generalizados. Nosso objetivo é fazer uma verificagdo parcial de que o

resultado obtido por nés para a fungdo B® em (3.3) esté correto.
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A forma do logaritmo da func¢do de verossimilhanca foi obtida na secao referida, onde

chegamos & fungao escore para ¢ como sendo

Lym= —2)
¢ 2¢(1 é

Nesta situacdo, di(¢) = log(4)/2 e dj(¢) = —1/2¢*. Com estes resultados podemos escrever
(3.2) como
" q F _ 997
AMo) = ———F—~Ls=""Le
4 (~2k)

e substituindo a expressdo da fungéo escore para ¢, obtemos

0-1-9)

Agora, observando que d¥(¢) = —1/2¢?, d7'(¢) = 1/¢4* e que qu = Ly temos de (3.3) que

~ g+ g ¢\*
@(qb):ELi:—(l—-,—\) |

4 ¢
e, entdo, o logaritmo da fungéo de verossimilhanga perfilada ajustada é
- n n ng g 8\ g )’
L = ——log2 =1 - = =|(1—= =(1—-= *
p(¢) = —5 log2m + S log ¢ 2 2( ¢)+4( ¢)

Na Secdo 2.1.3 desenvolvemos este mesmo exemplo s6 que, naquele momento, nao fizemos
uso das expressdes das funcoes de ajuste A(9) e ©(¥). Se compararmos a expressao do loga-
ritmo da funcéo de verossimilhanga perfilada ajustada obtida em (2.14) e a expressdo acima,
concluiremos que elas coincidem. Esta é, portanto, uma verificagdo parcial de que nossos
resultados estao corretos.

Para ilustrar o comportamento das fungdes de verossimilhanca perfilada e perfilada ajus-
tada simulamos cem amostras, com tamanho de amostra n = 10, do modelo de regressao
N(XB,$71), para o qual escolhemos 8 = (1,1,1)7, ¢ = 1 e a matriz das covaridveis X
foi obtida através de amostras independentes da distribui¢do uniforme no intervalo (0,1). O
resultado é apresentado na Figura 3.1.

Observamos desta figura que o ponto de méximo da funcao Lp(¢) é mais préximo de um do

que o ponto de méximo da fungédo Lp(¢), e portanto, o estimador obtido da verossimilhanga
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-11,5
verossimilhanga perfilada ajustada

13,5

-15,5

verossimilhanga perfilada

-17,5 1

-19,5

-21,5 T T T
(] 0,5 1 ¢ 1,5 2

Figura 3.1: Comportamento médio, em cem amostras, do logaritmo das fungdes de verossi-
milhanca perfilada e perfilada ajustada. Pardmetro de interesse ¢ = 1, n = 10 e vetor de
pardmetros de regressao 8 = (1,1,1)7.

perfilada ajustada tende a ser mais préximo do valor do pardmetro. Isto nos mostra uma das
boas conseqiiéncias de ajustar as verossimilhancas perfiladas e constitui um indicativo de que

0s nossos resultados estao corretos.

Provaremos a seguir que a fungéo escore perfilada ajustada satisfaz as propriedades dela

exigidas. Primeiro provaremos que

B{5Te®) | = 0™
Neste sentido, encontremos agora as fungdes dLp(¢)/d¢ e d*Lp(¢)/d¢? e as esperancas cor-
A7 p=n(i_LY_o _a(,_¢
d¢LP(¢) 3 (¢ 35) 2% 2$< $)
nof1 -~ )11 ¢ 99
——=—E{=}—=E{=3—-=E
w0} =558 {5} -4} -4 e ee(s)

Como ¢S5 ~ x*(n — q), temos E{S?} = (n — q)/¢ e, portanto, E{1/¢} = E{S?/n} =
(n — ¢)/ng. Lembrando que E{S?}* = var{S?} + E*{S?}, e que var{S?} = 2(n — q)/¢#?,

respondentes. Assim,
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obtemos

e{5}- E{(%)} S

Desta forma, podemos escrever

d— _ n_n-gqg dn-q9 9n-9 q¢(20n—q  (n—g)’
E{ﬂLP(@}‘ 20 26 2n¢ % 2 < RE g )
_4e_ ¢
 ng  n2 202’

que é uma fungdo de ordem O(n~!), como esperado.

Verifiquemos agora se também

E { (%B(as)) } +B { d%mw} = O

Com este objetivo, obtemos

3
|
[
~—

d? — d /fn n ¢ q¢) n q
—L = = -, —T=—== _—= = == _—=
a7 = 35 <2¢ % 3T)” Tt
e
dz — B n g1l _ n qf2mn—-q) (n—q)?
o{ a9 - ‘T&JFE{EE}‘ gt (o )
_ _.n ., 4qa ¢  a_ &, ¢
_2¢2+n¢2_n2¢2+2¢2_n¢2+2n2¢2
_ =2 9 -1y,
2¢2+2¢2+O(n h

Também,
(47w0) = 2 (3-2Y 2 (2 ) (12 4) 1 L (18
) a\e5) g \e 3\ 9g) THE\ Ty

_n(1_ 2 1 _zq<l_l> @(Li) qj( _g>2
4<¢2 ¢a+:52) s \6 3w \e73) TR "5
TL2

B n® n® ng 3ng ¢ ngp P P

PP e s 2 @ o @ ap

Tomando esperanca, temos que

de Nl o2 o1 n? 1] ng f1] 8ng. (1
E{<d¢LP(¢)>}— T E{$2} 2¢E{$} ¢E{$}+ QE{AZ} -
1
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Como
—q)+6(n—q)*+(n—q)?),

}z

——
Il
r—"\

—q) +44(n—q)* +12(n — q)* + (n — q)"),

d— Nl _ n n—g (n—q?® nh-q
E{(%‘L”(d’)) }‘ wroE g g

_qln—q)  3q(n—q)  3q(n—qg)* t 2¢°(n — q)

¢2 + n¢2 2n¢2 n2¢2
L LMm—a 44(n—q) 3¢n-9? g(n—0q)°
n2 ¢2 n2 ¢2 n2 ¢2 27?-2 ¢2
_8*(n—q) 6¢'(n—q)?® ¢(n—q)°®  12¢*(n—q)
’I’L3 ¢2 n3 ¢2 n3 ¢2 n4 ¢2
11¢%(n — ¢)?*  3¢%*(n —q)® 2(n — q)*
N q7§4¢2 q) | 34 514¢2Q) + 9 in%g) _

Desenvolvendo os termos da expressao anterior, temos

n? n q n: n 2 n? n n
E{<d¢LP(¢)> } T T AT T R T
ML 3¢ 3ng 3¢ 3¢ 2 2
¢2 ¢2 2¢2 ¢2 2n¢2 TL¢2 TL2 ¢2
LE 2 ¢ 4 4@ 68 3¢
¢2 n¢2 n2¢2 n¢2 n2 ¢2 n¢2 nZ ¢2
ng 3¢ 3¢ ¢ 8¢ | 8¢°  6¢°

- 202 | 242 B m@? = 2n2¢? - n2¢? | n3¢2  ng?
12¢2 6 ¢ 3¢ 3¢ qt 124>

n2¢? - n2—¢2 - ﬁ - ne? - n2¢? | n3g? + n3¢?

12¢3 114> 22¢3 11¢* 3¢ 9¢  9¢*

- nig? " n2¢? - nd¢? | nid? | ng?  n2¢® | nde?
345 2 3 344 5 6

_9q n a g n ° q n q '
nig? | 4¢®  ng® | 2m2¢%  nd3@? | Anig?
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Varios termos sao de ordem O(n™!) e, entéo,

n? n q n’ ng ¢ n® ng ng

d — 2
E{(@L’”(“ﬁ)) }: P Ay g g g
q2 3q 32 2 32 2 2 B

- i_i_ﬁ‘l(l_l+1_§+l)

2¢% 242 2 \2 2 2" 9
¢ (1 3 1 ~
+E(Z—3+1+§+Z>+O(" h.
Podemos concluir que
gl (g (¢) 2 re{d g (@) =+ = ok — = L o)
de¢ " dg2 " T 2¢? 242 2¢2 ' 242 ’

ou seja,
d—- \* d? — {
E<—L EJ—L = .
(@0} +e{ T} = 0w
Provamos entdo que a fungdo escore ajustada satisfaz as propriedades dela exigidas neste

exemplo.

3.1.3 Parte do vetor de pardmetros de regressio como de interesse
e parametro de dispersao conhecido

Consideremos a situagdo em que o pardmetro de dispersdo é conhecido, como ocorre na

regressao logistica, nos modelos de regressao de Poisson ou no modelo de regressao expo-

nencial. Aqui o vetor de interesse é ¥ = (BY,...,B7) e o vetor de perturbagao é ( =
(BP+,..., BP*), que induz uma particio em X, a matriz do modelo, da forma
X = (X1, X3),

onde X; é uma matriz n X p e X, uma matriz n x q.

Definidos os vetores de pardmetros, observamos que

1 1
5/\rtu/\svw - /\rtu)\sv/w - /\rt/u)\svw + /\rt/u)‘sw/v + /\'rt/u/\‘uw/s - 5/\rtu/\vw/s =
5}

1
5)\7‘tu/\svw - 5/\rtu)\sv/w + 2/\rt/u/\sv/w)
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pela forma particular que assumem os cumulantes A, e Art/u, Obtidos em (B.4) e (B.5),

respectivamente. Dado que v** = 0, se algum dos indices s ou ¢ assumir valores no conjunto

{1,...,p} entdo, do Teorema 2.1.1 temos
P ptg 1
A(W) = Z Zz\arl/]k ( rilk — 5/\1-jk:> Le- (3.6)
a,j,k=1 r=1

Por outro lado, vemos que

1\31&

Aeith = §hnjk = — ¢Z(f + 9)1Z1T1 T +

=1

¢ n
= -3 > fwnmgan,
=1

Z [+ 29)izzizn

sendo f e g definidos em (B.1) e (B.2), respectivamente. Substituindo a expressdo anterior
m (3.6), obtemos

A(Y) = Z Z Ji Z Az, Z VT L

a=11=1 r=1 k=1

Mas Y PHINTg), = —da e Y0, %35y = —¢ 2, onde dy 6 o elemento (a,l) da

matriz D = K lleT + KX, e zy é o l-ésimo elemento da diagonal da matriz Z, =

Xao(XyWX,)"' X, . As matrizes K'' e K'? sdo os blocos correspondentes da particio na

inversa da matriz de informagdo de Fisher, para o vetor 3, induzida pela particdo em X. A

matriz de informagao para o vetor 3 foi obtida em (1.12) como sendo ¢(X "W X), de inversa
I (XTWX)!
Desta forma,

A(W) = —%ITFngDTXlT VT (y — p), (3.7)
onde a matriz Zy; corresponde a diagonalizagio da matriz Z,, isto é, todos os elementos
fora da diagonal principal em Zy4 séo zero e nela coincidem com os elementos de Z,, F' =
diag{f1, ..., fu}, V = diag{V1,..., Vo} e T = diag{T, ..., T,.}, com T} = du!/dr, j4 definida
na Segao 1.3.2.
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Pela sua importancia, encontramos expressoes para as matrizes K e K 12 e provou-se que
estas podem ser escritas como K'!' = ¢~ (RTWR)™' e K> = —¢"(RTWR)~!CT (Ferrari,
1991), onde R = X; — X,C e C = (X, WX,)~' X, WX;. Temos entdo

D= ¢ {(RTWR)'X] — (R"TWR)'C" X; }
= ¢HRTWR)™ {X] -C"X]}
e, desta forma, podemos escrever

D=¢ Y (R"WR)™'R".

Desenvolveremos a seguir a expresséo da funcdo de ajuste ©(19). Com este ob jetivo sepa-

ramos esta fungdo em trés termos. O primeiro deles é

1
Z /\ar)\bs/\tvyuw (é‘Arst)\uvw - )\rst)\uv/w + /\rt/s)‘uv/w + /\st/'r)\u:u/w

1 1 (8:8)
_EArt/s/\uvw - 5)\st/r)‘uvw> Lo Ly
Notemos que
- /\rst/\u'u/w = - ¢2 Z(f + 2g)lxlrzlsmlt Z(f -+ g)mmmuxmvzmw;
=1 m=1
1 1 n n
- 5/\rs/t/\uvw = - §¢2 Z(f + g)l:clrmlsxlt Z(f + zg)mxmuxmvmmw)
=1 m=1
1 1, .
- 5/\st/r)\uvw = = §¢2 Z(f + g)lmlrxlszlt Z(f + Zg)mxmummvmmw)
=1 m=1
1 1 \ n n
'2‘)\7'st)\u‘uw = Eqs IZI:(f + 2g)l$lr$ls$lth=:l(f + 29)m$mu$mvxmwa

n

)\rt/s/\uv/w = ¢2 Z(f + g)lzlrmlsmlt Z(f + g)mzmuzmvzmw
=1

m=1

e que
n

)‘st/r)\uv/w == ¢2 Z(f + g)lwlrmlsxlt Z(f + g)mxmuzmvwmw'
=1

m=1
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Entao, o termo dado em (3.8) é igual a

—¢2 Z L Lb Z f + 29 lym Z )\arzlr Z )‘ Tys Z )\t TitTmy Z Vuwxmuxmw
- Qb Z L Lb Z(f + 29 f =+ 9) Z /\arxlr Z )‘bszls Z /\ Z1tTmy Z Vuwzmuzmw

ab

+ ¢2 Z LaLb Z f I g ly,m Z )\arxlr Z /\bsxls Z )\ Tt Ty Z Vuwxmuxmw
ab
< ¢2 Z L Lb Z(f + g Ilym Z )\armlr Z /\bsmls Z )\t Zit Ty Z Vuwmmuxmw

u,w

- %¢2 Z L Lb Z f + g)l f s 29 Z )‘arxlr Z/\ Zis Z )\ T1tTmy Z Vuwxmuzmw
- %¢2 ; LaLb %;(f + g)l (f + Zg)m Z /\ar$lr zs: )\bsmls ; )\tvxltzmv ; Vuwa:muxmw'

r

Definamos a matriz H = (hy), onde cada elemento é definido como

h'lm = Z dalLadmeb'

a,b

Desta forma, podemos escrever

Z LoLy Z Az, Z APz = hye
a,b T s
Entao, matricialmente, (3.8) pode ser escrito como
1
177 Zp4 {§(F + 2G)(F +2G) — 2(F + 2G)(F + G) + 2(F + G)(F + G)} H,l,  (3.9)

onde Hy ¢ a diagonalizagao da matriz H e G = diag{g1,...,gn}.
O segundo termo de ©(¥),

1
Z /\ar)\bs w i ( )‘1 tu)\svw - )\rtu)\sv/w - /\rt/u)\svw + )\Tt/uAvw/s + /\rt/u)\sw/v

1
+)‘tu/r)\sv/w - 5/\'rtu)‘vw/s - EAtu/rAsvw> LaLby
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é igual a

%gé? D Ll Y (f +29)im Z AT 2y, Z Az Z VT T e Z VL T
ab L
- ¢ZZL Ly Z( F+29)i(f + 9)m Z,\%,, Z Ao, Z VLT Z VY T Ty
— ¢ Z LoLy Z( F+a(f +29)m Z X% g, Z Aoz Z VL Ty Z VY L T
0D Ll ) (F+Dim D ATl Y Ny > Ty D VL T
ab I ; : - o
Y LaLe ) (f+Dim D AT Y A0ng > 102y, D T T,
ab I ; » b2 —
+ ¢ Z LoL, Z( f+9im Z AT gy, Z pra Z P BT Y P T
= —qs Z LoLy Z F429)(f + 9)m Z ATy, Z LI Z A;“x,txmv Z VL Ty
- —¢ ZL L,,Z F+9)i(f +29)m Z,\%lr Z)\ Tms Z ALy Ty Zum"wlummw.

Matricialmente, este termo pode ser expresso como

L(F +2G)(F +2G) — 3(F +2G)(F + G) + 3(F + G)(F + G)} 1. (3.10)

1T(H®Z2®Z2) {2

O terceiro termo de O(d) é da forma

1 1
- Z )\ar/\bs i ( rstu /\rst/u + /\'rt/su + )\st/ru - EArtu/s - 5/\stu/r> LaLb; (311)

e nele temos que (ver B.1)

1 1
_5)\rtu/s - 5/\stu/r - rst/u, 2¢Z f + 2g)lajl'r5171.5'33[1‘,:1;111.

d
>\rt/su + /\st/ru = —2¢ Z d_m(f + g)lmlrxlsxltxlu'
l
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Desta forma, (3.11) é

d
- Z AT \bs b <—§ ‘L; LT TisT 1Ly — 20 Zl: aa(f + T TisT1 T
d
+2¢) d—m(f + 29)1$zr$zs$u$zu> L Ly,
!

onde ¢; é definido em (B.6). Trabalhando um pouco mais a expressido acima obtemos que
(3.11) é igual a

%4) Z Lq(0) Ly (9) (A" 21 (/\bsfvzs) (V" zpzn) @

a,b,l

=2 30 L) Lo(0) 3 4-(F + 290 (") (Vo) (P
a,b

l

+26 > " La(¥)Lo(V) > dim(f + 9 (A z,) (Az0,) (V™ zuzrn) -

a,b l

Matricialmente podemos escrever este termo como

1
—Z1TZM (E —4J) Hyl,
onde as matrizes E e J sdo matrizes de dimensao n, definidas como E = diag{e,...,e,} e
J =diag{j, .., Jn}, sendo que 5 = dgy/dn;, com
do__ 4QV (au)idi 1 [ (@) dudy
dn VZdu \dn/) dn?2 "V dn? dn dn?

PRNVCTAN AR
V2 \dp V \du dp?
Esta expressao é obtida no Apéndice B.

As matrizes que aparecem na expressao acima sdo todas diagonais, por esta razao a soma

de todos os elementos é igual ao traco do produto de matrizes envolvido. Assim, este termo

é igual a

~ 20 (Zal B — 4]} ) (312
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Desta forma, chegamos & expressdo de ©(9), o termo do ajuste que corrige o vicio da

informacao da fungao escore perfilada quando o pardmetro de dispersdo é conhecido. Este é

0(d) = %ﬂzzw {%(F +2GY(F 4+ 26) = 3F + 26)F + G)

1 1
+2(F + G)(F + G)} Hyl+ 51T(H ® Zy ® Zy) {E(F +2G)(F +2G) (3.13)
1
—3(F+2G)(F+G)+3(F+ G)(F + G)} 1-— Ztr{ZM(E —4J)H,},
resultado da soma dos termos em (3.9), (3.10) e (3.12).
Podemos escrever de maneira diferente o resultado anterior. Temos que

iﬂzzzd ((F+2G)(F +2G)} Hl + ilT(H ® 22 ® Z5)(F + 2G)(F +2G)1 =

1
= Z1T(F +2G){ZZ5qHy+ H ® Zy ® Zy} (F + 2G)1-

Por outro lado,

%ﬂzzgd (=2(F +2G)(F + G) + 2(F + G)(F + G)} Hal =

- _%1TG(2ZszHd)(F +G)1

%IT(H ® 25 ® Z5) {—3(F + 2G)(F + G) + 3(F + G)(F + G)} 1 =

1
= —5G{222Hy+ 3H ® Z2® 2o} (F + G)L.

Somando estas duas expressoes obtemos
1
—EG{?.ZngHd +3H® Zy® Zo} (F + G)1

e, portanto, a expressdo em (3.13) pode ser escrita como

1
0W) = 1T (F+2G){ZZsyHy+ H ® Zy ® Zo} (F +2G)1
4 (3.14)

1 1
- §G {2ZZZde + 3H ® Zg ® ZQ} (F + G)l — Ztr{sz(E - 4J)Hd}
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3.1.4 Parte do vetor de parametros de regressao como de interesse |

e parametro de dispersao desconhecido

Decidir acerca das varidveis que influenciam a resposta constitui um problema tipico em
modelos de regressdo. Para tomar decisdes neste sentido devemos considerar parte do vetor
de parametros de regressdo como de interesse, que chamaremos de [, constituindo a outra
parte de vetor de parametros de regressao, que chamaremos de [3s, junto com o parametro de
dispersao, os pardmetros de perturbacdo. Neste caso é ficil mostrar que a forma da fungao
de ajuste A(¥) permanece igual & obtida em (3.7).

Portanto, nos dedicaremos a encontrar a forma do acréscimo na expressio de O(9), em
(3.14), provocado pelo desconhecimento do parametro de dispersdo ¢. Em outras palavras,
vamos mostrar que ©(1J), nesta situagéo, serd como em (3.14) acrescida de termos que surgem
quando algum sub-indice atinge o valor correspondente a ¢. Interessa-nos, portanto, consid-
erar as diferentes situagdes nas quais algum sub-indice atinge o indice do parametro .

Com este objetivo vamos encontrar estes novos termos nas 16 situacoes em que algum
dos sub-indices ¢,u,v e w reprenta o pardmetro ¢, isto porque se algum dos sub-indices r
ou s assumir o valor correspondente a ¢, a expressao toda se anula. Observando a funcao
B9, decidimos separa-la em duas partes. Isto induz uma separagao equivalente na funcao de
ajuste ©(xJ). Primeiramente consideremos o seguinte termo de ©(9)

1 1
E {/\ar)\bS)\thuw <§)\rst/\u'uw - )\rst/\uv/w + /\rt/s)‘uv/w + )\st/r)\uv/w

1 1
__)\rt/s/\uvw - _)\st/r/\'u.'uw)

4 2 (3.15)

1
-+ /\ar)\bstl/uw (5/\rtu)\svw - )\rtu/\sv/w - )\rt/u/\svw + )\rt/u)\s'u/w

] 1
+/\rt/u/\uw/s + /\tu/r/\sv/'w - 5/\rtu/\uw/s - 5/\tu/r/\svw> } LaLb;

e nos {tens a seguir, estudaremos a forma que assume a expressio anterior em cada uma das

diferentes situagdes em que algum dos sub-indices #,u,v e w representa o parametro ¢.

(i) Sejam t,u,v,w = ¢, ou seja, todos os sub-indices assumem o valor p+q+1, correspon-
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dente ao parametro ¢. Vemos que a expressao em (3.15) pode ser escrita como

1 ar S 1
5 { PP e e <§)\rs¢/\¢¢¢ — Arsp /o + ArglsAog/s + AsorrAsp/s

—%)\r¢/s)\¢¢¢ - %/\swr/\qsqsqs)
+ AT\ 90,98 (%f\qu\sw = AragAsolo — Argjaspe + ArgraNseso
FArsjNo0/s + AgpirAsprs — %/\r¢¢/\¢¢/s - %/\w/w\sw) } LoLy =

% {)\‘")\bs)\d"b/\‘ﬁd’ <%/\m¢/\¢¢¢ — )\Ts¢)\¢¢/¢) } LoLy,

j& que os cumulantes Arg/g, Asg/g, Arg/ss Arog, Asp/dr Asdgy Apg/s € Apg/r S€ anulam.

Por outro lado, dado que Agp/9 = Appg, temos que a expressdo anterior se reduz a

—IXTNINPYBI N s A go0 La L €, portanto,
- i)\”)\“)\"’%""ﬁ)\rwA¢¢¢LaLb =
ndy'(¢) b
—_—— AT\ — W T Ty Lo L
s T S
_ 4@ Z Z DI o auLaly
Tndi(4) P2 N ke
_ 49 N Le S Ny, L
T And’($)? Z ZZ Lir Z Liste
d///
= Tnd'(9)2 (9 Zwl zdalL Ay Ly
d/ll(¢ ”/(¢)
= ————tr{WH ]
4nd" ¢)2 Zwlhl 4n d” ¢)2 {‘/V }) (3 16)

este sendo o primeiro termo a adicionar para encontrar a forma de ©(¥9).
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(ii) Sejam u,w = ¢ et,v €{1,2,...,p+ ¢}. Temos que (3.15) é igual a

1

N

1
{)\ar)\bs/\tvy¢¢ <§)\rst)‘¢v¢ = )\rst)\qu/qb + )\,.t/s)\qsv/qs + /\st/r/\¢v/¢
1 1
T a\rt/sN\pvp T _)‘s T \pv
5 Art/sApup — 5 Ast/ /\¢¢)
1
+ /\ar/\bsytvyd)qb <§/\rt¢/\sv¢ - )\rtqb)\sv/qB - /\rt/cﬁ)\qub o+ )\rt/:ﬁ)\sqﬁ/v
1 1
+)\rt/¢)\u¢/s + )\t¢/r)‘sv/¢ - 5/\7‘t¢)‘v¢/s - 5/\t¢/r)\sv¢> } LaLb-
Dado que os cumulantes Agug, Agu/g, Asg/vs Avg/s € Aig/r 580 nulos, este termo se reduz a
1)\a1")\bs tv. op 1/\ A A
'2' v-v § rip\svp rth/\sv/qS - /\rt/qb)\quﬁ LaLb' (317)

Também temos que Agy/p = Asugp € Ari/g = Areg €, portanto, a expressdo acima se reduz

a =3\ N5y PPN L Nsus L L. Substituindo aqui as expressées dos cumulantes corres-

pondentes, temos que

3
-8 D XTABLON A g Lo Ly =

a,b,r,s,t,v
_ ar \ bs t'u
=~ d" E AT 5 wzmzrxug —WmTmsTmo Lo Ly

a,b,r,s,tv

ablm

3 -
= W Z ¢ lwtdazdbmzz,m'meaLb

= T d,, Zwlzz,,,, (Z duLe dmeb) W,

3 3

—— vty = A7 .
4n¢d¥(¢)§w’zz’m mn = gy V(%@ W1

Mas 1"W(Z, ® H)W1 = tr{WZ,HW} (ver Apéndice C) e, entdo, obtemos que a

expressdo em (3.17) é igual a
3 I _
——tr{WZ
4n¢>d’1’(¢)tl{w TWH}E, (3.18)
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constituindo esta mais uma parcela a ser adicionada & funcdo de ajuste.

(iii) Agora consideremos a situagdo em que u,w € {1,2,...,p+ ¢} e t,v = ¢. Neste caso

(3.15) é da forma

1 ar \ bs ww 1
5 Z {)\ /\b )\¢¢V <'§/\'rs¢)\u¢w - )\rsqb)‘uqb/w =+ )\'rd)/s)\mﬁ/w + /\s¢/r/\u¢/w
a,b,r,s,u,w
1 1
_5)‘1'¢/s)\u¢w - §As¢/r)‘u¢w>

1
+ /\ar)\bsygbcj:yuw (EArqSu/\sd)w - /\r¢u/\s¢/w - ’\r¢/u/\s¢w + )‘T¢/u/\sw/¢
1 1
+)\r¢o/u)\¢w/s + /\¢u/r)\s¢/w - 5)‘r¢u)‘¢w/s - 5)‘¢u/r/\s¢w La.Lb'

Lembrando que os cumulantes Ayg/w, Arg/s, Asgfry Asgfwy Argfus Aduwfs € Agn /r se anulam,
a expressao anterior se reduz a

1 1 1
2 > 5)\“"/\”3>\¢¢1/”‘”)\m¢>\u¢w + EA“T/\“V"S"’V“”)\M;U/\MM) Lo Ly

a,b,r,s,u,w
Desenvolveremos agora os termos que aparecem na expressao anterior. O primeiro destes
é

3T ATANPLN A LaLy =
a,b,r,s,u,w

1

= = _ ar \ bs, uw
= 4nd’1’(¢) AT NPy /\rsq,'»/\qubLa,Lb

a,b,r,s,u,w

D

a,b,r,s,u,w

4nd”(¢) z Z Wi tm Z )\arml"' Z )‘bszls Z I/uwzmummeaLb
a,b Im o
4nq§d” PR Z dutLad Ly

= _4n¢d"( Z WIWmZ2,m hrll 4 d)d” Z WmZ2,,m Z ’wlh,“

_ _Wtr{WZg}tr{WH}.
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Por outro lado,

{W 2o} = tr{WXo(Xy WX5) 7 X} = tr{ X WX, (X W X,) 1)
= tr {Iq} =4q,
o nimero de pardmetros de perturbacdo no vetor de parametros de regressio. Desta

forma, obtemos que

1
1 D0 AN g La(9) Ly (9) = — tr{WH}. (3.19)

a,b,r,s,u,w

— 9
dngdy(¢)

O segundo termo,
1
1 E )\“TAbSV¢¢u”’”)\,¢uAs¢wLaLb,

é igual a
1
)\a.r/\bs uw)\r u/\s wLa.L
W) o, e

- 4nd}’(¢) Z S Z WL Ty, Z — W TmsTmaw La Ly
a,b,r,s,u,w
477/d” Z Wit Z /\arxlr Z /\bsxﬂw Z Vuwxlufvmw.[/ Lb
4n¢d’l(¢ Z Wy 2y, Wn Z duL, Ay Ly,

= N Wy,
e 7—,;“’ e

1"W(Z, ® H)W1

1
dngd(¢)

d
= —Mtr{WZQWH}-

Portanto, podemos afirmar que o segundo termo é da forma

i D ANty AspwLaLy = — tr{W Z,W H}.

1
dndd{(¢)
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Entao, o termo a ser acrescido na funcéo de ajuste é soma da expressdo anterior e (3.19),

ou seja,
q 1 T
——tr{WH} - ——1"tr {WZ,WH}- .
gl gy VAV B0
(iv) O caso em que u,w,t,v € {1,2,...,p+ g} reduz-se & situagéo em que ¢ é conhecido. E

por esta razao que somamos termos a expressdo em (3.14) para encontrar a funcéo de

ajuste quando o parametro ¢ é desconhecido.

(vi) Todas as outras situagdes possiveis de serem consideradas implicam v** = p#* = () ou

V" = 1" =0 ou v = v = 0 ou v** = ¥ = (), anulando-se todos os termos em
(3.14). Potanto, ndo temos mais termos a acrescentar em (3.14) além daqueles obtidos
até o item (iii).

A segunda parte de ©(¥) é da forma

1

1 1 1
— '5 Z /\ar/\bsytu (EArstu - /\'rst/u + /\rt/su + )\st/ru - 5/\rtu/s - 5)\stu/r> LaLb: (321)

e vamos estuda-la quando os sub-indices ¢ ou w representam o pardmetro ¢. Observemos que

desta forma completaremos a expressdo em (2.6).
(i) Set = ¢ e u # ¢, entdo V™ = v** = 0 e, portanto, a expressdo em (3.21) é nula.

(ii) Quando ¢ # ¢ e u = ¢, estamos em uma situagio similar & anterior, ou seja, aqui

também " = 1** = ( e, portanto, (3.21) também se anula.

(iii) Set,u = ¢, entdo (3.21) assume a forma

1 ar S 1 1 1
—3 D ATy (5/\rs¢¢ = Arag/a F Arosss + Asgrro = SArpass — 5)\s¢¢/r> Lo Ly,

mas 0s cumulantes Arsgg, Arsg/gr Arg/sés Ast/rér Argpls © Aspp/r S€ anulam e, portanto,

nao temos termos a adicionar.
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Assim, o acréscimo na expressao da funcdo de ajuste é a soma de (3.16), (3.18) e (3.20),

obtidas anteriormente, ou seja,

d"(¢) 1
Wtr{WH} + Wtr{WZQWH} —

Substituindo a expressdo de O(1) para ¢ conhecido em (3.14), temos que, se ¢ for desco-

q ) )
ingdi() OV H

nhecido,

1
O@W) = 71" (F +26)(22uHa+ 22 ® Zo ® H)(F +2C)1

1
~ 517 C(22 20 Hy +32, ® 2, @ H)(F + G)1

1 1 [d'(¢) q
— Ztr{ZQd(E = 4J)Hd} + E {d’{((ﬁ)z = ¢d’{(¢) } tI‘{WH}

(3.22)

1

3.1.5 Exemplo: todos os pardmetros de regressao de interesse

Desenvolvemos a seguir a forma das fungdes de ajuste A(¢) e ©() com o objetivo de conferir os
resultados da segdo anterior. Considerar todos os parametros de regressao como de interesse
significa escolher 1 = 3 e, portanto, de dimensao p e o vetor de perturbagdo ¢ = ¢, uni-
dimensional. E interessante observar que, desta escolha, temos ortogonalidade entre os vetores
¥ e, j4 que E{Ly} = 0.

Observemos primeiramente que

0 O
0 \9¢

que é uma matriz p+ 1 X p+ 1. Vemos entdao que

1
A@) = S A ase ()\,¢/¢ = 5,\T¢¢> L.

a,r

Acompanhando os diferentes valores do indice 7, esta fungao pode ser escrita como

Z o 1 a 1
2 Z 2 v

a,b
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e dado que Apg/p =0, Apgg = 0 e A*® =0, obtemos que A(%9) acima é nula.
Nossa atencao estd agora na fungéo de ajuste ©(¢9). Lembrando que ¢ é o parametro de

perturbagdo, temos

1
Beb —  )ar\bsytv, ¢¢ <§/\rst/\¢v¢ = )\rst/\qbv/qs + /\rt/s/\qsv/q}, + ’\st/r/\cbv/d?
1 1
—5/\rt/s)\¢v¢ - 5)‘st/r)\¢v¢>
ar 1
+ AT AP0, P8 <§/\r¢¢)\s¢¢ = Argpsp/o — Mrg/aNsps T+ AegjoAsa/s

1 1
FArg/6A00/s + Mool Asprp — SA\réeApo/s — 5/\¢¢/r/\s¢¢>

1

ar S 1 1
— AT APy 99 <§/\rs¢¢ — Msplo + Arglsp — Aspjrg — SAres/s — §As¢¢/r> ;

Os indices r,s,t,v percorrem o vetor de pardmetros 9 = (B, ), mas os indices a e b
percorrem o vetor de interesse, e por este motivo os cumulantes A%, \b¢, Argds Asp/dr Are)
Asplér Apdlsr Ago/rr Arsdds Arse/dn Mrlsdy Asgfrer Argg)s € Asgp/r 580 nulos. Portanto, a funcédo

B se reduz a

1 1 1
xoexbyto,, 99 (if\cdt/\quﬁ — AcdtAgu/p T Act/aMpvsg + Adtjepup — 5/\dt/c/\¢v¢ = 5/\dt/c)\¢v¢> y

onde a, b, ¢, d assumem valores em {1,...,p}.

Esta expressao, por sua vez, pode ser escrita como

1
B® = )\l yoe <§/\cde/\¢f¢ = AcdeAgs/g + Aeefaos /o + NeseNss/

1 1
—=Ade/cAfs — =AdejecA
o \de/c\of¢ o 7\de/ ¢f¢>

ac 1
ATNENGP 99 <§/\cd¢/\¢¢¢ — Aedgp Mg/ + Acpadppss + NdgjeApsss

1 1
——2-/\d¢/c>\¢¢¢ = 5/\d¢/c)\¢¢¢) :

Aqui os indices e e f também assumem valores em {1, ... ,D}.

Os cumulantes Agrg, Apf/g, Aegra € Adgc S80 nUlos € Apg/s = Appg. Entéo,

a 1 ac
B b — —5)\ /\bd)\¢¢l/¢¢/\cd¢/\¢¢¢
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e, portanto,
1

OF) = — "N d¢A¢¢¢LaLb
d”l
’I’Ld” ¢) 2 Zwl Z /\acx\bd.’L'lC:L‘ldLaLb'

=1 a,b,c,d=1

Sabemos também que
p
> Aem Ay Lo (9) Lo(9) = ha,
a,b,c,d=1
onde Ay € o l-ésimo elemento da diagonal principal da matriz H. Entéo, a expressao da funcgéo

de ajuste é

o) = - 5,’,’;(? b {WH]Y, (3.23)

que coincide com a expressao (3.22) quando Z; = 0, constituindo assim um indicativo de que

nosso resultado esté correto.

3.1.6 Exemplo: distribuicao normal; média como pardmetro de
interesse

Sejam Yi,...,Y, varidveis aleatérias independentes com distribuigdo normal de média 1 e
variancia o?. Segundo nossa notagio ¥ = p e ¢ = ¢®. E simples ver que o logaritmo da

funcao de verossimilhanga assume a forma

n

L(u,0?) = ) = log(27) — 5 Z log(0?) — zi Z (3.24)

e que a funcao escore para o? é

U(02) = 202 04 Z

Fixando ;1 obtemos o estimador de méxima verossimilhanca para ¢? como

IO
5’ = EZ(Yi—/L)Q
i=1
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e, conseqiientemente, substituindo em (3.24) o por 2 obtemos a fungao de verossimilhanca

perfilada para p:
n n - n n
Lp(p) = — log(2m) — 5 log D> wi—w+ 5 log(n) — 5
i=1

Para encontrarmos a funcao de ajuste necessitamos encontrar a fungéo d; (¢) e as derivadas
correspondentes. Neste sentido, lembrando que no modelo normal ¢, o pardmetro de dispersao
nos modelos lineares generalizados, é o inverso da variéncia (1/0?), temos que d; (¢) = log ¢/2,
ou seja, di(0?) = —log 0?/2. Portanto, dj(0?) = —0*/2 e d}’(0?) = o5. Desta forma, a funcéo

de ajuste é

R TP
() = 4nd’1’(02)2t1{WH} = ng2tr{WH},

lembrando que aqui ¥ = (u,0?).
Encontremos a seguir a forma da matriz W. No modelo linear normal a fungio de ligagao

é a canobnica e, por isso § = 1 e = n. Entao, as matrizes V e T se reduzem & matriz

identidade e, portanto, W = I.

Obtenhamos agora a expressao da matriz H. Neste sentido, lembremos que foi definida

na Se¢ao 3.1.3 e nesta situagdo seus elementos sao iguais a
him = (duU (1)) (dimU (1)) = dudimU (1)?,

onde dj,, é o elemento (I,m) da matriz D = ¢~ 1 (X TWX)IXT = ¢ 1 (XTX) X T e X =
(1,...,1)7, a matriz do modelo, de dimenséo n x 1. Entdo D = ¢~1(1/n,...,1/n).

Por outro lado, U(u) = n(g — p)/o?, do que resulta hy, = (T — p)?/(ng)? e tr{H} =
(7 — 1)?/n¢?. Portanto, a fungio de ajuste é

1 2
O9) = —@—n),
que avaliada em 2% é da forma
_ = N2
5(9) = T =" (3.25)

> (i — p)?

84



Concluimos entdo que, utilizando nossos resultados, o logaritmo da func¢io de verossimi-

lhanca perfilada ajustada é da forma

Tp(u) = = og(2m) = 51og 3 o~ )" + Flogn) = 5 + <AL 5

Desta funcdo obtemos o estimador de méxima verossimilhanga perfilado ajustado 7ip de
p- Primeiramente encontremos U p(1):
d - n—=237" (% — p) 4 22T =) Do (4 — )° +20(F — p)* S (s — o)

W= — g (T — 0P

Y= 7 — o
i1 (T — w)? 2 {0 (ys — #)2} {(y 1) — Z(yz

e observando que Up(y) = 0, concluimos que Hp =T, ou seja, Ip coincide com o estimador

n

de médxima verossimilhanca de .

A estatistica do teste da razdo de verossimilhangas ajustado, que é definida como
W(p) = 2{Lp(G) — Lp(u)},

assume a forma :
o Do (i — p)? (¥ — p)?

W(u) = nlog &= — — MM —————. 3.27
( > (i — 7)? > (vi —7)? (3.27)

Estudemos a estatistica de teste acima. Para isso definamos as varigveis aleatérias
(Y —p)?
Z?=1 (Yz - Y)2

F1:

'?:1 (-Y; _ﬁ)z .
Z'?:l()‘/; - Y)2
E conhecido que n(Y — p)?/0? ~ X2 e, entdo,

=Y —p)’
('n,—ll)cr2 Z?:l (Y; - Y)2

By =

~F(l,n—1)

ou
nn—1)F ~ F(1,n - 1),
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onde F'(1,n — 1) denota a distribuigdo F' de Fisher com 1 grau de liberdade no numerador e
n—1 graus de liberdade no denominador. Entao, E{n(n—1)F1} = n—1/{n—3} e, portanto,
E{F} =1/{n(n—3)}.

Acerca de F3, observamos que

Lot B Ly -

Desta forma,

pe - hY(%-7p
Frim(M-Y)? HYL (Y -Y)Y
ou seja,
F2 = ’rLFl + ].,

e obtemos entdo que log I, = log(nF; +1). A expansio em série de Taylor de log(1 + nk) é

da forma
1

3n3F13+...,

1
log(1+nkFy) =nkF; — §n2F12 +

e, entao, encontramos

1
E{log Iy} = —5t O(n~%).
A estatistica de teste em (3.27) pode ser escrita como
W(p) = nlog Fy — 2nFy,

e, substituindo as esperancas das varidveis F] e log Fy, temos que

BOV(W)} = =5 — 2y + 0™,

e, portanto,
E(W(u)} =1+ 0(n™?). (3.28)
Note que a média de W(u) coincide com a da distribuicao x2(1), sua distribuicdo de
assintética, com um erro de ordem O(n~!). Esta aproximacdo e a de todos os momentos
da estatistica pelos momentos correspondentes da distribui¢do x?(1) podem ser melhoradas

através do uso da correcao de Bartlett. Este é o objetivo da préxima secdo.
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3.2 Correcao de Bartlett para o teste da razao de ve-

rossimilhancas perfiladas ajustadas nos modelos li-
neares generalizados

Continuando nosso estudo sobre a verossimilhanga perfilada nos modelos lineares genera-
lizados, vejamos a forma da corre¢do de Bartlett para o teste da raziao de verossimilhan-
cas perfilada ajustada. Aqui e nas seguintes se¢tes deste capitulo aplicaremos os resultados
obtidos na Segao 2.2. Seguindo as idéias precedentes, comegaremos com a forma desta correcdo

no teste do pardmetro de dispersao e posteriormente nos dedicaremos aos parametros de

regressao.

3.2.1 Teste do pardmetro de dispersao

A forma geral do coeficiente da correcdo de Bartlett para o teste da razéo de verossimilhancas
da hipétese Hy : ¢ = ¢°, baseado na verossimilhanca perfilada ajustada (ver (3.4)), é dado
por (2.15), sendo que o termo () pode ser encontrado em Cordeiro (1983). Para a obtencéo
de £1(9) observemos que se 7 ou s assumem valores relativos aos parametros de regressao, 7

se anula. Por esta razdo escrevemos de (2.17)

1 1
§T (19) = g%t uw ()\¢¢t)\uv/w —_ 5/\¢¢t)\uvw — /\tu/¢)\¢u/w + 5/\tu/¢)\¢uw

1
- §/\¢tv/\¢vw + /\d)tu)‘qﬁv/w + /\¢t/u)\¢vw - /\¢t/u/\¢>w/v

1 1
- )‘q‘)t/u)‘vw/q& + 5)\¢tu/\vw/¢ + )‘(i)t/v/\zﬁu/w - 5)\¢t/v)\¢uw
1
2

1 1 1
+ 2T¢¢/\tvyuw <Z/\¢tu/\¢uw - 5)\¢v/t/\¢u'w - 5/\¢tv/\¢u/w + /\dw/t/\qbu/w)

1
/\qbt'u)\q&u/w + Z/\dniv/\qbuw + /\¢t/¢)‘uvw - 2)‘¢t/¢/\uv/w)

1
. (—2~ Apgiu = Apgt/u = Agtu/o + 2’\¢t/¢U> '
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Esta expressao se reduz substancialmente ja que os cumulantes Aggz, Apwjw, At Jus Adw/vs Adt/vs

Agufwy Agt)dr Apot/ur Aptu/d € Agt/¢u S€ anulam. Entéo,

1

1 1 1
61('19) = = /\qﬁqﬁytvuuw <§/\¢tu)\¢vw - §/\¢tu)\¢uw + 5/\¢tu)\¢vw + Z/\¢tv)\¢uw>

1 1
=t )\¢¢)\¢¢Vuw ('2')\¢¢¢)\¢>uw = )\¢¢/¢)\¢uw> + §A¢¢Vtuyuw>\¢tv)\¢uw,

ou seja,

1 1 1
ET (19) = Z)\¢¢I/wl/uw)\¢ty/\¢uw == 5)\¢,¢l/quw)\¢tu/\¢vw = 5)\¢¢/\¢¢I/uw/\¢¢¢,/\¢uw'

Observando que nesta situagdo v*v™ApuApuw = ¢%/0?, VOV Npudgow = q/¢? € que

V" X puw = q/¢, concluimos que

€0) = TnalD)F ~ 3ndl(@7d

Substituindo as expressoes de d}(¢), d(¢) e d'(¢) no modelo de regressio normal em

_lalg—2) 1 gqdi'(¢) (3.29)

(3.29) obtemos &F(9) = —¢%/(2n) — g/n. O termo &(¥9) da correcéo de Bartlett para o teste
usual da razao de verossimilhangas, no modelo de regressdo normal, pode ser encontrado em
Cordeiro & McCullagh (1991) como sendo £(9) = 1/(3n) +¢*/(2n) +¢/n. Somando £(49) com
¢t(9), obtemos que £(99) = 1/(3n), que coincide com a expresso (2.22), representando uma
verificagdo parcial de nossos resultados.

Ilustremos o desempenho de diversas estatisticas de teste para Hy : ¢ = 1 através de
simulagoes Monte Carlo no modelo de regressao normal. Nosso objetivo é comparar as es-
tatisticas da razao de verossimilhangas usual, da razéo de verossimilhangas perfilada ajustada,
a da corregao de Bartlett para a estatisticas da razao de verossimilhancas usual e da razao de
verossimilhancas perfilada ajustada.

Simulamos 100.000 réplicas de amostras de tamanhos 10, 15, 20 e 25 do modelo de regressao
normal linear de parametros ¢ = 1 e 8 = (1,...,1)7, este de dimenséo p x 1, e a matriz
de modelo X obtida da distribuicao 2/(0,1). Em cada situagdo programamos as funcoes
de verossimilhanca e de verossimilhanga perfilada ajustada, esta tltima sendo uma situacio

particular da fungéo obtida em (3.4), assim como as estatisticas da razao de verossimilhancas
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respectivas. Todo este trabalho foi realizado usando a linguagem matricial de programacéao
Ox (Doornik, 2001) e é apresentado nas Tabelas 3.1 e 3.2.

Dos resultados de simulacao apresentados podemos concluir que o teste da razio de
verossimilhangas perfiladas ajustadas apresenta taxas de rejeicdo mais préximas dos niveis
nominais do que o teste da razao de verossimilhangas usual. Por exemplo, observemos que
escolhendo n = 10, ¢ = 1 e nivel nominal de 5%, a taxa de rejeicdo obtida com o teste
da razao de verossimilhancas usual é de 7,4%, enquanto com o teste da razao de verossim-
ilhangas perfiladas ajustadas é de 5,7%, este, evidentemente, muito mais préximo do nivel
nominal escolhido.

Observamos também destes resultados de simulagdo que, ao aplicar a correcao de Bartlett
para o teste da razao de verossimilhancas usual, as taxas de rejeigdo estdo mais préximas

dos niveis nominais do que as obtidas da estatistica sem esta correcdo. Continuando com o

Tabela 3.1: Estimativas de Monte Carlo de P(W > x2(1)), P(W* > x2%(1)), P(W > x2(1)),
P(W* > x%(1)), @ = 0,15;0,10;0,05;0,01;0,005 e 0,0005. Valores percentuais em 100.000
réplicas para testar Hy : ¢ = 1 no modelo de regressao linear normal com [ sendo o vetor de
parametros de perturbagao.

n =10 n =15
15% 10% 5% 1% 0,5% 0,05% || 15% 10% 5% 1% 0,5% 0,05%
w190 134 74 18 1,0 0,10 176 12,1 65 1,56 0,8 0,10
w154 10,3 52 10 0,5 0,05 15,2 10,1 51 1,0 0,5 0,05
g=1 W 162 11,0 57 12 0,6 0,07 (| 156 10,56 54 1,1 0,6 0,06
wW* 15,56 104 53 1,1 0,5 0,06 152 10,1 52 1,0 0,5 0,05
W 249 18,7 11,3 34 2,0 040 | 21,4 155 89 25 14 0,20
w166 11,1 55 1,0 0,5 0,05 158 10,5 5,2 1,0 0,5 0,04
g=2 W |17,7 123 6,6 16 0,9 0,15 16,3 11,1 5,7 1,3 0,7 0,07
wW* 170 11,7 6,1 14 08 0,13 159 10,8 55 1,2 0,6 0,06
w | 334 26,6 17,8 6,7 44 1,02 | 26,6 20,0 124 40 24 0,40
w187 12,6 6,2 1,1 0,5 0,04 (| 16,6 11,1 54 1,0 05 0,03
q=3 W 20,3 147 84 24 15 0,31 174 120 64 1,5 0,9 0,11
W 196 14,1 79 22 1,3 027 | 169 116 6,1 14 08 0,10
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Tabela 3.2: Estimativas de Monte Carlo de P(W > x2(1)), PIW* > x2(1)), P(W > x2(1)),
P(W* > x%(1)), @ = 0,15;0,10;0,05;0,01; 0,005 e 0,0005. Valores percentuais em 100.000
réplicas para testar Hy : ¢ = 1 no modelo de regresséo linear normal com £ sendo o vetor de
parametros de perturbacao.

n = 20 n =25
15% 10% 5% 1% 0,5% 0,05% || 15% 10% 5% 1% 0,5% 0,05%

170 11,7 6,1 1,4 07 0,08 [ 16,3 11,2 59 1,3 06 0,07
151 10,1 50 1,0 05 004 [ 148 100 51 10 05 0,04
155 104 52 1,1 05 004 [ 153 102 52 1,1 05 0,05
W'|152 101 50 10 05 004 [[150 10,0 50 1,0 05 0,05

SIS S

19,7 141 7,9 21 1,1 0,20 | 187 131 7,1 18 1,0 0,3
155 104 53 1,0 05 005 [ 153 10,1 51 1,0 05 0,04
159 108 56 1,2 06 0,06 [ 155 104 53 1,1 06 0,06
W'|156 106 54 1,1 06 006 | 153 102 52 11 0,6 0,06

33T =

235 17,3 10,2 30 1,7 0,30 | 216 157 9,1 24 14 021
160 10,6 53 1,0 04 0,04 [ 156 104 51 1,0 05 0,04
16,4 111 59 1,3 07 0,08 || 159 108 55 1,2 06 0,08
160 109 57 1,2 06 007 | 157 106 54 1,1 06 0,07

B
sISIss s

28,6 21,9 137 46 28 0,52 || 257 19,3 11,8 3,6 22 037
w+|16,7 11,1 54 09 04 003 [ 162 109 54 09 04 0,03
17,3 11,9 64 15 08 0,11 | 165 11,3 59 1,3 07 0,10
“l169 116 61 14 08 0,11 | 162 11,1 58 1,3 0,7 009

b
SN

exemplo, se n = 10, ¢ = 1 e nivel nominal de 5% a taxa de rejeicao obtida com a estatistica
corrigida é de 5,2%.

Quando aplicamos a correcdo de Bartlett & estatistica da razao de verossimilhancas perfi-
ladas ajustadas VW observamos que esta tem desempenho semelhante & estatistica da razao

de verossimilhangas usual corrigida W*.

3.2.2 Teste dos parametros de regressao

Nosso objetivo agora é obter a expresséo de £f(19) quando consideramos 3; como sendo o vetor

de pardmetros de interesse e 3 ou (B2, ¢), o vetor de parametros de perturbacdo. Lembremos

90



que a dimensao de f; épeade [, é q.
Aqui procederemos de maneira similar 3 situacdo em que obtivemos a, expressao para

©(¥) no sentido de encontrar os termos que, somados, formario £1(0), fixando valores dos

sub-indices.

Se o parametro de dispersao for conhecido, os sub-indices 7, s, ¢, u, v e w somente assumirio
valores correspondentes aos componentes do vetor de pardmetros da regressao, os quais sabe-

Imos que nao sao ortogonais.

A seguir escreveremos matricialmente cada um dos 24 termos de £(19). A soma destes
constituird, nesta situacéo, a expressdo do termo £1(9) da correcdo de Bartlett para o teste

da razao de verossimilhangas perfilada ajustada (ver 2.15):

(1)
- TTSVtUVuw/\rst)\uv/w =

= _¢2 Z(f + g)l(f + 29)m Z TTszlra:ls Z Vtvxltxm'u Z Vuwmmuxmw
lym 7,8 t,v uw

= ¢ (f + Oif +29)m 22 0 (2 — 22)u

Iym

= ¢V (F + G)(Za — Zaa) ZoZog(F + 2G)1-

(2)
1
§Trsytv Vuw)\rst )‘uvw =
1
= §¢2 Z(f + 29)l(f + 2g)m Z Trsxlrxls Z Vtvzltxmv Z Vuwxmua:mw
lym 7,8 tv uw

1
= —§¢‘11T(F + 2G)(Za — Z24) Za Zoa(F + 2G)1-
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7_1'.9 Vtv Vuw)\tu/s)\rv/w —
2
= ¢ Z(f + g)l(f I g)m Z Trsmm-rmls Z Vtvxltxmv Z waxlummw
lym 7,8 t,v u,w

= —¢_11T(F+ G)(Z = Zg) ® Zo ®Z2(F+ G)l

1
rs, tv, uw _
— 5T Vv /\tu/s/\rvw -

2
= _%¢2 %n:(f + g)l(f + 2g)m ; 7-'r‘sﬁl;rrvrmls ; Vtvxltxmv ; I/uwmluxmw

1
=507V (F + G)(Z — 22) ® 2, ® Zn(F + 2G)1-

1
s, v, uw
5T V'V /\rtu)\svw =

2
1
= §¢2 Z(f + 2g)l(f + 2g)m Z Trsxlrxms Z Vtumltwmv Z Vuwzluxmw
lym 7,8 t,v u,Ww

1
- _§¢‘11T(F +2G)(Z — Z3) @ Zy ® Zy(F + 2G)1-

s, v, uw —
—T Vv /\rtu/\sv/w—‘

= _¢2 Z(f + 29)l(f + g)m Z Trszlrxms Z Vtvxltmmv Z Vuwwlul‘mw
lm 7,8 t,v u,w

= ¢ 1T (F +2G)(Z — Z3) ® Zy ® Zy(F + G)1-

_ Trsytvyuw)\rt/u/\svw =
= _¢2 Z(f + 2g)l(f + g)m Z Trsmlrxms Z I/tvCEthva Z Vuwxlummw
Lm 7,8 tv uw

= ¢ " (F +2G)(Z — Z3) ® Zo, ® Zy(F + G)1-
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(10)

(12)

rs_ tv.  uw _
TV )\rt/u/\sw/v_

= ¢ Z(f +9)i(f + 9)m Z T ZtrTms Z V1T e Z VY T T
7,8 tv u,Ww

l)m ) ) )

= —¢""N(F +G)(Z — Z2) ® Zo ® Zy(F + G)1-

s, v, uw
T V'V /\rt/u/\mu/s:

= ¢2 Z(f + g)l(f =+ g)m Z Trsxlrxms Z Vtvzltzmv Z Vuwxlummw
l,m 7,8 t,v u,w

= ¢ (F+G)(Z — 25) ® 2y ® Zo(F + G)1-

1
- _TTstl/uw)\rtu/\vw/s =
1
= —§¢2 Z(f - 29)l(f + g)m Z Trsxlrlms Z Vtvmltxm'u Z Vuwxlummw
lm 7,8 tv u,w
1
= 5¢-11T(F +2G)(Z — Z3) ® Zo ® Zo(F + G)1-
= TTthvVuw)\rt/v/\su/w =
==& (F+ D+ 9m DT T0Tms D " Tu1 Y VT T
lym 7,8 t,v uUW

= ¢ N (F + G) Zag(Z — Z2) Zoa(F + G)1-

1
ETTSVthuw/\rt/v)\suw =
1
= _¢2 (f + g)l(f 4 29)m Trsxlrxms I/tvxltmlv Vuwzmuxmw
2 Lm 7,8 t,v u,w
1
= —§¢-11T(F + G)Z2a(Z — Z3) Zog(F + 2G)1-
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(13)

(14)

(16)

(17)

1
§Trsytv Vuw)\rtv/\su/w =
1
= §¢2 Z(f + 29)l(f + g)m Z Trsmlrmms Z Vtvxltml‘u Z Vuwmmuxmw
l,m 7,8 t,v u,w

1
= —§¢‘11T(F +2G) Z34(Z — Z3) Zag(F + G)1-

1
- ZTTthUVuw/\rt'u/\suw =
1
= _Z¢2 Z(f + 2g)l(f + 29)m Z Trsxlr$ms Z Vtvxltxlv Z ’/uwzmuzmw
lm 7,8 tv u,w
1
= Zqs—llT(F + 2G) Z94(Z — Z3) Zoa(F + 2G)1-
- Trsl/wl/uw/\rt/s/\uvw =
= '_([)2 Z(f + g)l(f + 2g)m Z Trsxlrmls Z Vtvmltxmv Z Vuwmmummw
lm 7,8 tv u,w

= ¢ "N (F + G)Z2(Zy — Zaa) Zog(F + 2G)1-

rs_ tv, uw =
210V Ny s Auwjw =

= 2¢2 Z(f + g)l(f =+ g)m Z Trsxlrmls Z Vtvxltxmv Z Vuwxmuxmw
Ilym 7,8

tv uw

= 2017 (F + G)Z5(Zg — Z3a) Z2a(F + G)1-

1

s\ tv, uw
'2'7— Ay /\rtv/\suw =

1
= §¢2 Z(f . 2g)l(f + 2g)m Z TTsxlrxms Z )\wxltxlv Z Vuwxmummw
lm TS t,v ww

1
= —§¢‘11T(F +2G)Z4(Z — Z3) Zog(F + 2G)1-
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(18)
- TTS/\tv’/uw/\rv/t/\suw =
= _¢2 Z(f =+ g)l(f =+ 2g)m ZTrsxlrzms Z )\tvxltl"lv Z Vuwmmua:mw
lym 8 tv uU,W

= ¢V (F + G)Za(Z — Z3) Zoa(F + 2G)1-

(19)
- TTS/\tvl/uw/\'rv/t)\su/w =
= ¢2 Z(f + g)l(f + 2g)m Z 7—1“()‘513‘17‘271115 Z )\tvmltxlu Z Vuwmmuxmw
Ilm 7,8 tv u,w
= ¢ NNT(F + G)Z4(Z — Z3) Zag(F + 2G)1-
(20)
27'Ts)\tvyuw/\rv/t)\su/w =
= 2¢2 Z(f + g)l(f = g)m Z Trsmlrxms Z )\tvxltmlv Z Vuwxmuxmw
lym 7,8 t,v u,w
= —20""1"(F + G)Z4(Z — Z3) Zog(F + G)1-
(21)
1 s\ tu 1 ) tu 1 —14T
_57- A )\rstu = §¢Zel ZT TirTys ZV ZitTry = §¢ 1 Ed(Zd - Z2d)Z2d1'
l 7,8 tv
(22)

TV \vtu = =9 O _(F420 Y T 002 Y V0031 = —¢ 1T (F'4+2J)(Za—Zaa) Zadl,
l 7,8 t,u

onde f'=df/dne F' = diag{f],..., f3}.

(23)

Trsutu/\rtu/s = _¢) Z(fl+2])l Z TTS:Elrxls Z Vtuxltxlu = _¢_1 1T(F1+2J) (Zd_ZZd) Zle'
l

7,8 tu
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(24)

=27V Ny = 26 ) (F49) Y T T s Y v e, = 267 1T (F'+J)(Za— Zaa) Zaal-
l

7,8 t,u
Somando estes termos obtemos
1 1
5]‘('{9) = ¢—1 ,:1T(F + 2G) {ZZ2d(Z — Zg)ng — §(Zd — ZQd)ZQZZd
1 1
—=(Z2-25)® 2y Zy — =Z4(Z — Z9) 22 ¢ (F +2G)1
2 4 (3.30)

—17G{224(Z — Z3) Ziag — 2 Z — Z)a T Z0q — (Z = Z5) ® Zy ® Zy

~224(Z — Z3) Zog} (F + G)1 + % tr{(E —4J)(Z4 — sz)Zmi}J g

uma vez que 17 (E — 4J)(Z; — Z2a)Zinal = tr{(E — 4J)(Z4 — Zsd)Zaq}. Observemos que a
fungao de cumulantes f’ néo aparece na expressao geral (3.30). Isto é devido a que, ao somar
(22), (23) e (24), os termos onde a matriz F’ aparece se anulam.

Uma situagao particular interessante é considerar a funcdo de ligacdo candnica. Neste
caso, temos ¢ = 7 e entdo g, que pode ser escrito como d?6/dn?du/dn (ver Apéndice B), é
nulo e portanto G =0e J = 0.

Obtemos entéo que, se a funcio de ligagdo é candnica, £1(19) se reduz a

W) =¢! {ITF {%sz(Z — Z) Zigg — %(Zd — Zod) Lo Ziag

1 1

~5(Z - 2)® 72 ® Zy ~ 5%4(Z - Zz)sz} F1
1

-+ Etr{E(Zd — ng)ng}:, .

Considerando agora o pardmetro de dispersdo desconhecido nos deparamos com uma
situagao similar & da obtencdo do acréscimo na funcio de ajuste ©(v), abordada na Secédo

3.1.4. Queremos dizer que procederemos a seguir a encontrar o acréscimo em (3.30) provocado

por termos um parametro de perturbacio a mais.
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Observando a expressao de ¢t concluimos que somente os indices ¢, v, u e w podem assumir
) )

¢, jé que se algum dos indices 7 ou s assumir o valor correspondente a ¢, 7 é zero, e entao,

nao temos termos a adicionar.

Assim,
1 1
é‘T ('19) = — ’I'rsl/tul/¢qS ()\rst/\qs'u/qs + 5)\rst)‘¢v¢ - )‘tgb/s/\rv/qﬁ - 'é'/\tqb/s)‘r'ucﬁ
1
- 'é'/\rth)\qub + /\rt¢/\sv/¢> ~+ )\rt/qb/\s-uqS - )\rt/qS)\sqS/v - )‘rt/¢/\v¢/s

1 1 1 1
s 5)\7‘t¢/\v¢/s + /\'rt/v)\sqﬁ/qs - 5/\rt/v/\s¢q5 - 5/\rtv/\s¢/¢ + Z)‘rtv)\scﬁzﬁ

+/\rt/s/\¢v¢ - 2/\rt/s/\¢v/¢)

TS uw 1 1
- T V¢¢V <)\rs¢/\u¢/'w - 'é')\'rsd))‘uqbw - /\zﬁu/s)‘rd)/w + 5’\¢u/s/\r¢w

1
- 5/\r¢u)‘s¢w + )‘r¢u/\s¢/w + /\rq&/u)\stﬁw - /\r¢/u)‘sw/¢ - >\'r¢/u)\¢ow/s

1 1 1 1
. _)"rgbu)‘qbw/s + /\r¢/¢)\su/w - —')\r¢/¢>)\suw - —)‘r¢¢/\su/w + —)‘r¢¢/\suw

2 2 2 4
+/\r¢/s/\u¢w - 2/\r¢/s/\u¢/w)

. 1 1

— PPy (Ars¢)\¢¢/¢ ~ 5 ArssNsss = Aa/sArols + 5 As/s Arps

1
= SAreosdg T ArgsAsp/s + ArasoAsss = MrassAssss = Aroeosss

1 1 1 1
+ 5 Maedssss + Mrojodsors = 5horoNsss = 5 ArapAsess + 7\reeAsss
FArgrsAoss = 2Arg/5Mp0/8)

1 1 1
+ 27TS)\tUV¢¢ (/\rv/t)\sd)/qS - 5/\rv/t)‘s¢¢ - EArtv/\sqS/qS + Z)\rtv/\sqb(b)
TS\ PP, uw 1 1 1

+ 21 APy )‘rqﬁ/(;b)‘su/qﬁ - 5)\r¢/¢)‘suw - EArqbqb/\su/w + Z)\rqbqﬁ)\suw

. 1 1 1
+ 27" AP0 (/\r¢/¢/\s¢/¢ = /s Nspp — SArgpAssss + Z/\r¢¢/\s¢¢>

TS 1
— " <§Ars¢¢ = Arsgfp = Argg/s + 2/\r¢/s¢> :
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Eliminando os cumulantes que se anulam, obtemos

1
W) = — 7ty (_'5/\rt¢)\sv¢ + At Aewya + /\rt/d))‘quS)

TSs 1 1 T8 1
— TSyt <_§)\rs¢)‘u¢w - '5/\T¢u)\s¢w) i Zae7ad (/\r3¢)‘¢¢/¢ - 5’\T5¢/\¢¢¢> ’

Lembrando que Asy/g = Asugy Art/g = Arig € qQue App/p = Agge €, agrupando adequadamente

os termos na expressao anterior, temos

1 1

§100) = =V 0P A g Agon & STV N g Ny = STV N Ay (3.31)
Mas
T Agrs = — Z 7" Z W Tys = — Z wy Z 7" Ty Tt
7,8 l l 7,8
- ¢—1 Zwl(zll - 2:2“) = ¢_1t1‘{W(Z - Z2)}’
1

e dado que tr{W(Z — Z,)} = p obtemos 7"*)\4,s = p/¢. Entdo,
1 pdi'(¢)

1
TSP Ph N L\ — .
2T vty drs oo 2n¢d/1,(¢)2

Por outro lado,

t _ s tv .
TV U/\qﬁrt)\qﬁsv - § W W E T ZirTms E V ZiTmy =
Lm 7,8 t,v

¢21TW(Z — Z5)ZaW1 =0

e
lm T8 iy
= ¢_2t1{W(Z - Zz)}tl{l’VZg} = ¢—2PQ'
Entao,
1 1 pg
TS, uw ¢7¢)\ A D 5. E—
7 e = g )

Podemos afirmar que o acréscimo na corregdo de Bartlett para a estatistica ajustada de

Stern nos modelos lineares generalizados quando o pardmetro de dispersdo é desconhecido

assume a forma
pg 1 pdi'(¢)
2ng?di(¢)  2ned{($)?
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Portanto, nesta situacao

&) = ¢! [1T(F +20) { izzd(z — ) Zna — %(Zd — 200) %0

1 1
= i(Z = ZQ) ® Z2 X Zg — §Zd(Z — Zg)ng} (F + 2G)1

—~17G{Z2a(Z — Z2) Zaa — 2(Z — Z)aZ2Zoa — (Z — Z3) ® Zo ® Zo (3.32)

~ITAZ — By) Zaa} (F 4 CYL + % tr{(E — 4J)(Z4 — zgd)zzd}}

pg 1 pd'(4)
ng?di(¢)  2ngdi(¢)?

+

3.2.3 Exemplo: modelo de regressao normal

Consideremos novamente o modelo da Secdo 3.1.2, que é amplamante utilizado em situacoes
préticas. Por esta razao e pelo fato de podermos obter expressées fechadas para os termos do
ajuste para a verossimilhanga perfilada, voltamos a ele como exemplo de modelos de regresso.

Como situagao particular dos modelos lineares generalizados vamos considerar a funcao de
ligagao canonica. Isto implica uma grande simplificagdo nos resultados j& que os cumulantes
necessarios apresentam expressoes simplificadas devido, fundamentalmente, a que g = 0.

A hipétese em questdo é Hy : f; = (89, onde ,6’{0) = (1,0,...,0)T, de dimensdo p x 1,
ou seja, estamos interessados em verificar se o intercepto do modelo de regressao é 1 e se os
restantes parametros de interesse sao zero. Desta forma o preditor linear sob a hipétese nula

é da forma

m=1+ ﬁp+1ml,p+1 + . anp ﬂp+qxl,p+q:

e, sob a hipétese alternativa,
m=0"+Bza+... + By + Ty ..+ B %

para | = 1,...,n. Identificamos, entdo, que o vetor de pardmetros de perturbacio é con-

stituido pelos parametros de regresséo P+, ..., BP9 e pelo pardmetro de dispersio 0.
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Nas Tabelas 3.3 e 3.4 apresentamos o resultado de simulacées de Monte Carlo com o ob-
jetivo de comparar o desempenho dos testes baseados nas estatisticas da razao de verossim-
ilhangas, na razao de verossimilhangas pefiladas ajustadas e nas correspondentes estatisticas
com correcao de Bartlett para testar a hipétese Hy : f; = [3{0).

Encontraremos a seguir as expressoes das funcoes de ajuste A() e ©(2) e do termo £1(¥9),
da corregao de Bartlett. A forma da funcao de ajuste A(1) foi obtida em (3.7) para o caso de
¢ conhecido e, como foi comentado na Segdo 3.1.4, sua expressdo ndo é afetada pelo desco-
nhecimento da dispers@o. Agora, a fungédo de ligacdo canénica no modelo de regressao normal

é a identidade e, portanto, F =G =0e W =V =T =1 ¢, entdo, A(9) = 0.

Tabela 3.3: Estimativas Monte Carlo de P(OW > x2(p)), POW* > x2(p)), POW > x%(p)) e
P(W" > x%(p)), valores percentuais em 10.000 réplicas para testar Ho: B = 1,...,8° = 0
através da funcao de verossimilhanca perfilada com ¢ como o pardmetro de perturbacéo
(¢ = 1) no modelo de regressao linear normal, nimero de parametros de interesse p = 1, 2, 3
e 4 e tamanho de amostra n = 10 e 15.

n =10 n =15

15% 10% 5% 1% 0,5% | 15% 10% 5% 1% 0,5%
183 128 70 1,8 1,0 17,3 121 64 1,56 0,8
15,3 10,3 53 1,1 0,6 153 10,3 52 1,1 0,6
143 95 49 10 06 146 97 49 1,0 0,5
15,2 104 54 1,3 0,7 15,2 10,3 5,3 1,2 0,6
21,9 158 9,1 25 14 194 13,7 75 1,9 1,0
16,1 10,9 57 1,2 0,6 156 10,5 53 1,1 0,6
16,3 11,3 6,2 1,5 0,8 15,7 106 55 1,2 0,6
13,7 92 46 10 0,5 15,7 106 55 1,2 0,6
26,7 199 12,1 38 2,3 219 158 9,0 24 14
176 12,1 64 14 08 16,1 10,9 5,5 1,2 0,6
199 143 8,2 23 14 174 121 6,5 1,6 0,8
141 95 49 1,1 06 136 90 44 09 04

- ~ - - - 25,1 185 11,0 3,3 1,9
= - 16,8 11,56 6,0 1,3 0,7
- - 199 142 81 2,1 1,2
= = - - - 138 93 46 1,0 0,5

SRS SRS R R
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Com relagdo a fungdo ©(¥) dada em (3.22), vemos que considerar a funcio de ligagdo

identidade implica que esta se reduz a

1 d///(¢) q 1
O) = — { =L — triH} + —————tr{Z,H
0= 5 B~ ) T T
ja que também E = J = 0. |
Por outro lado, no modelo de regressio normal, sabemos que df(¢) = —1/2¢% e d}'(¢) =

1/¢%. Entao,
o) = %(q + )t {H} — %tr{ZzH},

e dado que tr{ZyH} = tr{X5(X, X3) 7' X] H} = tr{X, Xo(XJ X3) "' H} = tr{H}, temos
_ B .
O(9) = 2ntr{H}
Com relagdo a corregao de Bartlett para a estatistica do teste da razao de verossimilhancas

perfiladas ajustadas, temos que £7(¥9) em (3.32) se reduz a
2n@?d(p) 2nddi(p)?’
pelo fato da funcéo de ligacao canonica ser a identidade e, no modelo normal,

gl = =2

obtendo-se também que £(9) = (p — q)/n.

Utilizamos novamente a linguagem matricial de programacdo Ox (Doornik, 2001) para
gerar 10.000 réplicas do modelo de regressdo normal sob a hipétese nula Hy : 3; = §0), com
p=1epf =(1,...,1)7, de dimensdo ¢ x 1. O tamanho da amostra em cada réplica foi
escolhido com n = 10,15,20 e n = 25 e o nlimero de pardmetros de interesse e perturbacao
entre 1 e 5. Os valores de z; 9, ..., z;, foram obtidos através de simulacdes independentes da
distribuicao x?(2).

Observamos destes resultados de simulagdo que, como esperado, quanto maior o nimero
de pardmetros a estimar pior é o desempenho dos testes, sendo necessério o uso de correces.
Quando comparamos as estatisticas YW e W percebemos a importéncia da utilizagio de funcgoes

de verossimilhangas ajustadas, embora os comportamentos das correspondentes estatisticas

com corregao de Bartlett sejam similares.
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Tabela 3.4: Estimativas de Monte Carlo de P(W > x2(p)), P(W* > x%(p)), POV > x2(p))
e POW" > x2(p)), valores percentuais em 10.000 réplicas para testar Hy : ' = 1,...,7=0
através da fungdo de verossimilhanga perfilada com ¢ como o pardmetro de perturbacgao
(¢ = 1) no modelo de regresséo linear normal, niimero de pardmetros de interesse p = 1,2,3,4
e 5 e tamanho de amostra n = 20 e n = 25.

n =20 n =25

15% 10% 5% 1% 0,5% || 15% 10% 5% 1% 0,5%

w165 11,3 59 14 0,7 [162 110 58 1,3 0,7
w150 10,1 51 1,1 05 | 150 10,0 51 10 0,5
p=1 W |[144 96 49 1,0 05 [[145 97 50 1,0 05
W 149 101 51 1,1 05 [ 150 100 51 1,1 0,5
w182 126 68 16 08 [[17,3 120 6,3 1,4 08
w154 103 53 1,0 05 [[150 10,1 51 1,0 0,5
p=2 W |[154 103 53 1,1 05 | 150 101 51 1,1 05
W 141 93 46 09 04 [ 140 92 45 09 04
w200 141 7,7 20 1,1 [[187 131 7,0 1,6 0,9

wr| 156 105 53 1,1 06 | 152 102 51 10 05
p=3 W |166 11,3 59 14 0,7 | 160 108 56 1,2 06
W 136 89 44 09 04 [ 136 89 44 08 04
w221 158 90 24 1,3 [203 143 7,9 20 1,2
w160 108 55 12 06 |[154 104 52 1,1 0,6
p=4 W |181 127 68 16 09 [172 11,8 62 1,5 0,8
W 135 90 45 09 04 [[135 89 44 09 04

W - - - - 22,7 16,3 92 25 14

2% - = - - - 16,3 10,9 56 1,2 0,6
p=5 W . « = o= - 19,1 13,3 7,2 1,8 1,0
W’ - = = - - 16,4 11,1 58 1,3 0,7

3.2.4 Exemplo: modelo de regressao gama

Um outro exemplo dentro dos modelos lineares generalizados é considerar a varidvel resposta

com distribuicdo gama de média p e coeficiente de variacdo ¢~

dada por

A fungéo de densidade é

fy;p, ¢) = exp [qﬁ (—% + log %) —logI'(¢) + ¢ log(dy) — log y} ,
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ondey > 0, ¢ >0, o > 0 e I'(¢) a funcio gama. A densidade exponencial é um caso
especial quando ¢ = 1. Para ¢ > 1 a densidade assume zero na origem, tem um méximo
emy = u— pu/¢ e depois decresce. A distribuicéo x?(k) é um outro caso especial quando
¢ =k/2ep=k Note que ¢ = E{Y}?/var{Y} é o inverso do coeficiente de variagdo de Y
ao quadrado. A fungdo de varidncia da distribuicdo gama é dada por Vi) = p?.
Similarmente ao exemplo anterior, interessa-nos uma parte do vetor de pardmetros de
regressao. Assim, a hipdtese a ser testada continua sendo H, : B = 7, onde ,8§0) =
(1,...,0)T. O objetivo com este exemplo é avaliar, através de simulacdes de Monte Carlo, o
comportamento do teste da razéo de verossimilhancas, do teste da razao de verossimilhancgas

perfiladas ajustadas, e dos correspondentes testes corrigidos, via correcao de Bartlett. Os

resultados das simulagbes sédo apresentados nas Tabelas 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8.

Tabela 3.5: Estimativas Monte Carlo de P(W > x2(p)), POV* > x%(p)), POV > Xa(p))
P(W" > x%(p)). Valores percentuais em 10.000 réplicas para testar Hy: B =1,...,67 =0
através da fungdo de verossimilhanga perfilada com gr*!, . ., 3P*9, como o vetor de par ametros
de perturbagdo no modelo de regressio gama, niimero de pardmetros de interesse p = 2,3 e
4, nimero de pardmetros de perturbagio ¢ =2 e 3, ¢ = 1 e tamanho de amostra n = 15.

q=2 qg=3
15% 10% 5% 1% 0,5% || 15% 10% 5% 1% 0,5%
W 218 157 89 24 1,9 | 231 17,2 102 32 190
wr 16,0 106 52 1,1 0,43 176 12,3 6,6 1,6 0,88
p=2 w 18,2 12,6 6,6 1,5 0,83 | 20,0 14,3 8,1 2,2 1,38
W 16,1 10,6 51 1,1 0,59 |[ 18,0 12,7 6,8 1,7 0,97
W [233 175 102 3,2 183 | 266 20,56 13,0 42 2.75
Wrl162 10,8 56 1,3 074 | 182 129 6,9 17 113
p=3 W |[196 142 78 22 12 [21,2 156 91 27 167
W' 160 107 56 14 077 | 184 132 73 21 128
W 27,1 204 128 43 2,55 || 324 251 165 6,1 405
w164 11,2 6,1 1,4 0,75 || 184 12,6 7,1 19 1,14
p=4 W |21,8 161 94 27 173 [266 20,1 124 43 279
W 161 110 60 16 085 [183 130 74 21 126

Utilizamos a linguagem de programacao matricial Ox (Doornik, 2001) para gerar 10.000
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réplicas do modelo de regressdo gama sob a hipétese nula Hy : 3; = {o)) com ¢ = 1e

B2 = (1,...,1)T, de dimensdo ¢ x 1. O tamanho da amostra em cada réplica foi escolhido
com n = 15,20, 25 e 30. O niimero de pardmetros de interesse sendo p = 2,3 e 4 e o nidmero
de parametros de perturbagao sendo ¢ = 2,3,4 e 5.

Para gerar as amostras do modelo de regressao, utilizamos a matriz de modelo X; obtida
de amostras independentes da distribui¢do 2/(0,1) e a matriz X, foi obtida de amostras
independentes da distribuicdo x?(2), exceto a primeira coluna de uns, correspondente ao
intercepto no preditor linear.

Para obter os resultados de simulagdo utilizamos o método de penalizagdo (Luenberger,
1973), que é um procedimento para aproximar problemas de otimizagio com restrigdes a
problemas de otimizagao sem restrigées. Para maximizar as fungbes de verossimilhanca e
verossimilhanga perfilada ajustada, dispomos em Ox da fungdo MaxBFGS que nos permite
maximizar fun¢des multidimensionais sem restri¢Ges, através do método Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS) (Fletcher, 1987).

Na Tabela 3.5 podemos observar o comportamento das estatisticas de teste quando o
tamanho da amostra é n = 15. Os resultados mostrados sdo as médias amostrais das taxas de
rejeicao em 10.000 réplicas Monte Carlo. O comportamento destes testes, com tamanhos de
amostra maiores, é apresentado nas Tabelas 3.6, 3.7 e 3.8. Todos os resultados de simulacéo
apresentados nesta segao correspondem ao modelo de regressdo gama com funcgdo de ligacdo
canonica, ou seja, fungao de ligagdo inversa.

Com o objetivo de visualizar melhor os resultados obtidos e apresentados nestas tabelas,
escolhemos duas situagoes, a saber p = 4, ¢ = 3, com n = 20 e n = 25. Construimos entdo
graficos das curvas das discrepancias de quantis de cada teste, mostrados nas Figuras 3.2 e
3.3.

Nestas figuras apresentamos a diferenca entre os quantis amostrais sob Hy e o valor nominal
segundo a distribuicao de referéncia. Portanto, quanto mais perto esteja cada curva da linha

horizontal em zero, menor serd a discrepancia entre a taxa de rejeicao média do teste e o nivel

nominal calculado da distribui¢ao de referéncia.
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Distribui¢ao gama, n=20
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8
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2 2 4 6 8 10 12

quantis da distribui¢do qui-quadrado com 4 graus de liberdade

Bartlett RV — -~ — RV ajustada = ===~ Bartlett RV ajustada

RV

Figura 3.2: Média, em cem amostras, da discrepancia dos quantis amostrais das estatisticas
da razao de verossimilhancas perfiladas, perfiladas ajustadas e as correspondentes estatisticas
com correcao de Bartlett no modelo de regressdo gama. Vetor de pardmetros de interesse
B = (0,0,0,0) (p = 4), n = 20 e paradmetros de perturbagdo § = (1,1,1) e ¢ = 1, estes
desconhecidos.

Distribuigao gama, n=25

discrepéncia dos quantis amostrais

quantis da distribui¢do qui-quadrado com 4 graus de liberdade

Bartlett RV — — — RV ajustada ==+ - - Bartlett RV ajustada

RV

[

Figura 3.3: Média, em cem amostras, da discrepancia dos quantis amostrais das estatisticas
da razao de verossimilhancas perfiladas, perfiladas ajustadas e as correspondentes estatisticas
com correcao de Bartlett no modelo de regressao gama. Vetor de parametros de interesse
B =1(0,0,0,0) (p=4), n =25 e vetor de pardmetros de regressdo § = (1,1,1) e ¢ = 1, estes
desconhecidos.
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Tabela 3.6: Estimativas Monte Carlo de P(W > x2(p)), POWV* > x2(p)), P

bel (W > xi(p) e
PW" > x2(p)). Valores percentuais em 10.000 réplicas para testar Hy: 1 =1,...
através da funcio de verossimilhanga perfilada com P+, ..., 8P4, como o vetor de parametros
de perturbagdo no modelo de regressdo gama, niimero de parametros de interesse p=23e
4, nimero de parametros de perturbacéo ¢ = 2,3,4¢e 5, » = 1 e tamanho de amostra n = 20.

07 =0

q=2 qg=3
15% 10% 5% 1% 0,5% | 15% 10% 5% 1% 0,5%
w183 12,6 6,8 1,5 0,74 (| 19,7 141 7,9 272 1,30
w1149 101 50 08 047 165 11,5 59 15 0,80
p=2 W 155 104 5.2 ,o 0,57 | 16,7 11,5 6,2 1,6 0,94
w" 147 99 49 09 048 [[164 11,2 6,0 1,5 0,88

q=4 g=>5
w1208 150 8,7 25 146 || 248 185 11,1 3,5 1,97
we1169 11,8 6,5 1,5 0,70 || 184 12,8 6,7 1,5 0,88
p=2 W |180 127 6,9 1,8 094 | 157 10,9 5,6 1,5 0,81
w* 170 120 6,5 1,6 0,78 | 175 12,0 65 1,7 0,99

q=2 g=3
w191 137 78 18 1,00 || 23,7 17,5 10,6 3,2 1,86
wel1143 98 50 08 042 170 11,9 6,5 14 0,73
p=3 W |168 11,9 64 14 069 |[ 17,5 123 7,0 1,7 0,97
wW* 143 96 52 09 041 || 16,7 11,7 6,7 1,5 0,84

‘ g=4 g=>5
w252 187 11,1 31 1,83 [ 268 20,2 12,5 4,2 288
w175 12,2 6,2 14 0,70 |[ 183 12,7 7,1 1,9 1,06
p=3 W [203 145 79 20 1,16 || 19,1 138 7,8 25 1,50
W 17,5 12,2 6,4 1,5 0,78 | 178 12,7 71 22 125

q=2 q=3
w217 155 87 24 140 (265 19,9 11,9 3,7 2,37
w142 94 50 10 054 |[172 11,8 59 15 0,91
p=4 W 187 128 7,3 9 1,03 || 202 144 7,6 25 142
W | 14,2 95 49 1,1 062 | 16,7 11,3 58 1,6 0,98

Uma primeira observagdo destas figuras é a necessidade de ajustar a funcao de verossi-

milhanga perfilada para uma melhor construgdo de testes para os parametros de interesse,

assim como também percebemos a importancia da correcdo de Bartlett, tanto para o teste

usual da razdo de verossimilhangas como para o teste correspondente construido de verossi-
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Tabela 3.7: Estimativas Monte Carlo de P(W > x2%(p)), POV* > x%(p)), POW > x%(p)) e
POW" > x%(p)). Valores percentuais em 10.000 réplicas para testar H : gr=1,...,02=0
através da funcdo de verossimilhanga perfilada com g7+, ... 8P+ como o vetor de parametros
de perturbagdo no modelo de regressdo gama, nimero de pardmetros de interesse p = 2,3 e
4, nimero de pardmetros de perturbagao ¢ = 2,3,4 e 5, ¢ = 1 e tamanho de amostra n = 25.

g=2 qg=3
15% 10% 5% 1% 0,5% || 15% 10% 5% 1% 0,5%
w166 11,2 59 13 064 [ 183 12,8 6,9 1,8 0,90
w152 10,2 53 1,1 049 || 158 10,8 55 1,3 0,50
p=2 W |16,0 10,56 5,6 1,2 0,56 || 15,7 10,8 55 1,3 0,59
W’ 15,5 10,1 54 1,1 0,55 || 15,9 11,0 56 1,3 0,60
q=414 qg=>5
20,1 142 79 21 1,22 || 214 155 9,0 24 1,34
16,7 114 59 14 0,78 ([ 16,8 11,9 6,5 1,3 0,79
17,9 12,2 6,7 1,7 099 || 154 10,6 54 1,1 0,62
166 114 62 15 084 || 16,6 11,7 6,1 1,5 0,76
g=2 g=3
w182 126 6,8 1,7 085 || 21,2 154 85 2,1 1,17
w147 95 51 09 056 || 16,5 11,2 57 1,1 0,64
p=3 W |170 115 6,1 14 0,70 | 17,3 11,7 63 1,3 0,71
w* 149 96 52 10 053 || 166 11,0 59 1,2 0,65
g=4 q=>5
w225 160 9,1 24 1,39 || 22,7 16,4 9,6 2,7 1,62
w171 11,2 59 1,3 057 |[ 16,9 11,5 59 14 0,73
p=3 W |182 124 6,6 1,6 087 | 185 13,1 7,0 1,9 1,05
W 16,9 114 6,0 1,3 0,59 | 17,1 116 6,2 1,6 0,79
g=2 qg=3
w1200 143 81 1,8 1,03 || 229 16,2 9,1 24 1,29
wr| 148 10,1 5,0 09 0,36 | 158 10,3 53 1,0 0,49
p=4 W | 179 12,56 6,8 1,6 0,73 || 183 124 6,6 1,5 0,79
w* 14,8 10,3 5,2 1,0 041 |[ 155 10,3 53 1,1 0,63
q=14 g=5

w247 179 10,5 3,1 1,87 - ~ s e
w169 11,5 6,1 1,3 0,61 - - - -
p=4 W 200 140 7.8 22 1,08 = s - - =
W|169 114 6,0 14 0,60 - - - -
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Tabela 3.8: Estimativas Monte Carlo de P(W > x2(p)), POWV* > x2(p)), POW > x2(p)) e

POW" > x%(p)). Valores percentuais em 10.000 réplicas para testar Hy : % = 0, ...

67 =0

através da funcao de verossimilhanca perfilada com P!, ... BP9, como o vetor de parametros
de perturbagdo no modelo de regressao gama, nimero de parametros de interesse p = 2,3 e
4, nimero de parametros de perturbagdo ¢ = 2,3,4 e 5, ¢ = 1 e tamanho de amostra n = 30.

g=2 q=3
15% 10% 5% 1% 0,5% || 15% 10% 5% 1% 0,5%
W 16,9 116 6,0 1,2 067 || 17,9 125 6,3 1,6 0,76
w+|158 106 52 10 057 | 158 10,7 52 1,1 0,55
p=2 W |164 11,1 56 1,1 0,13 || 164 109 56 1,2 0,66
W'|159 106 53 10 054 || 160 10,7 53 1,2 0,61
qg=14 g=>5
W [192 13,6 7,6 2,0 1,09 |[202 145 7,0 21 1,22
wr|165 11,4 57 14 064 || 174 119 62 15 0,73
p=2 W |176 122 65 16 088 | 165 11,1 56 1,3 0,67
W' |16,7 114 58 14 075 || 175 11,9 62 15 0,84
g=2 qg=3
W 17,4 11,7 6,3 14 0081 || 194 138 7,6 1,7 1,10
w152 102 52 1,1 056 || 158 10,8 54 1,2 0,67
p=3 W |164 110 58 1,3 066 || 170 11,8 6,0 14 0,80
W 153 10,2 53 1,1 056 || 158 11,0 55 1,2 0,72
g=4 g=2>5
W 20,8 150 84 21 1,19 || 20,3 14,7 7,9 21 1,14
w+|16,8 11,7 60 1,3 0,74 || 168 11,5 59 1,2 0,72
p=3 W |175 123 66 14 088 | 174 121 64 15 0,77
W l169 11,7 61 13 0,79 || 169 11,7 62 14 0,74
q=2 g=23
W [18,1 12,6 65 15 081 |[208 148 8,1 22 1024
w141 95 46 09 045 |[157 105 54 12 0,48
p=4 W |166 11,3 56 1,3 063 || 17,7 12,0 6,3 1,7 0,72
W'|143 94 47 09 050 || 158 105 53 1,3 0,52
q=14 q=2>5
W [21,56 15,7 86 24 1,29 - = = = =
w+|16,3 108 57 12 0,63 - -
p=4 W |184 128 6,9 1,7 0,89 - - - - -
W'|16,2 10,8 55 1,2 0,60 - - - L
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milhangas perfiladas ajustadas. Isto porque as curvas correspondentes estdo mais perto da
linha horizontal em zero.

Observamos destes resultados de simulagdo que, como esperado, quanto maior o nimero
de pardmetros a estimar pior é o desempenho dos testes, sendo necesséria a correcao delas.
Quando comparamos as estatistica de teste W e WV percebemos a importancia da utilizacao
de funges de verossimilhancas ajustadas. Por exemplo, quando n = 20,p=2eq=3,0
desempenho do teste WW", para niveis nominais de 15% e 10%, ¢ ligeiramente melhor do que
do teste W*. Nos outros niveis nominais, inverte-se este comportamento. Esta alternancia de
desempenho se mantém, praticamente, em todas as outras situacoes consideradas.

Algumas situagdes ndo foram consideradas no trabalho de simulag@o por considerarmos
que o numero de parametros do modelo proposto é inconsistente com o tamanho de amostra.
Por exemplo, na Tabela 3.3 a situagdo n = 10 e p = 4 néo foi considerada e na Tabela 34, a
situagao n = 20 e p = 5 também nao foi considerada, ambas situacdes no modelos de regressao
normal. No modelo de regressiao gama, tanto com tamanho de amostra n = 25 quanto com
tamanho de amostra n = 30, ndo consideramos nas simulacdes as situagoes em que p = 4 e
q =5, por considerarmos modelos com excesso de pardmetros relativamente ao tamanho de
amostra.

Concluimos destes resultados que ao utilizarmos o teste da razdo de verossimilhangas
pefiladas ajustadas obteremos taxas de rejeicAo sob Hy mais préximas do nivel nominal do
que se usarmos o teste da razdo de verossimilhancas usual, este sendo marcadamente anti-
conservador, j& que em todas as situacdes consideradas as taxas de rejeicao excedem considera-
velmente os niveis nominais correspondentes. Concluimos também que a corregao de Bartlett
para o teste usual da razao de verossimilhangas apresenta comportamento similar & COITecaon

correspondente do teste da razdo verossimilhangas perfiladas ajustadas.
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Capitulo 4

Consideracoes finais e conclusoes

Inferéncias em modelos paramétricos na presenga de pardmetros de perturbacéo envolvem, em
geral, o uso de verossimilhancas perfiladas. Estas dependem apenas dos pardmetros de inte-
resse, j& que sdo obtidas das correspondentes verossimilhangas originais com os pardmetros
de perturbagao substituidos por suas estimativas de méxima verossimilhanca para cada valor
fixado dos pardmetros de interesse. Embora as verossimilhangas perfiladas gozem de algumas
propriedades semelhantes as vélidas para as verossimilhangas genuinas, elas podem apresentar,
por exemplo, vicios na fungéo escore e na informagao, estes sendo de ordem O(1).

Ajustes para verossimilhangas perfiladas tém sido propostos na literatura. Um deles,
muito atrativo por ser aplicidvel em contextos bem gerais, é o de Stern (1997). Nesta tese,
estudamos em detalhes o ajuste de Stern e mostramos que seus resultados contém erros. Um
dos objetivos da tese foi, entao, desenvolver novamente a proposta de Stern, obtendo assim
o ajuste correto que faz com que a verossimilhanga perfilada ajustada tenha vicio da funcéo
escore e da informagdo de ordem O(n™'). Através de alguns exemplos, temos indicagdo de
que nossos resultados estdo corretos. Esse objetivo foi alcangado no Capitulo 2.

E bem conhecido o fato de que, em problemas regulares, a estatistica da razao de verossi-
milhancgas tem, sob a hipdétese nula, distribuigdo assintética qui-quadrado com um ntimero
de graus de liberdade adequado e com um erro de ordem O(n~!). O mesmo ocorre para a

estatistica da razdo de verossimilhangas baseada em verossimilhancas perfiladas ajustadas.
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Ainda no Capitulo 2, obtivemos uma correcao de Bartlett que, aplicada nesta tultima es-
tatistica, faz com que o erro da aproximagao torne-se de ordem O(n™2).

A aplicagao dos resultados tedricos obtidos em modelos de regressdao nao é trivial. Foi
objetivo do Capitulo 3 aplica-los aos modelos lineares generalizados e apresentd-los de forma
tal que as formulas possam ser implementadas em qualquer software que tenha facilidades
para executar operagoes com matrizes e vetores.

Também no Capitulo 3, apresentamos estudos de simulagdo para avaliar o desempenho
dos testes da razao de verossimilhancas usual e o baseado em verossimlhangas perfiladas
ajustadas e suas respectivas versoes corrigidas via corregao de Bartlett. Concluimos que o
teste da razao de verossimilhangas usual é muito anticonservativo rejeitando a hipétese nula
com uma frequéncia bem maior do que esperado com base no nivel nominal do teste. O ajuste
de Stern, na sua forma correta obtida nesta tese, torna o teste mais confidvel no sentido de que,
embora ainda seja anticonservativo, tem tamanho mais préximo do nivel nominal escolhido.
A aplicagdo do ajuste de Stern deixa ainda lugar para mais corre¢ao. Esta é obtida através do
uso da correcao de Bartlett aplicada ao teste ajustado desenvolvido nesta tese. Notamos que a
corregao de Bartlett aplicada a estatistica da razao de verossimilhangas usual ou a estatistica
ajustada leva a testes com desempenhos semelhantes.

Nesta tese o foco esteve, primordialmente, em testes de hipéteses. Em pesquisas futuras,
o ajuste para a verossimilhanca perfilada de Stern deve ser estudado com mais detalhes no
que diz respeito a estimagao de pardmetros. Além disso, é conveniente compara-lo com outras
propostas de ajuste apresentadas na literatura.

E de relevancia também estudar ajustes para verossimilhancas perfiladas em problemas
em que o numero de parametros de perturbagéo cresce com o tamanho da amostra (Neyman
& Scott, 1948) e em outros modelos de regressdo como, por exemplo, os modelos de dispersao

(Jgrgensen, 1987, 1997) e os modelos mistos (McCulloch & Searle, 2001).
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Apéndice A

Algumas relacoes entre cumulantes

A.1 Forma alternativa da soma o )\
\ = ()‘ab) ()‘aj)
(Aiv)  (Nij)

1o ((W) (Afﬂ')))
() ()

segundo a particao induzida pelos vetores de interesse e perturbagao. Desta forma, podemos

Sabemos que,

escrever
N1y — A*)(Aaw) + (A (Ai)  (A)(Aag) + (A7) (Aj)
(A*)(Aas) + (A7) (Aag)  (A®)(Aaz) + (A7) (Niz)
Se denotamos por I a matriz identidade, entao, da equagao
I=\"A
obtemos
(A)(Aaj) = —=(A7)(Ag), (A1)

dentre outras equagoes.
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Observemos que

(Ga)(Nr) = A7 (Aab A‘”’)
— (I )\ab“l)\aj> )
Por outro lado, multiplicando por A®™" a esquerda em (A.1) temos
Aaj = _)\ab‘l)\aj)\ij;
portanto, multiplicando a equagao anterior por )\i_jl a direita vemos que
- =Ly qj
’\aj)‘ijl — _/\ab 2\
Assim conseguimos provar que
(Ga)N7) = (1 —aip™)
e isto nos permite escrever, por exemplo, que

O\l = 1y — VN,

A.2 Matriz de cumulantes v

Nesta se¢ao provaremos que

Ust = \"S — ;T$

definido em (1.5) assume a forma
0 0

0 A5

V=

Segundo foi definido em (1.4),
77 = ATaxbg

que, matricialmente, pode ser escrito como
Aab)ab~! yab  yabyab~lyaj
Aib)ab~! \ab  yibyab~!yaj
\ab )\
Nib o \ib)ab~! \aj
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Entao,

v = Al—7
Aeb  \ai \ab &
| e \id B Ab )i yibyab~! yaj
0 0

0 NI — )\ib)\ab‘l)\aj
Provemos agora que
/\i—jl = \¥ _ /\ib)\ab—l/\aj_

Utilizando a expressdo para a inversa de uma matriz particionada (Rao, 1973, pg.33),

obtemos

\y1_ (AT +FETF —FE

( ) N _E-1pT E-1 '
onde

E = )\ _ )ibyab~" yaj
e
F= )"y,
Desta forma, vemos que
/\ij = E_l

= — .. . _1 . -
ou \j;' = E e, portanto, Aj;' = A9 — MA®™*\e7 como se queria demonstrar.

A.3 Obtencgao de A¢

A fungdo A° é definida no Teorema 2.1.1 como sendo

1
Ac — )\cryst </\rs/t _ 5/\rst> .

Posteriormente, na Secao 2.1.2, durante a demonstracio do Teorema 2.1.2 é necessirio en-

contrar Af, ou seja, a derivada em relagio ao r-ésimo componente do vetor 9. Estudaremos
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aqui as derivadas de matrizes e depois aplicaremos os resultados para encontrar a expressao

de Ag.
Seja V(¥) uma matriz ndo-singular de ordem p + ¢ X p + g, de elementos v;;, i,7 =
1,...,p+q. Sabemos que V™V = I e, derivando V™! com relagao a 1, obtemos
vt 4
59 V+V 59 = 0
Entao,
ov-1 0V
oo =V ae’
onde OV/0Y = (Ov; j/00). Desta forma, podemos escrever
a cr cS U
W)\ = A Agp/rA°
e
6_3”51/3!: = Vvt)\ts/rl/sw'

Utilizando estas expressoes das derivadas de cumulantes, obtemos que

1

T
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1
_)\uvwr '
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Apéndice B

Cumulantes de ordem superior nos

modelos lineares generalizados

De grande importancia é estabelecer uma notagao para os cumulantes do logaritmo da funcao
de verossimilhanga nos modelos lineares generalizados (Secdo 1.1.2) e é esse o objetivo deste
Apéndice. Primeiramente, obteremos derivadas de ordem superior do logari<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>