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Resumo

Nesta Tese nós estudamos o processo de Katz-Lebowitz-Spohn, resumindo, processo

KLS. Este processo é um sistema de partículas em Z onde cada partícula desenvolve passeio

aleatório totalmente assimétrico, movendo-se somente para direita, com exclusão, com taxas

de salto que dependem da configuração dos vizinhos anterior e dos dois vizinhos posteriores.

Uma das principais dificuldades enfrentadas é que em geral o processo KLS não é atrativo.

Outro aspecto relevante é que o fluxo em uma certa região do espaço paramétrico não é

uma função nem côncava nem convexa. Neste trabalho nós caracterizamos as medidas

invariantes e invariantes por translações. Obtemos uma lei dos grandes números para o fluxo

de partículas. Alem disto conseguimos provar a ocorrência de choques duplos microscópicos

partindo-se e se afastando um do outro em um caso especial do processo KLS.

Abstract

In thís Thesis we study the Katz-Lebowitz-Spohn process or short KLS process. Thís

process is a jump 1, totally asymmetric exclusion process in Z, with rates that depend on

one neighbour back and two ahead. In general the KLS process is not attractive, and in

tais work we final the invariant measure and translation invariant. Another result is a law

of large numbers for the flux. Finally, we prove the existence of picture of shocks splitting

with resulting shocks moving away from each other in a particular case in the process.
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Clapítulo l

Introdução

Introduzido em jll o processo de KLS, ou KLS(c), onde c C j--l, ll é um parâmetro,

é um sistema de partículas em Z onde cada partícula desenvolve passeio aleatório to-

talmente assimétrico, movendo-se somente pata direita, com exclusão. Inicialmente

o que motivou o estudo deste processo foram os comportamentos de choques encon-

trados nas simulações feitas por Schütz et al em [21 e ]31. Nestas simulações um perfi]

incial de choque se dividiu em dois choques, movendo-se em direções opostas. Uma

das principais dificuldades enfrentados é que em geral o processo KLS não é atrativo.

Outro aspecto relevante é que o fluxo em uma certa região do espaço paramétrico não

é uma função nem côncava nem convexa. Casos recentemente estudados de processos

atrativos onde este último fenómeno ocorre foram estudados em grande amplitude

em l71 e l81. Para contornar este problema usamos o processo misantropo, descrito no

trabalho de Cocozza em [õl, como processo auxiliar. No Clapítulo l dós descrevemos

os processos KLS e Misantropo e estudamos a relação entre eles. No Capítulo 2 car-

acteiizamos as medidas invariantes e invariantes por translação do processo KLS e

obtemos uma Lei dos Grandes Números para o fluxo de partículas. No Capítulo 3 nós
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estudamos o caso especial do processo quando c = 1. Neste capítulo nós conseguimos

provar a oconência de choques duplos microscópicos partindo-se e se afastando um

do outro. Finalmente no Capítulo 4 obtemos algumas propriedades pata o processo

KLS quando 0 < c < 1 e obtemos uma Lei dos Grandes Números para uma posição

macroscópica do choque em situação onde ele é simples, e não duplo. Muitas das

ferramentas utilizadas foram emprestadas ou estendidas do trabalho de Ferrari l41.



1.1 O processo

A cada inteiro pertencente a Z, chamado de sítio, associamos um número 0 ou

1. 0 número 0 representará um sítio vazio e l um sítio ocupado com uma partícula.

A cada sítio associamos um relógio aleatório que toca a intervalos íid exponenciais.

O instante em que o relógio toca para z representa a intenção de salto da partícula,

se houver alguma, no sítio # C Z para o sítio vizinho z + 1. 0 salto irá ocorrem com

as taxas mostradas na Figura l.l.

taça = 1 + c

tara = l

z g +l
tara = 1 c

d) taça = l

z z+l

Figura 1.1: Taxas do Processo KLS

Na construção gráfica do processo, a cada sítio associaremos 3 processos de Poisson

independentes, um com taxa l c e os outros dois com taxa c cada. Vamos dizer que

as marcas do processo de Poisson com taxa 1 -- c são amarelas, as de uma processo

de Poisson com ta.xa c são verdes e a do outro processo de Poisson com taxa c são

brancas. As marcas dos processo de Poisson indicaram o instante do salto de uma,
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partícula. Na situação a) da figura (1.1) a partícula pode usar as marcas dos três

processo de Poisson, na b) a partícula pode usei apenas as marcas amarelas e verdes,

na c) a partícula pode usar somente as marcas amarelas e na situação d) a partícula

pode usei as marcas amarelas e brancas.

O espaço de estados do processo é -E := {0, 11z. Os elementos de E são funções

que associam um número 0 ou l pala cada sítio. Chamamos estes elementos de

configurações, denotadas pelas letras gregas como: 77, (, o,

Usaremos a notação 77{ para representar a configuração no tempo { partindo da

configuração {. Assim 77g = (. O sítio z está ocupado com uma partícula no instante

f se 77Í(z) = 1. Se 77€(z) = 0, dizemos que o sítio está desocupado, no instante t

O gerador do processo é dado por:

/.,./'(,7) }: c(«, ?)1/(?'''''':) .f(,7)l
rCZ

(1.1)

com

C(a, 77) = 1{,(,-1)=1,,7(,)=1,q(z+1)=0,q(z+2)=1}(77) + 1{«(,-1)=0,q(z)=1,,7(,+1)=0,q(,+2)=0}(77)

+(1+')1{«0; 0-:,«(.)--,«(,+0-',«(,--a-'}(,7)+(1 ')(,7)1{.(,- 0-'.«(,)::,«(,--0:',«(.--4-:}(,7)

onde l.í.) e a lunçao inclicadora e 77"'""'' e deHnido da seguinte maneira

,'-'*'',,-{ :!:*:, i!;:ll:
Neste trabalho, supoiemos que c C (--l, 11. Como veremos em mais detalhes no

Cap.2, o parâmetro c está associado à temperatura e caráter ferromagnético do pro-

cesso KLS. lcl próximo de l corresponde a temperatura baixa, lcl = 1 a temperatura
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ao caso attti ferromagnético.

Como sup,cz c(a, 77) = 1+c < oo, pela Proposição 3.2 de Liggett(1985), o processo

definido formalmente por (1.1) está bem definido.

O processo KLS não é atrativo, se c :# 0, o que pode sei visto no exemplo abaixo,

c > 0. Sejam {, (' às configurações ilustradas ab

( t-«

.1 0 a temperatura infinita c < 0 corresponde ao caso ferromagnético e c > 0rzero) l

para alXO

/
€ tona = 1 + c

Figura 1.2: Quebra da monotonicidade

Isto é,

se z = 0, 1 ou # 2 4
se z < 0 ou a = 2

e ((3) = 1 -- {'(3) = 1. Então { > (' (i.e., ((z) ? ('(z) para todo z, e e

que ((a) > ('(=). Porém as probabilidades:

P(qÍ'(2) + ')t + o(t) > P(,7f(2)

para t > 0 suficientemente próximo de zero. Podemos obter também um contra

exemplo semelhante no caso em que c < 0.

A seguir, descrevemos o processo misantropo, que será auxiliar na análise d

processo KLS.

xisto r ta.l

0



1.2 Processo misantropo

O processo misantropo é um sistema de partículas em Z onde em cada sítio podemos

colocar uma ou mais partículas e as taxas de salto de uma partícula no sítio = pala y

depende do número de partículas em z e y. O gerador formal deste processo é dado

poi

z /(,z) («), ,z(3/))p(,, v)l.f(q''") - /(,7)l, ,7 c z,

onde 6 : N' -} R+ é tal que b(0, .) = 0 e p(z, .) é uma probabilidade em Z. Vamos

supor adicionalmente que Z) é limitada, de forma que L/ está bem definido.

O processo KLS visto de uma partícula, ou de um buraco) pode ser descrito como

um particular processo misantlopo. O processo misantropo irá ajudar a caracteri-

zar as medidadas invariantes extremais do processo KLS. Seja ( uma configuração

do processo misantropo, então ((g) representa o número de partículas no sítio y e

b(((z),((y)) representará a taxa de salto de uma partícula do sítio z para o sítio

y. Usaremos dois tipos particulares de processos rnisantropos, que chamaremos mis

antropo direto e reverso, cujas as taxas são ilustradas na Figura 1.3, e podem ser
escutas co].no:

z)g
(1.2)

Para o misantropo direto,

b(((z), ((z+l)) = 1{«,)>i,«,+0>i}(0+1{((,)>i,«,+D:i}(0+(l+c)l{((,)>i,((,+i)-o}(0

+l{((,):t ,((,+i) -- c)l{((,):i,((,+i)Zi}(0,

e p(:r,:c + 1) = 1. E para o misantropo reverso:

b(('(#+l), ('(z)) = llC0;+0>i,C(,)>i}((')+lÍC(,+0>i,C(,);0((')+(l+c)l{«,+0?i,«,);o}((')
(1.4)

llc(,+0-:,c(«)-'}((') + (1 - ')i{«,+o-:,«,)z-}(('),

6



e p(« + 1, «)
Ó

Pelo menos duas partículas

©

taça = l

©
taça = 1 + c

----+-------->-

taza = 1 -- c

e
vaza = l

Misantropo Direto Misantropo Reverso

Figura 1.3: Taxas do processo misantropo, onde 1 < c < l

Estas taxas são obtidas através da relação entre o misantropo e KLS, que veremos

a seguir.

Clhamaremos de processo misantropo direto aquele obtido de uma configuração

do KLS visto de um buraco de referência, contando-se o número de partículas entre

buracos. Desta maneira contamos o número de partículas à direita do buraco de

referência até o próximo buraco e o resultado representará o número de partículas

que colocaremos na origem do processo misantropo. Vamos supor que 77 tem infinitos

buracos à esquerda e à direita da ordem e que na origem temos um buraco, que é o
buraco de referência . Defina:

zo = infln > 0 : ,7(n) = 0}

então

((0) = zo - l

7



A .,l..,...nn+o
A L LA«»Av€3wt L Lula uu

a =infln > q-t ,7(n) . (({) 1, í > o

q=supt"<'1+t :,7(n)=0} e((i)=q--l, i<0

Por outro lado, dada uma configuração do misantropo (, o número de partículas na

origem representa o número de partículas à direita da posição do buraco de referência,

denotado zóo, até o próximo buraco na configuração do KLS. Ou seja:

,7(«« + 1) («« + 2) + ((0)) aó, + ((0) + 1)

Analogamente o número de partículas (l(y) > 0, g/ > 0, indica

,7(«.. + 1) + ((y))

onde zõ« := zóo + X?:.l(((.j) + 1) é a posição do y-ésimo buraco na configuração KLS

Se ((g/) = 0, então 77(=b, + 1) = 0 e zb(,+i) ' abv + 1. Para y < 0, a representação

é análoga

Com isto vemos que há uma função g que faz a bijeção entre o processo misantropo

e o processo KLS visto de um buraco de referência. Notamos que não há uma bijeção

com o processo KLS, pois não há como obter a posição do buraco de referência a

partir do misantropo

Chamaremos de processo misantropo reverso, (' aquele obtido de uma configu-

ração do KLS visto de uma partícula de referência, contando-se o número de buracos

entre partículas. Com isto contamos o número de buracos à direita da partícula de

referência até a próxima partícula e o resultado representará o número de partículas

que iremos colocar na origem do processo misantlopo. Suponha que ?7(0) = 1 e defina:

d = infln > 0 : 77(n) = 1}

8



então

('(o)

Analogamente

/

infÍn > d.. : ,7(n) ' ('(í) = d l,i > o

d=supln<4..::q(n) 1} '('({)=d-i,{<0,

ou sqa, usamos a mesma regra para prencher os demais sítios do processo misantropo.

Observe que no processo misantropo reverso as partículas saltam da direita para

esquerda. Isto é natural, pois as partículas no misantropo reverso representam os

buracos no KLS. Dada uma configuração do misantropo reverso, podemos obter a

configuração respectiva no KLS visto da partícula de referência da seguinte maneira:

o número de partículas na origem do processo misantropo representa o número de

buracos entre a posição zpo da partícula de referência e a primeira partícula à direita

dela. Ou seja, temos:

,7(3.o + l) («,o + 2) q(«,o + ('(0)) '.o + ('(0) + 1)

Analogamente o número de partículas ('(y) 3/ > 0, indica

,7(«., + 1) + ('(3/))

onde z.. = z,o+E7:ã (('(.j) +l) é a posição da y-ésima partícula à direita da partícula
de referência.

Se ('(y) = 0
Á ;,nnlnaa'D'

Neste processo a relação de bijeção entre os dois processos

da partícula de referência no KLS com a origem do misantropo

«tão ?(« +1) z..+ll e z.(3/+i) Para 3/ < 0, a representaçãorP)

9



Em l51 o conjunto de medidas e invariantes extremais para um processo mis
antropo geral é caracterizado da seguinte forma.

Teorema l ICoco«.(1985)l S«po«à« q«. « 1« b(q(z), ,7(Z/)) d. «m p«.c«s. m ;

üntropo satisjüzern

]' ií.áSilD ' 'o:lÍ':1211.'3}-, p«« d 2 i, .j 2 0,

e, b(i,.j) b(.j,j) ,o) -b(.j,o) p««j 20, .j 2 0,

e que ü distribuição inicia! do processo fi é ánuariante por translações. Então 8S(t)

covtuerge pata õ- dada por:

/õ. x(dP),

co'nll OP sattsfazerLdo a. seguinte condtçao:
l

P

o,(i + 1) 0,(1) z,(l,ã)
o,(i) o,(o) b({ + l, o)

(1.5)

Vamos mostrar que o processo misantropo direto e reverso com taxas (1.3) e (1.4)

satisfazem às condições l e 2

Lema 1.1 Se lcl < 1, então os processos misantropos dÍreto e reverso com vazas

d«d« p« (1.3) e (1.4) «tisJ«em « c.adições l e 2.

Prova

Temos as seguintes taxas pala o processo inisantropo direto e reverso

. ó(o,i)

. z,(l, i)

10



b(l,o)

b(á, o) Í> 2

b(i,.j)

Vamos verificar a primeira condição: b({,.j'
b(j+l,{-l)

ó({ ,o)ó(i ,.j

b(j+i,o)ó(i ,{-i)

e Para i,.j ? 2 temos:

b({,.j
b(.j+l ,{ -i)

{::ç? )P(+::j
1,0)b(1,{- 1)

'l+c)(l -- c
(1+.)(1-.)

e Para á 2 2 e .j = 1 i(i.n i-i) ' l e , i(;lili.,o)Õ(i .-i) ' (i-f«) l-)

e Para i 2 2 e .j = 0 i(i.n .- i)
,o)ó(!.j

) ' ' ó(j+i,o)õ(t,;=i)
(!tç)(!)

e Pala i = 1 e .7 ? 2 iÍ;lill .. l)
l:s . !({:o!(L:i.
i+. ' ' ó(J+i,o)õ(i,{-i)

li-.)(i)
(1)(1+.)

e Pala i= 0 e qualquer j l;ii;i$i:Íl-i) = 0 e ..,THHyh - '

Vamos agora mostra: a condição:b(i,.j) -- b(.j, i) = Z,(ib(.j, i) = b({, 0) -- b(.j, 0) para { 2 0OU) UJ para z =Z u, J >0

. i?2,.j?.2Z,({,.j)-Z,(.j,i) l-le ,ó({,0) b(.j, o) - (i - .)

e Pata i 2 2 e .j l ó(í , .j ) b(.j,i) l (1 - .) . e , Z,(í,0) - b(.j, 0)

(1 +.)- 1

e Para í 2. 2 e .j = 0

e Para { = 1 e .j ? 2 b({,.j) - ó(.j, í)o1..7,z,l .) - l , o) - 6(.j, o)o1.7, u,l

l - (1 +')

e Pala { = 0 e qualquer j b(i,.j) Z,(.j,á) -b(.j,0) e , b(i,0) - ó(.j,0) 6(.j,0)

11
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Iremos usei a bijeção do KLS visto de uma partícula de referência com o mis

antropo para caracterizar as medidas invariantes do KLS no próximo capítulo.

12



Capítulo 2

Medidas invariantes para o

processo KLS

Neste capítulo descrevemos uma família de medidas invariantes para o processo KLS,

que será o Teorema 2, e obtemos como consequência uma Lei dos Grandes Números

para o fluxo de partículas pala o processo KLS.

Uma família de medidas invariante pala o processo KLS é obtida da seguinte

forma: Dados p, q C 10, il, com p + q > 0, seja À = p/(p + q) e seja .MÀ uma cadeia

de Maikov estacionária dada pela seguinte matriz de transição:

0 1

Esta cadeia tem a (única) medida de equilíbrio a dada por;

Q- (2.1)

13



«(1) -L-
P+q «(o) «(1) (2.2)

Teorema 2 Swponh« qKe, d«d« À C (0, 1) . . C (--l, il, p,q «íis/aç«.;

p,qCl0,11,p+q>0,--e-..Àer (]--a) ;..P+q Pq l+c

Então Mx é umü me(lida inda jante para o processo l<LS(e). Alé«l disto, toda medida

muar ante e {noaríante por trens/anão á uma como nação conde a de .A4À, i.e, ./UÀ tí

e=tremat no conjunto de medidas inuariüntes e invariantes por translações.

(2.3)

Observação 1: o parâmetro À C (0, 1) é a densidade de partículas sob MÀ. O

pa'âmetro P := /3(c) - llog(+i:)l pode ser interpretado como o {nuerso da temper-

atura e o sinal s de log(+i;) indica que o modelo é /erromagnéfÍco, se for positivo, e

amfí-/erromagnétÍco, se for negativo. De fato, na representação de ./ç'(À como modelo

de lsing, # será o inverso da temperatura, s > 0 corresponde a modelo ferromagnético

e s < 0 o modelo amei-ferromagnético. Nesta representação de modelo de lsing, À

está associado ao campo externo.

Observação 2. Nas condições do Teorema 2 podemos escrever p e q em função

de .X e c:

2À
P-' 1 + V'(1 -2À)' +4À(i- À)+i:

2(1 - ,X)

: l +V'(t -2Ày+4À(l À)+E

para o processo KLS(c).

Observação 3 p é uma função crescente em À

14



Prova do Teorema 2

A prova será dividida em duas partes; primeiro mostratemos que .&'íÀ é invariante

e depois invariante extremal.

Pala mostrar que .A4À é invariante, construiremos o processo reverso do processo

KLS. Seja o processo T7; o processo onde as partículas saltam da direita para esquerda

e seguem as taxas de salto "reíletidas"do processo KLS isto é,

taça = 1 + c

x x+l
taça :: l

x x+l
vaza :: l c

x x+l
vaza :: l

x x+l

Figura 2.1: Taxas do Processo 77;, onde lcl $ 1 e 0 em todos os demais casos

O gerador do processo 77t+ é dado por

/,*.f(?) >: c*(,, ?)l.f(,Z'''':)
zCZ

.f(,z)l (2.4)

com

C*(Z, 77) = 1{«(,-2)=i,U(, 1)=0,q(,)=1, (r+l)=1}(?7) + 1{«(,-2)=0,q(,-i)=0,q(,)=i,q(,+i)=0}(77)

+(1+ ')1{,(,-4-',«(,-0-'.«(,)--,«(,+0--}(?)

15



+(1 - ')1{.(, 4::,-(.-0:',«(,)::,«(.+0-o}(?)

Pata mostrar que o processo 77t definido por (2.4) é o processo reverso do KLS

mostraremos o seguinte lema

Lema 2.1 Para o processo dÍreto e reverso ua/em a seg ante re/anão

MxÇfLg) = MxÇgL* f) (2.5)

para f,g cilíndricas arbitrárias

Pala mostram (2.5) consideraremos o processo direto e o processo reverso em um

toro com 2N + l sítios, onde N é grande o suficiente pala que surf(/) U surf(g) C

{--N + 2, ...,]V -- 2}, onde surf(A) indica o suporte de uma função A : E -+ R
arbitrária. Desta maneira: L/ = LW./',e l,'''./ = L'':/v./ onde LX e L*W são os geradores

formais dos respectivos processos . Para não carregar ainda mais a notação não

repiesentaremos o N no gerador dos processos no toro.

Podemos desmembrar cada lado de (2.5) da seguinte forma:

M x( .fLg )

c(z, ,7'''+:).f(,Z)g(?'''+')W À(dq) c(« , ?'''''':)/(,7)g(q)M*(d,7)

.MÀ(gL*/) = / }1: c*(z + i,?'+:'')g(,Z)/(?'+''')MÀ(d,Z)
z=--N+l

>l: c*(« + 1, ?''''''')./(,7)g(?).MÀ(d,7)
r=--N+l

onde c e c''' são respectivamente as taxas no processo direto é reverso do KLS

N
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Assim (2.5) ocorre se tivermos as seguintes igualdades

c(z , ?'''+')/(?)p(q'''+')Mx(d?) c''(z+l, q'+:'')g(?) .f(q"+' '')./\''{ À(d?)

(2.6)

>l: c'''(« + 1, 0'''':'')/(,7)P(,Z)M*(dO)

(2.7)

A igualdade em (2.6) ocorre se para cada z no toro {--N, ..., N}, for verdadeira a

seguinte igualdade:

/v

c(z, ,7'''+:)./'(,7)g(q)MÀ(d?)

.(« , ?"''''':)/(,7)g(,7"'''''') .M *(d,7) c*(« + 1, q''''' '')g(,7)/(?"''':'').M*(d,7)(2.8)

Lema 2.2 Se p,q satisfazem (2.3) então (2.8) é verdadeira para toda J,g cilíndrica

Prova

Escolha um x âxo no toro {--N, ..., .N}, então temos 4 possíveis taxas de salto, c(z, 77'''+i)

e c*(aç + 1, 77'+:,') dependerldo das configurações no processo direto e reverso, como

mostrado na figura(2.2).

Assim cada uma das integrais em (2.8) podem ser desmembrados em

c(« , ,7'''''':) ./'(?)P(0'''''':)M À(d,7)

(1 + .)?(« - 1)?(«)(1 - ,7(z + l)(1 - ,7(« + 2))/(,7)g(?''''''*).M*(d,7)

17



c(«, ?'''''': )

l+c
.*(« + l, ?'+:,,

1 -- c

a; #+l

l

1 -- c

l

l+c

d) !.."+l
l l

= z+l

Figura 2.2: Taxas do processo

+ /(1)'7(' 1)'7(")(1 '7(«+ 1))'7(«+ 2)/('7)g(,7'''+:)M*(d'7)

+ /'(1 - .)(1 - '7(« - 1))'7(«)(1 - '7(' + 1))'7(« + 2)/('7)g('7'''+:)M»(d'7)

+ /'(1)(1 - '7(« - 1))'7(")(1 - '7(« + 1))(1 - '7(" + 2))./('7)g(,7''''''')M*(d'7)

Da mesma forma temos

c*(:« + 1, ,7"''':'')g(q)/(?"''':'')M*(d,7)

(1 - .),7(z - 1)(1 - q(')),7(z + 1)(1 - q(« + 2))/(?''' ''')g(,7).M*(d?)

+ /'(1)q(" - 1)(1 - '7(«))'7(" + 1)(1 - '7(' + 2))/('7'+:'')g(,7).M*(d'7)

+ /(1 + .)(1 '7(" 1))(1 - '7(«))'7('+ 1)'7(« + 2)/('Z'''':'')g('Z)M*(d'Z)

+ /'(1),7(" 1)(1 - '7(«))'7(« + 1)'7(" + 2)/('7'''':'')g(,7)M*(d'7)

Vamos mostrar que se as condições do Teorema 2 estiverem satisfeitas, então são

válidas as igualdades:

18



(1 + .),7(z - l),7(a)(1 - ,7(=+ 1)(1 - q(«+ 2))/(,7)g(q'''+:)MÀ(d,7)

(1 - .),7(« - 1)(1 - ,7(«))?(« + 1)(1 - ,7(« + 2))/(q'+:'')g(q).M*(dq)

,7(3 - 1)?(z)(l - q(« + 1)),7(« + 2)/(?)g(,7'''+')MÀ(d?)

,7(« - 1)(1 - ,7(«))q(« + 1),7(z + 2)./'(,Z'''':'')P(q)Mx(d,7)

(2.10)

(1 - .)(1 - q(« - 1))?(,)(1 - ,7(z + l))q(' + 2)./'(?)g(,7'''''':).M*(d,7)

(1 + ')(1 - ,7(« 1))(1 - ?(z))q(z + l)q(« + 2).f(T'''':'')P(0)WÀ(a,Z)

(l - q(« - 1)),7(«)(1 - ?(« + 1))(1 - q(;

(1 - ,7(« - 1))(1 - ,7(«)),7(« + 1)(1

Como f,g são cilíndricas temos que os pr

.f(q'F''')g(,7) ass«mem «m co-j-to finito:

h*(77'''+') e por isso s'ãam os conjuntos de c

+ 2))/(?)g(?'''''':)M*(dq)

,7(z+ 2))/(q'+''')g(?).MÀ(d,7)

.d«tos A(q) : /(q)g(,7'''''':) e h'''(q)

de valores

.nfigurações .4i,.AI' definidos por:

Observe que h(?7

,4: : A(,7) ;) Í](q : ,7(: 1) q(«) ,7(«+1) 2)

,'!; : #*(,7) ;)R(q : o(: 1) ,7(«) q(«+1) +2)
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Desta maneira a integral a esquerda de (2.9) pode ser escrita

(1 + .),7(« - 1),7(z)(1 - ,7(, + 1))(1 - ,7(' + 2))/(T)g(,7'''+').MÀ(d,7)

(1 + ') }: «.M*{.,'l;}

E a integral direita fica:

(1 - .),7(« 2)(1 - q(« - 1))?(«)(1 - q(« + 1))/(?'''':'')g(,7).M*(dq)

(1 - ') >: «..M*{.A;}

Assim teremos a igualdade de (2.9) se para cada ai tivermos:

(1+ ')«..M*{..4;} ')«.MÀ{,A;}(2.13)

Sejam os sítios zl, z2, ..., zn , o suporte de h. Então temos as seguintes igualdades:

.M*({q:h(,7) }) *(,7(,:) ,7('«)
i: ,-.,i« :A({t ,. ..,á«)=a

.M*({,7:À*(,7) >: M*(?(,-) ...,,7(,«) ,(2.15)
Í- ,.-,{«:h' ({i ,...,{«)=.i

onde ii, ..., i. C {0, 1} e são os mesmos estados pata o processo direto e reverso pois

h(,7) (,7)

Portanto .A4À{Ái} pode ser escrito como:

.MX{(q(zi) = íi, ..., ?7(z«) = i«, 77(a:-l) = 1, ?7(z) = 1,q(z+1) = 0, ?7(z+2) = 0)}

(2.16)

Como .A4À é uma cadeia de Nlatkov temos que cada termo da soma (2.16) pode ser

escrito como:

.MÀ{,7(z) = i,, < «-tl,7(«-t) = tlQ(q(,) = tl,7(, 1) = t)Q(q(,+t) = 01,7(,) = 1).

.Q(l7(z+ 2) = 0117(z+ 1) = 0).MÀi?7(z) = Í, z > z+ 2l?(z + 2) = 0}

20
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Da mesma forma para .'A'4X{.4i+l} temos que pata cada sequência de estados i em

l2.15):

.ux{,7(;)=í,'<«-ilq(«-i) tlQ(T(')=olq(«-i)+i) lo(«)

.Q(,7(z + 2) = 01,7(z + l) = 1).MÀ{,7(z) = í,z > :« + 21,7(z + 2) = 0} Assim pata que a

igualdade em (2.13) seja verdadeira devemos ter:

(i + ')Q(?(,) tlo(« - i) t)Q(,7(,+ i) l,z(,) i)c?(,z('+2) oj,7(, + i) 0)

(i - ')Q(q(,) = olq(, - i) t)Q(q(, + i) llq(.) = o)Q(?(,+ 2) = olo('+ i) = i)

O que resulta em: (l + c)(l -- q)(l -- p) = (1 -- c)pq, que é a igualdade (2.3).

Portanto temos que a igualdade em (2.9) é verdadeira se p,q satisfazem (2.3). De

modo altálogo a (2.9) podemos desenvolver as igualdades em (2.10), (2.11) e (2.12)

pala obter a seguinte condição sobre p,q:

Pa.~ (2.10), chegamos a:

Q( ,7 (, ) tlo(. - i) i)Q(o(, + i) = ol,í(,) i)Q(o(,+ 2) l,7(, + i)

Q(o(,) = olo(, - i) = i)Q(,z(' + i) = tlo(«) = o)Q(,7(' + 2) = 11,7(«+ i) = i),

o que resulta em:(l -- q)qp = qp(l -- p), que é verdadeira para todo p,q

Pala (2.11), chegamos a:

(i ')Q(,7(«) = tl,7(, - i) = o)Q(q(' + i) ol,7(,) + 2) = ilv(. + i)

(i+')Q(,7(,) -i) (,7(,+i) tl,7(«) +2) o(«+i)=i)

qu. resulta em: (l -- c)pq = (1 + c)(l -- p)(l -- q), que é novamente a igualdade (2.3)
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E finalmente para (2.12) chegaremos a:

Q(q(«) ilo(,-t)(,z(,+i))=t)Q(o('+2)+í)

Q(o(«) = ol,7(« - i) = o)Q(,7(' + i) = llq(,) = o)Q(o(,+ 2) = ol,7('+ i) = i)

que resulta em pq(l -- p) = (1 -- p)pq, que é verdadeira pala todo p,q.+

Assim pelo Lema 2.2, temos a seguinte igualdade:

>: .(«, ?'''''':).f(,Z)g(?'''+:).U*(aq) c'''(,+1, ,7'''':'')g(q)/(,7'''':'')M*(d,7)
r=--JV+l " z::--/V+l

Para demonstrarmos que ?7* é o processo reverso de ?7, falta demonstrei ainda a

igualdade (l.lO). Para isto é suficiente estabelecer o seguinte lema:

/v

Lema 2.3 C'onsÍdere o foro C' :: {---V, ..., N}, com --JV e N ádentl Gados. Então;

}: .(«,,z) 1>1: '''(«,?) v,7 c {o, il' (2.i7)

A prova de (2.17) será feita por indução. Primeiro vamos mostrar (2.17) para toda

configuração 77 em um toro 5 pontos. Nas figuras(2.3) e (2.4) mostramos todas as

possíveis configurações 77 para um toro de tamanho 5. Para cada ?7, indicamos todas

as partículas que podem saltar com as seguintes marcas: três pontos, para indicar a

taxa 1 -- c, uma seta para a taxa l e duas setas para taxa 1 + c. As marcas acima

da configuração são as do processo direto; as abaixo são, do processo reverso . Desta

maneira indicamos para cada ?7 todas as taxas c , c# e configurações que podemos

obter com um único salto a partir de 77. h'latcamos o começo e o final do toro com

um quadrado, que indica a origem pata sinalizar que estes dois sítios são os mesmos

e assim devem possuir a mesma configuração.
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1 ) 11)

E,

E.

E,

E,

E:

E.

E;

E

E.

E

.(=, n) : >1:. '' (=, n)

.(=, '1) : >1:. '' (z, n)

c(=, '1) : >1:; c'(3, 'z)

c(=, u) : }l:; c' (=, '1)

.(=, '7) ; >:: '' (=, q)

c(=, n) : >1:, c'(=, a)

.(=, '7) : >1:, '' (", '7)

c(3, u) : >ll:; c' ('-, n)

.(=, '1) : >1:. '' (a, u)

'('-, n) : }l:, '' ('-, '1)

0

l

2 -- c

2 -- c

l

l

l

2 -- c

l +e

1 + €

E

E;

E

E.

E

E

.(=,q)

.(a, ,7)

.(r,q)

.(a,q)

.(=,q)

.(n,q)

E;

E;

E;

E.

E

E

.'(n,q)

c' (z, q)

c' (B, q)

.'(=,q)

.'(=,q)

.'(=,q)

l

2 €

2 -- €

1+ €

Figura 2.3: Soma das taxas de realização do processo no toro de tamanho 5, com

uma partícula na origem
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E,

E,

E,

E,

E,

E.

E.

E;

E;

E

'(r,q)

.(n,q)

.(=,q)

.(n,q)

c(=, q)

.(=,q)

.(=, ,7)

.(=,q)

c(=, q)

'(n, ,7)

E,

E,

E,

E,

E.

E.

E.

E;

E

E

.'(=,q) = l

C+ (aF, l7) = 2 -- C

c8 (a, q) = 2 -- €

c'(=,q) = l

.'(a,n) = o

c+ (Z, 77) = 2 -- €

c' (r, q) = 1 + '

c' (B, q) = 1 + '

.c'(a,q) = l

C' (3, ']) = 1 + '

E.

E.

E;

E

E.

E

c(g, q)

'(=,q)

.(=,n)

'(=,T)

.(=.q)

c(r, q)

E

E:

E;

E.

E.

E

.'(B,,l)

c' (=, q)

.'(=,n)

c' (z, q)

.'(z,q)

C' (B, q)

2 €

l

l

1+ €

Figura 2.4: Soma das taxas de realização do processo no tolo de tamanho 5, sem

uma partícula na origem
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Agora supomos que E, c(z, 77) = E, c*(aç, l7) pata l(71 = rz e provaremos que isto

vale pata lal = n + l

Na figura abaixo iremos verificar a influência de um novo sítio nas somas das

taxas, para cada configuração ?7 C {0, 1Ja. O novo sítio é adicionado à esquerda do

sítio marcado pela caixa direita.

1)
E, c(,, ,7) = E. c*(«, ,7) (1)

Acrescenta € nos dois lados de (1)

E. '(,, ,7) c*(., q) (1)

Acrescenta € nos dois lados de (1)

lcl E, c(z, T) = E. c*(,, q) (1)

C'l= n + Não acrescenta nada em ambos os lado

Figura 2.5: Caso com uma partícula na origem e uma no sítio l
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4)

lcl= n +

5

lcl = n

C'l= n + l

6)

E, c(«,,7) c'''(,,q) (1)

Não acrescenta nada em ambos os lados

E, c(',q) = E. c*(,,q) (1)

Acrescenta l em ambos os lados

E, c(z, q) = E, '*(«, ,7) (1)

Acrescenta 1 -- ( em ambos os lados de (1)

Figura Caso com uma partícula na origem e no sítio l
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7)
lcl= n

8

c:l = n

ICl= n +

9)

lcl= n

C'j= n + l

E, .(,,v) .*(«,o) (i)

Acrescenta € nos dois lados de (1)

E, c(,,q) = E. c*(«,,7) (1)

Acrescenta c nos dois lados de (1)

E, c(,,,7) = E, '*(«,,7) (1)

Não acrescenta nada em ambos os lados

Figura Caso com uma partícula na origem e o sítio l vazio
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10)
lcl= n E. c(«, q) = E, '*(,, q) (1)

Não acrescenta nada em (1)

E, '(,, ,7) = E, c*(,, ,7) (1)

Acrescenta l c nos dois lados de (1)

E, c(', ,7) = E, c*(', ?) (1)

Acrescenta 1 -- c em ambos os lados de (1)

lcl= n + l

11)

lal= n + l

lal= n+

12)

Figura 2.8: Caso com uma partícula na origem e o sítio um vazio
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13)

E, c(z, q) = E, '*(«, q)(1)

Acrescenta l 2€ nos dois lados de (1)

14)
E. '(,, q) c*(«,q)(1)

lal = n + l Acrescenta l 2( em ambos os lados de (1)

Figui'a Caso com uma partícula, na origem e o sítio l vazio

Nas figuras anteriores vimos o que aconteceria pata toda v7 quando introduzi-

mos um sítio a mais no toro. As figuras a seguir mostram o que acontece quando

introduzimos uma partícula no tolo.
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1)

lcl = n +

2)

C'l = n + l

3)

E, .(,, o) = E, .*(«, q)(i)

Acrescenta l nos dois lados de (1)

E, c(,, q) = E, c*(z, ,7) (1)

Não acrescenta nada nos dois lados de (1)

E, .(,,q) c"(«,q)(1)

Nã.o acrescenta. nada. em rl \a. eTTI

lc

lol = n + l

Figura 2.10: Caso com uma partícula na origem e uma no sítio 1, introduzindo uma

partícula,
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4)
al

C
+

5)

a
+

6)
C

E, '(z, q) = E, c''(«, q)(1)

Não acrescenta nada em (1)

E, c(,, q) = E, c*(., q)(1)

Não acrescenta nada nos dois lados de (1)

E, c(z, ?) = E, .*(,, ,7) (1)

Não acresenta nada em ambos os lados de (1)

Figura 2.11: Claso com unam partícula na origem e no sítio 1, introduzindo uma

partícula
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7)

Cl= n+ l

8)

lcl = n +

9)
lcl= n

lcl= n +

E. c(«,q) '*(«,q)(1)

Acrescenta € nos dois lados de (1)

E, c(,, q) = E, c*(,, ,7)(1)

Acrescenta c nos dois lados de (1)

E, c(«, q) = E, '"(,, q)(1)

Acrescenta € em ambos os lados de (1)

Figura 2.12: Caso com uma partícula na origem e o sítio l vazio, introduzindo uma

partícula
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10)

c'l =

11

lcl = n

lcl= n+

12

Cl= n+

E, c(,, q) = E, .'''(,, ,7) (1)

Acrescenta É nos dois lados de (l

E, '(', ,7) = E, c*(,, ?)(i)

Acrescenta € nos dois lados de (1)

E, '(z, ,7) = E, '*(', ,7) (1)

Não acrescenta nada em ambos os lados de (1)

Figura 2.13: Caso com uma partícula na origem e o sítio um vazio, introduzindo uma

pa.rtícula
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13)
E, '(,, ,7) = E, c*(,, ,7) (1)

Não acrescenta nada nos dois lados

E, c(,, q) = E, c*(., q)(1)

Não acrescenta nada nos dois lados de (1)

E, .(z, q) = E. c*(,, ,7) (1)

Não acrescenta nada em ambos os lados de (1)

de (1)

14)

15)

Figura 2.14: Caso com uma partícula na origem e o sítio l vazio, introduzindo uma

partícula
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16)
E, .(z, q) = E. c*(«, q)(1)

Acrescenta € nos dois lados de (1)

E, c(«, ,7) = E, c*(., q) (1)

Acrescenta ( nos dois lados de (1)

E, c(,, T) = E, .*(,, q)(1)

Acrescenta € em ambos lados de (1)

Figura 2.15: Caso com uma partícula na origem e o sítio l vazio, introduzindo uma

partícula
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Com isto mostramos que (2.17) é verdadeira para qualquer tamanho de toro e

portanto temos como verdadeira a seguinte igualdade:

}: c(,, q)./'(,7)g(,7).M *(d,7)

Do Lema 1.3 temos:

Z
>il: .*(,, ,z)/(,z)g(,7).m x(a,z)
Z

.*(« , ?)g(?)/(?''''' '')MÀ(d,Z) c*(z+l, ?''''''')g(?'+: '')./'(,7).M *(d,7)

E com isto temos (lue: MÀ(/.Lg) = .MÀ(gZ,*/) é verdadeira e isto prova o Lema

l e invariância de .À4À segue +.

Pala terminarmos a demonstração do Teorema 2 vamos mostrar que .A,'fÀ é invari-

ante extremam. Para isto vamos definir:

Tz,7.(g/) :

Tz/(q:) := /(r=,7.)

«,}«f := Kb.j)

E dizemos que uma medida é invariante por translações se

»

Vamos estudar o processo visto de u].na partícula marcada. .rara Isto vamos

definir .A'Í'À := .MÀ(.177(0) = 1). Vamos chamei de X(t) a posição no tempo Z da

partícula que inicialmente esta na origem. Desta maneira vamos considerei o processo

77Í :' rx(t)77t Este processo tem o seguinte gerador:

L'.f(,7) ::..o c:(«, ?)l.f(,z''''''') ./'(o)l
+.,(«, ,7)1./'(,'-,7'':)/(,7)l

(2.18)
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onde

CI(Z, 77) = 1{,(,-1)=1,q(r)=1, (n+1)=0,q(,+2)=1}(77) + ltq(,-1)=0,q(z)=1 ,q(z+1)=0,q(z+2)=0}(77)

+(l+c)l{.(,-t)=i,o(,)=t,q(,+t)=o,o('+a)=o}(77)+(l c)(?7)l{«(«-i)=o,o(,)=t,q(,-i)=o,u(,+t)=i}(77)

c,(«, q) 0--,«m-',«m-:}(,7) + l{«(-0-',«m-',«m:'}(,7)

+(1 + ')1{,(-0-:,,m;',«m-'}(,7) + (1 - ')(,7)l{«(-0-',«m-',«m-:}(,7)

Seja S'({) o gemi grupo definido através de (2.18), isto é, o gemi grupo do processo

que evolui condicionado a ter uma partícula na origem. Em l41 temos o seguinte
teorema.

Teorema 3 [Felrari(1992)] $da p nuaMa',te por frans/açã. . p(p(0)) > 0, então

p'S'(Z) (pS(t)y, o«d. 0' á « «..dád« ««dá.{o««d« « *" "m.« p«fü«/« «« o«:g.m.

Em palavras o Teorema 3 afirma que a medida p' do processo que evolui com uma

partícula na origem é a mesma da medida do processo que evolui de p e depois é

condicionada a ter uma partícula na origem. Clamo corolário do Teorema 2 temos que

se p é invariante temporal e por translações então p' é invariante pala S'(t). Como

.A4X(77(0)) = À > 0 e .MÀ é invariante por translação temos que .MÀ é invariante para

o processo visto de uma partícula na origem. Vamos olhar a medida induzida no
processo misantropo reverso obtida da configuração do KLS visto de uma partícula

na origem, sob .A,'í'À. Pela construção do processo misantiopo reverso a partir do

KLS, temos que em cada sítio do processo misantropo o número de partículas segue

a distribuição de probabilidade p, construída da seguinte maneira:

e Com probabilidade q colocamos a primeira partícula e uma vez colocada a

primeira partícula as demais partículas deste sítio serão colocadas sob uma lei
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geométrica de parâmetro 1 -- p. Se a primeira partícula não é colocada então

este sítio ficará vazio.

Esta medida surge de .A4'À pois como temos uma partícula na origem iremos colo-

cam um buraco no sítio l como probabilidade q e depois continuaremos a colocam

buracos como uma distribuição geométrica de parâmetro 1 -- p. E assim como conta-

mos o número de buracos entre partículas para obter a configuração do misantropo

temos que o número de partículas em um sítio do KLS terá distribuição p,.

Desta maneira a distribuição do processo misantropo reverso obtido do KLS é

uma distribuição produto de pP e será denotado por 'yP :' ê9pp. Como a medida

.A4'À no KLS é invariante temporal, e pela bijeção do KLS-misantropo temos que 7,

também é invariante temporal para o processo misantropo. Em símbolos:

'Y,('1)

onde .4 C P', com 'P sendo a sigma algebra gerada pelos eventos cilíndricos em Nz e

Á-: = {?7 C nkLS : g(77) C .A} onde: nkLS é o espaço das configurações do processo

KLS com uma partícula na origem e g(77) é a função de bijeção do KLS-misantropo

visto de uma partícula na origem, descrita na Seção 1.2.

As taxas do processo misantropo, foram definidas pata que se tenha a todo in-

stante a bijeção entre o KLS, visto de uma partícula na origem, e o misantropo, ou

seja: se ( -, 'y,S"(t), onde S"(t) é o semi grupo pata o processo misantropo definido

p" (1.2), então p-'(O «, M'ÀS'(t). Portanto:

7,S"(t)(Á) S'(t)(.A':),

Pelo fato de 'P ser produto temos que ela é invariante por translações. Vamos

usar agora o teorema 1, que caracteriza as medidas invariantes por translações para
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o processo misantropo. Para comodidade do leitor reescrevemos aqui

Teorema l [Cocozz*(1985)] S«ponh« q«. « f« b(,7(,),,7(g)) .«tás#a..m

/. .on-) ' iG-.. QbÜ',!0 p"" i? l, .j 2 0,

e. b(i,.j) - b(.j,j) - z,(.j,o) p«« j 2 0, .j 2 0,

e que a distribuição inicial do processo õ é invariante por translações então ÕS(t)

converge para õ- dada. por:

6- - l a,X(dP),

com 0. satisfazendo cl seguinte condição:onde a,

a,(i + 1) 0,(1) z,(l,í)
a,(i) o,(o) b({ + l, o)

(2.19)

Pela invariância temporal e invariância por translações de ',, temos que esta

medida é igual a medida cl, do Teorema 1. Assim, õ- = '7,S(t) = ', temos que:

'y, X(da),

o que implica que À(p) = 1 e que portanto '7, é invariante extremal, e portanto se a

medida induzida por .A4'À, pela bijeção KLS-misantiopo, é extremal, temos que .A,4'À

também é invariante extremal.

Finalmente se .A4'À é invariante extremam isto implica que .A4À também é. Para

provar esta afirmação faremos primeiro a seguinte observação:

Vamos considerar o movimento do ponto de vista do buraco, isto é quando uma

partícula salta de z para z + l veremos um buraco saltando do sítio z + l para o sítio

r. Chamaremos este ponto de vista de simetria partícula buraco e sob este ponto de
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vista estaremos vendo o movimento de partículas saltando da esquerda para direita

com as taxas do processo KLS reverso. Estas partículas são na verdade buracos. E

como provámos que para o KLS reverso .A4À é invariante temporal e por translações

temos que pelo Teorema 2, pata o KLS reverso, que ./U"À := WX{.l?Z(0) = 0} é

invariante temporal e, pelo Teorema l .A4" é extremam.

Vamos provar agora a afirmação que .A,4'À extremal entre as medidas invariantes

por translações implica que .A'4À é extremam. Para isto suponhamos que .A'4À não

seja extremal. Portanto devem existir duas medidas diferentes pi e p2 invariantes, e

invariantes por translações tais que:

.M* + (l - a)P, (2.20)

Então temos também que p{ = pl! = .A,4'À e pr := plÍ = .A4"À, pois se isto não

ocorrer basta usar a equação (2.20), condicionar a ter uma partícula na origem ou

um buraco e chegaremos a conclusão que .A,4'À ou .A4"À não são extremais. Além

disto a igualdade de pÍ,pl! com ./çt'À implica que estas medidas são invariantes por

translações e da mesma forma, pr, plÍ também são invariantes por translações. Com

tudo isto chegamos em:

p: plp:(,7(o) P:(,7 (0)

Pois como como pi e p2 são invariantes por translação isto implica que elas pos

suam a mesma densidade, isto é, pela igualdade de p{ com .A4'À temos a seguinte

convergencia:

l 2n

:- >: P:(,7(z)l,7(0) 1) 0 .MÀ(,7(0)
' & Z== 7t
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portanto:

;r---=: >: P:(,7(a), ,7(0) --> MÀ(,Z(0) = 1)P:(?(o)
e;

i;;iiiiiilÍ-:'Ü-: E p:('1("), '7(o) - o) --* M*('7(o) - i)
logo

2n,

g' n

2n

n

2n

Z

-t >: P-(T(z), ,7(0) (q(0) 1)P-(q(0)

-L >ll: P:(,7(a), ?(0) ('7(0) = 1)P:('7(0) - 0)

; >: P-(,7(z)) --} .MÀ(q(0)

Como pi é invariante por translações o lado esquerdo de (2.21) é igual: pt(?7(0) =

1) e portanto:pi(q(0) = 1) = .MÀ(,7(0) = 1). Podemos :epetir o argumento para

mostrar que: p2(?7(0) = 1) = MÀ(?(0) = 1). Com isto terminamos a prova do

Teorema 2. +

Observação: Existe uma ouvia maneira de mostrar que .A4À é invariante para

o processo Ã'LS(c) quando lcl < 1. Pata isto, vamos mostrar o Lema 2.4 em que

a p,, obtida da cadeia de Markov ./U'À, é a marginal que satisfaz a relação (2.19)

no processo misantropo e que portanto a medida induzida por .A'4'À, '7P ::: (8)#P

é invariante temporal para o processo misantropo. Assim devido a bijeção entre o

processo misantropo e o KLS visto de uma partícula concluímos que .A4'À é invariante

temporal para o processo KLS visto de uma partícula. Podemos também repetir o

argumento para A'4"À e mostrar que esta medida é invariante temporal. Devido

à invariância pot translações da medida .A4À temos que a densidade de partícula se

preserva temporalmente, isto é: MX(77?(s) = 1) = À com 77 «' .A,'ÍÀ. Pata mostrar isto,

vamos definir Xtv como sendo a posição da partícula no instante Z, que inicialmente

(2.21)
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estava no sítio #. Assim

,z.(-) }: ,z(y)/{xy

E(o.(') E z(0(3/)/{-xy z(o(o)/{x? (o) }: /{xf
VeZVeZVeZ

Na equação anterior, a segunda igualdade éjustificada pela invariância por translações

da medida ./L'ÍÀ. Também usamos o fato de >1:,cz /{Xto :: #} = 1 pois o sistema de

partículas é conservativo. Finalmente pelo Teorema 3 temos que:

y€z

(wxs(t)y(.) (t)(.) = m'x(.)

(MÀs(t))"(.) s"(t)(.) = M"*(.)

Logo

M*S(t)(. ,,7(0))(,7(0) 1).M'*(.)

.M*S(t)( . , ,7(0) (Z)(,7(0) "*(.)

Portanto

.MÀS(t)(.)

Lema 2.4 Se lcl < 1, p, salas/az a segwÍnte condição;

o,(á + 1) 0,(1) b(l,i)
o,(í) o,(o) b(í + l, o)

(2.22)

Prova

Considere primeiramente: í > 1 então,

qr - F]R - ': - ,,
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P,(1) b(1,{) qP l - .
P,(o) z,(i + 1, 0) 1 - q l + .

a igualdade das duas relações acima ocorre se:

e

(l P)(l -q) l -.
Pq l+c

que é a condição para que a medida .A4À sda invariante

Para i = 1 então

(2.23)

Zg - @hl;@ - o
e

P,(1) z,(l,i) qP l - .
P,(o) z,(i + 1, 0) 1 - q l + .

novamente a igualdade entre as relações acima ocorre se (2.23) é satisfeita

Por último ã = 0,

Pp(1) Pp(1) Óti, U)
P,(o) P,(o) b(l,o)

que claramente é verdadeira.+

Com base na extrenlalidade da medida .A4À no conjunto das medidas invariantes

por tianslações, obtemos uma Lei dos Grandes Números para o fluxo de partícula

através da origem para o processo KLS.

Vamos chamar de zi(0) a posição da i--ésima partículas de ?7 e para fixar a repre-

sentação seja zo(0) a primeira partícula a direita da origem. Assim, zi(t) é a posição

da i-ésima partícula no instante t. Seja o fluxo de partículas através da origem
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definido da seguinte maneira: F'"(t) := BÍi : zí(0) $ 0 e z{(t) > 0}, isto é, -F"(t)

conta o número de partículas que no instante inicial esta a esquerda da origem e no

instante l esta a direita da origem. Então temos o seguinte Teorema:

Teorema 4

,l!=,'ip'"(f)-w*'P p«- q...
(2.24)

onde $ é de$nido por:

Ú('z) :- !iU
E,,.,. * (p'"(h) )

,4/em disto

.M*@ + .).X(l q)q(l - P) + (l .)Àq'P + Àq'(l P) + (l - q)ÀqP

Prova:

Considere o maior inteiro menor que t, ltl e vamos escrever o limite em (2.24) da

seguinte maneira:

. [t]

,!Ü } E(r'"(0 - r'"0 - i)) + :lÜ,
r'"(t) - r'"(ltl)

{ (2.25)

Vamos analisar o primeiro limite de (2.25), chamando este limite de Z(77). Z(77)

existe pelo teorema ergódico de Birkhoff, pois como escolhemos a distribuição inicial

das partículas sob a medida invariante, os (F"({) -- r'o({ -- 1)) formam uma sequência

estacionária, pois a distribuição inicial das partículas é invariante temporal e (r'"(i) --

F'"(i -- l)l,7«,u 5; { -- l) = (F'"(i) F'"(i t)l?: -) em lei e ai«da, MÀ(f'"(1)) < w,

pois a distribuição de Poisson tem cauda $na, este argumento será usado novamente

mais adiante de maneira mais explícita. Devido a existência do limite temos que:

. [t] l [tl+l

z('z) :- :lk -} E(r'"(i) - r'"(i - i)) - o-z('7) :- JU } :l (r'"(j) - p'"(i - i)),
(2.26)

44



isto é, Z é invariante temporal.

Z(q) também é in-diante po: translações pois Z(q) = r:Z(,7), onde ,-tZ(?)
Z(ri77) e r é o operador de translação espacial, pala Z(ri77) podemos considerar o
fluxo através do sítio 1. Desta maneira como:

r'(]t]) - ,-:-P([t[)[ = ]ti : «i(0) $ 0 . «{(]t]) > 0} - H{Í : ,i(0) 5; l . «{(]t]) > i]]

>,(.r{,.(o)<o e zi([t])=1} ,;(o)=i e ri([t])>1})l 5; 2.

o dividir por t e tomando o limite para infinito, a dia
t

]'rX rl fq n Oll + T'Z3eTemos então que

Z e riZ é nula.

Suponha agora que Z não seja coílstante. Então deve existir uma constante c tal

que: MÀ(.A) = a C (0, 1), onde Á := {,7 : Z(,7) > c}. Como a < 1 podemos escrever

que:

.MÀ(-B) = aMX(BI.A) + (l -- a)MX(BI.A') p-ra todo e««to -B

Mas isto é uma contradição pois devido a invariância temporal e por translações

de Z, temos que .MÀ(BIÁ) e .MÀ(BI.A') são invariantes e invariantes por translações

e portanto isto implica que .A,4À não é extremam no conjunto das medidas invariantes

e invariantes por translações. Para ver por(lue .A'ÍÀ(-Bl-A) e .A'ÍÀ(/il.A') são invariantes

e invariantes por translações considere:

',:.M»(.-l.,.D - ahÇ:1%4) - :ebg:i?a} - :ed.l;l&%W - M»(-B1.'0 P.")
A segunda igualdade em (2.27) é justificada pois Z é invariante por translações, e

a última igualdade é devida ao fato de .A4À ser invariante por translações. Podemos

repetir o mesmo argumento em (2.27) para o operador 0i e concluir que mÀ(z?l,4)

é invariante temporal, pois MX(77? C .A) = 1,Vv7 C .A e isto decore de (2.26). Desta

maneira com Z(,7) é constante o teorema ergódico mostra que Z(,7) = E(r'(1)) onde

E é a esperança com relação ao medida Pm*
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O segundo limite de (2.25) converge a zero .f'm* q.c. Para isto temos que mostrar

que,

Pm*(f'"(]t] + ]) -- r'"(]t]) > c:t dn/ínítas .'e'es.) = 0.

Mas podemos fazer a seguinte majoração,

p«*(r'"(]f] + i) - r'"(]t]) > 't) < p(s(ltl))

onde P(S(ltl)) é a probabilidade de (lue no intervalo de tempo (ltl + l) -- ltl existam

pelo menos lcitl + l setas. Da construção gráfica do processo, temos que setas são

sorteadas de acordo com três processos de Poisson, um com taxa 1 -- c e os outros dois

com taxa c cada um. Portanto como a soma de processos de Poisson é um processo

de Poisson com a soma das taxas temos que:

P(S(ltl)) < .-.[«'], V.,0 < c < .«

Ou seja P(S([tl)) é a cauda da distribuição de Poisson. Assim temos que E]&] P(S(]t])) <

oo e portanto, por Borel Cantelli, temos que:Pm.(r'"(t) r'"(lfl) > cit in/.t,fazes) =

0

VCIIIIIUD (IJ}(\JI(L ILI\;1111111\dali v IIIIIIUb \ZJ.QT/. JL (ÜIW IUUv yWILILIVV UIL yJLU

tempo 10, 11 em partes de comprimento h, h > 0 . Desta maneira:

[i/h]

z(r'"(i)) -p"(iA) - /'"((í - i)â)) + z(r'"(h)) - -E(r'"(li/AIA))

-p"(A))+ z(r'"(i)) - a(r'"([i/Àlh)),

onde a primeira igualdade da equação anterior é justificada novamente pela esta-

cionaliedade dos incrementou de buxo /'(ÍA) -- F'((i -- l)h). Assim tomando o limite

lZ
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h -> U obtemos:

z(r'"(i)) - !U i-E(/'"(A))

Para identificar o limite em (2.28), usaremos o fato de que a probabilidade de

aparecer mais de uma marca do processo de Poisson em um intervalo de tempo h é

da ordem de o(h). Portanto:

(2.28)

EPm .(F'"(1))

+

Observação: Podemos substituir as foimulas de p,q em função de À, c em .A4ÀV,

e obter o seguinte resultado, que chamaremos de FÀ

l
a +

Pm* q.c

onde

Podemos também estabelecer como corolário ao teorema 3 a Lei dos grandes

números para o fluxo de partículas através de uma posição aleatória, independente

da configuração.

Teorema 5 Sd« U(t) «m p««. d. -.{m'«t. com f«« «, {«d.p.«d.«t. 'í' '7.,

ást. é P(U(t) --«t)(««t)*/k!, P(U(0) Sd« Eu(t) :
«i(0) 5; 0 .' :«{(t) > 0} -- Bli : zi(0) > 0 ' :«i(t) $ U(t)} 'ntão;

limo-.}- !i!%(O = FÀ wÀ Pm* q.c.

Prova
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A demonstração é análoga à do Teorema 4 pala o processo Ü := ru(t)77t Mas

pata isto temos que mostrar que ./UÀ é invariante extremal na classe das medida.s

invariantes por translações pata o processo tu(1)z7t (neste caso todas as medidas in-

variantes são invariantes por translações e o mesmo argumento encontrado na prova

do Corolário 9.6 de l41 funciona neste caso). Este processo tem gerador L/(77) definido

por

Z/(,z) c(a,,7)[./'(q''''''')/(,7)1+'«(/(.'--?) .f(o))(2.29)

Aplicando a medida .MÀ em Z/(77), a primeira parte de (2.29) é zero e como esta

medida é invariant. por translações temos que .MX(/(ri?)) = MÀ(./(?7)) e portanto

a segunda parte também é nula.+

g
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Capítulo 3

Choques duplos no modelo

antiferromagnético em

temperatura zero (c 1)

Schtitz et al em l21 e l3j estudaram os choques para o processo KLS e obtiveram um

quadro com um choque se quebrando em dois choques que se afastam um do outro.

Dizemos que este é um caso em que há choques duplos. Com o objetivo de estabelecer

a ocorrência de choques duplos rigorosamente iremos considerar o caso extremo c = l

e estudaremos o choque e o fluxo de partículas neste caso. Choques duplos também

ocorrem quando c < 1.

Se c = 1, nós obtemos um caso especial de Q pala À 2- {
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0 1

: l : :l. l
(3.1)

e ,X $ {,

0 1
(3.2)

Note que .A4i/2 pata c := 1 corresponde a uma mistura de duas configurações

invariantes que são partículas e buracos alternados, e as partículas não se movem.

Pala 0 $ p 5; À $ 1 denote por ./UP,X a medida .A4P a esquerda da origem e ./UÀ a

direita da origem, construída da seguinte maneira: sejam ?7t -' .A4À, 772 -. ./U, então

dizemos que ,7a - .M,,À se ,73(z) = ,7t(z)/(z 2 0) + ,7a(z)/(z < 0).

Consideraremos o caso p = {, À > {. Seja X(t) a posição da primeira partícula

a direita da origem que possui uma partícula a sua esquerda. Note que X(t) esta

definido Pm. q.c. Devido à definição, X(f) muda a passo dois na rede Z.

x(t)

Estamos interessados em estudar o processo visto de X(t).

Podemos acompanhar a posição da partícula marcada olhando o processo (?7t, X(t)) €

{(77, z) : t7 C {0, 11z, z C Z 77(z) = 1} que possui o seguinte gerador:
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z,/(?) }l: ,z(« - i),z(«)(i - ?(«+ i))l.f(T'''+:,,) -/(q,,)l
r,n+l#,

+(i - ,7(, + 2))l/(o''''''', , + 2) - /(?, ,)l

Vamos considerar o processo ?7{ :- rx('y7', ou s'Üa ,7{(3/) = ,7.(y + X(t))

Este processo possui o seguinte gerador:

L'/(,z) }: o(« - i)o(,)(l - ,z(«+ i))[/(,7'''+:) ./'(o)]
n,z+l#z

+(i - ,z(2))[./'(b,7:'')/(?)]

Por conveniência supomos que X(0) = 1 e definimos: .M'i/2,x = Mi/2,À(. 1?7(--1)

o, q(o)

Teorema 6 4 medida .A'í'1/2,X á {nuarãante para o processo rx(t)v7t E üznda se a

dástr ówiçâo {nÍc a/ de pane'cw/as é .A'4},À então rx(t)77t e X(t) são independentes.

,4/ém disto, X(t) á um Processo de Poisson com sa/Zo 2 e faia q.

Prova

A idéia principal da prova é a bijeção entre o processo KLS, na condição particular

do teorema, com o processo misantropo. Dada uma configuração inicial 77 do KLS

sob a distribuição ..t4'i/2,À À > } obtemos a configuração correspondente do processo

misantropo, contando o número de partículas entre buracos. Com isto um bloco

de partículas consecutivas no KLS são representados por uma coluna em um único

sítio no processo misantropo. E importante observar que para toda v7 -. .A'4't/a,x o

sítio -l estala sempre vazio e teremos uma partícula na origem e no sítio l. Isto
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permite construir uma única configuração no processo J-nisantropo com as seguintes

características:

e Na origem do sistema temos duas partículas, sendo que a de cima é a partícula

marcada.

e Em todos os sítios à esquerda da origem temos uma única partícula

e Em todos os sítios à direita da origem temos pelo menos uma pai'tícula

Como todas as partículas menos a marcada podem ser consideradas indistinguíveis

e a partícula marcada salta a passo 2 podemos fazer a seguinte descrição do processo

misantropo obtido do KLS(1) começando com 77 «' .M't/2,X, À > 1/2.

As partículas inicialmente em baixo, urna em cada sítio sob .A,4'i/2,À, são declaradas

inativas e nunca se movimentam. As demais partículas são declaradas ativas. Quan-

do houver partículas ativas no sítio z, a taxa l uma delas salta para z + 1, por

posicionando-se sob as demais partículas daquele sítio. E obvio que o processo das

partículas ativas é o processo de alcance nulo de taxa 1, totalmente assimétrico para a

direita, começando sem nenhuma partícula (atava) em {..., --3, 2, -- 1} e com produto

de geométricas(q), (onde q é a probabilidade de colocam duas partículas consecuti-

vas no KLS(1)), {0,1,2,3, ...} mais uma partícula em {0}, por baixo das demais,

se houver, que será a partícula marcada. E claro também , que a relação entre o

KLS(1) e o processo de alcance nulo assim descrita é l a 1 ( quando a medida inicial

do KLS(1) é .M't/2,X). Seja X{ a posição da partícula marcada no tempo t para o
processo de alcance nulo. De l61, Teorema Vl1.4.7 e Corolário Vl1.4.9, concluímos que

X{ -, Po(q), é independente de rx,t(t onde (t é o processo de alcance nulo descrito

acima, e rx,f(t -. (o. Traduzindo pata o KLS(1), temos o resultado do Teorema 6.+
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X(f) na representação do processo misantropo

X(t)na representação do KLS X(t)na representação do ASEP

Como corolário do Teorema 6 acima temos pala c ' l

Teorema 7 1,eí dos Grandes /Vzímeros

.kW - ,« - :({
Teorema 8 ,#ádrodinámáca

H.«'';..'k 'o. -,'- l :li; 111 : ill:i'
Prova

Escreva

4:,*S(e':t)rc--,J' - E.M'},*S(c':t)Tc--,-x(.--0/(Tx(.--0T)

Agora pelo teorema 1.2.1 vimos que rx(t)77f tem distribuição l4 ,À independente de

X(t) pare-t':

E.«''},* S(C':t)Te--,-X(.-- 0/('X(.-- 0q) - -Em' 4:,* 'b--,-x(.--O/('7)

Por fim, pela Lei dos Grandes Números para X(t), temos que: c-:r -- X(c':t)
converge quase certamente, quando c a < 2(: -- 1) e para+oo se

r > 2({ -- 1). Isto prova o corolário.+
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Pela simetria partícula-buraco, isto é, olhando o movimento do ponto de vista dos

buracos, para p < {, defina: XÕ(0) = --2, .M"P,i/2 = A'Íp,i/a(.177(--2) = 0,?7(--1) =

0 , ,7(0)

Teorema 9 1,e{ dos Grandes nlímeros

,ü'P-,l«
Teorema IO .Hidrodinámíca

.u«'",.-.,'ü''o. -,/ - l . {/', < 2(i - i5)
{/', > 2(i i.k)

Podemos usar os Teoremas 8 e 10 no seguintes casos: p < ! < À. Pata isto

defin.:XÓ(0) = --2, X.(0) = 1 .M"',,À = .U,,x(.1,7(--2) = 0,,7(--1) = 0,q(0)

l , ,7(1)

Teorema ll #ádrodánámzãca

.~«",,*''. '''. ,'- { ;;
z/' < 2(1 - Í-5)

d2(1 - i:b) < , < 2({
d« > 2({ i)

1)

Prova

Vamos acoplar ?7i -' .A''f',,À com 772 «' ./U'4:,À e 773 «' .A4",,- de maneira que: 771(g) =

q'(a),Va ? 0 e ,7:(a) = ,7;(z),Vz < 0. Soam Xi(0), como definido anteriormente

para configuração 77t, isto é a posição da primeira partícula a direita da origem que

possui uma partícula a sua esquerda. Analogamente defina X2(0) para ?2. Então,

Xt(t) = X2(t), pois pelo acoplamento a configuração à direita de XI(t),X2(t) é
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mesma em todo instante de tempo t, e a esquer(la teremos sempre a seguinte

co«Êguração nos dois sítios: q}(X:(t) - l) (X,(t) - 1) e ,71(Xi(t) - 2) =

l7?(X2(t) 2) = 0. Isto é, devido a que c = 1 e, para t ' 0, à esquema de Xt,X2

não existir um blocos de partículas. De acordo com o Teorema 8 a direita de X2(t)

teremos um braço do choque com perdi de densidade À. Para o lado esquerdo da

origem podemos aplicar um raciocínio análogo usando a simetria partícula buraco

Intuitivamente podemos compreender a formação do patamar com densidade 1/2

no teorema anterior da seguinte maneira: como a esquerda da origem temos densidade

menor que 1/2 a matriz de transição não permite o sorteio de duas partículas lado a

lado. Isto implica na formação do patamar com densidade 1/2 à esquerda da origem,

à medida que as partículas saltem em direção da origem. Do lado direito da origem,

o movimento de X(t) também irá deixar uma configuração de partículas alternadas

a sua esquerda até a origem, formando-se assim um patamar com densidade 1/2.

Assim temos duas ondas de choque, uma à esquerda da origem, que caminhará para

--oo e outra a direita que caminhará para +oo e entre elas teremos o patamar com

densidade 1/2

O Teorema ll estabelece a ocorrência de choques duplos microscópicos partind(»

se e se afastando-se um do outro, a não ser no caso em que p = 1 -- À = 0, onde

podemos dizer que há um choque simples congelado
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Capítulo 4

Choques simples no processo
. e z'+ .P j e

antiferromagnético

Estudamos choques no processo KLS no Capítulo 3 para c = 1. O mecanismo que

ajudou o estudo do choque naquele caso foi a formação da configuração congelada

quando partimos com uma configuração inicial 0 < p < 1/2 < À < 1. Para estas

condições nós provámos que p'S'(t) = u,,À para todo tempo. Para c < 1 não temos

este mecanismo e é necessário então uma abordagem diferente. Neste capítulo, vamos

estudar o caso em que 0 < c < 1(modelo antiferromagnético) e há apenas choques

simples. Isto, como discutiremos mais adiante, ocorre pala certos valores /), À, por

exemplo, p suficientemente próximo de 0 e À suficientemente próximo de 1. No caso

c = 1, isto corresponde ao caso trivial p = 0, À = 1 em que o choque é simples e conge-

lado. Vamos obter alguns resultados parciais. O principal deles é uma Lei do Grandes

Números pala uma marcada aleatória que acompanha macroscópicamente o choque,

isto é, a velocidade da marca, dada pela LGN é igual à do choque microscópico. A

abordagem será a mesma que a usada em l41. A dificuldade adicional vem de que
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discrepâncias em condições iniciais acopladas de forma básica não se conservam

Vamos acoplar v7 e ( e definir a seguinte nomenclatura:

. Se 77(3) = 1 e ((z) = 0 dizemos que 110 sítio z temos uma partícula mais isolada,

+;

. Se 77(a) = 0 e ((z) = 1 dizemos que no sítio z temos uma partícula menos
isolada,

. Se 77(z) = ((z) = 1 dizemos que no sítio z temos uma partícula mais e uma

partícula menos.Ou seja a partícula mais e a partícula menos estão acompan-

hadas uma pela outra neste sítio, ü;

. Se ?(z) = ((z) = 0 dizemos que no sítio :« temos um buraco

Assim do acoplamento podemos construir uma configuração no espaço E3

{0,--,ü,+lz onde: O representa um sítio vazio, um sítio ocupado com uma
partícula menos isolada, A um sítio ocupado com uma partícula que representa uma

partícula mais e uma partícula menos juntas e + um sítio com uma partícula mais

isolada. A dinâmica entre as partículas mais e menos será definida de maneira que

as marginais soam processos KLS, ou seja se olharmos as partículas + sozinhas ou

acompanhadas veremos um processo KLS com densidade À, distribuído sob .A4À e

se olharmos as partículas -- veremos uma processo KLS com densidade p sob ./U,.

Vamos definir nas figuras 4.1,4.1 e 4.3 as taxas do processo em -Ea apenas para as

transições & 1, ü + e + 1. As demais podem ser obtidas destas por meio da simetria

entre as partículas + e partículas -- e também que em termos de taxas as transições

+ l e + são as mesmas.
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:> G) l ®(D t-« "

4' l G)0a) t-'; '

:> 1 t0© t-"

::> (D l (g l tara l +c

G)G) l 0

a)a) l e)

:+

:+

:+

G)(3Q)(3 ta"" 2

G) l ®O f'"' l

0G)0G) t-" '

®i®0t"-'

é

C

:> (D l ® l t-""

:> a)0Q l '«"" '

:> 1 1 Q)<]) taça

:> G)O©® t'"" '

G)G) l G)

a)(D l l
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:>

:+

:+

G) l (D(D t'l"a l c
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Figura Taxas do processo em E3
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-.-..>.---+-

i(Di (g::> ii(1)(1D ta';al--c a)(D l <D:> (DiG)(3 ta""l+c

---.>.-->-

00iOi:+ ®lG)®z-«i ®G)i®+' ®iG)G)f«««"

--->----->.

0G)i®::+0t0(9z-"i-' iG)ii:+ l iQi f-"i

--->.---->.

®G)ii::> (DiG)i t""i+' q)(DiQ):> G)](])Qt""t

C)© l G)

+' ®a)oof-"'

+' G)0G)® '-" '

+ G)(11)G)(1) {a"" 2c

:> (:)(D(11)(D Zaz'z 2c

0Q 1 1 :> 0 1 G) l t""""

Oa>(D(D :> ®G)00 t««« "

Q)(9(D l :+ (DG)® l t-« l

a)®G)0 :> a)0®0 t""

Figura 4.2: Taxas do processo em E3
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:> (DG)(g(3 t":'a l-c (3(D(1) ] ::> (D(])(D l {a''l+

::> 0©®0 t"""i 1 0a)G) :> 1 G)0G) t-'l

::> 0G)®®t"""i i(D(Di :> iG)®i t""''

+' (11)G)©G) t""'i+' l 0G)® +' l G)0(9 f«««i-
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:> ®0©G) f-" l + .

Figura 4.3: Taxas do processo em E3
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Desta maneira, se temos inicialmente (lue ?(z) 2 C(a) Vz C Z no instante

inicial, então temos uma configuração em E3 somente com partículas mais e menos

acompanhadas ou com partículas mais isoladas, não aparecendo portanto partículas

menos isoladas. Porém isto não continuará a.ssim em todo instante de tempo t.

Vamos acoplar q «' ./ç'íÀ com ( '- ./L4, com À > p de maneira que ?7 ? ( Vz C Z

e deste acoplamento, construiremos uma medida r2 em E3 com as seguintes pro-

priedades: as marginais de r2 serão .A4À e ..A4p, r2 é uma cadeia de Markov. Para isto

soam: pi, qi os parâmetros da cadeia de Markov que gera .A4P e p2) q2 os parâmetros

que geram z/À. Tais parâmetros devem satisfazer as condições da Teorema 2. Seja

seguinte cadeia de Markov com dois tipos de partícula, Q2:

o ü +

) ;
Obeservação: Esta construção só faz sentido se pi + q2 $ 1. O espaço paiametrico

neste caso é não vazio pois das relações:

1 -- Pz Pi P2 -- Pt

q2 1 -- qi qt -- q2

q2 Pt 1 -- q2 -- Pt

(4.1)

' l +.«(i -2Ày+4À(t - À):li:

2(1 À)
1 + l/'(1 - 2À)' + 4À(l - À)+É

escolhendo p = 1 -- À temos que pi = q2 e portanto a relação pi + q2 $ 1 fica satisfeita

para À próximo de l e p próximo de zero

Seja a2 uma cadeia de Markov estacionária dada pela matriz Q2. Esta cadeia

possui uma única medida de equilíbrio dada por:

q-
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«',(o)

«'2 (J: )

«,(+)

l À (4.2)

(4.3)

(4.4)

Lema 4.1 .4s marginais de a2 sâo pP e PÀ

Prova

Vamos chamar de .X. a conâguração obtida de n2, onde representaremos a partícula

ü poi l e a partícula + por 2. Defina as projeções Yn, Z. por

. Se X. = 0 ou l então }''L = Z. = X.;

e Se X. = 2 então yn = 0, Zn = l

Alem disto vamos definir uma relação de compatibilidade: Dizemos que: z{ «. g/i

se ai = le yi:: l ou se zi = 0 ou 2 e Z/i =0

Dados Yo, ...,Yn-2 C {0, 11:

«'2(Yn = 1, yn-l = 1,yn-2 = g/.-2, .,yo

E «,(X« - l,X.., - «.-,,...,Xo - «o)
a;0 ).. . }a'n --2 /"''''3/0 )...tgn --2

«',(x« i) E «,(x«-:-i,x..,-«.-,,...,x.
rO t ... IZ'n--2/''''3/0 9 '.. }3/n --2

«.)

(1 q:)«',(yn-: = 1, yn 2 "«-', ..., yo = yo)
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Da mesma forma temos que para

«'2(yn = 1, yn.] = 0, yn., "«-' , . . . , yo

E «',(x. x.-: x.., Xo «.)
a'0 ) . . . :ÍZ' n

E «,(x«
rO )...}Zn --2 r''J3/0 )...}3/n --2

l,X..t 2, X,[.2 := Zn 2] ., Xo = zo)

«',(x.-: .,Xo
rO t' . . }Zn --2 rvy0

P: E «,(X«---2,X..,-«.-,,...,Xo-«.)
a;0 )...):Z;n--2 ruga )...93/n --2

= Pln'2(Yn l 0,yn 2 "«-', ..., yo

Podemos repetir o mesmo argumento pai'a a projeção Zn. Com isto concluímos

que através das projeções obtemos Q, e QÀ de Q2 e isto garante então que as marginais

de a'2 são PÀ e pP'+P

Vamos definir agora o fluxo de partículas através de uma posição aleatória, U(f)

R+ --} Z constantes por partes. Seja 77 C E:3, 77 N n,. Vamos definir pi(0) como

sendo a posição da i-ésima partícula mais no instante inicial e p{(t) a posição desta
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partícula no instante t . Para âxar a representação vamos chamar de po(0) a primeira

partícula mais a direita da origem no instante inicial. Da mesma forma vamos definir

n{(0) a posição da i-ésima partícula menos no instante inicial. Vamos definir os fluxos

através de uma posição aleatória U(t) da seguinte maneira:

/?u+(s) = BÍ{ : pi(t') $ U(t ); pi(t) > t/(t), para algum t $ s}
--BÍi:pi(f') 2. U(t); p{(t) < U(t), p«raalgum f $'} ,. ..Í4.5)

/%(') = $Íi : ní(t') 5; U(t'), n:(t) > U(t), p;r« alg«m t .$ .} '
--lli: n{(t') ? U(t'); ni(t) < U(t), p.r; algum t $ }

Estamos interessados também em saber se a partícula mais (menos) que cruza

a marca, faz isto sozinha ou acompanhada de uma partícula menos (mais). Para
verificar isto vamos definir:

r'.4(') {{,a.jcz t$:Pi(f') 5;u(t);P{(t) >u(t)}
Blí,].jCZet$':p{(f') 2P(t');p{(f) <U(t)}

(4.6)

Ou seja FA(s) conta o número de partículas mais e menos que saltam acompan-

hadas pela marca menos o número de partículas acompanhadas sobre as quais a
marca saltou sobre elas

Vamos definir agora o fluxo de partículas através de U até o tempo s que pulam
sozinhas:

f'S+(') = HÍi: Pi(t') $ U(t'), Pi(t') :# nj(t') V.Í; pi(t) > U(t), p,r. .lgum f 5; .}

+Hli : PÍ(t') $ c/(t'),aj:p{(t') = nj(t');P{(t) > U(t),p{(t) # nk(t)VÊ, par; 'lg«m t $ '}
H{ : P (t') ? U(f'),p{(t') # n/(t')Vj; p{(f) < t/(t), para alg«m t $ .;}

--H{Í : Pi(t') $ U(f'), :3.i : P{(f') = mj(f');P{(t) < U(t),pi(Z) # nk(t)Vk, p-ra alg«m t .$ ;}
(4.7)
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t'.S' (s)=Utt :ni(t )$U(t ),n (t J #pj(t JV.Z; n (IJ >u(t), paraatgum [$ s.t

+lli: n{(t') 5; U(t'),3.j : ni(t') = pj(1'); ni(t) > g(t),pj(t) # nk(t)Vk, p,r; 'lg«m t $ s}
--Hl{ : n{(t') ;. U(t),ni(t') #pj(t')Vj; ni(t) < U(f), para ;lg«m t .$ .}

--Hli: n{(t') $ U(t'),3.j: ni(t') = p.j(t');ni(t) < U(t),n{(t) # pk(t)Vk, p«r- 'lgum É $ '}

Claramente, todo salto de uma partícula +, (--) é um salto ou acompanhado ou
..l ;+ á.;,l T .ncrn temi nq

Hvt)v vvxxAvv «

Fu+(.) ) + F'S*(') (4.9)

.r%'(.) (.) + F'S-(') (4.10)

De (4.9) e (4.10) obtemos a seguinte relação

Fu+(.) - .r%'(;) f's- (; ) (4.11)

Vamos definir agora o movimento de uma manca JW(t) C Z que depende da

configuração ? C .ll;3, com ?7 v a2. Inicialmente esta marca está em cima de uma

partícula mais isolada, digamos a primeira à direita da origem. A interação desta

manca com as demais partículas se dá sob as seguintes regras:

e Regra 1: Se a partícula mais com a marca salta em cima de uma partícula

menos, então a marca salta para a próxima partícula mais isolada à direita.
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e Regra 2: Se uma partícula menos salta sobre a partícula mais com a marca

então manca salta para a próxima partícula mais isolada à esquerda.

Decorre destas duas regras que

e Fato 1: Se a partícula mais com a marca salta sobre uma partícula menos ,

temos uma partícula mais que está na manca e uma partícula menos que está

à direita da marca que após o salto estarão à esquerda da marca e portanto

contarão -l para F'S+ e p'$.

+ Fato 2: Se uma partícula menos salta sobre a marca, temos uma partícula mais

que esta na marca e uma partícula menos que está à esquerda da marca que

após o salto estação a direita da marca e portanto contarão +l para /'S+ e

Decorre de 77 -u az que para ?7? temos

B Fato 3: Será enlmciado no lema a seguir e é uma propriedade importante para

o processo KLS.

Lema 4.2 Soó n2, entre d as partÍbu/as mais consegui t;as pode e= sfír no mázÍmo

uma padícuta menos.

Prova:

Se ?7 -, n2 então inicialmente não temos nenhuma partícula menos isolada. Da

maneira como foram definidas as regras de movimento das partículas mais e menos ve-

mos que para criei uma partícula menos isolada os únicos mecanismos são os mostra-

dos nas figuras abaixo:
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. i) l :L l + - -- > 1 + --+ taxa c

. 2)+:tll- -- > + - +l

. 3) - J: -- -- > + --ll taxa c

. 4) l :L 1 - - - -- > 1 -- +- taxar

. 5) + Ü 1 -- - -- --- > + -- + taxa 2c

. 6)- :L l + > -- -F --+ taxa 2c

Por estes 6 mecanismos, cada partícula menos isolada criada ficará entre duas partículas

mais isoladas. Vamos olhar agora o movimento das partículas mais e menos isoladas

e verificar se é possível em geral configurações com partículas menos isoladas consec-

utivas sem uma partícula mais isolada entre elas. Para isto vamos considerei uma

partícula menos isolada e chamar de pse, a primeira partícula mais isolada a sua es-

querda, (e sempre existe uma pois a distribuição incial é sob r2 e os mecanismos l a 6

criam partículas menos isolada entre duas partículas mais isolada), e psd a primeira

partícula mais isolada a direita. Soam duas partículas menos isoladas, consecutivas

quaisquer. Como toda partícula menos isolada foi criada por um dos mecanismos

l a 6, cada uma delas, logo após terem sido criadas, possuem pse,psd. Se a psd

de partícula menos isolada for a pse para a outra partícula menos isolda e se esta,

partícula mais isolada encontra a partícula menos isolada então as duas deixam de

ser isolada e a psd da partícula mais isolada que sobrou passa ser a psd da antiga

partícula menos isolada. Ou seja:

+ -- -- ---- > +++

Mesmo assim continuaremos a ter uma partícula menos isolada entre duas partículas

mais isoladas.

&.....+
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Assim pelos mecanismos l a 6 e pelo movimento das partículas mais e menos iso-

ladas nunca iremos gerar duas partículas menos isoladas consecutivas sem a presença

de uma partícula mais isolada, enfie elas. +

Lema 4.3 0 ./Ztt=o de parta'cu/a mais {so/abas atrai;és de A4 á g a/ ao ./Zu=o de

p«{ú«/" m.«« {'o/«d« «t««é; d. M, ou ;d"' f'S+(') ('), V'

Pela regra da exclusão entre partículas mais, uma partícula mais isolada não pode

passar pela marca a não ser quando a laica deixa uma partícula mais isolada, o que

ocorre quando esta encontra uma partícula menos, e salta pala próxima partícula

mais isolada à direita ou esquerda. Mas quando isto ocorre temos a seguinte situação:

Quando a marca abandona a partícula mais em que está e pula para próxima

partícula mais ela salta sobre somemente uma partícula mais isolada(justamente

aquela na que estava) e uma partícula menos isolada(justamente aquela que a marca

encontl.a e que a faz trocam de partícula mais isolada). Isto porquê não há outras

partículas -- isolada até a próxima partícula + isolada, como foi demonstrado pe"
lo Lema 4.2. Neste caso a contribuição para ambos os fluxos é a mesma, como foi

observado pelos fatos l e 2.

A marca não pode saltar por mais de uma partícula mais isolada, p

definimos seu movimento, ela salta para próxima partícula mais isolada.+

Portanto a relação (4.11) pala M(s) fica:

Prova

Ols como

p.b(;) - Fh(;) (4.12)

Ao definir /U(s), por (4.5), precisamos olhar todas as trajetória das partículas
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entre 0 e s. No entanto soam os fluxos de partícula mais e menos definidos abaixo,

olhando somente a posição inicial e no instante s das partículas:

7'l(;) (o) $ u(o), p.(t) > t/(f),t $ '}
-HÍi: p{(o) 2. u(o), p:(t) < u(t),t $ ;}

7'l;(.) Bl{ : n{(0) $ U(0), ni(t) > U(t),f $ '}
-$1Í : n.(0) 2 U(0), n:(t) < U(t),t .$ '}

(4.13)

Podemos obse:va: que: FU+(s) = F:l(') e /Ç(') = 'FÕ(')

Lema 4.4 Se t/(t) $ t/'(t),Vt então

7q(t) - 'PÕ(t) - ('ÍB,(t) - 'FÕ.(t)) 2. -i

Prova

Pela definição

'pl}(t) - 'FÚ(t) BÍ{ : P{(0) $ U(0), Pi(t) > U(t)}
-lÍi: pi(o) ? u'(o), pi(t) < u(t)}

BÍi : n (0) $ P(0), ni(t) > t/(t)}
+lti: n:(0) 2 P(0), n{(t) < U'(t)}

(4.14)

'F:,(t) + 7Ú,(t)

+lÍi
-$Íd

Pi(0) 5; U(0), Pi(t) > t/'(t)}
P.(o) ? u'(o), P{(t) < u'(t)}
n:(0) 5; U'(0), n;(t) > P'(t)}
ni(0) 2 U(0), ni(t) < t/'(t)}

(4.15)

Somando as equações (4.14) e (4.15) e combinando os termos envolvendo p{ e n{

separadamente cheganaos
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rl}(t) -7l;(t) - ('F:,(f) -'FÕ,(t)) - Blj : u(t) 5; p:(t) $ u'(t)} (4.16)
-Bti : t/(t) $ «.(t) s; u'(t)}

Sempre (lue tivermos uma partícula :L entre U(t) e U'(1) esta partícula contara

+l para a soma de partículas positivas e +l para a soma de partículas negativas

(4.16). Portanto as partículas :L não alteram o resultado de (4.16). Pelo Fato 3,
cada partícula menos isolada deve estar entre duas partículas mais isolada ou entre

duas partículas menos isoldadas consecutivas deve sempre existir pelo menos uma

partícula mais isolada. Assim podemos majorar (4.16) pelo número de partículas

menos isoladas entre t/(t) e U'(t). Se tivermos somente uma partícula menos isolda-

da neste intervalo então o menor valor de (4.16) será --l, ou sda não temos nenhuma

partícula mais isoladas no intervalo. Mas caso tenhamos somente duas partículas

menos isolada, no intervalo, então necessariamente teremos uma partícula mais iso-

lada entre as duas partículas menos isoladas e neste caso o menor valor possível de

(4.16) será --l. Suponha agora que tenhamos n partículas menos isoladas entre U(f)

e ü'(t) então pelo Fato 3 deveremos ter pelo menos n-l partículas mais isoladas neste

intervalo e assim o menor valor possível de (4.16) será l.+

Teorema 12

UWU -«:- ''*'% Px, ....
onde F(.) é dado pelo Teorema 4 da Capítulo 2.

(4.17)

Observação: O lado direito de (4.17) coincide com a velocidade do choque

microscópico neste caso, vede [1], ]21 e ]31, o que torna M(t) uma marca macroscópica

do choque. A questão de se M também é uma manca microscópica do choque fica

em aberto neste trabalho e será objeto de futuras investigações.
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Prova:

Seja U.(t) com lei de Poisson(w), com w = u õ, â > 0, independente de v7 C

.E;, 77 ,- n2. Então, M(t) > Pi(t) pala Vf grande. Para mostrar isto, suponha que

não, isto é, ]t:,t2, ....t., t. -.> .o tal que: M(t.) $ Ui(t«). Do lema (4.4) temos:

F:,. (t ) F;(t) - ('Zq. (t) F'ú. (t)) ? -l

Mas do lema (4.3), PL(t) -- PL(t) = 0 portanto

71Ç. (t) - 'Pl;. (f) $ 1

7q.(f) 'Fl;.(t) , l
t. f.

lím;«p '(t) .?lli4(0 .$O
n-+oo t,n

Como a marginal das partículas + é um processo KLS com densidade À e das

partículas --, com densidade p pelo teorema 5 temos então:

(/\ -- '',À) -- (F), - '"p) $ u

Fx F.UJ > ' ::D

o que é uma contradição pois to < t;.

Seja U2({) com lei de Poisson(u + õ), '5 > 0, independente

Então, repetindo o argumento usado pala Ut, temos que M(t) <

desta :n-eira, Ui(t) < M(t) < t/2(t)para Vt grande. Tomando

ii. !qa . l:. !g© . n. y!©
i;& f 't3& t 't-+.o t

u--8< 1im JW(t) <u+õ .f)z q.c-

O resultado segue fazendo .5 --} 0. +

de 77 C JI'3, 77 «, a2.

U2(t) pala Vt. Assim

o limite em t. temos:
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Conclusões

A principal técnica usada nas demonstrações desta tese foi o acoplamento. Primeira

mente acoplamos o processo KLS visto de uma partícula ou buraco de referência com

o processo misantropo. Depois disto utilizamos o acoplamento em várias ocasiões

como por exemplo nas demonstrações dos teoremas que envolvem choques duplos.

Finalmente usamos o acoplamento para construir um processo com três tipos de

partículas

O processo com três tipos de partículas parece ser promissor para um estudo

mais detalhado de suas propriedades, afim de verificar se ele pode ser usado para

demonstl.ar a existência de choques para 0 < c < l

Finalmente podemos usar o teorema l para caracterizar, através das taxas, uma

classe bem maior de sistemas de partículas do que o processo KLS, (digamos prc'-

cesso KLS generalizado). Para estes processos nós teríamos então, já caracterizados,

as medidas invariantes e invariantes poi translações e resultados sobre o fluxo de

partículas.
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