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Resumo

Nesta tese, tratamos de refinamentos para testes de hipéteses em modelos de re-
gressao lineares e nao-lineares heteroscedésticos. Na primeira parte da tese, obte-
mos uma corre¢ao de Bartlett para um teste de heteroscedasticidade baseado em
verossimilhanga perfilada modificada proposta por Cox e Reid (1987) no modelo
de regressao normal linear considerando que o pardmetro que define a estrutura de
heteroscedasticidade é possivelmente multidimensional. Na segunda parte, estende-
mos esses resultados para a classe dos modelos nao-lineares da familia exponencial
com parametros de dispersdo que néo sao constantes para todas as observacoes. Fi-
nalmente, na terceira parte da tese, desenvolvemos novos ajustes para estatisticas
da razéo de verossimilhancas nesta classe de modelos, desta vez com base nos tra-
balhos de Skovgaard (1996, 2001). Os resultados assim obtidos sdo bem gerais e
produzem, como caso particular, ajustes para o tese da razao de verossimilhancas
de heteroscedasticidade. Desenvolvemos estudos de simulacdo de Monte Carlo para

avaliar e comparar numericamente os desempenhos dos testes em amostras finitas.



Abstract

In this dissertation, we deal with refinements for hypothesis tests in linear and non-
linear heteroskedastic regression models. Firstly, we obtain a Bartlett correction for
a test of heteroskedasticity based on the modified profile likelihood proposed by Cox
and Reid (1987) in the normal linear regression model assuming that the parameter
that defines the heteroskedasticity structure is possibly multidimensional. Secondly,
we extend these results to the class of the exponential family non-linear models
with dispersion parameters that are not constant over the observations. Thirdly, we
develop new adjustments for likelihood ratio statistics in this class of models. These
adjustments, which are based on Skovagaard’s work (see Skovgaard, 1996, 2001),
are very general and lead, as a particular case, to adjusted likelihood ratio tests of
heteroskedasticity. The finite-sample performances of the various tests considered

in this dissertation are evaluated and compared using Monte Carlo simulations.
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CAPITULO 1

Introducao

Pesquisas em teoria assintética de alta ordem tém crescido a passos largos nos
tltimos 20 anos. Esta teoria tem como objetivo principal o refinamento de métodos
inferenciais a fim de torné-los mais precisos em amostras finitas. A teoria assintética
de alta ordem utiliza aproximagoes baseadas em expansdes de Edgeworth, ponto
de sela e Laplace, enquanto que na teoria assintética de primeira ordem os resulta-
dos decorrem de técnicas de linearizacdo local baseadas em expansoes de série de
Taylor e no teorema do limite central. Nesta tese enfocaremos duas vertentes da
teoria assintotica de alta ordem: a primeira corresponde  obtencdo de ajustes para
verossimilhancas perfiladas e a segunda visa & obtencdo de ajustes para estatisticas
de teste.

Na presenca de pardmetros de perturbagio, inferéncias podem ser baseadas na
fungao de verossimilhanga perfilada. Esta depende apenas do parametro de inte-
resse, uma vez que € obtida da verossimilhanca original em que os parametros de
perturbagao sao substituidos por seus estimadores de méxima, verossimilhanca ob-
tidos para cada valor fixado dos parametros de interesse. Embora a verossimilhanga,
perfilada goze de algumas propriedades semelhantes as que sdo vilidas para a veros-
similhanga genuina, ela pode apresentar, por exemplo, vicios na funcdo escore e na
informagao. A presenca de um nimero consideravel de pardmetros de perturbacéao
também deteriora a qualidade das aproximacoes envolvidas nas inferéncias que se
baseiam em resultados assint6ticos. Desta forma, torna-se importante obter ajustes
para a verossimilhanga perfilada que reduzam estes problemas. Esta é a primeira

vertente da teoria assintética de alta ordem a ser abordada nesta tese.

Viérios ajustes para a funcdo de verossimilhanca perfilada e para estatisticas

da razao de verossimilhancas derivadas de tal funcdo tém sido propostos recente-
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mente. Como exemplos de trabalhos recentes neste sentido, podemos mencionar
Barndorff-Nielsen (1983, 1994), Cox e Reid (1987), DiCiccio e Stern (1994), Simo-
noff e Tsai (1994), Ferrari e Cribari-Neto (2002), Stern (1997), Wei, Shi, Fung e
Hu (1998), Severini (1998), Bellio e Brazzale (2000) e Ferrari, Lucambio e Cribari—
Neto (2003). '

Barndorff-Nielsen (1983) definiu uma versao modificada da funcdo de verossi-
milhanga perfilada que é invariante sob reparametrizagoes da forma (v,9) —
(v, ¢(v,)), sendo v o vetor de parametros de interesse, 1) o vetor de parametros
de perturbacdo e ¢ uma funcio de v e 1. Esta versio é baseada na férmula p*,
uma aproximagao para a densidade condicional do estimador de méxima verossi-
milhanca do vetor de pardmetros do modelo, dada uma estatistica ancilar. Pode ser
dificil obter a funcéo de verossimilhanca perfilada modificada de Barndorff-Nielsen
em problemas particulares, uma vez que esta depende da determinacdo de uma
estatistica ancilar e envolve derivadas com respeito ao espaco amostral. Barndorff—
Nielsen (1994) propoe duas aproximagoes para a verossimilhanca perfilada modi-
ficada para o caso em que o pardmetro de interesse é escalar que nao requerem a
determinacao de uma estatistica ancilar. Severini (1998) derivou uma aproximacao
para a verossimilhanca perfilada modificada de Barndorff-Nielsen (1983, 1994) que
nao exige a determinagdo de uma estatistica ancilar e nio envolve derivada com
respeito ao espaco amostral.

Cox e Reid (1987) definiram uma, versio modificada da verossimilhanga perfilada,
explorando as conseqiiéncias da ortogonalidade entre os parametros de interesse e
os de perturbacdo em que um termo de ajuste é incorporado a verossimilhanca
perfilada anteriormente & estimacfo. Esta é uma versio penalizada do logaritmo
da funcdo de verossimilhanca perfilada em que a penalizacdo leva em conta a in-
formagao sobre o pardmetro de perturbaco para cada valor do parametro de inte-
resse. Esta pseudo-verossimilhanca requer uma parametrizacao que sé é garantida
existir quando o pardmetro de interesse é escalar. Embora qualquer funcdo dos
parametros de perturbagéo seja também ortogonal ao parametro de interesse, a

verossimilhanga perfilada modificada ndo é invariante sob reparametrizacoes da
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forma (v, %) — (v,((v,%)). A modificacdo de Cox e Reid para a verossimilhanca
perfilada atenua o efeito do nimero de pardmetros de perturbacdo e é baseada em
expansao de ponto de sela. Wei, Shi, Fung e Hu (1998) utilizaram o ajuste de Cox e
Reid (1987) para desenvolver o teste da razao de verossimilhancas perfiladas modi-
ficadas e um teste escore ajustado em modelos nio-lineares da familia exponencial.
Vale salientar que a estatistica da razao de verossimilhangas perfiladas modificadas
foi derivada somente para os modelos nao-lineares normal e normal inverso.

A segunda vertente da teoria assintética de alta ordem a ser abordada nesta tese
visa a obter ajustes para estatisticas de teste. Mais especificamente, enfocaremos
a estatistica da razao de verossimilhancas (LR). Em problemas regulares, esta
estatistica tem, sob a hipdtese nula (M), distribuicdo Xf, aproximadamente, em
grandes amostras, onde p é o niimero de restri¢des impostas por Hy e o erro dessa
aproximacao ¢ de ordem n~!. A idéia de modificar a estatistica por um fator de
corregao, visando a produzir uma estatistica modificada com o primeiro momento
igual ao da distribuicdo x? de referéncia é devida a Bartlett (1937). Sob a hipétese
nula, a média da estatistica LR pode ser expandida, em problemas regulares, como
E(LR) = p{1 + ¢/p+ O(n"?)}, onde n ¢é o tamanho da amostra. Assim, a média
da estatistica modificada LR* = LR/(1 + ¢/p) é dada por p 4+ O(n"2) e é “mais
proxima” daquela da distribuicao X?, do que a média de LR. O fator de correcio
1/(1 +¢/p) tornou-se conhecido como correcio de Bartlett.

Lawley (1956) desenvolveu um método geral de obtencao de ¢ em termos de cu-
mulantes do logaritmo da fungéo de verossimilhanca, que sio simplesmente valores
esperados de produtos de derivadas do logaritmo da funcéo de verossimilhanga.
Além disso, através de uma demonstracio extremamente complexa, concluiu que
a estatistica da razao de verossimilhancas modificada tem todos os momentos con-
cordando com os respectivos da distribuicdo x? de referéncia, ignorando os termos
de ordem n~2. Deve-se destacar que o fator de corregao de Bartlett ndo depende do
valor da estatistica da razdo de verossimilhancas, mas pode depender de parametros
desconhecidos e, neste caso, estes devem ser substituidos por suas respectivas es-

timativas de mdxima verossimilhanca sob a hipétese nula. Barndorff-Nielsen e
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Hall (1988) mostraram que a distribuicdo nula de LR*, substituindo ou nio c por
seu estimador de maxima verossimilhanca sob Ho, coincide com a distribuicdo X,%
com erro de ordem n~2. Barndorff-Nielsen e Cox (1984) apresentam um método
indireto de célculo das corregdes de Bartlett. Barndorffi-Nielsen e Blaesild (1986)
desenvolvem um método alternativo para obtencdo de correcio de Bartlett, en-
quanto que McCullagh e Cox (1986) apresentam férmulas alternativas para obter
as correcoes.

DiCiccio e Stern (1994) mostraram que é possivel obter correcdo de Bartlett para
a estatistica da razdo de verossimilhancas proveniente de uma verossimilhanga per-
filada modificada de tal forma que a aproximacao por X;‘ﬁ para a distribuicao da
estatistica corrigida seja de ordem n~2. Note-se que as duas vertentes da teoria as-
sintGtica de alta ordem citadas anteriormente se unem aqui: inicialmente a funcéo
de verossimilhanga perfilada é modificada e uma estatistica da razao de verossi-
milhancas é obtida; posteriormente, esta estatistica é corrigida. Espera-se que a
modificacao na verossimilhanca perfilada atenue o efeito dos parametros de per-
turbacdo e a correcao & estatistica melhore a aproximagao de sua distribuicio pela
distribuigdo assintética.

Usando os resultados de DiCiccio e Stern (1994), Ferrari e Cribari-Neto (2002)
corrigiram o teste de heteroscedasticidade em modelos de regressao normais lineares
proposto por Simonoff e Tsai (1994) e obtiveram um teste da razio de verossimi-
lhancas perfiladas modificadas corrigido, que € preciso até segunda ordem, para o
caso em que o parametro de interesse ¢ unidimensional. Stern (1997) derivou um
ajuste aditivo ao logaritmo da funcdo de verossimilhanca perfilada que reduz os
vieses da fungao escore e da matriz de informacdo obtidas desta fungdo. Ferrari,
Lucambio e Cribari-Neto (2003) obtiveram a expressao correta para o ajuste de
Stern (1997), a qual continha um erro, e derivaram uma corregao de Bartlett para a
estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas ajustada na classe dos modelos
lineares generalizados.

Atencdo tem sido dada também a obtencao de ajustes para a estatistica da razio

de verossimilhancas sinalizada (R) que pode ser utilizada quando o pardmetro de
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interesse é unidimensional. O ajuste de Barndorf-Nielsen (1986, 1991) envolve
derivadas com respeito ao espaco amostral, requer a especificacdo de uma estatistica
ancilar e pode, portanto, ser muito dificil de se obter em problemas particulares.
Skovgaard (1996) obteve uma aproximagao para o ajuste de Barndorff-Nielsen
que evita tal dificuldade. Uma extensio desses resultados para englobar o caso
da estatistica da razdo de verossimilhangas na situagdo em que o pardmetro de
interesse ¢ multidimensional foi obtida por Skovgaard (2001) e seré objeto de estudo
desta tese.

Os resultados de Skovgaard (1996) foram utilizados por Lyon e Peters (2000)
para obter um teste da razdo de verossimilhangas ajustado para testar um dos
componentes da varidncia em modelos lineares mistos. Esses resultados foram uti-
lizados também por Bellio e Brazzale (2003) para desenvolver e implementar com-
putacionalmente no software S-Plus (Becker, Chambers e Wilk, 1988 ¢ Chambers
e Hastie, 1992) testes da razdo de verossimilhancas ajustados em modelos de re-
gressao nao-lineares heterosceddsticos. No entanto, os métodos somente estao im-
plementados para o caso em que ha uma tinica covariada (com réplicas). Na prética,
quando hd heteroscedasticidade, as variancias dos erros freqiientemente dependem
de mais de uma covariada, entdo é importante estender os resultados obtidos na
literatura para abordar o caso em que o parametro que define o comportamento
de heteroscedasticidade ¢ multidimensional. Yi, Wu e Liu (2002) implementaram
rotinas computacionais em S-Plus com base nos resultados propostos por Skovga-
ard (1996) para testes sobre os pardmetros de regressao em modelos de regressio
normal linear e nao-linear. Novamente, esta implementagéo somente esté desenvol-
vida para o caso unidimensional.

Esta tese tem trés objetivos principais. O primeiro é obter um fator de correcao de
Bartlett para o teste de heteroscedasticidade de Simonoff e Tsai (1994) no modelo
normal linear. Este teste é baseado em uma verossimilhanca perfilada modificada
obtida segundo o enfoque de Cox e Reid (1987). O teste proposto tipicamente exibe
inferéncias mais confidveis em amostras finitas, mas a estatistica do teste ainda ¢

distribuida como X;,Z) sob a hipétese nula com erro de ordem n=!. J4 para a estatistica
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corrigida este erro é de ordem n=2. O segundo objetivo é estender os resultados
de Simonoff e Tsai (1994) para os modelos nio-lineares da, familia exponencial e
obter a correcao de Bartlett para o teste de heteroscedasticidade baseado na veros-
similhanca perfilada modificada de Cox e Reid (1987). Deve ser mencionado que
heteroscedasticidade nesse contexto significa que o parametro de dispersdo (néo
necessariamente a variancia) néo é o mesmo para todas as observagdes. Como ji
mencionado, a modificacdo de Cox e Reid (1987) requer que os pardmetros de in-
teresse sejam ortogonais aos de perturbacdo. No entanto, no modelo gama, um dos
membros da classe de modelos considerada, esta ortogonalizacao ndo foi possivel
de ser obtida. O terceiro objetivo da tese é obter ajustes para testes da razdo de
verossimilhancas nos modelos néo-lineares da familia exponencial baseados na pro-
posta de Skovgaard (2001), a qual ndo requer ortogonalidade de parametros. Uma
aplicagao particular dos resultados refere-se ao ajuste para o teste de heteroscedas-
ticidade.

Apresentamos no Capitulo 2 uma breve introdugao ao modelo de regressio nor-
mal linear e alguns testes de heteroscedasticidade. Desenvolvemos uma, expressao
simples para o fator de corregdo de Bartlett que é bastante geral e que pode ser
usada para aperfeicoar o teste da razao de verossimilhangas perfiladas modifica-
das em diferentes classes de modelos. Este resultado cobre a situacao na qual o
parametro de interesse é multidimensional, generalizando assim os resultados apre-
sentados por Ferrari e Cribari-Neto (2002). Comportamentos em amostras finitas
dos diferentes testes sao apresentados em relaao a tamanho e poder. Analisamos a
influéncia do niimero de parametros de perturbacéo e de parametros de interesse no
desempenho dos testes. Apresentamos também aplicacoes a dados reais e algumas
consideracoes finais sdo apresentadas.

No Capitulo 3, apresentamos uma breve introducao aos modelos ndo-lineares
da familia exponencial que sdo extensdes naturais dos modelos lineares generaliza-
dos e dos modelos de regressao normais nao-lineares. Apresentamos também alguns
testes de heteroscedasticidade, incluindo um teste baseado em verossimilhanca per-

filada modificada. Desenvolvemos um fator de correcao de Bartlett que pode ser
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aplicado & estatistica da razdo de verossimilhancas perfiladas modificadas nesta
classe de modelos. Este resultado estende, portanto, o resultado desenvolvido no
Capitulo 2, que é restrito ao modelo normal linear. Desenvolvemos um ajuste para
0 teste proposto por Wei, Shi, Fung e Hu (1998), obtendo assim um teste da razio
de verossimilhancas perfiladas modificadas corrigido que é preciso até segunda or-
dem. Notamos que o ajuste de Cox e Reid (1987) néo pode ser aplicado a todos os
modelos nao-lineares da familia exponencial, por exemplo, o modelo gama. Resul-
tados numéricos sobre o comportamento em amostras finitas dos diferentes testes
sao apresentados. Aplicagdes a dados reais sfio também apresentadas e no final do
capitulo sdo feitos alguns comentérios.

O Capitulo 4 trata da obtencdo de ajustes para a estatistica da razio de veros-
similhangas com base na proposta de Skovgaard (2001) que podem ser utilizados,
sem excegao, sob todos os modelos néo-lineares da familia exponencial. Estes ajus-
tes sao mais gerais, pois sdo vélidos para testar qualquer hipétese de interesse e,
em particular, serdo feitos ajustes para o teste de heteroscedasticidade. Estes no-
vos ajustes apresentam uma vantagem em relacio ao ajuste de Cox e Reid (1987)
por serem invariantes segundo reparametrizacoes da forma (v, 1) — (v, C(v,v)),
sendo v o vetor de pardmetros de interesse, 1 o vetor de parametros de perturbacao
e ¢ uma funcéo de v e 1. Outra vantagem é a aplicaco direta & estatistica da razio
de verossimilhangas, enquanto que o ajuste de Cox e Reid, ao contrério, é aplicado
a fun¢do de verossimilhanga perfilada, a qual deve ser maximizada sob o modelo
restrito (sob Hp) e irrestrito para, posteriormente, obter-se a estatistica ajustada.
Quando os estimadores de méxima verossimilhancas restritos dos parametros de
perturbagao ndo tém forma fechada estas maximizacdes podem ser computaci-
onalmente mais complexas. Outra vantagem adicional é que nao € necessaria a
ortogonalizacao entre os pardmetros de interesse e os de perturbagdo. Estes novos
ajustes apresentam uma vantagem em relacdo ao fator de correcao de Bartlett,
uma vez que sao mais simples de serem obtidos pois requerem a obtencao de cu-
mulantes do logaritmo da fun¢do de verossimilhancas até segunda ordem, que sdo

simplesmente valores esperados de produtos de derivadas do logaritmo da funcio
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de verossimilhanca. J4, para o cdlculo do fator de correcao de Bartlett, é necessdria
a obtencao de cumulantes do logaritmo da funcdo de verossimilhancas até quarta
ordem e derivadas destes cumulantes.

Poucos resultados sdo encontrados na literatura acerca do desempenho dos ajus-
tes de Skovgaard (2001) no caso em que o pardmetro de interesse é multidi-
mensional. Nosso trabalho veio a preencher parcialmente esta lacuna. Resultados
numericos sobre o comportamento em amostras finitas de diferentes testes de he-
teroscedasticidade nos modelos de regressao linear e nos modelos nao-lineares da
familia exponencial sdo apresentados em relacéio a tamanho e poder. Consideramos
também aspectos de robustez dos testes apresentados. Aplicagoes a dados reais séo
apresentadas e consideragfes séo feitas no final do capitulo.

No Capitulo 5, conclusées sdo apresentadas e siao dadas sugestoes de pesquisa
que podem ser desenvolvidas a partir das idéias desta tese.

Vale salientar aqui que esta tese foi escrita de tal forma que os Capitulos 2, 3 e
4 sejam auto-suficientes, significando que alguns resultados bésicos e notagoes sio
apresentados mais de uma vez, porém, deste modo, cada capitulo pode ser lido
separadamente, em qualquer ordem.

Todos os procedimentos inferenciais derivados dos resultados tedricos obtidos
na tese sao avaliados e comparados através de simulacdes de Monte Carlo. To-
das as simulagdes apresentadas foram desenvolvidas a partir de programas cons-
truidos usando a linguagem de programacao matricial 0x (Doornik, 2001). As ma-
ximizagOes nao-lineares necessdrias para o calculo de estimativas de maxima veros-
similhanga foram feitas utilizando-se o algoritmo quasi-Newton BFGS (Nocedal e
Wright, 1999, Capitulo 8) e o algoritmo SQP (Nocedal e Wright, 1999, Capitulo
18, similar ao Algoritmo 18.7), disponiveis em funcdes pré-definidas da linguagem

Ox.



CAPITULO 2

Refinamento de um teste de heteroscedasticidade
baseado em verossimilhanca perfilada modificada
no modelo normal linear

2.1 Introducao

Modelos de regresséo lineares sio freqiientemente usados para modelar o com-
portamento de uma varidvel de interesse condicionada a um conjunto de varidveis
explicativas. Em aplicagdes praticas, é comum para estes modelos incluir uma es-
trutura de heteroscedasticidade, indicando assim que as variancias condicionais nao
sao constantes ao longo das observacées. Quando tais varidncias nio sio constantes
ao longo das observagdes, as estratégias de modelagem s@o diferentes, portanto, é
Importante testar a existéncia de heteroscedasticidade nos dados.

Os testes mais comumente usados para testar heteroscedasticidade sdo baseados
em valores criticos obtidos de uma distribuicéo limite conhecida. As aproximacoes
assintoticas usadas podem ndo ser precisas quando o tamanho de amostra nio
é grande. Em particular, o teste da razio de verossimilhancas para igualdade de
variancias em modelos de regressio lineares tende a ser liberal; apresentando ta-
xas de rejeigdo bem maiores do que o nivel nominal considerado em amostras de
tamanho pequeno ou moderado. Entdo, ¢ importante desenvolver estratégias de
inferéncia que sejam mais precisas e exibam comportamento superior em amostras
finitas.

Cordeiro (1993) propés um fator de correcao de Bartlett no teste da razao de
verossimilhancas para testar a heteroscedasticidade, em que o teste estatistico é
modificado usando um fator de correcio que tipicamente reduz a distor¢ao do
tamanho em amostras finitas. A estatistica da razio de verossimilhangas original

¢ distribuida distribuida sob a hipétese nula como Xf, com um erro de ordem n~!,
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enquanto que a estatistica corrigida segue a mesma distribuicao limite com um erro

de ordem n~—2.

Simonoff e Tsai (1994) utilizaram a abordagem de verossimilhanca perfilada
modificada proposta por Cox e Reid (1987) para desenvolver um teste de heteros-
cedasticidade visando a reduzir o efeito de parametros de perturbacio na inferéncia
resultante. O teste proposto tipicamente exibe inferéncias mais confidveis em amos-
tras finitas, mas, a estatistica do teste é ainda distribuida como X;% sob a hipdtese
nula com erro de ordem n~1.

Ferrari e Cribari-Neto (2002) corrigiram o teste proposto por Simonoff e Tsai
(1994) e obtiveram um teste corrigido da razao de verossimilhancas perfiladas mo-
dificada que € preciso até segunda ordem. Seus resultados, porém, somente sio
vélidos em situagGes em que o pardmetro que define o comportamento da hete-
roscedasticidade é escalar. Na prética, quando a heteroscedasticidade ocorre, as
variéncias freqiientemente dependem de mais de uma covariada, e é portanto im-
portante estender os resultados de Ferrari e Cribari-Neto (2002) para abordar o
caso em que tal pardmetro é multidimensional.

Na Secao 2.2, apresentamos uma breve introdugdo do modelo de regressio linear
e alguns testes de heteroscedasticidade acima mencionados. Na Secdo 2.3, desenvol-
vemos o principal resultado do presente capitulo, isto é, uma correcao de Bartlett
que pode ser aplicada a estatisticas da razdo de verossimilhancas perfiladas mo-
dificadas. Evidéncias numeéricas sobre o comportamento em amostras finitas dos
diferentes testes sdo apresentadas na Secdo 2.4. A evidéncia numérica favorece o
teste proposto neste capitulo. Na Secao 2.5, apresentamos aplicacoes a dados reais

e alguns comentdrios séo feitos na Secéo 2.6.

2.2 Modelo normal linear e alguns testes de heteroscedasticidade

Consideramos o modelo normal linear

y=Xp[+u, (2.1)
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em que y é um vetor de dimensdo n x 1 de varidveis aleatdrias, X é uma matriz
modelo de dimenséo n x k de regressores conhecidos e fixados, de posto completo,
£ € um vetor de dimenséo k x 1 de pardmetros desconhecidos e u é um vetor de
dimensdo n X 1 de erros nao observaveis. Para efeito de estimagao por méxima
verossimilhanga e testes de hipGteses, assumimos que u ~ N (0,0°M) em que M
¢ uma matriz diagonal de dimensdo n x n cujos elementos sio dados por my =
m(z¢,0) > 0,0=1,...,n, 2] sendo a f-ésima linha da matriz Z de dimensio 7, x D
de covariadas usadas para modelar as flutuacdes na varidncia, o2 é uma constante
desconhecida finita e estritamente positiva e § é um vetor de dimensio px1de
parametros desconhecidos.

Nosso interesse é testar a hipdtese nula Hy : 6 = do (homoscedasticidade(l))
contra a hipétese alternativa bilateral H; : 6 # &, em que &, é um vetor de
dimensdo p X 1 de constantes especificado de tal forma que m(zg,dp) = 1 para
{ = 1,...,n. Entdo, o nimero de pardmetros de interesse é p e o numero de
parametros de perturbacao é k + 1.

O logaritmo da fungéo de verossimilhanca do modelo (2.1) é dado por

2

-+ constante.

L(,6,0%y) = —Slog(o?) ~ 3 > o (et 8) = 550 = X8) My - X

Quando o modelo a ser estimado envolve parametros de perturbacao, um proce-
dimento comumente utilizado é a eliminacdo de tais parametros, substituindo-os
na funcéo de verossimilhanga por suas respectivas estimativas de maxima verossi-
milhanca para valores fixados dos pardmetros de interesse. A funcdo resultante,
chamada de fungdo de verossimilhanga perfilada, depende, portanto, somente dos

parametros de interesse. O logaritmo desta funcdo é dado por

Ly(5;y) = L(5, B5,5%; y). (2.2)

(1) Homoscedasticidade. Esta palavra tem origem em duas raizes: homés, que significa “semelhante” ou “igual”, e
skeddnummi, que quer dizer “espalhar” ou “dispersar”.
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Aqui,
) ~ 1 ~ ~
B = (XM X)'XTM Yy e G2=—(y— X[) M (y - X Bs).
n
O estimador de méxima verossimilhanca (EMV) de ¢ pode ser obtido maximizando

o logaritmo da funcao de verossimilhanca perfilada dado em (2.2), que, neste caso,

reduz-se a
n.oo 1<
L,(6;y) = —-§log(a§) —5 ;log m(z, ) + constante.

A estatistica da razdo de verossimilhangas para o teste de M, pode ser escrita

como
LR = —2{L,(80;y) — Ly(3; )},

em que 5 6 0 EMV de 6. Para grandes amostras, a distribuicdo da estatistica da
razao de verossimilhancas, LR, pode ser aproximada pela distribuicédo Xﬁ. No en-
tanto, a aproximacao resultante pode ser bastante pobre para amostras pequenas,
conduzindo assim a taxas de rejeicdo bastante distorcidas.

Explorando as consequéncias da ortogonalidade entre os parametros de interesse
e os de perturbacdo, Cox e Reid (1987) definiram uma versdo modificada da veros-
similhanca perfilada, em que um termo de ajuste é incorporado a verossimilhanca
perfilada anteriormente & estimacéo. A verossimilhanca perfilada modificada é uma
aproximacao para a fungio densidade condicional das observagoes dado o estimador
de méxima verossimilhanca do pardmetro de perturbagdo. Esta versdo apresenta
algumas desvantagens: (i) requer uma parametrizacao ortogonal que somente é ga-
rantida existir quando o pardmetro de interesse é escalar; (ii) néo é invariante sob
reparametriza¢ao da forma (v,v) — (v, ((v,v)).

Simonoff e Tsai (1994) utilizaram a abordagem proposta por Cox e Reid (1987)
para definir uma estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas.

A matriz de informacdo total de Fisher para o vetor § = (57, 37, 0?)T ¢ dada por

1
L VAR 0 — T,

S2L 2 - 202
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sendo W uma matriz n X p com f-ésima linha dada por dlog m(z,8)/86", ® uma
matriz diagonal de dimensé&o n xn cujo f-ésimo elemento é dado por ¢p = 1/(0?my),
¢ é¢ um vetor de uns de dimensdo n e 0 denotando matrizes ou vetores nulos de
dimensdes apropriadas. A principal restri¢do a ser observada é que ¢ deve ser orto-
gonal aos pardmetros restantes. Observe que (67,0%)7 é ortogonal a [ e, entao,
para que a transformaggo (67,87, 02)T — (67, BTY)7 seja tal que § e v sejam or-
togonais, é necessdrio e suficiente que E(—8?L/ 08,07) =0,a=1,...,p. Seguindo
Cox e Reid (1987, equagdo (4)), chegamos & transformacio desejada através do
sistema de equacoes diferenciais
n Oo? 1 K0mg 1

- — a=1,...
20196 T 207 £ Gamy T 0P

que tem como solucao
o B S
(H?:]_ mf)l/n

O logaritmo da fungao de verossimilhanca para o modelo reparametrizado é dado

por
1
L* = L*(6,8,v;y) = ~g—10g7 - -Q-;(y ~ Xf)"Q(y — XB) + constante,

em que @) = diag{q,...,q,}, com

_ (IT5—, ms)l/n_

qe = q¢(0) -y

(2.4)
O logaritmo da funcgéo de verossimilhanca perfilada correspondente para ¢§ é
* *(C, n ~
Ly =L (6;y) = m§log75 + constante,

em que 35 = 52 (TT5, me)/".
O logaritmo da funcéo de verossimilhanca perfilada modificada (Simonoff e Tsai,

1994) correspondente para § é

Liny(8:9) = L3(55) — Slogldet{s (535, 3) ),

em que 7* € o bloco da matriz de informacéo observada para os parametros de
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~T .
perturbacdo (87, v) T no modelo reparametrizado avaliado em (67, Bs, 75)T. E facil

mostrar que

em que X,, = QY2X, Q = Q(8) sendo uma matriz diagonal de dimensdo n x n
cujo £-ésimo elemento da diagonal é dado por {ITi=i m(z;, 8) Y™ /m (2, 6).
A estatistica da razao de verossimilhancas baseada na func@o de verossimilhanca

perfilada modificada para o teste de Hy versus H,; é dada por

LRy = =2{L},(60;y) — L, (65 9)}, (2.5)

em que 4 é valor de § que maximiza a fungao L, ,(y;6). Note que LR, envolve a
maximizagao da funcdo de verossimilhanca perfilada modificada. E ficil mostrar

que a estatistica resultante pode ser escrita como

n—k-—2 det(X T X) }
LR, = ———LR +log{ ——=——" 5,
o n & { det(X,] X,)
em que X,, = QY2X e Q= Q(S). Simonoff e Tsai (1994) propuseram uma es-
tatistica alternativa que evita tal maximizacdo substituindo & por § na expressao

de LR,, obtendo-se assim a mesma estatistica do teste dada acima, mas com X,,

substituido por X,,, em que X, = 02X com Q= Q(S)

2.3 Inferéncia assintética de segunda ordem

Para melhorar a qualidade da aproximacio da distribuicio da estatistica LR
pela distribuicdo qui-quadrado, pode ser utilizado um fator de correcio de Bartlett
(1+¢/p)~*, que é multiplicado & estatistica LR produzindo a estatistica da razio
de verossimilhancas corrigida LR*, dada por

LR
Cl4c/p’

: (2.6)
em que c é de ordem n~" e tal que E(LR) = p{(1+¢/p)+0(n~3/?)}. Em problemas

regulares, a estatistica LR* tem distribuicdo assintética Xf) com erro de ordem n™2:

bl
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ver Barndorff-Nielsen e Hall (1988). Assim, enquanto P(LR > z,) = a+ O(n™1),
tem-se P(LR* > z,) = a+ O(n™?), em que z, é o quantil (1 — «) da distribuicao
Xz' Ou seja, o erro da aproximacao por X; para a distribuigdo nula de LR é de
ordem n™!, enquanto que o erro desta aproximagao para a distribuicdo de LR* é
reduzido & ordem n~2.

Um método geral de obtencéo da constante ¢ foi desenvolvido por Lawley (1956) e
uma revisao de correcao de Bartlett para a estatistica da razio de verossimilhancas
em modelos de regressdo pode ser encontrada em Cribari-Neto e Cordeiro (1996).

Cordeiro (1993) obteve o fator de correio de Bartlett para a estatistica da
razao de verossimilhancas do teste de Ho contra H; no modelo heteroscedéstico
multiplicativo, isto é, w(z,§) = exp{z; 6}, com § = 0 correspondendo ao modelo

homosceddstico. A constante ¢ é dada por

3(k+1)2-1
=h(X Ry -7 T
e=h(x, )~ UL
em que
h(X,R) = —é— tr(A2) + -:1); VAP 112 T AgAAg + tr(44Bg) — J(BP o A)

1
+ 5 L' ByABg+ T A4ABy,

com A= R(R"R)™'R" sendo R = [1 Z], Ay = diag(a, ..., an), B = X(X'X)"1XT
By = diag(bi1, - .., byn). Denotamos B® = B B, A®) = 4@ A, em que ® é o
produto Hadamard (produto direto); ver Rao (1973, p. 30).

A estatistica da razdo de verossimilhancas baseada na verossimilhancga perfilada
modificada, LR,,, citada na Secio 2.2, tem, em problemas regulares, distribuicio
xi assintoticamente, sob a hipétese nula. Mesmo com a modificacdo, a aproximacéo
pela distribuicdo x2 tem erro de ordem n~!. No entanto, DiCiccio e Stern (1994)
mostraram que é possivel obter uma correcéo de Bartlett para a estatistica da razao
de verossimilhangas proveniente de uma verossimilthanca perfilada ajustada. O ob-
Jetivo desta corregdo é a reducdo na distor¢do de tamanho do teste em amostras

finitas através de uma aceleracio da taxa de convergencia do tamanho verdadeiro
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para o tamanho nominal (assint6tico). De fato, o erro da aproximacao por Xﬁ passa,
a ser de ordem n~2. A seguir, encontraremos um fator de corregao de Bartlett ¢,,
que define uma estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas cor-
rigida dada por
LR,
14+cm/p
de tal forma que, em problemas regulares, P(LRy, > z,) = a+ O(n™2).

LR, =

m

(2.7)

Para evitar ambiguidade de indices entre os componentes do vetor de parametros
de interesse e os componentes do vetor de parametros de perturbacao, introduzi-
mos a seguinte notagdo: os indices a,b,... variam em 1,... , P, os indices 1, 7,. ..
variam em p+1,...,p+ k e os indices 7, s, ¢, ... variam em L...,p+k+1. Seja
0=(0",6",7)7, em que " é 0 r-ésimo elemento de §. Adotamos a notacao ten-
sorial para os cumulantes de derivadas da fungdo de log-verossimilhanca: \,., =
E(92L/06706%), Ao = E(8°L/06756°06"), etc. Definimos as derivadas dos cumu-
lantes por (Ars)i = OArs /00", (Ars)tu = 02X\, /0000%, etc. A matriz de informacao
de Fisher tem elementos —\,,, sendo —\™* os correspondentes elementos de sua
inversa. Adicionalmente, definimos 7™ = A™\*bg,, em que (o) € a inversa da
matriz (A**) de dimensdo p x p. Note que (A%) é o bloco da inversa da matriz
de informagdo que corresponde ao vetor de pardmetros de interesse. Quando os
indices aparecem repetidos como subscritos e sobrescritos, uma soma sobre toda a
amplitude desses indices est4 subentendida. Definimos ainda ™ = \™s — 775 Ob-
serve que as entradas da matriz 1™ de dimensao (p+k+1) x (p+k + 1) sdo todas
zero exceto para a submatriz inferior direita de dimensdo (k4 1) x (k + 1), que
¢ a matriz de informagio de Fisher para os pardmetros de perturbagao (87,7)7
permanecendo § fixo.

DiCiccio e Stern (1994, p. 404, equagdo (25)) definiram uma expressao geral para
Cm, que pode ser escrita como

Cm = lTruTSt/\rstu . )\ru,rst(/\rst)u ()\ru)\st Y st) ()\ )

v
4
1 TU,..St vw TU,__SW tv ru, _sw,__tv
— Z/\T +/\T —-’TTT Arst Auvw
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. (/\ru/\stAvw . Uruystl/vw 4+ )\ruAsw/\tv _ ’/Tul/swyw)()\'rs)t<)\uv>w-

Considere o vetor de parametros § = (67, 87,9)7, em que 7 € escalar. Por definicdo,
temos que v® = 1Y = 1% = ¥ =, 7% = )\ rov — AT T = NG e TV = NP
em que -y € usado para representar o indice correspondente ao dltimo componente
do vetor de pardmetros (67, 47,~)". Admitindo ortogonalidade entre §, B e, pode
ser mostrado que 7Y = 77 = )\, = Aoy = Ay = A =\ = N\ = (), i = )i

e A7 =177, Apés algumas manipulagdes algébricas, obtemos a seguinte expressao

para ¢p,:

1 g
Cm = Z/\ab’\Cd)‘abcd - /\ab/\Cd(/\acd)b + Aab/\Cd(/\aC)db - )\U/\ab(/\iab)j

"’/\’W/\ab(/\aby)'y _ <_§)\ab)\cd/\ef + %/\ab)\cf)\de . %Aab)\cf)\de> )‘acd/\bef
+(/\abAcd)\ef + /\ab/\cf/\de)/\acd(/\be)f . (/\ab/\cd/\ef + )\ab)\cf)\de)()\ )d()\be)

ac f
1. 1. .. i
— (Z)\’JA“Z’A“ + A7 A“dkbc> AiabNjea + (AT AN Xy (M),

1
- waabxd + gmw,\’w) Mty dedy + DTXPA N (). (2.8)

E importante observar que a expressio (2.8), que derivamos, pode ser usada
para obter expressbes em forma fechada para o fator de correcao de Bartlett em
qualquer classe de modelos que utiliza a particio do vetor de parametros da mesma
forma considerada aqui e em que a ortogonalidade entre os parametros 6, 5 e v se
verifica. Assim, a expressdo (2.8) é bastante geral e pode ser usada para aperfeigoar
o teste da razao de verossimilhangas perfiladas modificadas em diferentes classes
de modelos.

No modelo de regressao normal linear heteroscedéstico considerado aqui, pode

ser mostrado facilmente que

o1,
aéa——é“;y‘(y XPB) Qr,(y — XB).

A expressio para Qr, segue de

e q 9 ¢n
@r, = diag {3(5@1 L 96es " e .. Ogas
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com s = 1, em que ¢y, . .., g, sdo dados em (2.4). Usando o fato de que se E(z) = pu
e cov(z) = % para um vetor aleatério z de dimensdo n x 1, entdo E(zTAz) =

tr(AZ) 44" Ap, com A sendo uma matriz nao aleatéria de dimensio n x n, obtemos

oL* N 1 -1y 1 = qe,
E<35a> - Qtr(QRlQ )“ 2; qe7

em que g, = 0g;/06*. Contudo,
n %, B n i B i n (Hs 1m3)1/n
=1 =1 =1
0 =1
= 55 {Z [ﬁ Z logmg — logmg} } = 354 {;bgms — ;:_;logmg}

£=1 s=1
0
= Fsa {0} =0.
Assim, como esperado, E (0L*/86%) = 0. Observe que
82[4* an

de forma que a ortogonalidade entre § e 7y é veriﬁcada, como desejado.

A segunda derivada de L* com respeito aos elementos de § é
O*L* 1
—— = (y = X3)T — Xp).
860’851) 2,7(2/ /6) QRz(y ﬁ)

Assim,
1 _ 1 Zn Qe
Aa = —-—t 1 = —— ___ai,
b 2 (@R 24+ q

em que g, = 9°q¢/(06°96"). Usando ainda a notacio g, = 83q,/(95°95°5°) e

Qtaped = 0'qe/(06°08°06°95%), obtemos, apés alguma algebra (ver Apéndice A),
1
Aabc = -z Z qeabc, abcd = - Z qzatwd ab'y = (LY s

qga
(Aab’y)’)’ = b -

Y
) _1 Gt o1& @ <Qeab>
()\abc)d - 2 ; aé-d < P ) ) ()\ab)Cd - 2 p aécaéd Q@ )

1 n
(Aab)c = —_2‘
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Como Aiqp = 0, é possivel simplificar a expressao de ¢, dada em (2.8) para

Cm = le}\Cd{ 4)\abcd (Aaca)p + (Aac)ap — iAw)\am)\cdy}
—\®\edpef { 4)\acd/\bef + Aaca(Ave) 5 — (Aae)a(Ape) f}
Aub)\Cf)‘de{Es)\acd)\be £+ Aacd(Ave) f = (Mac)a(Ase) f}

30 (), - O™ (o) | = XN . (29)

Considerando o caso de heteroscedasticidade multiplicativa, isto é, o caso em que
me = exp{z{ 6}, obtemos q; = exp{~(2—2)T5}, g, = —(2—2)aexp{—(z — 2)75}
= —(2~2)aGe, Qep, = (20— Z)ave, Qopy, = — (22— Z)apee © Qearea = (26— Z) abeaqe, com
Z=(2,..,%) eZa=n"1Y] z,paraa=1,... p. Seja (20 — 2)g = 204 — Z,,

(20=2)ab = (20a—24) (200 —3), € assim por diante. Substituindo os ¢’s nas expressoes

dos cumulantes \’s, temos

1 n

)\abcd - -3 ;5_ abcd; abc = E (Zg z)abCa ab = ""2' - (ZE - E)aba
Z 1 « B 2v2
)\ab7 = 2 - aba ()‘067)7 2,},2 z :(Zf - Z)ab; AT = —"—nha

=1
(Naca)p = (/\ac)db = (Aee)s = 0.

Substituindo estas quantidades na equagcao (2.9), é possivel escrever ¢, como

Cm = -é~ - (Zg — é)aAa'b(Zg — f)b(Zg — 2)0/\Cd(2g - Z)d
}:(Zg ~ 2)a A (2= 2)y Y (25 — 2) XUz, — B)g
Z Z (20 — 2)a A (2 — Z)(ze — Z) A" (zs — Z)a(zs — 2) A (2, — Z)s

_Q{I Z Z(Ze ~ 2)aX® (25 — )20 — 2) A (26 — 2)al2e — 2)eX (2, — 2);

{=1 s=1
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+'l" i(Zg”—— Z) /\ab(Zg - 5)1,
n a
=1
1 . - = ab = = cd =
—i—Z—T; ; S};(Zg — 2)a A" (25 — Z)p(20 — 2) AU (25 — Z)g.
Seja H = {hes} = (Z - 2)(Z - 2)(Z2 = D)2 ~ 2)7, com (Z — 2) =
(21— 2,...,2.— Z)7. Observe que (z; — 7)o A% (25 — 2)p = —2 hys. Entéo, é possivel

reduzir a expressao anterior de ¢,, a

n n 2 n o n n o n
Cm = "% Z hf?g + 51;; (Z hee) + % Z Z hfehfshss + % Z Z h?s
=1 =1 =1 s=1 f=1 s=1
—theg+ EZZhgs
n £=1 n £=1 s=1

Como Z?:l hee = tr(H) = p, temos que ¢,, pode ser escrito em forma matricial

como

Cm, = ~-§-tr(Hde) + —Q-%pQ + —;— JHHH + % JH®, %p + ;lz— LTH(Q)L,(Q.IO)
em que Hy = diag{hu1,- -+, han}, H® = (hZ)) e H® = ().

E importante salientar alguns pontos relativos a expressio (2.10). Primeiro, ela é
uma expressao matricial simples para o fator de correcio de Bartlett da estatistica
da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas para o teste de heterosce-
dasticidade no modelo de regressao normal linear. Ela somente envolve operagoes
simples de matrizes e pode ser facilmente implementada em pacotes de computacao
simbolica e softwares que permitam executar operacdes simples de algebra linear,
tais como 0x, MAPLE, MATHEMATICA, S-Plus, R, etc. Segundo, o fator de COITECAO Cpy,
dado em (2.10) depende somente da matriz Z de covariadas usadas para modelar
as flutuagdes na varidncia condicional da resposta, do niimero de parametros des-
conhecidos que definem o comportamento de heteroscedasticidade e do niimero de
observagoes. Em particular, é importante notar que o fator de correcéo de Bartlett
néo depende do nimero de pardmetros de perturbagio (nem depende de qualquer

parametro desconhecido). Isto pode ser interpretado levando em conta o fato de
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que o ajuste de Cox e Reid para a verossimilhanca perfilada reduz o impacto de
parametros de perturbagéo na inferéncia resultante, e este ajuste foi usado antes da
aplicagao da correcdo de Bartlett. Finalmente, observamos que a expressao (2.10)
generaliza o resultado obtido por Ferrari e Cribari-Neto (2002, p. 358), que s6 é
valido para p = 1, como haviamos mencionado anteriormente. E importante obser-
var que estes autores aplicaram a corregéo de Bartlett & estatistica do teste usada,
por Simonoff e Tsai (1994), que é uma aproximacéo & forma original da estatistica
de teste obtida da func¢o de verossimilhanca perfilada modificada de Cox e Reid
(1987).

2.4 Resultados numéricos

Apresentamos alguns resultados de simulacéo para avaliar a eficicia das corregoes
de Bartlett para os testes da razdo de verossimilhancas original e da razao de
verossimilhancas perfiladas modificadas. Comparamos os desempenhos de quatro
testes, isto ¢, o da razao de verossimilhangas original (LR), o teste da razdo de ve-
rossimilhancas perfiladas modificadas (LR,,) e suas respectivas versdes corrigidas.
Estes desempenhos séo avaliados em funcio da proximidade das probabilidades de
rejei¢ao da hipdtese nula, sendo esta verdadeira (probabilidade do erro tipo I), aos
respectivos niveis nominais dos testes. As simulacdes realizadas sio baseadas no

modelo de regressao linear
Ye=PLr1+ BoZoz + -+ Beor +up, £=1,...,n,

em que u; ~ N(0,0%xp{812p + -+ Sp2ep}), Cov(ug, um) = 0 para todo £ # m
e a hipdtese nula considerada é Hy : §; = - -- = 0, = 0 indicando que o modelo é
homosceddstico. A varidvel resposta foi gerada assumindo que ) = -+ - = B =1,
0? =1 e diferentes valores de p e k foram considerados.

As covariadas s, . . ., 2y foram geradas como amostras aleatérias da distribuicao
U(0,1). Quando p < k, a matriz Z foi construida usando as colunas 2,...,p+
1 de X; quando p > k, as colunas extras de Z foram criadas usando amostras

independentes da distribuigao U(0,1).
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O niimero de réplicas foi fixado em 10.000 e foram considerados os seguintes
niveis nominais: a=10%, 5%, 1%, 0,5%. As simulacdes foram realizadas usando a
linguagem de programagéo matricial 0x (Doornik, 2001).

Para cada tamanho de amostra e cada nivel considerado, calculamos as taxas de
rejeicao de cada teste, isto ¢, estimamos, via simulagdo, P(LR > Zo), P(LR* > z,),
P(LRy > zo) e P(LR}, > x,) em que z, é o quantil (1 — ) apropriado da
distribuicao Xf.- Todas as entradas das tabelas apresentadas sao porcentagens.

A Tabela 2.1 apresenta resultados de simulagdo para n = 35, p = 2 e diferentes
valores de k. Variamos & para analisar o efeito do ntimero de parametros de per-
turbagao nos diferentes testes. Observamos que o teste da razio de verossimilhangas
original ¢ liberal, especialmente quando o ntimero de pardmetros de perturbacao
aumenta. Por exemplo, quando k =7 e a = 5%, a taxa de rejeicdo do teste excede
16%. A tendéncia do teste em rejeitar com freqiiéncia demasiada a hipdtese nula
¢ atenuada pela correcio de Bartlett de forma que o teste da razio de verossimi-
lhangas corrigido apresenta distor¢des de tamanho menores. Por exemplo, sua taxa
de rejeicdo para a mesma situacdo é 9,0%. O teste da razao de verossimilhancas
perfiladas modificadas tende a corrigir a tendéncia liberal do teste original, exi-
bindo taxas de rejeigdo menores que o nivel nominal do teste. Novamente, quando
k=7ea=>5%,sua taxa de rejei¢io ¢ 4,2%. A corregio de Bartlett aplicada a
este teste leva as taxas de rejeicio para valores mais préximos do tamanho nominal
do teste. Para a situacdo acima, a taxa de rejeicio do teste da razio de verossimi-
lhancas perfiladas modificadas corrigido sob Hy é 4,6%. As conclusdes anteriores
também se verificam para outros niveis nominais, até mesmo para niveis nominais
muito pequenos.

A Tabela 2.2 contém resultados para a situacdo em que n = 35,k = 5e
p = 1,...,8. Novamente, o teste da razao de verossimilhancas original é consi-
deravelmente liberal, especialmente quando o nimero de parametros que definem
o comportamento de heteroscedasticidade aumenta; por exemplo, quando p =5 e
o = 5%, a taxa de rejeigao do teste é 20%, isto é, quatro vezes maior que o nivel

nominal selecionado. As outras conclusoes obtidas a partir da Tabela 2.1 também
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se verificam aqui. Para a mesma situacio (p = 5e o = 5%), a taxa de rejeicdo
do teste da razao de verossimilhancas corrigido, do teste da razio de verossimi-
lhancas perfiladas modificadas e de sua versao corrigida sao 9,9%, 4,5% e 5,0%,
respectivamente.

Na Tabela 2.3, fixamos o valor de p em 2 e variamos o tamanho da amostra em
n = 35,50 e 100 para k = 5 e 8. Com aumento do tamanho da amostra, as taxas de
rejeigao de todos os quatro testes ficam mais préximas do nivel nominal, como era,
esperado. Observamos também que até mesmo para n = 100 o teste da razio de
verossimilhangas original apresenta taxas de rejeicdo sob H, bem acima dos niveis
nominais considerados. Como ilustragéo, quando k =8, o = 5% e n = 50, as taxas
de rejeicao do teste da razdo de verossimilhancas, de sua versio corrigida, do teste
da razdo de verossimilhancas perfiladas modificadas e de sua versio corrigida sao,
respectivamente, 13,6%, 7,7%, 4,6% e 5,0%.

O teste de igualdade de variancias para o modelo com um fator e trés niveis é
considerado na Tabela 2.4. Aqui, h4 trés populacdes normais com médias 11, fha, f3
e variancias of, 03,03 e a hipdtese nula de interesse a ser testada é Hy : 02 = 02 =
o3. Observe que p = 2 e k = 3. Os ntimeros de observacoes de cada uma das trés
populacoes sao ny,ny € ng com ny + ny + ng = n. A simulacao foi realizada para
ny = ny = ng = n/3. As conclusdes das taxas de rejeicio dos quatro testes estdo
de acordo com as conclusdes tiradas das Tabelas 2.1, 2.2 e 2.3.

A Tabela 2.5 apresenta resultados de simulacéo obtidos levando em consideracao
a hipdtese alternativa (heteroscedasticidade) paran = 30, p = 2 e valores diferentes
de 6, = 0, = § foram considerados ao nivel nominal o = 10%. E importante ob-
servar que estas simulagées de poder correspondem 3 situacdo abordada na Tabela
2.3 para n = 30. Somente comparamos os poderes dos testes da razdo de verossi-
milhangas perfiladas modificadas e de sua versdo corrigida, uma vez que o teste
da razdo de verossimilhangas original e sua versio corrigida sdo consideravelmente
liberais, isto é, apresentam taxas de rejeicio bem acima dos niveis nominais e, por-

tanto, nao podem ser recomendados. Os resultados indicam que néo h4 nenhuma

perda de poder derivada do fato de usar o fator de correcio de Bartlett derivado
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neste capitulo. Os poderes dos dois testes sdo semelhantes, com leve vantagem do
teste corrigido, vantagem esta que se origina de sua menor distorgdo de tamanho.

Os resultados para LR}, apresentados aqui sio obtidos corrigindo a forma origi-
nal da estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas (LR,,), que
envolve a maximizacdo da funcdo de verossimilhanca perfilada modificada (L;*np),
enquanto que Ferrari e Cribari-Neto (2002) corrigiram o teste proposto por Si-
monoff e Tsai (1994), que é uma aproximacio & forma original e ndo envolve tal
maximizagao. Portanto, € interessante ver o que ocorre quando se corrige esta apro-
ximagao ao invés de corrigir a estatistica LR,, na sua forma original. Observamos
que os desempenhos em amostras finitas de ambos os testes, baseados em LR, e
LRy, sao melhores quando ndo usamos a aproximagio proposta por Simonoff e
Tsai (1994). Por exemplo, considere o resultado de simulacio na Tabela 2.3 com
k=8, a = 5% en = 50. Como podemos observar, as taxas de rejeicdo para o
teste da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas e sua versio corrigida sdo
4,6% e 5,0%, respectivamente. As taxas de rejeicao correspondentes para os dois
testes que empregam a aproximagao usada por Simonoff e Tsai (1994) sio 3,7% e
4,1%.

Em linhas gerais, o teste da razao de verossimilhancas original pode ser seve-
ramente liberal, rejeitando a hipétese nula muito mais freqiientemente do que o
esperado com base no nivel nominal selecionado. O fator de correcio de Bartlett
para o teste da razao de verossimilhangas faz com que a taxa de rejeicao empirica
fique mais préxima do nivel nominal do teste, mas nio corrige sua tendéncia libe-
ral completamente. O teste da razio de verossimilhancas perfiladas modificadas,
por outro lado, introduz uma corregdo na taxa de rejeicdo produzindo taxas de
rejeigao abaixo dos niveis nominais. O fator de correcio de Bartlett para este teste
reduz a distorgao de tamanho e, dentre os quatros testes apresentados, o teste que

0 emprega ¢ 0 mais recomend4vel.
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Tabela 2.3 Tamanho dos testes - Modelo normal linear com p=2k=258c¢
dwersos valores para n.

k=5 k=38

n |« (%) | LR LR" LR, LR, |LR LR* LR, LR.
10,0 [ 25,0 164 9,1 102 [366 234 83 92
30 | 50 |16,7 99 42 50 |275 14,9 37 43
10 | 66 28 08 1,0 [134 48 06 08
05 |42 15 04 06 |95 31 03 04
100 [162 11,2 92 98 |21,6 13,8 94 101
50 | 50 |92 58 43 47 136 7,7 46 50
10 |25 1,3 09 10 |47 21 10 11
05 | 1,5 07 04 05 [30 L1 05 04
100 {120 98 91 94 |145 10,8 98 100
100 50 |62 50 46 49 |81 57 49 52
10 |16 1,0 09 1,0 |22 1,3 10 1,1
05 |08 05 04 04 |13 06 05 06

Tabela 2.4 Tamanho dos testes - Modelo de andlise de varidncia com um fator e
trés niveis, k=3 e p = 2.

n |a(%)| LR LR* LR, LR
10,0 | 28,2 144 54 68
9| 50 |186 81 24 32
10 | 74 22 03 05
05 |50 12 0,1 072
10,0 | 16,6 10,6 85 9.2
18] 50 |96 58 42 47
10 |31 1,3 08 09
05 | 1,9 07 04 05
10,0 | 146 10,6 9,3 99
27| 50 |82 55 47 50
10 121 11 09 1,0
05 |12 06 04 05
10,0 | 128 10,1 94 98
36| 50 |72 53 47 50
10 | 1,8 1,1 09 1.1
05 | 1,0 05 04 05
10,0 | 12,3 10,1 93 97
451 50 | 65 52 47 50
10 |15 1,1 1,0 1.1
05 109 05 05 05
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Tabela 2.5 Poder dos testes - Modelo normal linear com n = 30, p=2¢ea=10%.

k=5 k=8

§ LR, LR, |LR, LE.
05| 11,1 123 | 11,2 126
1,0 | 26,3 282 | 25,0 26,9
15| 452 472 | 487 510
2,0 638 659 | 70,1 722
25| 739 755 | 75,7 773
30| 91,6 923|838 856
351999 999|922 929

2.5 Aplicagoes

Apresentamos a seguir duas ilustracdes numéricas dos testes considerados nas

segoes anteriores.

2.5.1 Exemplo 1

Consideremos os dados analisados por Montgomery, Peck e Vining (2001, p. 76)
referentes a servigos de manutencéo e reposicao de latas e garrafas de bebidas em
méquinas de venda automdticas (ver Apéndice F, Tabela F.1). A varigvel resposta
y € o tempo (em minutos) gasto no servico, as covariadas Z3 e 3 utilizadas sao,

respectivamente, o nimero de bebidas estocadas e a distancia percorrida (em pés).

O modelo usado é

Ye= P+ Texfo+ wplfs+u, £=1,...,25.

Assumimos que u, ~ N/(0,0? exp{Tpnd + zp30}) e Cov(ug, uy) = 0 para todo
£ m.

Todas as andlises de diagndstico feitas e omitidas aqui destacaram as observacoes
9 e 22. Estas observagdes aparecem como pontos de alavanca, sendo que a ob-
servagao 9 também é classificada como observacio influente; ver Montgomery, Peck
e Vining (2001, pp. 210, 213, 215, 216, 217). No que segue, trabalhamos com o
conjunto de dados incompleto, ou seja, excluimos as observagdes 9 e 22 dos da-

dos. As estimativas de maxima verossimilhancas dos parametros sdo (; = 4,643,
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32 = 1,456 e Bg = 0,011. A estimativa de méxima verossimilhanca de o2 é
0% = 6,163 e o coeficiente de determinacdo, R2, vale 0,9072. Estas estimativas

foram obtidas impondo §; = §; = 0. Andlises de diagnéstico para os dados in-
completos ndo mostram evidéncia de heteroscedasticidade e o grafico normal de
probabilidades com envelope para o residuo studentizado néo apresenta nenhum

comportamento nao usual (ver Figuras 2.1 (a) - 2.1 (d)).

Figura 2.1 (a) Grdfico dos residuos studentizados t,, contra percentis normais com
envelope simulado; (b) Grdfico dos residuos studentizados ts, contra os valores ajus-
tados; (c) e (d) Grdficos dos residuos studentizados t,, contra varidveis explicativas
para o modelo homosceddstico - Servigos de manutencdo.
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Nosso principal interesse é testar Hg : §; = &, = 0 (homoscedasticidade)

contra uma alternativa bilateral (heteroscedasticidade). Para este teste, temos

LR = 4,825, LR* = 3,717, LR,, = 4,126 e LR}, = 4,352, que conduzem aos
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respectivos niveis descritivos 0,090, 0,156, 0,127 e 0,113. Segue entdo que o teste
da razao de verossimilhancas original leva & rejeicdo da hipétese nula (sugerindo
assim a presenga de heteroscedasticidade) ao nivel nominal de 10%, enquanto que
a nao rejeigao da hipétese nula (homoscedasticidade), ao mesmo nivel nominal, é
obtida quando os testes sdo baseados em LR*, LR,, e LRy,. Em outras palavras,
os testes baseados na estatistica da razao de verossimilhancas corrigida, na razao
de verossimilhancas perfiladas modificadas e em sua versio corrigida conduzem a
conclusao diferente daquela obtida através do teste da razao de verossimilhancas
original.

Todas as rotinas computacionais necessdrias para o cdlculo dessas estatisticas,
bem como o processo de estimagao, estando os dados disponiveis em http://www.de
.ufpe.br/~cribari/FerrariCysneirosCribari.zip, foram desenvolvidos na lin-

guagem de programacao matricial Ox.

2.5.2 Exemplo 2

O conjunto de dados que apresentamos agora é obtido de Simonoff e Tsai (1994)
(ver Apéndice G, Tabela G.1). Os dados representam as taxas mensais de retorno
de a¢Ges de mercado () e da Corporagdo Acme Cleveland (1), no perfodo de janeiro
de 1986 a dezembro de 1990. O modelo usado é

Ye=L14+ oz +up, £=1,...,59.

Assumimos que uy ~ N(0, 0%exp{éz,}) e Cov(ug, um) = 0 para todo £ # m.
Todas as analises de diagndstico feitas e omitidas aqui destacaram a observagéo
22, referente ao més de outubro de 1987. Esta observacéo aparece como um ponto
aberrante, refletindo que o mercado perdeu aproximadamente um terco de seu valor
durante um perfodo de duas semanas naquele més (ver Simonoff e Tsai (1994, p.
359)). No que segue, trabalhamos com o conjunto de dados incompletos, ou seja,
eliminamos a observagdo 22 dos dados. As estimativas de mdxima verossimilhanca,
dos parametros séo 3; = —0,0095, (B, = 1,1724 e 5% = 0,0087. Estas estimativas

foram obtidas impondo ¢ = 0. Andlises de diagnéstico para os dados incompletos
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mostram evidéncia de heteroscedasticidade e o grafico normal de probabilidades
com envelope para o residuo studentizado mostra um leve afastamento da suposicao

da normalidade (ver Figuras 2.2 (a) - 2.2 (d)).

Figura 2.2 (a) Grdfico dos residuos studentizados t,, contra percentis normais com,
envelope simulado; (b) Grifico de dispersdo de y contra z; (c) Grdfico dos residuos
studentizados t,, contra os valores ajustados e (d) Grdfico dos residuos studenti-

zados ts, contra x para o modelo homosceddstico - Taxas mensais de retorno de
agoes.
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Nosso objetivo é testar Hy : ¢ = 0 contra H; : § 3 0, ou seja, se o modelo é
homoscedastico. Para este teste, temos LR = 3,329, LR* = 3,119, LR,, = 2,968 ¢
LR;, = 3,071, que conduzem aos respectivos niveis descritivos 0,068, 0,077, 0,085 e
0,080. Segue entdo que todos os testes indicam uma heteroscedasticidade marginal,

ao nivel descritivo o = 10%. Aqui, o tamanho de amostra é grande (n = 59) em
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relagdo ao nimero de covariadas (k = 2) e do niimero de covariadas utilizadas na
especificacdo do pardmetro que define o comportamento da heteroscedasticidade
(p = 1). Conseqlientemente, como esperado, as corregoes para a estatistica da razdo

de verossimilhangas nao tiveram impacto significativo.

2.6 Comentarios

E importante, na prética, testar a presenca de heteroscedasticidade nos dados,
isto €, verificar se as varidncias sao constantes para decidir qual é a estratégia
de modelagem mais apropriada. Entdo, é importante elaborar testes confidveis,
precisos, para detectar a heteroscedasticidade das variancias.

Derivamos neste capitulo uma correcdo de Bartlett que pode ser aplicada a
estatisticas da razdo de verossimilhangas perfiladas modificadas. Os resultados co-
brem a situacdo em que o pardmetro de interesse que define o comportamento de
heteroscedasticidade nos dados é multidimensional, generalizando assim resultados
disponiveis na literatura.

Os resultados numéricos apresentados comparam o desempenho em amostras
finitas de quatro testes: o teste da razdo de verossimilhangas original (LR), sua
versao corrigida através da correcdo de Bartlett (LR*), o teste da razao de veros-
similhancas perfiladas modificadas (LR,,) e o teste da razdo de verossimilhancas
perfiladas modificadas corrigido (LR, ). Em geral, os resultados numéricos favore-
cem o teste que propusemos. A modificacdo da verossimilhanca perfilada atenua
o efeito de pardmetros de perturbagdo na inferéncia e a correcdo de Bartlett ace-
lera a taxa de convergéncia da estatistica de teste para sua distribuicio assintética
de primeira ordem. Portanto, em aplicagGes praticas, sugerimos a pesquisadores

empiricos o uso do teste proposto.



CAPITULO 3

Refinamento de um teste de heteroscedasticidade
baseado em verossimilhanca perfilada modificada
em modelos nao-lineares da familia exponencial

3.1 Introducgao

Os modelos nao-lineares da familia exponencial (Cordeiro e Paula, 1989) sao
extensoes naturais dos modelos lineares generalizados e dos modelos de regressao
normais nao-lineares. Sdo definidos por um conjunto de varidveis aleatérias inde-
pendentes tendo distribuicdo na familia exponencial e admitem que uma funcao
mondtona da média da varidvel resposta seja definida por um preditor nao-linear
envolvendo regressores e parametros desconhecidos.

Nesta classe de modelos, abordamos a situacdo em que os parametros de dis-
persao nao sao constantes para todas as observagoes, havendo assim uma estrutura
heteroscedéstica. Analogamente a estrutura estabelecida para as variancias no mo-
delo linear, admitimos a determinacao de uma forma funcional que relaciona os
parametros de dispersao com alguns parametros desconhecidos, que ndo dependem
do vetor de parametros de regressao, e algumas varidveis auxiliares.

Wei, Shi, Fung e Hu (1998) utilizaram a abordagem da verossimilhanca perfilada
modificada proposta por Cox e Reid (1987) para desenvolver testes de heteroscedas-
ticidade em modelos nao-lineares da familia exponencial. No Capitulo 2, obtivemos
uma expressao matricial que possibilita o célculo do fator de correcido de Bartlett
para a estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas associada ao
teste de heteroscedasticidade no modelo de regressao linear. Neste capitulo, tra-
balharemos na classe dos modelos nao-lineares da familia exponencial estendendo,
portanto, o trabalho desenvolvido no Capitulo 2, que é restrito ao modelo normal

linear. Em outras palavras, desenvolvemos uma correcao de Bartlett para o teste
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proposto por Wei, Shi, Fung e Hu (1998), obtendo assim um teste da razdo de
verossimilhangas perfiladas modificadas corrigido que é preciso até segunda ordem.

Na Secao 3.2, apresentamos a definigdo dos modelos de regressao ndo-lineares da
familia exponencial. Na Se¢do 3.3, apresentamos alguns testes de heteroscedasti-
cidade, incluindo um teste baseado em uma verossimilhanca perfilada modificada.
Na Secao 3.4 desenvolvemos um fator de corre¢do de Bartlett que pode ser apli-
cado a estatistica da razdo de verossimilhancas perfiladas modificadas. Resultados
numéricos sobre o comportamento em amostras finitas dos diferentes testes s&o
apresentados na Segdo 3.5. Na Secéo 3.6, apresentamos aplicagoes a dados reais e,

na Secao 3.7, alguns comentdarios sao feitos.

3.2 Definigao

Consideremos n varidveis aleatérias independentes v, ..., y,, cada qual com

funcdo densidade na familia exponencial da forma
1
7 (ye; O, be) = exp {@z[% B¢ — b(0e) — c(ye)] — ée(yﬂﬁe)} s d=1,...,n, (3.1)

em que e(-, ), b(+) e ¢(-) sdo fungdes conhecidas e 0, e ¢, sao chamados de parametros
canonico e de precisao, respectivamente. Assume-se que ¢, (¢, > 0) é desconhecido
e ¢;1 pode ser visto como um parametro de dispersdao. Admite-se que d)[l = o’my,
sendo my = m(z,0) > 0 o £-ésimo elemento da matriz diagonal M de dimenséo

nxmn, z

é a fl-ésima linha da matriz Z de dimensdo n x p de covariadas usa-
das para modelar as flutuagbes na varidncia, o é uma constante desconhecida
finita e estritamente positiva e § é um vetor de dimensdo p x 1 de pardmetros
desconhecidos. Aqui, mesmo se os parametros de dispersdo forem iguais para to-
das as observacoes, suas varidncias poderdo diferir, pois estas podem depender
das médias desconhecidas. Assim o conceito de heteroscedasticidade no presente
contexto difere daquele empregado em modelos de regressdo normais em que, sob

homoscedasticidade, as varidncias sdo constantes. Dizemos entdo que o modelo é
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“homoscedéstico™” quando os pardmetros de dispersdo ¢’ ..., ¢t forem todos
iguais; caso contrario, dizemos que o modelo é “heteroscedastico®” .

Para o modelo em (3.1), valem as relacdes:

E(ye) = pe = db(6,)/db,, Var(ye) = ¢;'Ve, £=1,...,n

3

em que V' = dp/df é chamada fungéo de variancia e § = [V~'du = ¢(u), sendo
q(p) uma funcdo biunfvoca. A funcio de varidncia caracteriza a distribuicéo e
desempenha um papel importante no contexto da familia exponencial. Dada a
fungéo de varidncia, tem-se a classe de distribuicdes correspondente e vice-versa.

Os modelos néo-lineares da familia exponencial sdo definidos por (3.1) e pelo

componente sistemaético
9(pe) = 10 = flae; 6), (3.2)

em que g(-) é uma fungo conhecida mondtona e duplamente diferencidvel, denomi-
nada fungao de ligagdo, relacionando a média s, de uma, observagio com o preditor
nao-linear 7, do modelo, 8 = (f1,...,0;)" é um vetor de k (k < n) pardmetros
desconhecidos a serem estimados, z, = (o1, - .. ,:veK)T é um vetor de dimensao K
de covaridveis conhecidas associadas & /-ésima observacdo e f(-;-) é uma funcao
possivelmente nao-linear no segundo argumento, continua e diferencidvel com res-
peito aos componentes de 3 tal que a matriz de derivadas X* = X*(8) = dn/947,
com 7 = (m,...,m,)", tenha posto k para todo 3. Supomos identificabilidade no
sentido de que diferentes ’s implicam diferentes 7’s. A matriz X* tem elementos
que sao, em geral, fungdes do vetor de pardmetros 3 desconhecidos.

Sem perda de generalidade, poderfamos ter assumido que g(gte) = pe. No entanto,
preferimos especificar o componente sistemético do modelo da forma estabelecida
em (3.2), uma vez que tomando k = K e f(ze; ) = =] B obtemos a importante

classe dos modelos lineares generalizados; ver McCullagh e Nelder (1989) e Firth

(& Segundo Houaiss (2001), “homoscedéstico” é um adjetivo que significa “que apresenta a mesma variacio ou
dispersdo” ou ainda “que tem a mesma varidncia”. No modelo normal, os dois significados se equivalem uma
vez que a medida usual de dispersdo é a prépria varidncia. No entanto, nos modelos nio lineares da familia
exponencial, homoscedasticidade indicard homogeneidade de dispersao (nao necessariamente variancia).

&) Analogamente, dizemos que o modelo é heteroscedastico se os parimetros de dispersdo ndo séo iguais para
todas as observagdes.
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(1991). Em particular, se g(u) = pe com b(8,) = 62/2, entdo (3.1)—(3.2) definem
o modelo de regressao normal nao-linear. H4 uma grande variedade de trabalhos
com aplicagoes de modelos normais nao-lineares. Vérios exemplos sdo apresentados
em Ratkowsky (1983, 1990), Bates e Watts (1988), Seber e Wild (1989).

Assim como Smyth (1989) e Cordeiro e McCullagh (1991), assumimos que e(y,; ¢e)

em (3.1) é escrita como
e(ye; ¢e) = s(¢e) + t(ye)-

Estamos aqui considerando somente as distribuigoes continuas da familia exponen-
cial, tais como gama, normal e normal inversa. Para estas distribuicdes, a funcao
e(-;-) tem a forma acima e, tipicamente, as aplicacdes envolvendo estas distribuicoes

assumem dispersao desconhecida. Entao, podemos reescrever (3.1) como
1
T(Ye; be, Pe) = exp (“5{@ d(ye) + s(¢e) + i(ye)}) , £=1,...,n, (3.3)

sendo d(y,) = dp = —2[ye0¢ —b(6s) —c(ye)], que corresponde a um modelo na familia
exponencial de distribui¢oes na forma natural com pardmetros candnicos ¢, e ¢,6,.
Supomos que s(¢,) tem as quatro primeiras derivadas. Para as distribuices normal
e normal inversa, temos dy = (y, — pe)® € do = (Yo — p12)?/ 12ye, respectivamente,
e para ambas as distribuicdes s(¢¢) = —log(¢,). Para a distribuicdo gama, temos
s(¢e) = —2{¢¢ log(¢¢) — logl'(¢e)} € de = 2{ye/ e — log(ye/pe)}.

3.3 Alguns testes de heteroscedasticidade

O interesse aqui reside testar a hipStese nula Hy : § = & (homoscedasticidade)
contra a hipdtese alternativa bilateral H; : § # &, em que & é um vetor de
dimensao p x 1 de constantes especificado tal que m(zp, ) = 1 para £ =1,... n.
Assim, os numeros de parametros de interesse e de perturbacdo sao p e (k + 1),
respectivamente.

Seja L = L(6,,0°) o logaritmo da fungio de verossimilhanca de um mode-
lo néo-linear na familia exponencial definido por (3.2) e (3.3) em algum espaco

paramétrico, dado o vetor de observagdes y = (y1,...,¥,). Assume-se que a funcéo
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L seja regular com respeito as derivadas em relagdo aos pardmetros até quarta
ordem (Cox e Hinkley, 1974, Capitulo 9).

O logaritmo da fungdo de verossimilhanga do vetor de pardmetros w = (8", 37,

0?)T, dado o vetor de observagdes (¥, - -, Yn), do modelo definido por (3.3) é

{4

1 1
L((S,ﬁ,az;y)z—-é;{agm de+t(ye)+s(¢g)}, {=1,...,n.

A fungdio escore total U = U(4,8,0°%) = (U ,Uj,U,2)" tem componentes (ver
Apéndice B) dadas por

. aL(53ﬁ7 Uz;y) - 1 T . _ aL((S,ﬁ’ 0.2;,9,) vk -1
Us = 5 = 2\11 ®(d+S), Ug= o5 = X" TV (y — u)
© 2
0., = LGB o%y) 1 Jo(d+ S),

0o? 202
respectivamente, em que ®, T e V sdo matrizes diagonais de dimensdo n x n
cujos respectivos elementos sao dados por ¢, = 1/(0?my), Ty = (dp/dn), e Vp =
(dp/d8)e, ¥ é uma matriz n X p com a £-ésima linha dada por dlog m(z,8)/867,
S = (8(¢),...,5(¢n))T sendo $(¢y) = ds(epe)/depe, £ = 1,...,m, ¢ é um vetor de
uns de dimensdo n, d = (dy,...,dn)" e pp = (fa,- .., ptn) .

A matriz de informac8o total de Fisher (ver Apéndice B) é dada por

" % vTeSeY 0 2—15 VAR
o)
I=-E ( - ai T) = 0 X+ oW 12X 0 )
1 . 1 .
557 LTS 0 54 LT D28,

em que S e W sdo matrizes diagonais de dimensao n X n cujos respectivos elementos
sdio dados por §(¢g) = d2s(¢)/d¢e® e wp = (dp/dn)2/Vy, £ = 1,...,n e 0 denota
matrizes ou vetores nulos de dimensoes apropriadas.

O logaritmo da funcao de verossimilhanca perfilada para o parametro de interesse

6 é dado por

Ly(8;y) = L(8, B5, 53 v), (3.4)
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em que B:; e 07 sdo os estimadores de méxima verossimilhanca de 8 e 02, respecti-
vamente, para ¢ fixado. Sob condigdes de regularidade, ,35 ¢ a solucdo da equacio
Ug = 0 e 07 ¢ a solucdo da equacao U,z = 0. Como, neste caso, nio é possivel
expressar os estimadores de méxima verossimilhanca restritos em uma forma fe-
chada, é necessdrio utilizar técnicas iterativas de otimizagao restrita; ver Nocedal
e Wright (1999, Capitulo 18) e Luenberger (1973, Capitulo 12).

O estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de § pode ser obtido maximi-
zando o logaritmo da funcéo de verossimilhanca dado em (3.4) sujeito as restricoes
Usg=0¢eUy =0.

A estatistica da razdo de verossimilhancas para o teste de Ho pode ser escrita
da seguinte forma

LR = =2{L,(60;y) — Ly(3:1)},

em que 56 0 EMV de 6. Assintoticamente e sob a hipétese nula, a estatistica da
razéo de verossimilhangas (LR) tem distribuicéo X§~ No entanto, a aproximacio
resultante pode nao ser boa para amostras pequenas ou mesmo de tamanho mo-
derado, conduzindo a taxas de rejeicio bastante distorcidas.

Nosso objetivo é determinar uma estatistica da razio de verossimilhangas ba-
seada na fungio de verossimilhanca perfilada modificada de Cox e Reid (1987) (e
sua correspondente correcdo de Bartlett) para o teste de Hy : § = & (homosce-
dasticidade). A modificagdo de Cox e Reid requer, no entanto, que o parametro
de interesse, d, seja ortogonal aos demais. Da matriz de informacdo de Fisher,
I, segue que (67,0%)T ¢é ortogonal a f, entretanto § e 0® ndo sio ortogonais. E
necessario obter uma transformagéo (67,87,0%)7 — (57,7,4)T de modo que
E(—0?L/06°0v) =0,a=1,...,p. Seguindo Cox e Reid (1987, 1993) e Wei (1998,
equagdo (6.72)) chega-se & transformacio desejada através de uma solugao do sis-
tema de equacoes diferenciais

do?

35T = —l 3,2 Lo2s- (3.5)

Somente em alguns casos especiais é vidvel a obten¢do de solucao do sistema

de equagoes diferenciais acima, a saber, nas distribuicdes normal e normal inversa.
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Daqui até o final deste capitulo, consideraremos apenas essas duas distribuigoes.
Para essas distribuicdes, vimos que s(¢y) = —log(¢y), £ = 1,...,n, e, portanto,

temos que S = &2, Entao, a matriz de informacdo total de Fisher reduz-se a,

Lyry 0 Loy,
92 2 . 207
I=-E (W) = 0 X* oVPwelx+ 0
_1__ AR, 0 L
202 204

Em particular, no caso normal temos que W = 1,,, a matriz identidade de ordem n,
e, portanto, I coincide com a expressgo (2.3) da matriz de informacéo de Fisher do
modelo normal linear heterosceddstico (2.1) (ver Segdo 2.2), como esperado. Para

as distribuigoes normal e normal inversa, o sistema de equacdes (3.5) fica dado por

n Oo? 1 — omy 1

204 96% 202 £ 36 m,’

a=1,...,p,

e tem como uma possivel solucao

R —
(H?:l me)l/’n

O logaritmo da funcéo de verossimilhanga para o modelo reparametrizado é dado

por
1 [ v
L* = L*(5,8,7;y) 2;{7 e +t(ye) + 0g<q@)}, .
em que
71~ M 1/n
qe = qe(d) = (e o) . (3.6)
me

O logaritmo da fungao de verossimilhanga perfilada correspondente para § é

n. . 1 ~ o~ ~
—=loghs — —=(y — 1) QN (y — 1) + constante,

Ly = L3(079) = —5logs — 5=

em que 75 = 05 ([Tp_, me)V/™, Q = Q(5) é uma matriz diagonal de dimenséo

n X n cujo {-ésimo elemento da diagonal é dado por {[]7_, m(z;,6)}/"/m(z, ),
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N = diag(13yy, . . ., p2y,) para a distribuicdo normal inversa e N = I, para a

distribuicdo normal.

O logaritmo da funcdo de verossimilhanca perfilada modificada (Cox e Reid,
1987) para § é

Linp(85) = Lj(5) ~ 5 logldet{5*(6:B;, )},

em que j* é o bloco da matriz de informacio observada. para os parametros de
~T
perturbacéo (87,7)T no modelo reparametrizado avaliado em (6,85, 7s5)". Aqui

obtemos

%{X*TWWQ(&W”ZX* ~ly=weONX"} o

n 3
0 —
292

7*(6:85, 75) =

em que X** = X*(f) = 9%/9B0BT é um “array” de dimensdo n x k x k e
[ - ][ - ] representa multiplicacio de uma matriz por um “array”, chamado de
produto colchete e definido em Wei (1998, p. 188), Bates e Watts (1988) e Seber e
Wild (1989, p. 691); ver Apéndice C. Como uma alternativa para implementacao

computacional, podemos escrever j*(d;@;, ~s) como
1
s =R"(8)(Ily - B(8))R(5) 0
7 (685, Ys) = | 7 . no |
23
em que R(6) é uma matriz triangular superior que vem da seguinte decomposicio
de Cholesky

XTWY2QE)WY2X* = RT(5)R(6)

B(®) = {{y — 0" QIR () X" R (0)]}g. 5. -

Observe que para a ligagdo canédnica, temos que W = V. Entao, Ly, pode ser

escrita da seguinte forma:

Ligl60) = Ly(5iy) - g (%%det{mé)ak—B<6>>R<6>}).
1
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A estatistica da razao de verossimilhangas baseada na funcio de verossimilhanca,

perfilada modificada para o teste de Ho contra H; é dada por

LRy = —2{L;(80;y) — L}, (8;)}, (3.7)

em que § é valor de § que maximiza a funcao L}, (y;0). Note que LR,, envolve
maximizagao da funcdo de verossimilhanca perfilada modificada. Pode-se mostrar

que a estatistica resultante pode ser escrita como

LR k- 2LR+ log (det{RT(5o)(Ik - 3(50))3(50)})
" n det{ RT(8)(Ix — B()))R(5)} /)

Para o modelo de regressdo normal linear (caso em que B(§) = 0), a expressio

LR,, dada acima é consistente com a expressao de LR, apresentada na Segao 2.2,
como esperado.

Wei (1998, Teorema 6.17, eq. (6.90)) propds uma estatistica alternativa que evita
tal maximizacdo substituindo & por 8 na expressao para LR,,, obtendo-se assim a,

mesma estatistica de teste dada acima, mas com R(5) substituido por R(S\)

3.4 Fator de correcao de Bartlett

As estatisticas da razdo de verossimilhancas (LR) e razéo de verossimilhancas
perfiladas modificadas (LR,,) dadas na Secao 3.3 tém, em problemas regulares,
distribuicéo Xf) assintoticamente, em que p é o ntimero de restricoes impostas sob
a hipdtese nula. A aproximacéo pela distribuicao XZ para as distribuicoes de LR
e LR, tem erro de ordem n~!. Nosso objetivo agora é desenvolver uma COrrecao
de Bartlett para a estatistica LR,, de tal forma que a aproximacao por X?J para a,
estatistica corrigida seja de ordem n—2.

A suposigao de uma estrutura nio-linear no componente sistemético dos mo-
delos aumenta consideravelmente a complexidade do célculo dos cumulantes das
derivadas do logaritmo da funcio de verossimilhanga, em relacdo aos modelos com
estrutura linear e, em particular, dificulta enormemente o desenvolvimento das
corregoes de Bartlett para a estatistica da razio de verossimilhancas (LR). Surpre-

endentemente, nenhuma dificuldade adicional é observada, na obtencao da correcio
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de Bartlett para LR,,. Assim, a partir dos resultados de DiCiccio e Stern (1994)
encontraremos um fator de correcio de Bartlett ¢m que define uma estatistica da
razao de verossimilhancas perfiladas modificadas corrigida dada por

LR = _iifﬁ_ﬂ__
1+c,/p

(3.8)
de tal forma que, em problemas regulares, P(LR;, > z,) = a+O(n ~2), em que z,
€ o quantil (1 — «) da distribuicio X5, enquanto que P(LR,, > To) = a+O0(n™Y).

As notagcGes referentes aos cumulantes de derivadas do logaritmo da funcédo de
verossimilhanca, as derivadas dos cumulantes, as funcdes dos cumulantes e 3 matriz
de informagédo de Fisher sido as mesmas empregadas no Capitulo 2, Secdo 2.3.

No Capitulo 2, derivamos uma expressao geral para o fator de correcao de Bar-
tlett (cy), que pode ser aplicada & estatistica, da razéo de verossimilhangas perfi-
ladas modificada em diferentes classes de modelos. A expressao de ¢, é dada na
Secdo 2.3, equacio (2.8), e pode ser usada para obter expressdes em forma, fechada,
para o fator de corregdo de Bartlett em modelos em que hé a ortogonalidade dos
parametros e que utilizam a mesma particdo do vetor de pardmetros considerada
aqui.

Pode ser mostrado facilmente que
oL Qeq %,
86e ~ "2 Z [ de = ]
sendo gy, = 0qy /08 e qp é dado em (3.6). Mas
n n 1/n
Qea [Teyms)
2, Z 56a 1080 = 5 { Zloaw} T5a Zlog { o } }
9 1 1 0 “ 1 1
= 5—5(1— Z Z 0gmg — 10gm, 85‘1 Z ogmg — Z 0gmy

=1
0
= 55 {0} =0

€, portanto,

oL* 1 —
a oo Zande.
00 27y p—
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Além disso,

B(ds) = E(~2lyeds — b(6) — c(g)]) = —3 (?—) . (~1> _

v

€, consequientemente, E(9L*/96*) = 0. Temos também que
O?L* 1
85“87 272 qu"

62L* 1 qe,
oy =B - — ==
Aer (35“07> 2y &~ g =9

de modo que a ortogonalidade entre § e v é verlﬁcada, como esperado.

Podemos observar que a expressiao de 9L* /06* dada acima coincide com a do
modelo normal linear (ver Apéndice A, equagio (A.1)). Portanto, é facil verificar
que as quantidades Aoy, Aabe, Aabed; Aabys (Naty)ys (Aase)a, (Aab)ed> (Aab)e € Aigp para
os modelos ndo-lineares normal e normal inverso coincidem com as quantidades
correspondentes do modelo normal linear. Em particular, A = 0 e, consequente-
mente, a obtengao de ¢, pode ser feita a partir da equagédo (2.9). Esta envolve o

cumulante Ay, e sua derivada (\,,),. Temos

8L* Z% e— -

que coincide com a expressdo correspondente para o modelo normal linear (ver

Apéndice A, equagdo A.2), o0 mesmo ocorrendo com Ayy € (Ayy)y. Conclui-se que
o fator de corregéo de Bartlett c¢,, obtido para o modelo normal linear é o mesmo
que para os modelos nao-lineares normal e normal inverso. Desta, forma, se m, =
exp{z, 6}, ou seja, se ¢ admitida uma estrutura multiplicativa para a dispersao,

temos

1 1 1 1 2
Cm = =5 tr(HaHy) + —p? + o W THyHHau + 3 LTH®, — p+ L H®,, (3.9)

2n 2
sendo H = {he} = (Z - 2)[(Z - 2)7(Z - 2)]"Y(Z - Z)T, com (Z — Z) =
(1= %,...,2, — 7)1, z = (Z21,...,5)7, 2z, = nl Yy 2, para a = L,...,p,

H; = diag{hn, P nn} H® = (h2 ) e H® = (h’3 )
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Podemos observar que a expressdo (3.9) coincide com a expressao (2.10) para
o caso normal linear. £ importante salientar que a expressdo acima vale para a
distribuigdo normal inversa também. Pode-se notar que a nao linearidade no com-
ponente sistemético do modelo nao influencia o fator de correcao de Bartlett ¢,
para a estatistica da razdo de verossimilhancas perfiladas modificadas no teste de
heteroscedasticidade. A expressdo matricial do fator de correcao de Bartlett em

(3.9) é bastante simples uma vez que requer apenas operagoes com vetores e ma-
trizes.

Pacotes de computacéo simbélica ou software que facam operagoes simples com
matrizes, como 0x, S-Plus, R, MATHEMATICA ou MAPLE, podem ser utilizados para,
o cdleulo de ¢, em aplicacdes préaticas. E importante observar também que a ex-
pressao de c,, em (3.9) ndo depende do niimero de pardmetros de perturbagao, nem
depende de qualquer pardmetro desconhecido, sendo funcdo apenas do ndimero de
pardmetros de interesse, do niimero de observacoes e da matriz H através da ma-
triz Z de varidveis auxiliares usadas para modelar as flutuacdes na dispersao da
resposta. Vale lembrar aqui que aplicamos o fator de correcio de Bartlett & forma
exata da estatistica da razdo de verossimilhancas perfiladas modificadas (LRy,), que
envolve a maximizacdo da funcdo de verossimilhanca perfilada modificada, (L),
e esperamos que o teste baseado na estatistica da razéo de verossimilhancas perfi-
ladas modificadas corrigida produza inferéncias mais precisas que o teste da razao

de verossimilhancgas original.

3.5 Resultados numéricos

Nesta secdo, apresentamos alguns resultados de simulacdo comparando o de-
sempenho dos testes da razdo de verossimilhangas original (LR), da razio de ve-
rossimithangas perfiladas modificadas (LR,,) e da sua versdo corrigida (LR?,). Es-
tes desempenhos sdo avaliados em fungdo da proximidade das probabilidades de
rejeicao da hipdtese nula, sendo esta verdadeira (probabilidade do erro tipo I), aos

respectivos niveis nominais dos testes. As simulacdes realizadas sio baseadas no
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modelo de regressao nao-linear

k
Ye = 1 + exp{faze} + Z,Bj ZTogj+uy, £=1,...n,
=3

em que ug ~ N(0, o%exp{é;, 2y +- - +0p 2p}), Cov(ug, u,y,) = 0 para todo ¢ #* m.

A hipédtese nula considerada é Hg : 6y = -+ - = 6, = 0 indicando assim que o modelo
é homosceddstico. A varigvel resposta foi gerada assumindo que By == [ = 1,
0? = 1 e diferentes valores de p e k foram considerados. As covariadas s, ...,z

foram geradas como amostras aleatérias da distribuicdo 24(0,1). A matriz Z foi
construida usando as colunas 2, ..., p da matriz X. O ntimero de réplicas foi fixado
em 10.000 e foram considerados os seguintes niveis nominais: a=10%, 5%, 1%,
0,5%. As simulagoes foram realizadas usando a linguagem de programacao matricial
0x (Doornik, 2001).

Para cada tamanho de amostra e cada nivel considerado, calculamos as taxas de
rejei¢ao de cada teste, isto é, estimamos, via simulagio, P(LR > To), P(LRy, > x,)
e P(LRy, > 1), em que z, ¢ 0 quantil (1—a) apropriado da distribuicéo Xf.- Todas
as entradas das tabelas apresentadas sdo porcentagens.

A Tabela 3.1 apresenta resultados de simulac&o dos tamanhos dos testes paran =
35, p = 2 e diferentes valores para k. Variamos k para analisar o efeito do ntimero de
parametros de perturbagdo nos diferentes testes. Observamos que o teste da razio
de verossimilhangas original é muito liberal, apresentando taxas de rejeicao bem
maiores do que os niveis nominais, especialmente quando o niimero de parametros
de perturbagio aumenta. Por exemplo, quando k = 5 e o = 5%, a taxa de rejeicao
do teste é superior a 10%, o dobro do nivel nominal. E interessante notar que o
impacto do nimero de pardmetros de perturbacdo é bem menos marcante no caso
do teste da razéo de verossimilhancas perfiladas modificadas e sua versao corrigida.
Para estes testes, as taxas de rejeicio permanecem mais estiveis em relagao aos
respectivos niveis nominais do que o teste da razdo de verossimilhancas original.
O teste da raz8o de verossimilhancas perfiladas modificadas tende a corrigir a

tendéncia liberal do teste original e exibe taxas de rejeicio menores que o nivel
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nominal correspondente. Novamente, quando k = 5 e o = 5%, sua taxa de rejeicio
é 4,5%. A correcao de Bartlett aplicada a este teste leva as taxas de rejeicdo para
valores mais préximos do tamanho nominal do teste. Para a situacdo acima, a taxa
de rejeicao do teste da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas corrigido
sob Hg € 5,0%. As conclustes anteriores também se verificam para outros niveis
nominais, até mesmo para niveis nominais muito pequenos.

A Tabela 3.2 contém resultados de simulagdo obtidos para o caso em que n = 35,
k=5ep=1,...,5. Mais uma vez, o teste da razéo de verossimilhancas original
apresentou-se muito liberal, especialmente quando o nimero de pardmetros que
definem o comportamento de heteroscedasticidade é grande; por exemplo, quando
p=>5ea=>5%, a taxa de rejeigao do teste é 18,8%, ou seja, aproximadamente
4 vezes maior que o nivel nominal selecionado. Novamente o impacto do niimero
de parametros de interesse é bem menos marcante no caso do teste da razio de
verossimilhangas perfiladas modificadas e sua versio corrigida relativamente ao
teste da razao de verossimilhancas original. Ainda na situacio em quep=5e o =
5%, a taxa de rejeicao do teste da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas
e de sua versao corrigida sao 4,5% e 5,0%, respectivamente. As outras conclusoes
obtidas a partir da Tabela 3.1 também se verificam aqui.

A Tabela 3.3 apresenta os tamanhos dos testes para diversos tamanhos da amos-
tra (n = 25, 30, 35,40 e 45), fixando-se o valor de p em 2 para k = 2 e 5. Observamos
que as taxas de rejeicao de todos os trés testes aproximam-se dos niveis nominais
com o aumento do tamanho da amostra, conforme esperado. Destacamos também
o fato de que o teste da raz@o de verossimilhangas original apresenta taxas de re-
jeigdo sob Hy bem acima dos niveis nominais considerados. No caso em que n = 25,
k=5e a=>5%, por exemplo, a taxa de rejeicdo do teste é 16,0%, isto é, mais do
que 3 vezes maior que o nivel nominal selecionado. O teste mantém-se liberal até
mesmo para n = 45. O teste da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas foi
eficaz em reduzir as taxas de rejeicdo do teste da razao de verossimilhancas original
exibindo taxas de rejeicio menores que o nivel nominal considerado. A aplicacio

da correcdo de Bartlett a esse teste produziu resultados bastante favoraveis, de
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forma que as taxas de rejeicao sdo préximas do nivel nominal. Como uma ilus-
tragdo, quando k = 5 a = 5% e n = 45, as taxas de rejeicdo do teste da razio
de verossimilhancas, do teste da razio de verossimilhangas perfiladas modificadas
e de sua versao corrigida sdo, respectivamente, 9,6%, 4,4% e 4,9%.

A Tabela 3.4 apresenta resultados de simulacao obtidos levando em consideracio
a hipétese alternativa (heteroscedastlcldade) para n = 35, p = 2; diferentes valores
de d; = 8 = § com 6 variando entre 0 ,0 e 3,5 foram considerados ao nivel o = 10%.
E importante observar que estas simulagoes de poder correspondem & situacao
abordada na Tabela 3.1 para n = 35. Foi desconsiderado o teste da razio de
verossimilhancas original pois, nas simulagoes de tamanho, mostrou-se liberal e,
portanto, nao pode ser recomendado. Assim, somente comparamos o poder do teste
da razao de verossimilhangas perfiladas modificadas e da sua versao corrigida. Os
resultados indicam que nao h4 nenhuma perda de poder derivada do fato de usar o
fator de correcao de Bartlett. O poder dos dois testes é semelhante, com uma, leve
vantagem do teste corrigido, vantagem esta que se origina de sua menor distorcao
de tamanho.

Concluimos destes resultados que o teste da razao de verossimilhangas original
pode ser muito liberal levando & rejeicao de Hy com uma freqiiéncia muito maior
do que esperado. Por outro lado, o teste da razo de verossimilhancgas perfiladas
modificadas apresenta taxas de rejeicdo mais préximas dos niveis nominais mas
ainda exibe alguma distorcdo de tamanho. O fator de correcao de Bartlett para,
este teste € eficaz em reduzir ainda mais esta distor¢ao. Dos trés testes avaliados,

o teste da razao de verossimilhangas perfiladas modificadas corrigido é o mais

recomendsyvel.
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Tabela 3.3 Tamanho dos testes - Modelo normal nao-linear comp = 2, k = 2, 5,
covaridvess uniformes e erros mormais.

k=2 k=5

n|o%) | LR LR, LR, |LR LR, LI,
100 [12,7 89 938 [246 70 382
251 50 |69 42 49 [160 30 37
10 |18 09 11 (59 04 05
05 |10 05 05|40 02 02
100 [122 90 98 [231 81 92
30| 50 | 63 42 47 [143 38 43
10 |15 08 10 [49 05 07
05 |08 04 05 (30 02 03
100 [11,6 93 938 [202 86 95
35| 50 | 63 45 49 [120 43 47
10 [ 1,4 09 10 |40 07 08
05 108 04 05|25 03 04
100 [11,3 90 96 [174 84 9.1
40) 50 |57 43 47 |102 41 45
10 | 1,3 08 09 {29 08 09
05 |06 04 04 |17 03 04
100 [11,3° 94 100 [164 9,2 99
45| 50 162 49 50 |96 44 49
10 |15 09 1,0 {26 07 09
05 |08 04 05|16 04 05

Tabela 3.4 Poder dos testes - Modelo normal nio-linear comn = 35, p = 2,
a = 10%, covaridveis uniformes e erros normais.

k=5 k=8

§ |LR. LR, |LR, LE,
0093 98 [ 86 95
05| 13,4 141 | 149 16,0
10281 291|339 357
1,5 | 48,6 50,0 | 589 62,0
20| 69,7 709 | 833 845
250853 861|945 950
30(938 941|967 973
35]958 960 | 97,1 985
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3.6 Aplicagoes

Apresentamos a seguir duas ilustragdes numéricas dos testes apresentados nas

secoes anteriores.

3.6.1 Ezemplo 1

Os dados analisados por Wei (1998, p. 155) e apresentados no Apéndice H represen-
tam os pesos y das lentes dos olhos de coelhos europeus (Oryctolagus Cuniculus)

(em mg) e & idade = do animal (em dias) numa amostra de 71 observagoes. O

modelo usado é

Ba
To + B3

log(ye) = 1 — +up, €=1,...,71,

em que Cov(ug, un,) = 0 para todo £ # m. Inicialmente, assumimos que u, ~
N(0,0?) e estimamos os parametros do modelo por maxima verossimilhanca, ob-
tendo B = 5,640, B, = 130,58, B; = 37,603 e 52 = 0, 004. Os graficos na Figura
3.1 mostram que as observagdes 4, 5, 16 e 17 apresentam residuos grandes (em
valor absoluto) e ddo alguma evidéncia de heteroscedasticidade.

O préximo passo é considerar um modelo mais geral, heterosceddstico, em que
ue ~ N(0,0%xp{6z,}). Agora o nosso principal interesse é testar Ho : 6 =0
(homoscedasticidade) contra H; : § # 0. Para este teste, temos LR = 10,250,
LR,, = 9,556, LR} = 9,776, que conduzem aos respectivos niveis descritivos
0,001, 0,001 e 0,002. Segue entdo que os testes baseados nas estatisticas da. razao
de verossimilhangas (LR), razdo de verossimilhancas perfiladas modificada (LR,,)
e sua versao corrigida (LRY) conduzem & rejeicio da hipétese nula aos niveis

nominais usuais.
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Figura 3.1 (a) Grdfico dos residuos padronizados contra percentis normais com
envelope simulado; (b) Grdfico de dispersao do peso das lentes dos olhos contra
a idade; (c) Grdfico dos residuos studentizados ts; contra os valores ajustados e
(d) Grifico dos residuos studentizados ts, contra x para o modelo homosceddstico
- Coelhos europeus na Austrdlia.
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3.6.2 Ezemplo 2

Consideremos os dados analisados por Rawlings (1988) e apresentados no Apéndice
I. Howard Grimes, do Departamento de Botanica, North Carolina State University,
conduziu um experimento para andlise bioquimica de armazenamento intracelular
e transporte de célcio através da membrana plasmatica. Células ficavam suspensas
em uma solugao de cdlcio radioativo por um certo periodo de tempo 2 (em minutos)

e entdo a quantidade de célcio radioativo y (em nmoles/mg) absorvida pelas células
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foi medida numa amostra de 27 observacdes. O modelo usado é
Ve = Bo{l —exp(=Lrize)} +ue, €=1,...,27,

em que Cov(ug, um) = 0 para todo ¢ # m. Inicialmente, assumimos que up ~
N(0,0?%) e estimamos os parametros do modelo por maxima verossimilhancas ob-
tendo Eo = 4,309, ,/8\1 = 0,208 e 52 = 0,276. Os graficos na Figura 3.2 mostram

alguma evidéncia de heteroscedasticidade.

Figura 3.2 (a) Grdfico dos residuos padronizados contra percentis normais com
envelope simulado; (b) Grdfico de dispersdo da quantidade absorvida de cdlcio Ta-
dioativo contra o tempo; (c) Grdfico dos residuos studentizados t,, contra os valores
ajustados e (d) Grdfico dos residuos studentizados t,, contra = para o modelo ho-
mosceddstico - Solugao de cdlcio radioativo.
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O préximo passo é considerar um modelo mais geral, heterosceddstico, em que

up ~ N (0,O2€Xp{5$g}). Agora o nosso principal interesse é testar Hy : § = 0
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(homoscedasticidade) contra H; : § # 0. Para este teste, temos LR = 3,097,
LR, = 2,914, LR, = 3,056, que conduzem aos respectivos niveis descritivos
0,078, 0,088 e 0,080. Segue entdo que os testes baseados nas estatisticas da razao
de verossimilhancas (LR), razdo de verossimﬂhanga,s‘ perfiladas modificadas (LR,)
e sua versao corrigida (LR},) levam & rejeicio da hipStese nula ao nivel nominal

de 10% e sugerem evidéncia marginal de heteroscedasticidade.

3.7 Comentarios

Trabalhamos neste capitulo com os modelos nio-lineares da familia €xpo-
nencial para os quais abordamos a situacio em que os parametros de dispersao
nao sdo constantes para todas as observacdes, havendo assim uma estrutura he-
terosceddstica. Admitimos uma forma funcional que relaciona os parametros de
dispersdo com alguns pardmetros desconhecidos, que nao dependem do vetor de
parametros de regressao, e algumas varidveis auxiliares.

Derivamos um fator de corregao de Bartlett para a estatistica da razio de ve-
rossimilhangas perfiladas modificadas do teste de heterogeneidade de dispersdes
(homoscedasticidade). Os resultados cobrem a situagao em que o parametro de
interesse € multidimensional. Notamos que uma possivel nao-linearidade no com-
ponente sistemético do modelo nao influencia o fator de correcao de Bartlett (c,,).
Vale salientar aqui que consideramos apenas as distribui¢bes normal e normal in-
versa, pois para a distribui¢do gama o ajuste de Cox e Reid ndo péde ser aplicado.

Os resultados numéricos apresentados comparam o desempenho em amostras
finitas de trés testes: o teste da razdo de verossimilhancgas original (LR), o teste
da razdo de verossimilhangas perfiladas modificadas (LR) e o teste da razdo
de verossimilhangas perfiladas modificadas corrigido (LR:)). As simulacdes feitas
conduziram a diversas conclusdes importantes a respeito do comportamento, em
amostras finitas, dos testes de heteroscedasticidade em estudo.

Em primeiro lugar, o estudo dos tamanhos dos testes levou a concluir que o teste
baseado na estatistica LR é, em geral, liberal, conduzindo & rejeicao da hipdtese

de homoscedasticidade erroneamente com uma probabilidade maior do que o nivel
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de significdncia nominal do teste. Por outro lado, o teste baseado na estatistica
LR, mostrou-se eficiente corrigindo a tendéncia do teste original em rejeitar com
freqiiéncia demasiada a hipétese nula, exibindo taxas de rejeicio menores que o
nivel nominal do teste. O teste baseado na estatistica LR}, leva as taxas de rejeicéo
para valores ainda mais préximos dos niveis nominais.

Em segundo lugar, em relacio aos estudos de simulagao realizados com o objetivo
de analisar a influéncia dos niimeros de pardmetros de perturbacdo e de interesse no
desempenho dos testes, concluimos que os niimeros de parametros de perturbacio
e de interesse tém um impacto consideridvel sobre a aproximagdo por y? para a
distribuicdo da estatistica da razdo de verossimilhancas original. E importante
ressaltar que o mesmo impacto é bem menos marcante no caso dos testes baseados
nas estatisticas LR, e LR} . Para estes testes, as taxas de rejeicdo permanecem
mais estdveis em relagao aos respectivos niveis nominais do que o teste baseado na
estatistica LR.

Nas simulacdes envolvendo os poderes dos testes, o teste baseado na estatistica
LR;, apresentou uma leve vantagem em relacdo ao teste baseado na estatistica
LR,,.

Em suma, entre as trés estatisticas, aquela que produz melhor teste de hete-

roscedasticidade é LR} .



CAPITULO 4

Novos ajustes para a estatistica da razao de
verossimilhancas em modelos nao-lineares da
familia exponencial

4.1 Introducao

Os modelos néo-lineares da familia exponencial (Cordeiro e Paula, 1989) po-
dem ser interpretados como uma generalizagdo dos modelos lineares generalizados
e dos modelos de regressiao normais nao-lineares. A motivacio basica destes mode-
los é abrir o leque de opgoes para a distribuicdo da varigvel resposta, permitindo
que a mesma pertenga a familia exponencial de distribuigées bem como dar maior
flexibilidade para a relacdo funcional entre a média da varidvel resposta e o pre-
ditor ndo-linear. Nesta classe de modelos, mesmo se os pardmetros de dispersao
forem iguais para todas as observagoes, suas variancias poderao diferir, pois estas
podem depender das médias desconhecidas. Assim, homoscedasticidade indicars
homogeneidade de dispersio (ndo necessariamente variancia). Admitimos para as
variancias uma estrutura que relacione os pardmetros de dispersdo com alguns
parametros desconhecidos que nio dependem do vetor de pardmetros de regressao
e algumas varidveis auxiliares.

No Capitulo 3, obtivemos a corregao de Bartlett para um teste de heterosce-
dasticidade baseado em verossimilhanca perfilada modificada, (Cox e Reid, 1987)
em modelos ndo-lineares da familia, exponencial. Notamos que o ajuste de Cox
e Reid (1987) ndo péde ser aplicado a todos os modelos néo-lineares da familia
exponencial, como por exemplo, para o modelo gama.

Neste capitulo, tratamos da obtengdo de ajustes para a estatistica da razao de
verossimilhancas (LR) com base nos resultados de Skovgaard (2001) na classe dos

modelos néo-lineares da familia exponencial. Estes ajustes tém ampla aplicabili-
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dade, pois sao validos para testar quaisquer hipGteses nulas que estabelecam um
vetor de valores fixados para uma parte do vetor de parametros do modelo. Em
particular, serdo feitos ajustes para o teste de heteroscedasticidade. Estes ajustes
podem ser utilizados, sem excegdo, sob todos os modelos nao-lineares da familia
exponencial. Estes novos ajustes apresentam uma vantagem em relacdo ao ajuste
de Cox e Reid (1987) por serem invariantes segundo reparametrizacoes da forma
(v,9) — (v,¢(v,%)), sendo v o vetor de pardmetros de interesse, 1) o vetor de
pardmetros de perturbacao e ¢ uma fungdo de v e 1. Outra vantagem é a aplicacio
direta a estatistica da razao de verossimilhancas, enquanto que o ajuste de Cox e
Reid, ao contrario, € aplicado a funcao de verossimilhanga perfilada, a qual deve ser
maximizada segundo as hipéteses nula e alternativa para, posteriormente, obter-se
a estatistica ajustada. Outra vantagem adicional é que néo é necessdria a ortogo-
nalizacao entre os pardmetros de interesse e os de perturbagao. Estes novos ajustes
apresentam uma vantagem em relacao ao fator de corregao de Bartlett uma vez que
sa@0 mais simples de serem obtidos pois requerem célculos dos cumulantes de de-
rivadas do logaritmo da fungdo de verossimilhangas até segunda ordem, enquanto
que o cédlculo do fator de corregao de Bartlett é mais complexo e requer a obtencao
dos cumulantes de derivadas do logaritmo da func¢éo de verossimilhancas até quarta
ordem.

Resultados de simulagdo em relagdo a tamanho e poder dos testes de heteros-
cedasticidade obtidos neste capitulo no caso em que o pardmetro de interesse é
multidimensional sao considerados. Adicionalmente, aspectos de robustez dos tes-
tes também foram avaliados.

Na Secao 4.2, apresentamos resultados gerais sobre ajustes para a estatistica da
razao de verossimilhangas. Na Secao 4.3, apresentamos a definicdo dos modelos
nao-lineares da familia exponencial; um teste baseado na estatistica da razéo de
verossimilhancas ajustada e sua versao assintoticamente equivalente sdo propostos
nesta classe de modelos. Na Secao 4.4, sdo apresentados resultados numéricos sobre
o comportamento em amostras finitas de diferentes testes nos modelos de regressao

normal linear e nos modelos nao-lineares da familia exponencial. Na Secdo 4.5,
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apresentamos algumas aplicagoes a dados reais e alguns comentdrios sdo feitos na
Secao 4.6.

4.2 Ajustes para a estatistica da razdo de verossimilhancas

Consideremos n varidveis aleatérias independentes v, . . . , yn, com funcao densi-
dade conjunta 7(y;w), sendo w € Q C IRPT*¥1 o vetor de pardmetros desconhecidos
de dimensdo p+k+1ey = (y1,...,¥n)- Seja w" o r-ésimo elemento do vetor w.

Assuma que o vetor de pardmetros w seja decomposto como w = (v7,17)7 sendo
v=(v',...,vP)" o vetor de pardmetros de interesse e 1 = (yP+1 ... YPtHH)T
vetor de pardmetros de perturbacdo, de dimensdes p e k + 1, respectivamente.

O objetivo é testar a hipGtese nula Hy : v = 1 contra a hipdtese alternativa
bilateral H; : v # vy, em que vy é um vetor de constantes especificado de dimenséo
p. Denotamos por & = (07,1 7)7 o estimador de méxima verossimilhanca irrestrito
dew e por & = (1,9 7)7 o estimador de maxima verossimilhanca de w sob Ho.

O logaritmo da fungéo de verossimilhanga do vetor de parametros w dado o vetor

de observagoes y €
L(w) = L(w;y) = logn(y; w).
A funcao escore total U é dada por

OL(v, 1)
Ow

em que U, = 0L(v,v)/0v e Uy = OL(v,1)) /0.

A matriz de informagao total de Fisher (/) e a matriz de informacao observada

U= U(w) = = (UJ7U1})F)T7

(J) sdo dadas por

O*L(v,9)

OwowT '’

J=Jw)=—

I:I(w)=—E<W)

Owdw T
respectivamente. A notacgdo Jyy denota a submatriz inferior & direita de J cuja
dimensdo é (k+1) x (k+1). No que segue, usaremos as seguintes notacdes: [ = I (W)
I=1@), J=J@), J=J@) e Jyps = Ju(@).

A estatistica da razao de verossimilhancgas para o teste de H, pode ser escrita

b
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da seguinte forma

LR = —2{L(v,9) - L(©,3)}.

Em amostras grandes, a distribuicdo da estatistica da razao de verossimilhancas
(LR) sob a hipétese nula pode ser aproximada pela distribuicdo xf, com erro de
ordem n~1,

No caso do pardmetro de interesse ser escalar, a estatistica, da razdo de verossi-

milhangas sinalizada, para o teste de H, é dada por
R = sinal(V — 1vy))VLR

e, neste caso, a hipétese alternativa pode ser unilateral ou bilateral. Em amostras
grandes, a distribuicio da estatistica da razao de verossimilhancas sinalizada, (R)
sob a hipétese nula pode ser aproximada pela distribuicio A/ (0,1) com erro de
ordem n~1/2,

Vérios ajustes tém sido propostos para melhorar a aproximacao da distribuicdo
da estatistica da razio de verossimilhancas sinalizada (R) pela distribuicao normal
padréo. No entanto, a maioria das aproximagoes envolve uma derivada relativa,
a0 espago amostral e a determinacio de uma, estatistica ancilar. Nem sempre esta
derivada pode ser facilmente calculada. Em particular, para os modelos da, familia
exponencial de posto completo e os modelos de transformacéo, ela pode ser calcy-
lada explicitamente.

Suponha que uma estatistica, suficiente para o modelo pode ser escrita como
(@, a), em que & denota o estimador de méxima verossimilhanca de w e g é uma
estatistica ancilar. Entdo, o logaritmo da funcdo de verossimilhanca é L(w;®, a)
em que a dependéncia nos dados estd explicitada através de (@, a). Sua derivada
com respeito a & (uma derivada com respeito ao espaco amostral) é denotada por
L'(w). Utilizaremos o sfmbolo 7 para indicar uma derivada com respeito ao espaco
amostral. A derivada do vetor escore com respeito a & com a mantido fixo avaliada
em & ¢é denotada por U,

Barndorff-Nielsen (1986, 1991) propés a estatistica da razio de verossimilhangas
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sinalizada modificada dada por

1

R*:R~R log 7,

em que a expressao geral para a quantidade v pode ser expressa como

R
(Z - I)T ()1,

¥ =R Ty 2 (4.1)
que envolve as derivadas com respeito ao espaco amostral em U’ e I/ — L. As
notagdes |...| e [(L' — L' YT (U’ )™, denotam, respectivamente, o determinante de
uma matriz quadrada e o elemento do vetor (L'— L' (U ")~! referente ao pardmetro
(escalar) v. Em amostras grandes, a distribuicado da estatistica da razio de verossi-
milhangas sinalizada modificada (R*) sob a hipétese nula pode ser aproximada pela,
distribui¢do A/(0,1) com um erro de ordem n=%2. Note-se que esta aproximacio
para a estatistica R tem erro de ordem n—1/2,

Para contornar a dificuldade de obtencdo das derivadas relativas ao €spaco amos-
tral, vérias aproximacoes tém sido propostas. Uma das aproximagdes foi proposta

por Skovgaard (1996), que fornece aproximacdes explicitas para (L' — I/ )T e U

dadas por
(I'-IVT~gT'] e U~T1'J (4.2)
sendo
7 = covye{U(wp), L{wp) — L(w)} lwo=5 W= (4.3)
e
T = covep {U(wo), U(w)} |upetros - (4.4)
Desta forma, uma aproximacao geral para a quantidade vy dada em (4.1) é
T = AR T2 (45)

1171,

Novamente, a notacao [?‘17]\ ], denota o elemento do vetor 'ff“lfj correspondente
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a0 parametro (escalar) v. Quando nao for possivel obter v em (4.1) pode ser uti-

lizado ¥ em (4.5) para obter a estatistica da razio de verossimilhancas sinalizada

modificada,

R=R- % log 7.

Observe que a aproximacio dada em (4.5) pode ser obtida explicitamente e
envolve cumulantes de derivadas do logaritmo da funcéo de verossimilhanga até
segunda ordem e duas quantidades nio usuais (T e g) relativas ao vetor escore
e a uma diferenca de logaritmos da funcdo de verossimilhanga, avaliados em dois
pontos diferentes.

A teoria ¢é bastante desenvolvida para o caso em que o parametro de interesse
¢ unidimensional. Bellio e Brazzale (1999) realizaram estudos numeéricos bastante
abrangentes confirmando a excelente aproximacao normal para a distribuicio de
R 1o caso em que o pardmetro de interesse é unidimensional.

Uma generalizacdo da estatistica da razdo de verossimilhangas sinalizada modi-
ficada de Barndorff-Nielsen para o caso em que o parametro de interesse ¢ mul-
tidimensional com propriedades similares ao caso unidimensional é proposta por
Skovgaard (2001). A estatistica da razdo de verossimilhancas ajustada para o teste
de Hy é dada por

2
* = 1-— ———1 .
LR, = LR ( TR og'y> , (4.6)
Ou sua versao assintoticamente equivalente
LR;* = LR — 2logy, (4.7)
sendo aqui

(T7F Gy

=T 0T 1/2j —1/2j1/2 SN0
7 =T T2 g 721 ] L (T~ ) ({010

(4.8)

em que J=1 (W;@, a). Sob Hy, as estatisticas LR} e LR sao aproximadamente
distribuidas como Xg com alto grau de precisdo (Skovgaard, 2001, p. 7). A es-

tatistica LR;* surge naturalmente do desenvolvimento tedrico da generalizacdo e
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barece ser também numericamente melhor do que a sua VErsao equivalente LR},
mas a versao LR tem a vantagem de ser Sempre nao-negativa e de reduzir-se
a (R*)? quando p = 1. Parg uma discussdo mais detalhada do desenvolvimento
tedrico para a obtencao de LR} e LR ver Skovgaard (2001, Secao 5.7).

Skovgaard (2001) propde uma, aproximacao para .J dada, por
J~ 1 JI Y. (4.9)

Utilizando as aproximacoes dadas em (4.2) e (4.9), temos a seguinte aproximacao
para v em (4.8):

~ " L ﬁTA—lfA—IA~—1~ /2
C e WMV e IR U o P Ui,
LRP/2*1UTT*1QT

Vale salientar aqui que os testes baseados ha estatistica da razio de verossimi-

. (4.10)

lhangas original (LR), em sua versdo corrigida por corre¢éio de Bartlett (LR*) e na
estatistica da razao de verossimilhancas modificada, sinalizada (R*) sao invariantes
segundo reparametrizacdes da forma, () — (v, ¢ (v,%)). O mesmo ocorre para
as estatisticas da razio de verossimilhangas ajustadas LR e LR,

Lyon e Peters (2000) obtiveram um teste da razdo de verossimilhangas ajus-

distribuicdo de R.

Skovgaard (2001), através de resultados numeéricos, constatou que os testes ba-
seados nas estatisticas LR e LR’ tém melhores desempenhos do que os testes
baseados na estatistica LR e na sua versio corrigida, em especial no Caso em que
0 vetor de parametros de interesse é escalar. H indicios de que a estatistica LR**

tem desempenho numericamente melhor que a estatistica LR:.

4.3 Modelos nao-lineares da familia exponencial

() Sejam Y1, - -, yn varidveis aleatdrias independentes, cada qual com densidade
na forma

() Como esta tese foi escrita de forma g, que todos os capitulos sejam autosuficientes e Possam ser lidos em qual-
quer ordem, a defini¢io dos modelos ndo-lineares da, familia exponencial e de algumas quantidades relevantes
introduzidas no Capitulo 3 sio repetidas aqui.
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T(Ye; e, d¢) = exp {@{Z/@ 00— b(6e) — c(y,)] — % ey, ¢>g)} v 0=1,... n, (4.11)

em que E(y,) = p, = db(8,)/d8,, Var(y,) = ¢V, = ¢;1dy/d0, ¢ (¢ > 0) é des-
conhecido e chamado de parametro de precisdo, seu reciproco (¢;1) é chamado de

parametro de disperséo, e(-, ) € uma funcio conhecida e V, é funcdo de variancia.

exponencial, ou seja, as distribuicéea, normal, normal inverss e gama. Admitimos
que ¢, = o2m, com me = m(z,d) > 0, sendo 2] a l-ésima linha da matriz de
covariadas Z, de dimensio n x P, 6 um vetor de dimensio P X 1 de parametros
desconhecidos e 02 uma, constante desconhecida finita e estritamente positiva. A
média de y, estd relacionada com o componente sistematico através de uma funcio

de ligacdo da forma

9(1e) = 1¢ = f(z4; B), (4.12)

em que g(-) é uma funcdo conhecida mondétona e duplamente diferencigvel, g8 =
(6, ..., 65T é um vetor de k (k < n) pardmetros desconhecidos, 2, = (z,,, . ..  Toxc) T
representa os valores de K varidveis explicativas e f(-;-) é uma funcdo possivel-
mente nao-linear no segundo argumento, continua e diferencigve] com respeito aos
componentes de (3 tal que a matriz de derivadas X* = X “(B) = /3BT, com
n=(n,...,n,)7, tem posto £ para todo 3. A matriz X* tem elementos que S0,
em geral, fungées do vetor de parametros 3 desconhecidos.

Admitindo que e(y, be) = s(¢e) + t(ye), a equacéo (4.11) pode ser reescrita como
1
™ (ye; Or, ¢e) = exp (—5{@ d(ye) + 5(¢pe) + zt(ye)}) v E=1,....n,  (4.13)

em que d(y,) = d, = —2[ye 0 — b(6,) — c(ye)]. Supomos que () possui as qua-
tro primeiras derivadas. Para a distribuicdo gama, d, = 2{ye/ 1o — log(ye/110)} e
s(de) = —2{¢, log(¢,) — logl'(¢,)}. J4 para as distribui¢des normal e normal in-

versa, temos dp = (y,— 1) e d, = (Yo —110)?/ (L2ve), respectivamente, e para ambas

as distribuicoes 5(¢e) = ~log(gy).
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Seja L = L(5,0,0%) o logaritmo da funcdo de verossimilhanga de um mode-
lo nio-linear na familia exponencial definido por (4.13) e (4.12) em algum espago
paramétrico dado o vetor de observagoes y = (y1,...,Yn) . Assume-se que a funcdo
L seja regular com respeito as derivadas em relacao aos pardmetros até quarta
ordem (Cox e Hinkley, 1974, Capitulo 9).
O logaritmo da fungdo de verossimilhanga do vetor de parametros w = (67, BT,

02)7, dado o vetor de observagges (y1,. . -, ¥n), do modelo definido por (4.13) é

16,6,0%0) = —5 3 { oo dovt () + 00 |

£=1

e a fungdo escore total é dada por

U=U(68,0%)=Us,U],Uz)", (4.14)
em que
. 8L(5718102:y) . 1 T & _ BL((S)ﬁ)UQ)y) . * T -1
Us = 55 ——2\11 @(d—{-S), Ug = Y =X TV (y—pn)
€

s — OL(s,B,0%y) _
o= Oo? 202

respectivamente, sendo ®, T e V matrizes diagonais de dimenséo n X n cujos (£, 0)-

LTo(d + 5),

ésimos elementos sdo dados, respectivamente, por ¢, = 1/(c*my), Ty = dpe/dne e
Vi = dpe/d8,, ¥ é uma matriz nxp cuja f-ésima linha é dada por dlogm(ze, 8)/057,

S = (5(¢1), ..., 8(¢n)) " com 3(¢¢) = ds(¢e)/d¢e, £=1,...,n, ¢ é um vetor de uns
de dimensdo n, d = (dy,...,dn)" € pp= (U1, -, Hn) -

A matriz de informacdo total de Fisher (ver Apéndice B) é dada por

1 .. .
X -Q-qﬂcbsqnp 0 %WTS@QL
Y AT 0 X+ V2ol xr 7 4
L ) ' 0 (4.15)
53 LTH25V 0 5o LTD%S,

em que S é uma matriz diagonal de dimensao n X n cujos elementos sao dados por

§(pe) = d2s(¢¢) /depe>, W 6 uma matriz diagonal de dimensdo n x n cujos elementos
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sao dados por wp = (dpe/dne)?/Ve, £ = 1, ...,n e 0 denota matrizes ou vetores nulos

de dimensdes apropriadas.

A matriz de informacao observada é

52, J'lrl J12 Jis
J=—m——=11] J J (4.16)
T 12 22 23 |,
&,uaw JI:‘) J;;; 333
em que
1 .. 1 A
Jn = 5 UTOSPY + TN, W — 3 [(d+ S)TM“1<I>]{A**},
Jio = VTOVITN,X*,
1 1 ..
Jlg = 5—(;-2‘ \I/T(I)N1L+ 5‘03 \PT@S@L,
Joo = XY W 2eWV2X* — X* N;®X* — X N,dX*
~[ly — )TV TIX M,
Js = X" TV '®(y — p),
1 . 1 .-
Jaz = REOE (d+S) P+ CIE Lt DS,
com X** = X*(f) = 9*n/0B0B" e A = A™(§) = 6°m/d606T, sendo m =
(ma,...,m,)7, representando “arrays” de dimensdes n x k x k e n x P X p, res-

pectivamente. As matrizes M, N1, N2, N3 e N, s@o matrizes diagonais de dimenséao
n x n com (£, £)-ésimos elementos dados por m, = m(z,6), nye = (dg + 5(¢e)) e,

e = (Yo — pe) /™, N3e = (Yo — 11e)ge € Nae = (Yo — pe) fo, Tespectivamente, em que

ge € fo sao escalares definidos por

-t LA () ded
9= Yy dn, dn? ~ V2 dpg \ drge V, dne dn?’

¢ =1,---,n. Considerando ligacdo canénica (6; = 1), para a distribuicio normal,

temos que wy = Vy =Ty = 1, 0, = py e fo = 9o = 0, enquanto que para a dis-

tribui¢do normal inversa temos que wy = V, = pf, T, = —1/2u8, 6, = —(2u3)™,
fe = =3/8uj e g¢ = 0. J4 para a distribuicio gama, temos que w, = V, = ue,
Ty = —ui, 6, = ~,u[1, foe = —2u3 e g; = 0. Vale salientar que cada elemento das

submatrizes em (4.16) foi obtido no Apéndice B e a notagéo [ - ][ - ] representa
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multiplicacdo de uma matriz por um “array”, chamado de produto colchete e de-
finido em Wei (1998, p. 188), Bates e Watts (1988) e Seber e Wild (1989, p. 691);
ver Apéndice C.

Nosso interesse é testar a hipétese nula Hg : v = 1 contra a hipotese alternativa
bilateral H; : v # Vo, em que vy é um vetor de dimensao p x 1 de constantes
especificado. Uma situagdo particular de interesse é aquela em que a hipétese nula
indica que o modelo é homosceddstico no sentido de que todas as observagoes tém
a mesma dispersio (Hp : 6 = §p). Serd dada énfase a esta situagao na Secdo 4.4.

Para obter as estatisticas da razdo de verossimilhangas ajustadas (LR;) e (LR,
propostas por Skovgaard (2001) e dadas em (4.6) e (4.7), é necessério obter duas
quantidades ndo usuais relativas ao vetor escore e a0 logaritmo da fungao de ve-

rossimilhanca. Estas quantidades sdo dadas por

g = BEu,o[U(wo) (L(wo) — L(w))] (4.17)

Y = E,,[U(wo) UT (w)]. (4.18)

As quantidades em (4.17) e (4.18) sao obtidas no Apéndice E e podem ser escritas

em notacao matricial como

1 .
S 0] 550 (@ — o). \

q= XSTT()@ (@0 - @) L
1 T .
\ -é-;g L (q) - @0)@080[,
¢ 1 1
—2-‘113_@030@\1/ 0 —2—;'2‘ ‘I’g(pggo(pl,
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respectivamente, com © = diag(6,, .. ., frn) e o subscrito 0 indica que as quantidades

sao avaliadas em wy. Consequentemente, as quantidades GeT em (4.3) e (4.4)

tornam-se
%@Tga (@ —-3) )
i=| X'T® (6-0), (4.19)
e
197835 0 L 37335%
9 252 )
T=| X7 -6)3% X" Tov-17x* XToO6-0)0 |, (420
L 75537 0 73,58
252 ¢ I5252 b To0Rt

respectivamente. Para as distribuices normal e normal inversa, temos s(¢,) =
~log(¢y) e, portanto, S = (=1/¢r,---,=1/py)T e S = &2 respectivamente. Neste
caso, a matriz de informagao total de Fisher (I), §, T e a matriz de informacéao

observada (J) reduzem-se, respectivamente, a

inw 0 AJFWTL
8L 2 v 20°
I= —E (m) = O X* @1/2W®1/2X* O 3
_1_ RV} 0 o
202 204
loga |~ 1ot \
2\11 &P, 2\1’ L
7=| X'Te®6-0) |,

1 ~ g~
5,‘\—2(LT(I)_1(I)L - n)
g
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loares o~ 1 ~gns o~
—UTPp 1o — Py Tp!
5 U 0 553 O P,
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T=| X" T(©-0)0¥V X* TdX —;2~X T®(O —-0).
o
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202 20252
e
Ju J12 Jis
J=1 J, Jao Jaz |,
I Jo J33
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1 T 1 T 1 N\T A r—1 *¥
Jig = UTON,X*
1 T 1 -
J13 = %2-\1} @NlL-}-'Q’&E\IJ L,
o = XTWIRRWTXT — [y — )T @)lx ™,
Jis = X* 0y — p)
e
1 . n
= d+5)"d .
Jas (o2)? (d+5) v+ 2(02)?

Para a distribuicdo gama vimos que s(¢¢) = —2{¢log(¢¢) — logl'(¢¢)} e, por-
tanto, temos que $(¢¢) = —2{log(¢e) +1—Y(¢e)} € 5(¢e) = —2{¢" +¢'(¢r)}, em
que 1(-) é fungdo digama. Nessa situagdo, a matriz de informacao total de Fisher
(I), g, T e a matriz de informacao observada (J) pouco se simplificam.

Em suma, para obtermos a estatistica da razao de verossimilhancas ajustada
(LR}) e sua versao equivalente (LR}*) na classe dos modelos nao-lineares da familia
exponencial, devemos substituir I , f, :]\, U , jdn/z e as quantidades 7 e T dadas em
(4.19) e (4.20) respectivamente, na expressdo de v dada em (4.10). Temos que as

matrizes U, I e J sdo dadas, respectivamente, pelas equagoes (4.14), (4.15) e (4.16).
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4.4 Resultados numéricos

Nesta sec8o, nosso objetivo é comparar, através de simulagdes, os desempenhos
de vérios testes baseados na estatistica da razdo de verossimilhancas usual e em
suas versoes modificadas. Enfocaremos apenas a situagao em que a hipétese nula
de interesse indica que o modelo é homosceddstico (no sentido de que todas as
observagdes tém a mesma dispersio).

As estatisticas a serem avaliadas sdo: estatistica da razio de verossimilhancas
usual (LR), estatistica da razdo de verossimilhangas corrigida via correcao de Bai-
tlett® (LR*), estatistica da razdo de verossimilhancas ajustada (LR}) dada em
(4.6), sua versao assintoticamente equivalente (LR}*) dada em (4.7), estatistica da
razao de verossimilhangas perfiladas modificadas baseada na, proposta de Cox e
Reid (1987) (LR,,) e a estatistica da razdo de verossimilhangas perfiladas modi-
ficadas corrigida via correcdo de Bartlett (LRy,). Para o teste de homoscedastici-
dade em modelos normais lineares, as estatisticas LR, LR* e LR, sdo dadas no
Capitulo 2 em (2.5), (2.6) e (2.7), respectivamente. J& para os modelos normais
nao-lineares, as estatisticas LR,, e LR}, sdo dadas em (3.7) e (3.8), respectiva-
mente. Note-se que a corregio de Bartlett para a estatistica LR, tem a mesma
forma quer seja o modelo linear ou nao-linear.

Inicialmente, temos como objetivo analisar a influéncia do nimero de parametros
de perturbagdo (k + 1), do ntimero de parametros de interesse (p), do tamanho da
amostra (n) e da distribuicdo das covariadas nos desempenhos dos testes e com-
paré-los entre si. Os desempenhos sdo avaliados em funcdo da proximidade da
probabilidade de rejei¢do da hipétese nula, sendo esta verdadeira (probabilidade
do erro tipo I), aos respectivos niveis nominais. Avaliamos também o poder dos
testes em estudo sob algumas situagoes. Adicionalmente, foram considerados as-
pectos de robustez dos testes de heteroscedasticidade. Comparamos a média, a

varidncia e quantis amostrais das estatisticas citadas acima com as quantidades

(2) Esta estatistica somente sers considerada para o modelo linear.
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correspondentes da distribuigao de referéncia e avaliamos os tamanhos empiricos
dos testes para valores bem pequenos do nivel nominal.

Os resultados numéricos baseiam-se nos seguintes modelos:

ye = B1 + PoZex + - -+ + BrTor + Uy, {=1,...,n, (modelo1)
¢ k
ye = 1 + exp{fezm,} + Z,Bjxgj +up, £=1,...,n, (modelo 2)
j=3
em que up ~ N(0,0%exp{8; zo1 + -+ 0y 2ep}), Cov(ug, um) = 0 para todo £ # m.
A hipétese nula considerada é Ho : 61 = -+ - = 6, = 0 indicando assim que o modelo
é homosceddstico. A varidvel resposta foi gerada assumindo que ) = ... = [ = 1,

02 = 1 e diferentes valores de p e k foram considerados. Note-se que o modelo 1 é
linear, ao contrario do modelo 2.

As covariadas s, . . ., 7; foram geradas como amostras aleatérias da distribuicao
U(0,1). Quando p < k, a matriz Z foi construida usando as colunas 2,...,p +
1 de X; quando p > k, as colunas extras de Z foram criadas usando amostras
independentes da distribuigdo U(0, 1).

O ntimero de réplicas foi fixado em 10.000®) e foram considerados os seguintes
niveis nominais: a=10%, 5%, 1% e 0,5%. As simulacoes foram realizadas usando a
linguagem de programagao matricial Ox (Doornik, 2001).

Para cada tamanho da amostra e cada nivel considerado, calculamos as taxas de
rejeicdo de cada teste, isto ¢, estimamos, via simulagdo, P(LR > z4), P(LR* 2 z4),
P(LR,, > z4), P(LR};, > z.), P(LR}, > z,) ¢ P(LR;" > ), em que z, € 0
quantil (1 — «) da distribuicao X%. Todas as entradas das tabelas apresentadas
correspondem a porcentagens, com exce¢ao das Tabelas 4.5, 4.6, 4.11, 4.14,4.15 e
4.20.

4.4.1 Modelo normal linear
Os resultados de simulacdo apresentados aqui baseiam-se no modelo de re-
gressao normal linear (modelo 1).

(3) As Tabelas 4.11 e 4.20 apresentam os resultados de simulagdo em que o nimero de réplicas foi fixado em
100.000, ou seja, 10 vezes mais réplicas do que nas simulagbes anteriores.
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A Tabela 4.1 apresenta os tamanhos observados dos testes para a situacdo em
que n = 40, p = 1 e diferentes valores para k foram considerados (k=2,...,8).
Claramente, podemos observar que o desempenho do teste baseado na estatistica
da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas (LRy,) é bem melhor do que
o do teste baseado na estatistica da razao de verossimilhancas (LR), considerando
ambos sem corregao de Bartlett. Notamos ainda que o numero de parametros de
perturbagao (k + 1) tem impacto consideravel sobre a aproximacao por x? para
as distribuicdes das estatisticas LR e LR*. Para k = 8 ¢ o = 5%, por exemplo,
ambos os testes sdo liberais apresentando taxas de rejeicao de 13,5% e 7,8%, res-
pectivamente, bem maiores portanto que o nivel nominal. Este fato é bem mais
marcante no caso da estatistica LR do que no caso da estatistica LR*, pois a
correcdo de Bartlett aplicada & estatistica da razio de verossimilhancas atenua a
tendéncia do teste em rejeitar demais a hipétese nula, porém néo o bastante. O
teste baseado na estatistica da razao de verossimilhancgas perfiladas modificadas
(LR,,) é conservativo pois exibe taxas de rejeicao menores que os niveis nominais,
enquanto que o teste baseado na estatistica da razio de verossimilhancas perfiladas
modificadas corrigida (LR},) introduz uma corre¢ao na taxa de rejeicao produzindo
taxas de rejeicdo mais préximas do nivel nominal do teste. Os testes baseados nas
estatisticas da razdo de verossimilhancas ajustadas LR} e LR tiveram melhor
desempenho do que os testes baseados nas estatisticas LR e LR*, apresentando
taxas de rejeicAo mais préximas dos niveis nominais. E interessante notar que o
impacto do nimero de pardmetros de perturbacéo é bem menos marcante nos tes-
tes baseados nas estatisticas LR,,, LR;,, LR;* e LRY. Para estes testes, quando o
numero de pardmetros de perturbacio aumenta, as taxas de rejeicdo permanecem
mais estdveis em relagéo aos respectivos niveis nominais do que quando os testes
sdo baseados na estatistica da razéo de verossimilhancas original (LR) e na sua
versao corrigida (LR*). Para a mesma situacio (k=8 e o = 5%), as taxas de re-
Jeig@o do teste da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas, de sua versao
corrigida, da razao de verossimilhancas ajustada e de sua versio assintoticamente

equivalente sdo 4,5%, 4,9%, 5,4% e 4,9%, respectivamente. Entre as estatisticas
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LR, e LR}, aquela que produz melhor téste € LR}, e, entre as estatisticas LR} e
LR, aquela que produz melhor teste é LR**. J4 entre as estatisticas LRy, e LR
uma ordenagao nao é tao evidente, pois as mesmas produzem testes com desempe-
nhos muito semelhantes. As conclusdes anteriores também se verificam para outros

niveis nominais, até mesmo para niveis nominais muito pequenos.

A Tabela 4.2 contém resultados para a situacio em quep =2 n=40ek =
2,...,8. Notamos que os comportamentos dos testes foram bastante similares aos
obtidos no caso unidimensional (p = 1) e as conclusdes obtidas na Tabela 4.1
também se verificam aqui. Como uma ilustracdo, quando k = 7 e o = 5%, as
taxas de rejeicdo dos testes baseados em LR, LR*, LR,,, LRy, LR; e LR* sdo,
respectivamente, 16,9%, 9,2%, 4,5%, 5,0%, 5,6% e 4,9%.

Na Tabela 4.3 fixamos n = 40, k = 5 e diferentes valores para p, o numero
de pardmetros de interesse, foram considerados (p = 1,...,8). Os desempenhos
dos testes foram bastante similares aos obtidos no caso do aumento de k. Os tes-
tes que tiveram suas taxas de rejeicdo mais afetadas pelo aumento do nimero de
parametros que definem o comportamento de heteroscedasticidade foram o teste
da razao de verossimilhancas e o teste da razao de verossimilhangas corrigido por
corregao de Bartlett. Os demais testes apresentaram desempenhos razodveis, pos-
suindo tamanhos empiricos mais estdveis em relacio aos respectivos niveis nomi-
nais. Para p = 5 e a = 5%, a taxa de rejeicdo do teste da razio de verossimilhancgas
original excede 16,0%, isto é, aproximadamente trés vezes maior que o nivel nominal
considerado, enquanto que as taxas de rejeicio dos testes baseados nas estatisticas
LR*, LR, LR}, LR} e LR}* sao 8,5%, 4,4%, 5,0% 5,5% e 4,9%, respectivamente.
As conclusdes anteriores obtidas a partir das Tabelas 4.1 e 4.2 também se verificam

aqui.

Na Tabela 4.4, fixamos o valor de p em 2 e variamos o tamanho da amostra
(n = 30, 35,40, 45,100) para k = 5. Claramente, conforme cresce o tamanho da
amostra, as taxas de rejeigao de todos os testes aproximam-se dos respectivos niveis

nominais. Além disto, observamos que o teste baseado na estatistica da razio de
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verossimilhangas (LR) é liberal até mesmo para n = 100. As conclusées anteriores
tiradas a partir das Tabelas 4.1 a 4.3 também podem ser verificadas aqui.

Na Tabela 4.5 apresentamos comparagoes da média e da variancia das estatisticas
LR, LR*, LRy, LR}, LR, LR;" e da distribuicio x2, para o caso em que n = 40,
P =2ek =5 Os resultados desta tabela mostram que as estatisticas LR;, LR:*
e LR}, apresentam médias e varidncias mais proximas da média e da varidncia
da distribuicdo de referéncia (x3) do que a estatistica LRy, Por outro lado, essas
medidas para LR e L R* excedem as da distribuigéo x2. Este mesmo comportamento
foi observado na Tabela 4.6 ao comparar os quantis amostrais de LR, LR*, LR,
LR}, LR} e LR com os da distribuicéo x2. Por exemplo, para o quantil de ordem
90% temos que as estatisticas LRy, LR, LR} e LR,,, nesta ordem, apresentam
quantis mais préximos aos quantis da distribuicdo X%, enquanto que os quantis
amostrais de LR e LR* excederam os da, distribuigdo 2.

Na Tabela 4.7 sdo apresentados resultados de simulacdo obtidos com diferentes
configuragbes para as covarigveis. Fixamos n = 35, p = 2, k =5 e geramos valores
bara as covariadas como amostras aleatérias das seguintes distribuicdes: i/ (0,1),
LN(0,1) (log-normal padrao), t3 e x2. Podemos observar que as configuracdes
amostrais das covariadas parecem ter impacto considergvel sobre os tamanhos
empiricos dos testes. Os testes baseados nas estatisticas da razdo de verossimi-
lhancas (LR) e em sua versio corrigida (LR*) apresentaram-se ainda mais liberais
do que quando as covariadas foram obtidas de uma distribuicao (0, 1), enquanto
que os testes baseados nas estatisticas da razio de verossimilhancas perfiladas
modificadas (LR,,), na razio de verossimilhancas perfiladas modificadas corrigida
(LR;,) e narazao de verossimilhancas ajustada (LR**) mostraram-se conservativos
e o teste baseado na estatistica (LR;) apresentou taxas de rejeicao ligeiramente
acima do nivel nominal. Por exemplo, para p = 5, a = 5%, covariadas LN (0,1),
temos que a taxa de rejeicio do teste da razao de verossimilhancas original ¢ 30,6%,
ou seja, € seis vezes maior o nivel nominal considerado, enquanto que as taxas de
rejeigao dos testes baseados nas estatisticas LR*, LR, LR, LR} e LR}* 530 9,2%,
4,5%, 4,9% 5,0% e 4,7%, respectivamente,



RESULTADOS NUMERICOS 72

A Tabela 4.8 apresenta resultados de simulacéo obtidos sob a hipdtese alternativa
(heteroscedasticidade) para n = 40, p = 2, k = 5, o = 5% e diferentes valores de
6y = 03 = & com ¢ variando de 0,0 a 3,5 foram considerados. Sao desconsiderados
0s testes que nas simulagdes de tamanho mostraram-se liberais, ou seja, aqueles
que apresentaram, sob Hy, taxas de rejeicdo superiores aos niveis de significancia
nominal. Sao eles os testes baseados nas estatisticas da razdo de verossimilhancas
original (LR) e em sua versdo corrigida (LR*). Entéo, comparamos os poderes dos
testes baseados nas estatisticas LR.,, LR;,, LR: e LR**. Podemos observar que
os poderes dos testes baseados em LR,, e LR}, sio bem semelhantes, o mesmo
ocorrendo com os poderes dos testes baseados em LR’ e LR**. Notamos uma
leve vantagem para os testes baseados nas estatisticas LR;, e LR}*, uma vez que
apresentaram menor distor¢do de tamanho. Comparando os poderes dos testes
baseados nas estatisticas LR} e LR’* podemos afirmar que tém desempenhos
bem semelhantes.

Avaliamos também a robustez dos testes de heteroscedasticidade sob m4 especi-
ficacdo da fungdo cedéstica. Inicialmente, consideramos a omissio de covaridveis em
Z, porém, com a escolha correta da funcio cedéstica. Geramos dados para o caso em
que my = exp(d12¢, + Fazp0 +03243) com n = 35, k = 5, covaridveis uniformes e erros
normais. Para efeito de se estimar os parametros e obter as estatisticas dos testes
de heteroscedasticidade, assumimos (incorretamente) que m, = exp (61261 + d2243)
(p = 2). Em segundo lugar, consideramos a escolha incorreta de uma covarigvel
em Z, porém, com a escolha correta da funcio ceddstica. Geramos dados para os
casos em que my = exp(0124p ), Me = exp(5,2¢ + 0az0) € My = exp(d12e1 + 091/222)
com n = 35, k = 5, covaridveis uniformes e erros normais. Novamente postulamos,
erroneamente, que my = exp(d12e1 + 022¢2). As Tabelas 4.9 e 4.10 apresentam re-
sultados de simulagdo obtidos sob a hipétese nula (§ = 0) sob a hipétese nula e sob
a hipétese alternativa (heteroscedasticidade) para alguns valores de § e o = 5%.

Analisando as Tabelas 4.9 e 4.10, observamos que ndo hé indicios de que a
omissao de uma covaridvel prejudique o desempenho dos testes de heteroscedasti-

cidade. Os poderes dos testes tendem a ser ligeiramente maiores no caso em que
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se omite uma covaridvel em Z do que quando ndo se omite. No caso em que a
covaridavel z, em Z é mal especificada, observamos que os poderes dos testes sdo
ligeiramente maiores quando utilizamos o quadrado desta covaridvel, enquanto que
os poderes dos testes tornam-se ligeiramente menores quando utilizamos a raiz
quadrada da mesma varidvel. Todavia, no caso em que nédo utilizamos a covaridvel
(2) observamos que ocorre uma diminui¢do razodvel nos poderes dos testes.

Na Tabela 4.11 apresentamos os resultados de simulacdo de 100.000 amostras
de Monte Carlo, ou seja, 10 vezes mais réplicas do que nas simulagoes anteriores.
O uso de um numero maior de réplicas permitird avaliar os tamanhos empiricos
dos testes para valores bem pequenos do nivel nominal. A Tabela 4.11 mostra o
nimero de rejei¢cbes para os diferentes testes (baseados em LR, LR*, LR,,, LR},
LR} e LR™) com niveis nominais variando de 0,01% a 50% para o modelo normal
linearem quen =40, p=2e k= 5.

Da Tabela 4.11, observa-se que no extremo da cauda da distribuicdo x% (que
corresponde a tomar niveis nominais bem pequenos), as diferencas relativas entre
as taxas de rejeicdo empiricas do teste da razao de verossimilhangas e os niveis no-
minais correspondentes sao extremamente elevadas, ao contrario do que ocorre na
regiao mediana da distribuicao. Por exemplo, se o = 0, 01, essa diferencga relativa é
de 1050% ((115 —10)/10 x 100%), enquanto que, para o = 0, 5 esta diferenca é de
apenas 18% ({58929 —-50000) /50000 x 100%). Tal diferenca é menos acentuada para
a estatistica da razéo de verossimilhangas corrigida (LR*). Para as duas situagoes
citadas acima, as diferengas relativas sdo de 180% ((28 — 10)/10 x 100%) e 5%
((52507 — 50000)/50000 x 100%), respectivamente. F interessante notar que esta
discrepancia é bem menor para as outras estatisticas consideradas. A estatistica
LR*, por exemplo, apresenta diferencas relativas para a = 0,01% e o = 50% de
-10% ((9 — 10)/10 x 100%) e —2% ((48847 — 50000)/50000 x 100%), respectiva-
mente.

A Figura 4.1 apresenta o grafico das discrepancias relativas entre os quantis
amostrais e o quantis assintéticos das estatisticas dos testes contra os quantis

assintéticos. Mais precisamente, denotando por ST a estatistica do teste (LR,
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LR*, LR, LR}, LR ou LR*, conforme o caso), o quantil amostral de ordem
(1—c) do conjunto de valores simulados da estatistica do teste sendo denotado por
ST(1-a) e o corresponde quantil da distribui¢do x32 sendo denotado por x3(1—a);
a discrepancia relativa é definida como
ST(1 - a) = x3(1 - a)
X3(1—a) '

Quanto mais préxima da ordenada zero a curva estiver, melhor é a aproximacao
assintética utilizada no teste. Analisando a Figura 4.1, é interessante notar que,
para todos os testes, as curvas de discrepancias de quantis sio préximas de linhas
retas paralelas ao eixo horizontal de ordenada zero. Tais discrepancias permane-
cem, portanto, aproximadamente estdveis, no entanto, em patamares diferentes. As
discrepéncias relativas de quantis para a estatistica da razio de verossimilhancas
usual (LR) e sua versio corrigida (LR*) apresentam-se em torno de 32% e 9%,
respectivamente, o que confirma que tais testes sio liberais. Por outro lado, a
estatistica da razao de verossimilhangas perfiladas modificadas (LR,,) apresenta
discrepancia de quantil em torno de —4% (teste conservativo). Finalmente, as es-
tatisticas LR}, LR: e LR*™ apresentam curvas de discrepéancias de quantis bem
préximas da ordenada nula.

A Figura 4.2 apresenta o grafico das discrepancias relativas entre niveis des-
critivos (p-valores) dos testes e os niveis descritivos assintéticos contra os niveis
descritivos assintdticos. Tal discrepancia relativa, para um valor z observado da
estatistica ST, é definida por

P(ST > z) — P(x2 > 1)
P(x3 > ) '

A Figura 4.2 mostra claramente que, quando se caminha em direcdo ao extremo da,
cauda da distribuicao y? de referéncia, as discrepéncias relativas de niveis descri-
tivos para o teste da razio de verossimilhancas tendem a crescer rapidamente. Tal
discrepéncia no extremo da cauda é bem menos acentuada, mas ainda, considerdvel,
para o teste baseado na estatistica da razdo de verossimilhancas corrigida (LR*).

A discrepéncia é bem menor para os outros testes.
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Tabela 4.4 Tamanho dos testes - Modelo normal linear comp = 2, k = 5 e diversos
valores para n.

n |o(%) [ LR LR LR, LR, LR. LR~
10,0 20,9 133 86 95 104 05
30 | 50 |132 75 41 45 53 46
1,0 | 46 17 07 08 10 08
0,5 |28 09 03 04 05 04
10,0 [206 139 87 98 108 100
35| 50 128 74 41 47 55 50
L0 |42 19 07 08 1,1 10
0,5 |25 10 03 04 06 05
10,0 [182 125 93 10,1 104 08
40 | 50 | 108 63 45 49 53 49
L0 |31 15 09 10 1,1 11
0,5 | 1,9 08 05 05 06 05
10,0 [17,6 11,9 93 98 102 08§
45 | 5,0 | 105 66 44 48 50 48
Lo |31 14 07 09 1,0 09
0,5 |19 08 04 05 05 04
10,0 [120 98 91 98 101 98
100 50 |62 50 46 48 48 48
LO | 1,6 1,0 09 10 1,0 10
05 |08 05 04 04 04 04

)

Tabela 4.5 Média e varidncia da X5, LR, LR, LR, LR},, LR! ¢ LR - Modelo
normal linear comn =40, p=2 ¢k = 5.

momentos | x3 LR LR* LR, LR LR: LR
média 2,000 2,673 2,187 1,941 2,005 2,030 1,971
varidncia | 4,000 7,350 4,919 3,838 4,096 4,254 4,092

Tabela 4.6 Quantis da X3, LR, LR*, LR,,, LR},, LR! ¢ LR;* - Modelo normal
linear comn =40, p=2¢ck = 5.

quantis (%) | x3 LR LR* LR, LR LR: LR*
85,0 38 51 42 37 3,8 39 3,8
90,0 46 61 50 45 46 47 46
95,0 6,0 80 65 9,8 6,0 6,1 6,0
97,0 70 93 76 6,7 69 70 6,9
99,0 92 123 10,1 89 92 95 9,3
99,5 106 145 118 10,5 109 10,9 10,8
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Tabela 4.10 Poder dos testes - Modelo postulado: normal linear com n = 35, m, =
exp(d12e1 + 02242), k=5 e a = 5%.

especificagdo correta ma especificagdo
my = exp(d12p + 622s2) my = exp(d124)

6 | LR, LR LR. LR |LR, LR;, LR, LR
0,0} 38 45 50 44 38 45 50 44
05 93 103 11,2 106 61 70 74 6,7
10| 186 20,2 185 170 | 9,3 10,2 10,1 90
15| 46,4 482 508 49,7 | 27,7 29,2 31,2 30,3
2,01 69,7 716 71,9 70,2 | 42,0 44,1 444 422
2,51 87,7 88,5 87,5 &857 | 753 767 757 741
30| 985 987 984 981 | 81,7 829 82,6 80,9
351991 99,2 992 99,1 | 84,9 90,2 92,2 919

mé especificagao ma especificacdo

my = exp(01211 + 024/Z12) my = exp(6124 + 6225)

6 | LR, LR LR: LR |LR, LR;, LR, LR
00 38 45 50 44 38 45 50 44
0,5 82 92 101 94 94 10,5 11,5 108
1,0 143 155 14,5 129 | 21,0 22,7 21,1 193
151375 395 419 41,0 | 489 50,5 52,8 52,0
2,01 60,2 62,1 62,7 608 | 71,9 733 73,8 722
2,51 83,6 84,5 831 81,1 | 879 87 87,8 859
3041962 966 960 953 | 99,1 99,2 99,1 98,9
251975 977 97,9 976 | 996 99,6 99,6 99,6

Tabela 4.11 Nimero de rejeicoes em 100.000 amostras de Monte Carlo - Modelo
normal linear comn =40, p=2 e k = 5.

o (%) | exato| LR LR* LR, LR, LR, LR~
50 | 50000 | 58020 52507 48482 49647 49979 48847
15 | 15000 | 23789 17414 13934 14858 15332 14630
10 | 10000 | 17655 12002 9252 9931 10327 9785
5| 5000 | 10521 6358 4536 5003 5262 4938
3| 3000| 7124 4043 2676 3022 3237 2998
1| 1000| 3131 1510 850 1009 1132 1031
05| 500| 1942 804 444 513 572 523
00| 100| 580 198 8 106 125 107
005 50| 358 109 40 50 60 54
001 10| 115 28 8 12 14 9
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Figura 4.1 Grdfico das discrepdncias relativas de quantis - Modelo normal linear
comn=40,p=2 ek = 5.

0.3

LR

0.2
!

0.1

Discrepancias relativas de quantis

0.0

Quantis assintéticos

Figura 4.2 Grdfico das discrepdncias relativas de niveis descritivos - Modelo nor-
mal linear comn =40, p=2 e k = 5.
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4.4.2 Modelo normal nédo-linear

Os resultados de simulagdo apresentados aqui baseiam-se no modelo de re-
gressao normal nao-linear (modelo 2) dado no inicio da Secdo 4.4.

As Tabelas 4.12 e 4.13 apresentam os tamanhos dos testes para a situagdo em
quen =40comp=2ek=2....5ecomk =5 ep=1,...,5, respectiva-
mente. Os comportamentos dos testes foram similares aos observados no caso do
modelo normal linear. De forma bem resumida, concluimos que os testes baseados
na estatistica da razdo de verossimilhancas perfiladas modificadas corrigida (LR*,)
e nas estatisticas da razdo de verossimilhancas ajustadas (LR}* e LR) produzem
taxas de rejeicdo sob Hy mais préximas do nivel nominal do que os testes basea-
dos na estatistica da razio de verossimilhangas (LR) e na estatistica da razio de
verossimilhangas perfiladas modificadas (LR,,). Novamente, o teste da razio de
verossimilhangas apresenta-se consideravelmente liberal.

Na Tabela 4.14 apresentamos as comparagoes da média e da varidncia das es-
tatisticas LR, LR, LR}, LR: ¢ LR;* e as mesmas medidas da distribuicao 2,
bara 0 caso em que n = 40, p = 2 e k = 3. Os resultados desta tabela mostram
que as médias das estatisticas LR e LR;, sdo bem mais préximas da média de
uma varidvel x2 do que as estatisticas LR}* e LR,,, nesta ordem. Adicionalmente,
as variancias da estatisticas LR™* e LRy, sdo mais préximas da variancia de uma,
variavel x% do que as estatisticas LR; e LR, nesta ordem. Similarmente ao caso
linear, essas medidas para LR excedem as da distribui¢do x2. Este mesmo com-
portamento foi observado na Tabela 4.15 ao se comparar quantis amostrais de LR,
LRy, LRy, LR} e LR} com os da distribuicio X

Na Tabela 4.16, fixamos o valor de p em 2 e variamos o tamanho da amostra,
(n = 30,35,40,45) para k = 3,5. Claramente, conforme cresce o tamanho da,
amostra, as taxas de rejeicao de todos os testes aproximam-se dos respectivos
niveis nominais. Porém, mesmo para n = 45, observamos que o teste da razio de
verossimilhancas original é liberal. Por exemplo, para este tamanho de amostra

com k =5 e a=10% temos que sua taxa de rejeicao excede 15%, enquanto que
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as taxas de rejeicdo dos testes, que se baseiam nas estatisticas LR,,, LR;,, LR!
e LR, sdo 9,1%, 9,6%, 10,0% e 9,7%, respectivamente. As conclusdes anteriores

tiradas a partir das Tabelas 4.12 e 4.13 também se verificam aqui.

Na Tabela 4.17 sdo apresentados resultados de simulagdo para n = 35, p = 2
e k = 5. As covariadas foram obtidas das seguintes distribuicdes: (0, 1), #3 e x2.
Novamente, podemos observar que configuracées amostrais das covariadas parecem

ter impacto considerdvel sobre os tamanhos empiricos dos testes.

Da mesma forma que no caso normal linear, também avaliamos a robustez dos
testes de heteroscedasticidade & escolha inadequada da funcdo ceddstica. As Ta-
belas 4.18 e 4.19 apresentam resultados de simulacdo obtidos sob a hipétese alter-
nativa (heteroscedasticidade) para alguns valores de § e & = 5%. Analisando as
tabelas, concluimos que os desempenhos dos testes foram semelhantes ao caso do
modelo de regressdo normal linear, ou seja, observamos que nao hé indicios de que
a omissao e a mé especificagdo de uma covaridvel em Z prejudique o desempenho

dos testes de heteroscedasticidade.

Analogamente ao caso normal linear, avaliamos os tamanhos empiricos dos tes-
tes para uma ampla gama de valores do nivel nominal (de 0,01% a 50%) para o
modelo normal nao-linear em que n = 40, p = 2 e k = 3. As simulacdes para
esta situagdo foram baseadas em 100.000 amostras. Da Tabela 4.20, observa-se
que na cauda da distribuigdo x2, as discrepancias relativas entre as taxas de re-
jeicdo empiricas do teste da razdo de verossimilhancas e os nfveis nominais cor-
respondentes sao muito elevadas, ao contrario do que ocorre na regido mediana
da distribuigdo. Por exemplo, se a = 0,01%, essa diferenca relativa é de 580%
((68 — 10)/10 x 100%), enquanto que, para o = 50% esta diferenca é de ape-
nas 12% ((55768 — 50000)/50000 x 100%). E interessante notar que esta dis-
crepancia ¢ bem menor para as outras estatisticas consideradas. A estatistica
LR}, por exemplo, apresenta diferencas relativas para o = 0,01% e o = 50%
de 20% ((12 — 10)/10 x 100%) e —3% ((48743 — 50000)/50000 x 100%), respec-

tivamente. Por outro lado, a estatistica LR},, por exemplo, apresenta diferencas
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relativas para o = 0,01% e o = 50% de 20% ((12 - 10)/10 x 100%) e —0.4%
((49778 — 50000)/50000 x 100%), respectivamente.

A Figura 4.3 apresenta o grifico das discrepancias relativas entre os quantis
amostrais e o quantis assintéticos das estatisticas dos testes contra os quantis
assintéticos. Analisando a Figura 4.3, novamente observamos que, para todos os
testes, as curvas de discrepancias de quantis estdo proximas de linhas retas parale-
las ao eixo horizontal de ordenada zero; tais discrepancias permanecem, portanto,
aproximadamente estdveis, no entanto, em patamares diferentes. A discrepéncia de
quantil para a estatistica da razao de verossimilhancas original (LR) apresenta-se
em torno de 20%, o que confirma que este teste € liberal. Por outro lado, a estatistica
da razéo de verossimilhancas perfiladas modificadas (LR,,) apresenta discrepancia
de quantil em torno de —4%, o que confirma que este teste é conservativo. Final-
mente, as estatisticas LR},, LR, e LR;* apresentam curvas de discrepancias de
quantis bem préximas da ordenada nula.

A Figura 4.4 apresenta o grifico das discrepéancias relativas entre niveis descriti-
vos (p-valores) dos testes e os niveis descritivos assintéticos contra os niveis descri-
tivos assintéticos. Analisando a Figura 4.4, novamente observamos que, quando se
caminha em direcdo ao extremo da cauda da distribuicdo x? de referéncia, as dis-
crepancias relativas de niveis descritivos para o teste da razao de verossimilhangas

tendem a crescer rapidamente. Tal discrepancia é bem menor para os outros testes.
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Tabela 4.14 Média e varidncia de X3, LR, LR,, LR}, LR; e LR - Modelo
normal nao-linear comn =40, k =3 ¢ p=2.

momentos | x§ LR LR, LR, LR; LR
média 2,000 2,371 1,907 1,977 1,986 1,947
variancia | 4,000 5,970 3,727 4,003 4,104 4,056

Tabela 4.15 Quantis de x2, LR, LR, LR}, LR e LR - Modelo normal nio-
linear comn =40, k = 3 ep=2.

quantis (%) | x3 LR LR, LR, LR LR
85,0 38 45 3,6 3,7 38 3,7
90,0 46 55 44 46 46 45
95,0 60 71 57 9,9 6,0 9,9
97,0 70 84 67 70 70 69
99,0 92 10,8 838 9,1 9,2 9,2
99,5 106 129 104 10,8 10,8 10,7

Tabela 4.16 Tamanho dos testes - Modelo normal nao-linear comp =2 e k = 3,5.

k=3 k=5
n|a(%) [ LR LR, LR, LR, LR~ |LE LEL. LR, LRT LR~
10,0 1186 85 97 105 98 [205 83 02 98 91
0150 J1L1 41 49 55 51 |129 40 45 51 4,5
LO 134 06 09 11 09 [45 07 09 10 08
05 |20 03 03 04 04 |28 04 05 05 04
10,0 1149 86 95 98 95 [187 89 07 101 06
351 50 185 42 49 51 48 [115 45 48 51 4,8
LO 124 07 10 09 09 [38 08 10 11 10
05 |13 03 04 04 04 |24 04 04 05 05
10,0 1143 90 98 100 96 [17,1 92 98 102 97
40150 182 43 48 50 48 [102 48 51 52 4,9
LO 122 08 09 10 1,031 09 11 11 10
05 |11 05 05 05 05|18 04 05 05 05
10,0 113,792 99 100 98 [159 91 96 100 97
150 |74 42 48 48 47 |93 44 48 51 49
LOFL8 09 09 10 09 [25 06 07 08 08
05 |10 05 05 05 05|13 05 05 05 05
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Tabela 4.19 Poder dos testes - Modelo postulado: normal ndao-linear com n = 39,
me = exp(d12p + 02202), k=3 e a = 5%.

especificagao correta mé especificagao
my = exp(d12¢ + G22p2) my = exp(d124)

§ |LR, LR, LR: LR |LR, LR, LR, LR}
0,0 45 5,1 54 5,1 45 49 53 5,1
051|118 126 128 125 | 89 98 95 9,2
1,0 226 24,1 237 231201 21,2 216 214
1,5 52,6 54,2 54,5 54,2 | 43,1 450 463 459
20| 780 789 80,6 806 | 629 650 654 64,5
25191,2 919 916 906 | 89,9 90,4 90,5 90,6

ma especificacao mé especificagao
my = exp(61241 + 02/Zs2) my = exp(012u1 + 225,)

§ LR, LR, LR: LR*| LR, LR, LR, LR}
0,0] 4,5 50 52 5,0 4,6 5,0 5,3 5,1
05| 94 104 104 10,1 | 32,1 335 293 279
1,0 27,3 28,7 303 301 ) 544 56,2 581 57,0
151369 390 41,3 405 | 92,5 93,3 908 833
20605 626 666 662 | 989 99,1 985 982
251 89,7 904 905 900 |100,0 100,0 100,0 100,0

Tabela 4.20 Ndmero de rejeigcoes em 100.000 amostras de Monte Carlo - Modelo

normal ndo-linear comn =40, p=2 ek = 3.

a % | exato LR LR, LR, LR, LR}
50 | 50000 | 55768 48536 49778 48744 48743
15| 15000 | 20333 13944 14887 14765 14764
10 | 10000 | 14475 9191 10016 9944 9943

5| 5000 | 8170 4457 4935 4989 4988

3| 3000 5307 2647 2965 2963 2962

1] 1000 | 2138 834 990 997 996
0,5 500 | 1200 428 531 5923 522
0,1 100 342 7 98 100 99
0,05 50 204 40 o1 52 51
0,01 10 68 10 12 13 12
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Figura 4.3 Grdfico das discrepdncias relativas de quantis - Modelo normal ndo-
linear comn =40, p=2 e k = 3.
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Figura 4.4 Grdfico das discrepdncias relativas de niveis descritivos - Modelo nor-
mal linear comn =40, p=2 ek = 3.
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Finalmente, cabe um comentsrio acerca da robustez dos testes & nao-normalidade
da varidvel resposta. Um breve estudo de simulaco para os dois modelos, omitido
aqui, sugere que todos os testes considerados sdo sensiveis & auséncia de normali-
dade, apresentando tamanhos empiricos bem superiores aos correspondentes niveis
nominais. No entanto, as distor¢ées de tamanho sio bem menores para os testes
ajustados do que para o teste da razdo de verossimilhancas original.

Resumindo, em todas as situagoes observamos que o teste da razao de verossimi-
lhancas (baseado em LR) é muito liberal, apresentando taxas de rejeicao sob Hy
bem acima dos niveis nominais, enquanto que o teste da razio de verossimilhancas
corrigido (baseado em LR*) apresenta taxas de rejeigdo mais préximas dos niveis
nominais, porém ainda acima deste. Por outro lado, o teste da razio de Veros-
similhangas perfiladas modificadas (baseado em LR,,) foi eficiente em corrigir a
distor¢do de tamanho do teste original mas apresenta taxas de rejeicao considera-
velmente abaixo dos niveis nominais. A correcao de Bartlett aplicada & estatistica
LR, proporciona ao teste resultante (baseado em LR ) uma maior reducdo na
distor¢ao do tamanho, produzindo taxas préximas dos niveis nominais. Os testes
baseados nas estatisticas LR}* e LR produzem taxas de rejeicdo mais préximas dos
niveis nominais do que os testes baseados nas estatisticas LR e LR*. Comparando
0s testes baseados em LR* e LR;* com o teste da razdo de verossimilhancas per-
filadas modificadas corrigido (baseado em LR;,), podemos observar que os testes
que usam as estatisticas LR}, e LR} tém desempenhos bem semelhantes e ligeira-
mente melhores que o teste baseado em LR;. Dentre todos os testes apresentados,
0s que mais se destacaram foram os testes da, razao de verossimilhangas perfiladas
modificadas corrigido (baseado em LR},) e o teste da razio de verossimilhancas
ajustado (baseado em LR**).

Concluindo, os resultados das simulagées obtidos para os dois modelos conside-
rados sugerem que a estatistica da razio de verossimilhancas original e sua versio
corrigida utilizadas em conjunto com uma aproximacao por x? podem produzir
inferéncias inadequadas em amostras pequenas ou mesmo de tamanho moderado,

enquanto que as estatisticas LR,,, LRy, LRy e LR* podem ser utilizadas para
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obter testes mais precisos em amostras finitas. Destacamos o excelente desempenho
dos testes da razdo de verossimilhangas perfiladas modificadas corrigido (baseado
em LR ) e da razdo de verossimilhangas ajustado (baseado em LR}). Vale sa-
lientar que o teste baseado em LR apresenta algumas vantagens em relacdo ao
teste baseado em LRy, a saber: é invariante segundo reparametrizacoes da forma
) — (v, ¢y, ¥)), ndo necessita maximizar uma, funcao de verossimilhanca
perfilada modificada e também nso requer ortogonalidade entre os parimetros de
interesse e os de perturbagdo. Enfatizamos também que, para a estatistica LR**, o
ajuste € aplicado diretamente 3 estatistica, da razdo de verossimilhangas enquanto
que o ajuste de Cox e Reid (1987), ao contrério, é aplicado & funcdo de verossimi-
lhanca perfilada, a qual deve ser maximizada sob o modelo restrito e irrestrito para,
posteriormente, obter-se a estatistica, ajustada. A estatistica LR} envolve cumu-
lantes de derivadas do logaritmo da funcio de verossimilhancas até segunda, ordem,
enquanto que a estatistica, LRy, requer cumulantes de derivadas do logaritmo da

funcéo de verossimilhancas até quarta ordem.

4.5 Aplicagoes

Apresentamos a seguir aplicagbes dos resultados das secoes anteriores a quatro

conjuntos de dados®.

4.5.1 Exemplo 1

Este exemplo refere-se a servigos de manutencao e reposigéo de latas e garrafas
de bebidas em méquinas de venda automaticas. A varidvel resposta Y € o tempo (em
minutos) gasto no servico, as covariadas , e z3 utilizadas sao, respectivamente, o
nimero de bebidas estocadas e a distancia, percorrida (em pés); ver Apéndice F.

Utilizamos o seguinte modelo:

Yo =[Pr1+ Teafs+ Tefs+ up, ¢=1,...,23.

) O exemplos considerados aqui foram tratados também nas Segdes 2.5 e 3.6. Nos exemplos 1 e 2, algumas
observagGes foram omitidas conforme descrito nessas secoes.
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Assumimos que up ~ N (0, 0% exp{zpnd; + Te302}) € Cov(ug, uy) = 0 para todo
¢ # m. Testamos a hipStese M, 61 = d; = 0 (indicando homoscedasticidade)
contra uma alternativa bilateral (heteroscedasticidade). Para este teste, temos que
LR = 4,825, LR* = 3,717, LR,, = 4,126, LR}, = 4,352, LR; = 3,396 e LR** =
3,271 conduzem aos respectivos niveis descritivos 0,090, 0,156, 0,127, 0,113, 0,183
e 0,195. A hipétese nula é rejeitada ao nivel nominal de 10% quando o teste é
baseado na estatistica da razio de verossimilhancas (LR), ao contrario do que

ocorre quando o teste usa qualquer das outras estatisticas.

4.9.2 Exemplo 2

Este exemplo refere-se a taxas mensais de retorno de agbes de mercado (z) e
da Corporacio Acme Cleveland (y) no perfodo de janeiro de 1986 dezembro de

1990 (ver Apéndice G). Consideramos o seguinte modelo
yé—‘:ﬁl‘*‘ﬂgl’e“f-ll,g, 621,...,59_

Assumimos que u, ~ A(0, o?exp{dz;}) e Cov(ug, um) = 0 para todo ¢ # m. O
objetivo é testar a hipétese Hy : § = 0 contra Hi:0 # 0, ou seja, se o modelo
¢ homoscedéstico. Para este teste, temos que LR = 3,329, LR* = 3,119, LR, =
2,968, LRy, = 3,071, LR; = 3,095 e LR;* = 3,091 conduzem aos respectivos
niveis descritivos 0,068, 0,077, 0,085, 0,080, 0,078 e 0,079. Assim, todos os testes
considerados levam & rejeicdo da hipétese nula ao nivel nominal de 10% mas néo

rejeitam Hy ao nivel de 5%, sugerindo evidéncia marginal de heteroscedasticidade.

4.5.8 Ezemplo 3

Este exemplo refere-se aos pesos y das lentes dos olhos de coelhos europeus
(em mg), e & idade z do animal (em dias), numa amostra de 71 observagdes (ver

Apéndice H). O modelo utilizado ¢ dado por

Bo
o = — f = 1 [N 71
loo(yg) ﬁl 0 +,63 + Uy, 5 )

Assumimos que u, ~ N(0, o%exp{dz,}) e Cov(ug, um) = 0 para todo ¢ #m. O

objetivo é testar a hipdtese nula Hy : § = 0 contra a alternativa H, : § # 0, ou
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seja, verificar se o modelo é homoscedéstico. Aqui, as estatisticas LR = 10, 250,
LR, = 9,556, LR}, = 9,776, LR; = 10,839 e LR = 10,831 conduzem aos
respectivos niveis descritivos 0,001, 0,001, 0,002, 0,001 e 0,001. Portanto, todos os
testes conduzem & mesma conclusdo, isto é, levam & rejeicao da hipétese nula aos

niveis de significancia usuais.

4.5.4 Ezemplo /

Neste exemplo a varidvel resposta é a quantidade de célcio radioativo y (em
nmoles/mg) e a varidvel explicativa é o tempo (em minutos) apds as células
terem sido suspensas na solugdo de célcio, numa amostra de 27 observagoes (ver

Apéndice I). Consideramos o seguinte modelo
Yo = ,80{1 - eXp(~ﬂ1xg)} +ug, €=1,...,27.

Assumimos que u; ~ N(0,0%xp{dz;}) e Cov(ug, Um) = 0 para todo £ # m. O
objetivo é testar a hipétese Hy : § = 0 contra Hy : 0 # 0, ou seja, verificar se
o modelo é homoscedédstico. Os valores observados para as estatisticas sao LR =
3,097, LR, = 2,914, LR}, = 3,056, LR; = 3,169e LR** = 3,168. Estes conduzem
aos respectivos niveis descritivos 0,078 0,088 0,080, 0,075 e 0,075. Todos os testes
considerados levam entéo & rejeicio da hipétese nula ao nivel nominal de 10% mas

nao ao nivel nominal de 5%, sugerindo evidéncia, marginal de heteroscedasticidade.

4.6 Comentarios

Neste capitulo, obtivemos dois ajustes para a estatistica da razdo de verossimi-
lhangas que podem ser aplicados a todos os modelos nao-lineares da familia expo-
nencial, ao contrério da modificacéo de Cox e Reid (1987). Estes ajustes apresentam
uma vantagem em relacao ao ajuste de Cox e Reid (1987) por serem invariantes
segundo reparametrizagdes da forma (v,9) — (v, ((v, 1)). Outra vantagem é que
esses novos ajustes sdo aplicados diretamente & estatistica da razio de verossi-
milhancas. O ajuste de Cox e Reid (1987), ao contrério, é aplicado & funcéo de

verossimilhanga perfilada a qual deve ser maximizada sob o modelo restrito (sob
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Hp) e irrestrito para, posteriormente, obter-se a estatistica ajustada. Quando os
estimadores de méxima verossimilhanca restritos dos parametros de perturbagao
nao tém forma fechada, estas maximizagGes podem ser computacionalmente mais
complexas. Vale salientar ainda uma vantagem adicional de se utilizar os testes
baseados nas estatisticas da razao de verossimilhancas ajustadas LR} e LR;": ndo
é preciso obter uma parametrizagdo ortogonal, enquanto que para os testes base-
ados na estatistica da razdo de verossimilhangas perfiladas modificadas (LR,,) e
sua versao corrigida (LR?)) a ortogonalizacao é imprescindivel.

Resultados de simulacido foram obtidos para os modelos de regressao normal
linear e nédo-linear e conduziram a diversas conclusoes importantes a respeito do
comportamento dos testes de heteroscedasticidade em amostras pequenas e de ta-
manho moderado. Concluimos destes resultados que ao utilizarmos o teste baseado
na estatistica da razdo de verossimilhangas perfiladas modificadas corrigida (LR},)
e na estatistica da razao de verossimilhangas ajustada (LR}*) e sua versdo equiva-
lente (LR?), as taxas de rejeicdo obtidas sob Hy sdo bem mais préximas do nivel
nominal do que se usarmos o teste da razao de verossimilhancas original, este sendo
notavelmente liberal j4 que, em todas as situagdes consideradas (tanto no modelo
normal linear quanto no modelo normal néo-linear), as taxas de rejeicdo excedem
consideravelmente os niveis nominais correspondentes.

No caso do modelo de regressao normal linear, vimos que o fator de corregao
de Bartlett aplicado a estatistica da razdo de verossimilhangas (LR) produz testes
com taxas de rejeicao mais proximas dos niveis nominais, embora ainda sejam
consideravelmente liberais.

A modificacao de Cox e Reid para a verossimilhanga perfilada atenua o efeito
do niimero de pardmetros de perturbac@o, mas a aproximacao pela distribuicao
X% continua sendo de ordem n~!. O desempenho do teste da razdo de verossimi-
lhancas perfiladas modificadas corrigido (baseado em LR},) é semelhante ao do
teste da razao de verossimilhancas ajustado (baseado em LR}*). Devemos ressal-
tar ainda que os testes baseados nas estatisticas LR;" e LR} sdao mais simples de

serem realizados do que aqueles que envolvem corregdo de Bartlett, uma vez que
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estes s6 dependem de cumulantes do logaritmo da funcdo de verossimilhancas até
segunda ordem, enquanto que o fator de correcao de Bartlett envolve cumulantes
do logaritmo da funcéo de verossimilhangas até quarta ordem.

Dentre todos os testes apresentados na Secdo 4.4, os que apresentaram melhores
desempenhos foram os testes baseados nas estatisticas LR}, LR, e LR!*.

Finalmente, deve ser enfatizado que poucos resultados acerca da eficicia dos
ajustes de Skovgaard (2001) no caso em que o pardmetro de interesse & multidimen-
sional sao encontrados na literatura. Nosso trabalho veio a preencher parcialmente
esta lacuna. Deve ainda ser destacado que, nem mesmo no caso unidimensional,
estudos de poder dos testes sdo encontrados. Nosso trabalho, por outro lado, en-
volve nao s6 estudos de simulacdo de tamanho dos testes, mas também de poder.

Adicionalmente, foram considerados também aspectos de robustez dos testes.



CAPITULO 5

Conclusoes e propostas para pesquisas futuras

Resumimos as principais contribuicoes tedricas desta tese nos seguintes itens:

(i) No Capitulo 2, derivamos uma expressao bastante geral que pode ser usada
para aperfeigoar o teste da razao de verossimilhangas perfiladas modificadas
(LR,,) em diferentes classes de modelos em que ha a ortogonalidade dos parame-
tros e que utilizam a mesma particdo do vetor de parametros considerada nesta
tese. Obtivemos um fator de correcao de Bartlett para um teste de heterosce-
dasticidade baseado em uma verossimilhanca perfilada modificada proposta por
Cox e Reid (1987), no modelo de regressio normal linear. Os resultados cobrem
a situagao em que o pardmetro de interesse que define o comportamento de he-

teroscedasticidade é multidimensional, generalizando assim o artigo de Ferrari e
Cribari-Neto (2002).

(ii) No Capitulo 3, desenvolvemos uma correcao de Bartlett para o teste de hete-
roscedasticidade baseado na estatistica da razio de verossimilhangas perfiladas
modificadas em modelos nao-lineares da familia exponencial, mais especifica~
mente nos modelos normal e normal inverso. Estendemos portanto, o trabalho
citado no item anterior, que é restrito ao modelo de regressao normal linear. Em
outras palavras, desenvolvemos uma correcao para o teste proposto por Wei,
Shi, Fung e Hu (1998), obtendo assim um teste da razio de verossimilhancas

perfiladas modificadas corrigido, que é preciso até segunda ordem.

(iii) Nos trabalhos citados nos dois itens acima, fol utilizada a abordagem da veros-
similhanca perfilada modificada proposta por Cox e Reid ( 1987), que requer uma
parametriza¢ao ortogonal. Devido & dificuldade de se obter tal parametrizacao

para o modelo gama, os resultados se restringiram a testes de heteroscedastici-
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dade nos modelos néo-lineares normais e normais inversos. Esta limitagdo nao
existe se utilizarmos a proposta de Skovgaard (2001). E este o enfoque abordado
no Capitulo 4, onde desenvolvemos estatisticas da razao de verossimilhancas
ajustadas para os modelos ndo-lineares da familia exponencial. E de se destacar
que, neste contexto, nossos resultados ndo se limitam a testes de heteroscedasti-
cidade, mas abrangem testes de quaisquer hipéteses nulas que estabelecem um

vetor de valores fixados para uma parte do vetor de parametros do modelo.
Além dessas contribuigdes, podemos tirar as seguintes conclusoes:

(a) O estudo dos tamanhos dos testes indicou que o teste da razdo de verossi-
milhangas original (baseado em LR) é, em geral, anticonservativo, conduzindo
a taxas de rejeicdo da hipStese nula de homoscedasticidade erroneamente com
uma probabilidade maior que o nivel de significancia nominal do teste. O teste
da razdo de verossimilhancas corrigido através de correcdo de Bartlett (baseado
em LR*) traz a taxa de rejeicio empirica para um valor mais préximo do nivel
nominal do teste, porém, ndo corrige totalmente a tendéncia liberal do teste
da razdo de verossimilhangas em rejeitar demasiadamente a hipStese nula. Por
outro lado, o teste da razdo de verossimilhancas perfiladas modificado (baseado
LR;,) mostrou-se eficiente corrigindo a tendéncia do teste original de rejeitar
com freqliéncia demasiada a hipétese nula, exibindo taxas de rejeicdo menores
que o nivel nominal do teste. O teste da razdo de verossimilhancas perfiladas
modificadas corrigido (baseado em LR},) leva as taxas de rejeicio para valores
ainda mais préximos dos niveis nominais. O teste da razao de verossimilhancas
ajustado (baseado em LR}) e sua versio assintoticamente equivalente (LR
mostraram-se eficientes corrigindo a tendéncia do teste original em rejeitar com
maior freqliéncia a hipétese nula, exibindo taxas de rejeicio préximas do nivel
nominal do teste. Comparando os testes baseados nas estatisticas LR, LR}
e LR} observamos que os testes que usam as estatisticas LRy e LR* apre-

sentaram taxas de rejeigdo bem semelhantes e mais préximas do nivel nominal,
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enquanto que o teste baseado na estatistica LR} apresenta taxas de rejeicdo

ligeiramente acima do nivel nominal.

(b) Em relagéo aos estudos de simulacdo realizados com o objetivo de analisar a
influéncia do ntimero de parametros de perturbagéo e de interesse no desempenho
dos testes, concluimos que o niimero de parametros de perturbacéo e de interesse
tém impacto considerdvel sobre a aproximagao por x? para a distribuicdo das
estatisticas da razdo de verossimilhancas (LR) e da razdo de verossimilhancas
corrigida (LR*). E importante ressaltar que o impacto é bem menos marcante
no caso dos testes baseados nas estatisticas LR, LR},, LR e LR**. Para estes
testes, as taxas de rejeicdo permanecem mais estdveis do que para os testes

baseados nas estatisticas LR e LR*.

(c) Nas simulagGes envolvendo o poder dos testes, os testes da razio de verossimi-
lhancas perfiladas modificadas corrigido (LR}, e da razdo de verossimilhancas
ajustado (LR}*) apresentaram vantagens em relacio aos testes da razio de veros-
similhangas perfiladas modificado (LR,,) e da razao de verossimilhancas ajustado

(LRj), uma vez que apresentaram menor distor¢io de tamanho.

(d) Em suma, entre todas as estatisticas apresentadas nesta, tese, aquelas que
produziram melhores testes de heteroscedasticidade foram LR}, e LR**. Vale
ressaltar que esses dois testes apresentam comportamentos bem semelhantes.
A vantagem de se utilizar o teste baseado na estatistica da razio de verossimi-
lhangas ajustada (LR;*) é que ndo é preciso obter uma parametrizacao ortogonal,
enquanto que, para o teste baseado na estatistica da razdo de verossimilhancas
perfiladas modificadas corrigida (LR;,) a ortogonalizacéo é imprescindivel. Adi-
cionalmente, o teste baseado em LR!* pdde ser aplicado a todos os modelos
nao-lineares da familia exponencial, enquanto que o teste baseado em LR;, so-

mente pode ser aplicado para os modelos nao-lineares normal e normal inverso.
Virias linhas de pesquisa devem ser desenvolvidas no futuro, tais como:

1. Obter ajustes para verossimilhangas perfiladas e, se possivel, obter fatores de

corregao de Bartlett para testes de heteroscedasticidade baseados nas estatisticas
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da razdo de verossimilhancas derivadas de tais fungdes em modelos lineares ge-

neralizados com superdispersio (Cordeiro e Botter, 2001).

2. Obter ajustes para verossimilhangas perfiladas em modelos de regressao nao-
lineares heteroscedésticos que permitam que tanto a média quanto a variancia,

da varidvel aleatdria y dependam do parametro de interesse.

3. Desenvolver subrotinas em S-Plus (Becker, Chambers e Wilk, 1988 ¢ Cham-
bers e Hastie, 1992) e R (Thaka e Gentleman, 1996) para o célculo das estatisticas
propostas nos modelos néo-lineares heteroscedésticos, abordando o caso em que

o parametro que define o comportamento de heteroscedasticidade & multidimen-

sional.
4. Elaborar estudos de simulacdo abordando os modelos nao-lineares da famflia
exponencial assumindo uma distribuicdo gama para a varidvel resposta.

Ao finalizar este trabalho, esperamos ter dado uma, contribuicdo relevante 3
drea de pesquisa que trata de refinamentos de métodos assintdticos em inferéncia

estatistica.



APENDICE A

Alguns cumulantes no modelo normal linear
heteroscedastico

Neste apéndice, apresentamos a obtencdo de alguns cumulantes conjuntos de
derivadas do logaritmo da, funcéo de verossimilhancas do modelo norma) linear
heterosceddstico necessérios ao cdlculo da quantidade ¢,, que define a correcao de
Bartlett para a estatistica LR,,.

O logaritmo da funcéo de verossimilhangas do vetor de parametros § — (67, 87,77

do modelo normal linear heteroscedastico definido por (2.1) tem a forma,

L*(y;6,8,7) = “‘g‘ log(y) — %(y - XB) Qy — X 3) + constante,

em que @ = diag{q,...,¢,}, com g dado em (2.4).
Por simples diferenciacio em relacdo aos componentes do parametro §, temos

que paraa =1,... p

8L* . 1 - de,
6e ~ 2y ; oy (A1)
em que dy = (y, — )2 ou, em forma matricial,
aL* 1 .
g5e = "3, XB) Qr(y - Xp),
sendo : 5
R O asql sQn
Qr, = dlag{&;al...5\5as""’35a1 96 [
s=1,...,4. De forma aniloga, temos que para a,b,c,d=1,...p

O?L* 1
F5a550 = -27(9 ~XB) Qr,(y — XB),

X8 Ont - xp)
N M R Y



ALGUNS CUMULANTES NO MODELO NORMAL LINEAR HETEROSCEDASTICO 103

e
o L* 1
B6e05v05°a5e ~ "5~ XP) Qrily — XP).

Tomando as esperancas das quatro expressoes acima, encontram-se os cumulan-

tes
. BL* N 1 —1y _ 1 - qe, .
/\a - E(65a> - 2tr(QR1Q )* 2 :I—q-l;'“())
62 * 1 n qeab
/\ab - E( 5“6512) - tr(QRz )“—igl'qTa
63L* qeabc
)\abc - E<65a85b850> (QR3 ‘—.—._Z
84L* qeabcd
At = E (aaaaaba(soaad) = —5tr(@rQ7) ; ’
em que
B(Ie d%qq . q d'qe

T = Goar U = Goeags Pere = Fragpean: © Yot = Frangiageani
Diferenciando A, em relagdo a 6, Ay em relagao a §°0% e Ay, em relacio a 59

verificamos, respectivamente, que

1~ d [q I~ 82 Qe
e = 2552 (5), e 132 (1
2 pay 96¢ \_ qp 2 py 06¢06¢ \ q,
1 = 0 qe
()\abc)d - = "—d‘ (JE> .
2 r—1 06 e
Para obter os cumulantes em relagdo ao pardmetro v, temos
6L* 1
ZQ’{Z e~ 5= (A.2)
ou, em notagdo matricial,
oL* 1 n
=—(y—XB)T - Xf) — —.
5 " e (y—XB)'Qy — XPB) 5
Analogamente, obtemos
o2L* 1

Gy = T X0 Q- X6) + 57
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Tomando as esperangas das duas expressdes acima, encontram-se

oL*\ 1 1y N
Ay, = E(87>~_2;tr(QQ )—%-—O e

o*Lx 1 n.n n
Ay = E ( 57 ) = “?tf(QQ )+ 272 = oy

Invertendo A,, e diferenciando Ayy em relacdo a v, verificamos que

27?2 n
AT = A = —
" e (Ay)y 43
respectivamente.
Para obter os cumulantes mistos observamos que, para a,b = 1,...,pe i =
1,...,k,
PL* 1
— = —(y—XB3)T - X
a6aa5ba,7 2,72(19/ )6) QRz(y /B) €
3L 1
= _—xT - XPB).

Tomando a esperanca das duas tltimas expressoes acima, obtemos
33L* 1 1 = Qe
)\a = E | = —A{T -1 = —— 2rab
K (fwaaabav) oy TR =2 T

OB L*
Awi = B (m) =0.

Diferenciando Mg, em relagio a v temos, finalmente,

1 g
Aaby)y = —=— -
(Aaby) 272; .



APENDICE B

Matriz de informacgao total de Fisher em modelos
nao-lineares heteroscedasticos da familia
exponencial

Neste apéndice, apresentamos a obtencao da matriz de informacao total de
Fisher através dos célculos da primeira e segunda derivadas do logaritmo da funcéo
de verossimilhangas do vetor de pardmetros w = (67, 37,62)7 dos modelos nao-
lineares heterosceddsticos da familia exponencial definidos nas Secoes 3.2 e 4.3,

cuja forma é dada por

138.0,0%) = =3 3 { S 1600 +5060 .
£=1

o2my

Por diferenciagdo em relagio aos componentes do parametro §, temos que

N 1 8mg 1
85“ T2 Z 0'277115 My 8a {dz (O’ng) }

0L I~ 2 100m, 1 omy 1
— = = = - - d -
98t 2 ;::1 o2mymg 95 my 96 { ets <o—2me>}

1 1 my 1 1
: BT I
3 ; o%my 85296 my, { ers <a2mg> }

__li 1\ 1 Ome 1 0my (1
2£:1 o’my ) my 08% my a0 ° o2my )’

para a,b=1,...,p.

Tomando as esperangas das duas expressdes acima, encontram-se os cumulantes

oL~
=p (2 2o
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2L* 1< 1 \? 1
)\ab:E oL '—‘:———Z amg 1 8mg __1‘_-— ,
06296 2 — o2my ) my 06e my 6 ° o2my

E(dy) = —$ <Uzjm) .

Para obter os cumulantes em relagao aos componentes do parametro 0, temos

e

pois

agora que
= 1 ng d,LLg *
8,3’ Z(ye 'ue)orzm dyee dn
e
0°L f: . . N L.
ARiAn; T Loy~ —WeZy; + Z Ty (Yo — Me)geT"“f’?ej
0BiopI — To’my py o2my
n n
N 1 % 1 deﬂ d/,l,g T
+;xh(y3 /,Lg)fgo_zmeﬂ:gj + ;(yz W)azmg i dmy Ty
em que
due\* a6, d*6, (dpe\® Ppeddy . Om . oy,
W= | 5= | =, 9= T y Je= y Loy = : € Tuj = Samaan
dne /) dpe dpy; d?] dm d,u Bﬁ 0B 0p1
parad,j=1,..., k. Tomando as esperancas das duas expressoes acima, encontram-

se os cumulantes

oL* %L ~ ., 1 .
b= B(g5) =0 . ’\f'*:E(W>=*§$@;;;W%

pois
E(ye) = .

Para obter os cumulantes em relagao ao pardmetro o2, temos

oL 1 &1 (1
do? -2;582:; o?my {d£+ ° <U2m3)}

L i 1 1 z": 1 \?. [/ 1
o(o2)2 022510771 o’my 2(0?)? ~ \o?my ° o®my )
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Tomando as esperancas das duas expressoes acima, encontram-se os cumulantes

oL
A2 =E (5;2-> =0
2L 1 & 1\ /1
Aorr = B <a<az>2) ~ T 2(02)2 Z (a?w) ° <a2me> !

B(dy) = -3 <02im) .

Para obter os cumulantes mistos, temos agora que

pois

5%5 B _2(172 ; aim%eég;e {dz e <021me>}
n 2
"2; ; (02::77,5> ’%}%%{5 <}';5n7) ’
0 T 3 e e (P
e
0 n
5%—55; = —% ; aneg%%%f Yo — He) Ty,

paraa=1,...,pet=1,...,k.

Tomando as esperangas das trés expressoes acima, encontram-se os cumulantes

8°L Lo~/ L\ 1om, (1
Aag? = E(agaa(,z)“_%i;(gzm) Eaéas(cﬂmg)’

9’L 0L
/\aj = E(a(Saaﬁz)—O e )\azj*E(m)——o,

respectivamente, pois

E(dg) = -3 ( ) e E(ye) = pe-

Finalmente, obtemos a matriz de informagao total de Fisher, que é dada por

1
o2my

1 . 1 .
~ U PSPV 0 — U SP%
%L 2 . 202
I=-E (B——é——f> = 0 X YW XT 0
wWOow 1 a0 1 T 295
— 1 PS5V 0 — 1 &5,

202 204 :



APENDICE C

Multiplicacao de “array”

Neste apéndice, apresentamos a definicdo de um array tri-dimensional e uma
propriedade de multiplicagdo de array que nos auxiliard no célculo de j*, o bloco
da matriz de informacdo observada para os pardmetros de perturbacao (87,v)"
no modelo néo-linear heterosceddstico reparametrizado avaliado em (7, ,/B:ST  s) T
definido na Sec@o 3.4. Mais especificamente, iremos calcular a submatriz inferior
direita de dimensdo k x k. A multiplicagdo de “array” tri-dimensional foi intro-
duzida por Bates e Watts (1980). Desde entdo, muitos autores tém discutido e
utilizado esta multiplicacdo; ver Bates e Watts (1988), Seber (1999, pp. 691-692)
e Wei (1999, pp. 188-190).

Um “array” tri-dimensional de dimensao n X p X g é denotado por X = (Xy;),
onde os indices ¢,1 e j indicam a face, a linha e a coluna, respectivamente. Um

“array” pode ser visto da seguinte forma: A = (A,) e cada A, é uma matriz

Ay = (Ayi;) de dimensdo p x ¢ para algum /£ fixo e A, é chamada de ¢-ésima face
de A.

Definigao C.1 Se X é um “array” de dimensaon X p X q, A e B sao matrizes
de dimensdes r X p e g X s, respectivamente, entao Y = AXB € definido como um

“array” de dimensao n X r X s com elementos

P q
Yot = Z Z Api X5 Bt

i=1 j=1

Definicao C.2 Se X ¢ um “array” de dimensaon X p X q, A € uma matriz de

dimensao m x n, entdo Y = [A][X] € chamado de produto colchete de A e X, isto
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¢, um “array” de dimensdo m x p X q com elemento

Yo = ZAekXtij-

t=1

Definicao C.3 (Decomposicao de Cholesky) Se A é uma matriz positiva definida,
existe uma Unica matriz triangular superior, U, com elementos diagonais positivos

tal que
A=UTU.

A seguinte propriedade pode ser deduzida diretamente das defini¢ées acima.

Propriedade C.1 Sejam A, L, M matrizes e X um “array”, entdo, temos que

[AI[LX M] = L[A)[X]M.

Utilizando a definicdo (C.2) e a propriedade (C.1), pode-se mostrar que

62L* 1 n " * 1 - * %
~Hman; — = Z LgiQeWeTyg; — — Z(ye = [4e)qeTy;

= XTWIRQOWNIX” ~ [y — )T QX))
= ZR(0)(0 ~ BO)RE),
parai,j =1,...,k em que R(5) é dada pela definiio (C.3) sendo
B©) = {lw ~ m) QA ) X" R 0)]} 5,5, 2

A
- aposT”




APENDICE D

Derivadas no modelo nao-linear heteroscedastico
reparametrizado.

Neste apéndice, apresentamos o célculo da primeira e segunda derivadas do
logaritmo da fungio de verossimilhangas do vetor de pardmetros w = (67,87, 0T
para o modelo ndo-linear heterosceddstico da familia exponencial (reparametri-
zado) definido na Secéo 3.3, cuja forma é dada por

n

= L"(y;6,8,7) = ~% > {%dg+ t(ye) + IOg(g;)}

=1
em que

g0 = qe(8) = Hms)l/n/m

Vale salientar aqui que estamos considerando somente as distribuigGes normal e

normal inversa. Por simples diferenciagdo em relagao aos componenetes do parametro

§, temos que

em que

dae &
dp = —2lyele — b(0) — c(We)], . =552 € U= 553(%%3’

para a,b=1,...,p.
Por diferenciacio em relagao aos componentes do pardmetro 0, temos que

WS“Z( ) df, dpe %,
aF Ye — MCIed d"?



DERIVADAS NO MODELO NAO-LINEAR HETEROSCEDASTICO REPARAMETRIZADO.

€
82[’* 1 . * * 1 - * *
3o = Ty ;xh‘qewfxej+*Zx£iqﬂ(yﬂ_‘/l’@)9€$2j
1, A6, dpss .,
+§Z$qu€( Ne)fé$83+ Z(yl #é)qf : Me Lij
£=1
em que
w = (iu_) o L0 (@_) o= P dor
dng ) dpe’ dug \dne/) ' dng du’

Loy = 5—1_8—1 e xf‘ij - aﬁlaﬂja
parai, g =1,... k.

Por diferenciac@o em relagdo ao pardametro vy, temos

8L* qu e——

82 L*

= *“ZIH ¢t o

Diferenciando 0L*/06* em relacao aos pardmetros v e 3%, temos

O*L
S e d
5690 22 EZ:; Qe, O¢
e
O’ L* d9 dp -
850'8/37' _ zq&,(y{ H'L’ d - dne 2>
respectivamente.

Finalmente, diferenciando 0L*/d7y em relagio a (3, temos

df, d -
= ZW(?J{! .ue) du : dl;e

9L
0vop:

Observe que para a ligagdo canodnica 6 = n e df,/dn, = 1, entao, temos que

oL 1 & ,
g ;; ;(?;’e — [1£)qeTy;,
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DERIVADAS NO MODELO NAO-LINEAR HETEROSCEDASTICO REPARAMETRIZADO.

2L~ 1 <& :
Sream T — Z e (Yo — pro)xs;,
06°98 Y =

9L 1<
P o= 5 D ey — p)a,
0P 7 =

paraa=1,...,pei=1,... k.
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APENDICE E

Obtencgao das quantidades propostas por
Skovgaard

Neste apéndice, apresentamos os calculos de esperancas que sao necessarias

para a obtencao das quantidades

q = covy, {U(wo), L(wo) — L(w)} lup=0w=a

ff = Covwo{U(WO)’ U(w>} ]wg:ﬁ,u’:lﬁ

onde L é o logaritmo da fun¢ado de verossimilhangas do vetor de pardmetros w =
(67,87,0?)T do modelo nio-linear da familia exponencial definido na Secdo 4.3

(expressoes (4.12) e (4.13)) e U é a fungdo escore, cujas formas sao dadas por

1 — 1 1
Ly 6.6,0%) = —QZ {02mz di - tly) s (Usz) }’
=1

==

onde d; = d(yi) = ~2 [y — b(0;) — c(y)] e U =U(5,8,0%) = (Uy ,UJ,Uy2)" com

_8L(5,ﬁ,02)_~1 T . __5‘1)(5,,6’,02)__ T .
Us =~ = 5V ®(d+S), Us= e =X TV (y—p)
i 8L(5,5,”)
_0L($,B,0%) 1 + .
Upr = 557 =55t ¢ (d+9),

respectivamente, sendo ®, T' e V matrizes diagonais de dimens&o n x n cujos (£, £)-
ésimos elementos sdo dados, respectivamente por ¢, = 1/(0*my), T, = dpe/dn, e
Vp = dpe/dbe, ¥ é uma matriz n x p cuja £-ésima linha é dada por dlogm(ze, §) /367,
S = (3(¢1), ..., 8(¢n))T com 3(¢e) = ds(¢e)/dps, me = m(2e,6) sendo 2z, a f-ésima

linha da matriz de covariadas Z de dimens@on xp, £ =1,...,n, § é um vetor de
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dimensao p X 1 de pardmetros desconhecidos, ¢ é um vetor de 1’s de dimensio n,
d=(dy,...,dn)" e p=(1,...,ptn)".

Para a obtengéo de 7é necessdrio obter E,, [c(ye)], Eu[c(ye) Us(w)], Eule(ye) Use (w)],

Eule(ye) Us(w)], Eulye Us(w)], Bulye Us(w)], Eulye Us2(w)] € Eylye Us(w)]. Segue
de condigoes de regularidade que

Eu[Us@)] =0, E,[Usw)]=0 e Eu[U(w)]=0. (E.1)

Sabemos que

Ew{yE] = e = b(0[>) Varw(yg) = ¢g_1Ve; (EQ)
e

E = 6, b(8,) — b(6s) — = & [ — E

ole(w)] = 00 b(8) — b6 - 5 5 (azme) . (E3)
Por definicao
E,le(ye)] = / c(ye) f(ye; O, pe) dye, (E.4)
sendo f(ye; 0, ¢¢) a fungao de densidade de y,. Igualando (E.3) e (E.4), temos que
. 1 1

Be b6~ b00) ~ 3 5 (Uzm) — [ etw) S(w1s60,60) due (E.5)

Derivando ambos os lados da expressdo (E.5) em relacdo ao a-ésimo componente

de 4, 0* digamos, chegamos a

11 1omg\ . 1\ 0 .
5 Uzme <.77—Zg 85"‘> 5 (Uzmé) - o6¢e (/ C('ye) f(yfaef) ¢£) dyé) )

para a =1,...,p. Desenvolvendo o lado direito da expressio acima, obtemos
0 0
/C(ye) F(e; 0o, 00) dye ) = /‘”";{C(Z/E) F(Ye; 0o, 0)} dye
0ée 06
0
= /C(yé) ”a'gg{f(ye; Oe, o)} dye

= / c(ye) Use(w) f(ye; be, de) dye
= Eulc(ye) Use(w)],
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para a = 1,...,p. Portanto, o vetor Eole(ye) Us(w)] de dimensio P X1 tem o

a-ésimo elemento dado por

} 1 IBmg . 1
2 o?my \'my, 9ée s o2my )’

paraa=1,...,p. Em notacio matricial, temos

By c(ye) Us(w)] = %q@su. (E.6)

Derivando ambos os lados da expressdo (E.5) em relagio a o2, chegamos a

0]
_2}5 ainz s <02}71£> = o2 (/ c(ye) f(e; 0c, do) dyg> .

Desenvolvendo o lado direito da expressao acima, obtemos

5?72 </C(y€) T (Ye; 6e, ¢0) dyz) = /é%{c(ye)f(ye;%ﬁbé)} dy,

= /c(yg)gig{f(?}e; be, d¢)} dye

= / c(¥e) Us2(w) f(ye; Or, p) dy,
Ew[c(yl) Uoz(w)}'

Portanto,

1 1 /1
Eule(ye) Upz(w)] = 207 52m, (Uzme) -

Em notagdo matricial a expressio acima fica, dada por

1
202

Eule(ye) Uyz(w)] = 1B (E.7)

Finalmente, derivando ambos os lados da, expressao (E.5) em relacao ao i-ésimo

componente de §, §* digamos, chegamos a

d@g d,LLg (97]3 0 </ )
Ve — = L - 1 B4, d ,
Ve e dm, 33~ 95 c(Ye) f(ye; Or, de) dy,
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para s =1,..., k. Desenvolvendo o lado direito da, expressao acima, obtemos

8(2'5 ( / c(ye) f(ye; 0o, p0) dyz) = / ‘5%{0(.%) T (Ye; 6, ¢0) } dy,
= [ s 00}

= /c(ye) Usi(w) 1 (ye; 0r, ¢0) dye
= Eu[c(ye) Ugi(w)],

paraz = 1,..., k. Portanto, o vetor E,[c(y,) Us(w)] de dimensdo kx 1 tem o i-ésimo

elemento dado por

v, 3 S o,
paratz =1,... k. Em notacdo matricial temos
Eufe(ye) Up(w)] = X" 70, (E8)
Vimos que
Eulye) = ne=b(6;) (E.9)
e, por definicéo,
Eolye] = / Ye f(Ye; Or, dr) dys. (E.10)

Igualando (E.9) e (E.10), temos que

b(6e) = /ye F(ye; Or, de) dye. (E.11)

Derivando ambos os lados da expressio (E.11) em relacdo a % ac?ea f

chegamos, respectivamente, a,

0 = 6?@ </ Ye [(ye; Oc, Pe) dy@) :/%{wﬂyﬂ;%m)} o

= [y 'a%;{f(ye;927¢e)} dy, = /yz Use(w) f(ye; e, de) dye = By [y, Use (w)],
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1o} 0
0 = 357 (/ye F(Ye; Or, d2) dm) = @{yzf(ye;ee,@)} dy,
15)
= Ye ‘a;g{f(ye; e, de)} dye = /ye Us2(w) f(Ye; O, #2) dye = Eylyp Uy (w)]
deg d/,l,g 877g 0 </ )
Vo — = —= = - ; 6, d
¢ dup dmy 37 a5 Ve f(ye; 0o, o) dye

0 0
= /8 Ayef (Ye; 0o, ¢o) } dye = yeé‘ﬁ;{f(ye;%ﬁﬁe)} dye

= /’ye Upi(w) f(ye; 0, ¢1) dye = By lye Ups(w)).

Portanto, temos que
Ew[’yg U5(w)] = 0, Ew[yg Uaz(w)] =0e Ew[yg Uﬁ(w)] = X*TTL. (E.12)

Para a obtencgéo da quantidade T apresentada no Capitulo 4, equagdo (4.4), pre-
cisamos obter By [y, c(ye)), Eu, [Us(w)], By [Us2(w)], Euo[ye Us(w)] e Ey [ve U2 (w)].
Utilizamos também algumas esperancas j4 calculadas para a obtencgdo da quanti-
dade g, tais como: E,[ye Ug(w)], Eu[c(ye) Us(w)], Eulc(ye) Uyz(w)] e B le(ye) Us(w)).

Primeiro, vamos obter a esperanca E, [y, c(y;)], usando a relacdo BEulye Use(w)] =

0, para a = 1,...,p. Ou seja, substituiremos Us(w) na esperanca Eulye Use (w))
obtendo assim
1 1 Gmg 1 1 Bmg
= - — 0, B, [y? — b(6,)E,,
0 O’ng <mg 85a> t [ye] + 027?'242 (me 86“) ( E) [ye]

1 1 Om, 1 1 1 Omyg\ . 1
b (;1— o ) Bl el + 5 o (= &5&) ; (Ogme) )

Eulye c(ye)] = 0:Eu[yz] — b(60)Eulye] — Ly <*"“L") B[]

2 o2my

Entao,

1

. 1
= 0007 Vet Gt — (O — 3 5 (

o2my

) g (E13)

O vetor E,,[Us(w)] de dimenséo p x 1 tem o a-ésimo elemento dado por

n

1 1 Omy L1 1 omy
= 2 g, () Pl + > ot (s 35 00

£=1

~ 1 (/1 0m I~ 1 (1om) . [ 1
= E - il
* Z o%my (mg a6 ) olc(ye)] + 2 Z o%my (mg 65“) ° <0'ng> ’

(=1 =1
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para a = 1,...,p. Substituindo E,,[c(y)] e E,,[ve] (dadas em (E.3) e (E.9)) na

expressao acima chegamos a

> e (22 (o i) - 3 e (o 5 ) 100000 — )

2
=1 0= 7T
Ien 1 1om\[./ 1 1
- = — —— | =3 , E.
2 ; o*my <me 55“) {S (a§m0e> ’ (02me) ] (E19)
para a = 1,..., p. Em notagdo matricial, temos

Euo[Us(w)] = UT®(0 — O) g — U B[b(6;) — b(6)] — %\I/T@(SO - 5),

com O = diag(6y,...,0,) e o subscrito 0 indica que as quantidades sao avaliadas

em wy. A esperanca Ey, [U,2(w)] pode ser expressa na forma

I o 1 1S 1
EuolUs2(w)] = T 2 o Op Euplye] + ) Z e b(6e)
=1 =1

1 1 1l — 1 1

+;§ pa— o?m wole(ye)] + 20?2 — o2my <U2me>
J R | . 1< 1

=D Sy (8 = Boc) (o) + — ; o [(00) = b(60e)]

1 1 [. /1 (1

+§;5 ; omy {S (ozmg> w8 ((rgmog)} ’ (E.15)

Em notagao matricial, temos que
1 T 1 T 1 T i hd
Ewo[Uaz (w)} = ;—2‘ L @(@0 - @),Uo + ‘0—2 L @[b(&) - b(go)] + 5‘55 L (I)(S - So)
O vetor Eyy[ye Us(w)] de dimenséo p x 1 tem o a-ésimo elemento dado por

n

1 1 8777,@ 92
- Z Uzmg (;,;L_B‘ B(Sa > 93 EWO[yZ]

0=1
- 1 1 ame
" ;z:l omy (552 dse ) b(6e) Euo[ye]

Iew 1 1 0me\ ./ 1
+ ‘2’ ; Ung (7_7’2; 95e ) B} <02m£) Ewo[yfla

1 1 (9mg
3 o () Benletao)

£=1
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para a = 1,...,p. Substituindo E,,[y?], Ewolvel € Euolye c(ye)] (dadas em (E.2),

(E.9) e (E.13)) na expressio acima, chegamos a,

ZUQme ( 7; g@f) (Boe — 6,) [(%:noe)—l %e+{b(908)}2}

£=

1 1 1 Omy, ) 1 . 1 .
2 Z amy (E 9o° ) [S <0’3m0e) o <02m2)} *(6oe)

1 1 amg .
_ ; — <E o ) [6(60e) — b(62)]b(0oc), (E.16)
paraa=1,...,p. Em notacio matricial, temos

Fuolye Us(w)] = UT@O;'V5(0p — B)c + TTH(0, — ©) =,
m%\lﬁqmuo — WPy,

sendo = = diag(rugh s »Mgn)’ A= diag([*é(gb()l) - 5(¢l)]a sy [5(¢On) - S(d)n)]) €
& = diag([b(0o1)~b(61)], . . ., [b(8on) —b(6,)]). Por iltimo, a esperanca E,, [y, U,2(w)]

é expressa na seguinte forma

Bualte Ue@)] = =250 e 00 Bulyf)+ 5 3 = b(6) Bunfy

2
0= =1 Tk

1~ 1 1~ 1 /1
t— Z:; m Euq[ye c(ye)] + 553 D5 (‘(;5*‘) Eoo[ye]

p=y o%my My
- _ly (6, — Bo¢) ! “lv + {b(0pe) }?
= = U2m ¢ — Uoe m—— 0¢ o) }

L w—l-n; [6(8e) — b(6o¢)] b(Boe)

1 <& 1 [ 1 /1 .
202 £~ g7, ]is <U§m08> o (027”2)] Hohe) (B17)

=1

Em notacgéo matricial, temos que

1 1
Buolye Upe (w)] = ‘UELT@@El%(@o —O)+ ;?T‘I)(@o - 0)Z.

1 1
+;5LT®Z,U,O — %ELTQAﬂo.
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Para obter as estatisticas da razdo de verossimilhangas ajustadas, LR} e LRX*,

propostas por Skovgaard (2001) e dadas em (4.6) e (4.7), é necessario calcular as

quantidades

q = Eu[U(wo) (L(wo) — L(w))]
Euo [Us(wo) L{wo wo Us(wo) L(w)] Q

(wo)] — E
= ( Euo [Us(wo) L{wo)] = B [Up(wo) L(w)] ) = <‘12) (E.18)
Euo [Us2 (wo) L(wo)] = Eug [Usz (wo) L(w)] s

T = EulU(wo) UT(w)
Eo [Us (wo)Us (w)] Ewo[Ué(wo)Ug( w)l By [Us(wo)Use (w)]
= | Eu[Us(wo)Us (w)] Ewo[Uﬁ(wo)U,@( w)] By [Up(wo)Up2 (w)] | (E.19)
o, [Uo2(wo)Us (W)] - Euo[Up2 (wo) U ()] En[Us2 (wo) Usa (w))]
Iremos primeiro calcular B, [Us(wo) L(wo)] € EyolUs(wo) L(w)], dadas na ex-
pressao (E.18). Substituindo L(wg) em Ey, [Us(wo) L(wo)] e L{w) em E,, [Us(wo) L(w)]
chegamos, respectivamente, a

n

EoolUs(wo) L(wg)] = Ey, [Z ogrlnoeye@oe(]&(wo)} — Ey, [Z 021 b(GOZ)Ué(wO)}

m
=1 90 =1 70T

n

—Eu, [Z = ?1”02 c(ye) Ua(wo)} - ';_Ewo {Z t(ye) Us(wo)

2
=1 0 =1

e

Yo 0p Us(wy)

wo{Uts(wO) L w) = Ewo [Z

L=

— Bu [Z 021m£ ) UJ(“’O)}

=1

—EBu, {Z Ugim c(ye) Us(wo)

=1

g [ 35 () o]

- %Ewo L t(ye) Us(wo)

=1

£=1

Segundo, vamos obter E,,[Us(wy) L(wo)] € Ey,[Us(wo) L(w)] da mesma forma
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como foram obtidas as esperancas dadas acima. Temos

n

Euo[Us(wo) L(wp)] = E,, [Z 0371”0

=1

1
9 U - I
eyg (Y [;(Q)o)J E 0 [Zzl O"gmog b(goe)Ug(wO)

B, {Z o <) Uﬁ(w())} 3 {Z (ve) Us(en)
~%Ew0 l;s (a&?lnoe> Uﬁ(wo)}

n

1 1
Ty Ut 7 U,@(wo)J — Eu, {Z e

=1

—Eup [E aine c(Ye) Uﬂ(wo)J - *21"Ewo [Z ¢(ve) Uﬂ(wo)J
-‘iEwo [EZ:S <02::7'LZ> Ug(wo)} :

Por dltimo, vamos obter E,, [U,2(wp) L(wo)] e B, [

neira chegando a

(wo)

Us2(wo) L(w)] da mesma ma-

n

Ewo[Uarz(wO) L(wo)} = Ewo {Z O_ginoeye 901U02(w0)} "Ewo [Z p ; b(eoe)U(ﬂ(wO)}

_Ewo [Z 001 o (yﬂ) U02 (WO):I - —Ewo lr (yf) U02 (w()):!

m
1 < 1
=3P [ () O (“"”J

n

Ewo[Urf2 (WO) L(‘*’)] = B, {Z gzingy@@fUaz(wO)} = Eup ’: ! b(@g)ng (UJO)}

€

3

=1 =1 a?my
~Eu, [; oy c(ye) UaZ(wo)} - ‘Q‘Ewo L:1 t(ye) Uye (wo)}

—%Ewo [Zs (0_2; ) Usa(wo)| .
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Note que
@1 = Eu,[Us(wo) (wo)] B0 [Us(wo) L(w)]
n n 1
= e U, — E,,
132: , Ye Goe s(wo) 0 L=1 - b(0oe) Ua(wo)}
—B Z c(ye) Us(wo) ey s (= Us(wo)
“o O'Om 2 Eun o'gmoe
=1
- n
—Ew, Z L e 8¢ Us(wo) | + Eu, L_l o b(8;) Us(wy)
E ) Us( — 1E Y ! U
FH Zz: c(ye) Us wo)- +§ wo ﬂ=13 ey s(wo) |,

¢ = Eyo[Up(wo) L(wo)] = Euo[Up(wo) L(w)]

1
= Ewo Z O'Qmog Ye 9()13 Uﬁ(wo)

¢=1 0 1 90
B |30 = cly) Unte)| = 21, [S ( = )Uﬁwo)
= 900 2 ya— ogMog
(I 1 ] LI
Ew 9 U Ew b 0
. ; s Ve O Up(wo) | + L; 2 0(8e) Up(un)
(I 1 1 1 n 1
+E, oy c(ye) Us(wo) +§Ewo s o2y Up(wo)
L 0=1 A =1
e
By 5™ = 0 for Us ()| — B |5 L b0oe) Use(wy)
= wo o2 = Ly, o2 \W
q3 £ agmog Ye Yoe 0 0 — Ugmoe 0¢ 0

1 1 - 1
~Eu Z odmoe clve) Uoe (wo)} B _Q-Ewo - > (ogmo) Vo (wo)]

L =1 =
n 1 n 1
Ewo Z Uzmg yZHZUcﬂ (WO) + EW() 0-2me b(eﬁ)ng (w0>
L f=1 —1
B ] [ )
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Substituindo Ey, [Us(wo)] € Buwolye Us(wo)] (dadas em (E.1) e (E.12)) em g1, Eu, [Ug(wo)]
(dada em (E.1)) em gz e Eyy[Us2(wo)] € Euolye Us2(wo)] (dadas em (E-1) e (E.12))

em g3, temos que

n

- 1 1
- "Ew Us(w i Ewo
51 0 ;:1 0_0 (yf) 5( 0)} ‘: _S_ : (727715

£=1

c(ye) Us (wo)} ,

L | 1
@ = —Buy | D clu) Uﬁ<wo>] + Buo lz a1 Uﬁ<wo)}
i £=1 =1
n 1 n
—Eueo 2 T eeye Us wo)} + Eq, \:ez:l 90eye Uﬁ(‘”o)}

n

n 1 1
q3 = -—Ewo \\Z J2m0g0(y£) UO»Z(UJ())} + E""O ‘:Z 0'2m€

=1 0O £=1

C(yl) Ucﬂ (L‘UO)j\ -

Substituindo E,,[c(ye) Us(wo)] (dada na equagéo (E.6)) em q1, Eyolc(ye) Us(wo)]
(dada na equagio (E.8)) e Eu,[ye Us(wo)] (dada na equagio (E.12)) em gz e Eu,c(ye)
U,2(wo)] (dada na equagdo (E.7)) e Euy[ye Us2(wo)] (dada na equagdo (E.12)) em
gs, temos que o a-6ésimo elemento do vetor ¢; de dimensao p x 1 é dado por

Z 1 1 Omg 1 P 1 1
— 2 moe 00¢ a2my o2moe ) oaMoe

=

1 amog 1 .. 1 1
- z 3 S\ 3 3 ;
2 Moe 850 oaMog OgMyo ggMoe

paraa=1,...,p, o i-ésimo elemento do vetor gy de dimensdo k x 1 é dado por
3 znj { : dBog dyioe 377012} N znj { 21 BgVip 200 dfoe dftoe 377;)@} |
= o%my % dyiog dnoe B — oMy dpioe dnoe 33
parai=1,...,ke

(1 1 [ 1 1 (1 1 [ 1 1
93 = Z 3 S\ 3 2 - 7 3 S\ 2 2 :
— 202 o%m, \ ogmoe) o5 p 205 ofmoe \ 0gMoe ) 0§
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Entdo, a quantidade em (E.18) é dada em notacdo matricial por
1 o
-2— \IIO S()q)o(@ - (I)())L
q= X*TTO(I) (@0 - @) L

1
55 (@ (I)O)(I)()SQL
%9

Consequentemente,

1 ~a ~ o~
5@5@(@-—@)1,

X'T® (6 —-0).

Q)
i

553 LT(® - @)DS,

Agora, obteremos a quantidade T dada em (E.19). Observamos que as espe-
rangas B, [Us(wo) Ug (w)] € Euy[Us2(wo) Ug (w)] se anulam, pois Eyy[Us(wo)] = 0 e
Ewolve Uyz(wp)] = 0 (dada em (E.12)).

Temos que a a-ésima coluna da matriz E,,[Us(wo) Uy (w)] de dimensdo p x p é

n

1 1 0m
" 2 o g e 0 Bl Us(eo)]
Z” 1 10m
" =1 o2my my 06° b(@g) EuolUs(0)]
1 9m
n _E: =5 Euo[e(ye)Us(wo)],

027713 My 850’

"1 1 Omy. 1
+ Z O’QmEE 95 s (U2m£) Euo [Uéi(wo)]

=1

para a = 1,...,p. Substituindo E,y[Us(wo)], Eu,lc(ye) Us(wo)] e Euylye Us(wo)]
(dadas em (E.1), (E.8) e (E.12)) na expressao acima, pode-se mostrar que o (a, b)-

ésimo elemento da matriz E,,[Us(wo) Uy (w)] é dado por

15’: 1ome 1 [ 1 1 1 Ome
24 my 96% o?my ~ \ 03moe) odmoe moe Y
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paraa,b=1,...,p. Em notacdo matricial, temos que
1 .
Ewo{Ug(wO) U;(u))] = 5‘1’{{@050@‘1’
Analogamente, E,, [Us(wp) U,z2(w)] é dada por
1 &1
-5 }: g O Bolte Us(wo) + 25 >~ 0(81) By [Us(wo)
=1
1 1 1 &1 1\ ’
il - F : )
"1 2 g Bl Ui+ 5753 s (Y it

Substituindo as devidas esperangas na expressao acima, temos que o a-ésimo ele-

mento do vetor Eg, [Us(wo) Uy2(w)] de dimensdo p x 1 é dado por

1 1 Omge 1 of 1 1
202 — mo; 06 o2my ogmee ) o2mg,’
para o =1,...,p. Em notagao matricial, temos
1 ..
Euo[Us(wo) Uk (w)] = -2;5@;{ DoSp® ¢

Obtemos ainda a a-ésima coluna da matriz E,, [Us(wo) Uy (w)] de dimenséio k x p
dada por

n

1 10m
- Z me aé‘ae 92 Wo[ye Uﬁ(&)())}

o2my
£=1

1 1 Bmg
+ Z —TT_Z; ada b(eg) Ewo[Uﬁ(wo)]i

0'ng

1 1 Omy
+ Z —t Euolc(ye) Us(wo))

2
o2m
=1 ¢

1 1 1 Om, | 1
— — B U, ,
+ 2 a?my my, 960 s (02mg) o[Us(wo)]
para a = 1,...,p onde E,,[Us(wo)], Eulye Us(w)] e Euole(ye) Us(wp)] sdo dadas

em (E.1), (E.8) e (E.12). Substituindo as expressoes dessas esperancgas, chegamos

a0 (1, a)-ésimo elemento da matriz Eyo[Us(wo) Uy (w)] dado por

n

Z 1 lﬁmg( 0 dﬂoe%
o?me my 95¢ 7Y Ay 0B’

£=1
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paraa=1,...,pei=1,...,k Em notagao matricial, temos que
B, [Us(wo) Uk(w)] = X3 To(©p — ©)2T.

Da mesma forma, mostramos que a matriz E,,|[Us(wo) Uy (w)] de dimenséo k x k

¢ dada por
Euo [Us(wo) UJ ()] = Xy To@V'TX".
Podemos escrever E,[Us(wo) Us2(w)] da seguinte maneira
=~ 1

1
- 0_2 Z 0,2 0[ wo ye Uﬁ(&)g)} O' Z 0'277?,

=1

wo [Uﬂ (UJO)]

+ 02202 Eu, [c(ye) Uﬁ(wo) QUQZazmg ( . >Ewo[Uﬁ(wo)]-

o’my

Substituindo as devidas esperancas na expressdo acima, pode-se mostrar que o

i-ésimo elemento da matriz B, [Us(wo) Us2(w)] de dimensdo k x 1 é dado por

1 dyioe 06o¢
2 7 (G0~ 0r) —
0% £~ o%my dnoe 083’
para i = 1,...,k. Em notagdo matricial, temos que

Euo[Us(wo) U (w)] = X5 To®(6 — ©) ¢.

Obtemos o0 a-ésimo elemento do vetor By, [Uy2(wo) Uy (w)] de dimensdo 1 x p da
seguinte forma

n

1 190
-y = T 9, B lye U (w0)]

—1 O’ng my 65”

n

1 1 Bmg
+ ;UZmZ me a(s b<9f) Ewo[ 02(“")0)}

+ Z - 1 amz wo[C(ZUE)UaZ(wo)]
=

ang mMe E

1 (’9mg . 1
- B lUs2 ,
T Z U2m£ me 05° § (02me> o[Us2 (wo)]
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para a = 1,...,p. Substituindo Ey,[Us2(wo)], Euwelc(ye) Us (wo)] € Euylye Usz(wo)]
(dadas em (E.1), (E 7) e (E.12)) na expressao acima, chegamos a

1 1 1 (9mg
20‘2 Z 0-2 ( ) 2 - ?

para a = 1,...,p. Em notacao matricial, temos

1 ..
Ewo[U02 (WO) U(;r(UJ)] = -—2-03 LT@OSO(I)\IL

Finalmente, a esperanca Ey, [Uy2(wo) Us2(w)] é dada por

n

1 1 & 1
- = o2m 0¢ Euolye Usz (wo)] + o Z p wolUs2 (wo)]
Z_
1

Substltumdo EwD [yg »2(wo)], EuwoelUs2(wo)] € Ew0 [c(yg) U,2(wo)] na expressdo acima

pode-se mostrar que esta se reduz a

"
1 Z 1 . ( 1 ) 1
3 .
2 2 2
20203 {— ogmoe \ OgMoe o2my

Em notacgao matricial, temos que

1 .
Ewo [Uoz (WO) Us? (“U)] - ‘2';__%"0_2 LT@OS()®1~
Portanto,

1 . 1 ..
5 ARG A 0 53 T DSy

= | XITTo(© - ©)BY X§ TodV 'TX* X; Tyd(©p— )t

1 < 1 Ta &

\ —2—;5 LTS, dW 0 —*20302 L PoSoPe
e, consequentemente,
L 578,550 0 L 57358, )
2 0 252

¥—| PO -6)3F XTIV ITX* X' T3(O-0):

1 T2 1 TaAE

— L <I>S<I>\IJ 0 — 1 OSPs

202 20%02



APENDICE F

Servicos de manutencao

Tabela F.1 Tempo gasto no servigo (y), em minutos, nimero de bebidas estocadas
(@1) e distdncia percorrida (z2), em pés, numa amostra de 25 observagaes.

Yy T
16,68 7 560
11,50 3 220
12,03 3 340
1488 4 80
13,75 6 150
18,11 7 330

800 2 110
1783 7 210
79,24 30 1460
21,50 5 605
40,33 16 688
21,00 10 215
13,50 4 255
19,75 6 462
24,00 9 448
29,00 10 776
15,35 6 200
19,00 7 132

9,50 3 36
35,10 17 770
17,90 10 140
52,32 26 810
18,75 9 450
1983 8 635
10,75 4 150

Fonte: Montgomery, Peck e Vining (2001, p. 76)



APENDICE C

Taxas mensais de retorno de agoes

Tabela G.1 Tazas mensais de retorno de acées de mercado (z) e da Corporacio
Acme Cleveland (y), no periodo de janeiro de 1986 a dezembro de 1990.

Meés T Y Meés z y
Janeiro 1986 -0,061134  0,030160 Julho 1988  -0,061718 -0,110515
Fevereiro 1986  0,008220 -0,165457 Agosto 1988 -0,101710 -0,168769

Margo 1986 -0,007381  0,080137 | Setembro 1988 -0,032705  -0,135585
Abril 1986  -0,067561 -0,109917 Outubro 1988  -0,045334  -0,084077
Maio 1986 -0,006238 -0,114853 | Novembro 1988 -0,079288  -0,164550

Junho 1986 -0,044251 -0,099254 | Dezembro 1988 -0,036233  0,150269
Julho 1986  -0,112070 -0,226846 Janeiro 1989  -0,011494 -0,015672

Agosto 1986  0,030226  0,073445 Fevereiro 1989  -0,093729  -0,037860

Setembro 1986 -0,129556  -0,143064 Margo 1989  -0,065215 -0,074712
Outubro 1986  0,001319  0,034776 Abril 1989  -0,037113  -0,108530
Novembro 1986  -0,033679  -0,063375 Maio 1989  -0,044399 -0,036769
Dezembro 1986  -0,072795 -0,058735 Junho 1989  -0,084412  0,023912
Janeiro 1987  0,073396  0,050214 Julho 1989  0,003444 -0,078430
Fevereiro 1987 -0,011618  0,111165 Agosto 1989 -0,056760 -0,132199

Margo 1987 -0,026852 -0,127492 | Setembro 1989 -0,078970  -0,110141
Abril 1987  -0,040356  0,054522 Outubro 1989  -0,105367 -0,126302
Maio 1987 -0,047539 -0,072918 | Novembro 1989 -0,038634  -0,095730

Junho 1987 -0,001732 -0,058979 | Dezembro 1989 -0,043261  0,065740
Julho 1987  -0,008899  0,236147 Janeiro 1990  -0,139773  -0,120056

Agosto 1987  -0,020837  -0,094778 Fevereiro 1990  -0,059094  -0,085205

Setembro 1987  -0,084811 -0,135669 Margo 1990  -0,057736  -0,130433
Outubro 1987  -0,262077 -0,284796 Abril 1990  -0,102524 -0,116728
Novembro 1987  0,110167 -0,171494 Maio 1990  0,023881 -0,078039
Dezembro 1987  0,034955  -0,242616 Junho 1990  -0,079116 -0,170322
Janeiro 1988  0,012688 -0,063518 Julho 1990  -0,078965 -0,077727
Fevereiro 1988  -0,002170 -0,117677 Agosto 1990  -0,161359  -0,277035

Margo 1988 -0,073462  0,201674 | Setembro 1990 -0,119376  -0,207595
Abril 1988  -0,043419 -0,147728 Outubro 1990  -0,076008 -0,070515
Maio 1988 -0,054730 -0,170885 | Novembro 1990 -0,006444  -0,046274

Junho 1988 -0,011755 -0,014893 | Dezembro 1990 -0,026401  -0,190834

Fonte: Simonoff e Tsai (1994, p. 358)




APENDICE H

Coelhos europeus na Austrilia

Tabela H.1 Pesos das lentes dos olhos de coelhos europeus (
tdade (x), em dias, numa amostra de 71 observacaes.

Y), em miligramas e

T Y z Y x Y
15 21,66 98 104,30 285 189.66
15 22,75 125 134,90 300 186,09
15 22,30 142 130,68 301 186,70
18 31,25 142 140,58 305 186,80
28 44,79 147 15530 312 195,10
20 40,55 147 152,20 317 216,41
37 50,25 150 144,50 338 20323
37 46,88 159 142,15 347 18838
44 52,03 165 13981 354 18970
50 63,47 183 153,22 357 19531
50 61,13 192 145,72 375 202,63
60 81,00 195 161,10 394 224,82
61 73,09 218 174,18 513 20330
64 79,09 218 173,03 535 209,70
65 79,51 219 173,54 554 233,90
65 6531 224 178,86 591 23470
72 71,90 225 177,68 648 244,30
75 86,10 227 173,73 660 231,00
75 94,60 232 159,98 705 24240
82 92,50 232 161,29 723 230,77
85 105,00 237 187,07 756 24257
91 101,70 246 176,13 768 232,12
91 102,90 258 183,40 860 246,70
97 110,00 276 186,26

Fonte: Wei (1998, p. 155)



APENDICE 1

Solucao de calcio radioativo

Tabela 1.1 Quantidade absorvida de cdlcio radioativo (y), em nmoles/myg, e tempo
(x), em minutos, numa amostra de 27 observagoes.

z y
0,45 0,34170
0,45 -0,00438
0,45 0,82531
1,30 1,77967
1,30 0,95384
1,30 0,64080
2,40 1,75136
2,40 1,27497
2,40 1,17332
4,00 3,12273
4,00 2,60958
4,00 2,57429
6,10 3,17881
6,10 3,00782
6,10 2,67061
8,05 3,05959
8,05 3,04321
8,05 3,43726

11,15 4,80735

11,15 3,35583

11,15 2,78309

13,15 5,13825

13,15 4,70274

13,15 4,25702

15,00 3,60407

15,00 4,15029

15,00 3,42484

Fonte: Rawlings (1988)



Referéncias

Barndorff-Nielsen, O.E. (1983). On a formula to the distribution of the maximum
likelihood estimator. Biometrika, 70, 343-365.

Barndorff-Nielsen, O.E. (1986). Inference on full or partial parameters, based on
the standardized signed log likelihood ratio. Biometrika, 73, 307-322.

Barndorff-Nielsen, O.E. (1991). Modified signed log likelihood ratio. Biometrika,
78, 557-563.

Barndorff-Nielsen, O.E. (1994). Adjusted versions of profile likelihood and directed
likelihood, and extended likelihood. Journal of the Royal Statistical Society B,
56, 125-140.

Barndorff-Nielsen, O.E. e Blaesild, P. (1986). A note on the calculation of Bartlett
adjustments. Journal of the Royal Statistical Society B, 48, 353-358.

Barndorfi-Nielsen, O.E. e Cox, D.R. (1984). Bartlett adjustments to the likelihood
ratio statistics and the distribution of the maximum likelihood estimator. Journal
of the Royal Statistical Society B, 46, 483-495.

Barndorff-Nielsen, O.E. e Hall, P. (1988). On the level-error after Bartlett adjust-
ment of the likelihood ratio statistic. Biometrika, 75, 374-378.

Bartlett, M.S. (1937). Properties of sufficiency and statistical test. In Proceeding
of the Royal Society A, 160, 268-282.

Bates, D.M. e Watts, D.G. (1988). Nonlinear Regression Analysis and Its Applica-
tions. New York: Wiley.

Becker, R.A., Chambers, J.M. e Wilks, A.R. (1998). The New S Language. New
York: Chapman and Hall.

Bellio, R. e Brazzale, A.R. (1999). Higher-order likelihood-based inference in nonli-

near regression. In Preceedings of the 14th international workshop on statistical



REFERENCIAS 133

modelling (eds. H. Fried], A. Berghold & G. Kauermann), 440-443. Technical
University, Graz.

Bellio, R. e Brazzale, A.R. (2003). Higher-order asymptotics unleashed: software de-
sign for nonlinear heteroscedastic models. Journal of Computational and Graphi-
cal Statistics, 12, 682-697.

Chambers, J.M. e Hastie, T.J. (1992). Statistical Models in S. Ney York: Chapman
and Hall.

Cordeiro, G.M. (1993). Bartlett corrections and bias correction for two heteros-
cedastic regression models. Communications in Statistics, Theory and Methods,
22, 169-188.

Cordeiro, G.M. e Botter, D. A. (2001). Second-order biases of maximim likelihood
estimates in overdispersed linear models statistics. Statistics and Probability Let-
ters, 55, 269-280.

Cordeiro, G.M. e McCullagh, P. (1991). Bias correction in generalized linear mo-
dels. Journal of the Royal Statistical Society B, 53, 629-634.

Cordeiro, G.M. e Paula, G.A. (1989). Improved likelihood ratio statatistics for
exponencial family nonlinear models. Biometrika, 76, 93-100.

Cox, D.R. e Hinkley, D.V. (1974). Theoretical Statistics. New York, John Wiley.

Cox, D.R. e Reid, N. (1987). Parameter orthogonality and approximate conditional
inference. Journal of the Royal Statistical Society B, 49, 1-39.

Cox, D.R. e Reid, N. (1993). A note on the calculation of adjusted profile likelihood.
Journal of the Royal Statistical Society B, 55, 467-471.

Cribari-Neto, F. e Cordeiro, G.M. (1996). On Bartlett and Bartlett—type correcti-
ons. Econometric Reviews, 15, 339-367.

DiCiccio, T.J. e Stern, S.E. (1994). Frequentist and Bayesian Bartlett correction
of test statistics based on adjusted profile likelihoods. Journal of the Royal Sta-
tustical Society B, 56, 397-408.

Doornik, J.A.  (2001). Oz: an  Object-oriented Matriz Programming
Language, 4th ed. London: Timberlake Consultants and Oxford:
http://www.nuff.ox.ac.uk/Users/Doornik/.



REFERENCIAS 134

Ferrari, S.L.P. e Cribari-Neto, F. (2002). Corrected modified profile likelihood he-
teroskedasticity tests. Statistics and Probability Letters, 57 , 363-361.

Ferrari, S.L.P., Lucambio, F. e Cribari-Neto, F. (2003). Adjusted and Bartlett-
adjusted profile likelihood ratio tests. (Submetido para publicacao).

Firth, D. (1991). Generalized linear models. In Statistical Theory and Modelling.
Hinkley, D.V., Reid, N. and Snell, E.J. (eds.) 55-82. London: Chapman and Hall.

Houaiss (2001). Diciondrio Eletrénico Houaiss 1.0 (BR).

Thaka, R. e Gentleman, R. (1996). R: a language for data analysis and graphics.
Journal of Computational Graphics and Statistics, 5, 299-314.

Lawley, D.N. (1956). A general method for approximating to the distribution of
the likelihood ratio criteria. Biometrika, 71, 233-244.

Luenberger, D.G. (1973). Introduction to Linear and Nonlinear Programming. Re-
ading: Addison-Wesley.

Lyon, J.D. e Peters, D. (2000). Applying Skovgaard’s modified directed likelihood
statistic to mixed linear models. Journal of Statistical Computation and Simu-
lation, 65, 225-242.

McCullagh, P. e Cox, D.R. (1986). Invariants and likelihood ratio statistics. The
Annals of Statistics, 10, 65-80.

McCullagh, P. & Nelder, J.A. (1989). Generalized Linear Models. London: Chap-
man and Hall.

Montgomery, D.C., Peck, E. A. e Vining, G.G. (2001). Introduction to Linear Re-
gression Analysis, 3rd ed. New York: Wiley.

Nocedal, J. & Wright, S.J. (1999). Numerical Optimization. New York: Springer-
Verlag.

Rao, C.R. (1973). Linear Statistical Inference and its Applications. 2.ed. New York:
Wiley. 625p.

Ratkowsky, D.A. (1983). Nonlinear Regression Modeling: A Unified Practical Ap-
proach. New York: Marcel Dekker.

Ratkowsky, D.A. (1990). Handbook of Nonlinear Regression Models. New York:
Marcel dekker.



REFERENCIAS 135

Rawlings, J.O. (1988). Applied Regression Analysis. Wadsworth and Brooks, Cole
Statistics/ Probability Series.

Seber, G.A.F. e Wild, C.J. (1989). Nonlinear Regression. New York: Wiley.

Severini, T.A. (1998). An approximation to the modified profile likelihood function.
Biometrika, 85, 403-411.

Simonoff, J.S. e Tsai, C.—H. (1994). Use of modified profile likelihood for improved
tests of constancy of variance in regression. Applied Statistics, 43, 357-370.

Skovgaard, IM. (1996). An explicit large-deviation approximation to one-
parameter tests. Bernoulli, 2, 145-165.

Skovgaard, L.M. (2001). Likelihood asymptotics. Scandinavian Jowrnal of Statis-
tics, 28, 3-32.

Smyth, G.K. (1989). Generalized linear models with varying dispersion. Journal of
the Royal Statistical Society B, 51, 47-60.

Stern, S.E. (1997). A second-order adjustment to the profile likelihood in the case of
a multidimensional parameter of interest. Journal of the Royal Statistical Society
B, 59, 653-665.

Wei, B.C. (1998). Ezponential Family Nonlinear Models. Singapore: Springer-
Verlag.

Wei, B.C., Shi, J.Q., Fung, W.K. e Hu, Y.Q. (1998). Testing for varying dispersion
in exponential family nonlinear models. Annals of the Institute of Statistical
Mathematics, 50, 2, 277-294.

Yi, G.Y., Wu J, e Liu, Y. (2002). Implementation of higher-order asymptotics to
S-plus. Computational Statistics € Data Analysis, 40, 775-800.



