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Resumo

Nesta tese, tratamos de refinamentos para testes de hipóteses em modelos de re-

gressão lineares e não-lineares heterosceclásticos. Na primeira parte da tese, obte-

mos uma correção de Bartlett para um teste de heteroscedasticidade baseado em

verossimilhança perfilado i-modificada proposta por Cox e Reid (1987) no modelo
de regressão llormal linear considerando que o parâmetro que define a estrutura de

]-teteroscedasticidade é possivelmente multidimensional. Na seõaunda parte, estende-

mos esses resultados para a classe dos modelos não-lineares da família exponencial

com parâmetros de dispersão que não são constantes para todas as observações. Fi-

nalmente, na terceira parte da tese, desenvolvemos novos ajustes para estatísticas
da razão cle verossimilhanças nesta classe de modelos, desta vez com base nos tra.

galhos de Skovgaard (1996, 2001). Os resultados assim obtidos são bem gerais e

produzem, como caso particular, ajustes para o tese da razão de verossimilhanças

de heteroscedasticidade. Desenvolvemos estudos de simulação de Mlonte Clarão para

avaliar e comparar nuinericainente os desempenllos dos testes ei-n amostras finitas.



Abstract

In tliis dissertation, u,e deal with refinements for llypothesis teses in linear and non-

linear heteroskedastic regression modela. Firstly, we obtain a Bartlett correction for

a tese of heteroskedasticity based on the modified profile likelihood proposed by Cox

and Reid ( 1987) in the normal linear regression nlodel assuming that tlie parameter

tl-Lat defines the heteroskedasticity structure is possibly multidimensional. Secondly,

we extend tlaese resulta to the class of the exponentlal family non-linear modems

with dispersion parameters that are not constant over tl.le observations. Thirdly, we
deveiop new adjustments for likelihood ratio statistics in this class of models. These

adjustments, which are based on Skovagaard's work (see Skovgaard, 1996, 2001),
are very venera! and lead, as a particular case, to adjusted likelihood ratio teses of

lieteroskedasticity. The rinite-sampie performances of the various teses considered
in this dissertation are evaluated and comparei using Monte Carão simulations.
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CAPITULO l

Introdução

Pesquisas em teoria assintótica de alta ordem têm crescido a passos largos nos

últimos 20 anos. Esta teoria tem como objetivo pri1lcipal o refinamento de métodos

inferenciais a fim de torna-los mais precisos eln amostras finitas. A teoria assar)Eólica

de alta ordem utiliza aproximações baseadas em expansões de Edgeworth, ponto
de sela e Laplace, enquanto que na teoria assintótica de primeira ordem os resulta-

dos decorrem de técnicas de lii:teorização local baseadas em expansões de série de

Taylot e no teorema do limite central. Nesta tese enfocaremos duas vertentes da

teoria assintótica de alt.a ordem: a primeira corresponde à obtenção de ajustes para

verossimilllanças perfiladas e a. segunda visa à obtenção de ajustes para estatísticas
de teste.

Na presença de parâmetros de perturbação, inferências podem ser baseadas na

função de verossimilhança perfilado. Esta depende apenas do parâmetro de inte-

resse, uma vez que é obtida da verossimilhança original em que os parâmetros de

perturbação são substituídos por seus estimadores de máxima verossimilhança ob-

tidos para cada valor fixado dos para,metros de interesse. Embora a verossimilhança

perfllada goze de algumas propriedades semelhantes às que são válidas para a veros-

sirlailliança genuína, ela pode apresentar, por exemplo, vícios na. função encore e na

informação. A presença de um número considerável de parâmetros de perturbação

t.anlbém deteriora a qualida.de clãs apioxirllações envolvidas nas inferências cine se

baseiam em resultados assintóticos. Desta forma, torna-se importante obter ajustes

para a verossimilllança perfilado que reduzam estes problemas. Esta é a primeira
vertente da teoria assintótica de alta ordem a ser abordada i-testa tese.

Vários ajustes para a função de verossilnill-Lança petfilada e para estatísticas

da razão de verossinailhanças deriva.das de tal funçã.o têm sido propost.os recente-
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mente. Como exelbplos de trabalhos recentes neste sentido, podemos mencionar

BarndorR Nielsen (1983, 1994), Cox e Raid (1987), DiCliccio e Stern (1994), Sinao-

noff e Tsai(1994), Ferrari e Cribari Neto (2002), Stern (1997), Wei, Shi, Fung e
Hu (1998), Severini(1998), Bellio e Brazzale (2000) e Feirari, Lucan)bio e Clribari-
Neto (2003).

Barndorff Nielsen (1983) definiu uma versão modificada da função de verossi-

milhança perfilada que é invariante sob reparametrizações da forma (u, @) ---,
lu, ((I', d')), sendo b' o vedor de parâmetros de interesse, @ o vetor de parâmetros

de perturbação e ( uma função de b' e @. Esta versão é baseada na fórmula p*,
uma aproximação para a densidade condicional do estimados de máxima verossi-
milhança do vedor de parâmetros do modelo, dada uma estatística ancilar. Pode ser

difícil obter a função de verossimilhança perfilado modificada de BarndorR Nielsen

ein problemas particulares, uma vez que esta depende da determinação de uma
estatística ancilar e envolve derivadas com respeito ao espaço amostrar. Barndorff

Nielsen (1994) propõe duas aproximações para a verossimilhança perfllada modi-

ficada para o caso em que o parâmetro de interesse é escalar que não requerem a

determinação de uma estatística ancilar. Severini(1998) derivou uma aproximação

para a verossimilhança perfjlada modificada de BarndorR-Nielsell (1983, 1994) que
leão exige a determillação de uma estatística ancilar e não envolve derivada com
respeito ao espaço amostrar.

Cox e Reid (1987) definiram uma versão modificada da. verossimilhança perfilado
explorando as consequências da ortogonalidade entre os parâmetros de interesse e

os de perturbação em que unl termo de ajuste é incorporado à verossimilhança
perfilado anteriormente à estimação. Esta é uma versão penalizada do logaritmo

da função de verossimilhança perfilada em que a penalização leva em conta a in-

formação sobre o parâmetro de perturbação para cada valor do parâmetro de inte-

resse. Esta. pseudo-veiossimilllança requer olha parametrização que só é garantida

existir quando o parâmetro de interesse é escalar. Embora qualquer função dos

parâmetros de perturbação seja também ortogonal ao parâmetro de interesse, a

'ç'erossimilhança períilada modificada não é illvariante sob reparametrizações da

9
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forma (p, #') -----' (", (l(P, @)). A modificação de Cox e Reid para a veiossimilhança

perfllada atenua o efeito do número de parâmetros de perturbação e é baseada em

expansão de ponto de sela. Wei, Shi, Fung c Hu (1998) utilizaram o ajuste de Cox e

Reid ( 1987) para desenvolver o teste da razão de verossimilhanças perfiladas modi-

ficadas e um teste encore ajustado em modelos não-lineares da família exponencial.

Vale salientar que a estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas
foi derivada somente para os modelos não-lineares normal e normal inverso.

A segunda vertente da teoria assintótica de alta ordem a ser abordada nesta tese

visa a. obter ajustes pala estatísticas de teste. Mais especificamente, enfocaremos

a estatística da razão de verossimilhanças (LR). Em problemas regulares, esta

estatística tem, sob a hipótese nula (Ho), distribuição X2 aproximadamente, em
grandes amostras, onde p é o número de restrições impostas por 7ío e o erro dessa

aproximação é de ordem n'i. A idéia de modificar a estatística por un] fator de

correção, visando a produzir uma estatíst;ica modificada com o primeiro momento

igual ao da distribuição X2 de referência é devida a Bartlett (1937). Sob a hipótese

nula, a média da estatística L-/? pode ser expandida, em problemas regulares, como

E(LR) = Pll + c/p + O(n :)}, onde rt é o tamanho da amostra. Assim, a média

da estatística modificada LR* = Z,R/(l + c/p) é dada por p + O(n':) e é "mais

próxil-na" daquela da distribuição X2 do que a média de /,-R. O fatos de correção
1/(1 + c/p) tornou-se conhecido como correção de Bartlett.

Lawley (1956) desenvolveu um método geral de obtenção de c em termos de cu-

tnu!antes do logaritmo da função de verossimill)ança, que são simplesmente valores

esperados de produtos de derivadas do logaritmo da função de verossiinilhança.

Além disso, através de lama demos-lstração extremamente complexa, concluiu que
a estatística da razão de verossilTlilhanças modificada tem todos os naoinentos con-

cordando com os respectivos da distribuição X2 de deferência, igi-corando os termos

de ordem n 2. Deve-se destacar que o favor de correção de Bartlett não depende do

valor da estatística da razão de verossimilhanças, mas pode depender de parâmetros

desconhecidos e, neste caso, estes devem sei substituídos por suas respectivas es-
t.iinativas de máxima verossimilliança sob a lli])ótese nula. Barndorff Nielsen e

3



INTRODUÇÃO

Hall (1988) mostraram que a distribuição nula de L.R*, substituindo ou não c por

seu estiinador de máxima verossimilhança sob 7{o, coincide com a distribuição X:
cona ergo de ordem rz 2. BarndorR Nielsen e Cox (1984) apresentam um método

ii)direto de cálculo das correções de Bart]ett. ]3arndorH Nielsen e Biaesiid (1986)
desenvolveu) um rlaétodo alternativo para obtenção de correção de Bartlett, en-

quanto que McClullagh e Cox (1986) apresent.am fórmulas alternativas para obter
as correçoes.

DiCiccio e Stern (1994) mostraram que é possível obter correção de Bartlett para

a estatística da razão de verossimilhanças proveniente de uma verossimilhança per-

filado modificada de tal forma que a aproximação por Xi para a distribuição da
estatística corrigida seja de ordem n'2. Note-se que as duas vertentes da teoria as-

sintótica de alta ordem citadas anteriormente se unem aqui: inicialmente a função
de verossimilhança !)erfilada é modificada e uma estatística da razão de verossi-

milhanças é obtidas posteriormente, esta estatística é corrigida. Espera-se que a

modificação na verossimilhança perfilado atenue o efeito dos parâmetros de per-

turbação e a correção à estatística melhore a aproximação de sua distribuição pela
distribuição assintótica.

Usando os resultados de DiCiccio e Stern (1994), Ferrari e Clribari-Neto (2002)
corrigirem o teste de heteroscedasticidade em modelos de regressão normais lineares

proposto por SimonoK e Trai(1994) e obtiveram um teste da razão de verossimi-

lllanças pei'aladas modificadas corrigido, que é preciso até segunda. ordem, para o

caso em que o parâmetro de interesse é unidiinensional. Stern (1997) derivou um

ajuste aditivo ao logaritmo da função de verossimilhança perfilado que reduz os

vieres da função escore e da matriz de inforl-nação obtidas desta ftmção. Ferrari,

Lucambio e Cribari Neto (2003) obtiveram a expressão correra para o ajuste de

Stern (1997) , a qual continha um erro, e derivalal-n uiva coneção de Bartlett para a

estatística da lazão de verossiinilhanças perfiladas a.instada na classe dos modelos
lineares generalizados.

Atenção tem sido dada também à obtenção de ajustes para a estatística da. razão

de verossimilllanças sinalizada (R) que pode ser utilizada quando o parâmetro de

4
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interesse é unidimensional. O ajuste de Barndorff Nielsen (1986, 1991) envolve
derivadas com respeito ao espaço amostral, requer a especificação de uma estatística

ancilat e pode, portanto, ser muito difícil de se obter em problemas particulares.
Skovgaard (1996) obteve uma aproximação para o ajuste de Barnciorü-Nielsen

que evita tal dificuldade. Uma extensão desses resultados para englobar o caso

da estatística da razão de verossimilhanças l-la situação em que o parâmetro de
interesse é multidimensional foi obtida por Skovgaard (2001) e será objeto de estudo
desta tese.

Os resultados de Skovgaard (1996) foram utilizados por Lyon e Peters (2000)
para obter um teste da razão de verossimilhanças ajustado para testar um dos
componentes da varia,ncia em modelos lineares mistos. Esses resultados foram uti-

lizados também por Bellio e Brazzale (2003) para desenvolver e implementar com-

putacionalmente no software S-Plus (Becker, Chambers e \Vilk, 1988 e Chambers

e Hastie, 1992) testes da razão de verossimilllanças ajustados em modelos de re-

gressão não-lineares heteroscedásticos. No entanto, os métodos somente esta.o im-

pleinentaclos para o caso en) que há urna única covariada(com réplicas). Na prática,
quando llá heteroscedasticidade, as variâncias dos eiras frequentemente dependem

de mais de lulla covariada, então é important.e estender os resultados obtidos rla

literatura para abordar o caso em que o parâmetro que define o comportamento

de heteroscedasticidade é multidimensional. Yi, Wu e Liu (2002) implementaram

rotinas computacionais em S-P].us cona base nos resultados propostos por Skovga-

ard (1996) para testes sobre os parâmetros de regressão ern modelos de regressão
normal linear e não-linear. Novamente, esta inlplelnentação somente está desenvol.
vida para o caso unidimensiol-tal.

Esta tese tem três objetivos principais. O priineito é obter \u-n favor de correção de

Bartlett pala. o teste de heteroscedasticidade de Simonoff e Trai(1994) rlo modelo
normal lillear. Este teste é baseado em ui-na verossimilhança perfilada modificada

ot)tida segundo o enfoque de Cox e Raid (1987). O teste proposto típica!-neste exibe

illfeiências mais confiáveis em amostras finitas, mas a estatística do teste ainda é

distribuída. colmo Xli sob a llipótese nula com erro de ordem rz 1 . Já. para a estatística

5
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corrigida este eno é de ordem n 2. O segundo objetivo é estender os resultados

de Siinonoft e Tsai(1994) para os modelos não-lineares da fanaília expor.tencial e
obter a coneção de Ba.rtlett para o teste de heteroscedasticidade baseado na veros-

si!nilhança perhlada modificada de Cox e Reid (1987). Deve ser inenciolaado que
heteroscedasticidade nesse contexto significa que o parâmetro de dispersão (não

necessariamente a variância) não é o mesmo para todas as observações. Como já
mencionado, a modificação de Cox e Reid (1987) requer que os parâmetros de in-

teresse sejam ortogonais aos de perturbação. No entanto, no modelo gama, um dos

membros da classe de modelos considerada, esta ortogonalização não foi possível

de ser obtida. O terceiro objetivo da tese é obter ajustes para testes da razão de

verossimilhanças nos modelos não-lineares da família exponencial baseados na pro-

posta de Skovgaard (2001), a qual não requer ortogonalidade de parâmetros. Uma

aplicação particular dos resultados refere-se ao ajuste para o teste de heteroscedas-
ticidade.

Apresentamos no Capítulo 2 uma breve introdução ao modelo de regressão nor-

rr)al linear e alguns testes de heteroscedasticidade. Desenvolvemos tuna expressão

simples pala o fator de correção de Bartlett que é bastante geral e que pode ser
usada pala aperfeiçoar o teste da razão de verossimilhai-tças perfiladas modifica-

das em diferentes classes de modelos. Este resultado cobre a situação na qual o

parâmetro de interesse é multidimensional, generalizando assim os resultados apre-
sentados por Feirari e Cribari Neto (2002). Comportamentos em a.mostras finitas

dos diferentes testes são apresentados em relação a tamanho e poder. Analisamos a

influência do número de parâmetros de perturbação e de parâmetros de interesse no

desempenho dos testes. Apresentamos também aplicações a dados reais e algumas
coiasiderações finais são apresentadas.

No Capítulo 3. apresentamos uma breve introdução aos modelos não lineares

da família exponencial que são extensões naturais dos modelos lineares generaliza-

dos e dos modelos de regressão normais não-lineares. Apresentamos também alguns

testes de lleteroscedasticidade, incluindo um teste baseado ern verossimilha1lça per-

hlada modificada. Desei-tvolvenios um fator de correção de Bartlett que pode ser

6



INTR,ODUÇAO

aplicado à estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas nesta

classe de modelos. Este resultado estende, portanto, o resultado desenvolvido no

Clapítulo 2, que é restrito ao modelo rlormal linear. Desenvolvemos um ajuste para
o teste proposto por Wei, Sl-ti, Fume e Hu (1998), obtendo assim ur]] teste da razão

de verossimilhanças perfiladas modificadas corrigido que é preciso até segunda or-

dem. Notamos que o ajuste de Cox e Reid (1987) não pode ser aplicado a todos os

modelos não-lineares da família exponencial, por exemplo, o modelo gama. Resul-

tados numéricos sobre o comportamento em amostras finitas dos diferentes testes

são apresentados. Aplicações a dados leais são também apresentadas e no anal do
capítulo são feitos alguns comentários.

O Capítulo 4 trata da obtenção de ajustes para a estatística da razão de veros-

similhanças com base na proposta de Skovgaard (2001) que podem ser utilizados.

sem exceção, sob todos os modelos não-lineares da família exponencial. Estes ajus-

t.es são mais gerais, pois são válidos para testam qualquer hipótese de interesse e,
eln particular, sel'ão feitos ajustes para o teste de heteroscedasticidade. Estes no-

vos ajustes apresentam uma vantagem em relação ao ajuste de Cox e Reid (1987)

por serem iitvariantes segundo repaiametrizações da forma (p, @) ------, (z,, ((p, @)),

sendo u o vedor de parâmetros de interesse, @ o vedor de parâmetros de perturbação

e ( uma função de p e @. Outra valltagem é a aplicação direta à estatística da razão

de verossimilhanças, enquanto que o ajuste de Cox e Raid, ao contrário, é aplicado

à função de verossimilhança perfilado, a qual deve ser maximizada sob o modelo

restrito (sob Ho) e irrestrito para, posteriormente, obter-se a estatística ajustada.
Quando os estimadores de máxima verossimilhanças restritos dos parâmetros de

perturbação não têm forma fechada estas maxilnizações podem ser computaci-
onalmente mais complexas. Outra vantagem adicional é blue não é necessária a

oitogonalização entre os parâmetros de interesse e os de perturbação. Estes novos

ajustes apresentam uma va.ntagem en] relação ao favor de correção de Bartlett,
uma vez que são mais simples de serem obtidos pois requerem a obtenção de cu-

mulantes do logariti-no da função de verossimilhanças até segunda ordem, que são

simpiesment.e valores esperados de produtos de derivadas do logaritmo da função

7
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de verossimilhança. Já, para o cálculo do favor de correção de Bartlett, é necessária

a obtenção de cumulantes do logaritmo da função de verossimillianças até quarta
ordem e derivadas destes cumulal-ates.

Poucos resultados são encontrados na literatura acerca do desempenho dos ajus-

tes de Skovgaard (2001) no caso em que o parâmetro de interesse é multidi-

mensional. Nosso trabalho veio a preenc})er parcialmente esta lacuna. Resultados

numéricos sobre o comportamento elh amostras finitas de diferentes testes de lle-

teroscedasticidade nos modelos de regressão linear e nos l-nodelos não-lineares da

família exponencial são apresentados em relação a tamanho e poder. Consideramos

também aspectos de robustez dos testes apresentados. Aplicações a dados reais são
apresentadas e considerações são feitas no final do capítulo.

No Capítulo 5, conclusões são apresentadas e são dadas sugestões de pesquisa
que podem ser desenvolvidas a partir das idéias desta tese.

Vale salientar aqui que esta tese foi escrita de tal forma que os Capítulos 2, 3 e

4 sejam-n auto-suficientes, significando que alguns resultados básicos e notações são

apresentados mais de uma vez, porém, deste modo, cada capítulo pode ser lido
separadamente, em qualquer ordem.

Todos os procedimentos inferenciais derivados dos resultados teóricos obtidos

na tese são avaliados e comparados através de sii-nulações de Monte Carão. To-

das as simulações apresentadas foram desenvolvidas a partir de programas cons-

truídos usando a linguagem de programação matricial 0x (Doornik, 2001). As ma-

xis)izações não-lineares necessárias para o cálculo de estimativas de máxima veros-

similhança foram feitas utilizando-se o algoritmo quasi-Newton BFGS (Noceda! e

Wright, 1999, Capítulo 8) e o algorit.i-no SQP (Nocedal e Wright. 1999, Capítulo

18, similar ao Algoiitlno 18.7), disponíveis ern funções pré-definidas da liilguagern

8
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CAPITULO 2

Refinamento de um teste de heteroscedasticidade
baseado em verossimilhança perfilada modificada

no modelo normal linear

2.1 Introdução

Modelos de regressão lineares são freqiientemente usados para modelar o com-

portamento de uma variável de interesse condicionada a um conjunto de variáveis
explicativas. Em aplicações pl-áticas, é comum para estes modelos incluir uma es-

trutura de heteroscedasticidade, indicando assim que as variâncias condicionais não

são constantes ao lollgo das observações. Quando tais variâncias não são constantes

ao longo clãs observações, as estratégias de modelagem são diferentes, portanto, é
importante testar a existência de heteroscedasticidade nos dados.

Os testes mais comumente usados para testar heteroscedasticidade são baseados

em valores críticos obtidos de uma distribuição limite conllecida. As aproximações

assintóticas usadas podem não ser precisas quando o tamanho de amostra não

é grande. Em particular, o teste da razão de verossimilhanças para igualdade de
variâncias em modelos de regressão lineares tende a ser ]ibera.l, apresentando ta-

xas de rejeição bem maiores do que o nível nominal considerado ein amostras de

tamanho pequeno ou moderado. Então, é importante desenvolver' estratégias de
inferência que sejam mais precisas e exibam comportamento superior em amostras
finitas.

Coicleiro (1993) ptopõs uin favor de correção de Bartlett no teste da lazão de

verossimilhanças para testar a heteroscedasticidade, em que o teste est.atístico é

tnodificado usando um favor de coireção que tipicamente reduz a distorção do

tamanlao ein amostras finitas. A estatística da razão de verossimi]hanças origilaa]

é distribuída distribuída sob a hipótese nula como X: com um erro de ordem rz ]
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enquanto que a estatística corrigida segue a rneslna distribuição limite com uin erro
de ordem m 2

SimonoH e Tsai(1994) utilizaram a abordagem de verossimilllança perfilado
tnodificada proposta por Cox e Reid (1987) para desenvolver um teste de lleteros.

cedasticidade visando a reduzir o efeito de parâmetros de perturbação na inferência

resultante. O teste proposto tipicamente exibe inferências mais confiáveis em amos-

tras finitas, mas, a estatística do teste é ainda distribuída como X: sob a hipótese
nula com erro de ordem m l

Ferrari e Clribari-Neto (2002) corrigirem o teste proposto por SimonoK e Trai

(1994) e obtiveram um teste corrigido da razão de verossimilhanças perfiladas mo-

dificada que é preciso até segunda ordem. Seus resultados, porém, somente são

válidos em situações em que o parâmetro que define o comportamento da hete-

ioscedasticidade é escalar. Na prática, quando a heteroscedasticidade ocorre, as

variâncias frequentemente dependem de mais de ui-na covariada, e é portanto im-

portante estender os resultados de Ferrari e Cribari Neto (2002) para abordar o
caso em que tal parâmetro é multidimensional.

Na Seção 2.2, apresentamos uma. breve introdução do modelo de regressão linear

e alguns testes de heteroscedasticidade acima mencionados. Na Seção 2.3, desenvo!-

vemos o principal resultado do presente capítulo. isto é, uma correção de Bartlett

que pode ser aplicada a estatísticas da razão de verossilniliaanças perfiladas mo-
dificadas. Evidências numéricas sobre o comportamento em amostras finitas dos

diferentes testes são apresentadas na Seção 2.4. A evidência numérica favorece o

teste proposto neste capítulo. Na Seção 2.5, apresentamos aplicações a dados reais

e alguns comentários são feitos na Seção 2.6.

2.2 Modelo normal linear e alguns testes de heteroscedasticidade

Collsiderai-nos o modelo normal linear

y -- Xj3 -Ç \l. (2.1)
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eu] que y é um vedor de dimensão rz x l de variáveis aleatórias, X é uma matriz

naodelo de dimensão n x # de iegressores conlaecidos e fixados, de posto completo,
/3 é um vetou de dimensão A x l de parâmetros desconhecidos e zl é um vetor de

dimensão n x l de erros não observáveis. Para efeito de estimação por máxima

verossimilhança e testes de hipóteses, assumimos que u --, N(0, o-2M) em que M

é uma matriz diagonal de dimensão n x n cujos elementos são dados por rnf =

m(zz, (S) > 0, 1? = 1, . . . , n, z/ sendo a Él-ésima linha da matriz .Z de dimensão rz x p

de covariadas usadas para modelar as flutuações na variância, o-2 é uma constante

desconhecida finita e estritamente positiva e (5 é um vedor de dimensão p x l de
parâmetros desconhecidos.

Nosso interesse é testar a hipótese nula Ho : (i = (5o (homoscedasticidade(i))
contra a hipótese alternativa bilateral 7-íi : (5 # (5o, em que (io é um vedor de

dimensão p x l de constantes especificado de tal forma que m(zr,(Jo) = 1 para

{l = 1, . . . ,71. Então, o número de parâmetros de interesse é p e o número de

parâmetros de perturbação é k + l.

O logaritmo da função de verossimilhança do modelo (2.1) é dado por

Ll~Õ. [3 . a' '. q b :-i.g( D :Ei.g«*h.,'H L x ".w'*h
t constante.

Quando o modelo a ser estimado envolve parâmetros de perturbação, um proce-

dimento comumente utilizado é a eliminação de tais parâmetros, substituindo-os

na função de verossimilhança por sua-s respectivas estimativas de máxima verossi-

milhança para valores fixados dos parâmetros de interesse. A função resultante,

chamada de função de verossimil1lança perfilado, depende, portanto, somente dos

para-metros de interesse. O logaritmo desta função é dado por

L,(Õ;y) (Õ, ãs,8:;yl. (2.2)

}lonlnscedíuticidade Esta palas'pallenl origem em duu raízes: honlós, que siga)inca "semelllante" ou "igual". e
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Aqui,

À-(X"M''X) :X"M':Z/ e af-!(y-Xa)"W '(y-XÀ).
O estinlador de máxima verossiibilllallça (ENIV) de (J pode ser obtido maximizando

o logaiitlno da função de verossimilhança períllada dado em (2.2), que, neste caso
reduz-se a

12

Z~ ;Ü- ;lg g) l:l.gm ,O+««;'-''.

A estatística da razão de verossimilhanças para o teste de 7{o pode ser escrita
como

.z l

L-R - -2{/.,.(Õo; y) - -C,(8'; Z/)},

em que õ é o EMV de (5. Para grandes amostras, a distribuição da estatística da

razão de verossimilhanças, LR, pode ser aproximada pela distribuição X:. No en-

tanto, a aproximação resultante pode ser bastante pobre para amostras pequenas,
conduzindo assim a taxas de rejeição bastante distorcidas.

Explorando as consequências da ortogonalidade entre os para.metros de interesse

e os de perturbação. Cox e Raid (1987) definiram uma versão modificada da veros-

siinilllança ])erfilacia, em que um termo de ajuste é incorporado à verossil-nilhança
perfilado anteriormente à estimação. A verossimilhança perfilado lalodificada é unia

aproximação para a função derJsidade condicional das observações dado o estimados

de máxima verossimilhança do parâmetro de perturbação. Esta. versão apresenta

algumas desvantagens: (i) requer uma parametrização ortogona! que somente é ga-
rantida existir quando o parâmetro de interesse é escalará (ii) não é invariant.e sob

reparalBetrização da foni)a ('', @l ----. (p, ((p, @)).

SimonoH e Trai(1994) tltilizaram a abordagem proposta por Cox e Reid (1987)
para definir uma estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas.

A matriz de informação total de Fisher pala o vetou 0 = ((5T, /3T, a2)T é dada por

.:. ~ r i""" .' ú«".l
ÕÕm) - 1 . o x'©x '' o

\ --t ."ü o .e. l
~ 'la' ' ' ' 'Za\ l

(2.3)
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sendo @ uma. matriz n x p com Z'-ésima !inca dada por alog ?n(zr, (Í)/õ(5T, © uma

matriz diagonal de dimensão n x n cujo él-ésimo elemento é dado por Üg - l/(o-2nzr),
[ é um vedor de lms de dimensão n e 0 denotando matrizes ou vetores i-Lutos de

dimensões apropriadas. A principal restrição a ser observada é que (5 deve ser orto-

gonal aos parâmetros restantes. Observe que ((5T, a')T é ortogonal a Õ e, então,
pára que a transformação (ÕT, /3T, o-:)T ------. (ÕT, #T'y)' seja tal que .i e 7 sejam or-

togonais, é necessário e suficiente que E(--a2L/aõ.al) = 0, a = 1, . . . , p. Seguindo

Cox e Reid (1987, equação (4)), chegamos à l;ransformação desejada através do
sistema de equações diferenciais

rz 8o-2 l .t-- Õn&z lúa- ÚEUÜ, «-,,...,«,

híODELO NORÀ4

que tem colho solução
7

rlz:; . «-,. ) : /"
O logaritmo da função de veiossimilhança para o modelo reparalnetrizado é dado

por

L* (Õ, 0, 'V; Z/) - --llog'Y -- J-(V -- X#)"Q(Z/ -- XÕ) + constante,

em que Q -: diagtqt, . . . , q.}, com

q. (rl=:::* «..):/"
l2.4)

O logaritmo da função de verossimiihança perfilado correspondente para õ é

z; ;(Õ; W) - -lliog?õ + co"soante

em que ?õ = õ:f (HZ::: nlry/"

O logarit.mo da função de verossiinilhança períilada modificada (Simonoff e Trai,
1994) correspondente para õ é

Z.=,(Õ; y) - L;(õ; z/) -- ilogjdetlJ*(õ;Ü, $õ)}l,

ein que .j* é o bloco da matriz de illformação observada para os parâmetros de
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perturbação (/3T, 'yl' no modelo reparametrizado avaliado eil} (.5T, .6; , ?ó)T. É fácil

mostrar que

L=.(Õ; g/) - L;(8; y) -- " log {S;ii1l= det(X"Xm)

em que X. = Qi/2X, Q = Q((5) sendo uma matriz diagonal de dimensão n x n

cujo Z?-ésimo elemento da diagonal é dado por {HJ-: rn(zJ, õ)}'/"/m(zz, Õ).

A estatística da razão de verossimilhanças baseada na função de verossimilhança
períilada modificada para o teste de 7-ío versus 7-íl é dada por

LR. -2lL;:.(Õo; y) - Z=.(8; y)} , (2.5)

em que 8 é valor de (5 que maximiza a função Lh(Z/i '5). Note que LR. envolve a
maximização da função de verossirnilhança perfilado modificada. E fácil mostrar

que a estatística resultante pode ser escrita col-no

.L.r?. rx 2Z,R+log J' detíXiX)
m ' 1. det(X.:X.," ' Idem(X,IX.,)

em que .t. = Q:/2X e Q = Q(õ). SimonoR e Tsai(1994) propuseram uma es-

tatística alternativa que evita tal maximização substituindo (5 por (5 na expressão

de Z,R. obtendo-se assim a mesma estatística do teste dada acima, mas com X.
substituído por X«, em que X. = Q]/uX com Q = Q((S).

2.3 Inferência assintótica de segunda ordem

Para melhorar a qualidade da aproximação da distribuição da estatística LR

pela distribuição qui-quadrado, pode ser utilizado um favor de correção de Bartlett

(l + c/'p) i, que é multiplicado à estatística LR produzindo a estatística da razão

de 't,erossimilllanças corrigida Z,R* , dada por

(2.6)

en] que cé de ordem 7z : e talque E(LR) = p{(l+c/p)+0(n';/:)}. Em problerllas

regulares, a estatística. LR* tem distribuição assintótica X2 com erro de ordem n'21
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ver Barndorü-Nielse11 e Hall (1988) Assim, enquanto P(LR > z.*) = a + O(n':),
'erll-se F'(LR* > z.*) = a + O(n :), ein que z. é o quantia (l -- a) da distribuição

Xi. Ou seja, o erro da aproximação por Xi para a distribuição nula de LR é de
Oldenl rz i, enqua1lto que o erro desta aproximação para a distribuição de Z,R* é
reduzido à ordem n-2

Um método geral de obtenção da constante c foi desenvolvido por Lawley (1956) e

uma revisão de cora'eção de Bartlett para a estatística da razão de verossimilhanças

em lilodelos de regressão pode ser encontrada em Cribari-Neto e Clordeiro (1996).
Cordeiro (1993) obteve o favor de correção de Bartlett para a estatística da

razão de verossimilhanças do teste de 7-ío contra Ht no modelo heteroscedástico

nntltiplicativo, isto é, m(zr, (5) = expÍzr (í}, com c5 = 0 correspondendo ao modelo

homoscedástico. A constante c é dada por

c = à(X, R) -- 3r# + ] )2 -- ]

em que

il.lx.K\
--:l tr(.43) + l tT.Amt + i2 z,TÁa.4Àót + tr(.4a-Ba) - z,v(-BH> O ,4)ü

+ ; t r Z?e,4-Baz, + tr,4a,:!.B.í.,

com .4 = R(nTR)''Rr sendo R = it .ZI, ,4a = dias(ail,. .., a,..), -B = XIX'X)':XT,
Z?Ú ;: diag(bll , . . . , b..). Denotamos .B(2) = B G) ,B, .Á(3) - .4(2) O ,4, eln que O é o

produto Hadamard (produto direto); ver Rao (1973, p. 30)

A estatística da razão de verossimilhanças baseada na verossimilhança perfilado

modificada, LR., citada na Seção 2.2, tem, em problemas regulares, distribuição
XIÍ assintoticamente, sob a hipótese nula. l\.mesmo com a modificação, a aproximação

pela distribuição X2 tem erro de ordem n'l. No entanto, DiCliccio e Stern (1994)
mostraram que é possíve! obter uma coireção de Bartlett para a estatística. da razã.o

de verossimilhanças proveniente de uma verossimi11aança perfilado ajustada. O ob-

.jetivo desta correçã.o é a dedução na distorção de tamanho do teste em alllost.ras

finitas atl-avós de uma aceleração da. taxa de convergência do tamantio verdadeiro
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para o tamanho noi-nir)ai(assintótico). De fato, o erro da aproximação por À.i passa
a ser de ordem rz 2. A seguir, encontraremos um favor de correção de Bartlett c.
que define uma estatística da razão de velossinlilhanças perhladas modificadas cor-
rigida dada por

r T)+ z-/a tJ72

-L -F Cm/,P

de tal forma que, ern problemas regulares, P(-LR= > z.*) = a + O(n'').
Para evitei ambiguidade de índices entre os componentes do vetou de parâmetros

de interesse e os componentes do vetou de parâmetros de perturbação, introduzi-

mos a seguinte notação: os índices a, b, . . . variam em l, . . . ,p, os índices á, J,

variam eln p+ l,. . . ,pt k e os índices z,s,t,... variam em l,. .. ,p+ k+ 1. Seja

0 = ((JT, /3T, 7)T, ei-n que f?" é o r-ésimo elemento de f?. Adoramos a notação sen-

sorial para os cumulantes de derivadas da função de log-verossimilhança: À,. =
E(a:L/é?é?'a0'), À«t = E(õ;-t/Z?f?"aé?'aé?'), etc. Definimos as derivadas dos cumu-

lantes por (À«)t - 8À«/aé?', (À,,)[« = a'À./õ?0*ê?0", etc A matriz de informação

de Fisher tem elementos --À.., sendo --À'' os correspondentes elementos de sua

inversa. Adicionalmente, definimos r" = À-À'óo.ó, em que (o-.ó) é a inversa da

matriz (À"ó) de dimensão p x p. Note que (À'ó) é o bloco da inversa da matriz

de informação que corresponde ao vetou de parâmetros de interesse. Quando os
índices aparecem repetidos como subscritos e sobrescritos, uma soi-na sobre toda a

amplitude desses íladices está. subentendida. Definimos ainda p" = À'' -- r''. Ob-

serve que as entradas da matriz u" de dimensão(p +k+ 1) x(P +k+ 1) são todas

zero exceto para a submatiiz inferior direita de dimensão (À; + 1) x (k 1- 1), que

é a matriz de inforl-nação de Fisher para os parâmetros de perturbação 10r, ),)r
permanecendo (i fixo.

DiCiccio e Stern (1994, p. 404, equaçã.o (25)) definiiarn uma expressão geral para
c«:, que pode ser escrita como

:l..-,'*",,.. - À"«''(À«*)« +(À"À'' - «-,,'')(À«i.«

}À''"'''''''""' t ;À'",'",'" - l,-",-'",'" l À,,.*-.

(2.7)

Cm
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(À"'''À"" + À"À'"À'" - «'"À'"«'")À«.(À..).

(À'"À''À'" - «""«''«":'+ À'"À'"À'" - «"«'"«'")(À,.).(À..).,,.

Considere o vetou de parâmetros 0 =(ÕT, 0r, ,.y)T, em que ' é escalam . Por definição.

tei-nos que p'b ::: pal . Z,,a{ ;: Ui-r = 0, 7-ab := ,\"Ó, r"'y :: À"'y, r"{ = À"{ e ri'y :: ,\á'y,

em que ' é usado para representar o índice correspondem.tte ao último componente

do vetou de parâmetros ((5T, /3T, 7)r. Admitindo ortogonalidade entre õ, Õ e 'r, pode

ser mostrado que rÍJ = r'rr = À.{ ::; À«,r = À{,r = À"i = ,\''r = Àív = 0, piJ = Àij

e À'rl = pv'r. Após algumas manipulações algébricas, obtemos a seguinte expressão
para c,,}:

.. - .;À"'À''À.... - À"'À''(À--). + À''À''(À«)« - À:JÀ''(À:..),

-""»"'*.«,, l «"«"«'' * i*""'"* i""*'"«) ".«"«'
+(À''À''À'.f + À-ó,\'/À'')À-a(Àó.).f -- (À''À''X'.í + À'ó,V-rÀ'')(À-)a(Àó.).r

líÀ:'íÀ"'À'' + IÀ:' À-~À'') À:«.Àj.- -F (À'JÀ"'À*')À:«.(Àj*).

}À"À«óÀ'~ + iÀ7''À"dÀ''l À.ó.À.a, t(À''À''À")À-l«(À«)v.(2.8)

É importante observar que a expressão (2.8), que delivamos, pode ser usada

para obter expressões em forma fechada para o favor de correção de Bartlett em
qualquer classe de modelos que utiliza a partição do vedor de parâmetros da mesa-na

forma considerada aqui e em que a ortogonalidade enfie os parâmetros (5, /3 e 7 se

verifica. Assim, a expressão (2.8) é bastante geral e pode ser usada para aperfeiçoar

o teste da lazão de verossimilllanças perfiladas modificadas ein diferentes cla.sses
de modelos.

No modelo de regressão nominal linear heteroscedástíco considerado aqui, pode
ser mostrado facilmente que

31 -x.o)"Q«,(p-x,ü).
A expressão para QR: segue de

C?R. = dias ÕÕ".'
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com s = 1, em que qi, . . . , q. são dados em (2.4). Usando o fato de que se E(z) = H

e cov(z) - E para um vedor aleatório z de dimensão ?} x 1, então E(zTÁz) =
tr(.4E) +É& ' H//,, com Á sendo uma matriz não aieatól-ia de dimensão n. x rz, obtemos

jjtr(Q«: Q' ' )
em que q/. = aqz/a(5'. Contudo,

gi &«. - â lgi «.l - â l$ «: 1'c''1l l
l$1i$*«. .11-&l$:«.

J;t'} -
Assim, como esperado, E (aL*/aci') = 0. Observe que

-(:çl) - &'l'« ''«.'« .*',} - É','.«.'''':
de forma que a ortogonalidade entre (5 e 7 é verificada, como desejado

A segunda derivada cle L* com respeito aos elementos de õ é
Õ2.L* l .

ià;l;© - -à(w - xõ)"Q«,(v - xo)

()

Assim,

À.. tr(Q-,Q :)

en] que qe.. = ê?2qr/(a(5'8õó). Usando ainda a notação qg.ó. - 8 qr/(é?(5"8(5ÓÕ(J') e
q'.... = ê?'qg/(a.5"8õü.?(5'õ(Jó) , obtemos, após alguma álgebra (ver Apêladice A),

igt,«....
. '7}

ú8t,*.«-
fq ...\.

õõ' \~.. q. J

õ (q...~"'\
aõ' \. q. )

À.b.

(À«..), : . -:;,
(À...) ~

.92
(À.ól.d

2 e-l

(À.-). ÀÍab := 0



INFERÊNCIA ASSINA'ÉTICA DE SEGUNDA ORDEM!

Como Àí.ó = 0, é possível simplificar a expressão de c« dada eln (2.8) para

19

"-»À''Í:l"...- * .J« - l:À"*««* ,

-À"'À'-À'' l }À..-À../ + À.-(À'.)/ - (À«)~(À..)., I'

À':'l iÀ...À... * À-~o J ).G'.J.}
-À''l.À"(À-h), -(À"):À..-,(À«)- l- ;À'-À''À"À..,À.~,.(2.9)

Considerando o caso de heteroscedasticidade multiplicativa, isto é, o caso em que

m/ = expÍz/'5}, obtemos q. = exp{ T'5}, qz. = --(zz--2).expl--(zZ -- 2)T.5}

-2)«q., q... -2)«.q., q,... 2)...q.eq,.... -ã)....q.,co:n
ã = (EI, . - . , 2.)T e 2« - "': E7:::i zr« para a ' l, . . . ,p. Seja (zr -- ã). = zz. -- 2«,

lzg--2)-b - (zr. --ã.)(zzÓ-- ãb), e assim por diante. Substituindo os q's nas expressões
dos cumulantes À's, temos

À.b..:z -iEk. , À...-iEk
e=1 ' g-]

. ?z

ó'r g:d ' / 4?=1

á-Ep. .., o««).- Eo.-4..
(À-)« (À..)/

- ;É.;,
.g-l

9a,2
À"l'y -

ã).b,

À«Ó..

(À..~).

Substituindo estas quantidades na equação (2.9), é possíve! escrever c. como

81 >:(;. - ã)«À''l'. - z).(;. - !).À''('. - í)-

E
P::l s::l

.i n, 'n.

E
,é=]. s::l

l n 'n.

-à )ll: ::(:' - z).À''(;. - z).(;. - z).À'~(;. - z)..(*. - z).À'/(;, - 2)/Z::]. s:=l

(;. - !)«À''('. - ã). >:(;. - 2).À''(;, - 2).::

16 )l.:(z. - 21.À''(;' - 2)ó(;. - z).À''(;. - z),.(;. - 2).À''r(;. - i)/
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+! }:('. - ã).À"'(;. - 2).

+iÜl: :(;r - ã).À''(;. -- ã)ó(;r - z).À''(;. - z)..
Z=], s=l

Sej»n {h..} .Z)l(Z-.Z)"(Z-.Z)l :(Z-.Z)', com(Z- .Z)

(zl -- 2, . . , z. -- ã)T. Observe que (zz -- 2).À"'(z. 2)b = --2 àf.. Então, é possível

reduzir a expressão anterior de c. a

'« $«;.*i l$««1:*i$$«,,",.««*i$$":.
n 'n .t n 'n

-;'É ,.« -- IÉÉ ";.
P::l ' ' Z=1 s-:l

Coar)o >1:Z::: h/P = tr(#) = p, temos que c. pode ser escrito em forma matricial
como

n

Z l

n

20

'. - ',("-"a -- i«' -- i ."".'".. '' g '""';'' '""'''.,,p.*o
em que Xd = diaglhtl.- . . ,/z,:,,}, a(2) -(ü2.) e H(3) =(h3.).

E importante salientar alguns pontos relativos à expressão (2. 10). Primeiro, ela é

unia expressão matricial simples para o fator de correção de Bartlett da estatística

da razã.o de verossimilhanças perfiladas modificadas para o teste de heterosce-

dasticidade no modelo de regressão normal linear. Ela somellte envolve operações

simples de matrizes e pode ser facilmente implementada em pacotes de computação

simbólica e softwares que permitam executar operações simples de álgebra linear,

tais como 0x, MAPLE, MATHEMATICA, S-Plus, R, etc. Segundo, o favor de correção c.

dado em (2.10) depei:tde somente da matriz Z de covariadas usadas para modela.r

as flutuações na variância condicional da. resposta, do i:lúlilero de parámetios des-
conllecidos que definem o comportamento de heteroscedasticidade e do número de

observações. Em particular, é importante notar que o fa,tor de corteção de Bartlett

não depende do núnieio de ])alámetios de perturbação (nem depende de (qualquer

!)diâmetro desconllecido). Isto pode ser interpret.ado leva!:tdo ein conta o fato de
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que o ajuste de Clox e Reid para a verossimilhança períilada reduz o iir)pacto de
parâmetros de perturbação na inferência resultante. e este ajuste foi usado antes da

aplicação da correção de Bartlett. Finalmente, observamos que a expressão (2.10)

generaliza o resultado obtido por Ferrari e Cribari-Neto (2002, p. 358), que só é
válido para p - 1 , como havíamos mencionado anteriormente. E importante obser-

var que estes autores aplicaram a correção de Bartlett à estatística do teste usada

po! Sinlonoff e Trai(1994), que é uma aproximação à forma original da estatística
de teste obtida da função de verossimilhança perhlada modificada de Cox e Reid
(1987)

2.4 Resultados numéricos

Apresentamos alguns resultados de simulação para avaliar a eficácia das correções
de Bartlett para os testes da razão de verossimilhanças origii)al e da razão de

verossinaiihanças perfiladas modificadas. Cloinparamos os desempenhos de quatro
testes, isto é, o da razão de verossimilhanças original ILR), o teste da razão de ve-

rossil-rlilhanças perfiladas modificadas (LR«) e suas respectivas versões corrigidas.

Estes desempenhos são avaliados em função da proximidade das probabilidades de

rejeição da. hipótese nula, sendo esta verdadeira (probabilidade do erro tipo 1), aos
respectivos níveis i:nominais dos testes. As simulações realizadas são baseadas llo
modelo de regressão linear

z/r := Ot + 02zr2 + + Õ zék + ug, él = 1, . . . , ?',

em que ur -. ./ç(0, a:explõtzrl +- . - + .5.ze,}), Cov(ue, u«.) = 0 para todo él / m

e a hipótese nula considerada é 7-ío : (5] ' :;; (5. = 0 indica.ndo que o modelo é

llomoscedástico. A variável resposta foi gerada assumindo que /3t = . - = /3# = 1.

c[2 - l e diferentes valores de p e # foram considerados.

As covariadas z2, . . . , zk foram geradas como amostras aleatórias da distribuição

U(0, 1). Quando p < k, a inatiiz Z foi construída usando as colunas 2, . . . ,p +

l de X; qual)do p ? #, as colunas extras de Z foram caiadas usando amostras

independentes da dist.ribuição U(0, 1).
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O número de réplicas foi fixado em 10.000 e foram considerados os seguintes
laíveis nominais: a=10%, 5%, 1%, 0,5%. As simulações foral-n realizadas usando a

linguagem de programação matricial 0x IDooinik, 2001).

Pa.ra. cada tamanho de amostra e cada nível considerado, calculamos as taxas de

rejeição de cada teste, isto é, estimamos, via simulação, r'(L-R a: z.), /:'(LR* > z..),
P(LR«. > z«) e P(LR= > z.) em que z. é o quantia (l -- a) apropriado da

distribuição ly2. Todas as entradas das tabelas apresentadas são porcentagens.
A Tabela 2.1 apresenta resultados de simulação para n, - 35, p = 2 e diferentes

valores de A. Variamos k para analisar o efeito do número de parâmetros (]e per-

turbação nos diferentes testes. Observamos que o teste da razão de verossin)ilhanças

original é liberal, especialmente quando o número de parâmetros de perturbação

aumenta. Por exemplo, quando À; = 7 e a = 5%, a taxa de rejeição do teste excede

16%. A tendência do teste em rejeitar com frequência demasiada a hipótese nula

é atenuada pela correção de Bartlett de forma que o teste da razão de verossimi-

Ihanças corrigido apresenta distorções de tamanho menores. Por exemplo. sua taxa

de rejeição para a mesma situação é 9,0%. O teste da razão de verossimilhanças

perfiladas modificadas tende a corrigir a tendência liberal do teste original, exi-

bindo t.aras de rejeição menores que o nível domina! do teste. Novamente, quando

# = 7 e Q = 5%, sua taxa de rejeição é 4,2%. A correção de Bartlett aplicada a
este teste leva as taxas de rejeição para valores mais próximos do tamanho nominal

do teste. Para a situação acima, a taxa de rejeição do teste da razão de verossimi-

lllanças peiflladas modificadas corrigido sob 7-ío é 4,6%. As conclusões anteriores

também se verificam para outros níveis nol-ni1lais, até mesmo pa.ra níveis nominais
muito pequenos.

A Tabela 2.2 colxtém resultados para a situação eni que rz :: 35, k = 5 e
p = 1, . . . , 8. Novamente, o Leste da razão de verossimilllanças original é consi-

deravelmente liberal, especialmente quando o número de parâmetros que definem

o comportamento de heteioscedasticidade aumentam por exemplo, quando p :: 5 e

a = 5%, a taxa. de rejeição do teste é 20%, isto é, quatro vezes maior que o nível
nominal selecionado. As outras conclusões obtidas a partir da Tabela 2.1 também
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se verificam aqui. Para a mesma situação (p = 5 e cv = 5%), a taxa de rejeição
do teste da razão de verossimilhanças corrigido, do teste da razão de verossimi-

Ihanças perfiladas n)odi6cadas e de sua versão corrigida são 9,9%, 4,5% e 5,0%,
respectivamente.

Na Tabela 2.3, fixamos o valor de p em 2 e variamos o tamanho da amostra em

n, :: 35, 50 e 100 pala A - 5 e 8. Com aumento do tamanho da amostra, as taxas de

rejeição de todos os quatro testes ficam mais próximas do nível nominal, como era

esperado. Observamos também que até mesmo para n = 100 o teste da razã.o de

verossimilhanças original apresenta taxas de rejeição sob 7-ío bem acima dos níveis

nominais considerados. Como ilustração, quando É = 8, cr = 5% e rt = 50, as taxas

de rejeição do teste da razão de verossimilhanças, de sua versão corrigida, do teste

da razão de verossimilhanças perfiladas modiãcadas e de sua versão corrigida são,
respectivas-Dente, 13,6%, 7,7%, 4,6% e 5,0%.

O teste de igualdade de variâncias para o modelo com um falar e três níveis é

considerado na Tabela 2.4. Aqui, ]-tá três populações normais com médias pl , H2, A's

e variâncias o?, o-g, o-32 e a llipótese nula de interesse a ser testada é 7-ío : o-f = a: =
o-!. Observe que p = 2 e k :: 3. Os números de observações de cada uma das três

populações são ni, n2 e n3 com n] + ri2 + n3 :: n. A simulação foi realizada para

rzl " n2 = ns ;; n/3. As conclusões das taxas de rejeição dos quatro testes estão

de acordo com as conclusões tiradas das Tabelas 2.1, 2.2 e 2.3.

A Tabela 2.5 apresenta resultados de simulação obtidos levando em consideração

a hipótese alternativa (heteroscedasticidade) para rz - 30, p = 2 e valores diferentes

de (51 = (52 = (5 foram considerados ao nível nominal a = 10%. E inaportante ob-

servar que estas simulações de poder correspondem à situação abordada na Tabela

2.3 para n = 30. Soi-mente coi-nparamos os poderes dos testes da razão de verossi-

nlilhanças peiflladas modificadas e de sua versão corrigida, uma vez que o t.este
da razão de verossimilllanças original e sua versão corrigida são consideravelmente

liberais, isto é, apresentam taxas de rejeição hein acima dos níveis nominais e, por-

tanto, não podem ser recomendados. Os resultados indicam que não }lá 1leilhuma

perda de poder derivada do fato de usar o fator de correção de Bartlet.t derivado
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neste capítulo. Os poderes dos dois testes são semelhantes, com leve vantagem do

teste corrigido, vantagem esta que se origina de sua menor distorção de tamanho.

Os resultados para ZRL apresentados aqui são obtidos corrigindo a forma origi-

nal da estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas (LR«) , que

envolve a ma.ximização da função de verossimilhança perfilado modificada (L.P),
enquanto que Ferrari e Clribari Neto (2002) coriigiram o teste proposto por Si-
monoF e Tsai(1994), que é uma aproximação à forma original e não envolve tal

maximização. Portanto, é interessante ver o que ocorre quando se corrige esta apro-

ximação ao invés de col'riõnir a estatística ].,-R,. na sua forma original. Observamos

que os desempenhos em al-mostras finitas de ambos os testes, baseados em Z,R. e

/.,XL, são melhores quando não usamos a aproximação proposta por Sil-nonoff e

Trai(1994). Por exemplo, considere o resultado de simulação na Tabela 2.3 com
k = 8, a = 5% e n = 50. Clolno podemos observar, as taxas de rejeição para o
teste da razão de verossinlilhanças perfiladas modificadas e sua versão corrigida são

4,6% e 5,0%), respectivamente. As taxas de rejeição correspondentes para os dois

testes que empregam a aproximação usada por SimonoR e Trai(1994) são 3,7% e

Em ]inllas gerais, o teste da razão de verossimilhanças Ol-iginal pode ser seve-

ramente liberal, rejeitando a hipótese nula muito mais frequentemente do que o
esperado com base i-lo nível nominal selecionado. O fator de correção de Bartlett

para o teste da razão de verossimilhanças faz com que a taxa de rejeição empírica

fique mais próxima do nível nominal do teste, mas não corrige sua tendência libe-

ral completamente. O teste da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas.

por outro la.do, int.roduz uma correção ila taxa de rejeição produzindo taxas de
rejeição abaixo dos níveis nominais. O fatos de correção de Bartlett para. este teste

reduz a distorção de tamanho e, dentre os quatros testes apresentados, o teste que
o emprega é o mais recomendável.

4.1%
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Tabela 2.3 TamlanÃo dos testes - Jvode/o norma/ /ànear corri p = 2: k = 5,8 e
ituelsos uctlores T)ara 'n.

Tabela 2.4 Tamanho dos testes
três níveis.

N4odelo de a'r\alise de Daria cia com um fatos e

Q
10.0
5,0
1.0
0.5
10.0
5.0
1.0
0.5
10.0
5.0
1,0
0,5
10.0
5.0
1,0
0.5
10.0
5,0
1,0
0.5

n « (%)
k-5 k-8

LR LW LR. Llü LR LN Í:ii;:'
3()   25,0 16,4 9,1 10,2

16,7 9,9 4,2 5,0
6,6 2,8 0,8 1,0
4,2 1,5 0,4 0,6

36,6 23,4 8,3 9.2
27,5 14,9 3,7 4,3
13,4 4,8 0,6 0.8
9,5 3.1 0,3 0.4

50   16,2 11,2 9,2 9,8
9,2 5,8 4,3 4,7
2,5 1,3 0,9 1,0
1,5 0,7 0,4 0,5

21,6 13,8 9,4 10,1
13,6 7,7 4,6 5,0
4,7 2,1 1,0 1,1
3,0 1.1 0.5 0.4

100   12,0 9,8 9,1 9,4
6,2 5,0 4,6 4,9
1,6 1,0 0,9 1,0
0,8 0,5 0,4 0,4

14,5 10,8 9,8 10,0
8,1 5,7 4,9 5,2
2,2 1,3 1,0 1,1
1,3 0.6 0.5 0.6



Tabela 2.5 /:'odor dos íesíes - Modelo normal Zãrzear com n = 30; p = 2 e a = 10%.

2.5 Aplicações

Apresentamos a seguir duas ilustrações numéricas dos testes considerados nas
seções anteriores.

2. 5. 1 Exemplo l

Consideremos os dados analisados por Mlontgomery, Peck e Vining (2001 , p. 76)
referentes a serviços de manutenção e reposição de latas e garrafas de bebidas em

máquinas de venda automáticas (vei Apêndice F, Tabela F.l). A variável resposta

y é o tempo (em minutos) gasto no serviço, as covariadas r2 e z3 utilizadas são,

respectivamente, o ]:número de bebidas estocadas e a distância percorrida (em pés).
O modelo usado é

y/=0l+ zr2/32+ zzsÕ3+uz, Z1= 1,...,25.

Assumimos que ur -- .Vl0,o-2 expÍzr2õl + zf3(52}) e Cov(uf, ü.) = 0 para todo

Todas as análises de diagnóstico feitas e oi-nítidas aqui destacaram as observações

9 e 22. Estas observações aparecem como pontos de alavanca, sendo que a ob-

servação 9 também é classificada como observação iníiuentet ver Nlontgomery, Peck
e Vining (2001, pp. 210, 213. 215, 216, 217). No que segue. traba111anlos com o

conjunto de dados incompleto, ou seja, excluímos as observações 9 e 22 dos da-

dos. As estitnativas de máxima verossimilhanças dos parâmetros são .ü] = 4, 643.

é'#'n

Õ

k-5 k-8
LR« LTth LR« Lrth

 
11,1 12,3
26,3 28,2
45,2 47,2
63,8 65,9
73,9 75,5
91,6 92,3
99,9 99,9

11,2 12,6
25,0 26,9
48,7 51,0
70,1 72,2
75,7 77,3
83,8 85,6
92,2 92,9



Üu - 1,456 e /% ;:: 0,011. A estimativa de máxima verossimilhança de a2 é

â2 :: 6, 163 e o coeficiente de determinação, R2, vale 0,9072. Estas estimativas
focam obtidas ímponcto (5i = (52 = 0. Análises de diagnóstico para os dados in-

completos não mostram evidência de heteroscedasticidade e o gráfico normal de

probabilidades com envelope para o resíduo studentizado não apresenta nenhum

comportamento não usual (ver Figuras 2.1 (a) - 2.1 (d)).

F\Suta '2.\ (a) Gráfico dos resíduos student fados t. contra percent s norTnats com
:'r\uelope simutüdol (b) Gráj.co dos resíduos studentizüdos t;. contra o$ 'uülores üiu,s-
,.«dos; (c) e (d,) G«áF,cos '!os resíd«os stud,e«ti;tidos t,., co«*« ««iá«eis elptãcati«üs
l)ara o modelo hornoscedástico - Serviços de m nutenção.

2 -1 0 1

Percentis iV(O, l)

(.)

2

]
'10 15 20 25 30 35

Valores ajustados

(d)

l

400 600 800
Z2

0

zl
20i

Nosso principal interesse é testar 7-ío : (JI = (52 = 0 (homoscedasticidade)
cona.ra uma alternativa bilateral (heteroscedasticidade). Para este teste, temos
LR = 4,825, L-R* = 3:717. LR. = 4, 126 e Z.,X;l: = 4,352, que conduzem aos



respectivos níveis descritivos 0,090, 0,156, 0,127 e 0,113. Segue então que o teste

da razão de verossirnilhanças original leva à rejeição da hipótese nula (sugerindo

assim a presença de heteroscedasticidade) ao nível nominal de 10%, enquanto que

a não rejeição da hipótese nula (llomoscedasticidade), ao mesmo nível nominal, é

obtida quando os testes são baseados em Z,-R*, /,.f?« e ta;l.. Em outras palavras,

os testes baseados na estatística da razão de verossimilhanças corrigida, na razão

de verossimilhanças perfiladas modificadas e em sua versão corrigida conduzem a

conclusão diferente daquela obtida através do teste da lazão de verossilTlilllanças
original.

Todas as rotinas computacionais necessárias para o cálculo dessas estatísticas,

bem como o processo de estimação, estando os dados disponíveis em http : //www . de

ufpe . br/'-cri.bati/FerrariCysnei.rosCribari . zip, foram desenvolvidos na lin-

guagem de programação matricial 0x.

11.3.2 Exemplo 2

O conjunto de dados que apresentamos agora é obtido de SimonoK e Trai(1994)
jver Apêndice G, Tabela G.l). Os dados representam as taxas mensais de retorno

de ações de mercado (z) e da Corporação Acnae Cleveland (y), no período de jal-ieiro
de 1986 a dezembro de 1990. O modelo usado é

yz :: Õ] + /32 z/ + uz, ÉI := 1, ,59

'\ssumirnos que ue --' ./v'(0, o-:expl'5zr}) e Co't,(ug, u«) = 0 para todo él / m.
Todas as análises de diagnóstico feitas e oinitidas aqui destacaram a observação

22, referente ao !-nês de outubro de 1987. Esta observação aparece como um ponto
aberrante, refletindo que o mercado perdeu aproxitnadament.e um terço de seu valor

durante um período de duas semanas naquele mês (ver SimonoH e Trai(1994, p.

359)). No que segue, trabalhamos coiro o conjunto de dados incompletos, ou seja,

eliminamos a observação 22 dos dados. As estimativas de má.xiina verossimilhança

dos parâmetros são 01 = --0, 0095, .í32 = 1: 1724 e ã2 := 0, 0087. Estas estín)at.ivas

foram obtidas impondo (y = 0. Análises de diagnóstico pala os dados incompletos



mostram evidência de heteroscedasticidade e o gráfico normal de probabilidades

com envelope para o resíduo studentizado mostra um leve afastam-nento da suposição

da normalidade (ver Figuras 2.2 (a) - 2.2 (d)).

Fi.gtxta 2.2 (ü) Grá$co dos resíduos st'udentizados t.: covttra percentis nollllats com,
a,n,Neto'pe simulado; (b) GráRco de dispersão de y covttra. =; (c) Gráfi.co dos res(duos
st«d,evttiza,d,os t:: co'Rira os valores üju,st-.d,os e (d,) Gráhca dos resíd«-os st,-«d,e,«ti,-

zados t.. caveira = para o modelo homoscedástico - Talas men,sai.s de retorno de

.2 -1 0 1 2

Percentis JV(0, 1 )

(.)

.0.15 -0.10 .O.Q5 0.0 0.05
Z

(d)

.-0.2Q -0.15 -0.'10 -0.Q5 0.0
Valores ajustados

0.05 -0.15 -0.10 .0.05 0.0 0.05Z

Nosso objetivo é testar Ho : (5 = 0 contra Hi : (5 :# 0, ou se.ja, se o modelo é

l:tomoscedástico. Para este teste, temos LR = 3, 329. LR* = 3, 119, Z,R. = 2, 968 e

/.,.R;.. :: 3, 071, que conduzem aos respectivos níveis descritivos 0,068, 0,077, 0,085 e

0,080. Segue então que todos os testes indicam unia heteroscedasticidade marginal,

ao nível descritivo a = 10%). Aqui. o tamanllo de amostra é grande (n = 59) eiB
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relação ao número de covariadas (Ã = 2) e do número de covariadas utilizadas na

especificação do parâmetro que define o col-nportamento da l-teteroscedasticidade

Ip = 1) . Conseqüentemente, como esperado, as correções para a estatística da razão

de verossimilhanças não tiveram impacto significativo.

2.6 Comentários

É importante, na prática, testar a presença de heteroscedasticidade nos dados,

isto é, verificar se as variâncias são constantes para decidir qual é a estratégia

de modelagem mais apropriada. Então, é importante elaborar testes confiáveis,
precisos, para detectar a heteroscedasticidade das variâncias.

Derivamos neste capítulo uma correção de Bartlett que pode ser aplicada a
estatísticas da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas. Os resultados co-

brem a situação em que o parâmetro de interesse que define o comportamento de

heteroscedasticidade nos dados é multidimensional, generalizando assim resultados
disponíveis na literatura.

Os resultados numéricos apresentados comparam o desempenho em amostras

finitas de quatro testes: o teste da razão de verossimilhanças original (L-R), sua
versão corrigida através da correção de Bartlett (LR*), o teste da razão de veros-

silnilhanças perhladas inodiflcadas (L-R«) e o teste da razão de verossimilhanças

perfiladas iilodiflcadas corrigido (-Cal). Em geral, os resultados numéricos favore-

cem o teste que propusemos. A modificação da verossimilhança perfilado atenua

o efeito de parâmetros de perturbação na inferência e a correção de Bartlett ace-

lera a taxa de convergência da estatística de teste para sua distribuição assintótica

de primeira ordem. Portanto, em aplicações práticas, sugerimos a pesquisadores

empíricos o uso do teste proposto.



CAPITUL03

Refinamento de um teste de heteroscedasticidade
baseado em verossimilhança perfilado modiHcada
em modelos não-lineares da família exponencial

q [ Tn+ p.l r] l lr' nr.uyuv

Os modelos não-lineares da família exponencial (Cordeiro e Pauta, 1989) são

extensões naturais dos modelos lineares generalizados e dos modelos de regressão

normais não-lineares. São definidos por um conjunto de variáveis aleatórias inde-

pendentes tendo distribuição na família exponencial e admitem que uma função
monótona da média da variável resposta seja definida por um preditoi não-linear

envolvendo regressores e parâmetros desconhecidos.

Nesta classe de modelos, abordamos a situação em que os parâmetros de dis-
persão não são constantes para todas as observações, havendo assim uma estrutura

heteroscedástica. Analogamente à estrutura estabelecida para as variâncias no mo-

delo linear, admitimos a determinação de uma forma funcional que relaciona os

parâmetros de dispersão com alguns parâmetros desconhecidos, que não dependem

do vedor de parâmetros de regressão, e algumas variáveis auxiliares.

Wei, Shi, Fung e Hu (1998) utilizaram a abordagem da verossirnilhança perfilado

modificada proposta por Cox e Reid (1987) para desenvolver testes de heteroscedas-

ticidade em modelos não-lineares da família exponencial. No Clapítulo 2, obtivemos

uma expressão matricial que possibilita o cálculo do fatos de correção de Bartlett

para a estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas associada ao

teste de heteroscedasticidade no modelo de regressão linear. Neste capítulo, tra-

balharemos na classe dos modelos não-linea.les da família exponencial estendendo,

portanto, o traballlo desenvolvido no Capítulo 2, que é restrito ao modelo normal

linear. Enl outras palavras, desenvolvem-ios uma correção de Bartlett para o teste



proposto por Wei, Shi, Fung e Hu (1998), obtendo assim um teste da razão de
verossimilhanças perfiladas i-modificadas corrigido que é preciso até segunda ordem-n.

Na Seção 3.2, apresentamos a definição dos modelos de regressão não-lineares da

família exponencia.l. Na Seção 3.3, apresentamos alguns testes de heteroscedasti-

cidade, incluindo um teste baseado em uma verossimilhança períilada modificada.

Na Seção 3.4 desenvolvemos um favor de correção de Bartlett que pode ser apli-
cado à estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas. Resultados

numéricos sobre o comportamento em amostras finitas dos diferentes testes são

apresentados na Seção 3.5. Na Seção 3.6, apresentamos aplicações a dados reais e,

na Seção 3.7, alguns comentários são feitos.

R 9 T)n6nirãnYuv

Consideremos rz variáveis aleatórias independentes Z/l, . . . , y., cada qual com

função densidade na família exponencial da forma

«(z/.;o.,ü.) -'"p l 'É'lz/' é?. - ó(í?') -'(z/.)l - {l'(y,ó'.) 1, é - i,.. .,«,(s.i)

em (lue e(. , .) , ó(.) e c(.) são funções conhecidas e é?z e éz são chamados de parâmetros

canónico e de precisão, respectivamente. Assume-se que ée (Ór > 0) é desconhecido

e éii pode ser visto como um parâmetro de dispersão. Admite-se que @it -: o-2me,

sendo mz = m(zz, (5) > 0 o Z'-ésimo elemento da matriz diagonal M de dimensão

n x n, z/ é a Él-ésima linha da matriz Z de dimensão n x p de covariadas usa-

das para modelar as flutuações na variância, o-2 é uma constante desconhecida

finita e estritamente positiva e (5 é um vetor de dii.pensão p x l de parâmetros

desconhecidos. Aqui, mesmo se os parâmetros de dispersão forem iguais para to-

das as observações, suas variâncias poderão diferir, pois estas podem depender
das médias desconhecidas. Assim o conceito de heteroscedasticidade no presente

contexto difere daquele empregado em r)modelos de iegiessão normais em que, sob

l)omoscedasticidade, as variâncias são constantes. Dizemos então que o modelo é



"homoscedástico(i)" quando os parâmetros de dispersão @Í] , . . . , .$1;l forem todos

iguaisl caso contrário, dizemos que o modelo é "heteroscedástico(2) "

Para o modelo em (3.1), valem as relações:

E(g/z) = Hz = db(0r)/dO(, Var(Z/r) é

em que V = dH/dO é chamada função de variância e 0 = .r b''':dp = q(H), sendo

q(/&) uma função biunívoca. A função de variância caracteriza a distribuição e
desempenha um papel importante no contexto da família exponencial. Dada a

função de variância, tem-se a classe de distribuições correspondente e vice-versa.

Os modelos não-lineares da família exponencial são definidos por (3.1) e pelo
componente sistemático

g(Pg) ,7€ ;Õ), (3.2)

em que g( ) é uma função conhecida monótona e duplamente diferenciável, denomi-

nada função de ligação, relacionando a média pz de uma observação com o preditor

não-linear r?z do modelo, Õ = (/3], . . ,Pk)T é um vetor de A (k < n) parâmetros

desconhecidos a serem estimados, z? = (zri, . . . , zeK)T é um vedor de dimensão Ã

de covariáveis conhecidas associadas à Él-ésin)a observação e ./'(.1 ) é uma função
possivelmente não-linear no segundo argumento, contínua e diferenciável com res-

peito aos componentes de /3 tal que a matriz de derivadas X* = X*(/3) = ar7/Õ.(3T,

com z7 = (r71 , . . . , r7.)T, tenha posto k para todo #. Supomos identificabilidade no

sentido de que diferentes /3's implicam diferentes 77's. A matriz X* tem elementos

que são, em geral, funções do vedor de parâmetros # desconhecidos.

Sem perda de generalidade, poderíamos ter assumido que g(Éiz) = pc. No entanto,

preferimos especifica! o componente sistemático do modelo da forma estabelecida

em (3.2), urna vez que toiTlando # = Ã e /(z/;Õ) = z/Õ obtemos a íinportante

classe dos modelos lineares generaiizadosl ver l\'lcCullagh e Nelder (1989) e Firth

(i) Segundo Houaiss (2001), "homoscedástico" é um adjetivo que significa "que apresenta a mesma variação ou
dispersão" ou ainda "que tem a mesma variância". No modelo normal, os'dois signihcados se equix-alem' uma
vez que a medida usual de dispei'são é a própria variância. No entanto, nos modelos não lineares da família
exponencial , homoscedasticidade indicará homogeneidade de dispersão ( não necessariamente variância)

(2) An.alogamente, dizemos que o inoclelo é heteroscedástico se os parâmetros de dispersão não são iguais para
todas as observações.
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j19911. Em particular, se g(H/) = /zz com b(0z) = é??/2, então (3.1) (3.2) definem

o modelo de regressão normal não-linear. Há uma grande variedade de trabalhos

com aplicações de modelos normais não-lineares. Vários exemplos são apresentados

em Ratkowsky (1983, 1990), Bates e Watts (1988), Saber e Wild (1989).

Assim como Smyth(1989) e Cordeiro e McClullagh(1991), assul-nimos que e(yr; Óz)

em (3.1) é escrita como

e(yg; Óí) + t(Z/e).

Estamos aqui considerando sonaente as distribuições contínuas da família exponen-

cial, tais como gama, normal e normal inversa. Para estas distribuições, a função
e( 1 ) tem a forma acima e, tipicamente, as aplicações envolvendo estas distribuições

assumem dispersão desconhecida. Então, podemos reescrever (3.1) como

«ü.;".,-'a - .*« l-:lt". ~üa--.«'a -**üall, '- «,...,«, o.H

sendo d(Z/é) = dr = --2lZ/gf?? -- b(f?z) --c(yz)l, que corresponde a um modelo na família

exponencial de distribuições na forma natural com parâmetros canónicos Óz e @gOg.

Supomos que s(Ór) tem as quatro primeiras derivadas. Para as distribuições normal

e normal inversa, temos dr = (g/e -- pg): e d( = (3/z -- Hzy/pg3/z, respectivamente,

e para ambas as distribuições s(Ór) = --log($g). Para a distribuição gama, temos
s(ée) -2lÓe log(@e) - 1ogl'(Ó.)} e d. 2{ z/pc - log(yr/Hc)}.

3.3 Alguns testes de heteroscedasticidade

O interesse aqui reside testar a }lípótese nula Ho : (5 = õo (homoscedasticidade)

contra a hipótese alternativa bilateral 7-íi : (5 # (5o, em que (io é um vedor de

dimensão p x l de constantes especificado tal que m(z/, .5o) = 1 para 1? = 1, . . . , rt.

Assim, os números de parâmetros de interesse e de perturbação são p e (h + l),
respectivamente.

Seja Z, = L((S,Õ, o-2) o logaritmo da função de verossimilhança de um mode-

lo não-lilaeal na família exponencial definido por (3.2) e (3.3) em algum espaço

paramétrico, dado o vetar de observações Z/ = (y] , . . . , y,:). Assume-se que a função
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Z, seja regular com respeito às derivadas em relação aos parâmetros até quarta

ordem (Cox e Hinkley, 1974, Capítulo 9).

O logaritmo da função de verossimilhança do vetor de parâmetros u = (õl , /3v,

o2)T, dado o vetor de observações (yl, . . . , 3/.), do modelo definido por (3.3) é

A função escore total U Õ,.-') = (t4',UI', t,/.,)r tem componentes (ver

Apêndice B) dadas por

z,P,H,«:;Ü- ;E: pl a. + t(z'') + '(d'') , g = 1, . . . ,rz.

aLÇa,B.a''.u)
!q'"®(d+j), %

E)L ÇÕ . l3 . a' . U) - x*"'pri,''-:(z/ - H)

u«: - e+Pâ;!W - d;."'"W -- $,
respectivamente, em que '}, T e V são matrizes diagonais de dimensão n x n

cujos respectivos elementos são dados por Óz - l/(o-'mÍ), Tz = (dH/dr?)z e b =

(dp/df?)z, © é uma matriz n x p com a (l-ésima linha dada por õlog m(zz, .5)/õ.5T,

.g =(É(@:),.. . ,É(Ó«))" sendo Ê(Óe) = ds(Óe)/d@z, r = 1, . . . , ,«, L é um «tor de

uns de dimensão n, d =(d], . . . , d.)T e H =(/z], . . . , p.)T
A matriz de informação total de Fisher (ver Apêndice B) é dada por

(JCd(7Cd' / l l l

Ú, ."'»:g" ' Ú: ."';j' /

em que S e }L' são matrizes diagonais de dimensão n x n cujos respectivos elementos

são dados por g(@e) = d2s(Üg)/dd?2 e mz = (dH/dr?)?/b, é = 1, . . . , n e 0 denota

matrizes ou vetores nulos de dimensões apropriadas.

O logaiitlno da. função de verossiiililhança perhlada para o parâmetro de interesse

õ é dado por

/ ! w''.}.g.}Q o -L ©'.g.}'.
JL) - l : . **«.:':«.:':** ''' .

L.ç8,'y) ,8É, y). (3 4)
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em que 0õ e aj são os estimadores de máxima verossimilhança de B e a2, respecti-

vamente, para õ fixado. Sob condições de regularidade, /3õ é a solução da equação

(,h := 0 e o-j é a solução da equação Ua2 :: 0. Como, neste caso, não é possível

expressar os estimadores de máxima verossimilhança restritos em uma forma fe-

chada, é necessário utilizar técnicas iterativos de otimização restritas ver Nocedal

e Wright (1999, Capítulo 18) e Luenberger (1973, Capítulo 12).

O esticador de máxima verossimilhança (EMV) de (S pode ser obtido maximi-

zar-tdo o logaritmo da função de verossimilhança dado em (3.4) sujeito às restrições
[Ü = 0 e i1/.,: = 0.

A estatística da razão de verossimilhanças para o teste de 7-ío pode ser escrita
da seguinte forma

Z.R {-L,(.5o; y) - t.(8'; Z/)},

em que (5 é o EMV de õ. Assintoticamente e sob a hipótese nula, a estatística da

razão de verossimilllanças (LR) l;em distribuição X.g. No entanto, a aproximação
resultante pode não ser boa para amostras pequenas ou mesmo de tamanho mo-
derado, conduzindo a taxas de rejeição bastante distorcidas.

Nosso objetivo é determinar uma estatística da razão de verossimilhanças ba-

seada na função de verossimilhança perfilado modificada de Cox e Reid (1987) (e

sua correspondente correção de Bartlett) para o teste de Ho : (5 = õo (homosce-

dasticidade). A i-nodificação de Cox e Reid requer, no entanto, que o parâmetro

de interesse, (5, seja ortogonal aos demais. Da matriz de informação de Fisher,
/, segue que (õl, o-')T é ortogonal a /3, entretanto õ e o-: não são ortogonais. É

necessário obter uma transformação (õr,Õr, o-:)T ----, (.5v,/3T, 7)T de modo que

E(--õ2L/a(5"õ'r) - 0, a - l, . . . ,p. Seguindo Cox e Raid(1987, 1993) e Wei(1998,

equação (6.72)) chega-se à transformação desejada através de uma solução do sis-
tema de equações diferenciais

ÕIÍt == a2 a2 Zcr2Õ.

Somente em alguns casos especiais é viável a obtenção de solução do sistema
cle equações diferenciais acima, a saber, nas distribuições nora-nal e i-formal inversa

(3.5)
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Daqui até o final deste capítulo, consideraremos apenas essas duas distribuições.

Para essas distribuições, vimos que s(ég) = --log(Óe), él = 1, . . . ,rz, e, portanto,
temos que S = (P 2. Então, a matriz de informação total de Fisher reduz-se a

r :""" y à«".hl o x*'®:/'wõ:/:x* '' o
l -L,«« o -L l
\ 2Qz 20-4 /

Em particular, no caso normal temos que W = 1., a matriz identidade de ordem n,

e, portanto, / coincide com a expressão (2.3) da matriz de informação de Fisher do
modelo normal linear heteroscedástico (2.1) (ver Seção 2.2), como esperado. Para

as distribuições normal e normal inversa, o sistema de equações (3.5) fica dado por

rz Õa-: l .t:- (9me 1

2O'4 a(i" 20-2 Í.I' ê?Õa n7té'

1- E

,P

8'L
ÕLOÕU'Í

e tem como uma possível solução

' (1]7:::: m.):/"

O logaritmo da função de verossimilhança para o modelo reparametrizado é dado

por

72

'* -"*'',',,;«, - I'f~.--*.«.,--««(:)l, '- «,

em que

q. - q.(.s) - (H=::: ",)llT .

O logaritmo da função de verossimilllança perfilado coiresporldente para c5 é

; ;(õ;y) - -;i'g$õ - il(Z/ - i;)'Q&':(z/ - &)+ c"sta«te,

em que ?Õ = ag (HZ::. md:/", Q = Q(õ) é uma matriz diagonal de dimensão

zz x n cujo Él-ésilllo elemento da diagonal é dado por {H;-. mz(z, , '5)}:/"/m(zz, .5),

g
(3.6)
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N = diag(Azfyi, . - . ,/lâg/n) para a distribuição normal inversa e iV = 1. para a
distribuição normal.

O logaritmo da função de verossimilhança perfilado modificada (Cox e Reid
1987) para õ é

th('S; y) - L;('5; 3/) -- " logjdet{.j*(õ;Õõ, ?õ)}l,

em que .j* é o bloco da matriz de informação observada para os parâmetros de

perturbação (OT, ')T no modelo reparametrizado avaliado em (õ, 0:, ?õ)T. Aqui
obtemos

r iÍx*"w:/:a(õ)m':':-x* "Q(õ)llx**l} ol

eln que X** = X**(Õ) = a277/aõa/3T é um "array" de dimensão n x É x k e
1 11 1 representa multiplicação de uma matriz por um "array", chamado de

produto colchete e defilaido em Wei(1998, p. 188), Bates e Watts (1988) e Sebes e

Wild (1989, p. 691)l ver Apêndice C. Como uma alternativa para implementação
computacional, podemos escrever .j*(õi/%, ?Õ) como

em que R(õ) é uma matriz triangular superior que vem da seguinte decomposição
de Cholesky

.j*(õ;aó, ?õ) =
J-a"(ó)(i* - n(õ))p(õ) o

0 .=

.j*(õ;#., ?õ)

x*"n''/'Q(õ)w:/:x* (õ)x(õ)
e

B('5) -ÍI(y -- P)TQ(Õ)ll(R':('5))TX**R'"(Õ)llH; Õ.,?d'

Observe que para a ligação canónica, temos que W -: V. Elatão, L.P pode ser
escrita da seguinte coima.:

Lh(õ; w)
L;('5; y) -- "log Ç5i#nd'tln"('i)(IÉ -- B('5))R(Õ)}
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A estatística da razão de verossimill:Lanças baseada na ftmção de verossimilhança
perfilado modificada para o teste de '7-ío contra '?Y] é dada por

L/?«. {-L=,(Õo; Z/) - ZI,.,(Ã; y)}, (3 7)

ein que (í é valor de (5 que maximiza a função Z,;,(yi (5). Note que Z,/?,,: envolve
maximização da função de verossimilhança perfilado modificada. Pode-se mostrar
que a estatística resultante pode ser escrita como

Z,R. '} 2/,R r'
" ' \. d't{ R'(õ)(lk -- B(8)) R(Ã)}

Para o modelo de regressão normal linear (caso em que B(.5) = 0), a expressão

Z,.R. dada acima é consistente com a expressão de Z,./?. apresentada na Seção 2.2
como esperado.

Wei(1998, Teorema 6. 17, eq. (6.90)) propôs uma estatística alternativa que evita

tal maximização substituindo i por (5 na expressão para Z,R«, obtendo-se assim a

mesma estatística de teste dada acima, mas com R(Ã) substituído por R(õ).
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3.4 Fatos de correção de Bartlett

As estatísticas da razão de verossimilhanças (-LR) e razão de verossimilhanças

perfilado.s modiãcadas (LRm) dadas na Seção 3.3 têm, ei-n problemas regulares,
distribuição X2 assintoticamente, em que p é o número de restrições impostas sob

a hipótese nula. A aproximação pela distribuição Xj para as distribuições de LR

e L-R. ten) erro de ordem n'i. Nosso objetivo agora é desenvolver uma correção

de Baitlett para a estatística Z,/?. de ta! fora-na que a aproximação por X: para a
estatística corrigida seja de ordem rz-2

A suposição de ui-na estrutura não-linear no componente sistemático dos mo-

delos aumenta consideravelmente a complexidade do cálculo dos cumulantes das

derivadas do logaritmo da função de verossimilhança, em relação aos modelos com

est.rutura linear e, em particular, dificulta enormemente o desenvolvimento das

correções de Bart.leu para a estatística da razão de verossimilhanças (LR). Surpre-

endentes-Dente, nenhuma dificuldade adicional é observada na obtenção da correção
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de Bartlett para -L-Rm. Assim, a partir dos resultados de DiCiccio e Stern (1994)
encontraremos um fatos de correção de Bartlett c. que define uma estatística da

razão de verossimilhanças perfiladas modificadas corrigida dada por
r 7)+ 'x''í2 {'7n,

L +' c«-'P

de tal forma que, em problemas regulares, P(Z'-RL > z«) = a+ O(n''), em que z.

é o quantil (l -- a) da distribuição X', enquanto que /'(L,f?« > z.) = a + O(n':).
As notações refez-entes aos cumulantes de derivadas do local-itmo da fui)ção de

verossimilharlça, às derivadas dos cumulantes, às funções dos cumulantes e à matriz

de informação de Fisher são as mesmas empregadas no Capítulo 2, Seção 2.3.

No Capítulo 2, derivados uma expressão geral para o falar de correção de Bar-

tlett (Cm), que pode ser aplicada à estatística da razão de verossimilhanças perfi-
ladas modiHcada em diferentes classes de modelos. A expressão de c. é dada na

Seção 2.3, equação (2.8), e pode ser usada para obter expressões em forma fechada

para o fatos de correção de Bartlett em modelos em que há a ortogonalidade dos
parâmetros e que utilizam a mesma partição do vedor de parâmetros coi-tsiderada
aqui.

Pode ser mostrado facilmente que

=- i$rt~. t],
sendo qr. = aq?/aó' e qr é dado em (3.6). Mas

Ú;Í'} - o,

xZ''".- Õ

:
}: ''gq.
.z-l

$

-âfÉ:':z-l

; >.: ".g"''. - "'gm.s::l

(H:'.: «..) */"

-i E *.:«. - E ,':",
$::1 z::l
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(3.8)

e, portallto

: - -À É .,.~..' .z-]
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Além disso,
42

E('Z.) - E(-21 0 Z,(0.) - c(y.)l) - -É r%
e, consequentemente, E(Z?L*/a(5") = 0. Temos também que

K -bÉ .,.~,z-l

l
7
qz

e
J:)2r+ \ ,í n

"., - -(H) -tEt - .,
de modo que a Ortogonalidade entre (i e 7 é verificada, como esperado.

Podemos observar que a expressão de a/,*/Z?(i' dada acima coincide com a do

modelo normal linear (ver Apêndice A, equação (A.l)). Portanto, é fácil verificar

que as quantidades À.ó, À.ó., À.ó.a, À.h, (À.h),, (À.ó.).í, (À.ó).a, (À.ó). e Àí.z, para
os modelos não-lineares normal e normal inverso coincidem com as quantidades

correspondentes do modelo normal linear. Em particular, Àí.ó = 0 e, consequente-

mente, a obtenção de c«.. pode ser feita a partir da equação (2.9). Esta envolve o
cumulante À,. e sua derivada (À.,).r. Temos

é?L* 1 .:!. . nt- àE«'.-' l,
que coincide com a expressão correspondente para o modelo normal linear (ver

Apêndice A, equação A.2), o mesmo ocorrendo com ÀI, e (,\,,),v. Conclui-se que
o fator de correção de Bartlett c. obtido para o modelo normal linear é o mesmo

que para os modelos não-lineares normal e normal inverso. Desta forma, se mr =

explz/(i}, ou seja, se é adnJitida uma estrutura Jnultiplicativa pa.ra a dispersa.o,
temos

C. = -ãtr(.Fila.17d) + I P2 + I .T/7.ÍJIÍ//dt + { [TI:Í(3). .T/7(2).

sendo H Ü..} .Z)l(Z-Z)"(.Z- .Z)I':lZ-.Z)". com(Z-
(zl -- 2, ..,z« -- E)r, i-(2], .-,ã~)T, ã- = n-'Ez:;::iz/- para a - l:.. ,P,

H. -diag{/-,-,... ,b.,:}, HH ã?.) e #m -(ó,i.)
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Podemos observar que a expressão (3.9) coincide com a expressão (2.10) para

o caso normal linear. E importante salientar que a expressão acima vale para a
distribuição normal inversa também. Pode-se notar que a não linearidade no com-

ponente sistemático do modelo não influencia o favor de correção de Bartlett c.
para a estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas no teste de

heteroscedasticidade. A expressão matricial do favor de correção de Bartlett ern

(3.9) é bastante simples uma vez que requer apenas operações com vetores e ma-
r r17 pq

Pacotes de computação simbólica ou software que façam operações simples com

matrizes, como 0x, S-Plus, R, MATHEMATllCA ou MAPLE, podem ser utilizados para

o cálculo de c. ein aplicações práticas. E importante observar também-n que a ex-

pressão de c« ein (3.9) não depende do número de parâmetros de perturbação, nem

depende de qualquer parâmetro desconhecido, sendo função apenas do número de

parâmetros de interesse, do número de observações e da matriz Ji/ através da ma-

triz Z de variáveis auxiliares usadas para modelar as flutuações na dispersão da

resposta. Vale lembrar aqui que aplicamos o fator de correção de Bartlett à forma

excita da estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas (LR.) , que

envolve a maximização da- função de verossimilhança perfilado modificada (tl.),
e esperamos que o teste baseado na estatística da razão de veiossimilhanças perfi-
ladas modificadas corrigida produza inferências mais precisas que o teste da razão

de verossimilhanças original.

3.5 Resultados numéricos

Nesta seção, apresentamos alguns resultados de simulação colrlparando o de-

sempenho dos testes da. razão de verossimilhanças original (LR), da razão de ve-

rossimilhanças perfiladas modificadas (LR«) e da sua versão corrigida (Z.,RL). Es-
tes desempenhos são avaliados em função da proximidade das probabilidades de

rejeição da }lipótese Fluía, sendo esta verdadeira (probabilidade do erro tipo 1), aos

respectivos níveis nominais dos testes. As simulações realizadas são baseadas no
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modelo de regressão não-linear

44

yZ :: Ot + exp{/32zz2} 'F l>1.z /3j zé.j + 'ué, é ::: 1 , . . . , n,

em que ur -... .V(0, o:expÍ'51 z 1 + - - + '5. zé.}), Clov(uz, u«) = 0 para todo 1? # m.

A llipótese nula considerada é 'lío : õi = - . . = (5P = 0 indicando assim que o modelo

é homoscedástico. A variável resposta foi gerada assumindo que 0i = . - . = #Ã: = 1,

o-2 - l e diferentes valores de p e k foram considerados. As covariadas r2, . . . , zA

foram geradas como amostras aleatórias da distribuição U(0, 1). A matriz Z foi
construída usando as colunas 2, . . . , p da matriz X . O número de réplicas foi fixado

em 10.000 e foram considerados os seguintes níveis nominais: a=10%, 5%, 1%,

0,5%. As simulações foram realizadas usando a linguagem de programação matricial
0x (Doou«ik, 2001).

Para cada tamanho de amostra e cada nível considerado, calculamos as taxas de

rejeição de cada teste, isto é, estimamos, via simulação, P(LR a: z«), P(L.f?« > z.)

e P(LR= a: z..), ein que z. é o quantil (l -- a) apropriado da dist.ribuição .y:. Todas
as entradas das tabelas apresentadas são porcentagens.

A Tabela 3. 1 apresenta resultados de simulação dos tamanhos dos testes para n =
35, p = 2 e diferentes valores para k. Variamos A para analisar o efeito do número de

parâmetros de perturbação nos diferentes testes. Observamos que o test.e da razão

de verossimilhanças original é muito liberal, apresentando taxas de rejeição bem
maiores do que os níveis nominais, especialmente quando o número de parâmetros

de perturbação aumenta. Por exemplo, quando k = 5 e Q = 5%, a taxa de rejeição

do teste é superior a 10%, o dobro do nível nominal. E interessante notar que o
impacto do número de pal'âmetros de perturbação é bem menos marcante no caso

do teste da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas e sua versão corrigida.

Para estes testes, as taxas de rejeição permanecem mais estáveis ern relação aos

respectivos níveis nominais do que o teste da razão de verossimi]hanças original.

O teste da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas tende a corrigir a

tendência liberal do teste original e exibe taxas de rejeição menores que o nível

k

3J
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nominal correspondente. Novamente, quando # = 5 e cv = 5%, sua taxa de rejeição

é 4,5%. A correção de Bartlett aplicada a este teste leva as taxas de rejeição para

valores l-nais próximos do tamanho nominal do teste. Para a. situação acima. a taxa

de rejeição do teste da razão de verossimilhanças perfiladas modihcadas corrigido

sob Ho é 5,0%. As conclusões anteriores também se verificam para outros níveis
nominais, até mesmo para níveis nominais muito pequenos.

A Tabela 3.2 contém resultados de simulação obtidos para o caso em que n = 35,

À; = 5 e p :: 1, . . . , 5. Mais uma vez, o teste da razão de verossimilhanças original

apresentou-se muito liberal, especialmente quando o número de parâmetros que

definem o comportamento de heteroscedasticidade é grandes por exemplo, quando

p = 5 e a = 5%, a taxa de rejeição do teste é 18,8%: ou seja, aproxima,dament.e

4 vezes maior que o nível nominal selecionado. Novamente o impacto do número
de para.metros de interesse é bem menos marcante no caso do teste da razão de

verossii-nilhanças perfiladas modificadas e sua versão corrigida relativamente ao
teste da razão de verossirrlilhanças original. Ainda na situação em que p = 5 e a =

5%, a taxa de rejeição do teste da razão de verossimllhanças perfiladas modificadas

e de sua versão corrigida são 4,5% e 5,0%, respectivamente. As outras conclusões

obtidas a partir da Tabela 3.1 também se verificam aqui.

A Tabela 3.3 apresenta os tamanhos dos testes para diversos tamanhos da amos-

tra (n = 25, 30, 35, 40 e 45), fixando-se o valor de p em 2 para # = 2 e 5. Observamos

que as taxas de rejeição de todos os três testes aproximam-se dos níveis nominais

com o aumento do tamanho da amostra, conforme esperado. Destacamos também

o fato de que o teste da razão de verossiinilhanças original apresenta taxas de re-

jeição sob 'Ho bem acima dos níveis nominais considerados. No caso em que n = 25,

k = 5 e a = 5%, por exemplo, a taxa de rejeição do teste é 16,0%, isto é, mais do

que 3 vezes maior que o nível nominal selecionado. O teste mantém-se liberal até

mesmo para n - 45. O teste da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas foi

eficaz em reduzir as taxas de rejeição do teste da razão de verossimilhanças original

exibindo taxas de rejeição menores que o nível nominal considerado. A aplicação

da correção de Bartlett a esse teste produziu resultados bastante favoráveis, de
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forma que as taxas de rejeição são próximas do nível nominal. Como uma ilus-
tração, quando k = 5, a = 5% e n = 45, as taxas de rejeição do teste da razão
de verossimilhanças, do teste da razão de verossimilllanças perfiladas modificadas

e de sua versão corrigida são, respectivamente, 9,6%, 4,4% e 4,9%.

A Tabela 3.4 apresenta resultados de simulação obtidos levando em consideração

a hipótese alterna,uva (heteroscedasticidade) para n = 35, P = 21 diferentes valores

de õi = õu = (i coi-n õ variando entre 0,0 e 3,5 foram considerados ao níve! Q - 10%.

E importante observar que estas simulações de poder correspoitdem à situação
abordada na Tabela 3.1 para n = 35. Foi desconsiderado o teste da razão de
verossimilhanças original pois, nas simulações de tamanho, mostrou-se liberal e.

portanto, não pode ser recomendado. Assim, somente comparamos o poder do teste

da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas e da sua versão corrigida. Os

resultados indicam que não há nenhum-na perda de poder derivada do fato de usar o

favor de correção de Bartlett. O poder dos dois testes é semelhante, com uma leve

vantagem do teste corrigido, vantagem esta que se origina de sua menor distorção
de tamanho.

Cloncluímos destes resultados que o teste da razão de verossiinilhanças original

pode ser muito liberal levando à rejeição de 7-ío com uma freqiiência muito maior

do que esperado. Por outro lado, o teste da razão de verossimilhanças perfiladas
modificadas apresenta taxas de rejeição mais próximas dos níveis nominais mas

ainda exibe alguma distorção de tamanho. O favor de correção de Bartlett para
este teste é eficaz em reduzir ainda mais esta distorção. Dos três testes avaliados.

o teste da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas corrigido é o mais
recomendável.

46
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2.5,Tabela 3.3 Taman/zo dos lestes - /Hoje/o rzorma/ nâo-linear com p
couarááueás u7tifomnes e alvos normais.

Tabela 3.4 Poder dos lestes - JI/odeio nozmaZ não-/arear com n
cy = 10%, couaháue s anil/armes e erros rz07mals.

35

n .«(%)
h-2 k-5

LR LR. LR*

25  
12,7 8,9 0B
6,9 4,2 4,9
1,8 0,9 1.1
1,0 0.5 0.5

24,6 7,0 8.2
16,0 3,0 3,7
5,9 0,4 0.5
4,0 0.2 0 2

30   12,2 9,0 9,8
6,3 4,2 4,7
1,5 0,8 1,0
0,8 0.4 0.5

23,1 8,1 9,2
14,3 3,8 4,3
4,9 0,5 0,7
3.0 0.2 0.3

35   6,3 4,5 4,9
1,4 0,9 1,0
0,8 0.4 0.5

20,2 8,6 9,5
12,0 4,3 4.7
4,0 0,7 0,8
2.5 0.3 0.4

40   11,3 9,0 9,6
5,7 4,3 4,7
1,3 0,8 0,9
0,6 0.4 0.4

17,4 8,4 9,1
l0,2 4,1 4,5
2,9 0,8 0.9
1,7 0.3 0.4

45   11,3 9,4 10,0 l
6,2 4,9 5,0
1,5 0,9 1,0
0,8 0.4 0.5

16,4 9,2 9,9

9,6 4,4 4,9
2,6 0,7 0.9
1*6 0,4 0.5

Õ
  k-8
Ln..,« UG., LR. LR:,.

 
9,3 9,8
13,4 14,1
28,1 29,1
48,6 50,0
69,7 70,9
85,3 86,1
93,8 94,1
95,8 96,0

8,6 9,5
14,9 16,0
33,9 35,7
58,9 62,0
83,3 84,5
94,5 95,0
96,7 97,3
97,1 98.5
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3.6 Aplicações

Apresentamos a seguir duas ilustrações numéricas dos testes apresentados nas
seções anteriores.

3. 6. 1 E=emT)lo l

C)s dados analisados por Wei(1998, p. 155) e apresentados i-lo Apêndice H represen-

tam os pesos g/ das lentes dos olhos de coelhos europeus (Orycfo/agua Gunícu/us)
(em mg) e à idade z do animal (em dias) numa amostra de 71 observações. O
modelo usado é

log(yP)=Õl-- P2 +u #.1,...,71,
z,e --p P3

em que Cov(Ug,Um) = 0 para todo é # rn. Inicialmente, assumimos que ug

.V(0, a2) e estimamos os parâmetros do modelo por máxima verossimilhança, ob-

tendo ÕI :; 5, 640, Õ2 :: 130, 58, Õ3 :: 37, 603 e 82 = 0, 004. Os gráficos na Figura

3.1 mostram que a.s observações 4, 5, 16 e 17 apresentam resíduos grandes (em
valor absoluto) e dão alguma evidência de heteroscedasticidade.

O próximo passo é considerar um modelo leais geral, heteroscedástico, em que
uz -- .A/(0,o-2exp{(5z(}). Agora o nosso principal interesse é testar Ho : (5 = 0

jhomoscedasticidade) contra Hi : (5 # 0. Para este teste, temos Z,R = l0,250,
Z,.R. = 9, 556, Zal = 9, 776, que conduzem aos respectivos níveis descritivos

0,001, 0,001 e 0,002. Segue então que os testes baseados nas estatísticas da razão

de verossimilhanças (LR), razão de verossimilhanças perfiladas modificada (/.,/t.)
e sua 'ç'ersão corrigida (J.,-R.) conduzen} à rejeição da hipótese nltla aos níveis
nominais usuais.
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Figura, 3.\ (a) Gráfico dos resíduos padronizados contra percentis nolvnais com,
e'n,uelope sivnü,üdo; (b) Grá$co de dispersão do 'peso das levttes dos o\hos colttra,
-, idade; (c) GráPco dos «síd«-os st«-de«ti«d,os t:, co«t.« os uat"es aj«-st«dos e
lü) GráÊco 'los resí.luas studebti,lados t:: coTttra, u para o modelo hontoscedástico
- Coelhos europeus na Austrália.
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3. 6.2 Elempl.o 2

Consideremos os dados analisados por Rawlings (1988) e apresentados no Apêndice

1. Howard Crimes, do Departamento de Botânica., Norte-t Caroiina Skate Ul-tiversity,

conduziu um experimento para análise bioquítnica de armazenamento intracelular

e transporte de cálcio através da membrana plasmática. Células ficavam suspensas

em uma solução de cálcio radioativo por um certo período de tempo z (em minutos)

e então a quantidade de cálcio radioativo Z/ (em nmoles/mg) absorvida pelas células
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foi medida nul-na amostra de 27 observações. O modelo usado é
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Z/z Ooll - exp(-D:«r)} + u/, # 1 , , 27,

em que Cov(7éZ,u«) = 0 para todo € # rll. Inicialmente, assumimos que ur

./V(0, o-') e estimamos os parâmetros do modelo por máxima verossimilhanças ob-

telldo Õo -: 4, 309, Õ] = 0, 208 e 82 :; 0, 276. Os gráficos na Figura 3.2 mostram

alguma evidência de heteroscedasticidade.

Ftgu a 3.2 (a) Grá$co dos resíduos padronizados contra perce7ttis normais com
evtuetope siTnulado; (b) Grá$co de disT)ersão da, quantidade absoru],da. de cálcio ra,-
dio«tido co«t-" o tempo; (c) Grá$co d,os «síd,-«os st«-de«tiz«d,os *:; co«t« os Bato"s
"à«,:t«d,os ' (d,) G«á$c. d,os «:íduos stud,.«-ti;.d.s ":. cona" " p"« o «od.lo h,o-
moscedástico - So\ração de cál,cl,o ra,dioatiuo.

(.) (b)
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O próximo passo é considerar um modelo mais geral, heteroscedástico, em que

ur -- .V(0,a2exp{.5rr}). Agora o nosso principal interesse é testar Ho : (5 = 0



COb,DENTÁRIOS

(l-Lomoscedasticídade) contra Ht : (y # 0. Para este teste, temos J.,R = 3,097.

J.,/?. = 2, 914, Z,R;, = 3, 056, que conduzem aos respectivos níveis descritivos

0,078, 0,088 e 0,080. Segue então que os testes baseados nas estatísticas da razão

de verossimilhanças (Z'R) , razão de verossimilhanças perfiladas modificadas (Z,/?.)
e sua versão corrigida (/,R=) levam à rejeição da hipótese nula ao nível nominal

de 10% e sugerem evidência marginal de heteroscedasticidade.
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3.7 Clomentários

Trabalhamos neste capítulo com os modelos não-lineares da família expo-
nencial para os quais abordamos a situação em que os para!-metros de dispersão

não são constantes para todas as observações, havendo assim uma estrutura he-

teroscedástica. Admitimos uma forma funcional que relaciona os parâmetros de

dispersão com alguns parâmetros desconhecidos, que não dependem do vetar de
parâmetros de regressão, e algumas variáveis auxiliares.

Derivainos um favor de correção de Bartlett para a estatística da razão de ve-

rossimilhanças perfiladas modificadas do teste de heterogeneidade de dispersões

(homoscedasticidade). Os resultados cobrem a situação em que o parâmetro de
interesse é multidimensional. Notamos que uma possível não-linearidade no com-

ponente sistemático do modelo não ilaíiuencia o favor de correção de Bartlett (c.).
Vale salientar aqui que consideramos apenas as distribuições normal e normal in-

versa, pois para a distribuição gama o ajuste de Cox e Raid não pôde ser aplicado.

Os resultados numéricos apresentados comparam o desempenho em amostras

finitas de três testes: o teste da razão de verossimilhanças original (LR), o teste

da razão de verossii-nilhanças perfiladas modificadas (L/?.) e o teste da razão

de verossin)ilhanças perfiladas modificadas corrigido (J.,-R.) . As simulações feitas

conduziram a diversas conclusões importantes a respeito do comportamento, em
amostras finitas, dos testes de heteroscedasticidade em estudo.

Em primeiro lugar, o estudo dos tamanhos dos testes levou a concluir que o teste

baseado i-la estatística Z,R é, em geral, liberal, conduzindo à rejeição da hipótese
de homoscedasticidade erioneanlente com uma probabilidade maior do que o nível
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de significância nominal do teste. Por outro lado, o teste baseado na estatística

l,n. mostrou-se eficiente corrigindo a tendência do teste original em rejeitar com

freqüência demasiada a hipótese nula, exibindo taxas de rejeição menores que o

nível nominal do teste. O teste baseado na estatística tRL leva as taxas de rejeição
para valores ainda mais próximos dos níveis nominais.

Em segundo lugar, em relação aos estudos de simulação realizados com o objetivo

de analisar a influência dos números de parâmetros de perturbação e de interesse no

desempenllo dos testes, concluímos que os números de parâmetros de perturbação

e de interesse têm um impacto considerável sobre a aproximação por X2 para a

distribuição da estatística da razão de verossimilhanças original. E importante
ressaltar que o mesmo impacto é bem menos marcante no caso dos testes baseados

nas estatísticas L/?. e tal. Para estes testes, as taxas de rejeição permanecem
mais estáveis em relação aos respectivos níveis nominais do que o teste baseado na
estatística .LB.

Nas simulações envolvendo os poderes dos testes, o teste baseado na estatística

LXL apresentou uma leve vantagem em relação ao teste baseado na estatística

Em suma, entre as três estatísticas, aquela que produz melhor teste de hete-
roscedasticidade é Z,R=
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LR.



CAPITULO 4

Novos ajustes para a estatística da razão de
verossimilhanças em modelos não-lineares da

família exponencial

4.1 Introdução

Os modelos não-lineares da família exponencial (Cordeiro e Pauta, 1989) po-
dem ser interpretados como uma generalização dos modelos lineares generalizados

e dos modelos de regressão normais não-lineares. A motivação básica destes mode-

los é abrir o leque de opções para a distribuição da variável resposta, permitindo

que a mesma pertença à família exponencial de distribuições bem como dar maior

flexibilidade para a relação funcional entre a média da variável resposta e o pre-

ditoi não-linear. Nesta classe de modelos, mesmo se os parâmetros de dispersão
forem iguais para todas as observações, suas variâncias poderão diferir, pois estas
podem depender das médias desconhecidas. Assim, homoscedasticidade indicará

homogeneidade de dispersão (não necessariamente variância). Admitimos para as

vanancias uma estrutura que relacione os parâmetros de dispersão com alguns
parâmetros desconl)ecidos que não dependem do vetar de parâmetros de regressão
e algumas variáveis auxiliares.

No Capítulo 3, obtivemos a correção de Bartlett para uin teste de heterosce-

dasticidade baseado ein verossimilhança perfilado modificada (Cox e Reid, 1987)
en] modelos não-lineares da família exponencial. Notamos que o a.fuste de Cox
e Raid (1987) não pede ser aplicado a todos os modelos não-lineares da família
exponencial, como por exemplo, para o modelo gama.

Neste capítulo, tratamos da obtenção de ajustes para a estatística da razão de

verossin)ilhanças (LR) com base nos resultados de Skovgaa.rd (20011 na classe dos

modelos não-lineares da família exponencial. Estes ajustes têm ampla aplicabili-
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dade, pois são válidos para testar quaisquer hipóteses nulas que estabeleçam um

vedor de valores fixados para uma parte do vetar de parâmetros do modelo. Em

particular, serão feitos ajustes para o teste de heteroscedasticidade. Estes ajustes
podem ser utilizados, sem exceção, sob todos os modelos não-lineares da família

exponencial. Estes novos ajustes apresentam uma vantagem em relação ao ajuste

de Cox e Reid (1987) por serem invariantes segundo reparametrizações da forma

(z,, @) ----, (z,,((u,O)), sendo z, o vedor de parâmetros de interesse, @ o vetar de

parâmetros de perturbação e ( uma função de p e #,. Outra vantagem é a aplicação

direta à estatística da razão de verossimilhanças, enquanto que o ajuste de Cox e

Reid, ao contrário, é aplicado à função de verossimilhança perfilado, a qual deve ser

maximizada segundo as hipóteses nula e alternativa para, posteriormente, obter-se

a estatística ajustada. Outra vantagem adicional é que não é necessária a ortogo-

nalização el-ttre os parâmetros de interesse e os de perturbação. Estes novos ajustes

apresentam uma vantagem em relação ao favor de correção de Bartlett uma vez que

são mais simples de serei-n obtidos pois requerem cálculos dos cumulantes de de-

rivadas do logaritmo da função de verossimilhai-tças até segunda ordem, enquanto

que o cálculo do favor de correção de Bartlett é mais complexo e requer a obtenção

dos cumulantes de derivadas do logaritmo da função de verossimilhanças até quarta
ordem.

Resultados de simulação em relação a tamanho e poder dos testes de heteros-

cedasticidade obtidos neste capítulo no caso em que o parâmetro de interesse é
multidimensional são considerados. Adicionalmente, aspectos de robustez dos tes-
tes também foram avaliados.

Na Seção 4.2, apresentamos resultados gerais sobre ajustes para a estatística da

razão de verossimilhanças. Na Seção 4.3, apresentamos a definição dos modelos

i-tão-lineares da família exponenciall um teste baseado na estatística da razão de

verossimilhanças ajustada e sua versão assintoticamente equivalente são propostos

nesta classe de modelos. Na Seção 4.4, são apresentados resultados rluméricos sobre

o comportamento em amost.ras finitas de diferentes testes nos l-nodelos de regressão

normal linear e nos modelos não-lineares da faJnÍlia exponencial. Na Seção 4.5,
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apreserlt.amos algumas aplicações a dados reais e alguns comentários são feitos na

Seção 4.6.

4.2 Ajustes para a estatística da razão de verossimilhanças

Consideremos n variáveis aleatórias independentes yi , . . . , y. , com função densi-

dade conjunta n-(g/; u) , sendo u C Q g p+k 1 0 vedor de parâmetros desconhecidos

de dimensão p + k + l e g/ = (yl, . . . , 3/.). Seja u' o r-ésimo elemento do vetou u.

Assuma que o vedor de parâmetros u seja decomposto como u = (z,T , @TIT sendo

p = (i.'' , . . . , z,p)v o vetou de parâmetros de interesse e @ = (@p+', . . . , (,7'+*+')T o

vetou de parâmetros de perturbação, de dimensões p e A -+ 1, respectivamente.

O objetivo é testar a hipótese nula 7ío : p = 1'o contra a hipótese alternativa

bilateral 7 1 : u # I'o, em que po é um vedor de constantes especificado de dimensão

p. Denotamos por D - (í;T , 8T)T o esticador de máxima verossimilhança irrestrito

de w e por a - (z,J, Úv)T o estimador de máxima verossimilhança de u sob Ho.

O logaritmo da função de verossimilhança do vetar de parâmetros u dado o vetou

de observações y é

z,(«,) ;y) g«-(y;«,).

A função encore total U é dada por

u - u(«) - e+:lja - K'.' , q)",
em que U. = E)LÇu. Ü)lav e U.b = aLb. $)1i)$.

A matriz de informação total de Fisher (/) e a matriz de informação observada
(J) são dadas por

'-''«,- -(q=) . '-'.«,- e=,
respect-ivamente. A notação .4.P denota a submatriz inferior à direita de J cuja

dimensão é (Ã+l) x (k+l). No clue segue, usaremos as seguintes notações: 7 = /(a),

[ = 1($). ] = J(ü). i = J(ü) e .i.bd, = J$.b@).

A estatística cla razão de verossimilhanças para o test.e de 7-ío pode ser escrita
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Z.n {Z,(«o, Õ) - Z(P, Õ)}.

Em amostras grandes, a distribuição da estatística da razão de verossimilhanças

(L-R) sob a hipótese nula pode ser aproximada pela distribuição X: com erro de
ordem n- l

No caso do parâmetro de interesse ser escalar, a estatística da razão de verossi-
milhanças sinalizada para. o teste de 7{o é dada por

.R = sillal(P -- po) v/Zã

e, neste caso, a hipótese alternativa pode ser unilateral ou bi]atera]. Em amostras

grandes a distribuição da estatística da razão de verossimilhanças sinalizada (R)
sob a hipótese nula pode ser aproximada pela distribuição ./V'(0, 1) com erro de
ordem rl,- i/2

Vários ajustes têm sido propostos para melhorar a aproximação da distribuição

da estatística da razão de verossimilhanças sinalizada (R) pela distribuição normal

padrão. No entanto, a maioria das aproximações envolve uma derivada relativa

ao espaço amostrar e a determinação de uma estatística ancilar. Nem sempre esta
derivada pode ser facilmente calculada. Em particular, para os modelos da família

exponencial de posto completo e os modelos de transformação, ela pode ser calca.
fada explicitamente.

Supor-tha que uma estatística suficiente para o modelo pode ser escrita como

(G, a), em que a denota o estimador de máxima verossimilhança de w e a é uma

estatística ancilar. Então, o logaritmo da função de verossimilhança é l,(u; a, a)
em que a dependência nos dados está explicitada através de (a, a.). Sua derivada

com respeito a D (uma derivada com despeito ao espaço amostral) é denotado por

L'(ü.'). Utilizaremos o símbolo / para indicar uma derivada com respeito ao espaço
amostrar. A derivada do vedor encore com respeito a O com a malltido fixo avaliada
em ú é denotado por U'

BarndorR-Nielsen ( 1986, 1991) propôs a estatística da razão de verossimilhanças
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sinalizada modiHcada dada por
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em que a expressão geral para a quantidade 7 pode ser expressa como

7-.ã:/' Ü' :1.4* -/: R
l(71' - z,'l"(Ü')-:l, '

que envolve as derivadas com respeito ao espaço amostrar em U' e L' -- L'. As

notações . . . e l(t' -- }l')T(Õ')':l« denotam, respectivamente, o determinante de

uma matriz quadrada e o elemento do vedor (71' -- [')T(Ü')- ' referente ao parâmet.o

(escalar) I'. Em amostras grandes, a distribuição da estatística da razão de verossi-

milhanças sinalizada modificada (R*) sob a hipótese nula pode ser aproximada pela

distribuição .A/'(0, 1) com um erro de ordem n'3/2. Note-se que esta aproximação
para a estatística R tem erro de ordem n i/2

Para contornar a dificuldade de obtenção das derivadas relativas ao espaço amos-

trar, várias aproximações têm sido propostas. Uma das aproximações foi proposta

por Skovgaard (1996), que fornece aproximações explícitas para (L' -- Z,')T e U'
dadas por

(4.1)

a' - t'y ~ ll-*l . Ü ~ 1 1-~3, (4.2)

sendo

ê' - "«.. {U(«,o) , Z,(wo) L(«,)} «.--,.-, (4.3)

e

Y ' cov«. {U(«,o), U'(«.,)} l«.-a,.-. (4.4)

Desta forma, uma aproximação geral para a quantidade ' dada em (4.1) é

?-.ã-:/:ãt't -" .4. -/: R
IT - :Õ' l,

Novamente, a notação IT-iÕ' 1, denota o elenaent.o do vetou T-lê correspondente

(4.51
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ao parâmetro (escalar) u. Quando não for possível obter ' em (4.1) pode ser uti-
lizado ? em (4.5) para obter a estatística da razão de verossimilhanças sinalizada
modih.cada

AJUSTESPARA A

Ê - R --;logo.

Observe que a aproximação dada em (4.5) pode ser obtida explicitamente e

envolve cumulantes de derivadas do logaritmo da função de verossimilhança até
segunda ordem e duas quantidades não usuais (T e a) relativas ao vedor escore

e a uma diferença de logaritmos da função de verossimilhança, avaliados em dois
pontos diferentes.

A teoria é bastante desenvolvida para o caso em que o parâmetro de interesse

é unidimensional. Bellio e Brazzale (1999) realizaram estudos numéricos bastante

abrangentes confirmando a excelente aproximação normal para a distribuição de
R no caso em que o parâmetro de interesse é unidimensional.

Uma generalização da estatística da razão de verossimilhanças sinalizada modi-

ficada de BarndorE Nielsen para o caso em que o parâmetro de interesse é mul.

bidimensional com propriedades similares ao caso unidimensional é proposta por

Skovgaard (2001). A estatística da razão de verossimilllanças ajustada para o teste
de '7-ío é dada por

"«;-«« (« Ú:.:,
ou sua versão assintoticamente equivalente

2

(4.6)

LR= = LR -- 2\o93. (4.7)

sendo aqui

7 - .l:/: ü, -: .4. :/: .j.p.p --/: j:/: , (4.8)

em que .7 = ./(ã; ã, a). Sob Ho, as estatísticas LR: e .tRl;* são aproximadamente

distribuídas como Xi com alto grau de precisão (Skovgaard, 2001, P. 7). A es-

tatística -L-R;* surge naturalmente do desenvolvimento teórico da generalização e
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pai'ece ser também numericamente melhor do que a sua versa.n ,:,n..i-,.- ..'. , 60

. H
Ut;jazendo as aproximações dadas em (4.2) e (4.9), temos a seguinte aproximação

h40DELOS NÃO-LINEARES

4.3 Modelos não-lineares da família exponencial

n H) Sejam g/: , . . . , g/. variáveis aleatórias independentes, cada qual cole densidade

; :)HHl? !Í :l:.:\ ;:: ==':::a: :: : :lã:::
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«b.;o.,ó.) -.*pl'ó'iz'' o.-ó(o.) -'(y.)j - ] '(w,«'.)} , r- i,...,«, H.ti)

gÇ Õ= n fÇ=e,l3b. (4.12)

em que g(.)ré, uma função conhecida monótona e duplamente diferenciável, Ü -

)"

Admitindo que e(p, de) = S(@'é) + É(yé), a equação (4.11) pode ser reescrita como

«-(yr;oz,ée) 1.-$Í@zd(y.)+s(@g)+f(yg)}) , #- l,...,n,(4.13)

, :
as distribuições s(ér) = --log(@rl.
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Seja L = L(.5,g,o:) o logaritmo da função de verossimilhança de um mode-

lo não-linear na família exponencial definido por (4.13) e (4.12) em algum espaço

paramétrico dado o vetou de observações y = (yl , . . . , y,,)T. Assume-se que a função

1, seja regular com respeito às derivadas em relação aos parâmetros até quarta

ordem (Cox e Hinkley, 1974, Capítulo 9).

O logaritmo da função de verossimilhança do vedor de parâmetros w = ((5T, ÕT,

a2yr . dado o vedor de observações (yl, . . . , g/.), do modelo definido por (4.13) é

'o,õ,«:;«, - ~. '*ba '-.h'd}

e a função escore total é dada por

u - u(õ, p, '') - ([,Ç, q', u.,)", (4.14)

em que

t/. . gJll!:g:e:!© - i I'"®('í + j), uo - e#ÇÜiligli® - x*'a' rv'-:(z/ - É')

1- E

e

u., . e(ç!:Jl?;!@ - ãl, ."»w -* ã,
respectivamente, sendo q', T e y matrizes diagonais de dimensão n x n cujos (ZI, g)-

ésimos elementos são dados, respectivamente, por 'Ór - l/(o-'rnr), Té = dpr/d?7z e

vé = dpr/dOg, q' é uma matriz n x p cuja Zl-ésima linha é dada por alogm(z/, 5)/õ(5T,

.g =(É(Ói), . . . , É(@«))" com É($e) = ds(Ór)/dÓz, € = 1, . . . ,n, . é um veto- de uns

dedimensãon, d=(di,...,d«)v e p=(Hi,. .,p.)T
A matriz de infonTiação total de Fisher (ver Apêndice B) é dada por

i«"'.g.« . Z;""j':' À
o x*"'>:/:1,rõ:/:x* o l (4.is)

-L ."õ:.gQ o -L ."®:.g. l
2o-2 ' ' '' ' 2a4 ' ' '' ,/

S é uma matriz diagonal de dimensão ri x n cujos elementos são dados por

g(Óé) = d:s(@r)/ddr2, W é uma matriz diagonal de dimensão rz x rt cujos elementos

a!.,n{.J
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são dados por mz - (dpz/d77r)2/b, Z = 1, . . . , n e 0 denota matrizes ou vetores nulos

de dimensões apropriadas.

A matriz de informação observada é

Õ't, Ji2
J22
Ji,

(4.16)

em que

J.: - i ü"©.g©Q+©T-N*Q-; l(a+j)"w :'Dlla**l,
J12 ;: ®T©l,,''-i7'.N2X*,

J.; - i:í q'"'D-N.t + iib ü"a'.gõ',
J22 :: X*rW i/2®l,V' i/2X* -- X*vAh©X*

-l(z/ - p)"'pv :a"llx**l,

X* ' 7'V''''}(y - P) ,

.ü"'p. + ãdq '"©j'',

com X** = X**(#) = õ'?/ÕPa/3" e zX** = A**(õ) = õ'm/a.5a.5T, sendo m =

(vni, . . . ,m.)T, representando "arrays" de dimensões n x É x A; e m x p x p, res-

pectivamente. As matrizes M, .Nt , .nb, Ar3 e ,i\h são matrizes diagonais de dimensão

rt x n com (ZI, ZI)-ésimos elementos dados por m( - m(zZ, õ), nlz = (d( + É(Óe))Úg,

n2/ = (yz Hz)/nzé, rz3f ' (yz -- Hz)gr e rz4z = (Z/e -- pz).&, respectivamente, em (;lue

gr e /l? são escaleres definidos por

IdHrdÁt? l d\%rdHzÀ3 . , Idpzdiijl
''' qàã-pÜ ÇR,l ' /'- -üRã,

# = 1, - - . , 7}. Considerando ligação callõnica (é?r = 77z), para a distribuição normal,

temos que u;z :: L$ ;: 7e = 1, 0g = Hr e ./:e :: gz = 0, enquanto que para a dis-

tribuição normal inversa temos que é = U = p?, % = --i/2pii, é?z = --(2Pil) :,
./:f = --3/8#z e gz = 0. Já para a distribuição gama, temos que mr = \4 = pr,
-ré = --p?, é?f = --He , ./:e = --2pil e gZ = 0. Vale salientar que cada elemento das

sublnatrizes em (4.16) foi obtido no Apêndice B e a notação 1 . 11 . 1 reoiesenta

J2a

Ja3
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multiplicação de uma matriz por um "array" , chamado de produto colchete e de-

finido em Wei(1998, p. 188), Bates e Watts (1988) e beber e Wild (1989, p. 691)l
ver Apêndice CI.

Nosso interesse é testar a hipótese nula 7-ío : u - L'o contra a hipótese alternativa

bilateral 7-íi : p # po, em que z.'o é um vetou de dimensão p x l de constantes

especificado. Uma situação particular de interesse é aquela em que a hipótese nula

indica que o modelo é homoscedástico no sentido de que todas as observações têm

a mesma dispersão (HO : õ = '5o). Será dada ênfase a esta situação na Seção 4.4.

Para obter as estatísticas da razão de verossimilhanças ajustadas (LR:) e (LR:* ),

propostas por Skovgaard (2001) e dadas em (4.6) e (4.7), é necessário obter duas
quantidades não usuais relativas ao vetou escore e ao logaritmo da função de ve-
rossimilhança. Estas quantidades são dadas por

q IU(«,o)(L(wo) - L(w))l(4.17)

e

T - E..IU(«,o) t/" (w)l. (4.18)

As quantidades em(4.17) e(4.18) são obtidas no Apêndice E e podem ser escritas

em notação matricial como

iq'Jg.a'.H' - ©d .

X:"Toq' (Qo - 0) '

3h."p
e

l ©lo.j.õ®2
0 il:; wlo..9.'.

X.1 ' %'D(Qo 0) 'T X;"%(Qo - 0)'Dq' X."lro©V-'TX*

Ü."..;.'»" 0 ãb ."..,g.«''
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respectivamente, com O = dias(f?t , . . . , 0«) e o subscrito 0 indica que as quantidades

são avaliadas em uo. Consequentemente, as quantidades ê e T ei-n (4.3) e (4.4)
tornam-se

A 'rA- A

x* rq' (o - o) .

1; ."($ 8)&i'

(4.19)

e

1-
2

0 :L '«;:;:'.
T

x* rq'(o - o) .

ab, ."a;.:i'.

X*"F(Õ Õ)ãÜ X*"fãP-:fX*

;b .-ã:õ' .

(4.20)

respectivamente. Para as distribuições normal e normal inversa. temos s(Óe)
--log(«'f) e, portanto, ,g = (--1/@i, . . . , --l/@.)T e .g = õ-2, respectivamente. Neste

caso, a matriz de informação total de Fisher (/), q, T e a matriz de informação
observada (J) reduzem-se, respectivamente, a

;""" .
0 .X*v©i/2W/©1/2X*l -'(:L:

1-$"$-'ã, 1-z$".
2 2

r
X* ' 7'q'(© - 0).

5b('"õ':8. «)
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-L$"$-:$.
2ã:2 ' ' ''

ií*"p$(õ õ)'

;!-::- ."8 :$.
2a2a2
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0

x* r(o o)q''p x* r4'x*

-L ."8 -ãÜ
28:2 ' ' ' '

0

e

' - (
Jii
Jí:
Jl;

J12

J22
J;;

sendo

Jii

Ji2

Ji3

J22

J23

! «"« * é
Q T©Ar2X * ,

Ú ""'~:' *Ú ."',
x*'w :/:ou' :/:x* - l(z/ p)"'Dllx**l,

x* ' '}(y - P)

l(a + .9)"M': 'Fila"l,

e

Jsa

Para a distribuição gama vimos que s(0€) = --2té€1og($g) -- logo'(@e)} e, por-

tanto, temos que É(Óz) = --2Ílog(@e) +1 -- Ü(Óz)} e g(@e) @Í: +Ü'(Ór)}, em

que @( ) é função digama. Nessa situação, a matriz de informação total de Fisher

(/), Ü, T e a matriz de informação observada (J) pouco se simplificam.

Em suma, para obtermos a estatística da razão de verossiinilhanças ajustada

(Zal;) e sua 'ç'ersão equivalente (LR;*) na classe dos modelos não-lineares da família

exponencial, devemos substituir /, .rl J, U, J@@ e as quantidades Ü' e Y dadas ein

(4.19) e (4.20) respectivamente, na expressão de ? dada em (4.10). Temos que as

matrizes U, / e J são dadas, respectivamente, pelas equações(4.141,(4.15) e(4.16).
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4.4 Resultados numéricos
67

Nesta seção, nosso objetivo é comparar, através de simulações, os desempenhos

de vários testes baseados na estatística da razão de verossimílhanças usual e em

suas versões modificadas. Enfocaremos apenas a situação em que a hipótese nula

de interesse indica que o modelo é homoscedástico (no sentido de que todas as
observações têm a mesma dispersão).

As estatísticas a serem avaliadas são: estatística da razão de verossimilhanças
usual (LR), estatística da razão de verossimilhanças corrigida via correção de Bar-

tlett(') (LR*), estatística da razão de verossimilhanças ajustada (Zal;) dada em

l4.6), sua versão assintoticamente equivalente (-LRl;*) dada em (4.7), estatística da
razão de verossimilhanças perfiladas modificadas baseada na proposta de Cox e

Reid (1987) (L/?«,) e a estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modi-
ficadas corrigida via correção de Bartlett (ZXL). Para o teste de homoscedastici-

dade em modelos normais lineares, as estatísticas Z,R,., l,.R* e .LR. são dadas no

Capítulo 2 em (2.5), (2.6) e (2.7), respectivamente. Já para os modelos no.mais

não-lineares, as estatísticas LR« e LR;. são dadas em (3.7) e (3.8), respectiva-
mente. Note-se que a correção de Bartlett para a estatística Z,.r?. tem a mesma
forma quer seja o modelo linear ou não-linear.

Inicialmente, temos como objetivo analisar a influência do número de parâmetros

de perturbação (k + 1), do número de parâmetros de interesse (p), do tamanho da
amostra (n) e da distribuição das covariadas nos desempenhos dos testes e com-

para-los entre si. Os desempenhos são avaliados em função da proximidade da

probabilidade de rejeição da hipótese nula, sendo esta verdadeira (probabilidade

do erro tipo 1), aos respectivos níveis nominais. Avaliamos também o poder dos
testes em estudo sob algum-nas situações. Adicionalmente, foram considerados as-

pectos de robustez dos testes de heteroscedasticidade. Comparamos a média, a

variância e quantia amostrais das estatísticas citadas acima com as quantidades

(2) Esta estatística somente será considerada para o modelo linea!-
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correspondentes da distribuição de referência e avaliamos os tamanhos empíricos
dos testes para valores bem pequenos do nível nominal.

Os resultados numéricos baseiam-se nos seguintes modelos:

Z/z=#i+Õazg2+ -.+/3kzék+ uz, Zl= 1,...,n,(modelo l)

Z/e = 0i +expÍÕ2zr2} +)l.#jzzj +uz, Zl= 1,. ..,n,(modelo 2)

em (lue uz ' .V(0, o-:expl'51 zri + . . . -+ .5. zr,}), Cov(ug, u«) = 0 para todo é # nt.

A hipótese nula considerada é 7-ío : (5t = . . = (5P = 0 indicando assim que o modelo

é homoscedástico. A variável resposta foi gerada assumindo que Di = . . . = Pk = 1,

o-2 - l e diferentes valores de p e h foram considerados. Note-se que o modelo l é
linear, ao contrário do modelo 2.

As covariadas ze, . . . , zk foram geradas como amostras aleatórias da distribuição

Z/(0, 1). Quando p < k, a matriz Z foi construída usando as colunas 2, . . . ,p +

l de XI quando p a: k, as colunas extras de Z foram criadas usando amostras

independentes da distribuição Z/(0, 1).
O número de réplicas foi fixado em l0.000(3) e foram considerados os seguintes

níveis nominais: a=10%, 5%, 1% e 0,5%. As simulações foram realizadas usando a

linguagem de programação matricial 0x (Doornik, 2001).

Para cada tamanho da amostra e cada nível considerado, calculamos as taxas de

rejeição de cada teste, isto é, estimamos, via simulação, P(LR a: z..), P(LR* > z«),

p(L.ft« a: «..), P(-LR= ?: z..), p(LR: a: ".*) e P(-L-R;* a: :«.), em q« :«. é o
quantil (l -- cv) da distribuição Xil. Todas as entradas das tabelas apresentadas

correspondem a porcentagens, com exceção das Tabelas 4.5, 4.6, 4.11, 4.14, 4.15 e

k

:3J

4.20

e

4.4.í hfodelo normal livtear

Os resultados de simulação apresentados aqui baseiam-se no modelo de re-

gressão normal linear (modelo l).

(S) As Tabelas 4.!] e 4.20 apresentam os resultados de simulação em que o número de réplicas foi fixado em
100,000. ou sela. ]0 vezes mais réplicas do que nas simulações anteriores
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A Tabela 4.1 apresenta os tamanhos observados dos testes para a situação em

que m = 40, p = 1 e diferentes valores para A; foram considerados (A = 2, . . . , 8).

Claramente, podemos observar que o desempenho do teste baseado na estatística

da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas (L/?«) é bem melhor do que
o do teste baseado na estatística da razão de verossimilhanças (Z,R) , considerando
ambos sem correção de Bartlett. Notamos ainda que o número de parâmetros de

perturbação (k + 1) tem impacto considerável sobre a aproximação por X2 para

as distribuições das estatísticas /,R e -LR*. Para A = 8 e a = 5%o, por exemplo,

ambos os testes são liberais apresentando taxas de rejeição de 13,5% e 7,8%, res-
pectivamente, bem maiores portanto que o nível nominal. Este fato é bem mais

marcante no caso da estatística /,.R do que no caso da estatística Z,R*, pois a

correção de Bartlett aplicada à estatística da razão de verossimilhanças atenua a
tendência do teste em rejeitar demais a hipótese nula, porém não o bastante. O

teste baseado na estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas

(-L&n) é conservativo pois exibe taxas de rejeição menores que os níveis nominais.

enquanto que o teste baseado na estatística da razão de verossimilhanças perfiladas

modificadas corrigida (Z,R«) introduz uma coireção na taxa de rejeição produzindo

taxas de rejeição mais próximas do !-cível nominal do teste. Os testes baseados nas

estatísticas da razão de verossimilhanças ajustadas Z,.R: e -LR:* tiveram melhor
desempenho do que os testes baseados nas estatísticas Z,R e .LR*, apresentando

taxas de rejeição mais próximas dos níveis nominais. E interessante notar que o
impacto do número de parâmetros de perturbação é bem menos marcante nos tes-

tes baseados nas estatísticas J.,R., ].,R;., l,R:* e Z,R.. Para estes testes, quando o

número de parâmetros de perturbação aumenta, as taxas de rejeição permanecem

mais estáveis em relação aos respectivos níveis nominais do que quando os testes

são baseados ]-la estatística da razão de verossimilhanças original (J,R) e na sua
versão corrigida (LR*). Para a mesma situação (k = 8 e a = 5%), as taxas de re-

jeição do teste da razão de verossimilhanças perfiladas modihcadas, de sua versão
corrigida, da razão de verossimilhanças ajustada e de sua versão assilltoticamente

equivalente são 4,5%, 4,9%, 5,4% e 4,9%, respectivamente. Entre as estatísticas

69
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J.,R. e L-nl, aquela que produz melhor teste é LR. e, entre as estatísticas LR= e

J,R:*, aquela que produz melhor teste é LR.*. Já entre as estatísticas Z,R=, e LRl=*.

uma ordenação não é tão evidente, pois as mesmas produzem testes com desempe-

nhos muito semelhantes. As conclusões anteriores também se verificam para outros

níveis nominais, até mesmo para níveis nominais muito pequenos.

A Tabela 4.2 contém resultados para a situação em que p = 2, m = 40 e k =
2, . . . , 8. Notamos que os comportamentos dos testes foram bastante siinílares aos

obtidos no caso unidimensional (p = 1) e as conclusões obtidas na Tabela 4.1

também se verificam aqui. Como uma ilustração, quando k = 7 e a = 5%, as

taxas de rejeição dos testes baseados em L-R, Z,R*, Z,R., .Lal, Znl; e LR=* são,
respectivamente, 16,9%, 9,2%, 4,5%, 5,0%, 5,6% e 4,9%.

Na Tabela 4.3 6xamos n = 40, k = 5 e diferentes valores para p, o número
de parâmetros de interesse, foram considerados (p = 1, . . . , 8). Os desempenhos
dos testes foram bastante similares aos obtidos no caso do aumento de #. Os tes.

tes que tiveram suas taxas de rejeição mais afetadas pelo aumento do número de

parâmetros que deHnem o comportamento de heteroscedasticidade foram o teste

da razão de verossimilhanças e o teste da razão de verossimilhanças corrigido por

correção de Bartlett. Os demais testes apresentaram desempenhos razoáveis, pos-

suindo tamanhos empíricos mais estáveis em relação aos respectivos níveis nomi-

nais. Para p = 5 e cv = 5%, a taxa de rejeição do teste da razão de verossimilhanças

original excede 16,0%, isto é, aproximadamente três vezes maior que o nível nominal

considerado, enquanto que as taxas de rejeição dos testes baseados nas estatísticas

LR*, Z,R., Z,R=, J.,.nl; e L-R:* são 8,5%, 4,4%, 5,0% 5,5% e 4,9%, respectivamente.

As conclusões anteriores obtidas a partir das Tabelas 4.1 e 4.2 também se verificam
aqui

Na Tabela 4.4, fixanaos o valor de p em 2 e variados o tamanho da amostra

In = 30, 35, 40, 45, 100) para À; = 5. Claramente, conforme cresce o tamanho da

amostra, as taxas de rejeição de todos os testes aproximam-se dos respectivos níveis

nominais. Além disto, observamos que o teste baseado na estatística da razão de
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verossimilllanças (LR) é liberal até mesmo para n - 100. As conclusões anteriores

tiradas a partir das Tabelas 4.1 a 4.3 também podem ser verificadas aqui.
Na Tabela 4.5 apresentamos comparações da média e da variância das estatísticas

Z,R, Z,R*, -L.R«, Z,B;, Zal;, Z.,Xl:* e da distribuição X2, para o caso em que n = 40.

p = 2 e Ã; = 5. Os resultados desta tabela mostram que as estatísticas Z.,R=, L.R.*
e Z,.nl apresentam médias e variâncias mais próximas da média e da variância

da distribuição de referência (X2) do que a estatística L/?.. Por outro lado, essas

medidas para L-R e /,R* excedem as da distribuição X2. Este mesmo comportamento

foi observado na Tabela 4.6 ao comparar os quantis amostrais de Z,R, Z,R*, Z.,ri! ,
Z,.nl, .LR; e LR:* com os da distribuição X2. Por exemplo, para o quantil de ordem

90% temos que as estatísticas Z,,nl, /,.R:*, LR. e LR., nesta ordem, apresentam

quantas mais próximos aos quantas da distribuição X2, enquanto que os quantas
amostrais de Z,R e Z,R* excederam os da distribuição Xil.

Na Tabela 4.7 são apresentados resultados de simulação obtidos com diferentes

configurações para as covariáveis. Fixamos n ::; 35, P -: 2, k = 5 e gerimos valores

para as covariadas como amostras aleatórias das seguintes distribuições: Z/(0, 1),
LN(0, 1) (1og-normal padrão), t3 e X:. Podemos observar que as configurações
amostrais das covariadas parecem ter impacto considerável sobre os tamanhos

empíricos dos testes. Os testes baseados nas estatísticas da razão de verossiini-

Ihanças (L-R) e em sua versão corrigida (J.,R*) apresentaram-se ainda mais liberais

do que quando as covariadas foram obtidas de uma distribuição Z/(0, 1), enquanto

que os testes baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças perfiladas

modificadas (-t/?m), na razão de verossjmilhanças perfiladas modificadas corrigida
(LRL) e na razão de verossimilhanças ajustada (Zal;*) mostraram-se conservativos

e o teste baseado na estatística (LR.) apresentou taxas de rejeição ligeiramente

acima do nível nominal. Por exemplo, para p - 5, Q = 5%, covariadas LN(0, 11,

temos que a taxa de rejeição do teste da razão de verossimiihanças original é 30,6%.

ou seja, é seis vezes maior o nível nominal considerado, enquanto que as taxas de

,'." -,'" 'D" . ','' «.spec'"''.'. '"*, ''«, "';,, '':: . '':* ;ã. ,,,",
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A Tabela 4.8 apresenta resultados de simulação obtidos sob a }-hipótese alternativa

jlieteroscedasticidade) para rz - 40, p = 2, k = 5, Q = 5% e diferentes valores de

(JI = ci2 ::; õ com (i variando de 0,0 a 3,5 foram considerados. São desconsiderados

os testes que nas simulações de tamanho mostraram-se liberais, ou seja, aqueles
que apresentaram, sob 7ío, taxas de rejeição superiores aos níveis de significância

nominal. São eles os testes baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças

original (LR) e em sua versão corrigida (/,R*). Então, comparamos os poderes dos

testes baseados nas estatísticas Z,R., í,.nl, Z,R= e L.R:*. Podemos observar que

os poderes dos testes baseados em Z,.l?. e ZXL são bem semelhantes, o mesmo

ocorrendo com os poderes dos testes baseados em Z,.R: e LR:*. Notamos uma

leve vantagem para os testes baseados nas estatísticas J.,XL e LR;*, uma vez que
apresentaram menor distorção de tamanho. Clomparando os poderes dos testes

baseados nas estatísticas -t-nh e LR:*, podemos afirmar que têm desempenhos
bem semelhantes.

Avaliamos também a robustez dos testes de heteroscedasticidade sob má especi-
ficação da função cedástica. Inicialmente, consideramos a omissão de covariáveis em

Z, porém, com a escolha correra da função cedástica. Gerimos dados para o caso em
que mr = exp(.5lz l +õ2z/2 +(53zZa) com rz = 35, h = 5, covariáveis uniformes e erros

normais. Para efeito de se estimar os parâmetros e obter as estatísticas dos testes

de l-Leteroscedasticidade, assumimos (incorretamente) que mc = exp((iizri + õ2zz2)

(p = 2). Em segundo lugar, consideramos a escolha incorrera de uma covariável

em Z, porém, com a escolha correra da função cedástica. Geramos dados para os

casos em que mr = exp('5izgi), me - exp(õlzci + .52zg:) e mz = exp('5lzgl + .52v'liã)

com n = 35, k = 5, covariáveis uniformes e erros normais. Novamente postulamos,

erroneamente, que mz = exp((5izZI + (52zr2). As Tabelas 4.9 e 4.10 apresentam re-

sultados de simulação obtidos sob a hipótese nula (õ = 0) sob a hipótese nula e sob

a hipótese alternativa (heteroscedasticidade) para alguns valores de .5 e a = 5%.

Analisando as Tabelas 4.9 e 4.10, observamos que não há indícios de que a
omissão de uma covariável prejudique o desempenho dos testes de heteroscedasti-

cidade. Os poderes dos testes te1ldem a ser ligeiramente maiores no caso em que
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se omite uma covariável em Z do que quando não se omite. No caso em que a
covariável z2 em Z é mal especificada, observamos que os poderes dos testes são

ligeiramente maiores quando utilizamos o quadrado desta covariável, enquanto que

os poderes dos testes tornam-se ligeiramente menores quando utilizamos a raiz

quadrada da mesma variável. Todavia, no caso em que não utilizamos a covariável

(z2) observamos que ocorre uma diminuição razoável nos poderes dos testes.

Na Tabela 4.11 apresentamos os resultados de simulação de 100.000 amostras

de Monte Clarlo, ou seja, 10 vezes mais réplicas do que nas simulações anteriores.

O uso de um número maior de réplicas permitirá avaliar os tamanhos empíricos
dos testes para valores bem pequenos do nível nominal. A Tabela 4.11 mostra o

número de rejeições para os diferentes testes (baseados em LR, LR*, /.,R«, LRm,
J.,R: e tPl;*) com níveis nominais variando de 0,01% a 50% para o modelo normal
linear em que n = 40, p = 2 e k = 5.

Da Tabela 4.11, observa-se que no extremo da cauda da distribuição X! (que
corresponde a tomar níveis nominais bem pequenos), as diferenças relativas entre

as taxas de rejeição empíricas do teste da razão de verossimilhanças e os níveis no-

minais correspondentes são extremamente elevadas, ao contrário do que ocorre na

região mediana da distribuição. Por exemplo, se a :: 0, 01, essa diferença relativa é

de 1050% ((115 -- 10)/10 x 100%), enquanto que, para o' - 0, 5 esta diferença é de

apenas 18% ((58929 -- 50000)/50000 x 100%) . Tal diferença é menos acentuada para

a estatística da razão de verossimilhanças corrigida (LR*) . Para as duas situações

citadas acima, as diferenças relativas são de 180% ((28 -- 10)/10 x 100%) e 5%

(152507 -- 50000)/50000 x 100%), respectivamente. E interessante notar que esta
discrepância é bem menor para as outras estatísticas consideradas. A estatística

LR;*, por exemplo, apresenta diferenças relativas para a - 0, Ol% e cv = 50% de

--10% ((9 -- 10)/10 x 100%) e --2% ((48847 -- 50000)/50000 x 100%), respectiva-
mente.

A Figura 4.1 apresenta o gráfico das discrepâncias relativas entre os quantis

amostrais e o quantas assintóticos das estatísticas dos testes contra os quantas

assint.éticos. Mais precisamente, denotando por ST a estatística do teste (l,R,
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Z,R*, .LR«, LR=, .L.nl: ou L.R:*, conforme o caso), o quantia amostrar de ordem

(l -- a) do conjunto de valores simulados da estatística do teste sendo denotado por

ST(l -- CE) e o corresponde quantil da distribuição X2 sendo denotado por À.!(l -- a);
a discrepância relativa é definida como

!r(1 - '«) - À.!(l - a)
xã(l - a)

Quanto mais próxima da ordem:fada zero a curva estiver, melhor é a aproximação

assintótica utilizada no teste. Ana.pisando a Figura 4.1, é interessante notar que,
para todos os testes, as curvas de discrepâncias de quantas são próximas de linhas

netas paralelas ao eixo horizontal de ordenada zero. Tais discrepâncias permane-
cem, portanto, aproximadamente estáveis, no entanto, em patamares diferentes. As

disco'epâncias relativas de quantas para a estatística da razão de verossimilhanças
usual (LR) e sua versão corrigida (/,R*) apresentam-se em torno de 32% e 9%,
respectivamente, o que confirma que tais testes são liberais. Por outro lado. a

estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas (É/?,,,) apresenta

discrepância de quantia em torno de --4% (teste conservativo). Finalmellte, as es-

tatísticas Z,R=, Z,Rl; e Lal;* apresentam curvas de discrepâncias de quantas bem
próximas da ordenada nula.

A Figura 4.2 apresenta o gráfico das discrepâncias relativas entre níveis des-
critivos (p-valores) dos testes e os níveis descritivos assintóticos contra os níveis
descritivos assintóticos. Tal discrepância relativa, para um valor z observado da
estatística ST, é definida por

[lfr > :«) - p(xg > «)
]:'(x: > «)

A Figura 4.2 mostra claramente que, quando se caminha em direção ao extremo da

cauda da distribuição X2 de referência, as discrepâncias relativas de níveis descri-

tivos para o teste da razão de verossinlilhanças tendem a crescer rapidamente. Tal
discrepância no extremo da cauda é bem menos acentuada, mas ail-tda considerável.

para o teste baseado na estatística da razão de verossimilhanças corrigida (Z,n'*)
A discrepância é bem me110r para os outros testes
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Tabela 4.5 JI/adia e uahárzcea da X:, LR, Z.,.R*
norma/ /Irzear corri n = 40, p = 2 e k = 5.

LR., LR;., LR. e LR. Made\o

hvl.ear com rl = 40, p = 2 e k = 5. ' J.,nT,., LR= e LR. - ]Wodelo normal

  a (%o)  
30 l 13,2 7,5 4,1 4,5 5.3 4.6

4,6 1,7 0,7 0,8 1.0 0.8
2,8 0,9 0.3 0.4 (].s n 4

35 l 12,8 7,4 4,1 4,7 5,5 5.0
4,2 1,9 0,7 0,8 1,1 1.0
2,5 1,0 0.3 0.4 (].fi n ';

40 l l0,8 6,3 4,5 4,9 5,3 4.9
3,1 1,5 0,9 1,0 1.1 1.1
1,9 0,8 0,5 0.5 0.fi n s

45 T l0,5 6,6 4,4 4,8 5,0 4.8
3,1 1,4 0,7 0,9 1.0 0.9
1,9 0,8 0.4 0.5 í].5 n 4

  l 6,2 5,0 4,6 4,8 4,8 4.8
1,6 1,0 0,9 1,0 1.0 1.0
0,8 0,5 0,4 0.4 0.4 n 4

momentos

54 4,092

média
variância

quantia (%)

4,6 6,1 5,0 4,5 4,6 4,7 4.6
6,0 8,0 6,5 5,8 6,0 6,1 6.0
7,0 9,3 7,6 6,7 6,9 7.0 6.9
9,2 12,3 10,1 8,9 9,2 9,5 9.3

85,0
90,0
95,0
97,0
99,0
99,5
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Tabela 4.10 Poder dos testes - À/odeio postulado. rzormaZ /{rzcür cariz ri

exp(õiz 1 + õ2zé2), É; = 5 e a = 5%.

35, 17zz

Tabe[a 4.11 Número de re.feições em ]00.000 amostras de Monte C'ar/o - Modelo
rzormaZ Zámear corri rz = 40, p = 2 e À; = 5.

  especificação correra
zltz = exp(5lzZI + õ2zz2)

má especificação
"''. (.5lz-)

Õ LR. Liih LTQ LIÇ LTÇ. Ln:.. Lrq,. Ln='

 
3,8 4,5 5,0 4,4
9,3 10,3 11,2 10,6
18,6 20,2 18,5 17,0
46,4 48,2 50,8 49,7
69,7 71,6 71,9 70,2
87,7 88,5 87,5 85,7
98,5 98,7 98,4 98,1
99,1 99,2 99,2 99,1

3,8 4,5 5,0 4,4
6,1 7,0 7,4 6,7
9,3 10,2 10,1 9,0

27,7 29,2 31,2 30,3
42,0 44,1 44,4 42,2
75,3 76,7 75,7 74,1
81,7 82,9 82,6 80,9
84,9 90,2 92,2 91,9

  má especificação
mz. = exp( 5iz.l + .52y'2B)

má especificação
m. = exp(.5tz*l + .52zà)

Õ Lih Lrh Lrq LKT LR« Ltl Lrq LTÇ

 
3,8 4,5 5,0 4,4
8,2 9,2 10,1 9,4
14,3 15,5 14,5 12,9
37,5 39,5 41,9 41,0
60,2 62,1 62,7 60,8
83,6 84,5 83,1 81,1
96,2 96,6 96,0 95,3
97,5 97,7 97,9 97,6

3,8 4,5 5,0 4,4
9,4 10,5 11,5 10,8
21,0 22,7 21,1 19,3
48,9 50,5 52,8 52,0
71,9 73,3 73,8 72,2
87,9 88,7 87,8 85,9
99,1 99,2 99,1 98,9
99,6 99,6 99,6 99,6

a (%) excito LR Ln LR. LKL LiG LTÇ

 

50000 1 58929 52507 48482 49647 49979 48847
15000 1 23789 17414 13934 14858 15332 14630
100001 17655 12002 9252 9931 10327 9785
5000110521 6358 4536 5003 5262 4938
3000 1 7124 4043 2676 3022 3237 2998
1000 1 3131 1510 850 1009 1132 1031

500 1 1942 804 444 513 572 523
100 L 580 198 83 106 125 107
50 1 358 109 40 50 60 54
10 i 115 28 8 12 14 9
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Figura 4.1 G'r({/Íco das dZscrepánc as re/af uas de quantia
coza n = 40, p = 2 e A = 5.
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4.4.2 Modelo n,ormat n,ão-linear
83

Os resultados de simulação apresentados aqui baseiam-se no modelo de re-

gressão i-lorma] não-linear (modelo 2) dado no início da Seção 4.4.

As Tabelas 4.12 e 4.13 apresentam os tamanhos dos testes para a situação em

que n :: 40 com p:: 2 e k -: 2,...,5 e com k = 5 e p::: 1,...,5, respectiva-

mente. Os comportamentos dos testes foram similares aos observados no caso do

modelo nora-nal linear. De forma bem resumida, concluímos que os testes baseados

na estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas corrigida (Z.,RL)

e nas estatísticas da razão de verossimilhanças ajustadas (ZR:* e Z,R:) produzem
taxas de rejeição sob Ho mais próximas do nível nominal do que os testes basea-

dos na estatística da razão de verossimilhanças (L-R) e na estatística da razão de

verossimilhanças perfiladas modificadas (.L/?«). Novamente, o teste da razão de
verossimilhanças apresenta-se consideravelmente liberal.

Na Tabela 4.14 apresentamos as comparações da média e da variância das es-

tatísticas Z.,R, ,L/?., ZR=, .L.R; e ZR:* e as mesmas medidas da distribuição Xg
para o caso em que n = 40, p = 2 e À; = 3. Os resultados desta tabela mostram

que as médias das estatísticas .LR: e Z,RL são bem mais próximas da média de

uma variável Xi do que as estatísticas Z,Xl;* e L/?., nesta ordem. Adicionalmente.

as variâncias da estatísticas Z,Rl;* e Z,R. são mais próximas da variância de uma

variável X! do que as estatísticas Z,Rl; e L/?., nesta ordem. Sil-nilarmente ao caso

linear, essas medidas para Z'R excedem as da distribuição Xg. Este mesmo com-

portamento foi observado na Tabela 4.15 ao se comparar quantis amostrais de LR.
tA., LR., l,R: e L.R;* com os da distribuição Xg.

Na Tabela 4.16, fixamos o valor de p em 2 e variamos o tamanho da amostra

In = 30,35,40,45) pa.ra A - 3,5. Claramente, conforme cresce o tamanho da

amostra, as taxas de rejeição de todos os testes aproximam-se dos respectivos
níveis nominais. Porém, mesmo para rz - 45, observamos que o teste da razão de

verossimi[hanças original é liberal. Poi exemplo, para este tamanho de amostra

com À; = 5 e a=10% tei-nos que sua taxa de rejeição excede 15%, enquanto que
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as taxas de rejeição dos testes, que se baseiam nas estatísticas Z,]?., .CXL, l,R.
e LR:*, são 9,1%, 9,6%, 10,0% e 9,7%, respectivamente. As conclusões anteriores

tiradas a partir das Tabelas 4.12 e 4.13 também se verificam aqui.

Na Tabela 4.17 são apresentados resultados de simulação para n = 35, p = 2

e Â; = 5. As covariadas foram obtidas das seguintes distribuições: Z/(0, 1), ts e Xg
Novamente, podemos observar que configurações amostrais das covariadas parecem

ter empa.cto considerável sobre os tamanl-tos empíricos dos testes.

Da mesma forma que no caso norma! linear, também avaliamos a robustez dos

testes de heteroscedasticidade à escolha inadequada da função cedástica. As Ta-

belas 4.18 e 4.19 apresentam resultados de simulação obtidos sob a hipótese alter-

nativa (heteroscedasticidade) para alguns valores de (5 e a = 5%. Analisando as

tabelas, concluímos que os desempenhos dos testes foram semelhantes ao caso do

modelo de regressão normal linear, ou seja, observamos que não há indícios de que

a omissão e a má especificação de uma covariável em .Z prejudique o desempenho
dos testes de heteroscedasticidade.

Analogamente ao caso normal linear, avaliamos os tamanhos empíricos dos tes-

tes para uma ampla gama de valores do nível nominal (de 0,01% a 50%) para o
modelo normal não-linear em que n -: 40, p ::: 2 e k = 3. As simulações para
esta situação foram baseadas em 100.000 amostras. Da Tabela 4.20, observa-se

que n& cauda da distribuição X!, as discrepâncias relativas entre as taxas de re-

jeição empíricas do teste da razão de verossimilhanças e os níveis nominais cor-
respondentes são muito elevadas, ao contrário do que ocorre na região mediana

da distribuição. Por exemplo, se a = 0, Ol%, essa diferença relativa é de 580%

l(68 -- 10)/10 x 100%), enquanto que, para a' - 50% esta diferença é de ape-
nas 12% ((55768 -- 50000)/50000 x 100%). É interessante notar que esta dis-
crepância é bem menor para as outras estatísticas consideradas. A estatística

LRl;*, por exemplo, apresenta diferenças relativas para a = 0,01% e a = 50%

de 20% ((12 -- 10)/10 x 100%) e --3% ((48743 -- 50000)/50000 x 100%), respec-

tivamente. Por outro lado, a estatística Z,RL, por exemplo, apresenta diferenças
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relativas para a ' 0,01% e a = 50% de 20% ((12 -- 10)/10 x 100%) e --0 4%

((49778 -- 50000)/50000 x 100%), respectivamente.

A Figura 4.3 apresenta o gráfico das discrepâncias relativas entre os quantia
ainostrais e o quantas assintóticos das estatísticas dos testes contra os quantas
assintóticos. Analisando a Figura 4.3, novamente observamos que, para todos os

testes, as curvas de discrepâncias de quantia estão próximas de linhas regas parale-

las ao eixo horizontal de ordenada zeros tais discrepâncias permanecem, portanto,

aproximadamente estáveis, no entanto, em patamares diferentes. A discrepância de

quantia para. a estatística da razão de verossimilhanças original (Z,R) apresenta-se
em torno de 20%, o que confirma que este teste é liberal. Por outro lado, a estatística

da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas (LR«) apresenta discrepância

de quantil em torno de --4%, o que confirma que este teste é conservativo. Final-

mente, as estatísticas Lal, LR: e -LR:* apresentam curvas de discrepâncias de
quantas bem próximas da ordenada nula.

A Figura 4.4 apresenta o gráfico das discrepâncias relativas entre níveis descriti-

vos (p-valores) dos testes e os níveis descritivos assintóticos contra os níveis descri-

tivos assintóticos. Analisando a Figura 4.4, novamente observamos que, quando se

caminha em direção ao extremo da cauda da distribuição X2 de referência, as dis-

crepâncias relativas de níveis descritivos para o teste da razão de verossimilhanças
tendem a crescer rapidamente. Tal discrepância é bem menor para os outros testes.
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momentos
média

variância

2

2 0nn
4,000

LR,. Z.,p*'''m

5,970 3,727 4,003
1,986 1,947
4,104 4,056

l.inear com n, 4Q, h = 3 e p= 2. ' LR: e tRT - Modelo normal não-

Tabela 4.16
2 e k = 3,5

30

35

45

quantas (%)

4,6 5,5 4,4 4,6 4,6 4.5
6,0 7,1 5,7 5,9 6,0 5.9
7,0 8,4 6,7 7,0 7.0 6.9
9,2 10,8 8,8 9,1 9,2 9.2

85,0
90,0
95,0
97,0
99,0
99,5
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Tabela 4.19 Poder dos destes - Morte/o postulado. norma/ não-linear com n = 35,
nlz = exp(.5izzi + õ2zr2), k = 3 e a = 5%.

Tape\a, 4.'20 Número de rejeições em 100.000 amostras de Movtte Clarão - Modelo
nomrzaZ rido-linear com rl :: 40, p = 2 e k :: 3.

a yo exato LR LR. Lrt Ll{ LnT
50 l 50000 1 55768 48536 49778 48744 48743
15 l 15000 l 20333 13944 14887 14765 14764
ioltoooolt447s 9191 10016 9944 9943

5 l 5000 1 8170 4457 493s 4989 4988
3 l 3000 1 5307 2647 296s 2963 2962
1 1 1000 1 2138 834 990 997 996

0.5 l 500 l 1200 428 s31 523 522
o.] l 100 1 342 77 98 100 99

o.05 l se l 204 40 51 52 51

o.OI l 10 1 68 10 12 13 12

Õ

especificação correra
rlzz = exp(5tzrt + 52zg2)

má especificação
nt. = exp(õlzÉI )

LR- LKh Lnh Lru LR. LFi;.. LRka LnT

 
4,5 5,1 5,4 5,1
11,8 12,6 12,8 12,5
22,6 24,1 23,7 23,1
52,6 54,2 54,5 54,2
78,0 78,9 80,6 80,6
91,2 91,9 91,6 90,6

4,5 4,9 5,3 5,1
8,9 9,8 9,5 9,2
20,1 21,2 21,6 21,4
43,1 45,0 46,3 45,9
62,9 65,0 65,4 64,5
89,9 90,4 90,5 90,6

 

  má especificação l
mz. = exp('5tztt + 52vE;!T]

má especificação
m. = exp(5iz.l + 52zà)

Õ L-n. Lx;. Lxl; -cRl;* l LR- H:i;.. Llfq. Ut+a+

 
4,5 5,0 5,2 5,0 t
9,4 10,4 10,4 10,1 l
27,3 28,7 30,3 30,1 l
36,9 39,0 41,3 40,5 l
60,5 62,6 66,6 66,2 l
89,7 90,4 90,5 90,0

4,6 5,0 5,3 5,1
32,1 33,5 29,3 27,9
54,4 56,2 58,1 57,0
92,5 93,3 90,8 88,8
98,9 99,1 98,5 98,2
100,0 100,0 100,0 100,0
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Figura 4.3 Grá»co das d screpánc as re/at uas de quartéis Mlodelo normal não

/arear com n = 40, p = 2 e É = 3
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Finali-nente, cabe um comenta.rio acerca da robustez dos testes à não-normalidade

da variável resposta. Um breve estudo de simulação para os dois modelos, omitido

aqui, sugere que todos os testes considerados são sensíveis à ausência de normali-

dade, apresentando tamanhos ei-npíricos bem superiores aos correspondentes níveis

nominais. No entanto, as distorções de tamanho são bem menores para os testes

ajustados do que para o teste da razão de verossimilhanças original.

Resumindo, em todas as situações observamos que o teste da razão de verossimj-

Ihanças (baseado em Z,R) é muito liberal, apresentando taxas de rejeição sob Ho

bem acima dos níveis nominais, enquanto que o teste da razão de verossimilhanças

corrigido (baseado em l,.R*) apresenta taxas de rejeição mais próximas dos níveis

nominais, porém ainda acima deste. Por outro lado, o teste da razão de veros-

similhanças perfiladas modificadas (baseado em Z,/?.) foi eficiente em corrigir a
distorção de tamanho do teste original mas apresenta taxas de rejeição considera-

velmente abaixo dos níveis nominais. A cor!-eção de Bartlett aplicada à estatística

LA. proporciona ao teste i'esultante (baseado ein Z,XL) uma l-naior redução na
distorção do tamanho, produzindo taxas próximas dos níveis nominais. Os testes

baseados nas estatísticas Z.,Rl;* e Z,.R. produzem taxas de rejeição mais próximas dos

níveis nominais do que os testes baseados nas estatísticas Z,R e Z.,.R*. Comparando

os testes baseados em l,R= e Z,R:* com o teste da razão de verossimilhanças per-
filadas modificadas corrigido (baseado em Z.,RL), podemos observar que os testes

que usam as estatísticas tRL e .L.nl;* têm desempenhos bem semelhantes e ligeira-

mente melhores que o teste baseado em Z,.Rl;. Dentre todos os testes apresentados.

os que mais se destacaram foram os testes da razão de verossimilhanças perfiladas

modificadas corrigido (baseado em Z,RL) e o teste da razão de verossimilhanças
ajustado (baseado em Z,-R;*).

Concluindo, os resultados das simulações obtidos para os dois modelos conside-

rados sugerem que a estatística da razão de verossimillaanças original e saia versão

corrigida utilizadas em conjunto com uma aproximação por X2 podem produzir

inferências inadequadas em amostras pequenas ou mesmo de tamanho moderado.

enquanto que as estatísticas Z,R., Z,XL, Z.,al;* e Z,R. podem ser utilizadas para
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obter testes mais precisos em amostras finitas. Destacamos o excelente desempenho

dos testes da razão de verossimill:Lanças perfiladas modificadas corrigido (baseado

em ZR;.) e da razão de verossimilhanças ajustado (baseado em ÉR;*). Vale sa.

lientar que o teste baseado em Z,R:* apresenta algumas vantagens em relação ao
teste baseado em Z,R;,, a saber: é invariante segundo reparametrizações da forma

(z', d') -----' (p, ((I', d')), não necessita maximizar uma função de verossimilhança

perfllada modificada e também não requer ortogonalidade entre os parâmetros de

interesse e os de perturbação. Enfatizamos também que, para a estatística Z.,R:l*. o

ajuste é aplicado diretamente à estatística da razão de verossimilhanças enquanto

que o ajuste de Cox e Reid (1987), ao contrário, é aplicado à função de verossimi-

Ihança períilada, a qual deve se] maximizada sob o modelo restrito e irrestrito para,

posteriormente, obter-se a estatística ajustada. A estatística Z,R:* envolve cumu-

lantes de derivadas do logaritmo da função de verossimilhanças até segunda ordem.

enquanto que a estatística Z,XL requer cumulantes de derivadas do logaritmo da
função de verossimilhanças até quarta ordem.

4.5 Aplicações

Apresentamos a seguir aplicações dos resultados das senões anteriores a quatro
conjuntos de dados(4)

4. 5.1 E=empto l

Este exemplo refere-se a serviços de manutenção e reposição de latas e garrafas

de bebidas em máquinas de venda automáticas. A variável resposta Z/ é o tempo (em
minutos) gasto no serviço, as Covariadas z2 e za utilizadas são, respectivamente. o

número de bebidas estofadas e a distância percorrida (ein pés)l ver Apêndice F.
Utilizamos o seguillte modelo:

y/=/7i-F z2Õz+ zmD3+uz, él'1,...,23.

Os exempjss c.amiomitidas conforme descrüoosesambém nas Seções 2.5 e 3.6. Nos exemplos l e 2, algumas
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Assumimos que uz -- .V(0, a2 expÍzr2õl + zz3õ2}) e Cov(uZ,u.) = 0 para todo

ZI / m. Testamos a hipótese H. : (i: = õ2 = 0 (indicando homoscedasticidade)

contra uma alternativa bilateral (heteroscedasticidade). Para este teste, temos que
Z,E = 4, 825, 2.,R* = 3, 717, tA« = 4, 126, Z,RL = 4, 352, .t.nl; = 3, 396 e Z.,R:l* -

3, 271 conduzem aos respectivos níveis descritivos 0,090, 0,156, 0,127, 0,113, 0,183

e 0,195. A hipótese nula é rejeitada ao nível nominal de 10% quando o teste é

baseado na estatística da razão de verossimilhanças (-LR), ao contrário do que
ocorre quando o teste usa qualquer das outras estatísticas.

4.S.2 Exemplo 2

Este exemplo refere-se a taxas mensais de retorno de ações de mercado (z) e
da Corporação Acme Cleveland (g/) no período de janeiro de 1986 a dezembro de
1990 (ver Apêndice G). Consideramos o seguinte modelo

g/f=Dl+#2zz+ur, él=1,...,59.

Assumimos que u, ,-..., .V(0,o-'expl'5zz}) e Cov(ur, u«.) = 0 para todo él # rn. O

objetivo é testar a hipótese H. : (J = 0 contra H! : (J # 0, ou seja, se o modelo

é homoscedástico. Para este teste, temos que J.,R = 3, 329, Z.,R* = 3, 11g, Z,.ril. =

2,968, LR= = 3,071, Z,R; = 3,095 e Z.,n;* - 3,091 conduzem aos respectivos

níveis descritivos 0,068, 0,077, 0,085, 0,080, 0,078 e 0,079. Assim, todos os testes

considerados levam à rejeição da hipótese nula ao nível nominal de 10% mas não

rejeitam 7{o ao nível de 5%, sugerindo evidência marginal de heteroscedasticidade.

4.5.S Exemplo 3

Este exemplo refere-se aos pesos Z/ das lentes dos olhos de coelhos europeus

(em mg), e à idade z do animal (em dias), numa amostra de 71 obser'ç'ações (ver

Apêndice H). O modelo utilizado é dado por

l0ün(yg) +Ur, é?=1, ..,71

Assumimos que uZ N A/'(0, o-'expl'JzZ}) e Cov(Ug,Um) = 0 para todo r # m. O

objetivo é testar a hipótese nula Ho : (i = 0 contra a altera-cativa Hi : (y # 0, ou
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seja, verificar se o modelo é homoscedástico. Aqui, as estatísticas LR = 10, 250.

Z,/?,,: = 9,556, ZRh = 9,776, LR: = l0,839 e ZRl;* = l0,831 conduzem aos

respectivos níveis descritivos 0,001, 0,001, 0,002, 0,001 e 0,001. Portanto, todos os

testes conduzem à mesma conclusão, isto é, !evam à ].ejeição da hipótese nula aos
níveis de significância usuais.

95

4.S.4 Ezempto 4

Neste exemplo a variável resposta é a quantidade de cálcio radioativo y (em
nmoles/mg) e a variável explicativa é o tempo E (em minutos) após as células

terem sido suspensas na solução de cálcio, numa amostra de 27 observações (ver
Apêndice 1). Consideramos o seguinte modelo

Z/z /3otl -- exp(--/3:«/)} + up, Z 1. ,27

Assumimos que uz -, .V(0,o-:expl'5zz}) e Cov(ug, u«) = 0 para todo ZI # m. O

objetivo é testar a laipótese Ho : (í = 0 contra Hi : (5 # 0, ou seja, verificar se

o modelo é homoscedástico. Os valores observados para as estatísticas são LR =

3, 097, .[/?. = 2, 914, Z.,XL = 3, 056, /.,R: = 3, 169 e Z,.el;* = 3, 168. Estes conduzem

aos respectivos níveis descritivos 0,078 0,088 0,080, 0,075 e 0,075. Todos os testes

considerados levam então à rejeição da hipótese nula ao nível nominal de 10% mas

não ao nível nomii-tal de 5%, sugerindo evidência marginal de heteroscedasticidade.

4.6 Comentários

Neste capítulo, obtivemos dois ajustes para a estatística da razão de verossimi-

Ihanças que podem ser aplicados a todos os modelos não-lineares da família expo-

nencial, ao contrário da modificação de Cox e Reid (1987). Estes ajustes apresentam

uma vantagem em relação ao ajuste de Cox e Reid (1987) por serem invariantes

segulldo reparametrizações da forma, (I', d'l -----, (p, ((z,', @)). Outra vantagem é que

esses novos ajustes são aplicados diretamente à estatística da razão de verossi-

milhailças. O ajuste de Gox e Reid (1987), ao contrário, é aplicado à flmção de

verossimilhança perfllada a qual deve ser lnaxii-gizada sob o modelo restrito (sob
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Ho) e irrestrito para, posteriormente, obter-se a estatística ajustada. Quando os

estimadores de máxima verossimilhança restritos dos parâmetros de perturbação

não têm forma fechada, estas maximizações podem ser computacionalmente mais

complexas. Vale salientar ainda uma vantagem adicional de se utilizar os testes

baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças ajustadas LR: e LR;* : não

é preciso obter uma parametrização ortogonal, enquanto que para os testes base-

ados na estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas (LR.) e

sua versão corrigida (Z,RL) a ortogonalização é imprescindível.

Resultados de simulação foram obtidos para os modelos de regressão normal
linear e não-linear e conduziram a diversas conclusões importantes a respeito do

comportamento dos testes de heteroscedasticidade em amostras pequenas e de ta-

manho moderado. Concluímos destes resultados que ao utilizarmos o teste baseado

na estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas corrigida leal)
e na estatística da lazão de verossimilhanças ajustada (LR:*) e sua versão equiva-

lente (L-R=), as taxas de rejeição obtidas sob Ho são bem mais próximas do nível
nominal do que se usarmos o teste da razão de verossimill-Lanças original, este sendo

notavelmente liberal já que, em todas as situações consideradas (tanto no modelo

normal linear quanto no modelo normal não-linear), as taxas de rejeição excedem

consideravelmente os níveis nominais correspondentes.

No caso do modelo de regressão normal linear, vimos que o fator de correção

de Bartlett aplicado à estatística da razão de verossimilhanças (LR) produz testes

com taxas de rejeição mais próximas dos níveis nominais, embora ainda sejam
consideravelmente liberais.

A modificação de Cox e Reid para a verossimilhança perfilado atenua o efeito
do número de parâmetros de perturbação, mas a aproximação pela distribuição

X: conti1lua sendo de ordem n 1 . 0 desempenho do teste da razão de verossimi-
Ihanças perfiladas modificadas corrigido (baseado em L-R=) é semelhante ao do

teste da razão de verossimilhanças ajustado (baseado em LR:*). Devemos ressal-

tar ainda que os testes baseados nas estatísticas tXl;* e LR: são mais simples de

serem realizados do que aqueles que envolvem correção de Bartlett, uma vez que
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estes só dependem de cumulantes do logaritmo da função de verossimilhanças até
segunda ordem, enquanto que o favor de correção de Bartlett envolve cumulantes
do logaritmo da função de verossimilhanças até quarta ordem.

Dentre todos os testes apresentados na Seção 4.4, os que apresentaram melhores

desempenhos foram os testes baseados nas estatísticas LR=, .LR; e LR:.*
Finalmente, deve ser enfatizado que poucos resultados acerca da eficácia dos

ajustes de Skovgaard (2001) no caso em que o parâmetro de interesse é multidimen-

sional são encontrados na literatura. Nosso trabalho veio a preencher parcialmente

esta lacuna. Deve ainda ser destacado que, nem mesmo no caso unidimensional.

estudos de poder dos testes são encontrados. Nosso trabalho, por outro lado, en-

volve não só estudos de simulação de tamanho dos testes, mas também de poder.
Adicionalmente, foram considerados também aspectos de robustez dos testes.

97



CAPÍTULO 5

Conclusões e propostas para pesquisas futuras

Resumimos as principais contribuições teóricas desta tese nos seguintes itens:

(i) No Capítulo 2, derivamos uma expressão bastante geral que pode ser usada

para aperfeiçoar o teste da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas

(L.ft«) em diferentes classes de modelos em que há a ortogonalidade dos parâme-

tros e que utilizam a mesma partição do vedor de parâmetros considerada nesta

tese. Obtivemos um fatos de correção de Bartlett para um teste de heterosce-

dasticidade baseado em uma verossimilhança perfilado modificada proposta por
Cox e Reid (1987), no modelo de regressão normal linear. Os resultados cobrem

a situação em que o parâmetro de interesse que define o comportamento de he-

teroscedasticídade é multidimensional, generalizando assim o artigo de Ferrari e
Cribari Neto (2002).

(ii) No Capítulo 3, desenvolvemos uma correção de Bartlett para o teste de hete-

roscedasticidade baseado na estatística da razão de verossii-nilhanças perfiladas

modificadas em modelos não-lineares da família exponencial, mais especifica-

mente nos modelos normal e normal inverso. Estendemos portanto, o trabalho

citado no item anterior, que é restrito ao modelo de regressão normal linear. Em

outras palavras, desenvolvemos uma correção para o teste proposto por Wei,

Slli, Fung e Hu (1998), obtendo assim um teste da razão de verossimilhanças
perfiladas modificadas corrigido, que é preciso até segunda ordem.

(iii) Nos trabalhos citados nos dois itens acima, foi utilizada a abordagem da veros-

similhallça perfilado modificada proposta por Clox e Raid (1987), que requer uma

parametrização ortogonal. Devido à dificuldade de se obter tal parametrização
pala o modelo gama, os resultados se restringiram a testes de heteroscedastici-
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dade nos modelos não-lineares normais e normais inversos. Esta limitação não

existe se utilízarl-nos a proposta de Skovgaard (2001). E este o enfoque abordado

no Capítulo 4, onde desenvolvemos estatísticas da razão de verossimilhanças

ajustadas para os modelos não-lineares da família exponencial. E de se destacar

que, neste contexto, nossos resultados não se limitam a testes de heteroscedasti-

cidade, mas abrangem testes de quaisquer hipóteses nulas que estabelecem um

vedor de valores fixados para uma parte do vedor de parâmetros do modelo.

Além dessas contribuições, podemos tirar as seguintes conclusões

(a) O estudo dos tamanhos dos testes indicou que o teste da razão de verossi-

milhanças original (baseado em LR) é, em geral, anticonservativo, conduzindo

a taxas de rejeição da hipótese nula de homoscedasticidade erroneamente com

uma probabilidade maior que o nível de signiílcância nominal do teste. O teste

da razão de verossimilhanças corrigido através de correção de Bartlett (baseado
em LR*) traz a taxa de rejeição empírica para um valor mais próximo do nível

nominal do teste, porém, não corrige totalmente a tendência liberal do teste

da razão de verossiniilhanças em rejeitar demasiadamente a hipótese nula. Por

outro lado, o teste da razão de verossimilhanças perfiladas modificado (baseado

/,/t.) mostrou-se eficiente corrigindo a tendência do teste original de rejeitar

com freqüência demasiada a hipótese nula, exibindo taxas de rejeição menores

que o nível nominal do teste. O teste da razão de verossimilhanças perfiladas
modificadas corrigido (baseado em LRL) leva as taxas de rejeição para valores

ainda mais próximos dos níveis nominais. O teste da razão de verossimilhanças

ajustado (baseado em tXl;) e sua versão assintoticamente equivalente (tal;*)
mostraram-se eficientes corrigindo a tendência do teste original em rejeitar com

maior fieqüência a hipótese nula, exibindo taxas de rejeição próximas do nível

nominal do teste. Comparei:tdo os testes baseados nas estatísticas J.,R=, LR**

e ZRL observamos que os testes que usam as estatísticas Z,R= e ZRl:* apre-
sentaram taxas de rejeição bem semelhantes e mais próximas do nível i-nominal,
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enquanto que o teste baseado na estatística L.nli apresenta taxas de rejeição
ligeiramente acima do nível nominal.

(b) Em relação aos estudos de simulação realizados com o ob.jetivo de analisar a

influência do número de parâmetros de perturbação e de interesse no desempenho

dos testes, concluímos que o número de parâmetros de perturbação e de interesse

têm impacto considerável sobre a aproximação por X2 para a distribuição das

estatísticas da razão de verossimilhanças (LR) e da razão de verossimilhanças

corrigida (-LR*). É importante ressaltar que o impacto é bem menos marcante

no caso dos testes baseados nas estatísticas L/?., LR=, /,R: e LR:*. Para estes

testes, as taxas de rejeição permanecem mais estáveis do que para os testes
baseados nas estatísticas LR e .[R*

(c) Nas simulações envolvendo o poder dos testes, os testes da razão de verossimi-

Ihanças perfiladas modificadas corrigido (LR.) e da razão de verossimilhanças

ajustado (-LR:*) apresentaram vantagens em relação aos testes da razão de veros-

similhanças perfiladas modificado (-L/t« ) e da razão de verossimilhanças ajustado

(-CXl;) , uma vez que apresentaram menor distorção de tamanho.

(d) Em suma, entre todas as estatísticas apresentadas nesta tese, aquelas que
produziram melhores testes de heteroscedasticidade foram Z,Rh e LR:*. Vale
ressaltar que esses dois testes apresentam comportamentos bem semelhantes.

A vantagem de se utilizar o teste baseado na estatística da razão de verossimi-

Ihanças ajustada (-L-nl;*) é que não é preciso obter uma parametrização ortogonal,

enquanto que, para o teste baseado na estatística da razão de verossimilhanças

perfiladas modificadas corrigida (-LR.«l) a ortogonalização é imprescindível. Adi-

cionalmente, o teste baseado em LR:* pôde ser aplicado a todos os modelos

!:tão-lineares da família exponencia!, enquanto que o teste baseado em Z,R= so-

mente pôde ser aplicado para os mode]os não-]ineares ]lorma] e normal inverso.

Várias !unhas de pesquisa devem ser desenvolvidas no futuro, tais como:

1. Obter ajustes para verossimilhanças perfiladas e, se possível, obter favores de
correção de Bartlett para testes de heteroscedasticidade baseados nas estatísticas
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da razão de verossimilhanças derivadas de tais funções em i-modelos lineares ge-
neralizados com superdispersão (Cordeiro e Botter, 2001).

2. Obter ajustes para verossimilhanças perfiladas em modelos de regressão não-

lineares heteroscedásticos que permitam que tanto a média quanto a variância
da variável aleatória # dependam do parâmetro de interesse.

3. Desenvolver subrotinas em S-Paus (Becker, Chambers e Wilk, 1988 e Cham-
bers e Hastie, 1992) e R (Ihaka e Gentleman, 1996) para o cálculo das estatísticas

propostas nos modelos não-!ineares heteroscedásticos, abordando o caso em que
o parâmetro que define o comportamento de heteroscedasticidade é multidimen-
sional.

4. Elaborar estudos de simulação abordando os modelos não-lineares da família

exponencial assumindo uma distribuição gama para a variável resposta.

Ao finalizar este trabalho, esperamos ter dado uma contribuição relevante à
área de pesquisa que trata de refinamentos de métodos assintóticos em inferência
estatística



APÊNDICE A

Alguns cumulantes no modelo
heteroscedástico

normal linear

Neste apêndice, apresentamos a obtenção de alguns cumulantes conjuntos de

derivadas do logaritmo da função de verossimilhanças do modelo normal linear

heteroscedástico necessários ao cálculo da quantidade c. que define a correrão de
Bartlett para a estatística /,R..

O logaritmo da função de verossimilhanças do vedor de parâmetros 0 = (ÕT, Õr, ,y)T
do modelo normal linear heteroscedástico definido por (2.1) tem a forma

Z,*(Z/; Õ, #, ') - -; log('y) - :l\(# - XÕ)"Q(Z/ - XP) + constante,

ern que Q = diagÍqi, . . . , q.}, com q, dado em (2.4).

Por simples diferenciação em relação aos componentes do parâmetro (5, temos
que para a -: l, . . . ,P

:- ÊÉ+~,,' z=1 /

em que dz = (3/r -- pg)' ou, em fonna matricial,

õz* l .
-ÕF- -xa)"c?«:(y-xÕ),

(A.l)

sendo

'2..-di-sÍÕ8;a'" ,...,
õ'q'.

s = 1, . . . , 4. De forma análoga, temos que para a, b, c, d = 1, . . . ,P
ê?2Z,* l

âlliã$ - Xj3)' Qn,h- Xj3)

é?;z,''' l
õõ"aõ'õõ. - XBj" Q«;h - x13b
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.n4 r +

DÕ'õõt'õõ'õõa - - :Éh - Xj3'fQK. Çy - Xj3b,

Tomando as esperanças das quatro expressões acima, encontram-se os cumulan.
tes

À. -(=)
(92 .L*

E)Õ" ÕÕt'

(Jh) - -{«'~«;" :' - -;E'F,
:«Eh)- {*-.~«.~'',

-itr(C?a:Q'" )

À.b -jtr(Qx:Q' : )
Àabc

Àabcd

em que

«.. - ã, «... - Jh, «.... - .üü ' «'.... - .J3..
Diferenciando À.b em relação a õ', À.b em relação a õ'(ia e À.bc em relação a (5a

verificamos, respectivamente, que

(À..). :T) , '*..,..
'nl

2 E)Õ'ÕÕ'iz-l
e

a

Para obter os cumulantes em

aL*

(À.b.).

relação ao parâmetro 7, temos

l n
qedt -- -:.-2''2 27g-l

(A.2)

ou, em notação matricial,

aL*
a"r

Analogamente, obtemos

a,.F2

l
2'y2

~u- x13\'' QÇu- x131

x13\" QÇu- xi3b +-
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Tomando as esperanças das duas expressões acima., encontram-se

::)-z'-..'':, ;-. .
:=)- $'-'.~-:''&- o

Invertendo Àll e diferenciando ÀI,r em relação a ,y, verificamos que

104

À,y

(À,.). - -%,
7"

respectivamente.

Para obter os cumulantes mistos observamos que, para a, b = 1,
l . . . . . /b.

,P

831,*

ÕÕ' õõb i)'"Í
Õ3.[*

ÕÕ' E)Õb t)Bi

Tomando a esperança das duas últimas expressões acima, obtemos

ê)a L* \.
ÕÕ"ÕÕbat,l

:Jh) - ..
Diferenciando À.h em relação a 7 temos, finalmente,

. 'n

D.«),-

i}(z/-XO)"a«,(w-xÕ) e
l-..:x ' Qn.Çu -- XB27

l
t] (QR,Q :

27

n

..L<'%
2'y z--' qzz-]



APÊNDICE B

Matriz de informação total de Fisher em modelos
não-lineares heteroscedásticos da família

exponencial

Neste apêndice, apresentamos a obtenção da matriz de informação total de
Fisher através dos cálculos da primeira e segunda derivadas do logaritmo da função

de verossiinilhanças do vedor de parâl-metros u = ((5T, ÕT, a2)v dos modelos não-

lineares heteroscedásticos da família exponencial definidos nas Seções 3.2 e 4.3,
cuja forma é dada por

"u; õ, #, «:, - -s E l ;;l8a.+ 'üa+ ;ü'a}

Por diferenciação em relação aos componentes do parâmetro (5, temos que

: -i$àá2{'. , ;(Ú) }

.92Z.,

Õil"ÕÕt' -l$áiki3{'. * :(à) }
*l$À=il'. * :(ú) }
-;$(Ú):áÜiÜ:(A

para a, b -: l, . . . ,p.

Tomando as esperanças das duas expressões acima, ei-tcontrain-se os cumulantes

az*
À. = E f --::-- 1 - 0

aõ"
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e
106

Àab :: E
é?z.L*

E)Õ' õõt'
l À: l Õmr l Õmr

;íaJ 'ã'ãB''R%t''
l

pois

E(d.) -É f ---!
0'7ne

cumulantes em relação aos componentes do parâmetro Õ,
Para obter os

temos
agora que

E'".
z-l «a,L:Ü«;:

e

ÜÍ3' a13j

'rl . n

'E";:;U"."ã+E«;:ü ~ ,
--E«;:'". bpl«i'''='".-

l

«.,ú:k";;,
em que

'dp/
. d77e dHe

)
'tLXZ :=

dpz
2

, « -9:, «;: -9 ' ";:, a13i Õl3j '

para Z, J = 1, . . . , k. Tomando as esperanças das duas expressões acima, encontras-
se os cumulantes

'\}

pois

aL*
0 e ÀJÀ; -$ «;,Ú".-;«,

E(Z/.)

Para obter os cumulantes em relação ao parâmetro o-2, temos

: -&$À{' *-
e

A -Ü$ÚÍ- *' (Ú:
2

} l l
S

z-] . .a'27nZ
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Tomando as esperanças das duas expressões acima, encontram-se os cumulantes

,X., - E r-94b - O
i)a'' )

e

*.,«: - -(&) -ü$(á
2

S

pois

-'~.,- :(À)
Para obter os cumulantes mistos, temos agora que

:b - Ú$Ài9{~.*:
1 .=./ 1 \: l am.

;$ alia:k '«. - «.,";.

À)}
l

a2mz

.?2/,

e

82L l \:!.. 2 dé?r dpc , ~ *
ãã:sãR ' ;:.Í ;5;ZãBt6 lv' - É''J"«,

para a -: 1, . . . , p e ã :: 1, . . . , h.

Tomando as esperanças das três expressões acima, encontram-se os cumulantes

a'L \ l .!.-.r l V l a«z ./ l
\ 1 } e

ÕÕ'Õ.' ) m.) «. ÕÕ"' \..-«.

:=) -. . «.,,--(J;) -.,

À..:

À«j

respectivamente, pois

EUd-
Finalmente, obtemos a matriz de informação total de Fisher, que é dada por

à ."»:'. y

.**".'-'':«':''.** " '

e E(3/g) = Aic.

WT@,g®.y

/- E
Õ.0ÕUT

0



APENDICE C

Multiplicação de ''arras''

Neste apêndice, apresentamos a definição de um arras tri-dimensionar e uma

propriedade de multiplicação de array que nos auxiliará no cálculo de .j*, o bloco

da matriz de informação observada para os parâmetros de perturbação (Õv, 'y)T

no modelo não-linear heteroscedástico reparametrizado avaliado em ((5T , ãl, $õ)] ,

definido na Seção 3.4. Mais especificamente, iremos calcular a submatriz inferior

direita de dimensão A x É. A multiplicação de "arras" tri-dimensionar foi intro-
duzida por Bates e Watts (1980). Desde então, muitos autores têm discutido e

utilizado esta multiplicação; ver Bates e Watts (1988), Seber (1999, pp. 691-692)
e Wei (1999, pp. 188-190).

Um "array" tri-dimensional de dimensão rz x p x q é denotado por X = (Xg{,),

onde os índices ÉI, { e .j indicam a face, a linha e a coluna, respectivamente. Um

"array" pode ser visto da seguinte forma: À = (,4É) e cada .4r é uma matriz
Aé = (.4a.j) de dimensão p x q para algum é fixo e .4r é chamada de É-ésima face
de ,4

Definição C.l Se X é um "arroz/" de dàmerzsão n x p x q, A e .B s(io watt?lhes

de dimensões r x p e q x s, respectivamente, então Y = AXB é de$nãdo colmo ulrl

"arraTJ" de dimensão n x r x s com elementos

bk. EE Á*.x«. "..
{=i.j=t

Definição C.2 Se X é um "arras/" de dimensão n x p x q, ,4 é uma maírÍz de
d 7nensâo rn x n; erlfão y = IÁllXI é chamado de produto coze/i,eíe de .4 e X., isto
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á, 'üm "ctrrcty" de diTrtensão in x 'p x q com elege'rito

E+-1
.4zÊXtij .

109

Definição C.3 (Decompor(ção de Clholesky) Se A é uma m,atroz posttiuct de$7tida,

:xi,ste u'm,a, ú'rt'lcü matriz triavtg'ulür suT)e'úor, U , cova, el,e'roer\tos diagonais poS'ltiuos

ía/ que

Á - U'TU

A seguinte propriedade pode ser deduzida diretamente das definições acima.

Propriedade C.l $dam .4, L, M matrizes e X um "am'ag/", então, temos que

l4lltxm'l l.4llxlw.

Utilizando a definição (C.2) e a propriedade (C.l), pode-se mostrar que

{E";.«.".«a :lx' g::l ' z=l

:lx*"w:/:Q(õ)w:/'x* - l(z/ - p)'Q(ó)llx**l}

!R"(Õ)(.r* - B(Õ))R(Õ),Y ' ' '

pa'a á. .j = 1, . . . , k em que R((5) é dada pela definição (C.3) sendo

02.L*

ÕB'Õl3i

B(Õ) l(Z/ - P)"Q(Õ)ll(R :(Õ))TX**R '(Õ)llP; Õ..qd

e

x" õ'n



APÊNDICE D

Derivadas no modelo não-linear heteroscedástico
reparametrizado.

Neste apêndice, apresentamos o cálculo da primeira e segunda derivadas do

logaritmo da função de verossimilhanças do vetou de parâmetros u = ((5T, ÕT, o.2)T

para o modelo não-linear heteroscedástico da família exponencial (reparametri-
zado) definido na Seção 3.3, cuja forma é dada por

"* - '*'«;',',,, - -i$ÍT~ **'«., *'.:(i)
em que

q q (õ) - (11«.)"/"/m..

Vale salientar aqui que estamos considerando somente as distribuições normal e

normal inversa. Por simples diferenciação em relação aos componenetes do parâmetro

(5, temos que

lS

:- à$...~.,

n- à$.,..~.,
em que

d. - -21 é? - b(0.) - c(3/.)l, qr.. - Õli..?ÕÓ '

para a, b = 1, . . . , P.

Por diferem-tciaçã.o em relação aos componentes do parâmetro /3, temos que

;-l;x'«. «.::«;:
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e

ÕB'al3j

...l 'n . 'n

- - }. ";:q.«-.«;, + -! )l, «;:q,(z/. - p.)g.«;,
' z-l ' z-}

-- ; E «;:«. '"' ~ /«;,-*:Eu.' z-l «.,«.:k«;;,
erra que

'dHz\2 d0€

d77z ,/ dHz' $ (:):, d2Étz d0€

d77F dA6z

1)l3i ÕÍ3j '

para z,j 1, , Ã

Por diferenciação em relação ao parâmetro ' , temos

8Z*

$$«.~' 27

e

Õ2.L*

a,.r2 -$$ «-' *

.!L
2''r2

Diferenciando aL*/õ(5' em relação aos parâmetros ,y e Õ{, temos

l
W g-]

e

aÕ' Õ13: ]-E «.. ü.7:'' e-1

~dOe dpz *
"aÜã ";: ,

respectivamente

Finalmente, diferenciando ÕL*/0"r em relação a /3i, temos

Õ-ÍÕ13i

. n

E
' e-}-3 q. (g/. ,.a :g«;: .

Observe que para a ligação ca11õnica é? xle dOeldHe 1, então, temos que

aL* -! !:(z,.7'='
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E)z L* l

7'l }: g.. (y. - P.)«;:
g-l

e

õ"'fõ13i $É«.'".' z-l
P.)«;,,

para a :: l,...,P 1,..., A



Neste apêndice, apresentamos os cálculos de esperanças que são necessárias
para a obtenção das quantidades

Õ' - co«.. { U(«,o) , L(wo) L(w)} «.-.:,..-,

e

Y cov.. { U(«,o) , U(«,) } «.-o,.-a;

onde L é o logaritmo da função de verossimilhanças do vetou de parâmetros u =

(.5T, /3v, o-2)T do modelo não-linear da família exponencial definido na Seção 4.3

(expressões (4.12) e (4.13)) e t/ é a função encore, cujas formas são dadas por

'ü;»,p,«:,- lúL~:--*uo-*.
ond' 'Zz - 'í(Z/z) = --2 IZ/zé?z -- b(0z) -- c(y!)l e U = U('5, 0, ''-:) = (U;', U;, U.:)" com

ü,. - e:Çg)lflD - i'p"© ('z + i), L/a - f?.Çqe:!a - x*"'} r v-:(y - É')

l
.a'mi

«.: - .". U --'- H,

respectivamente, sendo q', T e V matrizes diagonais de dimensão n x rl cujos (ZI, ZI)-

ésii-nos elementos são dados, respectivamente por (êz - l/(o-2?nr), 7} = dpg/d?7g e

h = dHz/dOf, © é uma matriz m xp cuja Zl-ésinla linha é dada por aiogm(zr, 5)/õõT,

i =(É(Ó-),. .. , IÓ.))" com É(Óe) = ds(@r)/dÜr,n p = m(zr,õ) sendo ;/ a él-ésima

bilha da matriz de covariadas Z de dimensão n x p, Z? = 1, . . . , 7t, (i é um vedor de

e

         
    APENDICE E    

Obtenção das quantidades propostas por
    Skovgaard    
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dimensão p x l de parâmetros desconhecidos, z, é um vedor de I's de dimensão n.

d -(d:, . . . , d.)" e # -(p:, . . . ,H.)"

Para a obtenção de êé necessário obter E«lc(g/z)l, E..,lc(g//) h(w)l, E«lc(yz) t,C,(«,)l,

E«I'(Z/.) %(«')l, E«IZ/. q('.')l, E«IZ/ Ui(«,)l, E«l/ ,(«,)l e K«IZ/. q(«,)l. Seg«e

de condições de regularidade que

K.IU.(«,)l - O, E«1%(w)l

Sabemos que

E« IU., («, )l (E.l)

E« lwcl à(0€), Va,«(yZ) (E.2)

e

K«I'(z/.)l - O. é'(O.) - Z'(O.) - { (E.31

Por definição

E«\cÇy.)\ - l cÇy ) f( .\o.,$.) '"',

sendo ./(Z/Z; é?z, Óz) a função de densidade de 3/z. Igualando (E.3) e (E.4), temos que

-,'pa 1l:l l-/'üa.,ü.;'.,',a-«.. w.u
Derivando ambos os lados da expressão (E.5) em relação ao a-ésimo componente
de (5, (5' digamos, chegamos a

ià(i3) :(À) - Ü(/.'«., ''«.;"., *., -«.)
para a ' 1, . . . , p. Desenvolvendo o lado direito da expressão acima, obtemos

L Ç~J ç õ .fC;:,.;o.,$ã ':'l) - JILx..çuõ .fçu.:o.,@ã\ '".

J 'ç"õ ü\lç«.', '., @ó'} '"'

chÜ Uõ q«) fhe', Ot. $à d'ye

E. l.(z/.) Uõ. (u)l,

(E.4)
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para a - l, . . . ,p. Portanto, o vedor E«lc(g/r) [&(w)l de dimensão p x l tem o
a-ésimo elemento dado por

5

l l /' l Õn&z'\ . /' l
5 i'H Ç&m,7 ' Ç;'M

para a - l, . . . ,p. Em notação matricial, temos

E«l.(z/.) Q(«,)l 'põ.9..

Derivando ambos os lados da expressão (E.5) em relação a a2, chegamos a

iú :(ü) - á(/''«., .'«.; "., «., -«.)

Desenvolvendo o lado direito da expressão acima, obtemos

M Ç.I'ç«õ fu.',o.,óõü«à - l p\' àfç«.',o..$à..,'".

I' à p\fç"'',o.,$à-\ '".

l c(y.) U., (w) f(y \ 0., $.} d".
E«lc(y.) h: (w)l.

(E.6)

Portanto,

"«'''«.' ", '«,' -ÚÜ :(Ü.
Em notação matricial a expressão acima fica dada por

E.l.:(w.) n,(«')i - iãb 'a''g'' (E.7)

Finalmente, derivando ambos os lados da expressão (E.5) em relação ao {-ésinao
componente de Õ, a{ digamos, chegamos a

'.«. k U h- L Ç~l.ç«ü í-«.'.'..*.l '"*
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para i- 1, . . . , k. Desenvolvendo o lado direito da expressão acima, obtemos

I' à jçy.',o.,ü'b''')l - l-;$\'ç ü fçl,.,o-,$à\ '".

.I':çl'õ }hx..rçu.\ o., üõ} '".

l c(ye'1 Uo.(w) .f('.\ 0€, @.) d".
E.I'(z/.) %: (w)l,

para Z ' 1, . . . , k. Portanto, o vedor E«lc(yz) ZI,b(w)l de dimens

elemento dado por

OBTENÇÃO DAS

ão k x l tem o i-ésimo

116

'.« :E «;:,

para Z -: 1, . . . , k. Em notação matricial temos

E.lc(z/.) %(«,)l - x*'ro. (E 8)

Vimos que

E..,lyzl (E.9)

E«\uà- l u. .f(v.\o.,$.) '"..

lg«l«do (E.9) e (E.lO), tem.s q«e

,ÇOÜ l fh'', 0e,@àdu. Q,.'L'tb

Derivando ambos os lados da expressão (E.ll) em relação a õ', a a2 e a Õ:
chegamos, respectivamente, a

a: Ç/«. ít«.:'., oõ '«Õ - .l i:\«.fh.',o.,üõ\ '".

y. }:{.f(U.\ 0.. $.)\ 'y. - /y. U. Çw) f( .\ 0., $.) d'y. - E«\y. u.. Ç..«b\.

(E.IO)
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n: Ç.l«. .íç«.: o., óü '"l) - /-Ê::\-.fç«.',o., üa\ '".

I'u. {;il..fçu.', o-. $à''i 'g- - lu- u.. ç-'\ lu.. o., $ü al:,. :

!17

E.lyr U.,: («.,)l

dp,e i)'rlt

M Ç/«. íç«.- '.. .'õ '«;l

l h:..«.fç".'. '.. $üÀ '"' - l«. ;\'
l bt Uo: Çu) flye, Ot, $Õ dtye = E«\Ue Up.

/

(z/e; é?r, Ór)} dye

(«)]

Portanto, temos que

n.lz/. n(")l - o, K«lz/. U..,(«.')l e E«IW. %(«,)l - x*"r.. (E.12)

Para a obtenção da quantidade T apresentada no Capítulo 4, equação (4.4) , pre-

cisamos obter E«Ig/z c(g/P)l, E«. IUõ(«')l , E,. IZI/..: («,)l, E«. IZ/r R(«,)l e E«. lyz t,h, («,)l.
Utilizamos também-n algumas esperanças já calculadas para a obtenção da quanti-

dade Õ, tais como: E«Ig/z Zi$('i)l, E«,lc(Z/g) a(«,)l, E«lc(yr) h.:(«.,)l e E«lc(yz) ZiÜ(«,)l.

Primeiro, vamos obter a esperança Ewjyz c(vr)l, usando a relação E«IZ/z Uõ.(u)l =

0, para a ' l, . . . ,p. Ou seja, substituiremos ZI,/õ.(u) na esperança E«lyz Uõ.(w)l
obtendo assim

. - là3) «. -«'«g. -- Ú (ik) '.-.,-«-«..

*Ú(dk) -«-«. ''«.,. * iÀ(L=) :(À) '«.«...
Então,

';«:«. .'«.'. - -.'.:«;' '~.'':«'«.. :(Ú) -«.,«..

".*':"*".«; '''.,,' { :(Ü) ~...
O vetar E«olUõ(ü..')l de dimensão p x l tei-n o a-ésimo elemento dado por

$ À(i=) «.'«.,«.: * $ A(á:) ''«.,

* $À(i9) .'''«.,.*i$Ü(ik):(Ú),

(E.13)
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para a - l,. . . ,P. Substituindo E,.lc(g/g)l e E..,olHeI (dadas em (E.3) e (E.9)) na
expressão acima chegamos a

$Ü(Ú=) '«.. '.,''"..».

{$Ú (i9) 1; (al;-) , .- «,

para a :: 1, . . . , p. Em notação matricial, temos

E«.Ih(")l(0o - 0)po - tP"q'lb(0o) - Z'(a)l - iq'"0(Ão - Â),

com O = dias(at, . . . , 0«) e o subscrito 0 indica que as quantidades são avaliadas
em uo. A esperança E«olt/l,=, (u)l pode ser expressa na forma

':«.[«.] -- é $1 pl 'wa

il PL"«.t.UOJ -- Ó ÍI pl '
-p:;np' @«) '-iEpL['wa-'p«)]

i3),'.«..''''.'.

E«. IU.,, («, )l

l l+
2a2 {=Í o-2n'rtz

(E.15)

Em r)oração matricial, temos que

E«.Ih:(")l - i '"'}(O. - O)p. + é '"'PIÓ(O) - Z'(é?.)j + 5L ''®(Ã - Ã.).

O vedor E«olZ/z Z.4(u)l de dimensão p x l tem o a-ésimo elemento dado por

ÍI Ú (ik) '. '«.'«F:

* $Ú(i3)''-..-«.-«..
..J.+
' 2 f2:Í a2rnr \.mzz a(í'

iü) ««..«''«.,.,

E«.lyrl,
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1, . . . ,P. Substituindo E.olyzl, E..IZ/(l e E..
13)) na expressão acima, chegamos a

para a ::

(E.9) e (E

119

em (E.2),IP. c(g/.)l (dadas

$Ü(i3) '«.' '.,[(Ü:
{EÜ(à=) [:(Ü) :
FÚ(ia) ',.' '',,,.''"..,,

Uo. + {Ó(0o.)}:

Ú)] b(a«)

(E. 16)

para a = 1, , p. Em notação matricial, temos

E,. lz/. U.(«,)l ©"q'®i*Uo(0o - 0)' + q'"q'(0o - 0) : .

--iüTõApo -- q'T©Epo,

sendo : = dias(plil, . . . ,pã.), A - dias(IÉ(@'oi) -- É(#'t)l, . . . , IÉ(do«) -- É(@.)l) e

E = diag(lb(Oo] ) --Z'(0] )l, . - . , IZ,(0o«) --Z'(0«)1 ) . Por último, a esperança E,. IZ/z ZI,ç, («,)l
é expressa na seguinte forma

E«. l#. u,, («,)l i$à ". -«.'«;. *é$ú
--$ ÍI pl ':,.[«. .üa] -- Ú gi pl ;

l

Z,(Oé) E«. lyzl

a2 .Z..z a27.n,/ '''wo La{ '\.VC/J

-é$ ;L ''.

l
.a2m,

Vo. + {Z,(0o.)}'

E«. l3/gl

cr2 .e--i o'2m.g

pE il [wa «'«)] Ã@«)

-Ú$À [' (Ü) - :(Ú)] '.,.,,.2a2 12Í o-2rnz l (E.17)

Em notação matricial, temos que

E,. lz/. U., («,)l -L."q'q'i* Uo(0o - 0). + J."©(0oa' ' '' ' a-

*é''.-«. - á'"«".,..
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Para obter as estatísticas da razão de verossimilhanças ajustadas, LRl; e -Lnl;* ,
propostas por Skovgaard (2001) e dadas em (4.6) e (4.7), é necessário calcular as

quantidades

E.. IU(«,.) (L(«,o) - t(«,))l
/' E«. IR(«,o)-L(«,o)l - E«. IU.(«,o)L(«,)l
l E«. 1%(wo)-L(«,o)l - E«. 1%(«,o)L(«.,)l
\ E.. IU,: (wo)É(uo)l - E«. IU«, («,.)Z.(«.,)l

(E.18)

e

E.. IU(«,o) U"(w)l
/ E..IU.(«'o)U;(w)l K«.Ih(«.,o)[$'(w)l K«.lb(«,o)U.:(«,)l \
[ E..]t/o(wo)[Ç(«,)] E«.1%(«.'o)U]'(«,)] E«.1%(«.,o)U.:(«,)] ] .(E.19)
\ E«.IU.,(«'o)U;(w)l E«.IG.,(«,o)U;(«,)l E«.IU,,(«,o)U.:(«,)l /

Iremos primeiro calcular E«.IUó(uo) -L(uo)l e E,.lil&(uo) L(o)l, dadas na ex-

pressão (E.18). Substituindo -L(«,o) em E«. IZ-/õ(wo) L(wo)l e L(«.,) em E«. IUõ(.oo) -L(«,)l

chegamos, respectivamente, a

':«. l$i 4L«.'«-.(«.,l l$i aL'w«,".'«.,l

a".(«ül :..lx'üa"(«ül

lg; .(ài «'«.,l

E«. IK(«.,o) -L(«,o)l

e

';«. IÍi pl «. '. '.(«al 'wa "(«al

-';«. l$i pl ".(«ül - i';.. lx'üa "(«al

1-« 1$ . iÀI «;'«.,l
Segundo, vamos obter E«.It,/o(uo) L(wo)l e E«.IUo(«,o) Z,(«,)l da mesma forma

E.. IU;(«,o) L(«,)j
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como foram obtidas as esperanças dadas acima. Temos

'«. IÍi #L".'«''.(«al - ':«. lgi 4L'w«)'',,(«ül

'üa ''.,(«dj - i';«. lx 'üa '',,(«dj

[$ ' (À) «'«.,]

OBTEN
121

E«.1%(«,o) L(«,o)l

e

E«.1%(«.,.) Z.,(«,)j
l

= E..
a'mrg-l ". '. ''.(«al - '.. lx ;%

' '',,(«ül-i':«.lx*ü "«(«dl

-:-« l$. (ü) «'«.,l
obter E«.Ih:('Jo) L(«,o)l e E«.IC4.:(«,o) Z,(w)l da mesma ma-

oÇOà UDÇ-«o

Por último, vamos
negra chegando a

E«.IU., («,o) É(«,o)j

'«. l$ RL«. '«''.,, («ül - ';«. l$i aL'p«)''.,:(«ül

'ua ''.,,(«ül - 4';,. lx* a ''.,,(«ül
l n / . .. l

l E . l =-J-- l u,:(«a l
LZ=i ''' u' '"uz / l

e

E«.IU.: («,o) É(«.,)l
-«. [$Ú.,".",:.«

''«a '

[$ . (ü) «,'«.,]

E pa'wa".: («dj

]'«. lx 'ua ".:(«al

. [
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Note que

q] E.. IK(«,o ) Z, (wo ) l E.. IU. («,,o ) L(«,)l
l

«'«.,]
E«. yoz

l

«'«.,]
'LIC00

o'Õmog
b(0o.)

l
armo.eE R(«.)'l'Qt/0

L=;'"0
l l

«'«.,]alÍmoz

l
Q(«.) l

J

]

E«.
l

a 'ó 772,Z

g/z
rT" TT], n b(o.)

«'«.,]

T lIDo a'me
l

h(«.)cr /e)
«'«.,]

q2 E«. 1%(«,o ) L( «.,o) l E«. 1%(«,o ) L(«,)l

Ee «gm«

l

«'«.,]
E«.

l

ów«) %(«al
g/€ Ooz

[.\
z-l

[ («.)--E«.
l

[$.8''.'o
l l

«'«.,]oi5mo.e
:(y.)

rE l ]

r

E l .]

z-l )«'«.,l
e

l
2

aÕnzozz-l
q3 Z,(0o.) U.,, («,o)
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Substituindo E«. IUó(«,o)l e E«.l3/z Uõ(«,,o)l(dadas em(E.l) e(E.12)) em qi, E..IZI,b(«'o)l

(dada em (E.l)) em q2 e E..IU.,,(wo)l e E«.IZ/z (-4,(«'o)l (dadas em (E.l) e (E.12))
em q3, temos que

al a '';(«dl --'«. l$1pl ó ";(«aj
q}

al a''.(«úl-*';«.l$pl ".(«al

--«. l$ úl '.«. ".(«dl -- ';«. l$ al "««. ".(«al

q2

e

q3 iC ü'.,,(«al+K«.

]

c(3/.
g-l

Substituindo E.. lc(z/r) Uó(«,o)l (dada na equação (E.6)) em ql , E.. lc(z/d t/o(wo)l

(dada na equação (E.8)) e E«. lz/e t,/o(«,o)l (dada na equação (E. 12)) em q2 e E«. lc(z//)

U.:(wo)l (dada na equação (E.7)) e E«.IZ/c U.,(uo)l (dada na equação (E.12)) em

qs, temos que o a-ésimo elemento do vedor ql de dimensão p x l é dado por

l õm., l ./ l

M j@ ;H ' ç;$Ú.
1 1 8m.. l .r l
5 ;ú'ã@' ;Pm ' l;iia

l
armo.e

l

para a - 1, . . . , p, o {-ésilno elemento do vedor q2 de dimellsão h x l é dado por

Ú -.«. RUT} *$1á «..«. =2t
para { " 1, . . . , k e

l l . /' l \ l l l .. /' l \ l
2«g .gmo.' \«gmo.7 «gmo'
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Então, a quantidade em (E.18) é dada em notação matricia! por

124

HTT : il l
Ü."@

q

Consequentemente,

l ,-.

{ $"#8 (8 - $)'
X*'f6(Õ Õ).

ii ."(ã 8)8g'

Agora, obteremos a quantidade T dada em (E.19). Observamos que as espe-

ranças E«.IR(«'o) q(w)l e E«.Ih,(«,o) q'(«,)l se a-l-m, p':s E«.IUó(«,o)l - 0 e
E..IZ/( ZI,G:(uo)l = 0 (dada em (E.12)).

Temos que a a-ésima coluna da matriz E«.IC&(wo) U;'(u)l de dimensão p x p é

Ep;;i m".':..[«.".(«a]

E pl igF 'pa -..[uó(«d]

X;ni T '..[.üa'';(«a],

e-}

+

+

+ l
E.. IR(«,o) l

para a ' l: . . . ,p. Substituindo E..IZI,h(«/o)l, E«.lc(yz) t/õ(uo)l e E«.l Uõ(wo)l

(dadas enl(E.l),(E.8) e(E.12)) na expressão acima, pode-se mostrar que o(a, b)-

ésimo elemento da matriz E«.IUõ(wo) U;(u)l é dado por

l-n,e aõ-

1 / 1 \ 1 18moz
;i ' L;baJ ;$Ü Ml©'
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para a, ó = 1, . . . , p. Em notação matricial, temos que

E«.IK(wo) [4'('.')1 õ..g.ow

Analogamente, E«o IZ-4(uo) (4:(u)l é dada por

p i O E«.[v. a(«a]+3'Epl Z'wd E«.[h(«d]

* iêú -«.,.'«.' "'«.,. * ü$ú :(Ü) -«.,«.'«.''.

Substituindo as devidas esperanças na expressão acima, temos que o a-ésimo ele-

mento do vedor E«oli,4(uo) U.,(u)l de dimensão p x l é dado por

l \=- 1 amor l ../' l \ l
m ÉÍ ;Ü'ãã' ;í& ' Ç;$G,J ;$Ü'

para a - l, . . . ,p. Em notação matricial, temos

E«.Ih("o) Z-Ü('.')l - SbU';'}..g.Õ .

Obtemos ainda a a-ésima coluna da matriz E«o IZl$(a..'o) Z-/v(u)l de dimensão k x P
aa(la por

125

E pa am '. '«.[«. ''.(«ü]
(:- 1 1 é?mg+ E;! !ó@a E«.[U.(«d],

-' E;H Ü3H E«.['hd %(«Ü]
. 1 1 1 Õnzr . r l \

+ ã ;5& abÉ- É Ç;íh,l K«.[%(«d],

para a ' l, . . . ,p onde E«.IC$(ü'o)l, E«.lz/z Uo(ü..')l e E«.lc(yr) [Ü(«Jo)l são dadas

em (E.l), (E.8) e (E.12). Substituindo as expressões dessas esperanças, chegamos

ao (á, a)-ésiino elemellto da matriz E«.ltÜ(uo) ZI,Ç(u)l dado por

$ÚiÜ'~.. «.,UR,
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para a ' 1, . . . , p e á = 1, . . . , É. Em notação matricial, temos que

E..IU.(«.,o) U;(«,)l - X;"%(0o - 0)'b'P

126

Da mesma forma, mostramos que a matriz E«.IUo(wo) t/ll (w)l de dimensão k x k

é dada por

E,. 1%(uo) u.{(w)l - x.l"Toq'\'-'rx*

Podemos escrever E«. IUP(uo) U.,(w)l da seguinte maneira

l
2

g-l

l
a'?nza

l
E.. l.(z/. )

O. E,.lz/. U(«,.)l +
'n ll

a2 a'mz€-1

ll
S

2o'2 g-l

b(0.) E«.It/0(wo)l

UP(wo)l + E.. IUo («,o ) l

Substituindo as devidas esperanças na expressão acima, pode-se mostrar que o

{-ésimo elemento da matriz E..IU0(wo) U.,(u)l de dimensão k x l é dado por

(0o. - 0.)
d'Rot Õ13t,

para { - 1, . . . , k. Em notação matricial, temos que

E..IU/3(«,o) U;(«,)1 %'}(0o - 0) '

Obtemos o a-ésimo elemento do vedor E«.IU.2(uo) t/;(w)l de dimensão l x p da

seguinte forma

a:i:. O. E..[«. t'.,(«ú]

Xgl. b@d E«.[U.,(«d]

-- E;q-LIF';,.[.üa".,(«a]

* l$a;;Lg.

l

e-!
l

a"Tnee-!

:L lu.,(«,.)l,
0'Tne
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para a ' 1, . . . , p. Substituindo E«.IU.,(«'o)l, E«,.lc(Z/z) U.'(«'o)l e E«,.IZ/z U«,("o)l

(dadas em (E.l), (E.7) e (E.12)) na expressão acima, chegamos a

1 .!. 1 .. / 1 \ l

, p. Em notação matricial, temos

E«.IU«'("o) [Ç(")l - ãh '"Õ..g.'>'p

Finalmente, a esperança E«.IU«:(wo) U., (u)l é dada por

p E ;% '. ':..[«. ".,(«ú] -- iX ?L 'wa '..[".:(«a]

* & $ Á -..'.'«., ".,'«.,. * b # À ; (A) '«.-"','«.,..

Substituindo E«.IZ/g U.,(wo)l, E«o it/.,(wo)l e Ewo lc(yz) C/.: (wO)l na expr'ssão acima

pode-se mostrar que esta se reduz a
l .!- l .. /' l \ l

2«:«g Í3 «gmo.' \.«gmo.7 ":"'''

Em notação matricial, temos que

E.. IU.,(".)U,'(")l - ã;àl? ."a'.,g.'D''

para a :: l,

l-'ortanto,

:ã;;. -'J@..e.'.

'r- l XJ"%(oo-o)'DW XI'To v :rx* x;"Toq'(o--o)'

l
©;o..g.o'p

2
0

l
.'©..g.©ü 0 ãj'?."'».'.''

e, consequentemente,
l õ«$.1iõú
2

0
l .}-'õliõ.

2ã2

Í*"?(Õ Õ)ãÜ X*'fãÜ :fX* X*"F$(Õ Õ)'

.«$Ãã''Ü o iãliP '"ã;li$'



APENDICE F

Serviços de manutenção

Fale\a, F.l. Tempo gasto no serviço l.y), em minutos, número de bebidas estacadas
Çz\~l e distância percorrida l.=2), em pés, numa amostra de 25 observações.

g
16,68
11,50
12,03
14,88
13,75
18,11
8,00

17,83
79,24
21,50
40,33
21,00
13,50
19,75
24,00
29,00
15,35
19,00
9,50

35,10
17,90
52,32
18,75
19,83
l0,75

zl
7
3

3
4
6
7

2
7

30
5

16
10
4
6
9

10
6
7
3

17

10
26
9

8

4

Z2
560
220
340

80
150

330
110
210

1460
605
688
215
255
462
448
776
200
132
36

770
140
810
450
635
150

Fonte: Montgomery, Peck e Vining (2001, p. 76)



APENDICE G

Taxas mensais de retorno de ações

Tabela G.l vazas rnerzsaís de retomo de anões de «cercado (z) e da Corporação
A.cme Cleuetand Ç'ub, no período de janeiro de 1986 a, dezembro de 1990.

ai tiUU4, p

  Mês z '''i
Janeiro 1986 -0,061134 (}.030i60

Fevereiro 1986 0,008220 -0.165457
Março 1986 -0,007381 0,080137
Abril 1986 -0,067561 -0,109917
Maio 1986 -0,006238 -0,114853

Junho 1986 -0,044251 -0,099254
Julho !986 -0,112070 -0.226846

Agosto 1986 0,030226 0,073445
Setembro 1986 -0,129556 -0,143064
Outubro 1986 0,001319 0,034776

Novembro ]986 -0,033679 -0,063375
Dezembro }986 -0,072795 -0,058735

Janeiro !987 0.073396 0.050214
Fevereiro 1987 -0,011618 0.111165

h'março ]987 -0,026852 -0.127492
Abri! 1987 -0,040356 0.054522
b/caio ]987 -0,047539 -0,072918

Junho !987 -0,001732 -0,058979
Julho 1987 -0,008899 0.236147

Agosto 1987 -o,020837 -o.094778
Setembro ]987 -0,08481] -0.135669
Outubro 1987 -0,262077 -0,284796

Novembro ]987 0,110167 -0.171494
Dezembro }987 0,034955 -0,242616

Janeiro 1988 0,012688 -0.063518
Fevereiro 1988 -0,Q02170 -0.117677

h'março 1988 -0,073462 0,201674
Abril 1988 -0,043419 -0.147728
Maio 1988 -0,054730 -0.170885

Junho 1988 -0,011755 -0,014893

Julho 1988 -0,06171É -Õ,110515
Agosto 1988 -o,]01710 -o.]68769

Setembro 1988 -0,032705 -0,135585
Outubro 1988 -0,045334 -0.084077

Novembro 1988 -0,079288 -0,164550
Dezembro 1988 -0,036233 0.150269

Janeiro ]989 -0,011494 -0,015672
Fevereiro 1989 -0,093729 -0.037860

Mlarço 1989 -0,065215 -0.074712
Abril 1989 -0,037}13 -0.108530
N4aio 1989 -0,044399 -0,036769

Junho ]989 -0,0844]2 0,023912
Julho 1989 0,003444 -o.078430

Agosto }989 -o,056760 -o.132199
Setembro 1989 -0,078970 -0,11014]
Outubro 1989 -0,105367 -0.126302

Novembro 1989 -0,038634 -0.095730
Dezembro 1989 -0,043261 0,065740

Janeiro 1990 -0,139773 -0,120056
Fevereiro ]990 -0,059094 -0.085205

Mlarço 1990 -0,057736 -0.130433
Abri! ]990 -0,102524 -0.116728
Maio !990 0,023881 -o.078039

Junho !990 -0,079116 -0,170322
Julho ]990 -0,078965 -o.077727

Agosto 1990 -o,161359 -0.277035
Setembro 1990 -0,119376 -0.207595
Outubro 1990 -0,076008 -0,070515

Novembro 1990 -0,006444 -0.046274
Dezembro 1990 -0,026401 -0,190834



APÊNDICE H

Coelhos europeus na Austrália

Tabela H.l F'estes das /entes dos o/Aos de coe/bos europeus (3/)
idade (z), em d as, numa amosfrcz de 7.7 observações.

e'rn 'miligrct'ruas e

7
15

15
15

18
28

29
37
37
44
50
50
60
61
64
65
65
72

75

75
82
85
91
91

97

21,66
22,75
22,30
31,25
44,79
40,55
50,25
46,88
52,03
63,47
61,13
81,00
73,09
79,09
79,51
65,31
71,90
86,10
94,60
92,50

105,00
101,70
102,90
llo,oo

98
125
142
142
147
147
150
!59
165
183
192
195
218
218
219
224
225
227
232
232
237
246
258
276

104,30
134,90
L30,68
140,58
155.30
152,20
144,50
142,15
139,81
153,22
145,72
161,10
174,18
173,03
173,54
178,86
177,68
173,73
159,98
161,29
187.07
176,13
183,40
186,26

Z
285
300
301
305
312
317
338
347
354
357
375
394
513
535
554
591
648
660
705
723
756
768
860

y
189,66
186,09
186,70
186,80
195,10
216,41
203,23
188.38
189,70
195,31
202,63
224,82
203.30
209,70
233,90
234,70
244,30
231,00
242,40
230,77
242,57
232.12
246,70

Fonte Wei (1998, p. 155)
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Solução de cálcio radioativo

Tabela 1.1 Quantidade aZ,sor«ída de cá/cáo radíoatiuo (Z/), em nmoZe./«.g, e te«.po
(=), em min'aios, numa amostra de 27 obsemações.

Z
0,45
0,45
0,45
1,30
1,30
1,30
2,40
2,40
2,40
4,00
4,00
4,00
6,10
6,10
6,10
8,05
8,05
8,05

11,15
11,}5
11,15
13,]5
]3,]5
]3,15
15,00
15,00
15,00
Fonte:

y
0,34170

-0,00438
0,82531
1,77967
0,95384
0,64080
1,75136
1,27497
1,]7332
3,]2273
2,60958
2,57429
3,1788]
3,00782
2,6706]
3,05959
3,94321
3,43726
4,80735
3,35583
2,78309
5,13825
4,70274
4,25702
3,60407
4,15029
3,42484

Rawlings (1988)
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