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Sumário

Dada uma sequência de realizações de uma cadeia de Markov em tempo discreto e
espaço de estados finito, estimamos a distribuição de probabilidade amostrar das transições
dos estados e da medida invariante usando o método de reamostragem. Discutimos alguns

métodos existentes na literatura e propomos dois novos métodos de reamostragem com o
objetivo de reduzir o esforço computacional e garantir a redução da variância. Para tanto,
consideramos algumas recentes idéias no contexto de classificação, tais como o Ádaboosr,
na estimação desta distribuição. Alguns resultados númericos ilustram e nos fornecem
evidências para os métodos propostos.



Abstract

Given a sequence of realizations of a discreto time Markov chain on a finite state space,
we estimated transition probabilities and invariant distributions using a bootstrap method.
We discussed some existing methods in literature and consider two new modela of boot-
strap with the objectivo to reduce the computational effort and to guarantee the reduction
of the variance. For in such a way, we consider some recent ideas in the classiflcation con-
text, such as the .4daboosr, to the estimation of this distribution. Some numerical results

illustrate and in they supply evidences to them.
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Introdução

Atualmente, a capacidade dos sistemas de computação para gerar e armazenar dados é

grande em relação ao seu poder de análise. Nesse contexto, a descoberta de conhecimento

surge como uma forma de buscar informações úteis desconhecidas, que podem estar ocultas

em grandes bases de dados. Esse é dito um processo de mineração, que tem como objetivo

os métodos de extração de informações a partir dos dados.

Existem muitas estratégias no processo de mineração de grandes bancos de dados que

produzem previsões, padrões e relações. Uma tarefa da mineração é predizer um valor de

um atributo de uma nova observação quando os valores dos outros atributos são conhecidos.

Uma possibilidade é usar um algoritmo de aprendizagem, também denominado algoritmo

de predição ou método de classificação.

Uma coleção de observações com valores conhecidos do atributo é tratado como um

conjunto de treinamento para um algoritmo de aprendizagem que pode produzir uma regra

de classificação. Aplicando diversos algoritmos de aprendizagem a um mesmo conjunto de

treinamento, obtém-se para cada um desses uma descrição do conceito (um classiflcador),

que descreve esses exemplos de forma mais compacta. Um classificador é aquele que
fornece uma decisão para um dado problema. Diferentes classificadores normalmente pos-

suem previsões e precisões diferentes para o mesmo conjunto de dados. A abordagem tradi-

cional para determinar qual é o melhor classihcador para uma aplicação é selecionar aquele

que fornece a maior precisão (ou erro de predição esperado menor) para essa aplicação.
Porém, essa abordagem pode não ser a mais adequada. Informações descobertas pelos

demais classificadores podem estar sendo ignoradas quando se opta por um único clas-

siflcador. Assim, uma abordagem mais apropriada pode ser a combinação das saídas de

diversos cjassiflcadores. Pesquisas recentes, Friedman, J., Hastie, T., Tibshirani, R.(2000),
Dietterich, T.G.(2000), Breíman, L.( 1996), mostram que utilizando alguma combinação
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de classihcadores é possível obter resultados com maior precisão comparados com os re
multados obtidos por um único classificador.

Existem diversos problemas que sugerem a modelagem de cadeias de Markov para

sua solução e é de fundamental importância a estimação da matriz de probabilidade de
transição e da medida invariante (ou estacionária). O objetivo deste trabalho é apresentar

alguns métodos de reamostragem existentes para a estimação da distribuição de probabi-

lidades das transições e da medida invariante e considerar o procedimento de combinação

de classificadores no contexto de cadeias de Markov, definindo como classiflcador a pro-

babilidade de transição estimada assim como sua medida invariante estimada a partir de
realizações do processo estocástico.

Dada uma seqüência de realizações de uma Cadeia de Markov em tempo discreto com

espaço de estado finito, estimamos as probabilidades de transição usando o método de
reamostragem (Boo/srrup).

Um problema central na estatística é determinar o estimador para um determinado
parâmetro de interesse e avaliar a acurácia deste estimador, através das estimativas do erro

padrão e consequentemente encontrar intervalos de confiança. Efron (1979), introduziu a
versão óoorsfrap, motivado por esse problema.

Este método tem por base a idéia de que a amostra original é tratada como se fosse a

população que deu origem aos dados, ou seja, a idéia é repor a distribuição desconhecida

da população pela distribuição empírica, da amostra original.

Propriedades dos estimadores podem ser baseados na distribuição empírica. Algumas

vezes estas propriedades são determinadas analiticamente, mas na maioria das vezes podem
ser aproximadas, por exemplo, pelos métodos de Monte Carlo.

O boo/srrap de Efron pode ser definido da seguinte maneira: Considere uma amosüa de

n vetores aleatórios idependentes e identicamente distribuídos Xi, . . . , X. e o estimador

f?(XI , . . . , X.) (denotado por 0). O procedimento para estimar a acurácia de 0 é dehnido
em termos da distribuição empírica /?,:. Esta função tem para cada valor observado dos

vetores aleatórios Xi a probabilidade l/n, para á - 1, . . . , n.
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A função distribuição empírica é o estimador de máxima verossimilhança da distribuição

para as observações. A distribuição de 0 -- é? é aproximada pela distribuição obtida por gerar

valores de 0 pela amostragem independente com reposição da distribuição empírica Fn . A

estimativa boo/srrup do erro padrão de 0 é então o desvio padrão da distribuição de boof-

srrap para 0 -- 0.

A aplicação da técnica requer a geração de reamostras, isto é, amostras obtidas pela
amostragem independente com reposição da distribuição empírica. O procedimento con-
siste em:

1. Gerar uma amostra de tamanho n (onde n é a amostra de tamanho original) com

reposição, da distribuição empírica.

2 Calcular 0*, o valor de 0 calculado na amostra

3. Repete os passos (1) e (2) B vezes

Pela repetição dos passos l e 2, B vezes, obtemos a aproximação de Monte Carão para a

distribuição de 0*. O desvio padrão de 0* é a aproximação de Monte Carlo para a estimativa

do erro padrão para 0.

Desejamos conhecer a distribuição de é? -- 0, mas o que temos é a aproximação de
Monte Carlo para a distribuição de 0* -- 0. A idéia principal do boorsrrap é que para

rz suficientemente grande esperamos que as duas distribuições soam aproximadamente a
mesma.

A idéia do boofsrrap é que a variabilidade de 0* será similiar a variabilidade de 0. Existe

uma boa razão para acreditar que isto é verdade desde que n seja grande, pois assim F'.

hca próxima de F, e amostrar com reposição de Fn é quase amostrar aleatoriamente F

Um resultado importante é o Teorema Glivenko-Cantelli, Chung (1974), que afirma que

a distribuição empírica converge uniformemente com probabilidade l para a distribuição

r' quando as observações são independente e identicamente distribuídas, ou seja,

S«P l Fn(Z) - F'(;«) l---, 0,
-- oo <z< oo

quando n --+ oo, com probabilidade l.
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O procedimento para encontrar intervalos de confiança (IC's) dos parâmetros consiste

em obter B estimativas através da reamostragem, definir a função distribuição a partir
destas estimativas e então encontrar o intervalo de confiança desejado.

A sequência de Markov deve ser adaptada para ser utilizada neste contexto, e é intro-

duzida a reamostragem em blocos. Com o objetivo de garantir a redução da variância é

proposto a reamostragem ponderada, que utiliza idéias do método de combinação de clas-
sificadores.

No capítulo l discutimos alguns dos métodos de reamostragem em blocos bem co-

nhecidos para cadeias de Markov; Reamostragem Uniforme em Blocos, Reamostragem
Balanceada em Blocos, Reamostragem de Importância em Blocos e Reamostragem Balan-

ceada de Importância em Blocos. No capítulo 2 apresentamos o conceito de classificadores

dando como exemplos a Árvore de Decisão e a Regressão Logística, e descrevemos o pro-

cedimento de combinação de classiflcadores, onde são estudados os métodos de Bagglzzg e

Boosflng. No capítulo 3 apresentamos duas novas propostas de reamostragem para Cadeias

de Markov, que consistem em uma adaptação do procedimento de combinação de classifi-

cadores, a Reamostragem Ponderada em Blocos e a Reamostragem Balanceada Ponderada

em Blocos. No capítulo 4 discutimos os métodos de reamostragem apresentando algumas
evidências numéricas.



Capítulo l

Métodos de Reamostragem para
Cadeias de Markov

Dada uma sequência de realizações de uma cadeia de Markov com espaço de estados

finito, em tempo discreto, desejamos estimar as distribuições de probabilidade da estatística

de máxima verossimilhança das transições e da medida invariante.

Considere B = {zo, ..., z.} uma realização de um cadeia de Markov ergódica (recor-
rente positiva, aperiódica e irredutível) {Xj; .j = 0, ..., n], em um espaço de estado finito

S = {1, ..., s}, com probabilidade de transição P = (pij). A ergodicidade implica a e-

xistência de uma medida invariante ll = (rl, . . ,n's), 7rj > 0, >ll: n-j = 1, a'j = >: a'iPij,

.j = 1, ..., s e para todo { C S, p:j) -, r.i exponencialmente rápido quando n + oo, onde

P(.j) - P{X. = .j l Xo

S

lJ Z

Seja nij o número de transições do estado á para o .j em 8, e ní o número de visitas ao

estado ã em 8. O estimador de máxima verossimilhança da probabilidade de transição P é

dado por Pn = (».({,.j)), onde »«({,.j)=1 " ' n: > 0 com .5.j = 1 para í = .j, e 0 caso

contrário, e podemos estimar ll por fl« = (â«(á)), onde ã«(ã) = ní/n.
{.j,cc
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Seja a matriz de variância-covariância de Pn definido por

Í e-(l:Ja, (i,.j) - (k, J)

E:j,». - l ::ia', ({ - A), (.j # z)
1 0,cc

( 1 . 1 )

A dificuldade em calcular a matriz de variância-covariância assintótica faz este pro-

cedimento pouco apropriado. Assim o método de reamostragem é uma técnica útil para
estudar este tipo de problema.

O método de reamostragem (boorsrrap) proposto por Efron(1979), consiste em

Considere uma amostra independente e identicamente distribuída (i.i.d) 4 = {zi , ..., z.}

de uma função distribuição /' e estatística de interesse s(&). A estimativa de boo/srrnp para
a Esperança de s(ê) é dada por

ê = .Ef.s(&*), (1.2)

onde F' é a função distribuição empírica, .EÊ é a esperança sob F, e 4* = {zi, ..., z;} é
retirada com distribuição uniforme de 4, com reposição. A menos que s(4) seja a média ou

outra estatística simples, não é fácil calcular exatamente ê, então aproximamos ê por

(1.3)

onde cada 4*ó é uma amostra de tamanho n retirada com reposição de &, -B é o número de

simulações de Monte-Carlo, e s(&'õ) é o valor da estatística s avaliado para 4*b

A fórmula( 1.3) é um exemplo de uma estimativa de Monte Carlo da esperança .EÊs(4*)

De acordo com a lei dos Grandes Números ên --, ê quando .B --, oo, e ua7(êB -- ê) = c/.B,

onde c ? 0 é uma constante, assim a variância vai para zero quando B --, oo. A variância

amostral de êa pode ser estimada por,

Bl
«â',(',) - R:l >1:('(4*') - ê,):-b-]

(1.4)

Iremos explorar esta idéia da reamostragem para construir um método para estimar

a distribuição de probabilidade das transições e da medida invariante de uma Cadeia de
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Markov de ordem um. Primeiro discutimos a reamostragem uniforme em blocos baseado

no processo introduzido por Athreya e Fuh (1992). Davison (1986) propôs a técnica da

reamostragem balanceada para reduzir o esforço computacional. Hall (1990) discutiu a
eficiência assintótica da reamostragem balanceada em relação a reamostragem uniforme,

em problemas de estimação de funções de distribuição e quantia. Johns (1998) e Davi-
son (1988) apresentaram a técnica da reamostragem de importância, quando o tamanho
da amostra é fixo e esta técnica mostrou-se um esquema amostrar para simular um evento

raro. É de fato uma técnica de redução de variância. Booth, Hall e Wood (1993) discu-
tiram a técnica de reamostragem de importância balanceada, que combina os aspectos da

reamostragem balanceada e da reamostragem de importância.

Athreya e Fuh (1992) ao estudarem a realização de uma cadeia de Markov 4, parti-
cionaram em blocos {açz;Z - :Z-a ) . . . ,lra +i) Zf') é o tempo do a-ésimo
rctomo a um estado recorrente a.. A partir de um critério apropriado de parada temos pela

propriedade forte de Markov que esses blocos são i.i.d. Assim, o método de reamostragem

pode ser aplicado nestes blocos. Existem duas alternativas para realizar esta amostragem.

A primeira é fixar o número de blocos k, e observar a cadeia até um n aleatório. A segunda
é fixar o tamanho da amostra n, assim o número de blocos k é uma variável aleatória, onde

o último bloco pode ser descartado.

Considerando a segunda alternativa, observamos a cadeia até o tempo fixado ri e obte-

mos k blocos. Para um estado recorrente A fixado, seja Zf') o tempo do a-ésimo retomo ao

estado Z\., então os blocos 77a - {ZZ; Z ' lr-(a) . . . 7-(a+l) são i.i.d. para a ' 1, 2,

A amostra original pode ser decomposta da seguinte maneira:

X:: '1770, qi, ..., 77k, 77t+i} onde 7?0 = {#O, . . . ) zr(D.l} e 77t+l = {3çl.tÜ+i), . . . , Znl'

Sda g(7?.) o número de visitas dó estado i no bloco ?7.., h(?7.*) indica o número de

transições do estado á para o .j no bloco 77.*, e Ta é o tamanho do a-ésimo bloco, então

p.(i,j) = iÍ;ia e n. ({) - -?=- são os estimadores de máxima verossimilhança de píj e n{,

respectivamente, dentro do a-ésimo bloco.
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Os estimadores de pij e ai de máxima verossimilhança são dados por

k
E h(o.)

a=l
k '

E g(o..)
a=l

». (i, .j ) (1.5)

k
E g(o..)

â'«({) - 'l-
a=l

(1.6)

As variâncias estimadas desses dois estimadores são dadas por

. k

â' >1: (g('z- ) (p.. (í , .í)

(E g(,7.))' '--:
cl=l

»« ({ , .j ))): , (1.7)

ã' - («-.({) - ã'«(á))):.
(E Ta)2 '--:

Pela lei fome »«({, .j) e â«(á) são consistentes. Para estimar as distribuições de (á.({) --

n-{) e (»«(á, .j) pij), iremos discutir alguns métodos de reamostragem e propor dois novos
métodos.

k

l

(1.8)

Iremos considerar a seguinte notação: {l} Método de Reamostragem Uniforme em

Blocos, .[2} Método de Reamostragem Balanceada em Blocos, .[3} Método de Reamos-

tragem de Importância em Blocos e {4} Método de Reamostragem Balanceada de Im-
portância em Blocos.

1.1 Uniforme em Blocos

Nesta seção discutimos dois procedimentos, baseados na reamostragem uniforme em

blocos, para estimar a distribuição das estimativas das probabilidades de transições e da
distribuiçãoinvariante.
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Para um dado conjunto de dados {zo, zi , . . . , #«}, particionado em k blocos, o esquema

de reamostragem uniforme em estimar a P{ (É«(á, .j) --pij)/â 5; z} e a P{(â«(í) -- aí)/ã $

/} consiste nos seguintes passos:

1 . Para a transição Q, li)Jbca, decomponha a amostra original em k blocos:

\qt,'q'z. ... , qKI. Sela F a medida de probabilidade uniforme dos blocos \n... a
1, j

2. Para b = 1 , . . . , B, cona a amostra origina!.focada, retire lama amostra de tamanho k

de acordo com F. Denotando esta amostra por XF} - X.qÇI . -.. , v)11} }, de$nimos as
estimativas da probabilidade de transição do estado { para o j e a medida invariante

do estado {, lta b-ésima iteração , respectivameltte por

a=l

g:p E})
a=l

pi:}(í , .í ) (1.9)

*J''n - 'i--
a::l

(l.lO)

Conto sugerido por Fan,T.H.e Huna, W.L. Ç\99'T), as variâncias amostrais das

estintativas de probabilidade e das medidcts invariantes são dadas por:

õit:} - ii--!-- >ll:ü Eb :'o,.n - »««,.ü)',
a=l

( 1 . 1 1 )

ã?l-} -
;g-L--E(4b(«Eln - â.W)',

(1.12)

onde gi.nlP) é o número de visitas ao estado i do bloco realnostrado rlEP, hi.LIED) é

o ttúntero de trattsições Q. ii) do bloco reamostrado ntU, Ttx \ é o tamanho do bloco

,'","./«a. o:}, p:}(i, j) - À(o.S})/Ér(o=}) ' «L}({)
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3. As distribuições de t$. Q. j) -- T)iàlõ e ÇK.(.il -- x.hlã podem ser aproximadas, res
pectivamente, pela distribuições empíricas de ($y} (.', j)-- Õ.(z, j»/àti \ e (itF\ b)--
â«({))/õ'J'}, b - i, . . . , B.

Para estimar a função distribuição F de M = (»«(e,.j) p{.i)/â, seja Xt:} =
77l'J } a reamostra retirada aleatoriamente e com reposição de X = {77i , . . . , 77t}{,7Í'},

Seja »{:}(i,.j) e ó:l'}, calculados na reamostra XÍl}, para a versão de »«({,.j) e â',

respectivamente. Então a estimativa de boo/srrup de -F é dada pela seguinte probabilidade

condicional f'(a) = P(Ml:} $ z l Xl:}), com A/{'} = (Pt:}({,.j) ê«(i,.j))/õl:}

A partir da reamostragem uniforme, temos .B reamostras independentes, XÍi} , . . . , XlJ}

de X, e seja Àcdi} a versão de M calculada na reamostra XÍi}. Assim, a aproximação de/'
pela reamostragem uniforme é dada por:

B

Ê.(,) - i >: lo@'} $ «).b-l
(1.13)

Note que condicionada a X, Fu(z) -} F'(z), com probabilidade 1, quando .B -----' oo

e q« .E(Eu(z) l X) - P(z) e }''«(Êu(z) l X) - Ê(l - F'(;«))f'(z).

PeloTeorema 8 de Athreyae Fuh (1992), o sup l .Ê(=) -- 'b(=) 1 0, com
--(x)<a<oo

probabilidade 1 , quando n ---, oo, onde {'(.) é a função distribuição normal padrão.

Segue que com probabilidade 1, quando n ---, oo, sup l BV'arlFu(z) l X}
--oo<z<oo

{l -- O(z)}0(z) 1---, 0, quando Z? ----' oo.

Analogamente, para estimar a função distribuição F de À/ = (â«(í) ai)/ã, tem-se o
Teorema 6 de Athreya e Fuh (1992).

1.2 Balanceada em Blocos

A idéia desta reamostragem é garantir que cada bloco apareça o mesmo número em

todas as reamostras. Então, para uma realização {zo, zi , . . . , =«} particionado, em k blo-
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cos, o esquema de reamostragem balanceado em estimar a P{(»«({,.j) píj)/â 5; z} ea

P{(â«({) -- ní)/ã 5; #} consiste nos seguintes passos:

\ . Fixe a transição (i.. j) e decomponha a at?lontra origina! ern k blocos: 4.Tll , q2, . . . , IK
Repita cadct bloco B vezes, obtendo utn total de Bk blocos.

2. PermLlte os Bk blocos aleatoriamente, e cada k blocos jorrtecem urna reamostra

ba/anceada, nllm fo/a/ de .B rea/zzosrnus, XÓ2} ;: {l?Í2}, . . . , 7?bx; ], b :; l, . . . , .B.

3 . Para cada uma das peamostras de$nimos as estimativas da probabilidade de transição

Q,, j) e da medida inxariattte do estado i, na b-ésima iteração, iespectivantente por

PÍ:}(i,.j) - e;L ,
Üg E})a::l

ãl2}(i) - e4
g: «e'a::l

As variâncias amostrais das estimativas de probctbilidctde e da medida invariante

são dcidaspor:

(1.14)

(1.15)

ig üEbüE'«,.õ a)',
a=l

k

(1.16)

. R

ig-l--Ep=b(«=ln - â-.M)',
(1.17)

onde gl.Tlll?) é o número de visitas ao estado { do bloco reamostrado n13, h(nl?) é

o número de transições Q. ii) do bloco reamostrado n13, T:? é o tattlanho do bloco

"'",-.r,«d. oE}, pE}({, J) - h(oE})/g(o=}) . «E}({) - g(,7=})/7E}
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4. A distribuição de {=p.Q.,ii) -- pià]õ e l.R.(.i] -- K.àlõ pode ser aproximada pela

Í r,f "lfÕ. .«-pú'l« a. (PÍ:}(Í,.j) ».({,.j))/ÕI'} ' (ÍJ:}(Í) - ã'«(ã))/ãi'},
L, . . . , B, respectivamente.

Para construir a aproximação da reamostragem balanceada de .F, primeiro obtemos

1? reamostras balanceadas XÍ2},l $ b $ .B. Seja pl2}(ã,.j) e â212}, calculados na reamostra

Xl2}, para a versão de »«(ã, .j) e ót2}, respectivamente. Então a estimativa de boo/srrap de

f' é dada por f'(3) = P(Ã4{'} $ '; 1 X), com À/{'} = (»{'}({, .j) -- P«(í, .j))/ót'}

A aproximação de F pela reamostragem balanceada é dada por

. B

Â,(«) - ; >: 1(MóÍ'* 5; «).b-l
(1.18)

Para obter a eficiência assintótica de Eb(#) em relação a Fu(z), é necessário verihcar
a variância assintótica de Eõ(z), que é dado pelo teorema 1, página 228, de Fuh,C.D.,
Fan,T.H. e Hung,W.L. (1998), onde sup l J?\''arlÉó(z) l X} -- {(l -- 'l'(z))'!'(z)--oo<z<oo

Ó(z)2} 1---, 0, com probabilidade 1, quando n --, oo, sendo (>(.) a função distribuição
normal padrão, e @(.) a função densidade normal padrão.

De maneira análoga, obtemos a variância assintótica da distribuição de ã(ã). Com-
parando os resultados das variâncias da reamostragem balanceada e uniforme, é possível

verificar que as estimativas da reamostragem de importância são mais eficientes em relação

a reamostragem uniforme, quando n --, oo, atraveés da seguinte relação:

}''«(Fu(;«)) 'D(:«){1 - '>(=)}
v'«(ã(z)) ©(:«){l 'D(z)} @(«)'

(1.19)

1.3 Importância em Blocos

Com a notação da seção anterior, o algoritmo para estimar a P{(»« (ã, .j) -- pi.j)/õ $ ;r}
consiste em:
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l Para

.«(í,j)
E g(o.)

seja a distribLlição de probabilidade de reamostragem 4.q. \ cl = 1 , . . . , k \ de \TI.. \ Q =

1,...,k} dada por

k

l

qa k

la

l
-g(o.)(p«(i, .j) - P«({,.j)), (1.20)

.;«p(- .A... ({, .j ) )

E -p(-Á'..({, .j))

onde A é escolhido de taljorma qüe minimize e=p(.Aa )Q(z A), com ®l.. ) sendo a

função distribuição normal padrão.

2. Para b = 1., . . . ,B, com a amostra .funda. retire alma sub-amostra de tantanho

k, XF} = 4.nlü , . . - ,vtlik} \, através da distribllição de probabilidade dos blocos

{q.; cl = 1, . . . , k}. Sda Zz,.. o nome/o de vezes qzze 77ó. aparece /za reamosrra Xi''
A estimativa de Ê. $, ii) é dada por

PÍ3}(i,.j) - '=1: . . 11(kÇ.)-'''
É g(oE}) =a=l

(1.21)

A variância alnostral da estimativa de probabilidade $f} é dada por.

[---L-- >:(g('7E})bE}(í, j) - »«({, .j)))',(i .22)
(Ê g(qE}))' ==i

onde g(nl# ) é o número de visitas ao estado i do bloco reamostrado n13, h(nl? ) é o

rlúmero de transições (i, j) do bloco rea}7tostrado n13 e pl: 1.{ , j) = Üi.n13 )/g(q\a} )

l

ab

3. Da mestra jorna que nas seções anteriores, a distribLtição de \Õ«(i,.ii) -- piàlà

pode ser aproximada pela distribt+ição empírica de i.iiy} (i. j) -- $«(-, j»/ãF} , b --
B
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O procedimento para estimar P{(á«({) -- ni)/ã $ z} pelo método de reamostragem
de importância em blocos consiste em:

l Para

'..({)

a=l

seja a distribuição de probabilidade de reamostragem \q., a --
1,...,k} dada por

l
h -To(«'..(Í) ã'«({)), (1.23)

hld.{q.;a

.«P( - .4 ..(ã) )

E -p(-Á...(i))
c!=l

onde A é escolhido de tal.Forma qüe ntinimize e=p(.AZ )®(= -- A)

função distribuição nonnat padrão.
«,« ©(.) ««d. «

2.. Parca b = L . . . . . B, cota a amostra Jüada, retire tina antostra de tamanho k, X\ba\

tTlta} , . . . v)l:k\ }, através da distribuição de probabilidadedos blocos l.q.; a -- 1., . . . , k}.

Então a estimativa de t.{.ià é dada por

'iau'*«.'
cl=l

íJ:} (í ) (1.24)

A variância amostrar da estimativa da medida in»ariante é dada por.

i..:L «E}M í.w):,
(É {ze})' =
a::l

onde TE} é o talnartho do bloco reamostrado nl= e vl: Q) = g(D13)/Tta}

(1.25)

3 Assim, a distribuição de Çir.Ç.ià -- xàlõ pode ser aproxitttada pela distribuição
'«:pú'í« a. (íJ;}(í) â'«({))/õJ'}, z, - i, . . . , B.
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Na reamostragem de importância, cada bloco ??. tem uma probabilidade de ser sele-

cionado p(77.), com p(q.) > 0 e }l: p(77.) = 1. Retiradas .B reamostras XÍ;}, l $ b $ 1?

então a aproximação de F(z), pela reamostragem de importância é
l

. B k

À(,) - ; }: i(]W'} $ ") 11(tp(o.))''í:',
' b::l a-:l

(1.26)

onde OE} é o número de vezes que 77.. aparece na reamostra Xl3}. O objetivo é encontrar

p(77.) que minimize a variância assintótica de Fi, que é equivalente a minimizar

0 - .E'll(.A/{'} $ z) ll(kP(m..))'0E''},
a=l

k

onde QLi} é o número de vezes que 7?. aparece na reamostra Xti}, sob a reamostragem
uniforme. Então

Pt:}({, .j) - ».(i,.j)

Pt:}(ã, .j) -É«(i,J) â

k

}l: Ql:}.. (i, .j) ,
a=l

onde

..({,J) l g(o.)(p.(í, J) - »«(í,.j))

E g(,7«)

k k

E
a:;l a=l

0 B .E'll( QJOc.({,J) $ ]ç) ll(kp(O..))'OI''} Ell(yi 5; i')e:"p(Va) l X},

e

o«de U = E Q!:}.., V2 ' E (2'- .5. e õ. = Z.g(k(p(q..)). Com k aleatóHo, as

variáveis aleatórias VI e Ve são somas aleatórias multinomiais ponderadas. De acordo com

o Teorema de Athreya, K.B. e Fuh,C.D.(1992), página 236, condicionada a X, (U. Va) é

assintóticamente normal bivariada, com média (0, E( >1: 5.)), variância (l, .F( E .5:)) e

l l

k A

l la



covariancia

E( )ll: c..(á, .j)õ.). Então quando ri --, oo,a-:l

A

(0) H .:«P(.:)@(z

onde s: = .E(E õ:) e p = !E( E c..({,.j).5..).
Q :: l cl :: l

SP),

Os valores de s e p que minimizam ea;p(s:)®(z -- sp) são (s, p) = (.A, 1), onde .4 =
.4(=) > 0 é tal que minimiza ezp(.A')©(z .A). Seja .5. = .4c. + c, onde c é escolhido

tal que )ll: p(v7..) = 1. Então, a variância assintótica da reamostragem de importância é

mínima quando

k

l

la

P(q«) e«p( - .4..({ , .j ) )

E e«p( ..'l...(í, .j))

para cl - 1, . . . , k. Por um argumento similar, obtemos a variância assintótica da distribuição

de â(i). Comparando os resultados das variâncias da reamostragem de importância e uni-
forme, é possível verihcar que as estimativas da reamostragem de importância são mais efi-

cientes em relação a reamostragem uniforme, quando rz --, oo, através da seguinte relação,

V'«(-h(z)) q'(z){l - 'b(#)}

t''«,(À(z)) '"P(.4')q'(«: - -4) '>(z)'
(1.27)

1.4 Balanceada de Importância em Blocos

A reamostragem balanceada de importância é a combinação da reamostragem balan-

ceada e da reamostragem de importância. O balanceado nesta reamostragem significa que

o número de vezes em que cada bloco aparece em qualquer reamostragem é proporcional

a probabilidade de ser selecionado pela reamostragem de importância.

Com a mesma notação da seção anterior, o algoritmo para estimar a P{(».(i,.j)
p;.j)/ó $ ;«} consiste em:

1. Pn/.a

c.(á , .j ) â' : -i--!-- g(q. ) (P« (i, .j)
E g(,7.)
a::l

»« (í , .j)) . (1.28)
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Seja a distribuição de probabilidade de realttostragetn X.ql.i Q = 1.

1,...,A} por

, k} de {?..; a =

ezp( - .A'..(á , .j ) )

E .ZP( .4'...(Í,.j))

«d. .4' é ««/hído d. /a/.»«:a q« «-fnímiz. .zp(Á': ) q'' (z -- .A') -- {@(;«) -- .4'q' (z) }:

com ® Ç 3 sendo a junção distribuição nomtal padrão e 4) a função densidade nolrnat

padrão.

k

l

2 l)e$/?a B: = ltBç:l, onde 1.1 demora a parte ilz/eira, ob/en/za r = k.B -- >1: B' e

d* = kBq: -B:. arde/ze {di, . . . , dA.} do nzenorpara o maíon Sda .B. = .B: + l,
se a ordetn de d. é maior ou igual a r, ou, B.. = Bk, caso contrário. Assina B. é o

número de vezes que o bloco TI. aparece na reamostra balanceada. Ou seja, repete

o bloco TI., B. vezes, totalizando Bk blocos.

l

3. Permltte os Bk blocos aleatoriamente, e a cada k blocos obtenha uma reamostra

bcz/anceacla, nzínz fofa/ de .i3 re(z/7?0s//us, :Xil4} .[77Õ4}, . . . v7Ót }P b := 1, . . . , .i3.

4. Para cada uma das reamostras a estimativa da probabilidade de transição U. j), na

b-ésima iteração é dada por

;l-- rla«.)'
a::l

»i'} (i, .í) (1.29)

A variância amostrar da estimativa de probabilidade é dada por.

ig-l--- >1:üüEb @E' o, .ü - ». o, .ü)',
a=l

(1.30)

onde gi.nl: ) é o número de visitas ao estado i do bloco reamostrado nlJ, h(n13) é o

ltúmero de transições 1.{. j) do bloco reamostrado nl:, pl:i.i, j) = hl.Tll:)/g(Tt\a} )
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5. A distribuição de (ip.«. ii) -- 'piàlõ pode então ser aproximada pela distribuição
empúfca c/e (P{'} (i, .j) »,(í, .j))/õ!'}, b - l, . . . , .B.

Com a mesma notação, o algoritmo para estimar a P{(í«(i,.j) -- ní)/ã $ z} consiste
em

l

..(á) («'.(í) - ã',(í)).
Z../ ''-a

Seja cl distribuição de probabilidade de reamostragem \q'., a

1,...,k} dada por

(1.31)

, k} d. {,7.; a

.«P( - -A'... (á) )

E .«p(-Á'...(i))

onde AI é escolhido de tat fortna que minimiz,e ezpÇA''z )O(z

A' ®l.z) lz , com Q' (. ) sendo a junção distribuição nomtat padrão e
dadenottnalpadrão.

k

l

q:

- .4') {@(=)

4) a função densa

2 Z)e$/za BI. = lk-eç:l, o/üe 1.1 de/zo/a a pane l/z/eira, ob/ezz/za r = X;B )l: .B' e

d« = kBql. -- Bt.. Ordene 4.dl , . . . ,dh} do menorpara o maior. Seja B.. = Bj: -F l-,

se a ordem de d. é maior ou igual a r, ou, B. -- B'., caso contrário. Assim B. é o
número de vezes que o bloco n. aparece na reamostra batartceada. Ou seja, repete
o bloco n., B. vezes, totalizando Bk blocos.

A

l

3. Permite os Bk blocos atecltoriamente, e a cada k blocos obtetttos uma reamostra

balancea(b, ntlm total de B reamostras, Xy} = X.vlt4} . . . nl,P' }, b = 1-, . . . , B.

4. Então a estimativa de i.l.i) é dada por.

}FH''«.'a=l

ã!'}(í ) (1.32)
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onde T!? é o comprimento de n13

A variância anlostral da estimativa de iy} é dada por.

8-L--E(4'(«=*w -

onde V:l' é o tamanho do bloco reamostrado vlt? e vl:

â',.(á)))' , (1.33)

a(og})/7Ü}

S. Assim, a distribuição de ($«ki] -- v.àlõ pode ser aproximada pela distribuição

.«-pú'l« a. (â'J'}({) - á-«(i))/õí'}, b - i, . . . , B.

Obtenha .B reamostras balanceadas de importância Xl4}, l $ b $ B, a aproximação de

reamostragem balanceada de importância de F é

5; r) ll(Ap(q-))'o!:' - -i >1: uó, (i.34)

k

l()

B

ã«(«) - -l >ll: l(MóÍ''b-]

onde C?á:} é o número de vezes que q. aparece em Xl4}. Temos por Athreya,K.B e
Fuh,C.D.(1992),página 232, que

BI'«(ÉU(z)) H e«p(s')®(z - s) - q'(z)' - {é(z) sd'(«)}'

A variância mínima assintótica da reamostragem balanceada de importância ocorre quando

, ~ .ZP(-.A'..(i,.j))
P(q«J ' :, ,

E .ZP(-.A'..*(i,.j))

para cl - 1, , k, onde ,4' minimiza ezp(Á'')®(z .A') -- {@(]ç) -- À'q'(z)}:. Por um ar-

gumento similar, obtemos variância assintótica da distribuição de â(á). Comparando os re-

sultados das variâncias da reamostragem balanceada de importância e uniforme, é possível

verificar que as estimativas da reamostragem balanceada de importância são mais ehcientes

em relação a reamostragem uniforme, quando n --, oo, através da seguinte relação:

!(!!:(!i!(!B. . ri.35)
y'«,(À.(z)) ' '"p(.'1'')d'(z - Á') 'P(-')' {«'(r) - Á''D(")}' ~' '''

la



Capítulo 2

Classificadores

Na mineração de dados, o método de classificação é um dos mais utilizados. Pode ser

utilizado na descoberta de características de clientes, na detecção de fraudes, em aplicações
na análise de risco em créditos, entre outras. O objetivo fundamental deste método está em

extrair conhecimento de um conjunto de dados tal que essas regras possam ser aplicadas a
novos dados.

De certa forma, classificação pode ser resumida em encontrar uma função que mapeie

objetos com características comuns, na mesma classe. A classificação pode possuir dois
significados diferentes:

1 . Dado um conjunto de observações, tentar estabelecer a existência de classes ou gru
pos nosdados;

2. Dado um conjunto de observações no qual as classes são conhecidas, o objetivo
está em encontrar regras capazes de classificar novas observações entre as classes já
existentes.

O primeiro tipo é conhecido como Aprendizado Não Supervisionado, o segundo como

Aprendizado Supervisionado. Aqui daremos enfoque em aprendizado supervizionado.

Um aprendizado pode ser visto como um sistema que ajuda a construir uma tomada

de decisões chamada de c/assÚcador. Esse sistema tem disponível um conjunto finito

de exemplos de casos resolvidos. Os dados de cada caso consistem em um padrão de

20
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observações e a correta classificação correspondente. O objetivo é moldar a estrutura
do classiflcador para um problema específico, encontrando uma forma genérica de relatar

qualquer padrão particular de observações em uma das classes especificadas.

Para definir um classificador considere 8 um vetou de medidas, então X é o espaço que

contém todos os vetores possíveis de medidas. Supondo que os casos estejam em J classes,

temos que C' = {1, . . . , J} é o conjunto das classes. Assim para qualquer 4 C X, a regra

prediz uma das classes em C' para B.

Dera\ção 2.1: Urtt ctassÜcador ou ultla regra de classi$cação é uma /unção

d : x -, c'

Uma outra maneira de definir um classihcador é definir .4j como um subconjunto de X

tal que, ..4j = {4; d(4) = .j}. Os conjuntos .4i , . . . , .41 formam uma partição de X

Dehnição 2.2: Um classi$cador é urna partição de X, tal que para todo 4 C Ai a classe

predito é j.

A construção de um classificador depende da amostra de aprendizado, ou de treina
mento.

Definição 2.3: À a/nosfra de aprendizado demorado por L = {(zi, .jl), . . . , (zw, .jN)}

ondez« CXe.j. C {l,.. ,J},n= 1,. .,N.

O principal objetivo de um sistema de aprendizado está em classificar com sucesso
casos nunca vistos. A taxa de erro é a forma mais utilizada para medir a performance

de um classificador. Definimos, a seguir, três maneiras de estimar a taxa de erro de um
classificador.

Deânição 2.4: Para X C X, y C C', se/a (X,y) uma a/?zosfra da dfs/ríblífção de
ptobabitidade PI..A , li). De$nimos

R(d) (.Z(X) # }'') (2.1)
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Dado um classificador, denota-se por n(d) a verdadeira taxa de cjassiflcação incorreta.

Usando L constrói-se d, e com um outro conjunto de dados de ].,, observa-se a classificação

carreta para cada um dos casos deste novo conjunto de dados e então encontra-se a classi-

ficação predita usando d(4), e temos que a proporção da classificação incorreta por d é o
valor de R*(d).

Uma notação mais precisa seria: P(d(X) # VjZ,), ou seja, a probabilidade da classificação

incorreta de uma nova amostra dada a amostra de aprendizado l,.

Se -L for usado para construir d e estimar R(d) então tais estimativas são denominadas

estimativas internas. Um tipo de estimativa possível é a resubstituição definida como,

Definição 2.5
. N

E
n=l

l(d(z«) # .j.). (2.2)

Uma outra maneira de obter uma estimativa intema é usar a estimação de uma amostra

de teste, onde os casos de .L são divididos em dois subconjuntos Z,i e L2. O subconjunto
Li é usado para construção de d, e o subconjunto Z,2 para estimar R(d).

Definição 2.6: Seja Nz o nútnero de casos do sübconjLlnto Lz. Então,

R('Z)-jÜ' }: i('z("«)#J«)
" (z«,j«)eL2

(2.3)

Um problema na classificação é o processo de ovei#//fng, que surge quando um clas-
siflcador tem um desempenho bom na amostra de treinamento mas nos dados novos tem

desempenho ruim. Isso pode acontecer porque durante o processo de treinamento, existe

um esforço muito grande do sistema para acomodar os dados de treinamento. Tal esforço

pode levar a uma extração de regras pouco genéricas para casos novos.

Na literatura o classiflcador mais utilizado para combinar é o da Arvore de Decisão
Iremos na próxima seção discutir a construção de um classihcador deste tipo.
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2.1 Arvore de decisão
/

Arvores dé Decisão são utilizadas em algoritmos de classificação, que são represen-

tações do conhecimento e, ao mesmo tempo, um eficiente meio de construir classificadores

que predizem classes baseadas nos valores de atributos de um conjunto de dados. Tem a

função de particionar recursivamente um conjunto de treinamento, até que cada subcon-
junto obtido contenha casos de uma única classe. Para isso, a técnica examina e compara a

distribuição de classes durante a construção da árvore. Os resultados são os dados organi-

zados que são utilizados para classificar novos casos.

A capacidade de discriminação de uma árvore de decisão vem da divisão do espaço
em sub-espaços e a cada um destes é associado uma classe. Os mais conhecidos algorit-
mos de árvores de decisão são: CART( Classiflcation and Regression Trens) de Breiman e

Friedman(1984), ID3 de Quinlan(1986) e C4.5 de Quinlan(1993).

A estrutura de árvores de decisão é a seguinte

1 . Cada nó representa um atributo da base de dados

2. Cada galho representa um valor do atributo

3. Cada folha representa uma classe

4. Cada percurso corresponde a uma regra de classificação

Então um caso é classificado seguindo o caminho da raiz até a folha, enquanto suas
características satisfazem as ligações. Existe apenas um caminho que é utilizado para clas-
sificar os dados.

Os passos para a construção de uma árvore de decisão são

l Escolher um atributo como sendo a raiz;

2. Criar galhos para todos os diferentes valores do atributo selecionado no passo l

3. Se todos os exemplos de treinamento sobre uma folha pertencerem a uma mesma

classe, esta folha recebe o nome de classe. Se todas as folhas possuem uma classe, o

algoritmo termina.
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4. Caso contrário o nó é determinado com um atributo que não ocorra no trajeto da raiz,

e galhos são criados para todos os valores, e retoma-se ao passo 3.

Um critério utilizado para a escolha do atributo pode ser a Entropia

Um sistema completo de eventos Ái, . . . , .AJ é um conjunto tal que um e somente um
deles deve ocorrer a cada tentativa. Se tivermos os eventos .4i , . . . , .AJ, conjuntamente com

suas probabilidades estimadas pi, . . . ,PJ (pi 2 0, )ll: pi = 1), então temos um esquema

anito dado por

J

l2

r.,4: ..'!: ... .A.\
\.P\ P'z ... PJ )

Todo esquema finito descreve um estado de incerteza, onde se dese:ja prever o resultado

de um experimento com base nas probabilidades de cada evento. O grau de incerteza é
possivelmente diferente para esquemas diferentes.

A medida de entropia busca medir o grau de incerteza em cada esquema finito, e é
definida como,

Definição 2.1.1

Ent'«M.(P: , . . . , PJ)

/

}: P:Z.g (7': ) .
í-l

(2.4)

Na definição acima, os logaritmos são tomados numa base fixa qualquer e piZog(pi) = 0
sempre que pi = 0.

O ganho da informação é dado pela diferença entre o valor da informação do atributo

categórico e do atributo em questão, e é utilizado este conceito de ganho para construir as

árvores de decisão. Em cada nó é colocado o atributo com maior ganho entre os atributos
ainda não considerados no caminho desde a raiz até o nó.

Se o atributo for numérico utiliza-se um teste que produza uma partição do conjunto
de exemplos de treinamento, utilizando para isso um ponto de referência, que pode ser
qualquer ponto intermediário entre dois valores diferentes e consecutivos dos valores ob-
servados.
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Modelo de Regressão Logística

Cox (1970) tomou o modelo de Regressão Logística popular entre os estatísticos. Este
modelo fomece estimativas das probabilidades de cada observação pertencer a uma deter-

minada classe, e a observação é classificada na classe com maior probabilidade.

Para a variável resposta y c {0, 1}, considere o modelo de regressão logístico linear
simples em que p(=), a probabilidade de y = 1 dado o valor x de uma variável explicativa,
e defina:

z.gli-lll;L} - .« + /3«

onde a e P são parâmetros desconhecidos, obtendo assim a relação

P(") - : + ..-.-P''

sendo essas estimativas restritas no intervalo lO, ll.

(2.5)

(2.6)

O modelo estimado por Máxima Verossimilhança é dado por

1(3/, a, #) ,g(P(z:)) + (l g/:)Zog(l - P(:«:))}

Zog(l + .'+P'')},

onde Z é o logaritmo da função de verossimilhança

Derivando em relação ao parâmetros desconhecidos obtemos as equações não-lineares,

e assim pode ser utilizado o método iterativo de Newton-Raphson para obtenção da esti-
mativa de máxima verossimilhanção dos parâmetros.

Estimando os parâmetros e as probabilidades, utilizamos estas para classificar as obser-

vações. Uma observação que apresenta alta probabilidade em pertencer a determinada
classe é alocada para esta classe.
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2.3 Combinação de Classificadores

Recentes resultados de Dietterich (2000), afirmam que é possível construir combi-

nações de classiflcadores com maior precisão do que um único classiflcador e isso se deve
a trêsrazões.

A primeira razão é estatística. Um algoritmo de aprendizado faz uma busca no espaço H

de hipóteses para identificar a melhor. O problema estatístico aparece quando o conjunto de

treinamento é muito pequeno e com alta variabilidade comparado ao espaço de hipóteses.

Sem uma quantidade suficiente de dados, o algoritmo de aprendizado pode encontrar di-

ferentes hipóteses em H com a mesma precisão no conjunto de treinamento. Construindo

uma combinação com todos esses classihcadores, o algoritmo pode fazer uma combinação
dos resultados dos mesmos e reduzir o risco de fornecer um resultado incorreto.

A segunda razão é computacional. Muitos algoritmos de aprendizado utilizam alguma

forma de busca restrita que pode parar em um ótimo local. Nos casos em que o conjunto de

treinamento é suficiente, ou seja o problema estatístico é ausente, ainda pode ser difícil para

o algoritmo encontrar a melhor hipótese. Então uma combinação construída com a busca

local partindo de pontos diferentes pode obter uma melhor aproximação da verdadeira
função desconhecida do que qualquer um dos classiflcadores individuais.

A terceira razão é representacional. Na maioria das aplicações de aprendizado, a

hipótese verdadeira pode não ser representada por nenhuma das hipóteses no espaço f/. De-

senvolvendo uma soma ponderada das hipóteses retiradas de .f/, pode ser possível ampliar
o espaço das hipóteses. Há muitos algoritmos de aprendizado para os quais H é o espaço
de todos os possíveis classificadores, mas com uma amostra de treinamento finita, esses al-

goritmos irão explorar apenas um conjunto finito de hipóteses e finalizarão a busca quando

encontrarem uma hipótese que satisfaça o conjunto de treinamento. Deve-se considerar o
espaço H como o das hipóteses efetivamente pesquisado pelo algoritmo de aprendizado
para um dado conjunto de treinamento.

Um método de combinação de classificadores utilizado é o método do votante (l.'or//zg).

Ao utilizar este método, são gerados classihcadores com diferentes conjuntos de treina-

mento e sua combinação é feita através da votação dos resultados de cada classiflcador.
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Essa votação pode ou não ser ponderada e, a combinação, possivelmente, terá uma pre

cisão melhor do que qualquer um dos classiflcadores que a gerou.

O método do votante (voring) pode ser dividido em dois tipos: os que mudam a distribuição

do conjunto de treinamento baseado no desempenho dos classificadores anteriores, como

o algoritmo Boosfí/zg, e os que não mudam a distribuição, como o algoritmo Baggíng.

Nas próximas seções iremos descrever os algoritmos Bagglng e Boosfl/zg

2.3.1 .Baggíng

C) algoritmo descrito por Breiman (1996) que recebeu o nome de Boo/s/rap Aggrega-
rí/zg, ou Baggíng, realiza a combinação de classificadores gerados pelo mesmo algoritmo de

aprendizagem. De acordo com esse algoritmo, dado um conjunto de treinamento .V, com
n exemplos, são geradas -B amostras desse conjunto, chamadas Boorsrrap. Cada amostra é

formada tomando a]eatoriamente n exemplos de ]V, com substituição. Assim, eles possuem

o mesmo número de exemplos de N, sendo que alguns podem aparecer mais de uma vez e

outros podem não aparecer.

As amostras são usadas como novos conjuntos de treinamento, dando origem a .B clas-

sihcadores. Com o objetivo de gerar o classihcador anal os -B classiflcadores são agrega
dos, no caso de classificação a classe mais votada nas B amostras é escolhida.

Amostra l Algoritmo de Aprendizado

Algoritmo de Aprendizado

Classificados l

Classiâcador .B

Seja S = {(zi, 3/i), ..., (z«,, g«)} um conjunto de dados de treinamento, e db(=) um
classiflcador construído com base na amostra S. Então o procedimento Baggfng consiste
em
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Para b = 1, ..., B

1 . Construir uma atnostra bootstrap Sb , de acordo com n distribuição uniforme.

2.. Cottstruir o classi$cador dbÇ:rà utilizando a amostra sb

O classificador final é dado pela classe mais votada

dB(z) = argmazjldó(:«) = J}

Existe vasta literatura deste procedimento no contexto do desempenho de classificadores

instáveis, ou seja classificadores com alta variância.

2.3.2 Boosãng

Boosri/zg, descrito por Freund e Schapire (1996), é uma tentativa de produzir novos

classificadores, que são melhores principalmente por cjassiflcar corretamente dados para

os quais a eficiência dos classificadores comuns é ruim. Ao contrário de Bagging, a pro-

babilidade de selecionar um exemplo não é igual para todos os exemplos do conjunto de
treinamento. Isso depende da freqüência com que as amostras foram mal classificadas.

Um dos algoritmos mais utilizados do Boosff/zg é o .4daBoos/ (Ádapfíve Boas/íng),
que foi apresentado por Freund e Schapire (1997). Dado um conjunto de treinamento .V,

este algoritmo atribui um peso a cada um dos rz exemplos, gerando um novo conjunto de
treinamento Aíi . Em cada iteração b, um novo conjunto Arõ é gerado, com base em Aró.i, e a

partir desses conjuntos vários classificadores são formados. Em cada iteração os pesos são

ajustados de acordo com o desempenho do classificador anterior. Os exemplos que foram
classificados de forma incorreta têm o peso modificado, se o erro de classificação é grande

este peso é pequeno, se o erro é pequeno este peso é grande. Com isso, os classificadores

modificam a distribuição do conjunto de treinamento.

Após as .B iterações serem realizadas, a resposta do classificados final é formada através

de uma votação ponderada. Nessa votação o peso do voto de cada cjassificador depende do

seu desempenho no conjunto de treinamento usado para construí-lo. Note que o Ác7aboos/

gera os classificadores em série diferente do Baggfng, que os gera em paralelo.
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Classificador 2 Amostra B

Algoritmo de
Aprendizado

Algoritmo de
Aprendizado

Classificador l Classificador B

2.3.3 Uma análise generalizada do .Adaóoosf

Seja S = {(zl,yi), ..., (z«,y«)} um conjunto de dados de treinamento, onde yí C

{ 1,+1}, z{ C X,{ = 1,...,rn,sendoX C RP, paraalgump C IN = {1,2,...}.
Assumimos que um algoritmo de aprendizado base aceita como entrada um conjunto de

treinamento S com distribuição .Z) de probabilidade em {l, ..., m}.

Dada tal entrada, o algoritmo ajusta o classificador, em geral Àó : X ----} R. O sinal

de hó(zi), onde sinaZI/l - .l '' J. '"' ' é interpretado como o valor predito de z{, e

a l hb(açi) l é a confiança desta predição. Então se l hb(zi) l está próximo ou não de zero,
isto é interpretado como uma baixa ou alta confiança.

A idéia do método é usar um aprendizado para formar uma regra de predição com alta

acurácia usando, para isso, algoritmos base com distribuições diferentes sobre o mesmo

conjunto de treinamento.

O efeito principal da regra de atualização do Ádaboosr é diminuir ou aumentar o peso
dos casos, do conjunto de treinamento, classificados corretamente ou incorretamente por

hó(zi). O procedimento consiste em

Seja a distribuição da prittleira iteração Dt ({~l = à, para { ' l- . ... ,m.

Para b = 1, ..., B

\ . Ajustar o classilicador hbl.=i ) usando a distribuição Db
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2.. De$ne o erro de cada classi$cador como,

.ó lhÓ(z:) # V.l,

Isto é, para cada b Z \, o erro de cada observação ié a probabilidade de
ht,Q=à # 'yi sob Db.

3

4

Sda
!z., (! -:.h

Modi$ca a distribuição da próxima iteração b -+ l,

OU-:(ã) - -;.O.({)e«p(-a Z/: (,:)),
ab

parca ã = 1, m, /«/ q« E D....:({)
i-l

Seja /(zi) = >ll: abhb(z{) o c]assificador final baseado na função discriminante que é

uma combinação das saídas dos classiflcadores,

B

b: l

H(z:) - .ãn«zl/(«:)l (2.7)

Uma propriedade do .Adaboosf consiste na redução do erro de treinamento. Schapire e

Singer [23] (1999) provaram o seguinte limite do erro de treinamento do c]assificador f]na]

'Teorema 2.33.1: Seja E a proporção de observações classi$cadas deforma incorrera
no conjunto de treinamento, eTttão E satisfaz ci seguinte desiguctldade,

(2.8)

Prova Se H(=:) # 3/: e«tão g/:/(z:) $ 0, assim .:«p(--g/:/(#:)) ? l

Logo, ltXG.J#«, } $ e:«p(-3/i/(={)), então

. n1 . 17)

E
í-] ' {-l

Ellm(=,)#p.} $ «;P( - y./(;«:) )'/7'}
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Sendo

o-:U - gdOey«'"«' dzN ,

"--w - q@Q"''x'«.' "»
assim

e usando este fato temos que

;! El:: «p(-z/:/(«:)) o«:(i) 11=: z. [lL:. z. 0

Uma conseqüência desse teorema é que com o objetivo de minimizar o erro de

treinamento, uma aproximação seria minimizar Zó em cada iteração do algoritmo, assim é

possível aplicar esta idéia na escolha do clõ.

2.3.4 Escolhendo aó

Seja ui = Z/íAó(ni), e assumindo que -Dó(á) :# 0 para todo i, o objetivo é encontrar aõ que

minimiza Zó.

Para hipóteses AÓ C j--l, ll a escolha de ab pode ser obtida por aproximar ZÓ como
segue.

Sda,

17Z

E
{-1

Zó :: Oó(í)e:«p(-a.u:) $ 1-;%.«,(-«J -- LT'«,(«JI

Esta cota é válida se ui C j--l, 11. Considerando # a,y -«, õ - iP ' -",

/(;) .«P( ;), então pela convexidade da função temos a seguinte desigualdade

.«,'-««:, . (u) .««' «, * (g) '«,'«,
Assim é possível obter o seguinte corolário.



Corolário 2.3.4.1 ; .4sstími/zdo q e cada hb € j--l, ll /e/nos

«. - {... (n) .:.,,

onde rb = )1:í.i .Db(á)Z/ihó(zí). O erro de treinamento de H satisfa

$H l rÍ. (2.10)

Prova: Pelo lado direito da desigualdade temos:

l.t-;%.««(-~J -- LT-,(«al
Derivando em relação a az,:

=-gll LF'«,(-«a--LT'.««(«al

ndo a derivada a zero, temos:

«» - ;'«l lí:::l:ll:!::ll
i,.,[=]

Segue que,

, ' $«.':, [w.«,(-{,..(=)) *g'««( :,.«(=))]

: (E'qa-) (=)'": * (E4©-) (=)":
: ('P) (=)"'* (B") (=)":

Z

E iguala

rn.

c;
Í-]

li + .',.)(1 - ,.)
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Quando /zó C {-- 1, 1} temos:

«. ({)z/:h.(«:) + >: o.(í)g/:h.(":)

>l: o.(i) )l: o»(í)
i: /f=hb(z{) {:yi#hõ(=í)

(l -- cõ) -- có = 1 -- 2có.

Substituindo ab = 1 Zog l;!ifül e Zó $ 2vi:b l ue que,

é possível também determinar ab da seguinte forma:

Z. (2)"P(-y:aóAó(":))

>ll: -0.(i)"p(-'-.) + >1: D.({)"p('-')
í: /i=hõ(zi) {:gí#hó(zí)

(1 - ..)e;«p(-a.) + '.ezp(a.).

{-1

Derivando em relação a aó temos,

2a ..)«p(-a.) + '.'«p(a.)

E igualando a derivada a zero temos

Assim ZÕ pode ser escrito como:

'. - ':-«,«,(;:«(:à"» *«,(i'«('=»
2v''..(1 '.).

Portanto o erro do c]assificador anal resulta em E $ 1'1Z:: 2
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O limite superior do erro, portanto, pode ser escrito na seguinte forma,

q':'i; - «,(-E0/nz«ç.:lãV»
onde "yÓ = 1/2 -- cb

Assim, se cada classiflcador for ligeiramente melhor que uma escolha aleatória, o erro
no conjunto de treinamento cai exponencialmente a zero.

Uma propriedade importante de um classihcador é que ele tenha erro de generalização

pequeno, ou seja, que a probabilidade do classiâcador errar em uma observação que não
foi utilizada para sua construção sda pequena.

Dois métodos de analisar o erro de generalização do Ádaboos/ têm sido propostos.
O primeiro dado por Freund e Schapire (199'D usa o conceito de dimensão VC (esta di-

mensão é a medida de complexidade de um espaço de hipóteses) para limitar o erro de

generalização da hipótese final em termos de erro de treinamento e um termo adicional que

é uma função de dimensão VC da hipótese hna] e o número de exemplos de treinamento.

O resultado deste primeiro teorema sugere que o Adaboosr irá sofrer um desempenho ruim
com dados novos, mesmo obtendo um desempenho bom no conjunto de treinamento, se o
número de iterações crescer, com .V fixo.

Schapire (1998) propôs uma análise alternativa para explicar a resistência do Ádaboosr
em sofrer um desempenho ruim em dados novos, mesmo tendo obtido resultados bons na

amostra. Este método é baseado no conceito de margens (a margem de uma observação é
um número entre [-- 1, 11 e é positivo se e somente se a hipótese final c]assifica corretamente

uma observação. A magnitude da margem é uma medida de conhança na classificação).
Nesta análise o erro de generalização é limitado pela probabilidade de as margens das
observações da amostra de treinamento serem menores que um certo valor, mais um termo

que vai a zero conforme .N cresce. Então para que o erro de generalização sela pequeno
é necessário que a proporção de exemplos que tenham margem menor que este valor sqa
pequeno.
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2.3.5 Exemplo dos procedimentos Baggíng e Boosã/zg

Nesta seção, ilustraremos os métodos discutidos neste capítulo. O desempenho dos

cjassiflcadores utilizados foi medido em relação às taxas de erro obtidas por simulações

realizadas pelo sc!/hvare R, que consiste em um se/}ware estatítico gratuito.

Utilizando como referência o documento do pacote gbm, consideramos o conjunto de

dados obtido através de uma simulação. Os dados gerados são de duas classes, e há 6

variáveis explicativas. Foram simuladas 6 variáveis com 10.000 observações i.i.d., para a
amostra de treinamento, e aplicamos os classificadores Baggí/zg e Boosrlng.

Para o método Bagglng foi utilizado diretamento a função bagging do pacote ipred,

do s(2/}ware R. Esta função cria classificadores via Baggíng com o número desejado de
amostras boorsrrnp combinando árvores de decisão. O método de Boosrlng foi testado
utilizando o algoritmo Ádaboos/ implementado no pacote gbm do s(Z/}ware R.

Nos dois métodos o número de iterações dos algoritmos foi definido de 25 até 400

iterações e medido o respectivo desempenho. A tabela 2. 1 apresenta as taxas de erro esti-

madas para os classificadores construídos pelos algoritmos Baggí/zg e Boosríng.
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Tabela 2.1: Taxas de erro estimadas dos algoritmos Baggíng e Boasrfng, na amostra de
treinamento. Simulações realizadas pelo s(!/}ware R.

E possível notar que com 100 iterações o algoritmo Boosrflzg já apresenta evidências de

um resultado superior ao do Baggl/zg. A partir das taxas de erro da amostra de treinamento,

verifica-se que para estes dados simulados o método Baggí/zg não apresentou melhora ao

aumentar o número de iterações, enquanto que o Boosríng apresentou evidências numéricas
de melhora na taxa de erro.

Iterações Bagging Boosting

 

0.286

0.264

0.273

0.263

o.26o
0.264
0.259
0.258

0.261
0.262
0.260  



Clapítulo 3

Duas novas propostas de Reamostragem
em Blocos para Cadeias de Markov

Neste capítulo, duas propostas de reamostragem para cadeias de Markov, adaptadas e
inspiradas pelo conceito do método Boosfíng, introduzido no capítulo anterior, são apre-
sentadas.

A adaptação está na modificação da distribuição de probabilidade de reamostragem
dos blocos. Como vimos, o método Boosríng modifica a distribuição de probabilidade dos

dados de acordo com a taxa de erro do ajuste do modelo. Na estimação da distribuição das

probabilidades de transições e da medida invariante não temos uma taxa de erro, uma vez

que não conhecemos a resposta verdadeira, assim utilizamos os estimadores de Máxima
Verossimilhança para estimar uma distância e então propor os procedimentos.

A Reamostragem Ponderada em Blocos, para estimar a distribuição das probabilidades

de transições, consiste em modificar a distribuição dos blocos de acordo com a distância
destes blocos em relação as estimativas da matriz de Verossimilhança. Ou sqa, os blocos

mais distantes recebem pesos pequenos na distribuição da reamostragem e blocos com
distâncias pequenas recebem pesos grandes. As amostras são retiradas de acordo com essa

distribuição e são então calculadas as estimativas. O procedimento para a disribuição da
medida invariante é análogo.

Já a Reamostragem Balanceada Ponderada em Blocos é uma adaptação da Reamostragem

Balanceada de Importância em Blocos, que foi apresentada no Capíulo 1, mas com uma

37
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modificação nos pesos de cada bloco, agora esses pesos levam em consideração a mesma

idéia da Reamostragem Ponderada em Blocos, onde os pesos são funções das distâncias
dos blocos em relação as estimativas da matriz de Verossimilhança. Ou seja, os blocos

mais distantes recebem pesos pequenos na disüibuição da reamostragem e blocos com
distâncias pequenas recebem pesos grandes.

Considerando a seguinte notação: {5} Método de Reamostragem Ponderada em Blocos

e {6} Método de Reamostragem Balanceada Ponderada em Blocos

3.1 Ponderada em Blocos

C) algoritmo de Reamostragem Ponderada em Blocos para estimar a

P{(»«({,.j) - P:j)/â $ z}

consiste em

l Seja /\ utn estado recorrentelfüado, seja Ti. o tempo do ct-ésimo retorno ao estado

Z\, en/ãoosb/ocos {X.;Z - :ra),...,7'ga+i) j.l.d. para a = 1,2,.. . Para
quaisquer dois estados ie ã, que são diferentes do estado L, seja n. = 1l.=t,t =

T(') , . . . , T(a+l) l \ o a-ésimo bloco. A atttostra original pode ser decomposta ettt

Ã; b/ocos :l77i, 772, - - - , 77k}.

Sejalüa a transição b. lj), calcula-se a distâYtcia de cada bloco em relação a $. Q, li),

0.(Í,.j) P..({,.j)-»«(i,.j)l, a ...,À;, (3.1)

(1.5)

e a partir desta distância é calculado um peso para cada bloco

}yaG,.D - l a:l(?. Da,G. # ,h, O.G,.D # 0 G3'D

É' ttÇ.({,J) = 1 se íodoi os b/ocos i'fvere/77 Z).(í, .j) = 0, /a/ q e 1: ít':(li,.j)
A

]a

Seja a distribuição de probabilidade dos blocos na primeira iteração dada por.

F':(q.) P«,'« a
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2 Para b :: l, ..., .Ei, retire 11nza anzosfru de acordo com FÓ; XÓÕ} :; {?7{S}, ...,l?lsl}
calcule as estimativas das probabilidades de transição (.i , j) da seguinte folha:

a=l

g:gÜEb
a::l

»!'}({ , .j ) (3.3)

A variância alltostral da estimativa de probabilidade Êy} é dada por.

i---L-- }:(p(oE})(pE}(i, J) - »«({, j)))', (3.4)
(E g(oE}))' ==i

onde g(n13' ) é o número de visitas ao estado { do bloco reamostrado nE3, h(n13 ) é o
número de trattsições @, :l) do bloco reamostrado n13 e l)t2 0, j) (n13 )/g(vi\s} ).

lCY

Modi$que a distribuição da próxima iteração b-t 1, para a -- 1, . . . , k, de acordo
com os blocos reamostrados da b-ésima iteração

É''(q.)Wa({, .i)i(O« € XÍ'}) + f''(O..)i(O.. g XI'})

Ê {-Ê'(,7..)Wa({, i)i(O. € Xi'}) + j''(O..)i(O.- g xá'})}
l

É''+:(q.) (3.5)

3. A distribuição de ($«Q. ii) -- piàlõ pode então ser aproximada pela distribuição

.mpú'í« d. (»Í'} (ã,.j) »«(i, .j))/âJ;},b - 1, . . . , B.

A idéia do procedimento para estimar a distribuição da medida invariante é a mesma

do procedimento anterior, e também foi baseada no conceito do método Boosr/ng. Este
procedimento consiste em modificar a distribuição dos blocos de acordo com a distância

desses blocos em relação as estimativas da medida invariante obtidas pela amostra original.

Ou seja, os blocos mais distantes recebem pesos pequenos na distribuição da reamostragem

e blocos com distâncias pequenas recebem pesos grandes. As amostras são retiradas de

acordo com essa distribuição e são calculadas as estimativas obtidas por esta reamostragem.

O algoritmo para estimar a P{(ã« (í) nf)/õ $ =} consiste em
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\ . Decontponha a amostra original em k blocos: {vlt. qz, . . . , qK}, .fundo o estado {

Calcule a distância de cada bloco em relação a i« ('i) (\.6):

o..(i) (á) - á'«(ã) a = 1,...,k, (3.6)

a partir desta distância é calculado um peso para cada bloco:

"'..u - l «;t'v" '",* «.,".w # '
e IVa(í) = 1 se fados os b/ocos tiverem -D..(í) = 0, /a/ que :l: l.'l/a(Í)

k

l

(3.7)

Seja a distribuição de probabilidade dos blocos na printeira iteração dada por
j':(q«) P«« a l, ...,k.

2. Pneu b = 1, ..., B, re/ire uma amosfrn de acordo comi F'Õ: X.'} - {q.s}, ...,q.;l}
calcule a estimativa da medida in»adiante do estado i por:

k

É p(oJ:})
íJ;} ({) (3.8)

A variância amostrar da estimativa da medida invariante é dada por,

i---L-- >ll:KE}(«E}W - t.W)',
(É zE})' =

onde g(111:) é o número de visitas ao estado { do bloco reamostrado vll='

tamanho do bloco reantostrado ni3 e Ti3Q) = U(til=' )/Tts}

l

(3.9)

zf''.

Modi$que a distribuição da próxima iteração b -} \, para cv -- \,

acordo com os blocos reatnostrados da b-ésima itelcição

f''(o..)WC.(i)i(o.. c xÍ'}) + F''(o.)i(,z.* « xi;})

E {f'b(q..)Wa(á)l(q« C XI'}) + f''(,?..)i(?. g XJS})}
lQ'

,k, de

(3.10)j''''':(u. )

5. A distribuição de ÇR.. Q) -- xàlõ pode ser aproximada pela distribuição etnpírica de

(íJ'}(i) ã«(i))/aJ;}, b - i, . . . , B.
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3.2 Balanceada Ponderada em Blocos

Como vimos no Capítulo 1, o balanceado na reamostragem significa que o número de
vezes em que cada bloco aparece em qualquer reamostragem é proporcional a probabi-

lidade de ser selecionado pela reamostragem ponderada.

O algoritmo para estimar a P{(»«({, .j) píj)/â $ z} consiste em

\ . Fixe a transição (ã, j), recomponha a amostra original ent k ciclos :4.HI , 1?1, ..., Hk\
Calcule a distância de cada bloco em relação a p« (i, j) (.1.5):

D«(á,.j) p.*(á,.j) - Ú(i,.j) l, a = 1,...,k, (3.11)

e a partir desta distância calcule Ltm peso para cada bloco:

"'..e,E-l't:?" ÜE#' ,D#'
(3.12)

. Wa({, .j) l se todos os blocos tiverem D. «, j) 0, /a/ q« E Wa({,.i) = l
a=l

k

2. A distribuição de probabilidade de reantostragem \q'., a

1,...,Ê} é
çl. ({,.j).

1, . . . , k} de {q«; a

3 Z)eÚ/ia BÍ. = ltnçÍ.l, onde 1.1 de/zo/a a parte í/z/eira, abre/z/za r = É.B -- >' B' e

d. = KBqt. -- Bj:. Ordene l.d\, . . . ,dK} do menor para o t?maior. Seja B.. = BL -F l.

se a ordem de d. é maior ou igual a r, ou, B. = B'., caso contrário. Assim B.. é o

número de vezes que o bloco vl.. aparece na realuostra balanceada. Ou seja, repete
o bloco 1]., B. vez.es, totalizando Bk blocos.

k

l

4. Pentulte os Bk blocos aleatoriamente, e a cada k blocos obtenha uma reatnostra

ba/anceada, /zanz /o/a/ de .B /eanzosfras, Xl6} :: {?7{6} , . . . , ?7{õ} }, b - l, . . . , .B.



42

5 Para cada uma das reamostras de$t\a as estimativas da probabilidade de transi-
ção do estado i, para o ii e a medida in»adiante do estado i, na b-ésima iteração,
respectivamente por :

k

É h(q=})
a-:l

k

É g(og})a-:l

»I'}(í , .l ) (3.13)

A variância amostrar das estimativa de probabilidade $T\ é dada por,

â?t'} i!--l-- }:ü au Elo,.ü - ó.({,.j)))',
a=l

k

(3.14)

onde g(m19) é o número de visitas ao estado { do bloco reanlostrado n13, h(n13) é
o número de transições do estado i para o j do bloco reamostrQdo nl=', IJhsl 0 j)

õ(og})/g(oE}).

6. A distribuição de (p.Q. ii) -- piÕlõ pode então ser aproximada pela distribuição
":pú'í« a. (»Í'}(í, .j) - »«(í, .j))/â!'}, z, - i, . . . , B.

Com a mesma notação, o algoritmo para estimar a P{(í«(í,.j) -- ai)/ã $ z} consiste
em

\ . Fixe o estado {, decolnponha a artlostra origina! em k ciclos ;X.HI , Hz, . .. , TIK }. Calcule
a distância de cada bloco em relação a í.(.ià:

o.(i) (í) - i'«(í) l, ,k, (3.15)

e a partir desta distância calcule ltm peso para cada bloco:

"'..n - l "j'l"'", # ««, ".w ,' ' (3.16)

. TVa(á) se todos os blocos tivereut D.(Ü
k

o, 1«/ q... E w::.(í)
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2. A distribllição de probabilidade de reatnostragem \qt.. \ cl
:,...,k} é

çl.

1, . . . , k} de {77.. ; a

3 DeÚ/?a B: = lkBdal, onde 1.1 demora a par/e í/zreíra, ob/e/z/za 'r = kB >1: .BÉ. e

d. = KBql Bj:. Ordene {dx, . . . .dK\ do tnenorpara o maior. Seja B.* = BI. -F l,

se a ordena de d. é maior ou igual a r, ou, B. :: Bk, caso contrário. Assim B. é o
número de vezes que o bloco Ha aparece na reamostrct balanceada. Ot{ seja, repete

o bloco n., B. vezes, totalizando Bk blocos.

k

l

4. Pemtute os Bk blocos aleatoriamente, e a cada k blocos obtenha uma reatnosfra

ba/anceada, /zu/lz /o/a/ de .Ei reamosrras, X! } := {?7ó6}, . . . ?7ók }' b = 1, . . . , 23.

S. Então a estimativa de it. (i) é dada por

c!=l

cl::l

ab

íi'} (i ) (3.17)

A variância amostrar da estimativa de itf} é dadas por.

. k

í (i)-â'.(í)))',
(É zg})' =
a=l

(3.18)

onde T:P é o tamanho do bloco reamosfrado n19 e w13 = gl.qj=r )/T:P

6. Assim, cl distribltição de Çit«(.i] -- Kàlõ pode ser aproximada pela distribuição

«:pú'i« a. (í.I'}(i) - â'«(í))/õJ'}, z, - i, . . . , B.



Clapítulo 4

Simulações dos Métodos de

Reamostragem para Cadeias de Markov

Neste capítulo iremos aplicar os métodos de reamostragem em cadeias de Markov estu-

dados, com o intuito de ilustrar e comparar. Para uma cadeia de Markov ergódica de 3 esta-

dos, S = {0, 1, 2}, com estado inicial Xo = 1, comparamos os métodos de reamostragem

através dos intervalos de confiança estimados para a probabilidade de transição do estado

0 para o 0 e para a medida invariante do estado 0. A amostra original é gerada pela cadeia
de Markov ergódica com matriz de probabilidade de transição dada por:

/ 0.33 0.33 0.34 \
p- l 0.5 0.25 0.25 l

\ 0.5 0.35 0.15 /

e medida invariante dada por:

«- (..-:, ..:'' ..;-' )

Seja o estado recorrente fixado A. = 1 e para o tamanho da amostra 350, obtemos 121

blocos. Fixamos a transição do estado 0 para o estado 0 e para estimar P{(»«(0, 0)

poo)/õ $ z} e P{(ã«(0) -- n-o)/ã $ z}, implementamos, utilizando o sc:htíz/é, R , os

44
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métodos de reamostragem Uniforme em Blocos, Balanceada em Blocos, Ponderada em

Blocos e Balanceada Ponderada em Blocos. Utilizando diferentes números de simulações,

com a mesma amostra original, comparamos os intervalos de confiança de 95qo obtidos

pela distribuição empírica, através do método percentil, e, também considerando que a
distribuição limite é a Normal Padrão.

Temos um parâmetro 0 e uma estimativa 0h para 0. Seja 0* uma estimativa não para-
métrica de 0 baseado na amostra de boofsfrap e seja S' uma estimativa do desvio padrão

para 0 baseado na amostra de boo/srrap. Defina À/* = (0* f?ü)/S*. Para cada uma das
B estimativas de 0* existe um M* correspondente. Seja a função distribuição dos valores
observados

G*(z) = P{À/* $ z}.

Para qualquer função distribuição F e r C (0, 1), o r-ésimo quantil de F' é F i(r)

{n/{ ç : F'(z) 2 1-}. 0 método percentil de boo/srrap define G;:(a) e G;:(l -- cl) como

os limites inferior e superior para o intervalo de confiança de (1 -- 2a) para 0.

Apresentamos os resultados em duas seções. A primeira apresenta os resultados para a

probabilidade de transição do estado 0 para o estado 0, poo, e a segunda seção apresenta os

resultados para a medida invariante do estado 0, a-o

4.1 Probabilidade de TYansicão

Aqui apresentamos os resultados obtidos pela simulação da comparação dos métodos

de reamostragem Uniforme em Blocos, Balanceada em Blocos, Ponderada em Blocos e

Balanceada Ponderada em Blocos, para estimar a P{(».(0, 0) --poo)/â 5; z}. A estimativa

da probabilidade de transição poo pelo método de Máxima Verossimilhança, é 0.3098, nesta
amostra (n = 350).

Apresentamos para .N fixo e diferentes números de simulações (B), os métodos de
reamostragem utilizados para estimar os intervalos de conhança para a probabilidade de

transição (0, 01. É possível verihcar, através dos gráficos 4.1 a 4.18, a comparação das
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variâncias das estimativas de cada um dos métodos, para B igual a 50, 100 e 150. Essas

comparações nos fomecem evidências que o método de reamostragem Ponderada em Blo-

cos apresentou as menores variâncias quando comparadas aos outros métodos, para todos
os valores de B.

As tabelas 4.1 a 4.3 apresentam os intervalos de confiança de 95%, obtidos pela dis-

tribuição empírica, para a probabilidade de transição, e os respectivos comprimentos, para
cada um dos métodos de reamostragem, para B igual 50, 100 e 150, respectivamente.

Apresentamos nas tabelas 4.4 a 4.6 ,para efeito de comparação, os intervalos de confiança

de 95% considerando que P{(»«(0, 0) -- poo)/â $ z} tenha distribuição limite Normal
Padrão.

Observando os resultados das estimativas das variâncias apresentados nos gráficos con-

juntamente com os intervalos de confiança de 95%o é possível comparar cada um dos

métodos de reamostragem simulados. Nota-se, nos gráhcos 4.1 ao 4.3, que as variâncias

das estimativas da probabilidade de transição poo do método de reamostragem Balanceada

em Blocos são menores quando comparadas ao método de reamostragem Uniforme em
Blocos, resultando em intervalos de confiança de 95qo, para poo, menores para todos os
números de simulações (B) utilizados, verificados nas tabelas 4.1 a 4.3. Já as variâncias

das estimativas da probabilidade de transição poo do método de reamostragem Balanceada

Ponderada em Blocos são menores quando comparadas ao método de reamostragem Ba-
lanceada em Blocos, como pode-se verificar nos gráficos 4.16 a 4.18, para todos os B's

utilizados, ref:letindo nos intervalos de confiança e seus respectivos comprimentos, assim
o método de reamostragem Balanceada Ponderada em Blocos se mostra, pelo menos de

maneira empírica, mais eficiente do que o método de reamostragem Balanceada em Blo-
cos

O método que apresentou fortes evidências numéricas de eficiência, para esta amostra,

foi o método de reamostragem Ponderada em Blocos, e isso pode ser verificado nas esti-

mativas das variâncias apresentadas nos gráficos 4.4 a 4.6 e 4. 10 a 4. 15, nos resultados dos

intervalos de confiança de 95%o, obtidos pela distibuição empírica e supondo distribuição
limite Normal Padrão, e seus respectivos comprimentos que se apresentaram menores

quando comparados a todos os outros métodos de reamostragem simulados.
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Tabela 4.1: Estimativas para a probabilidade de transição (0,0), usando a Distribuição
Empírica, com B = 50.

Tabela 4.2: Estimativas para a probabilidade de transição (0, 0), usando a Distribuição
Empírica, com .B = 100.

Tabela 4.3: Estimativas para a probabilidade de transição (0, 0), usando a Distribuição
Empírica, com .B = 150.

Método IC de 95% Comprimento
Uniforme

Balanceada
Balanceada Ponderada

Ponderada

l0.2051,0.3856)
(0.2416,0.3803)
(0.2584,0.3806)
l0.30i7,0.378s)

0.1799

0.1387

0.1222

0.0768

Método IC de 95%o Comprimento
Uniforme

Balanceada
Balanceada Ponderada

Ponderada

(0.2500,0.3701)
l0.2460,0.3630)
(0.2806,0.3531)
(0.2918,0.3554)

0.1201

0.1170

0.0725
0.0636

Método IC de 95% Comprimento
Uniforme

Balanceada

Balanceada Ponderada

Ponderada

(0.3035,0.4113)
(0.2914,0.3729)
l0.3079,0.3884)
(0.2934,0.3534)

0.1078
0.0815
0.0805
0.0600
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Tabela 4.4: Estimativas para a probabilidade de transição (0, 0), usando a Distribuição
Normal Padrão, com B = 50.

Tabela 4.5: Estimativas para a probabilidade de transição (0, 0), usando a Distribuição
Normal Padrão, com Z? = 100.

Tabela 4.6: Estimativas para a probabilidade de transição (0, 0), usando a Distribuição
Normal Padrão, com .B = 150.

Método IC de 95% Comprimento
Uniforme

Balanceada

Balanceada Ponderada
Ponderada

(0.2500,0.3700)
(0.2460,0.3654)
(0.2567,0.3581)
(0.2944,0.3613)

0.1200
0.1194
0.1014

0.0670

Método IC de 95%o Comprimento
Uniforme

Balanceada

Balanceada Ponderada

Ponderada

(0.2550,0.3751)
(0.2518,0.3621)
(0.2954,0.3629)
l0.2985,0.3601)

0.1200
0.1103
0.0675

0.0616

Método IC de 95%o Comprimento
Uniforme

Balanceada
BalanceadaPonderada

Ponderada

(0.2913,0.3914)
(0.2994,0.3875)
(0.3154,0.3998)
(0.3097,0.3655)

o.1001

0.0881

0.0844

0.0558



49

e Comparando os métodos de Reamostragem Uniforme (pontos mais claros) e
Balanceada (pontos mais escuros) em Blocos

$

g

$

g

g

g

Peo.o) NO.o)

$

g

$

g

g

$

P(o.o)

v, Ü

00000 0.00}5 00010 00015 0.0020 0m25 00030

Es:iHâ:lv

00000 0m05 0,ml0 0001S OOQ20 0m25 00030 00000 amOS 00010 0001S 00020 0002S 00030

E«-ít\8:h'u

Figura 4.1: Estimativas da Figura 4.2: Estimativas da Figura 4.3: Estimativas da
variância da probabilidade variância da probabilidade variância da probabilidade
de transição poo com -B = de transição poo com 23 = de transição poo com -B =
50. 100. 150.

e Comparando os métodos de Reamostragem Uniforme (pontos mais claros) e

Ponderada (pontos mais escuros) em Blocos

«o.o) «o.o)

00000 0.0005 0.001 5 0.0a0 0 m25 0 0030 0®00 00m5 0Ht0 000tS 0.®20 0002S 0m30 00000 00005 00010 0mlS 00020 00025 0.0030

Figura 4.4: Estimativas da Figura 4.5: Estimativas da Figura 4.6: Estimativas da
variância da probabilidade variância da probabilidade variância da probabilidade
de transição poo com -B = de transição poo com .B = de transição poo com B=
50. 100. 150.
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e Comparando os métodos de Reamostragem Uniforme (pontos mais claros) e
Ponderada Balanceada (pontos mais escuros) em Blocos

«o,o) «o.o)

DOm0 amOS 00010 0.m15 00@0 0.m25 00030

Eslirvia:ovas

.0000 00005 0m10 0001S 0m0 0.m2S 00030 0.0010 0.DOIS 00020 00025 00030

EsúMãliv

Figura 4.7: Estimativas da Figura 4.8: Estimativas da Figura 4.9: Estimativas da
variância da probabilidade variância da probabilidade variância da probabilidade
de transição poo com .B = de transição poo com Z? = de transição poo com .B
50. 100. 150.

e Comparando os métodos de Reamostragem Ponderada (pontos mais escuros) e
Balanceada (pontos mais claros) em Blocos

«o.o) «o,o)

0.0000 0.0005 0.DOLO 000tS OOQ20 0002S 0.0030

E$:ifn3:iv3s

omoo oom5 0.mlo ooois oo020 00a25 00030

Es:imahu
aooo oooc5 000io ooois ooa20 0.0D25 00030

Figura 4.]O: Estimativas Figura 4.11: Estimativas Figura 4.12: Estimativas
da variância da probabili- da variância da probabili- da variância da probabili-

dade de transição poo com dade de transição poo com dade de transição poo com
B - 50. B - 100. B - 150.
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8 Comparando os métodos de Reamostragem Ponderada (pontos mais escuros) e

Balanceada Ponderada (pontos mais claros) em Blocos

«o.o)

i
Ê

g

g

$ E
DONO OOOOS 00010 0Ht5 0.0D20 00Q25 000300.0000 0.UOS 0 00i0 0.00i 0002S 0.0030

Figura 4.]3: Estimativas

da variância da probabili-
dade de transição poo com
B -50.

Figura 4.14: Estimativas

da variância da probabili-
dade de transição poo com
B -100.

Figura 4.15: Estimativas

da variância da probabili-
dade de transição poo com
B -150.

e Comparando os métodos de Reamostragem Balanceada (pontos mais claros) e

Balanceada Ponderada (pontos mais escuros) em Blocos

NO.o)

0 001 5 0.0020 0 0US 0 0030ooooo o.ao05 DONS 000t0 000t5 00020 0002S 00030 0.0010 0 00iS 0 0020 0.002S 00030

EstirD\8wu

Figura 4.16: Estimativas

da variância da probabili-

dade de transição poo com
B -50.

Figura 4.17: Estimativas

da variância da probabili-

dade de transição pon com
B -100.

Figura 4.18: Estimativas

da variância da probabili-

dade de transição poo com
B - 150.
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4.2 Medida Invariante

Aqui apresentamos os resultados obtidos pela simulação da comparação dos métodos
de reamostragem Uniforme em Blocos, Balanceada em Blocos, Ponderada em Blocos e

Balanceada Ponderada em Blocos, para estimar a distribuição da medida invariante do

estado 0, n-o. A estimativa de Máxima Verossimilhança da medida invariante do estado 0 é
0.441(o valorverdadeiro é 0.429)

Apresentamos para JV fixo e diferentes números de simulações (B), os métodos de
reamostragem utilizados para estimar os intervalos de confiança para a medida invariante.
E possível verificar, através dos gráficos 4.19 a 4.36, a comparação das variâncias das
estimativas de cada um dos métodos, para cada um dos B's.

As tabelas 4.7 a 4.9 apresentam os intervalos de conâança de 95%o para a medida in-

variante do estado 0, pela distribuição empírica, e os respectivos comprimentos, para cada

um dos métodos de reamostragem, para B igual 50, 100 e 150, respectivamente.

Já nas tabelas 4.10 a 4.12 estão os os intervalos de confiança de 95% supondo que a
P{(#«(0) -- ao)/ã $ z} tem distribuição limite Normal Padrão.

Verificando os resultados das estimativas das variâncias apresentados nos gráficos con-

juntamente com os intervalos de confiança de 95%n é possível comparar cada um dos
métodos de reamostragem simulados. Apesar das variâncias das estimativas da medida in-

variante ao do método de reamostragem Balanceada em Blocos se apresentarem próximas

das variâncias do método de reamostragem Uniforme em Blocos, gráficos 4.19 a 4.21,
os intervalos de confiança de 95%o, para a'o, do método de reamostragem Balanceada em

Blocos tiveram menores comprimentos quando comparados ao método de reamostragem
Uniforme em Bloco, para todos os números de simulações (B) utilizados, verihcados nas
tabelas 4.7 a 4.9.

As variâncias das estimativas da medida invariante no do método de reamostragem Ba-

lanceada Ponderada em Blocos são menores quando comparadas ao método de reamostra-

gem Uniforme em Blocos e Balanceada em Blocos, como pode-se verificar nos gráficos
4.25 a 4.27 e 4.34 a 4.36, respectivamente, para todos os B's utilizados, refletindo nos in-

tervalos de confiança e seus respectivos comprimentos. Assim o método de reamostragem
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Balanceada Ponderada em Blocos se mostra mais eficiente, pelo menos empiricamente, do

que os outros dois métodos.

O método que apresentou fortes evidências numéricas de eficiência, para esta amostra,

foi o método de reamostragem Ponderada em Blocos, mesmo apresentando estimativas

das variâncias próximas das estimativas obtidas pelo método de reamostragem Ponderada

Balanceada, como pode ser visto nos gráficos a 4.31 a 4.33, mas quando comparados os

resultados dos intervalos de confiança de 95% o método de reamostragem Ponderada em
Blocos se mostrou mais eficiente, para todos os números de simulações utilizados, do que

todos os outros métodos de reamostragem simulados para esta amostra.
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Tabela 4.7: Estimativas para a medida invariante do estado 0, usando a Distribuição
Empírica, com .B = 50.

Tabela 4.8: Estimativas para a medida invariante do estado 0, usando a Distribuição
Empírica, com B = 100.

Tabela 4.9: Estimativas para a medida invariante do estado 0, usando a Distribuição
Empírica, com B = 150.

Método IC de 95%o Comprimento
Uniforme

Balanceada

Balanceada Ponderada
Ponderada

(0.3930,0.4814)
(0.3811,0.4693)
(0.3933,0.4815)
(0.3888,0.4762)

0.0884
0.0882

0.0882
0.0882

Método IC de 95% Comprimento
Uniforme

Balanceada
Balanceada Ponderada

Ponderada

(0.4006,0.4686)
(0.4035,0.4634)
(0.4021,0.4617)
(0.4075,0.4558)

0.0680
0.0599
0.0596
0.0483

Método [C de 95% Comprimento
Uniforme

Balanceada

Balanceada Ponderada
Ponderada

(0.3870,0.4451)
(0.4093,0.4661)
(0.410,0.466)

(0.4037,0.4545)

0.0581

0.0568
0.0560
0.0508
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Tabela 4. 10: Estimativas para a medida invariante do estado 0, usando a Distribuição Nor-
mal Padrão, com .B = 50.

Tabela 4. 1 1 : Estimativas para a medida invariante do estado 0, usando a Distribuição Nor-
mal Padrão, com .B = 100.

Tabela 4. 1 2: Estimativas para a medida invariante do estado 0, usando a Distribuição Nor-
mal Padrão, com .B = 150.

Método IC de 95% Comprimento
Uniforme

Balanceada

Balanceada Ponderada
Ponderada

(0.3950,0.4714)
(0.3911,0.4603)
l0.3933,0.4595)
(0.3980,0.4602)

0.0764

0.0692
0.0662
0.0622

Método IC de 95% Comprimento
Uniforme

Balanceada

Balanceada Ponderada
Ponderada

(0.4107,0.4688)
(0.4165,0.4697)
(0.4021,0.4551)
(0.4075,0.4511)

0.058]
0.0532
0.0530
0.0436

Método IC de 95% Comprimento
Uniforme

Balanceada
Balanceada Ponderada

Ponderada

(0.4187,0.4687)
(0.4093,0.4590)
(0.4121,0.4571)
l0.4140,0.4534)

0.0500

0.0497

0.0450

0.0394
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e Comparando os métodos de Reamostragem Uniforme (pontos mais claros) e
Balanceada (pontos mais escuros) em Blocos
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Figura 4.19: Estimativas
da variância da medida in-

variante no com .B = 50.

Figura 4.20: Estimativas
da variância da medida in-

variante no com B = 100.

Figura 4.21: Estimativas
da variância da medida in-

variante no com B :: 150.

B Comparando os métodos de Reamostragem Uniforme (pontos mais claros) e
Ponderada (pontos mais escuros) em Blocos
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Figura 4.22: Estimativas
da variância da medida in-

variante n-o com .B = 50.

Figura 4.23: Estimativas
da variância da medida in-

variante a-o com B = 100.

Figura 4.24: Estimativas
da variância da medida in-

variante no com B = 150.
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e Comparando os métodos de Reamostragem Uniforme (pontos mais claros) e
Ponderada Balanceada (pontos mais escuros) em Blocos

00000 000Ü5 0.mt0 0001S 0m20 amas 00030 o aDIo o oois oo020 0 0©s o oa30 00000 00005 00010 000tS 0m20 0002S 00030

Figura 4.25: Estimativas
da variância da medida in-
variante no com B = 50.

Figura 4.26: Estimativas
da variância da medida in-

variante n-o com B = 100.

Figura 4.27: Estimativas
da variância da medida in-

variante no com Z? = 150.

e Comparando os métodos de Reamostragem Ponderada (pontos mais escuros) e
Balanceada (pontos mais claros) em Blocos
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Figura 4.28: Estimativas
da variância da medida in-

variante n-o com B = 50.

Figura 4.29: Estimativas
da variância da medida in-

variante ao com B = 100.

Figura 4.30: Estimativas
da variância da medida in-

variante no com B = 150.
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B Comparando os métodos de Reamostragem Ponderada (pontos mais escuros) e

Balanceada Ponderada (pontos mais claros) em Blocos
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Figura 4.31: Estimativas
da variância da medida in-

variante a-o com B :: 50.

Figura 4.32: Estimativas
da variância da medida in-

variante no com B = 100.

Figura 4.33: Estimativas
da variância da medida in-
variante n-o com .B = 150.

e Comparando os métodos de Reamostragem Balanceada (pontos mais claros) e
Balanceada Ponderada (pontos mais escuros) em Blocos
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Figura 4.34: Estimativas
da variância da medida in-

variante ao com .B = 50.

Figura 4.35: Estimativas
da variância da medida in-

variante n-o com .B = 100.

Figura 4.36: Estimativas
da variância da medida in-

variante n-o com B = 150.



Capítulo 5

Considerações FinaisS

Esse trabalho apresentou alguns resultados sobre reamostragem em blocos, para cadeias

de Markov, no contexto da estimação da distribuição e probabilidade de transição de esta-

dos e da medida invariante. Discutimos a reamostragem Uniforme em Blocos, Balanceada

em Blocos, de Importância em Blocos e de Importância Balanceada em Blocos. Apresen-
tamos algumas idéias de cada método e também consideramos métodos de classificação

tais como o Baggl/zg e o Boosr//zg.

Inspirados na idéia da mudança da distribuição dos dados ao longo do procedimento

dado pelo método Boosríng propusemos dois novos métodos de reamostragem em blocos

para cadeia de Markov, a reamostragem Ponderada em Blocos e a reamostragem Pon-

derada Balanceada em Blocos. Como vimos, o método Boosríng modihca a distribuição de

probabilidade dos dados de acordo com a taxa de erro do a)uste do modelo. Na estimação
da distribuição das probabilidades de transições e da medida invariante não temos uma taxa

de erro conhecida da estimação, uma vez que não conhecemos a resposta verdadeira, assim

utilizamos os estimadores de Máxima Verossimilhança para estimar uma distância e então

propor os procedimentos.

Os métodos de reamostragem Uniforme em Blocos, Balanceada em Blocos, Ponderada

em Blocos e Balanceada Ponderada em Blocos, foram aplicados em dados simulados e

comparados através dos intervalos de confiança de 95%u da distribuição empíricas e seus

respectivos comprimentos. Visualizamos as variâncias de cada método de reamostragem
simulado e observamos que para a amostra utilizada o método de reamostragem Ponderada
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em Blocos se mostrou mais eficiente do que os outros métodos de reamostragem, para todos
as simulações utilizadas, 50, 100 e 150. Também consideramos os intervalos de confiança

segundo a lei limite conhecida dos métodos já tratados na literatura. Acreditamos que
este trabalho contribui e propõe idéias para uma área de pesquisa relevante e ainda pouco

explorada na área de reamostragem de cadeias de Markov.
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